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1. Abstract

This  research analyzes theoretically amodel for disease control via
isolation. Firstly, the equations and the parameters of this model are studied. Later,
the equilibrium is looked into, turning out to two possible equilibrium. The first of them
is the epidemic equilibrium and the second one is the endemic equilibrium. We
will focus on linear analysis. The epidemic case is studied in detail, providing not only
the results, but also the demonstrations. Furthermore, in the endemic case, we will
demonstrate the most relevant results. In both sets, we have carried out a simulation in
function of the time that hosts are isolation. Moreover, fixing the probability to identify

and infectious individual and the elapsed time between infection and identification.

2. Introduccidn

2.1Introduccion al trabajo

Una de las grandes aplicaciones de las ecuaciones diferenciales es el estudio de
fendmenos naturales. EI modelo escogido para este trabajo es un modelo de ecuaciones
diferenciales por retardo para el control de epidemias mediante aislamiento. Es decir,
hemos escogido un modelo epidemioldgico tedrico. Este trabajo estd basado en el estudio
y el analisis de los modelos propuestos en el articulo [1].

A lo largo de la historia, las enfermedades infecciosas han supuesto una amenaza para la
humanidad. Las enfermedades infecciosas como la Gripe Aviar, el Ebola, o la Gripe del
Cerdo, supusieron un gran problema para las autoridades de la salud, ya que estas no
estaban preparadas para tratar con el desarrollo de brotes de propagacion. De modo que
fue esencial ralentizar o controlar la expansién de las enfermedades si se queria disminuir
la peligrosidad de una determinada enfermedad. Hay muchas maneras de ralentizar la
expansién de enfermedades infecciosas, pero la manera mas natural para frenar la
expansion de estas enfermedades es el aislamiento de individuos que pueden estar
infectados. Esto se debe al hecho de que, es una manera eficaz de combatir brotes de

propagacion.

Mientras la gran mayoria de los estudios analizan de forma conjunta, tanto el namero
especifico de enfermedades, como el impacto del aislamiento, este estudio utiliza
diferentes modelos para centrarse en la relacion entre el aislamiento y el rango de

propagacion en relacion a la teoria de los procesos de ramificacion para aproximar las
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primeras fases de la infeccion. Con respecto a los efectos no lineales del aislamiento y la
prediccion de los estados epidémicos, cuando el aislamiento falla, se alejan del alcance

de este estudio.

Para obtener una maxima comprension en este trabajo, comenzaremos definiendo

conceptos basicos necesarios.

2.2 Conceptos basicos

Dentro de este apartado, distinguimos dos tipos de conceptos. Los conceptos relacionados

con la medicina y la biologia, y las bifurcaciones.

2.2.1 Conceptos médicos y bioldgicos

Un concepto basico para comprender este estudio es la epidemiologia. La descripcion de
este concepto, esta basada en [2], [3] y [4]. Antes del siglo XX se realizaron
excepcionalmente estudios epidemioldgicos, pero en las dos ultimas décadas, estos
estudios han tenido gran relevancia. A pesar de esto, la epidemiologia se haya aun en
estado embrionario. No obstante, se puede definir la epidemiologia como una disciplina
cientifica que estudia la ocurrencia de los procesos patolégicos, asi como, la distribucion,
la frecuencia, el control de factores relacionados con la salud y enfermedad de

poblaciones humanas, y la velocidad de intervencion.
Hay varios tipos de epidemiologia:
e Epidemiologia descriptiva

Consiste en la observacion, el registro de la enfermedad y las causas, asi como generar
una hipotesis a partir de ello. Es decir, este tipo de epidemiologia, esta basado en tres
principales elementos: la persona, el lugar y la fecha. Con respecto a la persona, se
incluyen caracteristicas como la edad, el género, la raza y el grupo étnico. Del lugar, se
aportan datos como el pais o la region, ademas de caracteristicas geogréaficas naturales. Y
en cuanto la fecha, se afiade la fecha en la que aparecio la enfermedad. La epidemiologia
descriptiva esta muy relacionada con la Ecoepidemiologia, pues esta también se basa en
la observacion, aunque en la ecoepidemiologia se observan mas bien factores

ambientales.
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e Epidemiologia analitica

Este tipo de epidemiologia se basa en la relacion entre los factores a los que se exponen
las personas, la poblacion y la enfermedad. Estas relaciones se presentan a través de
procedimientos estadisticos y diagnosticos. El factor que afecta a las personas, es el factor
individuo, este factor es el que influye en la exposicion y la vulnerabilidad de un individuo
a una determinada enfermedad. En este factor, se incluye los factores de riesgo a los que
el individuo se expone, asi como, la higiene, las practicas sexuales y otros factores como

los genéticos, que no dependen del individuo, pero si le afectan.
e Epidemiologia experimental

La epidemiologia experimental busca conclusiones que mediante la observacion no es
posible obtener, y para ello se realizan estudios en laboratorios. El factor méas estudiado
en este tipo de epidemiologia es el factor agente, referido a los microorganismos
infecciosos, ya sean virus, bacterias, parasitos u otros microbios. Es importante
mencionar que la presencia de este agente no siempre es suficiente para la aparicién y/o

desarrollo de una enfermedad.
e Ecoepidemiologia

La ecoepidemiologia es el estudio de la interaccion de los factores ambientales y el efecto
sobre las personas. Los factores ambientales son factores estrictos que afectan al
individuo. Estos factores incluyen factores fisicos, geoldgicos, climaticos y biolégicos.
Respecto a los bioldgicos nos referimos a diferentes especies que transmiten una
determinada enfermedad. Dentro de los factores ambientales, un factor a destacar es la
contaminacion. De hecho, segun la Organizacion Mundial de la Salud [5] se calcula que
un 24% de la carga mundial de morbilidad (nimero de personas que enferman en una
poblacion y periodo determinados [6]) y un 23% de la mortalidad se atribuyen a factores

medioambientales.
e Epidemiologia tedrica

Este tipo de epidemiologia consiste en estudiar la representacion de la enfermedad
mediante la aplicacion de modelos matematicos. La ciencia de las matematicas aborda
numerosos campos. Entre ellos, el estudio de fendmenos naturales, como hemos
explicado en la introduccion. Mediante ecuaciones diferenciales se puede estudiar la

estabilidad y linealidad de estos fenGmenos entre otras cosas.
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Esta Gltima es en la que esta basada este proyecto.

Una vez definido el concepto de epidemiologia, podemos definir el concepto de epidemia
y endemia. Segun la Real Academia Espafiola de la Lengua [6], y a la definicion dada por

[7] estos conceptos se definen como:

e Una epidemia es un brote de una enfermedad infecciosa Yy contagiosa, cuya
aparicion es de forma aguda, afectando a un gran numero de personas de una
misma época y lugar.

e Una endemia es una enfermedad propia de un pais o region que se da
habitualmente o en una época determinada. Es decir, es la presencia constante de

una enfermedad infecciosa entre los miembros de una comunidad.

2.2.2 Bifurcaciones

Otro concepto basico a estudiar es el de bifurcacion. Si nos basamos en la definicién de
la RAE [6], una bifurcacion se define como el hecho de bifurcarse, que es dividir algo en
dos ramales o brazos. En matematicas, las bifurcaciones son cambios cualitativos en la
estructura del sistema dinamico. Son descritos por parametros, en particular, los puntos

fijos pueden ser cambiados o destruidos, y su estabilidad puede variar. [8]
Podemos diferenciar las bifurcaciones en dos tipos [9] atendiendo a su geometria:

e Locales. Las bifurcaciones locales de un sistema dindmico son los cambios
cualitativos que se producen en sus trayectorias, que pueden ser caracterizadas
cerca de un solo punto del espacio del diagrama de fases. La importancia de estas
bifurcaciones es su identificacion. Esta identificacion se da mediante una
simplificacion local adecuada.

e Globales. Las bifurcaciones globales de un sistema dinamico son los cambios que
se producen en el sistema. Estos cambios pueden ser asociados a un cambio en

su configuracién topoldgica, que son cambios en las variedades invariantes.

Para este estudio, es necesario entender la bifurcacion de Hopf, que es un tipo de
bifurcacion local. No obstante, vamos a explicar los tipos mas relevantes de las

bifurcaciones locales.

Las bifurcaciones locales méas relevantes son las siguientes, para su explicacion nos
hemos basado en [8], [9] y [10]:



https://www.ecured.cu/Sistema_din%C3%A1mico
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Notese que no vamos a explicar en profundidad la bifurcacion tridente, trancritica y punto

de silla, pues la mas relevante es la bifurcacion de Hopf.

e Bifurcacion tridente: este tipo de bifurcacion es comin en los sistemas

fisicos con simetria. Dentro de esta bifurcacion, podemos distinguir dos tipos:
= Supercritica: Esta bifurcacion en una dimension es de la forma:
Xx=rx — x3

Esta ecuacion posee la caracteristica de ser invariante bajo cambio de

variables x — —x.

En x = 0 hay un equilibrio estable para r < 0, e inestable para r > 0.

Ademas hay dos equilibrios estables parax = ++/r.

A continuacion, mostramos su diagrama de fases, donde en el eje

vertical esta representada la x y en el horizontal la r.

I\

’ Figura 1
En esta figura, esta representado en color rojo los equilibrios estables

y en azul los inestables.
En dos dimensiones la ecuacion mas tipica viene dada por:
X=u— X
y= -y
La distincion segun el parametro p carece de importancia para este tipo
de birfurcacion.
= Subcritica: Esta bifurcacion es de la forma:
Xx=rx + x3
En x = 0 hay un equilibrio estable para r > 0, e inestable para r < 0.

Ademas hay dos equilibrios inestables parax = ++/—r.
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Posteriormente, mostramos su diagrama de fases, donde en el eje

vertical esta representada la x y en el horizontal la r.

|
|
|
|
|
|
|
J\
-3 -2 -1 0 1 2 3 Figura 2
Como en la figura 1, en esta figura esta representado en color rojo los

equilibrios estables y en azul los inestables.
En dos dimensiones la ecuacion mas tipica viene dada por:
X= u+ X
y= -y
Al igual que la bifurcacion tridente supercritica la distincion segun el

parametro p carece de importancia para este tipo de bifurcacion.

Bifurcacion silla-nodo:
La bifurcacion silla-nodo es un mecanismo basico por el cual puntos fijos son
creados o destruidos. El prototipo de esta bifurcacidn en una dimensién es de
la forma:
X=r + x?

A continuacion, mostramos su diagrama de fases, donde en el eje vertical esta
representada la x y en el horizontal lar.

3

2

ok - - — =

w
]
N

1 2 3

Figura 3
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En dos dimensiones la ecuacién mas tipica viene dada por:

X= p+ x?

y= -y
La distincion segun el pardmetro p carece de importancia para este tipo de

bifurcacién

Bifurcacion transcritica: en este tipo de bifurcacion un punto fijado debe
existir para todo los valores de un pardmetro y nunca puede ser destruido. Esta
bifurcacién es de la forma:

X=rx — x°
A continuacion mostramos su diagrama de fases, donde en el eje vertical esta

representada la x y en el horizontal la r.

-3 -2 -1 0 1 2 3 Flgura 4

En dos dimensiones la mas tipica es viene dada por:

La distincion segln el pardmetro u también carece de importancia para este

tipo de bifurcacién

Bifurcacion de Hopf. Tiene gran importancia para este estudio. Cuando
hablamos de bifurcacion de Hopf nos referimos a cambios en la estabilidad de
un sistema en un punto critico, que dan lugar a una solucion periddica. En la
bifurcacion de Hopf se consideran los escenarios que tienen un punto estable,
y cuyos autovalores son complejos. Notese que los otros casos son las

bifurcaciones anteriores.
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Podemos distinguir dos tipos dentro de esta bifurcacion:
= Supercritica: En algunas bifurcaciones las pequefias perturbaciones
que aparecen dejan de “sonar” después de un tiempo. Supongamos que
la tasa de disminucion depende de un parametro de control p. Si la
descomposicion se vuelve mas y més lenta, y finalmente cambia el
crecimiento a un valor critico ., el estado de equilibrio perdera

estabilidad. Esto se indica en la figura 5.

Sin embargo, en muchos casos, el movimiento resultante es un
oscilamiento de ciclo limite sinusoidal de pequefia amplitud sobre el
estado estacionario anterior, como muestra la figura 6. Es en este caso
cuando decimos que el sistema ha sufrido una bifurcacion supercritica
de Hopf.

Figura5 (u < pe)

Figura6 (u > ue)

En términos del diagrama de fases, una bifurcacion supercritica de
Hopf ocurre cuando una espiral estable cambia hacia una espiral

inestable rodeada por un ciclo limite pequefio, cercano y eliptico.

Esta bifurcacién es de la forma:

r = pur—rs

0= w+ br?

Donde p controla la estabilidad del punto fijado en el origen, w da la
frecuencia y la oscilacion infinitesimal, y b determina la dependencia

de la frecuencia en amplitud para largas oscilaciones.

Cuando p < 0, el origen r = 0 es una espiral estable cuyo sentido de
rotacion depende de w, como muestra la figura 7. Para p = 0 el origen

es aun una espiral estable, aunque débil. Mientras que para p > 0 hay

( 10 )
{ 10 )
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una espiral inestable en el origen y un ciclo limite circular estable en r

=+/i, como se muestra en la figura 7

N

Subcritica: Este tipo de bifurcacién es potencialmente méas peligroso

Figura 7

en las aplicaciones de ingenieria. Después de una bifurcacion, la
trayectoria debe saltar a un atractor distante, que puede ser un punto
fijo, otro ciclo limite, 0 como ocurre en tres 0 mas dimensiones, puede
saltar a un atractor caotico.

En dos dimensiones esta bifurcacion es de la forma:

r=pr+r3—rd°
6 = w + br?
Los parametros representan lo mismo que en el caso supercritico, pero

con la diferencia que el elemento al cubo se desestabiliza.

Cuando p < 0, hay dos atractores, un ciclo limite estable y un punto
fijo en el origen. Entre ellos, hay un ciclo inestable, como muestra la
figura 8. La bifurcacién Subcritica ocurre cuando p = 0, el ciclo
inestable se encoge hasta amplitud cero y envuelve el origen, siendo
inestable. Para u > 0, la amplitud limite es repentinamente el Gnico

atractor, como se muestra en la figura 8.

N\

u<0 u>0

Figura 8
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3 Objetivo del estudio.

Estudiar la respuesta a un brote epidémico, asi como, la fraccion de infecciones
individuales aisladas y la velocidad de propagacion de las mismas. Para ello, serd
necesario conocer el modelo, ya que conociendo el modelo se puede minimizar el tiempo

de respuesta, lo cual es crucial para controlar el brote epidémico.

4 Descripcion del estudio.

Este estudio es un estudio tedrico que usa el aislamiento para controlar la expansion de
enfermedades infecciosas, centrdndose en las consecuencias de una imperfecta
implementacidn, asi como los fallos de la identificacion de la fraccion de los individuos

infectados y el retraso de la ejecucién de su aislamiento.

Este proyecto no estd basado en especificos problemas, sino que, a partir de las
caracteristicas reproductivas de los problemas generales, deduciremos si es posible la
minima respuesta requerida para dominar el desarrollo de epidemias. Cuando la minima
respuesta no sea conocida, y la epidemia pase a ser endemia, es decir, cuando la epidemia
se haga constante entre los miembros de una determinada comunidad o region,
ofreceremos de manera resumida resultados tedricos de predicciones de la poblacion que
se puede esperar que caiga enferma. En este estudio, se llevara a cabo el uso dindmico de
sistemas de aproximacion. La teoria de sistemas dindmicos no lineales nos va a permitir

analizar su impacto en un concreto estado endémico.

En resumen, derivaremos un sistema de ecuaciones diferenciales por retardo describiendo
el proceso temporal de la infeccion siguiente a un brote. Este sistema de ecuaciones
diferenciales daré lugar a un sistema dindmico de dimension infinita. También daremos

interpretaciones bioldgicas de manera técnica, que son de gran interés matematico.

5 Descripcion del modelo matematico.

5.1 Introduccion al modelo matematico

A lo largo de este proyecto, se estudiara el modelo SIQ. Este modelo es una extension del
modelo SIS (susceptible-infectious-susceptible), que a su vez es una extension del modelo

SI (susceptible-infectious). Esta explicacion esta basada en [1], [11] y [12]

12

——
| —
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Comenzamos explicando el modelo SI. En este modelo, consideramos una red de N
nodos, cada nodo representa un individuo o huésped. Los nodos que estan unidos por el

borde son vecinos. Cada nodo tiene dos posibles estados:

e Sano o susceptible, al que denotaremos con la letra S.

¢ Infectado, al que denotaremos con la letra I.

En otras palabras, vamos a considerar un conjunto de individuos, que pueden estar sanos

o infectados.

En este modelo, si un individuo es infectado no tiene opcién a curarse, como pasa, por
ejemplo, en el virus del VIH, que a pesar de que haya tratamientos que ralentizan el
proceso, no hay cura para la enfermedad. Ademas, en este modelo los huéspedes

infectados infectan a sus vecinos.

A diferencia del modelo SlI, en el modelo SIS los individuos infectados si pueden
recuperarse, como ocurre por ejemplo con el virus de la varicela. De modo que los
huéspedes infectados infectan a sus vecinos hasta que estos se recuperan. En este modelo,

seguimos teniendo los dos posibles estados anteriores.

En el modelo SIQ, que es el modelo en el que se basa este trabajo, no es mas que la
ampliaciéon del modelo SIS, en el que hemos afiadido un tercer estado, el estado de
aislamiento o cuarentena, al que denotaremos con la letra Q (quarantine) con probabilidad
p. Este nuevo estado incluye a los individuos infectados a pesar de que no hayan

presentado ningun sintoma.

Los huéspedes que no entran en el estado Q en tiempo T se mantienen infectados hasta
que logran recuperarse. Un huésped que entra en el estado Q y se mantiene en este estado

por k unidades de tiempo volvera al cabo de k unidades de tiempo al estado S.

5.2 Parametros del modelo

En esta seccion explicamos en profundidad los parametros del modelo para una correcta

interpretacion de las ecuaciones del siguiente apartado.

e 1: tiempo transcurrido entre el estado de infeccion y su identificacion, es decir, es
el tiempo que pasa desde que un individuo enferma, hasta que se identifica como

enfermo. Al tratar de un tiempo, tiene que ocurrir t >0.

13

——
| —
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k: tiempo que pasa un individuo en el estado de aislamiento después de su

identificacion. Notese que al tratarse de un tiempo, al igual que t, tiene que ocurrir

que k>0.

e p: probabilidad para identificar un individuo infectado. Al tratarse de una
probabilidad, por la definicion de la misma, p € [0,1].

e r: nimero reproductivo de la enfermedad en ausencia del aislamiento, es decir, el

namero reproductivo de la enfermedad cuando p = 0. Nétese que r>0, pues no

puede una enfermedad tener un nimero reproductivo negativo.

e: efectividad del proceso de identificacion. Viene definido como:

e=pe "

B: velocidad a la que un nodo susceptible es infectado por cada uno de sus vecinos

e v:velocidad a la que un nodo infectado vuelve al estado susceptible o sano.

5.3 Ecuaciones del modelo

Para este apartado, consideramos las fracciones de individuos en cada estado. Donde S(t)
representa la fraccion de individuos sanos, I(t) la fraccion de individuos infectados y Q(t)
la fraccion de individuos en cuarentena. También consideramos que tenemos una red de
N nodos o N individuos. Puesto que S(t), I(t), Q(t) son una proporcidn, si denotamos s(t),

i(t) y q(t) el nimero de individuos en el correspondiente estado, se tiene:
S(t) = s(t)/N
I(t) = i(t)/N
Q) =q(t)/N

Por ser S(t), I(t) y Q(t) una proporcion de individuos en el correspondiente estado, se

verifica:

S+ 1Y)+ Q) =1

Asumiendo el tamafio de la poblacion como constante y asumiendo la independencia del
grupo susceptible, podemos definir entonces las siguientes ecuaciones (desarrollado en el

apartado 4.4):
S =—rSIR)+1E) +reSt-t—K)It—1-k) (1)

I () =rS@I(t) = I(t) — reS(t — 7) I(t — 1) (2)

14

——
| —
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QW) =reg[St—1)I({t—1)—S(t-1t —K)I(t—1t-K)] (3)

Este modelo descuida varios aspectos epidérmicos, como la adquisicion de la inmunidad

o0 retrasos en el desarrollo de la infeccién. En el anexo se introduce un periodo de

latencia o, para estudiar el caso de volverse infeccioso después de haberse infectado con

el periodo anterior. De esta manera, generalizaremos el modelo. Pero en el resto de

secciones, trataremos Unicamente el caso de ¢ = 0.

5.4 Deduccién de las ecuaciones del modelo.

En este apartado pretendemos demostrar que, con las hipdtesis mencionadas, las

ecuaciones resultantes son (1), (2) y (3). Para esto, debemos de aproximar el proceso de

propagacién epidérmica descrito anteriormente

Para aproximar este proceso, seguiremos la siguiente notacion.

[S](Y), [11(D), [Q](t) denota el nimero de nodos susceptibles, infectados y aislados
respectivamente a tiempo t.

Es importante denotar las relaciones entre los individuos infectados y los
individuos sanos. De modo que, denotaremos [SI](t) el nimero de enlaces entre
los nodos susceptibles e infectados.

En todo brote de propagacion tiene un papel esencial la velocidad a la que una
epidemia se expande. De modo que para A € {S, I, Q} (para cualquier estado)
usaremos [—A](t, 0) para denotar la velocidad a la que los nodos entran en el

estado A a tiempo t y para s > 0 definimos:

[~ 410.0) =
[=A](t, 0) son los nodos que ingresan en el estado A en tiempo [t, At] y se
mantienen en ese estado hasta tiempo s + t.

Paras >t [-I] (t — s, s) representa la medida de cohorte! del nodo infectado en
tiempo t — s, que entra en aislamiento en t — s + 1. Es decir, [=1] (t — s, S)

representa los individuos que han sido infectados en t —s.

Del proceso de red obtenemos:

! Cohorte: Serie numerosa de personas o cosas
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e [-I](t,0) = B[SI](t), es decir, la velocidad que los nodos entran en el estado
infectado, no es mas que la velocidad de propagacion por las relaciones entre los
individuos sanos e infectados.

e [- Q](t,0) = B[SI](t —1)e™"T, la velocidad que los nodos entran en el estado de
cuarentena depende de la velocidad de propagacion, de las relaciones antes de su
identificacion y del tiempo que tarda en ser identificado un individuo.

Para ambas ecuaciones tenemos probabilidad p, y los nodos infectados en tiempo t — t

que no han sido cubiertos en tiempo t, entraran en aislamiento en ese momento.

Incorporando las reglas de aislamiento, obtenemos las siguientes relaciones:
[= 1(t—s,5) = BeY*[SI](t — s)(1 — pO(s — D))
[- QIt—s,5) = Bpe " [SI](t—s — T)(1 = O(s — 1))
donde la funcion @(.) es la funcion a trozos de Heaviside, definida como:
_(1sis =20
o) 0sis<0
Supongamos que tenemos un numero inicial de nodos sanos, infectados y en cuarentena,
es decir, dadas unas condiciones iniciales ([S](t), [1](t), [Q](t)), donde [S](1), [1](1), [Q](Y)

son funciones continuas definidas en el intervalo [- t — k, 0], mediante calculo de

derivadas obtenemos las expresiones de [1]" (t) y [Q] .
[1°(® = BISI] — y[II(Y) —p[=> 1]t — ©, 1)
[QI'(M) =p[-1(t — 1) —[->Ql(t — kk)
Derivando de la expresion [S](t) + [1](t) + [Q](t) = N, obtenemos:
[SI"(®) + [11°(t) + [Q]"(t) = O,

Despejamos [S]'(t)
[SI'(t) = = [1T°(t) — [QI'(V);

=- BSY —+[1® - p[-> 1t — 1, ©) — (P[> It — 1, O - [> Ql(t — kk));

=- BISH —v[1® + p[- 1t — 7, ) —p[-> It -1, +[> Qt -k K);
Cancelando + p[— I](t — ,7))- p[- I](t — T, T) obtenemos

[SI'(®) = — BISH —y[1I(®) + [- QI(t -k k)
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De modo que, recopilando los calculos de arriba, tenemos las siguientes tres ecuaciones:
[SI"(t) = — BISI] —y[1](®) + [= QI(t =k, k)

[11°(t) = B[SI] = y[1](t) — p[= 11t — 7, D)

[QI(®) =p[=1(t — 1, O - [= Ql(t — kKk)

Aproximando [SI](t) = <k>[S © [1](t) y asumiendo que t — s > — t — k obtenemos
[SI'(t) = — Pkt — yII(D + [- QU — k1;

= — B<k>CIO1 (1) — y{11(t) +Bpe YI[SII(t — s — 1);

Sl(t—s-1)

= — Bkl 1) — y{11(t) +Bpe YT <k >+ et — s — o);
(10 = B> 13) — y{11(0) - pl> 1t — 7, 1)
= Bk [11(t) — y{11(t) - Bpe Y [SI(t — T)
= B> 1) — 41 - ppe* <k > EE=2 - 1)

[QI'(®) =p[=1(t—tD - [>Ql(t — kKk);

= pBe Y[SI](t — 1) — pPeY*[SI](t — T — K);

<k> <k>

= PR~ [SI(t = DIt — ©) — pp—~[S](t - = = K)[I](t - T — K);

= pBﬁ ([SI¢t =]t — ) = [S](t — = = K)[1](t — = = K))
Finalmente, definiendo las variables estado como: S(t) = [S](t)/N, I(t) = [I]J(t)/N y Q(%)

= [Q](t)/N, donde t = 7ty escribiendo % = . Reescalando los parametros, r = B;b,

= pe™ YT, k =k, ¥ =1 obtenemos las ecuaciones:
(1) S® =—rSEOIE) +1(E) +reSE-T — B IE—T-k)
(2) I (t) = rS®I(E) — I(F) — reS(E — %) I(f — %)

3 Q) =re[SE-F) 1T —F) —SE—T-k) I(f—T-K)]
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Lo ultimo que vamos a demostrar es la positividad de las soluciones, ya que no seria
I6gico que nos dieran por ejemplo -5 nodos sanos. Ademas puesto que las ecuaciones
(1), (2) y (3), pretenden describir la trasferencia de individuos de unos estados a otros, es
de esperar, que estas ecuaciones, ademas de satisfacer la condicion S(t) + I(t) + Q(t) =1,
también satisfagan S(t), I(t), Q(t) = 0, vt > 0 (siempre que se verifique la condicién
inicial). Pero, sin embargo, para que se cumpla la parte de positividad es necesario definir

lo siguiente:

Sea [1](t), [Q](Y), te [- T—k,0]. Para t> 0 podemos partir [I](t) en: [I](t) = [T]1(t) + [1]2(1),
donde [1]1(t), [1]2(t) representan la cantidad de nodos que ingresan antes y después del

tiempo cero respectivamente (es decir, el area). Por tanto tenemos:
[1:(t) = (O ~ Sy axi_erey P [2 N(=s,9) ds) y

[:(t) = f,[- 1](t —s,s) ds

Notese que los limites de integracion de la primera integral se deducen del hecho que 0 <
t < T, que son los nodos que salen de 1 y entran en Q en [—T, 0] introducido e el intervalo
de tiempo [—T,t — t]. Para t > testos nodos se introducen en el intervalo de tiempo
[—T, 0].

En la derivacion de las ecuaciones de arriba, nosotros asumimos que [— I](—s,0) es
proporcional a [S](-s)[i](-S) y el restablecimiento ocurre a ritmo de vy, pero esto no tiene

porqué ocurrir en las ecuaciones iniciales.

6 Vision no técnica de los principales resultados.

En este apartado vamos a describir los principales resultados dejando de lado la parte mas
técnica. Algunos de estos resultados, seran demostrados de manera mas técnica mas
adelante. Recordamos que el modelo SIQ sin la estrategia de aislamiento, no es mas que
el modelo SIS, con r como nimero de reproduccion de la enfermedad. Por lo que una
infeccion se expande, si y solo si, r > 1. De modo que este caso, r tiene una gran relevancia,

pues sin las adecuadas medidas la infeccion se expandira.
Los principales resultados son:

1) Probabilidad minima de identificacion requerida
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Se sabe que para tener una opcion de parar un brote de una enfermedad, es necesario
conocer una determinada fraccion minima de individuos infectados.
Definimos la probabilidad minima de identificacion como pc, dada por:
pc=1-1/r (4)

Recordamos del apartado anterior que r es nimero reproductivo de la enfermedad en

ausencia del aislamiento, y p es probabilidad para identificar un individuo infectado.
De modo que se tiene que verificar que p > pc.
2) Tiempo critico de identificacion

Es sabido que identificar los individuos infectados en el menor tiempo tiene una gran
relevancia a la hora de evitar brotes de una determinada enfermedad. No basta solo con
poseer la capacidad de detectar individuos con probabilidad p > pc, es necesario actuar

con rapidez.

Definimos tiempo critico de identificacion como:
w(p) = In(2) (5)

Dicho de otra manera, tc representa el tiempo a partir del cual la expansion de la

enfermedad es inevitable.

La condicién que se tiene que verificar es T < 7. Recordamos que t es tiempo

transcurrido entre el estado de infeccion y su identificacion.

Podemos calcular facilmente el tiempo de identificacion, tc, de varias enfermedades, una
vez hallemos el namero reproductivo, r, y la probabilidad de identificacion, p. En el
apartado 4.4, hemos realizado el cambio de escala t — t/y, donde y es la velocidad de

recuperacion. Esto implica que tc también esta reescalado.
3) Prediccion del estado endémico en funcion de e y k
De la condicion 1y 2 tenemos que p < pcy p <1 —1/r. Como t© > 1, entonces:

pe ¥t < (1—%)e“’“; pe™¥* < 1 —1/r. De modo que, con una efectividad en la

identificacion del proceso menor que 1—1/r, la infeccion persistiria. Cuando esto ocurre,
demostraremos que si el sistema tiende a un endémico equilibrio, la fraccion de

individuos infectados sera:
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1
1—-g+¢€k

= L-e-D @)

Es decir, en esta condicion nos centramos en la aparicion repentina de una pequefia

infeccion en la que se pierde el control.
4) Analisis de bifurcacion en equilibrios endémicos.

Para cada p y T con T « 1, daremos resultados que explican que en cada punto de
equilibrio endémico con k como parametro de bifurcacion. También explicaremos que el
equilibrio se desestabiliza a través de una bifurcacion de Holf a medida que aumenta k, y

a medida que aumenta aun mas, sufre una cascada de bifurcaciones de Holf.
5) Efecto del parametro k en el trascurso de una epidemia.

En la condicién 4, hemos descrito la dinamica cerca de un equilibrio endémico,
independientemente de como llegamos a esa situacion. Mientras en la condicion 3, nos
centramos en la aparicion repentina de una pequefia infeccion en la que se pierde el
control. En esta parte los resultados son numericos. Mostraremos que la infeccion se
acercara al equilibrio predicho en la condicion 3, y que a medida que k aumenta, el
equilibrio se desestabiliza a través de una bifurcacion de Hopf,

Para k grande, las simulaciones sugieren que la fraccion de individuos infecciosos,
pueden tener oscilaciones periddicas con amplitudes no triviales. Estos resultados se

presentan en el apartado 9.

Resumiendo, el modelo SIQ, ofrece medidas cuantitativas para los tiempos de
identificacion, con el fin de prevenir enfermedades y estudiar las capacidades de
respuesta. Para infecciones endémicas, nuestro analisis ofrece una guia para opciones

Optimas de duraciones de aislamiento.

7 Propiedades béasicas del modelo

7.1Estructura matematica. Existencia y unicidad del problema

Las ecuaciones (1), (2) y (3) definen un sistema dinamico en el espacio C := C([- t — k,

0]), el espacio Banach? [13] de continuas funciones con la siguiente norma:

= sup b

Oe[— t—Kk,0]

2 Espacio Banach: Un espacio Banach es un espacio vectorial normalizado y completo. [17]

( o )
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donde | . | es lanorma Euclidea en el espacio tridimensional R3. Dada una funcion inicial
¢ € C, la solucién x(t, ¢), t > 0, del problema descrito en las ecuaciones (1), (2) y (3)

existe y es Unico [14]. Nosotros vamos a usar la notacion estandar:

X1($)=x(t + 6; ), 0 € [- T -k, 0].
Esta solucion define una funcion C* (diferenciable una vez) en C dada por el semiflujo T
L = xe(d) [14].
Observa que la condicion S"(t) + I'(t) + Q'(t) = 0, implica que si ¢ = (s, 1, dg) Y
x(t, d) = (S(1), I(t), Q(1)), entonces S(t) + 1(t) + Q(t) = ¢s(0) + ¢1(0) + $o(0) Vt =0.
En particular, se tiene que:
C:={dpeC([—1-k 0L R®) | ds(8) + $1(8) + do(®) =1,V 0 e[-1-Kk 0]}
es positivamente invariante con respecto a la funcion T.

En el contexto del modelo epidemioldgico, toda solucidn de interés tiene que por cada t,

X(t; 8) toma valores en el 2-simplex.

A% = Ju=(uy, uy uz) € ]R3:Zui=1, uy >0,i=1,2,3

1

En el apartado 6.3, mostraremos que condiciones iniciales de un cierto subconjunto de C

nos llevan a condiciones que pertenecen a C, para todo t > 0.

7.2Soluciones de equilibrio y conjuntos limites o

Para una mayor comprension de este apartado, comenzamos recordando la definicion de

conjunto limite .
Dado el conjunto o(¢) de ¢ € C bajo el semiflujo T se define w(¢dp) como:
o(¢p) ={Y € C|T¢ — Y para cada secuencia t,, - o}

De modo que, dada una solucion que es acotada, x«(¢) es C* con una cota uniforme en sus
derivadas paratodo t > t + Kk, aplicando el Teorema de Arzela-Ascoli (Si una secuencia
{f,}%, en C(X) is acotada y equicontinua entonces existe una subsecuencia uniformemente

convergente [15]), o(¢) es no-vacio y compacto en C (con norma C°).

En particular, consideramos una solucién en equilibrio ¢, que no depende del tiempo, de

las ecuaciones (1), (2) y (3), lo que significa que x(t; ) = ¢(0) paratodo t, y ¢ es una

( 5 )
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funcion constante. Para u = (uz, Uz, us) € R3 con ¥}; u; = 1, nosotros usaremos la notacion
i para denotar la funcion constante en C con Gi(6) = u para 6. El equilibrio de las

ecuaciones (1), (2), y (3) puede ser calculado de la siguiente manera:

Sead = (ds, dy, q) unasolucion que no depende del tiempo, calculamos la ecuacion
que debe satisfacer haciendo de cada una de las ecuaciones (1), (2) y (3) F(¢) =0. (Como
no depende del tiempo, en cada una de nuestras ecuaciones sustituimos S(t), S(t - t — k)

y S(t - 1) por ¢, y analogamente con los otros estados).

1) 0 =—rds bt drtre dsdy
=(—rds+1+reds)d;
=(rds(e—1)+ 1)y
=(=rés (1 —e) + Doy
==(rds(-¢) -y

2) 0=rdsd; — d; —re psy
=(rds — 1 —reds)dy
=(rdps (1—2)— Dy

3) 0=re(dps b1 — bs dp)
=re0
-0

De modo que, la solucion de equilibrio debe satisfacer 0= —(r g (1 -€) — 1)d; (7)

Luego, asi cualquier ¢ , con bg = y ¢= 0 es una solucion de equilibrio.

r(1-¢)
Definimos € == {$eCl ;= 0} yEe=€,NC

1
r(1—g)

Anélogamente, definimos €, = {cBe C| ¢ps = } yE&=&nC

Nos referimos a equilibrios endémicos a ¢; # 0, ya que es cuando se va a hacer contante
la enfermedad en los miembros de una comunidad. Para ¢ € C, es posible que T;(¢) se
aproxime a uno de los equilibrios de arriba cuando t — oo, pero esto no necesita ser solo

un comportamiento a largo plazo, y mostraremos que no lo es en el apartado 8.2.

7.3 Soluciones biolégicamente relevantes y su positividad

Consideramos una solucion x(t; ¢) como bioldgicamente relevante, si x«(¢) € C para todo

t> 0. Es decir, consideramos una solucién como biolégicamente relevante si la solucion
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pertenece al espacio en el que trabajamos, por ejemplo, una solucién que ocurre antes de
la aparicion de la epidemia no es relevante, como es légico. En este apartado, vamos a
dar condiciones suficientes para su positividad. Mas especificamente, vamos a mostrar
que ninguna condicion inicial corresponde a una infeccion que empezé justo antes que t

= 0 conduciendo a una solucidn biolégicamente relevante.

Empezamos con una funcion y: [—t — k, 0] — R3, (que no es necesario que pertenezca
al espacio en el que hemos definido nuestro sistema). No es importante como hemos
llegado a dicha situacion. Dado una condicion inicial, evolucionamos el sistema de
acuerdo a las ecuaciones (1), (2) y (3). Mediante el siguiente lema, se explicara como
deben ser dichas condiciones iniciales para que las soluciones sean biol6gicamente

relevantes.

7.3.1 Lemal
Dada ¢ = (Ys, Yy, L|JQ): [t — k, 0] — R3 una funcién continua por partes con valor en

A? (2-simplex). Suponemos ademas que:

P1(0) = [ e () (8)d6 (11)
Po(0) = re [° | Ws(8)y;(6)do (12)

Entonces S(t), 1 (t), Q(t) = 0, S(t) + I(t) + Q(t) = 1 para todo t > 0, y x«({) € C para todo t

> 1+ k. En particular, si y € C para todo t > 0.

La prueba de este Lema se sigue desde la derivacion del apartado 4.4. Notese que las
condiciones del Lema 1 se satisfacen para conjuntos abiertos de condiciones iniciales

correspondientes al repunte repentino de una infeccion alrededor del tiempo 0, descrito
por Y con Y (0), Y (0) >0y 0 < Yy (1), Yo (t) << Y;(0), Po(0) paratodo t < — & para

algtin & > 0 suficientemente pequefio.

8 Entorno de equilibrios libres de enfermedades

En los apartados 8.1, fijaremos r, p y T con el objetivo de dar una descripcion del analisis
lineal de la dindmica en un entorno a €, del conjunto de equilibrios libres de
enfermedades identificados en la seccion 7.2. En otras palabras, vamos a fijar el nUmero
reproductivo, la probabilidad de identificar a un individuo enfermo, el tiempo trascurrido
entre el estado de infeccion, y su identificacion para dar un analisis lineal cerca de las

soluciones de equilibrio que hemos estudiado en la seccion 7.2.
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La cuestion que vamos a resolver en el punto 8.2, es como deben ser t y p para frenar la
propagacion de pequefias infecciones iniciales para una enfermedad, donde r es el nimero

reproductivo. Para la resolucion de esta cuestion usaremos los sub-apartados anteriores.

8.1 Analisis lineal de €,

Vamos a parametrizar €, := { € C| ¢; = 0} por medio de u(q), q € R, donde q = (1 —
g, 0, q), yestudio la ecuacion linealizada en cada punto. [8], [9], [10], [16] vy [17]

El siguiente lema da la ecuacion caracteristica para un equilibrio general.

811 Lema?2
Dado@ e Cconw = (ws, w;l— ws— wl), una solucién en equilibrio de las ecuaciones

(1), (2) y (3). Entonces, la ecuacién caracteristica para @ es la dada por:
X, ®) =0
donde
X, @) =AA+1—ros(1—ee™™) +row (1—ee” O] +1 e ge (1 —eK)

Dado que €, consiste en una linea de equilibrio, 0 es claramente un autovalor de w; = 0

correspondiente a la direccion a lo largo de la linea. La estabilidad de este equilibrio en

direcciones transversales a £, es determinada por los restantes autovalores.
Notese que wg = 1 — wg — wy

8.1.2 Teorema3

Sea Ty p fijados, y asumiendo € < pe~". Denotamos por q. a:

Siq > q. entonces u(q) es linealmente estable, y si q < gc, entonces u(q) es linealmente
inestable. En més detalle, en q # q., el autovalor A = 0 del equilibrio u(q) tiene
multiplicidad 1, y no hay otros autovalores en el eje imaginario. Para q = q. todos los
autovalores no nulos de A tienen Re(A) < 0.Para q < q. todos los autovalores no nulos
de A tienen Re(A;) > 0. Dicho de otro modo, q. es el valor limite por el cual nuestro
sistema deja de ser linealmente estable (converge a un punto) y es inestable. El problema
de que el sistema sea inestable es que no vamos a poder controlar el brote de propagacion.

Demostraciéon
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Sea u(q) € €,. Usando el Lema 2, la ecuacion caracteristica tiene la siguiente forma:
AA+1-r(1—q)(1—ee™")]=0(13)
(Basta con sustituir g = (1 — q, 0, q) por medio del Lema 2)

El autovalor A = 0 del primer factor corresponde a la direccién tangente a lo largo de las
variedades de €, y los correspondientes autovalores normales son las restantes soluciones

de la ecuacion 13.

El segundo factor tiene una solucion en A = 0, si y solo si, q = q, yaquesiq = q, se

tiene que: (sustituyendo g por o).
0=A+1-r(1—q)(1—ee™)

1

0=A+1-r(1—(1--=)(1—ee™)
0=A+1-r(G=)(1—ge™™)
O:?\+1—ﬁ(1—se_”‘)

Y si hacemos A = 0, se verifica la igualdad.

Lo siguiente que vamos a mostrar es que q = q.. es el Unico valor para que un equilibrio
pueda tener un autovalor normal A con Re(A) = 0. La condicion algebraica de bifurcacién

A = iw implica:

w?=(re(1 —q)? -1 -r(1-q)* (14)

w
1-r(1-q)

= tan(wT) (15)

La ecuacion 14 admite soluciones w? > 0 para diferentes valores de g. Veamos cuales son
esos valores:

Segun la ecuacion 14, w? >0, siysolosi, |[re(1 —q)| > |1 —r(1 —q)|

De aqui distinguimos los dos siguientes sucesos:

e re(l —q)>1-r(1-q)
re(l —@+r(1—-q)> 1,
r(l —q)(e+1)> 1,
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r(l —q)> (£+1)
(1 h q) (£+1)r
1

N (e+Dr > q

e reg(1 —q)>—1+r(1—-q);
re(l —q) —r(1—-q)>-1;
re(l —q) —r1—q)>-1,;
r(1 —q)(8—1)>—1;

(1-9gc< 1)r
1-9gc< m s)r
1- (1-¢)r <4q;

De modo que, para que w? >0, q € [1 —

1
Llamandoq, = 1 — Py

Notese que la funcion de la ecuacion 14 alcanza el méximo en:

dmax = 1 —

(1-¢e)r’

y sabiendoqueq. = 1 —

r1-—¢2
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1 - .
o, Setiene que: g e [dc 94+]

Para hallarlo, basta con derivar la siguiente funcion e igualar a cero.

fl@ = (el —)* -1 -r(1-q)*

Derivamos la funcion y obtenemos

f'(q) =2re(1 — Qre(=1) — (1 = r(1 - @))r(=1)

=2re(1 —q)re(—1) — 2(1 -r(1- q))(—r)(—l)

=-2r22(1 —q) —2(1—-r(1 — @)r
=-2r2¢?(1 —q)—2r+2r?(1—q)

Igualando la funcion a cero obtenemos:
0=-2r2¢?(1 —q) —2r+2r?(1—q)
=2r(-re?(1 —q)—1+r(1—q))

=-re?(1 —q)—1+r(1—-q)

——
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=r(1 —qQ(1—-¢»H-1

1 1
ri1-g2

Despejando q obtenemos: quax = 1 —

€

Poniendo este valor en la funcién dada obtenemos que: w?,.x = —
1—¢2

Este Gltimo valor mencionado satisface |w?® _ | < % de modo que si restringimos

w e [— %%] utilizando la ecuacion 15, tenemos que w = 0 es la Gnica posible solucion,
si y solo si,

1
1-r(1-q)

< 1(16)

w
1-r(1-q)

En este caso, la funcion — + tan(wT) es estrictamente monotona. De hecho, el

calculo directo de la ecuacion 14 se verifica Vqe (q_,q4), T =0y qe€[0,1]. Asi, las
ecuaciones 14 y 15 no admiten solucion con w > 0 y consecuentemente, no hay

bifurcacion posible. En particular no habra bifurcaciones Hopf.

Lo siguiente que vamos a mostrar es Re(A) < 0 para todo no triviales autovalores con de
q =g, Cogemos q=1-— %> qc, entonces sustituyendo g en el segundo factor de la

ecuacion 13, tenemos:
0=?\+1—r(1—q)(1—se‘”‘)
_ _ _ l _ —-TA
=A+1-r(1-1+)(1—ee™™)
=A+1-1(1—-ee™™)
=A+1—-1+ ge A

=LA+ ge ™

Notese que € < 1. Y esta Gltima ecuacién solo alcanza soluciones con Re(A) < 0. Debido

a la continuidad, nosotros tenemos Re(A) < 0 para todo no trivial autovalores de
qe(qe 1] N[O, 1].

Haciendo el mismo procedimiento pero cogiendo q = 1 + %> d., Se obtiene que con

q € [0,9¢) N[0, 1] hay exactamente un autovalor positivo real. De hecho, paraq = q, €l
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autovalor atraviesa el eje imaginario trasversalmente en A = 0 con la correspondiente
d(Re(A)

derivada e evaluadaeng= q.yA=0. m
En el contexto del modelo epidémico, es de interés €, < C. Observamos que {i(q.) puede
0 no puede extenderse en £, . En particular, si q. < 0, entonces todos los equilibrios en

€, son linealmente estables, debido al Teorema 3y al ser q = 0.

8.1.3 Corolario 4
Para cada p, q € (0, 1), el equilibrio libre de enfermedad Gi(q.) es linealmente estable si t

satisface la inecuacion siguiente:

< (p.q) =) - In(1 - 75) (17)

En caso contrario, sera linealmente inestable.

Este corolario no da mas que un valor critico para el tiempo de identificacion y que la
enfermedad no se propague.

8.2 Valores criticos de p y T: ajuste e implicaciones biologicas

En el apartado 6, dimos una visidn no técnica sobre el tiempo critico de identificacion.

En este apartado, estudiaremos de manera mas técnica esta condicion.

Cuando se presenta un escenario en el que una pequefia fraccion de la poblacion es
infecciosa, es decir, dada una condicion inicial cerca de &,, se debe estudiar que valores
deben tomar p y T para evitar un brote, o en caso de ser posible, para la eliminacién

completa de la infeccion.

Consideramos primero una condicion inicial cerca del equilibrio (S,1,Q) = (1,0,0). En
un modelo sin aislamiento, se sabe que el numero reproductivo es Ro :=r. EI Teorema 3
muestra que nuestro procedimiento de aislamiento reduce Ro al nimero reproductivo

efectivo de la enfermedad R, = (1 — ¢)r. Esta es una reformulacién directa de la
afirmacion de que el equilibrio en (1,0, 0) es estable si g, = 1 — %fg < 0. Para vencer

la infeccién tenemos que tener en cuenta que (1 — €)r < 1, (ya que si es mayor que 1, el
brote creceria, como ocurre por ejemplo en las sucesiones geométricas, si la razon es

mayor que uno, la sucesion crece cada vez mas, y en caso contrario tiende a cero),

. 1 . . .
equivalentemente, &> 1—; . Ahora estudiaremos lo que esto significa para los
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, _ 1. . . ;. . .
T. € =pe’ " ¢ — -
arametros Como pe™", € > 1——impone inmediatamente un limite inferior

a la probabilidad de aislamiento p, es decir, debemos tener:
p>pci=1—= (18)

Tener la capacidad de identificar y aislar de manera adecuada los huéspedes infectados
es necesario, pero no es suficiente. Es esencial que por cada p > p., haya un tiempo

critico de identificacion:
w(p) = In(2) (19)

tal que, si T > T, la infeccidn se propaga para la mayoria de las condiciones iniciales,
mientras que T < T garantiza que la infeccion disminuird. Si p = p, entonces claramente
T. = 0; esto implica que el aislamiento debe ser inmediato a la infeccion. Cuanto mas
lejos esté p de p., mayor sera tc(p). De modo que, existe una compensacion entre la

probabilidad de aislamiento y el retraso en su implementacion.

Consideramos ahora, una condicion inicial cerca del equilibrio (I — g, 0, §) paraq >
0. El Teorema 3 junto con un argumento analogo al anterior muestra que en este caso, el

nimero reproductivo efectivo para la enfermedad es R, 4 := (1 — q)(1 — ¢)r. Entonces,

Req <1 es equivalente a £> 1— De esto, nosotros deducimos la

1
r(1-q)’
1
r(1-q)

correspondiente probabilidad de aislamiento critico p.(q) = 1 — y el tiempo

critico de identificacion tc(p, q) para cada p, como en el Corolario 4.

Una alternativa manera de entender el nimero reproductivo efectivo R, paraq > 0 es

la siguiente:

Para condiciones iniciales cerca de (I — g, 0, §), una fraccion q de la poblacién nunca
dejara el aislamiento, y entonces no participaran en la dinamica. Eliminando esta parte de
la poblacion en el sistema no se producen mas cambios. De esta manera tendremos: S +
I + Q = 1- q. Ahora podemos reescalar cada uno de estos, de modo que: S + 1T +
Q = 1. Haciendo el ajuste S=S/(1—q), I=1/(1—q), Q=0Q/(1—q), pero
observando las ecuaciones 1), 2) y 3), también se reescalar, llegando a ser: ¥ = r(1 — q),

consistente con la relacion entre R, y R q.
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Finalmente, prestamos atencion a q., que distingue completamente las propiedades de
estabilidad de los equilibrios libres de enfermedad, dependiendo solo de p y T y no de k.
Es decir, las capacidades de respuesta son importantes, pero la duracién del aislamiento

no lo es para prevenir brotes de epidemia.

9 Lejos de equilibrios libres de enfermedades.

En esta seccidn, nosotros vamos a movernos lejos del conjunto €,, al conjunto de
equilibrios libres de enfermedades, para explorar la dindmica de una manera més global.
Ya que no siempre nuestras soluciones van a estar cerca de €,. Notese que a lo largo de

este apartado asumimos la condicién p > 0.

9.1Una integral de movimiento.

Los modelos de epidemias que conducen a ecuaciones diferenciales por retardo a menudo
tienen condiciones integrales subsidiarias impuestas por la interpretacion de estos
modelos. El descuido de estas condiciones puede conducir a soluciones que se comporten
de una manera radicalmente diferente de las soluciones restringidas para obedecerlas.
Esto no solo esté relacionado con la conservacion en masa sino también esta relacionado

con la conservacion de la cantidad.

Por eso en este apartado vamos a estudiar que las ecuaciones del modelos SIQ siempre se

conservan: [18]
Dado r y k fijos, definimos H = H"*:C ~ R por:

H(®) = 1= ¢s5(0) — di(=k) + [0, (1= rds(s))di(s)ds (20)
donde ¢ = (Ps, b1, bo)

9.1.1 Proposicion 6
Fijando el nimero reproductivo y el tiempo que pasa un individuo en el estado de
aislamiento, tenemos que la derivada respecto a t de la funcién de arriba es nula, es decir,

para cadar, k fijo, se tiene:

d
aH(xt(cp)) =0VpeCyt =0
Y el conjunto de niveles de H define una suave foliacion en C. [19]

Demostraciéon
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Escribiendo x.(t; ) = (S(t), I(t), Q(t)) para t = 0, nosotros tenemos entonces:

SH(x(§)) = —3® — i(t—1) + (1= rSEO)I®) — (1 - rS(t — K)I(t — k),que

sustituyendo las ecuaciones 1), 2) y 3) se tiene:

%H(xt(q))) = —(—rSMOI(t) + I(t) + reS(t- t- kIt — - k)) — (rS(t —k)I(t
—k) — It —K) —reS(t-1-K) It —t—K)) + (1 —rS(O))I(t) — (1 —
rS(t — k))I(t — k);
= rS(OI(t) — I(t) — re S(t- t- KI(t — t- k) —rS(t —k)I(t
— k) +I(t —K) +reS(t-t—Kk) I(t — 1K)+ I(t) — rS(O)I(t) —
I(t—k)+ rS(t —Kk))I(t—Kk);
=0
Ya que se anulan todos los términos.

Para mostrar que el conjunto de niveles de H son variedades de codimension 1, es

suficiente con comprobar por el teorema de la ecuacion implicita [20], que DgH, la

derivada de H, estd sujeta a cada ¢. Es cierto que para cualquier ¢ existe un § =

(Ws, U1, Wq) tal que:S)

Do)y = = s(0) = (=10 + 11, (1 = rs(9))(s) ds —
f_okq)l(s)lpl(s) ds #0

Por ejemplo, escogiendo y; = 0, Ys(0) = 0, VOe[-T1—k —8] y Ys(8) = 1 — %,

1
supoy

V 0e[-8, 0],donde 0<ré < ]

Fijados r y k, nosotros denotamos F = F"¥a la foliacion dada por la proposicion 6, y
denotamos F; = H~1(q). Entonces Fyes invariante bajo el semiflujo, es decir, para
¢ € Fy, x($p) € Fy vt = 0. Nosotros consideramos la interseccion de F, con el conjunto

de puntos de equilibrio parak y g.

9.1.2 Teorema7

.. _ ,k - -
Parar, k'y qfijos, sea F = F"¥, y considerese tambien F,
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1. Entonces F; N &, = {1@}, donde u(q) = (1 —q, 0,q), es decir, el Gnico F,
que esta en &, es de la forma (1 — g, 0,q). Cuando hay gente infectada nuestro
sistema converja.

2. Fijando de manera adicional p, T, con determinadas &; = {¢ps= [r(1 — €)]71},

tenemos F, N &, = {v(q)}, donde v(q) = (vs, vi(q),vo(Q)). Y

1-—¢

vi(q) = T et ek (qc— @)
vo(@) = —— (qc— ) (21)

En otras palabras, en el caso endémico, el nimero de infectados y el nimero de

individuos en cuarentena tienen seguir las ecuaciones (21)

Estas afirmaciones se demuestran mediante calculos sencillos. Notese que las extensiones
de FTK varian con k. Si establecemos k = 0, vemos de la formula (20) que Fy =
{ch(O) = q} . Para pequefios valores de k, con k > 0, es facil ver que las extensiones de
FUK son “cercanas” a F©0. Obsérvese como de las formulas anteriores para p y 1 fijo,
vi(q) decrece de manera monotona a medida que k aumenta. De hecho, de la extension
Frk “se dobla” lejos de F™° de manera cada vez mayor, su interseccion con & tiende a

(1= g 0, ;) cuando k — o

9.2 Discusion

Fijando el namero reproductivo, r, y el tiempo que pasa un individuo en el estado de
aislamiento, k, empezando por la soluciéon ¢ donde ¢; « 1, es natural preguntarse qué
ocurrira en el futuro. Fijamos también la probabilidad para identificar un individuo
infectado, p, y tiempo transcurrido entre el estado de infeccion y su identificacion, t,y
supongamos que la solucion pertenece a la inversa de la foliacion de la proposicion 6, es
decir, ¢ € Fy paraalgung. Siq > qc, entonces la solucion tendera a la interseccion entre
la inversa de la proposicion 6 y el conjunto de puntos de equilibrio &, aplicando el
Teorema 3 y escogiendo algun vecino suficientemente pequefio de &,. es decir, x.(¢) +~

u(q) € F, N & cuando t — oo,

Una posibilidad es que x(¢) tienda a v(q), el tnico punto en F; N &; cuando t — oo, 0

lo que es lo mismo, que nuestra solucidn converja a un punto, pero es dificil de determinar
bajo qué condiciones esto ocurre, este tipo de comportamientos dindmicos no locales son

muy desafiantes para analizar. En las simulaciones del apartado 9.3, se puede observar
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como esto si ocurre para valores pequefios del parametro k, sin embargo por el Teorema
7, si x.(¢p) tiende a ¥, es ventajoso usar un kK mas grande, ya que cuanto mas tiempo se
mantengan aislados los individuos infecciosos, mas pequefios seran los componente | de
v del estado asintotico ¥, pero esto no funciona (como se observa en la simulacién 9.3
en la figura 10), pues si ¥ es inestables, entonces es improbable la convergencia, y las
estructuras que emergen de ¥ después de que pierdan su estabilidad se convierten en
conjuntos limites o de ¢, que sabemos que no esta vacio si x (t; ¢) estd acotado ( como

hemos explicado en el apartado 6.2)

9.3Simulaciones en Matlab para soluciones iniciales cercanas €,
Para este apartado ha sido necesario [21], [22] y [23].

Caso1: k=05
En este primer caso, se ha resuelto el sistema mediante el método de Euler.

function dibujol manual

$Parametro

r = 3;% Numero reproductivo
p = .5; % Probailidad de ser identificado un individuo
tau = .5; % Tiempo que transcurre entre que el individuo se infecta

%hasta que se identifica como infectado
kappa = .5; $ Tiempo que pasa en cuarentena

efi = p * exp(-tau); % Efectividad

hold on % Hold on es una funcidén que agrupa todos los posibles casos

% de g en un mismo grafico

%Condiciones iniciales

for g=linspace(0,1,21)

x0 = .999-qg;
y0 = .001;
z0 = qg;

h=0.01;% Paso
t0=0; % Inicio del tiempo
tN=20; % Final del tiepo

N=(tN-t0) /h; % Numero de pasos
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Q

y=zeros (3,N+1); % Vector de 3*N donde se guardan los cédlculos
% intermedios
y(:,1)=[x0, y0, z0]; % Condicidédn inicial
for n=1:N
% Metodo de Euler
% Nos da la trayectoria que se guarda en el vector y
F = diff(y, n);
y(:,n+l)=y(:,n) + F*h;

end

plot(yv(3,:),y(2,:)); % Representacidédn de la I frente Q
x1im ([0 1])% Acota el grafico entre cero y uno en el eje x

ylim ([0 1]) % Acota el grafico entre cero y uno en el eje y

end

Q

function F = diff(y, n) % Calculo de la fuerza de la trayectoria
curT = h*n+t0; % Tiempo actual

Q

SIQnow = y(:,n); % Condiciones en el paso n (S(n), I(n), Q(n))

o

% SIQtau son las condiciones hace tau segundos
if (curT <= tau)
SIQtau = [1,0,0]; % Condicion si t<tO

else

SIQtau y(:,floor (n-tau/h)); % Condicion si t>t0

o

> La funcidén floor nos devuelve un entero

)

% Restamos m pasos, siendo m el ntmero de
o

% pasos que necesitas para que pase tau segundos

end

if (curT <= tau + kappa)
[1,0,0];

SIQtaukappa

else

SIQtaukappa y(:,floor (n-(tau + kappa)/h));

o)

% restamos m pasos, siendo m el numero de

% pasos que necesitas para que pase tau + k segundos
end

% Ecuaciones del modelo SIQ

Sprima = -r*SIQnow (1) *SIQnow(2) + SIQnow(2) +

r*efi*SIQtaukappa (1) *SIQtaukappa (2) ;




Carlos Cuéllar Grande

Iprima = r*SIQnow(l)*SIQnow (2) - SIQnow(2) -
r*efi*SIQtau(l) *SIQtau(2) ;

Qprima = r*efi* (SIQtau(l)*SIQtau(2) -
SIQtaukappa (1) *SIQtaukappa (2));

F = [Sprima; Iprima; Qprimal];

end

end

1r
09 r
08
0.7
0.6
05

0.4

03r
02r
0.1 1 /
L [
0.1 0.2 0.3 0.4 0

0 .5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 9

s .. 1 1 ~

Como se puede observar en el gréfico, fijandor = 3, p = > ¥ T = -, parapequefios
. 1 . . .

valores de k (se ha simulado para k = ;) , el sistema converge, es decir, es posible

controlar la expansion de una determinada enfermedad.

Sin embargo, para valores mas grandes esto no es tan evidente, como se muestra a

continuacion.

Caso2: k=5
En este segundo caso, el método numérico usado es el método de Runge-Kutta de orden
4,

function dibujol manual

oe

Parémetro

-

= 3;% Numero reproductivo
p = .5; % Probabilidad de ser identificado un individuo
tau = .5; % Tiempo que transcurre entre que el individuo se infecta

% hasta que se identifica como infectado
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o)

efi = p * exp(-tau); % Efectividad

Carlos Cuéllar Grande

hold on % Hold on es una funcidén que agrupa todos los posibles casos

o

% de g en un mismo grafico.
o

% Condiciones iniciales

for g=linspace(0,1,21)

x0 = .999-qg;
y0O = .001;
z0 = qg;

h=0.01;% Paso

t0=0; % Inicio del tiempo
tN=20; % Final del tiepo
N=(tN-t0) /h; % Numero de pasos

y=zeros (3,N+1) ;
y(:,1)=[x0, y0, z0]; % Condicidén inicial
for n=1:N

% Runge-Kutta de orden 4
k1

h*diff(y, n);

h*diff(y + k1/2, n);
k3 = h*diff(y + k2/2, n);
k4

k2

h*diff(y + k3, n);
y(:,n+l) = y(:,n) + (k1+2*k2+2*k3+k4)/6;

end

% Vector de 3*N donde se guardan los calculos intermedios

plot(y(3,:),v(2,:)); % Representacidén de la I frente Q

x1im ([0 1])% Para que el grafico esté entre cero y uno en el eje x

ylim ([0 1]) % Para que el grafico esté entre cero y uno en el eje y

end

function F = diff(y, n) % Calculo de la fuerza de la trayectoria

curT = h*n+t0; % Tiempo actual

Q

SIQnow = y(:,n); % Condiciones en el paso n

% SIQtau = condiciones hace tau segundos

if (curT <= tau)

(S(n), I(n), Q(n))
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SIQtau = [1,0,0]; %condicion si t<tO
else

SIQtau = y(:,floor(n-tau/h)); %$condicion si t>t0

o

3 La funcidén floor nos devuelve un entero.

Q

% Restamos m pasos, siendo m el nuimero de pasos
o

% que necesitas para que pase tau segundos

end

if (curT <= tau + kappa)
[1, OI 01;

SIQtaukappa

else

SIQtaukappa y(:,floor (n-(tau + kappa)/h));

% Restamos m pasos, siendo m el numero de pasos

% que necesitas para que pase tau + k segundos
end
% Ecuaciones del modelo SIQ

Sprima = -r*SIQnow (1) *SIQnow(2) + SIQnow(2) +
r*efi*SIQtaukappa (1) *SIQtaukappa(2);

Iprima = r*SIQnow(l)*SIQnow(2) - SIQnow(2) -
r*efi*SIQtau(l) *SIQtau(2);

Qprima = r*efi* (SIQtau(l)*SIQtau(2) -
SIQtaukappa (1) *SIQtaukappa(2));

F = [Sprima; Iprima; Qprimal;

end

end

09 r
0.8
0.7 |
0.6

05

0.4

Figura 10
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En esta segunda simulacion se ha fijado r = 3, p = % yT = % para pequefios

valores de k (se ha simulado para k = 5), el sistema no converge, es decir, no se sabe

si se va a poder controlar la expansion de una determinada enfermedad.

Esto puede parecer una antinatural, pues parece l6gico pensar que a mayor tiempo de
aislamiento, menor seran los individuos infectados. Una posible explicacion a esto es que
al pasar los individuos mucho tiempo en aislamiento, los individuos se curan y se vuelven
a infectar. Esto se debe a que en el modelo SI1Q no diferencia entre sanos que previamente

han pertenecido al grupo de infectados y sanos que siempre han pertenecido a ese grupo.

En conclusién, nuestro sistema converge para pequefios valores de k las ecuaciones del
modelo SIQ convergen, mientras que para valores grandes de k, dichas ecuaciones no

convergen.

10 El caso de una infeccion endémica

En este apartado, daremos de manera resumida los resultados mas importantes en el caso
de una infeccién endémica. Al igual que en el caso no endémico, tan solo nos centraremos
en el analisis lineal de &, el analisis de &; corresponde al estudio en el cual la presencia

de una enfermedad infecciosa se hace constante entre los miembros de una enfermedad.

En el apartado 9.1 estudiaremos la dinamica lineal cerca del conjunto &,. Para r > 1,
p € (0,1) y suponiendo la infeccion se identifica al instante, es decir, t =0, daremos los
resultados mas importantes del andlisis de bifurcaciones de cada punto de equilibrio en
&, amedida que k aumenta. No6tese que este resultado permanece valido para pequefios
valores de T > 0. En el apartado 9.2 nos centraremos en la siguiente cuestion: dado una
condicion inicial ¢ con pequefios ¢y > 0, si uno es incapaz de controlar los brotes, con
k, es decir, la duracion del aislamiento, ¢se aminorara la gravedad de la infeccion?, dando

los resultados mas relevantes de [1].

10.1 Anélisis lineal de €,
A lo largo de este apartado mantendremos fijos r y €. Nosotros parametrizaremos £; por

w(q),qe R, donde w(q) = (1 — ge 9. — 9, q) Y estudiaremos la ecuacidn linealizada

en cada punto. Claramente, o es un autovalor como &, es una linea de equilibrio.

Para k = 0 tenemos el siguiente resultado:
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10.1.1 Proposicion 8
Seatyp e (0,1) fijos, yk =0.Siq < q.entonces w(q) es linealmente estable; de otro

modo es linealmente inestable.

Especialmente, para q < g, ¢l autovalor A = 0 tiene multiplicidad 1 y los otros
autovalores satisfacen Re(A) < 0, y un autovalor que atraviesa el eje imaginario como q

aumenta sobrepasando q..

La demostracion de esta proposicion es analoga a la demostracién del Teorema 3.

Especificamente, para k =0, la ecuacion caracteristica es:
AA+1-r(1-q —2(qc.—Qq) )(1 — ee_“‘)] =0(22)
que es de la forma de la ecuacion 13.

Para q < q,, segun la proposicién 8, w(q) es estable para valores pequefios de k, no se

puede garantizar que no se vaya a desestabilizar para valores grandes de k.
Para T = 0, daremos el siguiente teorema, cuya demostracion la podemos encontrar en [1]

10.1.2 Teorema9

Sea 0 < p < 1yt =0 fijos. Entonces, existen q;, Y q;., para los cuales hay que tener en
cuenta lo siguiente: si q € [qy, q1] Y g < q., entonces w(q) es linealmente estable para
todo k > 0, es decir, hay una cota superior e inferior para q, y siempre que q esté entre
esas cotas w(q) es linealmente estable. Para q tal que q ¢ [an. 951 Y 9 < q. tenemos lo

siguiente:

1. Existe ko(q) tal que w(q) es linealmente estable para k < kq(q) y linealmente
estable para k > k,(q), en otras palabras, existe un valor del tiempo que pasa un
individuo en aislamiento a partir el cual el sistema es linealmente inestable.

2. Para k =k, (q), la linealizacion de w(q) posee un par de autovalores imaginarios
puros +iQ(q), con Q(q) > 0, atravesando el eje imaginario con velocidad

positiva segun aumenta el tiempo que pasa un individuo en aislamiento (k).

m2m
Q(q)

imaginarios puros i€(q), atravesando el eje imaginario con velocidad positiva.

3. Para cada k,(q) = ko(q) + ,meN, w(q) posee un par de autovalores

Este resultado lleva a una bioldgica interpretacion: Supongamos que nos encontramos

cerca de un equilibrio endémico, da igual como hayamos llegado hasta alli, es natural
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preguntarse cuales son los efectos de periodos prolongados de aislamiento. EI teorema 9

da una respuesta completa a esta pregunta a nivel lineal.

10.2 Optimizando duracion del aislamiento.

En el apartado anterior, nos hemos centrado, en las propiedades dinamicas lineales cerca

de un equilibrio &; para especificos parametros.

Ahora vamos a suponer que nos encontramos en algin ¢ = (c|>5, cl)l,cl)Q) eCcon0 <
¢; K 1, y las capacidades de respuesta, correspondiente a p y T, son tal que no son
suficientes para prevenir un brote epidémico, dado el nimero reproductivo r de la
enfermedad. Es decir, ¢ (0) < q.. Aceptando que la presencia de la enfermedad se hace
constante entre los miembros de una comunidad, es decir, el brote pasa a ser endémico,
intentamos estudiar si hay alguna longitud del aislamiento que es mas efectiva para

mitigar los brotes.

Para estudiar esta cuestion, lo primero que hay que centrarse es que teniendo un equilibrio
endémico x(t; &), que puede 0 no puede converger. Para k, nosotros computamos q’ :=
H"(¢p) como en la seccion 8.1 (nétese que H define una suave foliacion en C). Esto
determina F;, la hoja de la foliacion contiendo la inicial condicion ¢. Desde las
ecuaciones 21, nosotros computamos explicitamente I1(¢p, k) = v;(q"). De modo que la I-
coordenada de un punto en &; la cual cuya trayectoria desde ¢ puede ser atraida si la
duracién del aislamiento es k. Por eso en el siguiente apartado hemos decidido hacer unas

simulaciones para entender nuestra solucién en funcién del parametro k.

La simulacion que muestra la figura 11 del siguiente apartado muestra las trayectorias
para unas pocas condiciones iniciales con 0 < ¢; « 1 cerca del punto (1, 0, 0) en &,.
Aqui se puede ser ver que para k menor que 10, la solucion converge aun equilibrio
estable. Algo similar ocurre en la bifurcacion de Hopf del Teorema 9: aqui nosotros
variamos k, el punto en &, cambia con él. Mucho antes de esta bifurcacion, los
autovalores conjugados complejos son claramente visibles, como la solucion en espiral
se mueve hacia el equilibrio. Esto se traduce en un comportamiento oscilatorio para I(t),
la fraccion de la poblacion que es infecciosa. Antes de la bifurcacion, estas oscilaciones
son amortiguadas con la disminucion del valor de k, que se observa que para valores muy
pequerios la oscilacion llega a desaparecer. La figura 12 de las simulaciones del siguiente

apartado muestra que para valores grandes de k, las soluciones tienden a ciclos limites
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gue van creciendo a medida que aumenta k. Ademas, el aumento de k lleva un aumento
periddico de I(t). Este aumento de I(t) es incluso mas alto que alguno de los equilibrios

estables dados por la figura 11.

10.3 Simulaciones en Matlab para soluciones iniciales cercanas €,

Para este apartado ha sido necesario [21], [22] y [23]. En este apartado, a diferencia del
apartado 9.3, no hemos implementado ningin método concreto, sino que hemos usado

una funcion definida por Matlab para la resolucion de nuestras ecuaciones.

Casol: k=05,2,5y10

function dibujo2

oo

Parametros

r = 3; % Numero reproductivo
p = .5; % Probabilidad de identificacién

tau = .5; % Tiempo antes de la identificaciédn

0}

s

-
Il

p * exp(-tau); % Efectividad

hold on % Hold on es una funcidén que agrupa todos los posibles casos
% de g en un mismo grafico.
% Condiciones iniciales

for kappa=[0.5, 2, 5, 10]

x0 = .99;

y0 = .01;

z0 = 0;

time = [0 5071,

% La siguiente funcidén estd implementada por Matlab.
sol = dde23 (@epi, [tau,
tautkappal, [1,0,0],time,ddeset ('InitialY", [x0,y0,2z01));

plot(sol.y(3,:),s0l.y(2,:));

x1im ([0 17)
ylim ([0 17)
end

function dydt = epi(~,vy,2)
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dydt = [-r*y(1)*y(2) + y(2) + r*xefi*z(1,2)*Z(2,2)
r*y (1) *y(2) - y(2) - r*efi*Z(1,1)*z2(2,1)
r*efi*(z(1,1)*z2(2,1) - Z2(1,2)*2(2,2))1;
end
end
.
09F
08F
07F
06F
05F

Figura 11

Se puede observar como para valores pequefios de k, el equilibrio converge a un punto.

Caso 1: k =15, 20, 25y 100

function dibujo2

r = 3; % Numero reproductivo

p = .5; % Probabilidad de identificaciédn

tau = .5; % Tiempo antes de la identificaciédn
efi = p * exp(-tau); % Efectividad

hold on% Hold on es una funcidn que agrupa todos los posibles casos

o)

% de g en un mismo grafico.

[o)

% Condiciones iniciales

for kappa=[15,20,25,100]

x0 = .99;

y0 = .01;

z0 = 0;

time = [0 5071;

sol = dde23 (Gepi, [tau,
tautkappal, [1,0,0],time,ddeset ('InitialY", [x0,y0,z01))
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plot(sol.y(3,:),s0l.v(2,:));
x1lim ([0 17)
ylim ([0 17])

end

"L

% "y”es como es en el momento en el que estas y “z”

% es como es en los tiempos anteriores que le hemos indicado

function dydt = epi(~,vy,2)

dydt = [-r*y(1)*y(2) + y(2) + r*efi*Z(1,2)*Z(2,2)
rxy (1) *y(2) - y(2) - r*xefi*z(1,1)*Z2(2,1)
r*efi* (Z2(1,1)*2(2,1) - Z(1,2)*Z2(2,2))1;
end
end

0.9 -

0.8

0.7

0.6 -

0.5

04

L . . |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 12
Como se ha explicado en 10.3 en la figura 12 se puede apreciar que para valores grandes
de k, las soluciones tienden a ciclos limites que van creciendo a medida que aumenta k.

La posible explicacion seria la misma que en el apartado 9.3.

11 Conclusiones

En este trabajo se ha analizado la dinamica a largo plazo del aislamiento de una
enfermedad. Hemos definido la probabilidad critica de identificar a un individuo
infectado p., y el tiempo critico que puede transcurrir hasta que se identifica un individuo
como infectado t.. Mediante simulaciones se han estudiado los efectos de la duracion del

aislamiento, k, ya sea en una epidemia o como en una endemia. Sorprendentemente, las
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largas duraciones del aislamiento pueden dirigir a oscilaciones en la fraccion de
individuos infectados que se elevan por encima de las cortas duraciones del aislamiento.
Se ha propuesto una posible explicacion de este suceso. Al pasar los individuos mucho
tiempo en aislamiento, los individuos se curan y se vuelven a infectar por otros individuos
infectados en aislamiento. Esto se debe a que en el modelo S1Q no diferencia entre sanos
que previamente han pertenecido al grupo de infectados y sanos que siempre han

pertenecido a ese grupo.

El modelo estudiado es un modelo idealizado, que deberd ser modificado
significantemente antes de ser introducido a los escenarios del mundo real. Por ejemplo,
uno de estas modificaciones se ve clara en el anexo, donde se ha introducido un periodo
de latencia, donde se incluyen los individuos que han sido expuestos a una epidemia. En
otras palabras, una de las simplificaciones méas notorias en el trabajo es que se ha
descuidado el subyacente espacio topoldgico del proceso de infeccion.

ANEXO: Modelo SEIQ

Como hemos explicado en el apartado 11, el modelo SIQ es un modelo inusual en el
mundo real. Una posible modificacién de este modelo es la introduccién de un periodo
de latencia, al que denotaremos con la letra o y se verifica que ¢ = 0. Este nuevo
modelo (que no es méas que una extension del modelo SIQ), se denomina modelo SEIQ,
donde al igual que en el modelo SIQ, este modelo consta de un estado S para denominar
a los individuos sanos, un estado | para denominar a los individuos infectados, un estado
Q, para denotar el aislamiento y un nuevo estado E, para los individuos que han sido

expuestos pero no infectados. El tnico cambio en la dindmica es el siguiente:

Suponemos que un individuo del grupo S es infectado en tiempo t. Dicho individuo
entrard inmediatamente en el grupo E y se mantendré ahi durante ¢ unidades de tiempo.
Por simplificar, si el individuo esta en el estado E, supondremos que no esta ni infectado
ni presenta sintomas. Después de t+ o unidades de tiempo, el individuo se infecta
entrando en el grupo I. Desde este momento, entran en juego las reglas de identificacion,

aislamiento y recuperacion, que son las mimas que en el modelo SIQ.

Los parametros de este modelo son r (nimero reproductivo de la enfermedad en ausencia
del aislamiento, es decir, el nimero reproductivo de la enfermedad), o (periodo de

latencia), p (probabilidad para identificar un individuo infectado), t (tiempo transcurrido
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entre el estado de infeccion y su identificacion), y k (tiempo que pasa un individuo en el
estado de aislamiento después de su identificacion).

Ecuaciones del modelo SEIQ

Derivando analogamente al apartado 5.4, a partir de la expresion S(t) + I(t) + E(t) + Q(t)

= 1 obtenemos las ecuaciones del modelo SEIQ:

S =—rSIt)+ 1t +reSt—oc—1-K){t—0c—1 — k) (23)
E (®) =rS@OI) + 1(t) — rS(t- o)l(t- o) (24)
[ =rS(t- o)l(t- o) —I(t) —reSt — 6 —1)I(t — 6 — 1) (25)

Q) =re[St —o—1)I({t-—0c—1)—St—0—1—- K I(t—0—1 — K)] (26)

Como antes este sistema define un semiflujo C* en sistema dinamico en el espacio Banach
[13]: C:={p eC(—=o—1- k, O], R*) | $s(8) + dpe(8) + $1(0) + pq(6) =1,V €
— o —1— k, 0] } bajo lanorma suprema. Cuando sea posible, nosotros usaremos la misma
notacién que en el modelo SIQ. Como antes, se estudiar el sistema dinamico en todo el
espacio fase C*prestando una especial atencion a las soluciones biolégicamente
relevantes. En el contexto del modelo epidemioldgico, toda solucién de interés tiene que

por cada t, x(t; 8) toma valores en el 3-simplex.

A3 = 3u=(uy, uy usu,)€ R4:Zui=1, u >0,i=1,2,3,4

1

Consideramos una solucion en equilibrio ¢, que no depende del tiempo, de las ecuaciones
(23), (24), (25) y (26), y calculamos la condicion que deben satisfacer dichas ecuaciones
para ser de equilibrio. Analogo al apartado 7.2, obtenemos:

€= {deCld=0 yE=NT
Y para equilibrio endémicos €} := {(ﬁe C*| bg = ﬁ} y&=enc

Aqui € y €] son espacios en 2D con
€ = {uMm@:uMmq) =1 - 1-qn,0,q)

€ = {oofn?q): oM =0-9genqc— 1N —q, Q)}
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Respuesta critica en el caso de pequefios brotes
En el Teorema 3, hemos analizado la estabilidad (lineal) del equilibrio en €, cuando no
hay periodo de latencia, es decir, cuando o = 0. Para el caso en el que o > 0 el siguiente

resultado resume el analisis de la estabilidad del equilibrio en € (caso no endémico).

Teorema 10
Sea Ty p fijos (fijando el tiempo que transcurre entre la infeccion y la identificacion, y

fijando la probabilidad de identificacion), y asumiendo € = pe~ ' < 1. Denotamos

1 1

Sin+q = q. entonces u(n,q) es linealmente estable, y si n+ q < q., entonces
u(m, q) es linealmente inestable. En mas detalle, paran + 1 > q, el autovaloren A = 0

del equilibrio u(n, q) tiene multiplicidad 2, y no hay otro autovalor en el eje imaginario.
Enn+ 1= q un tercer autovalor A = 0 atraviesa el eje imaginario con velocidad no

nula, por tanto paran + q < q., hay al menos un autovalor A; con Re(4;) > 0.

El resultado supone una generalizacion del Teorema 3 para o > 0. Noétese que g es igual
que en el Teorema 3, la gran diferencia aqui es que nosotros incluimos un nuevo

pardmetro y o podriamos descartar mas bifurcaciones que se desestabilizan en la region

n+q = qe

La gran cuestidn que concierne al anexo es la implicacion bioldgica. Dado que el periodo
de latencia ralentiza la propagacion de la enfermedad, uno puede esperar que una
infeccion con un periodo de latencia grande tenga una menor propagacion de la

enfermedad, pero esto no es asi como muestra el analisis de arriba.

Este analisis muestra que si consideramos una condicion inicial cerca de (1,0,0,0) con
$;(0) > 0, ya que q. para ¢ > 0 es idéntico a o = 0, de esto se sigue que p. (la
probabilidad minima de aislamiento) y t.(p) (el tiempo critico que transcurre entre que
un individuo es infectado hasta que se le aisla) para p. < p son independientes del periodo
de latencia, esto puede ser entendido como lo siguiente: en el caso de que no haya
aislamiento, si una enfermedad se propaga o no, tiene que ver con el nimero de casos
secundarios (refiriéndose a casos secundarios como individuos infectados por un solo

individuo). Y en los casos secundarios claramente, no tiene nada que hacer el periodo de
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latencia. Con aislamiento se cumple la misma teoria, y se realiza el aislamiento para

disminuir el nimero de casos secundarios sin depender del periodo de latencia.

Caso de equilibrio endémico parag > 0

Como en el caso de 6 = 0, las ecuaciones (23), (24), (25) y (26) poseen la conservacion

de cantidades ademas de la conservacion en masa.

Seanr, ky o fijos, definimos H] = H{'k"’: C* » R por:

Hi(®) i= 1 — ds(0) — dg(0) — dy(=1) + [ di(s)ds — [T ds(s)di(s) ds,
(27)

donde ¢ = ( bs, g, O, ch). Es facil ver que Hj es una generalizacion natura de H para

o > 0, yaque H{'k’o = H{'k, es decir, sus valores coinciden con ¢ = 0 y con ¢g(0) = 0.

En este caso, hay que definir también definimos H; = Hg'k"’: C* » R por:
H3(®) := pg(0) — o1(=K) — r[° ds(s)di(s) ds, (28)
Y denotamos H*(®) := (Hj (P), H3 (D))

Proposicion 11
Fijando el nimero reproductivo y el tiempo que pasa un individuo en el estado de
aislamiento, el periodo de latencia, tenemos que la derivada respecto a t de la funcién de

arriba es nula, es decir, para cada r, k fijo, se tiene:

d

aH*(xt(cp)) =0VheCyt=>0
Y el conjunto de niveles de H* define una suave foliacion en C. [19]
La demostracion es analoga a la de la proposicién 3.

Fijados r denotamos F* = F"k° ala foliacion dada por la proposicion 11, y denotamos

Foq = H*~1(q). El siguiente resultado es analogo al Teorema 7.

Teorema 12

.- * __ ,k, - -/ %
Parar, ky o fijos, sea F* = F"*°,y considerese también F',.

1. Entonces Fyq N E = {u(n,q)}, donde u(q) = (1 — n—q,n,0,q).
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2. Fijando de manera adicional p, T, con determinadas €; = {¢ps = [r(1 — £)]71},

tenemos Fq N €} = {v(n,q)}, donde v(n,q) = (vs,ve(, q),vi(n, q), vo(m, Q)

y
1 -
vi(q) = 1_ e+ &k (ac—9q)
ek
vo(q) = T-e1 ok (c—a)

La prueba de este Teorema se esta basada en el calculo directo. La parte 2 tan solo es la

resolucion del sistema de ecuaciones
q= Hi(w(n'.q"))
n= Hi(o(m',q"))

donde w se define como en el apartado.
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