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Perturbations and
Inhomogeneities in Loop
Quantum Cosmology

Summary

Despite the success of General Relativity, the search for a quantum the-
ory of gravity has been active for more than half a century. One of the
most promising candidates is Loop Quantum Gravity, a nonperturbative and
background-independent canonical quantization of General Relativity. The
techniques developed by this approach have been employed to quantize cos-
mological systems obtained by symmetry reduction from the complete the-
ory, thus giving birth to Loop Quantum Cosmology. In particular, their ap-
plication to the homogeneous and isotopic Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW) spacetime has resulted in a quantum model in which the
classical big-bang singularity is removed and replaced by a bounce that
smoothly connects a contracting branch of the universe with an expanding
one. This happens even in the classical effective theory that approximates
the quantum behaviour of a certain type of semiclassical states.

The main difference between Loop Quantum Gravity and previous ap-
proaches to canonical quantum cosmology is that the polymer representation
that the former adopts (by mimicking the procedure followed in the complete
theory) is discontinuous. As a result, the Hamiltonian constraint must be
regularized in order to represent it in the kinematical Hilbert space. We
recall that, General Relativity being a totally constrained theory, their phys-
ical quantum states must be annihilated by the corresponding constraint
operators, which are represented in the aforementioned auxiliary Hilbert
space, according to the Dirac programme.

The loop quantization of several other homogeneous cosmologies, such
as the anisotropic Bianchi I spacetime, has been completed, leading to sim-
ilar conclusions to that of the FLRW case. Recently, also a inhomogeneous
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Gowdy model was addressed successfully from a hybrid approach—explicitly,
the homogeneous degrees of freedom were quantized with loop techniques,
while a Fock representation was adopted for the inhomogeneities. This
method paves the way for developing more realistic models whose predic-
tions can be confronted with the increasingly precise cosmological observa-
tions. An example of these models is an approximately homogeneous and
isotropic spacetime with small inhomogeneities, specially interesting if its
matter content is provided by a minimally coupled massive scalar field, so
that it can host cosmological inflation.

The paradigm of inflation, which assumes an early period of accelerated
expansion of the universe, suitably complements the Standard Model of Cos-
mology, also known as ACDM model. Apart from solving some theoretical
problems of this framework, it provides a natural (but astonishing) expla-
nation for the origin of the primordial inhomogeneities that gave rise to the
large-scale structure that is observed in the universe: allegedly, they arose
from quantum fluctuations stretched by the expansion. This is the case, for
instance, if the expansion is driven by a massive scalar field.

The main goal of this thesis is to broaden the treatment of inhomoge-
neous cosmological models in the realm of Loop Quantum Cosmology. Specif-
ically, we consider two models. On the one hand, we analyse the effective
dynamics of the pre-existing quantization of a Gowdy model, to elucidate
whether the classical singularities are removed by the quantum corrections.
On the other hand, we apply the hybrid approach to completely quantize a
FLRW model with a minimally coupled massive scalar field and scalar per-
turbations. We study explicitly the cases of flat and three-spherical spatial
sections. Since we want to adopt a Fock representation for the perturbations,
we first need to remove the infinite ambiguity related to its choice. We then
quantize the model in the hybrid scheme and extract the effective equations
for the perturbations, directly related to the physics of the cosmic microwave
radiation spectrum.

In the case of the quantum Gowdy model, our analytic study of the ef-
fective equations proves that the homogeneous background is free of singu-
larities. Indeed, neither the directional Hubble parameters, nor the scalars
associated to a timelike congruence, nor the curvature invariants can di-
verge in a finite time lapse if the energy contribution of the inhomogeneities
is initially finite. What is more, the volume cannot vanish either. Although
we do not shown that the classical singularities of this model are generically
replaced by bounces in the homogeneous volume, we delimit the regions of
the phase space where such bounces can happen.

As for the perturbed FLRW model, before attempting its quantization,
we formulate the theory in a convenient way. The truncation scheme that
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we adopt, in which terms up to quadratic order in the inhomogeneities are
kept in the action, allows us to maintain a symplectic structure and con-
straints. Then, the local perturbative constraints are solved by fixing almost
completely the gauge freedom. This procedure removes also the vector per-
turbations, which are pure gauge, in contrast to the tensor ones, which are
gauge invariant. In the reduced system, the scalar perturbations can be
identified with the perturbation of the scalar field and its canonically con-
jugate momentum. However, after such a reduction, these are no longer
canonical coordinates. A new set of canonical variables is introduced by
correcting the homogeneous variables with terms quadratic in the perturba-
tions. Then, a scaling of the perturbations by the background scale factor is
introduced as part of a canonical transformation that includes a redefinition
of their momenta and additional quadratic corrections to the homogeneous
variables. The scaled perturbations admit a privileged Fock quantization
with unitary dynamics.

Actually, as an intermediate step before proceeding to the complete quan-
tization of the model, we consider the ambiguity in the choice of a Fock
representation for the perturbations in the classical background. Thanks
to the fact that the scaled tensor perturbations obey a Klein-Gordon equa-
tion with a mass term that depends on the homogeneous variables, we can
apply in their quantization uniqueness results available in the literature.
Specifically, the requirements of i) a vacuum state invariant under the spa-
tial isometries of the background spacetime and ii) unitarily implementable
field dynamics select a unique privileged class of equivalent Fock quantiza-
tions for them. As for the scaled matter-field perturbation, its evolution is
governed by a similar equation with additional terms that depend on the
mode through its frequency and decay when this frequency tends to infin-
ity. As we prove, and according to previous comments, these terms do not
prevent the existence of an analogous privileged class of equivalent quanti-
zations for the scalar perturbations in the classical background. In contrast,
any other scaling of the perturbations would have spoiled these results. If
the spatial sections have the topology of the three-sphere or the three-torus,
a redefinition of the momenta is not acceptable either.

There exist field descriptions in terms of gauge-invariant variables that
obey Klein-Gordon-like equations with a mass term that depends on the ho-
mogeneous variables. If their momenta are chosen suitably, they admit priv-
ileged quantizations that could be, in principle, unitarily inequivalent to the
ones constructed for the scaled matter-field perturbation, since the canoni-
cal transformations of the inhomogeneous sector that relate the two field de-
scriptions are non-local. Nonetheless, we show that these transformations
can be implemented unitarily in the considered representations. Moreover,
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we extend the transformation that relates the matter-field perturbation to
one of these gauge invariants—the one in terms of the Mukhanov-Sasaki
variable—to the complete reduced phase space by correcting the homoge-
neous variables with new quadratic terms.

As mentioned above, the quantization of the perturbed FLRW model is
addressed within the hybrid approach. Thus, we construct the kinemati-
cal Hilbert space as the product of the one associated to the unperturbed
model, which we identify with the homogeneous sector of the theory, and
one of the privileged Fock representations for the scaled matter perturba-
tion. The Hamiltonian constraint—the only one left—is to be represented in
the resulting Hilbert space. The aforementioned identification of the homo-
geneous sector provides us with a natural regularization of its homogeneous
part. However, since its part quadratic in the perturbations mixes both sec-
tors, it is necessary to regularize it as well. To do this, we propose a pre-
scription based in the systematic regularization of the homogeneous models.
This prescription respects the superselection sectors of the unperturbed the-
ory, which consists of states with support in semilattices in the volume. In
each superselection sector, the Hamiltonian constraint imposes recurrence
relations on its solutions that completely determine their value in terms of
their initial data at the minimum-volume section. Thus, we can identify the
physical Hilbert space with the space of initial data.

The constraint equation can also be read as a second-order differential
equation in the internal time provided by the zeroth mode of the scalar field.
Adopting a Born-Oppenheimer-like factorization of the physical states and
a series of further approximations, we show that the evolution of the inho-
mogeneities is given in a certain regime by a Schrodinger equation, in which
the effective Hamiltonian depends on the state of the background geome-
try. In particular, for highly peaked background states, the perturbations
dynamics is described by a quantum field theory in an effective spacetime.

The treatment described above is also performed in the alternative para-
metrization of the system that describes the field in terms of the Mukhanov-
Sasaki variable. By construction, the expression of the Hamiltonian con-
straint in this parametrization is independent of the gauge choice.

The effective dynamics of the hybrid quantization of the perturbed FLRW
model exhibit interesting features, as the numerical integration of the dy-
namical equations shows. Remarkably, the perturbations evolving through
the bouncing regime exhibit a strong tendency to amplification. There is a
related exchange of energy between the perturbations and the background,
which results also in a faster expansion of the universe if the inhomogeneities
are important (but small enough to justify the perturbative treatment) once
the bounce is over.



Thus, we have succeeded in quantizing completely the perturbed FLRW
model. The system is now ready for extracting physical predictions. For
instance, since the perturbations obey a quantum field theory in an effective
spacetime in a certain regime, standard techniques of theoretical cosmology
can be employed to obtain the spectrum of primordial inhomogeneities.






Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto y motivacion

La Teoria General de la Relatividad [1, 2] describe de forma clasica la
interaccion gravitatoria. A pesar de su gran éxito en la explicacién y predic-
cién de diversos fenémenos observados en la naturaleza [3], este formalismo
sefiala sus propios limites al predecir la aparicién de singularidades en con-
diciones bastante genéricas [2, 4]. Por otro lado, si la teoria de A. Einstein
codifica clasicamente la interrelacion entre el espaciotiempo y su contenido
material, parece inevitable que entre en tensién con la descripcion funda-
mental de este, que es cuantica. Estos dos problemas han servido de motiva-
cion para la busqueda de una teoria cuantica de la gravedad, la cual, pese al
continuado esfuerzo de tantos investigadores, todavia no se ha completado
con éxito. Con todo, existen algunas propuestas prometedoras. Una de ellas
es la Gravedad Cuantica de Lazos [5—7]. Se trata de una cuantizacion de la
Relatividad General no perturbativa e independiente de las estructuras de
fondo, que, en su version candnica, aplica el programa ideado por P. A. M. Di-
rac [8, 9] para la cuantizacion de sistemas hamiltonianos con ligaduras.

La Relatividad General admite una formulacién hamiltoniana [2], que
parte de la foliacion del espaciotiempo en secciones espaciales. En contra de
lo que pueda parecer, esa descomposicion no rompe la covariancia general de
la teoria —una de sus caracteristicas esenciales—; en cambio, dicha simetria
se traduce en la arbitrariedad de la foliacién. Como resultado, el correspon-
diente hamiltoniano no es méas que una combinacion de ligaduras que deben
anularse sobre las soluciones de la teoria. En términos generales, el progra-
ma de cuantizacion candénica empieza tomando un conjunto (sobre-)completo
de variables del espacio de fases cerrado bajo corchetes de Poisson y repre-
senta la correspondiente algebra de Poisson con operadores lineales sobre
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10 1.1. Contexto y motivacién

un espacio de Hilbert auxiliar, denominado cinemdtico. A continuacién, se
han de promover también las ligaduras a operadores; en el nicleo de estos
se encontraran los estados fisicos de la teoria, que (tras la compleciéon con
un producto interno adecuado) constituyen el espacio de Hilbert fisico. En
cada paso de este algoritmo existen ambigiiedades, que en general conducen
a cuantizaciones inequivalentes, si bien en ocasiones esto puede evitarse re-
curriendo a consideraciones fisicas referentes, por ejemplo, a las simetrias
de la teoria. Como tendremos ocasién de comprobar, este es un problema re-
currente. En el caso de la Gravedad Cuantica de Lazos, la invariancia bajo
difeomorfismos desempeiia un papel fundamental [10].

La teoria clasica que sirve de base a la Gravedad Cuantica de Lazos es
muy particular, pues reformula la Relatividad General en términos de una
conexion gauge y un «campo eléctrico» canénicamente conjugado —en reali-
dad, una triada densitizada—, introducidos en su forma original por A. Ash-
tekar [11] (y generalizadas mas tarde por J. F. Barbero G. [12]). Su motiva-
cién era, por un lado, simplificar la expresion de la mas complicada de las
ligaduras, la hamiltoniana, pero también abrir la puerta a la aplicacién de
técnicas desarrolladas en la cuantizacion no perturbativa de otras teorias
gauge. Asi, en particular, no se toma como variable fundamental la cone-
xioén, sino sus holonomias a lo largo de curvas. Como veremos, también la
triada densitizada se suaviza espacialmente, calculando su flujo a través de
superficies.

Aunque se ha avanzado considerablemente en el programa de la Grave-
dad Cuantica de Lazos, todavia no disponemos de una teoria completa. No
obstante, el deseo de poner a prueba la teoria llevé a M. Bojowald [13—15] a
considerar situaciones con un alto grado de simetria, dando origen a la disci-
plina conocida como Cosmologia Cuantica de Lazos [16—18]. En este campo,
tal y como lo entendemos hoy, se aplican las técnicas de cuantizacion de la
Gravedad Cuantica de Lazos a modelos cosmolégicos obtenidos mediante re-
duccion por simetria de la Relatividad General, denominados habitualmente
minisuperespacios en el ambito de la cosmologia cuantica. Dado que, en ge-
neral, el resultado de cuantizar una teoria reducida difiere del de reducir la
cuantizacion de la teoria original, no esta del todo clara la relacion entre la
Cosmologia Cuantica de Lazos y el formalismo general.

El modelo cosmolégico mas sencillo, un universo homogéneo e isétropo,
descrito por la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW),
ha sido cuidadosamente analizado desde esta perspectiva, con interesantes
resultados. No olvidemos que, de acuerdo con el principio cosmolégico, el
Universo debe ser aproximadamente homogéneo e isétropo a escalas lo su-
ficientemente grandes, lo que parecen confirmar las observaciones [19]. Co-
mo es bien sabido, en el marco de la Relatividad General, el modelo FLRW
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exhibe una singularidad inicial inevitable, que recibe el nombre de gran ex-
plosion y marca el comienzo de la expansion del universo. En la Cosmologia
Cuantica de Lazos no se produce el analogo de esa singularidad: en su lugar,
los estados semiclasicos atraviesan un rebote que conecta de forma suave
una rama en la que el universo se expande con otra en la que esta en con-
traccion [20-22]. Suficientemente lejos de ese rebote, esos estados siguen las
trayectorias predichas por la teoria clésica. En este sentido, puede decirse
que la Cosmologia Cuantica de Lazos consigue alcanzar el compromiso que
se exige a cualquier teoria cosmolégica cuantica (o, mas en general, a cual-
quier teoria cuantica de la gravedad): evitar las singularidades y, al mismo
tiempo, reproducir a bajas densidades de energia los resultados de la Rela-
tividad General. De hecho, este equilibrio se alcanza ya al nivel de la teoria
clasica efectiva que puede derivarse del modelo cuantico [23-26].

Un correcto comportamiento semiclasico es fundamental en este contexto
porque, a pesar de la presencia de singularidades, la aplicaciéon de la Relati-
vidad General a la descripcion del Universo en su conjunto ha resultado en
un marco tedrico, el modelo ACDM, que ha resistido el desafio de las cada
vez mas precisas observaciones cosmoldgicas [27], si bien incorporando di-
versas hipétesis adicionales. En particular, la mayor parte del contenido del
Universo es de naturaleza desconocida: ademas de la materia ordinaria o ba-
riénica, que constituye menos del 5% de la densidad de energia del cosmos,
hoy se admite la existencia de alrededor de un 26 % de materia oscura fria
(CDM, por sus siglas en inglés) y un 69% de energia oscura [28], atribuida
en este modelo a una constante cosmolégica (que se denota habitualmente
con A). El valor de esta constante cosmolégica no se ha podido explicar teo-
ricamente de forma satisfactoria, pero es tal que domina la expansion del
Universo (aun siendo su densidad comparable todavia con la del contenido
material), acelerandola.

Otra hipoétesis anadida —aunque, como veremos, muy econémica— es el
paradigma inflacionario [29], planteado de forma independiente y casi si-
multanea por A. A. Starobinskii [30], A. Guth [31], K. Sato [32] y D. Kaza-
nas [33], quienes, por distintos motivos, estudiaron las consecuencias que
tendria una etapa de expansion acelerada en la historia temprana del Uni-
verso. Este escenario soluciona algunos problemas teéricos del modelo ACDM
(como los de la planitud y el horizonte [29]) y, lo que es quiza mas importante,
permite explicar el origen de las inhomogeneidades primordiales que, poste-
riormente —amplificadas por la interacciéon gravitatoria—, dieron lugar a
la estructura a gran escala del Universo (conviene aclarar que la homoge-
neidad anteriormente mencionada emerge inicamente al observar a escalas
superiores al centenar de megaparsecs). La extraordinaria idea detras de es-
ta explicacién es que esas inhomogeneidades provienen de las fluctuaciones
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cuanticas. Mediante este mecanismo se ha explicado el espectro de inhomo-
geneidades observado en la radiacién de fondo de microondas, vestigio de
una etapa remota del Universo, la época de recombinacion [34].

Su influencia directa en la radiacion de fondo de microondas hacen de
la inflacién un marco excelente para poner a prueba la Cosmologia Cuanti-
ca de Lazos. Muchos modelos inflacionarios conjeturan la existencia de un
campo escalar, el inflatén, que, sometido a un cierto potencial, conduce el
espaciotiempo a una expansion acelerada a través de su acoplo a la métrica.
De estos modelos, el mas sencillo es probablemente el de un universo homo-
géneo e is6tropo con un campo escalar con masa minimamente acoplado. La
aplicacion de la dinamica efectiva de la Cosmologia Cuantica de Lazos a ese
modelo —asignando a la masa un valor fenomenolégico— permitié concluir
que, durante el régimen en el que se produce el rebote, el campo es canali-
zado de forma natural hacia unas condiciones que permiten el comienzo de
una etapa inflacionaria compatible con las observaciones cosmolégicas [35].
Esto hace aiin mas atractiva la inflacién para el formalismo de lazos.

Ahora bien, estudiar la formacion de estructura en cosmologia requie-
re abandonar la hipétesis de homogeneidad y tratar con un nimero infinito
de grados de libertad. En Cosmologia Cuantica de Lazos, este problema se
ha abordado fundamentalmente desde dos aproximaciones. Por una parte, a
través de la dinamica efectiva, tratando de deducir las correcciones a las que
daria lugar una cuantizacién de lazos sin construir la correspondiente teoria
cuantica (véanse, por ejemplo, los articulos de revision [36] y [37]). Por otro
lado, desde el enfoque conocido como hibrido [38], que aplica las técnicas de
cuantizacion de lazos iinicamente al sector homogéneo de la teoria y cuanti-
za las inhomogeneidades siguiendo las directrices de la Teoria Cuantica de
Campos estandar [39]. Esta estrategia se fundamenta en la hipétesis de que,
en los regimenes de interés, los efectos mas importantes de la cuantizacion
de la geometria son los que afectan al sector homogéneo. A cambio, ha per-
mitido completar la cuantizacién de un modelo de Gowdy [38, 40-42]. Este
tipo de modelos [43, 44] describe espaciotiempos clasicos sin contenido mate-
rial en los que se propagan ondas gravitacionales segin un patrén regular’
(técnicamente, se trata de espaciotiempos vacios con dos vectores de Killing
espaciales que conmutan). Son, por tanto, ejemplos de midisupersepacios, es
decir, modelos derivados de la Relatividad General mediante reduccién por
simetria, pero que, a diferencia los minisuperespacios, conservan un namero
infinito de grados de libertad.

En particular, el espaciotiempo de Gowdy que se ha cuantizado siguien-

1E] propio R. H. Gowdy realizé una aproximacién divulgativa a los modelos que llevan
su nombre en la referencia [45].
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do el enfoque hibrido esta caracterizado por la topologia tres-toroidal de sus
secciones espaciales y por la polarizacion lineal de las ondas gravitaciona-
les que alberga. Su sector homogéneo puede identificarse con un espacio-
tiempo de Bianchi I [46], un modelo anisétropo cuya cuantizaciéon ha sido
minuciosamente analizada en el ambito de la Cosmologia Cuantica de La-
zos [47-50, 41, 42]. Por otra parte, el tratamiento de su sector inhomogéneo
se fundamento6 en una cuantizacién de Fock previa del modelo [51, 52]. Este
tipo de cuantizacion [39], que se sirve de un espacio de Fock para represen-
tar el algebra de observables, puede aplicarse a teorias de campo lineal vy,
en particular, a este modelo, ya que, una vez deparametrizado, adquiere la
forma de una teoria de campo lineal sobre la circunferencia (S'). No obstan-
te, no hay que olvidar que la cuantizacién de Fock esta sujeta a una enorme
ambigiiedad, que proviene esencialmente de dos fuentes. Por una parte, es
necesario fijar la descripcion del campo, ya que existe la libertad de reali-
zar transformaciones canénicas del mismo que respeten la linealidad de la
teoria. Si estos simplectomorfismos dependen del tiempo, lo que puede con-
siderarse natural en espaciotiempos no estacionarios, afectan a la dinamica
del sistema, y en general no hay garantias de que exista un operador uni-
tario que las implemente en la teoria cuantica, debido al niimero infinito de
grados de libertad. Por lo tanto, distintas descripciones conducen, en princi-
pio, a cuantizaciones inequivalentes, es decir, cuantizaciones que no pueden
relacionarse mediante una transformacion unitaria y, en consecuencia, difie-
ren en sus predicciones fisicas.

Por otra parte, incluso fijada una descripcion especifica, todavia hay que
elegir una representacion concreta del algebra de variables fundamentales.
En los sistemas con un numero finito de grados de libertad tratados por la
Mecanica Cuéantica ordinaria, esto no supone un problema gracias al teo-
rema de Stone-von Neumann [53], que garantiza que todas las representa-
ciones irreducibles, fuertemente continuas y unitarias del algebra de Weyl
generada por las exponenciales imaginarias de la posiciéon y el momento son
unitariamente equivalentes?. En Teoria Cudntica de Campos, sin embargo,
no existe un resultado parecido. En consecuencia, es necesario recurrir a
otros criterios para seleccionar una representaciéon de Fock entre las infini-
tas disponibles. En esta tarea, la simetria puede ser de gran utilidad, co-
mo ocurre habitualmente en fisica. Las distintas representaciones posibles
pueden identificarse con sus estados de vacio; en el espacio de Minkowski,
exigir la invariancia Poincaré del vacio selecciona (salvo equivalencia unita-
ria) una representacion privilegiada [39], dado un campo de Klein-Gordon.

2Como veremos, la Cosmologia Cuéntica de Lazos elude este resultado renunciando a las
hipétesis del teorema (concretamente, a la de continuidad).
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Sin embargo, esa estrategia no basta para resolver la indeterminacién en
espaciotiempos con un menor grado de simetria, lo que hace necesarias con-
sideraciones adicionales [54—57] para fijar una representacién y obtener pre-
dicciones fisicas robustas.

En el caso del modelo de Gowdy en el tres-toro, se encontré que la ambi-
giiedad puede solventarse apelando a la unitariedad de la dinamica. En efec-
to, la exigencia de una dinamica unitariamente implementable en la teoria
cuantica selecciona, junto con el requisito de un estado de vacio compatible
con la simetria del sistema deparametrizado (rotaciones en la circunferen-
cia), un escalado preferido del campo y una clase de representaciones unita-
riamente equivalentes para el mismo [58, 59]. Ademas, esta condicién posibi-
lita la aplicacion de las interpretaciones habituales de la Mecanica Cuantica.

El resultado de unicidad descrito ha podido generalizarse enormemente.
En una primera etapa, se ampli6 a las otras topologias espaciales que admi-
ten los modelos de Gowdy: la tres-esfera (S$%) y la tres-asa (S! x $2) [60, 61].
En estos casos, la deparametrizaciéon conduce a sendas teorias de campos
axisimétricos en la (dos-)esfera ($2). Independientemente de la topologia es-
pacial del modelo de Gowdy, las inhomogeneidades obedecen, con el escalado
adecuado, las ecuaciones de un campo Klein-Gordon en las variedades auxi-
liares correspondientes (S! o $2) sometido a un potencial cuadratico depen-
diente del tiempo; la peticién de un vacio simétrico y una dinamica unitaria-
mente implementable consigue diferenciar tanto una descripcién del campo
como una representacion de Fock (més exactamente, una clase de represen-
taciones) privilegiadas. Notablemente, la dependencia especifica de ese po-
tencial no es importante mientras satisfaga ciertas condiciones de suavidad
poco restrictivas [62]. Estos resultados de unicidad se han logrado extender
a campos escalares con un potencial cuadratico dependiente del tiempo en la
tres-esfera [63—65], el tres-toro [66], o, de hecho, cualquier variedad rieman-
niana compacta de dimension menor o igual que tres [67, 68]. Los criterios
referidos pueden ser de gran utilidad en el tratamiento de cosmologias in-
homogéneas, como evidencian los ejemplos ya mencionados y otros que se
describiran en esta memoria.
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1.2. Introduccion ala Cosmologia Cuantica de
Lazos

En la presente seccién, se introducen algunos modelos reducidos por si-
metria de la Relatividad General y su cuantizacion de lazos. Como paso pre-
vio se realizara, no obstante, un resumen del formalismo hamiltoniano clasi-
co que sirve de partida a la Gravedad Cuéantica de Lazos. En su presentacion,
nos ayudaremos de la conocida formulacion ADM de la Relatividad General,
introducida por R. Arnowitt, S. Deser y C. W. Misner [69], que también re-
pasaremos. A continuacion, se trataran los modelos cosmolégicos siguiendo
un orden de complejidad creciente; en concreto, nos ocuparemos de los es-
paciotiempos FLRW, Bianchi I y Gowdy. Por tultimo, al final del capitulo, se
expondran los objetivos de la investigacién recogida en esta memoria y la
estructura de esta.

1.2.1. El espacio de fases de la gravedad cuantica de la-
ZOS

Sea® (M ,&8ap) un espaciotiempo globalmente hiperbélico [2]. Mediante la
introduccién de una funcién global de tiempo #, que adoptaremos como coor-
denada temporal, puede foliarse este espaciotiempo en superficies de Cauchy
homeomorfas a una tres-variedad Z. Denotaremos por n% la normal a estas
hipersuperficies, sobre las que se induce una métrica hqp:= gqp+nqnp. Pue-
de establecerse una identificacién entre dichas hipersuperficies mediante las
curvas integrales de un vector % tal que t*V,¢ =1, donde V denota la deri-
vada covariante compatible con la métrica g,p5. Este vector puede descompo-
nerse en la forma t* = Nn®+ N%; N recibe el nombre de funcién lapso y N¢,
el de vector desplazamiento. En adelante, trabajaremos con el pullback de
estas cantidades en Z, lo que haremos explicito con el uso de indices latinos
del comienzo del alfabeto, a,b,...=1,2,3. En este formalismo, conocido como
descomposicion 3+1, el elemento de linea del espaciotiempo puede escribirse
de la siguiente manera:

ds? = —(N? = N,N*)dt? + 2N, dtdx® + hqpdx®dx®. (1.1)

Estas variables pueden utilizarse para expresar la accion de Einstein-Hilbert
para la Relatividad General, a saber

1
SEH:_f d4x\/—gR, (1.2)
2« Jm

3Se representan los tensores cuatridimensionales con indices griegos «,f,...=0,1,2,3.
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donde g el determinante de la métrica g.p; R, el escalar de Ricci y x = 87G,
siendo G la constante de Newton (se han elegido unidades en las que la velo-
cidad de la luz es igual a la unidad). El resultado se expresa de forma sencilla
en términos de la curvatura extrinseca, que es la derivada de Lie de la mé-
trica inducida A 4p en la direccién normal a las hipersuperficies espaciales,
Kup=ZLyhap/2. Su pullback en Z es

L[
9N d¢

Kup +VoNp+VyN,|. (1.3)
Usando este tensor y el escalar de Ricci de la tres-métrica, 3R, la accién se
escribe

1 1
SEHzﬂfdt\/‘ dSXN\/E(E(hachbd+hadhbc—2habh0d)Kachd+3R).
R z

(1.4)
Si se realiza ahora la transformada de Legendre de la correspondiente densi-
dad lagrangiana respecto a las velocidades generalizadas 0k ,;/0t, se obtiene
una densidad hamiltoniana que es una combinacién lineal de ligaduras en
la que la funcion lapso y el vector desplazamiento actian como multiplica-
dores de Lagrange (reflejando la arbitrariedad de la foliacién que caracteri-
zan). Asociadas a ellos aparecen, respectivamente, la ligadura hamiltoniana
y la ligadura de difeomorfismos espaciales. Este es en esencia el formalismo
desarrollado por R. Arnowitt, S. Deser y C. W. Misner [69]. Desgraciadamen-
te, la cuantizacién candnica de este formalismo (comunmente conocida como
geometrodinamica) plantea numerosos problemas que hasta la fecha no han
podido resolverse. Esto propicié la busqueda de una nueva formulaciéon que
hiciera el problema mas abordable. Con esa intenciéon, A. Ashtekar [11] in-
trodujo las nuevas variables que hoy llevan su nombre.

La idea clave del nuevo formalismo es reescribir la Teoria General de
la Relatividad utilizando una conexién gauge y su momento canénicamen-
te conjugado. Para construir esas variables, comencemos introduciendo una
base del espacio cotangente en cada punto de X, es decir, una cotriada eé,
que permite escribir la tres-métrica en la forma

hap = 8;jeke], (1.5)

donde i,j = 1,2,3 no deben entenderse como indices espaciales, sino inter-
nos (utilizaremos para este tipo de indices las letras latinas i, j, k...). La
anterior expresion es invariante bajo rotaciones respecto a estos indices in-
ternos. Por lo tanto, se ha introducido una simetria local SO(3) en la teoria
—recordemos que la métrica euclidea §;; que aparece arriba es la métrica de
Cartan-Killing de SO(3)—. No obstante, para permitir el acoplo de fermiones
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al campo gravitatorio, suele tomarse SU(2) —que es el recubridor universal
de SO(3)— como grupo gauge.

Una cotriada define una base del espacio tangente, o triada e?, cuya ex-
presion se obtiene simplemente invirtiendo aquella:

elel =59 y elel =07, (1.6)

En vez de utilizar la triada, utilizaremos su versiéon densitizada obteni-
da multiplicandola por la raiz cuadrada del determinante de la métrica,
E%:=Vhe!.

Conviene generalizar la conexion de Levi-Civita para incorporar los in-
dices SU(2) de forma compatible con triada, en el sentido de que la nueva
derivada covariante produzca un resultado nulo al actuar sobre la triada.
Explicitamente,

0=Vgel —e;plkeb, (1.7)

donde ¢; ;. es el simbolo de Levi-Civita. Esta ecuaciéon determina la conexién
i
de espin I';.
La variable canénicamente conjugada de la triada densitizada esta rela-
cionada de forma directa con la curvatura extrinseca. En efecto, definiendo
K} = eP" K », se tiene el siguiente corchete de Poisson:

{KL(@),E5(9)} = x656"6(x — ), (1.8)

donde 6 denota la delta de Dirac (tridimensional en este caso). Para cons-
truir una conexién canénicamente conjugada a la triada densitizada, basta
constatar que K, le se transforma como un vector en su indice interno y que
{Ffl(x),E?(y)} = 0. Por lo tanto, la siguiente cantidad es una conexion, cané-
nicamente conjugada (salvo un factor) a la triada densitizada:

AL :=T! +yK!, (1.9)

siendo y € R—{0} el llamado pardmetro de Immirzi, que queda libre en esta
teoria*. De la ecuacién (1.8) se obtiene de corchete de Poisson de esta nueva
variable, llamada conexion de Ashtekar-Barbero, con la triada:

{AL@),Eb ()} = yx856%6(x - y). (1.10)

En la nueva parametrizacion, la ligadura de difeomorfismo y la hamiltonia-
na se escriben, respectivamente,

€& =F!,EY, (1.11)

4Sin embargo, suele argumentarse que hay que fijar el valor y = 0,23753296... para recu-
perar la ley de Bekenstein-Hawking en la teoria cuantica [6].
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1

\ /IdetE‘;I

donde se ha incluido la curvatura de la conexién A},

gsra - Féb -1 +y2)eiijéKlg eilmE‘l’E?n, (1.12)

Fly=0,A; - 0pAL +€ , ALA}. (1.13)

Evidentemente, se requiere una ligadura adicional que elimine la nueva li-
bertad gauge. Se trata de la ligadura de Gauss,

GE® = 0,E¢ +¢, P ALEY; (1.14)

denotaremos el multiplicador de Lagrange asociado por A’. Juntando todas
las piezas, la accion del sistema viene dada por

1 d . _
sgrazﬂ fR dt fz d3x(2E‘i’aA(’1—(N<€8Ta+N“<€§ra+A‘E4igra) . (1.15)

Hasta el momento, no se han tenido en cuenta las contribuciones provenien-
tes del contenido material; por supuesto, de existir este, habria que afadir
dichos términos a la anterior accién.

Los pares candnicos (Aé,E‘;) no son las variables fundamentales que se
utilizan en Gravedad Cuantica de Lazos. Puesto que el corchete de Pois-
son (1.10) solo tiene sentido como distribucién, es conveniente realizar un
suavizado espacial de las mismas. En el caso de la conexién, esto puede ha-
cerse de forma natural considerando sus holonomias a lo largo de curvas.
Formalmente, dada una curva e, la holonomia asociada esta dada por

hy = PeledxAuTi. (1.16)

donde £ es el operador de ordenacién de camino y {7; : i = 1,2,3} es una base
del algebra 51(2); sus elementos satisfacen, por tanto, [7;,7;]1=€;jz 7%, La in-
tegracion a lo largo de una curva puede hacerse sin recurrir a estructuras de
fondo gracias a que Afzri es una uno-forma. Las holonomias tienen la parti-
cularidad de cambiar de forma sencilla bajo transformaciones de SU(2) [6].
En particular, la traza de una holonomia a lo largo de una curva cerrada (o
loop, lazo’) es un invariante gauge, conocido como lazo de Wilson.

Para regularizar por completo el corchete de Poisson (1.8), la triada den-
sitizada ha de suavizarse al menos en dos dimensiones. Por ello, se toma su
flujo a través de superficies. Si S es una superficie cualquiera y f* es una
funcion de prueba con recorrido en su(2), definimos el flujo de la triada den-
sitizada de la siguiente manera:

E/(S)= fs P da® fleqpo EC. (1.17)
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Esta integracion sobre dos-superficies es natural desde el punto de vista geo-
métrico, ya que €,5.E7 es una dos-forma.

Para la definicion de estas variables suavizadas no es necesario hacer
uso de una estructura métrica de fondo. Desde el punto de vista conceptual,
esto es muy importante, porque la Gravedad Cuantica de Lazos busca cuan-
tizar la propia geometria del espaciotiempo sin tener que suponer ninguna
estructura de fondo.

1.2.2. Cosmologia Cuantica de Lazos homogénea e isé6-
tropa

La consideracion de situaciones con un alto grado de simetria permi-
te construir modelos manejables que, si han realizado las aproximaciones
correctas, pueden capturar mucha informacion de situaciones mas compli-
cadas. En el caso de la gravedad cuantica, estos modelos sencillos podrian
ademas servir para establecer contacto con las observaciones.

Con estas ideas en mente, puede realizarse una reduccién por simetria
del formalismo hamiltoniano que se acaba de presentar, y aplicar técnicas de
cuantizacion de la Gravedad Cudantica de Lazos para obtener modelos cuan-
ticos manejables. Empezaremos asumiendo la inhomogeneidad y la isotropia
del espaciotiempo. Bajo estas hipétesis, sus secciones espaciales deben estar
recubiertas por alguno de los espacios tridimensionales eliptico, euclideo o
hiperbdlico, caracterizados por tener una curvatura constante positiva, nula
o negativa, respectivamente. El primer caso suele denominarse cerrado, por-
que las secciones espaciales son necesariamente compactas; el segundo se
llama habitualmente plano (por razones obvias) y el tercero, abierto. Adop-
taremos esta terminologia, si bien hay que aclarar que las tres situaciones
admiten topologias espaciales compactas, que son de hecho las que tratare-
mos. Por ejemplo, en el caso plano, asumiremos que las secciones espaciales
son homeomorfas al tres-toro. Cabe destacar que, segin las observaciones
cosmolégicas, la curvatura de nuestro universo es compatible con la topolo-
gia plana [28], aunque esto puede explicarse como una mera consecuencia de
la inflacién. En todo caso, cualquier universo parecera espacialmente plano
si se observa a escalas muy inferiores a su radio de curvatura. De forma pa-
recida, si la escala de compactificaciéon es mucho mayor que la del universo
observable, los efectos de la finitud espacial no deberian ser apreciables®.

Como se ha mencionado, los primeros intentos de obtener modelos cos-

5En cualquier caso, las escalas mayores que las regiones causalmente conectadas del uni-
verso se ignoran frecuentemente en el tratamiento de cosmologias con secciones espaciales
infinitas.
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moloégicos a partir de las ideas de la Gravedad Cuéantica de Lazos pueden
atribuirse a M. Bojowald [13—15]. Posteriormente se refiné el tratamiento, lo
que permitié cuantizar completamente el modelo FLRW plano con un cam-
po escalar sin masa minimamente acoplado [70, 20-22]. Veremos en seguida
que esta cuantizacion resuelve la singularidad de la Gran Explosion.

La casuistica del modelo FLRW no se ha dejado de lado en la bibliografia:
tanto el caso cerrado [71, 72] como el abierto [73] han sido abordados desde
la Cosmologia Cuantica de Lazos. También se ha considerado la presencia
de una constante cosmolégica negativa [74] y positiva [75].

A continuacion, se resume sucintamente la cuantizacién de lazos del mo-
delo FLRW en los casos plano y cerrado, con un campo escalar sin masa
minimamente acoplado. La construccion del espacio de Hilbert cinematico
puede hacerse en comun, si bien sera necesario particularizar a cada caso
para progresar en la cuantizacion.

Planteamiento clasico

Bajo las hipétesis de homogeneidad e isotropia, las variables de Ashtekar-
Barbero pueden escribirse de una forma especialmente sencilla anclando
una triada fiducial Oe‘; en la variedad X (naturalmente, esto selecciona tam-
bién la correspondiente cotriada ortogonal Oefl y una métrica fiducial 0hab).
En concreto,

lo

donde las variables ¢ y p dependen tinicamente de ¢. La longitud /g, tal que
Vo:=1 3 es el volumen fiducial de la variedad (o el de una celda fiducial, en ca-
so de que la variedad no sea compacta®), se ha introducido en las anteriores
expresiones con el fin de evitar la dependencia de la estructura simpléctica
en V. Asi, en efecto,

Ay=7C, Ef=15V0h%, (1.18)
0

{e,p} = % (1.19)

Es muy frecuente escribir el elemento de linea de un espaciotiempo FLRW
en la forma

ds? = -N2d¢ +a? 0h&bdxa‘dxb, (1.20)
donde, debido a la homogeneidad, la funcién lapso depende dnicamente del
tiempo, al igual que el factor de escala a. Comparando la anterior ecuacion
con la cotriada, es facil constatar que l%a2 = |p| (el signo de p, por su parte,
determina la orientacién de la triada). En cuanto a la variable c, esta relacio-
nada con el pardmetro de Hubble H := N~'da/dt. En efecto, sobre soluciones
de la teoria, H = sgn(p)|p|~2c/y.

6Como ya se ha advertido, nos centraremos en el caso de variedades compactas.
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La eleccién (1.18) fija por completo la libertad asociada a las transfor-
maciones gauge SU(2) y los difeomorfismos espaciales, por lo que la tnica
ligadura del sistema que no se anula idénticamente en esta parametrizacion
es la hamiltoniana. Antes de la cuantizacion, es necesario expresarla en tér-
minos de las variables suavizadas anteriormente introducidas. Debido a la
elevada simetria del modelo, es suficiente considerar holonomias de la cone-
xién a lo largo de aristas tangentes a los vectores de la triada fiducial”. Dada
una de estas aristas, de longitud fiducial orientada uolp en la direccién del
i-ésimo vector de la triada, la correspondiente holonomia esta dada por

héto(c) = eH0°i = cos(ugce/2)I + 2sen(ugc/2)T;, (1.21)

siendo I la identidad de SU(2).

Por otra parte, el flujo de la triada densitizada a través de cualquier su-
perficie es simplemente igual a la variable p multiplicada por un factor geo-
métrico. Por lo tanto, podemos tomar como variables fundamentales las ex-
ponenciales complejas .4, (c) := exp(iuoc/2) y el momento p, que satisfacen
el algebra

1Yk

A
El primer paso hacia la cuantizacion del sistema es representar esta algebra
promoviendo las variables fundamentales a operadores lineales que actien
sobre un determinado espacio de Hilbert cinematico. En la teoria cuanti-
ca, los conmutadores toman el papel de los corchetes de Poisson clasicos, de
acuerdo con la conocida regla de Dirac. Explicitamente, si ¢ y p son dos va-
riables fundamentales, e indicamos los operadores asociados a una cantidad
clasica con un acento circunflejo sobre la expresion correspondiente, lo que
se pide es que

Niy- (1.22)

[4,p]=ihiq, p}, (1.23)

donde % es la constante de Planck reducida.

Espacio de Hilbert cinematico

El conjunto {4, : po € R} expande una *-algebra que llamaremos Cil,
en la que la involucién esta dada por la conjugacién compleja. Su comple-
cién con respecto a la norma del supremo es una C*-algebra conmutativa,
el algebra de Bohr de funciones cuasiperiédicas, Cil. Utilizando la teoria de
representacién de Gel’fand [76], Cil puede representarse por funciones con-
tinuas en su espectro, que es la compactificacién de Bohr de la recta real,

"De hecho, incluso este conjunto es sobrecompleto.
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Rp. Este conjunto tiene estructura de grupo y, por ser compacto, admite una
medida de Haar, dug.

El algebra de configuraciéon también puede representarse por operadores
de multiplicacién en el espacio de Hilbert de funciones de cuadrado integra-
ble en su espectro con respecto a la medida de Haar, es decir, en el espacio
%ﬁ;a = L2([R€B,duH). Es de destacar que el espacio de configuraciéon cuantico
es pues Rg, y no la recta real, aunque esta es un subconjunto denso en Rg. La
construccion de esta representacion esta en estrecha analogia con el proce-
dimiento seguido en Gravedad Cuantica de Lazos. Este tipo de cuantizacion
se distingue con el apelativo de polimérica.

Finalmente, la variable p puede representarse en el espacio %ci 2 por el
operador derivada. Asi, dada una funcién de onda v,

8niyl%l
3
donde 112:,1 = Gh es la longitud de Planck al cuadrado. Es mas frecuente tra-
bajar en la representacion de momentos, en la que el operador p actua de
forma diagonal. Por lo tanto, introducimos una base ortonormal de autoesta-

dos® del mismo, {| )} uer, sobre la cual los operadores fundamentales actian
de la forma

N d
A W(©) = M (@wle), pyle)=— ) (1.24)

2

4”?” 1l ). (1.25)
Como indica el rango continuo de la etiqueta p, el espacio de Hilbert utiliza-
do no es separable. Conviene enfatizar que los vectores |u) son autoestados
en sentido estricto y, por tanto, (u'|u) =6 u/'u> con una delta de Kronecker, y no
una de Dirac. En consecuencia, la representacion es discontinua, lo que im-
pide definir mediante derivacién un operador correspondiente a la variable
clasica c¢. En seguida veremos que esto genera la necesidad de regularizar
la ligadura hamiltoniana para representarla cuanticamente. En ella se uti-
lizan holonomias a lo largo de aristas de longitud variable [yfi(p). Como se
explicara, la forma funcional de [i se determina exigiendo que el area fisica
de un cuadrado formado por este tipo de aristas tenga area A —que desem-
pefia aqui heuristicamente el papel de un area minima—. Asi,

Aol = |+ o), Pl =

A
ap)=1/—. (1.26)
Ipl

Debido a esta dependencia en p, la representacion de este tipo de holonomias
en el espacio de Hilbert in % no es inmediata, aunque puede inferirse me-
diante razonamientos geométricos de la actuaciéon de .4,,. Puesto que este

8En la representacién de «posiciones», la funcién de onda asociada al ket |u) es A}, ex-
tendida a Rp.
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operador genera un desplazamiento de la etiqueta p en una unidad del para-
metro afin en la direccién dada por pd,, ,/Vu debe actuar de forma analoga
en la direccién que marca fid,. Su accién es mas sencilla si se reetiqueta la
base usando el parametro

2 [4myly g
= -\ — 1.27
v sgn(u)3 sy M7 (1.27)
que satisface d, = i0,,. Tenemos, entonces, que
Nalvy = v +1). (1.28)

Analogamente, los operadores Jt},,ﬂ, con n € Z, desplazan la etiqueta v en
n unidades. Puesto que la etiqueta v es proporcional al volumen fisico del
estado, V = |p|*2, el operador A} produce saltos constantes en el volumen,

lo que contrasta con la accién de -4}, que provoca saltos en el area. Por otro

lado,

2/3
|v).

plv) = sgnv(Zn)fl%l\/Klvl) (1.29)

En cuando al contenido material, tomaremos, por simplicidad, un campo
escalar ¢ homogéneo y sin masa y denotaremos su momento canénicamente
conjugado por 7y. Para estas variables puede utilizarse una representacién
de Schrodinger ordinaria en %gft = L2(R,d¢), con ¢ actuando por multipli-
cacion y iy, = —ihd,. Hacerlo de este modo nos permitira interpretar el cam-
po ¢ como un tiempo emergente, aunque estos grados de libertad podrian
cuantizarse también de forma polimérica.

El espacio de Hilbert cinematico del sistema completo es el producto
Jfglat@)ifcgifla, entendiendo que los operadores definidos en cada factor actian
como la identidad en el otro. Asi, por ejemplo, el operador correspondiente a
p en el espacio de Hilbert total no es otro que [® p, aunque evitaremos hacer
explicitos este tipo de productos.

Representacion de la ligadura

A la hora de representar la ligadura hamiltoniana en el espacio de Hil-
bert cinematico, hay importantes diferencias entre los distintas topologias
admisibles para las secciones espaciales. El caso plano es sin duda el mas
sencillo, debido a la anulacién de la curvatura intrinseca. En los otros casos,
la curvatura origina ya a nivel clasico términos adicionales en la ligadura
y complica su cuantizacion. A continuacion, se consideran dos de las tres
situaciones posibles: secciones planas y con la topologia la tres-esfera.
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Caso plano En un espaciotiempo homogéneo cuyas secciones espaciales
son planas, la conexién de espin I'; se anula, lo que simplifica el calculo de
la parte gravitatoria de la ligadura hamiltoniana:

1 1 :
Cee ;= fz d?’xcggra:_ﬁ fz d3xﬁei1kE‘}E2F;b. (1.30)

Por supuesto, la ligadura total es la suma de esta y la contribucién del conte-
nido material, en este caso, un campo escalar sin masa. Estos dos términos

se escriben \

Cgra__g | | 2 Cmat_ JT([) (1 31)
0 TR pic, Lo _K|p|3/2' :

Representar la ligadura en el espacio de Hilbert cinematico no es inmediato,
por dos motivos esencialmente. Por una parte, hay que regularizar las poten-
cias negativas de la variable p, de lo que nos ocuparemos mas adelante. Por
otra parte, como ya hemos mencioando, la variable clasica ¢ no tiene contra-
partida cuantica, debido a la discontinuidad de la representacion polimérica.
Es necesario pues expresar la curvatura de la conexiéon Afl en funcion de ho-
lonomias. Esto puede hacerse clasicamente tomando holonomias en torno a
cuadrados de lado ulg en el limite u — 0:

; hé'k_l 10 jok
I _ z J 2 J
Fab_—ZL%tr Go? T' | ey ey, (1.32)

donde [1;; denota un cuadrado en el plano j-% y, por tanto,
B php =l -1
h\:‘jk = hjhk(hj) (hk) . (1.33)

Desarrollando las expresiones anteriores con ayuda de la ecuacion (1.21), se
concluye que \

~ sen“(uc) ; ;

Fop=lim ﬁe’ﬂe e;, %, (1.34)
Evidentemente, esta forma de expresar la curvatura de la conexién no solu-
ciona el problema, puesto que requiere tomar el limite u — 0, el cual, debido
precisamente a la discontinuidad de la representacion, no esta bien definido
en la teoria cuantica. En Gravedad Cuantica de Lazos, donde la regulariza-
cion de la ligadura hamiltoniana se realiza de manera analoga, este obstacu-
lo se evita apelando a la invariancia bajo difeomorfismos [6]. Sin embargo,
este procedimiento no puede adaptarse al caso que nos ocupa porque la li-
gadura de difeomorfismos ya ha sido fijada. La salida que se encontré a esta
situacion es evaluar la expresion (1.32) no en el limite u — 0, sino cuando el
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area fisica del cuadrado iguala al menor autovalor no nulo del operador area
en Gravedad Cuantica de Lazos, A. En otras palabras, se trata de evaluar la
expresion (1.32) cuando u = fi, con fi’p = A. Las holonomias a lo largo de las
aristas de este cuadrado pueden reconstruirse con la funcién A%, que en la
teoria cuantica esta representada por el operador de la ecuacion (1.28). En
este punto, merece anadir un apunte histérico. Inicialmente, se intenté re-
gularizar la ligadura hamiltoniana utilizando solo operadores del tipo %O,
con (g constante, lo que producia resultados fisicamente insatisfactorios. En
concreto, las correcciones cuanticas podian ser dominantes incluso en regi-
menes de baja curvatura y densidad de energia, en los que era de esperar
un comportamiento clasico [21]. La nueva prescripcién, que se conoce como
dindmica mejorada [22], no presenta ese inconveniente.

El factor restante del hamiltoniano del campo gravitatorio (1.30) puede
escribirse en términos de corchetes de Poisson de holonomias con el volumen,
en estrecha analogia con el procedimiento ideado por T. Thiemann [77, 78]
para regularizar la ligadura hamiltoniana en Gravedad Cuéntica de Lazos:

R s S 2 tr (AL Vi) el .35)

Esta ecuacion es valida para cualquier u y, en particular, para f, que, por
simplicidad, es el valor que se emplea en los trabajos que adoptan la di-
namica mejorada [22]. Esta expresion se promueve a la teoria cuantica de
acuerdo con el algoritmo de cuantizacion candnica, sustituyendo las varia-
bles fundamentales por sus operadores correspondientes y los corchetes por
conmutadores (divididos por el factor if).

El tercer obstaculo en la cuantizacion es la aparicion de potencias nega-
tivas de p en la contribucion material a la ligadura hamiltoniana. Puesto
que el operador p tiene al cero en su espectro discreto, su operador inverso
no esta bien definido. Para regularizar dichas cantidades, se sigue el procedi-
miento anterior, expresandolas clasicamente a partir de corchetes de Poisson
de las variables fundamentales. En el caso que nos ocupa, es facil comprobar
que

1 4sgnp Ty A
tr h h Ipltt”), (1.36)
Nt R G AR

donde, de nuevo, puede tomarse u = fi. A continuacién, se promueve esta
expresion a la teoria cuantica de la forma ya explicada. El resultado es

1 3sgnp
= \/ Ip aV Ip A — N/ Ip | A (1.37)
(wpl) 4yl VA o o)
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Sorprendentemente, este operador es acotado; ademas, es diagonal en la ba-
se {|v)}, y su nucleo es el subespacio unidimensional generado por {|v = 0)}.
Otras potencias negativas de p pueden construirse a partir de esta usando
su descomposicion espectral.

Aun habiendo fijado una regularizacién para las potencias negativas de
p, existe una ambigiiedad debida al hecho de que se ha definido implici-
tamente una representacion no trivial de la identidad. Efectivamente, la
composicién del operador (1.37) con |p|¥2 no resulta en el operador identi-
dad. Adicionalmente, existen todavia ambigiiedades asociadas al orden de
factores en la representacion de la ligadura hamiltoniana. Para resolverlas,
existen diversas prescripciones en la literatura [22, 79-81]. Por ejemplo, la
conocida como APS (por las iniciales de sus proponentes [20]) resulta en un
operador de ligadura de la forma

o NN NN T1)
Co= A +x| 1.38
° 2i 2i K(V)”(pa (1.38)
donde se han introducido los operadores
- 3SEAD s 5 s an s
- va‘ﬂv% — NV A-g), (1.39)
[ 1]
V)T ’ (1.40)
[V V1pl

que actian de forma diagonal en la base {|v)}. Por supuesto, V=| ﬁIS/ 2 Un
analisis pormenorizado de esta ligadura puede encontrarse en la referen-
cia [22].

En esta exposicion, sin embargo, adoptaremos una prescripcion diferen-
te. La anterior se ha presentado para facilitar la comparacién con el modelo
cerrado, que se tratara en la seccién 1.2.2. A continuacién, se presenta la
propuesta que preferiremos, que es, en esencia, la conocida como MMO sim-
plificada [80, 81], excepto por el peso de la ligadura como densidad tensorial,
que se tomara igual al usado en Gravedad Cuantica de Lazos—es decir, el de
la ecuacion (1.30), como se ha hecho hasta ahora—. En esta prescripcion, se
prescinde de las correcciones que proceden de cuantizar el miembro derecho
de la ecuacion (1.35) antes de evaluar los corchetes de Poisson, y los térmi-
nos que contienen potencias del volumen se simetrizan repartiendo dichas
potencias a izquierda y derecha de la expresion. Concretamente, el operador
de ligadura resultante es

—1/2 —1/2

ST 6 .y o)1
C() = (V) (—FQO + Kﬂd’) (v) , (141)
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siendo
Qe 1
°T 4ivA
donde [, ¢], representa el anticonmutador de sus entradas. La inclusién del
operador sgnv en (g, con la simetrizacién adecuada, es propia de la prescrip-
cion MMO (tanto en su version original [80] como en la simplificada [81]), y
fue inspirada por la cuantizacién de lazos del modelo anisétropo de Bian-
chi I [49], en el que cada direccién espacial tiene asociado un coeficiente de
la triada, analogo a p, como se explicara con algo mas de detalle en la sec-
cion 1.2.3. En ese sistema, los signos de dichos coeficientes desempefian un
papel importante, puesto que el producto de dos cualesquiera de ellos no
es necesariamente positivo. Identificando las tres direcciones espaciales, se
ideé esta prescripcion para representar la ligadura en el caso isétropo, que,
como veremos, tiene la ventaja de conducir a un operador que desacopla los
distintas orientaciones de la triada.

La ligadura (1.41) aniquila el estado de volumen nulo, |v = 0), que de he-
cho esta completamente desacoplado, por lo que a efectos practicos se puede
eliminar del espacio de Hilbert y considerar solo su complemento ortogonal
J?fi ? En este espacio, existe una biyeccién entre los estados que se anulan
bajo la ligadura (1.41) y los aniquilados por la ligadura densitizada

V2 (sgnio, Nog — Nooa] VY2, (1.42)

/1\—1/2 /1\—1/2 6
O A _ A2 A2
6 := (V) Co(v) = —FQO +'K7l'¢, (1.43)
de estructura més sencilla’. Para imponer esta, es til conocer algunas ca-

racteristicas del operador Q(z). Primeramente, su actuacion sobre un estado
de la base es de la forma

O2(v) = — £ )T W +2lv+4) + {[fT @) + [fg @)}

—fo Wfy w=2)v-4), (1.44)
con los coeficientes
+ ﬂ)/l%,l
fo )= 5 [sgnv+sgn(vi2)]\/m\/|v12l. (1.45)

Asi, Q(z) es un operador en diferencias de segundo orden. Ademas, de la ulti-
ma expresion, se desprende que f0+ y [, se anulan en los intervalos [-2,0]

9Mas exactamente, puesto que, en general, los estados aniquilados por la ligadura no
son normalizables en %Cg;la, sus soluciones habrian de buscarse en el dual algebraico de un
subespacio denso adecuado, y seria en ese espacio donde la biyeccion se estableceria.
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y [0, +2], respectivamente. Por lo tanto, como adelantamos, la ligadura des-
acopla las distintos signos de v. Lo que es mas, definiendo las semirredes
de paso cuatro £F :={v = (¢ +4p) : p € N}, con ¢ € (0,4], resulta evidente
que la ligadura preserva los subespaciones =, obtenidos por la complecién
de span({|v) : v € £*}), y, en consecuencia, los subespacios A= ®J€c‘;‘rf‘t son
sectores de superseleccion de la teoria. Sin pérdida de generalidad, podemos
fijar un cierto ¢ y estudiar el sector A, ® Jféﬂf‘t Es de destacar que, pese a
que el espacio de Hilbert Jﬁcg;l ? no es separable, cada 7 si lo es.

Puede probarse [80] que el operador Q% (1.44), eligiendo como dominio
span({|v) : v € Z;}), es esencialmente autoadjunto, y que sus espectros esen-
cial y absolutamente continuo coinciden con la semirrecta real R* := [0, 00).
Sus autoestados generalizados

lef) = ) efl), (1.46)

veL;

para cada autovalor generalizado A € R*, pueden determinarse a partir del
dato inicial ef(¢) mediante las relaciones de recurrencia que resultan de la
ecuacion de autovalores.

Por otra parte, el operador ﬁi = —hza(‘j‘), que constituye la segunda pieza
de la ligadura densitizada, es también esencialmente autoadjunto (tomando
como dominio el espacio de Schwartz de funciones de decrecimiento rapido),
y su espectro absolutamente continuo es, asimismo, R*. Sus autofunciones
generalizadas estan dadas por las exponenciales exp(iw¢), con w € R, sien-
do (hw)? el autovalor correspondiente, doblemente degenerado. Los estados
aniquilados por (el adjunto de) la ligadura hamiltoniana densitizada (en el

dual algebraico de un subconjunto denso de A+ ® Jféﬁf‘t, que puede tomarse

como el producto de los dominios asignados a Q% y —62), pueden construirse
de la siguiente manera:

Y (¢p,v) = f Tar e (0)[w+ (Ve M +y_(L)e V9], (1.47)
0

donde w() = [6A/(y?xkE2)Y2 y . € L2 (R*,dA). Identificando ¢ como un tiem-
po interno', los términos asociados a ¥, y w_ se interpretan, respectiva-
mente, como las componentes de frecuencia positiva y negativa de las so-
luciones, y estan completamente determinadas por su valor a un «tiempo»
dado, ¢¢, mediante evolucién unitaria. Un conjunto completo de observables
esta constituido por la constante de movimiento 7 y el volumen en ¢, V|¢O.

10Clasicamente, ya que 7y es una constante de movimiento, ¢ es una funcién monétona
en cada trayectoria, lo que permite tomarla como un tiempo interno de forma global.
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Puesto que estos operadores no mezclan las componentes de frecuencia po-
sitiva y negativa, existe en el sistema una superselecciéon adicional, lo que
permite restringir el estudio, por ejemplo, al sector de frecuencia positiva.
Puede tomarse entonces LZ(R+,d/1) como espacio de Hilbert fisico; en él, los
observables mencionados son autoadjuntos.

Algunas caracteristicas interesantes de los estados fisicos pueden dedu-
cirse estudiando el limite continuo del operador Q% cuando v es grande, ré-
gimen correspondiente a la cuantizacién estandar de la geometrodinamica,
habitualmente denominado Wheeler-DeWitt en la literatura de la Cosmologia
Cuantica de Lazos. En este limite, Q% se aproxima por un operador diferen-
cial de segundo orden, cuyo espectro R™ es ahora doblemente degenerado.
Para cada A en el espectro, el correspondiente par de autofunciones gene-
ralizados da lugar, a través de la ligadura de la teoria de Wheeler-DeWitt,
a soluciones que describen un universo en expansion y otro en contraccion.
Notablemente, del hecho de que los coeficientes del operador Qg en la ecua-
cién (1.44) sean reales, se sigue que las autofunciones e tienden en este
limite a una combinacién lineal de la dos soluciones en la que ambas partici-
pan con la misma amplitud. Como la frontera correspondiente a la singula-
ridad clasica esta excluida en la prescripcion utilizada, las componentes en
contraccion y en expansion deben representar dos ramas del mismo univer-
so conectadas por un rebote [80]. Por lo tanto, el rebote es genérico en este
modelo, pues no depende del perfil v,. Este resultado generaliza las con-
clusiones de los tempranos analisis numéricos de la teoria, realizados en la
prescripcion APS, que encontraron que la gran explosion se ve sustituida por
un rebote en un cierto tipo de estados semiclasicos muy concentrados [20—

1.

Caso cerrado La cuantizacion de lazos del modelo FLRW cerrado se llevo
a cabo en las referencias [71, 72]. En este caso, las secciones espaciales tie-
nen la topologia de la tres-esfera. Puesto que el grupo de simetria SU(2) ac-
tua sobre ella de forma simplemente transitiva, pueden identificarse ambas
variedades, y aprovechar esta identificacion para fijar una cotriada fiducial
en $3 utilizando la uno-forma de Maurer-Cartan wyc. En efecto, la ecua-
cion'! 2%i7; := wye define una cotriada Oe? (y la triada inversa Oe‘f), que
adoptaremos en la parametrizacion de las variables de Ashtekar-Barbero en
la forma (1.18). El uso de este marco simplifica los calculos, pues, en virtud

1 Aunque la definicién ‘w?t; := wyc es mas natural, la correspondiente métrica resulta

ser la de la tres-esfera de radio dos [71]. Preferimos reescalar la cotriada para trabajar en
la tres-esfera de radio unidad.
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de la ecuaciéon de Maurer-Cartan,
aneé—a e + ¢ koe{zoelz 0, (1.48)

lo que permite obtener facilmente la conexién de espin, I, = %!, y la parte
gravitatoria de la ligadura hamiltoniana clasica,

6
Co = _F\/lm [(c—10)% +7212]. (1.49)

Por otra parte, si se toma el mismo contenido material, su contribucién a la
ligadura es la misma que en caso plano.

La representacion de las variables fundamentales se realiza como en
el caso plano y para promover la ligadura al espacio de Hilbert cinemati-
co %c‘flf‘t ® Jng  pueden utilizarse las ecuaciones (1.35) y (1.36), puesto que
son 1ndependlentes de la topologia de las secciones espaciales. También la
ecuacion (1.32) es valida, a condicion de escoger adecuadamente el lazo de la
holonomia [71]. En este caso, debido a que los vectores e} no conmutan entre
si, hay que alternar sus curvas integrales con las de vectores invariantes por
la derecha (que si conmutan con la triada, invariante por la izquierda) para

conseguir que el lazo cierre. Siguiendo estas directrices, se obtiene
F!, =lim — )2 [sen? (u(c —1p)) —sen®(ulo)]é’ Jkoefl Ock. (1.50)

Sustituyendo el limite y — 0 por una evaluacién en fi = |A/p|2 (correspon-
diente a una holonomia en torno a un lazo que encierra el area fisica A), obte-
nemos una regularizacion de la curvatura que puede promoverse facilmente
a un operador cuantico en Jﬁi ? Todavia quedan algunas ambigiiedades en
la representacion de la ligadura hamiltoniana; siguiendo la prescripcion de
la referencia [71], analogo directo de la prescripcion APS, se obtiene

APSVég‘ra lﬂl() JV E/V :UAW E/V i —I[Jlo
21 2i
— [sen®(filp) - (1 +yHAIZp 1] A, (1.51)

donde A es el operador definido en la ecuacién (1.39) para el caso con sec-
ciones espaciales planas. En las funciones de i, ha de entenderse fi a su vez
como una funcion de p; su actuacion se define entonces por descomposicién
espectral. Es facil ver que los factores exp(+ifilo) en el primer término del
miembro derecho de la ecuaciéon pueden eliminarse con una transformacion
unitaria en el espacio de Hilbert cinematico, con la que se recuperaria la
ligadura del caso plano (1.38), mas una contribucién adicional debida a la
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topologia y dada por el segundo término (que no se ve afectado por la trans-
formacion al ser diagonal en la base de autestados del volumen).

En muchos sentidos, la prescripciéon adoptada es mucho menos ventajo-
sa que la MMO. Por ejemplo, la ligadura (1.51) no desacopla el estado de
volumen cero, ni tampoco las semirredes £Z, si bien es un operador en di-
ferencias de segundo orden. Sus sectores de superselecciéon se componen en
este caso de estados con soporte en las redes £ U %, .. Esto complica la
construccién formal de sus autoestados, que ahora dependen de dos datos
iniciales, en vez de uno. Estos problemas pueden solucionarse adaptando la
prescripcion MMO a la nueva situacién, como se explica en la seccion 4.2.2.

En cualquier caso, la busqueda de las soluciones de la ligadura (1.51) pue-
de llevarse a cabo de forma parecida a como en el caso plano. Sin embargo,
no reproduciremos aqui ese analisis, para no dilatar innecesariamente esta
introduccién. Un anadlisis analitico y numérico de dichas soluciones puede
consultarse en la referencia [71].

Dinamica efectiva

Las caracteristicas esenciales de cierto tipo de estados fisicos de especial
interés en estos modelos cuanticos pueden capturarse en una teoria clasi-
ca corregida [23-26]. Esta dindmica efectiva fue deducida en el marco de la
formulaciéon geométrica de la Mecanica Cuantica [82], y permite aproximar
las trayectorias de los valores esperados de operadores relevantes en estados
semiclasicos muy concentrados. Este formalismo goza de una gran popula-
ridad en la Cosmologia Cudantica de Lazos debido a su simplicidad, aunque
conviene recordar que solo en el caso de ciertos espaciotiempos homogéneos
la dinamica efectiva se ha derivado de forma rigurosa desde una teoria cuan-
tica subyacente o se ha comprobado su validez comparando numéricamente
sus resultados con los de dicha teoria [22, 71, 74, 83]. En estos modelos se ha
encontrado que la dinamica efectiva sigue siendo una aproximacién excelen-
te incluso en los regimenes en los que las correcciones cuanticas dominan.

La experiencia acumulada en modelos sencillos puede resumirse en el
siguiente algoritmo para obtener la ligadura hamiltoniana efectiva a partir
del operador de ligadura: basta con sustituir los operadores fundamentales
por las correspondientes variables clasicas. Al mismo tiempo, se asume que
la estructura simpléctica permanece inalterada. Aparecen asi dos tipos de
correcciones cuanticas a la dinamica clasica: las provenientes de la regulari-
zacion de las potencias negativas de la variable p y las que tienen su origen
en la expresion de la curvatura de la conexion de Ashtekar-Barbero en tér-
minos de holonomias.

La dinamica efectiva permite estudiar en un formalismo méas manejable
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la posible existencia de singularidades en Cosmologia Cuantica de Lazos.
De hecho, se ha podido demostrar con generalidad que las singularidades
cosmoldgicas fisicamente relevantes desaparecen en el modelo FLRW plano
cuando se introducen las correcciones cuanticas provenientes de la cuanti-
zacion polimérica [84, 85].

A modo ilustrativo, se describen a continuacién algunas caracteristicas
destacadas de la dinamica efectiva de la cuantizacion del modelo FLRW que
se ha presentado. Por simplicidad, se expone tan solo el caso en el que la cur-
vatura espacial es cero; un estudio del caso cerrado puede encontrarse en la
referencia [71]. Ignorando las correcciones provenientes de la regularizacion
de las potencias negativas de p, que solo son importantes para volumenes
pequenos, la ligadura efectiva del modelo es

1( 6
o = (_PQ% +mi), (1.52)

con Qg = psen(fic)/fi —siendo fi la funcién de p dada en la ecuacién (1.26)—.
Sorprendentemente, esta ligadura implica una cota superior para la densi-
dad de energia. En efecto, teniendo en cuenta que esta magnitud esta dada
por p = ni/(2V2) para un campo escalar sin masa, es facil inferir de la ecua-

cién de ligadura que no puede superar el valor critico p. = 3/(Y2KA). Este
extremo se alcanza solo cuando el seno que contiene la funcién g toma su
valor maximo, es decir, para jic = n1/2. En ese momento, el volumen fisico
también alcanza un extremo V. —concretamente, un minimo—, como puede
verse de la ecuacion

v N

sen(2fic)
dt 2« '

2 (1.53)

3
{v.cg = NP

Este rebote en el volumen sustituye a la singularidad de la gran explosion,
inevitable en Relatividad General. El valor de V, depende de 74 —que, como
en la teoria clasica, es una constante del movimiento—, y puede ser arbitra-
riamente grande; sin embargo, p. es universal. Asi, es la densidad de energia
la que marca la entrada en el régimen en el que las correcciones cuanticas
conducen al universo a un rebote. Esta es una caracteristica del esquema de
dinamica mejorada [22].

En la figura 1.1 se ha representado la evolucién de la densidad y el vo-
lumen sobre una trayectoria efectiva. Se aprecia nitidamente el rebote, que
permite una transicién suave entre una rama del universo en contraccién y
otra en expansion, bien aproximadas por la teoria clasica a volimenes sufi-
cientemente grandes.
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Figura 1.1: Evolucién del volumen fisico y la densidad de energia, normali-
zados a sus valores extremos, en la dinamica efectiva de la cuantizaciéon de
lazos de un universo homogéneo e isétropo con secciones espaciales planas.
El tiempo 7 se corresponde con la eleccion del lapso N = Vs,

1.2.3. Cuantizacion de lazos del modelo de Bianchi I

Tras el modelo FLRW, el siguiente paso en complejidad es dejar de lado
la hipétesis de isotropia, manteniendo la de homogeneidad (puesto que, si la
primera se da en cada punto, la segunda se cumple automaticamente [86]).
Los mas sencillos espaciotiempos homogéneos pero anisétropos son los que
poseen un grupo tridimensional de isometrias de tipo I en la clasificacion
de Bianchi [46]. La topologia de sus secciones espaciales es la del espacio
euclideo y pueden entenderse como una generalizaciéon del modelo FLRW
plano en la que cada direcciéon espacial tiene asociado un factor de escala
diferente. Estos modelos no estan exentos de singularidades; por el contrario,
a causa de la anisotropia, exhiben una mayor variedad de ellas [87, 88].

La cuantizacion de lazos del modelo de Bianchi I en vacio fue abordada
en las referencias [47-50, 41, 42], siguiendo distintas prescripciones. La va-
lidez de la dinamica efectiva que puede deducirse para su cuantizacion se
ha comprobado numéricamente en la referencia [83] (en la que se estudia
la posibilidad de definir una evolucién dinamica sin necesidad de introducir
en el modelo un campo escalar que sirva de reloj). Ademas, las correcciones
cuanticas evitan todas las singularidades fisicamente indeseables, como ha
demostrado un analisis cuidadoso de las ecuaciones efectivas [89, 90]. La
diversidad de singularidades de la teoria clasica se ve sustituida en Cosmo-
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logia Cuantica de Lazos por una mayor riqueza en la fenomenologia de los
rebotes [91].

A continuacién, se resume la cuantizacién del modelo de Bianchi I en el
vacio siguiendo la prescripcién introducida en la referencia [41]. Asumire-
mos que las secciones espaciales son homeomorfas al tres-toro, y, por ende,
compactas. El interés de este modelo dentro de la presente exposicién radi-
ca en que sirve de paso intermedio para la cuantizacion hibrida del modelo
inhomogéneo de Gowdy, que se revisara en la seccion 1.2.4.

Planteamiento clasico

Tomando coordenadas axiales {6, 0,5} con recorrido [0, /) en las secciones
espaciales tres-toroidales, el elemento de linea del modelo de Bianchi I toma
la forma

ds® = -N2d¢® + a(2,d92 +a2do? + a%déz, (1.54)

donde ay, a, y as son factores de escala direccionales que dependen del tiem-
po. Por supuesto, con vistas a la cuantizacion de lazos, es preferible parame-
trizar el sistema en términos de las variables de Ashtekar-Barbero. Fijando
la triada fiducial e = 67, la conexidn y la triada densitizada pueden escribir-

se como
_Dpi

i ZO i’ a 1(2)
Es importante resaltar que los indices de ¢; y p;, con valores en {0,0,6},
no son tensoriales: simplemente etiquetan las direcciones espaciales. Por lo
tanto, no se aplica a ellos el convenio de suma de Einstein. El parametro [
representa, como antes, la raiz ciubica del volumen fiducial de la variedad
espacial de referencia (en este caso, el tres-toro) y ha sido introducido para
evitar la dependencia de la estructura simpléctica en ese parametro. Esta
queda caracterizada por el corchete de Poisson

8% (1.55)

{ci,pj} =yxéij, (1.56)

teniendo en cuenta ademds que {c;,c;} = 0 = {p;,p;}. Puesto que la tres-
variedad espacial ha sido fijada, podemos tomar [y = 27.

Calculando la tres-métrica a partir de la triada y comparando con la
ecuacién (1.54), se infiere facilmente la relacién entre las variables p’ y los
factores de escala a;:

D;Pk

14

2na; = ,coni#j#£k, (1.57)

lo que generaliza la relacion encontrada en el modelo FLRW.
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Las holonomias de la conexién A}, a lo largo de aristas en las direcciones
fiduciales pueden reconstruirse con las funciones A4, (c;) := exp(iy;c;/2), que
se toman como variables elementales, junto con los momentos p;, proporcio-
nales a los flujos de la triada densitizada a través de superficies perpendicu-
lares a la direccion i.

Espacio de Hilbert cinematico

Puesto que el espacio de fases de este modelo puede entenderse como tres
copias del sector gravitatorio del modelo isétropo, para construir el espacio
de Hilbert cinematico asociado basta con tomar el producto de tres copias
del analogo isétropo; asi ch]?rIl = ®i<if§1 . Una base ortonormal del mismo
es, pues, {|ug, Uo, ts) := |o) ® |1s) ®|1us) : 1i € R}, en la que cada operador fun-

damental actiia de forma no trivial inicamente sobre un factor del producto:
%;Iu» =i+ 1y, Pilli) = 4myla pil ). (1.58)

De nuevo, la discontinuidad de esta representacion impide definir opera-
dores correspondientes a las variables clasicas c;. Representar la ligadura
hamiltoniana exige por tanto una regularizacion previa, que, como en el ca-
so isotropo, se realiza expresandola en términos de holonomias a lo largo de
lazos cuadrangulares perpendiculares a las direcciones fiduciales. Existen
en la literatura dos enfoques diferentes para definir dichos circuitos [48, 50];
adoptamos aqui el mas reciente, introducido en la referencia [50], ya que
no presenta inconsistencias cuando las secciones espaciales no son compac-
tas. Debido a la anisotropia, parece justificado tomar aristas de diferente
longitud en cada direccion; del requisito de que el rectangulo de aristas de
longitud fi;lo y fijlo en el plano perpendicular a la direccién £ encierre un
area fisica igual a A se deduce la condicién'?

bi

DDk

fi=1/A ,coni#j#k. (1.59)

Las holonomias a lo largo de este tipo de aristas son combinaciones de las
funciones .4;,. En consecuencia, es necesario definir la accién de los opera-
dores cuanticos correspondientes, ya que no se infiere inmediatamente de la
ecuacion (1.58), debido a la dependencia de fi; en los momentos. Esto puede
hacerse, no obstante, usando los argumentos geométricos del caso isétropo.

12En comparacién, el esquema alternativo de dindmica mejorada [48] toma f1; = \/A/p;,
cantidad que varia tnicamente con p;; como consecuencia, la actuacién del operador de
ligadura resultante es mas sencilla en este esquema.
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Llegados a este punto, conviene reetiquetar la base utilizando los parame-
tros

47[,)/12 1/6
A; = sgn(u;) Pl) il V2, (1.60)

A

determinados por la ecuacién [i;0,, = (2|}Ljﬂtk|)'16;ti (con i # j # k). Sobre un
estado caracterizado por estos nimeros, el operador .4, 5, actia de la forma

1

Naiol Ao, Aoy As) = [Ag £ ————,
i/ng 05 g, As) 2|}LU/1§|

Ao Ag,ﬂté>; (1.61)

la acciéon de ,/Viﬁg y e/&}iﬁ(S es completamente analoga. Por tanto, estos ope-
radores no conmutan entre si, ademas de no hacerlo con los operadores p;,
lo que evidentemente supone una complicacién adicional. En cuanto a estos
ultimos, es facil ver que su accién en la base reetiquetada se reduce a

Bildo, Ao, As) = sgn(A) (4y13 VA 42140, Ao, As). (1.62)

Representacion de la ligadura

En la parametrizacion (1.55) en términos de los pares (c;, p;), las ligadu-
ras de difeomorfismos y de Gauss se anulan idénticamente, por lo que solo
queda la ligadura hamiltoniana; dado que la conexién de espin se anula, esta
puede calcularse mediante la ecuacién (1.30). El resultado es

Cpi= ?, GBI = —lz _ ) picibjcj, (1.63)
1 1#]
donde los indices i y j toman valores en {8,0,0} y V es de nuevo el volu-
men fisico del sistema, dado en este caso por V = \/|pgposps|. Llamaremos
ligadura densitizada a la cantidad 67p;.

Como quiera que la representacion adoptada es discontinua, para promo-
ver la ligadura hamiltoniana a un operador cuantico es necesario escribirla
en términos de holonomias. Al igual que en el caso isétropo, esto se consigue
expresando la curvatura de la conexion de Ashtekar-Barbero como el limite
de una holonomia alrededor de un lazo que —en principio— habria que en-
coger indefinidamente, pero, en vez de eso, se evalia la holonomia cuando
el area fisica comprendida por el lazo coincide con el minimo autovalor no
nulo permitido para el operador area en Gravedad Cuantica de Lazos, intro-
duciendo asi heuristicamente en el modelo la discretizacion de la geometria
que aparece en la teoria completa. Como se mencioné, se han planteado dos
diferentes realizaciones de esta idea, conocidas como esquemas de dindmi-
ca mejorada [48, 50]; nos adherimos aqui al propuesto por A. Ashtekar y
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E. Wilson-Ewing [50], en el que las holonomias se toman en torno a rec-
tangulos tangenciales a las direcciones fiduciales, elegidos de forma que la
arista en la direccion i tenga longitud fiducial [1;/¢, con ji; dado por la ecua-
cién (1.59). La curvatura de la conexién se reemplaza finalmente por'®

Py =2t o O ) ) 1 alel, e

4m? iy
donde hf = cos(fijci/2) + 2sen(fi;c;/2)t; son las holonomias a lo largo de
las aristas del correspondiente rectangulo. Introduciendo esta expresion en
la ligadura hamiltoniana (1.30), se comprueba que el resultado es equiva-
lente a reemplazar en la ecuacion (1.63) las variables c¢; por las funciones
sin(f;c;)/fi;, con las que coinciden en el limite fi; — 0.

A continuacién, es necesario regularizar el inverso del volumen, puesto
que los operadores p; no son invertibles, al tener al cero en su espectro dis-
creto. Para hacerlo, no basta con usar el analogo directo de la ecuacion (1.36)
en este modelo, debido a la dependencia especifica de cada [i; en el corres-
pondiente p;. En su lugar, puede emplearse una expresion similar, como

i B ), e

cuya traslacion a la teoria cuantica resulta en la siguiente regularizacion de
una potencia negativa de p;:

— |ﬁ|1/2|ﬁk|1/2 j—_ilp\'ll/‘{/‘}_i_t/‘}_i|ﬁ'|l/4</‘}—_i . (1.66)
pilV*) " 2my12 VA ’ (A-gilbi H Hil i)

Con estos operadores, el operador inverso del volumen se define de la forma

/1\._ 1V 1y 1
V] pgl”4 ® IpolV4 ® IpslV4 (1.67)

Siguiendo la referencia [41], definimos la ligadura hamiltoniana

—1/2 —1/2

A 1 .~ (1 n 1 A
Cpr:= (—) C5131(—) , 6BI=—— Q;Q;, (1.68)
v v R
donde 1
A 512 [ f % 51/2
Qi = mv [sgnpi,JVzﬂi _<M2ﬂi]+v (169)

I30f. ecuacién (1.34).
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Identificando las tres direcciones espaciales, se recupera el operador de li-
gadura del modelo FLRW plano dado por la ecuacion (1.41). Resulta pues
clara la relacion entre la prescripcion MMO simplificada para el caso isétro-
po y la adoptada ahora en el modelo de Bianchi I, que fue su inspiradora.
En esta, como en aquella, el subespacio de estados con volumen nulo se ve
desacoplado del resto.

La analogia con el caso isétropo contintia, puesto que, también como en
ese modelo, el espacio de Hilbert cinematico, no separable, resulta ser la su-
ma directa de sectores de superseleccion separables. La caracterizacion de
los mismos, sin embargo, es mas complicada en el modelo de Bianchi I, espe-
cialmente en el esquema de dinamica mejorada adoptado. La determinacién
de los estados aniquilados por la ligadura presenta también mayores dificul-
tades en este caso, aunque puede realizarse resolviendo las ecuaciones de re-
currencia que resultan de la imposicion de la ligadura. No abordaremos aqui
esos problemas, ya que ni el conocimiento de los sectores de superseleccion
ni el de los estados fisicos de este modelo son necesarios para la comprensién
de los trabajos que se exponen en la presente memoria. No obstante, puede
encontrarse un tratamiento completo de los mismos en la referencia [41].

1.2.4. Cuantizacion hibrida del modelo de Gowdy en el
tres-toro con contenido material

Para tratar modelos mas sofisticados que permitan abordar problemas
como la formacion de estructura en el Universo, es necesario abandonar la
hipétesis de homogeneidad, de la que partian los modelos cosmolégicos ex-
puestos. Naturalmente, esto plantea grandes dificultades técnicas, pues re-
quiere lidiar con un nimero infinito de grados de libertad. Parece 16gico, por
tanto, empezar con sistemas que mantengan un alto grado de simetria. Tal
es el caso de los modelos de Gowdy [43, 44], que, como ya se ha mencionado,
describen espaciotiempos globalmente hiperbélicos con secciones espaciales
compactas y dos vectores de Killing espaciales que (necesariamente) conmu-
tan entre si. Las secciones espaciales pueden tener la topologia del tres-toro,
la tres-esfera o la tres-asa, o variedades recubiertas por ellas. Nos centrare-
mos en el primer caso, por ser el que se ha tratado en Cosmologia Cuantica
de Lazos. Ademas, pediremos que las ondas gravitacionales que se propagan
en el universo tengan polarizacion lineal, lo que se traduce en que los dos
vectores de Killing sean ortogonales a hipersuperficies.

La cuantizacion del modelo de Gowdy con polarizacion lineal en el tres
toro se ha abordado desde diversos enfoques (véanse, por ejemplo, las re-
ferencias [92—-94]). En particular, cabe destacar que el sistema admite una
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cuantizacion de Fock con dindmica unitaria [51, 52]. Notablemente, exigir
esta caracteristica (ademas de la simetria espacial inherente al problema)
resuelve no solo la ambigiiedad inherente a la eleccion de representacion de
Fock [58, 95], sino también la asociada a la descripcion del campo [59]. Estos
resultados sirvieron de base a la cuantizacién hibrida del modelo [38, 40—

]. Recordemos que este enfoque renuncia a cuantizar poliméricamente el
sistema completo; en cambio, aplica esa técnica iinicamente al sector homo-
géneo de la teoria, que en este caso puede identificarse con un espaciotiempo
de Bianchi I. Mientras tanto, se reservan para las inhomogeneidades téc-
nicas de la Teoria Cuantica de Campos ordinaria; en concreto, se utiliza la
cuantizacion de Fock con dinamica unitaria mencionada. Por supuesto, este
tipo de tratamiento no pretende agotar la problematica de la cuantizacion
del modelo, pero si permite completar el programa de Dirac de forma rigu-
rosa. De esta forma, pueden aprovecharse los resultados de las técnicas mas
tradicionales manteniendo, al mismo tiempo, la aspiracion de eludir con la
cuantizacion de lazos las singularidades asociadas a los modos homogéneos.
Si aceptamos la hipétesis de que, al menos en cierto régimen, los efectos
de la discretizacion de la geometria pesan mas sobre los grados de libertad
globales que sobre las inhomogeneidades, podemos esperar que la teoria re-
sultante sea fisicamente significativa.

Estudios analiticos y numéricos [96, 97] de la dinamica efectiva que pue-
de extrapolarse de los modelos homogéneos a la cuantizaciéon hibrida del
modelo de Gowdy han permitido comprobar que las singularidades cosmolo-
gicas que presenta la teoria clasica se sortean con un rebote. Ademas, eviden-
ciaron una interesante tendencia en la propagacion de las inhomogeneidades
a través del rebote. En promedio, estas se ven amplificadas si originalmente
son lo suficientemente pequenas (es decir, si el universo en contraccién esta
proximo a la homogeneidad); en caso contrario, su amplitud no cambia sig-
nificativamente. Este es un posible mecanismo de formacion de estructura
en estos modelos.

Mas recientemente, el espaciotiempo de Gowdy con ondas gravitaciona-
les linealmente polarizadas y secciones espaciales tres-toroidales también
se ha cuantizado en presencia de un campo escalar sin masa minimamente
acoplado, con las mismas simetrias que el espaciotiempo [98]. A continua-
cién, se resume la construccion de este modelo cuantico. El propésito de este
resumen es doble: servir, por una parte, de introducciéon a la cuantizacién
hibrida de perturbaciones cosmoldgicas que se realiza en la seccion 4 y, por
otro lado, justificar la dinamica efectiva que se analiza en la seccién 6 para
demostrar que no da lugar a singularidades.
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Planteamiento clasico

Como se ha explicado, los modelos de Gowdy presentan dos vectores de
Killing espaciales. La condicién adicional de que sean ortogonales a hiper-
superficies permite escoger coordenadas {¢,0,0,6} tales que dichos vectores
estan dados por 0, y 0s. El rango de las coordenadas axiales 0, o y § sera
[0,27). La funcién lapso, el vector desplazamiento y las componentes de la
tres-métrica en estas coordenadas, asi como el campo escalar ®, dependen
unicamente del tiempo y de la coordenada periédica 6, en la que pueden ex-
pandirse en serie de Fourier de la forma habitual; por ejemplo, dada una

funcién y,
(o]

¥(t,0) = L rn(t)e™?. (1.70)
V27 n5=co

Es posible fijar las componentes 6 y § de la ligadura de difeomorfismos
espaciales para escribir la tres-métrica en forma diagonal, de modo que es-
té completamente determinada por tres funciones de ¢ y de 6. En realidad,
puede eliminarse la dependencia espacial de dos de estas funciones fijando
los modos inhomogéneos de las ligaduras restantes. Estas dos funciones y el
modo cero de la funcién restante —funciéon que denotaremos por ¢ y elegimos
de forma que sea proporcional a la norma de uno de los vectores de Killing—
parametrizan la métrica en el limite homogéneo. Junto con la parte homo-
génea del campo escalar, ¢ := ®p, y los momentos conjugados de todas estas
variables, constituyen el sector homogéneo del espacio de fases. El sector in-
homogéneo esta formado entonces por los restantes modos de Fourier de los
campos ¢ y @, ademas de sus momentos canénicamente conjugados. Antici-
pandonos a la cuantizaciéon de Fock, describiremos este sector inhomogéneo
mediante variables de creaciéon y destrucciéon. Conviene destacar, no obstan-
te, que la eleccion de las mismas no es en absoluto inocente, pues determina
una representacion de Fock de entre las infinitas inequivalentes.

Existe, ademas de la anterior, una ambigiiedad adicional, que concierne
a la separacion entre los sectores homogéneo e inhomogéneo. Podriamos pen-
sar, por ejemplo, en escalar @ con una funcién de las variables homogéneas.
Debido a la dependencia temporal de las mismas, como ya habiamos comen-
tado, una transformacién de este tipo altera la dinamica del campo material.
Esta libertad puede usarse para garantizar la implementacion unitaria de
la evolucién en la teoria cuantica del campo sobre el fondo clasico. Restrin-
giéndonos a representaciones cuyo estado de vacio sea invariante bajo la
simetria espacial del sistema reducido —rotaciones en la coordenada 6—,
para alcanzar una dinamica unitariamente implementable debe escalarse
® con el area de las orbitas de los vectores de Killing [98, 51, 52]; llamare-
mos @ al campo escalado de esta manera. Este cambio puede extenderse a



CAPITULO 1. INTRODUCCION 41

una transformacién canénica que involucre también al momento del campo
y al sector homogéneo, de forma que se mantenga la forma diagonal de la
estructura simpléctica. Evidentemente, esta transformacion debe incluir el
escalado inverso del momento, al que, ademas, puede anadirse una contri-
bucién lineal en @ (con un factor que dependera, en general, de las variables
homogéneas). Este tipo de transformacion respeta la linealidad del sector
inhomogéneo (como veremos, las ligaduras son cuadraticas en las inhomoge-
neidades, por lo que sus ecuaciones de movimiento son, en efecto, lineales).

Por otro lado, el campo ¢ ya admite una representacion de Fock en la
que su dinamica es unitariamente implementable sobre el fondo clasico, por
lo que no hay necesidad de realizar escalado alguno. De hecho, si se desea
también una implementacion natural de las simetrias espaciales, cualquier
escalado no trivial (es decir, no constante) estropearia la propiedad mencio-
nada [59]. Del mismo modo ocurriria con cualquier otro escalado de ®. En
otras palabras, exigir que la dindmica admita una implementacién unitaria
en el fondo clasico senala como privilegiada la descripcion del sistema en
términos de ¢ y ®, que serviran de partida a la cuantizacién. Cuando sea
necesario, denotaremos genéricamente estos campos por y. Asi, por ejem-
plo, las variables de destruccién que adoptaremos pueden escribirse en la
forma'#

Ay, = (Inl)(n+inxn); (1.71)

" V2Inl
mientras que las variables de construcciéon asociadas seran, como es habi-
tual, sus complejas conjugadas. Asi, {a Xn,a;n,} = —i0,, . Estas variables, que
serian las naturales si ¢ y ® fueran campos libres sin masa, determinan
una representacion de Fock en la que la dinamica del campo sobre el fon-
do clasico puede ser implementada mediante un operador unitario. Ademas,
dicha representacion es invariante bajo rotaciones en la coordenada 6. Toda
cuantizaciéon de Fock con estas caracteristicas debe ser unitariamente equi-
valente a la considerada [58, 95].

En cuanto al sector homogéneo, como ya se ha mencionado, puede identi-
ficarse con un espaciotiempo de Bianchi I con un contenido material consti-
tuido por un campo escalar sin masa homogéneo. Explotando esta asociacion,
lo parametrizaremos en términos de las variables (¢;, p;), con i € {#,0,0}, que
coinciden en ausencia de inhomogeneidades con las introducidas en la ecua-
cién (1.55) para el modelo de Bianchi I, junto con el par canénico (¢,my).
Recordemos que {c;, p;} = yx6;;.

La ligadura hamiltoniana del sistema consta de dos contribuciones. Una

4Dado que los modos cero se trataran por separado como parte del sector homogéneo, no
debe preocuparnos que esta definicién carezca de sentido para n = 0.
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depende unicamente de las variables homogéneas, y puede identificarse con
la ligadura hamiltoniana del modelo de Bianchi I con un campo escalar ho-
mogéneo minimamente acoplado; la otra, en cambio, mezcla las variables
de uno y otro sector y es cuadratica en los campos ¢, @ y sus momentos. A
continuacion se muestra la forma explicita de la ligadura, que densitizamos
usando el volumen del espaciotiempo de Bianchi de fondo, V = /pgpsps;
asi, Cq =%6c/V,y

2
(poco +Pscs)
87my2|pol

6 = o1+ K7y, +4nk|pg | Hip, + K Hin, (1.72)
siendo ¥p1 la version densitizada de la ligadura del modelo de Bianchi I,
dada en la ecuacién (1.63). Toda la dependencia en las variables inhomogé-
neas esta codificada en los dos dltimos términos del miembro de la derecha;
concretamente, en los factores Hj;p, y Hint. Cada una de estas cantidades se
descompone, a su vez, en la suma de dos contribuciones analogas, provenien-
tes de los campos ¢ y ® y dadas por

o0

Hﬁb: ;On(axna*n+ax_na;_n), (1.73a)
n

X1
X _ - * * % *
Hint = ;1 " (axnaxn +ay,ay tayay, +ax_nax_n). (1.73b)
n

Como puede verse, H ﬁb tiene la forma del hamiltoniano de un campo escalar
libre y sin masa, mientras que H ixnt se interpreta como una autointeraccion.

Ademas de la ligadura hamiltoniana, queda la componente 0 de la liga-
dura de difeomorfismos, cuya parte homogénea sobrevivié a la fijacion de
gauge. Esta ligadura genera rotaciones en la coordenada espacial 6. Tam-
bién consta de dos contribuciones de idéntica forma, una para cada campo,
dadas por

€5 = X (. ~lay ). (1.74)

Cuantizacion

Ya hemos adelantado que la estrategia seguida para cuantizar este mo-
delo en el marco de la Cosmologia Cuantica de Lazos es la denominada Ai-
brida, consistente en utilizar representaciones de distinta naturaleza para
cada sector de la teoria. En el caso del sector homogéneo, aprovecharemos la
representacion construida para el modelo de Bianchi I sobre el espacio %Og’lll
(en la seccion 1.2.3 se dio la definicién de ese espacio y la actuaciéon sobre
él de los operadores fundamentales p; y Jﬁ—li), anadiéndole sencillamente el
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contenido material que constituye el modo cero del campo escalar, ¢p. Como
en el caso isétropo, trataremos este valiéndonos de técnicas estandar, de for-
ma que el operador ¢ actie simplemente por multiplicacién en el espacio de
Hilbert 772 = L*(R, d¢).

En cuanto al espacio de Hilbert para el sector inhomogéneo, constara de
dos copias —una por cada uno de los campos ¢ y ®— del espacio de Fock %,
que podemos caracterizar a partir de la base ortogonal

{1 =], Ny o, Ny Ny Ny, ) i Ny, €27, Y Ny, <o}, (175)

n=—00

caracterizada por los nimeros de ocupacion (asi, por ejemplo, N, es el ni-
mero de ocupacién del modo n-ésimo). Sobre los estados de esta base, los
operadores de destruccién y creacién (analogos cuanticos de las variables
clasicas) operan de la forma habitual, aumentando o disminuyendo en una
unidad los nimeros de ocupacion del modo correspondiente:

Qoo sNypseo ) =B /Ny | s Ny = 1,00 ), (1.76)
@l .. Ny ) =0y /Ny, +1].., Ny, +1,..0), (1.77)

Se tiene por tanto que [@ Xn,d;r(n,] =hopp-

El espacio de Hilbert cinematico del modelo cuantico completo se cons-
truye tomando el producto tensorial de los espacios que hemos asignado a
cada parte. Asi, ch(i}n = ch]ﬂ ® Jt’;ﬁf‘t ® Fr ® F5. Al igual que en el modelo
FLRW, en este espacio producto se entiende que los operadores fundamen-
tales definidos en cada factor actian en los restantes de forma trivial como
la identidad. Sin embargo, resulta evidente que la ligadura hamiltoniana
cuantica no respetara esta estructura de producto, puesto que contiene tér-
minos que mezclan los sectores homogéneo e inhomogéneo. Los términos en
los intervienen unicamente las variables homogéneas pueden representarse
facilmente en la teoria cuantica aprovechando la identificacion con el es-
paciotiempo de Bianchi I. El procedimiento no es tan evidente en el caso
de los términos restantes, que deben ser regularizados previamente, ya que
contienen potencias negativas de p; y variables c¢; (que carecen de analo-
go cuantico). Lo haremos siguiendo el ejemplo del modelo homogéneo; asi,
utilizaremos la regularizacion (1.66) para representar dichas potencias ne-
gativas, mientras que promoveremos los productos p;c; a los operadores Q;,
definidos en la ecuacién (1.69).

Por otro lado, las cantidades clasicas Hj;p ¥ Hint, como la ligadura de di-
feomorfismos Cy, dependen unicamente de las variables inhomogéneas, por
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lo que podemos promoverlos a operadores simplemente sustituyendo las va-

riables de destruccion y creacion por los correspondientes operadores cuanti-

cos, cuidando de adoptar el orden normal. Asi, en términos de los operadores
) & At o4 .

numero N, :=d,, dy,, obtendriamos

o0

Hi =) n(Ny, +Ny,), (1.78a)
n#0

PR I I IR A

B= 2 o W+ 8, a4y, dr, + Ry (1.78b)
n

y, para las contribuciones a la ligadura de difeomorfismos,

A

C’g = Zl (NXn _Nx—n)' (179)
n=

Es facil ver que los estados aniquilados por esta ligadura constituyen un
subespacio propio, que llamaremos %, del espacio de Hilbert cinemaético
Fr ® Fg asociado al sector inhomogéneo [98]. Como puede verse, imponer
cuanticamente la ligadura de difeomorfismos no es una tarea dificil, a dife-
rencia de lo que ocurre con la hamiltoniana. Esta, conforme a las directrices
indicadas, y adoptando un orden de factores coherente con el del modelo ho-
mogéneo, toma la forma

/i\l/Z /1\1/2
Co=|=| bcl=| , 1.80
G (V) G V) ( )

G = Gpr + 1Ay + 4l fig Hygp + )(QU + 05)2( )ﬁmt, (1.81)

K 1 1
8my? ( Vpel Vv Ipol

siendo € el operador definido en la ecuacion (1.68). Como anticipamos, la
ligadura no respeta la estructura de producto de %g’n, lo que impide apro-
vechar directamente las soluciones del modelo de Bianchi I. No obstante, los
estados fisicos pueden caracterizarse, al menos formalmente, y el espacio de
Hilbert fisico resultante también posee estructura de producto; de hecho, se
recupera el espacio %, como su sector inhomogéneo [95].

1.3. Estructura de la memoria y objetivos

El objetivo principal del trabajo expuesto en esta memoria es profundi-
zar en el tratamiento de modelos cosmolégicos inhomogéneos en el marco
provisto por la Cosmologia Cuantica de Lazos y caracterizar en ellos algu-
nos efectos de la discretizacién de la geometria. Por su particular relevancia
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observacional, se presta especial atencién al modelo FLRW con perturba-
ciones cosmolégicas, cuya cuantizaciéon no se habia completado previamente
utilizando técnicas de lazos. Abordamos la misma mediante un enfoque hi-
brido, es decir, combinando técnicas de la cuantizacion de lazos y de la Teoria
Cuantica de Campos ordinaria, de forma parecida a la cuantizacién hibrida
del modelo de Gowdy con polarizacion lineal en el tres-toro. La dinamica
efectiva de los dos modelos mencionados sera también objeto de estudio.

Tras este capitulo introductorio, el cuerpo de la memoria se divide en dos
partes, que comprenden un total de cinco capitulos:

= Cuantizacién de perturbaciones cosmolégicas:

* En el capitulo 2, se introduce en un nivel clasico el modelo FLRW
con perturbaciones cosmoldgicas y un contenido material cons-
tituido por un campo escalar con masa minimamente acoplado.
Truncaremos la accién a orden cuadratico en las inhomogeneida-
des. A continuacién, en el formalismo hamiltoniano, la libertad
gauge asociada a las ligaduras locales se eliminara imponiendo
condiciones de fijacion apropiadas. Una transformacion en el es-
pacio de fases reducido permitira devolver la estructura simpléc-
tica a la forma candnica y, ademas, conducira a una parametri-
zacion del sistema adaptada a la discusién del siguiente capitulo.
Por 1ultimo, estudiaremos algunos invariantes gauge del modelo.

¢ El capitulo 3 aborda la cuantizaciéon de las perturbaciones cos-
molégicas —tanto escalares como tensoriales— sobre el espacio-
tiempo de fondo, que de momento se supone clasico. En particu-
lar, comprobaremos que la ambigiiedad en la elecciéon de una re-
presentacion de Fock puede evitarse si se exige, ademas de un
vacio invariante bajo las isometrias espaciales del fondo, la im-
plementabilidad unitaria de la dinamica del campo. También se
ofrecen cuantizaciones con estas caracteristicas en términos de
invariantes gauge, que resultan ser unitariamente equivalentes
a las cuantizaciones privilegiadas en términos de las variables
dependientes del gauge.

* Seleccionada una cuantizacién de Fock de las inhomogeneidades,
la cuantizaciéon hibrida del modelo completo se acomete finalmen-
te en el capitulo 4. Esta explota la identificacién que puede esta-
blecerse de forma natural entre el sector homogéneo de la teoria
y el modelo sin perturbaciones para construir el espacio de Hil-
bert cinematico de la teoria cuantica. Para representar en él la
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ligadura, proponemos una prescripcion inspirada en el caso ho-
mogéneo. El resultado es un operador que establece relaciones de
recurrencia entre los valores de los estados fisicos en las diferen-
tes secciones de volumen fijo. Alternativamente, puede tomarse el
modo cero del campo escalar como un tiempo interno y caracteri-
zar las soluciones de la ligadura a partir de las correspondientes
ecuaciones de evolucion, que, en cierto régimen, se aproximan a
las de una teoria de campo sobre un espaciotiempo efectivo de
fondo.

= Dinamica efectiva en cosmologias inhomogéneas:

¢ Kl capitulo 5 sirve de transiciéon entre las dos partes, puesto que
en él se investiga la dinamica efectiva extrapolada para la cuanti-
zacion hibrida del modelo FLRW con perturbaciones. En concreto,
un analisis estadistico sobre trayectorias efectivas del sistema —
integradas numéricamente— muestra una clara tendencia a la
amplificacion de las inhomogeneidades a través del régimen en
el que se produce el rebote del universo. También se estudian los
efectos de la reaccion de las inhomogeneidades sobre el fondo en
la prescripcion especifica adoptada.

* El objetivo primordial del capitulo 6 es demostrar que la dinami-
ca efectiva del modelo de Gowdy en el tres-toro con polarizacion
lineal y un campo escalar sin masa como contenido material no
da origen a singularidades cosmolégicas. Para complementar este
resultado, se analiza, principalmente de forma analitica, la posi-
bilidad de que tenga lugar un rebote.

Finalmente, las conclusiones mas destacadas del trabajo expuesto se recopi-
lan en el capitulo 7.

Para aligerar la primera parte de la memoria, algunos detalles de la mis-
ma se han relegado a los apéndices. El apéndice A repasa algunas caracte-
risticas de las autofunciones del operador de Laplace-Beltrami, utilizadas
para expandir las inhomogeneidades en la construccion del modelo FLRW
perturbado. La extensa expresion de la accion en ese modelo previa a la fija-
cion de gauge se recoge en el apéndice B. Por dltimo, el apéndice C explora
una eleccién de gauge alternativa a la adoptada en la cuerpo de la memoria.



Cuantizacion de perturbaciones
cosmologicas

47






Capitulo 2

Tratamiento clasico de
perturbaciones cosmoldégicas

La teoria de perturbaciones cosmolégicas, que describe la evolucion de
pequeiias perturbaciones —tanto métricas como materiales— sobre un es-
paciotiempo de fondo (habitualmente homogéneo e isétropo), desempeiia un
papel fundamental en la explicacion de la formacion de estructura en el
Universo. El origen de este enfoque puede atribuirse a E. M. Lifschitz [99],
quien estudi6é por primera vez perturbaciones del tensor métrico en el mo-
delo FLRW. En este formalismo, la interpretacion fisica de los resultados se
ve obstaculizada por la libertad en la eleccion de la correspondencia entre
el espaciotiempo inhomogéneo y el ficticio que se utiliza de fondo. Distin-
tas elecciones estan relacionadas mediante transformaciones gauge, que en
este contexto podemos entender como cambios perturbativos de coordena-
das que no alteran el espaciotiempo de fondo. Las perturbaciones métricas y
materiales pueden combinarse para construir cantidades invariantes gauge,
como demostré J. M. Bardeen [100]. En particular, una de esas cantidades
invariantes, la variable de Mukhanov-Sasaki [101, 1, es muy 1til en la
cuantizacion de perturbaciones durante la inflacién cosmolégica en un fondo
clasico con secciones espaciales planas —entre otros motivos, por la senci-
llez de sus ecuaciones dinamicas y su relacién directa con las perturbaciones
comoviles de la curvatura—. Esta estrategia de construir invariantes gauge
perturbativos goza de gran popularidad y ha sido extensamente utilizada (al
respecto puede consultarse, por ejemplo, la revisiéon ya clasica [103]. Cabe
mencionar, por otra parte, que también existe un formalismo explicitamente
covariante para enfrentarse al problema de la libertad gauge, desarrollado
por G. F. R. Ellis y M. Bruni [104]) a partir de trabajos previos de S. W.
Hawking [105] y D. W. Olson [106].

La teoria de perturbaciones cosmolégicas, aplicada a la Relatividad Ge-
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neral, permite explicar la evolucion de las inhomogeneidades hasta que aban-
donan el régimen lineal. Sin embargo, no aclara el origen de las mismas.
Como se mencioné en la Introduccion, una hipétesis econémica que permite
dar cuenta de ese origen y, al mismo tiempo, resolver algunos problemas del
modelo cosmolégico estandar es la inflacién cosmolégica [30, 29].

El modelo inflacionario que adoptaremos como partida del tratamiento
perturbativo es un espaciotiempo FLRW con un campo escalar con masa mi-
nimamente acoplado. Con vistas a la ulterior cuantizacion del sistema, adop-
taremos el formalismo hamiltoniano, siguiendo el enfoque que desarrollaron
dJ. J. Halliwell y S. W. Hawking para el caso concreto en el que las secciones
espaciales de la geometria de fondo son homeomorfas a la tres-esfera [107].
No obstante, el estudio que presentamos aqui es mas general, pues incluye
en principio cualquier topologia admisible para las secciones espaciales.

2.1. Caracterizacion del sistema

Como se ha mencionado, las secciones espaciales de un espaciotiempo
exactamente homogéneo e isétropo estan recubiertas por uno de los tres es-
pacios tridimensionales de curvatura constante: eliptico, euclideo o hiperbé-
lico. Distinguiremos estas tres situaciones con un parametro de curvatura,
k, que tome en cada caso los valores +1, 0 y —1. Esta notacién permitira un
tratamiento muy general, aunque, en realidad, solo estudiaremos con detalle
dos casos particulares, a saber, aquellos con secciones espaciales homeomor-
fas a la tres-esfera (con £ = +1) y al tres-toro (£ =0), que son las variedades
compactas mas sencillas de esta clase.

Admitiendo la existencia de una foliacién global del espaciotiempo, par-
timos de una descomposiciéon 3+ 1 de la métrica en la forma (1.1). A conti-
nuacion, expresamos la funcién lapso N, el vector desplazamiento N, y la
tres-métrica h,p en serie de armdnicos, como llamaremos a las autofuncio-
nes del operador de Laplace-Beltrami asociado a una métrica fiducial Ohab
en X. Denotando la correspondiente conexién de Levi-Civita por °V, la ecua-
cion de autovalores del operador de Laplace-Beltrami toma la forma

OhPOV OV, @ = —02@n,1. 2.1)

Aqui, el nimero n € Z* etiqueta los autovalores, mientras que ! € {1,2,...,g,}
da cuenta de su degeneracién, que depende de la variedad espacial concre-
ta. Para aligerar la notacion, representaremos el par (n,/) simplemente con
n siempre que esta notacién no se preste a la ambigiiedad. Los valores ad-
misibles de w? dependen de la variedad concreta, pero son en todo caso no
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negativos. Asumiremos que estan ordenados de forma que si ng > n1, enton-
ces wy, > wy,, (tomando w, = 0). En particular, wg = 0, y las autofunciones
asociadas —los modos cero— son constantes en X. Tomamos los armoénicos
escalares @, reales; puesto que esta no es la eleccién mas frecuente en la
literatura, los distinguimos con una tilde.

A partir de los armoénicos escalares pueden construirse cantidades vec-
toriales (P,), mediante derivacién covariante. Existen otras soluciones vec-
toriales a la ecuacién (2.1), transversas, que denotaremos por (S,)y,. Anélo-
gamente, derivando los armoénicos escalares y vectoriales pueden obtenser-
se tensores simétricos (Pyp)n v (Sap)n (respectivamente), a los que hay que
afiadir las soluciones trasversas y sin traza de la ecuacién (2.1), (Ggp)n. Es-
tas funciones constituyen bases ortogonales que permiten expandir en se-
rie cualquier escalar, vector o tensor simétrico de cuadrado integrable (con
respecto a la medida VOAd3x) en =. Una descripcién mas detallada de las
mismas puede encontrarse en el apéndice A.

Asi pues, desarrollamos las variables N, N, y hyp y el campo escalar @
en las bases proporcionadas por los armoénicos. Aunque la descomposicién
es exacta, resulta interesante conveniente los modos de autovalor cero con
las variables del modelo homogéneo e isétropo, y asumir que el resto de mo-
dos supone una correccion perturbativa. Introduciremos un parametro adi-
mensional, e, para facilitar la determinacién del orden perturbativo de cada
término. Asi,

Rap(t,x) = (0e?D)? [Ohab(x)(l + 2€Zan(t)Qn(x)) +6€) bn(t)(Pab)n(x)]

+2v3e(0e )Y [ca(®)(Sap),, (0) + V2dn()(Gap),, )|, (2.22)

N(t,x) = aNo(t)(l + GZgn(t)Qn(x)), (2.2b)
No(t,) = 0%V Y. [kn()(Pa) () + 2V31n(0)(S b)), (2.2¢)
Pt x) = lg/—%((P(t) +e X fn(OQn () 2.2d)

con l(3) = f5 d®xVOh y o2 = K/(6lg). Estos factores se han introducido aqui pa-
ra simplificar posteriormente la expresion de la acciéon. Cuando las inhomo-
geneidades, sefialadas por el parametro €, se anulan, se recupera el modelo
FLRW. Por ello, llamaremos a a, No y ¢ variables homogéneas'. Comparando

1Conviene destacar, sin embargo, que Ny no es una variable dindamica, puesto que, como
veremos, desempenia el papel de multiplicador de Lagrange en la formulacién hamiltoniana
del sistema. Lo mismo puede decirse de los coeficientes Nogn, |n ¥ kn.-
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con el elemento de linea dado en la ecuacién (1.20), es facil ver que el factor
de escala es a = ge%, mientras que el lapso homogéneo Ny ha sido escalado
por un factor 0. En cuanto a las inhomogeneidades, estan completamente
parametrizadas por los coeficientes de las series (de las que hemos excluido
el modo cero): ap, by, Cn, dn, fn, 8n ¥ kn. Por contraposicion, nos referiremos a
ellos como las variables inhomogéneas o perturbaciones. En concreto, a,, b,,
fn, 8n ¥ kn son perturbaciones escalares, puesto que aparecen asociadas a los
modos escalares del operador de Laplace-Beltrami. Siguiendo esta légica, ¢,
y |, se denominaran perturbaciones vectoriales y llamaremos perturbaciones
tensoriales a las variables d,.

El sector gravitatorio contribuye a la accién con el término dado por la
ecuacion (1.4). Por otra parte, la contribuciéon del campo material, de masa
m, es la integral sobre tiempo y espacio de la densidad lagrangiana

m2o?|.

(2.3)

acp)2 N®od 4P ( b N“N”) oD 0D

1 1
Low==NVh|—|—| -2 = _ — =
mat = o \/_[N2(at N2 | 0x% gxb

Por hipétesis, al escribir en la accion las variables tal y como han sido pa-
rametrizadas en las ecuaciones (2.2), podemos despreciar los términos de
orden elevado en €. Dado que los términos lineales se anulan al integrarlos
espacialmente, es necesario conservar al menos los términos cuadraticos. La
accion resultante puede encontrarse en el apéndice B. Realizando la trans-
formada de Legendre del lagrangiano correspondiente con respecto a las de-
rivadas temporales de las variables homogéneas e inhomogéneas, obtenemos
el hamiltoniano del sistema, que, por supuesto, es una combinacién lineal de
ligaduras:

ot 2 (Vi 7 |
n
+e Y (knH 41, VH™, ) + O(®), 2.4)
n

en las que No, Nogn, kn ¥ |, aparecen como multiplicadores de Lagrange. Los
subindices de los términos de la expresion anterior indican su relaciéon con
la funcién lapso (raya horizontal) o el vector desplazamiento (raya vertical);
ademas, dan cuenta de su orden como polinomio de las perturbaciones. En
cuanto a las etiquetas E, V y T, informan de la naturaleza de las perturba-
ciones que contribuyen a cada término: escalares, vectoriales o tensoriales,
respectivamente. De la estructura del hamiltoniano, se infiere que los dife-
rentes tipos de modos estan dindmicamente desacoplados a primer orden; no
podia ser de otra manera, habida cuenta de la ortogonalidad de los arméni-
Cos.
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Como puede verse en el desglose dado en la dltima ecuacién, el modo cero
de la ligadura hamiltoniana (asociado a Ny) consta de términos cuadraticos
en las perturbaciones, que corrigen lo que en ausencia de inhomogeneida-
des seria la ligadura de un espaciotiempo FLRW. Por otro lado, aparecen
ligaduras lineales en las variables inhomogéneas, que estan asociadas a las
perturbaciones de la funcién lapso y el vector desplazamiento y generan,
respectivamente, los difeomorfismos infinitesimales temporales y espaciales
(respectivamente). Estas transformaciones gauge del sistema truncado se
estudiaran con algo mas de detalle en la seccién 2.3.

Llamando 74, al momento canénicamente conjugado a la variable homo-
génea genérica qo, y €7q,, al de la variable inhomogéna €q,, las expresiones
explicitas de los términos que intervienen en la ligadura son

1
Hyo = 5 (=g +my +e™m’g” —ke™), (2.52)
Bgn _ 1 30 2 wy o 2
Hjy = ¢ —m,, t w2 —3h W, + g +2MqanTa, +8Mabamty, —67panms,
1 3k
*8 32 + 457% +9e89m2p? -2 (w% - ?) e® a2
2
w; —3k
+ S (3072 + 1872 — 18¢5%¢? — [w? — 63— 2k)] €4 b2
3wy,

2
+e* (w2 +e2*m?)f2 - 3 (02 - 3k)e*¥a, by + 6e6“m2cpanfn},

(2.5b)
VHT = %e_%{vw%ngn +8MqCnlc, +2(Vwh — 2k) (577 + 312 )l
+2(Vw? - 2k)[ - 3e8%m2p? +(3—2k)e4“]c3,}, (2.5¢)
THl'; = %e_%{nin +8mqdp g, +2(57% + Sni ~3e5m%p?)d2
+(Tw? +6—2k)e4“d?,}, (2.5d)

1
EHH = §e_3“{ — 27T, + 2 ms, — (n?x + 3713 - 3e6“m2(p2)an

2

3

a

(w% + %) an + (w2 - 3k)by,

+2e6“m2¢2fn}, (2.5e)

1
EI_In1 — e @
3

2
-3k
—Tla, + b, + 3T pfn + 74 (an +4%n 5 bn)] , (2.50)

n




54 2.2. Fijacién de gauge. Variables adaptadas

VI{n1 — e—a

ey +4(V 02 ~ 2k)maca |, (2.59)

con . = om. Hemos distinguido los autovalores de los modos vectoriales y
tensoriales con etiquetas Vy T.

2.2. Fijacion de gauge. Variables adaptadas

Como es bien sabido, la presencia de ligaduras en un sistema indica la
existencia de grados de libertad no fisicos. Debido a su caracter lineal en las
perturbaciones, resulta fécil fijar las ligaduras locales EH ﬁ, Ex "y VH ™
Esto deja solamente cuatro grados de libertad para cada modo (n,7): un par
escalar y otro tensorial. Las perturbaciones vectoriales son puro gauge?, y
podemos imponer su anulacién. Por el contrario, las perturbaciones tenso-
riales son invariantes gauge, ya que no estan sometidas a ninguna ligadura
lineal. Para las perturbaciones escalares, elegimos el gauge conocido como
longitudinal, en el que b, y k, se anulan. Sin embargo, la anulacién de k,,
no puede imponerse directamente porque conmuta con las ligaduras. En con-
secuencia, utilizamos las siguientes condiciones de fijaciéon de gauge:

0=b,, (2.6b)
0=cp, (2.6¢)

para cada modo. Para ser admisibles, estas ligaduras adicionales deben ser
de segunda clase (en la clasificacion de P. A. M. Dirac [8]) con respecto a las
ligaduras que se busca fijar. Lo comprobamos calculando el determinante

®det [ {Kn,"H™} {bn,"H™} {ca,"H™} |~ e “(w} —3k), 2.7
{Kn’VHﬁ} {meHill} {Cn’VHfl}

donde el signo = denota la evaluacion en la hipersuperficie en la que tanto
las ligaduras como las condiciones de fijacién de gauge se satisfacen. Puesto
que este determinante es distinto de cero (salvo en el limite @« — —o0), las
condiciones son de segunda clase e independientes. Por consiguiente, el re-
quisito de su consistencia dinamica produce ligaduras secundarias (de nuevo
en la terminologia de P. A. M. Dirac),

1
0={cKyn,H}~ 5 (w? —3k)Noe®(an +gn) +O(e), (2.8a)

2Sin embargo, no seria asi si el contenido material aportara grados de libertad vectoriales
adicionales, como ocurriria, por ejemplo, con un fluido perfecto perturbado.
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2
w _ 1 _
0 = {ebn, H} ~ " _"3k Noe 3%, + 3¢ kn +0(), (2.8b)
0 ={ecn,H}=e %1, +O(e), (2.8¢)

que fijan el valor de los multiplicadores de Lagrange asociados a la liber-
tad gauge que estamos fijando. Asi, en el sistema reducido, y hasta el orden
perturbativo considerado, g, = —a,, kn, depende linealmente de 7, y |, = 0.
Ahora bien, de la anulacién de EH 1‘1 y Ky, se sigue que 7, = 0, por lo que
las variables k,, y con ellas, el vector desplazamiento, deben ser cero en este
gauge, como esperabamos. Por otra parte, imponiendo la ligadura ®H ﬁ, se
tiene que

Ty, + (eG“mch —3mamy)fn

In2 + (w3 — 3k)ete

+0(e?), (2.9)

lo que, junto con la expresién para m,, que se obtiene de la condicién K, =0,
permite escribir la ligadura hamiltoniana —Ila tnica restante— en términos
de las variables homogéneas, las perturbaciones del campo escalar, f,, las
perturbaciones tensoriales d,, y sus momentos. Hay que tener en cuenta, no
obstante, que tras la reduccion, y a consecuencia de ella, estas variables no
son coordenadas canoénicas, lo que puede remediarse reemplazando a, ¢ y
¢, por las nuevas variables

2
d::a+€—Zai, (2.10a)
2%
¢:=¢@+3€e2) anfa, (2.10b)
n
Tif, := T, — 3Mpan, (2.10¢)

con a, dado por la ecuacion (2.9). La comprobacién de que estas variables
son canodnicas en el sistema reducido puede hacerse a partir de la accion,
escrita en términos del hamiltoniano de la forma

dQO 2 dqn
S=|] d¢ —_— —_— -H 2.11
fR (qo dt Tao € qzn: dz " ’ ( )

Como anteriormente, q¢ denota genéricamente cualquier variable de con-
figuracion homogénea, mientras que g, representa las inhomogéneas. Los
sumatorios de la ecuacion anterior se extienden a todas las variables de con-
figuracion del modelo; esos términos caracterizan por tanto la estructura
simpléctica del modelo. Pues bien, sobre la superficie de fijacion de gauge, se
satisface



56 2.2. Fijacién de gauge. Variables adaptadas

. . 9 . ; :
ATlg+ Py +€° ) (apTa, +Tnis, +dpmg,)
n

R AN+ Py + €2 Z('Fnﬁ:fn + dnndn) +f, (2.12)

n

siendo f una funcién de las variables del espacio de fases cuya aparicién en
la acciéon es irrelevante, al aparecer derivada con respecto al tiempo. Esto
basta para probar que las nuevas variables son coordenadas candnicas. Es
de destacar que @ y ¢ difieren de a y ¢ tan solo en términos subdominantes,
cuadraticos en las inhomogeneidades. No obstante, sin ellos no habria sido
posible diagonalizar la estructura simpléctica en el sistema reducido.

La tnica ligadura superviviente, la hamiltoniana, adopta la estructura

H=No|Hy+e?Y_ (P +"H) | + 0. (2.13)

El término de orden cero Hg tiene la misma forma que antes de la reduccién
—dada por la ecuaciéon (2.5a)—, sustituyendo a y ¢ por sus homélogas con
tilde. Del mismo modo puede obtenerse la expresién de TH |’§ a partir de la
ecuacion (2.5d); la reescribiremos de la forma

- 1 - s _ .
Hiy = e ("B g, + 2 Eydn e, + " Eq,dy), 2.14)
donde
TEr =e™2% (2.15a)
TE}, =4e " n,, (2.15b)
TEZq = (Tw? +6)e?® + 2¢72% (572 + 3713 ~3e5%m%p? — ke'?). (2.15¢)

La obtencion del término de la ligadura cuadratico en las perturbaciones
escalares no es tan directa, pues hay que tener en cuenta las contribuciones
que producen las correcciones cuadraticas de las variables homogéneas en
el término de orden cero. Con esta precaucion, el resultado puede escribirse
como

- | N -
PHY, = e (CEn A, + 2P, fat, + B f), (2.16)
con los coeficientes
- - 3e 44
E _ —2a 2
E . =e (1— w%—Skn(p)’ (2.17a)
_ 3e—6d ~
Efgn - ————m, (e3P - 3mamy), (2.17b)
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E 2 23 |, ~2 4d 0q o 375
Ey, = w,e* +m7e* —9e ) — —
w;, — 3k

(ede2¢—3nan¢)2. (2.17¢)

Es muy frecuente en los trabajos sobre perturbaciones cosmolégicas rea-
lizar un escalado de las perturbaciones (tanto escalares como tensoriales) por
el factor de escala del fondo, lo que simplifica considerablemente las ecuacio-
nes de movimiento de las mismas. Nosotros hemos efectuado este escalado
como parte de una transformacion candnica del sistema completo, incluyen-
do el sector homogéneo. Existe una libertad para elegir los nuevos momentos
de las perturbaciones que aprovechamos para eliminar los términos cruza-
dos que acoplan configuraciéon y momento de las inhomogeneidades en la
ligadura, o al menos garantizar su caracter subdominante en el limite ultra-
violeta, en el que w, — co. Comprobaremos la importancia de este cambio
en la seccién 3, donde se explica como gracias a él puede construirse una
cuantizacion de Fock privilegiada de las perturbaciones que es esencialmen-
te dnica bajo ciertos requisitos de simetria y unitariedad que detallaremos.
Las expresiones de las nuevas variables, que distinguimos con una raya ho-
rizontal sobre ellas, son estas:

2

= d+ e—z (2-3d2)=a+=Y (a2 +2 - 3d2), (2.18a)
2% 2%
Mg =mg—€> Y (fuftf, — Mof2 +dpmy, —3med2)
n
=7 — €2 (furte, — 8Mpanfn — Moz + dn7q, —87ed2), (2.18b)
n
P:=¢=p+3€Y apfy, (2.18¢)
n
T = T, (2.18d)
fr := ey, (2.18¢)
m 1= e (s, — mafn) = € (5, — 3Mpan — Mafn), (2.180)
d,, :=e%d,, (2.18g)
mg, = e “(ny, +3madp). (2.18h)

Recordemos que a,, esta dada por la ecuacién (2.9), o, en términos de las

nuevas variables con raya,
- 3e ! o ~@ 60,2~ o \F 2
ah®—; [e Ty +e (e’ m P 2ﬂaﬂ(p)fn]+0(€ ). (2.19)
w; —3k "

De nuevo, encontramos que las variables homogéneas originales nece-
sitan ser corregidas con términos cuadraticos en las perturbaciones para
garantizar que la transformacién sea candnica hasta el orden perturbativo
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relevante (a pesar de eso, continuaremos refiriéndonos a @, ¢ y sus momen-
tos como variables homogéneas). Es evidente que este cambio no altera la
estructura (2.13) del hamiltoniano, que sigue constando de un término do-
minante H|o y correcciones de segundo orden en las perturbaciones escalares
y tensoriales, suma de las contribuciones de cada modo, que denotamos por
Eq |'§ y TH |'§ Para obtener H |0, basta con sustituir en la ecuacién (2.5a) las
variables homogéneas originales por las correspondientes variables con ra-
ya. En cuanto a BH |'§ y TH |’§, pueden descomponerse con la estructura que
presentan las ecuaciones (2.14) y (2.16), con los coeficientes

TEn =1, (2.20a)
TE_ZH — O, (220b)
_ 1 _ _ _
TE, ="wk+6+ §e_4“( — 1y + 37y — 3% m>p* — The?), (2.20c)
para las perturbaciones tensoriales, y
_ 3e—4d
Emn _ 2
Enn_l_w%_Sk”(pa (2.2121)
Ef 3e 0@ 6~ 2
no=— n5(em P —2namy), (2.21b)
qr w% —3k (P( ® a <P)
_ _ 1 _ _ _
EEZq = w? +m2e? - Ee_‘l“ (72 + 15n2¢ +3e59m2p? — ke'?)
3¢5 Ga o 2
e"m -2y, (2.21¢)
w? -3k ( ¢ )

para las escalares.

Llegados a este punto, es sencillo calcular las ecuaciones de movimien-
to de las nuevas variables tomando sus corchetes de Dirac con la ligadura
hamiltoniana. Por ejemplo,

- _Zd — -
G =—-e 2, +0(?), itq= (- 3n%+373 —3e5%m%p? + ke'®) + O(c?),
(2.22a)
p=e21;+0(?), 7g=-e mip+0(?), (2.22b)

donde el punto sobre las variables denota la derivada con respecto al tiempo
conforme 7, definido por dn = Nge “d¢. Para las perturbaciones tensoriales
escaladas tenemos

d, = mg, + O(e), (2.23a)
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ftg, == "Ep,dn+0(e), (2.23b)

que, usando también las ecuaciones de Hamilton de las variables homogé-
neas (2.22), se combinan en la igualdad
dn + TE2  dn = O(e). (2.24)

Dada la forma (2.20c) de TE Zq’ esta expresion puede interpretarse como una
ecuacion de Klein-Gordon con una masa que depende del tiempo a través
de las variables homogéneas. La sencillez de esta ecuacion justifica el es-
calado (2.18g) del campo por el factor de escala de la geometria de fondo,
mientras que su momento conjugado (2.18h) fue escogido para satisfacer la
relacion (2.23a).

La evolucion de las perturbaciones escaladas del campo material, por
otra parte, esta gobernada por

fn = EEﬁﬂﬂfn + EEgnFn +0(e), (2.25a)
77,'1':" = _EEZT[T[F,, - EquFn + 0(6) (225b)

Como puede verse, en este caso el momento g, NO coincide con la derivada
temporal de su correspondiente variable de configuracién, aunque si en el
limite ultravioleta. En efecto, la ecuacion (2.25a) puede recomponerse en la
forma .

;. =1+ pn)fn +qnfa, (2.26)

donde p, y g, son funciones de las variables homogéneas cuyo valor pue-
de inferirse de inmediato al comparar las ecuaciones anteriores, aunque, a
efectos practicos, s6lo necesitaremos saber que decaen al menos como w,;z
al crecer w, y son, por ende, despreciables para w, suficientemente grande.
Por supuesto, esto es consecuencia de la eleccion del momento (2.18f). Las
correcciones subdominantes podrian haberse eliminado completamente con
una transformacién canénica dependiente del modo, es decir, no local, lo que
en principio preferimos evitar para no enturbiar la interpretacion fisica de
las variables.

Las ecuaciones de Hamilton (2.25) pueden combinarse en una sola ecua-
cién de segundo orden para f,,

f -EE”%”% +|BEn BER, - (PER,)? - EED +EEZ"EE" fn=0(e), (2.27)
" Egn " qq “mn qn n " Efn_ 9T € R
T T

que escribiremos de la forma mas clara

fp + 7 pfp + (@2 +5+80)fn = OC). (2.28)
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Las funciones r,, s y s,,, combinaciones de las variables homogéneas, se infie-
ren identificando los coeficientes de una y otra expresion, teniendo en cuenta
que el factor que multiplica a f,, en la ecuacién (2.27) se ha separado en tres
sumandos: el valor absoluto del autovalor del operador de Laplace-Beltrami,
w%; un término independiente de la frecuencia, s, y contribuciones subdomi-
nantes en el ultravioleta, que son del orden de w,;2 y han sido agrupadas

bajo el simbolo s,. En particular,
292 9a 1 _4a g9 y
s =m2e?d - 3¢ 4 (n2 + 2175 +3e%7m>p” — ke?). (2.29)

No necesitaremos conocer la expresion explicita de r, y s,. Bastara con sa-
ber que, gracias al escalado del campo (2.18e), r,, es también subdominante
en el ultravioleta (concretamente, del orden de w;z). Por tanto, en el limite
w, — 00, la ecuaciéon de movimiento (2.28) es de tipo Klein-Gordon con una
masa que depende del tiempo a través de las variables homogéneas. Esta
caracteristica tendra un papel fundamental en la cuantizacion de Fock de
las perturbaciones escalares, como se justificara en la seccién 3.

La expresion de la métrica en términos de las variables con raya pue-
de no resultar evidente después de la fijaciéon de gauge y la transformacion
canonica. Por eso se incluye a continuacién, hasta orden lineal en las pertur-
baciones:

hap = (Ue”_‘)2

"o (1426 Y 20n@n) +2VBe Y dn(Gap), | + O,  (2.302)

N = 0No(1-€Y anQn) + O(e?), (2.30D)

N z0(€2)’ (2.30¢)
1 [ oien A

q):l?)/—20((p+€e ;f,,Q,,)m(ez). (2.30d)

Conviene recordar que a, esta dada en funcién de las demas variables por
la ecuacion (2.19). Como vemos, el vector desplazamiento se anula hasta el
orden perturbativo considerado, como corresponde al gauge longitudinal.

2.3. Invariantes gauge

Incluso en el andlisis de perturbaciones cosmolégicas dentro del marco
de la fisica clasica, la eleccién de gauge presenta el inconveniente de obscu-
recer la interpretacion de los resultados, dado que es dificil discernir en qué
medida estan condicionados por dicha eleccion concreta. Como se ha comen-
tado, J. M. Bardeen propuso resolver este problema considerando solamente
cantidades independientes de ella [100].
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En este contexto, se entiende una transformacién gauge como un des-
plazamiento perturbativo de las coordenadas, {% — x% + €%, que deja fijo el
espaciotiempo de fondo del que parte el analisis perturbativo. Usando, co-
mo antes, la base de armonicos en X, podemos escribir las componentes del
covector ¢, en la forma

E0=02No Y tn@n, (2.31a)

Eo=0%e"Y [yn(Pa), +2V32a(Sa),], (2.31b)

donde los coeficientes de la expansion, t,, Yy, ¥ z, dependen tnicamente del
tiempo. Por supuesto, bajo una transformacion de este tipo, la funcién lap-
so, el vector desplazamiento y la tres-métrica cambian, lo que se refleja en
los coeficientes de sus respectivas expansiones en armonicos, dadas en las
ecuaciones (2.2). Concretamente, a primer orden perturbativo, el efecto es el
siguiente:

an— an+e “(dty + 3yn), (2.32a)
bn — bn - %e_ayn, (2.32b)
Chn—Cn—€ %z,, (2.32¢)
dp — dp, (2.32d)
N (2.32e)
gn— gn+e ‘tn, (2.32f)
kn — kn — Noe “(w2ty +yn — dyn). (2.32g)
lp — | — Noe ™% (2, — (2s). (2.32h)

Al primer golpe de vista, los modos tensoriales d,, destacan por ser invarian-
tes gauge (recordemos que no estan sometidos a ninguna ligadura lineal).
Las restantes variables se transforman de forma no trivial, pero pueden
combinarse para construir cantidades invariantes hasta el orden perturba-
tivo considerado. A continuacién se presentan algunos ejemplos de especial
interés. Puesto que los modos vectoriales son puro gauge, nos ocuparemos
unicamente de los escalares.

2.3.1. Variable de Mukhanov-Sasaki

Mientras trabajaban en la cuantizacion de perturbaciones cosmolégicas
en un universo con secciones espaciales planas, M. Sasaki y V. F. Mukha-
nov [101, ] introdujeron el invariante gauge que hoy se conoce por sus
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nombres. Esta variable combina las perturbaciones del campo escalar y de
la métrica de la forma

=t fn+?(an+bn) . (2.33)

a

En el gauge longitudinal, b,, se anula y a,, adopta la expresién (2.19), por lo
que la variable de Mukhanov-Sasaki se reduce a

Vi = Apfn +Bn7TFn +0(e), (2.34)
donde
3 Mp, e
A, =1+ 4372 (80520 _ omans), 2.35
e T A (2559
2
3 T
B,=———¢ 202t (2.35b)
wy, —3k Ta

Como variable canénicamente conjugada, escogemos

Ty, = C,fn +Dn7TFn, (2.36)
con los coeficientes
207”24" 3 6a 1 ( 12a .42 2 (0.2 2 4a
C,=-3e“%“—— Ot — n-Q°+2n2(2n% —3n% + k
n - w%—Ske p— (e mt@* + 215 (275 — 37y + ke ))
3 9 Tp, 9 2 4a
+ m°p— (4n% — 375 + ke™®), (2.37a)
w2 -3k (pnﬁ( . ¢ )
3 . _ Ty _
D,=1- a0 (60525 P (972 _ 372 + ke®)). 2.37b
o e e R s ), oy

Un calculo tedioso, si bien directo, permite comprobar que
Ty, =Vn +0(e), (2.38)

lo que justifica la eleccion del momento. No obstante, la identificacién no es
directa porque los coeficientes (2.37) contienen términos adicionales propor-
cionales a la ligadura homogénea H)y (irrelevantes sobre soluciones de la
teoria hasta el orden perturbativo considerado) que garantizan que la trans-
formacion que conecta los pares (Fn,ngn) y (Vn,7y,) sea candnica en el sector
inhomogéneo (es decir, considerando las variables homogéneas como funcio-
nes del tiempo) en el caso plano y, ademas, unitariamente implementable en
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la cuantizacién de Fock que se introducira en la seccién 3. Asi, se tiene que,
en efecto,
2
Vn,my,} =ApD,, —B,Cp +0(e) =1+

~ n—g +0(e); (2.39)
n a

por lo tanto, el par (v,,7,,) es canénico si k£ = 0, esto es, cuando las secciones

del espaciotiempo de fondo son planas. En adelante, asumiremos que este es

el caso.

La transformacion de las perturbaciones puede extenderse, hasta el or-
den perturbativo en que trabajamos, a una transformacién canénica en el
espacio de fases completo del sistema reducido. En la linea de lo expuesto
al diagonalizar la estructura simpléctica del sistema reducido, eso supone
encontrar nuevas variables homogéneas &, 7y, ¢ y 7y tales que

ang + Prg + €2 Z%nnf,, = dmg + Qg+ €2 Y Npmy, + f+0(®), (2.40)
n n

siendo f una derivada total con respecto al tiempo. Es facil conseguir esto
corrigiendo las variables homogéneas con términos cuadraticos en las per-
turbaciones; asi, podemos escribir §o = Go +€2Y,,(8G0)n + O(e?) y, ansloga-
mente para los momentos, 74, = 75, + €2 Y., (67, )n + O(€®). Las correcciones
pueden escribirse de forma compacta como

1

(6o = 5({qo,vn}ﬂvn —Vnido,Tv,})s (2.41a)
1

(6HQO)H = 5({”60’Vn}”vn _Vn{”cjo;”vn})- (2.41Db)

Para desarrollar los corchetes, hay que utilizar las ecuaciones (2.34) y (2.36),
con los coeficientes (2.35) y (2.37); teniendo eso en cuenta, no resultara sor-
prendente que las expresiones resultantes sean complicadas. También lo es
el calculo de la ligadura hamiltoniana en las nuevas variables, aunque, evi-
dentemente, su estructura perturbativa no cambia cualitativamente. La li-
gadura hamiltoniana de orden cero, H 0, se escribe como H|y (o Hp), con la
Unica precaucion de sustituir las antiguas variables homogéneas por las nue-
vas. Es el término cuadratico en las perturbaciones escalares el que adopta
una forma mas complicada. Por un lado, hay que escribir en *H |'§ las varia-
bles con raya en términos de las nuevas, invirtiendo las relaciones (2.34) y
(2.36):

fn:=Dpvn -Bpmy,, (2.42a)
g = =Cpvp+Apmy,. (2.42Db)

n
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Evaluar A, B,, C,, y D, en uno u otro conjunto de variables homogéneas
es irrelevante al orden de truncacion, al igual que ocurre en los coeficientes
Egn | EE’ZH y EEZq de A jo- Con todo, las correcciones cuadréticas de las
variables homogéneas si dan lugar a términos adicionales, a través de la
ligadura de orden cero. Estas contribuciones, que hay que sumar a PH”, son

12
dH dH 1. . S
—Z d—vlo(5do)n+dv—|0(5nqo)n :§(f”{ﬂfn’H|0}_{fn’H|0}ﬂfn)' (2.43)
q0 \ @90 TTqo

Como funcién cuadratica de las perturbaciones escalares, el hamiltoniano
resultante *H | puede escribirse a la manera de la ecuacién (2.16), con coe-
ficientes que adoptan expresiones muy sencillas si se simplifican usando la
ligadura hamiltoniana adecuadamente —recordemos que H 0~ O(€?) sobre
soluciones—; en concreto,

EEVZH ~1, (2.444a)
B
B, ~0, (2.44b)
4
Ez 2 2 2i 20.~2v09  _4q 2 2 Ty
Eqq = w, +m7e”" =12 m"p— —e " [ 2my — 21wy + 18— |.  (2.44c)
T 7'[5[

Resulta interesante comprobar que esta descripciéon del campo es invariante
gauge comparando esta ligadura con la obtenida en el gauge alternativo que
se considera en el apéndice C.

A la vista de las anteriores expresiones, es inmediato constatar que la
ecuacion dinamica de v, en tiempo conforme es, como la ecuacién analo-
ga (2.24) para las perturbaciones tensoriales, de tipo Klein-Gordon con masa
dependiente del tiempo a través de las variables homogéneas. De hecho, con
algo mas de trabajo, puede escribirse de la forma

Vp + (w,% - Z) Vn = 0(e), (2.45)

donde z := —e“m,/m, (nétese que, hasta el orden perturbativo considerado,
es irrelevante evaluar la funcién z en las variables homogéneas originales o
en sus nuevas homoélogas). Esta expresion es muy conocida en la literatura
cosmoldgica con el nombre de ecuacion de Mukhanov-Sasaki.

Las caracteristicas expuestas —invariancia gauge, simplicidad del ha-
miltoniano y de las ecuaciones dinamicas— explican la utilidad de la varia-
ble de Mukhanov-Sasaki para el tratamiento de perturbaciones cosmolégi-
cas. Sin embargo, esta variable no es la idénea cuando la curvatura de las
secciones del espaciotiempo de fondo es distinta de cero. Para englobar esos
casos en nuestro estudio, hemos considerado otro par canénico de invarian-
tes, que se presenta a continuacion.
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2.3.2. Invariantes de energia y velocidad

J. M. Bardeen [100] realiz6 un analisis pormenorizado de las perturba-
ciones cosmoldgicas en un universo cuyo contenido material esta constituido
por un fluido perfecto perturbado. Entre los diversos invariantes gauge que
definid, se cuentan las amplitudes invariantes de la perturbacién de la den-
sidad de energia y de la velocidad material, que en el sistema que estamos
estudiando adoptan las expresiones

—2a
&m = eE [~92gn + @hn + (220 +3a ()] , (2.46a)
0
1 [w? k .
s — _— | ng +(—"—3b ) , 2.46b
v, o [ P n ( )

con Eg = (e_2‘“(p2 + m2¢2 )/2. En la referencia citada se explica la interpreta-

cién fisica de estas cantidades: &' coincide con la perturbacién de la densi-
dad de energia del fluido en cualquier gauge en el que las lineas de universo
de la materia sean perpendiculares a las secciones espaciales®, mientras que
v;, esta relacionado con la cizalladura del fluido.

Evidentemente, cualquier combinacién de &, v;, y las variables homo-
géneas es también invariante gauge. Nosotros estamos particularmente in-
teresados en

VY, =————E&" (2.47a)

y su variable candénicamente conjugada (hasta el orden perturbativo consi-

derado)
\/ w% - 3k e_2a 6

.— —a S
my, = —————e “m,up + —(e

Y2 —2mqmy) Pn. (2.47b)
Wy Ty

La eleccion de este momento se debe a que, como puede comprobarse usando
las ecuaciones de movimiento e imponiendo las ligaduras, my, = ¥, +0().
Esta relacion de conjugacion sobrevive incluso a la reduccion del sistema
descrita en la seccion 2.2, como puede verse de la expresion que adquieren
estas variables tras esa reduccion:

1 _
Wn = ———(m;, + xfa) +0(e), (2.48a)
\/ w2 -3k

3No es, por cierto, el caso del gauge longitudinal.
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T, = ——2 (. + 1Fn) — \/ 02 — 3kFn + O(e), (2.48D)

(5% m%p—2mamy). (2.49)

El interés de este par canénico radica en la sencillez de sus ecuaciones dina-
micas; en concreto, ¥,, satisface una ecuacion de Klein-Gordon en la que la
masa es una funcién del fondo:

Wy + (0 — 3k —3e %z — 1 + 1) W = O(e). (2.50)

Como vemos, a diferencia del invariante de Mukhanov-Sasaki, ¥,, satisfa-
ce este tipo de ecuacién con independencia de la topologia de las secciones
espaciales.

Por supuesto, la transformacion canénica del sector inhomogéneo (2.48)
puede ampliarse a una del espacio de fases completo siguiendo la misma
estrategia que en el caso de la variable de Mukhanov-Sasaki, aunque no
realizaremos aqui ese tratamiento.

2.4. Discusion

En este capitulo, hemos presentado el modelo FLRW clasico con pertur-
baciones y lo hemos dejado preparado para su cuantizacién, que abordare-
mos en los préximos. Las inhomogeneidades se han introducido expandien-
do las variables ADM y el campo escalar, que sirve de contenido material,
en serie de autofunciones del operador de Laplace-Beltrami en una variedad
espacial de referencia, e identificado los modos cero con las correspondien-
tes variables del modelo homogéneo. Separando estos modos (que tratamos
exactamente), hemos truncado la accién a orden cuadratico en los restantes.
La ligadura hamiltoniana del modelo FLRW recibe entonces correcciones
cuadraticas, y aparecen ademas nuevas ligaduras lineales asociadas a los
grados de libertad gauge locales. El analisis realizado generaliza el de J. J.
Halliwell y S. W. Hawking [107] a universos con secciones espaciales planas
o con curvatura negativa.

Las ligaduras lineales, precisamente en virtud de su linealidad, pueden
eliminarse de forma muy sencilla imponiendo condiciones de fijacion de gau-
ge adecuadas. Esta reduccion del sistema puede no resultar inofensiva, pues-
to que, en general, fijar el gauge clasicamente y cuantizar la teoria resultante
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conduce a un resultado que puede ser diferente del de cuantizar en primer
lugar e imponer después las ligaduras, promovidas a operadores. La estra-
tegia que hemos decidido seguir es la primera. No obstante, para discutir
el tema de la invariancia gauge, también hemos presentado variables inva-
riantes bajo las transformaciones generadas por las ligaduras lineales.

Las perturbaciones tensoriales son directamente invariantes gauge (re-
cordemos que con escalares, vectoriales y tensoriales nos referimos aqui ex-
clusivamente a su comportamiento bajo difeomorfismos espaciales). Las vec-
toriales pueden eliminarse mediante una fijacion de gauge, debido a que el
contenido material elegido —un campo escalar con masa— carece de gra-
dos de libertad vectoriales. En cuanto a los grados de libertad escalares,
tras adoptar el gauge longitudinal, pueden identificarse con la perturbacion
del campo material y su momento canénicamente conjugado. Combinando
linealmente sus modos (con coeficientes que dependen de las variables ho-
mogéneas y el autovalor del armoénico correspondiente), pueden construirse
cantidades que coinciden en este gauge con los modos de los invariantes.

Con el propésito de dejar el sistema listo para la cuantizaciéon del cam-
po, hemos introducido en el espacio de fases reducido coordenadas candnicas
adaptadas a la estrategia que seguiremos en la misma. El cambio consiste
esencialmente en escalar los modos de las perturbaciones tensoriales y del
campo material con el factor de escala de la geometria homogénea de fon-
do y elegir sus variables conjugadas de forma que configuracién y momento
se desacoplen en la ligadura, al menos a orden dominante en el limite ul-
travioleta. Por supuesto, para que los corchetes de Dirac con las variables
homogéneas sean canoénicos, es necesario redefinir también estas con correc-
ciones cuadraticas en las perturbaciones.

Las ecuaciones de Hamilton de las nuevas variables inhomogéneas re-
cuerdan a las de un campo de Klein-Gordon, con una funcién de las varia-
bles homogéneas desempeiniando el papel de la masa; aunque en el caso de las
perturbaciones escalares aparecen términos adicionales, son subdominantes
a frecuencias altas (w, > 1). Gracias a esta particular dependencia tempo-
ral, en el préximo capitulo seremos capaces de encontrar representaciones
de Fock para las perturbaciones que admitan una implementaciéon unitaria
de la dinamica.






Capitulo 3

Cuantizacion de Fock de
perturbaciones cosmologicas
sobre un fondo clasico

En este capitulo, se estudia la cuantizaciéon de Fock de las perturbacio-
nes en un espaciotiempo homogéneo de fondo que supondremos descrito de
forma clasica. Por lo tanto, a efectos practicos, trataremos las variables ho-
mogéneas como meras funciones del tiempo. En otras palabras, en el presen-
te capitulo se consideran tan solo las fluctuaciones cuanticas de los grados
de libertad locales, pero no las que puedan afectar a las variables homo-
géneas de la parametrizacion adoptada. Ademas de servir como paso pre-
vio a la cuantizacion completa del modelo, este enfoque semiclasico deberia
proporcionar una buena aproximacion al comportamiento del sistema mien-
tras las correcciones cuanticas que afectan fondo, asi como la reaccion de las
inhomogeneidades sobre él (denominada habitualmente backreaction), sean
despreciables.

Antes de seguir, conviene introducir un formalismo que sera de gran uti-
lidad para el analisis [39]. La ambigiiedad en la eleccién de una representa-
ciéon de Fock para una teoria de campo es equivalente a la libertad de elegir
en el espacio de fases de la teoria, I', una estructura compleja compatible
con la simpléctica. Una estructura compleja J es una aplicacién lineal cuyo
cuadrado coincide con menos la identidad. La peticion de que sea compati-
ble con la estructura simpléctica, que denotaremos por (2, significa que debe
ser un simplectomorfismo y que la composicién Q(Je, ) (para entradas cua-
lesquiera) tiene que ser una forma lineal definida positiva. De este modo,
[Q(Je*,0)—iQ(e*,¢)]/2 es un producto interno en la complexificaciéon del es-
pacio de fases, I'c, mediante el que puede dotarse a esta de estructura de
espacio de Hilbert, el espacio de Hilbert de una particula #}a,. A partir de
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él, se construye el espacio de Fock simétrico, sobre el que se representa el
algebra de observables, de la siguiente manera:

o n
F = P Qg Hpar (3.1
n=0

donde @g denota el producto tensorial simetrizado, que es el indicado pa-
ra el caso de un campo bosénico. Las variables de destrucciéon y creacién
en términos de las cuales se construye habitualmente la teoria de campo
(como se hizo, por ejemplo, en la seccion 1.2.4) diagonalizan la estructura
compleja. De las propiedades de </, se infiere facilmente que este operador
descompone I'c en dos autoespacios ortogonales con autovalores +i, lo que
permite generalizar el concepto de frecuencias positivas y negativas natural
en espaciotiempos estacionarios.

La ambigiiedad en la representacion de Fock queda, por tanto, resuelta
si se dispone de criterios para seleccionar una estructura compleja. En el
espacio de Minkowski, por ejemplo, es natural exigir una implementacién
unitaria de las transformaciones del grupo de Poincaré, lo que inmediata-
mente se garantiza si se exige la condicion (mas restrictiva) de que la estruc-
tura compleja (o, equivalentemente, el estado de vacio) sea invariante bajo
ellas. Esto basta (esencialmente) para fijar —salvo equivalencia unitaria—
una cuantizaciéon de Fock para una teoria de campo lineal dada. Ya hemos
mencionado que en espaciotiempos genéricos, es necesario encontrar otros
requisitos para superar la ambigiiedad. Si existe un vector de Killing tem-
poral, pueden recurrirse a la energia [54-56]. Cuando ni siquiera se dispone
de esta simetria, la peticion de una dinamica unitaria ha demostrado ser de
gran utilidad. En efecto, dado un campo escalar sujeto a un potencial cua-
dratico dependiente del tiempo (en particular, puede pensarse en una masa
variable) propagandose en un espaciotiempo ultraestatico con secciones es-
paciales compactas de no mas de tres dimensiones, existe una tnica clase de
representaciones de Fock equivalentes cuya estructura compleja es invarian-
te bajo el grupo de isometrias espaciales y en la que la dinamica del campo
puede implementarse con un operador unitario [67]. Dado que en el préximo
capitulo particularizaremos a los casos de secciones espaciales homeomorfas
a la tres-esfera y al tres-toro, pueden resultar de interés los trabajos que
particularizan estos resultados a dichas variedades, que se encuentran en
las referencias [63] y [66].

Sorprendentemente, los criterios mencionados no solo fijan una represen-
tacion del campo, sino también una parametrizacion privilegiada del mismo.
En mas detalle: si se escala el campo con una funcion del tiempo, alteran-
do su dinamica, resulta imposible encontrar una representacioén de Fock con
vacio invariante bajo las simetrias espaciales en la que la nueva dinamica
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sea unitariamente implementable [68]. Ademas, la eleccién de su momento
canonico también queda determinada.

Por supuesto, los anteriores resultados pueden aplicarse también a teo-
rias de campo en espaciotiempos no ultraestaticos cuya formulacion pueda
reducirse a una forma equivalente. Ejemplos de este tipo son el modelo de
Gowdy (que se presentd, muy brevemente, en la seccion 1.2.4) y las pertur-
baciones tensoriales sobre un universo FLRW, como acabamos de ver en el
capitulo anterior y recordaremos en la seccién 3.1. Aunque no es el caso
de las perturbaciones escalares del mismo modelo, debido a la presencia de
términos adicionales en las ecuaciones de movimiento, en la seccién 3.2 com-
probaremos que los criterios en que se basan permiten también fijar una
representacion para ellas, gracias a que dichos términos decaen rapidamen-
te en el ultravioleta.

El interés por resolver la ambigiiedad de la cuantizaciéon de las pertur-
baciones sobre el fondo clasico es doble, ya que la representacion de Fock
que obtengamos servira de ingrediente para la cuantizacién hibrida del mo-
delo completo —incluyendo el sector homogéneo— que describiremos en la
seccion 4.

3.1. Cuantizacion de las perturbaciones ten-
soriales

Como vimos en el capitulo 2, si el fondo homogéneo del modelo perturba-
do puede tratarse de forma clasica, las variables escaladas d,, satisfacen las
ecuaciones de los modos de un campo de Klein-Gordon (2.24), con la salvedad
de que la cantidad que desempeiia el papel de la masa al cuadrado es una
funcion que depende del tiempo a través de las variables homogéneas. Como
ademas hemos elegido los momentos 75 de tal forma que coincidan con las
derivadas temporales de sus variables candénicamente conjugadas, podemos
aplicar directamente los resultados de unicidad de la referencias [67, 68] a
las perturbaciones tensoriales. Asi, sabemos que existe una clase de repre-
sentaciones de Fock unitariamente equivalentes para los modos escalados d,,
que no solo poseen un vacio invariante bajo las isometrias espaciales del es-
paciotiempo de fondo, sino que ademas permiten una implementacién unita-
ria de la dinamica del campo si dicho fondo puede tratarse de forma clasica.
El escalado del campo por el factor de escala de la geometria de fondo, que
realizamos como parte de la transformacién canénica (2.18), ha sido esencial
para alcanzar este resultado, puesto que cualquier otro escalado global (es
decir, igual para todos los modos) que dependiera del tiempo habria impedido
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construir una representacion con esas dos caracteristicas.

Una de las representaciones privilegiadas equivalentes es la caracteri-
zada por una estructura compleja Jy que actia diagonalmente en la base
formada por las variables de destruccion

ag = ;(Ta)nc—in +inan). (3.2)

n
T
2w,

y las correspondientes variables de creacion conjugadas. Estas variables se-
rian las naturales si los modos d,, pertenecieran a un campo sin masa. La
accion de la estructura compleja Jy sobre ellas es, por definicién,

ag,\ _(+1i 0)(ag,
ale)=[o 5fet ) o

En adelante, llamaremos jo a la matriz 2 x 2 que aparece en el miembro de
la derecha de la anterior ecuacion.

Por construccién, la estructura compleja de la representacion del caso sin
masa y, en consecuencia, el vacio asociado, son invariantes bajo el grupo de
isometrias de la variedad X, que denotaremos por ¢4. Notemos primeramente
que estas transformaciones no mezclan distintos autoespacios del operador
de Laplace-Beltrami, ya que conmutan con él. Fijado el autovalor, los subes-
pacios del espacio de fases {d,; : n fijo} y {J‘[anl : n fijo} se transforman con la
misma representacion del grupo de isometrias, luego los autoespacios de la
estructura compleja son invariantes.

Ademas, esta representacion permite implementar la dinamica clasica
con un operador unitario en el correspondiente espacio de Fock. La demos-
tracion de este hecho requiere algo mas de trabajo [67]. La dejaremos para la
siguiente seccion, en la que daremos una version generalizada de la misma
que abarca también el caso de las perturbaciones escalares.

3.2. Cuantizacion de las perturbaciones esca-
lares

A diferencia de las perturbaciones tensoriales, las del campo escalar no
satisfacen las hipétesis de los resultados de unicidad mencionados [67, 68].
En efecto, el hamiltoniano cuadratico asociado EHE no es de tipo Klein-
Gordon, ya que contiene términos adicionales, aunque estos decaen al me-
nos como w,? en el limite w, — co. Estas contribuciones afiadidas también
se manifiestan en las ecuaciones de movimiento de los modos f, (2.28), y
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enmaranan la relacion entres sus derivadas y sus momentos canénicamen-
te conjugados, como muestra la ecuacion (2.26). Sin embargo, cabe esperar
que estas correcciones no alteren los resultados de unitariedad y unicidad,
que descansan en el comportamiento ultravioleta de los modos. Puesto que,
en cualquier caso, la representacion que seria natural en el caso sin masa
continua siendo invariante bajo las isometrias del fondo, podemos adoptarla
tentativamente y comprobar si admite una dindmica unitaria. Asi, definimos
las variables de destruccion y construccion

fn ) (3.4)

T Fn

(afn) 1 (wn +i
% B — .
afn V2w, \Wn  —1
Clasicamente, su evolucién entre un tiempo inicial 79 y uno final 7 esta dada

por el simplectomorfismo U(n,n¢), que actia de forma independiente sobre
cada modo, lo que permite escribir

ag, (1) az (1n0)
(a%knj(n)) un(n, ﬂo)(a (770)) (3.5)

La matriz 2 x 2 u,, depende del modo tinicamente a través del autovalor aso-
ciado, como se desprende de las ecuaciones dinamicas. Dado que representa
una transformacion real, puede escribirse en la forma genérica

a(1,10) ﬁn(n,no)) (3.6)

n(11,10) = (ﬁ:;m,no) @, m.m0))°

Ahora bien, para que preserve los corchetes de Poisson, debe satisfacerse la
condicién |a,|% - Iﬁnl2 =1

En la teoria cuantica, las variables de creacién y destruccion se ven pro-
movidas a operadores, con lo que la ecuacion (3.5) se convierte en

dfn(n) f (770)
Para que esta transformacién sea unitariamente implementable, debe exis-
tir un operador unitario U, tal que

ag (n) = Un(n,no)d;n(no)l?,i(n,no) (3.8)

La condicion necesaria y suficiente para esto ocurra es que la diferencia
Jo—U1n,n9)JoU(n,n0) sea un operador de Hilbert-Schmidt®. Esto es equi-
valente a pedir que la serie ¥,,; 18,12 = X, @»|Bn|? converja, lo que depende

1Recordemos que un operador T es de Hilbert-Schmidt si la traza tr(T'T) es finita.
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de la relacién entre el comportamiento asintético de los coeficientes §,, y el de
la degeneracion de los autovalores correspondientes, g,, en el limite n — oco.
En cuanto a lo segundo, se sabe que en cualquier variedad riemanniana d-
dimensional compacta el nimero de modos con w, < w, que podemos escribir
como Y., <, &n, crece asintéticamente a lo sumo como w? [108]. En el caso
que nos ocupa, dicho nimero no crece, por tanto, mas rapido que w?, de lo
que puede deducirse que g, es, como mucho, del orden de w?2.

Queda encontrar el comportamiento asintético de las soluciones de la
ecuacion de tipo Klein-Gordon (2.28). Para estudiarlo, escribimos estas en la
forma

fo() = Z,, €% 4 77 O (3.9)

donde Z,, es un parametro complejo y ©,, una funcion del tiempo. Como se
han introducido grados de libertad adicionales, pueden fijarse (sin pérdida
de generalidad) las condiciones iniciales ®,(19) = 0 y ©,(19) = —iw,. Se tie-
nen entonces las relaciones

FaM0) = 2R(Zp), Fu(M0) = 20,S(Zy). (3.10)

De hecho, es conveniente extraer de ©,, su limite ultravioleta. Asi,

n
0, = —iw,(n—no)+ | daW,(#). (3.11)
1o
siendo W,, una nueva funcién del tiempo que debe satisfacer W, (ng) = 0. Se
ha introducido esta funcién para transformar la ecuacién de movimiento del
campo (2.28) en la ecuacion de Riccati equivalente

W, = —s +iwpr, —sp + Qiw, — )W, - W2, (3.12)

que se obtiene de ella al emplear las ecuaciones (3.9) y (3.11), y teniendo en
cuenta que las partes real e imaginaria de W,, (0 ©,,) son independientes. Pa-
ra nuestros propésitos, no es necesario resolver de forma exacta la ecuacion
anterior; basta con estudiar el comportamiento asintético de sus soluciones
en el ultravioleta. Para ello, comenzamos descartando los términos subdo-
minantes de la ecuacion de Riccati, que se identifican facilmente recordando
que tanto r, como s, decaen al crecer n como w,‘Lz (y que lim,, .., W, =0). Se
llega asi a la ecuacién .

W, = —s +2iw, Wy, (3.13)

cuya solucién con valor inicial W, (1) = 0 puede obtenerse de forma inme-
diata, y resulta ser

W _ _e2iwnn nd~ —2iwn M (>
n= e s(7), (3.14)
no
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o, integrando por partes,

. . n L
W, = —— (2102017100 g(1)0) — s(17) + 2027 f d e-2““n"s'(17)). (3.15)
n

0

Si la funcion s es diferenciable y posee una derivada integrable en cada
subintervalo de un cierto dominio temporal (no necesariamente infinito), la
integral del miembro derecho de la anterior igualdad siempre converge en
dicho dominio, luego W,, decae asintéticamente como w;l. En consecuencia,
W,, debe ser el término dominante de las soluciones de la ecuacién de Ric-
cati (3.12), en la que W,% es claramente despreciable. Por tanto, podemos
escribir W,, = W,, + O(w,:z).

Utilizando las ecuaciones (3.9), (3.10) —que conecta el parametro Z, con
los valores iniciales del campo—, (3.4) —que expresa las variables de des-
truccion y creacion adoptadas en funcion de los modos del campo escalado y
sus momentos— y (2.26) —que relaciona la derivada temporal de los modos
f, y sus momentos—, un célculo tedioso, aunque directo, permite obtener las
expresiones de los coeficientes de Bogoliubov a, y B,, que dictan la evolu-
ciéon del campo de acuerdo con las ecuaciones (3.5) y (3.6). En concreto, el
resultado es

eOn(m) []_ + Yn(n)] [1 +Xr>;(770)] _ e@Z(U)Y;(T])Xn(Uo)

an(n,m0) = , (3.16a)
1o 1+pn(7]0)
O +Y,,(m)| X*(10) — @MY *(n)[1 + X,,(no)
e + e
Brn(n,m0) = [ (1) ”1770 Ayl n 710 ], (3.16b)
+pn(770)
donde se han introducido las funciones auxiliares
1 .
Xn=-—(Wnpn+iqn), (3.17a)
2w,
Y, =Xp+——(1+p,)W,. (3.17b)
20,

Las ecuaciones (3.16) son exactas. En el régimen ultravioleta, X, decae como
w2, porque también lo hacen p, y ¢,. El mismo comportamiento asintético
exhibe Y, ya que W, es del orden de w,'. En consecuencia, los coeficien-
tes B, tienden a cero como w,‘lz cuando w, — oo. Por lo tanto, la dindmica
puede implementarse unitariamente, ya que la serie Y. g,|8,|% converge in-
dependientemente de la topologia de las secciones espaciales (mientras la
dimension de estas no exceda de tres), a pesar de los términos subdominan-
tes que impiden identificar el hamiltoniano con el de un campo escalar en X
sometido a un potencial cuadratico dependiente del tiempo.
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Por otra parte, el comportamiento asintético de @, es muy diferente. En
concreto, a, = exp®, + O(a);z). Hay que destacar que este comportamiento
es independiente, hasta el orden considerado, de los términos adicionales del
hamiltoniano. Esto indica que los resultados de unicidad encontrados en esa
otra situacion pueden generalizarse a esta sin obstrucciones considerables,
como se detallara a continuacién. Empezaremos probando que cualquier otra
representacion de Fock que comparta las simetrias del fondo y admita una
dinamica unitaria debe ser unitariamente equivalente a la presentada, lo
que extiende los resultados de la referencia [67] a este sistema.

3.2.1. Unicidad de la representacion

Como se ha demostrado, en la representacién del caso sin masa, la es-
tructura compleja es invariante bajo el grupo de isometrias de las seccio-
nes espaciales, lo que abreviaremos calificaindola simplemente de invariante.
Evidentemente, existen otras estructuras complejas invariantes (su nime-
ro es, de hecho, infinito). Todas actdan de forma diagonal por bloques en
la base del espacio de fases compuesta por modos del operador de Laplace-
Beltrami. En efecto, puesto que este operador conmuta, por construccion,
con las transformaciones de ¥, cualquier estructura compleja invariante tie-
ne que respetar sus autoespacios. En realidad, la descomposicion se puede
afinar todavia mas. Puesto que las isometrias conservan la métrica, su ac-
tuacion sobre cada autoespacio es unitaria, lo que permite separarlos como
una suma finita de representaciones irreducibles de ¥%. Supondremos que
estas representaciones irreducibles son diferentes (asi sucede, por ejemplo,
el caso en la tres-esfera o el tres-toro). Para ser invariante, una estructu-
ra compleja no puede mezclar distintas representaciones irreducibles, como
establece el lema de Schur [109].

En otras palabras, hemos descompuesto el espacio de fases primero en
autoespacios del operador de Laplace-Beltrami, y a continuacién en repre-
sentaciones irreducibles de ¥, que supondremos diferentes. Centrandonos
primeramente en el espacio de configuracion 2, se tiene que 2 = @,, 2,,
con

2" = {f,; : n fijo}, (3.18)

y a su vez 2" = @,, 2], donde hemos denotado por 2, las distintas re-
presentaciones irreducibles. El espacio de momentos &? puede tratarse de
manera analoga: asi, 2 = @, " y £" = D,, Z,.. Es importante destacar
que el grupo ¢4 actda de la misma forma sobre 2 y sobre 22, por lo que sus
descomposiciones en representaciones irreducibles del mismo son completa-
mente andlogas. El espacio de fases completo es, por tanto, &, ,, 2, & 2.
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Pues bien, bajo la hipétesis mencionada, una estructura invariante J tie-
ne que ser de la forma J = @, ,, J},, entendiendo que cada ¢/}, actia en el
correspondiente 2, & 22 .

Aprovechando la estructura bipartita de 2, @22 podemos descomponer
J; en cuatro componentes que conectan los dos espacios 2, y &), consigo
mismos y entre si: por ejemplo, si denotamos por Pg» el proyector sobre 2,
(y andlogamente con &), P gn J;; Popn es la componente que conecta &7, con
27 . Por ser J invariante, cada oJ;, conmuta con todas las transformaciones
de 4. Dado que estas actian de forma completamente idéntica sobre 2] y
2", en realidad deben conmutar no solo con J;,, sino también con cada una
de sus cuatro componentes. No hace falta mas que aplicar de nuevo el lema
de Schur para concluir que las cuatro componentes tienen que ser multiplos
de la identidad.

En resumen, una estructura compleja invariante J no puede mezclar los
modos del operador de Laplace-Beltrami y actia de la misma forma sobre
los modos que pertenecen a la misma representacion irreducible del gru-
po de isometrias. Es preciso hacer una puntualizacién antes de continuar.
El lema de Schur requiere que las representaciones involucradas sean com-
plejas, mientras que aqui hemos elegimos tratar con armonicos reales. Por
supuesto, los armoénicos reales pueden recuperarse mediante combinaciones
lineales de los complejos (mas concretamente, de un modo y su complejo con-
jugado); gracias la linealidad de la teoria de campo, pasar de unos a otros
no supone un obstaculo, si bien puede hacer necesarias consideraciones adi-
cionales. Por su especial interés, merece la pena detenerse en el ejemplo del
tres-toro. Las isometrias de este espacio —translaciones espaciales— forman
el grupo U(1) x U(1) x U(1), cuyas representaciones irreducibles son necesa-
riamente unidimensionales por ser abeliano. En consecuencia, un modo y su
complejo conjugado se transforman segun diferentes representaciones, por lo
que en principio pueden comportarse de forma diferente bajo la accion de la
estructura compleja (aunque no independiente, por ser ¢/ real). De ser asi, la
estructura compleja mezclaria, en la base real, las partes real e imaginaria
provenientes de un mismo modo complejo. En realidad, el requisito de que la
composicion de la estructura simpléctica y la compleja sea definida positiva
implica que JJ transforma de la misma forma los modos conjugados [66], y
por extension sus partes real e imaginaria, que no se mezclan entre si. Estas
consideraciones son innecesarias cuando los modos complejos conjugados se
transforman con la misma representacién irreducible del grupo de isome-
trias, como ocurre, por ejemplo, en el caso de la tres-esfera. En este, cada
autoespacio se asocia a una representacion irreducible de SO(4), por lo que
el analisis es mas sencillo, al poder prescindir de la etiqueta m.

Ya que una estructura compleja invariante J no mezcla modos diferentes
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del operador de Laplace-Beltrami, podemos elegir una nueva base de varia-
bles de destruccion y creacion que diagonalicen o y no mezclen distintos
modos. Evidentemente, el simplectomorfismo K que la relacione con la base
asociada a Jj sera diagonal por bloques. Dado que se trata de una transfor-
macion real, podemos parametrizar los bloques de forma analoga a como se
hizo en la ecuacion (3.6) para la evolucion:

Bom = (’;’" i’”) (3.19)
n,m n,m

con |1<n,m|2 - I/ln,ml2 = 1 para que la estructura simpléctica se preserve. La

transformacion K relaciona la nueva estructura compleja invariante con la

del caso sin masa mediante J = KJyK ! o, lo que es lo mismo, bloque a

bloque, jn,m = kn,ijk;;,lm-

Supongamos ahora que J admite una implementacién unitaria de la di-
namica. La condicién necesaria y suficiente para que U sea unitariamente
implementable con respecto a la nueva estructura compleja es que la trans-
formacién KUK, obtenida con el cambio de base que se ha descrito, sea
unitariamente implementable con respecto a Jy [58]. Naturalmente, la re-
presentacién de K 1UK también consta de bloques, que podemos escribir
como

Ja Jﬁ
ko unknm = (J mm ';,m) , (8.20)
’ IBn,m an,m
donde
J - 2 2 % RS * %
Ay o= Knm|“ @ = A m |“ @y, + 213(x, 1 Apy 1 Br)s (3.21a)
T B = (Kim) B = A2 By + 20K 1y A (). (3.21b)

En realidad, solo necesitaremos la segunda de estas dos expresiones, ya que
la implementabilidad unitaria de K 1UK descansa unicamente en la con-
vergencia de la serie Y ,, IJ,Bn,mI2 =Y m&nm!? Bnm|?, siendo g, , 1a dimen-
sién de la representacién irreducible correspondiente (luego g, =3 ,, 8n.m ¥,
en consecuencia, g, » < &n). En otras palabras, serd U unitariamente im-
plementable en la cuantizacién determinada por ¢ si y solo si la sucesién?
{V&um? By m,1M0)} ., €8 de cuadrado sumable (para cualquier 7 en un cier-
to dominio temporal). Ahora bien, como |1<n,m|2 =1+ Mn,ml2 >1, sieseesel
caso, también la sucesion {,/gn n Jﬁn’m/(K,*l,m)z}n,m debe ser de cuadrado su-
mable. Dividiendo por (1<,";,m)2 la ecuacién (3.21b), encontramos que esta se-
gunda sucesion es la suma de otras tres, dos de las cuales son ya de cuadrado

2La doble etiqueta de la sucesién no debe llamar a la confusién. Puesto que el rango de m
es finito para cada n, la sumabilidad de la sucesién depende inicamente del comportamiento
asintético del término general para n grande.
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sumable (para verlo, téngase en cuenta que |1, ;,/k, | < 1). En consecuen-
cia, podemos substraerlas y centrarnos en la tercera, que por hipétesis tam-
bién debe ser de cuadrado sumable; en concreto, nos referimos a la sucesién
{\/m/ln,mi‘s(an)/K;m}mm (nétese que se ha dividido por el factor irrelevan-
te 2i). Recordando que g, m, < gn, y por tanto /g, crece asintéticamente
a lo sumo como w,, podemos introducir en la expresion del término general
de la sucesién el comportamiento asintético encontrado para a, y substraer
las contribuciones cuyo cuadrado es sumable, para concluir que la condicion
necesaria y suficiente para que se cumpla la unitariedad es que la sucesion
formada por los términos de la forma

Anm N = n s
VB exp( dﬁ%(Wn(ﬁ)))sen (wnm—no)— f dﬁ%(Wn(ﬁ))) (3.22)
n

n,m 1o 0

sea también de cuadrado sumable. Puesto que la exponencial que apare-
ce en la anterior expresion tiende a uno en el limite ultravioleta —como
se desprende de la ecuacién (3.15)—, podemos ignorarla en el analisis. Por
otro lado, realizando por partes la integral del miembro derecho de la ecua-
cién (3.15), puede comprobarse que, si la segunda derivada temporal de la
funcién s existe y es integrable en cada subintervalo del dominio temporal
considerado, su contribucién a W, es del orden de a)f, luego puede subs-
traerse. Consideremos, por tanto, la sucesion con término general

Azn,m 1
V/8&nm——sen|w,(n—mno)+
K 2

n,m n

n
f dﬁs(ﬁ)), (3.23)

no

que es de cuadrado sumable si es cierta la hipétesis de implementabilidad
unitaria. Su suma es, por tanto, una cantidad finita, que denotaremos por
Z(n). Es tentador concluir que también la sucesiéon {\/mln,m/";,m}mm ha
de ser de cuadrado sumable, pero, para asegurarnos de ello, hay que elimi-
nar la dependencia en 7. Lo haremos integrando sobre el dominio temporal
I. Aunque Z podria no ser continua, es medible (dado que es el limite de
una sucesion de sumas parciales de funciones medibles). El teorema de Lu-
zin [110] garantiza entonces que, para todo d > 0, existe un conjunto I < I
tal que la medida de la diferencia I \ I5 es menor que 0 y la restriccion de Z
a I5 es continua. Con esta garantia, Z puede integrarse en I, y se tiene que

dnZ(n)
Is
X An,m |? 5 1.
2D D &nm| - fdnsen (wn(n—no)+2 f dns(n)), (3.24)
no m n,m Is Wn Jng
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donde n( se ha escogido de forma que la integral sobre I5 en el miembro de
la derecha esta acotada inferiormente por una cantidad positiva. Esto siem-
pre puede hacerse, ya que en el limite ultravioleta la integral toma un valor
positivo, si § es lo suficientemente pequeno [64]. La existencia de esta cota
permite inferir que la sucesion {,/g, mAn,m/Kn,m}n,m es de cuadrado sumable,
luego tiende a cero. Teniendo en mente que |1<n,m|2 - I/ln,ml2 =1, es facil ver
entonces que A, , — 0y K, » — 1 cuando n — oco. En consecuencia, 1/x,, , es-
ta acotado inferiormente, de lo que se sigue que también {,/g, mAn mlnm €s
de cuadrado sumable. Ahora bien, esa es precisamente la condicién suficien-
te para que la transformacion canénica K, que relaciona las dos estructu-
ras complejas invariantes, sea unitariamente implementable en las teorias
cuanticas asociadas.

En resumen, todas las estructuras complejas invariantes que permiten
una implementacién unitaria de la dinamica del campo en la descripcion
adoptada conducen a cuantizaciones unitariamente equivalentes. Todavia
podria alegarse, no obstante, que existe la posibilidad de que un cambio de
descripcion conduzca a cuantizaciones inequivalentes con las mismas pro-
piedades. Estudiaremos esta otra fuente de ambigiiedad a continuacion.

3.2.2. Unicidad de la descripcion del campo

Hasta el momento, para la cuantizacién de Fock de las perturbaciones
escalares se ha partido de los modos f, y sus momentos canénicamente con-
jugados 77 . No olvidemos que esta descripcién del campo se alcanzé tras
una transformaciéon canénica que incluia el escalado del campo por el fac-
tor de escala del fondo homogéneo. Para mantener la condicién diagonal de
la estructura simpléctica, se realizo el escalado inverso del momento, y se
le anadi6, ademas, un término lineal en el propio campo, con el objetivo de
llevar la parte de la ligadura cuadratica en las perturbaciones a la forma
deseada; concretamente, la del hamiltoniano de un campo de Klein-Gordon
sometido a un potencial cuadratico dependiente de las variables homogéneas
con correcciones que se anulan en el limite ultravioleta. En ese momento, se
aleg6 que esta parametrizacion concreta permitiria construir una represen-
tacion de Fock privilegiada. Ahora podemos justificar esa afirmacion.

Imaginemos que realizamos un escalado global de los modos f,, por una
funcion del tiempo (o de las variables homogéneas, ya que estas pueden verse
como meras funciones del tiempo en el presente tratamiento). Es muy facil
convertir este cambio en una transformacion canénica de la teoria de campo.
Pediremos que esta transformacion sea local y respete la linealidad de la
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teoria, es decir, que sea de la forma

fn(m) 1= Fa (), (3.252)
1 _
g () := FTn)ﬂF"(n) +GMfy, (3.25b)

siendo F' y G funciones del tiempo reales y dos veces diferenciables (de for-
ma que la transformacion no estropee la estructura diferencial de la teoria).
Ademas, supondremos que F es distinta de cero en todo momento, pues de
otro modo se introducirian singularidades artificiales. Como pediamos, la
transformacion es local porque no mezcla distintos modos y las funciones F
y G son las mismas para todos ellos. Hay que notar que si F' y G fueran
constantes, las nuevas variables serian simplemente los modos de una com-
binacion lineal constante del campo escalado y su momento y podria adop-
tarse la misma representacion para ellas; esto, por lo demas, permite fijar
las condiciones iniciales F'(ng) =1y G(19) = 0 sin pérdida de generalidad.

Al depender del tiempo, la transformacién (3.25) afecta a la dinamica del
campo. En efecto, si se introducen variables de destruccién y creacion co-
mo en la ecuacion (3.4) (sustituyendo rayas por tildes), su evolucion todavia
puede expresarse de la forma (3.5), solo que con los nuevos coeficientes de
Bogoliubov

iG
G =Foan+F_p+ 217(% +B5), (3.26a)

n

_ iG
Bu=F,pn+F_a’+ 217(;3,1 +al), (3.26b)

n

con 2F, := F + 1/F. Pues bien, el correspondiente simplectomorfismo U no es
unitariamente implementable respecto a la estructura compleja Jy (que en
el instante 71y diagonalizan las nuevas variables de destruccién y creacién),
ni de hecho respecto a ninguna estructura compleja invariante, a menos que
el escalado sea trivial, es decir, que F(n) =1 V7. A continuacién se ofrece un
esbozo de la prueba.

Supongamos que en la cuantizaciéon determinada por una estructura com-
pleja invariante o la nueva evolucién U puede implementarse de forma uni-
taria. Como se ha argumentado, dicha estructura compleja tiene que estar
relacionada con Jy por medio de un simplectomorfismo K diagonal por blo-
ques. Entonces, si U es unitariamente implementable con respecto a oJ, la
composicién K 1UK es unitariamente implementable con respecto a Jy. Eso
significa que los coeficientes f de la transformacién de Bogoliubov K -1UK,

> % 2 S Ak ok ~
J:Bn,m = (Kn,m) ﬁn - A%L,mﬁn + 21Kn,m/1n,m%(an), (327)
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forman, multiplicados por el factor de degeneracién correspondiente, una su-
cesién de cuadrado sumable, {,/g7 » Jﬁn,m}n,m. Si este es el caso, también la
sucesion {,/g,,m J,Bn,m/(KfL,m)z}n,m ha de ser de cuadrado sumable (recorde-
mos que K, , = 1), por lo que, en particular, debe tender a cero en el limite
n — oco. Entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones (3.26) y el comporta-
miento ultravioleta de los coeficientes a, y B, se llega a la conclusion de
que la siguiente cantidad debe anularse asintéticamente al tender n a infi-
nito:

ﬁfe—iwn(n—no)

*

An
" F—(U)—ZiF sen (w,(n—n0))F+(m). (3.28)

n

eiwn(n_WO) _ (

Pero esta es precisamente la condicion que se utiliza en la referencia [68] pa-
ra probar tras un estudio minucioso que esto solo es posible si F'_ y, en conse-
cuencia, F' toma un valor constante. Entonces, por continuidad, F(n) =1 en
todo el dominio temporal considerado: cualquier otro escalado dependiente
del tiempo conduce a una descripcion del campo para la que es imposible
construir una representacion de Fock con las caracteristicas deseadas.

Haciendo F =1 en las ecuaciones (3.26), y combinandolas de acuerdo
con la ecuacién (3.27), se obtiene una expresién para los coeficientes Jﬁn,m.
Puesto que, como argumentamos, la sucesion {(,/&n.m J,Bn,m/(K;‘L’m)2} nm €S de
cuadrado sumable, podemos substraer de esa expresion las contribuciones
que ya lo son (y dividir por el factor irrelevante i) para concluir que también
debe ser de cuadrado sumable la sucesion de término general

A G A M \2
V/Enm32 jf””%(an)+2 ak +2 Z’m%(an)+( j””) a | .  (3.29)
K w K

n,m n n,m n,m

En la referencia [68], se demuestra que esa condicion conduce a dos situacio-
nes. Si la serie }_,, ,, gn,m/w% no converge (como ocurre en el tres-toro y en la
tres-esfera), entonces, necesariamente, G debe anularse idénticamente. En
este caso, no es admisible ninguna redefiniciéon del momento que dependa
del tiempo de forma no trivial. Si, por el contrario, dicha serie converge, es
admisible que G sea distinto de cero, pero entonces también ha de converger
la serie Y., ,, Sn.mlAy|? para garantizar que la sucesién considerada sea de
cuadrado sumable. Por lo tanto, en este caso el momento puede redefinirse
anadiéndole una contribucién lineal en el propio campo sin frustrar la pre-
tension de encontrar representaciones de Fock del tipo deseado, pero estas
nuevas representaciones seran unitariamente equivalentes a la obtenida en
la descripcién original.

En consecuencia, el conjunto de transformaciones canénicas dependien-
tes del tiempo del tipo (3.25), lineales y locales, no permiten alcanzar una
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descripcion alternativa de las perturbaciones escalares en la que puedan
construirse nuevas representaciones de Fock con las caracteristicas busca-
das, a menos que sean equivalentes a la representacion del caso sin masa.
De hecho, incluso esta posibilidad queda descartada si se realiza un escalado
del campo que dependa del tiempo de forma no trivial. A la luz de estos re-
sultados, se justifica la transformacion candnica del sistema completo intro-
ducida en las ecuaciones (2.18), que incluia el escalado de las perturbaciones,
escalares y tensoriales, y la redefinicion de sus momentos que garantizan la
existencia de sendas cuantizaciones privilegiadas sobre el fondo clasico, pri-
vilegiadas no solo por poseer las caracteristicos deseadas, sino también por
ser Unicas salvo equivalencia unitaria, en el sentido que acabamos de deta-
llar. A continuacién, ahondaremos atin mas en la unicidad de la cuantizacién
de las perturbaciones escalares admitiendo redefiniciones mas generales del
campo y su momento con un claro interés fisico.

3.2.3. Invariantes gauge

Cuando, en el capitulo dedicado al tratamiento clasico del sistema, im-
plementamos la transformacion candnica (2.18), buscabamos introducir una
parametrizacion de las perturbaciones escalares en la que la parte de la li-
gadura cuadratica en ellas se identificara con el hamiltoniano de un campo
escalar sometido a un potencial cuadratico dependiente de las variables ho-
mogéneas, lo que habria permitido aplicar directamente los resultados de
unicidad de las referencias [67, 68]. No obstante, hacerlo de forma exacta
habria requerido una transformacion no local, en el sentido de involucrar al
inverso del operador de Laplace-Beltrami. En vez de eso, preferimos man-
tener la localidad de la transformacion y, con ella, la interpretacion fisica
del campo escalar, a pesar de los términos adicionales, explicitamente de-
pendientes en w, pero subdominantes en el ultravioleta, que aparecian en
la ligadura.

Sin embargo, al definir los invariantes gauge, consideramos ese tipo de
transformaciones no locales, en las que cada modo cambia de forma dife-
rente. Gracias a esta mayor libertad, conseguimos construir variables cuya
evolucion esta dictada por ecuaciones de tipo Klein-Gordon (con una ma-
sa dependiente del fondo), sin ningdn tipo de correcciones infrarrojas. Asi
ocurre, si la topologia de las secciones espaciales es plana, con el invarian-
te de Mukhanov-Sasaki, introducido en la ecuacion (2.33). Al fijar el gauge,
sus modos v, resultaban ser combinaciones lineales de los del campo es-
calado y su momento, f, y mg, , como muestra la ecuacién (2.34), con coefi-
cientes (2.35) dependientes de la frecuencia w,,. Por supuesto, analogamente
ocurria con sus momentos 7, , dados en la ecuacién (2.36) utilizando los coe-
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ficientes (2.37).

También se present6 una descripcion alternativa en términos de los pares
canénicos de invariantes gauge (¥, 7y, ), definidos en las ecuaciones (2.47)
y dados tras la fijacion de gauge por las ecuaciones (2.48). Recordemos que
¥, era esencialmente el invariante de densidad de energia de Bardeen, con-
venientemente escalado. De nuevo, encontramos que la transformacién ca-
nonica que relaciona esta descripcion del campo con la de la perturbacion
escalada es lineal, pero afecta de forma diferente a cada modo.

Puesto que las ecuaciones de movimiento que obedecen el invariante de
Mukhanov-Sasaki en el caso plano y el invariante de densidad de energia
¥,, son del tipo estudiado en las referencias [67, 68], pueden aplicarse los
resultados de esos trabajos para construir representaciones de Fock para es-
tas descripciones del campo en las que tanto las isometrias espaciales como
la evolucion del mismo admiten una implementacion unitaria, representa-
ciones que dichas propiedades senalan como tnicas salvo equivalencia uni-
taria. Mas aun, puede descartarse cualquier escalado de dichos invariantes
por una funcion que dependa del tiempo (de forma no trivial) completado
a una transformacion canénica lineal del sector inhomogéneo. Esto no con-
tradice los resultados de la seccién 3.2.2, ya que las trasformaciones con la
que se han alcanzado las nuevas descripciones no son de este tipo, en parti-
cular, por su dependencia en el modo. Cabe entonces preguntarse si dichas
transformaciones son unitariamente implementables, pues, de otro modo,
las nuevas cuantizaciones serian inequivalentes a la dada con anterioridad
en términos del campo escalado.

Empecemos con el invariante de Mukhanov-Sasaki. Un representante de
la clase de equivalencia de sus representaciones privilegiadas puede carac-
terizarse a partir de las variables de destruccion

1
ay, = ———=(w,Vvp +img ) (3.30)
20p, "

y las variables de creaciéon conjugadas —cf. ecuaciones (3.2) y (3.4)—. Es

evidente que, clasicamente, estas variables pueden relacionarse con sus ho-

mologas ag, v a; a través de una transformacién de Bogoliubov de la forma
n

av, = Ayaz + A0z . (3.31)

(C, Fw2B,). (3.32)

n

Esta transformacion sera unitariamente implementable con respecto a la es-
tructura compleja oJy sila serie }_,, g,A,, converge. Ahora bien, introduciendo
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en la dltima igualdad las expresiones de los coeficientes A,,, B,, C,, y D, da-
das en las ecuaciones (2.35) y (2.37), es facil constatar que A, es del orden
de w2, por lo que de hecho la serie converge y la transformacién admite una
implementacion unitaria en la teoria cuantica. Aparte de aumentar nuestra
confianza en la cuantizacion escogida, esto permite relacionar la cuantiza-
cién en diferentes gauges, como el adoptado en el apéndice 1.2.3.

Con la descripcion del campo en términos del invariante de densidad de
energia y su momento puede procederse del mismo modo, definiendo varia-
bles de destruccién ay, como en la ecuacion (3.30), reemplazando v, por ¥,
(y los respectivos momentos) y calculando la transformacion de Bogoliubov
que las relacionan con las variables de creacién y destruccién introducidas
para el campo escalado. También esta transformacion resulta ser unitaria-
mente implementable, ya que sus coeficientes beta (es decir, los asociados a
su parte antilineal) resultan ser del orden de w,‘Lz; concretamente,

A ==—3X> (3.33)

donde y es la funcién (2.49).

En resumen, las cuantizaciones privilegiadas que pueden construirse pa-
ra las dos descripciones del campo en términos de pares canénicos de inva-
riantes gauge presentadas en la seccién 2.3 son unitariamente equivalentes
a la estudiada para la descripcion en términos del campo escalado y su mo-
mento. Estos resultados no deberian sorprendernos a la luz de un reciente
trabajo sobre este tipo de transformaciones lineales y no locales que no mez-
clan modos [111]. Partiendo de la descripcién de un campo en la este obedece
una ecuacion de Klein-Gordon con masa dependiente del tiempo (y toman-
do su derivada, adecuadamente densitizada, como momento canénicamente
conjugado), pueden realizarse transformaciones de la clase mencionada para
alcanzar otras descripciones en las que las ecuaciones de movimiento tomen
la misma forma (excepto, tal vez, correcciones infrarrojas a la masa). Pues
bien, dichas transformaciones admiten necesariamente una implementacion
unitaria en la cuantizacion privilegiada del campo (con vacio invariante bajo
el grupo de isometrias espaciales y dinamica unitariamente implementable).
Aunque, en el caso en consideracion, la ecuacién de campo original (2.28)
contiene correcciones infrarrojas no solo en la masa, sino también en el tér-
mino r,f,, del anélisis realizado anteriormente se desprende que dichas co-
rrecciones no afectan al comportamiento ultravioleta de las soluciones. En
consecuencia, el resultado enunciado puede aplicarse también en este siste-
ma; en particular, a las transformaciones que relacionan el campo escalado
y su momento con los pares candnicos de invariantes gauge. Como vemos, el
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criterio de la unitariedad de la dinamica, junto con el de la simetria, es de
enorme utilidad para despejar la ambigiiedad en la cuantizacién de Fock.
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3.3. Discusion

Los resultados expuestos en este capitulo han permitido eliminar la am-
bigiiedad en la seleccién de una descripcion de las inhomogeneidades y su re-
presentacion de Fock mediante el recurso a criterios profundos y elegantes:
la simetria (en particular, el grupo de isometrias de las secciones espaciales
del espaciotiempo de fondo) y la unitariedad de la dindmica (ingrediente cla-
ve en la interpretacién probabilistica habitual de la Mecanica Cuantica). Lo
hacen generalizando los teoremas de unicidad de las referencias [67, 68], que
establecen que, para un campo de Klein-Gordon con masa dependiente del
tiempo (o cualquier campo cuyas ecuaciones dindmicas puedan reducirse a
la misma forma), las condiciones de que el estado de vacio sea invariante ba-
jo las isometrias espaciales y la dinamica del campo pueda implementarse
en la teoria cuantica con un operador unitario seleccionan una tunica cla-
se de representaciones de Fock unitariamente equivalentes. Mas aun, esos
requisitos fijan también la descripcion del campo, pues prohiben escalados
globales del mismo que dependan del tiempo de forma no trivial. Asi sucede
con las perturbaciones tensoriales en el modelo considerado, ya que, tras ser
escaladas con el factor de escala de la geometria de fondo, satisfacen ecua-
ciones dinamicas del tipo mencionado (en las que la dependencia temporal
viene dada a través de las variables homogéneas). Finalmente, retomando la
discusion general, dependiendo de la variedad espacial, podria ser admisible
una redefinicion del momento del campo afiadiéndole un término lineal en
él (con un coeficiente dependiente del tiempo), pero este cambio no es fuente
de ambigiiedad, en el sentido de que las cuantizaciones con las propiedades
buscadas para la nueva descripcion son, de existir, unitariamente equivalen-
tes a las encontradas para la descripcion original.

En las ecuaciones dinamicas de las perturbaciones escalares, sin embar-
go, aparecen términos adicionales, que son, no obstante, subdominantes en
el ultravioleta. Esos términos no pueden eliminarse con una transforma-
cién canoénica lineal y local del sector inhomogéneo en el sistema reducido.
Aun asi, como la demostracion de los resultados de las referencias [67, 68]
descansa tan solo en el comportamiento ultravioleta del campo, han podido
extenderse a casos con el tipo de correcciones infrarrojas que muestran las
ecuaciones (2.26) y (2.28).

De especial importancia es la conclusién de que el escalado de las per-
turbaciones por el factor de escala de la geometria de fondo, realizado como
parte de la transformacién canénica (2.18), es imprescindible, a menos que
se esté dispuesto a renunciar a la unitariedad de la dindmica cuantica del
campo sobre el fondo clasico. Ya sefialamos en la seccion 2.2 que ese escalado
se adopta con frecuencia en el tratamiento de las perturbaciones cosmolé-



88 3.3. Discusién

gicas; este resultado respalda de forma contundente su implementacién con
vistas a la ulterior cuantizacion.

También es interesante mencionar que existen cuantizaciones con las
propiedades buscadas en términos de los invariantes gauge definidos en la
seccion 2.3. Lo garantiza el hecho de que sus ecuaciones dindmicas son de
tipo Klein-Gordon (en el caso de la variable de Mukhanov-Sasaki, solo si el
parametro de curvatura k& se anula), con una funciéon de las variables ho-
mogéneas en el papel de masa. Esto es posible porque las transformaciones
canénicas del sector inhomogéneo que relacionan los distintos pares de in-
variantes con el campo escalado y sus momento no son locales (porque de-
penden del modo), luego no forman parte de la clase de transformaciones
anteriormente aludida. A pesar de ello, son unitariamente implementables.
Conclusiones analogas pueden obtenerse en el gauge alternativo considera-
do en el apéndice C. Los resultados anteriores apuntan a la independencia
de la teoria respecto a la fijacion de gauge, al menos al nivel tratado en este
capitulo: el de la Teoria Cuantica de Campos en espaciotiempos curvos.

Por 1ultimo, cabe preguntarse por qué comenzamos la cuantizacién a par-
tir del campo escalado, en vez de adoptar una descripcion de la teoria en tér-
minos de invariantes gauge. Sabiamos que requerir una representacion de
Fock con vacio simétrico y dindmica unitaria permite fijar la descripcién del
campo frente a transformaciones candnicas lineales y locales del sector inho-
mogéneo. Si desde el principio hubiéramos dado cabida a transformaciones
no locales, este criterio habria resultado insuficiente para fijar la descripcion.
En vez de eso, preferimos partir del campo escalado y después asegurarnos
de que la correspondiente cuantizacién privilegiada es unitariamente equi-
valente a las que pueden construirse en términos de los invariantes gauge.
Ahora sabemos que, si dos descripciones del campo gobernadas por ecuacio-
nes de tipo Klein-Gordon estan relacionadas mediante una transformacion
canénica lineal que depende del modo pero no los entremezcla, dicha des-
cripcion es necesariamente implementable de forma unitaria en las repre-
sentaciones privilegiadas de cualquiera de la dos descripciones [111]. Las
transformaciones que, en el sistema estudiado, llevan del campo escalado y
su momento a los pares de invariantes gauge pueden considerarse casos par-
ticulares de la situacion anterior. La presencia de términos subdominantes
adicionales en las ecuaciones no deberia preocuparnos después del analisis
realizado en este capitulo.

Una vez resuelto el problema de la ambigiiedad en la representacion de
Fock del sector inhomogéneo, podemos abordar ya la cuantizacién del siste-
ma completo.



Capitulo 4

Cuantizacion hibrida de
perturbaciones cosmolégicas

Después de los resultados expuestos en el capitulo anterior, disponemos
de criterios que permiten fijar una representacién de Fock para las inhomo-
geneidades. Estamos ya en condiciones de completar la cuantizacién hibrida
del modelo, combinando dicha representacion con una polimérica del sector
homogéneo.

El tratamiento de perturbaciones cosmolégicas en el marco ofrecido por
la Gravedad y la Cosmologia Cuantica de lazos ha sido un campo de estu-
dio muy activo en el dltimo decenio. Los primeros trabajos sobre este te-
ma estaban motivados por la constatacion de que la dinamica efectiva de la
cuantizacion de lazos del modelo FLRW da origen a un periodo de super-
inflaciéon [112], o inflacidon acelerada, y se limitaban a estudiar la evolucién
de perturbaciones escalares sobre un fondo homogéneo e isétropo descrito
por dicha dinamica efectiva [113—116]. Conviene aclarar que ese periodo de
superinflacién no produce la suficiente expansién como para hacer superflua
una fase inflacionaria posterior gobernada por alguno de los mecanismos ha-
bituales, como un campo de inflatén sometido a un determinado potencial.
No obstante, en el caso de un potencial cuadratico asociado a una masa (a
la que se asigna un valor fenomenolégico), se ha demostrado que, durante el
régimen de superinflacion, las correcciones cuanticas canalizan el campo ha-
cia una ulterior etapa de inflacién de rodamiento lento' que si produce —con
gran probabilidad— una expansién compatible con las observaciones [35].

Una de las lineas principales de investigacion en este campo busca de-
ducir ecuaciones efectivas para las perturbaciones introduciendo en las liga-

1La inflacién de rodamiento lento o de slow roll esta caracterizada por la lenta variacién
temporal del inflatéon. Esta particularidad permite introducir algunas aproximaciones que
simplifican considerablemente el tratamiento del proceso.
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duras correcciones del tipo esperable en Cosmologia Cuantica de Lazos; la
condicion de que el algebra de ligaduras corregidas cierre permite constre-
nir las modificaciones aceptables. Dos recientes resimenes de este enfoque y
sus principales resultados pueden encontrarse en las referencias [117, 36]. A
menudo, los diferentes tipos de correcciones se han estudiado por separado:
asi, mientras algunos trabajos se centran en las provenientes de la regulari-

zacion del inverso del volumen [118-123], otros se ocupan de las originadas
por la introduccion de holonomias [124—128]; naturalmente, también se han
abordado ambos tipos de forma conjunta [37, , 1.

Existe en la literatura otra corriente que persigue la cuantizacién com-
pleta del sistema compuesto por las perturbaciones y el fondo homogéneo
sobre el que se propagan, cuantizacién que, dadas las actuales limitaciones
de las técnicas poliméricas, se realiza en un esquema hibrido. Esta linea
de accion fue iniciada y desarrollada en algunos de los trabajos recogidos en
esta memoria y, paralelamente, en los de los investigadores I. Agullo, A. Ash-
tekar y W. Nelson [130-132]. No obstante, existen importantes diferencias
entre los dos tratamientos. En particular, I. Agullo et al. renuncian a incor-
porar en su analisis la reaccién de las perturbaciones sobre el fondo y, con
ella, a la estructura simpléctica del sistema. Con todo, utilizando el campo
material como un tiempo relacional, consiguen obtener una ecuacién de evo-
lucién para las perturbaciones que permite interpretar su propagacién como
una teoria cuantica de campo sobre un fondo efectivo vestido. En la discusién
que cierra este capitulo se ofrecera una comparaciéon mas detallada.

Por otra parte, es de esperar que la derivacion de ligaduras efectivas y
la cuantizacion de la teoria sean perspectivas complementarias, en cuanto a
que esta deberia justificar las correcciones que introduce aquella, y aquella
entonces ofreceria un marco manejable en el que explorar las consecuencias
fisicas de esta. Sin embargo, es dificil establecer comparaciones entre los
resultados de ambas estrategias en el estadio actual.

Sin mas preambulo, en el siguiente apartado se presenta la cuantizacion
hibrida del modelo FLRW con perturbaciones que se introdujo a nivel cla-
sico en el capitulo 2. Trataremos unicamente perturbaciones escalares en
el sistema reducido; aunque no nos ocuparemos aqui, por tanto, de las ten-
soriales, evidentemente, su tratamiento no presenta mayores dificultades.
En cuanto a la topologia de las secciones espaciales, se cubriran solo los dos
casos que hemos estudiado en el modelo homogéneo, es decir, el tres-toro y
la tres-esfera, con £ =0 y k£ = +1, respectivamente. No consideraremos por
tanto ningun ejemplo con £ = —1, a pesar de que su cuantizacion polimérica
también ha sido estudiada [73].
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4.1. Espacio de Hilbert cinematico

En el capitulo 2, parametrizamos el sector homogéneo del espacio de fa-
ses reducido del modelo FLRW perturbado utilizando las variables &, ¢ y
sus momentos conjugados, que fueron introducidas en las ecuaciones (2.18).
Con vistas a la cuantizacion de lazos del fondo, es preferible, sin embargo,
utilizar una descripcion del sector homogéneo adaptada a ella. Empleare-
mos las variables ¢ y p, introducidas en la ecuacién (1.18) para un universo
homogéneo e isétropo, modelo en el que parametrizan, respectivamente, la
conexion de Ashtekar-Barbero y la triada densitizada. En el limite homogé-
neo del modelo FLRW perturbado, es decir, cuando las inhomogeneidades se
anulan, c y p estan relacionadas con las variables con raya a través de las
expresiones

Ipl =150, plc-klo)=—yljo ma. (4.1)

El signo de p, que estas igualdades no fijan, queda determinado por la orien-
tacion de la triada (véase la seccion 1.2.2). Recordemos que el corchete de
Poisson de estas variables es {c,p} = yx/3. Aceptaremos estas expresiones
también en presencia de inhomogeneidades; es decir, identificaremos las va-
riables definidas por las ecuaciones (4.1) como los grados de libertad homo-
géneos que cuantizaremos con técnicas de cosmologia de lazos.

Por otro lado, con el fin de evitar la aparicién de factores innecesarios
(y para facilitar la comparacion con la secciéon 1.2.2), es conveniente escalar
los modos del campo escalar y de su momento con determinados factores
constantes; en concreto, para el modo cero elegimos

¢ 32 .
¢= T y =1y ong; (4.2)
0

mientras que, para el resto de modos,

Fn = l(l,/znf 4.3)

Evidentemente, {¢, 74} =1y {Fn/,n;n} = O0p'n- Esta transformacion de los mo-
dos no afecta a las variables de destrucciéon y creaciéon introducidas en la
ecuacion (3.4) si se acompana del escalado de la frecuencia @, =Ilyw,.

La identificacién del sector homogéneo con el modelo FLRW provee de
forma directa una cuantizacion de lazos de aquel. De esta forma, asigna-
mos a dicho sector el espacio de Hilbert cinematico meat ® Jfgra sobre el

que los operadores fundamentales —p, N u Yy su analogo N en la dinamica
mejorada— actiian como se explicé en la seccién 1.2.2.



92 4.2. Representacién de la ligadura

Para representar el sector inhomogéneo, recurrimos a la cuantizacion de
Fock que ya hemos estudiado en este capitulo; en particular, escogeremos,
entre las representaciones privilegiadas equivalentes, la representacion que
seria natural en el caso sin masa y denotaremos el correspondiente espacio
de Fock por ;. Esta representacion puede definirse en términos de la estruc-
tura compleja que diagonalizan las variables de destruccién y creacion (3.4).
Asi, podemos esperar que, en el limite en el que los grados de libertad homo-
géneos se comporten clasicamente de forma efectiva, se recupere una teoria
cuantica del campo en la que tanto las isometrias espaciales como la dina-
mica del campo se implementen unitariamente. Al mismo tiempo, evitamos
la ambigiiedad inherente a la cuantizaciéon de Fock.

Como espacio de Hilbert cinematico del sistema completo, tomaremos
simplemente el producto Jfg‘rf‘t ® Jfg;a ® F;. Al igual que en la cuantizacién
hibrida de Gowdy, se entiende que, en este producto, los operadores fun-
damentales definidos en cada uno de los factores actdan como la identidad
sobre los demas factores. Aun asi, la accién de la ligadura hamiltoniana no
respetara la estructura de producto del espacio cinematico, pues, ya en el
nivel clasico, su parte cuadratica en las perturbaciones las combina con va-
riables homogéneas.

4.2. Representacion de la ligadura

Antes de proseguir, veamos qué expresion toma la ligadura clasica en las
nuevas variables. Recordemos primero su estructura perturbativa:

NoH =: = =C = ?(Co +é2 ;cg) +O(®). (4.4)
El escalado por el factor 2x/o se ha introducido con el tinico objetivo de faci-
litar la comparacion con buena parte de la literatura de Cosmologia Cuanti-
ca de Lazos y, en particular, con el tratamiento de la secciéon 1.2. Los tér-
minos del miembro de la derecha de la segunda igualdad se escriben —
recordando la ecuacién (2.5a) y la forma (2.16) adoptada para las contri-
buciones cuadraticas— como

1 1
0= Ip|3/2 (_)ﬁp2 [(C - kl())2 + kYzl(Z)] +K(ni + m2|p|3¢2)) , (4.52)
K " ) “ . ~
e W(EE%”?" + 288, + PE ) (4.5b)
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a su vez, los coeficientes del término cuadratico en las perturbaciones se
obtienen de las ecuaciones (2.21):

Efn K -2_2
E' =1-——p “n%, (4.6a)
" 22 —sriZ)”

y 2
EEZn == )|p|_3ﬂ(p(7—/p(c—klo)7t¢+m2|p|3(p), (4.6b)

2(02 — 3k12
. 1 (2
i, =@+ mlpl - p” (sz[(c — k1o~ ky*13] + x (572 + m?Ip[?¢?)

K (2 2
—Wp 4(;p(c—klo)ﬂ<p+m2|pl3¢) . (4.6¢)

Como no podia ser de otra manera, el término de orden cero de la liga-
dura coincide con la ligadura del modelo sin perturbar. Gracias a ello, su
representacion es inmediata si explotamos la identificacién entre el sector
homogéneo de esta teoria y el espaciotiempo FLRW.

En cuanto a las variables inhomogéneas, su promociéon a operadores se
realizara a partir de las variables de destruccion y creacion definidas en la
ecuacion (3.4). Los correspondientes operadores de creacion y destruccién
actian de forma muy sencilla en la base de estados caracterizados por sus
numeros de ocupacion,

{19%) = [Ng,  Np oo N N, e )i NG, € 7Y NG, < oof. (@)

En ella,

d?n|"”NFn"">:hW/NF,,|""NF,,_1"">’ (4.8a)
@} |...,Ng,,...) =y [Ng, +1[... . Ng +1,...). (4.8b)

Por otra parte, el término cuadratico en las perturbaciones las entremez-
cla con las variables homogéneas. Por supuesto, estas requieren una regu-
larizacién, especialmente debido a la ausencia de un operador cuantico que
represente la variable clasica c. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurria
en los modelos homogéneos, no contamos con un procedimiento general pa-
ra regularizarlas. Solventaremos este problema siguiendo una prescripcién
basada precisamente en la experiencia acumulada en esos modelos. La idea
basica es promover las potencias de la combinacién p(c —k[() a productos de
Q;, y operadores anélogos. Explicaremos este procedimiento en mayor deta-
lle cuando particularicemos a los casos con topologia espacial concreta.
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En cuanto a las potencias inversas de p, utilizaremos para ellas la mis-
ma regulaizg@n que en el modelo FLRW. Asi, por ejemplo, invirtiendo el
operador (|p|~Y2) definido en la ecuacién (1.37), podemos densitizar el ope-
rador de ligadura C, asumiendo de momento que el estado de volumen nulo
v = 0) se desacopla del resto, como sucede en el modelo homogéneo plano (en
seguida veremos que esta suposicion puede justificarse en presencia de in-
homogeneidades y también en el modelo cerrado adoptando la prescripcion

adecuada):
—_—12 ——1/2

1 ~ (1
— Gl=
) <&
Las expresiones de €y y Cé(;’ dependen, claro estd, del tipo de secciones espa-

ciales en consideraciéon. Como hemos indicado, aqui solo trataremos los casos
en los que tienen la topologia del tres-toro y de la tres-esfera.

€ =€p+e®) €x+0(?). (4.9)
n

4.2.1. Caso plano

En la prescripcién presentada en la Introduccién para el modelo FLRW
plano, la regularizacién de la ligadura homogénea equivale, desde el pun-
to de vista operacional, a reemplazar la combinacién (pc)? por el operador
cuantico Qg, definido a partir de la ecuacion (1.42). Asi, la parte homogénea
de la ligadura, que hemos identificado con la del modelo sin perturbaciones,

es

A 6 - N
0 := —— Q0 + k(75 + m*V2¢?). (4.10)
Y

Admitiremos que este procedimiento para regularizar la combinacién (cp)?
es también valido cuando esta aparece en los términos de la ligadura cua-
draticos en las perturbaciones. Ahora bien, en ellos no solo se encuentra el
producto pc al cuadrado, sino también tal cual. Aunque podria parecer ra-
zonable promover sin mas esta otra combinacién al operador Q, hay una
razoén por la que esto es desaconsejable. Tal y como aparece definido en la
ecuacién (1.42), Qg es un operador en diferencias de paso dos en el parame-
tro v, por lo que su actuacion no respeta los sectores de superseleccién #7 de
la teoria sin perturbar. Para solucionar esto, seguimos una estrategia simi-
lar a la que se emplea en el caso homogéneo para representar el parametro
de Hubble. En concreto, representamos los productos pc con el operador en
diferencias de paso cuatro

N 1

A() =

= V12(sgnv, Nag— Noaz| V2. (4.11)
P~ [sgnv, N — Noag],
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Comparando esta expresién con la ecuaciéon (1.42), se constata que la dife-
rencia de este operador con (g, aparte de un factor dos, es la longitud de las
aristas sobre las que se calculan las holonomias, que es el doble en este caso.

Por lo demas, quedan todavia algunas ambigiiedades de orden de factores
para representar cuanticamente la ligadura. Para resolverlas, nos atendre-
mos a la siguiente prescripciéon. Como en el modelo homogéneo, dividiremos
las potencias del volumen en factores iguales a izquierda y a derecha; asi,
un término como V" f(pc), donde f es una funcién genérica, se promueve
al operador V'"2f V™2 Por otra parte, representaremos el producto ¢pmyp con
el operador simétrico [(f),ﬁ¢]+/2. Por 1dltimo, en las expresiones cuadraticas
en las perturbaciones, adoptaremos el orden normal de los operadores de
creacion y destruccion (que es precisamente el orden en el que se acaban de
enumerar). Siguiendo estas instrucciones, se obtienen los siguientes opera-
dores regularizados:

N , or (12 (a2
donde N¢, =d; df, son los operadores niimero, XF,, = (a]E ) +(az, )"y

n n

J 2v1/3_l/l\5/6 2482, (6272 +m2V%?] /1\5/6
L =m v 2 o TK|OF2)Ty +m ¢ v
3/2 ——3/2
xk (1 2. no~Y[1
“sazlv) (Fhorerm® 7)) (1132
— 6 — /6
A 1 4 . Ao A 1
e T IS

Notese que, en esta forma, la expresion final de la ligadura no depende ex-
plicitamente de la escala arbitraria /.

4.2.2. Caso cerrado

En el caso de que el espaciotiempo tenga secciones espaciales homeomor-
fas a la tres-esfera, se procede de forma andloga. Primeramente, se iden-
tifica el término de orden cero de la ligadura con la ligadura del sistema
homogéneo. Sin embargo, no utilizaremos directamente la ligadura dada en
la ecuacién (1.51), sino una obtenida adaptando a este caso la prescripcion
MMO simplificada, que presentamos en el modelo plano. Recordemos que la
prescripcion MMO se caracteriza por adoptar una simetrizaciéon en la que
desempena un papel fundamental el operador correspondiente a la funcion
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clasica sgnv. Ademas, la simetrizacion de las potencias del volumen se rea-
liza repartiéndolas equilibradamente a izquierda y a derecha del operador
de ligadura. En su version simplificada, esta prescripcion prescinde de las
correcciones provenientes de la regularizacion (1.35), lo que resulta en un
operador mas compacto en el que, con la densitizacién adecuada y si el cam-
po carece de masa, pueden desacoplarse las partes geométrica y material.
Siguiendo las anteriores directrices, la ligadura hamiltoniana densitizada
del modelo FLRW cerrado toma la forma

A 6 A A 1 A A A A
6o = (Qi+(1+y2)lgv4/3—Kv2sen2(ﬁzo))+K(ﬁ§+m2v2¢2), (4.14)

2
donde
A ]_ A .2 A .2 2 A . 2 A
O, =~ _yple [@),e—wzom%_e—wzo&_eluzo/zﬂ_z_ewlo/z] 2 (4.15)
T 4ivVA # . +

es el andlogo de Q) en este modelo con curvatura espacial. El origen de las
fases exp(+ifil(/2) esta claro a la vista de la ecuacién (1.50), en la que se basa
la regularizaciéon de la curvatura de la conexion.

En esta prescripcion, el estado de volumen nulo, [v = 0) est4 desacopla-
do y puede eliminarse, como en el caso £ = 0, lo que de hecho permite jus-
tificar la densitizacion introducida. No se trata de la dnica ventaja de la
prescripcion MMO que se extiende a la nueva topologia espacial, pues los
sectores de superselecciéon que deja invariantes la ligadura densitizada %,
son los mismos que en el caso plano: los subespacios 7 formados por esta-
dos con soporte en semirredes de paso cuatro en la etiqueta v, con extremo
lv| = € €(0,4]. En particular, los estados con distinto signo de v estan desaco-
plados.

En realidad, las fases exp(+ifil¢/2) que diferencian Q. y Qo pueden elimi-
narse, al menos en el caso homogéneo, mediante una transformacién unita-
ria (similar a la realizada en la referencia [71]) de la forma W = exp (i/¢9(v)),
siendo 9 una funcién determinada en cada semirred por la relacion de recu-
rrencia

1 1
v +4)-9()= §,a(v+4)+,a(v+2)+§,a(v) (4.16)
a partir de un valor inicial. Por ejemplo, tomando 9(¢) = [i(€)/2 se tiene que
1 2p—1
19(£+4p):§ﬁ(£+4p)+ Y. e +2q), (4.17)
q=0

con p € N. Para v asintéticamente grande, puede comprobarse, aproximando
la suma por una integral, que 9(v) ~ v¥3. Este operador unitario W trans-
forma Q2 en su homélogo del caso plano, Q% =WQ2W1, mientras que deja
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invariantes los restantes términos de la ligadura densitizada %, con los que
conmuta.

En analogia con el caso previo, representaremos los términos de la li-
gadura cuadraticos en las perturbaciones promoviendo la combinacion de
variables clasicas p?(c—1o)? al operador Q_% En cuanto al producto p(c—1y),
ya que Q. no respeta los sectores de superseleccion, lo representaremos por

~ 1 ~ - Y ~ . LA ~ .2 ~
Ap=——V12 [sgnv,e 1’”‘l°</V4pe ifilo —el“loJV_4ﬁel’”‘l° vz (4.18)
+

8ivVA

construido con paso cuatro como Ag. Nétese que la transformacién unitaria
W no sirve para eliminar las fases exp(+ifilo) presentes en este operador.
Por 1ltimo, en lo que al orden de factores se refiere, adoptaremos el mismo
que en el caso plano. La estructura del término de segundo orden es muy
parecida a la que desglosa la ecuacién (4.12); en concreto,

—1/2
o x (1
a7
2 o, \V
(4.19)

donde los operadores an y X;—’ tienen la misma forma que antes, asi como
n

.~ 1/2
(202 + F;)N: N 3 e ) o (l) ,
moo T 2 (@2 -812) T | \V

G, dado en la ecuacion (4.13b); por otra parte,

_——_5/6 oy ~2 2 —_5/6
. . 1(1 2 . 5F2)w;, — 151 no n 1
+_ . 2yr1/3 2 n 0,2 2772 72
F =m"V _Z( ) Y29++K( @%_31(2) iy +m=V=¢ )]( )

—3/2 —3/2 —1/3

K 1 2. 2A2A)2(1) 1 2(1)

- - _|= —A, Ay +mV = +=ll=| - (4.20)
2(@,%—313)(V) (Y o Y lv) T2l

Como la curvatura de este modelo lo dota de una escala adicional, en este
caso no puede eliminarse la dependencia explicita en el parametro /.

4.3. Caracterizacion recursiva de los estados
fisicos

Para completar la cuantizacién, es necesario caracterizar el espacio for-
mado por las soluciones del operador de ligadura hamiltoniana; es decir, por
los estados que aniquila. Esto puede hacerse aprovechando que la ligadura
es un operador en diferencias en v y que el valor absoluto de esta etiqueta
estd acotado inferiormente en cada una de las semirredes £, que sirven de
soporte a los sectores de superseleccion #=. Por concrecién, trabajaremos
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en /;, aunque esto no supone ninguna pérdida de generalidad. Ademas,
en consonancia con el tratamiento perturbativo realizado hasta el momen-
to, asumimos que las soluciones (que buscamos en el dual algebraico de un
subconjunto denso del espacio de Hilbert cinematico) pueden expandirse en
serie perturbativa de la forma

(P] = (Yol +€2(Pa| + O(ED). (4.21)

A su vez, cada término de la anterior expresion puede escribirse empleando
la base producto del espacio de Hilbert cinematico. Asi, por ejemplo,

@ =y ¥ f dg O @ (0] & (P| ¥ (N, v, ). (4.22)

N veLt

Por consistencia, la ecuacion de ligadura, (¥|CT =0, debe anularse orden
por orden hasta el de truncacién. Naturalmente, a orden cero se recupera
la ecuacion de ligadura para el sistema homogéneo, (‘I’oléo = 0; en otras
palabras, (Wy| es una soluciéon de la ligadura sin perturbar. Prosiguiendo
hasta el orden cuadratico en €, se encuentra que (¥q| satisface una ecuacion
similar, excepto por la presencia de un término de fuente que tiene su origen
en las inhomogeneidades contenidas en el estado de orden cero (Wy|:

) o
(¥5/Co + (ol C3) =o0. (4.23)

Los 6rdenes superiores se desprecian, en coherencia con la truncaciéon. Las
dos igualdades anteriores son ecuaciones en diferencias de segundo orden,
pero, debido a los operadores Q% y Aj, desacoplan los diferentes signos de v,
las soluciones pueden ser determinadas formalmente a partir, simplemente,
de sus valores en la seccién de volumen minimo v = €. Asi, dado Woly=¢,
Woly=e+4 puede calcularse de inmediato, e, iterando, se obtienen los valores
de ¥y en el resto de la semirred £,". De forma andloga, fijando Waly=0, ¥
conocido W, puede calcularse ¥o en toda la semirred.

Ya que los estados fisicos estdn —al menos formalmente— caracterizados
por sus valores «iniciales» en las secciéon de volumen minimo, si dotamos a
estos de un producto interno apropiado, habremos determinado el espacio de
Hilbert fisico. Esto puede lograrse imponiendo condiciones de realidad sobre
un conjunto completo de observables [133, 1. Como resultado, se obtiene
el espacio de Hilbert fisico Jfgﬁ‘t ® F.

Una ventaja del anterior andlisis es que no precisa de un contenido ma-
terial que sirva de tiempo interno, recurso habitual en Cosmologia Cuantica
de Lazos. Sin embargo, es interesante adoptar también esta estrategia alter-
nativa y comprobar a qué resultados lleva. Este es el objeto de la siguiente
seccién.
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4.4. Caracterizacion alternativa de los estados
fisicos

En un universo homogéneo e isétropo minimamente acoplado a un campo
sin masa, el valor del campo crece de forma monétona sobre cada trayectoria
clasica. Asi, puede utilizarse como tiempo global emergente. Asi lo hicimos,
de hecho, en la seccion (1.2.2), para construir las soluciones del operador de
ligadura en la cuantizacién de lazos del modelo. Si el campo tiene masa, la si-
tuacion se complica, ya que su crecimiento no es monétono; no obstante, ain
puede emplearse como un tiempo emergente de forma local. Trasladando
este enfoque al modelo perturbado, la ecuacion de ligadura puede interpre-
tarse como una ecuacion de evolucion en ¢. Por simplicidad, estudiaremos el
caso de secciones espaciales planas. Entonces, expandiendo un estado fisico
genérico en la base producto del espacio de Hilbert cinematico como en la
ecuacion (4.22), 1a ecuacién (¥|€" = 0 se transforma en la ecuacién de onda

— P05 = (Hy) +€*O) W +O(e), (4.24)
donde
/\(2) ]. A A2
HEy = ;cgo — 1y (4.25a)

(4.25Db)

1 )\t
@2 = ;(;%2 ) ﬁi:ﬁém.
Noétese que, en el término O, se ha utilizado que fti = (7%2) +O(e?) sobre
soluciones de la ligadura para eliminar las derivadas segundas con respecto
a ¢ que contienen los términos cuadraticos de la ligadura, sustituyendo el
operador ﬁi por J?éz). Este toma una expresion distinta dependiendo de la
curvatura de las secciones espaciales:

6_H2 2172 72 —-0-
K—YZQO—mV(b, k—O,

A N N A Ao A (4.26)
K_fﬁ [Q2 + (X +yDI2V43 - 1V 2sen®(lg)] - m?V2P2, k=1

2(2) _
Hy =

Parece claro que, si la masa del campo es distinta de cero, J?éz) no es en ge-
neral un operador positivo; no obstante, dado que ﬁé si lo es, esta justificado
reemplazar {;352) por su parte positiva, que denotaremos por Jgg.

El operador ®9 también contiene derivadas primeras con respecto a ¢;
haremos esto explicito mediante la notacién

B2 =20, + ['0,,7¢] , » (4.27)
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donde debe entenderse que 0@2 no contiene el operador 7iy. Teniendo esto
en cuenta, es facil obtener las expresiones explicitas de estos operadores a
partir de la ecuaciones (4.12) y (4.13), en el caso plano, o (4.19), (4.20) y
(4.13Db), si las secciones espaciales tienen curvatura positiva.

Para obtener soluciones de la ecuacion (4.24), que reexpresa la ecuacion
de ligadura como una ecuacion diferencial en ¢, adoptaremos una aproxima-
cion del tipo Born-Oppenheimer. En concreto, supondremos que la funcién
de onda puede factorizarse de la forma:

Y(N,v,¢) =y, Py, ¢). (4.28)

Ademas, asumiremos que y tiene la forma de un estado de frecuencia po-
sitiva del modelo FLRW. Esto significa que, conocido su valor inicial yo(v)
en un «tiempo» ¢pg dado, su valor en ¢ se obtiene mediante la evolucién ge-
nerada por el hamiltoniano H, que supondremos autoadjunto. De manera
explicita:

I
1(v,¢) = [e@exp(ﬁ f(p 0 b)) | xo(w). (4.29)

Aqui, 2 denota ordenacién con respecto a ¢, necesaria porque #, depende
de ese parametro (a menos que la masa m se anule). Elegiremos y¢ norma-
lizado a la unidad con respecto al producto escalar del espacio %ifla. Intro-
duciendo este ansatz en la ecuacién de onda y tomando el producto interno
con y en el espacio citado (denotaremos con (s), los valores esperados asi
obtenidos), se llega a la igualdad

— W25y —ih(2.7# —€*10,), 0w

2
=e2(%0, + [1@2,52’0]+)X1//+ih<d¢5200 - %d¢1@)2> w+0(®). (4.30)
X

La derivada dy que aperece en la anterior expresién actia sobre un operador
arbitrario O de la forma

dyO = 040 —ih[#, 0], (4.31)

analogamente a la derivada total en la imagen de Heisenberg. Si despre-
ciamos las contribuciones no diagonales de los operadores involucrados, es
decir, si aceptamos que estos no mezclan de forma significativa distintos es-
tados (ortogonales) de la geometria homogénea de fondo, la evolucion estaria
dictada por la ecuacion de segundo grado (4.30) para los estados fisicos que
admiten la factorizacion (4.28). Podemos ir todavia mas alla y aceptar una
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serie de simplificaciones que permiten dar una interpretacion fisica distin-
ta a la ecuacién de evolucién. Primeramente, admitiremos que €2 1(:)2 pue-
de ignorarse frente a #, en el factor que multiplica a la derivada primera
de v, lo que seria coherente con la truncacién perturbativa efectuada. Ade-
mas, consideraremos que la derivada segunda de v es despreciable, algo
que, si bien puede justificarse en el marco de nuestra aproximacién de Born-
Oppenheimer si el «tiempo» caracteristico del sector homogéneo es mucho
menor que el del inhomogéneo, supone evidentemente una restricciéon con-
siderable. En tercer lugar, supondremos, por conveniencia, que también po-
demos dejar de lado el dltimo valor esperado en el segundo miembro de la
ecuacion. En realidad, esta condicién puede relajarse, como aclararemos en
seguida; no obstante, si la aceptamos junto a las otras dos, conduce a la ecua-
cién de Schrodinger

(0, + [0y, 70, ),
(#),

Aqui, el operador que actia sobre ¥ en el miembro de la derecha puede
interpretarse como un hamiltoniano efectivo —dependiente del estado del
fondo, y—, que genera la dindmica de las perturbaciones en el tiempo in-
terno ¢. Sin embargo, no hay que olvidar la serie de aproximaciones que han
permitido llegar a esta ecuacion. En particular, la dltima de ellas, la condi-
cion de despreciar el término de la ecuacion (4.30) que contiene la derivada
total del operador Hy — €2 1(:)2/2, es necesaria para obtener un hamiltoniano
efectivo autoadjunto. Alternativamente, es posible despreciar inicamente su
parte de segundo orden perturbativo y mantener el término de orden cero,
ih(d(pfgo) YV, que a continuacién puede absorberse con un escalado de la fun-
cion de onda por el factor dependiente del «tiempo» (J?O)}C/ 2,

Para estados y muy concentrados cuyos picos siguen trayectorias de la
dinamica efectiva de la Cosmologia Cuantica de Lazos homogénea e isétropa,
el resultado de tomar valores esperados como los de la ecuacion (4.32) puede
aproximarse por el de evaluar las correspondientes expresiones cldsicas en
los valores esperados de las variables homogéneas. Esto permite interpretar
que la ecuacién de Schriodinger obtenida es la de una teoria de campo sobre
un espaciotiempo de fondo efectivo que, en ese régimen, gobierna los estados
fisicos.

—ihdyw = (4.32)

4.5. Cuantizacién con invariantes gauge

Para aclarar algunas cuestiones referentes a la invariancia gauge de la
cuantizacion, conviene aclarar que el procedimiento seguido puede adaptar-
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se sin grandes impedimentos a otras descripciones del sistema, incluidas las
que parametrizan el sector inhomogéneo mediante invariantes gauge pertur-
bativos. En particular, consideramos aqui por su interés fisico la descripcion
introducida para el caso plano (fijamos, pues, £ = 0) en la secciéon 2.3.1 me-
diante una transformacién canénica en el espacio de fases completo. Recor-
demos que esta transformacion lleva de la descripcion del campo adoptada
—hasta ahora— en el presente capitulo a otra en términos del invariante de
Mukhanov-Sasaki (2.34) y un momento privilegiado (2.36) que coincide con
su derivada temporal sobre la superficie de ligadura, al tiempo que corrige
las variables homogéneas con términos cuadraticos en las perturbaciones,
dados en las ecuaciones (2.41), para preservar una estructura simpléctica
diagonal hasta el orden perturbativo considerado. Las nuevas variables ho-
mogéneas, &, Ty, ¢ y Ty, redefinen el sector homogéneo y su identificacién
con el modelo no perturbado, lo que sugiere introducir

Ip|= lgazezd, pc= —)/lgUQng,; (4.33)
¢= 3(/2 , Ty = 13/20'7'[(;,. (4.34)
lyco

Estas definiciones difieren de las dadas en las ecuaciones (4.1) y (4.2) tan solo
por términos de segundo orden perturbativo, y por consiguiente coinciden
con ellas cuando desaparecen las inhomogeneidades.

Como vimos en la seccién 2.3.1, la transformacion canénica, a pesar de
su complejidad, simplifica considerablemente la ligadura hamiltoniana. Por
supuesto, la estructura perturbativa de la ecuacion (4.4) se mantiene. Como
en ocasiones anteriores, la expresion del término homogéneo Cy no cambia
su forma, dada por la ecuacion (4.5a) particularizada al caso & = 0, al que
se restringe ahora la discusion. En cuanto al término cuadratico, de acuerdo
con las ecuaciones (2.44), toma sobre la superficie de ligadura la expresion

C3 = ——(n2, +13%E0,32), (4.35)

Vipl -

donde, por conveniencia, se han escalado los modos del invariante de Mukhanov-
Sasaki y su momento, en analogia con las ecuaciones (4.3):

Vn

Vp = e My, = 1321y, (4.36)

La expresion del coeficiente EEZq en la parametrizacion adoptada se obtiene
facilmente a partir de la ecuacion (2.44c¢):

4
T

(pe)? )’

l%EE"qu = (D%+m2|p|+2yk%¢n¢—

2 Tx 252
P(pc)Z— ?ni+% (4.37)

p2
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La cuantizacion del sistema en esta nueva descripcion puede hacerse si-
guiendo el mismo procedimiento explicado en las secciones anteriores. Sin
embargo, la representacion de la ligadura hamiltoniana en el espacio de
Hilbert cinematico %gl:t ®J£§;a ® &, se ve obstaculizada porque contiene
potencias negativas del producto cp. Para regularizar ese tipo de combina-
ciones de las variables clasicas, sin analogo cuantico directo, es necesario
generalizar la prescripciéon empleada en la secciéon 4.2.1. En el caso de po-
tencias pares —positivas o negativas— del tipo (c¢p)?” (con r € Z), la exten-
sion parece obvia: promoverlas a potencias Q(Z)’ del operador Q, dado en
la ecuacion (1.42). Para respetar los sectores de superseleccion del modelo
no perturbado, las potencias impares, es decir, de la forma (cp)®>"*1, deben
tratarse aparte. En concreto, las representaremos como 1Q01" Ao, siendo
Ag el operador definido en la ecuacion (4.11) y IQOI, la raiz cuadrada de fl%
(definida por descomposicion espectral).

El resultado es una ligadura que, en su versiéon densitizada, puede ex-
pandirse perturbativamente como en la ecuacién (4.9), con un término de
orden cero dado por la ecuacion (4.10) y términos cuadraticos que pueden
escribirse, en analogia con la ecuacion (4.12), de la forma

—-1/3 —-1/3

. k(1 9 A 1, & 1
Co = (I)_n(V) [(Qa)n +F,) Ny, + QFnX\fn (V) , (4.38)
S ot _ (2T V20 (5 V2 i
con N, =dy,dv, y Xy, =(dv,)” +(dy,)", mientras que
F,=F, +['F, 7], (4.39)
donde, a su vez,
—2/3 —2/3
R , 1 2 ., Tk Y22 . 1
0f _ . 27r2/3 2 .2 2.4
Fn =m V - (V) (PQO—?H¢+TQO ”([J) (v) , (4403.)
'F, = yxVB1001 7 Aol Qol V. (4.40b)

La busqueda de soluciones de la ligadura hamiltoniana puede realizarse
por cualquiera de los métodos seguidos en las secciones 4.3 y 4.4; de hecho,
la discusion realizada en ellas es lo suficientemente general como para apli-
carse también a esta cuantizacién. En concreto, si se sigue el tratamiento
de la seccion 4.4 y se asume la validez de las aproximaciones alli detalla-
das, la ecuacién de ligadura se convierte en la ecuacién diferencial (4.32), de
primer orden en ¢ (una ecuacion de Schrodinger, interpretando el modo ce-
ro del campo como un tiempo interno). Por supuesto, aunque la ecuacion es
formalmente idéntica, los operadores 0(:)2 y 1(:)2 actuan de forma diferente.
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En este caso, es especialmente facil obtener sus expresiones a partir de la
ecuacion (4.38) gracias a la descomposicion (4.39) adoptada para el operador
F,.

En esta cuantizaciéon en términos de la variable de Mukhanov-Sasaki, la
ecuacion de Schrodinger obtenida puede compararse directamente a la deri-
vada por I. Agullo et al. [131, 1, aunque su descripcién del campo difiere
de la adoptada aqui en un escalado por el factor de escala de la geometria de
fondo. Esto no es baladi: aunque en ambas descripciones se llega a la con-
clusiéon de que la dindmica de las inhomogeneidades esta gobernada (en un
cierto régimen) por una teoria cuantica de campo, solo en la que nosotros pro-
ponemos puede implementarse de forma unitaria esa dinamica (si ademas
se exige que el vacio sea invariante bajo traslaciones espaciales, de acuerdo
con lo argumentado en la seccion 4.5). Por lo demas, los hamiltonianos efec-
tivos de uno y otro tratamiento se distinguen por el orden en el que se toman
productos y valores esperados. Esta diferencia puede atribuirse a ambigiie-
dades en la cuantizacién concernientes al orden de factores y, en cualquier
caso, sus efectos no deberian de ser importantes sobre estados del fondo con
muy poca dispersion, sobre los que se espera que las inhomogeneidades se
propaguen como en un espaciotiempo efectivo. Este es, en particular, el régi-
men que se estudia numéricamente en las referencias [130, 1.

4.6. Discusion

Combinando una representacion de lazos del sector homogéneo con una
representacion de Fock privilegiada de la perturbacién del campo material
(convenientemente escalada, de acuerdo con los resultado del capitulo 3) y
tomando el producto tensorial de los espacios de Hilbert cineméticos aso-
ciados, hemos sido capaces de construir uno para el sistema completo, en
el que representar el algebra de las variables fundamentales. La represen-
tacion polimérica de las variables homogéneas se ha introducido mediante
una identificacién natural entre el sector homogéneo del espacio de fases y
el del modelo propiamente homogéneo. Esta identificacién nos provee al mis-
mo tiempo de una representacion del término homogéneo de la ligadura ha-
miltoniana, convenientemente regularizado. Los términos de segundo orden
perturbativo combinan variables de uno y otro sector, por lo que no respeta-
ran, una vez promovidos a operadores, la estructura de producto del espacio
de Hilbert cinematico. Para llevar a cabo esa promocién, no obstante, es ne-
cesario regularizar de alguna forma ciertas combinaciones de las variables
homogéneas involucradas, que, como ocurria en el modelo FLRW, carecen de
un analogo cuantico directo. Hemos salvado este obstaculo extrapolando las
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soluciones encontradas en el tratamiento de modelos homogéneos, para los
que pueden seguirse procedimientos sistematicos. Al hacerlo, se ha tomado
la precaucion de garantizar que el operador de ligadura resultante respete
los sectores de superseleccion del modelo sin perturbar, ya que de otro modo
seria dificil justificar la coherencia del tratamiento perturbativo.

La ligadura cuantica asi construida es un operador en diferencias finitas
en la etiqueta v, cuyo valor absoluto es proporcional al volumen homogé-
neo del sistema. Las relaciones de recurrencia que impone este operador en
sus soluciones permiten determinarlas completamente en cada sector de su-
perseleccion a partir sus valores iniciales en la seccion de volumen minimo
correspondiente. De esta forma, puede identificarse el espacio de Hilbert fi-
sico con un espacio de datos iniciales. En consecuencia, el espacio de Fock
utilizado como parte integrante del espacio de Hilbert cinemaético reaparece,
a pesar de la accion no factorizable de la ligadura, como un factor del fisico,
en producto tensorial con el espacio asignado al modo cero del campo escalar
(cuantizado de manera estandar).

Alternativamente, pueden caracterizarse los estados fisicos como solucio-
nes de una ecuacion diferencial de segundo orden en el modo cero del campo
escalar, ¢, que podemos entender como un tiempo interno. Esta identifica-
ciéon da pie a introducir una aproximacion del tipo Born-Oppenheimer ha-
bitual en fisica atémica y molecular: expresamente, factorizar la funcion de
onda como el producto de un estado de la geometria de fondo y el «tiempo»
¢ y otra funciéon que dependa exclusivamente de ¢ y las inhomogeneida-
des. Tomando valores esperados en el primero, se obtiene una ecuacién de
evolucion para la funciéon de onda de las inhomogeneidades, a la que puede
restringirse la discusion si se ignoran las contribuciones no diagonales en
el fondo de los operadores geométricos homogéneos involucrados. Admitire-
mos que, en cierto régimen, la variacion «temporal» de la funciéon de onda
es lo suficientemente suave como para permitir despreciar su derivada se-
gunda, asi como algunos términos de la ecuacién que involucran derivadas
de operadores. Asumiendo, por ultimo, que los operadores de segundo orden
perturbativo pueden despreciarse frente a los de orden cero, se obtiene una
ecuacion de Schrodinger para la funcién de onda de las inhomogeneidades
similar a la obtenida por I. Agullo et al. [130-132], si bien el rango de validez
de la misma esta severamente restringido por las aproximaciones necesarias
para llegar hasta ella. El rigor de esta limitaciéon no debe entenderse como
un inconveniente de nuestro formalismo; al contrario, se debe a que este es,
precisamente, mas riguroso. En efecto, la truncacion a orden cuadratico en
la accién nos permite conservar una estructura simpléctica y ligaduras?, por

2Una reciente discusién sobre la aplicacién del formalismo hamiltoniano al tratamiento
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lo que hemos podido seguir escrupulosamente el algoritmo de cuantizacién
canonica, algo que no permite su esquema de truncacion a primer orden en
las variables de Ashtekar-Barbero y el campo escalar [131].

Existe, ademas, otra diferencia importante entre el enfoque adoptado en
las referencias [130-132] y el nuestro. Sobre estados del fondo muy concen-
trados —en los que el valor esperado de una combinacién de operadores fun-
damentales coincida en buena aproximacioén con la combinacién de valores
esperados de dichos operadores— la ecuacién de Schrodinger obtenida per-
mite interpretar que la propagacion de las inhomogeneidades esta regida
por una teoria cuantica de campo sobre un espaciotiempo de fondo efecti-
vo. De hecho, I. Agullo et al. arguyen que esta interpretacion puede hacerse
con independencia del estado del fondo, a condicion de vestir el espaciotiem-
po incluyendo ciertos momentos de orden superior. Como se argumenté en la
seccién 3, para que en la representacion de Fock asociada puedan implemen-
tarse las simetrias del fondo de forma natural y la dinamica unitariamente,
es imprescindible elegir la descripcién del campo correcta (y, en particular,
su escalado), lo que tuvimos en cuenta para fijar la parametrizacion del sis-
tema.

En realidad, hemos aplicado el procedimiento de cuantizacion explicado
a dos parametrizaciones distintas del modelo, mas una tercera en la fijacion
de gauge alternativa que se aborda en el apéndice C. La primera de ellas
describe las perturbaciones usando el campo escalado y su momento conju-
gado. Para facilitar la discusion sobre la dependencia de los resultados en el
gauge, fijado clasicamente, en la seccion 4.5 planteamos también una cuan-
tizacion en términos de invariantes gauge perturbativos; concretamente, la
variable de Mukhanov-Sasaki (con el escalado adecuado) y su derivada con
respecto al tiempo conforme. Las variables homogéneas de una y otra pa-
rametrizacién difieren inicamente en términos cuadraticos en las perturba-
ciones, necesarios para diagonalizar la estructura simpléctica hasta el orden
considerado. En el caso plano, la expresion de la ligadura hamiltoniana como
funcion de las variables homogéneas corregidas, el invariante de Mukhanov-
Sasaki y su momento es, hasta orden cuadratico en estos, formalmente in-
dependiente del gauge adoptado. En este sentido, la cuantizacion del modelo
en dicha parametrizacion es universal. No obstante, las correcciones de las
variables homogéneas no son las mismas si, como se hace en el apéndice C,
se eligen otras condiciones de fijacion de gauge.

Por supuesto, una demostracion definitiva de que la cuantizacion pro-
puesta no depende esencialmente de la fijaciéon de gauge requeriria cuanti-
zar el sistema antes de la reduccion, una tarea complicada, pero factible a

de perturbaciones cosmolégicas puede encontrarse en la referencia [117].
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la luz del trabajo ya realizado. Una posible forma de atacar el problema es
realizar una transformacion canénica a un conjunto de nuevas variables que
incluyan el invariante de Mukhanov-Sasaki y las propias ligaduras linea-
les [135]. Imponer estas en la teoria cuantica seria entonces muy sencillo.
La cuantizaciéon del sistema sin fijar ningin gauge permitiria ademas dis-
cutir las modificaciones del algebra de ligaduras que los métodos efectivos
proponen (véase, por ejemplo, la referencia [117]).
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Capitulo 5

Estudio de la dinamica efectiva
de la cuantizacion hibrida de
perturbaciones cosmoldégicas

En el capitulo anterior se ha presentado la cuantizacién hibrida del mo-
delo FLRW con perturbaciones escalares para dos de las posibles topologias
espaciales. Aunque se han podido caracterizar los correspondientes espacios
de Hilbert fisicos, la complejidad de la ligadura nos ha impedido obtener
sus soluciones de forma explicita. Evidentemente, esa dificultad constitu-
ye un serio obstaculo para nuestras pretensiones de extraer informacion de
los modelos construidos. Por eso, como primera aproximacién al problema,
decidimos investigar la dinamica efectiva que, a tenor de lo encontrado en
los modelos homogéneos, cabe esperar que sigan ciertos estados semiclasicos
en estos sistemas. A diferencia de otros trabajos sobre la dinamica efectiva
de perturbaciones cosmolégicas en Cosmologia Cuantica de Lazos, nosotros
contamos con un modelo cudntico del que derivar esa dinamica, lo que per-
mitiria, llegado el momento, comprobar la validez de esta.

El estudio analitico y numérico que presentaremos a continuacion tiene
como referencia el realizado en las referencias [96, 97] para la cuantizacion
hibrida del modelo de Gowdy en el tres-toro con polarizacién lineal. Recor-
demos que en este modelo, que se presenté brevemente en la seccion 1.2.4,
el tratamiento de las inhomogeneidades no es perturbativo, por lo que cabia
temer que las singularidades que la cuantizacién de lazos evitaba en el ca-
so homogéneo reaparecieran al introducir un nimero infinito de grados de
libertad adicionales. Un analisis cuidadoso de las ligaduras y de las ecuacio-
nes efectivas demostré, junto a su integracion numérica, que ese no era el
caso [96, 97], ya que los rebotes persisten en presencia de inhomogeneidades
(salvo quiza realizando un ajuste fino del las condiciones iniciales). También
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se encontré un fenémeno notable en el comportamiento estadistico de las in-
homogeneidades [97]: si la amplitud de estas es originariamente pequena,
aumenta durante el régimen en el que se produce el rebote; por contra, se
mantiene constante si era importante en un principio (es decir, con suficiente
anterioridad al rebote).

Estudiamos solo el caso de secciones espaciales planas, por su mayor sim-
plicidad y por ser el méas tratado en cosmologia. Supondremos ademéas que
el campo escalar que llena el espaciotiempo carece de masa. Aunque esto
excluye directamente la posibilidad de que el modelo albergue (suficiente)
inflacién, facilita notablemente la integraciéon numérica de las ecuaciones
efectivas, que se vuelven inestables precisamente al comienzo de la infla-
cion.

Otra simplificacion, dificilmente evitable cuando se pretende realizar un
tratamiento numérico, ha sido la truncacion del sistema a un ntamero finito
de grados de libertad, realizada tomando tan solo modos inhomogéneos cuya
frecuencia se encuentre por debajo de un cierto umbral variable.

Para derivar la dinamica efectiva, hemos partido de la cuantizacién en
términos del campo escalado en el gauge longitudinal. Aunque podriamos
haber utilizado la cuantizacion en términos de la variable de Mukhanov-
Sasaki (o, equivalentemente, del campo escalado en el gauge alternativo que
se explora en el apéndice C), esta parametrizacion tiene el inconveniente de
que en la ligadura y, por ende, en las ecuaciones de movimiento aparece el
inverso del producto pc, que, a nivel clasico, divergiria en un rebote. Aunque
en la dinamica efectiva dicha cantidad se ve corregida, si las correcciones
de holonomia se introducen como se explica en la préxima seccién, no evi-
tan la divergencia en el rebote. Evidentemente, esto también supondria un
obstaculo para la integracién numérica de las ecuaciones efectivas.

5.1. Ecuaciones efectivas

Recordemos que, debido a la discontinuidad de la representaciéon poli-
meérica adoptada para los grados de libertad homogéneos de la geometria,
la variable clasica ¢, que en el modelo homogéneo e isé6tropo determina la
conexion de Ashtekar-Barbero a través de la ecuacién (1.18), carece de re-
presentacion en la teoria cuantica, lo que solucionamos regularizandola en
términos de holonomias de la conexion que resultaban ser combinaciones li-
neales de las exponenciales complejas N = exp(ific/2). Ahora bien, debido a
la dependencia del parametro i en la variable p en el marco de la dindmica
mejorada, las correcciones de holonomia resultan més sencillas de manejar
si se introducen las nuevas variables b := |p|2¢, y sgn(p)V, canénicas salvo
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un factor, pues {b,sgn(p)V} = yx/2. Recordemos que V =| pl32 es el volumen

fisico del espaciotiempo de fondo. En la practica, podemos ignorar el signo
de p (suponiendo, por ejemplo, su positividad), ya que no cambia sobre las
trayectorias de la dinamica efectiva.

Por lo demaés, emplearemos, como en la seccién 4, la parametrizacion del
campo escalar en términos de los pares canénicos (¢,7) —para el modo
cero—y (?n,n;n) —para los modos inhomogéneos—, que solo difieren en fac-
tores constantes de las correspondientes variables con raya empleadas en la
seccion 2. En esencia, las variables Fn son los modos de la perturbacion del
campo material escalados por el factor de escala de la geometria FLRW de
fondo, mientras que sus momentos coinciden con sus derivadas en el limite
ultravioleta.

Como se argumento en la seccién 4, motivados por la Cosmologia Cuan-
tica de Lazos homogénea, las potencias pares (pc)?” = (Vb)?" (r € Z) en la
ligadura clasica puede promocionarse en la teoria cuantica a los operado-
res Q(z)r construidos a partir de la definicién (1.42) de . Para obtener la
ligadura efectiva a partir de su version cuantica, basta con reemplazar los
operadores fundamentales por sus analogos clasicos. El proceso completo es
equivalente a realizar la siguiente sustitucion en la ligadura de partida:

sen(vAb)
—\/K .

Las potencias impares (Vb se trataron de forma diferente en la cuanti-
zacion, para preservar los sectores de superseleccion del modelo no pertur-
bado. En concreto, se representaron por 1Q01" AglQol", con el operador A de-
finido en la ecuacién (4.11). Por consiguiente, podemos esperar las siguientes
correcciones de holonomia para estas potencias impares:

(VB> —Q2, con Qg :=V (5.1)

)2r+1

sen(2V/Ab)
2VA

Se trata ahora de aplicar las anteriores sustituciones a la ligadura clasi-
ca, desglosada en las ecuaciones (4.4), (4.5) y (4.6), particularizando ademas
al caso en el que las secciones espaciales son homeomorfas al tres-toro (k£ = 0)
y el campo material carece de masa (m = 0). Como resultado, el término ho-
mogéneo C\ se convierte en

(Vb)) *1 s Q27 Ay, con Ag:=V (5.2)

1 6 9

mientras que los coeficientes PE” | FE ar Y Equ de los términos cuadraticos
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Cg se transforman en

K ”i
Ezn
Ero=1- -~ % (5.4a)
g 202 V43
2
y my Ao
Bggn _cDLy o (5.4b)
n
3 1[92 bk 2k (Mpo)>
Epn _ ~2 (') 2 $420
qu_wn 2V 4/3 (YQ T 9 <P) 5)%)’2 ( V4/3) ) (5.4¢)

Para no sobrecargar aun mas la notacién, no distinguiremos explicitamen-
te estas funciones efectivas de las clasicas. Siempre que aparezcan en esta
seccion, debe entenderse que se trata de las primeras.

La primera ecuacién que deben satisfacer las nuevas variables es, por
supuesto, la propia ligadura, C = 0. De esta se derivan ademas las ecuacio-
nes dinamicas efectivas, tomando corchetes de Dirac. Si elegimos el lapso
0Ny = V13 y denotamos por 7 el tiempo asociado (relacionado con el tiempo
conforme 7 por un factor constante, dn = [(d#), las ecuaciones de Hamilton
de las variables homogéneas se escriben

d(/) o n n O\ f n
d_ﬁ:m _Z({¢7EE ngn-i_z{qbaEEqﬂ}fnnfn { EE q}fz)

+0(e?), (5.5a)
d
P _ —0(d), (5.5b)
dn
db Y (62 2 Y
ai 4V5/3( Q +K”¢) € 1ov23 ;CQ

—Z ({6, "Efan? +2{0, "E Humy, +1{b,"E ) + OG), (5.50)
dv. 3 1/3 2 Ezin Ezan g2 3
T YV Ao+ > (2{V, By Mamy +{V,RE} M)+ 0D, (5.5d)
n

donde los corchetes no nulos de las variables homogéneas con los coeficientes
del término cuadratico de la ligadura hamiltoniana son

o K 7I¢>
{o,"E7,} = a2y (5.6a)
2K 7T¢A0
R o (5.6b)

yoZ V2
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8 7T¢A2
Exn 0
E" L =— By + 5.6
{‘P q} 2V4/3 g ,}/Q(D% V4/3 (5.6¢)
2 7'[2
E YKT "o
{6, "} = 2 552 VI (5.6d)
2 7'[2/\0
{0,y = 257 VI (5.6e)
~ V3
2 2A2
E yk 1 [ Q5 g A T
{6,"Eq,} = 6 Vi3 (_F+5K”¢ Y 2ol V4/3 (5.6f)
2
{V EEnn} _VCOS(ZV b), (5.6g)
x A 2
0
{V EEnq} V1/3 2V4/3 ——cos(2VA b)) (5.6h)

Como puede verse, el momento del modo cero del campo escalar es una cons-
tante de movimiento en este modelo (hasta el orden de truncaciéon), como
ocurre en el modelo homogéneo e isétropo. Esta es una de las caracteristi-
cas que simplifican considerablemente el analisis cuando la masa del campo
material se anula.

En cuanto a las perturbaciones, su evolucion en el sistema efectivo esta
gobernada por las ecuaciones diferenciales (lineales en virtud de la trunca-
cion efectuada)

dn =P +PE] e+ 0(), (5.7a)
dr;
_m _ _E Epn ¢
T Epm; —"E} fa+00e). (5.7b)

Como ya hemos expuesto, estas ecuaciones no mezclan modos y pueden com-
binarse en una ecuacion de segundo orden para Fn que, despreciando tér-
minos subdominantes en el ultravioleta, es de tipo Klein-Gordon con una
masa dada por una funcion de las variables homogéneas. Esta ecuacion es la
analoga de (2.27) —o (2.28)—, pero con la inclusion de las correcciones de ho-
lonomia, los factores [y que provienen del escalado constante del campo (4.3)
y del tiempo y la particularizacién al caso en el que &£ y m se anulan. Asi,

azf, 1 dFE? df,

O(e) = — = — —
dn2  Egr». di df

Ez Ez >
_d EZ”_,_ En dEEgﬂ

Erxvn E3 E 13 2
+ EZIL(I Eﬁﬂ - ( Egﬂ) dﬁ EEn dT]
2,4

fn. (5.8)



116 5.1. Ecuaciones efectivas

El factor que multiplica a f, puede descomponerse, como en la ecuacion (2.28),
en la suma de un término dominante en el ultravioleta, (I)?L, y otro término
analogo al cuadrado de la masa efectiva, o, ya que puede tomar valores ne-
gativos, al coeficiente de un potencial cuadratico, cuya parte dominante en
el limite ultravioleta es

1 (Qﬁ Tx 2) 11x 7

§ = _2V4/3 Yz + ?TE(J) =~ ——_¢ + 0(62)- (59)

6 V4/3

La ultima igualdad hace uso de la ligadura, despreciando términos pertur-
bativos. Como puede verse, la magnitud de s disminuye al crecer el volumen
homogéno; de hecho, tiende a cero asintéticamente. A frecuencias bajas, §
presenta correcciones $,,, que decaen con w,>.

Por otra parte, el factor que multiplica a la derivada primera de f, enla
ecuacion (5.8) es subdominante en el ultravioleta. Ademas, tiende también a
cero al crecer V. En consecuencia, concluimos que la ecuacién (5.8) se apro-
xima a la de los modos de un campo libre tanto en el limite ultravioleta como
a volumenes suficientemente grandes.

Debido a la presencia de inhomogeneidades, la densidad de energia obte-
nida del tensor de energia-momento varia espacialmente en cada seccién de
t constante. No obstante, tomando la ligadura hamiltoniana, podemos defi-
nir una densidad promedio efectiva que no solo incluya la contribucién de las
perturbaciones materiales, sino también de las métricas. Explicitamente,

Peff := Po + ezpz, (5.10)
donde cada componente vale
2
b4 1
¢ n
= =— E C?o. 5.11
PO 2‘72 ’ ,02 21(‘7 —~ 2 ( )

De la anulacién de la ligadura sobre soluciones, se desprende de inmedia-
to que la densidad efectiva pe alcanza su maximo p. = 3/(y?xA) cuando
VAb = 71/2. En el limite homogéneo, este evento coincide con el minimo del
volumen, ya que la derivada de V se anula, de acuerdo con la ecuacion (5.5d).
Sin embargo, al incorporar la reaccién del fondo en dicha ecuaciéon dinamica,
los dos sucesos dejan de coincidir (como veremos en la seccién siguiente), ya
que el corchete dado por la ecuacién (5.6g) no se anula al hacer vVAb = 7/2.
Un analisis cuidadoso revela que esta pérdida de sincronizacién puede acha-
carse a la prescripcion (5.2) adoptada para sustituir el producto Vb en el pa-
so de la ligadura clasica a la efectiva. De haber tratado este producto igual
que (Vb)?, reemplazandolo simplemente por Qg (lo que no supone ninguna
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diferencia a primer orden en b), el maximo de la densidad efectiva y el mi-
nimo del volumen homogéneo se alcanzarian simultdneamente, como en el
modelo homogéneo.

5.2. Resultados numéricos

En esta seccion se exponen los resultados de nuestro estudio numérico de
la dinamica efectiva, que consisti6 en la integracion de las ecuaciones de Ha-
milton (5.5) y (5.7) utilizando un método adaptativo de Runge-Kutta [136]
de 6rdenes 8 y 9. Con él propagamos diferentes condiciones iniciales des-
de la rama del universo en contracciéon a través del rebote hasta la rama
en expansion. En realidad, inicialmente utilizamos un método adaptativo
de o6rdenes 4 y 5, variando en ambos casos el parametro de tolerancia que
controla el tamano de los pasos de integraciéon. Al comprobar que se repro-
ducian cualitativamente los resultados, ganamos confianza en la estabilidad
de la integracion. Los valores numéricos que asignamos a las constantes del
modelo sonk =1, h=1y y=0,23753296.

En el planteamiento de nuestro estudio, hemos distinguido dos tipos de
universos, en funcién de si la importancia de las inhomogeneidades que al-
bergan permite o no despreciar su reaccion sobre el fondo. A continuacion,
se trata cada caso por separado.

5.2.1. Universos muy cercanos a la homogeneidad

Empecemos considerando soluciones en las que la reaccién de las pertur-
baciones sobre el fondo es lo suficientemente pequefia como para poder des-
preciarla. Las variables homogéneas siguen entonces las trayectorias de la
dinamica efectiva del modelo homogéneo, que describimos en la secciéon 1.2.2
(véase por ejemplo la figura 1.1). En ellas, el universo se contrae mientras
la densidad de energia aumenta hasta alcanzar un méaximo p., que coincide
con el minimo del volumen del sistema; tras el rebote, el universo comienza
a expandirse.

Las inhomogeneidades se propagan sobre ese fondo, que en esta apro-
ximacion es insensible a ellas. La propagacion esta regida por la ecuacion
de tipo Klein-Gordon con correcciones (5.8), y, por tanto, por el de las dife-
rentes funciones del fondo que aparecen en ella. En particular, la figura 5.1
ilustra la evolucion sobre una trayectoria efectiva de la cantidad que hemos
identificado como el coeficiente de un potencial efectivo: como puede verse,
su magnitud es pequefia a voliumenes grandes, pero en un entorno del re-
bote puede llegar a ser dominante frente al término @2 (especialmente para
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Figura 5.1: Evolucién del coeficiente del potencial cuadratico que aparece
en la ecuacion de tipo Klein-Gordon (5.8). Se han dibujado tanto su limite
ultravioleta s como el coeficiente § + S correspondiente al primer modo no
cero (con (I)? = 472). El rebote se produce en el centro de la imagen, sefialado
con una recta vertical. La trayectoria del fondo homogéneo esta caracteri-
zada por los valores iniciales V(fj) = 10° y vAb(ijg) = 0,9999n (ryp queda
determinado por la ligadura), como en la figura 1.1.

modos bajos). Sumando esto a las consideraciones sobre el término disipati-
vo de la ecuacion, llegamos a la conclusién de que es en la proximidad del
rebote cuando pueden producirse fenomenos de interés, lo que confirma la
figura 5.2. En ella se aprecia que la amplitud de las variables de destruc-
cién (3.4) con las que puede parametrizarse el campo se mantiene constante
muy aproximadamente a volimenes grandes, pero comienza a oscilar de for-
ma brusca al acercarse al rebote. Después de este régimen transitorio, la
amplitud se estabiliza en un valor nuevo, que puede ser mucho mayor que
la inicial; de hecho, hemos constatado que en promedio se ve muy amplifi-
cada para frecuencias bajas. Para comprobarlo, hemos realizado un analisis
estadistico, basado en el tratamiento que se hace en la referencia [96] de la
dinamica efectiva derivada la cuantizacion hibrida del modelo de Gowdy.

La estrategia es la siguiente. Primeramente, en un cierto instante 7jg su-
ficientemente alejado del rebote hacia el pasado, fijamos unas determinadas
condiciones iniciales para las variables homogéneas, mientras que asigna-
mos valores aleatorios a las inhomogeneidades partiendo de la suposicion de
que las perturbaciones se encontraban originariamente en el estado de vacio
asociado a la representaciéon de Fock adoptada. Asi, elegimos una distribu-
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Figura 5.2: Variacion de la amplitud de dos modos perturbativos con el vo-
lumen V sobre la trayectoria del fondo de la figura 5.1. E1 modo mas bajo
sufre una amplificacién considerable a través del rebote, mientras que el de
frecuencia @9 no cambia significativamente su amplitud.

cién de probabilidad que imite las fluctuaciones cuanticas de dicho estado;
en concreto, escribimos las variables de aniquilacién asociadas en la forma

az, (7o) = An(fio)em ™, (5.12)

y elegimos los valores de A, (7o) ¥y 6z (7o) siguiendo, respectivamente, una
distribucién gaussiana de media cero y dispersion ¢ y una distribucién uni-
forme en el intervalo (0,27]. Debido a la linealidad de las ecuaciones de mo-
vimiento de las perturbaciones, la eleccion del parametro o es irrelevante,
siempre y cuando sea lo suficientemente pequeiio como para justificar el des-
preciar la reacciéon de las inhomogeneidades sobre el fondo. Fijadas estas
distribuciones, se efectué un gran nimero de simulaciones integrando las
ecuaciones de Hamilton hasta un tiempo final 7j¢, que elegimos simétrico al
inicial respecto del rebote, en el sentido de que V(ijf) = V(7j9). Dado que la
dinamica de los modos se distingue tan solo por el valor de w%, puede pro-
mediarse sobre cada autoespacio del operador de Laplace-Beltrami. Cuando
dispusimos de una muestra lo suficientemente grande (de al menos un cen-
tenar de trayectorias para cada modo), realizamos un analisis estadistico de
los datos.

Los resultados se recogen en la figura 5.3, en la que se muestra, en fun-
cion de la frecuencia @, y para tres trayectorias diferentes del fondo homo-
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géneo, la media y la dispersion tipica de la cantidad

laz (| —laz (fo)l
Alag |:==—= —=
" lag, (70)]

, (5.13)

que da cuenta del incremento relativo de la amplitud de las inhomogenei-
dades, asi como de la fase final 6;n (77¢) de las variables de aniquilacién. La
primera conclusiéon que puede extraerse es que, como adelantamos, la am-
plitud de las perturbaciones aumenta en promedio durante el régimen do-
minado por las correcciones cuanticas del fondo. El factor de amplificacién
es tanto mayor cuanto mayor es el tamano del universo en el momento del
rebote, y decae con la frecuencia, de forma que los modos ultravioleta no
se ven practicamente amplificados. Superpuesta a esta tendencia hay una
modulacion oscilatoria, cuyo periodo también crece con @,,. Este patron os-
cilatorio es una novedad de este modelo, pues no se encontré nada parecido
en el de Gowdy. Para descartar que este fenémeno sea una consecuencia ar-
tificial de la fijacion de gauge, la figura 5.4 muestra que los resultados se
reproducen cualitativamente si el sistema se parametriza en términos del
invariante de Mukhanov-Sasaki. Cuando el contenido material del universo
es un campo escalar sin masa y las secciones espaciales son planas, la trans-
formacion canodnica entre los pares (Fn,n;n) y (Vp,my,), dada en general por
las ecuaciones (2.34) y (2.36), esta determinada por los coeficientes

A, =1- in_i (5.14a)
n @2 V43’ :
2
l;_(? - _%Vng’ (5.14b)
10Cr, = Z_KVZ/%Z) [1 + @%‘2;4/3 (%Vzb2 - gnfb)] , (5.140)
2
D, = 1+%%(%V%2—gné). (5.14d)

A su vez, la relacion entre las variables de aniquilacion asociadas a una y
otra parametrizacion viene dada por la ecuacion (3.31).

La asimetria encontrada en la distribucién de las amplitudes en los ins-
tantes 7)o y 7jr tiene como contrapartida una asimetria en la distribucién de
las fases. No podia ser de otra manera, ya que la dinamica efectiva es in-
variante bajo la inversion temporal. Mientras que las fases iniciales 5Fn(f’0)
se encontraban uniformemente distribuidas, las fases finales 6z (7}y) tienden
a alinearse en torno a dos angulos opuestos, es decir, que difieren en 7 ra-
dianes. Los angulos atractores dependen del modo de una forma que, si bien
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Figura 5.3: Amplificacion de los modos y alineamiento de sus fases tras el
rebote sobre tres trayectorias del fondo, distinguidas por el valor minimo
del volumen, V;. Los puntos muestran el promedio sobre simulaciones y
las barras, la desviacién estandar. Por convenio, 6Fn(ﬁf) € (0,7m]. Se eligie-
ron como condiciones iniciales \/Kb(ﬁo) = 0,99997n y diferentes valores de
V(f)o) y determinado 7y por medio de la ligadura; en concreto a) V(fjo) = 10°,
b) V(#j9) = 5-10% y ¢) V(ijo) = 10”. Los valores iniciales de las inhomogeneida-
des se tomaron aleatoriamente siguiendo las distribuciones descritas en el
texto, con o = 10710,
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Figura 5.4: Amplificaciéon de los modos y alineamiento de sus fases tras el
rebote sobre tres trayectorias del fondo, en la parametrizacion adaptada a
la variable de Mukhanov-Sasaki. Las graficas son analogas a las de la figu-
ra 5.3, y las condiciones iniciales fueron elegidas como en ellas.
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queda oscurecida por la periodicidad, parece ser aproximadamente lineal en
@y, como se aprecia especialmente en la figura 5.3c. La dispersién en torno
a dichos angulos también varia de un modo a otro y, en particular, es consi-
derable en los modos que menos amplificacion sufren. Aplicando la simetria
bajo inversion temporal del sistema, podemos argumentar que solo los modos
con una fase inicial muy concreta se atentan en el régimen cuantico, y por
eso la amplitud se amplifica en promedio (habida cuenta de la distribucion
de fases iniciales uniforme que hemos escogido).

5.2.2. Universos con mayores inhomogeneidades

Si las inhomogeneidades son mayores, aunque todavia lo suficientemen-
te pequenas como para que el tratamiento perturbativo esté justificado, no
puede despreciarse la reaccién de las mismas sobre el fondo, y hay que te-
ner en cuenta los términos cuadraticos en las perturbaciones que corrigen
las ecuaciones de movimiento de las variables homogéneas (5.5). Ya hemos
discutido un efecto de los mismos en este sistema: el minimo del volumen
homogéneo V y el maximo de la densidad efectiva pegr no coinciden, si bien
esto puede entenderse como una consecuencia de haber adoptado dos pasos
distintos multiplicando a b en el argumento de los senos que aparecen al
implementar las correcciones de holonomia (5.1) y (5.2).

Para estudiar qué otros efectos de las inhomogeneidades aparecen en es-
ta propuesta de dinamica efectiva, integramos las ecuaciones de movimiento
tomando una dispersion mayor en la distribucién de las amplitudes inicia-
les de las perturbaciones. Por otra parte, continuamos eligiendo sus fases
uniformemente distribuidas, aunque esto no es esencial para los resultados.

Sobre una trayectoria tipica de este tipo, la expansion del universo se ve
acelerada por la amplificacion de las inhomogeneidades. Ademas, durante el
régimen en el que se produce el rebote, se produce un intercambio de energia
entre el fondo y las inhomogeneidades, que puede analizarse en términos de
la densidad de energia efectiva introducida en la ecuaciones (5.10) y (5.11).
En concreto, la contribucién de las inhomogeneidades a la densidad efectiva,
P2, puede verse aumentada en un orden de magnitud tras el rebote. Este
incremento que se ve compensado por una disminucién de pg, de forma que
la densidad de energia efectiva total psr dada por la ecuacién (5.10) no siente
la presencia de perturbaciones.
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5.3. Discusion

La propuesta de una dinamica efectiva para la cuantizacion hibrida de
perturbaciones cosmolégicas escalares sobre un fondo homogéneo e isétro-
po descrita en la seccion 4 nos ha ofrecido una primera aproximacion a la
fisica del modelo. Incluso en el caso mas sencillo —con secciones espacia-
les planas y masa nula para el campo material—, la integracién numeérica
de las ecuaciones dinamicas del sistema ha expuesto algunas caracteristicas
interesantes del mismo.

Para derivar la dinamica efectiva, hemos introducido en la ligadura ha-
miltoniana las correcciones de holonomia a las que da lugar la regularizacion
de la misma propuesta en la seccion 4. A partir de la ligadura efectiva asi
obtenida, las ecuaciones dinamicas del sistema pueden deducirse de la for-
ma habitual. La evolucion del fondo homogéneo evita la singularidad de la
gran explosion, que se ve sustituida por un rebote en el volumen, como ya se
explico en la seccién 1.2.2. Sobre este fondo, las inhomogeneidades obedecen
una ecuacion que, salvo correcciones subdominantes en el ultravioleta, es la
de un campo de Klein-Gordon sujeto a un potencial cuadratico que depende
de las variables homogéneas. Un estudio de ese potencial revela que, mien-
tras el universo tiene un tamaiio suficientemente grande, las perturbaciones
se propagan como un campo libre. Por el contrario, en las proximidades del
rebote, el potencial alcanza su maximo.

En primer lugar, nos interesamos por la dindmica de las inhomogeneida-
des cuando son lo suficientemente pequefias como para despreciar su reac-
cion sobre el fondo. Para explorarla, fijamos distintas condiciones iniciales
para las variables homogéneas en la rama del universo en contraccién y, to-
mando aleatoriamente (pero lo suficientemente pequeiias) las de las inhomo-
geneidades, integramos numéricamente las ecuaciones efectivas a través del
rebote hasta la rama en expansion. Elegimos una distribucion inicial de las
perturbaciones que simula las fluctuaciones de un estado de vacio de la cuan-
tizacion de Fock adoptada en las secciones 3 y 4. Un estudio estadistico de
un gran nimero de simulaciones sobre la misma trayectoria del fondo revel6
que, en promedio, la amplitud de las inhomogeneidades aumenta durante el
régimen dominado por las correcciones cuanticas. Aparte de en el modelo de
Gowdy hibrido [97], ya mencionado, la amplificacién de inhomogeneidades a
través de un rebote cosmolégico se ha encontrado en otros trabajos (véase,
por ejemplo, la referencia [128] o, fuera del ambito de la Gravedad Cuantica
de Lazos, la referencia [137]). En nuestro modelo, el incremento puede ser
significativo, —incluso de varios 6rdenes de magnitud— para los modos de
baja frecuencia (es decir, cuyo autovalor del operador de Laplace-Beltrami
es pequeno en valor absoluto), pero decae hacia el ultravioleta. Ademas, he-
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mos encontrado una modulacién oscilatoria con la frecuencia en el factor de
amplificacién, que podria ser una traza distintiva de este modelo.

La contrapartida de la amplificacion en la distribucion de las fases de las
perturbaciones (0, mas exactamente, de las variables de aniquilacién adop-
tadas para su descripcion) es una alineacién de las mismas: independiente-
mente de sus fases iniciales, los modos con la misma frecuencia exhiben una
fuerte tendencia a sincronizarse tras del rebote.

Calculos preliminares parecen confirmar que estos efectos también apa-
recen en el caso de que el campo escalar tenga masa no nula, en el que puede
producirse inflacién, por lo que existe la posibilidad de que dejen una huella
observacional en el espectro de la radiacién de fondo de microondas. Esto
debe comprobarse cuidadosamente.

También hemos estudiado la reaccion de las perturbaciones sobre el fon-
do cuando aquellas son apreciables (si bien lo suficientemente pequefias para
que la truncacion perturbativa sea valida). Hay que advertir que la estrate-
gia que hemos seguido para introducir correcciones de holonomia en el tér-
mino de la ligadura cuadratico en las inhomogeneidades, respetando los dos
diferentes tipos de pasos que introdujimos en el modelo cuantico para preser-
var los sectores de superseleccion del modelo FLRW, tiene consecuencias no
solo cuantitativas, sino también cualitativas. En particular, en la dinamica
efectiva propuesta, el minimo del volumen no coincide con el maximo de la
densidad promedio efectiva. Cabe esperar que otros efectos sean de caracter
mas fundamental y no dependan de la prescripcion concreta, como el tras-
vase de energia entre el fondo y las perturbaciones, que en las simulaciones
efectuadas permite relacionar la amplificacion de las inhomogeneidades con
una aceleracion en la expansion de la geometria de fondo.

Nuestra confianza en los resultados se basa en su estabilidad frente al
cambio del método de integracion (como se ha mencionado, hemos utilizado
dos métodos de Runge-Kutta adaptativos distintos, uno de pasos 4 y 5 y
otro de pasos 8 y 9) y de los parametros de la integracién. Ademas, se ha
comprobado que, en todo momento, la ligadura hamiltoniana se mantenia
dentro del margen de error admisible.






Capitulo 6

Estudio de 1a dinamica efectiva
del modelo de Gowdy hibrido

La presencia de singularidades en Relatividad General es uno de los prin-
cipales motivos que impulsan la bisqueda de una teoria cuantica de la gra-
vedad. No es de extranar, por tanto, que la resolucién de la Gran Explosion
se considere uno de los grandes éxitos de la Cosmologia Cuantica de Lazos.
En efecto, este marco tedrico permite evitar muchas de las singularidades
cosmolégicas que aparecen en la teoria clasica ya al nivel de la dinamica efec-
tiva que emerge de los modelos cuanticos correspondientes. Puesto que las
singularidades espaciotemporales estan generalmente asociadas a divergen-
cias en los invariantes de curvatura, seria deseable que dichas divergencias
desaparecieran al introducir correcciones cuanticas.

Hay que aclarar que existen singularidades, denominadas débiles, que
permitirian el paso a un observador con una constitucion fisica lo suficien-
temente resistente (ya que las geodésicas pueden extenderse a través de
estas singularidades) y no suponen, por tanto, un verdadero problema. Las
singularidades que una teoria cuantica de la gravedad deberia evitar genéri-
camente son las llamadas fuertes [138, 1, que provocan la destruccion de
cualquier observador que las alcanzara. La dinamica efectiva de la Cosmolo-
gia Cuantica de Lazos se ha utilizado para demostrar que las singularidades
se resuelven con suficiente generalidad, tanto en el caso homogéneo e isétro-
po [84, 85] como en el modelo de Bianchi I [89, 90]. Incluso cuando dichas
singularidades persisten, resultan ser débiles, como demuestra el estudio de
las ecuaciones efectivas.

En el modelo de Gowdy en el tres toro con polarizacién lineal, se ha com-
probado analitica y numéricamente que, incluso en presencia de inhomoge-
neidades, las singularidades se sortean con rebotes [96, 97] en la dinamica
efectiva correspondiente al primer esquema de dinamica mejorada propues-
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to para el modelo de Bianchi I (al que, recordemos, se reduce el modelo de
Gowdy considerado cuando las inhomogeneidades se desvanecen). Los resul-
tados que se exponen a continuaciéon generalizan los anteriores utilizando
una prescripcion mas reciente para la implementacion de la dinamica mejo-
rada [50], concretamente la adoptada en la seccién 1.2.

6.1. Ecuaciones efectivas

El modelo de Gowdy linealmente polarizado en el tres-toro con un campo
escalar como contenido material fue presentado en la secciéon 1.2.4, junto con
los fundamentos de su cuantizacién hibrida. Como vimos, el espacio de fases
del sistema reducido puede dividirse en dos sectores, que denominamos ho-
mogéneo e inhomogéneo. Parametrizamos el sector homogéneo con los pares
canénicos —salvo un factor— (¢, p;), con i € {0,0,6}, y el asociado al modo ce-
ro del campo escalar, (¢, 7). Por otro lado, el sector inhomogéneo incluye dos
campos, ¢ y @ y sus momentos canénicamente conjugados, todos ellos des-
provistos por construccion de sus modos cero. Estos campos, que denotamos
genéricamente por y, dependen tinicamente del tiempo y de una coordenada
angular en la que son periédicos; para describirlos, utilizamos las variables
de destruccién y creacién ay, y a;‘cn, con n € Z —{0}, construidas a partir de
sus modos de Fourier y, segun la ecuacién (1.71). En Relatividad General,
estas variables estan sujetas a dos ligaduras: la ligadura hamiltoniana den-
sitizada %6, dada en la ecuacion (1.72), y el generador de traslaciones en el
circulo, Cy, cuya expresion aparece en la ecuacion (1.74).

Siguiendo el procedimiento habitual, las ligaduras efectivas pueden obte-
nerse incluyendo en las ligaduras clasicas las correcciones cuanticas prove-
nientes de la regularizacion de las mismas. En particular, estamos interesa-
dos en las correcciones de holonomia. Para implementarlas, basta con hacer
en la ligadura %6 la sustitucion c; — sen(fi;c;)/fi;, donde fi; es la funcién da-
da en la ecuacion (1.59). El resultado es mas claro si se escribe en términos
de las variables

bi = fjc, ii =4\/np;. (6.1)

Evidentemente, b; es el analogo en este modelo de la variable b utilizada
en el capitulo 5 (salvo un factor v/A). Por otra parte, 1; esta relacionado con
el parametro A; definido en la cuantizacién del modelo de Bianchi I, como
puede apreciarse comparando con la ecuacién (1.60). También utilizaremos
el volumen fisico del universo en dicho modelo, que, como vimos, esta dado
por V = /popsps- Los corchetes de Dirac de todas estas variables pueden
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calcularse facilmente a partir de la ecuacion (1.56); los tinicos no nulos son

A bi—bj
{biij}:Yvaij, b;,VI=Y, {b;,b}=Y v (6.2)

con Y = ykVA/2.

Implementando en la expresion clasica de g —ecuacion (1.72)— las co-
rrecciones de holonomia y el cambio de variables, se obtiene la ligadura den-
sitizada efectiva

Cgéfe— ZZsenb senb; +1<n¢+ /lehb
Y 2A i J#L 4
2k V2
;—(senb5+senbg) Hip,t, (6.3)
Y A/IH

donde Hyjp = Hy;, d +th y Hint = ant+Hg)lt, las expresiones de estos términos
estan recogidas en las ecuaciones (1.73). Esta ligadura codifica la dinamica
efectiva que puede esperarse del modelo cuantico. A partir de ella, pueden
obtenerse las ecuaciones de movimiento de las variables tomando corchetes
de Poisson. E1 momento 74 puede tratarse aparte porque es una constante
del movimiento, ya que la ligadura no depende de ¢. A consecuencia, la evo-
lucién de ¢ es trivial, pues d¢/d7 = 7. El tiempo 7 corresponde a la eleccién

de lapso N =2V. En cuanto al resto de las variables,

dAg Vg . .
— = b b b 6.4
i 2)/\/ZCOS g(sinb, +sinbyg), (6.4a)
d1l, VA, cosb, 4Y
= b by — b bs)Hint |, 6.4b
i 2)/\/_ (sen s +senbg y\/_~2(sen o +senbgs) nt) ( )
av_v
dr 47\/_ i jELR#L]
2YV?
—2—(senbg+senb5)(cosb +cosbs)Hint, (6.4¢)
Y A/le
dby \%
—_— = (bg—b;)cosb;(senby+senb;)+ senb;senb;
dz 2yvA i;,j;iﬂ S ’ ;JZ#L L J)
2YV
— 5 (senb, +senbs)(bg —by)cosby +(bg — bs)cosbs]Hing
Y2AN2
Y)IgH (6.4d)
+W lib» .
dbg

—_— (by—b;)cosb;(senb, +senb;)+ senb;senbd;
o zwz%%a cosbi(senby +send;)+ . 3 senb;send)
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2YV Hi,
—~2t(senbg +senbg)lsenb, +senbs+ (b, —bs)cosbsl, (6.4e)
Y2AAZ

day, . V2 nl <

2 * 2
o _lyzAiglnI (senb, +senbs)(ay, +ay ) —1§}L9ah. (6.40)

Las expresiones de las derivadas de 15 y bs se obtienen de las de 1, y b,
intercambiando ¢ y §, mientras que la de a;n es simplemente la compleja
conjugada de la de a,,. A partir de estas ecuaciones, se comprueba de for-
ma directa que las cantidades V(by —bs) y ay,a,, —ay ,a; . son también

constantes del movimiento.

6.1.1. Ausencia de singularidades

Llegados a este punto, es interesante preguntarse si la dindmica efectiva
propuesta para el modelo hibrido de Gowdy sortea las singularidades espa-
ciotemporales, como ocurre en modelos mas sencillos. Para abordar este pro-
blema, presentamos a continuacion el analisis de las posibles divergencias
en los invariantes de curvatura (o sus derivadas) para el sector homogéneo,
un modelo de Bianchi I, tratando las inhomogeneidades como parte del con-
tenido de dicho espaciotiempo de fondo. Supondremos que la contribucion de
estas a la ligadura efectiva permanece finita en todo momento. De hecho,
basta con suponer que lo hace Hjjp, ya que 0 < Hint < 2Hj;p.

Antes de abordar los invariantes de curvatura, estudiemos algunas can-
tidades cuya divergencia también estd asociada a la aparicién de singula-
ridades. Por conveniencia, utilizaremos en los calculos el tiempo 7T tal que
dT = 2V dr (equivalente a tomar el lapso N = 1). Denotaremos con una pri-
ma las derivadas con respecto a este tiempo. Empecemos por los parametros
de Hubble direccionales, definidos como H; := a'i/ai en términos de los co-
rrespondientes factores de escala direccionales. Con la ecuacién (1.57) y la
segunda de las ecuaciones (6.1), se obtiene de inmediato que

1/ 37 31
Hi:&+ﬁ—&, (6.5)
A A A

donde se asume que i # j # k. Utilizando las ecuaciones de movimiento, es
evidente que

A 1
— =< .
Ao 2yVA
Esta acotacion de la derivada logaritmica implica que, partiendo de un valor
finito de Ag distinto de cero, 1y no puede anularse o divergir a infinito en

(6.6)
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tiempo T finito. Algo parecido ocurre con 1, pues

o0

A | 2Y

< + —H;t. 6.7)
2’)/\/3 YzAAS nt (

>

Puesto que 1g no puede anularse més que asintéticamente, y Hin; es fini-
to por hipétesis, se concluye que tampoco 1, puede divergir en un intervalo
finito de tiempo. Lo mismo sucede con As. En consecuencia, los factores de
Hubble direccionales estan acotados localmente sobre las trayectorias efec-
tivas.

Centremos ahora nuestra atencién en los escalares que aparecen en la
descomposicién cinematica de las congruencias de geodésicas temporales.
Denotando por v® la tangente unitaria a las geodésicas, el tensor de expan-
sién 044 se define como la parte simétrica del tensor Vgv,; puesto que en el
modelo de Bianchi I la vorticidad se anula, ambos tensores coinciden. El es-
calar de expansién 6 es simplemente la traza g%° 0., mientras que el tensor
de cizalladura es su parte sin traza,

1
Oqp = Qa/j—ge (gaﬁ+vavﬁ). (6.8)
A partir de él, se define el escalar de cizalladura como o2 := 0% g 44/2. Par-
ticularicemos ahora estas cantidades al modelo de Bianchi I [89]. En él, 1a
expansion esta dada por

V/
0=—=N H: 6.9
v ;L (6.9)

y no puede divergir, puesto que, como hemos constatado, los parametros de
Hubble estan localmente acotados. Ademas, el volumen homogéneo V no
puede divergir ni anularse en un tiempo finito (y, de hecho, ni siquiera puede
anularse asintéticamente, como argumentaremos mas adelante). También la
cizalladura es finita a tiempo finito, dado que su expresion se reduce a

1
o?=—Y Y (H;-H)> (6.10)
12555
Otra cantidad de interés es la densidad de energia. Puesto que hemos
elegido tratar las inhomogeneidades como contenido del espaciotiempo, hay

que incluir su contribucién en la misma. Asi, aislando en la ligadura hamil-
toniana los términos correspondientes, definimos:

2 32
T A (senbs +senby)?
® 9 senbs+senb,
= ——+ —=Hjjp+ = Hi,;. 6.11
P 2V2 8V2 lib ’)szﬂg t ( )
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Sobre soluciones de la dinamica efectiva, esta cantidad no puede superar la
cota 3/(ky?A), como se deduce de la ecuacién de ligadura, que se obtiene al
igualar a cero la ecuacion (6.3).

De la ecuacion de ligadura también se deduce que el volumen homogéneo
no puede anularse sobre soluciones de la misma, pues, de hacerlo, deberia
cumplirse

K2 + Zzgﬂhb =0, (6.12)

Ahora bien, si 74 # 0 0 mientras haya inhomogeneidades presentes (de for-
ma que Hjj, > 0), el miembro de la izquierda en la anterior ecuacion sera
estrictamente positivo. La contradiccion es evidente, e implica que la anula-
cion de V no puede realizarse: la dinamica efectiva de este modelo no admite
singularidades cosmolégicas de volumen nulo. Aunque este resultado pueda
parecer independiente de las correcciones cuanticas, hay que notar que sin
ellas los términos proporcionales a V2 en la ligadura no est4dn necesariamen-
te acotados.

Finalmente, analicemos las posibles divergencias del escalar de Ricci R,
el escalar de Kretschmann —que es el cuadrado del tensor de Riemann
Rqpy5— y el cuadrado del tensor de Weyl Cgp4y5, cuyas expresiones estdn
dadas en el modelo de Bianchi por [89]

R=) > HH, +22— (6.13a)
i j#i
au 2
R¥Rop5=2) ZH2H2+4Z( ) (6.13b)
1 j#i a;

CapysC*PY = —ZZ > H(Hj-H)
3T iZinAj

N a//
+ 2 ZZ 2 = (a——H(H +Hy)+2HH,—1|.  (6.13¢)
i jELR#AL,j 1 i

Puesto que los parametros de Hubble estan localmente acotados en cada tra-
yectoria del sistema efectivo, la divergencia de estos invariantes solo podria
proceder de las combinaciones a;’/ai. Teniendo en cuenta de nuevo las ecua-
ciones (1.57) y (6.1), es facil comprobar que

a 1" A” /v/
i _ .,
L A S A (H —-H;)H;-Hy), coni#j#k, (6.14)
a; A Jj A A
por lo que, en realidad, la acotacion de los invariantes de curvatura conside-
rados descansa en la de los términos /i;’/fti. Derivando las ecuaciones (6.4a)
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y (6.4b),
i//
0 ! / /
—=——|-b,senbg(senbd, +senbs)+cosby(b, cosb, +bscosbs)
/19 SY\/K[ 0 0 o 19 0\0 4 o 5 6]
1
+ 16727 cos? by(senb, +senb5)2, (6.15a)
A 1
i = m [—by senby(senbs +senby) +cosby (b cosbs + by cosby)|
!/
_ m cosb,(senb, +senbs)H,
YHine (A ,
+ ZYZA/E (2;1_9 cosb,(senb, +senbs)+b,senb,(senb, +senbs)
—cosbg(b;cosbg+bgcosb5))
cos?b 4Y ?
+— bs+senbg — b, +senbs)Hni| . (6.15b
16721 senbs +senbg Y\/Kig(sen o+senbs)Hnt ( )

Por supuesto, de la ultima ecuacion puede obtenerse la de ig/;lg intercam-
biando los indices 0 y 6. A pesar de la intimidante apariencia de estas for-
mulas, la mayor parte de los factores que intervienen en ellas estan bajo
control. Ya hemos argumentado que la variable 1y, que aparece en algunos
denominadores, no puede anularse a un tiempo finito, y tampoco puede di-
vergir /1’6’/715. Por hipétesis, Hiyt < 2Hj;p es finito, y su derivada también debe
serlo, dado que satisface la cota

(6.16)

v A2
H |< — + 2| Hy,
| 1nt| (YZAAg SV) lib

donde V no puede anularse, como hemos visto, ni divergir en un intervalo
de tiempo finito!. Por consiguiente, las divergencias de las ecuaciones (6.15),
de existir, provendrian de las derivadas de las variables b;, cuyos valores
estan dados por las ecuaciones (6.4d) y (6.4e) (dividiendo por el factor 2V
que relaciona dr y d7'). De esas expresiones, y recordando los resultados
anteriores, se concluye que, a su vez, las derivadas b’ solo pueden divergir
si lo hacen las propias b;. En resumen, los invariantes de curvatura (6.13)
pueden tender a infinito a tiempo finito inicamente si lo hacen también las
variables b;.

1Analogamente, |H. {ibl <VH, hb/(4ﬂyzAlg), lo que refuerza nuestra suposiciéon de que Hy;p
no diverge a T finito.
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Sin embargo, ninguna de las b; puede divergir. Para probarlo, asumamos
lo contrario, es decir, supongamos que existe una trayectoria dinamica, solu-
ci6én de las ecuaciones de movimiento, que encuentra una singularidad por
divergir alguna de las b; en un cierto instante de tiempo 7's. Vamos a pro-
bar que el teorema de existencia de Picard [140] garantiza que las b; estan
acotadas en un cierto intervalo de tiempo que puede extenderse mas alla de
T's, en contradiccion con la hipétesis de partida.

Llamemos b = (bg,bg,b(g) y escojamos un instante cualquiera Ty # T's,
en el que b toma el valor bo sobre la trayectorla considerada. Las ecuacio-
nes de movimiento expresan las derivadas b; como funciones de T y de b.
Desde este punto de vista, consideraremos que A; y Hjnt son meras funcio-
nes del tiempo que, debido a la acotacion de sus derivadas sobre trayectorias
dinamicas, pueden extenderse de forma continua mas alla de T's. En conse-
cuencia, pueden tomarse dos numeros reales L y b, con la restriccion de que
|Ts — Tyl < L, tales que las funciones b satisfagan la condicion de Lipschitz
en b en el conjunto

B={(T,b):|T-Tol<L,||b-bol <b}. (6.17)

De hecho, dadas las ecuaciones dinamicas del sistema, puede tomarse b tan
grande como se quiera”. El teorema de Picard garantiza la existencia de una
solucién I;(T) en el intervalo |T'—Ty| < min(L,b/M), donde M := supp IIZ;—Z;O I,
tal que Z_;(To) = l;o. Si dicho intervalo temporal contiene a T's, la hipétesis de
que b diverge en T's no se cumple. Si no lo hace, basta con tomar nuevos
valores de L y T para que lo contenga. Esto siempre puede hacerse porque
el cociente b/M tiene un limite distinto de cero en el limite b — oco. Elijase L
menor que ese limite, y T, de forma que |T's — Ty| < L. La regularidad de b
en T'g esta entonces garantizada por el teorema, para cualquier valor de I;o.

Asi, ni el escalar de Ricci, ni el de Kretschmann, ni el cuadrado del ten-
sor de Weyl pueden divergir a tiempo T finito, al igual que ocurre con las
otras cantidades que hemos analizado: el volumen homogéneo, la densidad
de energia, los escalares de expansion y cizalladura y los parametros de Hub-
ble direccionales. De hecho, el volumen homogéneo ni siquiera puede anular-
se asintéticamente cuando T' — +oo. Es tentador suponer que, como ocurre
en otros modelos mas sencillos, las singularidades de volumen nulo que apa-
recen en la teoria clasica se evitan con un rebote en el mismo. En el siguiente
epigrafe se estudia si tal rebote es posible.

2Esto puede verse constatando que las derivadas parciales 6b;/6b ; existen y estan aco-
tadas en B, por grande que sea b.
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6.1.2. Posibilidad de un rebote

Suponiendo que efectivamente se da un rebote en el volumen homogéneo,
podemos delimitar las regiones del espacio de fases donde es posible que
ocurra. Para hacerlo, impondremos la condicién V' = 0, que caracterizaria
un punto extremo de V. Resultara util cambiar a las variables

bs+b

by =222 (6.18)
2
en las que la ligadura hamiltoniana efectiva, ecuacién (6.3), se escribe
efe 2V2 . 2 2

€5 :—}/2—A(2senbgsmb+cosb_+cos b_—cos“b.) (6.19)

2

2, Ko 2 2

+ + A Hijp+ —— b b_Hiy. 6.20
oy + g AgHin + 5 g son’ bcos” b Hin (6.20)

Teniendo en cuenta que {b,,V}=Y y {b_,V} =0 —o bien realizando directa-
mente el cambio de variables en la ecuacién (6.4c)—, la ecuacién dindmica
del volumen homogéneo adopta la expresién

av = v2
e TR [2sen(b, + bg)cosb_ +sen(2b,)]
Y
4YV?
- msen(2b+)cos2b_Hint. (6.21)
0

Igualando esta derivada a cero, y suponiendo que senb . no se anula (el caso
senb, puede analizarse como un limite), se obtiene la siguiente ecuacion
cuadratica en x :=cosb_:

x2-2BSx- =0, (6.22)
donde .
b= ¥ /13 _sen(b, +by) 6.23)
4k Hint ~ sen(2b) '

Puesto que el discriminante de la ecuacion es positivo (suponemos de mo-
mento que S # 0), esta admite dos soluciones reales,

x=BS +/p2S2 + B (6.24)

ademas, una de las soluciones es positiva (la correspondiente al signo posi-
tivo de la raiz cuadrada) y la otra, negativa (asociada al signo negativo de
la raiz). De ahora en adelante, nos referiremos a las dos ramas de solucio-
nes como p y m, respectivamente. Ahora bien, x es un coseno, por lo que
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solo son admisibles soluciones con valor absoluto menor que la unidad. Esta
restriccion se traduce en la desigualdad

1>1/p2S2+ B+ B8, (6.25)

1

p
Las regiones del plano S-1/8 donde esta condicién se cumple se han repre-
sentado en la figura 6.1a.

Si =0, la ecuacién (6.22) tiene una unica solucién, x = 0. Lo mismo su-
cede en el caso S — +oo, si sen(b, + by) # 0 (pues, de otro modo, la derivada
de V se anula independientemente de x). Por tltimo, en el limite homogé-
neo f§ — oo (es decir, Hjyt — 0), la tnica solucién es x = —1/(2S), que solo es
admisible si |S| > 1/2.

La condicién de que la ligadura %éfe se anule sobre soluciones dinamicas
reduce aun mas la region del espacio de parametros en la que un rebote es
posible. En efecto, sustituyendo las soluciones (6.24) en la ligadura (6.19), e
igualando a cero, se obtiene una ecuacién lineal para V2 cuya solucién es

o, lo que es lo mismo,
>1+28S. (6.26)

V2= xy"AP (6.27)
B-1+2(BS+2)BS +/B252+B) '
siendo 1 1 1
P= gigﬂhb + én?p, z=_sen(bg~b.)tgb. (6.28)

Por supuesto, V2 debe ser positivo, pero, si bien el numerador en el miembro
derecho de la ecuacion (6.27) es mayor que cero (al menos mientras haya
inhomogeneidades, o si 7y # 0), el denominador no tiene un signo definido.
Por lo tanto, hay que imponer que este sea también positivo, es decir, que

B—1+2BS(BS +2)>F2ABS +2)\/ f2S2 + B. (6.29)

Aunque la igualdad no puede darse, ya que entonces la ligadura hamiltonia-
na densitizada coincidiria con 2xP (cantidad estrictamente mayor que cero),
es util estudiarla; se daria cuando se cumpliera cualquiera de las siguientes
dos ecuaciones:

%:1+2(z+\/22+1)(8+2), (6.30a)
% =1+2(z- V22 +1)(S +2). (6.30b)
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1/p
1B
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Figura 6.1: Regiones del plano S-1/8 donde se satisfacen las condiciones
mencionadas en el texto. (a) Region donde la ecuaciéon (6.22) admite solu-
ciones con |x| < 1. La cuna de la izquierda (respectivamente, de la derecha)
se corresponde con la rama p (rama m). Ambas ramas coexisten en el area
oscura. (b) Regién compatible con la positividad de V? para z = 1. La cufia
de la izquierda (de la derecha) se corresponde con la rama m (rama p). En la
cuna inferior, ambas soluciones son validas. Aparecen también dibujadas la
recta BS = —z y la hipérbola f—1+28S(BS +z) = 0. (c) Regién donde las dos
condiciones anteriores se satisfacen simultaneamente.
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Estas rectas dividen el plano S-1/8 en cuatro cuilas, como muestra la figu-
ra 6.1b. En las cufias izquierda y derecha,

|B—1+2BS(BS +2)| <2|BS +z|\/B2S2+ B, (6.31)

por lo que la condicién (6.29) se cumple si el miembro de la derecha es nega-
tivo, es decir, si

F(BS +2)<0. (6.32)

Evidentemente, en cada punto, solamente una rama de soluciones de la ecua-
cién (6.22) puede satisfacer la ultima desigualdad. En concreto, la rama m
lo hace en la cuna izquierda y la p, en la derecha.

En las cuiias superior e inferior, la desigualdad (6.31) se invierte. Para
que la condicion (6.29) se dé, ahora hay que imponer la positividad del miem-
bro de la izquierda. Esta restriccion adicional descarta la cuiia superior, que
esta por encima de la hipérbola f—1+28S(B8S +2z) = 0 (ver figura 6.1b). En la
cuia inferior, ambas ramas de soluciones son admisibles, puesto que el signo
de x no interviene en este caso.

En sintesis, los valores de S y f que permiten un rebote en el volumen
estan constrefiidos por los requisitos (6.26) y (6.29), que juntos se resumen
en las condiciones

%< 1+2(z+sgn(z)\/z2+1) (S +2), (6.33a)
% =1+ 2sgn(z)S, (6.33b)
% £1+2 (z —sgn(z)Vz2 + 1) (S +2). (6.33¢)

En la figura (6.1c) se ilustra un ejemplo de region caracterizada por este
tipo de condiciones. Salta a la vista que hay amplias regiones del espacio de
parametros donde un rebote es imposible. Es de destacar que, ademas, solo
una rama de las soluciones para x sobrevive: la que coincide en signo con z.
Si z se anula, no hay soluciones admisibles.

Aunque no hemos demostrado que en las regiones donde un rebote es
factible este ocurra necesariamente, hemos comprobado que puede darse in-
tegrando numéricamente las ecuaciones de movimiento en algunas situacio-
nes sencillas con solo unos pocos modos inhomogéneos presentes, eligiendo
las condiciones iniciales adecuadamente.

Para concluir, la ecuacion (6.27) también permite estudiar el efecto de las
inhomogeneidades en el valor minimo del volumen homogéneo. Por una par-
te, el numerador en el miembro derecho de la ecuacién es claramente mayor
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en el caso inhomogéneo, en el que Hj;p # 0. El denominador es méas complejo,
aunque escrito en términos de x adopta la forma sencilla y(x) := x% + 2zx — 1.
Esta funcién alcanza su minimo en x = —z. Supongamos, por concretar, que
z y, por tanto, x son positivos (recordemos que para z > 0, solo la rama p es
admisible). De la ecuacion (6.24),

x= __r . (6.34)

VS2+1/-8
Consecuentemente, cuando las inhomogeneidades ganan importancia, es de-
cir, cuando f disminuye, x también decrece. Puesto que la funcién y crece de
forma monoétona en el semieje positivo, disminuye al crecer las inhomogenei-
dades.

En resumen, las inhomogeneidades aumentan el numerador del miembro
derecho de la ecuacién (6.27) y disminuyen el denominador: por lo tanto,
de producirse un rebote, el valor del volumen homogéneo en el mismo sera
mayor cuanto mas importantes sean las inhomogeneidades, y, en particular,
mayor que en el modelo homogéneo. Heuristicamente, podria argumentarse
que, siendo positiva la contribucién de las inhomogeneidades a la densidad
de energia, la entrada en el régimen en el que las correcciones cuanticas que
producen el rebote son dominantes se produce a voliimenes mayores.

6.2. Discusion

En este capitulo, se ha estudiado una propuesta de dinamica efectiva
para la cuantizacién hibrida del modelo del Gowdy con polarizacién lineal,
secciones espaciales homeomorfas tres-toro y un campo escalar sin masa de
contenido material. Este modelo puede interpretarse como un espaciotiem-
po de Bianchi I de fondo, con la misma topologia de las secciones espaciales,
sobre el que se propagan, ademas del campo escalar, ondas gravitacionales.
Tanto el modelo clasico como su cuantizacién, introducida en las referen-
cias [38, 40-42], han sido descritos brevemente en la seccién 1.2.4. La teo-
ria efectiva se ha obtenido trasladando al marco clasico las regularizaciones
implementadas para la construccién del operador de ligadura en el modelo
cuantico.

Utilizando las ecuaciones dindmicas obtenidas de la ligadura efectiva,
hemos investigado la posibilidad de que conduzcan a singularidades cosmo-
logicas, extendiendo asi el analisis de la dinamica efectiva del modelo de
Bianchi I [89] a este otro con inhomogeneidades. Concretamente, se han es-
tudiado distintos invariantes de curvatura (el escalar de Ricci, el de Kretsch-
mann y el cuadrado del tensor de Weyl) asociados a la geometria homogénea
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de fondo, asi como otros escalares de interés (en particular, el volumen, la
densidad de energia, la cizalladura, la expansion y los parametros de Hub-
ble direccionales). La conclusion es que ninguna de estas cantidades puede
divergir en un intervalo de tiempo finito mientras la contribucién energé-
tica de las inhomogeneidades permanezca acotada. De hecho, si esta con-
tribucion es finita en determinado momento, las ecuaciones de movimiento
también garantizan que no diverge en un tiempo finito. Ademas, el volumen
homogéneo no puede anularse sobre soluciones de la ligadura efectiva. Por
consiguiente, estos resultados son incluso mas fuertes que los encontrados
en la referencia [89] para el modelo de Bianchi I, en el que pueden darse
singularidades, si bien son débiles (en la clasificacion de Krolak [139]) y per-
miten la extension de las geodésicas.

Puesto que en los modelos homogéneos e isétropos la cuantizacién de
lazos —y la dinamica efectiva que se deriva de ella— reemplaza la singu-
laridad de la gran explosion por rebotes en el volumen del universo, cabe
preguntarse si en la dinamica efectiva del modelo de Gowdy hibrido se dan
fenémenos parecidos. Hemos delimitado la region del espacio de fases en la
que podria ocurrir un rebote utilizando la ligadura hamiltoniana y la ecua-
ciéon dinamica de dicha variable. También hemos demostrado que, de produ-
cirse el rebote, el volumen homogéneo minimo que alcanza el universo crece
con la importancia relativa de las inhomogeneidades.









Capitulo 7

Conclusiones

El principal objetivo de esta tesis ha sido ahondar en el tratamiento de
inhomogeneidades en el marco provisto por la Cosmologia Cuantica de La-
zos. Con este fin, se han estudiado dos modelos cosmolégicos inhomogéneos.
Uno de ellos es el modelo de Gowdy en el tres-toro con polarizacion lineal,
para el que ya se disponia de una cuantizacién hibrida que utiliza una re-
presentacion de lazos para los grados de libertad homogéneos, mientras que
aplica a las inhomogeneidades técnicas convencionales de la Teoria Cuan-
tica de Campos. El segundo modelo es el espaciotiempo FLRW provisto de
un campo escalar masivo minimamente acoplado y perturbaciones, que he-
mos tratado en mucha mayor extension, ya que no habia sido cuantizado
anteriormente utilizando técnicas de lazos. Hemos abordado esta tarea em-
pleando también técnicas hibridas.

Resultados

= Primeramente, hemos formulado clasicamente el modelo FLRW per-
turbado de un modo adecuado para su cuantizaciéon. En particular,
hemos truncado la accion del sistema a orden cuadratico en las per-
turbaciones, para conservar una estructura simpléctica y ligaduras. A
continuacién, hemos eliminado todas las ligaduras locales perturba-
tivas mediante una fijacién de gauge. Tras fijarlo, hemos introducido
coordenadas canoénicas en el sistema de fases reducido. Para ello, se
han corregido las variables homogéneas con términos cuadraticos en
las perturbaciones. Sin estos términos, habria sido imposible diagona-
lizar la estructura simpléctica reducida.

= En el sistema de fases reducido, hemos introducido una transforma-
cién canonica (hasta el orden perturbativo considerado) que incluye el
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escalado de las perturbaciones escalares y tensoriales por el factor de
escala de la geometria de fondo, y una redefinicion de sus momentos
candénicamente conjugados. Por otro lado, las variables homogéneas se
han corregido de nuevo con términos cuadraticos.

En la nueva descripcion, las perturbaciones tensoriales obedecen la
ecuacion de un campo de Klein-Gordon sometido a un potencial cua-
dratico dependiente de las variables homogéneas. Esto garantiza la
existencia de una clase privilegiada de representaciones de Fock uni-
tariamente equivalentes para las perturbaciones tensoriales sobre el
fondo clasico. Lo que distingue a las cuantizaciones de esta clase es
poseer un estado de vacio invariante bajo las isometrias del fondo y
permitir la implementacion unitaria de la dindmica del campo.

La ecuacion de movimiento de la perturbacion escalada del campo ma-
terial es similar, aunque incluye términos adicionales, dependientes
del modo (en su expansién en autofunciones del operador de Laplace-
Beltrami del espacio de fondo), que decaen en el limite ultravioleta co-
mo el inverso del autovalor del modo. Gracias a que estos términos no
afectan al comportamiento asintético del campo en el limite ultravio-
leta, con un decaimiento suficientemente pronunciado, hemos podido
comprobar que también existe una clase privilegiada de cuantizaciones
de Fock unitariamente equivalentes para las perturbaciones escalares
sobre el fondo clasico.

Cualquier otro escalado de las perturbaciones por una funcién del tiem-
po (o de las variables homogéneas) habria hecho imposible satisfa-
cer simultaneamente los requisitos exigidos a sus representaciones de
Fock. Aunque la posibilidad de redefinir sus momentos canénicamente
conjugados afiadiéndoles una contribucion lineal en el campo no puede
descartarse de forma genérica con estos criterios en casos unidimen-
sionales para la dependencia espacial, de ser admisible, no conduce a
cuantizaciones privilegiadas inequivalentes. En la tres-esfera y en el
tres-toro, no obstante, el momento queda completamente determinado
y coincide con la derivada del campo (salvo por términos subdominan-
tes en el ultravioleta en el caso de las perturbaciones escalares).

Existen invariantes gauge perturbativos que satisfacen ecuaciones de
Klein-Gordon en las que el término que se identifica con la masa de-
pende del fondo homogéneo. Es, por ejemplo, el caso de la variable de
Mukhanov-Sasaki cuando las secciones espaciales del espaciotiempo
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de fondo son planas. Eligiendo adecuadamente los momentos conju-
gados de estos invariantes, se alcanzan descripciones de las perturba-
ciones escalares que también admiten clases privilegiadas de cuanti-
zaciones de Fock equivalentes sobre el fondo clasico. Las transforma-
ciones canonicas del sector inhomogéneo que relacionan estas nuevas
descripciones con la original, en términos de las perturbaciones esca-
ladas, no son locales, ya que dependen del modo. No obstante, pueden
implementarse unitariamente en las correspondientes cuantizaciones
privilegiadas.

= Hemos extendido la transformacién canénica del sector inhomogéneo
que relaciona la variable de Mukhanov-Sasaki con la perturbacién es-
calada del campo material (y sus respectivos momentos) al espacio de
fases completo del sistema reducido, corrigiendo las variables homogé-
neas con términos de orden perturbativo cuadratico. Esta caracteriza-
cion del sistema permite discutir la invariancia gauge del formalismo
en mas profundidad.

= Como resultado principal, hemos conseguido cuantizar completamen-
te el modelo FLRW con perturbaciones escalares en el tres-toro y en
la tres-esfera. Para ello, hemos establecido una identificacion entre el
sector homogéneo del espacio de fases y el modelo no perturbado. El
espacio de Hilbert cinematico se ha construido como el producto ten-
sorial del espacio cinematico de este y una de las representaciones de
Fock privilegiadas del campo escalado.

= La representacion de la ligadura hamiltoniana como un operador en el
espacio de Hilbert cinematico se ve obstaculizada por el hecho de que
su parte cuadratica en las perturbaciones mezcla los sectores homo-
géneo e inhomogéneo. Hemos resuelto este problema proponiendo una
prescripcion especifica basada en la regularizacion sistematica que se
realiza en la cuantizacién de lazos de modelos cosmolégicos homogé-
neos. Esta prescripcién respeta los sectores de superseleccion del mo-
delo sin perturbar, formados por estados con soporte en semirredes del
volumen homogéneo.

= En cada sector de superseleccion, hemos caracterizado formalmente
los estados fisicos aniquilados por el operador de ligadura mediante
relaciones de recurrencia a partir de sus valores en la seccion de volu-
men minimo de cada semirred. El espacio de Hilbert fisico se identifica
entonces con el espacio de valores iniciales en dicha seccion.
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= También pueden estudiarse los estados fisicos leyendo la ecuacion de

ligadura como una ecuacién diferencial de segundo orden en el tiem-
po interno provisto por el modo homogéneo del campo escalar. Hemos
adoptado para las soluciones un ansatz de tipo Born-Oppenheimer, que
separa en dos factores la dependencia: en el fondo, por un lado, y en las
inhomogeneidades, por el otro. Fijando un estado del fondo que evolu-
cione como un estado de frecuencia positiva en el modelo homogéneo,
y despreciando transiciones entre diferentes estados del fondo induci-
das por la ligadura, se obtiene una ecuacion para la funcién de onda
de las inhomogeneidades. Bajo ciertas aproximaciones, esa ecuacion se
convierte en una de Schriédinger, con un hamiltoniano efectivo que de-
pende del estado de fondo. Mas aun, si se toma un estado del fondo
con muy poca dispersion, puede interpretarse que la dinamica de las
inhomogeneidades esta regida por una teoria cuantica de campo sobre
el espaciotiempo efectivo que emerge de la cuantizaciéon de lazos del
modelo FLRW.

El procedimiento anterior para construir un espacio de Hilbert cine-
matico, representar en €l la ligadura hamiltoniana y caracterizar los
estados que aniquila, puede realizarse de forma analoga en la parame-
trizacion en términos del invariante de Mukhanov-Sasaki. La nueva
cuantizacion puede considerarse universal, ya que la ligadura en esta
parametrizacion toma la misma forma en cualquier gauge.

Como primera aproximacion a la fisica de la cuantizaciéon hibrida del
modelo FLRW perturbado, hemos estudiado, de forma analitica y, prin-
cipalmente, numérica, la dindmica efectiva que cabe esperar para él.
El resultado mas notable concierne al comportamiento de las inhomo-
geneidades a través del rebote que sustituye la gran explosion. Un es-
tudio estadistico sobre un gran nimero de trayectorias ha permitido
demostrar que las perturbaciones sufren en promedio una amplifica-
cion, que decae en el limite ultravioleta y presenta una modulacién
con la frecuencia.

En nuestro estudio numérico de la dinamica efectiva, hemos encon-
trado, ademads, un trasvase de energia entre el fondo y las inhomoge-
neidades en el régimen dominado por las correcciones cuanticas. Este
intercambio tiene como efecto acelerar la expansién del universo con
respecto al caso homogéneo.

También hemos estudiado la dinamica efectiva esperable para la cuan-
tizacion hibrida del modelo de Gowdy. En este modelo, las inhomoge-
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neidades se propagan sobre un espaciotiempo de Bianchi I de fondo.
por lo que podrian introducir singularidades. Dado que las inhomo-
geneidades no son perturbativas, podrian causar la aparicién de sin-
gularidades en dicho fondo. Un analisis cuidadoso de las ecuaciones
efectivas ha demostrado que ese no es el caso.

= Por ultimo, se han determinado las regiones del espacio de fases en
las que las ecuaciones efectivas del modelo de Gowdy permiten que se
produzca un rebote en el volumen homogéneo. Si se produce, el rebote
tiene lugar a un volumen mayor que en el sistema homogéneo.

Como se ha mencionado, el principal resultado de la tesis ha sido la cuan-
tizacion hibrida completa del espaciotiempo FLRW con un campo escalar
masivo y perturbaciones escalares. E1 modelo cuantico construido esta listo
para extraer de él predicciones fisicas, lo que puede hacerse, por ejemplo,
aplicando técnicas estandar de la cosmologia teérica a la teoria de campo
efectiva que obedecen, en un cierto régimen, las perturbaciones.
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Apéndice A
Armonicos

Recordemos que un espaciotiempo globalmente hiperbélico puede foliar-
se en hipersuperficies espaciales homeomorfas a una cierta variedad X. La
métrica espaciotemporal induce una métrica riemanniana en cada una de
estas superficies. Bajo las hipétesis de homogeneidad e isotropia, las seccio-
nes espaciales son espacios de curvatura constante y sus métricas difieren
a lo sumo en un factor global, lo que sugiere dotar a la variedad X de una
métrica fiducial Ohab, que define una derivada covariante compatible °V,.
El operador de Laplace-Beltrami en X se define entonces como %A% OVa Oy Y

es autoadjunto en L2(Z, VORd3x) [108]. Por ende, sus autofunciones sirven de
base para las funciones de dicho espacio, lo que utilizamos en la seccién 2 pa-
ra expandir las variables métricas. En este apéndice se ofrecen mas detalles
sobre las caracteristicas de esta base y de las convenciones adoptadas en su
definicion. Primeramente, describiremos las autofunciones del operador de
Laplace-Beltrami de forma general, sin especificar la variedad riemanniana
de fondo. A continuacién, particularizaremos a los casos que han recibido
mas atencion en la memoria: el tres-toro y la tres-esfera.

A.1. Descripcion genérica

A.1.1. Armonicos escalares

Los armoénicos escalares satisfacen la ecuacion de autovalores (2.1). Para
ellos hemos escogido la normalizacion

f BxVORQ (%)@ (%) = 136,061 (A.1)
)
Recordemos que lg es el volumen de X.
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A.1.2. Armonicos vectoriales

Definimos los armoénicos (S,),, como las autofunciones vectoriales trans-
versas de la ecuacién

h* OV, OV, (Se),, = =Y wi(Se), (A.2)

donde los posibles autovalores —Vw% dependen de la variedad considerada.
De nuevo, n = (n,l), y [ es el indice de degeneracién en el subespacio de
armonicos de autovalor —Vw%. La condicién de transversalidad significa que
oV, (Sp)? = 0. Normalizamos estos arménicos de forma que

fz dBxVOh(S,) ,@)(S?), (%) = 38 unbu (A.3)

Por otro lado, mediante derivacién covariante de los armoénicos escalares,
pueden definirse los campos vectoriales

- 1 ~
(Pa)n = _20VaQn7 (A4)

que también son autofunciones del operador de Laplace-Beltrami:
0p00 %, (B,), = (w2 —2k)(P.),. (A.5)

A diferencia de los otros armoénicos vectoriales, estos no son transversos,

pues
oV, (P%), = ~Qn. (A.6)

Su norma esta determinada por la de los arménicos escalares:

i . 1
|| &VOR (Bor) P @) = — 0. (A7)

A.1.3. Armonicos tensoriales

Los arménicos (Gab)n son autofunciones tensoriales del operador de La-
place-Beltrami simétricas, transversas y sin traza. Satisfacen por tanto una
ecuacion de autovalores analoga a las ecuaciones (2.1) o (A.2). Denotaremos
los correspondientes autovalores por —Tw%. Por ser transversos, OVa(G“ p)n =0,
y, ademas, su traza es nula, es decir, (Gaa)n = 0. Adoptamos para ellos una
normalizacién semejante a la de los armonicos escalares o de los vectoriales
transversos:

f):dsx\/@(Gab)nz(x)(éab)n/z’(x) = lg‘snn"sll’- (A.8)
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Pueden obtenerse otros armoénicos tensoriales a partir de los armoénicos
escalares, bien multiplicandolos por la métrica, o bien tomando derivadas
covariantes. Asi, podemos definir

= 1 ~ 1 ~

(Pab)n = _zovaovan + gohaan- (A.9)
wn

Estos tensores también son autofunciones del operador de Laplace-Beltrami,

con autovalor —(w2 —6k). Su traza se anula, pero no son transversos, ya que

. 2 -
V(P ) = 2 (0~ 38) (P, (a.10)
Ademas, 0
v, oV, (P), = §(wi ~3%)Qn. (A.11)
Es facil comprobar que
. . 2 w? -3k
Ld3x V Oh (Pab)nl(x)(Pab)n’l’(x) = glgna)—zann’é‘ll’- (A12)

n
Por supuesto, también pueden construirse tensores simétricos derivando
los armoénicos vectoriales transversos:

(Sap)n = "Va(Ss), +°V, (Sa) (A.13)

"
Estas cantidades también son autofunciones del operador de Laplace-Bel-
trami, con autovalor —(Vw% —4k). Ademas, es inmediato comprobar que su
traza es nula. Requiere algo mas de trabajo, aunque no demasiado, ver que

~ 2 ~
Ova(sab)n = _g(vw% _2k) (Sb)n’ (A14)
ov, 0, (S%), =o0. (A.15)
Por tultimo,
f BxVOr(S,,), ,@)(S), ) = 2015 (Vw2 — 2k)8 nnrd1p- (A.16)
z

A.2. Tres-toro

Eligiendo las coordenadas axiales {0, 7,8}, con recorrido [0,1), el elemen-
to de linea del tres-toro toma la forma cartesiana

ds? = d6% + do? + d&2. (A.17)
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Las autofunciones escalares del operador de Laplace-Beltrami asociado a
esta métrica euclidea son simplemente exponenciales complejas,

Qﬁ(%) — e2niﬁ-5c'/lo’ (A.18)

donde % = (0,0,8) y ii = (n1,na,n3) € Z3. Los correspondientes autovalores
pueden obtenerse sabiendo que w, = 27||72||/ly. No existe una férmula cerra-
da para calcular la degeneracion g, de cada autovalor; no obstante, visua-
lizando los vectores 7i como los puntos de una red tridimensional de paso 1,
es facil constatar que el nimero de modos con w, < w crece asintéticamente
como el volumen de la esfera de radio w, es decir, como w3 (en concordan-
cia con el resultado general). De esto se sigue que g, = O(w%) en el régimen
ultravioleta.

Puesto que hemos preferido usar armoénicos reales, podemos tomar sim-
plemente las partes real e imaginaria (convenientemente normalizadas) de
las exponenciales:

Qﬁ+:\/§cos(2—nﬁ-5£), Qﬁ_:\/ésen(2—nﬁ~*). (A.19)
’ Lo ’ Lo
Como estas funciones combinan las autofunciones asociadas a 71 y —1i, para
evitar repeticiones es necesario imponer alguna restriccién en las tuplas 7
admisibles. Por ejemplo, pueden tomarse solo aquellas en las que la primera
componente no nula es estrictamente mayor que cero.

La dependencia espacial de las autofunciones vectoriales y tensoriales es
del mismo tipo y, en consecuencia, sus autovalores son iguales. Los armo-
nicos vectoriales transversos (S;), pueden construirse usando vectores de
polarizacion ortogonales a 7i. Dado que existen dos vectores independientes,
hay cuatro grados de libertad vectoriales asociados a cada vector 7, el doble
que en caso de las autofunciones escalares. Si los vectores de polarizaciéon
se escogen ortogonales, es facil combinarlos para obtener una matriz de po-
larizacién para los armoénicos tensoriales simétricos, transversos y sin traza
(Gp)n; existe ademds otra matriz independiente de este tipo. Asi, también
resultan cuatro grados de libertad tensoriales para cada 7.

A.3. Tres-esfera

Para la tres-esfera, elegimos las coordenadas hiperesféricas usuales, que
denotaremos por {y,0,0}, con y,0 €[0,7) y 0 € [0,27). La métrica esta enton-
ces dada por

2

[
ds? = m [dy? +sen®y(d6? + sen®0 do?)]. (A.20)
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Los armoénicos hiperesféricos, autofunciones escalares del operador de
Laplace-Beltrami, estan etiquetados por tres enteros, n, £ y m, en los ran-
gosn>0,¢€[0,n-1]y m € [-¢,+/¢]. La degeneracion de cada autoes-
pacio es por tanto g, = n®. La forma explicita de los arménicos escalares
es[141, , 107]

= g+, [(R=OWn+1) 1) 5
Quem(y,0,0) =152 \/msen (VC,, " (cos Y)Y rm(8,0),

(A.21)
donde Cﬁf‘) son los polinomios de Gegenbauer e Y/, son los arménicos esféri-
cos reales, normalizados a la unidad [143]. Los correspondientes autovalores
dependen solo de n; en concreto, w% =n?-1.

Las autofunciones vectoriales transversas (S,), y tensoriales transver-
sas y sin traza (Ggp)n son menos conocidas, pero pueden encontrarse en la
referencia [142]. Sus autovalores estan dados por Yw? =n?2-2y Tw? =n2-3,
con las restricciones n = 2 y n = 3, respectivamente. El conteo de grados de
libertad es parecido al del caso plano: por cada grado de libertad escalar, hay

dos estrictamente vectoriales y dos estrictamente tensoriales.






Apéndice B

Lagrangiano de las
perturbaciones cosmologicas

La accién del modelo FLRW con un campo escalar minimamente acopla-
do es la suma de la accién de Einstein-Hilbert, dada en la ecuacion (1.4) y
la del campo escalar, ecuaciéon (2.3). Su expresiéon puede desarrollarse uti-
lizando las expansiones en armonicos de la tres-métrica, la funcion lapso,
el vector desplazamiento y el campo escalar dadas en las ecuaciones (2.2).
Truncando a segundo orden en los coeficientes de la expansion, se obtiene la
accion del modelo FLRW perturbado que se trata en el capitulo 2. Gracias
a las propiedades de los armoénicos (detalladas en el apéndice A), las inte-
grales espaciales pueden evaluarse explicitamente; al hacerlo, los términos
lineales en las perturbaciones se anulan y queda

SEH + Smat = fR dt|Lo+e?y (PLE+VLE+"LY)[+0E).  B.D)
n

Aqui, L es el lagrangiano del modelo homogéneo e isétropo,

1
Lo= §N0e“( —a’+ <p2 - e2“m2(p2 + k), (B.2a)

con m = om, mientras que los términos EL'2‘, VLg y TL’2’ reunen las contri-
buciones al lagrangiano cuadraticas en las perturbaciones escalares, vecto-
riales y tensoriales, respectivamente. Sus expresiones explicitas son
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2
“3k .
b2 +2 - 2d(anén—4wnw—2bnbn—gnén)

n

-3k .

w%

ELn —Noe {—a2 +

, 3 w? -3k
+2¢(3ap — gn)fn - (@* - %) (éai — 6D}, ~(3a, - gn>gn)

n

2 w2 -3k . 2 2
_§(an+”w—%bn)kn+§agnkn—170<pfnkn

1 3k 3k

5((1)%—?)61 +—[(1) —6(3 2k)] b2 —w2f2

n

2
+3 (w2 —3k)anbp — 2 2 (f2 + 2¢(3apn + gn)fn)

3 3k

n

2
+_
3

1
gn——= k kQ} (B.2b)

3k
(wi+?) an + (w2 —3k)by, 302 N2

1
VLR = §N0e“(Vw3 —2k) | €2 +8dcptn +6(d% — p2)cE — 2lpcp — 23— 2k)C2

1
+6e2%m2p?c +]7|2], (B.2¢)
LY = %Noe“{d?, +8adpdp +6(a? — 9H)d2 — [Tw? +2(3 - k)]d?
+6e20 g2 ). (B.2d)
Como en el cuerpo de la memoria, el punto indica la derivada con respecto

al tiempo conforme 7, tal que e“dn = Nyd¢. La transformada de Legendre de
este Lagrangiano proporciona el hamiltoniano (2.4).



Apéndice C

Fijacion de gauge alternativa

En la seccién 2, se introdujeron inhomogeneidades en un universo de
FLRW anadiendo perturbaciones a las variables que describen ese modelo
en la descomposicion 3 + 1. Como resultado de la perturbacion de la funcion
lapso y el vector desplazamiento, aparecen en el sistema ligaduras lineales
en las variables inhomogéneas, que llamamos FH ﬁ, Eg "y VH " . Estas liga-
duras pueden eliminarse imponiendo condiciones de fijaciéon de gauge, como
se hizo en la seccion 2.2, donde las perturbaciones vectoriales se fijaron a
cero y se adopto el llamado gauge longitudinal para las perturbaciones esca-
lares. En este apéndice se presenta una fijacion de gauge alternativa para las
perturbaciones escalares. Aunque, como veremos, esta eleccion presenta al-
gunas ventajas, tiene el inconveniente de no poder extenderse a la totalidad
del espacio de fases. Ademas, encontramos que las ecuaciones dinamicas en
este gauge son mas inestables de cara a su integracion numérica. Por estos
motivos, se prefiri6 adoptar el gauge longitudinal en el cuerpo de la memoria.

C.1. Fijacion de gauge. Escalado del campo

La nueva fijacién de gauge esta caracterizada por la anulacion de los coe-
ficientes a, y b, de la ecuacion (2.2a). El tratamiento de las perturbaciones
vectoriales y tensoriales es completamente analogo al de la seccion 2.2. Por
ello, supondremos que las perturbaciones vectoriales se han eliminado ya fi-
jando la ligadura VH " eignoraremos las tensoriales (si fuera preciso, estas
pueden incorporarse facilmente por estar desacopladas a orden dominante).
Entonces, la curvatura de las secciones espaciales es constante en este gau-
ge.

Las nuevas condiciones de fijacion de gauge son de segunda clase (e inde-
pendientes) con respecto a las ligaduras EH ﬁ y EH ", salvo en la seccién del
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espacio de fases donde 7, =0, ya que

{an’EHﬁ {bn5EH|ri

4
det -
© " an,BH"} {bn,BH™}

1
—ge_‘mﬂa. (C.1)

Por consiguiente, la reduccion puede realizarse fuera de esa region.
Las ligaduras secundarias que surgen de imponer la consistencia dina-
mica de las condiciones de fijacion de gauge son

1
0 = efan, H} = —~Noe 3%, + TaBn) — 3¢ kn +0(), (C.2)

y la propia ecuacién (2.8b). Estas restricciones adicionales permiten fijar el
valor de los multiplicadores de Lagrange g, y k, en funcién de las varia-
bles homogéneas y los momentos asociados a las variables fijadas, 7, y 7y, .
Estos, sobre la superficie de fijacion de gauge, toman los valores
1
Ta, = — (mpms, + 59 m2pf,), (C.3a)
a

1
M, = — w7, + (€% m%p — 3mamy)fnl, (C.3b)
T
lo que permite escribir la ligadura hamiltoniana en términos de las variables
homogéneas, la perturbacién del campo escalar y su momento. Hay que notar
que estas variables, a diferencia de lo que ocurria en el gauge longitudinal,
son también candnicas con respecto a la estructura simpléctica reducida.

La unica ligadura que queda en el sistema es, pues,
H = No(Hjo +€* Y. "H}} | + O(®), (C4)
n

donde H|y estd dado por la ecuacién (2.5a), mientras que el término cua-
dratico en las ligaduras escalares puede escribirse de forma analoga a la
adoptada en la ecuacion (2.16), con coeficientes

2
3k T
Epnn —2a ¢
B =e 1+ ——= 5 C.5a
i ( w? -3k nﬁ) (€52
Egn :—3e_2“@(n __k i(eeo‘n”zz(i)—Sﬂ Typ) (C.5b)
qr Ty ¢ (1),21—3]@ Ty “rep

m
Epn _ 2 2, -2 da_q —2a"9 (o 6a, 2
E}, = w,e"" +m“e"* —3e n—a(Ze m“p —37ma7y)
N 3k e 2@
w? -3k 72

(e%¥rm2p - 3nan¢)2. (C.5¢)



APENDICE C. FIJACION DE GAUGE ALTERNATIVA 161

Cabe destacar que los términos subdominantes en el ultravioleta (del orden
de w,? o superior) se anulan si las secciones espaciales son planas (k = 0).
Esto esta estrechamente relacionado con el hecho de que en este gauge la
perturbacion del campo material, escalada con el factor de escala de la geo-
metria de fondo, coincide con la variable de Mukhanov-Sasaki tal y como
aparece definida en la ecuacién (2.33). Esto sugiere implementar ese esca-
lado como una transformacion candnica en el espacio de fases, lo que puede
hacerse cambiando a las variables

2 2
_5(3__ )ss

2 ”2 2
Mg =g —€ Z fms, 3—+na fal, (C.6b)
(X
Q= <p+3€2—(p2f,2,, (C.6¢)
Ta'n
M= Ty, (C.6d)
fpi=e%,, (C.6e)
nz
mg =e ©|mf, — (3— + J'[a)f , (C.61)

que son canénicas hasta el orden de truncacion en el que trabajamos. Mien-
tras que el término homogéneo de la ligadura se escribe igual en las varia-
bles con raya que en las originales, los coeficientes del término cuadratico
cambian con la transformacién, convirtiéndose en

2
_ 3k T
Efn 14
E" =1+ —, (C.7a)
i w2 -3k 2%
3
_ 3k T [ T -
E —2aT¢ "9 | 6a..2-
_ 1 _
PER, = wh+mPe® + ge_‘m( — 75 + 307, — 3 5% mp? + ke'?)
2
TT 7 3 _TT- _
12e2%m%p—L + e 482 (972 1 3657 m2p? — ke'd)
2 2 ¢
T T
3 2
3k —4a ”(/_) 6a
3~ + a~2_—2 T | . C.7
3kﬂ—(ﬂdem(p T (€19

Estas funciones y sus derivadas temporales se combinan en la ecuacion di-
namica de f,, que es formalmente idéntica a la ecuacion (2.27), aunque las
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expresiones concretas de los coeficientes son distintas. En el caso plano, esta
ecuacion es de tipo Klein-Gordon con una masa dependiente de las variables
homogéneas y, por supuesto, coincide hasta el orden perturbativo de interés
con la de Mukhanov-Sasaki (2.45), como puede comprobarse utilizando las
ecuaciones dindmicas del fondo e imponiendo la ligadura®. Incluso si % # 0,
la ecuacién dinamica puede interpretarse como una ecuacién de tipo Klein-
Gordon con masa dependiente del fondo y términos correctivos que decaen
al menos como w% en el ultravioleta (es decir, cuando w, — o0); es decir, una
ecuacion de la forma (2.28). Adema4s, el momento g, coincide con la derivada
de f, respecto al tiempo conforme salvo por términos subdominantes en el
ultravioleta, como en la ecuacion (2.26); de hecho, dichas contribuciones se
anulan si las secciones espaciales son planas. Por tanto, con independencia
de la curvatura espacial, esta parametrizaciéon del campo admite una tni-
ca familia de representaciones de Fock equivalentes sobre el fondo clasico
que respetan la simetria de las secciones espaciales y en las que la dinamica
del campo es unitariamente implementable, de acuerdo con la discusién del
capitulo 3.

Para terminar esta seccion, a continuacion se escriben las expresiones de
la tres-métrica de las secciones espaciales, la funcion lapso, el vector despla-
zamiento y el campo escalar en términos de las nuevas variables con raya,
hasta primer orden perturbativo (e ignorando, como hasta ahora, las pertur-
baciones tensoriales):

hij= (Ged)%hab +0(e?), (C.8a)
¢ 3k 2 ”343 6 2 =

N=oNpi1l+ ; +e Y 38—+’ m p+mamny|f

oNy en%c;w%—Sk g +e ( a e m nan(p) n Qn}

SeNoe 2y — U1 G o), (C.8b)

—3eo0Nge “— €

0 T2 s (1)% 3% n n
3
2No W ¢ | 6a

N, ~-3c0”“—
“” g ; w% 3k

+0(e?), (C.8¢)
1 Cae A
= zg/—% @+ece ;f,,Qn) +0(e). (C.8d)

IDe hecho, si & = 0, puede verse que, sobre la superficie de ligadura (y hasta el orden
perturbativo considerado), el coeficiente *E” coincide con el dado en la ecuacién (2.44c),
que también rige la dindmica del invariante de Mukhanov-Sasaki, pero que fue obtenido en
el gauge longitudinal. Volveremos sobre este hecho, por otra parte nada sorprendente, en la
seccion C.3.
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En particular, la tres-métrica coincide con la métrica fiducial, caracteristica
propia de este gauge.

C.2. Invariante de densidad de energia

El par canénico de invariantes gauge (V,,my,), que fue introducido en
las ecuaciones (2.47), también adopta en este gauge expresiones de la forma
(2.48), con la particularidad de que la funcién y se ve sustituida por

@—27’[5;71'@ . (09)

La transformacion que relaciona los pares (W,,ny,) y (Fn,nfn) es canoénica
en el sector inhomogéneo. Ademas, si parametrizamos el campo en términos
de estos invariantes gauge y adoptamos una representacion de Fock, para la
teoria de campo sobre el fondo descrito clasicamente, con un vacio invariante
bajo las isometrias espaciales y con dinamica unitariamente implementable,
dicha transformacion canénica resulta ser implementable mediante un ope-
rador unitario en la teoria cuantica. Esto puede demostrarse como se hizo
en la seccion 3.2.3 para el gauge longitudinal; de hecho, definiendo variables
de destruccion y creaciéon analogamente, los coeficientes beta de la corres-
pondiente transformacion de Bogoliubov tienen la misma expresion que alli,
dada en la ecuacion (3.33), excepto que la funcion y se ve sustituida por su
homéloga .

C.3. Cuantizacion hibrida. Operador ligadura

La cuantizacion hibrida del modelo en la parametrizacién introducida
en la seccién C.1 se acomete, para el caso plano, en la seccion 4.5. Aunque
en ella se adopta el gauge longitudinal, como los modos escalados del campo
material coinciden en este otro gauge con el invariante de Mukhanov-Sasaki,
la expresion de la ligadura hamiltoniana es formalmente idéntica hasta el
orden perturbativo considerado si se utiliza el término homogéneo de la liga-
dura para simplificar su parte cuadratica. Por tanto, la cuantizacién descrita
en la seccién 4.5 se adapta también a este gauge, con tal de identificar las
variables homogéneas de forma adecuada. Bastaria, entonces, con abordar
aqui el caso de secciones espaciales con curvatura positiva. En vez de eso,
a continuacion se ofrece una exposicion genérica en funciéon del parametro
k, porque, para facilitar la comparacion con las representaciones propuestas
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en los primeros articulos sobre estos temas [144, 1, se sigue un procedi-
miento ligeramente diferente. Concretamente, cuantizaremos directamente
la expresion clasica de la ligadura determinada por los coeficientes (C.7), en
vez de sus expresiones simplificadas sobre la superficie de ligadura. Debido a
ello, obtendremos una representaciéon cuantica que no coincide exactamente
con la de la seccién 4.5 al hacer £ =0.

Las variables p, c, ¢ y 7y, que sirven de partida para la cuantizacién del
sector homogéneo, se introducen formalmente como en las ecuaciones (4.1),
(4.2), pero entendiendo que las variables con barra son ahora las adoptadas
para el nuevo gauge con la transformacién (C.6). Estas variables —o, en el
caso de c, sus exponenciales N;— se representan en el espacio Jféﬁf‘t ® in;a
como en la seccion 1.2.2. En cuanto a las inhomogeneidades, adoptaremos
para ellas la representacién de Fock del caso sin masa, &, caracterizada
por las variables de destruccion y creacion (3.4), entendiendo, como ante-
riormente con las variables homogéneas, que f, y g son las dadas por las
ecuaciones (C.6).

La ligadura hamiltoniana se ha de representar en el espacio de Hilbert
cinematico meat ® %gﬁa ® F; siguiendo las directrices detalladas en la sec-
ciéon 4. El operador resultante puede densitizarse como en la ecuacién (4.9) y,
naturalmente, tiene la misma estructura perturbativa. Su término homogé-
neo se regulariza, identificandolo con la ligadura del modelo sin perturbar.
Siguiendo la prescripcion MMO, el resultado es

; _Y%Qg+<églat, k=0
PSSO+ ARV - LV 2sen®(flo)] + G, k=1,

con %mat = x(#2 o m?V2¢$?). En cuanto a los términos cuadraticos en las
perturbacmnes gulandose por el algoritmo detallado en la seccién (4), se
obtiene un operador de la forma

—1/
(2% +F )N, +2|Fr ks + —XP __ax- (1) -
@ . = fr—— T __GX: = ;
n f, 9 nerf, 2(@%_3kl%) fn \v4
(C.11)
s yXFJ—r = (df )21(02];")2, mientras que, ahora,

—5/6

. 1 ~ N Ao
G:—(v) ( YrlQp 2 ARIQRI 2R + P mPV Q2 V I, 7
—5/6

+4)f|f2k|_1f\k|flk|_1ﬁi)(v) , (C.12a)
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17V 2 e
an o 2vr1/3 A2 A2 2Y72 22 2vr4/3
F:_f—m V +Z(V) (_ﬁgk +K(10H¢—m V (P )+2kl0V )(v)
+ykm®V 8|0 AR 1O TV O[, 7
1, (1"
/1\5/6
+4kl2v2/3ﬁ—2v2/3f\2 (_)
0 k Ty v
RI2k 71V, . . . R )
0 2 -243 2 -14A -1 2
+— = xkQ 45 = 2ym V|Qp| " Ap|Qp| ™|V
8(@%—3kzg)(v) [y -2y ol PR VY
3/2
2(1
— /\2 —
471(/)) (V)
klz’}/zK (1)2 /1\1/6 A /1\1/6
— 0 n -2 A2
—| O72= , C.12b
T @3—3kzg(v) ’ (v) "o (€120

Haciendo £ = 0 en las anteriores expresiones, se recupera una ligadura cua-
dratica con la estructura (4.38), aunque F; no se reduce a la forma (4.39).
Como anticipamos, no obstante, la diferencia se anula clasicamente en la su-
perficie de ligadura, pero, debido a la regularizacion, existe una discrepancia
en la representacion cuantica.
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