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Introduccién

En las tres dltimas décadas, el estudio de ciertas ecuaciones no lineales en
derivadas parciales, conocidas como sistemas integrables, ha recibido gran
atencién por parte de los investigadores en Fisica-Matematica. El motivo
de este interés son sin duda las propiedades sobresalientes que tales sistemas
presentan tanto desde el punto de vista fisico como del matematico. Podemos
decir -que los sistemas integrables tienen un doble caracter de universali-
dad. En Fisica son ecuaciones que aparecen de forma sistematica cuando
se analizan limites asintSticos de diferentes modelos. Asi fenémenos fisicos
en dindmica de fluidos, ptica no lineal, etc son ejemplos en donde aparecen
dichas ecuaciones integrables. Desde el punto de vista matematico presentan
rasgos notables, esto es, dichas ecuaciones poseen propiedades inesperadas
que en general una ecuacién no lineal en derivadas parciales no tiene.

El fendmeno solitdén es algo carateristico de los sistemas integrables. Los
solitones son soluciones de estas ecuaciones con la estructura de una onda
que presentan comportamientos tipicos de particulas. Supongamos que para
t = —oc se da el dato inicial siguiente: la funcidn esta localizada en pequenos
entornos de oo. Este dato inicial evolucionara con la dinamica dada por la
ecuacién integrable. Dicha evolucion es aproximadamente libre, esto es, las
pequenas ondulaciones se acercan la una a la otra sin influirse mutuarmnente,
hasta que llegan a la region de interaccién. En dicha zona la dinamica es
considerablemente no lineal, pero curiosamente ambas ondulaciones emergen
de la region de interaccidn sin modificacién en su forma y tan solo hay un
retraso con respecto a la evolucion hbre. Esta solucién que hemos descrito
someramente es el tipico 2-solitdn, pudiéndose extender estas consideraciones
a soluciones tipo N-solitén. Debemos comentar que lo dicho es valido en
1 + 1 dimensiones y que la situacién en 2 4+ 1 dimensiones es bastante rnis
compleja.

Los solitones se pueden hallar al menos por tres métodos distintos. El
primero de ellos, la transformada espectral inversa, se basa en la construccién
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g Introduccion

de un problema espectral que con la dindmica del sistema integrable evolu-
ciona de forma sencilla. La resolucién del problema inverso da la solucién
al sisterna integrable. Este método fue usado por primera vez en Gardner,
Greene, Kruskal y Miura(1967). El segundo método es el del formalismo
bilineal y la funcidn 7 expuesto en Hirota(1971) y desarrollado en profundi-
dad por la escuela japonesa de Kyoto. Un tercer método es el introducido
en Novikov(1974) y Krichever(1976), en estos trabajos se buscan soluciones
cuasiperiodicas de KAV y para ello se estudian ciertas superficies de Riemann
y se emplea la geometria algebraica.

Los sistemnas integrables tienen propiedades matematicas importantes.
Se observa que existen un nimero infinito de leyes de conservacion locales
y no triviales. Estas leyes de conservacion se encuentran ligadas a simetrias
del sistema integrable reflejindose este hecho en la aparicién de la jerarquia
integrable. Esto es, un conjunto infinito de ecuaciones integrables que son
cada una de ellas simetrias del resto. También estos sistemas integrables
son a veces completamente integrables. El espacio de fases es el espacio
de soluciones con las condiciones de contorno adecuadas y es en general
un espacio de Sobolev. Con respecto al corchete de Poisson presente en el
espacio de fases las cantidades conservadas estan en involucion y el sistema es
completamente integrable en el sentido de la Mecdnica Cldsica. Las variables
accion-angulo se obtienen a partir de la transformada espectral inversa.

Muchos sistemas integrables se encuentran conectados entre si mediante
transformaciones no lineales. Esto es, dada una solucién de un sistema in-
tegrable se pueden haliar soluciones de otro mediante una transformacion
no lineal. El ejemplo mds sobresaliente es la transformacion de Miura.
Miura(1968).

Como se ha comentado, los sistemas integrables poseen un nimero in-
finito de simetrias y por tanto debe existir un grupo de Lie de dimensién
infinita que genere dichas simetrias. En ecuaciones integrables en 141 dimen-
siones es un grupo de lazos y su dlgebra de Lie es un dlgebra de Kac-Moody
de tipo afin. Cuando se estudian sistemas integrables en 2 + 1 dimensiones
aparecen grupos de automorfismos sobre un espacio de Hilbert, las algebras
de Lie son algebras de Kac-Moody de rango infinito.

Existen excelentes tratados sobre la teoria de los sistemas integrables, al-
gunos de ellos son Drazin y Johnson{1989), Newell(1985), Faddeev y Takhta-
jan(1987) y Novikov, Manakov, Pitaevskii y Zakharov(1983).
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La teoria de los sistemas integrables ha experimentado una larga evolucion.
En 1834 J.S.Russell descubrié el fendémeno de la propagacién de ondas loca-
lizadas de gran longevidad, él las llamo ‘great waves of translation’, Rusell
(1844). A partir de ese momento se dedic6 a perfeccionar diferentes técnicas
para la produccidn de este tipo de ondas en su laboratorio. Ello le permitié
el estudio experimental de dicho fenémeno, y concluy6é empiricamente que
la velocidad de la onda, v, obedece a la formula v2 = g(h + a) donde a es
la amplitud de la onda, h la altura del agua en el canal sin perturbar y
g la aceleracion de la gravedad. En los trabajos Boussinesq(1871,1872) y
Rayleigh(1876) se desmostraba esta férmula a partir de las ecuaciones para
un fluido incompresible y sin viscosidad y se obtenia la primera expresién
explicita de un l-solitén. Esto es, si z es la variable que parametriza la
posicién en el canal y ¢ es el tiempo la perturbacién es u = asech(F(z — vt))

donde 2h3 = ,/3%‘ En Boussinesq(1872) se encontré la tercera ley de
conservacién que fue denominada tercer momento de inestabilidad. Hubo
que esperar al trabajo Korteweg y de Vries, Korteweg y de Vries(1896),
para tener una ecuacion simple para u. Dicha ecuacién fue hallada usando
limites asintdticos en las ecuaciones iniciales y se conoce como ecuacién de
Korteweg-de Vries(KdV). Esta ecuacidn se puede escribir, tras renormalizar
las variables, como

4uy = Uzzrr — Buus.

El siguiente paso hacia la teoria de los sistemnas integrables fue consecuen-
cia de los estudios en teoria del sélido. Cuando se modela un sélido mediante
una red unidimensional de muelles, con interaccién lineal tipo Hooke entre
ellos, la conductividad térmica efectiva es infinita. Esto se debe a que los
d:ferentes modos normales no interaccionan entre si y por tanto la energia
se transporta libremente en cada modo. En 1914 Debye apuntd que si la
interaccién es no lineal entonces los modos normales pueden interaccionar
mutuamente y de este modo dar una conductividad térmica efectiva finita.
En el trabajo de Fermi, Pasta y Ulam(1955) se llevd a cabo el siguiente
experimento numerico. Supusieron una red de muelles con la interaccién
tipo Hooke a la que se le anade un término cuadratico en el desplazamiento.
Construyeron un esquema numeérico para este modelo tedrico esperando que
si en el estado Injcial la energia se encontraba en el modo fundamental ¢ en
los modos excitados mas bajos, el sistema se relajaria a un estado de equili-
brio estadistico debido a los acoplos no lineales. Por tanto, en el estado final
del sistema la energia se encontraria equidistribuida por todos los modos y
la conductividad seria proporcional al inverso del tiempo de relajacion. Lo
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que obtuvieron sin embargo fue totalmente diferente. La energia, después de
visitar algunos modos excitados, retornaba aproximadamente al estado ini-
cial tras un tiempo mucho menor que el tiempo de recurrencia de Poincaré,
repitiendo este proceso periédicamente. En realidad, estaban observando la
primera simulacion en ordenador del fendmeno soliton.

Zabusky y Kruskal estudiaron en Zabusky y Kruskal(1965) plasmas sin
colision. Tras un analisis perturbativo llegaron a la ecuacion de KdV usando
un esquema humérico que preserva la energia. Aparecieron pulsos separados
y cuando estos pulsos colisionaban a interaccion era no lineal pero ambos
emergian de esta zona de colisidén sin cambio en la forma o velocidad. Tan
solo habia una desfasaje con respecto a un pulso que no hubiera interac-
cionado. Tras un tiempo pequefio los pulsos reconstruian el dato inicial
describiendo correctamente los resultados de Fermi, Pasta y Ulam. Fueron
Kruskal y Zabusky los que acufiaron el nombre de solitén para este tipo de
solucidn.

La ecuacion de KdV posee dos leyes de conservacion obvias, la propia
ecuacion y la asociada a la energia. Zabusky y Kruskal fueron capaces de
hallar otras leyes de conservacion adicionales y Miura algunas mas. Kruskal
¥y Miura tenian la conviccidn de que existian infinitas leyes de conservacién
para KdV. A su vez en Gardner, Greene, Kruskal y Miura(1967) se elaboré
un método efectivo para la construccién de soluciones, la transformacién
espectral inversa. A la ecuacidn de KdV se le puede asociar una ecuacién
de Schrodinger cuyo potencial es la solucidon de KdV. La evolucién de los
datos de ‘scattering’ segin la dindmica de KdV es {acilmente integrable y el
problema inverso da soluciones de KdV a partir de estos datos de ‘scattering’
evolucionados. Este método estd relacionado con la ecuacién de KdV mo-
dificada (mKdV), hallada en Miura(1968), que se encuentra conectada con
KdV a través de una transformacién no hineal, la transformacion de Miura.
En dicho trabajo se demuestra que mKdV tiene un nimero infinito de leyes
de conservacidn y por tanto la ecuacién de KdV debe tener también una
coleccion infinita de cantidades conservadas.

En Lax(1968) se introdujo una nueva formulacion de KdV a traves de
ecuaciones de compatibilidad para operadores diferenciales. Se habia halla-
do el par de Lax para KdV. El método introducido aclara los resultados de
Gardner, Greene, Kruskal y Miura(1967) y es fundamental en el desarrollo
de la teoria.

Después hubo un desarrollo rapido de la teoria de los sistemas inte-
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grables. Aparecié una formulacién equivalente a la de los pares de Lax
que se conoce como Ja condicién de curvatura nula. Los trabajos pioneros
en este sentido fueron Ablowitz, Kaup, Newell y Segur(1974), Zakharov y
Shabat(1974,1979) ¥ Novikov(1974); se puede consultar la exposicidn de
Novikov, Manakov, Pitaevskii y Zakharov(1984) y Dubrovin, Krichever y
Novikov(1990). En Zakharcv y Shabat(1979) ya aparecen problemas de
factorizacion del tipo Riemann-Hilbert. Con este método se integraron un
gran nimero de ecuaciones, la primera de ellas fue una ecuacidn importante

en optica no lineal, la ecuacion de Schrddinger no lineal, Zakharov y Sha-
bat(1971).

Ya en Gardner, Greene, Kruskal y Miura(1967) se utilizaba una primera
estructura hamiltoniana de KdV. La ecuacion de KdV posee una segunda
estructura hamiltoniana relacionada con la ecuacién de mKdV, Magri(1978).
Estos hechos dieron pie a la introduccién en Gel'fand y Dikii(1976,1977) del
algebra de operadores pseudodiferenciales y la consecuente generalizacidn
de la ecuacidon de KdV. En Adler(1979) y en Lebedev y Manin{1979) se
interpretaba esta construccién a través del corchete de Lie-Poisson en el
algebra de Lie de operadores pseudodiferenciales o algebra de Volterra. En
este sentido ver Manin(1979) y Wilson(1979).

Al mismo tiempo que se estudiaban estas estructuras hamiltonianas un
trabajo de Novikov, Novikov{1974), dio lugar a una serie de articulos en los
que se analizaban las soluciones cuasiperiédicas de KdV. El uso de curvas
hiperelipticas y de Ia geomeiria algebraica fue fundamental, ver Krichever
(1977) y Dubrovin(1981). Aparecieron asi nuevos métodos procedentes de
la geometria algebraica en la construccidon de las soluciones cuasiperiédicas
de KdV. La construccidn de tales soluciones con la transformada espectral
inversa es muy compleja, para ello ver Dubrovin, Krichever y Novikov(1990).

La matrz-r aparecid como consecuencia del desarrollo de la teoria cuanti-
ca de los sistemas integrables y de la transformada espectral inversa cuantica,
ver Sklyanin, Takhtajan y Faddeev(1980), Takhtajan y Faddeev(1979) y Fad-
deev{1980). Estos trabajos se vieron influidos por el trabajo Baxter(1972)}
y el limite clasico de esta ecuacién fue encontrado en Sklyanin(1979). E
papel de la matriz-r clasica en la técnica de la transformacién espectral
inversa ha sido importante desde entonces, ver Kulish y Sklyanin(1980).
Estas formulaciones permiten la introduccion de corchetes de Lie-Poisson
tensoriales en relacion con los pares de Lax. La aproximacién de Semenov-
Tyan-Shanskii{1983) a estas construcciones ha sido muy fructifera, dando
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lugar a toda una serie de aplicaciones de las que esta tesis constituye un
ejemplo.

Las algebras de Kac-Moody de tipo afin se usaron para la generalizacién
de la ecuacién de KdV en los trabajos Drinfel’d y Sokolov(1981,1985-1) y
la teoria de Gel'fand-Dikii se encuentra como caso particular de estas cons-
trucciones. En los articulos de la escuela japonesa de Kyoto, Date, Jimbo,
Kashiwara y Miwa(1982), se usaron las algebras afines de rango infinito para
la formalizacién de la teoria de Hirota en el caso de KdV bidimensional, esto
es la ecuacién de Kadomtsev-Petviashvili. Para ello emplearon un algebra de
Clifford, cuyos generadores eran los campos de una teoria cuantica de campos
holénoma. También explicaban el papel de la grassmanniana de Sato y el de
la funcién 7. Por iltimo en Wilson(1984,1985) y Segal y Wilson{1985) se da
la relacién de la teoria geométrica de los grupos de lazos y las grassmannianas
con la funcién r y la técnica geometro-algebraica dada en Krichever(1976).

En esta tesis estudiamos algunas propiedades geométricas de los sistemas
integrables. La condicion de curvatura nula y los problemas de factorizacién
en grupos de Lie son esenciales en el desarrollo de la misma. Veremos que
muchos sistemas integrables aparecen como descripcidn de la siguiente cons-
truccién. Dado un grupo de Lie G y un subgrupo G4 los flujos conmutativos
por la izquierda en G se proyectan en el espacio homogéneo G/G4. Cuando
existe un subgrupo G- de G, difeomorfo al espacio homogéneo G/G, pode-
mos analizar dicha proyeccién en el algebra de Lie g_ de G_. Este esquema
se resumen en el diagrama

G—-G/Gy —G.Bg_,

donde In es la funcidén inversa de la aplicacién exponencial. Una forma
sistemdtica para conseguir estas construcciones se obtiene mediante el for-
malismo de la matriz R. En concreto, dado un endomorfismo del aigebra
de Lie g de G que satisfaga la ecuacién denominada de Yang-Baxter clasica
modificada se pueden plantear problemas de factorizacion en el grupo de Lie
G. Tales problemas generalizan el conocido problema de Riemann-Hilbert.
Ciertas matrices R generan subdalgebras g, C g tales que

g=08,+4_.

Todo X € g se puede escribir entonces como X = X4 — X_ con X3 € g,.
Esto induce el siguiente problema de factorizacién para ¢ € (, encontrar
¥4, Y- en G4 y G_ respectivamente tales que

=yl gy
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Con esta construccién el ‘coset’ derecho 1 - G4 estd, al menos localmente,
en correspondencia biunivoca con ¥_ € G_. Como veremos estas construc-
ciones enlazan de modo natural con la técnica de revestimiento de 1-formas
de curvatura nula.

Estas ideas se desarrollan en los primeros capitulos. Asi, en el primer
capitulo se introducen los grupos de lazos y las dlgebras afines. Estos seran
los grupos de Lie de dimensién infinita que serviran de soporte a futuras cons-
trucciones, Debemos comentar que generalizaciones a grupos de Lie-Banach
de automorfismos sobre un espacio de Hilbert se pueden encontrar en Guil
(1989,1990-2), donde se obtuvieron los problemas de factorizacion para las
ecuaciones de Kadomtsev-Petviashvilii y Davey-Stewartson asi como para
sus modificaciones. A continuacion, en el segundo capitulo examinamos la
teoria de la matriz-r cldsica en el espiritu de Semenov-Tyan-Shanskii(1983),
analizando descomposiciones en el algebra de Lie y problemas de factoriza-
cidn asociados. Pasamos en el capitulo II] a un estudio de algunas matrices-r
cldsicas reJevantes en la teoria de los sistemas integrables. Debemos comentar
que en los apéndices A v B se encuentra informacién adicional sobre la
matriz-r clasica.

La técnica del revestimiento, esto es, la construccidn de 1-formas de cur-
vatura nula a partir de 1-formas de curvatura nula ya conocidas se presenta
en el cuarto capitulo. La matriz-r y los problemas de factorizacién asociados
son fundamentales en estas construcciones.

Los siguientes capitulos nos sirven para demostrar que la mayoria de los
sistemas integrables aparecen en el marco esbozado en los primeros capitulos
de esta tesis. Escogemos en el grupo de lazos LSL(2,C) flujos conmuta-
tivos generados por dos subalgebras de Heisenberg del dlgebra de lazos las
subilgebras homogénea y principal. Obtenenemos de esta forma sisternas
integrables modificados del tipo AKNS y KdV en cada caso. Variando el
problema de factorizacidn, pero no la pareja de flujos, se obtiene un con-
junto amplio de sistemas integrables. En los capitulos quinto y sexto se
presenta la teoria de los sistemnas integrables del tipo AKNS y modificados,
también aparecen los modelos de Thirring masivo y de transparencia au-
toinducida, todos ellos asociados a flujos homogéneos. En el capitulo VII la
matriz-r eliptica se usa para factorizar los flujos conmutativos homogéneos. el
sisterna integrable que describe esta factorizacidn es la ecuacién de Landau-
Lifshitz. En el capitulo octavo se analizan los flujos conmutativos generados
por la subdlgebra principal. Aparecen las versiones potenciales de KdV y
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mKdV, también encontramos la ecuacion de ‘sine’-Gordon. Aprovechamos
el capitulo IX para dar una aproximacién completa a la teoria de la modifi-
cacion de la ecuacion de KdV. Estas modificaciones de la ecuacién de KdV
son las ecuaciones mKdV, las dos ecuaciones integrables de Calogero v De-
gasperis(1981) y dos degeneraciones de la ecnacién de Krichever y Novikov.
Se presentan explicitamente transformaciones de Miura directas e inversas
asi como problemas de factorizacién asociados. En el décimo capitulo la
matriz-r eliptica vuelve a ser utilizada para factorizar los flujos principales,
obteniéndose la ecuacion de Krichever-Novikov.

Los dos capitulos siguientes se dedican, abandonando el dlgebra Ls1(2, C),
a estudiar las oportunas generalizaciones a algebras de lazos arbitrarias del
tipo Lg con g un algebra simple. En particular en el capitulo XI exten-
demos las construcciones del capitulo V obteniendo AKNS generalizado a
espacios homogéneos. En el capitule XII las ecuaciones de N-ondas y los
modelos quirales principales aparecen como consecuencia de diferentes fac-
torizaciones de flujos conmutativos.

Por tanto, a lo largo de estos capitulos demostramos que el método de
construccién de sistemas integrables propuesto en esta tesis abarca a una
gama amplia de ecuaciones integrables. Es llamativo que baste factorizar
los flujos generados por el subgrupo homogéneo por un lado y principal
por otro para obtener, asociados a LSL(2,C), todos los sistemas integrables
presentados en los capitulos V, VI, VII, VIII, IX y X. También queremos
subrayar que la teoria expuesta en esta tesis da una explicacidn completa de
las ecuaciones del tipo

Ut = Ugzrr + f(“r:ra ux,U)

con un numero infinito de simetrias, Svinolupov, Sokolov y Yamilov(1983).

Para finalizar estudiamos la relacién de la teoria de los sistemas inte-
grables con las ecuaciones de autodualidad para los campos de Yang-Mills.
Demostramos que las construcciones de muchos sistemas integrables dadas
a lo largo de esta tesis son soluciones de las ecuaciones de autodualidad.
Por tanto, el marco grupo-tedrico dado en la tesis nos da una explicacidn
del porqué muchos sistemas integrables son reducciones de Yang-Mills auto-
dual. Este hecho nos lleva a pensar que existen casos intermedios entre las
ecuaciones de autodualidad y por ejemplo la ecuacién de KdV, los mode-
los quirales se pueden entender en este sentido. Un campo abierto es la
investigacion de los posibles sistemas integrables de este tipo.
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Es necesario comentar que no hemos considerado aspectos simplécticos o
hamiltonianos de los sistemas integrables. No hacerlo asi amplia el nimero
de posibles sistemas integrables a considerar. A medida que se modifica
un sistema integrable las estructuras hamiltonianas se hacen mas pobres.
Por ejemplo KdV posee dos estructuras hamiltonianas locales compatibles,
mKdV tan solo posee una y la ecuacién de Calogero-Degasperis tiene una
estructura hamiltonian no local. Esto mismo ocurre con Krichever-Novikov
que su estructura hamiitoniana es no local. Tampoco analizamos las con-
secuencias de las técnicas de revestimiento en el grupo de operadores pseu-
dodiferenciales, los métodos asociados a la funcién v o los procedentes de
la geometria algebraica. Los sistemas asociados a ecuaciones con poten-
ciales dependientes de la energia son un problema aparte. Tan sélo el caso
de Jauient-Miodek parece acoplarse bien al esquema grupo-tedrico seguido
aqui.

Finalizamos esta introduccidn con un breve resumen, a modo de conclu-
siones, de los resultados originales obtenidos

1. La consideracion de matrices-r clasicas que no son diferencias de proyec-
tores nos ha llevado a la construccion de una serie de sistemas inte-
grables de los que no se conocia su estructura grupo-tedrica, en este
sentido ver Guil y Manas(1990).

2. Para las ecuaciones con un numero infinito de simetrias del tipo
Uy = Ugrr + f(u.r:.r'a Ur, u)

se han obtenido los problemas de factorizacién asociados en grupos
de lazos, la relacidn con la ecuacién de KdV y las transformaciones
de Miura directas e inversa en términos de soluciones del mencionzado
problema de factorizacidn, consultar Guil y Manas(1991-2) y Manas
(1991).

3. La factorizacion eliptica introducida en Sklyanin(1979) nos ha per-
mitido estudiar las analogias de la ecuacion de Krichever-Novikov y
Landau-Lifshitz. Este andlisis nos ha llevado a escribir un nuevo par
de Lax para la ecuacién de Krichever-Novikov. Este nuevo par de
Lax enlaza con el par de Lax hallado en Sklyanin(1979) para Landau-
Lifshitz, ver Guil y Mafas(1991-1).

4. Por ltimo, la relacién de las ecuaciones de autodualidad para los
campos de Yang-Mills con los sistemas integrables. Obtenemos la es-
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tructura algebraica que liga las mencionadas ecuaciones de autoduali-
dad con sistemas integrables asociados a problemas de factorizacion de
Birkhoff modificados. De este modo es sencilio demostrar que muchos
sistemas integrables son reducciones de las ecuaciones de autoduaiidad.



Capitulo I

Grupos de lazos y algebras afines

En este capitulo se introducen los conceptos y resultados de interés, para
el desarrollo de esta tesis doctoral, sobre lo que se conoce en la literatura
como grupos de lazos. Los grupos de lazos son grupos de Lie de dimension
infinita. cuyas algebras de Lie, las dlgebras de lazos, aparecieron en Fisica
como algebras de corrientes, y que hoy en dia juegan un papel relevante no
solo en la teoria de los sistemas integrables sino también en las teorias de
cuerdas y campos conformes, y como se vera en la realizacion de las algebras
de Kac-Moody tipo afin.

Las algebras afines son algebras de Lie de dimensién infinita y poseen
una teoria estructural profunda que generaliza la bien conocida teoria de
Cartan-Killing, ver Humphreys(1972), Jacobson(1961) y Serre(1987), de las
algebras simples. Ademnds, cuando se buscan realizaciones explicitas de estos
objetos abstractos se encuentran las algebras de lazos.

Las algebras afines junto con las algebras afines de rango infinito. cuyas
realizaciones son las algebras de Lie-Banach cldsicas asociadas a un espacio
de Hilbert, son las unicas algebras de Kac-Moody para las que se conocen
realizaciones del grupo de Lie adjunto, Tits(1988).

La teoria geométrica de los grupos de lazos se puede encontrar desarrolla-
da ampliamente en el libro Pressley y Segal(1986), también en los articulos
Segal(1981), Segal y Wilson(1985), Wilson(1983) y Freed(1988) se detalla
informacién de interés sobre estos grupos de lazos, pudiéndose encontrar en
este dltimo un estudio completo de aspectos puramente geométricos como
pueden ser clases caracteristicas de Chern, curvatura, etc.

La teoria estructural, asi como la teoria de representaciones de las digebras
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afines, se encuentra expuesta con detalle en Kac(1985) y Helgason(1978);
también es interesante consultar Frenkel y Kac(1980) y Drinfel'd y Sokolov-
(1985-1). Sobre las aplicaciones en Fisica se puede acudir a las monografias
Dolan(1984), Goddard y Olive(1986), Cornwell(1990).

Se supone al lector familiarizado con la teoria de grupos y algebras de
Lie de dimensién finita, por ejemplo en el espiritu de Cornwell(1988), Hel-
gason(1978), Humphreys(1972), Jacobson(1961) y Serre{1987).

Este capitulo se divide en dos secciones. En la primera se presentan los
grupos de lazos, haciendo especial énfasis en el caso LSL(2, C).

En Ja seccion segunda se introduce la teoria estructural de las algebras
de Lie afines: matriz de Cartan, sistemas de raices, graduaciones, automor-
fismos, etc; se vera después como estas 4lgebras son isomorfas a las dlgebras
de lazos de la secciéon primera, permitiendo esto dar una teoria algebriica
para las algebras de lazos. De nuevo el caso Lsl(2, C) sirve de gufa.

I.1 Grupos de lazos

Dado el grupo de Lie SL(2,C), que es el conjunto de matrices complejas
2 x 2 de determinante unidad, se puede considerar el conjunto LSL(2,C) de
aplicaciones suaves del circulo unidad S a valores en el grupo SL{2,C). La
estructura de grupo es la heredada de SL(2,C), es decir el producto de dos
funciones serd la funcion que en cada punto de S! tiene como valor el pro-
ducto de dichas matrices evaluadas en €l punto del circulo en consideracién.
Esta familia de funciones LSL(2,C) es lo que se conoce como grupo de lazos
asociado a SL{2,C). Si sl{2, ) es el dlgebra de Lie de SL(2, C}), el conjunto
de matrices complejas 2 x 2 de traza nula, el dlgebra de lazos Lsl(2,C) se
define de forma analoga. Qbviamente estas definiciones se extienden a otros
grupos de Lie simples G distintos de SL{2, C), con &lgebras de Lie g.

Se puede demostrar que L$l(2, C) es un espacio vectorial topologico com-
pleto y separable, pero no es un espacio de Banach. Cuando se reguiere tan
solo diferenciabilidad hasta cierto orden finito r el digebra que se obtiene es
de Lie-Banach, y cuando se consideran compleciones de Sobolev adecuadas,

Freed(1988), un algebra de Lie-Hilbert.

La aplicacién exponencial

exp : Ls{(2,C) — LSL(2,C),



L1 Grupos de lazos 19

es un homomorfismo en un entorno de la identidad. Cuando se considera la
forma compacta SU(2) de SL(2,C) la imagen de la aplicacién exponencial
es densa en la componente conexa con la identidad LoSU(2) del grupo de
lazos LSU(2).

El grupo de automorfismos de LgSL(2, C) es el producto semidirecto
DIff (S?)x L Aut(SL(2,C)).

Existen subgrupos de LSL(2,C) que seran utilizados mds adelante. Por
ejemplo los lazos analiticos LanSL(2, C); sus elementos son lazos cuyos coefi-
cientes matriciales son funciones analiticas en A € S!, esto es, admiten desa-
rrollos de Laurent convergentes en alguna corona entorno a $'. Denotando
por C[[A, A7) dicho espacio de funciones se puede escribir L,,SL(2,C) =
SL(2,C[[», A" 1]). Cuando se pide que estos coeficientes sean cocientes de
polinomios en A, esto es funciones racionales, entonces el subgrupo se de-
nota por LyaSL(2,C), y sus elementos son los llamados lazos racionales.
Ambos subgrupos son densos en el grupo de lazos. Un subgrupo de interés
es el subgrupo de lazos polindmicos LaSL(2,C), si g € LpaSL(2,C) en-
tonces las componentes tanto de g como de g~! son polinomios de Laurent
finitos en la variable A; son pues lazos analiticos con sélo un namero finito de
coeficientes no nulos en el desarrollo de Fourier. Se tiene la identificacion, en
el sentido de la geometria algebrdica, L,4SL{2,C) = SL(2,C[*, A~1]). Los
lazos polinémicos forman un subconjunto denso en el grupo de lazos. Todas
estas propiedades son también ciertas cuando se sustituye el grupo SL(2,C)
por otro grupo simple.

Debemos citar también otros subgrupos importantes como son L¥SL(2, C).
Estos estan formados por los lazos que son valores frontera de funciones heio-
morfas en el interior (caso +) o en el exterior (caso —) de la circunferencia
S, considerada como subconjunto de la esfera de Riemann. Los subgrupos
LESL(2,C) son lazos de L*SL(2, C) tales que sus extensiones holomorfas se
anulan en el 0 (caso +) o en el o {caso —).

Ademas de los grupos de lazos se pueden considerar los grupos de lazos
girados (‘twisted loop groups’), que son necesarios entre otras cosas para la
realizacién de los grupos adjuntos a las dlgebras de Lie afines. Sea pues un
autornorfismo o de (7, grupo de Lie simple, y deflinase

L(G)G = {g R - G,g(g ~+ Qﬂ’) = o’g(g), Yo € R},

se puede demostrar que sélo aparecen grupos nuevos cuando ¢ es un auto-
morfismo externo. 3i (G es simple seran los automorfismos generados por
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los automorfismos del diagrama de Dynkin, y por tanto de orden finito,1,
2 6 3. Estos grupos de lazos girados se pueden interpretar como fibrados
principales no triviales sobre S! con grupo estructural G, en tanto que en el
caso no girado son triviales. En SL(2,C) no existen automorfismos externos
y en consecuencia no aparecen grupos de lazos girados.

Denotemos por H{?) .= Lz(Sl,Cz) el conjunto de clases de equivalencia
de funciones de cuadrado integrable sobre 5! con valores a C2. Dado un
g € LSL(2,C) se obtiene el operador de multiplicacion M, € GL{#H(?),
perteneciente al grupo de Lie-Banach de automorfismos en H( de la forma
que sigue. Representando por g(A) la matriz

_ [ a(d) ¥3)

con a{A)d(A) — b(A)e(A) = 1, VA € 81, y por ¥(}) un vector en H(2)

o= (28

se tendrd
M,[$(3)] = 930 = ( A ) ( ) ) |

De esta forma LSL(2, C) se puede considerar como un subgrupo de GL(H#{?)),
el subgrupo de operadores de multiplicacién. Esta inclusion es importante
a la hora de estudiar la geometria de los grupos de lazos en consideracién,
Pressley y Segal(1986).

1.2 Algebras afines

Para dar una teoria estructural de las dlgebras de Kac-Moody es necesario in-
troducir generalizaciones de los conceptos usados en la teoria de las dlgebras
simples, Jacobson(1961), Humphreys(1972), Serre(1987). Trataremos aqui
dos aspectos diferentes de la teoria; en 1.2.1 se desarrolla ]a teoria estructural
y en [.2.2 nos ocuparemos de las realizaciones de las algebras afines.
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1.2.1 Teoria estructural

Recuérdese que en el dlgebra 5{(2,C) la base de Cartan-Weyl esta formada
por los vectores

(8 )= (0 8) = (00)

cuando se representa $[(2, C) por el algebra de matrices complejas 2 x 2 de
traza nula. Dichos generadores satisfacen las relaciones de conmutacion

[h,e] = 2¢, [k, f] = =2f, [e,f] = h.
Definamos ahora los vectores
EO:Afa €1 :e!_hO:hl :h)fO:A—le’fl :f’

donde X € S'. Dichos vectores verifican las reglas de conmutacién y rela-
ciones

[E,‘,fj] = 5,‘_,'h,‘, [h,’,hj] = 0,
[hi,e;] = ajje;, (his £5] = —ai; f;,
ad%e;(e;) = 0, ad®fi(f;) =0,

en las que los nimeros a;; son los coeficientes de la matriz

2 -2

que es por definicién la matriz de Cartan de Lsl{2, C). El conjunto {e;, fi}i=0.
forma un conjunto de generadores de Chevalley de Lpq$1(2,C), y la matriz

de Cartan A define de forma univoca la estructura del algebra de lazos, con

la restriccién de que hg + hy = (. La matriz de Cartan de Ls{{2,C) es una

extensién de la de sl(2 C).

A partir de esta construccidn podemos definir lo que se conoce como ma-
triz de Cartan generalizada. Una matriz cuadrada A = (aij)f,jzo € My (E)
sera de este tipo siempre que se satisfagan las dos condiciones siguientes:

1. ay =2y a;, €Z_U{0} cuando i £ j

2. ai; = 0 s ¥ s0lo si a1 = 0.
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La matriz sera indescomponible siempre que para cualquier permutacién de
las columnas la matriz no se descomponga en suma directa de submatrices.

Por ejemplo, las matrices de Cartan generalizadas indescomponibles con
todos los menores principales positivos son las matrices de Cartan asociadas a
las dlgebras de Lie simples, Humphreys(1972), Jacobson{1961) y Serre(1987).
Las de tipo afin son aquellas con todos los menores principales propios po-
sitivos y det A = 0. El rango de una matriz de Cartan generalizada de tipo
afin, que a partir de ahora se llamard matriz de Cartan afin, es £; las matrices
de Cartan afines de rango infinito son aquellas con £ = card Z.

Las matrices de Cartan simples se clasifican mediante la teoria de Cartan-
Killing, en los tipos A¢, By, Cy, Dy, Eg, E7, Eg, Fy, G3. Las cuatro primeras se
denominan clasicas y las cinco iiltimas excepcionales. Las de tipo afin han
sido clasificadas por Kac en los tipos X(l) Azi), Ag”;)ﬂ, D(?_)l , Em D(B) aqui
X n representa una matriz de Cartan del tipo simple. Por ultlmo, las aﬂnes
de rango infinito son Ae, Ateo, Boo, Cooy Doo

Buena parte de la teoria de los sistemas integrables, en un algebra de
Kac-Moody de tipo afin, estd ligada a la teoria estructural del algebra en
cuestion. Recordaremos brevemente los aspectos esenciales de esta teoria
estructural.

Para construir el dlgebra afin derivada correspondiente a la matriz de
Cartan afin A, consideremos un espacio vectorial complejo V' de dimensidn
3(£ 4+ 1) con una base {e;, h;, f;}’_,. Esta base genera un algebra de Lie §
con los conmutadores y relaciones siguientes

[ei, /3] = bijh, [hi h;] =0,
[hi, e5] = aize;, [his £;] = —ai; fi)
ad'"%ei(e;) = 0, ad'"% fi(f;) = 0.

La subalgebra abeliana H = {h; }520 C @ es lo que se conoce como subdlgebra

de Cartan. En su dual E- existe un subconjunto discreto = {“:’}Lo: el
conjunto de raices simples, tales que

o;(hi) = ai;.

Este conjunto genera la red de ralces Q 20 en cuyo seno se encuentra el
sistema de raices A. Asi o f l’] es una raiz si el subespacio de @,

={X e€§:[hX]=a(h)X,Vh e}
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es distinto de {0}. La multiplicidad de a es por definicién la dimension de
@, Elsistema de raxces se descompone en la union de los con]untos de raices
positivas y negativas, A A+ UA-, con A+ = ANNI = —A_. En el caso
Ls{(2,C) resulta ser I={a0,01}yA={nag+(nst 1)(11,71((’!’0 +a1)}

La red de raices é es un grupo abeliano que induce una graduacién del
dlgebra § en subespacios §,

ﬁ: @ﬁa' [aa’aﬁ]caa-ﬁ-ﬂ'
aeii

Discutirermos a continuacién otras posibles graduaciones de §, las gradua-
ciones de tipo s, Kac(1985). Sea s un homomorfismo algebraico entre grupos
abelianos, s : § — Z, con los s(a;} = s; niimeros enteros. Se tendra entonces

£ [4
S(iz ko)) = :tz k;s;.

=0 =0

Las Z-graduaciones del algebra g en subespacios de dimensién finita estdn
asociadas a los homomorfismos s = (sg, ..., 8¢) para los que s; € NU {0}, ¥
dan lugar a las relaciones

=P 35, 8;(s)= B 8, [B:(s),8;(s)] C Biy,(5).

j€et slo)=y

Por ejemplo, en la graduacién principal s =1 = (1,..., 1) se obtiene gy{1) =
h 8:(1) = Cle; ._019 | = C{f{}fzo. Cuando s; = 0sii#ny s, =1se
dice que la graduacidn es estandar. En general, §q(s) se descompone en
la suma directa de un algebra semisimple y un centro de dimensién £ — r,
donde r es el nirnero de elementos s; nulos; cuando la graduacion es estandar

(s)es una subalgebra regular maximal de g, un algebra sirnple de tipo Xn.
cuando @ es de tipo ng). La descomposicion triangular inducida por una
graduacion de tipo s, de gran importancta en la teoria de la matriz-r clasica
objeto del préximo capitulo, estd definida por

g = n,.(s)® nols) s n_(s), [ns(s), to(s)] € nsls)

donde
ny(s) = @ ﬁij(s)v fo(s) 1= Gols).

i>0
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Dos graduaciones 5,5 generan la misma descomposicién triangular cuando
si = 0 sl y sdlo si 5; = 0. Por tanto, para considerar descomnposiciones
triangulares tan solo son necesarias las graduaciones binarias, s; € Z>.

El rango de A’ es £ y por tanto existe un vnico vector (af,...,at) que
genera su niicleo, cuyas componentes son niimeros naturales primos entre
5. Pues bien, el centro de @ es unidimensional y esta generado por ¢ =
Y oalh; € B Por tanto en el algebra § = §/Cc se tiene la ligadura
Sfoathi = 0, de donde se concluye que la subdlgebra de Cartan, como
subalgebra del algebra cociente, tiene dimensién £. En el caso Agl) se obtiene

Lsl(2,C).

1.2.2 Realizaciones

En L1 se definieron los grupos de lazos L(,)G asociados a un automorfismo
o del grupo G. Denotando también por o el automorfismo inducido en el
algebra g podemos definir el dlgebra de lazos L(,) @ andlogamente, y resulta
ser el algebra de Lie del grupo de lazos en cuestién. Veremos a continuacién
que L)@ tiene la estructura de un ilgebra de Kac-Moody afin mediante
una eleccion conveniente de los generadores. Si § es simple basta considerar
automorfismos de orden finito n, esto es o™ = id. El 4lgebra de Lie ¢ se
descompone en suma directa de subespacios propios §; de ¢, asociados a los
valores propios ¢ (¢ raiz n-ésima de la unidad) de ¢, y esta descomposicién
da lugar a la Z,-graduacién de g siguiente

g= @ gJ) [g,', g_;] C g{+j modn’
J€In

Para L(,)@ tendremos la Z-graduacién

L{")g = @AJ gjmodn'
jez
De esta forma se puede demostrar que el dlgebra de lazos Lg, donde g es
de tipo Xn, es isomorfa a] algebra § de tipo X}J)
las dlgebras simples g, los tinicos automorfismos p que generan dlgebras de
lazos no 1somorfas a las Lg son externos, esto es, asociados a una simetria
del diagrama de Dynkin de §. Basta considerar por tanto p de orden 2
cuando g es del tipo Ay, Dn, E¢. En este caso L)@ tiene la estructura de

. Como ya se comento, para

un algebra § de tipo Xﬁ?), segun @ sea uno de los tres tipos anteriores. Por
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otra parte p es de orden 3 cuando g es de tipo Dy, L(,) @ da lugar entonces
a una § de tipo Dg‘g).

Sea g, la subélgebra de g invariante bajo el automorfismo p y {E;, F; }ies
un conjunto de generadores de Chevalley de g, donde [ es un subconjunto
de £ elementos de {0,...,f}. Podemos definir una pareja de vectores en g,
E., Fa, cona € {0,...,£}\ I tales que [E,, F,] € b, la subalgebra de Cartan
de @, y ademas {E;}., es un sistema de generadores de g. El automorfismo
o de g asociado a estos datos se construye como sigue. Si m = kEf:o a;8;
definamos el automorfismo o, sobre este conjunto de generadores como

2ms;
2ms
o ki =em K.

Con esta definicion el algebra de lazos L, ,)pol§ contiene el sistemma de
generadores de Chevalley

{X"'E,', ATH F:'}f‘:o

y su clerre es isomorfo al algebra § de tipo X}(\‘;) por lo que este isomorfismo
da lugar a una Z-graduacién de tipo s. Los automorfismos asociados a dos
graduaciones s, son congujados bajo la accidon del grupo de automorfismos
de g si y sélo si s y T lo son bajo la accion de la simetrias del diagrama
de Dynkin, y de ahi la equivalencia de las descomposiciones triangulares
asociadas. Por ejemplo en el caso Lsl(2,C) se obtiene la realizacidn

eo =A"f, e =A%, ~hp=hy =h, fo =27, fH=27""f

para la graduacidn tipo (sg, s1). El caso considerado al comienzo de la sub-
seccion es la graduacién basica (1,0) en tanto que la principal es (1,1).

Eliltimo de los objetos de interés para nuestros propdsitos en un algebra
de lazos son las dlgebras de Heisenberg. Estudiaremos dos subalgebras de
Heisenberg (moédulo extension central) de L${(2,C), la homogénea y la prin-
cipal.

La subalgebra homogénea $ se define como

523’]4.@-6_

con

Ny =L1ib
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donde g, son sendas subalgebras de g; si Py, P- son los proyectores aso-
ciados a esta descomposicidn, el endomorfismo R = Py — P_ es solucién de
la ecuacion. La demostracion de este hecho es un sencillo célculo. Se tiene
(X, Yir = [PeX,PyY] = [P_X,P_Y]}, y por tanto Br(X,Y) = [P+ X ~
P_X,PyY — P.Y] = 2([P+ X,P,Y] + [P-X,P.Y]), esto es Bp(X,Y) =
—([P+X + P_X,P,Y + P_Y]) = —[X,Y] por lo que este endomorfismo
satisface la ecuacién de Yang-Baxter clasica modificada.

II.2 Resolucién de un algebra de Lie. Transformada de Cay-
ley

Pasaremos ahora a un estudio detallado de aquellas matrices-r clasicas R
que satisfacen la ecuraciéon de Yang-Baxter clasica modificada. Es claro que
Ry := (R % id) son homomorfismos entre las algebras de Lie gg v &,
R+[X,¥Y]r = [Re X, R+ Y] De aqui que sea interesante estudiar tanto sus
nicleos como sus imagenes.

Definicién I1.2.1 Dada R solucion de la ecuacién de Yang-Bazter cld-
stca modificada se definen los espacios, nicleos e tmagenes de Ry = %—(R +
id),

by := ker Ry, gy :=1im Ry.

Obviamente los nicleos BL son ideales de g y las imagenes @, subalgebras
de g. Es evidente, de la definicidon, que Rlé:t = Ri'Ei = =#id, de donde es
inmediato que &4 C g, ¢, N8 = {0}; también [Ex, g, ] = Rae(¥s,08]r C s
y por ello €1 es un ideal de g,. Asi pues los subespacios My := g, /81 son
algebras de Lie. Estos resultados se resumen en la

Proposicién I1.2.1 Los nicleos ¥4 son ideales de §p y los subespacios
g4 son subdlgebras de §. Ademds &4 C g, stendo By tdeales de @4, y por
tanto my := @, /4 son digebras de Lie.

™11 00 sy



Capitulo II

Matriz-r clisica

Se analiza en este capitulo el concepto de matriz-r clasica, que tan impor-
tante papel juega en la teoria de los sisternas integrables, Jimbo(1989), tal v
como aparece en los trabajos Semenov-Tyan-Shanskii(1983,1985,1987,1989).
Trataremos primero en detalle la idea de matriz-r clasica como endomor-
fismo en un dlgebra de Lie para desarrollar despues la relacién con el proble-
ma de factorizacién en grupos de Lie y la ecuacién de Yang-Baxter cldsica
modificada. Esta eleccion se debe a la mayor versatilidad de la nocidn
de matriz-r clasica dada en Semenov-Tyan-Shanskii(1983) con respecto al
modo tradicional de entender estas ideas, ver Faddeev y Takhtajan{1987) y
Jimbo(1989), y la amplitud de su rango de aplicabilidad en la teoria de los
sisternas integrables. ‘

En II.1 se presenta la definicién de matriz-r clasica, la ecuacién de Yang-
Baxter clasica v se muestra el ejemplo mas sencillo y fundamental de matriz-
r. En la siguiente seccidn se pasa a describir la estructura asociada a toda
solucion de la ecuacion de Yang-Baxter clasica modificada. es decir la reso-
lucién del dlgebra de Lie en la que actua una matriz-r. En la tercera seccidn
se estudian estas soluciones en el cuadrado del algebra de Lie donde estan
definidas; esto es, la suma directa de dos copias del algebra.

En los apéndices finales hemos recogido otros aspectos de la teoria de la
matriz-r clasica, que no estan directamente relacionados con los resultados
de esta tesis, pero son de interés en si mismos.

29
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II.1 Definiciones

Comenzemos con la definicién de matriz-r clasica en el espiritu de Semenov-
Tyan-Shanskii(1983). Para mayor motivacién se puede considerar el caso
Lsl{2,C) donde se tiene la descomposicidn

Lsi(2,C) = Ltsl(2,C) & Ly s1(2,C),
que induce para toda matriz X en L£s{(2,C} la descomposicidn
X=Xy -X_, X, el¥sl(2,€), X. € LTs1(2,0).

De esta forma se puede introducir un nuevo corchete de Lie en Ls{(2, )
dado por
X,V = [Xy, Yy} - [Xo, V-]

La identidad de Jacobi resulta de un simple calculo. Existen pues dos es-
tructuras de algebra de Lie sobre Lsl(2,C), por tanto es légico plantearse
la posibilidad de generalizar estos argumentos y analizar sus consecuencias.

Definicién I1.1.1 Dada un dlgebra de Lie §, con corchete de Lie [-,-],
y un endomorfismo lineal R del espacio vectorial § se define la aplicacion
bilineal y antistmétrica [, Jp - gx g — g como

[X,Y]g = % ([RX,Y]+[X, RY]).

Cuando [-,-]g sea un corchete de Lie para el espacio vectorial § entonces R
se lamard matriz-r cldsica, y se denotard por g el dlgebra de Lie asociada,
(§,R) se dice que es un dlgebra de Lie doble.

Para que R sea una matriz-r clasica es necesario y suficiente que se verifique
la propiedad de Jacobi Jg = 0, donde la aplicacién trilineal de Jacobi Jg :
g x g x g — g asociada a [-, g viene definida como

JR(X,Y,Z2) = [[X.Y]r, Z)g + {2, X]r, Y1 + Y. Z)r, X .
Si ademas tenemos en cuenta que
Jr(X,Y.Z)=[Br(X,Y),Z]+ [Br(Z,X),Y]+[Br(Y,Z}, X] VXY, Z€4

donde
Br(X,Y) = [RX, RY] - 2R[X,Y)R,

y que se cumple la propiedad de Jacobi para [, -] se concluye la
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Proposicion I1.1.1 Una condicidn sufictente para que R sea una matriz-
r cldsica es que se salisfaga la ecuacion, que llamaremos de Yang-Baxter
cldstca t-modificada,

Br(X,Y) = —t}X,Y] VXY € g.

Esta ecuacidn contiene esencialmente dos casos, el primero es f = (), obteniéndose
lo que se conoce como ecuacion de Yang-Baxter clasica

R([RX,Y] +[X,RY]) = [RX, RY] VXY €g.

El segundo es cuando t # 0; ahora es posible construir el endomorfismo
dilatado K; = %R, que cumple la ecuacidn Bg, (X,Y) = -[X,Y]VX Y € g,
y continia por tanto siendo una matriz-r clasica. Por consiguiente, basta
considerar la ecuacion de Yang-Baxter clasica modificada, esto es el caso
t=1,

R(RX.Y]+[X.RY)]) = [RX, RY] + [X.Y] VX,Y €8

Si o € Aut g se define entonces R, := 0 0o Ro o™, Es facil comprobar que
Jr, = coJroo~! y también que By, = oo Broo~!. Por tanto, si R es una
matriz-r cldsica y satisface la ecuacién de Yang-Baxter cldsica t-modificada
asi lo hara R,.

Habitualmente las matrices-r clasicas que verifican las ecuaciones de
Yang-Baxter cldsica o bien su modificada son las que se prestan a un mayor
nimero de aplicaciones. Por ejemplo, el caso modificado es el marco natural
para la generalizacién del problema de factorizaciéon de Riemann-Hilbert,
pero no son las unicas matrices-r de interés. De hecho en los articulos Rey-
man y Semenov-Tyan-Shansky(1988) y Reyman y Sémenov-Tyan-Shanskii
(1989-2) se presentan matrices-r clasicas de la forma Ry = R o A donde
R es una matriz-r clasica y A es un endomorfismo lineal que conmuta
con las derivaciones del algebra §. En concreto, si A cumple la ecuacion
de Yang-Baxter clisica t-modificada se verificard entonces Bp, (X, Y) =
—t?[AX,AY]VX.Y € g Estas matrices-r clasicas aparecen ligadas por
ejemplo a clertos problemas espectrales asociados a KdV dependiente de la
energia y generalizaciones de la ecuacién de Harry-Dym,(Fordy, Reyman y
Semenov-Tyan-Shansky{1989) y Marshall{1990)).

Un ejemplo sencillo de solucion de la ecuacidn de Yang-Baxter clasica
modificada lo da toda descomposicidn

g=08.2 8.,
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donde g, son sendas subdlgebras de §; si P4, P- son los proyectores aso-
ciados a esta descomposicidn, el endomorfismo R = Py — P_ es solucién de
la ecuacién. La demostracion de este hecho es un sencillo cdlculo. Se tiene
[X.YIr = [P+ X, P, Y] — [P_X,P_Y], y por tanto Bp(X,Y) = [Py X —
P_X,PY — P_Y] = 2([PL X, P,Y] + [P-X,P_Y]), esto es Bp(X.,Y) =
—([P+X + P-X,P,Y 4+ P_Y]) = —[X,Y] por lo que este endomorfismo
satisface la ecuacién de Yang-Baxter clasica modificada.

II.2 Resolucién de un algebra de Lie. Transformada de Cay-
ley

Pasaremos ahora a un estudio detallado de aquellas matrices-r clasicas R
que satisfacen la ecuacién de Yang-Baxter clasica modificada. Es claro que
Ry = %(R %+ id) son homomorfismos entre las algebras de Lie gg y @,
Ri{X,Y]r = [R+ X, Ry Y]. De aqui que sea interesante estudiar tanto sus
niicleos como sus imagenes.

Definicién I1.2.1 Dada R solucidn de la ecuacidn de Yang-Bazter cld-
stca modificada se definen los espacios, nicleos e tmagenes de Ry = %(R =+
id),

8; = ker Rz, gy :=1im Ry.

Obviamente los niicleos €4 son ideales de gg y las imagenes g, subalgebras
de §. Es evidente, de la definicidn, que lei = Rilei = zid, de donde es
inmediato que ¥4 C gy, 8, NE_ = {0); también [Bx g.] = R+[81, glr C 2
y por ello ¥4 es un ideal de g, . Asi pues los subespacios My := g /s son
algebras de Lie. Estos resultados se resumen en la

Proposicién 11.2.1 Los nidcleos . son ideales de g y los subespacios
g, son subdlgebras de g. Ademds &4 C g, stendo €4 ideales de @, y por
tanto My = @, /¥y son dlgebras de Lie.

Ello permite la

Definicién 11.2.2 E! homomorfismo © entre las dlgebras de Lie my y
m_ dado por
@ my —_ m.
RyX+8, —» R XA+1E,

se llamard transformacidn de Cayley asocrada a K.
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Que es un homomorfismo se deduce de O([Ry X +¥, Ry Y +8.]) = B([R+ X,
RyY]+8) = O(Ry[X.Y]p+ &) = R[X,Y]a+t_ = [R-X,R_Y]+t =
[O(R.X + ,),@(R+Y + B1)]. La transformacién de Cayley es inyectiva
ya que ker @ es el conjunto de aquellas clases de equivalencia R, X +
tales que X € &, (si R_X € E_ siempre se puede escoger algiin X tal que
R, X sea un representante de la misma clase de equivalencia en ™M pero con
R_X = () y por tanto este nicleo tan solo contiene al §, como evidentemente
es suprayectivo es un isomorfismo, M, = m_.

Dados X4 € g, la ecuacion @(X4 + &) = X_ + . es equivalente a
la existencia de un unico vector X = X, — X_ € g, tal que X3 = R+ X.
La unicidad es evidente a partir de la relacién R, — R_ = id, La existencia
se deduce del siguiente modo: puesto que X4 € im R4 existe un X tal que
X; = R+X y la propiedad con respecto a la transformacién_de Cayley
asegura que R.X —X_ e &_, luego el vector X = X+(R.X - X_ ) =
R+)& A_ = X, — X_ cumple las propiedades deseadas. Todo ello permite
enunciar el

Teorema 11.2.1 La transformacion de Cayley es un isomorfisrno enire
las dlgebras de Lie my y m_. Para cada X € § exisie una dnica descom-
posicidn de la forma

X=Xy -X_, X+ €8, OX4+E)=X_+t..

Dadas subélgebras g4 C g e ideales suyos 8+ C @, es interesante conocer to-
dos los posibles endomorfismos lineales R € Endg que satisfacen la ecuacién
de Yang-Baxter cldsica modificada con im Ry = g, y ker Rz = t1. Es
claro que se debera tener g = g, + g_, & N & = {0} asi como el iso-
morfismo §, /%, = g_/t_. Supdngase que existen subalgebras isomorfas

my = g, /8 tales que es posible escribir '

gy = b e my.

Sea
6 . m+ -— T_

un isomorfismo lineal entre ambos subespacios vectoriales, que es regular, lo
que significa que im (id —8) complementa a £, & ¥_ en g. Estos isomorfismos
regulares permiten escribir todo X € g como

X=Xy - X_ +(id=8)Xg
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con Xy € €y y Xo € m4. En tal caso es posible definir el endomorfismo Ry
asociado a este isomorfismo regular 8 como

ReX = X4 + X_ + (id + 8)Xo.

Ademads, estos endomorfismos son los tinicos tales que g, = im (Rg)x ¥
ty = ker (Rg)7. La transformada de Cayley, en el supuesto que Ry cumpla
la ecuacién de Yang-Baxter clisica modificada, serd @ ((Rg)+X + £4) =
(Rs)-X + ¥_. Ahora bien, (Rg)4 X = X4 + Xo ¥y (Re)-X = X_ + 0.Xq,
y como X4 € ¥i entonces la transformada de Cayley se puede escribir
O(Xo+%t;+) = 6Xo+E_, donde los representantes de las clases de equivalencia
se escogen en My. De ahi se deduce que la transformacion de Cayley O es
identificable con 8, y como ademas @ es un homomorfismo entre dlgebras de
Lie se debera cumplir

[0Xo,0Yp] + B = 0[Xp, Yo + E_.

Esta condicién de homomorfismo algebrdico médulo £_ es la dnica ecuacion
a satisfacer por # para que Ry verifique la ecuacién de Yang-Baxter clasica
modificada. De aqui se concluye el

Teorema I1.2.2 Sean g, subdlgebras de g con g =g, +08_, v ¥+ C gy
ideales suyos con By NE_ = {0}, fal que es posible la descomposicidn

gi = E:f:@m:i:ﬁ

donde M4, m_ son subdlgebras isomorfas. Sea 6 : ™My — M_ un isomor-
fismo regular, esto es im(id—60)+ (€, G €_) = g, entonces todo veclor X € g
es expresable como

X =Xy - X_- 4+ (id - 8)Xo,

con Xy € 8 Xo € my. Ademds cualquier endomorfismo R de § que satis-
faga la ecuacidn de Yang-Bazler cldsica modificada, con &4 = ker (RFid) y
gy = tm (R id) estd asociado ¢ algdin isomorfismo regular 6, que vertfique
{8 Xo,0Y] = 8[Xo, Yo! modl_, con

RX = X4+ X_ +(id + 8) Xo.

Cuando my = m_ = m, la situacién se simplifica ya que en este caso se
tiene la descomposicidn triangular

g=t,eamat_,
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y la matriz-r serd
Ry = Py — P_+ (id+8)id - 6)"' Py,

donde Py, Py, P_ son los proyectores asociados a la descompaosicidn triangu-
lar. Se debe subrayar aqui que 6 es un isomorfismo lineal en M, y ademas
(id + 6)(id — #)~! es la transformada de Cayley usual, Postnikov(1986}, de
8.

11.3 Matriz-» en un producto directo

A toda algebra de Lie doble (g, R) se le puede asociar su cuadrado 0 = g4 ¢.
Se tendra la inclusion ig : gg — 0 definida por igX = (R4 X, R_X) €
g. D g_. Sea el algebra de Lie

Gr=imip={(Xy X_)ED: X1 €9, 0(X, +8,)=X_+1t_}.

Argumentos analogos a los utilizados a lo largo de esta seccién permiten
concluir que ig : @z — @p es un isomorfismo entre algebras de Lie. La
identidad

(X,Y)=(R4yY - R X, RyY - R_X)+ (R (X = Y), H_(X =-Y))
da Jugar a la descomposicién del dlgebra 0 como
D ="g% G,

con °g = {{X,X)€ D, X € g}, la subilgebra diagonal. En términos de esta
descomposicion podemos definir el endomorfismo

RU:P"Q_PE;!

que esta ligado a los proyectores asociados a la descomposicién del dlgebra
de Lie D. El operador K, que verifica la ecuacién de Yang-Baxter cldsica
modificada y es por tanto una matriz-r clasica. De esta forma vemos que
el cuadrado de (g. R) es el dlgebra de Lie doble (9, By) v el estudio de este
cuadrado es equivalente a estudiar K.

II.4 FE] problema de factorizacién en el grupo

Se vera aqui como la descomposicion de un algebra de Lie doble, asociada
a un endomorfismo R que cumple Yang-Baxter clasica modificada genera
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problemas de factorizacién en grupos de Lie. Sean Gioc ¥ (GR)loc gérmenes
de grupos de Lie locales con dlgebras de Lie § y @y respectivamente, Liy
Parmentier(1989).

Definicién I1.4.1 Se definen Ry : (GR)ioc — Gloc como los homomor-
fismos, enire grupos de Lie locales, lales que T.Ry = Ry. Denolamos por
G+ = Ra(GR)oc los gérmenes de grupos de Lie locales con dlgebras de Lie
@4 y por Ky alos subgrupos normales de G4 con dlgebras de Lie los ideales

Ei, I{i = {g € Gloc :R':l:g = e}'

La transformacién de Cayley @ también se puede exponenciar a un homo-
morfismo © entre grupos de Lie,

© : Gi/Ky — G.JK.
R+g-K+ — R_g'I‘:_.

Definicidon I1.4.2 Dado Gioe, defintmos D = Gioc X Gioe, €l cuadrado
de Gloc, ¥ la tnclusion ig : (GR)loc — D con ipg = (R4+g,R-g).

La imagen de i, que es un homomorfismo de grupos de Lie, resulta ser
(GRhoc = imip = {(9+,9-) 1 9+ € G+,0(94+ - Ki) =g - K_},
y es isomorfa al grupo (GR)iec. La transformacién

@ (GR)loc — C‘:loc
(9+.9-) — 9794,

compuesta con ig se denota por ¢ = goip : (GRloe — Gloc cON 0g =
(R-¢)7" - (R4yg).

En e} caso en que sea posible Ja extension de estos gérmenes de grupos
de Lie locales a grupos de Lie conexos y simplemente conexos G,Ggr con
ilgebras de Lie @, gr respectivamente, se puede demostrar que R4 son
extendibles. Por ello, tanto ig como ¢ son a su vez extendibles y resulta
posible definir la extensidn ¢ : Gg — G que tiene como imagen una célula
abierta en G, ver Semenov-Tyan-Shansky(1985). Por tanto, siempre que
g € im o la solucion al problema de factorizacién

g=9-"" g4, g+ € Gy, 0(g4 - Ky)=g- - K_

existe y es unica. Dados h,g € Gp su producto en Gg viene dado por
hxg= U(J_lg-a"lh) = g_! ~hgy.
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En el cuadrado D de G se encuentra el subgrupo diagonal °G = {(g,g) €
D}. Es inmediato comprobar igualmente que existe una unica solucion al
problema de factorizacién

(g.h) = (€+,6-) - ($, Q) (€. Q) €°G,(€+,6-) € Gr.

Todas estas propiedades de factorizacion en grupos de Lie y de descom-
posicién en sus respectivas ilgebras de Lie estdn asociadas a matrices-r
cldsicas que satisfacen la ecuacidn de Yang-Baxter cldsica modificada. Para
este caso se tiene garantizada la existencia los homomorfismos R+. Cuando
el endomarfismo R cumple la ecuacion de Yang-Baxter clasica no se tiene
esta pareja de homomorfismos, aparece ahora sélo un homomorfismo -lfR en-
tre las aigebras de Lie gp v §. Todas las propiedades de descomposicidn y
factorizacién desaparecen, conviertiéndose este caso { = 0 en una degenera-
cion del caso modificado.

El teorema de factorizacién de Birkhofl en LSL(2,C) corresponde a la
matriz-r B = P, — P_ en el esquema anterior.

Teorema I1.4.1 Eziste un subconjunto abierto y denso de LoSL(2,C)
tal que todo elemento suyo g es factorizable como

9=92" g+, 9~ € LTSL(2,C), g4 € L*SL(2,C).

El espacio homogéneo X = LSL(2,C)/L*SL(2,C) es localmente homeo-
morfo a la variedad L7 SL{2,C). Mas aun, se puede demostrar que este es-

pacio homogéneo es isomorfo a cierta grassmanniana Grg}). Porteous{1981),
de subespacios del Hilbert H(?) | ver Pressley y Segal(1986).

Terminaremos escribiendo la expresiéon de la accidn coadjunta en Gg.
Claramente si ¢ = g-' - 94,9+ € Gt,0O(g4 - Ky) =9 - KN_o y X = Xy —
X_ Xy € 8,.0(X; + &)= X +£_ setendra la accién adjunta de Gg
sobre gg

Adrg(X) = Adg4(X4) — Adg(X_).

De aqui se concluye de forma inmediata que la accién coadjunta sers
Adgg(a) = (Re) Ad g4 (a) = (R-)"Ad*g(a),

donde se ha utilizado el operador R* € End g* dual de R, R*a(X) = a( RX).






Capitulo II1

Soluciones de la ecuacién de Yang-Baxter

En este capitulo se presentan diferentes tipos de soluciones de la ecuacidn de
Yang-Baxter clasica modificada. En IT1.1 se estudia la ecuacidn en el digebra
stmple §[{2,C). En la siguiente seccién se construyen soluciones asociadas a
descomposiciones triangulares del dlgebra. En la tercera seccién se emplea
la teoria de Cartan-Killing para las dlgebras simples, Humphreys(1972) ¥
Serre(1987), para la construccidn de soluciones asociadas a descomposicio-
nes parabdlicas del algebra. En II1.4 estudiamos algunas posibilidades en
algebras afines. Por dltimo. en las dos secciones siguientes analizaremos las
soluciones racionales y elipticas en un algebra de lazos. En relacion con estas
soluciones ver Belavin(1980,1981) y Belavin y Drinfel’d(1982,1984).

ITII.1 Soluciones de la ecuacién de Yang-Baxter en si(2,C)

La clasificacién de todas las posibles soluciones en 51(2.C) se llevo a cabo en
Guil y Manias(1990) modulo el grupo de automorfismos Aut s((2,C) que en
este caso sOlo contiene automorfismos internos; esto es, sus elementos seran
conjugaciones por puntos g del grupo simple SL(2,{). También se tuvo en
cuenta en el trabajo citado que si R es solucién — R también lo es, donde
la transicién & — —R es equivalente a @, &4 — 1 t:. Empleando estas
simetrias aparecen las siguientes posibilidades.

I. Sidimg, = 3 entonces g, = s{(2,€) y por eilo sus tnicos ideales
seran €y = {0} ¢ s[(2.C), de aqui que m, = g, /&, sea sl(2,C) ¢
{0} respectivamente. La primera opcion obliga a que m_ = g_/#_ =
s{(2,C) y porello g_ = s{(2C) y ¢_ = {0}. Luego m, = m_. =
51(2,C) y por ello la solucidn asociada sera Ry = (id + 8)(id — 8)~! con

37
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# un automorfismo regular. Debe recordarse que €_ = {0}, y por ello
¢ no ha de tener puntos fijos, pero tales automorfismos sin puntos fijos
no existen cuando el dlgebra es simple como es el caso, Belavin(1984).
La segunda opcién es £ = 5[(2,C) de donde la solucién asociada es
R =id.

- El caso dim g, = 2 no es tan sencillo. Denotemos mediante {e, h, f}

la base de Cartan-Weyl de s{(2,C). Pues bien, no es dificil comprobar
que todo vector A" € ${(2,C) pertenece a la 6rbita adjunta bien de
€ o bien de h, segin su determinante sea nulo o no. De este modo
las subdlgebras bidimensionales seran conjugadas a una de las dos si-
gulentes: C{h, X'} 6 C{e, X} respectivamente; aplicando la calidad de
subalgebra de estos subespacios se concluye que todas las subalgebras
bidimensionales de s1(2,C) son conjugadas a la subdlgebra de Borel
C{e, h}. Por tanto, en este caso se podra escoger g, = C{e, h}, pues
la clasificacion se realiza médulo automorfismos. El uso de la transfor-
macién R — — R permite restringir los casos posibles a dimg_ = 2, 1.

Si t, = g, entonces £_ = g_, como &, N E_ = {0} es necesario que
dimg_ = 1lestoes g_ = C{f + ph+ ve}; como my = m_ = {0} Ia
solucion sera la diferencia R = 7y —7_ de los proyectores m4 asociadas
a la descomposicién s{(2,C) =g, @ g_.

Como dim#; = 1 implica que ¢; = Ce, ya que es este el inico
ideal unidimensional del adlgebra de Borel, se tiene a my = Ch y por
ello m_ es 'nidimensional lo que con el uso de la férmula dim €4 +
dimt_ + dimm_ = 3, lleva a la conclusion de que dim¥. = 1y
dimg_ = 2. Asi pues existird g € SL(2,C) tal que g_ = C{f,,hy}
con f, := Adg(f), hg := Adg(h). La subdlgebra bidimensional C{f h}
es invariante bajo la accién adjunta del subgrupo bimensional adjunto;
como g_ complementa a la subdlgebra de Borel g se puede escoger de
la forma g = €¥°. Asipues f; = f4+vh—vPe, hy = h—2vey t_ = Cf,.
Por tanto se debe construir la solucién asociada a los datos

g, = C{e, A}, b, =Ce, my=Ch
g =C{fs,h}, - =Cfp, m.=Chy

Sea pues 6 : my — m_ definido por 87 = zH,, z € C\ {0}. Supon-
gamos un vector arbitrario X = wye + wgh + w_f, con coordenadas



I11.1 Soluciones de la ecuacion de Yang-Baxter en s((2,C) 39

complejas wx, wp € C. Que g sea regular significa que este vector X se
pueda expresar como X = vie + vghg + v f;. Esto es siempre positle
si z # 1. También concluimos las relaciones

vy = wy '-—QUI_I_Z wy +riiiy
— -

vp = 1_z‘u}g =V Ww-

v.. = w_.

Por tanto la solucidon se escribe como

+ z

Ro{wye+woh+w_f) = (w+—4ulz wo+2u2: w- Je +

-z -z
1
(1+z w_)Yh—w.f.

-2
-z o Vl -z
Por dltimo si €, = {0} entonces dimm_ = 2, de donde se desprende
que B_ = {0} lo que es una contradiccién, ya que dim 4 + dim _ +
dmm_ = 3.

3. El caso restante dim g, = 1 como es obvio de la discusion previa no da
nada nuevo.(S6lo que dim §_ = 1 seria novedoso y esto es imposible. )

Todas estas conclusiones se resumen en el

Teorema IIL.1.1 Las dnicas soluciones de la ecuacion de Yang-Baxter
cldsica modificada en el dlgebra de Lie simple s{(2,C) seran £R., donde 7
es una congujacidn por algin g € SL(2,C) y R puede ser, usando la notacidn
X =wye+ woh+w- f:

i) R=1id,
i1)
Rlwye +woh +w_ f) = (wy — 2pw_)e + (wg — vw_)h —~w_f
con p,v e,
iii)
2l 42
R(wie +uwph+w_f) = (w+—4ul wg-i-?ul woje +
-z -z
1<z 1
(l_zwg—-—Qul_zw_)h—w_f,

donde ve C yz € C\ {0, 1}.
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II1.2 Descomposiciones triangulares

Por lo que acabamos de ver la busqueda de soluciones de la ecuacién de
Yang-Baxter cldsica modificada no es tarea facil en el caso de un algebra
de Lie arbitraria §. Presentaremos a continuacién dos métodos particulares
para generar nuevas soluciones a partir de soluciones ya conocidas.

Teorema IIN.2.1 Dada la descomposicion triangular

: g=nydnopn_,

y la solucién p de la ecuacién de Yang-Bazter clisica modificada en la
subdlgebra ng, enfonces

R=P;, +poFy— P_,

es soluctdn en @, donde Py, Py son los proyectores asociados a {a descom-
postcién triangular.

De aqui que Py + Py — P_ sea solucién, las demas soluciones con p # id son
modificaciones de esta. El segundo método necesita de un homomorfismo

¢ € Hom (ny & fo, no),
para obtener la solucién
R=(d+2p_op)o Py — Py — P,

denominindose esta solucién deformacién de la solucién P, ~ Fp — P_.
Aunque en esta tesis las soluciones deformadas no se utilizan es importante
subrayar que con su uso es posible la construccién de la ecuacién cono-
cida como de Calogero-Degasperis que es una modificaciéon de mKdV, ver
Guil(1984). La demostracién de estos hechos es elemental, Guil{1989,1990-
1), y en Guil y Maiias(1990) se da su aplicacién a la construccién de sistemas
integrables de tipo AKNS modificado. Ambos tipos de soluciones contienen
el caso analizado al final de I1.1. Si el algebra g se descompone en suma
directa de dos subdlgebras

g = 9+ @ g-—a
y P1 son los proyectores asociados, entonces su diferencia
R= P+ - P ,

es solucion de la ecuacion de Yang-Baxter cldsica modificada. Si existe una
forma bilineal, Ad-invariante y no degenerada tal que las subalgebras g4 son
1sétropas, esta solucién es antisimétrica. De hecho, en el cuadrado 0 de g la
solucion R asociada a una solucion arbitraria en g es de este tipo.
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II1.3 Algebras simples y descomposiciones parabélicas

Sea g un algebra de Lie simple y fj una subalgebra de Cartan de §. Denote-
mos por A Il = {cr.-}f=1 y Ay las raices, raices simples y las raices positivas,
respectivamente, del par (g,B). Se puede escribir entonces

a=ba(P g.),

aEA

con g, = CE4, subespacios unidimensionales, tales que B(E,, Eg) = Baba,—3,
B{E4, b) = 0 para toda raiz a y B|f) es no degenerada. Aqui B es la forma
de Cartan-Killing.

Si lIg C II es un subsistema de raices simples y se denota por Ag =
Z113 N A y su componente positiva por Ag+ = NIIg N A4, obtenemos la
descomposicion triangular asociada

ny = @ 8 n0:h®(® %),

:EGEA+\Au,+ a€lp

donde ng es una subalgebra regular (b-invariante) reductiva, ng = [ng, Ny] &
3 aqui [Np, Ny es un algebra semisimple y 3 C b es el centro de ng con
dimensién el cardinal de 11 \ Ilp. Por construccién es claro que Ny son
1deales niipotentes de Ny & ng y por tanto la descomposicidn es triangular.

La subalgebra p = n} @ 1y es una subalgebra parabdlica estandar y esta
descomposiciéon como suma directa de ny y nig es de Levi, Postnikov(1986).
Aqui ny es el radical (ideal soluble maximal) y ng es un algebra semisimple.
Si G, P son los subgrupos adjuntos de g y p el espacio homogéneo X = G/P
es una flag manifold’ generalizada, Baston y Eastwood(1990). Por tanto,
si p es solucion de la ecuacion de Yang-Baxter clasica modificada en g y
74, Ty los proyectores asociados a la descomposicién triangular, entonces

R=mny+pomy—m-

es solucién en g. Cuando p = id los problemas de factorizacién en el grupo

G inducidos por esta descomposicion se describen mediante el espacio ho-
mogéneo X = G/P.

En el caso de que el dlgebra parabdlica p coincida con la subdlgebra de
Borel estandar, esto es Ilp = @, tendremos ng = b y basta que p € End b
sea un endomorfismo arbitrario de la subalgebra de Cartan para que R sea
solucion,
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La soluciones antisimétricas mas generales, se pueden encontrar en Belavin
y Drinfel’d(1982,1984). También en Semenov-Tyan-Shanski(1983) se intro-
ducen soluciones no ya antisimétricas sino graduadas en un cierto sentido.
Esto extiende los resultados de A.A.Belavin y V.G .Drinfel’d.

II1.4 Algebras afines y graduaciones

Recordemos que en 1.2 construimos descomposiciones triangulares de las
algebras de 'Kac-Moody { tipo afin Xj(\?)

T =n,(s)® ng(s) @ n_(s)

asociadas a graduaciones tipo s = (g, . . ., 8¢) ¥ que basta considerar aquellas
con s; =0, 1.

Si p es solucién de la ecuacién de Yang-Baxter clasica modificada en el
dlgebra semisimple No(s) es facil construir una solucién en el dlgebra afin
con el método de modificacidn descrito anteriormente.

Las graduaciones estandar binarias contienen todas las posibles solu-
ciones generadas de este modo. 5i § es una graduacion binaria no estandar
siempre existird una estandar s tal que 1ny(s) se obtenga como una descom-
posicién triangular, asociada a un algebra parabdlica, del algebra semisimple
No(s); se concluye que a cada una de estas subdlgebras maximales regulares
esta asociada una familia de soluciones.

III.5 La solucidon racional

Dada la descomposicién triangular del algebra de lazos Lg
Lg=L{gsgelyy,

y la solucién p de la ecuacion de Yang-Baxter clasica modificada en el
algebra simple g, entonces R = P, + po Py — P~ es solucién en Lg, aqui
id = P4 4+ Py + P_ es la resolucién de la identidad asociada a la descom-
posicién triangular. Cuando p = id llegamos a la conocida solucién racional
de Yang, ver Faddeev y Takhtajan(1987) y Semenov-Tyan-Shanskii (1983),
R = Py 4 Py— P_ dada por la descomposicién de Birkhoff Lg = LY g3 L1 g.

Fs interesante describir con un poco mas de detalle la solucidén de Yang,
para ello introducimos la forma bilineal B, simétrica Ad-invariante y no
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degenerada, en el dlgebra de lazos Lg,

BOX,Y) = o [, BXO). Y ().

donde B es la forma de Cartan-Killing en g. Con la parametrizacién A =
e 8 €10,27) B se reescribe como

B(X,Y) = 217/02” d6eB(X (8), Y (6)).

Con respecto a esta forma en el adlgebra de lazos la solucién de Yang es
antisimétrica, ya que (Py + Po)t = P_. Por tanto, la solucidén racional dota
a Lg de una estructura de algebra de Baxter y de de bidlgebra de Lie, ver
Apéndice B.

Ademas, R € End Lg se puede interpretar, en el sentido de distribu-
ciones, Vladimirov(1979), como

27

(RX)®) = [ doR(6,9)X(¢),
donde el nicleo integral R(,¢) € End § es, en general, una distribucion. En
Reyman y Semenov-Tyan-Shanskii(1989-2) se introduce la notacién equiva-
lente RX (XY = [q1 dp r{X, )X (p). Es evidente que
R, p) = e =P R(p )L

Los desarrollos de Fourier permiten escribir los niicleos integrales

Pe(B,p) = Y X9 py(0,p) = 1,
n>»0

de donde se obtiene
1
(Pr+ Po)(0,0) = Z(8(6—y)+ R(,9))

PL0.9) = 3800~ )= RO.9),

con, Pressley y Segal(1986),

R(8,¢)=VP(1 + icotg(g ; t'o))
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que es el niicleo integral singular de la matriz-r cldsica de Yang y VP denota
el valor principal de Cauchy.

Yeremos ahora la relacion de la teoria de Sochocki para integrales tipo
Cauchy y la solucién racional de Yang. Introducimos la integral de tipo
Cauchy, Markusevich(1970),

= 1 X(n)
X0 =g [
donde X € Lg. La funcién X:C \ §1 — g es holomorfa en su dominio
de definicidn y se anula en oo. Yu W.Sochocki demostré que existian los
limites X4 (Ao}, X-(Xo) de X(X) cuando A — Ao € S? desde el interior del
disco unitario D)(0;1) o desde el exterior de este, respectivamente. También
es cierta la relacién X(Ag) = X+(/\0) X {*0). Como X es holomorfa se
tendra X4 € LY¥gy X_ € Li g de donde Xy = (Py+FP) Xy X_=—-P_.X.
Asi pues la teoria de valores frontera de integrales tipo Cauchy de Sochocki
esta en intima relacién con el teorema de factorizacién de Birkhoff y la
matriz-r clasica de Yang. De las férmulas de Sochocki

¢ -1 X
X+(A) = 2?”,VP - du = Y + 2X(A)
o X(p) 1
- = — __ —— A
X_(}) Q‘rerP . du X( ),
obtenemos | X(n)
n
A) = —VP —
RX(A) = —V - d##_)\,

ver Novikov, Manakov, Pitaevskii y Zakharov(1984) y Faddeev y Takhta-
jan(1987). Con ello se justifica la aparicion de las férmulas de Sochocki con
distribuciones, Vladimirov(1979), para los nucleos integrales (P + Fo)(8, ¢)

y P-(8,¢).

Cuando se consideran la subalgebras de lazos polinémicos Ly, ¢ es facil
observar la validez de las relaciones, Reyman y Semenov-Tyan-Shanskii(1989-

l)ﬂ

B(X,Y) = RespduB(X(n),Y(p))
(P + P)X(N) = ReSwd,u# A ))\
P_X() = Resodu=— “;

donde la notacién Res, indica el residuo en el punto z € C.
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II1.6 La solucién eliptica

Nos ocuparemos ahora de la solucién eliptica de Baxter-Sklyanin-Belavin
o solucién XYZ. Esta fue la primera matriz-r clasica que se considerd,
Sklyanin(1979), y como veremos se encuentra relacionada con el algebra
$[(2,C) y la integrabilidad del modelo ferromagnético de Landau-Lifshitz.
Sklyanin demostro que este es el limite cldsico del modelo continuo de la red
cuantica XYZ (como se sabe es un modelo estddistico cuantico integrado
en Baxter(1972)). Con posterioridad, Belavin(1980,1981), se extendié esta
solucién eliptica a las dlgebras s{(n, C), demostrandose en Belavin y Drin-
fel’d(1982,1984) que son este tipo de algebras las Gnicas que admiten solu-
ciones elipticas. P.J.Holod construyé un algebra de Lie a base de relaciones
y generadores que daba la estructura de esta solucién, Holod(1987-1,2).
Finalmente en Semenov-Tyan-Shanskii(1987) y Reyman y Semenov-Tyan-
Shanskii(1989-1) se escribe esta solucion como la diferencia de los proyesc-
tores asociados a una descomposicidn eliptica del dlgebra de lazos analiticos
Lansl(n,C). De esta forma se generalizan los resultados de Holod. Las solu-
ciones elipticas no admiten modificaciones mediante una matriz p pues no
presentan de modo natural descomposiciones triangulares asociadas.

Sea la curva eliptica £ = C/(Zw;y + Zw;) de periodos fundamentales
wy,ws. A cada para=(ay,a;) € 2,21 le asociamos una inica funcidn eliptica
w, meromorfa en £, con sus polos, que son simples, situados en los puntos
E, de orden n del toro E, = {%(blwl + bawq) 1 b € Z,}, normalizada
de modo que su residuo en el origen, A = 0, es la unidad y verificando la
propiedad de automorfia

Wa(/\ + ‘i‘(blwl + b2w2)) = ez—r(azbl—axbi)wa(A)_

Sirt= %, para cada pareja (rq,rz) _introducimos la funcién Oy, .,), que
se llamara funcién theta de caracteristicas (ry, ;) asociada al toro E, ver

Cherednik{1987) y Dubrovin{1981), definida por
Olr, rp){A) 1= Z exp(ri(n + r2)?r + 2mi(n + r)(A + ).
nel

Las funciones theta de Jacobi, Markusevich(1970), 8, se definen en términos
de las anteriores como
31 = 9[1 1 62 = —-i@[,’l
93 = _e[l ,1] 94 = 19[ I
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Utilizando estas funciones theta es posible dar una expresién explicita de
las funciones automorfas, con a # 0, Cherednik(1987),

wo(d) = 2EEa(063(0004(0) Mﬁl_)
1O 4y 22, 4(0) 61(Z))

Por ejemplo cuando n = 2, si g denota la funcién de Weierstrass en la
curva eliptica E, Markusevich(1970) y Jones y Singerman(1987), y e; =
p(5),e2 = (), e3 = p(LE2) se llega a

W(I,D)()‘) = 2\/ p(?)t) — €]
Wi (A) 2y p(2X) - e
won(d) = 2y/p(23) - es.

Recordemos la representacién proyectiva irreducible del grupo Zi sobre
C". Se definen las matrices

H

100 ... 0 010 0
0 ¢ 0 ... 0 001 0
T,=] 00 .. 0 [ p=|000 0.
00 0 ... ¢! 100 ...0

donde ¢ es un raiz n-ésima de la unidad, y la accién de Z; sobre el espacio
vectorial C™ viene dada a través de a = (a1,a2) — T := 177 - 732 con

Ty - Tp = e Sazbi=aaba)p, T

Esta representacién se extiende a gl(n,C) por medio de la accién adjunta
a — AdT,; ademas, admite Ia reduccién a la subdlgebra sl(n,C) donde
{T2}az0 es una base.

El teorema de Mittag-Leffler en curvas elipticas tiene como consecuencia
el

Teorema IIL1.6.1 Los lazos analiticos Lapsl{n,C) se descomponen en
Lmﬁl(n, C) = L+51(n, C) las] Lejﬁl(n, C),

donde Lesl(n,C) denota la restriccion a S' de funciones elipticas X cuyos
polos yacen en £, y que safisfacen la condicidn de automorfia

X (X +a) = AdTa(X(N)).
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Con respecto a la estructura algebraica de Ly$i(n,C) puede consultarse
Sklyanin(1983) y Odesskii y Feigin(1990).

k
Proposicién I11.6.1 Con la notacidn wt(,k) = tk}!)—di,\kfwa se puede es-
cribir

Lasi{n, €)= C{w¥T, : k > 0,a € Z%}.

Por tanto la solucion eliptica a la ecuacién de Yang-Baxter clisica modi-
ficada es R = P, — Pg, donde Py, Pg son los proyectores asociados a la
descomposicion del algebra de lazos. Esta solucidon es antisimétrica con res-
pecto a B y por tanto los lazos analiticos forman de nuevo un algebra de
Baxter ¥ son una bialgebra de Lie, ver apéndice B.

El operador Pp se puede describir de forma explictta. Para ello se define
el nucleo integral

Definicién II1.6.1

rel()‘) = z Eﬂluzwa(A)T"ﬂ @ bTaﬂ
aF0

donde la forma de Cartan-Killing en $l(n,C) estd dada por B(X,Y) =
%Tr(X YY), bTL € g* con t'f[!’“u(X) = B(7,,X), ver apéndice A, y €4,q,

es es simbolo de Levi-Clivita.
El proyector Pg se podra escribir como
PEX(A) = Respdu T'el('\ - ;J.)X(;A),

en particular

Pp(Y ckad ™) = 3w ()T
ki k>0

En el caso n = 2 se puede poner
Tioo) = id, Tyo1) = o1, Tiaoy = 03, T1) = io,
donde ¢; son las matrices de Pauli. Introduciendo la notacién

Wiy = Wi, Wao = W3, Wai) =W
Eg:Al €1 :A3 E2:A2.

tendremos las variables w; en la cuddrica dada por las ecuaciones

wi—w?=4({A; - A;)

7
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que no es mas que una parametrizacion de la curva eliptica de partida.
También serd w?(}) := %(w% + wi 4+ wi(A) = 4p(2)) y wiwgws(d) =
"‘4&%@(2)‘) y por tanto w_(J-O) = wj, w_(?-l) = w;1w1w2w;3, wgg) = wiw;+24;w;,
etc. De aqui que el algebra eliptica Lysl(2,C) tenga como generadores a

2
T W1Waw30;, WoW 0, . .}

{wjo;,w
que es precisamente la construccién dada en Holod(1987-1).

Daremos ahora una version mas geométrica de la descomposicién eliptica
que nos permitira plantear problemas de factorizacién asociados en el grupo
de lazos.

Sea f una funcién meromorfa sobre C y denotemos por Py el conjunto de
sus polos. Escogemos f de modo que sus polos son simples, y el origen, A = 0,
es un polo simple con residuo la unidad. Sea ¥ € € una curva de Jordan,
cerrada y rectificable, tal que estd contenida en un entorno suficientemente
pequenio del origen y rodea una vez a este punto en el sentido horario. Dada
X € C(v) definimos la integral de tipo Cauchy generalizada

) = 5 [ d = HX ).

Pues bien, X esta definida en C\ 7y + P donde es una funcién holomorfa.
La linea de argumentacién de Markusevich(1970) cuando trata la teoria de
Sochocki se extiende a este caso tras la sustitucidén % — f(A). Tan sdélo es
necesario la modificacién de los razonamientos que incluyen argumentos tipo
g-6. Como en la seccién anterior es posible dernostrar que existen los limites
X}(Ag),)?p()\g) de X en el punto Ag € v por la derecha e izquierda de 7

Ri0o) = geVP [ du fn = 20)X () + 3X o)
Xp(ho) = -Q—IT;EVPLdu Flip = X0)X () - %X(Ao),

respectivamente.

Sea v una pequeiia circunferencia centrada en el origen y contenida en
la curva eliptica E. Obviamente C*(y, sl(n,C)) = Lsl(n,C); tomemos
X € Lsl{n,C) y definamos la integral de tipo Cauchy siguiente

-~

X(A):= %r?.[ydﬂ re(p ~ A)X (1),
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donde 7, esta definido en la Definicién IT1.6.1. Por construccién )2 es una
funcién definida en E \ E, + v, holomorfa y con la propiedad de automorfia

X(A+ a) = AdT,(X())), Va € Z2.

Con el uso de la base {75 },20 se podra expresar X= 240 X.Ty con X, =
%’I&(Ta)?), esto es,
1

XG(A) = w1

[ i oy alin = 1) Xa(w)
:

Cuando A — Ag € v las férmulas de Sochoki generalizadas, en el sentido
expresado anteriormente, serian

X1 (%)

H

1 1
%VPL dp ra(p = o)X () + 5X(%0)

- 1 1
Xao) = 5=VP [ dura(u=20)X () - 5X(%).
¥

Estas dos férmulas sirven para descomponer X € Lsl(n,C) de forma
eliptica R
X(A) = Xp (M) = Xa(M).

La funcién )?4. € L*sl(n,C). Esto se debe a la localidad entorno al origen
del circuito de integracion v, ya que )?_,_ es el valor frontera de una funcion
holomorfa en el disco D con borde . Sin embargo la funcién Xa es el
valor frontera de una funcién holomorfa en el exterior de Ja regién no conexa
En+D (no existiendo argumentos de localidad en este caso), eliptica y con las
propiedades de automorfia descritas; el conjunto de dichas funciones forma
una subalgebra que denotard por Lgsi(n,€) C Lsl(n,C). Ahora bien,
Ltsl(n,C) N Lasi(n,C) C s{(n,C) ya que las dnicas funciones holomorfas
en una superficie de Riemann compacta son las constantes. La propiedad de
automorfia obliga a que esa constante se anule, esto se debe a que sl(n, C)
es simple. Obtenemos el teorema de descomposicién siguiente

Teorema IIL.6.2 Sea Lysi{n,C) el conjunto de los valores frontera en
S' = 8D C E de las funciones holomorfas X en el extertor de E, + D a
valores en 5l{n, C) y que satisfacen la propiedad de aufomorfia X(A + a) =
AdT,(X (X)), a € E,. Entonces

Lsi(n,C) = L¥s5l(n,C) ® Lgsi(n, C),
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Esta es la extensién natural al dlgebra de lazos de la descomposicién que
aparece en Reyman y Semenov-Tyan-Shanskii(1989-1) para los lazos anali-
ticos. Ademas, esta interpretacién, en términos geométricos, de la descom-
posicion eliptica permite plantear problemas de factorizacién asociados a la
matriz-r eliptica, con g = g_i__l - gg donde gg € LySL(n,C). Este grupo se
define de modo anélogo a como se definia el dlgebra eliptica Lysl(n,C). La
propiedad de automorfia sera ahora gg(A +a) = 7, - gg(A) - T, 1,a € E,.
Los proyectores Py y Pg los dan las formulas

PLX(})

2mi

1 1
VP [ dura(n = NX () + 5X ()
A
1 1
PEX(A) = TVP/ dps ra(p— NX () = 2 X (V).
i - 2
De aqui deducimos que
1
RX()) = -ﬂ-_EVPf dp ra(p - N X (1),
¥

En el siguiente grafico se ilustra la geometria asociada a la subalgebra

Lgs ‘(2, C)

Tenemos un toro de pericdos wy, wg ¥y w3 = w; + w;. Las funciones de
Las(2,C) seran valores frontera sobre S? de funciones holomorfas fuera de
la regidn sombreada y con las propiedades de automorfia descritas anterior-
mente. La subdlgebra L¥s5((2,C) es en este caso el conjunto de los valores
frontera sobre S1 de las funciones holomorfas en el disco centrado en el punto
0 del toro y con borde S'.



Capitulo IV

La condicién de curvatura nula

En este capitulo se introduce la formulacién de curvatura nula para los sis-
temas integrables en relacién con los problemas de factorizacidén en grupos
de Lie. La aparicion de los pares de Lax en esta construccidn es decisiva en
la integracidon de dichos sistemas con el método de la transformada espectral
inversa. El ejemplo mas conocido es sin duda la ecuacién de Korteweg-de
Vries (KdV), una ecuacién no lineal en derivadas parciales para el campo
escalar u dependiente de las variables z,t,

4uy = Ugppy + Btus.

Usaremos la notacién % = u; = §;u. El operador de Schrodinger £ = 82 —u
guarda una estrecha relacién con esta ecuacioén de evolucion. Consideremos
que u(-,t) es un potencial que depende del parametro t y sea ¢(z,1) tal
que L = 0 y que con respecto de t satisface Ay = y;, donde A = 82 +
%u@r + %ux. Pues bien, la condicidn de compatibilidad de este sistema no
es mas que £y = [A, L], formulacion equivalente de la ecuacién de KdV.
Esta es la construccién presentada en Lax(1968) aclarando el método de la
transformada espectral inversa introducido en Gardner, Greene, Kruskal y
Miura(1967) para la integracion de la ecuacion de KdV, y de ahi que el par
L-A sea conocido como par de Lax. En Novikov(1974) se reformula esta idea
de par de Lax para KdV; el problema de autovalores L¢ = Ap es equivalente

a1y = L1 con
_{ ¥ _ 0 1
=(2) ()

Y = Ly
Y = Ay,

y el sistema
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donde
-1 A+ 1y
A= 4uz p
( A2~ %u) - %(U.r..-: - 2u?) i—ur !
tiene como condicién de compatibilidad o integrabilidad
Lt = Ar + [A, L]

que no es mas que la ecuacién ‘e KdV para u. Esta reformulacién del par de
Lax es la que permite la interpretar la ecuacién de KdV como una condicién
de curvatura nula sobre la 1-forma diferencial Ldr + Adt, y por tanto usar
las técnicas presentadas en Zakharov y Shabat(1974,1979).

Para una descripcion correcta de la condicién de curvatura nula es nece-
sario introducir ciertos conceptos geométricos. Asi en IV.1 se estudian el
espacio de formas diferenciales con valores en un algebra de Lie, las trans-
formaciones de ‘gauge’ y las condiciones de curvatura nula. En IV.2 pre-
sentamos la técn’ a de revestimiento, que es fundamental en la teoria de
sistemas integrables.

IV.1 Transformaciones de ‘gauge’ y curvatura nula
Se comienza esta seccidén con la

Definicién IV.1.1 Sea H una variedad diferenciable y § un dlgebre de

Lie, definimos
NEH 8):=DA"H, ),

n>0

donde A™(H, g) es el conjunto de n-formas diferenciales sobre H con valores
en el dlgebra de Lie g.

Debido a la estructura de algebra no asociativa de g dada por el corchete
de Lie consideramos en A(H, g) una multiplicacién del sigutente tipo

Definicién IV.1.2 Dadas las formas o € AP(H.g) v B3 € NY(H,g) se
define el producto [«, 8] € APYI(H, ) como

[arﬁ](h)(Xl, P ,Xp,Xp+1, Ceey Xp+q) =
Z Sgnﬂ.[ﬂ(h)(x"r]? rro X"’P)! vB(h)(A’ﬂ'(p+I)s s \‘X"J'l’('p-}‘q))]!

€544
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donde h € H X; € ThH, S, es el conjunto de permutaciones de p + ¢
elemenios que mezclan los p-primeros con los g-dltimos y sgn es la signatura
de la permutacién sobre la que se evalia.

Este producto verifica la propiedad de anticonmutatividad graduada
o, 8] = (1"}, e).
Si v € A"(H, g) se cumple la propiedad de Jacobi graduada

(=1 [le, 8141+ (=17 ([, @), A1 + (=1)*[[8, 7], ] = 0.

Con esta operacion A(H, @) es un dlgebra de Lie Z;-graduada, esto es,
una superalgebra de Lie, con

ANH.@i=@ A" (H,g)  i=01

n>0

que da lugar a la descomposicidn

AH, 8) = AH, g)o® \(H, 9

y se verifica

[/\(H’, g)i’/\(H‘ g)J] C /\(H, g)i-i-j,rnod?‘

La derivada exterior d : A" H — A"™! H se extiende a ANH, B =2AH®Y
asi como cualquier endomorfismo del dlgebra de Lie g.

A continuacién introducimos el importante concepto de curvatura de una
1-forma.

Definicién IV.1.3 Dada w € A'(H, §) se introduce su curvaiura

1
Qu} = dw - 'Q'[Waw] E AZ(H, g))

y se dice que w es de curvatura nula 51, = 0, esto es

1
dw = E[w,u].
El espacio de las funciones de onda C*°(H, G), en donde se ha supuesto
que (5 es el grupo de Lie adjunto al algebra de Lie g, genera transformaciones
llamadas de ‘gauge’ en el espacio A'(H, g),
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Definicién IV.1.4 Si ¢ € C(H,G) la transformada ‘gauge’ de
we A\'(H,g)

se define por
WP = dy -yl 4 Adg(w),
donde dv - ™! es la diferencial derecha de p: H — G

La diferencial derecha, ver Dieudonné(1970-1975), se define como
dyp -y~ (h) = Th(Ry o ¥) = TymRy o Thyp : ThH — 6.

Aqui T} indica la derivada de la funcién a la que se aplica en el punto h,
esto es la aplicacion tangente. La diferencial derecha posee las siguientes
propiedades

o P=ycyp = dy Tl =dyy g + Adda(den ¥3T),
o y=¢ ' S dy- Yt = —(Adg)" (dg - 67T),
e silny = X € C™(H, g) entonces

_1 (ad}& )"
dy -y ; TR

Ademads, la forma de Maurer-Cartan # € A(G, g), Dieudonné{1970-
1975), definida por la relacién

0(9)(X) = TyR; X,

con g € G, X € T,GG, permite escribir la diferencial derecha dy - P Rh) =
8(y(h))oThy por lo que esta resulta ser una extensién de la forma de Maurer-
Cartan, y de aqui que se utilice la notacién 8 = dg - g~1.

La curvatura de una 1-forma se comporta frente a transformaciones de
‘gauge’ de la siguiente rnanera

Proposicién IV.1.1 §iw? :=dy - ¥~ + Ad¢(w), entonces
wa = Adw(gw)u

luego siw es de curvatura nula también lo es cualquier transformada ‘gauge’

suya.
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La diferencial derecha diy - 9! de cualquier funcién de onda es de cur-
vatura nula. El teorema de Frobenius, Flanders(1963), permite asegurar que
dada w de curvatura nula existe un entorno Uy, para todo h € H tal que se
puede hallar una funcién de onda local ¥ € C®(Up,G) con w = dy - ¢~ 1.
Obviamente w no distingue entre elementos en el mismo ‘coset’ ¢ - G, si ¢
es solucidn también lo es ¢ - ¢ para todo g en G.

Todas estas construcciones se generalizan de forma natural a fibrados
principales, Dieudonné(1970-1975) y Husemoller(1974). Sin embargo al ser
los intereses de esta tesis puramente locales, los aspectos globales asociados
a fibrados, en relacién con condiciones de contorno y soluciones de sisternas
integrables, no seran tratados aqui. Asi pues las ideas de la técnica de
revestimienta que se introduciran mas adelante seran puramente locales.

IV.2 La técnica de revestimiento

La l-forma wygv = Ldx 4+ Adt del comienzo del capitulo es de curvatura
nula. En dicha expresién se puede considerar A € S!, y como Tri =
TrA = ( concluimos que esta 1-forma toma sus valores en el algebra de lazos
L*s1(2,C). En la teoria de los sistemas integrables tanto la formulacién de
curvatura nula como la técnica de revestimiento, para la generacion de solu-
ciones, se utilizan de forma exhaustiva en Zakharov y Shabat(1974,1979).
Asi la solucién u = 0 de KdV, que se conoce como solucion desnuda o vacio,
tiene asociada la 1-forma desnuda w}?c)iv = Adr+A%di, con A = e+ Af. Esta
l-forma puede ser revestida mediante transformaciones de ‘gauge’. Esto es,
buscaremos funciones de onda 1 tales que w = dp- 1~} -%-Ad:,b(w}?g,v) sea del
tipo wrgv. De esta manera conseguimos generar nuevas soluciones a partir
de soluciones conocidas y triviales.

En Guil(1987) se presentd la siguiente extensién del método de reves-
timiento anterior. Sea x € A'(H, @), 1-forma de curvatura nula,

1
d = —|v
X Q[XaX];

¥y R solucién de la ecuacién de Yang-Baxter clasica modificada en g (ver
capitulo [T). Si la funcién de onda ¢ € C*(H,G_) es solucién de la ecuacidn

dy_ - yZ' = R_Ady_(x), (Iv.2.1)
entonces la 1-forma revestida

w = Ady_(x) (IV.2.2)
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satisface . :

Este resultado es inmediato pues dw = [dy— - :l,w] + %[w,w], aqui se ha
utilizado (IV.2.2) y que x es de curvatura nula, y usando (IV.2.1) se obtiene
la conclusién buscada. Asi pues, revistiendo x € A1(#H, g) de curvatura nula

se obtiene w € A ' (H, gr) que también es de curvatura nula.

Recordando que Ry : g — ¢ son homorfismos entre algebras de Lie y
representando por wy = Ryw € AY(H, g,) concluimos que

1 1
dw = §[w,w]R & dwy = -2-[w¢,wi].
Luegowy = Ry Ady_(x) = dir_ " +Ady_(x) es una 1-forma de curvatura
nula que toma valores en g, , obtenida a partir de x, 1-forma de curvatura
nula, a través de la transformacion de ‘gauge’ generada por v_.

Localmente siempre existira la funcidén de onda ¥ tal que y sea su dife-
rencial derecha

x=dy-y7

donde debemos tener en cuenta que todos los elementos en el ‘coset’ derecho
¥ - G también son solucién a este problema diferencial. Consideremos el
problema de factorizacion

Yog=9Il Yy, imps C Gy, Oy - Ky) =9 - K_,

generado por la solucién R de la ecuacién de Yang-Baxter clasica modificada.
Calculando la diferencial derecha se obtiene

dy_ -yl + Adg-(x) = dipy - 91T,

Yy per tanto
dys - Y3 = ReAdy-(x),

luego la solucidn ¥_ del problema de factorizacion es a su vez solucion de
(IV.2.1) y v+ resuelve el problema de encontrar la funcién de onda tal que
su diferencial derecha sea la 1-forma de curvatura nula revestida w,. Parte
de estas ideas se perfilan también en Cherednik(1985,1990). Todos estos
resultados se resumen en el
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Teorema IV.2.1 Sea x € AY(H,g) una I-forma de curvatura nula,
dx = 3[x,x], y ¥— € C®(H,G-) una funcién de onda solucidn de

dy- - $' = ROAdY-(x),

entonces

w= Ady_(x) € /\I(Hj 8r)

es una l-forma de curvatura nula, dw = %[u,w]R. St v permile expresar
localmente x como x = dy - ¢~ entonces las soluciones al problema de
factorizacidn ¢ - g = ¢vZ' - Y,, con g € G, dan soluciones 1_ al problema
diferencial nicial.

En el cuadrado 0 = g4 g de g se tiene la solucién, construida a partir de
R, Ry = Ps — PEE de la ecuacion de Yang-Baxter cldsica modificada, vease
el capitulo II. La técnica de revestimiento presentada mas arriba se puede
desarrollar en este cuadrado.

Sea ¥ = (y1,x2) € AYH, ), donde x; € AYH, @) son de curvatura
nula, una l-forma de curvatura nula con valores en 9. Se plantea la ecuacidn

dy - ¢ = Ry Adyi(x), (1v.2.3)
con € C¥(H,GR) y Ro- = —Ppz, luego % = (¥y4,%_) con $u €

C®(H,G1)y ©(¥y - Ky)=v_-K_, ademas v := o = =" -y, donde ¢
se definid en I1.2; asi pues la 1-forma

@ = Ady(x)

es de curvatura Hy-nula. Es facil concluir que la ecuacién (IV.2.3) en el
cuadrado se traduce en

ds VI = Re(Ad¥_ (xz) — Adgy (1)) (Iv.2.4)
Tendremos también las identidades
a = CJ+ = .Pagt.:? = R+Ad1,[)_.()(2) - R-Ad@b.;.(x”,
y st w = Ady_(x2) — Adt4(x1) entonces

wo = PE;(:.’ = (wg,w-) = ipw,

donde wy = Ryw. Por tanto a € AN H,%g)ya. € AY(H, @g) son ambas
de curvatura nula, da = %[a, a] y por tanto w verifica dw = %[u,u]R.
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La relacién con los problemas de factorizacién de esta extension de la
técnica del revestimiento es la que se explica a continuacién. Localmente
existira ¢ = (@1, ¢2) con valores en el grupo D = G x G tal que ¥ es su
diferencial derecha y por tanto x; = d¢, - qﬁ,-_l. El problema de factorizacion
sera

¢ 3=9""qa,

donde § = {g1,92) € D, a toma sus valores en el subgrupo diagonal Gy v
lo hace en Gr. Se llega pues a los problemas de factorizacion

b1 = ¥ -a
$2:92 = yI'-a

y por tanto 1+ seran solucién de
b2-9 67 =921 P4,

donde ¢ = g2 -gl_l, asi pues las soluciones a este problema de factorizacion
son soluciones a (IV.2.3,IV.2.4).

Sefialemos por Wltimo que a = 14 - @1 - g1 = ¥~ - 2 - g2 ¥ por tanto
o =dpy 97 + Adyy () = dop- - 970 + Ady(x2),
luego o es transformada ‘gauge’ de x; y x2 simultaneamente.

Estos resultados se resumen en el

Teorema IV.2.2 Sean x1,x2 € AY(H, g) sendas I-formas de curvatura
nula, dy; = -;-[x,',x{], i= 1,2 y g € C®(H,Gs) funciones de onda

soluctones de
dys - ¥I' = Ri(Ady_(x2) — Adgy(x1))-

Entonces

w = Ady_(x2) — AdYr(x1) € /\I(Ha 8r)

o= RyAdy_(x2) — R_Advy(x1) € A'(H. )

son de curvature nule,

dw = [o, @],

| %=1 A

jw,wlr, da=

o] =
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St las funciones de onda ¢1,@2 permilen expresar localmente las _I-formas
X1 ¥ Xz como ) \
x1=dé ¢y, x2 =dg2-¢; ",

entonces la solucidn el problema de faclorizacidn
$2-9-97 =Y Uy
donde g € GG, da lugar a las soluciones Y4 del sisiema diferencial planteado.

Si H C G es un subgrupo abeliano y x es la 1-forma de Maurer-Cartan
en H, y = dh-h~! = dln h, entonces y(h) = h - g son traslaciones por mul-
tiplicacion a la izquierda por elementos de grupo abeliano H, definiendo por
tanto una familia de flujos conmutativos, Wilson{1984), ya que ¢(h; - h2) =
t(hy - hy). La construccién de la 1-forma revestida w = Ady_(x) a través
de la resolucién de dy_ - ¢~!' = R_Ad#y_(x) no es mas que la descripcion
diferencial del problema de factorizacién ¥ = $-! - 4oy. La obtencién de
w4, revestir la forma de Maurer-Cartan en H, sirve para describir infinite-
simalmente, en términos del algebra de Lie g_, la proyeccion de los flujos
conmutativos en (I, generados por el subgrupo abeliano H, en el espacio
homogéneo G /G4, variedad difeomorfa a G_.

En el cuadrado [) se escoge H = H; x Hz donde H; son subgrupos
abelianos de G. La forma de Maurer-Cartan en H sera ¥ = (dhy - h', dh; -
h;l), con h; € H;. Se tienen los flujos conmutativos J; = (h1-¢1,h2 g2) ge-
nerados por multiplicacion a la 1zquierda por elementos de H, y las 1-formas
wi, @, con & = (a, a) = (we,w.) = Ad(¥), que describen diferencialmente
la proyeccién de los flujos conmutativos generados por H en la variedad
homogénea D/é—ﬁ localmente difeomorfa a éG. Las érbitas de los fiujos
Y = hy-g- hl_! son puntos en el espacio de dobles ‘cosets’ Ho \ G/Hy. Si
X1 = G/Hy y Xg .= Hp \ G se introduce el G-espacio X = X x Xy,
Dieudonné(1970-1975), la accién derecha de G viene dada por

go(Hz 92,91 Hi)={Hy g2-9,9"" -1 - Hn),

en donde se tiene la fibracién 7 : X — M, con la base M := X2 x X; mod(
el conjunto de érbitas de G en X, (Hy - g2,01 - H1) ~ (Hy - g2, n - H1) si y
s6lo si go - g1 = G2 - g1, facilmente se concluye la identidad M = H \G/H; (a
la clase de equivalencia (H3 - g2, 9; - H1)modG le corresponde el doble ‘coset’
Hy - g2-g1- Hy).

Cuando HiNHz = {e} entonces x2(X;) = x1(X2) = 0 donde X; € X(H;)
son campos vectoriales. Por tanto si X;,Y, € X;(H2) (donde X denota el
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conjunto de campos vectoriales invariantes izquierda) [Xz2,Y;] = 0 ya que
Hy es abeliano, la condicién de curvatura nula de w, @, = 0, implica la
ecuacion Xow(Y2) — Yow(X3) — [w(X2),w(Y2)]r = 0. Esta es la ecuacidn que
se hubiera obtenido fijando los flujos generados por H, vy permitiendo tan
sélo evolucionar con Hj, las variaciones infinitesimales seran las dadas por
elementos de X(H,). El cuadrado desaparece y se obtiene la descripcién de
los flujos conmutativos generados por H; en (G y su proyeccion en el espacio
homogéneo G/G4.

En los proximos capitulos se verd que la técnica del revestimiento aqui
introducida tiene como consecuencia (en los grupos de lazos) la aparicién
de jerarquias integrables (en 1+1 dimensiones) asociadas a w, y de reticulos
integrables continuos (en 1+1) dados por @. Los pares de Lax los dan los coe-
ficientes de estas 1-formas, las familias infinitas de leyes de conservacidn de
estos sistemas aparecen en relacién a ciertos subgrupos de isotropia. Ademas,
la teoria de la modificacién y la generalizacidn de las transformaciones de
Miura recibe un tratamiento grupo-teérico. Cuando se estudie w se permitirda
la restriccién a X(H,) sin embargo la 1-forma « involucra a todo el grupo H.
Los subgrupos utilizados seran los asociados a las subélgebras de Heisenberg
(médulo extensién central) homogéneo y principal, ver Guil(1989).

Las construcciones de revestimiento dadas en este capitulo enlazan con
las que aparecen en la literatura como se explica a continuacidn. En Za-
kharov y Shabat(1974,1979), como ya se menciond, se introdujo la técnica
del revestimiento en relacion con las transformaciones de ‘gauge’. La escuela
Japonesa de Kyoto dirigida por M.Sato generaliza estas ideas en los traba-
jos Date, Jimbo, Kashiwara y Miwa(1982) construyendo grupos de trans-
formaciones de revestimiento. En Segal y Wilson(1985) y Wilson(1985)
se da una interpretacién de estos grupos en el marco de las algebras de
lazos - Finalmente—-en Semenov=Tyan-Shanskii{1985,1987) se presenta -un
tratamiento completo con el uso de la matriz-r clasica (ver también Lu y We-
instein(1990)). Lo interesante es que estas transformaciones de revestimiento
son acciones de los grupos de Lie presentes en la teoria sobre el espacio de
funciones de onda. En particular, en Semenov-Tyan-Shanskii{1985) se da
una accién de Gg sobre el espacio de funciones de onda con la propiedad
de que Gg x G — G es una aplicacidén de Poisson, donde G es un grupo de
Poisson-Lie. La dada en Segal y Wilson(1985) difiere de esta accién tan sdlo
en un factor de normalizacién. Asi la accién de Segal y Wilson(1985) de G

sobre C*(H,G) es
goy = (¥ g9 )y,
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que recordando que ¥ -g -yt = (¢ . g - 1};‘1):1 (¢ -g-¥~ 1)+ se reescribe
como

gop=(¢-g-¢ Vs -v-g7L.

Que esto es una accion se deduce del siguiente calculo

g2omoy = ((g:0%)-g2-(go¥) Ny (o) -g;' =
(o ¥ Yogr-ga- 9 (Wg- 97T
(g1 v Dy ¥ -(g2-91) "

Ahora bien, si a- € G- = (a- - b); = by para todo b € G, luego se obtiene
gzoqo¥=(g2-q1)0 9.

En el caso de que la funcién de onda 1 tome sus valores en (G_ entonces la
accién de revestimiento de Segal-Wilson es

goy=(¥-g)--¥=(¥ g)4 g,

y de aqui la relacién con el método presentado en Guil(1987), una vez que
se considera la accion derecha analoga a de Segal-Wilson. La accidn de Gg
sobre C°°{H,G) de Semenov-Tyan-Shanskii es como sigue,

god=(y-g ¥ )¢9t = (¥-g- v ¢ogi"
El que es una accién izquierda de Gg
gogioy = (g2*q)oy,

se deduce del mismo modo que en el caso de la accion de Segal-Wilson, de
la que tan sdio difiere en un factor de normalizacién.






Capitulo V

Integrabilidad en LSIL,: subalgebra homogénea

En los capitulos que siguen se entrelazan las ideas expuestas anteriormente.
Debemos recordar que la formulacién de los sistemas diferenciales del capitulo
anterior se basa en los siguientes datos: un grupo de Lie, un endomorfismo
del dlgebra de Lie del grupo que satisfaga la ecuacion de Yang-Baxter clasica
modificada y por dltimo 1-formas de curvatura nula.

Es interesante investigar las consecuencias de dichas construcciones en
grupos de Li. de dimensidn infinita. Necesitaremos que los grupos sean
ta que se pueda definir la diferencial derecha, que exista un teorema de
la funcién implicita para poder construir la aplicacidén exponencial, etc. En
definitiva el grupo de Lie debe ser el soporte para un célculo diferencial
habitual, y por tanto sera de Lie-Banach o que una complecién adecuada
lo sea. En Guil(1989,1990-2) se presentd el estudio de los sistemas diferen-
ciales exteriores en el grupo de Lie-Banach de automerfismos de un espacio
de Hilbert, detallandose all{ las jerarquias integrables obtenidas, problemas
de factorizacién, funcidn r, etc. En esta tesis se analizaran dichos sistemas
diferenciales exteriores sobre grupos de lazos, grupos que poseen comple-
ciones de Sobolev que les convierten no sdlo en variedades de Banach sino
también de Hilbert.

Entre los grupos de lazos el mas asequible es, sin duda alguna,
LSL(2,C). Por ello los capitulos V, VI, VII, VIII, IX y X se dedicaran al
estudio del sistema diferencial exterior en este grupo de lazos. Del capitulo
V hasta el VII los flujos conmutativos seran los generados por la subalgebra
de Heisenberg (modulo extensién central) homogénea. Las soluciones de
la ecuacién de Yang-Baxter clasica modificada seran las modificaciones de
la solucidn racional de Yang particularizada al dlgebra de lazos. Cuando la
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modificacion sea antistmétrica con respecto a alguna forma bilineal simétrica
Ad-invariante y no degenerada, se tendra una bialgebra de Lie, ver Apéndice
B, y por ello parece posible la cuantificacion del sistema integrable asociado.
Se obtendran diversas jerarquias integrables, sus familias de leyes de conser-
vacién locales y no triviales, transformaciones de Miura generalizadas entre
sistemas modificados y no modificados, pares de Lax y los problemas de fac-
torizacidn relacionados. Todo elio, por supuesto, dentro del espiritu marcado
por los capitulos anteriores.

La subdigebra homogénea ) esta asociada a la subalgebra de Cartan
b de sl(2,C), si {e,h, f} es la base de Cartan-Weyl de ${(2,C) entonces
h=Ch. Asi

ﬁ:ﬁ_{_ @ﬁ-—:

con
ﬁi = C{/\i"h}wo = Lith

Sean Hy los grupos de Lie adjuntos a 3, y H = H. x H;. Los flujos
conmutativos seran
Y=hT'-g-hy hi€Hy

donde g € LSL(2,C) es la condicién inicial. Como H; = H_ y H. = Hy
las 1-formas xi, x2 son las formas de Maurer-Cartan en H_, H,, respectiva-
mente.

Las matrices-r clasicas R que consideraremos aqui estdn asociadas a la
descomposicién triangular de Birkhoff

Lsl(2,€) = 1Tsl(2,0) @ 51(2,C) g L78((2,C),

ya que si id = Py 4+ Py + P- es la resolucion de la identidad asociada a la
descomposicién triangular, entonces R = P, — P_ + pPy donde p es solucion
de la ecuacién de Yang-Baxter cldsica modificada en s((2,C).

En la primera seccién estudiaremos la contraccién de la ecuacién (TV.2.4)
con el campo vectorial invariante izquierda 8; € X (Hy). Gile) = Ah
Parametrizaremos la funcién de onda v:_ en funcién de varnables S,V y
de sus 8;-derivadas.

En V.2 contraeremos la ecuacién {IV.2.4) con el campo 8; € X (Hy),
O2(e) = A%h, y utilizando la parametrizacion obtenida en la subseccién an-
terior se llega a una ligadura diferencial dei tipo ae un sistema de evolucion
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para S, V4, que es un sistema de ecuaciones no lineales en derivadas par-
ciales, (8y,82), para los campos S, V. Este sistema es integrable, se puede
construir un par de Lax que depende de S,V y existe una coleccién in-
finita de leyes de conservacién locales y no triviales en las variables 5V,
y sus §)-derivadas. La consideracién de campos vectoriales 8, € X (H,y),
d.(e) = A"h, lleva consigo la construccién de la jerarquia integrable asocia-
da. Existen reducciones reales de estos sistemas, esto es, las formas reales
de 51(2,C) dan nuevas algebras de lazos reales que permiten el estudio de
nuevos problemas de factorizacién y por tanto nuevas jerarquias integrables.
Este proceso se puede realizar mediante lo que se llama una reduccién del
sistermna inicial.

En V.3 estudiamos la 1-forma o. Asi se parametriza 4 en las vana-
bles T, W_ contrayendo la ecuacidn (IV.2.4) con el campo vectorial d_1 €
X (H-), 8-1(e) = XA~1h. La ecuacién de curvatura nula que debe cumplir
«, una vez evaluada sobre 9y, 0., implica unas ecuaciones diferenciales so-
bre 5, V,, T, W_, con variables independientes ¢;,{_7. Aqui ¢;,1_; son las
coordenadas de los flujos exponenciales exp((t; A +1_1A71)A) de los campos
&y,0_1. Es un sistema con una doble familia de infinitas leyes de conser-
vacion locales y no triviales. Las formas reales se estudian igualmente. De la
construccion se concluye que estas ecuaciones son simetrias de las ecuaciones
de evolucién halladas en V.2 para 5, V., por un lado, y de T, W_, por otra
parte.

En la cuarta seccidon damos una aproximacién grupo-tesrica a las trans-
formaciones de Miura generalizadas. Asi la solucidn del caso no modificado
(p = 1d) se expresa en términos de las soluciones S,V de un sistema modi-

ficado p # id.

Comentemos por tltimo que en los trabajos Mikahailov y Shabat(1985-
1,2) y Mikhailov, Shabat y Yamilov{1987) se ilega a una clasificacién com-
pleta de los sistemas integrables con infinitas leyes de conservacidn del tipo

Pt = Per+ f(P. ¢ Pr.gs)
qt %r+9(P,‘IaPr1Qz),

il

y que en Mikhailov, Shabat y Yamilov(1987) se da una lista completa de tales
sistemas. A pesar de ser dicha lista extraordinariamente extensa, estamos
convencidos de que la mayoria de los sistemas integrables de este tipo se
pueden explicar con los métodos aqui expuestos.
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V.1 Parametrizacién de i_

Queremos resolver la ecuacién (IV.2.4) para v, con la matriz-» cldsica R =
Py — P_. 4 pPy, donde id = Py 4+ Py + P- es la resolucién de la identidad
asociada a la descomposicién triangular de Birkhoff

Lsl(2,C) = L}sl(2,C) & sl(2,C) & L7 51(2,C),
¥ X1, X2 las formas de Maurer-Cartan en los subgrupos homogéneos H_, H .
La descomposicidén
Lsl(2,C)_ = L7s1(2,C)d s1(2,C)_,
con ${(2,C)_ = imp_, permite proponer la factorizacién
Y_=4v-a

donde ¥ y a toman sus valores en LTSL(2,C) y SL(2,C)- respectivamente.
En particular a = t¢_(oc), aqui se entiende por ¢ (oc) el valor de la ex-
tension holomorfa de - al exterior de S! calculado en oco.

La descomposicién simétrica de Ls1(2, C) inducida por A
Lsl(2,C) = t& m,

con
¥ = keradh, M = imadh,

lleva consigo la descomposicién

C*(H, LsK(2,C)) = &5 & m,

donde
ts = Ada(Cm(H, E)), mg = Ada(Cw(H, m))
Si
S = Ada(h)
entonces

Bs = keradS, mg = imad$.

Se llega asi a la factorizacidn

d=u-a-¢-a!
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donde U :=lnu € mgy ¢ € C®°{H H.). Por tanto
Y_=u-a-¢.

Contraigamos ahora la ecuacién (IV.2.4) con el campo &1 € X;(Hy), ti(e) =
Ah. Con la factorizacién del parrafo anterior obtenemos

Sru-ul +Adu(Bra @™+ AT"0,8,5) = (= P-+p-Fo)Adu(AS) (V.1.1)
n>0

donde se ha expresado ¢{X} := exp(}_, 50 27" ®nh) y las &, son funciones
sobre H a valores en C.

Insertando el desarrollo de Fourier

U(A) =Y AUy,

n»0

donde los coeficientes de Fourier {/,, pertenecen a mg NC>®(H,5l(2,0C)), en
la ecuacién (V.1.1) se llega a un conjunto infinito de ecuaciones entre estos
coeficientes. Las dos primeras son

Sa-al=p_[h,5]=0 (V.1.2)

1
o Uy + [Ula O a -a—1] + 0P S+ [Uz, S] + "Q‘[Ul, [U],S]] =0 (V.1.3)
De la definicion de S se concluyen las formulas

88 = [Bra-a~t, 9]

%(ads)2 =id.

Ambos hechos se usardn en lo que sigue.

Se introduce la notacién

V= {1,5].

Por tanto (V.1.2) implica que 8,5 = [V_, 5] = [V4,5] = [V, S]. Como V €
Mg, entonces V se puede expresar en funcidon de S, 6.5, Vi como sigue

y = %([S, &S]+ [S,15, V4 1D),
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y de aqui la ligadura

Vi = 3045, 0151 +[5.[5, Va]). (V.1.4)

Debe notarse que U1 es expresable en términos de S,V ya que Uy = 1[V, 5]
y por ello

s = 3(-5:5 + V4, ).

El corchete de Lie de S con {V.1.3) da lugar la siguiente expresién para
Uy

1
U2 = “Z(BIV + [V+,VJ)

Recordemos que la forma de Cartan-Killing en $[(2,C) es B(XY) =
%TrXY y que con respecto a ella keradS 1 imadS (es una forma Ad-
invariante). Por ello, contrayendo (V.1.3) con S a través de B, se obtiene

219, = ~ZB([V, 51,17, 5]),

en donde se ha tenido en cuenta la normalizacién B(S5, S) = 1.

Si hubiéramos considerado mas ecuaciones hubiéramos llegado a expre-
siones andlogas para Us, Uy, ...y 0P, 8;®3,... en funcién de 5,V y sus
O1-derivadas. Por tanto, hemos construido una parametrizacidn no local de

Y.

Teorema V.1.1 El campo invariante izquierda &y € X;(H,), O1(e) =
Ah, induce una parametrizacidn de la solucion ¢y_ de (IV.2.4). Asi st

Yo=u-a-@,

donde a esta evaluada en SL(2,C)_, Inu(A) .= 3,0 A" U, toma sus va-
lores en Ada{imadh) N LTsl(2,C) y ¢(A) = exp(3,50A7"dn) en H_,
entonces las vartables S = Ada(h) y Vi permiten expresar los elementos de
{Un, 81P5}n>0 como polinomios en {97 S, 07" V4 bm>o-

Las primeras relaciones son
1
Up = Z(—315+ Ve, S
1
Ui = 2@V + [V, V)

hd = —-é—B([V,S’], v, 5]).
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V.2 La jerarquia integrable

En la anterior seccién se parametrizé la solucién ¢ en las variables S,V
y sus {y-derivadas, donde los campos S, V. satisfacen la ligadura diferencial
(V.1.4). Veremos en esta seccién qué condiciones deben cumplirse entre 5
y V4 cuando la ecuacién (1V.2.4) se contrae con otro campo vectorial. Sea
&2 € X1(Hy), 82(e) = A2h. La contraccién de la ecuacién (IV.2.4) para ..
con este campo da lugar a un nimero infinito de ecuaciones en los coeficientes
de Fourier. Las dos primeras son

&a-at = p.([Usz, S} + %[Ul, [h,8h =0
d: Uy + [U],aga . a_l] + G, @4 +
(Us,81+ ({01, 103,51} + [0, U3, 1) + 5103, 00, (01, 811 = 0

Introduciendo en estas ecuaciones las expresiones obtenidas anterior-
mente para los elementos de {U,, }n»0 en funcion de S,V y sus 8,-derivadas
se llega a nuevas ligaduras entre estas dos variables, pero ahora con la pre-
sencia de Jp-derivadas. También se consiguen expresiones para 9;®, como
polinémios en S, V4 y sus 0y-derivadas. Dada la equivalencia de la ecuacién
(IV.2.4) para ¥~ con la condicién de curvatura nula para wy, la restriccion de

esta 1-forma al subespacio generado por @, (2 se expresara en las variables
S, V+. Asi
wy = Ldty + Adts,

donde 1y, t2 son las coordenadas generadas por el flujo exponencial de Ah, A%h,
respectivamente, y L, A son

L = (P +pyFPo)Adu(rS)
A = (P4 +p4+Po)Adu(r’S).

Introduciende en estas expresiones la parametrizacion de Inu se llega a la

Proposicién V.2.1 La restriccténde de wy al subgrupo de Hy con dl-
gebra de Lie C{\h, A2h} es

wy = Ldty + Adi,.
Tanto L como A se expresan en funcién de S, V4 como

L = )\S+V+
A = AS4AV+Qy,
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donde V = %([S: als] + [Sa [Ss V+]]) yQ+ = P-{—Q con

Q==Y + [V. V4], 5] - LIV, V.51

La condicién de curvatura nula que verifica wy es la dnica ecuacién a
satisfacer por S, V} para que . parametrizada en el Teorema V.1.1 sea
solucién de la ecuacién (IV.2.4) cuando se contrae con d;. Por ello se con-
cluye el

Teorema V.2.1 La tinica condicion que pesa sobre S y Vi para que ¢,
parameirizada en el Teorema V.1.1, cumpla la ecuacidn (IV.2.]) coniraida
con Oz es el ststema

28
02 Vi

1}

MV + [V, V+] + [Q+: S]
61Q+ + Q@+, V4]

donde V y Q4 estan definidos en Proposicién V.2.1.

El sistema diferencial que aparece en este ultimo teorema es de hecho
un sistema integrable, posee el par de Lax I-A, y una familia infinita de
leyes de conservacidn locales y no triviales. Como se ha visto las densidades
Iy ' = 01®n y my 1= 8,®,, se expresan como polinomios en S, Vy y sus & -
derivadas, aplicando la regla de Schwartz sobre las derivadas cruzadas (los
campos son suaves) se obtienen las infinitas leyes de conservacion &y, =
& my, para todo n > 0.

La consideracién de campos 8, € X(H;) con Onle) = A"h, n > 3
llevaria a la construccion de la jerarquia integrable con tiempos {tn}a50-

En vez de considerar en estas dos primeras secciones el algebra s{(2, C)
se podrian haber utilizado formas reales suyas, Helgason(1978) y Cornwell
(1988-1990), la compacta su(2) y las no compactas su(1,1) y s1(2,R). Las
formas reales son subalgebras de s1(2, C)®, en concreto son el conjunto de
puntos fijos de ciertos antiautomorfismos involutivos. Por ello cuando p deje
invariante esta subalgebra se podran reducir los resultados obtenidos para
el caso complejo a la forma real.
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La parametrizacién de - inducida por 8 en las variables S, V; expuesta
en Teorema V.1.1 se puede extender a 1, siendo en este caso el campo
-1 € X;(H-),0-1(¢e) = A71h, el que induce la parametrizacién en las va-
riables T, W_. Introducimos la factorizacién ¢4 = v - b - donde b esta
evaluada en ${(2,C)4, Inv(A) := 3,0 A"V, en Adb(im adh) ﬂLi"El(?, C)y
w(X) == exp(3 .50 A%pr) en Hy. Entonces las variables T, W_, donde T =
Adb(h) y W_ tiene su recorrido en $(2, C)_, permiten expresar V, y d_1¢,
como polinomios en estas variables y sus J.y-derivadas. Estas expresiones
son las mismas que las obtenidas para U,, 0, ®, sustituyendo S por T ¥y
V4 por —W_. Concretamente W = 1([T,817) — [T,[T.W-])) vy W= =
3p-({T,8,T) — [T,[T,W_]]). Las jerarquias integrables a las que conduce
este ¢4, cuando se estudian las consecuencias sobre campos vectoriales tipo
On € Xy(H_), d_n(e) = A~"h, son las mismas que las dadas en Teorema
V.2.1 con —p en vez de p.

La 1-forma a es de curvatura nula, por tanto §2,(&,8-1) = 0 da nuevas
ligaduras entre S,V , Ty W.

015 =[S, W.]=0
8_1V+ +8]W_ - [V+,W_] “+ [S,T] =0
61T+ [T, V+] = 0

El par de Lax de este sistemaes L = AS+V, y A = A7 31T~ W.. Se
conocen expresiones polinémicas para I, = 8%, y [, = _1on en funcién
de S,V y sus O)-derivadas y de T, W_ y sus J_,-derivadas respectivamente.
Pero d_1®, y Oi4n no se han parametrizado todavia. Para ello contraemos
la ecuacién (IV.2.4) para ¢_ con el campo 81, obteniendo

O-1u-u™' + Adu(Bera- a7+ AT 9,8) = ATIT — W,
n>0

que se desacopla en un nimero infinito de ecuaciones, siendo las tres primeras
3_1a . G—l =-W_
a.101 + [U],a_]a . a_l] + G 1P 5=T
1 1
d_ Uz + ~2-[U1:6_1U1] + U3, 0-1a a7 + §[U1, [U1,8_1a-a"']] +
8_1¢’23 -+ [U] , 8..1<I>1] =10.
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Introduciendo en estas ecuaciones la parametrizacién de los elementos de
{Un}n>o en funcién de S,V y sus & -derivadas se obtienen expresiones
polinémicas para f, := 0_;®, en las variables S,V y sus 01, §-1-derivadas
yen T y W_. El mismo argumento es cierto para f,, := 04y, permutando
Oy por 0.1y S, V4 por T,—W_. Se llega pues a una doble familia infinita
de leyes de conservacién locales 8 11, = 1 fn ¥ 0—1fn = O1ln.

Debemos comentar que este sistema integrable no es mas que una de las
condiciones de compatiblidad para la proyeccidon de los flujos conmutativos.
Asi cuando sdlo se estudia la descripcion de esta proyeccion con flujos gene-
rados por Hy 6 H. ( siendo (f1,%2,...) 6 (t.1,1-2,...) las etiquetas de las
evoluciones respectivas) se obtienen sendas jerarquias integrables para S,V
6 T,WW_ con p en el primer caso y —p en el segundo. Sin embargo S, V,
también dependen de las variables {..1,8_5,... y T,W. de t;,f3,.... Las
ecuaciones halladas en esta subseccién son sélo una parte de las ligaduras
que existen entre S, V,,T y W_ como variables dependientes de {ti,}.50.
Si se considera la dependencia de 5,V en la variable t.; se concluye que
son solucién de la jerarquia integrable para todo t_;, luego las ecuaciones
recién obtenidas son simetrias de las jerarquias integrables. El argumento
inverso también es verdadero.

V.4 Transformaciones de Miura

Entre las elecciones posibles de p se encuentra p = id. Este caso se conoce
como no modificado, y se cumple S = hy V, = pe 4 g f donde p,q son

funciones sobre H a valores en . Denotando 1,/)(_]d) =ag ' Y. ase llega a
Y_=a- ;bﬁd). Luego t,b(_'d) es solucién de la ecuacién (IV.2.4) para ¢_ en el
caso no modificado, p = id. Por tanto si @ := a™! se tendrd

. L, lid)
a- !fl"i e ’Qb:t s

factorizacidn que conecta la versién modificada con la no modificada. To-

mando la diferencial derecha de esta ecuacidn se llega a

da.a™! -+ Adﬁ(ui) = w:(tid),

generando pues @ una transformacién de ‘gauge’ entre la 1-forma de curva-

tura nula modificada wy y la no modificada w_(;d). La ecuacién ja-a”! =

Vo=V, — i([S, 915]+[S,[S, V4]] se puede integrar y obtener una expresion
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V.4 Transformaciones de Miura

no local de a en las variables S, V., invirtiendo esta matriz se llega a una
expresion similar para d@. Por tanto la ecuacién

ha-a~ '+ Ada(Vy)=pe+qf,

constituye una transformacién tipo Miura, pues expresa soluciones de la
Jerarquia integrable no modificada en funcidn de soluciones de la modificada.






Capitulo VI

Modificaciones de AKNS

Trataremos en este capitulo una serie de ejemplos que ilustran las construc-
ciones del anterior. En VI.1 se describe la jerarquia integrable de AKNS,
Ablowitz, Kaup, Newell y Segur(1974), para después, en las siguientes sec-
ciones, ir modificandola y llegar, entre otros, a los diversos sistemas inte-
grables conocidos en la literatura. Construimos explicitamente las transfor-
maciones de Miura, primera densidad conservada y pares de Lax. Todo ello
es consecuencia de la condicién de curvatura nula que pesa sobre wy. La
consideracidn de la 1-forma o lleva, por ejemplo, los modelos de transparen-
cia autoinducida, Gibbon(1985), y de Thirring masivo, Gerdhzikov, Ivanov
y Kulish(1980).

Todas las jerarquias integrables calculadas se pueden interpretar como
la descripcion diferencial de la proyeccién de los flujos conmutativos en los
espacios homogéneos dados por el problema de factorizaciéon. Como se sabe
en el caso de la factorizacion de Birkhoff este espacio homogéneo se modela
mediante una grassmanniana, la jerarquia de AKNS se enmarca dentro de
esta variedad.

Para enlazar con la notacidn estandar de la literatura se definer = #;,t =
ts.

VI.1 AKNS y NLS

El primer ejemplo ya se ha comentado en el capitulo anterior, es el caso
no modificado, p = id. Por tanto py = id y p. = 0. Luego, como ya se
adelantéen V.4, setendra S = hy V =V} = pe+q f donde p, ¢ son campos

79
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escalares suaves. También es facil obtener @ = @4 = 2(——pq h+ pre—g:f).
El sistema integrable es pues

1
P = 5P 2p%q
1
@ = —g50=t 2¢%p.

Esta es la primera de las ecuaciones de la jerarquia de AKNS que es
el conjunto de todos los posibles flujos t,. Esta jerarquia fue hallada en
Ablowitz, Kaup, Newell y Segur(1974), trabajo que generaliza el método de
la transformada espectral inversa usado en Zakharov y Shabat(1971). Sin
embargo en Zakharov y Shabat(1974,1979) la técnica fue depurada y es en
estos articulos donde més claramente se expuso el papel predominante que
tiene la condicién de curvatura nula en la teoria de los sistemas integrables.
De estos trabajos emergid lo que se conoce como esquema AKNS-ZS. El
papel del digebra de lazos se expuso con claridad en Flasckha, Newell y

Ratiu(1983).

El par de Lax del sistemaes L = Ah+pe+gfy A= Xh4+A(pe+qf)+
%(—pqh + pze — ¢z f), ¥ la primera densidad conservada pg, (pg): € im0;,
se denomina en la literatura el nimero de pseudo-particulas.

Por tanto, la jerarquia de AKNS es interpretable como la proyeccién de
los flujos conmutatives, generados por traslaciones por multiplicacion a la
izquierda por elementos de] subgrupo de Heisenberg homogéneo Hy, en la
grassmanniana Gr( ),

Claramente el sisterna admite todas las reducciones reales, entre estas
las mas interesantes son la forma compacta $U{2) y la forrma no compacta
su(1,1}). Los sistemas que se obtienen asi son equivalentes a sustituir i por
th,estoest — i, r —ix, y g = —p* & ¢ = p"* segin sea el caso compacto o
no. La primera de las ecuaciones de la jerarquia de AKNS se transforma, con
estas reducciones, en la conocida ecuacion de Schrodinger no lineal(NLS)

. 1
ipe = £pes £ 2/pIp,
donde el signo + corresponde a la reduccién compacta y el — a la no com-

pacta, denotandose cada caso por NLSE

La ecuacion de NLS fue resuelta en Zakharov y Shabat(1971) generali-
zando el método de la transformada espectral inversa de Gardner, Greene,
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Kruskal y Miura(1967). Es una ecuacién universal en Fisica: describe la am-
plitud, |p|, de un paquete de onda debilmente no lineal en un referencial movil
con laonda. NLS™ es la ecuacién que rige el autoenfoque, por efecto Kerr, de
la onda envolvente en un medio éptico, generando solitones épticos. NLS™
da el autodesenfoque, efecto Kerr negativo, y por tanto aparecen los ‘dark
solitons’ {que modelan la ausencia de pulso luminoso). También Hasegawa
y Tappert demostraron la relevancia de ambas ecuaciones en el estudio de
fibras (dieléctricas) opticas, ver Hasegawa(1990) y Mollenauer(1985). Es
importante esta ecuacion en el estudio de ondas de Langmuir en plasmas,
Zakharov(1972), en la teoria de ondas profundas en el agua, Lake, Yuen,
Rungalder y Ferguson(1977) y en la descripcién del transporte de energia
en proteinas del tipo ‘alpha-helix’, Davydov(1981), Hyman, McLaughlin y
Scott(1981) y Scott(1985). En la teoria de la superconductividad la ecuacion
de Gizburg-Landau es NLS con un término lineal anadido. Para mayor in-
formacién consultar Scott, Chu y McLaughlin{1973).

VI.2 El modelo ferromagnético de Heisenberg

El siguiente ejemplo es p = —id, por tanto pr = 0y p_ = —id. Luego
Viz=Qye =0y V= %[S, Sr). El sistema integrable que obtenemos es

1
Sy = Z[Sa S:r:z:]:

con la ligadura adicional $? = id, § = Ade(h) con a tomando valores en
SL(2,C). Esta ligadura lleva a la igualdad [5,5;] = 25 - 5;. Una primera
densidad conservada es &, = —éB(Sx,S'I), y el par de Lax es L = AS ¥y
A =225+ 23[S, 5.

Ciertamente la construccién admite reducciones a formas reales. En el
caso compacto se llega al modelo ferromagnético de Heisenberg, 5 es un
‘sptin’ en una cadena lineal continua. En cada punto de la cadena (que
se parametriza mediante r) se encuentra un momento magnético unitario
S, siendo la interaccion entre diferentes momentos de vecinos proximos e
isdtropa, ver Chikazumi(1964). La evolucion de la cadena la da el sis-
tema integrable obtenido. El modelo fue integrado en Takhtajan{1973) y
en Eicheherr(1982} se mostraba su relacién con el algebra de lazos, con-
siderandose conjuntamente con la ecuacion de NLS.

La transformacién de Miura con AKNS se sigue de a.-a~1! = —1[5, 5,].
Integrando esta ecuacién se llega a una expresién no local de a en 5,5,
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invirtiéndola obtenemos &, de donde se concluye @, -3~ = pe+gq f con p, g
soluciones de AKNS. Por tanto se expresan soluciones de AKNS en términos
de soluciones del modelo ferromagnético de Heisenberg. La relacién contraria
es también cierta, la ecuacién diferencial para @ permite hallar ¢ en funcién
de p,q y por tanto S = Ada(h) sera solucién del modelo ferromagnético de
Heisenberg. La equivalencia ‘gauge’ de NLS con el modelo ferromagnéti-
co de Heisenberg fue puesta de manifiesto en Zakharov y Takhtajan(1979)
aunque ya en Lakshamanan(1977) aparece la relacidn existente entre ambos
sistemas. Para un estudio detallado ver Faddeeev y Takhtajan(1987).

VI.3 El sistema de Dodd-Fordy

En el ejemplo que se expone a continuacién la solucién de la ecuacidn de
Yang-Baxter cldsica modificada es p(wye+wgh+w_f) = wyet+cuwph—w.f,
c € C. Sellegaasl(2,C), =C{e,(c+1)h}ysl2,C)- =C{f (c-1)h}.
Por tanto S = h+2vfy Vi =2ue—{(c+ Duvh. De donde V = 2ve ~
2uvh — (2(c ~ Duv? — v.)f y Q4 = (ug + 2(c = Dulv)e + (F{c + 1){(uve —
vuz) + (¢ + 1)(2¢c — 1)u?v?)h. El sistema integrable es

Uy = %uzx + Q(C - I)U‘UUI "+' 26‘[121?5,; - QC(C + l)u3v2
. 9 1 2ev? 2 1)viu?
v, = _-Q.Um + 2(¢ — Nuvvg + 2evu, + 2c(c + 1)v°u’.

Una primera densidad conservada es (c+1)uv y el par de Lax adopta la forma
L=Mh=2vf)+2ue—(c+uvhy A= 2(h-2v f)+A(2ue—2uv h+(2(c~
l)uvz—vr)f-}-(Q(c— l)uzu+ux)e+(%(c+ D (uve—vuz)—(c+1)(2e— l)u2 2)h.
La jeraquia integrable, de las que este sistemna constituye tan solo la primera
pareja de ecuaciones, se puede interpretar como la descripcién de los flu-
jos conmutativos generados por el subgrupo homogéneo en la variedad ho-
mogénea LSL(2, C)/(LTSL{2,C)xSL(2,C)4). Considerar —p es equivalente
al estudio realizado y supone sustituir ¢ por —c.

Las formas reales, c € R, tienen asociada la ecuacion

1 ) . x
iuy = 5 Uz F 2i(c ~ D|ulPuz F 2icu?ul + 2e(c + 1)|ul'y,
aqui el signo — se toma en el caso compacto $uU(2) y el signo + en el no
compacto su(1,1). Esta ecuacién fue encontrada en Dodd y Fordy(1984),
junto con el par de Lax en su forma real, por el método de prolongacion
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de Wahlquist-Eastabrook. En la ecuacién de Dodd y Fordy(1984) apare-
cen dos parametros reales, en tanto que en el sistema integrable que hemos
obtenido aqui tan solo hay uno. Sin embargo la equivalencia entre ambas
ecuaciones es completa una vez que las coordenadas z,f se someten a dila-
taciones. La ecuacién se particulariza fijando el valor de ¢. Cuando ¢ = -1,
en el caso compacto, se llega a la ecuacién de Schrodinger no lineal derivada
(DNLS), que fue integrada en Kaup y Newell(1978); cuando ¢ = 0 se ob-
tiene la ecuacién que aparece en Chen, Lee y Liu{1979) cuyas soluciones
multisoliténicas se hallaron en Nakamura y Chen(1980).

Como en casos anteriores este sistema integrable se conecta con AKNS
mediante una transformacién de Miura generalizada. Insertando

( s : )
a= -1
az a

ay -a” ' = —(c = Duvh + (=2(c — Dur® + v,)f

en la ecuacién diferencial

se llega a la solucidn no local
aj(z,t) = exp (—(C-— 1)] dyuv(y,t))
xr
az(z,t) = vexp (-—-—(c—— 1)/ dyuu(y,t)) .

Como
a a7t + Ada(2ue — (c+ Duvh)=pe+qf,

1

donde @ = a™', se obtiene la transformacion de Miura generalizada

plz,t) = 2u(x,t)exp (Q(C— I)-/m dyuv(y,t))
g(z,t) = (=ve(z,t)+ 2(2c = Duv?)exp (-Q(C— 1)/Idyuv(y,t)).

La transformacion de Miura generalizada nos permite asegurar que uvy —
2(2¢ — 1)uv? es una densidad conservada del sistema modificado ya que es
proporcional a la primera densidad conservada pg de AKNS. Obsérvese que
las formas reales, u = +v*, del sistema madificado, no se hallan relacionadas
mediante una transformacion de Miura con NLS. Sin embargo estas ecua-
clones se conectan entre s1 para diferentes valores de ¢, ver Manas(1988).



80 Capitulo VI Modificaciones de AKNS

V1.4 Ecuaciones de Jaulent-Miodek y Burgers

El ejemplo dado ahora enlaza con el problema del operador de Schrodinger
dependiente de la energia asi como con la ecuacién de Burgers. La solucién
p de la ecuacion de Yang-Baxter clasica modificada esta asociada a la des-
composicion

si(2,C) =s1{2,0); & s1{2,0)_,

con
s1(2,C)y = Cle+ %h,f _ -;-h}
s1(2,C)_ = C{h).

Ahora serdn S = h,'Vy = u(e + 3h) + v(f — 7h). También V = ue+vf
y Q4 = $ur —u{u—v))(e+ %h) - vz +v(u—v))(f - 1h). El sistema
integrable asociado es

!
u; = -Q—UH + 5(2111) - uz);c
1
v = —EUII - -2*(2111) - 'Uz)z-.

El sistemna fue estudiado en Nijhoff, Quispel. van der Lienden y Capel(1982),
y aparece como la ecuacién zs en Mikhailov, Shabat y Yamilov(1987). Una
primera densidad conservada es uv. Admite la reduccién real no compacta
su{l,1), u = v*, con la ecuacién integrable

) 1 1
fuy = =uz; + —(2]u|2 - uz)r.

2 2

La transformacién de Miura generalizada con AKNS se halla como en
casos anteriores

pr) = u(e e (= [ duu =)
o(z,1) = v(z t)exp (/xdy(u-—u)(y,t)),

que en el caso de la reduccién no compacta conecta la ecuacidn con NLS™ a
través de la relacién

p(z,t) = u(z,t)exp (—Qijr dyIm u(y,t)) ;
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donde Im denota la parte imaginaria. Las ecuaciones se pueden conectar con
el modelo ferromagnético de Heisenberg teniendo en cuenta que la solucion,
S, de dicho modelo se expresa en funcién de soluciones de AKNS (NLS
en formas reales) y por tanto en términos de soluciones del sistema aqui
construido.

El par de Lax del sistema es L = Ah + u(e + %h)-{- v(f - %h) y A =
Mhtd(uetv )+ -;—(u,: —u(u—v))(e+ %h) - %(uJr +v{u—v))(f - %—h) Si
L se conjuga con el elermento

1 1

se obtiene LY := Adg(L) con LY = —A(e+ f) — -;—(u +v)h+ (u~uv)f. El
problema de encontar ¥4+ se puede plantear, en su dependencia en r, como
L= w'ln:c ) 71[”-:]; o bien, LY = i.z : ¢i_]) con d}g =g ¥4 '9-1' Sea pues

g _ 1 P2
* e1 ¢ |

Pizr = (A% 4 dwy + wo)pi = 0,

entonces se concluye

donde ) )
W = U—U, Wy = 5((1; +v); + §(u + v)z).

Luego las ; son soluciones de la ecuacién de Schrddinger con un potencial
dependiente de la energia, los campos wy, wp son soluciones del sistema de
Jaulent-Miodek, y las variables u — v, -;-(u + v) lo son del problema depen-
diente de la energia modificado, en esta direccién vease Martinez Alonso y
Guil(1981) en donde se trata también la relacién con AKNS. Con lareduccién
real no compacta las variables modificadas del problema de Jaulent-Miodek
son 27 Imu, Reu.

Se puede considerar las reduccién v = {, esto es equivalente a trabajar
con el algebra resoluble B = C{e, h} de $((2, C), es decir con el dlgebra de
lazos LB. La ecuacién que se obtiene es

1
Uy = —Ugy — Ulg,

2
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que es la ecuacién de Burgers, que se usa como modelo de fluidos turbu-
lentos en un canal, Burgers(1948), también aparece en la teoria estructural
de las ondas de choque, Lighthill(1956). Comentemos que la misma re-
duccién en la jerarquia AKNS, ¢ = 0 conduce a la ecuacién del calor, y
por tanto la transformacién de Miura generalizada hallada con AKNS, con
esta reduccion, conecta la ecuacién del calor con la ecuacién de Burgers,
linealizindola. La ecuacién del calor serd p; = %pm, y sl p es solucidn en-
tonces p(z,t) = [“dyp(y,t) también lo es. Reduciendo la transformacién
de Miura generalizada se obtiene p(z,t) = ~(exp(f* dyu(y,t)))r que im-
plica u = (Inp),. Esta transformacién es conocida desde principios de
siglo, ver Forsyth(1906), pero habitualmente se la conoce como transfor-
macion de Hopf-Cole, Hopf(1950) y Cole(1951). La ecuacién de Burgers
no posee un numero infinito de leyes de conservacion, la estructura del
problema de factorizacidén impone que ¢ no dependa de x,t. Sin embargo
sl posee un numero infinito de simetrias, las dadas por flujos de orden
mayor, g, = 2770;(0; — u)"u (ver Guil(1989)), flujos que en conjunto
forman la jerarquia de Burgers. (El flujo asociado a A™h se linealiza a una
ecuacién del tipo 2%p,, = 07p.) La ecuacién de Burgers tiene un par de Lax:
L=Xh+ule+Lih)y A=22h4 duet F(uy — u?){e + ).

V1.5 Otros sistemas integrables

En Guil y Maiias(1990) se consideraron dos ejemplos mas. El primero de ellos
es el dado por p{wye+woh+ w- f) = (wy —2pw_)e+woh—w_f,u € C. La
ligadura entre Sy V, se resuelve con S = h+2u¢f, ¢ := ﬁ(l—exp(—?uq)),
y Vi =2pe+ (ugr — 2pé)h. El sistema de evolucion es

1
Pr = 5Per — 24pgas +2(1 - 426%)p’ gz + 406’ ppz —
4(1 - 2u¢)¢’p’
1
G = —glee e~ 4p0"pe + 467D

También se presentd el caso p(wie + woh + w_f) = 2pw_ — wy)e +
(2vw_wo)h + w_f,p,v € C. Ahora la parametrizacién es S = h+ 2¢ f y
Vi =2p(e+ ph+vf,y el sistema integrable asociado es

1

P = Pec 2(p(q + 1))z

1
9 = —glze = 2Apale + 20))e + v(pr + 40" (g + ).
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V1.6 Los modelos de transparencia autoinducida y Thirring
masivo

Para finalizar este capitulo presentaremos dos reticulos continuos integrables
asociados a la 1-forma . Por ejemplo cuando p = id, se tiene S = A,V =
pe+qf T =Tie+Toh+T_f(TZ+TyT. = —1),W_ = 0, obviamente
7, q son soluciones de la Jerarquia AKNS en los tiempos t; = z,i2 = ¢, ...
en tanto que T es un momento magnético unitario que satisface el modelo
ferromagnético de Heisenberg en las variablest_y = y,t_7 = s, .. ..

Las ecuactones seran

Py+2T+ =0, QV_QT— =0
Ty z+2Tp=0, T_ . = 2Toq =0
Toz = pT_ —qTy.

Se observa que —%p, %q son potenciales, en la variable y, para las compo-
nentes T, T_ del momento magnético T, serd

1 1
Ty = ""'é'py: = EQy-

Teniendo esto en cuenta, y fijandonos en que la iltima ecuacidn es consecuen-
cia de las primeras (en realidad es una ley de conservacion Ty, = (%P‘I)y) y
de la ligadura, 7° = id, que pesa sobre T, las ecuaciones se convierten en

Pry — 4Top = 0, Gry — 4T0q =0
4T3 +1) = pugy,
y por tanto se cumple la ecuacién

Pryq = Pqry-

Este sistema es integrable con par de Lax, infinitas leyes de conservacién
locales en p,¢q, T v ademas es simetria de AKNS (en los campos p,q) y del
modelo ferromagnético de Heisenberg (para T).

Las formas reales de las ecuaciones las dan las reducciones g = Fp*, Ty =
i3(3: H—R),T_ = FT7}, segiin la forma real escogida sea compacta o no.
Las ecuaciones seran

DPry + 4610 = 0:
4(1 - 8% = Fip,|*.
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Este sistema aparece en la teoria de la transparencia autoinducida, ver Gib-
bon(1985) y McCall y Hahm(1967). Las soluciones de estas ecuaciones
son simetrias de NLS y del modelo ferromagnético de Heisenberg. El sis-
tema obtenido se puede considerar como una extensién de la ecuacidn in-
tegrable conocida por ‘sine’-Gordon. Si se supone p real, y por tanto T,
real, parametrizamos [ = cosh ¢, cos ¢ segln sea el caso compacto ¢ no y
obtenemos la ecuacién, p.e. en el caso no compacto,

Py + 2senp = (.
Supdngase, por ultimo, que p es como en V1.3, entonces

S=h+2f, Vi =2ue+(1+c)uvh
T'=h+2ne, W_o=2mf+(1-c)mnh.

Los campos u,v satisfacen la forma compleja de las ecuaciones de Dodd-
Fordy en las variables z,{ en tanto que m,n lo hacen en las variables y, s
con la sustitucién ¢ -+ -c. Las ecuaciones que ligan estos campos en las
variables z,y son

ty+2(l —cjumn+2n=0, vy~ 2(1 —-cjuymn+2m =20
mz + 2(1 + c)muv + 2v = 0, ny — 2(1 + e)nuv 4+ 2u = 0,

siendo este un sistema integrable, con par de Lax, infinitas leyes de conser-
vacion locales en los campos u, v, m,n y ademas son simetrias de las ecua-
ciones de Dodd-Fordy.

Las reducciones reales dan

iu, F 2(1 - c)uln|* + 2n = G,
ing, £ 2(1 + c)njuf? + 2u =0,

donde — corresponde a la reduccidén compacta y el signo + a la no compacta.
Este sistema que es una generalizacion del modelo de Thirring masivo, caso
que se recupera cuando ¢ = (.

Dicho modelo fue propuesto por W.Thirring en 1938 como una teoria de
campos relativista y en Coleman{1975) se puso de manifiesto su relacién con
la ecuacidn de ‘sine’-Gordon. Fue integrado en Mikhailov(1976), Kuznesov y
Mikhailov(1977) y en Kaup y Newell(1977}, en este iiltimo trabajo se subrayé
que la conjetura de Coleman es tan solo valida para las soluciones de -
solitén. En las demas soluciones 1a relacidn con la ecuacién de “sine’~Gordon
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desaparece. Sin embargo la dinamica de los solitones de ambos sisternas esta
relacionada comeo se demuestra en Martinez Alonso(1984) y Martinez Alonso
y Olmedilla(1985). En el trabajo Kuznesov y Mikhailov(1977) se encontro
una doble familia de leyes de conservacién locales, debe recordarse que en la
seccion V.3 se dio un método efectivo para su construccidn.

Del anilisis realizado se concluye que el modelo de Thirring masivo
(e = 0) es una simetria de la ecuacién integrada en Chen, Lee y Liu(1979).
Si u y n son solucién del modelo de Thirring masivo en las variables z,y,
entonces son solucidn de la ecuacién de Chen-Lee-Liu en las variables r,1¢
e y, s respectivamente. Aunque en Kaup y Newell{1977) se hace algin co-
mentario sobre la utilidad del par de Lax del modelo de Thirring masivo en
ciertas ecuaciones NLS derivadas, no se encontrd alli este papel de simetria
de dicho modelo.

Digamos que la conjetura de Coleman es cierta en el siguiente contexto.
Si no se consideran reducciones reales, las soluciones de AKNS, y por tanto
las del modelo ferromagnético, se expresan en funcién de las soluciones del
sisterna considerado en V1.3, cuyos campos son precisamente los que apare-
cen en la extensién compleja del modelo de Thirring masivo. Por tanto
las soluciones del primer reticulo, que contiene la generalizacién de ‘sine’-
Gordon, se pueden escribir en funcién de las del segundo, que es una gene-
ralizacion del modelo de Thirring masivo.






Capitulo VII

La subdlgebra homogénea en el caso eliptico y la
ecuacién de Landau-Lifshitz

En este capitulo consideraremos los mismos flujos que en el capitulo V, pero
ahora la matriz-r clasica ya no es una modificacién de la solucién racional
de Yang, sino que en este caso se trabaja con la matriz-r eliptica de Baxter-
Belavin-Sklyanin, R = Py — Pg (consultar ITI.6). Para parametrizar la
solucién 4 contraemos la ecuacidn (V.2.4) con el campo 8_y. Para ello
utilizamos la factorizacién de ¥4 introducida en V.3

Yr=v-bep,

asi como la descomposicién de Fourler

Inv(A) = 3 A4, w(A) =D Apn.

n>0 n>»0

De esta forma obtenemos una familia infinita de ecuaciones para estos coe-
ficientes de Fourier, las dos primeras son

a_lb'b_l + [%ssj = 0,
1
B-1Vi+ V1, 0.0b -7 4+ 011 T+ [V, T 4+ s 1] =

~2> A;Tio;.
i

Aqui se ha tenido en cuenta que

PeAdv(A™IT) = Y wi(A)Tjo;,

7
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siendo T := E?ﬂ Tjo; el vector definido en V.3, y A; las constantes definidas
en IIL.6. ' '

Introduciendo el operador de anisotropia J € End §1(2, C) definido como
Joj:= 2A;0; se llega a las expresiones

1
V] = *—Za_}T, 3_1901 = —-%B(@.lT, 3_1T) - B(JT, T),
=L !
V2 - 16 [a—lTlﬂ + 4[Tl JT‘]'

La consideracién de mas ecuaciones hubiera llevado, como en anteriores ca-
pitulos, a expresiones polindmicas para V,,, 0_1p, en T y sus J_;-derivadas.
En resumen, se ha obtenido una parametrizacién para ;.

En el espiritu de V.2 contraemos la ecnacién (IV.2.4) para ¢4 con 0-».
Para que la parametrizacién recién obtenida sea valida en la subvariedad
con las variables _y = y,f_2 = s como coordenadas T ha de satisfacer la
ecuacion de Landau-Lifshitz

1
T, = [T, Ty] + 20T, T
También se consiguen expresiones polindmicas para g, s en 1,7, .. ., por lo
que se puede construir una coleccién infinita de leyes de conservacién locales

y no triviales (¢ny)s = (¥ns)y-
El par de Lax es el obtenido en Sklyanin(1979)

3
L = Wj()\)fl},‘a'j
1

I=

3
1
A = Z(wgl)(A)TJUJ'+§5jkfwj()‘)Tle,x)ai'

=1

Si hubieramos considerado los campos §_, habriamos llegado a la jerarquia
de Landau-Lifshitz, Holod(1987-1).

La ecuacién de Landau-Lifshitz describe, como en el modelo ferromagné-
tico de Heisenberg una cadena lineal continua, etiquetada por la variable y,
de momentos magnéticos unitarios, T, pero con un término de interaccién
anisotropo. La anisotropia de dicha interaccidn aparece ligada al opera-
dor J, pues el hamiltoniano es proporcional a i) 4, ver Chikazumi(1964) y
Roberts y Thompson(1988). La ecuacién fue integrada en Borovik(1978) ¥
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Sklyanin(1979); en Mikhailov(1982) y Rodin(1983) se resolvia el problema
de Riemann-Hilbert sobre el toro, ver también Date, Jimbo, Kashiwara y

Miwa(1983).






Capitulo VIII

LSLy, la subalgebra principal y KdV

Analizamos en este capitulo el revestimiento de los flujos conmutativos ge-
nerados por el subgrupo de Heisenberg principal. La ecuacién de KdV y
su modificacidn, en sus versiones potenciales, son los sistemas integrables
que emergen dentro de este marco. En 1.2.2 se estudid la estructura de la
subalgebra principal de Lsl(2,C). Recordemos que

m:m.‘.@m—)

donde
P, = C{A™ )50, Po = C{A™ o,

con A = e+ Af el elemento ciclico del dlgebra de lazos. Dicho elemento
curnple que A1 = X*A conn € Z.

Usaremos los flujos conmutativos de Wilson(1984). El subgrupo abeliano
H = Hyx Hy C LSL(2,C) x LSL(2,C) que aparecia en el capitulo IV y que
generaba los flujos conmutativos serd en este caso H = H_ x Hy con Hy
los grupos de Lie adjuntos a P,. Los fiujos son

Y=hy-g-hZ!, hy € Hy,

donde g € LSL(2,C). Asimismo x1, x2 seran las 1-formas de Maurer-Cartan
en Hy = H_ Hy := H respectivamente. Las matrices-r clasicas seran como
sigue: en la primera seccion se emplea fa solucion racional de Yang, y en la
segunda se trabaja con una modificacién suya asociada a p(wse + woh +
wof)=wye+cuph—w_f, ceC.

En la primera seccidén repetimos el analisis realizado en V.1 y V.2 que
en este nuevo contexto da lugar a la forma potencial de la ecuacion de KdV

91
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(pKdV), al par de Lax e infinitas leyes de conservacion locales y no triviales.
En la segunda seccién se estudia la forma potencial de la ecuacion de KdV
modificada, que se denotara por pmKdV. La transformacién de Mjura entre
estas versiones potenciales se hace explicita en esta segunda subseccién. Es-
tos resultados son desarrollos de los ya expuestos en Guil(1987), en donde
se trataba de dar una explicacion sistematica de los trabajos Drinfel’d y
Sokolov(1981,1985-1). En la tercera seccion se analizan las consecuencias de
la condicién de curvatura nula que pesa sobre a. En el caso particular de
pmKdV se cbtiene la ecuacién de ‘sine’-Gordon.

VIII.1 La factorizacién de Birkhoff y ia forma potencial de
KdVv

La ecuacién (IV.2.4) para ¥, siendo R la solucién de Yang, se contrae con
el campo vectorial § € X(H;), con 81(e) = A. Esto nos servird para
parametrizar ¢¥_. Recordemos la descomposicién

Ls12,€) = P o m,
con m = imadA = C{A"h, A" — A"t f}, ;. Esta descomposicién induce
L7si(2,€) = P~ @ m-,
con P~ = L7sl2,OHNPy m™ = (L7sl{2,C) nm) @ C{Ate}. Factori-

ZAmos 1_ COINOo sigue
‘!,[’_ =u- ¢a
donde Inu toma valores en M~ y ¢ en H_. La ecuacién (IV.2.4) para 9.
contraida con & en términos de la factorizacidon recién introducida es
Sru-u”? + Adu(8 In ¢) = —P- Adu(A).

Introduciendo los desarrollos de Fourier

mu(d) = pAle+ D (uzad TP+ uzan (A7 e = AT,
n>0

Ing = Z¢2"+1A_2n_1,
n>0

se obtiene una serie infinita de ecuaciones que ligan estos coeficientes de
Fourier, las primeras son

31p+gug—p2 =
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Oruz + 2uz —ugp =10
I
§(u261p - Pal‘uz) + &1 P3 — 2uap + Qu% =0
1
Orus + 5 (u2dip — pdruz) ~ usp + 2us = 0.
E] analisis de este conjunto infinito de ecuaciones nos permite expresar los

elementos de {uy,d;P2q—1}n>0 como polinomios en p y sus Jy-derivadas,
parametrizando 1_ en funcién de p. Por ejemplo, obtenemos las expresiones

1
U = —5(31}9 -~ P2)
1
uz = Z(ﬁ;"‘p — 3pdip+p°)
i
Hhd®3 = Z(Palzp — pbip - (81p)?).

Como en V.2 se contrae la ecuacién (IV.2.4) para ¢ con el campo 83 €
Xi{H;), d3(e) = A%, Introduciendo la parametrizacion obtenida aparecen
una serie de ligaduras. Siton4; son las coordenadas asociadas a los flujos de
Ognt1 € X1(Hy), Ognya(e) = APt denotaremos t; = z,13 = t. La primera
ligadura es

4pt = Przz — 6}73,

que es la versidon potencial de la ecnacion de KdV. Se llega también a ex-
presiones locales para 93®zn41 €n P, Ps, - - ., lo que da lugar a una coleccidon
de infinitas leyes de conservacién de pKdV. La consideracion de los campos
Oory1 nos llevaria a la forma potencial de la jerarquia de KdV. El par de
Laxes L=e+ph+(A+p; —p*)f y A= (A~ pz)e+(pA+ §pzc — PPc ) +
(A4 (pr — A + %pzm_ - %pg — PPzz + P°pe)f. La condicidn de curvatura
nula sobre Ldr 4+ Adt asegura que la ecuacién pKdV es la unica condicion
sobre p para que la parametrizacion de ¢ en funcién suya sea vilida en la
subvariedad de coordenadas z,t.

Por tanto, la versidn potencial de la jerarquia de KdV describe diferen-
ciatmente la proyeccion de los fiujos conmutativos en LSL(2,C), generados

por el subgrupo principal, 4, en la grassmanniana Grg).

VIII.2 La version potencial de KdV modificada

Se escoge la matriz-r clasica usada en VL3, esto es, R = Py — P_ 4+ pFy,
con p{wre + woh + w_f) = wye + cwph — w_f, ¢ € C. Sea .. solucién de
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(IV.2.4) con esta R, y factoricemos 1_,
IJ)— =a- !p(—id)a

con a = t_(0o0), donde se entiende que lo que se calcula en 0o es la extensién

que ¢9d’ es la solucion al problema de factorizacion de Birkhoff de la anterior

seccion. Es decir, gbf_id) se parametriza a través de p, solucién de la jerarquia
de KdV en su forma potencial. Observando que

Bla . a_l = p_Ada(E +Ph + (alp - p2)f)

o= ( exp(%(c-— r) 0 )
bexp(-%(c - Dr) exp(—%(c-— Dr) |’

se obtiene 20;b = —8%r + (Oyr)% y
1
Bp = L@+ @),

luego qb,(_id) se puede expresar en la variable r.

Como _ _
pyAda(Po (L dz + AU dE)) =: Lodz + Apdt

con Lg := %(c + Drzh + exp((c — Dr)e y Ag := %(%rmx - r3)h - %(rﬂ +
r2)exp((c — 1)r)e es de curvatura nula, obtenemos la ligadura

— 3
4T't = Trrz — 27‘1.,

que es la version potencial de mKdV. Cdlculos analogos con los campos J2n+1
nos llevarian a la versidn potencial de la jerarquia de mKdV.

Tengamos en cuenta ahora la factorizacion

Y. =exp(rh)-u-e,

donde
Inu(d) = 3 upngr(A e = A7) 4 uza AR

n>0

Ing(A) =D oy A7
n>0
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Introduciendo la factorizacién anterior en la ecuaciéon (IV.2.4) se obtienen
expresiones para

Un, g1 = ®ong1,z, Mant1 1= Pontiy

en funcién de r,ry,rp. ..., asi como la ecuacion de pmKdV para r. Esta
ecuacién tiene infinitas leyes de conservacion locales y no triviales, lopg1t =
Man+1,z- La componente L del par de Lax, es L = Aexp(—(c—=1)r)f+ %(c-{-
)reh + exp({c — ¥)r)e.

VIII.3 La ecuacion de ‘sine’~-Gordon

Cuando se considera la 1-forma a asociada a la ecuaciéon pmKdV, se concluye
que la l-forma Ldx + Ady es de de curvatura nula, donde

L =exp((c—-1)rje+ -;—(c + )yrgh 4+ dexp(~(c = 1)r}f
A= X exp(=(c 4 1)g)e — 5 (e = Dach +exp((e + Da),

con r, ¢ son soluciones de pmKdV en las variables independientes z,t y y, s
respectivamente. La condicién de curvatura nula impone (r+g). = {r+¢), =
0, por tanto se puede escoger ¢ = —r, llegandose

T2y = 2senh 2r,

tras la sustitucién r = %w obtenemos la ecuacién de ‘sine’-Gordon

Wyy = dsen w.

Se deduce que la ecuacidn de ‘sine’-Gordon es una simetria de pmKdV. Las
leyes de conservacién se obtienen como en V.3. Esto es, se conocen expre-
siones locales para lg,y1 = ®2,41,» en las variables r, ry, .. introduciendo
la factorizacion ¢ = exp(rh) u-¢ en la ecuacion {IV.2.4) contraida con el
campo §, se obtiene

uy u” !l + Adu(Y | Bonqr A7) = 4,
n>0

donde A = «(8,). De aqui se construyen expresiones polindmicas para
Iant1 = Pony1y en v y sus 9, 8y -derivadas, y por tanto se llega a las leyes
de conservacién locales lpngyy = longt -
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La ecuacién de ‘sine’-Gordon (cuyo nombre fue acufiado por Kruskal,
ver Rubinstein(1970)) fue resuelta en Ablowitz, Kaup, Newell y Segur(1973)
y Lamb(1970,1971), su formulacién de curvatura nula se puede encontrar
en Takhtajan y Faddeev(1974) y Zakharov,Takhtajan y Faddeev(1975). La
ecuacién de ‘sine’-Gordon aparecid en la literatura clentifica en 1870, en
estudios de geometria diferencial sobre superficies de curvatura constante
negativa, Eneper(1870). A.V.Backlund encontré las conocidas transforma-
ciones que llevan su nombre, al buscar nuevas soluciones de la ecuacién en
funcién de otras conocidas.

Esta ecuacién posee infinidad de aplicaciones. En Frenkel y Kontorova
(1939) se puso de manifiesto que ‘sine’-Gordon es la ecuacién que rige la
propagacion de dislocaciones en un cristal cuya periodicidad se representa
por senw. En teoria de campos modela el esquema presentado en Perring y
Skyrme(1962) para una teoria de particulas elementales, y en Coleman(1975)
se relacionan algunas de sus soluciones con las de el modelo de Thirring (ver
VI.6). También se interpreta sen w como la corriente Josephson, a través de
un aislante entre dos superconductores, donde w es la diferencia de potencial,
ver Scott, Chu y McLaughlin(1973). En un fluido bilaminar, estructurado en
dos capas diferenciadas, la ecuacién de ‘sine’-Gordon gobierna la dindmica
de un paquete de ondas baroclinico y débilmente inestable, Gibbon, James y
Moroz(1979); también es 1til en el estudio de fronteras de Bloch en cristales
magnéticos. En el articulo McCall y Hahm(1967) se describe el fendmeno
de transparencia autoinducida mediante el uso de esta ecuacién.



: Capitulo IX

KdV, la ecuacién de Schrodinger y modificaciones

Este capitulo estd dedicado a la teoria de la modificacién de la ecuacidn
KdV. En la seccidn IX.1 estudiamos la relacién de KdV con la ecuacion de
Schrodinger lo que da lugar a la teoria general de la modificacién en KdV.
La segunda seccidn contiene un tratamiento grupo-tedrico de una cadena de
tres modificaciones de KdV. Finalmente en [X.3 se presentan dos degenera-
ciones de la ecuacion de Krichever-Novikov (KN) que son modificaciones de
KdV. Las transformaciones de Miura generalizadas, directa e inversa, entre
KdV y estas modificaciones se caleulan explicitamente, asi como los proble-
mas de factorizacidn asociados. En relacién a este capitulo ver Drinfel’d y

Sokolov{1985-2), Guil y Manas(1991-2) y Manas(1991).

De los resultados de Svinolupov y Sokolov(1983) y Svinolupov, Sokolov
y Yamilov(1983) se sigue que los tinicos sisternas integrables modulo intro-
duccién de un potencial A{vz), con un nimero infinito de cantidades conser-
vadas, del tipo

YVt = Uprr + f(va Ur, U$I)1

son precisamente KdV, la cadena de tres modificaciones comentada y la
ecuacion de Krichever-Novikov {esta ecuacion serd motivo de estudio en el
capitulo X). De estos resultados se sigue igualmente que las unicas modifica-

ciones de KdV son la cadena de tres modificaciones y las dos degeneraciones
de KN.

97
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IX.1 La ecuacién de Schrédinger y KdV

La transformacion de ‘gauge’ generada por ¢ = exp(p f), donde p es solucién
de pKdV, convierte el par de Lax de pKdV en

U=A-u)f+e

1 1 1
V= (At su)e— quch + (A2 - 3
donde u := —2p,. Recordemos que {¢, h, f} es la base usual de 5{(2,C). La
ecuacién de KAV para u

3= 2 (ter + 2600,

44y = tgy, 4+ Buu,.
es consecuencia de la condicidn de curvatura nula para
x = Udz + Vdt.

Este par de Lax se introdujo en Novikov(1974).

Sea ¢ una funcién de onda con valores en LtSL(2,C) tal que

x=dy-yh.
La estructura de 1 la determina el sistema lineal

Yr = U -9,

_{ 9 ¥
=2 2)

donde ¢ y ¢ son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién
de Schrodinger

que impone

ger = (A —u)p, $rz = (A —u)@

con det ¢ = 1, esto es con wronskiano la unidad W{p, @) = @z — g = 1.
Se observa aqui como aparece el problema espectral que fue utilizado en
Gardner, Greene, Kruskal y Miura(1967) para la integracién de KdV.

+)

Si wg_ es la reduccién de wy a la subvariedad Hy, la transformacién de
‘gauge’ generada por exp(p f) transforma la jerarquia de pKdV en la de KdV.
Esta jerarquia describe por tanto la proyeccidén de los flujos conmutativos
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generados por el subgrupo principal en la grassmanniana Grg). La funcién ¢

representa la familia de flujos conmutativos de KdV, en el grupo L+SL(2, C).

Este es el marco adecuado para aplicar el Teorema IV.2.1, con G =
L*SL(2,C), los flujos desnudos y esta vez seran los de KdV, y las matrices-r
cldsicas son las que a continuacién se detallan. Las soluciones de la ecuacién
de Yang-Baxter clasica modificada seran R = P, — P_, donde id = P, + P.
es la resolucion de la identidad dada por Ia descomposicién en subalgebras

LYsy(2,C) = LYsl(2,C)y @ LT sl(2,C)_.

El problema de factorizacién asociado es 1 = ¥Z1 - 3, con 34 a valores en
L*SL(2,C)+, v t— deberd satisfacer

G- -t 4+ P.Ady_(U) =0 (IX.1.1)
A - Y-l + P_Ady_(V) = 0. (IX.1.2)

La ecuacién (IX.1.1) representa una transformacién de Miura genera-
lizada con KdV. Cuando u se exprese explicitamente en términos de #f_
(lo que no es siempre posible), introduceremos esta informacién en (IX.1.2),
llegando a una ecuacidn de evolucion para ¢_; sera la correspondiente version
modificada de KdV. Que UV y V se parametricen mediante las funciones u
y sus Op-derivadas es crucial en esta construccidn. Mas aun, la solucidn
al problema de factorizacion del que (IX.1.1} y (IX.1.2) son consecuencia,
determina una solucién ¥_ a la ecuacién modificada en funcién de ¢, y de
aqui la inversidn de la transformacién de Miura generalizada.

Los flujos conmutativos ¢4 con valores en L¥SL(2,C) y
X = PyAdy_(x)

sirven de punto de partida para la repeticién del proceso y obtener una mo-
dificacién de la modificacién ya obtenida de KdV. Como se vera en préximas
secciones todas las modificaciones de KdV y transformaciones de Miura se
obtienen de este modo.

IX.2 Subgrupos unidimensionales y modificaciones

Algunas modificaciones de KdV admiten una descripcién a través de des-
composiciones del digebra L*sl(2, C) en las que la subalgebra L*sl(2,C)_
es unidimensional. La descomposiciones que se utilizaran en esta seccién y
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la préxima se deben entender como sigue. Como los lazos de L*s5((2,C)
se extienden de modo tnico y holomorfo al interior de S?, cuando se exija
que un determinado lazo satisfaga cierta propiedad en un punto interior al
circulo unidad, en realidad se pide que su extensidén analitica cumpla tal
propiedad en dicho punto.

Tomemos en primer lugar y = dy - ¢! = Udzr + Vdt. Si A € D(0,1)
escogernos

L*s1(2,C) = L*sl(2,C)y & LTs((2,C),

con

Lts(2,C)_ = C{f}
LTsl(2,C), = {X e g: X(\)eCle h}}. (IX.2.3)

El problema de factorizacién para ¢, ¢ = ¢! - ¥, con

impone la transformacion de Miura clasica
U=1v;— 2 + A
que se sigue de (IX.1.1). De ¢_ - ¢y = 1) se llega a

_ Plr

. e 1= e(Ay). (IN.2.4)
“1

Se concluye la férmula

by = ® s
Pr T VP Pz U

y la correspondiente 1-forma w, = dy -¢=;1 = P.Ady-(x) esta parametri-
zada por v, y sus J.-derivadas; contrayendo con J; se obtiene

wi(Or) =e—vh+ (A =2)f
La ecuacién (1X.1.2) implica para v la ecuacién mKdV

4v¢ = gz — 6070y + 62 vg.
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Esta ecuacién fue encontrada en Miura(1968), donde se demostré que era
una ecuacién ligada por una transformacion no lineal con KdV, la conocida
hoy en dia como transformaciéon de Miura clasica, y que poseia un nimero
infinito de leyes de conservacion locales en v y no triviales. En Zabusky(1967)
se demostrd que esta ecuacion modela el comportamiento de los fonones en
una red anarmoénica y en Kakutani y Ono(1969) se dié su relacién con las
ondas Alfvén en plasmas frios no colisionantes.

Comentemos que la transformacion de Miura convierte soluciones de la
ecuacion de mKdV en soluciones de KdV. La transformacién inversa se ob-
tiene de (IX.2.4) una vez conocidas las soluciones de la ecuacién de Schro-
dinger con potencial la solucién de KdV u y energia ),, es decir una vez
resuelto el problema espectral directo. Se introduce entonces esta infor-
macion en (1X.2.4), y el resultado es solucion de mKdV. La transformacién
(IX.QA)‘ es la que se emplea para linealizar la ecuacion tipo Ricatti que es Ia
transformacion de Miura.

Consideremos ahora la 1-forma con valores a L*s((2,C), xy = dy ¢~ =
Udzx + Vdt para la que

U=e—vh+{(2A-2)f

=)z 2)
v Yz $r

Esto es, x denota aqui la 1-forma de curvatura nula de mKdV. Tomese
Az € D(0,1), Ay # Ay y definase la descomposicion de L*sl(2,C) utilizada
en la construccién de mKdV con A; en vez de A;. Se escoge ¢_ de la forma

(1)

La ecuacién (IX.1.1) se reduce a

we o Oa=h)

v= — —w (IX.2.5)
w

w

Que t(A2) sea triangular superior significa que 1’4 adopta la expresidn

w0002 2)



102 Capitulo IX KdV, la ecuacidn de Schrédinger y modificaciones

donde
w= Pz _fi e; = ¢(};),j=1,2 (IX.2.6)
1 ¥2

determina w como funcién de .

La ecuacién (IX.1.2) da en este caso

Welepr 3'(1)2 3 2 3 2 Wy
” +5fw—2—-2-wxw —E(Al-)tg) E§+3(A1+/\2)wz

dwi = Wypr — 3

Esta ecuacion es conocida en la literatura como de Calogero-Degasperis, pues
fue resuelta, con ayuda de la transformada espectral inversa, en Calogero y
Degasperis(1981). Sin embargo en Nakamura y Hirota(1980) también fue
resuelta con ayuda del formalismo bilineal. La férmula (IX.2.5) convierte
soluciones de la ecuacién de Calogero-Degasperis en soluciones de mKdV, y
estas se pueden transformar a su vez en soluciones de KdV a través de la
transformacién de Miura clsica. El proceso inverso lo da (IX.2.6), una vez
resuelto el problema espectral de KAV con energias Ay y Ay, como ya se ha
explicado en la primera modificacién.

Cuando se pretende repetir esta construccidon para As, aparecen relaciones
diferenciales no solubles a diferencia de lo que ocurria en (IX.2.5). Para
evitar esto consideremos la descomposicién

LTs1(2,C)y = LYsl(2,C)s @ L¥s((2,C)-
con

Lts1(2,C)_ = C{k}
L*sl(2,€)y = {X €8 X(h) € Cleth S~ %h}} (IX.2.7)

Como 1-forma y se toma la correspondiente a mKdV. El problema de fac-
torizacién para ¢ implica para f en

(71 o0
1lb--'(o f—l):

(7= 2= 20)57%).

la transformacidn

v =

fe
/

B |
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El subgrupo LTSL(2,C)4 consiste en aquellas funciones 14

we(20)

con det b, = 1 y tal queen A = Az se cumple p—s = g~r. Que tp_-9p = ¢
pertenezca a LTSL(2,C); determina f2 en términos de ¢,

f2:&— 892.1:_621:
1 w2 — P2

La funcién @ = f? es solucién de la ecuacién para w, y esta igualmente
conectada con v a través de (IX.2.5) como lo estaba w en (IX.2.5). La
correspondiente 1-forma de curvatura nula y = dv - ™! = Udz + Vdt es

U =1(e+ %h) + (A=) Nf - —;—h)

()02

Para A3 en D{0;1) la descomposicién triangular (IX.2.3) con este A3 en
vez de A; implica para ..,
10
v = ( z 1 ) '

Introduciendo esta expresion en la ecuacién (IX.1.1) obtenemos
2z = DB = B+ (A= M)z~ (3= A) =0.
La condicién de que ¥_ -4 sea triangular superior en el punto A3 determina

z como
. = 1/ P1 — P3r/P3

= — P2 1= P2 — P2
1/ e — P2/ P2
y {IX.1.2) da
. w2
41 = Zppr — = +12(X — A2)zzz + 6(As + A2 — Ay)z,

2 22 4 P(2)
con

Pz} =4z(z = 1) (A = A2}z + (A3 — A1)
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y P'(z) = %(Z) Esta ecuacion fue resuelta en Calogero y Degasperis(1981)
y en Nakamura{1981) se construye la cadena de modificaciones presentada
en esta seccién con ayuda del formalismo bilineal de Hirota.

Factorizaciones adicionales dan lugar a relaciones diferenciales que no
pueden ser resueltas explicitamente como en casos previos.

La cadena de tres factorizaciones podria haber sido calculada en cada
eslahén con descomposiciones del tipo

L*tsl(2,C) = LTsl(2,C); @ LT s((2,C)

donde L*s{(2,C). es una subalgebra unidimensional de ${(2,C). La sub-
algebra LY $((2,C)_ es siempre conjugada a través de ¢ € SL(2,C) a una
de las subalgebras consideradas en (I1X.2.3) y (IX.2.7). En cada eslabdn de
esta cadena de modificaciones la solucién vy a la ecuacion de evolucion que
se obtendria con esta nueva descomposicion se conecta con la solucidn v a la
ecuacion de evolucidn obtenida con la descomposicidn primitiva a través de
una transformacién homografica, o de Mobius, ver Maurin(1980) y Jones y
Singerman(1987). Mas explicitamente
c+du

V, = em—
ST a4 be’

_fa b
=\ ¢ d}-
IX.3 La ecuacién de Krichever-Novikov y su relacién con
KdV

donde

Existen dos casos particulares de la ecuacién de KN gue se encuentran conec-
tados con KdV a través de una transformacién de Miura generalizada. Se
analizaran estos dos casos por separado.

i) Con Ag € D{0,1) se tiene la descomposicién
L*tsl(2,C) = L*sl(2,C)y @ L*sl(2,C)-
con

Ltsl(2,C); = sl(2,C), LTsl(2,C)_ = {X € L¥sl(2,C) : X(Xo) = 0} .
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Sea x la 1-forma de curvatura nula de KdV, entonces (IX.1.1) en este
caso es

Bepe + - - U(X) = U(Xo) - 9= = 0, Y- (Do) = id. (IX.3.3)

Es una transformacién que conecta {/(A) con U()«g).l El problema de fac-
torizacién ¥ = ¢-' - ¢, con ¥ la funcién de onda de KdV, se resuelve en
términos de . Se tiene

Ye=$(0),  $o(A) = $(Ao) - (3"

Se empleara la notacion

_ [ P} 9(Y)
1,&-—(1\) - ( T‘(A) 5(/\) ) )

con la que (IX.3.8) se convierte en

pr—r+(A-u)g=0
QI+P—S=0
rz+(A—u)s~-(Ao—~u)p=10
sz +r—(do—u)g=0

Siv:= p+ s, el sistema se escribe como

2p = v+ (X~ o) vz

2s=v—(A- ).())_lumc

q = —(A - /\o)—lvx

r= -0t (1,2 - 13— 2g)~%ed, — 1)

v la solucidn u de KdV es, en funcidn de v,

1 vppsr v2 4
Y = .+. —ZZ

1
2 v 4 v?

—v? 1
=(A + Ag).
2 +2( + Ao)

x

+ (X = Ag)?

La variable dependiente v se puede expresar en términos de ¥. Como v =
Try_ se encuentra

v=Tr ($(do) - ¥(3) 7).

La ecuacion de evolucién para v, que se deriva de (IX.1.2), es

3vi, 3 vt —~14
2 2(x =2
2v1+2( o) v

dvy = Vppr —

+3() + Ao)vz.
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Es un caso particular de KN. Nétese que v depende aqui de A y Ap.
ii) El segundo caso se trata a continuacién. Se introduce el cociente del
algebra de Lie L*s!(2,C) con el ideal

{0 =22X(0), X € L*s1(2,€)}, X0 € D(0,1).

En esta nueva algebra de Lie g la ecuacién de KdV es consecuencia de la
condicién de curvatura nula sobre la 1-forma

% =Ddz+ Vdt, (1X.3.9)
con
U=U=e+(X—-u)f
1

_ : 1
V=(+ %u)e - %urh + (Ag +230(A = do) = gud = S (uze + Quz)) 7,

inducida por la I-forma y de KdV. El algebra de Lie g, donde ¥ toma sus
valores, es el espacio de polinomios

g={M+ (A~ XN, M,N esl2,0)}
con corchete de Lie

[M]+(.«\-'A0)N1, Mg-{-(A—Ao)NQ] = [M},Mz]-{-(A—)\o) ([ﬂrﬁ, Nz] + [}V}, MQ]) .

El algebra de Lie g es isomorfa al producto semidirecto de s1(2,C) con el
algebra de Lie abeliana C3,

g =sl(2,O)xC°
Se definen las subalgebras g, g_cong=g,&g_y
g, =8l(2,0),g_ ={(A-A)A A esl(2,C)}.
El problema de factorizacién asociado a (IX.3.9) implica para ¥ la repre-
sentacién ¥ = ¢¥7' -4, donde ¥ = dyp -~y
$(A) = ¥(Ao) + (A — Ao)¥'(Ro).
Aqui ¥(Xo} es el valor de la funcién de onda de KdV 1 en el punto Ag ¥

) d
¥ = 35| v
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Las funciones 1)_ y 14 se expresan en la variable 3 de acuerdo a las férmulas

Yo =id = (A — A0)¥'(Ao) - $(Ao) !
Y = ¢(Ao).

i

Si
P =id+ (A = Ag)A,

con A in s{(2, C) entonces (IX.1.1) implica
B A+ A-UXg)=U(Xo) A+ U'(X0) =0.

Recordando que

U0 = e+ (o-w)f, Ulh)= =

T U(A)

A= Ao

donde u satisface KdV, se obtiene la expresién de A siguiente

1
A= —5Uzz Vg
- —_ —1(_1_;2 l
Uy (3¥rc + U) FVzz

en donde v = det A, que se conecta con la solucién u de KdV a través de la
transformacion

(1 1
Ao—u= VUr ! (‘Q'U::a:a: - Uz I(szx + U)) :

Finalmente, la ecuacidén de evolucidon de v es

como se sigue de (IX.1.2) particularizada al presente caso. Es esta otra
degeneracion de Krichever-Novikov.






Capitulo X

La factorizacién eliptica, la subalgebra principal
de LSL, y la ecuacién de Krichever-Novikov

Estudiamos en este capitulo el caso eliptico y construimos la ecuacién de
Krichever-Novikov. Se da una familia de infinitas leyes de conservacién lo-
cales y se halla un nuevo par de Lax, ver Guil y Mafhas(1991-1), que con-
trasta por su sencillez con el que se encuentra en Dubrovin, Krichever y

Novikov(1930).

Utilizaremos la matriz-r clasica eliptica, R = Py — Pg, para obtener la
ecuacién de Krichever-Novikov. La ecuacién (IV.2.4) para ¢4 se contrae con
el campo d_y € Xj(H_), 8_1(e) = A~ Introducimos la factorizacién

¢+:b°v'¢!

donde b, Inv y ¢ toman sus valores en SL(2,C), mNLsl(2,C) y H,, res-
pectivamente, donde m y H, los definimos en el capitulo VIII. La ecuacién
a la que se llega es

A_1b b7+ Adb(B- v v + Adu((B_1Inp) + A7) =
PpAdbu(A™Y).

Facilmente concluimos

PEAdb'U(A—l) = E w;(A}L; o5,
F

con L; definido por Adb (e} =3 Ljo;.
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La introduccidn de los desarrollos de Fourier

In U(A) = Z(vznA"h + Vant1 (Ane _ An'“f))
n>0

Ing =" o AT,
n>0

permite obtener una serie infinita de ecuaciones entre estos coeficientes
b1 8_1b+ (9101 + 2v2)e + f =0,
(21}3 <+ 3_1U2)h + (8_11)3 + J_1pa + 2upd_y0y + 2ug + u%)e +
3
(B-rpr — 2u2)f = =2 A;(Adb) " (a;).
J=1

Cuando b se escribe explicitamente como

r q —
b= —gqr=1
(rs)' ps—=gqr ;

la ecuacion para b impone ¢ = —8_1p, 8 = —0-1r, y las ecuaciones de
Schrodinger parapy r

ip = (2v24+8-101)p,
6.2,17‘ = (2ua40-101)r.
De deta = 1 se concluye
rd_1p— pl-1r =1

que convierte las ecuaciones tipo Schrodinger para p y ¢ en ecuaciones equi-
valentes. La introduccidn de la funcién

_Pr
[
T

permite expresar los elementos de {v,41,0-192n-1}n>0 €n términos de v,
vz, etc.

Para vy y d_1¢) se obtienen las formulas

1 L 1{A — A+ 1) — B(A; + Ag)?

UZ——givvyf*Z US !
o 1, . 1(A — A + 1)~ 6(4) + A2)0?
U1 = —'Ziv;yf—?j v2 '

Y
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donde se ha introducido la notacién t—; = y, y {v;y} es la derivada schwar-
ziana de v con respecto a y, Alhfors(1979) y Maurin(1980)

(i) = e 3
7, 2 vl
Debe recordarse que la derivada schwarziana ya era conocida en Lagran-
ge(1779) ¥ que conecta aspectos geométricos clasicos con el célculo diferen-
cial, ver Klein(1884). Es el {inico invariante bajo los automorfismos de la
esfera de Riemann y esencialmente es el tnico cociclo del grupo de difeo-
morfismos Diff §1. Recordemos que p y = son soluciones de una ecuacién de
Schrodinger con potencial (2vz + 0-1¢1). Por tanto la teoria estandar para
los operadores de Sturm-Liouville nos asegura que podemos expresar dicho
potencial en funcién del cociente v y de la derivada schwarziana de este. Por
tanto no es extrano que la derivada schwarziana aparezca en este contexto.

Por lo visto anteriormente tenemos una parametrizacion de i, como
funcién de v y sus §,-derivadas.

Contraeremos ahora el campo d_3 € Xj(H_), 8_3(e) = A™3, (se usa-
ra la notacién t_3 = s), con la ecuacién (IV.2.4) para ¢4. Utilizando la
parametrizacién obtenida mas arriba se llega a la ecuacién

1 Svgy 3 (Ar=Ag)(v' +1) = 6(4) + Ag)e?

Uy = ~Upyy — = —=
4 v 8 vy 2

Yy
Debe notarse la simetria v — 1/v.

También se encuentran expresiones polindmicas para {@ont1,s}n>0 €n
funcién de las variables v y sus dy-derivadas. Por tanto, el conjunto

{#P2rt1y}n>0

en una familia infinita de densidades, locales en v, que se conservan en la
evolucion.

La ecuacién KN, Krichever y Novikov(1980,1981),

1 3U§y 4v® ~ gov —
—nn-—---—-Cn—.—._.—

Ty = =1
4% gy

)

] Uy

se transforma en la ecuacidn de evolucidn escrita antes una vez que al campo
v se le aplica una transformacién homografica del tipo

av+b

v flv)= cv+d'
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donde ad—be # 0. Debe recordarse que el conjunto de estas transformaciones
forma el grupo de Mobius SL{2, C)/Z; que es el grupo de automorfismos de
la esfera de Riemann y por tanto sus elementos dejan invariante a la derivada
schwarziana. (Ver Jones y Singerman(1987) y Maurin(1980).)

La consideracién de campos O_gn—1 € Xj(H_), 0-n—1(e) = A~}
llevaria a la jerarquia de KN. El par de Lax de la nueva ecuacién de KN es

L= Z w;(A)Ljo;

A=) (P O)Ls + wi(NQL; + Py)) o,
J

donde
v? —1 w41 v
Ll = "‘—2 e =1 y L3 = ——,
Uy 2uy Uy
0= Lvws _ 1@+ (A1 — A)(v? + 1) — 6(4; + Ay )
) 2 v, 4 vl v2

Vyy ¥V o by v
p = — vy, Pp=—it YWy Py = =2
y ¥ 7
vy Uy va

Este es un nuevo par de Lax para la ecuacién de Krichever-Novikov.

La ecuacion de KN aparece en Krichever y Novikov(1980,1981), en re-
lacidn con la ecuacién de Kadomtsev-Petviashvili. El par de Lax que se
presenta en estos trabajos o en Dubrovin, Krichever y Novikov(1990) es de
una enorme complejidad. Tenemos la esperanza que este nuevo par de Lax,
Guil y Mafas(1991-1), sirva para una mejor comprensién de la ecuacidn.
~ La ecuacién de Krichever-Novikov es un sistema completamente inte-
grable. Los hamiltonianos de las respectivas evoluciones son las densidades
conservadas antes mencionadas, y ademas posee una estructura cuasi-hamil-
toniana tal que su forma simpléctica es no local, pero su inversa es local, ver
Sokolov(1984). En Dorfman(1987) se presenté un estudio hamiltoniano del
caso Ay = Ay = Az = 0. Este mismo caso se analizé en Wilson(1988) en
relacion con la teoria hamiltoniana de KdV, en donde la ecuacidn recibid el
nombre de Ur-KdV. La ecuacidn de Ur-KdV

1 302,
Vg = = Upyyy — = —=
g T8,
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tiene la misma relacién con KdV en forma potencial que AKNS con el modelo
ferromagnético de Heisenberg, siendo su deformacion eliptica la ecuacion KN,
ecuacién andloga a la existente en el marco AKNS, Landau-Lifshitz.

Como se sigue de Svinolupov, Sokolov y Yamilov(1983), KN es la tnica
ecuacion integrable en el marco de las ecuaciones de evolucién de tercer
orden, (con infinitas leyes de conservacion no triviales), que no admite una
transformacion de Miura con KdV.

La l-forma a asociada a p = id, esto es a pKdV y Ur-KdV es, cuando se
restringe a las coordenadas z,y,

o = Ldzr + Ady,

con

1
L=e+ph+(d+p, —pH)f, A:)."I;)——(vze—vh—f).
v

La condicién de curvatura nula para Ldr + Adt da una serie de cinco ecua-
ciones no lineales en derivadas parciales para v y p. Se puede demostrar que
el sistema es equivalente a las ecuaciones

2y,.2
Uzy + Uy + (pr — P )V vy = 0
2

pyvy = v°.
Al ser también posible expresar v en funcién de p y de sus 8,, 8,-derivadas se
puede llegar a una ecuacion diferencial para p en las variables independientes
z,y. La funcion p es solucién de pKdV en z,?t y v de Ur-KdV en y, s luego
este sisterna es una simetria de ambas ecuaciones.






Capitulo XI

Sistemas Integrables en Espacios Homogéneos

Este capitulo lo dedicamos al estudio de las posibles generalizaciones de
los sistemnas integrables hallados en los capitulos V, VI y VII. En mu-
chos casos damos tan sélo las ideas fundamentales de como serian estas
generalizaciones que se deducen sin mayores problemas. Por otro lado, en
Drinfel’d y Sokolov(1980,1985-1) se presentan generalizaciones para el caso
de la subalgebra principal de Heisenberg que no consideraremos aqui, ver

Guil(1987).

En la primera seccién se presenta la generalizacion del caso homogéneo
estudiado en V.1. Construimos sistemas integrables asociados a soluciones de
la ecuacién de Yang-Baxter cldsica modificada en un algebra de Lie simple.
La segunda seccidn se dedica a la teoria de los espacios homogéneos. En
la siguiente seccion analizamos ejemplos concretos, por ejemplo la generali-
zacion de la jerarquia AKNS y del modelo ferromagnético de Heisenberg a
espacios homogéneos reductivos. También apuntamos las diferentes posibili-
dades de modificacidn en dichos sistemas. Las ecuaciones, que en €l capitulo
V fueron denominadas reticulos integrables continuos, admiten también estas
extensiones a espacios homogéneos. La generalizacién de Landau-Lifshitz es
asimismo posible como se comenta al final de la seccidn.

XI1.1 Esquema general para la subdlgebra homogénea

Generalizamos en esta seccidn los resultados de V.1 y V.2 a dlgebras de lazos
Lg, donde g es un &lgebra de Lie simple. Los fiujos conmutativos son los
generados por la subdlgebra homogénea. La subalgebra homogénea f) esta

115
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asociada a la subalgebra de Cartan §j de g, asi

ﬁ=ﬁ+@ﬁ_,

con

H: = LTh,

El subgrupo abeliano H = H; x Hy C LG x LG, donde G es el grupo de
Lie simple adjunto a @, que en IV.2 se utilizaba para generar flujos conmu-
tativos es en este caso H, = H_, H, = H, donde Hy son los grupos de Lie
adjuntos a $), . Pot tanto xi1, x2 son las 1-formas de Maurer-Cartan en estos
subgrupos. Los flujos conmutativos seran

Y=hI' g hy hy€ Hy

donde g € LG es la condicién inicial.

Las matriz-r clasica R estara asociada a la descomposicién triangular de
Birkhoff
Lg=L{gege Ly
Siid = Py + Py + P_ es la resolucidon de la identidad dada por la descom-

posicion triangular, entonces R = P, ~ P_ + pP, donde p es solucion de la
ecuacioén de Yang-Baxter clasica modificada en .

La descomposicién

Lg. =Lig®g_,
con §_ = impg., nos permite proponer la factorizacion de ¥ como
v =90 .a

donde ¥ y a toman sus valores en LT G y G- respectivamente. En particular
a=y_(o0).

Fijando un A € b, vector de la subaigebra de Cartan, tendremos la
descomposicion simétrica de Lg

Lg=tem,

con
£ = keradA, mt = imadA.
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Los subespacios Ey m se describen con el uso del sistemna de raices A asociado
a la subdlgebra de Cartan ). Asi se define el subconjunto de A

At = {a € A:a(4) =0},

que es un subsistema de raices. Si g, es el subespacio propio de la raiz «, se
construye la subalgebra regular reductiva, esto es invariante bajo la accién
adjunta de § y que se descompone en suma directa de un algebra semisimple
¥ un centro, como sigue

W=be(P g.)

aE AL

m(o} = @ 8.

aEw

y el subespacio lineal

donde ¢ = A\ AL, Es facil comprobar las identidades
B = LE(O), m= Lm(o)

La reductividad de 8 1a implica p© ~ @ & 3, donde g0 es un algebra
sernisimple regular y 3 es el centro de 89

Estas consideraciones nos llevan a la descomposicién
C™(H,Lg) = ts & ms,

donde
B = Ada(coo(H, E)), Mg = Ada(C"’o(H,m)).

Si
S := Ada(A) (XL1.1)

tendremos también
fs = keradS, mg = imadS.
Factorizamos ¢ como sigue
d=u-a-¢-a!
donde U/ :=Ilnu € ms y In¢ € C¥(H, t). Por tanto

Y- =u-a-¢.
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La ecuacién (IV.2.4) se contrae con el campo vectorial invariante izquierda
9y € Xy(H4), B1(e) = A Ay se introduce la factorizacién del parrafo anterior,
obteniéndose

Bru-v '+ Adu(Bra-a™t + ) A ) = (—P- + p- Fo)Adu(AS). (X1.1.2)
n>0

Aqui se ha expresado

b16- 071 (A) = k1 (M) := Y A kia (XI1.1.3)

n>0
donde los coeficientes kq,, son funciones sobre H a valores en £(0),

Introduciendo el desarrollo de Fourier

U = 30N,
0

donde los coeficientes de Fourier U7, toman sus valores en m(?), en la ecuacién
(XI.1.2) se llega a un conjunto infinito de ecuaciones entre estos coeficientes
de Fourier. Las dos primeras son

Sya-a ' —p_[Uh,8] =0 (X1.1.4)

Uy +[Uh,0ra-a ")+ ka1 + (U2, 5] + %[Ul, 0,8 =0  (XL15)
De la definicion de S se concluye
hS = [0ha-a 1, 5]
Para hallar
(adS)lz,

pracedemos como se explica a continuacidon. El operador adA sobre g satis-
face
adA|; = a(4)id,

Luego es un operador invertible en m(®). La intencién es expresar este in-
-1 .. .

verso, JO " como una funcién de J© que es la restriccién de adA4 a m{0),

El polinomio minimo de J©) es

p(z) = [ (2* - a(4)?),

[e] ST
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donde ¢4 = @N A.. Aqui p es un polinomio par, sélo depende de z2, y
su término independiente es p(0) = naew+(_a(A)2) # 0. Se definen los
polinomios

1 p(z) 1 p(z)
g(z) := ;(1— (0)) §(z) := ;5( (0))

Por construccién ¢ es un polinomio impar en z de un grado menor que p, en
tanto que ¢ es par y de dos grados menor que el grado de p. De p(J(U)) = ( se

concluye ¢(J(©)J1© = 0 g(J(©)) = id asi como (E(.JT(O)).JT(O)‘2 = J(O)QQ(J’(O)) =

id. Se deducen las expresiones
-2
JOT = g(Jh, JO° = = g(J©,

que son invariantes bajo la accidén adjunta, por tanto

I =), 10T = ),

donde
J(O) = Adao J® o Ada™! = (adS)|,,

En el caso $1(2,C) se tiene p(z) = 2* — 4, g(z) = Jz y §(z) =

Utilizaremos la notacién

V= [, 5]

Por tanto (X1.1.4) implica que 8,5 = [V_, 5] = [V},5] - [V,S]. De V € mg
se deduce que V' es expresable en funcién de S, 35, Vy como sigue

= ¢S + S, V4)),

y de aqui la ligadura

Vi = pra(UD)(015 + 1S, Vi) (X1.1.6)

Debe notarse que [/y se expresa en términos de S,V ya que U/} = %{V, Sy
por ello

th = g (=08 + Vs, S1).
La ecuacion (XI.1.5) implica la siguiente expresién para U

Lis, o V).

Uz = g/ N (=01V + V4, V] + 31
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También se obtiene para k1) en (XI.1.3) la expresién siguiente
QAda(k]_]) = Pg, [Ul, V]

De esta forma podemos parametrizar Inu y Ada(k;) en funcién de S,V y
sus J)-derivadas. Para ello basta considerar todas las ecuaciones que ligan
los coeficientes de Fourier.

Sea 0, € X1(Hy), 2(e) = A?B, donde B € . La contraccién de la
ecuacidon (IV.2.4) para ¢ con este campo da

Opu - u! + Adu(B;a - a !+ Z Ak n) = (=P + p_PO)Aduaqb(,\zB).
n>0

Para que no aparezcan términos no locales en los sistemas de evolucién que
se van a obtener es necesario exigir que B € 3 y por tanto que B pertenezca
al centro del centralizador de A. En tal caso se llega a

Bau-u”l + Adu(Ba-a”t + ) A "keg) = (= P- + p~Po)Adua(X?B),
n>0

donde todes los términos son locales. El caso A # B € j seguiria las lineas
expuestas en Crumey(1987), por simplicidad se hace A = B. Se podra
expresar entonces Ada(kz) en las variables 5,V, y sus §;-derivadas y se
obtiene una ligadura sobre 5 y V. El sistema de evolucién es

S = AV +[V.V4]+(Q4+,5]
BVy = Q4 +[Q+. V4]

donde Q4 = p4+@, con

1 1
Q = q(UEN(=arV + [V, Vil + 5[S. [0, VI = 50, V)
El sistema tiene como par de Lax a L = AS + V4 y A = A5 + AV + Q4.
También existen infinitas leyes de conservacion. Puesto que k1di; + kodi;

)

es de curvatura nula y si kf-z es la proyeccion en el centro L3 paralela a

L%‘O) de k;, se tendra 82}:&2 =& kézfz. Estas ecuaciones son un conjunto in-
finito de leyes de conservacién. Como Ada(k;) se expresa localmente en
S, V4, st H € 3 y T = Ada{H) se tendran las densidades conservadas

B(Ada(k{), 7y = B(k!®) i), donde B es la forma de Cartan-Killing de
¢. Por tanto, si se expresa T en funcidén de S se llega a una familia infinita
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de leyes de conservacion locales y no triviales. El vector S = Ada(A) evolu-

(_0), donde K© es el grupo de isotropia

ciona en el espacio homogéneo G_/K
de A, y tiene como algebra de Lie a !(0)’ el vector T, al pertenecer a 3},
evoluciona en el mismo espacic ¥ por tanto es posible parametrizar S por
coordenadas de G_/K__O de forma biunivoca, y con estas mismas coorde-

nadas parametrizar a 7. Un caso particular es H = Aestoes T = S.

Las consideraciones de la seccién V.3 sobre la forma « se trasladan a este
contexto generalizado de forma sencilla. Los pares de Lax y las ecuaciones
de evolucion son las mismas que antes. Respecto a las leyes de conservaciéon
del sistema se obtienen del mismo modo que en V.3 con las modificaciones
que se desprenden del parrafo anterior.

XI1.2 Espacios homogéneos y simétricos

En la siguiente seccién se construyen sistemas integrables cuyos campos
toman valores en espacios homogéneos. Recordaremos brevemente con-
ceptos bdsicos concernientes a dichas variedades. Para mayor informacién
constltese Helgason(1978).

Sea una variedad suave M sobre la cual existe una accién del grupo de Lie
simple (G, que se supone transitiva, y por tanto el espacio de orbitas es trivial,
tan solo contiene un punto. Si m € M es un punto de la variedad, su grupo de
isotropia o estabilizador, bajo dicha accién, es K, = {9 € G : g - m = m}.
Debido a la transitividad de la accidn dicho subgrupo no depende de m,
denotandose por K el grupo al cual todos ellos son isomorfos. Se tiene la
identidad M = G/K, luego M es isomorfa a la variedad de ‘cosets’ derechos

G/K.

Sean g y ? las algebras de Lie de G y K respectivamente. Tenemos
entonces la descomposicién

g=tem,

donde m modela los espacios tangentes a M, m = T, M. Cuando la des-
composicién es reductiva, esto es [B, m] C m, se dice que M es un espacio
homogéneo reductivo.

Sean Py y Pn los proyectores generados por la descomposicion reductiva
antes expuesta. Al ser G un grupo de Lie simple su forma de Cartan-Killing
es definida negativa cuando se restringe a la forma real compacta de (G. Por
tanto existe una dnica conexioén lineal tal que el transporte paralelo asociado
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es una isometria con respecto a la forma de Cartan-Killing y el tensor de
torsion es nulo. Tal conexioén se denomina de Levi-Civita. La reduccidn de
esta conexion al espacio homogéneo reductivo G/K da lugar a un transporte
paralelo con los tensores de curvatura y de torsién siguientes

R(m)(X,Y)(Z)
T(m)(X,Y)

"[Pl[X!Y]’ Z]
—Pn[X,Y)

donde X,Y,Z € TnM = m.

Se dice que M es simétrica si la descomposicién g = & & m es simétrica,
esto es, [E, m] C my [m,m] C £ En este caso se tendrd torsién nula y la
curvatura sera

-R(m)(X,Y)(2) = ~[[X.Y), Z].

Si M es una variedad hermitica entonces existe J € Endm, con J? = —id,
esto es, J es una estructura compleja. En este caso tenemos las siguientes
propiedades

» 34 € b, con b una subdlgebra de Cartan de g de modo tal que J =
1ad A, y
= keradA4, m =imadA.

e Si A, es el subsistema de raices positivas generado por b entonces
existe i C AL tal que

m= @ Ba

[+ { 7Y

con a(A)=c,Va € gy, y £(a + 3) € A siempre que o, 8 € 4.

Debe observarse en este caso hermitico que si se normaliza A de modo tal
que ¢ = -;— entonces las formulas de la seccion anterior se transforman en las
dadas en V.1 y V.2. Sin embargo, cuando A no es de este tipo la subalgebra
£(0) y el subespacio m(9) construidos en XI.1, estin asociados a un espacio
homogéneo reductivo no hermitico G/ K0,

Si A es un subsistema de raices semisimple de A es ficil construir des-
compaosiciones del tipo anterior con

t=he (P s.)

agA
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m =D g,
o€
con ® = A\A. Sin embargo, a diferencia del caso A # A+ |a descomposicién
no tiene por qué ser reductiva. '

La clasificacién de subalgebras regulares semisimples se llevé a cabo en
Tits(1955) y Dynkin(1957). Un II-sistema = es un subconjunto de raices de
A linealmente independientes, tal que si o, # € = entonces a — 8 ¢ r. Todo
II-sistemna es una base de raices simples de un subsistema de raices semisimple
A, de A. Cualquier subsistema semisimple A es conjugado a través de una
transformacién de Weyl con algiin A,. Los II-sistemas de n raices se obtienen
de los de £ raices (donde £ es el rango de @) tras la supresién de £ — n raices.
Los II-sistemas de £ raices se obtienen de una base de raices simples de A
tras un numero finito de operaciones elementales. Entendemos por operacion
elemental la accién de extender una parte conexa del diagrama de Dynkin
mediante la raiz minima, Humphreys(1972), para después suprimir de este
diagrama una raiz. Una vez construido el [I-sistema 7 se debe buscar 4 € §
con m(A) = {0}, esto es A € 7+, donde 7t es un subespacio de dimensién
£ —n pues m es un conjunto de n raices linealmente independientes. Tan sdlo
queda encontrar 4 € xt tal que (A\ A;)N A+ = @. Comentemos que en el
caso de Il-sisternas de {-raices se obtienen subalgebras regulares maximales,
que estan en relacion con las graduaciones y descomposiciones triangulares
vistas en [.2.2. Para el andlisis del caso A; consultar Mafias{1988).

XI.3 AKNS generalizado a espacios homogéneos

Cuando p = id, y el problema de factorizacién es el de Birkhoff, podemos
conseguir expresiones explicitas para los sistemas integrables construidos en
la seccién anterior. Sea {Ea, Hi}aga i=1,. ¢ la base de Cartan-Weyl de g
asociada a fj. Como p_ = 0 se tiene para el vector § definido en (XI.1.1} la
expresion S = Ay

V= V+ = Z (PaEa +QG'E—0‘)'
agpy
También llegamos a la expresidn Q = 4 con

1 1 1
Q+ = ——~(paEa — 019aE-a) + 3 ——<(paPslEa, Eg] +
D i A I e

2paqpEa, E-g] = qagp{E—a, E_g]).
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El sistema de ecuaciones de evolucién que se obtiene en este caso se puede
expresar de forma conveniente con el uso de los tensores de curvatura y
torsién del espacio homogéneo G/K(®), el espacio donde evolucionan los
campos {Pa, o Jacyp, - Utilizamos la notacién

R(Ea, Eg)(E,) = =Rap, Es,

T(Eq, Eg) = =T2sEs.

St t; = z,12 = t, se obtiene el sistema integrable

1
Pat = Q(_A'j'pcx,xr + Z —(-A—)Rfaﬁ_gpﬁpqq(s +
B,v,6 € wq 7
~y—b6g AL
. 1 o (44
Z ,.Y(_Ai (Tg'ypﬁp‘)’,r - TB—wPBQT.I + T-’yﬁQﬁp‘T-I)
B,y € vy
a=L8+n~
—_— 1 1 o
Gat = -;(E_)QQ.:::: - Z WR_,@ —~6389~+P5 T
B,v. 6 € vy
v—-6egAal
1 - o
Z '_;'("Z)' (Tg-ﬂﬁ%,x — T3 _448Pyz + T—wﬁpﬁq‘hf) '
By~ g Y+
o=0+

para cada a € ¢4 . Este sistema constituye la generalizacion a espacios ho-
mogéneos de la primera pareja de ecuaciones de la jerarquia AKNS. Aparecio
en la literatura en Fordy y Kulish(1983). El par de Lax y sus infinitas leyes
de conservacién se hallan de forma elemental siguiendo los pasos ya mar-
cados en XI.1. Cuando la variedad homogénea es simétrica y se normaliza
¢ = 1 se llega al sistema

Pagt = Pagzr+ Z qu_ap,ﬁp'v%
Bybewy

Jat = ~dazzt Z R:E_A,JQSQWPJ-
By b€wy

Este sistema admite la reduccién real compacta, donde la subalgebra real
compacta la generan los vectores {Eq — E—o,#(Ea+ E_o), iH;}aen, i=1...0:
Esto es equivalente a exiguir g, = —p5 y el sistema reducido es entonces

iPat = Pagr — 9 RBy_sPBPPS
Bv.bEpy
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que es una generalizacién de NLS, conociéndose en la literatura como GNLS.
La particularizacién al caso vectorial se estudié en Kulish y Sklyanin(1981).
Sistemas de este tipo pero con A # B se presentan en Crumey(1987).

Cuando p = —id se tiene V4 = 0, V = (adS)"1S: y Q4+ = 0, luego la
ecuacion de evolucidn es

St = (¢(adS5)Sz)z,

donde S es un vector que evoluciona en el espacio homogéneo G/K(© y
se puede parametrizar de forma univoca por coordenadas de esta variedad
homogénea. En el caso simétrico, las ecuaciones se simplifican (¢ = 1)

S, =[S, Szz)-

Hemos obtenido una extensién del modelo ferromagnético a espacios simé-
tricos. Se puede considerar por tanto la ecuacion de evolucién obtenida
en ¢} caso homogéneo reductivo como una generalizacién del modelo ferro-
magnético de Heisenberg a espacios homogéneos reductivos. En Fordy y
Kulish(1983) se afirma que la generalizacion del modelo ferromagnético de
Heisenberg siempre tiene el mismo aspecto, como en el caso simétrico, lo que
no es cierto, para ello ver Crumey(1988) y Makhankov y Pasheev(1983).

Existen modificaciones de AKNS generalizado a espacios homogéneos,
Por ejemplo, en Fordy(1984) se propone una generalizacién de la ecuacidn
de Schrodinger no lineal derivada, ver V0.3 a espacios hermiticos. Es facil
concluir que dicho sistema corresponde al caso simétrico con la solucion de la
ecuacion de Yang-Baxter clasica modificada en g dada por la descomposicion
generada por A

3= 5 10 g m®,
donde m(f) es el subespacio de m(® generado por las raices pertenecientes
axAy, estoessi my + mg+ m_ = id es la resolucidn de la identidad de esta
descomposicidn entonces p = Ty + g — 7.

En Fordy(1984) se dice que no parece posible la extensién a espacios
homogéneos de las ecuaciones de Dodd-Fordy que fueron discutidas en VI.3.
Consideramos la solucidn asociada a la descomposicidn

g=g,9bhdg_,

dada por el sistema de raices generado por B, con p = 7, + Lmg—7_, donde
74+ + My + 7 = id es la resolucidn de la identidad de esta descomposicidn y
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L es un endomorfismo arbitrario de la subdlgebra de Cartan Bj. Sin embargo
dentro del marco de esta tesis es facil advertir que esta descomposicion genera
un sisterna integrable que se puede considerar como la extensién buscada a
espacios hermiticos. Tan so6lo es necesario resolver la parametrizacion de Sy
V; de modo tal que se cumpla la ligadura entre ambos. Una parametrizacion
es

S = A+ZPQE"‘Q
Vi = ZQaEa+EPw?ﬁ[Eﬁ:E—7]+

> PaPsPodvRS s pEalE-p, Es] +
§—A>0

L+(" ZP&Q:} [ECH E—a] + Zpapsppq'yRi —_— —p [E& E—SD-

El sistema de evolucion asociado, que no hemos calculado debido al volumen
de las operaciones a realizar, se podria hallar con ayuda del calculo simbdlico.
Basta usar las férmulas para V,@Q halladas en la primera subseccidn. Se
obtiene de este modo una generalizacién del sistema de Dodd-Fordy en el
caso de una reduccién compacta.

Comentemos finalmente que los reticulos integrables continuos estudia-
dos en V.6, se extienden a este contexto generalizado de forma inmediata. El
modelo de Thirring masivo en espacios homogéneos se construiria con ayuda
de las ideas dadas en el parrafo anterior. También hubiera sido factible
estudiar en el dlgebra de lazos Lsl(n,C) la solucién eliptica de Baxter-
Belavin-Sklyanin. Se construirian modelos de Landau-Lifshitz generalizados
en estos espacios homogéneos. Resultarian asi deformaciones elipticas de
las ecuaciones ferromagnéticas de Heisenberg generalizadas a estos espacios
homogéneos.



Capitulo XII

Ecuaciones de N-ondas y modelos quirales
principales

En este capitulo estudiaremos las ecuaciones de N-ondas y los modelos
quirales principales, o transformaciones arménicas, en relacién al esquema
grupo-tedrico presentado en esta tesis. En la primera seccién analizamos las
ecuaciones de N-ondas y en la seccién XI1.2 los modelos quirales principales.

XI1.1 Ecuaciones de N-ondas

Tratarernos agui las ecuaciones de N-ondas en 1 4+ 1 dimensiones. Dichas
ecuaciones se formulan dentro del marco de esta tesis como se explica a
continuacién.

Sean 4, B € b una pareja de vectores de la subalgebra de Cartan b del
algebra de Lie simple g. Como en X1.1 escogemos la matriz-r

R=P, - P_+p5

donde id = Py + Py + P. es la resolucién de la identidad dada por la
descomposicion de Birkhoff

Lg=Ligeaa s,
y p es una solucion de la ecuacién de Yang-Baxter clasica modificada en g.

Dada la 1-forma de curvatura nula

X = MAdr + Bdt)

127
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¥ ¥— con valores en LG_ solucidn de
dy_ ' = R_Ady-(x)

construimos la 1-forma de curvatura nula

wt = Ry Ady—(x)-

Si a es el valor en el 0o de la extensién holomorfa de ¢_ al exterior de
circulo unidad definimos

S = Ada(A), T = Ada(B).
Repitiendo lo dicho en X1.1 obtenemos para w4 la expresion
wi = (AS + Vi)dz + (AT + Wy)dy.

Aqui Vi = p V y Wy = p, W toman sus valoresen g, , Sy V; cumplen la
ligadura (XI.1.6). Esta misma ligadura es cierta una vez sustituidos S por
Ty Vy por Wy

La condicién de curvatura nula que satisface wy impone las ecuaciones
no lineales

Sy“T$+[S,W+]+[V+,ﬂ =0
Vig = Wie+ Ve, W] =0,

y la condicidn [S,T] = 0. Esta tltima restriccién se cumple de forma inme-
diata debido a la definicién de S y 7. Un caso particular es p = —id, ahora
V4 = W4 = 0 y por tanto se llega a

S, —Te=0.

Cuando p = id obtenemos V =V, W = W,, §= Ay T = B. Por tanto
tendremos

[A,W]=[B,V]=0
Vy— W+ [VW]=0.

Supongamos ahora que B es un vector del centro del centralizador de A.
Entonces, la factorizacidén intoducida en XI.1

Y- =u-a-¢
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nos da V = [Uh,S] y W = [Ui, T, aqui Uy es el primer coeficiente de Fourier
de Inu. En XI.1 demostramos que los coeficientes de Fourier U, y Ada(kzn)
de Inu y Ada(ks), con kz = ¢z - ¢~1, se parametrizan en las variables S, V,
y sus J,-derivadas. En este caso tenemos la ecuacion

uy - u”? + Adu(ay - 87! + Ada(ky)) = (=P~ + p- Py)Adu(AT)

donde k, = ¢,-¢~!. Luego se pueden parametrizar los coeficientes de Fourier
Ada(kys) de Ada(k,) en las variables S, V., T y sus 8., §;-derivadas. El
analisis realizado en XI.1 nos permite asegurar que (Ada(kz,))y = (Ada(kyn)):
da lugar a una coleccidn infinita de leyes de conservacién locales y no trivia-
les.

En este caso cuando p = id tendremos
V =[Uh, 4], W=[U,B].

Por tanto, usando el campo U; como variable, la ecuacién [A, V] = [B, W]
es inmediata pues [A, B} = 0. La ecuacién para U es

[Ul.yaA] - [Ul.z: B] + [[U],A], [U1,B]] = 0.

Esta ecuacién generaliza la ecuacidon de N-ondas y tiene aplicaciones en
Fisica, ver Zakharov y Shabat{1979) y Novikov, Manakov, Pitaevskii y Za-
kharov (1983).

XIL2 Los campos quirales principales

En esta seccidn presentamos los campos quirales principales.

Si A, B : I — b son funciones suaves sobre el intervalo I C R con valores
en la subdlgebra de Cartan b, la 1-forma de curvatura nula a considerar serd

a-—b 1 1

donde a,b € D(0;1) son puntos arbitrarios en el disco unidad. Claramente
x =dy -y~ con

b= (52 [ [T oy [ ane]) o

donde g € LG es la condicién inicial. Ademds, 1) se puede interpretar como
una familia de flujos conmutativos en el grupo de lazos LG.




130 Capitulo XII Ecuaciones de N-ondas y modelos quirales principales

A continuacidn analizamos la proyeccion de estos flujos en diferentes
espacios homogéneos. En la primera subseccion se utiliza una modificacién
del problema de factorizacién de Birkhoff mientras que en la segunda usamos
el problema de factorizacidn asociado a la matriz-r eliptica.

XIL.2.1 El modelo quiral principal isétropo

En el dlgebra de lazos L@ se escoge la matriz-r cldsica, R, siguiente. La
descompaosicion es

Lg=L*ga Ly,
¥ R =P - P+.
La solucidn al problema de factorizacidn

: -1
w= d}+ 'w—!

con Y4 a valores en L*¥G y ¢_ en L7 G, permite construir w_, I-forma de

curvatura nula, como
w- = P_Adyy(x).

Podemos calcular los valores de las extensiones holomorfas de ¢4 a D(0;1)
en los puntos a,b € D(0;1). Denotaremos estos valores por ¥y (a) y ¥4 (b)
respectivamente. Escribamos

U = Advy(a)(4), V = Ady(8)(B).

a-b(
w_ = -

Entonces

1 1
9 A—aUdI+dey>

La identidad algebrdica

1 11 ( 1 1 )
A—ai~b a—b\Xl—a X-=b/'
permite expresar la condicién de curvatura nula de w_ como el sistema
o1
1
Vi—=[U,V]=0.
S0V
Este sistema lo reescribimos como

Uy= Vet [UV]=0, Uy+Ve=0.
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Estas son las ecuaciones de los campos quirales principales introducidas
por Faddeev y resueltas en Zakharov y Mikhailov(1978,1980). Son una
generalizacion de la construccién dada en Pohlmeyer(1974), ver también
Cherednik(1983,1987). En Zakharov y Mikhailov(1978) se resolvié completa-
mente el modelo quiral principal hallindose soluciones multi-soliténicas por
el método de la transformada espectral inversa. En Zakharov y Mikhailov
(1980) se demostro que el modelo de Gross-Neveu, ver Gross y Neveu(1974),
era un caso particular de campo quiral principal. También son las ecuaciones
para las transformaciones arménicas, Ulhenbeck(1989,1990). De la primera
ecuacién del sistema se deduce que 1-forma A = Udzr + Vdy es de curvatura
nula, y por tanto existe s con valores en G tal que A = ds-s~!. La funcién
s es una transformacién armdnica

(S:r . s—l)y + (Sy . 3'—1): = 0.

Si las variables z, y pertenecen al conjunto i/ € C, dado s : & — G se define
su energia

1

E(s) = E/dedy|A]2=
l/d:rdy (B(s s71 5,57 )+ B(sy - s7Ys -s"l))
2 U I 1 '] » ¥y H

donde B es la forma de Cartan-Killing en g. Pues bien, E alcanza sus puntos
criticos precisamente cuando s es una transformacién arménica.

La 1-forma w_ se puede extender de forma meromorfa al plano complejo,
esta extension tendra dos polos simples en los puntos a y b. De la igualdad

(¥ __ab=A,

se concluye que s pertenece al ‘coset’ ¥_|,_q4p - G.
=2

La transformacion homogrifica

transforma los puntos de la esfera de Riemann oo,%_é,a,b en los puntos

1,—-1,00,0 respectivamente. La l-forma w_ se expresa en la variable A’
como

w. = % (1= Xydz + (1 - X"yVdy) .



132 Capitulo XII Ecuaciones de N-ondas y modelos quirales principales

Con la notacién Ey = 3_(}) se recuperan los resultados del teorema 2.2 de
Uhlenbeck(1989). Es importante sefialar que estos resultados ya aparecen
en Zakharov y Mikhailov(1978,1980). Sin embargo en Uhlenbeck(1989) se
construyen en el caso G = U, las soluciones llamadas unitones, que estan
relacionadas con problemas de factorizacién en el grupo, ver Segal(1990).
Seria interesante conocer la relacién de las soluciones de n-unitones y de n-
solitones, dadas estas tltimas en Zakharov y Mikhailov(1978). Es llamativo
que el nimero unitdnico n tenga una cota superior finita. Tanto en Zakharov
y Mikhailov(1978) como en los trabajos sobre transformaciones arménicas,
por ejemplo Uhlenbeck(1989) se consideran reducciones a variedades gras-
mannianas, variedades de Stiefel y variedades proyectivas. Para ello basta
imponer que s sea idempotente, s? = id, esto es s = id — 2P, donde P es un
proyector.

Los reticulos continuos que fueron estudiados en V.3 cuando g = sl(2,C),
v sus generalizaciones a un algebra simple arbitraria g, ver XL.1, se con-
vierten en modelos quirales principales mediante una transformacién de ‘gau-

¥

ge’,
La forma de curvatura nula es
£=(=XNS+ Vy)de — (V7T + Wo)dy,

donde S, V; verifican una ligadura diferencial en la variable z, y 7,1V en
la variable y. Las ecuaciones son

S, —[S,W-]=0
V+‘y + W_'; - [V+, W..} + [S,T] =90
T, +[T,Vy] = 0.

Aplicando la transformacién homografica antes definida se obtiene la 1-forma
de curvatura nula

e=(Vem5-(a-¥)

A_a)dz—(w_+T—(a-—b)A—{-5)dy.

Por tanto existird ¢ € C®(U, G) tal que
Vi—S=g, g7, WodtT=—gy-g7".

Sea 7 el inverso de g, entonces la transformada ‘gauge’ de £ es

€ =5 (1= X)dz + (1= ¥ WVay),
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con

U = 2Adj(S), V = 2Adg(T).

De aqui la conexidn, via transformacién de gauge, de los reticulos integrables
con los modelos quirales. Por tanto soluciones del modelo de Thirring ma-
sivo, o de los modelos de autotransparencia inducida, que contienen en par-
ticular a la ecuacién de ‘sine’~Gordon, son tras una transformacién de ‘gauge’
soluciones de modelos quirales principales. Con respecto a la relacion de
‘sine’~Gordon con las transformaciones armonicas ver Uhlenbeck(1990).

Debemos comentar que dentro del espiritu de esta tesis los modelos
quirales son analogos a las ecuaciones de evolucién integrables tipo AKNS
o KdV, ya que emergen asociados a la 1-forma w_, esto es, son la des-
cripcién diferencial de la proyeccién de ciertos flujos conmutativos, que se
construyen multiplicando a la izquierda cierta condicion inicial, en un espa-
cio homogéneo. Recordemos que la 1-forma o aparece cuando se consideran
multiplicaciones a derecha e izquierda de dicha condicién inicial. Pero ahora
no podemos repetir ciertas construcciones realizadas en anteriores capitulos.
Por ejemplo se obtienen densidades conservadas I, = m,, pero ahora, I
depende de 7 v sus &,-derivadas hasta cierto orden finito, en tanto que
m depende de un nimero infinito. Aparecen series geométricas, de Oy, 0~
derivadas de [/ y V. Por tanto, aunque sean leyes de conservacién locales
no parecen interesantes.

En relacién a las leyes de conservacion locales en modelos quirales co-
mentemos que en Pohlmeyer{1976) se obtienen para el caso particular estu-
diado alli. Posteriormente en Cherednik(1978) se obtiene para los modelos
quirales principales una familia infinita de leyes de comservacion locales en
s. También en Ogielski, Prasad, Sinha y Chau(1980} se relacionan cier-
tas transformaciones de Backlund con leyes de conservacion locales de mo-
delos quirales principales, ver también Chau(1982). Sin embargo en estos
dos Ultimos trabajos no son capaces de resolver cierto sistema algebraico y
por tanto de dar expresiones explicitas de las densidades conservadas. Ver
también Cherednik(1983,1987) y Ueno y Nakamura(1983). En Dickey(1983)
se considera una formulacién equivalente de los campos quirales principales.
Dicha formulacién se consigue tras aplicar una transformacién de ‘gauge’ al
modelo quiral, obteniéndose el reticulo integrable continuo con p = id, esto
es S = A, Vy =V, W_ = 0, que fue estudiado en los capitulos V, VI y
X1l y que hemos demostrado en esta seccién que es equivalente ‘gauge’ al
campo quiral principal. En Dickey(1983) se construyen explicitamente las
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leyes de conservacién de esta formulacién equivalente ‘gauge’ de los modelos
quirales principales. Recordemos que dimos en los mencionados capitulos un
esquema para construir dos familias infinitas de leyes de conservacién locales
y no triviales para este reticulo.

X1I.2.2 Modelos quirales principales anisétropos

Para finalizar este capitulo introducimos los modelos quirales principales
anisétropos. Dichos modelos aparecen ligados a la matriz-r cldsica eliptica
de Baxter-Belavin-Sklyanin, R = Pg — P;. Suponemos a,b ¢ E,, donde
E, es el grupo de orden n de la curva eliptica F, ver II1.6. Tenemos la
descomposicidn

Lg= L+ﬁ[(n, C) 8] Lelﬁl(n, C),
que induce el problema de factorizacién
¥ =9y ¢E,
con ¥4 a valores en LtSL(n,C) y yg en LgSL(n,C). Si ¢ es solucidn de

este problema entonces la 1-forma wgp = PgAdy4(x) es de curvatura nula.
Ermplearemnos la notacidn
U= EE: u: e,

c€TZ
V = Z UCTC)
c€1?

donde {T.}.czz2 es la base de ${(n,C) introducida en I1L.6. La l-forma w.
se expresa en funcidén de estas variables como

-b
a . Z (—we(A = a)ucdr 4+ w (A — b)vedy)T:.
cer?

WE =

La condicién de curvatura nula de esta 1-forma nos da las ecuaciones dife-
renciales del modelo. Soluciones, leyes de conservacidon y transformaciones
de Backiund de este modelo quiral principal anisétropo se estudiaron en
Cherednik(1987). En Holod(1987-1) se analizaron las leyes de conservacion
y la estructura del algebra de simetrias de esta ecuacién. En el caso n = 2,
esto es, g = 8{(2,C), se obtienen las ecuaciones

a(b ~ a)

1
Uy + 5[0, V] = 25—1JU.V]

1 b(b —
v — 30, v) = st v,
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donde J € End ${(2,C) se define como Jo; = 2A;0;, con las constantes A;
introducidas en I11.6 y las o; son las matrices de Pauli.






Capitulo XIII

Yang-Mills autodual e integrabilidad

Nos ocuparemos aqui de las relaciones existentes entre las ecuaciones de
Yang-Mills autoduales y los sistemas integrables analizados a lo largo de
esta tesis.

En la primera seccién damos una breve introduccién a la teoria de los
campos de Yang-Mills. A continuacién, en XIIL.2, se estudia la conexién
entre las ecuaciones de Yang-Mills autoduales y la teoria de los sistemas in-
tegrables. Finalmente en la tercera seccién se generalizan estos argumentos,
para obtener jerarquias de Yang-Mills autoduales asi como su relacidon con
las jerarquias integrables.

XIII.1 Los campos de ‘gauge’ o de Yang-Mills

Esta seccion se dedica a recordar brevemente ia teoria de los campos de Yang-
Mills. La exposicién sigue a Ward y Wells(1990), ver también Atiyah(1979).

Sea F un espacio lineal tetradimensional y ¢ una métrica en dicho espa-
cio vectorial. Dada la actuacidon del operador estrella de Hodge * : AP(E) —
A1P(E) el espacio de 2-formas es invariante bajo *. El operador estrella de
Hodge se extiende a A(E, g) donde ¢ es un algebra de Lie. La generalizacion
Yang-Mills de la teoria electromagnética de Maxwell es como sigue. El po-
tencial vector se convierte en el potencial de ‘gauge’ A € A!(E, g) siendo
su curvatura F = dA - 3[A,A] € A%(E, g) el campo de ‘gauge’ asociado.
Esta curvatura es la generalizacidn del tensor electromagnético de Faraday.
La generalizacion consiste en sustituir el grupo U(1) por un grupo de Lie
simple G con g su algebra de Lie.

137
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Debido a que F es una curvatura se cumple la identidad de Bianchi
dF = [A F].

Como g es simple usamos la forma de Cartan-Killing para construir la accién
de Yang-Mills

A[A) = %.[Ed,uB(F,F),

donde dp es la forma de volumen asociada a Ja métrica g. Debido a que en
la forma real compacta del dlgebra g la forma de Cartan-Killing es definida
negativa esta accién tendra esta misma propiedad cuando se restringe a dicha
forma real. Los puntos criticos de esta accién son aquellos potenciales de
‘gauge’ A que satisfacen las ecuaciones de Yang-Mills

d«F =[A F].

Estas son las ecuaciones dindmicas para los potenciales de ‘gauge’. Cuando
{E, g} es un espacio euclideo el operador estrella de Hodge es involutivo:
*? = id. Por tanto, el espacio A 2(E, @) se descompone en una parte autodual
¥ otra antiautodual. Los campos de ‘gauge’ autoduales satisfacen

+F=F,
en tanto que los antiautoduales cumplen
+F = =-F.

Si F es autodual o antiautodual entonces la identidad de Bianchi obliga a que
este campo de ‘gauge’ verifique las ecuaciones de Yang-Mills. Las ecuaciones
de Yang-Mills y las de autodualidad son invariantes bajo transformaciones
de ‘gauge’, ademas el grupo conforme es un grupo de simetrias dej sistema.

La cuantificacién de estas teorias clasicas se puede realizar por el método
de integracién a lo largo de caminos de Feynman. Para dar sentido a la
integral es necesario realizar la rotacidén de Wick. Por tanto el espacio base
sera euclideo. Un analisis perturbativo de la funcién de particion se basa en
el estudio de los puntos criticos de la accidn, y por tanto debemos considerar
las soluciones clasicas de las ecuaciones de Yang-Mills. Debido a que la
accion cambiada de signo es el argumento de la funcién exponencial en la
funcién de particidn, las Gnicas soluciones de interés son aquellas de accion
finita. Estas soluciones se conocen como instantones. Toda solucién sobre
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la esfera tetradimensional $* genera una solucién de accién finita sobre E
y todo instantén en E genera una solucién sobre $*, Uhlenbeck(1982). El
estudio de los instantones lleva al analisis de fibrados principales con base $*
y grupo estructural (G. La teoria pierde aqui el aspecto local que tenia hasta
ahora. La segunda clase caracteristica de Chern nos sirve para etiquetar a
los instantones. El numero entero asociado a esta clase es la denominada
carga topodlogica del instantén o nimero instanténico. Los n-instantones
autoduales ¢ antiautoduales corresponden a minimos absolutos de la accidn.

La geometria de los ‘twistors’, ver Penrose(1975) o Ward y Wells(1990),
es esencial en la construccién de las soluciones tipo instantén autodual o
antiautodual. Como se observé en Ward(1977) existe una corresponden-
cia biunivoea, cuando G = GL(n,C),SL(n, C), U(n), entre los campos de
‘gauge’ autoduales sobre la complexificacién de £ y los fibrados vectoriales
holomorfos de rango n sobre el espacio de ‘twistors’ proyectivos CP3. Dicha
correspondencia se realiza a través de la transformacion de Penrose, ver por
ejemplo Baston y Eastwood(1990).

Se pueden obtener instantones a partir de instantones ya conocidos, esto
se traduce sepgln la correspondencia de Ward en la extensién de fibrados
vectoriales a otros con fibras de mayor dimensidon. Tal técnica necesita de la
geometria algebrdica, ver Atiyah y Ward(1977), y genera los ‘ansatze’ tipo
A;. La geometria ‘twistor’ y la transformacién de Penrose se utilizd junto
con el método de las ménadas en los trabajos Atiyah, Drinfel’d, Hitchin y
Manin(1978) y Drinfel’'d y Manin(1978) para construir todos los instantones
autoduales, ver Ward y Wells(1990) y Atiyah(1979). Por otro lado en Belavin
y Zakharov(1978) y Belavin(1979) se utilizé la técnica del revestimiento, ya
usada en la teoria de los sistemas integrables, en la construccion de los
instantones. En Cherednick(1983) se hallaron soluciones cuasiperiédicas en
el espiritu de Krichever(1976).

Escribiremos a continuacion las ecuaciones de autodualidad explicita-

mente. Si z!, 2% 23 x? son las coordenadas cartesianas de la complexifi-

cacidn del espacio euclideo K, definimos
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En estas coordenadas el potencial de ‘gauge’ se escribe
A = Aydty + Aqdty + Agdty + Asdi,
y €l campo de ‘gauge’ F = dA — %[A, A] resulta ser
F = Fdty Adia + Fipdt Adty + Fipdty Adis +
Fopdty Adty + Fpzdia A dis + Fizdiy A dt;.
Las ecuaciones de autodualidad se reducen a
Fi=Fp=F+F;=0

De Fiy = Fy3 = 0 deducimos la existencia local de funciones D, I} con
valores en (G tales que

Ai=8D-D7' A =8D D1

Adqui empleamos la notacién

e ST

Entonces de Fy3 + Fj; = 0 deducimos que J := D™1. D cumple
(B3] - T = 8a(89T - T7) =0,

una relacién que guarda cierta similitud con la de los modelos quirales. Esta
ecuacion se conoce como la formulacién J de Yang de las ecuaciones de
autodualidad.

XIII.2 Yang-Mills autodual y sistemas integrables

Las ecuaciones de autodualidad o antiautodualidad para los campos de
‘gauge’ de Yang-Mills estan ligadas a los grupos de lazos y a los sistemas
integrables. En los dltimos afnos esta relacion se ha puesto de manifiesto
en la literatura. Asi en Chau(1981,1982), Chau, Ge, Sinha y Wu(1983) y
Dolan(1982,1984) se estudian las ecuaciones de autodualidad en la formu-
lacidn J de Yang en el contexto de las dlgebras de Kac-Moody de tipo afin.
Por otra parte en Mason, Chakravarty y Newman(1988) se construyen trans-
formaciones de Backlund de dichas ecuaciones y su relacién con los grupos
de lazos, en este sentido ver también Ueno y Nakamura(1983).
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Por otro lado, en Ward(1985,1987,1990) se ha analizado la relacion de
ciertos sistemas integrables con las ecuaciones de autodualidad. Asi la
ecuacion de ‘sine’-Gordon, la red de Toda continua, modelos quirales y las
ecuaciones de Bogolmony para los monopolos magnéticos son algunos de
los sistemas que son reduccién de las ecuaciones de autodualidad. Esta
reduccidn se consigue imponiendo simetrias sobre dichas ecuaciones de auto-
dualidad. En estos trabajos también se incluyen a las ecuaciones de NLS y
KdV como reducciones de Yang-Mills autodual sobre espacios de dimension
8. Recientemente en los trabajos Mason y Sparling(1989) y Sparling y Ma-
son{1989) se ha demostrado que las ecuaciones de NLS y KdV son reduc-
ciones de las ecuaciones de autodualidad sobre un espacio de dimesién 4.

Veremos a continuacion como el esquema grupo-tedrico presentado en
esta tesis da explicacion a todos estos fendmenos.

Definicién XIIL2.1 Definimos los campos vectoriales X, X : 51 —
X(U), donde U es un abierto de C*, como

X =8 -2, X =08-X

Decimes que x € AU, L @) estd asoctada o un potencial de ‘gauge’ si existe
A e AVU,g) tal que

x(X) = A(X), x(X)=A(X).

Obsérvese que y toma valores en L@ a diferencia de A que lo haceen g. La

curvatura de la 1-forma x es Q, = dy - 31x.x] y contraida con los campos
X, X da

O (X, X} = X (x(X)) = X(x(X)) = [x(X), x(X)].

Cuando x estd asociada a un potencial de ‘gauge’ A con curvatura el campo
de ‘gange’ F, se llega a

(X, X) = Fpg — MFiz + Fn) + M Fi,
de donde se deduce el

Teorema XIIL.2.1 Pare que la i-forma x € AYU,L@) asociada al
potencial de ‘gauge’ A € AYU,8) cumpla (X, X) = 0 es necesario y
]

sufictente que el campo de ‘geuge’ F = dA — %[A, sea autodual.
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Debemos observar que este teorema sigue el espiritu de Belavin y Za-
kharov(1978) en la formulacién de las ecuaciones de autodualidad con pares
de Lax, ver también Zakharov y Shabat{1979) y Cherednik{1983).

Cualquier 1-forma x € /\l(u,Lg) asociada al potencial de ‘gauge’ A €
AU, g) se puede escribir como

X=A+E+E,
con (&) :E((?,') =(Qparai,i=12y
£(X) =§(X)=0.

Escribiendo & = Mdty + Ndty y £ = Mdfl + Ndi, las ecuaciones anteriores
sobre £ imponen que N = AM y N = AM. Por tanto se deduce la

Proposicién XIIL.2.1 Las I-formas x € A (U,Lg) asociadas al po-
tencial de ‘gauge’ A € A1 (U, §) tienen la expresion

x(A) = A + M(X)(dl; + Adiz) + M(X)(dt; + Adiz),

donde M, M € C™(U,LG). 5 x estd asociada a los polenciales de ‘gauge’
A y A entonces A= A’ .

De las construcciones efectuadas hasta ahora se puede observar que [as
algebras de lazos juegan un papel importante en la formulacidn de las ecua-
ciones de autodualidad. Veremos a continuacién como los problemas de
factorizacién en grupos de lazos inducen nuevas soluciones a las ecuaciones
de Yang-Mills autoduales a partir de soluciones conocidas. Como nos in-
teresamos por la conexién de estas ecuaciones de autodualidad con los sis-
temas integrables consideraremos en lo que queda de capitulo que x es 1-
forma de curvatura nula, Q, = 0. Por tanto se cumple en particular que
Q,(X,X)=10. Esto es en principio una restricciéon sobre la familia de solu-
ciones de Yang-Mills autodual. Sin embargo, esta suposicién nos permite
una mejor comprension de la relacidon de estas ecuaciones con los sistemas
integrables.

La descomposicién triangular de Birkhoff de L. g es
Lg=L{goga Ly

Siid = P4 + Py + P_ es la resolucién de la identidad dada por esta descom-
posicion triangular y p verifica la ecuacién de Yang-Baxter clasica modifi-
cada en g entonces R = Py + pFy— P_ es solucidn de dicha ecuacién en Lg.
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Como siempre, tenemos las subalgebras Lgy = Lfg ® p+ g y sus grupos de
Lie adjuntos LGy

Sea tb_ € C™(U, LG_) una funcién de onda que es solucion de

dy_ -y = R_Ad$-(x),

donde y es una l-forma de curvatura nula que esta asociada al potencial de
‘gauge’ A. Como se demostro en el capitulo IV la 1-forma

wy = Ry Ady-(x)

es de curvatura nula. Obviamente w4 (X) y w4(X) tienen series de Fourier
de la forma ¥ ;59 anA™. De la relacion

wy = dypo - I 4+ Ady(x)

concluimos que w4 (X) y wy(X) tienen series de Fourier del tipo b A + b +
by A™1 4 ... Por tanto w, estd asociada a un potencial de ‘gauge’. Luego
deducimos el

Teorema XII1.2.2 Sila I-forma x € A (i, L) de curvatura nula estd
asociada al potencial de ‘gauge’ A € A1(U, Q) y si v- € C®U,LG_) es
una solucidn de

dy_ I = R_Ady_(x),
enionces la 1-forma

wiy = RyAdy_(x)

es de curvatura nula y estd asociada al potencial ‘gauge’ A' € ANV U, g).

Este teorema da un método de construccién de nuevos campos ‘gauge’
autoduales a partir de soluciones ya conocidas. Si F = dA ~ %[A,A] es el
campo de ‘gauge’ autodual de partida entonces F/ = dA’ — 1{A’, A’] es un
nuevo campo de ‘gauge’ autodual.

Como 2, = 0 existe localmente una funcién de onda t tal que x =
di -~ El problema de factorizacién de Birkhoff modificado ¢ = ¢! Sy,
con ¥4 a valores en LG4, nos ofrece soluciones _ al problema diferencial
planteado. Ya en Ward(1977) se consideraba esta construccién, alli ¥ recibia
la interpretacion de matriz de transicion en un fibrado.

La invariancia de ‘gauge’ de las ecuaciones de autodualidad nos permite

. : L id _
restringirnos al caso p = —id. Setienea-y_ = t,b(_] ), donde a toma sus valores
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en G_y :/;9‘” en L{G. Aqui gbgd) es solucidn del problema diferencial en el
caso no modificado, ver V.4, Por tanto

da-a~' + Ada(wy) = Wi,
donde ugi_d) es la 1-forma construida con la descomposicién de Birkheff no
modificada; asi pues se llega a la equivalencia ‘gauge’

da-a~! 4+ Ada(A’) = A4},

La construccién dada en Teorema XI1I1.2.2 se puede extender al cua-
drado Lg @ Lg. Consideramos dos 1-formas x; € AU, Lg), i = 1,2,
de curvatura nula y asociadas a los potenciales de ‘gauge’ A; € AU, §)
respectivamente. Sean 3y funciones de onda a valores en LGy que cumplen
las ecuaciones

dys - it = Re(Ady_(x2) — Adyy(x1))

y definamos la 1-forma

a = Ry Ady_(x2) = R-Adyy (x1),
que como vimos en el cuarto capitulo es de curvatura nula. Ahora bien, de
o =dyy - 97t + Adyy(xa)

deducimos que las series de Fourier de a(X) y o X) son del tipo ¥, 5 anA™
Por otro lado tenemos la igualdad

a=dyp_ - P+ Ady_(x2)

que obliga a que dichas series de Fourier tengan la forma bjA+by+b_1 271 +
.... Por tanto se deduce el teorema

Teorema XIIL.2.3 Si las 1-formas x; € A*(U,Lg), ¢ = 1,2 de cur-
vatura nula estan asociadas a los polenciales de ‘gauge’ A; € AU, §) res-
pectivamente, y st Y € C°(U,LG+) son soluciones de

dips - 3 = Re(Ady_(xz) — Advy(x1)),

entonces la 1-forma

o = R+Adl})_ (XZ) - R-Add)‘l"(xl)

es de curvatura nula y estd asociada al potencial ‘gauge’ A’ € AU, 9).



X1I1.2 Yang-Mills autodual y sistemas integrables 145

A continuacién veremos como muchos de los sistemas integrables que
han ido apareciendo a lo largo de esta tesis estdn asociados a las ecuaciones
de Yang-Mills autoduales. Para ello usaremos el Teorema XIII.2.1, el
Teorema XII1.2.3 y la Proposicién XIIL.2.1. En los capitulos V, VI
y XI se aplicé la técnica del revestimiento a 1-formas de partida del tipo
x2 = AA(dt; + Adiz), x1 = 0 donde A € b era un vector de la subdlgebra
de Cartan de g. De aqul se sigue que las 1-formas de curvatura nula de
los sistemas integrables construidos en dichos capitulos estan asociadas a
potenciales de ‘gauge’ con campos de ‘gauge’ autoduales. Estos sistemas
integrables se pueden considerar en consecuencia como reducciones de las
ecuaciones de Yang-Mills autoduales. Recordemos que entre estos sistemas
integrables se encuentran AKNS y sus modificaciones, asi como su genera-
lizacién a espacios homogéneos reductivos. También se estudiaron en estos
capitulos ciertos reticulos integrables continuos. Estos se obtienen al aplicar
la técnica del revestimiento a 1-formas del tipo x2 = AAdt; y x1 = A~1Adty
que las podemos reescribir, por ejemplo, como x2 = —Adt; + A(dt; + Adiy)
Yy x1 = —Adty; + A7V A(dt; + Adty). La condicién de curvatura nula sobre
la 1-forma revestida « para los reticulos continuos da lugar igualmente a
potenciales ‘gauge’ con sus campos ‘gauge’ autoduales. Podemos citar los
modelos de Thirring masivo y de transparencia autoinducida. Como ya se
ha demostrado son reducciones de Yang-Mills autodual. Debemos comentar
que en el caso g simple podemos escoger x; = AAdz 4+ A?Bdt con B en
el centro del centralizador de A. Ahora bien, basidndonos en la identidad
x1 = —(A— B)dt; + (A~ B)(dt; + Adz) + AB(dz + Adt), podemos imponer
la restriccién t; = 1] = z por lo que este caso es de nuevo una reduccion de
Yang-Mills autodual.

En el capitulo VIII se revistié la I-forma A(dr + Adt) para obtener las
versiones potenciales de las ecuaciones de KdV y mKdV. Por tanto estas
ecuaciones dan lugar a soluciones de Yang-Mills autodual. En el capitulo IX
se introdujo una modificacion de ‘gauge’ que transformaba dichas versiones
potenciales en KdV y mKdV respectivamente con lo que KdV y mKdV
generan soluciones de Yang-Mills autodual. Las modificaciones de KdV
dadas en IX.2 dan también soluciones de las ecuaciones de autodualidad.
También consideramos en VII.J la ecuacidn de ‘sine’-Gordon. Las 1-formas
de partida eran x; = Adz y x2 = A”'dy que las podemos reescribir como
x1 = (edz — fdiy )+ f(diy + Adtz) y xa = (fdy - edlz)}+ A" le(dy+ Adiz). Por
tanto la 1-forma de curvatura nula de la ecuacion de ‘sine’-Gordon esta aso-
ciada a un potencial de ‘gauge’ con campo de ‘gauge’ autodual. La ecuacion
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de Ur-KdV y el reticulo integrable asociado que se construyeron en el capitulo
X dan también soluciones de las ecuaciones de autodualidad.

Las ecuaciones de N-ondas son también reduccién de las ecuaciones de
autodualidad. Veremos ahora como los modelos quirales principales generan
soluciones de estas ecuaciones de autodualidad. En el capitulo anterior de-
mostramos que dichas transformaciones arménicas se obtienen al aplicar la
técnica de revestimiento a la 1-forma

Xlzﬂi)‘dl"f‘@

d=—a A=b
donde 4,B € C*°(1,H). Aqui § es una subdlgebra de Cartan del algebra
simple g. Esta 1-forma se reescribe como

A BUY o

1 = —(Adty + Bdt —(dt1 + Adit —=(dt; + Adt

X1 (Adtz + Bdta) + ——(dt1 + Adiz) + 5 !( 1+ Adtz),
donde hemos empleado la notacién = = ty + ata y y = t; + bl;. De esta
expresién se deduce la afirmacidn sobre la relacidn entre modelos quirales
y autodualidad con la que iniciabamos este parrafo. En esta direccidn ver

Uhlenbeck(1990).

Tanto las ecuaciones de autodualidad como los sistemas integrables que
generan scluciones de dichas ecuaciones de autodualidad estin asociados
a modificaciones del problema de factorizacién de Birkhoff. Las factoriza-
ciones elipticas tratadas en los capitulos VII y X no entran dentro de este
contexto. Por tanto no parece claro que las ecuaciones de Landau-Lifshitz
o de Krichever-Novikov estén ligadas a las ecuaciones de autodualidad de
Yang-Mills.

Por ultimo debemos comentar que en Ward(1983) se demuestra que las
ecuaciones de Einstein en el vacio en el caso axisimétrico y estacionario
son reducciones de Yang-Mills autodual. Se aplica en dicho trabajo y en
Woodhouse y Mason(1988) y Fletcher y Woodhouse(1990) la geometria de
los ‘twistors’. Recordemos que este sistema es integrable y es esencialmente
la ecuacién de Ernst. La literatura sobre transformaciones de Backlund y
simetrias de dicha ecuacién es abundante. Resaltemos el trabajo Belinskii
y Zakharov(1978) en el que se obtienen pares de Lax, problemas de factori-
zacion asociados y se resuelve la ecuacidn con la técnica de la transformada
espectral inversa. Un tema abierto es como enlaza la ecuacidn de Ernst con
el esquema grupo-tedrico desarrollade en esta tesis.
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XIIL.3 Jerarquias integrables y Yang-Mills autodual

Los sistemas integrables forman parte de jerarquias integrables; esto es, un
nimero infinito de ecuaciones que son simetrias unas de otras. Hemos visto
que muchos sistemas integrables generan soluciones de Yang-Mills autodual.

La cuestién es si existen jerarquias de ecuaciones no lineales que con-
tengan a las ecuaciones de autodualidad. Ademas, queremos que las jerar-
quias integrables asociadas a las ecuaciones de Yang-Mills autodual sean
reducciones de estas extensiones. En esta direccidén se encuentran los tra-
bajos Mason y Sparling(1989) y Sparling y Mason(1989). En dichos tra-
bajos se demuestra que las ecuaciones de KdV y NLS son reducciones de
las ecuaciones de Bogolmony, dichas ecuaciones aparecen en el estudic de
monopolos magnéticos, en Atiyah y Hitchin(1988) se presenta un analisis
detallado de estos monopolos. Después extienden las ecuaciones de Bogol-
mony obteniendo una jerarquia de ecuaciones, que ellos denominan jerarquia
de Bogolmony, y de la cual las jerarquias de KdV y NLS son reducciones.
Esta jerarquia de Bogolmony se puede analizar con ayuda de la geometria
‘twistor’. Por otro lado en Ward(1984) se propusieron generalizaciones de las
ecuaciones de autodualidad a un mayor niimero de variables independientes,

ver también Ward(1987,1990).

Una posible extension de las ecuaciones de autodualidad es la que ex-
plicamos a continuacién. En el abierto I C C?" tenemos las coordenadas
{t:,1:}.,. Definimos los campos vectoriales

n

X = (=29,

i=1

n
X =) (-2 a,
=1

donde hemos utilizado ia notacidn

) )
=0 5 =0

De nuevo diremos que la 1-forma x € A (i, Lg) esta asociada al potencial
de ‘gauge’ A € A (U, @) si se cumple

x(X) = A(X), x(X) = A(X).
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Si )y es la curvatura de y y F = dA —~ %[A,A] es el campo de ‘gauge’
asociado al potencial de ‘gauge’ A llegamos a

2n
X, %) = 3 (-3 ( > Fw) ,
N=2 p+p=N
donde A = 370 -_ Apdt, + Apdly y Fip = 8,45 — 854, — [A,, A5]. Por tanto
hemos demostrado la

Proposicién XIIL3.1 Sea x € A} (W, Lg) una I-forma asociada al po-
tencial de ‘gauge’ A € AU, 9), con campo de ‘gauge’ F = dA — %[A,A].
Para gue v cumple QX(X,)E') = 0 es necesario y suficiente que se satisfagan
las ecuactones

> Fp=0 N=2..,2n (XII1.3.1)
pi=N

Las ecuaciones (XII1.3.1) son una extensién natural de las ecuaciones de
autodualidad de la seccién anterior. En el caso n = 2 se recupera Yang-Mills
autodual. Las denominaremos por tanto la jerarquia de Yang-Mills autodual
de orden n. Dicha jerarquia contiene el caso A, dado en Ward(1984) v
la jerarquia de Bogolmony ya citada, ver Ward(1990). Los teoremas de
la seccion anterior siguen siendo validos para la nueva jerarquia pero la
Proposicién XIIL2.1 se ve modificada. Si escribimos

n
X = A+ (Mdt; + Midt),
=1
con M;, M; € C®°(U,Lg), las ecuaciones que ligan estos coeficientes son

n

2(=ATTM(A) =0
S (=X () = 0.
=1

Las jerarquias de KdV y AKNS aparecen dentro de esta formulacién como
reducciones de esta jerarquia de Yang-Mills autodual.



Apéndice A

Otros aspectos de la matriz-r clasica. Formalismo
tradicional

En este apéndice analizamos la relacién de los conceptos introducidos en el
capitulo IT con la forma tradicional de estudiar la matriz-r como un homo-
morfismo entre un dlgebra y su dual, Sklyanin(1979), Faddeev y Takhta-
jan(1987) y Jimbo(1989). También analizamos el formalismo hamiltoniano
a través de los corchetes de Lie-Poisson tensoriales.

A.1 La ecuacién de Yang-Baxter clasica

Supdngase que en el dlgebra de Lie § existe una forma bilineal B(:,-) que es
simétrica, Ad-invanante y no degenerada; existe por tanto un isomorfismo
entre el dlgebra y su dual: g = g*. Explicitamente estos isomorfismos son
como sigue

donde "X (Y) = B(X,Y). Su inverso es
bigt— g,
con B{fa, ') = a(X).

A continuacidn se introduce el objeto matematico r que tradicionalmente
ha jugado el papel de matriz-r clasica

Definicidn A.1.1 Dado el endomorfismo R € End g se define su tras-
puesto ' con respeclo a la forma bilineal B a través de la relacidn

B(R'X.Y) =B(X,RY) VX, Y € g

149
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Se define r € Hom (g%, g) como
r:= Rob.

El dual r* € Hom (g”, g) de r, definido por la relacidn a{r*8) = B3(ra). serd
r* = R'ot.

Para analizar el homomotfismo lineal r necesitamos la

Definicién A.1.2 Definimos la aplicacion B, := Bro! : g* A g* — g,
que sobre las formas lineales o y 3 vale B, (e, 8) = [ra, rf] — r(ad”re(f8) —
ad"rB3(a)), y asociada a ella la aplicacidn trilineal b, definida sobre el dual

como br{a, 3,7) = a(B-(8,7)).
La aplicacién b, se puede reescribir como

be(e, B,7) = a([rB,ry]) + B([r" e, r7]) + ¥[8, r"e].

Si R es una matriz-r clasica entonces Jg = 0, ver capitulo II. Con la forma
bilineal B esta condicién se reformula como

B(A,Jr(X )Y, 2)) =0 VA XY Z€ag.
La Ad-invariancia de B da
br(ad® A(a), B,7) + br(@,ad” A(3),7) + b (a, B,ad” A(5)) = 0,

para todo o, 3,7 € g v A € g. Esta ecuacidn es la versién diferencial de la
Ad*-invanancia de la aplicacién trilineal &,. Obtenemos la

Proposicién A.1.1 R es una matriz-r cldsica st y solo si la aplicacion
b., con r = Ro' es Ad*-invariante. Si R satisface la ecuacion de Yang-
Bazter cldsica t-modificada, ver Definicidn I1.1.2, enfonces b, (e, 3.7v) =
htga(["ﬁ’”‘y])’va1ﬁi 7 e -g.'

Cuando R es antisimétrica, K + R' =, la expresion para b, se simplifica
be(a,8,7) = y([re,vB]) + B([ry, ra]) + a([rB, 1)),

donde hemos utilizado que r + r* = 0; cuando ademas R es una solucién de
la ecuacién de Yang-Baxter cldsica modificada el dlgebra doble (g. I?) recibe
el nombre de algebra de Baxter.
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Aprovechando la existencia de la forma bilineal B introducimos la forma
explicita de la acciones adjunta y coadjunta del grupo Ggr. El cuadrado 0 de
@, donde existe R solucion de la ecuacion de Yang-Baxter clasica modificada,
es un algebra de Lie doble con la matriz-r cldsica R,. La forma bilineal B
se extiende a B, definida sobre ¥ como

Bo((X1,11),(X2,Y2)) := B(X1, X2) = B(W1, Y2),

que es claramente no degenerada e invariante con respecto a la accién adjunta
de) grupo D, grupo de Lie adjunto a ¥. Cuando R es antisimétrica, R+ R! =
0, las subdigebras 69,5} son ambas is6tropas con respecto a esta forma
bilineal en D, luego B, genera los isomorfismos
iy 5@;{
s : gR - gl
y (D, Ra) es un algebra de Baxter con respecto a B;. Ahora bien, se cumple
Yo (Ry)" = FRzol, luego en el caso de un algebra de Baxter se llega a la

férmula
"Adhg(e) = RyAdg_(a) - R_Adgy('a).

A.2 Formalismo hamiltoniano

Examinamos en esta seccion la relacion entre el tratamiento tradicional de los
conceptos hamiltonianos y la matriz-r clasica, Reshetikhin y Faddeev(1983)
y Faddeev y Takhtajan(1987). Suponemos que @ es un espacio vectorial
reflexivo y por tanto g = g™, luegosi f € C°°{g") entonces df (o) € g** = ¢.
Definimos los corchetes de Lie-Poisson en g*.

Definicién A.2.1 Dadas f,g € C®(g") se deﬁnc; el corchete de de Lie-
Potsson asociado a R

{f,9}r(e) = a([df(e), dg(2)]r).
Una extensidn tensorial de este corchete de Poisson es como sigue
Definicion A.2.2 51V y W son sendos espacios veclortales se define
{:¢1dr : CP(EV)xC2(G. W) — g, VoW)
(f.g) ~  {f9gln,

donde
{£ % glr(L)(v® w) = {f(v), g(w)}r(L).

Nétese que st v € V™, w € W™ enfonces f(v) y g(w) pertenecen o C>(g").
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Supongamos g,V y W de dimensién finita y {ei}, {vi} ¥ {w;} bases de g,
V y W respectivamente. Usaremos la notacion f = 3, fivi, g = 2, gjw;,
fi,g; € C(g"), con la que escribimos {f & g}r = 3, ;{fi,9;}rvi ® w;. Se
tiene la importante propiedad

f € Hom (g°,V), g € Hom (g*, W) = {f ® g}g € Hom (g",V @ W).

Definicién A.2.3 Cuando V=W = g* yf = g = id definimos

{L1 ¥ Lo}r = {id ®id}r(L) € (8® )"
Donde L1 = L®idy L, =id® L. Por tanto,si X, Y € ¢
{L1 & L}r(X @Y) = L([X,Y]r).

s inmediato obtener

{19 L}r(le @) = o([rB, L)) - B([re. L]).

En el caso de dimensién finita se pueden definir las expresiones [r, X ®
id+id® X] = 3« I Xke; ® e; e @id+id @e] = 3055k XA O+
rCy)ei ® e;, donde se han utilizado las notaciones r = 37,;:r¥e; ® ¢;, X =
Tk XFer, lei 6] = 5, Cley en el marco del dlgebra envolvente universal
g La idea es que esta operacién se puede definir de modo general con
[r, X &id],[r,id® X] € @ g como

[r,X@id](o@ﬂ) = a([r3, X])
[rid® X](e®8) = B[ o, X])

donde o, 8 &€ ¢" v X € ¢g. Por tanto se llega a la
Proposicién A.2.1 Se cumple la identidad
{L19 Ly}r = [r*L@id] - [r",id @ 1L],
que en el caso anlistmélrico es

{L18 L}p=[r'Leid+id®bL].
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Esta proposicidn se enuncié en Sklyanin{1979) y es el punto central de todo
los desarrollos posteriores, Reshetikhin y Faddeev(1983) y Faddeev y Takhta-
Jan(1987). _Se definen ri2 = }:{j e ® e; ®1id, ria = 2 e, ®id ® e,
roz = 2.,; 77id @ e; @ e;, expresandose b, en términos de ellos

by = [r12, m13) = [r13, (7 )23] + [r12, ros] = {r12, mial + [raz, ria] + [r12, ras].

De nuevo en el caso antisimétrico se simplifica , adoptando la conocida forma

triangular
b, = [r12.713) + [r13, ros) + [r12, 723],

y de aqui las habituales formulaciones de la condicién de matriz-r clasica,
o bien de las ecuaciones triangulares de Yang-Baxter clasica, b, = 0, y su
maodificada en el caso antisimétrico.






Apéndice B

Otros aspectos de la matriz-r clasica. Bidlgebras
de Lie y grupos de Poisson-Lie

Introducimos en este apéndice los conceptos de bialgebra de Lie y grupo de
Poisson-Lie, Drinfel’d(1983), que estan en intimo contacto con la teoria de
la matriz-r clasica y que constituyen una primera aproximacidn a los grupos
cuanticos, Drinfel’d(1988).

Estudiamos ciertas clases de algebras de Lie g para las que su dual g~
posee una estructura de algebra de Lie con corchete de Lie [, ]. : g* x g* —
g". En concreto, cuando las estructuras de algebra de Lie de g y g" son
compatibles, esto es

[, B (X, Y] = —lo,ad" X(A)L(Y) — [ad"X (), B(Y)
e, ad"Y (@) (X) + [2d"Y (@), Bl.(X),

donde o, 3 € ¢g". X.Y € g, decimos que (@, g~) es una bialgebra de Lie,
Drinfel’d(1983). Estos conceptos son relevantes no solo en si mismos sino
también por su relacion con los grupos cuanticos, Drinfel’d(1988), que pare-
cen de clerta relevancia en Fisica, y que dan pistas de como la integrabilidad
de los sistemas clasicos se relaciona con la de sus modelos cuantificados.

En la primera seccidn se introducen los triples de Manin, en tanto que en
B.2 se da un formalismo invariante en términos cohomoldgicos que permite
la construccidn de bidlgebras y enlaza con la matriz-r cldsica en e] caso de
cobordismo. Por iltimo, en la seccidn tercera, se desvela la geometria de las
construcciones anteriores, apareciendo los grupos de Poisson-Lie.
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B.1 Triples de Manin

Dada g bialgebra de Lie, Yu I.Manin demostré el siguiente teorema, ver Lu
y Weinstein(1990),

Teorema B.1.1 Es posible dotar a g & g* de un corchete de Lie dado

por
[(X, 0'), (Yv ﬁ)] = ([X: Y] + ad:a(Y) - ad:ﬂ(X), [ﬂ’l ﬁ]' - a.d'Y(r_Y) + ad-‘Y(-B)) ’

donde ad, es la accidn adjunta en g*, con la propiedad de que lo forma
bilineal B, stmétrica, no degenerada definida por

B((X,0), (Y, 8)) = oY) + B(X)
es Ad™-invariante con respecto a le accion adjunia definida por este corchete.

Es interesante notar que las subalgebras g y @* son subespacios isétropos
con respecto a B. Es precisamente esta estructura lo que se conoce como
triple de Manin. En general a todo triple de Manin se le puede asociar una
bidlgebra de Lie y viceversa, siendo pues ambos conceptos equivalentes.

Definicién B.1.1 Un triple (9,9, 9N_) es de Manin st M es un
dlgebra de Lie en la que existe una forma bilineal B, simétrica, Ad-invariante
no degenerada, con My C IN subdlgebras de Lie, isdtropas con respecio a

B, tales que M =M, o M_.

Fs claro, debido a la comentada isotropfa, que el isomorfismo * asociado a
I genera a su vez los isomorfismos ! : M, — Mz, Por tanto, el corchete
de Lie en 90} es el inducido a través de ¥ de M., [ay, B]. = *Fay B84 )
donde ay, 3, son vectores arbitrarios de 9 y [, ]+ es el corchete de Lie
en la subdigebra M. Este corchete de Lie es compatible con [-,-]; una vez
que se recuerda la Ad-invariancia de B. Luego

Teorema B.1.2 A todo triple de Manin se le puede asociar de manera
candnica y biuntvoca una bidlgebra de Lie.

Si (9M, 9, M_) es un triple de Manin también lo es (9N, M_ M), por
ello si (@, §*) es una bidlgebra de Lie también lo sera (@, g), por lo que el
concepto de bidlgebra es autodual. Un ejemplo de bidlgebra de Lie lo dan
las dlgebras de Baxter (g, i), va que (2, ﬁ}},&g) es un triple de Mamn. Por
tanto, las algebras de Baxter son un ejemplo de digebra doble y bialgebra
de Lie.
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B.2 Formalismo invariante

Introducimos ahora ciertos conceptos sobre cohomologia de algebras de Lie
con valores a un cierto médulo suyo, Postnikov(1986). Esto nos permiti-
ra un analisis detallado de ciertas bidlgebras de Lie. El espacio vectorial
Hom (g*, g) es un g-mddulo, ya que la accién izquierda dada por

NX.r:=adXor—-road"X, X € g,r € Hom (g, 9)
es una representacion (pues ad y ad” lo son}.

Definicién B.2.1 Se define el espacio de cocadenas

C(g,Hom (g",8)) := P C™(g,Hom (g", 9)),

donde las cocadenas de orden m

C™ (g, Hom (g", 9)) == A" (8, Hom (g, g)).

son las aplicaciones m-lineales alternadas sobre g con valores en Hom (g*, g).
Se tntroduce el operador 6 ‘= &, 6y, con 8, definido sobre las cocadenas de
orden m, y con recorrido en las cocadenas de orden m 4+ 1, como

bmu(Noo. ., Xm) = I (=1 u(Xo,..., Xi,oo, X} +
=0
D= u((X, X5), Xoy o Xy X X,
i< .

donde X; € g, u es una m-cocadena y X significa que el vector X ha sido
suprtmido de la expresidn. El operador 6 se dice de coborde ya que 6° = (.

Por ejemplo, si r es una J-cocadena se tiene
br(X)=X -r=adXor—-road X,
y sl ¢ es una l-cocadena
bp(X.Y) = X (V) =Y - o(X) = o([X, Y]).

El conjunto de cociclos de orden m, Z™ := ker §,,, y el de cobordes
de orden m, B™ := imén-; C Z™ son subespacios importantes pues
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H = €p,, H™, suma directa de los cocientes H™ := Z™/B™ es el grupo
de cohomologia de g con valores en el g-mddulo Hom (g*, §). Los lemas de
Whitehead, Postnikov(1986), aseguran en el caso semisimple las identidades
H' = H? = {0}, luego los cociclos de orden 1 y 2 son todos triviales, esto es
cobordes de orden 1y 2 respectivamente.

Relacionamos ahora la teoria cohomolégica que acabamos de exponer con
las bialgebras de Lie.

Definicién B.2.2 En el caso de las bidlgebras de Lie se puede introductr
la I-cocadena ¢ definida a través de la relacion

Blp(X)(a)} := [a, Al(X).
Obviamente se concluye la

Proposicién B.2.1 La condicidn de compatibilidad no es mas que la
exigencia de que  sea un I-cociclo, ademds la antisimetria del corchete de
Lte [, -]« obliga a que se cumple o(X) 4+ ¢(X)" = 0 pare todo vector X en
a.

En el caso trivial de cobordismo se presenta la

Definicién B.2.3 Cuando el cociclo p sea trivial, un I-coborde, y exisia,
por tanio r € Hom (g*, @) tal que ¢ = %51- decimos que la bidlgebra de Lie
es de coborde

Como ¢ = %(adX or —road"X) el corchete de Lie en el dual se puede
expresar como

o, B = -;—(ad"rrx(ﬁ) + ad"r* 8(a)).

Cuando el algebra es semisimple, por el primer lema de Whitehead, ésta
es la unica posibilidad. Las componentes simétrica r, y antisimétrica r, de
r = r, 4+ r, seran

(r+r7),

b = 8D ]

(r—r7).
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Proposicién B.2.2 La condicion de antisimetria, o(X) + ¢(X)* = 0,
se traduce, en el caso de coborde, en la Ad-invariancia de la componente
stmétrica ry,

adXor, =r,o0ad*X, YX € g.

El corchete de Lie [, ']« se puede escribir como
1. . .
o, Bl = 5(ad"raa(8) = ad"ra(a)).

Si J. es la aplicacion trilineal de Jacobi sobre g* asociada al corchete de Lie
[, ], se debera verificar J. = 0.

Definicién B.2.4 Se define :'3: como
B.(a,8) := [ra,r8] - 2r[a, 8.,

Cuando r, = 0 la aplicaciéon B, coincide con la aplicacién B, dada en el
apéndice A. Con esta aplicacion es posible escribir J, en la forma

Jala,B,7) = —ad" By (@, B)(7) — 2d" Br, (7, B)(@) = ad™ B, (8, 7).

Definicién B.2.5 Se construye b, como I;;(a,ﬁ,'y) = Q(E(ﬁ,'y)) 0
mds explicitamente

be(, B,7) == a([rB,7]) + B(Ir"a, r]) + 1([r"a, " B})-

Es facil darse cuenta de que esta aplicacion trilineal adopta para todo = la
forma triangular

—~

by = [r12, "13] + ["131?'23] + ["121 7'23],

de nuevo en el caso antisimétrico, ry = 0, se llega a l;. = b.. La condicidén
de Jacobi es equivalente a J,(o, 3,9)(X) = 0 para todo o, 3,7 € g" y para
todo X € g. Concluimos por tanto que la condicién de Jacobi es equivalente
a la Ad"-invariancia de b, . Se llega pues a la

Proposiciéon B.2.3 La condicion de bidigebra de Lie de coborde para el
par (@, r) se traduce en las tnvariancias de ry b, .
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Como es claro de la discusién previa, el concepto de bialgebra debe estar
ligado al de matriz-r clasica. Esto ocurre cuando existe la forma bilineal B
del apéndice anterior y los isomorfismos asociados entre el digebra v su dual.
Se usara pues la misma notacién que en el apéndice A. Sea R con r = Rof,
si Rso¥ i=r, y Ryof :=r,, sellegaa R, = ${(R+R')y Ry=3(R—R"). La
condicién de invariancia de r, serd adX o R, = R, o adX para todo vector
X en g, esto es, K, deberd ser un operador de entrelazado. En el caso en
que ¢ sea simple es ficil ver que R, o id ya que sus subespacios propios,
debido a la propiedad de entrelazado, seran ideales y por tanto deben ser
triviales: o toda el algebra o el vector nulo. En el caso del dlgebra de lazos
de un &igebra simple los operadores de entrelazado son los operadores de
multiplicacién por funciones escalares sobre 5!, Reyman y Semenov-Tyan-
Shanskii(1989-2). Asi pues se concluye la

Proposicion B.2.4 El endomorfismo R de § genera una bidlgebra de
Lie de coborde, (@,r = Rot), st y sélo si su parte siméirica R, es un operador
de entrelazado y su componente anfistmélrica una matriz-r cldsica. En €l
caso de que el dlgebra de Lie § sea stmple las bidlgebras stempre serdn de
coborde con r = vy + ! donde a € C.

En este paragrafo se supondrd A tal que su componente simétrica veri-
fique la propiedad de entrelazado. Si by = 0 se dice que K es solucidn de
la ecuacion triangular. Que R cumpla la ecuacion de Yang-Baxter clasica
Br = 0, en el sentido del capitulo I, no implica que R sea solucion de la
ecuacion triangular y viceversa. Ambos conceptos solamente coinciden en el
caso antisimétrico, R, = 0, en el que se dird que R genera una bidlgebra de
Lie de coborde triangular; cuando R, # 0 dicha bialgebra se dira cuasitrian-
gular. A pesar de este hecho es sencillo comprobar las siguientes relaciones

B.{a,8) = B, (a,B)+[r.a,r.0)
B.(a,8) = B (,8)—[rsa,rf] — ro(ad™rsa(B) — ad"ry3(a)),

de donde se obtiene trivialmente la ecuacién

B.(a,f) = B.(a,8) — r(ad"rsa(8) — ad"r,3(a)).

Luego se llega a la

Proposicién B.2.5 St R es solucidn de la ecuacion trigngular, B, = 0,
su componente antistmétrica R, satisfard la ecuacién

Br,(X,Y) = -[R, X, R,Y]
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y por tanto R, serd una matriz-r cldsica. También en este caso R cumplird
Br(X,Y) = -R([R, X, Y]+ [X,R,Y]).

Si R, = %id entonces es claro que 2R, es solucién de la ecuacién de Yang-
Baxter cldsica modificada y por tanto el operador K no es mas que R =
(2Rq)+, donde se ha empleado la notacién introducida en II.1. Esto es
reinterpretable en la siguiente forma.

Proposicién B.2.6 Sea R una soluctén antisimétrica de la ecuacion de
Yang-Bazter cldsica modificada, entonces Ry salisface

Br,(X,Y)= —R4[X.Y]

y por ello verifica la ecracidon triangular, generando pues una estructura de
bidlgebra de Lie de coborde cuastiriangular, en fanio que R estd asociada a
una {riangular.

B.3 Grupos de Poisson-Lie

Como es conocido una variedad de Poisson, Weinstein(1983,1985) y Liber-
mann y Marle(1987), es una variedad M tal que en C°°(M) se ha definido
un corchete de Lie {-,-} que es una derivacién con respecto de la estructura
multiplicativa del algebra abeliana C°°(M), en este caso se dice que {-, -} es
un corchete de Poisson. Si (M, {-,-}ar) ¥ (¥, {-,-}n) son sendas variedades
de Poisson y f una aplicacién suave entre ambas, f : M — N, se dird que f
es de Poisson si f* : C®(N) — C*(M) es un homomorfismo entre algebras
de Lie. El preducto Af x N de dos variedades de Poisson vuelve a ser una
variedad de Poisson con

{o vlaxn(m,n) = {e(:,n), ¥( n)}ulm) + {¢(m, ), ¥(m, }n(n).

Definiremos a continuacién los grupos de Poisson-Lie, ver Semenov-Tyan-
Shanskii(1989) y Lu y Weinstein(1990}. Debemos recordar que L,, R, son
los operadores de multiplicacién por g a la izquierda y derecha en el grupo
(G, respectivamente.

Definicién B.3.1 Un grupe de Lie G que posee una estructura de va-
riedad de Potsson se dice de Poisson-Lie siempre que la mulliplicacion en el
grupo see una aplicacién de Poisson entre G x G y G

{¢.v}g h) = {Lgd, L }(h) + {Rié, Riv }Hg),

y que el operador de inversién cambie el signo del corchete de Potsson.
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Se introducen las diferenciales exteriores izquierda y derecha por las
férmulas

d(’)é(g)(X) . Ed?t=0¢(etxg)
d(")¢(g)(X) — % )

donde ¢ € C*(G), X € §. Las l-cocadenas en el grupo G, TAUNE L I N
Hom (g, g*) tales que

{8, 9}(9) = &) ("W (9)d " (9)) = d76(9)(n(9)aV(9))
reflejan que el grupo es de Poisson-Lie en su estructura de cociclo

Tl‘(l)(g : h) = Adg o T]U)(h) o Ad”g_l + n(l}(g)
g-h) = Adk~lon{")(g) o Ad*h + ().

El corchete de Poisson en la identidad es degenerado ya que n“)(e) =
n{")(e} = 0, la linearizacién de dicho corchete de Poisson da una estructura
de bidlgebra de Lie. Si a, # € g* se buscan ¢, € C®(G) tal que a = d{')¢(e)
y B = d¥¢(e) definiéndose el corchete de Lie como

[, Bl = dDo, ¥ }e) = B(dg(e)a)

Se puede demostrar que es una estructura de bialgebra de Lie. Ademas el
reciproco es cierto,

Proposicién B.3.1 Toda bidlgebra de Lie esta asociada a un grupo de
Potsson-Lie.

Cuando la bialgebra de Lie sea de coborde, (g, r), se tendra qm(g) =
AdgoroAd*g~! — r. Si ademis existe una forma bilineal B que crea un
isomorfismo entre el algebra y su dual, definiendo los gradientes tzquierdo
y derecho graqub = 14 grad(gp = 1d( ¢ se puede construir, en el caso
de un algebra de Baxter, el corchete de Poisson, que se llamara de Poisson-
Sklyanin, dado por

1 .
{#,9} = 5(B(Rgrad¥¢, grad¥y) - B(grad g, Rgradvy)).

con respecto al cual G es un grupo de Poisson-Lie.
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