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I.- ESTRUCTURA.

].~ Estructura: Concepto de la forma en que aparecen dispuesias las diferentes partes de un

todo.

De este concepto se desprende que hablar en términos "estructurales” equivale a hablar de

los aspectos "formales” que corresponden al enlace que une los elementos que integran el conjunto

total.

Por otra parte, la idea de "estructura® conduce a 10 que suele entenderse por "comprension”
de un concepto, como contenido integrado por los objetos definidos o expresadoes por él, mediante

fas referencias, notas o atributos que los czracierizan,

La "comprension® difiere, por lo tanto, de la suma de las notas de los objetos integrados
estructuralmente, asi como de los propios objetos en cuanto términos de referencia de dichas

notas,

2.- Conjunto estructurado: Una consecuencia interesante de la idea de "comprension”, en el

concepto de estructura, es la defliniciéon de "conjunto estructurade”,

En efecto, Ia teoria matemdtica de “conjuntos” se basa fundamentalmente en la idea de
"conjunto definido” cuando se dispone de un criterio que permite, inequivocamente, asegurar si
un objeto cualquiera, pertenece o no 2! conjunto. Es evidente que caben dos formas de definicién.
En efecto, cabe la alusion "concreta™ ¢ "nominal® a cada uno de los elementos que lo integran. ¢o
cuyo caso se trata de la definicién por “extension”, o bien se define a través de las propiedades

*estructurales®, tratdndose entonces de la definicion por "gcomprension®.

Al conjunto definido por "comprensién” lo llamamos conjunto estructurado. Simbolica-

mente podemos representario de la forma 'ﬁ { ){3 ]enla que X simboliza los elementos que




lo integran, b representa a constantes y, por ello, tienen un significado paramétrico y -? es
el conjunto de operaciones entre X vy 6 , por lo que tiene un significado de naturaleza
algoritmica, B , por lo tanto, tiene una significacién paramétrica, ya que representa a lo que

permanece constante frente a la multiplicidad de X .

Supongamos, por ejemplo, que se trata del conjunto de puntos alineados, es decir, que
perienecen a una recta. Sabemos que la ecuacién cartesiana de la recta es Ax+By+C=0. Todos los
puntos de coordenadas, x, y, constituyen el conjunto X y los parametros (A B C) que satisf‘gcen
la ecuacién a través de las operaciones de suma vy producto, integran la componente

estrugtural & .
3.- Sistema. Entendemos por tal un conjunto estructurado en el que la "estructura” consiste

en ias relaciones que ligan los componentes del mismo. Se trata de una "Organizacién” en la que

todos los elementos estan "interconectados”,

4,- Imagen del mundo. Se trata del conjunto de ideas vigentes, debidamente trabadas, y que,
por eéllo, constituye una descripcién ideal del &mbito en el que pueden presentarse los

acontecimientos.

Hablar, por 1o tanto, de la obtencion de la imagen del mundo, es tanto como plantear en

términos "estructurales" los acontecimientos histéricos y, por ello, supone la culminacion de toda
pretension cientifica de subrayar 10 que hay de formalmente "estable o permanente” en los
acontecimientos que integran, en su mas amplio sentido, el devenir fisico, econémico, sociolégi-

20, ..

5.- Estructuralismo. Se trata de una teoria comin a diferentes ciencias que concibe a cualquier
objeto de estudio como un todo cuyos miembros se determinan entre si, tanto en su naturaleza

como en sus funciones, en virtud de leyes generales,



Un ejemplo de "estructuralismo” se of rece al considerar el plano como conjunto de puntos
o como conjunto de rectas, es decir, "puntual” o "reglado”™. En la concepcion "puntual” la recta
puede definirse como lugar de los puntos, definido por dos de ellos. En la concepcién “reglada”

el punto viene definido como el tugar de rectas definido por dos de ellas.

Ambas concepciones del plano, "puntual” y "reglado”, responden a la misma expresién
estructural: "recta definida por dos de sus puntos® "punto definido por 1a interseccion de dos
rectas”, Esto equivale a decir que existe un "isomorfismo” entre la recta como conjunto de puntos

y punto como haz de rectas. Se trata, pues, de un ejemplo de estrusturzlismo.

6.- Feromenologia. Entendemos por fendmeno lo que puede ser percibido por los sentidos o

por la conciencia,

Se trata de un concepto de caricter "potencial” que incluye la bosibilidad de suceder, de

acontecer,

Es evidente que si el suceso es lo que acontece, lleva en s: wdad de su percepcitn

y, por ello, lo eventual tiene categoria "fenoménica”,

Todo esto conduce a considerar en el "fenémeno”, juntamente con su categoria potencial,

su categoria eventual, de acontecer.

Evidentemente, puede hablarse de "conjunto estructurz2:” de Tendmenos. o fendmeno

estructurado, como la expresién de la propiedad formal que integri el conjunto.

En este sentido, podemos hablar de una relacion estructural entre los elementos que

integran las dos categorias, potencial y eventual, estableciendo una correspondencia expresada en



los siguientes términos: Definida una categoria potencial, caben tres posibilidades para 1a categoria
eventual, segitn que conste de varios sucesos, de uno s6lo o de ninguno. En el primer caso, el

fenomeno se denomina aleatorio, en el segundo, cierto o determinista, v, en el tercero, imposible.

En el caso especial en el que la jndeterminacién que comporta la aleatoriedad pudiera

expresarse numéricamente mediante un coeficiente de indeterminacién, al fenémeno se le

denomina estocdsticog v a dicho coeficiente, probabilidad.

En general, se podrad hablar de estructuras aleatorias o estocasticas, por una parte, Y

estructuras determinadas o imposibles, por otra.

Supongamos, por ejemplo, que se trata ¢z urn fenémeno cuva componente potencial
consiste en "color blanco" y la eventual en "color blanco y color negro”. Segun lo anteriormente

dicho, se trata de un fenémeno aleatorjo.

Es el caso en que los sucesos "color blanco”, "color negro® sean el resultado de la obtencién
de "bola blanca" 0 "bola negra” en una extraccion realizada en una urna en la que existen bolas
blancas y negras en la proporcién p y g, que, por definicién, expresan numéricamente las

probabilidades de obtener bola blanca o bola negra. Se trata, por tanto, de un fenémenog

es1ocastico.

)

En el caso en que la categoria "eventual® esté integrada por los resultados de un
experimento, es decir, provocados segin la voluniad ¢el observador con arreglo 2 un esquema

perfectamente conocido. el fenémeno es experimsntal.

Por el contrario, si el fendémeno es independiente de la voluntad del observador, se trata

de un fendmeno observacional. Segtin la categoria de los fenémenos, cabe hablar de estructuras

experimentales y estructuras observables y, por tanto, de leyes experimentales y jeves observables.




If.-  ESTRUCTURAS ESTOCASTICAS.

I.- Como dijimos anteriormente, una estructura aleatoria cuya indeterminacién puede

expresarse en términos de probabilidad recibe 1a calificacidon de estocdstica.

La "estocasticidad”, por lo tanto, estd fundamentalmente relacionada con la teoria_de la

probabilidad, de ia que recordaremos algunas cuestiones fundamentales,

2.~ Algebra de Sucesos.- Representamos por {S;) el conjunto de sucesos posibles de un

fendmeno.

LY
Definimos como gsuma de "n" sucesos al suceso Sz‘-glu S'2~--Ugh=.USL
WL

que se presenta o acaece cuando se presenta cualquiera de los "n” Si. y como producto

Se=SN Sé' , cuando se presentan ambos sucesos S, §;.

Una relacion importante entre dos sucesos S, S.i es la llamada condicionante que
representamos de la forma §, = S}-_/Si, v supone gue el suceso Sj exige, para su realizacion, que

previamente se realice el §,.

3.- Probabilidad.- Entenderemos por probabilidad del suceso S, 1a funcién P(S) del mismo que

cumple las siguientes propiedades:

1 O %« P(s) «!

I P (9 S¢) & TS PS2) ...+ P(CL)

m P (sins;) = P(sO) P (Si/s )= PLSH) PSY)
v Rlw PSn) = P (e Sw)



En el caso en que se cumpla P(S) = P(Sj-/Si) diremos que se trata de dos sucesos
estocdsticamente independientes. Consecuencia inmediata es que la expresion de 1a probabilidad

del producto S, N\ S; adopta la forma P(S; n Sj) = P(§;) P(Sj).

4.- Variable estocastica.- Si el conjunto de los sucesos puede representarse como conjunto de
puntos en un espacijo cartesiano, tendremos la variable_estocastica o variante. Seglin nos enseiia
la matemitica de la probabilidad, 1a distribucion de 1as probabilidades correspondiente al caso

unidimensional, se representa por la funcion:

?r('$'/<x)= F(z)) T’(a<‘§£6)=FUo)—F(0~)

Sila 'Z variante fuera continua, cabe hablar de la funcién de densidad f(x) = F'(x), es
x
decir, F(x) = f f(x)dx.
- Ry
Si se tratase del caso multivariante, la funcién de distribucioén de probabilidad vendria

representada de la forma P( ? £ X, . ‘g < x;) = F (x, X,y ... X.); las llamadas distribuciones
marginales, tendrdn la forma F(x;) = F(xj, e oo ., e0) { F(x,) = F( o2, ... ®2 .. x.).

En el caso continuo tendremos:

8 "F(xy. Xy, X))

f(xl‘ v Xp) =

d xIAx, ...axn

¥, ¥, *.
Flx;, o Xq, 0 X)) .-=f f j fixyo xgo o x ) dxy Lo dxg
. - O - of

En el caso que las ‘{. ‘{1 . ?“ fueran estocdsticamente independientes,
tendremos f(x;, ... X,) = £; (x,} ... f, (x,), es decir, que la funcién de densidad conjunta es el

producto de las funciones de densidad marginales.




5.- Informaci6n estocastica.- Dados dos sucesos S,, S, nos interesa encontrar la medida de la
influencia que §, ejerce sobre la posible presencia del Sj. Para ello partimos de la definida relacién

condicionante Sj/Si expresada en términos de probabilidad, es decir. P(Sj/Si).

Definiremos como medida de 1a informacién del suceso S,, respecto al Sj, la expresion
TN (OTR))
i .
TS

En el caso en que la presencia de §; no suministre informacién respecto a la posible

realizacién de Sj, es decir, si P(Sj)--P(Sj/Si), tendremos l;; =1g ] = 0.

Por otra parte, es evidente que lij, toma valores crecientes al ¢recer P{Sj/Si), v adquiere
{

P(s)
resultado corresponde a la medida de la informacién que comporta el suceso estocéstico S; de

., Este

su valor maximo cuando P(Sj/Si)=l, lo que supone que Si=Sj, es decir, Iij =g

probabilidad P(S,), cuando se realice.

" A partir de estos resultados cabe hablar de la medida de la informacién que un fenémeno

estocistico puede suministrar como consecuencia de su estocasticidad.

Dado el fenomeno con sucesos S, .... S, v probabilidades P(§8,1 .... P(§,), las informaciones
! ! 1
que pueden suministrar tendrdn por medidas: I, =lg —, L = lg o, ., [ =1lg —0o-or.
12 ey ? P(s2) n RS
Tomaremos como expresion de la medida de Ja informacién del fenomeno, el valor medio:

) e ‘ “
P(S)) 1) - P(S;) Iy + .. + P(S,) 1, = L (S} Ig T TP Ner - ke P(S = - T PIS) Ig P(S).

Supongamos, par 2jemplo, gue el Tendmeno consista en fa obtzncién de color blanco o negro el
extraer al azar una bola de una urna cuya composicion consiste en que las bolas blancas y las

negras figuran en la proporcién p y q, v, por lo tanto, coinciden con la expresién numérica de

las probabilidades de obtener bola blanca o bola negra respectivamente,



La medida de 12 informacién que puede suministrar este fenémeno, serd, por lo tanto

I=-(plgp+aqlgq)

En general, la expresion de la cantidad de informacién que corresponde a un fenémeno,

expresado por la variante '%
_% - ( X ! X 1 . = s xh )
P i FQ -t ?"‘

vendrd dado por la expresion | < == z P,1g P, = - H.  H, recibe el nombre de entropia por
la similitud que tiene con la medida del fenémeno entrépico, fundamental en importancia en la

Termodindmica. Por esta razon la teoria de la informacién gue comporta la zie2toriedad, en la

forma en que se ha presentado suele llamarse Teorja entrépice de ja informacién. Una propiedad

importante de la funcién I (P, P,, ..., P,) = - 7 P, Ig P;, consiste en que toma su valor maximo

cuando P, =P, = ... =P =p,
En efecto se trata de obtener el méximo de - Z P, Ig P; con Ia condicion 2 P, = 1;

Segin sabemos, por el Anslisis matemdtico, dada la particion de la expresiéon definimos
"

q>(P1Pi...Pn)=_§T Pigp+ A (2 B -)

Se trata de determinar las P, que cumpla la condicién:

SH(0... R
ot

¢ (F....%)
3P

!
o

como bqﬁ[f’....‘iﬂ: '[Qﬁ PL*K——]'f—'-":"-]'*‘ 2PLo:
o F

:—,Q%P;-ILK-)\*—'O



iuegoP;--e""‘=C(i=1,2...n)= ZPi=nC=I,

en definitiva Py =P, = .. =P = .
n

Este resultado indica que la maxima informacién corresponde al fenémeno de distribucion

uniforme. El valor de I serd entonces , 1=- 2 --L— lg -%-. =- lg ——‘—- = Ig n,
\ "

i

Todo lo anteriormente dicho sirve para el caso en el que se tratase de una variante

continua cuya funcién de densidad fuera f(x). La expresion de la cantidad de informacion

g == f o 000 Ig 1x) d
[rfx)ydx=1

Se demuestra facilmente que el maximo de este funcional corresponde al caso en el que

f(x)=k, para todo x perteneciente al conjunto g, es decir, se trata de la distribucién uniforme.
Estos resultados pueden ser generalizados a fenémenos multidimensionales.

Consideremos, por otra parte, la cantidad de informacién que corresponde al fendmeno

determinista, es decir, aquel en que s6lo se presente en un inico suceso S, es decir,
P(S)=P =1 PE)=P;=0 ;1% j
l=-(PylgPy+..+P g P +..+P 1gP)
cuandope=1l,plgp=0.

| ,
Sip=0 J\L»plgp=1i~._%§_£_.—;l(-—-«——f——-=0.
p=0 pz0 L. pae -
L et



Este resultado indica que la informacién que corresponde al fendmenc determinista es
igual a 0.
I=90
El fenémeno dicotémico indeterminista tendrd por nivel de informacién la expresion

I=1g2,

Es evidente que si tomamos logaritmos en base 2 la cantidad de informacion serd
I=1lgy, 2= 1, que recibe el nombre de "bit", unidad de informacién. Tomaremos para la
cuantificaciéon de la informacién logaritmos en base 2, lo que equivale a establecer como

referencia bdsica la informacién del fendmeno dicotémico.
1=- 2 Pjig, P, numero de bits
Una aplicacién importante de lo expuesto respecto a la maxima informacion; consiste en
aplicar los resultados obtenidos al caso en que se trate de un fenémeno aleatorio del que se

desconoce su distribucién de probabilidad siendo necesario, por otra parte, disponer de ella.

En este caso podemos adaptar como solucion la que corresponde al fenémeno de maxima

informacion, es decir, la distribucion uniforme.

Este resultado coincide con el llamado postulado de Bayes-Laplace que dice; "Si se ighoran
las probabilidades que corresponden a un fenémeno aleatorio, deben considerarse todas iguaies,
yva que no parece 16gico, al no disponer de conocimientos previos, dar mayor imporiancia z un

SUceso que a otro.

Como aplicacién de este principio tenemos los siguientes casos:

10



Si no existe ningin conocimiento la solucién es la distribucion uniforme.

Si se tratase de un fendmeno continuo de rango (0, o= ), ¥ Se conociera el momento de

X
primer orden m, la funcién de densidad seria f(x) = ._L e ™ (0, 02 ).
™
. . . 1 . .
Si se partiera del conocimiento de m y 0, la solucién seria:
7
‘ _(vem)
Sqt
f(x) = e O
¢ Von
Iil,- ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA.
1.- Estimacidn estocastica.- Como hemos dicho anteriormente el conjunto estructurado viene

representado por la expresion f(x b ) en la que x hace referencia a los elementos u objetos
incluidos formalmente en el conjunto, & representa la propiedad genérica que caracteriza a las
X y tiene, por tanto, una significacién paramétrica, y por ultimo, la f representa a las operaciones

entre x y B, por lo que tiene cardcter algoritmico,

Supongamos, por ejemplo, que se trata del conjunto de puntos que equidistan de uno

dado, P.

Los puntos x vendran representados cartesianamente mediante las coordenadas {x y z) en
un sistema tridimensional ortogonal y cuvo origen coincide con el punto P. La distancia de x al
punte P vendra dada por la refacion:\ x* +y?2 + 22 =r = ©& que. zomo se sabe. es Ia ecuacion

de la esfera de radjo 1, y, por lo tanto, se trata de l1a familia de esferas concentricas.

La estructura vendra definida por el parametro ¥,

11




El problema que pretendemos resolver es el de la determinacion de & 'y, para ello,
supondremos que se trata de un fenémeno estocdstico, es decir, que & es una variante cuya
funcion de probabilidad es T1 ( ® ) que, en el caso de continuidad, sera la funcion de densidad.

A
E! valor estimado vendra dado por la relacion © =E(B&)= f rROT(E )

a) Supongamos que se trata de la distribucién rectangular de rango {a,b), es decir,
11 {'e ): .__E__. . por lo tanto, el valor medio vendrd dado por la expresién:
-0
A ( L b2, a? a+b
6=E(8)= e'd&': T —,
LJ" a o \-.o(b- a.) 2

Este resultado tiene una segunda interpretacién. En efecto. si s6lo sabemos que a2 B ¢b
parece que tiene una justificacion, siquiera operativa, estimar &  por el promedio de los
extremos. Ahora bien, recordando que el postulado de Bayes-Laplace consiste en adjudicar a la
distribucién uniforme una preferencia l6gica, respecto a cualquier otra distribucién, ya que no
existiendo en principio ninguna razén para justificar diferencias en las probabilidades

correspondientes a los valores del intervalo a% 6 %b, debe ser adoptada la funcién de probabili-

dqad () &
(b o)

Por ultimo, existe otra justificacion en el ambito definido por la Teoria entropica de ia
informacion. Conforme ya vimos en el capitulo anterior, la méaxima informacién corresponde al
fendmeno en ef que los posibles sucesos tiene una funcién de probabilidad constante, por ello, la
distribucién uniforme conduce a una logica justificacién, en el ambito que considera Ia

aleatoriedad como fuente de informacién.
b) En el caso anterior hemos supuesto que no se dispone de ninguna informacion estadistica

respecto a los elementos que integran el conjunto. Vamos ahora a suponer que disponemos de

dicha informacién, es decir, que mediante un adecuado método obtenemos un conjunto de

12



observaciones x°y, x°%, ... x° de los elementos x,, x,, ..., X, que integran el conjunto estructurado

fix & ).

Esta metodologia supone que los x estdn estocdsticamente relacionados con © segun
una funcién de probabilidad P(x,, X3 ..., X, ® ) = Px® ) que toma el valor
P(x%), x%, ..., x°, B ) =1 (x°, & ) cuando se trata de la probabilidad correspondiente a los
valore_s observados y que recibe el nombre de *Verosimilitud”®, Esta funcién comporta un profundo

sentido critico respecto de los valores del parémetro estructural

2.- Inferencia bavesiana,

Si consideramos los dos fendomenos estocisticos x v v , correspondientes a los puntos x

y al pardmetro & , tendremos: Px NG )=Px) TT(E/X)="T (&)P /&),
wego 7T ( B7x )= Ii%/.g_)L . T (o)
x
§i nos referimos a los valores observados x°, tendremos: ( &k ) = B)) T (e) .
(x

" Este'resultado conduce a la importante relacién entre el "a priori" y el "a posteriori”
respecto a la informacién suministrada por los valores observados x°, Esta relacién constituye el

elemento basico de lo que suele llamarse "jnferencia bavesiana® en la "teoria de! conocimiento

estadistico”.

En efecto, la teoria clasica de la "inferencia estadistica” en lo que se refiere a! “contraste
de las hipétesis” formulada y sistematizada de forma magistral por Neyman-Pearson, se basa en
1a definicién exhaustiva de los dos posibles errores que pueden cometerse al admitir o rechazar

una hipétesis. Se entiende por error de primera espesie el que se comete al rechazar la hipotesis

cuando debiera ser admitida, y error de segunda especie al que se comete al admitir la hipdtesis,

cuando debiera ser rechazada.

13



En un congruente planteamiento logico los dos errores, atendiendo a sus
consecuencias, son esencialmente distintos, ya que si la hipotesis surge de la pretension de
completar la “imagen del mundo”, es m4s lamentable incurrir en error rechazando 10 que convenia
admitir dentro de las exigencias de una induccién, consisiente en sus fundamentos légicos, que
admitirla aunque dicha admision fuera errénea, Por elio, conviene expresar, en términos de
probabilidad, la categoria correspondiente a dichos errores llamando nivel de significacién a la
probabilidad de cometer un error al rechazar la hipoiesis, error que hemos llamado de primera

especie, y potencia a la probabilidad de rechazar 1a hipotesis cuando es falsa.

Si Hamamos error de segunda especie al que se comete al admitir 1a hipétesis siendo falsa,

su probabilidad serd la complementaria a la potencia.

Estas probabilidades de los errores dependerdn de la informacion que suministran los

valores observados x°, a través de la verosimilitud, I(x°, B).

Llamaremos regi¢n critica al subespacio observacional, que se caracteriza por que, si las
observaciones obtenidas pertenecen a él, la hipdtesis debe ser rechazada. A la probabilidad que

corresponde a esta regidn se le llama tamafo de la region.

Dada una region critica de tamano of diremos que es prepotente cuando tiene la maxima
potencia, es decir, cuando es minima la probabilidad de un error de segunda especie. Suele

llamarse a la regidn critica prepotente regidn critica propiamente dicha.

Ei problema furndamental que resuclve la inferencia, desde el punto de vista de Nevman-

Pearson, segun lo dicho anteriormenlte, es disuasorio en sentido estricto, ya que la infaormacion

estadistica de los sucesos observados es utilizada para admitir o rechazar la hip6tesis sobre los

valores estructurales,

14



Por el contrario, ¢l planteamiento bayesiano trata de utilizar la informacién suministrada
por las observaciones para mejorar la estimacion. En efecto, si suponemos conocida la funcion

de probabilidad TT (), la estimacién del parametro estructural, serd, como sabemos,

B+ J, 6T (6) .

Supongamos que x, son las observaciones de los elementos x, La expresién de la funcidn
de probabilidad, condicionada por las x,, serd I ( U/g, } ¥, por lo tanto, la estimacién del

A
parametro sers: O x_= jn © T (B/x)

L(‘foe’\
T (io}

T {s)

Como hemos visto anteriormente 11 (er) =

Teniendo en cuenta que JR T {Gf\(,} = |

u;,ndremos, A £ (){.} 8) T (&) =
?()ft) R

luego P(.{.) = jﬁ L (o 5) TT.(B)
.4Q, (!o B\ TT{&'\
Jo L lx®) T (6)

En definitiva T (0 /ﬂo) =

8 é ]QB -L(Xo B)TT (e‘}
La estimacion seré entonces A B

De forma andloga, si disponemos de los valores observados en n zagrupaciones, -

x(lo, vy x(“o, tendremos la sucesion de probabilidades del pardmetro estructural
(&) ® A ( 0) T (e)
T (9/;(; %o )= Ko L(xe0) T (8/x) = K, K2 & (4, &) (x; &) (6)

T (/a5 )= R Keatn L (0 B) R (5 ®) ... £ (37 6) T (D)
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Este resultado nos indica la ley de incorporacion de Ias nuevas observaciones para

conseguir una estimacién mds apropiada de la probabilidad del pardmetro estructural,

Ahora bien, en todas las formulas aparece la probabilidad T1 ( &), es decir, la que =

corresponde al caso en que no se dispone de ninguna informacién observacional y, por lo tanto,

de caracter totalmente "aprioristico®,

Para proceder a la determinacién de TT ( © ) tendremos que utilizar el postulado de
Bayes-Laplace, suponiendo que i} { B) es constante, es decir, que corresponde a la distribucién
uniforme, Otra forma de dar solucidn a la determinacion de 11 ( & ) consiste en proceder por

simulacién, es decir, aprovechando la informacién que suministra una experimentacién. en un

modelo isomorfa.

Supongamos que se trata de estimar la estructura de un fenémeno dicotémico, es decir,
que sus posibles sucesos pueden tener el caricter a o el cardcter b con probabilidades p y g,
siendo p + q = 1. Evidentemente, el pardmetro estructural serd p = ©.side D sucesos obtenemos
[ con el cardcter a y, por tanto, n-r con el caricter b. la funcién de verosimilitud sera

x,8)=067(1 - )" y, pOr tanto,

" (1-&)"" \
(68/v) = - T (&
T {81) [l er(i-e) mw(e)d® /

Si suponemos T (9\): K\ ]
‘ “- -
T\'[e’;"xa\j: Er(lﬂe) __:Q:_‘, er(‘”&"“ ‘ )

[Ter(rp)ae  Clec

por tanto

§ . Jle”'(s.e)“"am nrt | loileeroesl
Q‘\V_\:' > E\\'\;f_ ins n+ 2
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3.- Nitidez v borrosidad.- En todo lo que llevamos diciendo el problema de Ia estimacion del
pardmetro estructural depende fundamentaimente de la calidad de las observaciones apreciadas

por la contemplacién de los elementos observados.

Entenderemos por informacién nitida aquella que es suministrada por elementos que no
ofrecen duda respecto a la pertenencia al conjunto definido por el parametro estructural, Por el
contrario, cuando la observacién del elemento en cuestién no ofrece la certeza absoluta de
pertenencia, pero tampoco de no pertenencia 2l conjunto ¢uya estructura es objeto de estudio v

determinacidn, se dice que es borrosa.

De acuerdo con esto, llamaremos elemento nitido a aquel que pertenece totalmente al

conjunto y, por el contrario, elemento borrose al gue pertenece parcialmente,

Con el proposito de poder dar un tratamiento cuantitativo a la borrosidad, designaremos
por & al coeficiente de pertenencia. El parimetro & estard definido en el intervalo [0 1). El
valor O corresponde a 1a no pertenencia y el | a la pertepencia absoluta: Cualquier otro valor del

intervalo corresponde a una cierta borrosidad.

Si, por ejemplo, ¢ fuese igual a i/2, se diria que el valor observado corresponde a un

elemento que pertenece al conjuntc en un ¢incuenta por ciento.
Evidentemente, los o/; dependen de & | o= (6.

La probabilidad que corresponde 2! ¢lemento x; con un coeficiente de pertenencia o,
puede considerarse proporcional a & ;, es dscir, Pix;) = Cot ;.
L
Si X1y Xg4 +euy X, 50N l0s elementos del conjunto 2 Plxe): C (6t +olq 4o 0t )
i

o
luego Y (_Yl ) < -

ol v tdq & ... v = SN
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La funcién de verosimilitud correspondiente sers
R {sixa. xu, b)) = P (% ..xu)= 'P(sz.)P(xz)... Plxu)=
. ol By e () (o)
CRLITR A ({,l[e)-e . {9)4...*—.?“(9))“

A partir de este resultado, puede obtenerse la expresion

T [8/%) = C & (x8) T (8)

IV.- IDENTIFICACION ESTRUCTURAL.

i.- Equivalencia estructural.- Como hemos visto 3melri0rmeme, ia metodologia correspon-
diente a la estimacién de la estructura se basa esenciaimentie en que los elementos x son
observables y estdn relacionados estocasticamente con el parametro estructural segin una funcién
de probabilidad ?0, (x) de la que se deduce la "verosimilitud" I(x,, & ) correspondiente a una

observacién concreta X,

Basdndonos en el profundo sentido critico que la funcién de verosimilitud tiene respecto

a los posibles valores del parametro estructural & definiremos como gstructuras observacional-

mente equivalentes aquellas para las cuales las verosimilitudes correspondientes son iguales.

t 1] [} N
Representaremos esta definicion de Ja forma O ~v B —» £ [Kw B )= ] (io, 1%} )

Esta definicion nos permite considerar el espacio estructural & como conjunto de
J

estracturas integradas en clases de equivalencia.

2.- Identificacion estructural.- Cuando la clase de equivalencia consta de un s6lo elemento

diremos que la estructura estd identificada. En este caso, la equivalencia es una igualdad.

18




La informacién observacionsl es entonces suficiente para la estimacién de 1a estructura,

Estos resultados nos conducen a considerar a la identificacién estructural como problema

primario y fundamental.

3.- Funcién identificada.- Una funcion de la estructura f( & ) se dice identificada cuando

. . . |
toma iguales valores para estructuras equivalentes. Es decir, 5'«, 5" - -E (B ): P- [6‘") .

\ i t
En el ¢caso en que esta relacién fuese reciproca, es decir, -’,-(6' )= L(S‘) — D~ B

entonces la funcién recibe el nombre de identificante y se representara por I( ® 3.

La refacién entre el concepto genérico de funcién identificada y el especifico de

identificante es de singular importancia en la solucién del problema de la identificacion de la

estructura y viene expresada por el siguiente teorema:
Si f( & ) es funcion del identificante, es funcion jdentificada.

En efecto, si f(© ) = g(I(8)), para B b'", 3(I(Bﬂ=3(I (e")) ya que, I(B‘ )= I(&‘j,
luego 4 (&)= Q(eu\; . Reciprocamente, si B'a®' — &)= § [&“) existira unafuncion
del identificante g{l), tal que -! (&) =9 (1 (B\) . Si no existiera tal {uncién se podria dar

el caso en que &'~ A" no llevara consigo que i (B‘ )-. 1[8") , en contra del

supuesto.

En definitiva, podremos alirmar que la_condicién negesaria v suficiente para que una

funcién de la estructura sea identificada es gue pueda expresarse como funcién del identificante.
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De todo lo que llevamos diciendo aparecen las siguientes conclusiones de profundo

significado, tanto en el orden tedrico como en el practico:

12.- La funcién de verosimilitud es identificada vy, por ello, funcién de cualguier

identificante,

" En efecto, al ser funci6én del pardmetro estructural b , pOr una parte, y al tomar valores
\ . ve ‘s 1 4
iguales para estructuras equivalentes, es funcion identificada B ~8" —2 L (v, 8‘}= Uy, 5"

por lo tanto, I(x_ B) = g (I(B )).

2%~ Toda estructura identificada es funcién del identificante.

En efecto, al ser la estructura identificada, se cumple

O'ae" — &' 8"

Este resultado nos indica cémo se puede obtener el subconjunto O de un modelo &

identificable a partir del conocimiento del identificante,

b =9 (z(&))

3%.-  Teorema de Kadane.

Supongamos el espacio estructural b identificable, cuyo identificante es i = I &).

S2a B un elemento estructural correspondiente al subconjunte & el valor COrrespon-

diente del identificante serd i = [(§). La probabilidad correspondiente B sera

T(8) = w (1) 1 (8/0)

20



y, por lo tanto, _
T (6/0,) = ~—-——-—-2(’{° 5) T (6)
P (%)
Al ser la funcién o verosimilitud identificada I(x, © ) = (i) en la que f(i) = 0 (x,i).
Evidentemente la interpretacién de la funcion (i) es la de la funcién de verosimilitud cuando
el parimetro estructural es sustituido por el correspondiente wvalor del identificante

1" (x,i) = P (x/i).

En resumen, tendremos:

(8 /) - 1;((";/;} () T (&) -

Peo) T {4) 7 (8) ) = TU(8/:) 1 (/)
T (v

Este resultado constituye en esencia el Teorema de KADANE, que podemos enunciar de

i

la siguiente forma: "La probabilidad "a posteriori” de un parametro & perteneciente al conjunto
definido por e! identificante, es igual al producto de la probabilidad de ® condicionada por el
identificante, multiplicada por la probabilidad del identificante condicionada por los valores

observados.

V.- APLICACIONES A LOS MODELOS BINOMIAL, LINEAL UNIECUACIONAL Y LINFAL

MULTIECUACIONAL.

}.- Modelo bipomial.- Como hemos visto anteriormente, al fen6meno dicotémico le corresponde
el modelo binomial, siendo su funcién de verosimilitud Ix, & Y= B * (0 - & 7, cuya

representacién viene dada por la figura

P_ s e = a0 o/-/d"'\'\;.:- L(l’. ol)= 'Q—(Kb B“)
- - o/c'/ ------ \-:\:' TL
: : '~ B
e ; . : b~ b
/ L} -
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Tomamos 5 .ys 5r (l -é)n-r; segin el Teorema de Kadane tendremos:
T (0/vo) = T (6/¢) W{(L/x)
Evidentemente,
T(&6/i) =1
l - —_ -
T (i) ~—=— &7 (1-8)""

(r \n-r
|
luego é, __U‘__"_’;_ j E.,r.u (I—G)“‘r : !
Lr_Ulh.E ) n+ 2

Resultado ya conocido.

2.- Modelo lineal uniecuacional.-

Supongamos la relacién: ax; + b = = ;3 i=(1,2, .., n),enlaqueaybson pardmetros,

x; valores observables de x y £ ; variantes que dan categoria estocdstica del modelo.

"Vamos, de acuerdo con lo dicho anteriormente, a obtener la funcién de verosimilitud que

corresponde a las variables observables.

Suponemos que la funcion de probabilidad conjunta correspondiente a las variantes & .

se representa por f( £ 4, & ,, ..., € ). La funcién de verosimilitud vendra expresada de fa

forma:

0(8,¢,...8u)
L(x‘xi... xH,B) (&, ‘

1{0.3(4*'1:}&)(1410!...0\)(“*\9) -
& (X. ¥y, .. X..\'i

’ll

n

{r

£ (axi+b, axyrl, .. axu+b) lal™
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Supongamos el modelo que resulta de multiplicar por la constante k:
Kax,+Kb=K€;= 7 ;5i=(,.,n)

La funcién de probabilidad correspondiente a las ¥ ; cumple la relacion

PUG )= (e i) Ll

a que b (... &) - .
" ® (---0) (/%)

La funcion de verosimilitud sera

1

L' (% - xe b')= P (Kax,+ &L, ... Koaxe+Kb)| Kal™ =

A (exist, ...

¥, + L)“‘/\()\“\K’:“!c\“
- L (x‘)f; ..

B

i =

{
Este resultado nos conduce a la conclusiéon de que dos estructuras & y 8 sen equivalentes
observacionalmente, es decir, que el producto de los parametros estructurales a, b, por una

constante k ¥ 0 conduce a una estructura observacionalmente equivalente.

- Para resolver e} problema de la identificacién estructural, pretendemos la determinacion
de un identificante,

Consideremos dos estructuras B = (a,b) y B'=(a,b") =(Ka,Kb) sierio K =r 0 que,
como hemos visto, son observacionalmente equivalentes, y definiremos la funci¢s: f{ & ) = b/a.
Si(ab) ~ (a'b') ——=» bja=Db'/a"

Reciprocamente:

b/a=b'/a' ——> b'/b=3'Ja —ra'=Ka — B r <

b'= Kb

Estos resultados nos indican que se trata de un identificante (&) =

b

———

G
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Si representamos cartesianamente & (ab) veremos

son el lugar de estructuras equivalentes observacionalme

" Elegiremos como modelo  identificado & =i = b/a,.

+ Seguin el teorema de Kadane
T (§/x)= T0(6/1) T (/)

T (6/8) - | | )
Al (i/v‘)= L{V(K1-.X\§) s \P(oo(i.*i.)...&,-\gh.x.(,n \&5\

Supongamos que €, E,, .. E  son estocasticamente independientes v normales N(O 9]

. - &2
es decir, : e %

e

" L4
1 -er !
S " -z 2 (G\’(f"'l“-"; e
[ [k Y —
K“"E;J:I\ﬁ.._-) e' -
2

v “
ATINNRE S CED)
B )
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Ahora bien, si ¥ eslamedia 2¥r/n , tendremos:

% ( %e -})24 n (I‘PC)‘Z*{-Q (¥ )3 ( !.;—E?} =

Fz Py

v (xe-x) a4 n(540)°

Me
~~
x

-
I
w !
4
X1
+
-
el
]

ya que: P (xc-i);—o

En definitiva, tendremos 2 - A2
- O-oKQ n (x o L)

L (%, ...%.,B8) = K e

Se trata de vna distribucién normszl de i con X como valor medio.

De aqui se deduce que la estimacion del modelo estructural viene dada por: G = G
(9 = =Qp }'_L

3.- Estimacion del modelo multiecuacional -

Consideremos el modelo multiecuacional

BY, + I' Z,=E,

Yt

en el que Yt= Yot ' 1=1,2,.,T

Yut
es el vector de variables endogenas;
it
2 L - 2.1 t
Zuc
es el vector cuyas componentes son variables exdgenas,

£t
Cp:| &t t=1,2,...T

- k]
.

E.t
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es ] vector cuyas componentes son variables aleatorias. Finalmente B y T' son matrices (m.m) Yy

' (m.n), respectivamente, cuyos elementos son parametros (B no singular).

Efectuando la transformacién
-1 _
el modelo queda expresado en su forma reducida, es decir,
. -1 ‘
Y, = A.Zt+1} ¢ » A=-B*. T
Vamos a hacer la hipotesis de que las variables aleatorias para cada valor de t tienen una

distribucién conjunta normal multivariante con media O vy matriz de covarianzas

&t A )\“ - Al.“
Z: E[EEE'E] N E [ E'}t '(E't E'?-*-"‘ &t\} ) >\11 >\'n.-. )-tm
e Mo g

En consecuencia, la funcién de densidad conjunta para cada valor de t seré:

€. = A e El-%- -ep.s7 &t
¢ (&) (:F::) \ e

a5t

Ademis, supondremos que la distribucién conjunta de &,, € ,, ..., € yes
también normal multivariante con valor medio igual a O, la matriz de covarianzas ( 2 ) es

independiente de t, y no existe autocorrelacion ni correlacién serial, por lo que se verifica

E[EI E’llz""=E[ETE,T]=ZI Y E{éitEjt+h]=0 H VI#J ’ Vh#o

Por todo lo anterior, la Matriz de Covarianzas de £ |, E,, ey e-rse:ra de la forma:
\ '
E,E: &, ... & By 20 ...0
s}

S-€ (ge)=E|- - - - - ---" | T[0T...0
ExE &+ E€. ... ErEg C el
0 0o ... 2
La distribuci6én conjunta de los vectores aleatorios &€ ;, &€ ,, ..., &, serd pues:

N[ €/0:% ]
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y su funcién de densidad:

1 (9. 'Y(\i\)‘ o

N -
ik
m——
Me
v
m
w_J
-‘
1
0 o
i
m_
12 [P
LA
m
-

Ve

Para calcular la funcién de verosimilitud correspondiente al modelo reducido
Y, =Rz +7 por ser E(E)=0 y M,=B'. g,
resulta E(mMy=0, Vt =12, ..,T.

Anidlogamente, la Matriz de covarianzas de "[ ¢ Sera:
‘L =EM M )=B'E(E, €°)¥ 1B 7 B!
ylade 7 1 N g5 wees 1] T

] ", . SL0D0..0
SLR G P DR e PO I G i SO 5 | O RIS
’;tr 06 0O.. Lo

Lo que supone afirmar que los vectores aleatorios r{ 1 Tl 2 ,Tl 'r tienen una distribucién

o
conjunta normal multivariante con media O y matriz de covarianzas £L.

Si ahora efectuamos la sustitucién "1 =Y, - Az, llegamos a 1la
N
conclusiéon que la distribucién condicionada P (Y/ A,Z,OLY=E N[ A.Z: .,
-}

es decir, normal multivariante con media A . Z y matriz de covarianzas L.

Ahora bien, considerando a £} como elemento estructural, cada estructura vendra
dada, en general, por los parametros estructurales, es decir, los elementos de las matrices B v r

.y por la matriz de dispersién £} . Es decir, B =(B, [ , (L)

Por tanto, P (Y/A,Z,.L1) es la funcién de verosimilitud de la forma reducida del

modelo.
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P
Entonces, dadas dos estructuras B y B tales que
.
B
5"

(8, 1, )

. N B el ?g O‘“
(8,r )

se verificara para ias funciones de verosimilitud correspondientes:
1Y/ B8Y) # 1(Y/8™), ,
pues al ser R # A v {1 # 0 se obtendran dos funciones de densidad normales con distinto
valor medio y distintas matrices de dispersion.
1 n
De aqui obtenemos la conclusion de que "si dos estructuras © v &  son
observacionalmente equivalentes, han de ser iguales”, ya que, si no lo fueran, tendrian distinta

funcién de verosimilitud,

Por otra parte, como ya sabemos, si las clases de equivalencia estan formadas por
\
un solo elemento, la estructura D es identificable y ha de ser funcion del identificante, por lo

que los elementos que integran la estructura podrin ser determinados una vez conocido el

identificante,

En efecto, en primer lugar el identificante sera la siguiente funcién de E'l .
1(BHy=1(B, M, )=(B1." B Z BY
El problema consiste en determinar la estructura 0‘ =(B, I , T )conocidos A yL2 . Sin
embargo, el sistema A = -B"? . ' tiene mayor nimero de incognitas (m.m + m.n) que de
ecuaciones (m.n)'por 10 que s2rd necesario introducir restricciones a priori, por eje-mplo que m.m

parametros estructuraies sean nulos. 2 fin de evitar que el sistema sea indeterminado.

Una vez obtenido B, la determinacién de 2 es inmediata a partir de la relacién

BB = 2.
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En cuanto a la estimaciéon del modelo multiecuacional, como sabemos, lo
fundamental es el conocimiento del identificante ya que de é! se desprende la determinacion de

la estructura. Asi pues, dado el modelo

BYe o r‘zt=8t s t=1,2...T
el problema de su estimacion se apoyara en la estimacién del identificante, es decir, del modelo
reducido,
La forma reducida es: Y=Rh2 + Y
\/' = 2"_ ﬁ' - Yl,
- %®'. €
en la que:
' Yie \
N - T
\!: (V.Yz...\{’r) e \i{'-: )i?'t ) ) t=1.2
Yt
2: (2 2q.--8t) y  Ze

"
/‘\ e
[ SO ’
< -
. 4]
——
A+
"
~
_{

e
gz (& Er... &) y Se = [ e , 1,270
éu\:
Siexpresamos las filasde Y, A v TL por Y{r)‘ A(r). "1 (r) o (r=1.2, ..., m)

tendremos: Y=Z Aun+ " 0

Si ahora definimos los vectores:
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5307406544

la expresion Y’ = Z' . A® + )" queda

\'I(l) ija‘(,) + "2|(|)
Y= ‘{‘(zJ Tl 2R e
Y'(w) Z'R'[w) + ' (w)

Expresién equivalente a

2'¢»d>-..¢\
Y° . b 2 o ... D LR ey
vd e e

z

que puede ponerse de la forma Y°=M.A%+ *?L°, siendo
i
2" 0 $... 0
M = o 2' ¢ ... 0
6 & ¢ -2

Se trata, por tanto, de estimar los parametros

Qiy
Q2
Qw
R" Q2
Q.
GMI

Qrwm

a partir del conocimiento de Y°y Z.
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