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INTRODUCCION

El problema de resolucidm de singularidades plantgéa“
do en el lenguaje actual consiste en demostrar, o probar
la falsedad, del resultado siguiente: |
Teorema 1.~ Eéra toda variedad algebraica X sobre un cnérQ
po algebraicamente cerrado K, exiéte un morfismo 7 : X...)X
tal que: | S
i)-Y es no singular
ii) = es propio

-1 . . .
iii) = v.® "(U) =U es um isomorfismo para un cierto

Loy

abierto U denso en X.

Una variante del problema de resolucidn consistev;h
considerar la variedad algebraica X sumergida en una va-
riedad no singular Z y demostrar el teorema siguiente;
Teorema 2 .- (Resolucisn sumergida). Sea X uma subvariedad
algebraica de una variedad no singular Z definidas ambas
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K, Existe un more
fismo m ¢ Z'.....>Z tal que: .
i) Z' es no singular
ii) = es propio

sx") (2-X) = 2-X es un isomorfismo
(z-%)

iii
) @ -1
N

[
Er

iv) Las singularidades de ‘w~1(X) son cruzamientos norma~

les

El primer intento de resolucidn del problema en el
caso general es de Jung y en l.enguaje moderno es el siguien-
te:

Teorema 3.- Teorema de resolucisn local.- Sea X una varie-

dad algebraica sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K.

Existe una famlllavde aplicaciwones { fx: Yx"">Ux} xeX

tal que:

i) Y es liso, f s propio y f induce un isomorfismo so-
bre algiin abierto de U,
ii) Ux es un entorno abierto de x en X

y -f-1
- X X

iii) f es la normalizacidn de U_-{ x}
X (x) X



iv) V’xgx;s con dim S=0, fx es la normalizacién de'Ugéi;

Walker [45| , basandose en éste resultado llega facil-
mente a un teorema de resolucidn de singularidades de su-
perficies complejas sin mds que suponer ianS=x,\fxeSS '

cubrir x por la familia {ng J (X-S) y pegar, via la

xeS
unicidad de la normalizacidn, todas las resoluciones lo-
cales. La idea de pegar resoluciones locales es la base

del trabajo general de Hironaka para espacios analiticos,

La otra via de aproximacidn del problema fue la se-
guida por Zariski [4#8] , [uo] , [56] ,que resuelve las
singularidades de variedades algebraicas tridimensionales
por medio de explosiones centradas en curvas o puntos sin-
gulares que en cada etapa sean los de mdxima multiplici-
dad, su herramienta fundamental es el teorema de unifor-
mizacidn local descrito en [uj} Todos los trabajos de
Zariski son siempre sobre un cuerpo K, algebraicamente

cerrado y de caracteristica cero,.

El avance siguiente al resultado de Zariski es el
trabajo de Hironaka [18] . En éste trabajo, Hironaka,
prueba el teorema general 1 sobre un cuerpo K de caracte-
ristica cero. Sus métodos de trabajo son los de Zariski,
su idea la de Jung y su herramienta fundamental la teoria
de esquemas elaborada por Grothendieck.

En el proceso de resolucidn de singularidades de Hi-
ronaka, hay que separar dos ideas distintas:

1) Proceso de resolucidn local
2) Proceso de induccidn y globalizacidn

El proceso local de Hironaka se basa en un estudio
detallado del comportamiento de las bases de ideales por
explosiones y la posibilidad de encontrar una base, base
standard normalizada, con una cierta estabilidad respec-
to a dichas explosiones, A la vez se desarrolla un método de
control del estado de la singularidad compuesto por dos
series de funciones, la funcidn de Hilbert-Samuel y los
caracteres V' . La base del proceso de resolucidn local

es el teorema siguiente:

variedad algebraica sobre un cuerpo de caracteristica cero,
sea Y una subvariedad regular y cerrada de X y x € X. Locali-

cemos la situacidn en torno a x y llamemos m al ideal maximal
L



411

de ex.x ypal ideal de Y en BX.*. Si consideramos el-ideal
I de X, y para cada n» 0 tomamos los elementos homogépeos de

grado n de I, podemos definir una familia de conos Cy *(ﬁ)v
’ 1

en x, y para cada uno de estos conos podemos construir su

directriz T (n) (m&ximo subespacio del cono“respecfﬁ'al

X y%
cual &ste es invariante por traslacidn). Por otra'parté di—
remds'que la explosidn de X con centro Y en x es admisible
si X es normalmente plano a lo largo de Y en x, entonces se .
verifica que: |

i) Existe un sistema regular de pardmetros Zl,....,Zmide,ﬂ

tal que ¥n> 1, Zi""’zr(n) r(n)= dlmex - dim Tx.x(.n)]-

2 X

inducen una base de T {n).
X, &

ii) Y es un cehtro de explosidn admisible para X en x,éi \4
soclo si existe una base fl"""fm de 1 (ideal de X en x)
tal que:

vx(fi)= V%(fi) ())xc orden respecto a m. L@= orden

respecto a p)
iii) Si w:X"=----% X es la explosidn de X con centro Y, si es

admisible v si x“es un nunto cerrado de ﬂ—l(x) tal que

H = H,. . (funcidn de Samuel). entonces las transforma-
X.x X" ,x
: " * 0 - 0 a - F‘.o---q " ] 490 @ ¢ o &
das {z1’ Zp(1)S i 1 fm} de i71 Zr(1) y
fl......fm respebtivamente cumplen las condiciones §) ii)

en X“respecto de x| ,

Este teorema es bdsico para resolver el problema ﬁlan-
teado en los puntos infinitamente prdéximos. es decir, en los
nue se estabiliza la funcidn de Hilbert-Samuel. Fn el casao de
ser X analitico, el obtener este teorema es la finalidad de
la teoria del contacto maximal v este teorema es precisamgn-’
te el punto en que falla el traslado del proceso de Hironaka
a la caracteristica positiva, v es el que super~mos en este
trabaio.

La segunda parte del proceso de Hironaka es un razona-
miento inductivo (sobre las dimensiones de X y el espacio
ambiente) completado con un proceso simultaneo de elobaliza-
cidn de los resultados.

El trabajo de Hironaka completa entonces el problema en
el caso de ser X una variedad algebhraica snbre nn ruerpo de
caracteristica cero, no obstante los resultados obtenidos por
gl en el campo del adlgebra local han dado lugar a numerosos

problemas v resultados (Bennett [8], Giraud [11])



s@ﬁbevae aﬁﬁ'el-hnob)emé de’desingularizacién eﬁxibs‘i
raSns.eh.que X no es una variedéd algebraica sobre un
cuerpo de caracteristica cero, venémos brevemente cué hav he-
cho por el momento seedn las distintas posibilidades:

X variedad algebraica sobre un cuerpo de caracteristica

- Gy A A G NP D D MR GE s D G) N e G CE UD G A WP R S p TP A G P D WE A GD WD D D D A AP S G e AR NS WS A S GRS wn e m. - -

positiva

- e A an oo

Hav multitud de resultados parciales entre los que des-

tacaremos los siguientes:

1) Caso de dim X= 1. FE1 problema estid totalmente resuelto

D R R et

por multitud de matemdticos clasicos como Noether v Walker.

22_9§§3_§§_939_§_2.- Abhvankar er su tesis de Harvard de
1954 demuestra el teorema de resolucidn sumergida. Poste-
riormente Artin en 1963 modifica vy completa la demostra-
cidn de Albanese para dim X=2 (no publicado) v Abhyankar
independientemente llega al mismo resultado en el mismo
afio (no publicado). Lo que si ha publicado Abhyankar [i]
es el teorema de resolucidn en el caso de ser dim X=2 v X
un K-esquema siendo K un dominio de integridad excelente
con cuerpo de fracciones perfecto.

En éste mismo caso Hironaka (curso en el Bowdoin
College 1967 ) aplicando métodos derivados de una genera-
lizacidn del pnligono de Newton,[ié]. encuentra también

una demostracidn que debido a la existencia de pasos in-

completos tampoco ha sido publicada.

Caso de dim X=3.,- El resultado mi@s importante es el de

i R A e

Abhvankar Ei] que prueba el teorem~a de resolucidn para X
variedad algebraica de dimensidn 3 sobre un cuerpo de ca-

racteristica distinta de 2.3 y 5.

4)_Caso_general.- Se han consfruido algunos resultados par-

ciales entre lo0s que destacaremos los sipulentes:

géa jo de Ekloff.- Ekloff [1{] utilizando los teoremas

L R R e e

a)
de

mostrar un teorema que permite resolver las singularidades

Tr
Hironaka y las técnicas de ultraproductos consigue de-
de las variedades algebraicas sobre cuerpos de caracteris-
tica prima. La resolucidn es para todos los primos excepto

un nimero finito que depende de ciertos pardmetros numéri-

cos de las variedades.



El teoréma fundamenfal de Hironaka en el que se basa
Ekloff esti demostrado para esquemas algebraicbé reducidos
e irreducibles pero Ekloff ha creido mas conveniente com-
siderar tales esquemas como variedades abstractas en el sen~

tido de Weil, es decir como una coleccién’[vjjtbjk],(j,keJ)

de variedades afines Vj ¥ un conjunto consistente de mor-

fismos coherentes blrraclonales (bjk: Vi"""'>vk

F1 tecrema demostrado prr Ekloff es el siguiente:

Teorema 5.- Teorema de re<olucidn de singularidades ~n ca-

A Y R R D e WP A T S SN R G AR AP A - . S e G S D S D R WS GN NP A NS D N R WS . - " A -

racteristica p nara casi todo p

Para tndo entero positivo M, existe un conjunto firito de

nfimeros primes P (M) v un par de enteros positivos t', M'

tal que s? X es una K-variedad abstracta sumergida aue sa-
tisface:

1) La caracteristica de K no pertenece a PO(M)

?) X es de tipo acotado M

Frtonces existe una sucesidn finita de transformaciones

monoidales de K-~variedades 7n X]+1.‘-..)Xl, oLl<t, tal

1:
ane t <t', XO=X,'Xt es no singnlar v para todo 1St se veri-

fica que x1 es de tipo acotado M',

Para poder demnstrar &ste teorema basandose en el de
Hiron=ka de caracteristica cero, Ekloff usa las dos propie-
dades siguientes de ultraproductos:

Propiedad 1.- Sea P:i P\ P es niimero primo} . KD ur. cuerpé
de caracteristica p para cada primo p y D un ultrafiltro no
princinal en el conjnnto de tndos los primos. Tntonces el
nltraproducto de los Kp ~ron respecto al ultrafiltro D es un
cuerpo de caracteristica O,

Proniadad 2.- v i
--=-=====-=- Ll ultraproducto de los trans formados monoida-

les de varias variedades alrebraicas coincide ron el transfor-
mado monoidal del aitraproducto de dichas varieaades.

b)_Trabaies_de Hirenska,-Hironsk= en su articulo [18] se ocu:
pa del estudio de una generalizacidn de la directriz de wn co-
no, de importancia e<encial para la teoria de bases standard
normalizadas (contarto maximal) en raracteristica pdésitiva.
Dicho trabaijo ha sidc completado desnues por los de T. 0Oda

Eé] y H. Mizutani [35] cue han clasificado los grupons de Hiro-
naka proporcinn2ndo una base a J. Giraud p2ra su teoria del

contacto maximal en caracteristira positiva,
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32_223§§13§_§g_912539;: Giraud es el encargado en 1,966 del
comentario para el Seminario Bourbaki del trahajo de Hiﬁnhaka‘
sobre resolucidn de singularidades. A partir dé‘ééte momento
se lanza al estudio del caso de caracteristira -positiva, su
trabajo en este campo e<ta contenido en los articulos [14],
C1s), (18] . |

En ellos llega a establecer una teoria de1 contacfQ’ma-
ximal en el caso de caracterjcstica pés€tiva pero con una difi-
cultad esencial, en =1 caso de cararteristica O el contacto
maximal se obtiene via una variedad lisa (regular) mientras
que en caracteristica positiva resulta via un recubrimiento
ramificado y subsiste el problema de trasladar el 1indice de
ramificacidn por el proceso irductivo de resolucidn de singu~-
laridades. , J

Giraud en [16] introduce el concepto de "probabilidad
de simplificacidn", Se dird aue D= (Z, fl""‘ fm. n{(1).,e¢.
..eyn{m) ) es una probabilidad de simplificacidn cuando Z sea
un esquema noethe#iano regular ., los fi ideales inversibles de
E’z vy los n(i) enteros,

Un centro de explosidn admisible es un subesquema cerrado
regular Y deZ tal que, pAara todo yeY, fiez,vCZPn(i) siendo
P el ideal de Y en el anillo lwcal Bz’y. )

. . n(i

Un punto x de Z es sinpular si fiﬁz’x(:mz,x . La transfor
macidn de D por explosidn de centro admisible Y es:
0 0 0

D™ = ( Zo. fl""’fm’ n(1),....,n(m)) donde ZO es el estalladd

n(i) sienio P el

de Z de centro Y, f‘; es igual a £,/ (Pez.,)
haz de ideales de Y en Z.

Res8lver D respecto a un jpunto sinecular x de Z es encon=-
trar una sucesidn de explosiones admisibles :
z<~.z°<~.zl<_..<,*.z“ tal que mingun vunto de z" que se"proyed

. m
te sobre X sea singular para D .
Para resolver D, Giraud imtroduce el concepto de presen-

tacidén de un anillo 1local,
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Resolucidn _de singularidades _en el caso_algebroide,

- - S S S D G D D D G A W TR OP W EE D G WY S B WS G} W D S S G N Ny G GBS WP R U W SR WS MmN WS W

'En este caso el problema de resolucidn de sinzulaﬁféades.
se puede enfocar de la manera siguiente: _
Sea ¥ una variedad algebroide, ertonces resolver las singula-
ridades de X sera lo mismo que ronseguir que disminuya gh fun=-
~nidn de Hilbert-gamuél. '

F1 objetivo de esta memoria seri el estudio de este.pro-
blema. ' ”

Direﬁos que X es una variedad aleebroide cnando
X = Spec (K [[zik....zc, wl,...,wd]j / 1 ) con L radical vy
K un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cualquie-
ra. .

Fl resnltado del trabaje ha sido la demostracifn del siee’
Fuiente teoremA:

. Fxiste un nfimero
): X(l)..‘_>x(i“1)‘

Taorema 6.- Sea X una variedad algehroide
. . . i
finito de transformaciones monoidales n(

(0)

ron X = X, 0<is$p tal aue

4
HX‘P‘ < HX
donde Hy es la funcidn de Hilbert-Samuel de X.
Previamente se demuestraa 10S dos reasnlt>dos sisnientes
hdsicos para la demostracidn del teorema,
Tecpema_7.- S1 X es una variedad algebroide ¢l ideal d4@7
X posee una base standard normalizada,
Teorema 8,~- Si H es una hipersunarficie algebroide. Txiste

un niimero finite de transformaciones cuadriticas

£ 4 HCI=1) on 1% - w ocisp tal que

....)
YV (1P ev ()
0 . ’ Q :

~

siendo VO(H) la multiplicidad de H.

La memoria consta de cuatro capitulos. El objeto’del
primer -capitulo es el describir las propierdades del anillo
K[[jl""’zc’wl""’wé]]' ctd=n. anillo de series de pntencias
formales en n irdeterminadas sobre un cuerpo K algebraicamen-
te cerrado y de caracteristica arbitraria., Dicho capitule se
encuentra dividido en cuatro secciones.

La seccidn 1-1 estid dedicada 2 introducir las notacio=-

. . / .
nes que se utilizaran en el resto de la memoria.
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En la seccidn 1-? se denuecstra el teorema nrenatatorio
de Weiersstrass-Hironaka-Aroca, de inter@s esencial a la ho-
ra de elegir bmses estables respecto de explosiones,

En la seccidn 1-3 se detallan las contrucciones de 1las
filtraciones v graduaciones pesadas de ,
K[[zi.....zc,wi......q&[}= Kn;a,ﬂ]], gcrudiandose como cggo
particular las filtraciones P-&dicas. para P ideal generado
por una parte‘(Yl,.....Yr) de un sistema de parametros de
K[L&,E]]. Por {iltimo en esta seccidn se detalla el podigono
de Newton de una hipersuperficie algebroide. Se= féK([&;ﬂ]]PO—

A = A B
iy cfAE- £ zh oy
Aezo 0?

dremos escribir:

donde fAeK[Eﬂj], fAB€K y donde, como es usual, Zo designa

el conjunto de los enteros no negativos.

Escribiremos

- ’ c d_ ,c+d
éz’i(f)-{(A,B)ezox 2,= 2 ‘ fpt o}

s v
Representaremos EEZ w(f) en RZ, asignando a cada (A,B)€E
]

&EZ w(f) el punto (1B} ,{Al )eRQ.. Al cierre convexo de

’ .

E-Z w(f) se le llama clasicamente poligono de Newton de f
~'~ ) ) V '

respecto del sistema de pardmettros (g,ﬂ). En la seccidn 1-3
se formaliza el concepto de diagrama de Newton y se esta-
blece una notacidn que se utiliiza esencialmente en el ca-
pitulo III. La formalizacidn del concepto de diagrama de
Newton sigue el proceso de Hironaka [19] ,en un caso mu-

cho méds simple porque no nos preocupan las posibles dire~-
ciones sino solamente los bloques (E)'(ﬁ)'

También prepararemos la forma f de manera que en el
diagrama de Newton de f exista siempre un punto en el eje
de ordenadas. Para ello demostmamos la siguiente proposi-
cidn :
Proposicién_9.- Podemos consegiuir un cambio de coordena-

das del tipo

' = i =
WE = W #N ) Zy teesnt )‘cji Zos i 1oaed, N\ €K

Z.g 1. = 1oo|c

YA
l 1



de modo que ing(f)¢( _\,-i,...,ﬁé )Krg" ,E']

En la seccidn 1-4 se caracterizan las variedades éfﬁé-
broides. Los resultados esenciales son: ”
a) Caracterizacidn de las variedades algebroides regsulares
b) Caracterizacidn de la transversalidad
c) Platitud normal de una variedad a lo largo de una subva-
riedad
d) Existencia de las bases standard normalizadas para iQéa-
les de K[[Z,%]]

Teorema 10.- Teorema de existencia de las bases standard

- D > e A P S S S W e P P Gh eSS G S En G e W S G N b A G AP S WD G G Ee S G G P W Gy G W D W

- un ow o anoner ey an

Sea V= V(I) una variedad algebroide, W la variedad algebroi~

de regular, W = Spec( R/ ) y V una variedad con-

( Zl,...,ZC)R

tenida en la interseccidn de V v W. Suponramos que V es
normalmente plana a lo larco de VY v aue W es transversal
a V. Entonces existe una base \fl.....fPS del ide~1 I tal

que

i) Las formas iniciales (f ..?p) forman una bhase minimal

1\..

del idenl 1n (I) del cono tangente a V.,

) Y (F)SV(F,) 1Sy

i+1
s o . = <.< > o B
iii) ‘vr(fi) vgffi), 1<i<p, siendo X%(fi) el orden de
fi en la filtracidn de R determinada por el ideal que defi-
ne la variedad U .,

iv) 'f_ié:(}z)l([i;,z{] es decir W es.transversal a cada hiper-

superficie Si = Sper( R/(fi)R)'

v) Para cada i = 1,...,p . f, esti normalizada por (fi;:;;.

""‘fi 1) con respecto a las variables ZaW. (Se supone

que f1 estid normalizada por la familia vacia).

Fn la demostracidn del teorema fues~ un papel prepon=-
derante el teorema prenaratorio de Weiersstrass-Hironaka-

Aroca demostrado en la seccién 1-2,
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FF1 objetivo esencial del capitulo II es el describiri'
las explosiones (blowing-ups) de ideales de funciones alge-
broides en n indeterminadas con coeficientes en un cuer§§<
algebraicamente cerrado. El capitulo'se divide en ocho

secciones.

La seccidn 2-1 estd dedicada a caracterizar el anilloe
de coordenadas de una variedad algebroide.
Llamaremos variedad algebroide intrinseca o simplemente
variedad algebroide a Spec (L1 ) siendo O un anillo local
noetheriano, completo. equicaracteristico y reducido, de
dimensidén de inmersién finita y cuerpo de coeficientes al=-
gebraicamente cerrado. Aplicando el teorema de estructu-
ra de los anillos locales completos se demuestra que ésta
definicidn coincide con la definicidn de variedad algebroi-

de sumergida del capitulo I,

En las secciones 2-2 y 2-3 se definen y caracterizan
las transformaciones monoidales y cuadraticas de variedades
algebroides.

Sean O el anillo de coordenadas de una variedad alge-
broide, P un ideal primo de 0 y BlP(Cl) = Proj (ggo Pn;y

Demostramos que BlP(C]) es un Spec(U )-esquema proyectivo

de tipo finito, para ello construimos mediante un proceso
de recollement al estilo de Grothendieck [17] , la pro-
yeccidn m BlP(El)---—) Spec(Tl ). Al morfismo ¢ le lla=-

mamos explosidn global de Ul con centro P, Si P es un ideal
primo de U diremos que n es una transformacidn monoidal
de U con centro P y si P=M a la transformacidn = la lia—
maremos transformacidn cuadritica.

Sean f,,...,f_ un sistema de generadores de P, f, =
1° *r i

=in,(f,), i=l...r y N el anillo graduado K [fl,.‘..,fg

supuestos los ?} de grado 1, entonces la fibra de & en M es

Tl(M)=Proj( @ " 4

n20

MpP )X Proj (N) -fﬂ

Se llama divisor excepcional de una transformacidn -

cuadrdtica o monoidal g al esquema proyectivo fl(M).



. . » ’ ) . i _1‘
Se verifica que el conjunto de puntos cerrados de T (M)
estd en correspondencia biunivoca con las .direciones

(dl’c no,‘dr)" ﬂiéK.

La seccidn 2-4 estd dedicada al estudio de los transfdre
mados monoidales del anillo de coordenadas de una variedad
algebroide. Ep ésta seccidn también se define y caracteriza
el transformado estricto de un ideal de 0 ., : ,

Demostramos que si T' es un transformado monoidal de
una variedad algebroide {1 , entonces (' es equicaracteris-
tico y reducido pero en general no es completo, Debido»é ello

definimos los transformados formales en la seccidn 2-5.

Definicidn 11.~ Sea [0 el anillo de una variedad algebroide,

O' un transformado monoidal de 13 con centro P. LLamaﬁemos
transformado monoidal formal de ) con centro P a C1' com-
pleccibén de Ul' respecto de la topologia M'-3dica, con M!
ideal maximal de U'. En el caso de que P=M diremos que ?3'
es un transformado cuadrdtico formal de O , |

Asi de ésta manera Ei' serd el anillo de coordenadas

de una variedad aléebroide.

. Los objetivos principales de las secciones 2-6 y 2-7

son: |
a)Cidlculo de las ecuaciones de un transformado monoidal (res-
pectivamente cuadrdtico) formal de una variedad algebroide.
b) Demostracidn de la equivalencia entre los transformados
monoidales (respectivamente cuadriticos) formales intrinse-
cos y los transformados por ecuaciones.

En la seccidn 2-6 construimos el transformado cuadréfico
de una variedad algebroide. Para ello demostramos la siguien-

te proposicidn:

I e

J' su transformado estricto en WU'. Consideremos una base
standard norawaliza:da ds21 ideal J formada por los elementos

fl""’fs’ ésta base verificard, entre otras propiedades,

que GvE(J,Ei) ( Inﬁ(fl)....,lnﬁ(fs) )Grﬁ(Ei), con M ideal

maximal de O , Sea v, = v=(f.).
1 M i



all

En &stas condiciones tendremos que:

SANE IO S fl/x;‘,..., £L = £/ x;s)ﬂ'

Esta proposicién justifica la importancia de las b?ges
standard normalizadas cuya existencia demostramos en el ca-
pitulo I. |

Siguiendo un proceso andlogo construimos también el

transformado monoidal de una variedad algebroide.

En el capitulo III desimgularizamos mediante transfor-
maciones cuadrdticas formales una hipersuperficie aigebroide
de k™. Entendemos por desingularizacidn en el caso algebroi-
de el proceso siguiente:

Si H es una hipersuperficie w@lgebroide de ecuacidn

E(Zy W,y yene W _

N

) = 0 con vw(f) V. Probamos que mediante

1

un ndmeroc finito de transformaciones cuadrlticas formales

(n)

n

se llega a una hipersuperficie algebroide H de K~ de

(n)

ecuacidn f 0y vM(f(n))<'v,

Sea H = Spec(U) una hijpersuperficie algebroide,

O = K[[Z,W, 3000 ,W " . - ,
[C2,W,,.ees¥ 4] JE 0 P TP 11 | €% SO I

El teorema preparatorio de Weiersstrass permite escribir la

ecuacidn de la hipersuperficie H en la forma

Vo1

\V )
f(Z,Wl,...,W ) = Z +‘e1(w1’.ctgyln )Z FTervene

n-1 -1

-0001'\‘)\)_1( wi’...'wn"l )z +\TV (wl’."’wn‘l )=0
T LPETERIN YEK[LW, 4ou ,wn_lj], vgpfi); i

Si la caracteristica del cuerpo K no divide a Vv siendo
v la multiplicidad de la hipersuperficie entonces con 1la

transformacidn

Z =2 +6f1 (ng---’wn-1) /v)

se puede considerar que la ecuacidn de la hipersuperficie

es de la forma

' . = Vv 1] t ,'\)_2
f(Z "41.'oo,un-1) Z ‘.‘T2(wl’ooc,dn_1)£ *'tl‘.

oot (W D2 P (M e L) =0



Asi en el estudio que hacemos de hipersuperficies dis-
tinguiremos dos casos: ' ' '

er S . ' ' T S
1 caso,~- La caracteristica del cuerpo K no es divisop de

la multiplicidad de la hipersuperficie,

[o] P . . -‘. ': ,'
2~ caso.~- La caracteristica del cuerpo K es divisor de la

multiplicidad de la hipersuperficie.
En el primer caso podemos suponer que en la ecuacién

. - - ) \)-1
de H no existe término en 2 o

En la seccidn 3-1 estudiamos con todo detalle el diagra-
ma de Newton de una hipersuperficie siendo nuestro primer
objetivo el estudio de la variacidn de dicho diagrama median-

te una transformacidn cuadritica formal.

En la seccidn 3-2 se demuestran los dos teoremas de de-
singularizacidn en el caso en que la multiplicidad de la hi-
persuperficie H no es miltiplo de la caracteristica del cuer-

PO K.

_________ n-i) = 0 la ecuacidén de la hiper-

superficie H cuya forma inicial fv(Z,Wl,....Wn_i) no es la

potencia wv-esima de una forma linezl. Se verifica entonces
que la multiplicidad de H de:crece mediante una transformacidn

cuadritica.

Teorema 14,.,~- Sea f(Z,Wi....,wn_1)=0 la ecuacidn de la hiper-

superficie H cuya forma iniciial fv(Z,W1,...,wn_1) sea la po-

tencia v-esima de una forma lineal. Se verifica entoaces que
la multiplicidad de la hiper'superficie H decrece en uan nmero

finito de transformaciones c:uadriticas.

Para la demostracidn de:1 teorema 14 utilizamos el dia-
grama de Newton de H referidlio al sistema de coordenadas

(z,wi,...,wn_l), comprobando) previamente que se puede conse-

guir mecdiante un cambio de vrariables el que en el diagrama
de Newton de la hipersuperfilcie exista un punto situado en

el eje x.



En la seccidn 3-3 se demuwestran los dos teoremas de de-
singularizacidn anteriores en el caso en que la multipliéidaq
de la hipersupérficie H es miltiplo de la caracteristica del
cuerpo K.

Luego en éste caso también demostramos que la multiplicidad~

de la hipersuperficie de ecuacidn f(z’wl""’wn~1) decrece

mediante una transformacidn cwadrdtica cuando la forma inicial

‘fv(Z,Wl,...,Wn_l) no es la potencia v -&sima de una forma li-

neal y mediante un nimero finito de transformaciones cuadri-

ticas cuando si lo es. Hacemos la demostracidn primero en el
m ™ y

caso de que v= p , m21 vy segundo cuando v = l.p , m21

siendo p la caracteristica del cuerpo.

El capitulo cuarto estd dedicado a la resolucidn de sin-
gularidades de las variedades algebroides en general, via
contacto maximal.

Sea X una variedad algebmroide de anillo de coordenadas

0. Utilizaremos entonces la siguiente notacidn
Hy = fig

siendo ”E] la funcidén de Hilkiert-Samuel del anillo local .

La seccidn 4-1 estd dedicada a demostrar el teorema de
Bennett, que establece el comportamiento de la funcidn de
Hilbert-Samuel via explosiones.

Hemos visto que en la ressolucidn de singularidades de
hipersuperficies, la multiplicidad juega un papel esencial
ya que mejorar la singularidadl consiste en bajar la multipli-
cidad de la hipersuperficie derspués de varias transformaciones
monoidales o cuadréticas. Hemos definido la funcidn de Hil-
bert-Samuel que jugard en el caso general el mismo papel de
la multiplicidad.

Si X es una variedad alge:broide de dimensidn d, se de-
muestra facilmente que

n#d—l)

He(n)2 144

y Hy(n) = gi;l'ﬂ>Vn¢:;X es regular



Luego nuestro problema queda reducido a conseguir bajar

el valor de HXAmediante transformaciones monoidales o cuadra-
ticas. En virtud del teorema de Bennett sabemos que Hxvﬁo~

crece mediante una tranformacidn monoidal de centro Y, con -
X normalmente plana a lo largo de Y.

El problema se presenta cuando Hx se mantenga constante,

para resolverlo introduciremos el contacto maximal, pues sa-
bemos que si X posee contacto maximal, la funcidn de Hilbert-
Samuel baja en un nimero finito de transformaciones monoida-

les.

En la seccidn 4-2 se define el contacto maximal para va-
riedades algebroides en general y se caracteriza para el caso
de hipersuperficies,

Consideramos K un cuerpo algebraicamente cerrado de ca-

racteristica p y H una hipersuperficie algebroide sumergida

en K" de multiplicidad v , con v = pm, m<Z 1, En éstas condi-
ciones no existe siempre contacto maximal, es decir, se pue-
de encontrar una hipersuperficie H de manera que para cual-
quier hipersuperficie regular<ﬁ, se verifica que W no tiene
contacto maximal con H. |

Demostraremos sin embargo un teorema que nos dard la

. . . m
existencia del contacto maximal en el caso de que vgEp , mZ 1,

Las siguientes proposiciones ncs dirén en qué condicio-

. . m
nes existe contacto maximal cuando -v= p .

Proposicidn 15.- Sean K un cuerpo de caracteristica p y H una

.
- - - - - -

. .. . . n . a
hipersuperficie algebroide sumergida en K de ecuacidn

JEI PPN I AR ST ¢ PSP F Ak PP

n-1 n-1

...+\fv(wl,...,wn_1) = 0, \)O(‘fi(wly"'an_l) )'>’l‘

La hipersuperficie H no tiene contacto maximal si y solo si
se verifican las dos condiciones siguientes:

. m

i) wv=p

ii) Existe h una funcidén de prueba de W, siendo W la hipersu-
perficie de ecuacidn Z = 0, tal que el primer segmento del

poligono de Newton de H, tiene solo dos puntos y en losvéjes,

h

puntos de coordenadas (0,y) vy (lv,0), 12 1.



- Sea K un cuerpo de caracteristica p. Sea

- e e - -

, C . . . n .
li la hipersuperficie aljebroide sumergida en K de ecuacibn

sY =1 - ’
ZV ’.\fl(wl’..'.wn"l)‘z +ovooo+f\)-1(\41'-00’wb_1){:+

+ (v o e gl ) =0
\fv 1°*°° f n-1

con o

i) v = Pm

ii) el primer segmento del poligono de Newton de H tiene so-
lc dos puntos y en los ejes. '
Entonces la hipersuperficie algebroide H no tiene contacto
raximal.

Se prueba en la memoria que el reciproco de la proposi-

cidn 16 nc es cierto.

In la seccibn 4-3 estudiamos el contacto maximal para
variedades algebroides en general. Ll método que sepuiremos
©e1& counsiderar la variedad como yna interseccidn tangencial
adecuada de hipersuperficies o lo que es lo mismo trabajar
con bases standard normalizadas.

Sabemos que si X es una variedad algebroide sumergida

n . .
en K, fl,...,fp una base standard normalizada de la variedad

y “1""’H las lipersuperficies algebroides de ecuaciones
p

f,=0,...,f 0. Entonces si las hipersuperficies H, 6 ,...,H
i P

tienen contactc maximal, es posible encentrar una variedad

alpebroide regular oue tenga contacto maximal con l« variedad
X. (Vease Aroca-liironaka-Vicente [ 6] ). Luepo el problema
del contacto maximal en variedades algebroides queda resuel-

to con la proposicibn siguiente demostrada en la memoria.

Proposicibén_17.- Sea ¥ una variecdad algebroide y ﬁfl,...,fég

una base standard normalizada de la variedad. Supongamos que

las hipersuperficies Hi de ecuacicnes fi=0, 1<5i<t, t<p

tienen contacto maximal y sin embargo las hipersuperficies

de ecuaciones fi=0, t+i1Li<p no lo tienen. En €stas condi-

to

ones se verifica que existe un nimero finito de transfor-

O
e
Q

e



avlII
maciones cuadr8ticas que transforman la base {fi""‘fp}

enif'l,...,f'pi de manera que todas las hipersuperficies

H'., de ecuacién f',=0, i=1,..,,p tienen contacto maximal.
i i



CAPITULIO I

Introduc.cidn

El objeto de este capitulo es el deg

cribir las propiedades diel anillo de series de potencias
formales en n indetermimadas sobre un cuerpo K alge-

braicamente cerrado y de: caracteristica arbitraria.

§ 1-1.- Seccidn dedicadar @ introdicir las notaciones que

se utilizar8n en el rest.o de la memoria.

1-1-1.~- En lo que éigue IK ser&@ un cuerpo algebraicameg

te cerrado de caracterisitica arbitraria , Zl""’Zc ,

Wi,...,wd indeterminadais sobre ¥k con c+d=n vy

K[Lzl,...,zc,wl,...,wa]] @l anillc de series de potencias
formales en las indetermimadas Zj,...,Zc, Wl,...,Wd con
coeficientes en Kr.

Se ssalbe que F=K[[Z s.0.,2,, wl,...,wd’]]
verifica las siguientes propiedades[us}:
i) es un anillo local yr «l ideal generado por Zl""’zc’

wl""’wd es su ide:al maximal,

ii) es un anillo noether-iano.
iii) es un anillo local regular de dimensidn n.

iv) es un anillo complet:o para la topologia M-&dica, sién

do M el ideal maxiimal.

v) es un anillo de iguail caracteristica.

vi) es un dominio de fac:tworizacidr {nica.



1"1"24" Sea %=(Z1’...’ZC). H=(w1“c.’wd)o TOdO elemento

fek[T 2 ,H]] serd usualmente escrito en la forma

>y z:/:r o

AeZ

donde fAeK[I_HJ], fABeK y donde , como es usual, Zd'

designa al conjunto de los enteros no negativos.,

3i feR se escribird

- c
?_% (£) ={Aez [f,#0}

v

- c d_ ,,ctd
o ’ (£)={(A,B)eB; x Z = Z, | £,570}

vl

Hota 1-1-3,.,~- Sea R (resp. R, ) el conjunto de los niime-

0

ros reales no negativos (resp. positivos) y sea A un

. c d - c+d c+d_
subconjunto cerrado de RO X RO W tal que A+R =4,
donde

c+d_
A+R —{(ai,..,ac+d)+(b1,...,bc+d)|(a1,....ac+d)eA,
c+d

(bl,...,bc+d)emo }

Si veR+ se escribira

va={(va ,...yva )l(al,...,ac+d)eA}

c+d

Observense los hechos siguientes:

(i) Ssi veR sVA es un subconjunto cerrado de R§+d tal que
vA+Rg+d va

(ii) si veR+, es vAD A si v<1 y vA< A si va1 .

e v @ . <
(iii) si vo,v'eR_y v-v' , entonces v'A<vA .

1-1-4.- En lo sucesivo no se considerardn regiones A tan ge



nerales sino que nos limitaremos a un tipo particular que
vamos a resefiar ahora.

e s +
Sea L una forma lineal real definida en Rg d N

c d
L= Zi: a. X. + éi:-b X!
1 1 J

j=1 73

donde as, bieRO sy 1¥1,4.404c , 3=1,...,d v no todas las

ai son cero.

. d ey s
51 A=(a1,...,ac)ng v B=(Bl,...,8d)emo , Se escribiri

d
/
L(A,B)s Z=— a.,a:, + 25:; b. 8

i=1 "i71 j=1 i 73
. s . c+d .
Se definird el subconjunto ALCLRO asociado a L en la

forma siguiente

’ c d >
b ={(A,B)eR; x Ry | L(A,B)=1}
" . c+d
Notese que AL es un subcon junto cerrado de Ro y que
A c+d -
LHRO AL .

Nota 1-1-5,- Se tiene que , para todo VeR

+

d

S ] L(a,B)2v)

c
va ={(A,B)eR; x MR

Demostracidn.-

> ‘
i (A,B)EAL . es L(A,B):l y asi L(vA,vB)=vL(A,B)-v . Re

ciprocamente, si (A,B) es ttal que L(A,B)zv y si

(A',B")=(-3- 4, -2 8) , es L (A',B')= -3- L (4,B)21 , de
donde (A',B')eAL y (A,B)e v o, .

Definicidn 1-1-6.- Sea L:mg++d---ﬂR una forma lineal, lla-

maremos filtracidén L-&ddica de R=K[[Z,§]] a la familia

R . .
{ v}veR+ definida por



v velR;r . Rv=({ZJ‘A @B['IJ(A;,B)?-v})R.
31
VveIR+ , R:=({%A QB |L(Aa,B)>v]})R,

llamaremos

+
grp (R) = @ Rv/Rv .
w:[R+

-Definicibn 1-1-7.~- Para todo feR, se escribiri:

v, (f)=smp {v[feR\’}

y vL(f) serd llamado orrden de f respecto de L u orden

de f respecto de la filltracidn I-4dica.

Proposicidn 1-1-8.- Sea 7 un swconjunto de 28+d tal

c+d . - . .
que v +ZO =V . Exisste entonces un nfimero finito

{Al""’An} de elementoss de Y tales que :

n
(‘z U c+d
i=11(Ai+zo )

Demostracidn.- - Sean zl”""zc+d variables independientes

sobre K y consideremos el anillo de polinomios S=K[zl""zc

+ . - » &
Puesto que Zg d es un cionjunto numerable,\ lo serd también.
A.
i

Numeremos pues los elememtos de ¥ y designemos por Hi=é al

monomio de S tal que Aﬁiev- ocupa el lugar iésimo en es-

Q

ta numeracidn, Designando> por q; al ideal de S definido por

se tiene una cadena ascemdente de ideales de S

Q1Cq2c OOOIquC e 00

que, por =r S un anillo> noetheriamo, debe ser estacionaria.

Sea n un entero positivsio tal que U= 41 ,V‘iezo y consi-

+d



deremos los monomios Ml"'f’Mn que engendran el ideal

q,3 obviamente es

n
U (A.+ ¢ty <o ¥
. i 0
i=1
(-]

- . A _
Reciprocamente, si AeY , entonces L €421 9379, VY asi
se puede escribir

n A
A_s i
£ s £.R) % » £;(Z)e8
n
lo que prueba que Ac SJ _(A.+Zc+d). Asi
i=1 i "o
n
= \J c+d
N l.=1(A1.+270 )
Corolario 1-1-9.- Sea ./ un subconjunto de Zg+d . Exis-
te un nimero finito de elementos Al,...,Ane_A_ tales que
A<
< \J c+d
12, (A; 257 )
Demostracidn.- Pongamos r'=uN~+Zg+d ; es obvio que

' c:;zg+d y que r'+zg+d=" . Por la proposicidn anterior
existen unos elementos Al,...,AneY— tales que

n
_ c+d
\u -le(Ai+ 7'

Siempre se puede suponer que esta unidn es irredundante, es
decir, que no sobra ningln término, y vamos a probar en es-

te caso que todos los Aie~ﬁ; s» lo que concluird nuestra

demostracidn.

3 <0<
Supongamos que exista un entero i s 1-i-n tal

que Ait_A_; entonces se podrd escribir Ai=A+A' , Ae N\_ ,

- . Ld < .
A'ezg+d ’ A'#Q. Como Ae\  existen un entero j, l-jfn y
un A"ezg+d tales que A=Aj+A" . Asi Ai=Aj+A’+A" con
c+d c+d

) " 3 3
A'+A"#0 , lo que implica que Ai#Aj y A +Z, C:Aj+ZO ,



que contradice la hipdtesisi de irredundancia. Esto prueba

el corolario.

Corolario 1-1-10,~ Se verifica que todo subconjunto J\_czzg*d

posee un elemento miInimo em @l orden lexicogrifico.

Demostracidn.- Por el corolario anterior es

n
A < U (a.+z3%%y | A.e I\
i=1 i 0 , i

y asi el minimo en el ordem .lexicografico de 1los {Al""‘An}

es el minimo de -A_ para el ovrden lexicografico.

Nota 1-1-11.- Con la proposicidn anterior se tiene una des-

cripcidn grédfica muy sencillla de los monomios que pertenecen

a un ideal dado R, » vs]R+ , o del mismo ideal . Si se pone

_ c+d
Nv— v&Lf\ZO

c+d_ . . c
d
B eZo tales que
n
_ c+d
Ny= U Ceag,ep ez " ]
i=1
de donde
n A, B,
Rym 22— (& iR
i=1
Lema 1-1-12,- Sea feR , para todo vcm+ las condiciones
siguientes son equivalentess:
(i) feR
v
(1) &, . (£f) < va
2 X L
> .
(iii) ¥ (A,B)e & (£) es L(A,B)= v .

£sX



Demostracidn.~ Que (ii) v (iii) son equivalentes es

claro por la nota 1-1-5 , (i)==>(ii) :

Existe un subconjunto finito A' C:'vAL(\Zg+d tal que

5—""/ A B
f= h % z , hA BER

A,B
AeZ] ,BeZp ,(A,B)est M J
Entonces, si (A',B')eE:% H (f) , existen un (A,B)eA' y
, 9
un (A“,B")ezg+d tales que (A',B')=(A,B)+(A",B")., Como
(A,B)evAL , es (A',B')ewAL , como se queria probar .

(ii)==>(1i) .

Para probar esta implica.cidn obsé&rvese que, como todo ideal
I de R es.cerrado en la topologia de Krull, dada una se-
rie cualquiera heR tal que todas sus formas pertenezcan a
I , se verifica que hel., De la relacidn (ii) se deduce que,
descompuesta f en suma de formas, todas ellas pertenecen a

Rv » luego feRv.

Corolario 1-1-13,- Para todo feR se verifica que

v (f)= min {L(A,B)|(A,B)e & (£f)}

£oX

Demostracidn.- Sea (A,B)e& v sea L(A,B)=p .

zog O

$i veR, es tal que feR , entonces & (f)cva, vy asi

: Bl

>
u=v 3 por tanto, u—vL(f) « Sea ahora ueR+ tal que

<
u-L (A,B) ,V(A,B)ee% x!(ff) : entonces es fe:Ru y por tan
, -

>
to vL(f)-u s lo que pruerba elcorolario.

Nota 1~1-14,~ Como conse:cuencia de este corolario se tienen

los siguientes hechos:
(i) Si feR, f#0, entonce:s vL(f)<+w .

c d
(ii) Si L'=3 X.+ < x! entonces es v_,(f)=v _(f) ,
i=1 * j=1 3 b R

el orden usual de f .



Corolario 1-1-15,- Si f,geR, es vL(f+g)imin{vL(f).vL(g)}.

La demostracidn es evidente a la vista del corolario 1-1-13

y del hecho que E‘%ok{ (f+g;)CE%.H (f)UE%.! (g) .

Proposicidn 1-1-16.- Si f, g €R, es vL(f.g)=vL(f)+vL(g) .

Demostracidn.- Siempre se pue:de suponer f#0 vy g#0 . Sea

n
(e U [(a,,s, )+z»°+d] A ,B.)e€
3 Zo¥ iz1 L S T3
m
(g)c U (A}, B')+mc+d ',B'.)ei
E%*E : i=1 L 1 1TTRY
y obsérvese que (fg) < (f)+ wg)
€ 2ot a7 S

Por (1-1-13) siempre se puedie suponer que

vL(f)=L(A1 ) BN vL(g)=L(A’,Bi) .

54

Sea (A,B)e (fg) , (A'B'")e & (£),(A",B")e (g)
B Er k 7oK Eup

tales que (A,B)=(A',B')+(A",B") . Se tiene que
L(A,B)=L(A',B’ )+L(A",;B")->-L(A1,B1)+L(Ai,Bi)=

= vL(f)+vL(g) .

>
y por tanto vL(fg)- vL(f)+vL (2)

Sean ahora {(AA’BA)}AEJL ’ {(AA" BA')}A'eJC . los
elementos de y < (g) , respectivamente,
%'H ¥
R A B! =
tales qug L(A A’BA) L(Al‘Bl) v L(AA' . BA')'
=L(A],BJ), Ae A sA'e A , y supongamos que (Kl ;EA )
0 0

(resp. (Ki, , i,)) es el miinimo para el orden lexicogr&-
0 0

fico entre 1los (K BA) (resp. (KA"EA')) (véase 1-1-10) .,

Vamos a probar que ‘AA’ BA) i . Bi.) € EL%’H (f.g) , lo

que probard que vL(f)+vL(g) v (fg) y por tanto la igualdad.



Sean (A,B)e EL%:E (f) , (A'",B")e é;z’n(g) tales que
(A,B)+(A'",B')=(A B, )+(A B,,) , se tiene que
PIHATLBIIZOR, LB, TRy

L(A,B)+L(A',B')=L(K, ,B, )+L(i},,B

'
0 0 0

y como L(A,B)ZL(KA B, ), L(A',B"1ZL(AY,
o %o 8

L(A,B):L(KA ,B., ), L(A',B'")=L(A' , B!,) , luego existen

A

t
]
0 0 AO 0
re-Al, Ate A tales «que (A’B):(KA’EX) , (A',B'")=
=(Zi, , ﬁi, ) , si fuese A#Ao ) ATEXS seria
(A, ,B, ) < (R,,B,) &6 «(R', , B'))<(A!, , B!'})
AO AO AT AO AO A A

en el orden lexicogrédficwo y asi seria (Kl . BA )+
0] 0

+(Ki,, Bié)<(ik’ﬁk)+(xi' ,§i,) lo que no es posible .
0
Esto prueba que A=A, , A'=A6 v 1li1 proposicidn .
L4 +d 3
Observacidn 1-1-17,- Pue:sto que 22 es un conjunto numerabl

c+d

. - . + -
el conjunto M M—{vel&JR\)#R\) }_-{\)elR_,_] H(A,B)EZO .

(A,B)eéiq W (#) , L(A,B):=v} es tam>ién un conjunto numerable
K24

y por tanto la filtracidin L-&dicade R tiene solo una fa=-

milia numerable de compomnentes distintas y grE(R) es cero

salvo para una familia niumerable de indices v °,

Este resultado nos capacita para aplicar procesos

de induccidn tanto sobre: la filtracidn {Rv} como sobre la

graduacidn {gr; (R)} .
Lema 1-1-18, -
Sea L:Rc+d--->R una foirma lineal, se verifica que :

0



VuelRo ,BGEIRO tal que V feR [vL(f)>6==>\,2(f)>uj .

en donde v (f) es el orden de f en el sentido usual.

Demostracidn.,- Sean
V(L,8)={(A,B)eRS"? |LCa,B)S 6 }
c+d

V(u)= {(A,B)eR; ||a]+]B]u)

entonces la condicidén del lema se puede expresar de la manera

siguiente:

VEeR €, (F)AV(L,8)= ¢ ==&,  (£) AV(W)= ¢
K23 A

Entonces,el lema quedard probado demostrando que:

Y ueIRO ,3651120 con V(p)< V(L,S8).

Ahora bien, puesto que V(u) es compacto en R%+d

y L es una forma lineal, existe un § tal que
N (A,B)eV(u) L(A,B)<6§ ;

como & siempre se puede tomar de modo que verifique también

que Gemo s €S

V(u)cV(L,8) §8eR y querda probado el lema.

0



§ 1-2.- Teorema preparatorio de Weiersstrass-Hironaka-Aroca

para series formales,

Introduccidn.- Seccidn dedicada a demostrar el teorema pre

paratorio de Weiersstrass-Hironaka-Aroca (1-2-3), de inte-
rés esencial a la hora de elegir bases estables respecto de

explosiones en los ideales de K[LZl,...,Z ,wl,...,wd]]. La

c
demostracidén del teorema, sigue, desarrolldndolas completamen
te, las ideas del teorema demostrado por J.M. Aroca [%] para

series algebraicas.

Definicidén 1-2-1.~ Sea E=(f1,...,fr) un conjunto finito de

elementos de R y sea é=(A1....,Ar) un conjunto de elementos

c

de ZO

. Llamaremos jl(g,é) al conjunto compuesto por to-

das las formas lineales

c d
. metd ___ v oyt 'y = gt
L: Ry~ --—R, L(Xl,...,:(c,z(l,...,Xd)-i2=1aixi+ ]{:_1 b.X!

tales que:

. <.< <.<

i)V i, l=i=-c, Vj, 1-j-d , a.,, b.eR
i1)31, 17ic , a #0

A, ' A,
s e e <.< 1 s 1
iiiVi , 1=i-c , 3 cieK _con vL(% )< vL(fi-ci £ )

En las mismas condiciones iniciales, llamaremos ;tf(g.@)

al conjunto de todas las formas lineales
c
C -
L.[RO "-->‘R » L(X1.110|Xc)‘i2=1 ai Xi

tales que:



11)341 , 15id¢ a,>n
1i)%i , 13i3c (Ai,ong;%(fi) y ¥aez, con (A,O)EE%‘E

Ai (ZA
vL(% )< v (% ) .

Lema 1-2-2.,-

LEAI#0 <=2>  RP(F, Q)0

Resulta inmediatamente de l:azs definiciones,

Teorema 1-2-3,- Teorcema prejparatorio de Weiersstrass-Hirona-

ka-Aroca para series formaleces

Sean: a) k= (fl""’fr) eleemento: de R , Q=(A1,...,Ar)

elementos de Zg tales quce iig.é)#¢

. ¢
b) {ui}ofifr una particibn de ZC tal que:

0O, < a+zp L Vi, 0lilp. (Ag=(fy...,0)eZ,)
ii) A,efl., 6 O.=¢ ,¥i 1315,
i 1' i ] ]

Entonces para toda funcién geR «xisten funciones hieR

<.< P
O-1i-r inicas tales que :

r
1) g=h+ 5_ h, f,
i=1 *

1
Aj
Q)E_;é(hl. z el

3) Ve E(F,8) , vL(hi)i vLE(g)-vL'fi),lfifr

Demostracibn, -

(i) Existencia,- Construirermos intuctivamente para cada i ,

<.< . (3) : c
0-i-r las series {hi }iiéo de .a manera siguiente:

a) j=0 ., Hacemos

(fi

)



AR

0 A

i, 0Sife, {0 R

i C i N

Ae? A
0

. (0)_ . .
siendo hiA = Basa si y solo si A+A.e Di
h€0)= 0 si v solo si A+A.¢ .
i, i i

en donde g=£g, gA y Ap=(0,...0).

Esta construcci®n siempr es posible y con ella

se verifica que

r A
a=-1.- g= ihgo) % .
0

(0) Ai
a—2.—6% (hi p ) sl C]

ii

: o ,
a-3.- v (g)= pig [(vL(hg ”))+L(Ai,o)] ~NLe L(F,A)

Q=1=-r -

astes v, (@) pip [, g 0e ]

O=1l-T

. . (-i-l) <.,<
b) j>0.,- Supongamos constrruidas l&® hi y O=i-r y

vamos a construir las hijl) , Paraello haremos lo siguiente.

<.<
Sea Le i({,,@) y sean c..eK 1-i-r , tales que

A,

i e s ea
vL(fi-ci Z )<vL(fi). Lass ¢, exsten por yla,cond1c1on
(iii) de la definicidn de i,,({,e), llamemos ahora

As <..<
p;=f,-c. 2 . Vﬁi , 1-ii-p

r
j=1) A
gj= = hgj pl ’ g!j=£'gj Zj
i=1 A
. (i)
y construyamos hi por

(3)_ (i) A
b -ééi.hiA z"



(§) .

h. g. si A+A.e ON.
*a Tasa, . *
i
hgj) = 0 si A+A.¢ OO . ,
i, i i

Esta construccion siempre es posible por las propiedades

de {QQ.} v se deduce de ellla que:
i

r (i) Ai
hol. gs* = hiJ z .

i=0

(]) =0
b-2. £ (h.""Z he PR

z
b-3. vL ?1Q [(v (h

D-i-r

(i)
y#L(A,0)] , Vie L(F,4).

b=l. v (g )= mig [(v (h(])))+|A ﬂ

- O=i=r

De este modo podemos comstruir todas las

{hij)}o ; r y a consecupncna del s>roceso de construccidn,
j=-0

estas funciones verifican que:

(1) Por construccidn de g].j aplirando 1-1-15 ,

viles, % mig G i) Vi REL)

1-i-r

(2) Por la condicidn (iii) de la lefinicidn de :ﬂ(g,é)

y por la definicidn de Vi

A,

UL(% l)<\)L(pi) 12ilp lluego

v (i p 00 (h(]),’é ) 1%i5s Mo
de donde

A,

pip v (h(j)p )> pip (v (h((]) Z T
1-i-r 1-i-r
(3) A consecuencia de (1),, (2) - b=-3 es:

vL(gj+1))>\)L(gj

Aplicando entonces el lema ({1-1-18 an:O,:akzo con



ﬁgygg‘

“o(gk)>“o(gj)'

som de Orilenes crecientes, ahora

Luego las series (g.).>
g g] iZ0

hien por b-4 esto lleva consigo que

(])

{ ng (vo +|A 1) } >0 es tanbién creciente, luego

l1=i-r -
{vo (h:]t)})0 es creciente Yi <y, por tanto, si formamos

2;; (]) sera hieR . w<ilp . Veamos que estos hi don

los que verifican el teorema. En efecto

r . (j) A,
- (i), .~ NN
1.) b, + % h, £, -% (hy +‘i{=_1 hy (% “+p;))=

Gy, 2 (i M ) _
=j§g% (hO + ?Eﬁ hi Z —gjj+1)-£?;; (gj-gj+1)-g

2.,) Se verifica trivialmentes como zonsecuencia de la construc

cidén de 1los hi .

3.) Puesto que vL(fi)=L (xi,o) y se verifica que:

a). v (g) v (g )= ng (VL(“)EO)

)ﬂ(Ai,O))
O-i-r

b). v (g )= ng (v (h(J))++L(Ai,on

Om=i-r
c). vL(gj+1)>vL(gj)

(i)

> 3
resulta que vL(hi)- min vL((hi

; )2 v, (g)-L(A,,0)=

=\)L(g)-VL(fi) » VLE i(P.A)-.

Luego los {hi} asi constrwidos s>n los requeridos por el

teorema,

ii) Unicidad.- Supongamos que h, y Ei‘ verifiquen, res-

pecto a g, A y F , lass condi:iones del teorema, entonces,



- < < . .
llamando 'hi = h, - h N-i-r , se verifica que:

i i
* r %
£1] 0z=h_ +=_ h, f, .
0 . 1 1
i=1
A.

[2] E%(h’; z H

i
o> )
[3) v (W) v (g)-v (£) , YLe (L) -

Entonces, para proba» la unicidad de las h,,

basta demostrar que bajo las condiciones anteriores hi=0 s
<.< N - . . . .

¥i O0-i-r, Sin pérdida de generalidad, y con las condicio-

nes anteriores, se puede escribir:

_ Ai < .,<
fi- pi+% sy 1=i-r

entonces:

r A r

% i ® : %

11 = n. 7z *+nh. = = 5 h. p.

. ik 0 . i 1

i=1 i=1

Tomemos ahora cocientes respecto al ideal (E)R

y llamemos ¥2eR, 2z2  (mod (!)R); entonces (11 se trans-

forma en :

2]

he
i=1 i=1

e 3P
N
[
+
=t
[e
"
]
M =
=1
[T
hol]
[*]
L]

verificandose que VAe €z (Bi) . L(A,O)>L(Ai,0).
v ‘

it ]

Si hi#O podemos ‘encontrar un Aie E: (h,) tal que

ofe

VBeg, (hy) , L(B,0)2 L(A},0) ,

entonces

P o
[

Ai+AieE:% (-h

- . <.<
lo cual es imposible, luego h; =0 ¥i , 0-i-r . Tomando



. ‘. 2 . . 2
a continuacidn cocientes res:pecto al ideal (E) R y asi su

cesivamente, se llega por ell mismo razonamiento a que

%

% >>
his()\d’.)nn . Vi, 0=ilp ,*n-o ;y liego hi=(_)
1.e.d,

Consecuencia 1-2-4,- Si en el teorema anterior hacemos r=1,

¢c=1 , la condicidn Zﬁ(fl,An)¢¢ et equivalente a decir que
A

f es regular en Z de ordlen A, , es decir f(2Z,0)=2 1u(Z)

1 1 A

con u(0) #0 . En este caso el teorema 1-2-3 es el teorema

clasico de Weiersstrass cuyo> enunciado es el siguiente:

Teorema preparatorio ¢d1dsico> de Welersstrass,
Sea fleK [LZ,%]] una seri's regular de potencias en Z de

orden A1>0 . ILntonces para -toda fincidn géK [[Z,H]] existen

ho,h1 funciones perteneciemtes a K[[Z,Hn ‘univocamente deter

minadas tales que:

1) g= h0+h1 f1

Aq-1
2) hy= = h, . 2 dondie h, .eK [[H]].
y:



§ 1-3, Filtracbnes y grazduaciones usuales de

KILZ 002 oW 00 Wi;]]

Introduccidn.- En esta sseccidn se detallan las construccio

nes de las filtraciones y graduaciones pesadas de

K[[zl...zc,wl...wd‘]] , estudiandos como caso particular

las filtraciones P-adicaas, para I ideal generado por una

parte (Yl"'Yr) de un sistema dc pariametros de

NS S M PR

Por iltimo, en estta seccidnse detalla el poligono de
Hewton de una hipersuperrficie algdroide en Kn, respecto

a un sistema de coordenaadas (Zl...Zc,w ...Wd), c+d= n ,

1

transversal a la hiperswperficie,

Definicidén 1-3-1,- Sea, como siemrre, R=K[\'_;\’:,}d"_['_\ v <SclR+' .
§21 . Llamaremos filtracccidn pesa@ de peso 6 de R=K{(Z,H1]

4 s (v) O N
a la familia {FG (R)}W€R+ definxla por:

Y veRr, Fé“)(k)=§ifs3 . (%)Q(H)BR=
at-FE- -v;a,f’.eio

s 2 - S S %A }B R .
AezS , BeZ, ,|A|+_l§1-; 2y
con |A|=a1+...+ac si A'—‘(al,...,ac), aiqﬂo » lf-ifc ’

donde  (2)"=((g") 4., D » GO =(gPI]B]=0)

Si llamamos

Voer, , PP (R)=Z—y , (7)) fr =
o.++-3'- >\);0:,8€ZO :

=2 .
. d B
AeZS , BeZ, ,]A|+{lgl_‘>v



llamaremos

(v) - (V)
grg (R)= Fs (R)

(v+)
FG (R)
gry (R)= @ grgV)(R)

velR
+

Definicidn 1-3-2,- Sea Rs= K[[%,ﬂ]] , Se escribird, para

todo feR ,

vg(f)= sup {vlstév)(R)}

y vd(f) serd llamado orden de f respecfb de la filtrae

cidn pesada de peso § .

Observacidn 1-3-3,- Con las notaciones de 1-3-1 y 1-3-2
z (f) , ¥ferR  , siendo v, ,(f)

g

el orden de f , considerada como serie de potencias en 4

si 6= entonces v _(f) = v

con coeficientes en K[LWI].

Nota 1-3-4,- Se verifica que VfeR vé(f)=vL(f) siendo

vI(f) el orden de f en la filtracidn L-&dica definida

por la forma lineal L:mg*d--->m , Siguiente:

Cc

d
O [ B‘(Gltlosd)eRO [

Si A=(a_...a )eR
1 c

c d
Lea, )= o, +Z (1/8) B,
i=1 j=1 ]

Demostracidn.

Trivial pues las filtraciones coinciden vya que

A B B
POy =gt 1) Jale LBl 2o -

= ({%A HBI L (A,B)Z v }IR=R

Definicidn 1-3-5.- En R se puede considerar la filtracidn



Lomedke

%-édica, inducida por el ide.al maximal 1=(Z+J)R , entonces

¥feR 1llamaremos

v (£f)=v, (f)= max {nsZOIfeMn} <==>

v (f) vo(f)+1

<z==>felf , Fér =

Consecuencia 1-3-6.~ 1), Se verifica que VfeR ,vo(f]=vL(f)

siendo vL(f) el orden de f en la filtracién L-ddica

. c+ . .
definida por la forma lineal L:RO d--->m s, Siguientec:

. c . .d
Si A=(<x1 .o ac)c Py B--(?l...ﬁd)emo
c d
/
IJ(A,B): Z——- a, + 8.
i=t Y q4=1

1i) Se verifica que erR, vo(f)zvﬁ(f) sienlo v (f)

el orden de f en 1la filtraicidn pesada de peso &=1 .

Definicidn 1-3-7.- Sea P uin ideal regular de¢ R , sabe-

mos que una base de P formia parte de un sistema rcgular
de vparametros de R vy podemws suponer sin perdida de gene

ralidad que P=(Zl,,..,ZC)R=1(%)R . FEntonces VfeR llamare
mos

vp(f) vp(f)+1
vp(f)= max{ neZ, feP” }<==> :feP , f¢P

Consecuencia 1-3-8, -

i) Se verifica que VfeR , vn)(f)=vL(f) siendo v (f) el

orden de f en la filtraccidn I-&dica definida por la

forma lineal L:Rg+d--d>m siguiente:
Si A=z(a a )emrS .3=((s ¢ )erd
1..' c \:) » 1...}-d ‘3
c
L(A,B)= = a
i=1n1

1i) Se verifica que VT:R, \bp(f):vé(f) siendo Vé(f) el

orden de f en la filtraacidn pesada de pesn §=o,



21-

Yota 1-3-9.- Con las notaciones de 1-3-1, Si consideramas

la componente homogénea de grado v , grgv)(R) del anillo .
graduado ng(R) , esta componente serd distinta de cero

. . . 8
3i y solo si existen a,BeZO de manera que Vv=at-g- .

En este caso

V(R = (T tap e (r)

Q+Tx= =V
y ademds el semigrupo de graduados de gra(R) es ZO+_ai-
que es numerable,

Hota 1-3-10.- Con las notaciones de 1-3-1 , Sean

(1+)

= .<.'.<. =t
Zo=nargtt(R) , 1885, ﬁj 4 +E

§1/6,+)(R) . 1fjfd .

Existe un isomorfismo de K-algebras, no graduado,

grg(R) ¥ x [Z,1)

Este isomorfismo puede ser considerado como un isomorfis-

mo de anillos graduados asignando a K [z,ﬁ] la graduacidn
correspondiente a escoger como semigrupo de graduados

1 . )
Tb+-3- 2, v hacer corresponder a cada Z el grado 1 y

a cada &j él grado 1/§,

Nota 1-3-11,- Consideremos un sistema de coordenadas carte

sianas en mz ; representaremos en &1 los monomios de
. A_B c d
K{{Z,§]] de manera que al monomio Z"} , AeZ, , BeZ,

le corresponde el punto (|B|,|A|) . Sea £ 1la recta de
pendiente =~1/6 y que pasa por el punto (0,v)

(0,v)




Asme T

En estas condiciones se vewrifica que:

(v)

i) Fg (R) estd generado» por los monomios‘correspondieg

tes a puntos que se encuenttran en [a recta 2 o por encima
de ella.

ii) ng*)(R) estd generaido por los monomios correspon-

dientes a puntos que se enicuentran por encima de la recta

9‘.

Definicidn 1-3-12.,- Sea fieR , habiamos definido

vd(f)=3up{veR+|feFév)(R)}., Se escribird@ entonces

(

v_+) _
5 © (rR) vo-vé(f)

ind(f)=f+F

v in.(f) serd llamada fo>rma inicial de f respec:o de
) 5 P

la filtracidn pesada de perso 3.

Por 13-6- (ii) se verifiica que ino(f)= inM(f)= inl(f)

Nota 1-3-13.- Sea gr (R)=sgr, (R) v K [Z, i] =x [zl...zc,wl...wg

- - 2 <
con 7= zl.+:42 , 15ile o=t 12534 . Sea

prg (RIVK [ 2,¥] .

Se construye un isomorfismao 6 ¢

LR -8 )

- <,< = \_
Zist-i-c ==-> ao(zi)-%i

F.,1555d =—=> 01(i1.,)=M.
] , ] ]

8i §68=1 entonces 6 es lea identilad pero si § es nayor que

1 se verifica que el isomaorfismo 6 no es candnice pues no
Se conserva en un camhio dde coordeiadas, es decir si

K[[%’ﬂ]}=K[E%"Hj] el diagrrama sigiiente no es conmitativo



Teissier ha demostrado en [40} que existe 6 iso-

morfismo candnico KLz"g}9—> K Ez,%] .

Nota 1-3-14,- (Poligomo de Newton]

En lo que sigue sz[[,%\il,H]]. Representaremos

&

’ﬂ(f)={(A,B)szg+d|fAm¢0} en RQ , asignando a cada

I3

(A,B)Eéi% g (F) el puntio (|B|,|A|!6R2 .
'

Al cierre convexo de E: (f) se le llama clasicamente po

-7
X
ligono de Newton de f respecto del sistema de parimetros

(Z,%) . La idea de'los puntos sigulentes es formalizar el

concepto de diagrama de: Newton y establecer una notecidn que
se utilizard esencialme:nte en el cipitulo III, La formaliza
cidn del concepto de diiagrama de Newton sigue el proceso de
Hironaka [T1d@ , en un caiso mucho mds simple porque na nos -
preocupan las posibles direcciones sino solamente los bloques
(2), ().

Prepararemos f de mamera que en ¢l diagrama de Newton exis

ta siempre un punto en el eje de ordenadas,

Definicidn 1-3-5,- Dire:mos que f estd preparada respecto

al sistema de parémetros (Z,H) si:

In (£) ¢ (B .. T OTLZ,E]

Proposicidn 1-3-16.-Podlemos consegiir un cambio de coordena

das del tipo

Z +o.nA .lZ i=1 -.-’d ’ A .€K

[ T
wi ﬂi+kli 1 cii"c ri

Z:j = Z_]. j=1’ooo‘cl

de modo que inl(f)é(ﬁii,...,ﬁé)K [2',gf}es decir podemos con



seguir que la forma f ez t3 nreparada.

Demostracidn. -

A B
Consideremos Inl(f) =2 fAB 25X
Tl <
IAI'+||B|—V1(f)

Al aplicar el cambio de coiordenadas se tiene

A B _ . JA' B!
Seetar o -gnt s Ze, 00 gty
flAB()\)CK [)\11100 Ald'nta,ykcinlukc;‘],
Existen AijeK tales que ailgln fA, 0 (X)#0 va que el con
. . —

junto {Aij!fk, O(A)za} ¥ A" es una variedad algebraica
? .

. . . ,r X S C s
pronia en el espacio afin K y por tanto es distinta

r X s

de K , dehido a que: K es un cuerpo infinits por ser

alzgebraicamente cerrado,

Notaciones 1-3-17.~- Sea AfaK[[%,EI] preparada respzcto al

sistema coordenado (Z,¥). Sea 65RO » llamamos r.(f) a

-

o]
la recta de ecuacidn =-3z- :x + v =v.(f) en R” y

[=c]

SS={(x,y)sR§| -1 X + Vv Zv, (f)}

& )

. d
Nota 1-3-18.- \ cvameate €, (£)={(a,3)ex"’ ¢
ota 3-1 Consideramos muevameat E:%’d( ) {(A,a)e?o ]fAB#

¥ representaremos en R2 cell diagrama de Hewton de [ que es

tara formado por todos los jpuntos le coordenadas (!B|,|A])

con (A,B)eglﬁ E(f) . Como themos pr:parado la forma f sabemos
]

que en el diagrama de Newtcom exist: un punto P de coordena-
das  (0,v)

ol
*®




. 1
Si consideramos las rectass de ecuaciones =-z- X + Yy = Vv 4 .

§21 , estas rectas unen ell punto P con otros puntos del dia

grama, de entre ellas esccogemos la recta cuyo § sea menoy

sea por ejemplo 6{ este nilmero y sea 'Pl el punto del dia-
grama de Newton pertenecieente a la recta rs de ecuacibn
1 o
-%9 Xx +y =V cuva segurnda coordenada sea menor que la se-
1 .
gunda coordenada de los reestantes puntos del diagrama de Newton 
situados en r, . Entoncees el segmento PP1 es el primer
1
segmento de la poligonal cde Newton, Con P1 hacemos lo mismo

que hemos hecho con P , ces decir si consideramos las trectas

. a 1 : >
de ecuacidn -3- X ty = vé(f) , &-1 que pasan por P1

y otros puntos del diagresama, entre ellas elegimos la recta cuyo

§ es menor, sea r.. estta recta , la ecuacidn de ry - serd

P 2

-%- X+ vy =V (f) y @& > & . Si P es el punto de r

2 o : 2" 1 2 I

: 2
cuya segunda coordenada ess minima respecto de todos los puntos

del diagrama,hemosconstruiido P1P2 el segundo segmento de la

poligonal de Newton.

Continuando asi, een un nimero finito de pasos llega-

mos a un punto Pn situaddo en el eje de las ¥ 6 a una rec

ta rg paralela al eje dde las ¥ .
n

Se ve trivialmentee que la prligonal de Mewton construi
da mediante las graduacionnes pesadas coincide con la poligonal

de Newton clisica ya que §, = mmmemecmeeicccccccaaaa
’ pendiente recta Tsi

A la vista de este diagramma se verifica:

156«51 , iné(f), no vartia

% <<S<Gi+1 »ing(f) no varria

Luego los valores: 5i se - pueden obtener viendo la variacidn

de inaéf) , Lejeune-Teisssier [27] .



§ 1-4, Ideales en ‘K[[Zl,.uzc, wl..Win

Introduccidn.,- En esta secwilidn se lefinen y caracterizan

las variedades algebroides. Los reiultados esenciales son:

a) Caracterizacidn de las wvariedads algebroides regulares

(1-4-2)...(1-4-7).

b) Caracterizacidn de la tiransversilidad (1-4-8),..(1-4-14),

c) Platitud normal de una 'wvariedada lo largo de una subva
riedad (1-4-15),(1-4-16)),(1-4-7),

d) Existencia de las bases standarl normalizadas para idea-

les de K[[Zi,...,Zc,wl,....,WéL (Teorema 1-uf21).

Definicidn 1-4-1.- Llamaremms vari:dad algebroide sumergida

,ctd - .
en K© a V(I)=Spec (K[ﬂjZl,...Jc,Wl,...,W&D /I) siendo

I un radical cualquiera de K[[Z,J]].

Definicifn 1-4-2.- Sea I wn idea de R= K[[Z,4]]. Dire-

mos que el ideal I es un iideal rgular cuando se¢ verifique

que el anillo R/I sea un zanillo .ocal regular,

Pronosicidn 1-4-3,~ Serre Kngg], apitulo IV,§ 2 ).

51 I es un ideal del anillllo loca regular R , las condicio

nes siguientes son equivalcermntes:

<
L), i-ct+d
i

i) I estd generado por loss elemenos (Xl,...,X
que forman parte de un wssiistema regular de pardmetros de

R L]

ii) E1 ideal I es un ide:@ll regulr es decir R/I es un

anillo local regular vy ssu dimesidn

wr )
se s 50 )R

dim R/I= dim mj/(v n = dim R -1
! i



iii) Las imdgen~s il""’xi de Xi""’xi ep‘ M/MQ son.

linecalmente independientes solre K.

Consecuencia 1-4-4,- El1 ideall I=(X1,...,Xi)R de la pro-

nosicidn anterior es un ideal primo,

Definicidén 1-4-5,- Si I es wn ideal regular de R , di-

remos que la variedad algebrgiide correspondiente V{I) ' es

una variedad algebroide regular.

Hota 1-4-6,- Sea V=V(I)=Spec (K[[%,Q]J/I) una variedad

algebroide . Si I es el ideml maximal de K[[Z,¥]] pode-

mos ideptificar ng(K[L%,HJ]» con K[Z’E] siendo

= 2 o<, < - 2 <.< .
Zi=Zi+M y 1-i-c , wi=wj+m sy 1-j=-d. Llamaremos ln”(I)?

al ideal inicial de I en gr,(KICZ,¥1]) . En estas condi-

ciones escribiremos

cy=Spec(K [,%.,}3]/1.711“(1))
v diremos que Cv es el cono tangente a la variedad V ,

Trivialmente el conjunto de puintos con valores en K de

. - c+d
Cv es un cono en el esnacio aiafin K .
Sea £ el espacio numérico H =Spec(K [z,E]).

Consideramos el functor de la) categoria de K-esnquecmas en

la de conjuntoes F dado por
t) = ' 1" NolRT: '
F(K') {vc[ZxKK ]K ILV(ECVXKK ]K)CLQVAKK 1}

donde para cada Ke-esquema ¥ , [X]K indica el conjunto de
puntos de ¥ con valores en K vy si va[A]K » L, es la

traslacidn

Lv:[X]K f-->[X]K Ly, (V1)=vsv! .



Tntonces, vease firaud (3], (44 , F (-) es un subconjunto (1)
del functor de la categoria «de K-esquemas en la de conjun~

tos representado por = y F(-) es representable poriﬁn

subesquema cerrado de Z » Ty . Es decir, existe un K-
esquema Tv tal que el conﬁjunto de puntos de TV con valo

c+d

res en K considerados como> traslaciones de K , €5 el

conjunto de traslaciones que: dejan invariante el cono LC&]K'

Ty recibe el nombre de espaicio taigente estricto de V o es

pacio tangente de Hironaka dle V. Giraud [13] [1¥] da a Ty

el nombre de fafte del cono Cv .

Proposicidn 1-4-7,.,- Con las :notaciones anteriores, se verifi

ca:

i) TV C:Cv
ii) TV=CV » S1 la variedad ailgebroide V es regular, pero

el reciproco no es ciertto.

Demostracidn, -

i) Trivial.
ii) Sea V una variedad alggebroids: regular correspondiente a
un ideal I , sin pérdidia de g@:neralidad podemos su?oner

que I=(Zl,..ﬂ,Zc)R . Luezgo

V=Sp’ec(K[[,’€,jd]] //(7‘1. )R)

90 0s 32
o]
cy=Spec(K [%,H] //inn[le,...,ZC)R])=SpeC(K [ﬁ])

y el conjunto de puntos que :deja iuvarianté [Spec(K[ﬁ])]K

(1) Ssi F:C--->(Sets) es un fuunctor :ton valores en la catego
ria de conjuntos se llama :subconjunto de F a toéo func-
tor G:C--->(Sets) tal quez> 4 uni traslacidn natural

T:F-==>G T :F(%)--->6(x)) inyertiva ¥ x .



= ;2 9 -

. : d
coincide con el conjunte de¢ puntos cerrados K por tanto

=xd - = g 71y =
[TV:)K‘K ==>T, = Spec (K Lih = Cy

Ll reciproco no es cierto (Ejemplo: V=V((y2-x3)K[[x,y]])
Cy=Ty=({y=0}) .

Definicién 1-4-8,- Sea V=V(I) wuna variedad algebroide, sca

W una variedad algebroide regular, W=Spec(K[[%,ﬂIy(z I )R)
1 L1 N3 c

Se dird que la variedad algebroide regular W es transver-
sal a la variedad algebroide V si v solo si el morfismo ca-,

nénico

es plano.

Nota 1-4-9,~- Al morfismo w entre los conos tangentes co
rresponde el homomorfismo de anillos K[lﬂ]:f->K [Z,E]/in (1)
1

que es la composicidn de la inclusidén K [ §le-->K [z;g]
con el homomorfismo natural K [Z,E]--—>K [%,El&n (1) °*
1

Entonces la variedad algebroide regular W es transversal

a la variedad algebroide V si y solo si el homomorfismo

f:K [H]--->K [%,E}/ es un homomorfismo plano de ani-
inM(I)

llos.

Proposicidn 1-4-10,- Las condiciones siguientes son equiva-

lentes:
i) La variedad ‘W es transversal a la variedad V .

ii) Los elementos {W,... } forman una sucesidén regular

ik ’wd
del K[ #J]-médulo K [%’E]/inu(l)

Demostracidn, -

i) ==> ii)

Demostraremos esta implicacidn por induccidn. Vercmos en pri

mer lugar que Wl no 23 un ‘livisor de cero respecto de
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K LZfi]/inM(I) ’

Sea f(z,g)+inM(I)eK [z,gj/i tal que

mHKI)

ul.f(z,g)+inM(I)=0 .

En esta situacidn la platitwd implica que existe un entero

r y dos familias de elementoss {g. (H)}

= ..lr’

CE (FaD*in, (DY ey (exlE]

y fi( ,J)+1n“(I)eK.[ ,J] teles que

(1)
g, (W)=0

vy £ +in, (D) = Lo, (e (Zaf)vin, (1)
j=1 h

de donde se deduce que gj(Epszo s J31g3.ce0,r y asi
f(%,z)+1nM(I)=0 .
Sea ahora i un entero, 1fﬁ<«d v sipongamos probado que

{ﬁl,...,wi} es una sucesidm ‘regular del K Lﬁj-médulo

K z '-1 ) * r'- L 7’! ',-:l
L%'&}QDM(I)' Vamos a probair: que {Jl, "1’¥1+1} es

también una sucesidn regular ,

Consideremos una relacidn de:l tipo:

I (g,gmnM(I):é (£,(Z, ) +in, () +in, (1))

Se tiene, pues, que
W (f (% W)+1n (I))+...+J (F,. ;é,w)+1ru(1))-w 1(f(z,ghinM(I)):o

Por la hipb6tesis de platitudi :sabemos que existe un entero r
vy dos familias {glj(a)} 2= 1 ,..0.,1i41 gngK[:Ej R
j=1 9 o o 0y r

{h, U)+1n (I)}.

: 7
] '\‘. J21se0e,r ? h]( W).H-n (I)EK[’\:’
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%

I ¥ A % W)=

1 011 1

td<¢- - = - - - - - - - - = = - -

1 W q (3 % F] =0

Ty el my Dy By 2 (D
N4 r

fﬁ(%’w‘*in”(”:‘jéq 9211‘(:\'3)(‘”1‘(%’3\{)““:4(1))
2] 2=1,...,%

r

-F(7 .0 1 = ‘.T . ;. ‘:’ i

f(%,m)+1n:’!(l) z gﬁ_”’_j(,\{)(hj(,\',,\‘)i»ln[‘{(l))
De [1) se deduce quec gi+n’i(g)e(ﬁ1....,?i)l<[Z,E] para

todo j=1,...,r Vv por tantto de [2] sec deduce que

(7 T) +i T o+i EISE L%4
f(;\’,l,‘.\!‘)'!'.ln?’(I)E(“’1+1nf,1(1)"“""i+1nM(I)) }\[’C"\{ :in,J(l)

7.c.d,

(ii)==>1

‘nemos > 7,0V, 4 RN A R i VA =
Tenemos que K Ef\,’m{ in, (I) « [ 1? >Te* 1 ’'d /ln‘-I(I)
4.‘ 1)

=V £ , . = r-/ .
=K [51""’6c’“c+1’°"’5c+(kl-] con &, “i+lnh(1)’i-<-ifc .

5].=‘Jj+in (1), c+1fjfc+d . Se verifica que

C’6c+1" ’6c+dd) es un ideal maximal de

Puesto que un morfismo de cconos es plano si y solo s5i es

: o 25 3 «<$7 0
plano en el origen, bhastarad demostrar que (}\u"‘\!lén”(l))!ﬁ'
[
es K[}:{]-plano . Por la hiipdtesis sabemos que los elemen-

tos {8 § } formamm una sucesidn regular de

C+1.000, C+d

K[01,...,5C,5C+1,...,6C+d_] , lu=go los elementos



& )
c+1 c+d . .
{—_i-_-""’-—i——-} Foriiam uinad sucesidn (K[ﬁl
3 e esyb ]) - regular,
c+1’? *Te+dd 1! A
6c+1
“ic aqui se deduce aue el swbanillo K[--—-,...,

1

’

es isomorfo al

<
[61,--‘,6c9k’c+1""’.SC+d]])M'

]

I=1,..,.,d

K[_wl,...,ﬁd 'bajo un isomorfismo q

¥ que (K[&l,...,éc

M :
c+d

c+1l

nlarno ,

ifota 1=-4-11,.- Vamos ahora estudiar el signifi

v

i

cen el

11

nocidn de transversalidad caso en que

3

superficie, esto es, nue sea un ideal princ

I=(f(%,¥))K{L. ] M,d)reh[L&Ld] v sea F(Z
ma inicial de f(;,g) , lueego nm(I) (F(”,g))K
Prannsicidn 1-4-12.- Con laas notacionesde 1-4-1
nes siguientes son cauivalenntas:

i) ¥ es transversal a oy ..

ii) f(g,¥)¢(ﬂl,...,wd)ﬁ[g,xgj , ¢5 heir, f(ul,.
Yenmostracidn., -

Se verifica nue %(Z’E)¢(n )([u,%] nues si per
ria f(%,ﬂ)=g(%,&)wl 7 porr hipdtesis de transv
heria ser g(%,%)e( (s !))VV[Z,”] 1> que no es
de menor grado,

'~ . <<.
Sea ahora 1 un enterc 1--1<s v s1pongamos »nHr
f‘(;:l’ ‘J)ﬁ("] 'c-o,"]; K [;‘E,}i] .
ok ("E )f‘( 1,...,.-.,n.+1)),\ " ‘y] , SCcrixa
F(3,0)= PASID (7 Tk (7 J

(253 El(w’J)’1+ RS AN "IN fi+r, )k +1
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5c+d

de
anillo de po

ue transfor-

’Gc+1""’éc+é])M

cado 1e la

sea una hiper

ipal. Sea

) 1la foz

pu}
\4’

L

01

= ‘] .

REY

2ondicin-

1}an

v 0,080,

arsalidad, de

nosibla

por

mhado nue
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v por hipétesis do transversal idad se podria escribir

oo (Zal)=h(7,k )?(g,;g)ﬂxl(g,ﬁ)ﬁl»r. . .H‘xi(;é,}({)‘..;'i

CED[-n @00, ] =[f, G ir+T, 0, (R i]w1+...

ce e t[FL(ZLDEEL hi(%,g)]wi

1-wi+1.h(g,g)€(w1...w; ¥ %,H] que es imposible,

1 N
Esto prueba que f(%,ﬂ)t(?l..mﬁd)K L% 3]

Probaremos que W es transversal a V demostrando ocue

{a R d} es una sucesidn regiular del K.[H]-mﬁdulo
L1z, x[7,0]
%’m %’m .
33 fuese Ql.g(z,£)=h(z,g).?(z,ﬁ) . como
E(Z, e )K[ 1] debe ser m(Z, e (K [Z,] vy asi’
h(Z,§)
?(; I)=----E-—- ?(7 ﬁ) lo que rueba ue 1% no es divi-
4'\7,'\1 ﬁ '\1":‘/ ’ q P - q 1 es
1

sor de cero,

. <.<
Sea ahora {1 un entero , 1-ii-d <y supongamos probado que

{wl...wi} es una sucesidn regiular . Sca una relacién
7 7 G)=h(3,0)E(3,T AL Y
. 13(%,@) h(%,%)f($,¥)+h1 (%”ﬁ)wl+...+hi(%,d)ll
Se debe verificar que h(Z,@)e(T, ,...,0 0. K [%,g]

RO 40, (R,

W)W con lo que



';;;u;

»(J,y«)-z LI e R YK 2 H ]

y asi g(Z,E)+(ﬁ1...‘ YKLZ 5 BT e (F(2,7))K [E,E] q.e.d.
tfota 1-4-13,- Si R=K[[%”H]] y ¥ es la hipersuperfi-
cie de ecuacidn £(7,H)=0 con uM(f)=v .

Entonces, el que la variedaad alge>raide regular

=Spec (K[[Z,¥]1]/ ) sea transversal a la hipersu-
(Z OtoZ )RP\
1 c
perficie V es lo mismo que decir nor 1-4-12 que la for
ma inicial de f , ?(z,z) verifica que E( Z 0)#0 , que
es equivalente a decir que f este preparada.

Si representamos al diagrama de MNewton de f(Z,{) , aue serd

el conjunto de puntos ({BBI,]AI) tal que (A,B)eg; w(f)
fca

tendremos que en este diagrrama de Hewton existird el punto
(0,v) .

exponentes totales

de

o

(0,v) k

¥

axyronentes totales de E

Ls decir

W es transversal a f<==>ff estd preparada respecto al 313
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tema de para@metros (7,%).
v v

Proposicidn 1-u4-14,- Con las notaciones anteriores, Supon-

Jamos que I=(f1...fm) , domde las formas iniciales %1"°fm
de fl"‘fn forman una bases minimal de inq(l) y sea S,

la hipersuperficie

S.=Spec(KWZ,d )
* % “}y(fim[cg.g]]

Si W es transversal a V , entonces W es transversal

a Si , Yi=1...m .

Demostracidn.- En virtud de 1la propcsicidn anterior el resul

tado quedard prohado si demcostramos que todas las Fi deben

-

tener necesariamente un té&rmino independiente de ¥

e

Supongamos por ejemplo que f1 no posee término independien

te de g s entonces- %18 inT“I) ﬂ(ﬁl...ﬁd)x[g,g]=

=inw(I)’(ﬁ1'°'ﬁd)K[2’ﬂ y asil se rodrd escribir

171 8q “q 8q »  Fpeim (1)

donde los g, son homogéneoss Je grado una unidad inferior

al de f1 .

Pero también se tiene que

m
;= s gii f.. y 1=1,.0.0.,d
SRR 1
donde los g.. son, bien ceero, bier homogéncos v tales que

4;1]

grado gizgrado (gii)+gvadn((§j) . Pcr tanto se puede escribir

£o=(H

i 5 ¥ 7 7 F
=0y 811+"'+”; gsl)f1+....+(J1g t.e.tW )£

g f
1 in d Psm” "n

Pero como, para cada 1i=1,....,d dele ser

grado g;= srado (?1)-1 grrado (g:j)+grado(F1), ns necesa-

riamente g .%...%g_.=) 3 loo que cortradiece la Lipdtesis de



c=3b= o

rue. (f ) sex.una basce minimal de inM(I) .

tefinicidn 1-u4-15,- Sea V=Sjpec (K[L%,@]I) una Variedad'

algebroide. Sea J un ideal. primo regular de K[[%,H]]

tal que J>I , Sea Y la sulbvariedad de V dada por

T:opec (K[[_Z:,}\J‘]] /:J)‘—‘Spec(R*/J*)
con R&= R/I = K[[%,ﬁjj/i oy J%=J/1

Se dird que V es neormalmenite plana a lo largo de ¥V si

R%/J% es regular y si ng*;(R*) es libre sobre R%/J% ,

Pronosicién 1-4-16,- BennetttE8] ,§'2

Con las notaciones de 1-4-15 , si M =es el ideal maximal
de R , entonces se verificai que V es normalmente plana

a lo largo de U si y solo :si se tiene:

1) R/J es regular.

2) Existe una bhase fl...f del ideal I de R que veri

fica:

i) Las formas iniciales F ..,f_de las series fl""’f

1 P P

forman una hase minimal de:l ideal inM(I) del cono tangen
te a V .,

<

- < < .
ii) v, (£f,)- vy (£,0-... vM(pr)

iii) vJ(fi)=vM(fi), i=1...p ., donde vJ(fi) es el orden de
. . 1
f, en la filtracidn { }isz

0

Nota 1-4-17.- Bennett (87}

Si @8 es un anillo local y p w ideal primo en 6 , dire

mos que p es admisible en 8 si 6/p es regular vy Gpp(e)
es libre sobre 0/p.

Sea ahora R un anille lccall resular y J un ideal primo
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regular de R . S1 T 25 un ideal d=2 R tal que J3I se
dird que I es3 admisible para J cuando J/I sea admisi-
Hle en R/I .

Do estas dos definiciones y de la platitud normal se deduce
aues La condicidn necesaria v suficiente para que la varie-~

dad algebroide V=Spec(K[E%,£ﬂ/I) sea normalmente plana a
lo largo de la variedad algebromide regular ‘-=Spec(KL[§’¥1]/J)

es que el ideal I sea un ideal admisible para J .

Fnunciaremos el criterio numérico de platitud normal de Be-
nnett ([B), § 4) , para ello temdremos que definir la funcidn

de Hilbert:

Sea 6 un anillo local de ide@l maximal m , Definiremos 1la

funcidn de Hilbert de 8 v la llamaremos Héo) de la manera

siguiente:

(0)( y_4s n -
HB (n)=dim, (m /mn+1) ’ nezo y K=6/m

K

> : . (1), (i) _{“ L(i-1) .

Para 1i-0 se define la funcidm Ho 7t Hy (n)—_j_O da (i)
e (i-1)

pues podemos suponer definida la H8 .

Entonces el criterio numérico de platitud normal dics lo si

guiente: Sea 6 un anillo loc@l v p un ideal primo de ©

tal que 6/p sea regular de didmensidén da vy ﬂ(l)= 4g+1)

)

En estas condiciones se verifica que p es admisible en 8

una familia de no unidades de

No -4 - .= Se« . <.
Nota 1-4-18 Sea {fl}l-l:p
R 3 para cada i=1...p se escwribiri la forma inicial ?i de

fi de la siguiente manera:

donde ¢{(2,E)E(E)KI:Z,E] . Obmérvese que la variedal alge-

broide regular
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e3 transversal a la hipevsuiparficic

(1) _q

H Spec )

(R7¢g . yr
1l

a1 qQ a1 . '2 {
si 7 solo si fl(w)¢) .

Recordamos que é:;(fi) e3 el conjwmto de los multiindices
&:

c . e
AEZO tales que el coeficiieente ( que es una constante)
. =A = S .
del monomio 7 en 'fi(%) siea distnto de cero, Obvigmente

éj;(fi) es un conjunto finnito y se designard por lex;(f,)
x £ 01

al mayor elerento, para el orden lexicopgrafico de ff;(fi) .
v

Se designard por

£
b
Y

(-fl... 'f)n)'{lex

) [Jwety . C 2]

Pl

o

3e verifican trivialmente llais sigulkentes proniedades:

1) Fxnﬁ Cfl...fn)={lex% (w))ﬁwe(fl.nfE)K[;z] , J homogeneo}

v

i) Exps (fl...fp)+2§ Bapnss (fi."fp), luepo existen por

v ™
1-1-8,

unos A ...chEpo (fi...af ) L, S.=lax

1 P » 3 (Yi) ’ i'—'l...q .

Yie(fl...fp)K[Z], Y4 hhoomogdrer de tal manera cue

an
Txp (*1---f5)=,\&ﬁ' [Ai+zj] =Expz (Yl"'Yq)

i==

P

Definicidn 1-4-19.- Con lass notacimes de 1-4-18. S3ea

{£.}, <.<

"iT1-i-p una familia de mo uniddes f eP tales que ,

escribiendo la forma inicilaall Fi ©mo
f.v:f..(;\%)-i- vy (Z,0) , isloap ‘pj(f,;@)a(g)K[,z,g]
de manera que ‘fi(i)#ﬁ s 1Z=ilL.0p .

Se dird aue un elemcento geceRR estd3normalizadoe por (fl...f )



cmn cto a las variables si v so

resne

fica aque

& (a) N Exng f, .0 P D= 8

dota 1-4-20,

lo i <¢ verl

NAtese que la condicidn [11] es5 inlependiente de 12 eleccidn
de las J en tanto ou2 no cuamhbie el anillo K[[E]J . Es de
" =
cir, 31 se consideran unas muevas variahles ﬂ':(Wi...Wé)
A\
. o y =2 - %4 5] 1 Lt : 11c1A
7 un K-isomorfismo local }W[[&]]w K[[d:n la condicidn [17]
se sijue verificandn nara Nos tran:formados en esa ‘somor-
fisno,
Teorema 1-4-21,- Tzorema 1o axistenceia de las hasec standard
normnalizadas, -
Sea V=Y(I) una varfedad :algetroile, 7 la variedad algebroi
de regular H=3pec (9/(w N v ¥ una varisdad con-
:] 9 se s g ~ "
tenida en la intersceccibn dee Vv M, Zupongamos aue V

¢35 normnalmente plana a lo llargo de ¥ v nue W

a V , Entonces existe una 'sase {7, ,...,f_ 1}
1 p

tal que @

i)Las formas iniciales (F f v forman u

11”..;’ D
del ideal

del conco tangan:e a Vv

in, (1)

e

-
2

transversal

del icdecal I

na hase minimal

) < << . <
1) v (f.)=-v F.. ) 1--di-n
o( 1) 0 ( i+l ’
ces r (¢ <.« .
11i) v‘_(.i)-uO i) y 1-7=n , siande vv(fi) el orlen de fi
en la filtracidn d2 PR deteriinada por el idesl oaue de
fine la varicdad U ,
iv) fi¢(y)x [%,w] , 25 deccir , ¥ 3 transversal a cada hiper
v A ’ —
sunerfi: 3.=3pecc ok .
p=3ree ((R/ g yp
v) Para cada i=1,...,p , £. estdnornmalizada nor (Fl,...,f
3

i-1



AR

con respecto a las variabhles gz, ¥ . (Se supone que f1

esta normalizada por la familia vacia).

llna tal base del iceal I :seréd llamada una base standard

Y-normalizada.

Demostracidn.~- Para la demwostracién del teorema nos apoyaremos

en unos lemas que demostrartemos a continuacidn

Notaciones 1-4-22,-

Consideremos las formas linwcales siguientes:

Me

i) L:Rg-'->m . L(Y .'.Y

1 a’=

= Bij , Sje RO

c d
s v .pCid_ ' ¥y )= :
11) L'Rp===>R o L'(X .0uX a¥ 00 ¥y) 1=£i xi+1_=£1 BiYs »BieRy

c+d

Ciey ar o > et _
iii) Si vyeR , v-1 : LY.RO >R, LY(Xl"'xc’Yl"'Yd) =

1 : d 1
57 ) Xi+]1{=~1 ‘((‘3]."";-) Yj

Lema 1-4-23.,- Con las notacwciones de 1-4-18 , 1-4-22 ,

Sea {fi}lfifp una familia de no unidades de R , tales

que "fi (Z)#O \fi=1...p W Sea Ai=lex: Cfi) s L vy L!

g

formas lineales como en 1-W-22 tal que Vi=1...p y 'V(A,B)e

e& ., ,(f.) sea
SN

A
En esta situacidn se verificca que existe yoemd tal que pa-
todo y-2 Lena =(f ... f
ra todo y-y = es LYe F o f con F= ERE p) .
"%:(Al“'AP) y Et(g,,(\‘) defiimido como en 1-2-1 , En particular

IE.p) 80 .

Demostracidn, -

En virtud de la definicidn die ék{,é) nos bastar& demostrar



Y% Y

. > : .
que existe un vy _eR_~~ tal que ¥y~qo , Vi=1,..p v

V(A,B)e E

(fi)‘ (A.B)f(Ai,O) es

ol

WX

L (A,B)> L (A;,0)

De otro lado, observese que , por la hipdtesis hecha, para

todo i=1,...,p y todo (A,B)eéz W (f.) es
%’m 1
>
|al+n(B)=fa,]
. . . . <, <
Sea 1 un entero cualquiera pero fijo , 1-10-9 y sea

0) , entonces si

o}
(A.B)eg%’ﬁ (f:..) 5 (A,BY#(A,

io o?

A=(a1,....ac) . B=(b1,...,bd) Aio=(ai1""’aic) tendremos

C
L, (A,B)-L (A;,0) 255% (1-

j=1 i=1 Y i=1

d c c 1 1 é& c 1
+% B.b, - a, =% =57 a,+ -=- b.+ S -3z a, =
1=1 13 i=1 10 i=1 Y21 1 Y -j:1 ] i=1 21 10

c 1 1 d
=lal+L(B)-|a; [+ -57 (a; -ap)+ -2- % b

i=1 vy
Teniendo en cuenta |A|+L(B)i|Aio| puede suceder:
i) lAlzlAiol s B=0

En este caso A, >A para el orden lexicogréfico por construc

io
. o : < <
cidn de Aio . Existe por tanto un entero q , 1l-q-c tal
. - >
que a.,=a, . para i<q v a_<a, . As1l a, -a_ =1

i Tigi q io0.q ioa q



v

7 se tiene

a. -a C da.~=ad. .

- = .19%2__9 | = ~i__191 2

LY(A’O) L((Ai’O) 2q < 4 2i
Y i=q+l vy "
> %igq” % 1 %: I Vio _ "7Vio
T TTT29TT T T2q%1 < i T 737 T T2q%1 T " 2q+1
a ¥ 0T i=qv1 7 vty 8 o

por tanto si y>v, = es L.Y(A,o)>LY(Ai,o)
ii) |al-]n |, B3#0

1=1 vy
d c a d c
1 i 1 > {B] 1
+ -=- b, > =~ ~Zc + === b= 1=l o s &£ a4, =
Y fgg L fgﬁ 721 Y ?gl ] Y Y i=1 *

. >
Luego si Y-vio al ser l

" A, 0).
caso Aque IY (A,B)>Ly( 10,7)

ii) |al>] 4l (=0 0 B#9 indiferentemente,se tiene
que IAIEIA. l+1 ¥y para tcodo yzv. +1
' 10 . 10
c 1 d N

LY(A,B)'-'é (1- ;51 ) a, + ]é (’]+ “;") b] -
s C c a; . ¢ 1
> £ a, -5 Aosal- cles oa, = |G- -io) -

SR e ‘it Y

AT, KR v, 22er (v #10)
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De la consideracidn da estos tres casos sz deduce que, si se
pone vy =1 +m§f<{vi}
1=13p

>
entonces, para todo =Y es L s Ii{,

ILoma 1-4=24,- Con las notaciones de 1-4-22, 1-4-23 ,

.
T

< ., < . . . .
“ecan: a) {f,}1-1i-p una familia de no unidades de R tales
A

aue fi(z) # O'Vi=1...n s 7 A.=lexg (Ti) s i=1,..D0 .
- &
-y

) L! una forma lineal cemo an 1 -22 tal que'Vi=1...p

v V(A,B)EEL

(fi) se verifique:

¥
A3 > A
ry v - rr =
v BTy (B Iﬂll
<.< . s c
c) {[]i} d=i=-7 una particidn de ZO tal que:

. [of . <.,< _c
DO, <8+, Mi, 0-in (8,=(0..u0)e2] )

i) e D, & 0,7 C Vi, 13:5p .

Entonces para toda funcidn geR existen funciones hisR ,

< .<
J=i-p tal que:

13
1) g= h,)+.£_ h, fo
1=1
2)5;\_,;(%1i z <l

> .
S)vL,(hi)-vL,(g)~v (fi) i=1...p .

IJ'

Demostracidn.- Como hemos demostrado en el lema 1-4-23 que

> . < .
Lyc ijg,é) Vy- 1+max {vi} . 151-p el teprema prenaratorin

de Weiersstrass-lironaka-Aroca (teorema 1-2-3) nos permite

deducir la existencia de una familia <{h.} de series
.1 e

de R que verifican 1), 2) . Ademis esa familia verifica que

VLYSI(E,Q) . X
2 (hi)-v (g) - v (Fi) iZl...p

4



Pero como, para todo feR , es

vL,(f)= lim 2 (f)

Y [p——— X -] Y

. >
vy puesto que Lye iﬁg,é) para todo y-y , es

[o]

> ..
\)L'(hi))-‘\)L(g)"\’L(fi) 1 loo.op
I.sto concluye la demostracidm del lema.

lotaciones 1-4-25,- Sea W 1la variedad algebroide regular

W=Spec (R/(Z ) w7 consideremos una variedad alge-

1’.‘.’ZC)R

broide regular VW

V=Spec (R/;,)

donde I' es un ideal reguwlar de R , I':)(Zl,...,ZC)R .

Para cada feR designaremoms por “r(f) el orden de f en

la filtracidén de R determinada por el ideal 1I',

Lema 1-4-26.,- Sea {fi} una familia de no unidades

<. <
1-i~-p

de R tales que fi(z)¢o w i¥1,...,P , y tales que

Vr(fi)=vo(fi) i=1,..p . Emtonces para todo geR existe
una familia {hi} < < de series hieR tales que
1-i-p

1) ve(h )2 velg)-ve (£, 1515

p
ii) g-;{% hifi estd normalliizada por (f1,...,fp) respecto
1:

de las variedades (%,@)%

Demostracidn.~ Puesto que ((ii) es independiente de 0 se

puede suponer que 1'=(g,wn},..wp) rid ( tambié&n por ser primo
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regular el ideal I v I5(7 ...ZC)R).

1
De otro lado, por la nota 1-4-18, existen unos polinomios ho

mogéneos Yl...yqe K.[Z,E]=ng(R) tales que si Ai=lex- (Yi)'

£

se tiene que

. 'q
Bxpy (F...P )= U (Ai+2§)= Exps (Y eeev, )
i=1 N

£ qQ

n este caso se puede escribir

D
¥ .53 AL,
iTis

5 (%) fi s 3=1¢..q

donde los Aji(z) son, bien cero, bien polinomios homogéneos

tales que
grado (Aji)=grado (Yj)-gvado (Ti)

Pongamos, para cada j=1...q9 ,

Se tiene entonces que la forma inicial h

p _ o
h?! (%,§)=Yj +§g; Aji (g)wi(%,g)

-] =

donde

4}_ Ao (B)ew, (Z,)e(OK[Z,E] 135
i i £)evy (ZoJDe(} KR » 1=q

De otro lado se tiene obviamente que

vr(h3)=vo(h§) = gr (Yj)

pues I’=(%,W1,...,WP) 4 vr(fi) =2(fi)

Estamos en condiciones de aplicar el lema 1-4-24 pues dis-

ponemos de : a) {h%} < < una familia de no unidades de R
T 1-3-q

tales que yj“#o Vj=1...q » A

j leXg (Yj)
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se veri-

c
K ' ina C+l.j‘-_ =
5) L' forma lineal Ry >R, LX e X WYY ) ;{ X+
i=1
d
+< Y, , tal que Vi=1...q v Y(r,B)e& (hti)
: ] Lo M i
1=1 ") :
fica
A, 3> A
vi (T v (3
) s o una partici dn de 2: tal que:
T 02424
. (o . <.< _- c
) ch:Aj+Zn , Y5, 0293q (A =00...2)e 2 )
- . <. <
ii) AjE Eh 6 Dj=¢ s VJ y 1-1-q

Luego para toda funcidn geR existe una familia
{hg} < < de series hg&P tales quo:
0-i-q
!
1) g= h8+ < hY ht
i=1 »

A,
€. "z Hel
g 1 ]

< . <
3) v 1—'3-1

L (hg):v

Sy -
g () vL,(nﬁ)

Pongamnos ahora

<., <

q
MTEL My R hY R 1o

se tiene entonces que

q |
( AL (Z» ht (Z,W)F, = h! h"
Zi; 71N oA 1 {%ﬁ 1 3

i=1 i=1 =1
P a9
T - = - ! "o o-,n . a
Luego ¢ .2_ Hlfi g -<  h! hl ' ;7 entonces
1=1 1=1
A q - q
0 r - \
£,05 % [ Gra]-€ analy o) s
;\.: ! s - 1 5’.) l ) . o 0
1=1 1=
ccgemos la pavticidn



ol 2B SR od

LC . C
GQ=A.2+10-[D1 N ,f\.2+,z_,)]

- c ‘ C T
O, =n,+27 ‘H]i-lr\Ai+Zﬂ] U
a
_rc \
[]q'lq’{ﬁa[ji

zon lo aue queda demostrada la condicidn ii) del enunciado,

Je otro lado se tiene nue

Oy () vy, (A1)

1 VIS '
L i <.< L ju L
1-9-19
Dero
> -
) 7 - '.' - T Y ¢t o . . :71 + 2 -
VL'(Aji(&))+VL'(]1) gradn (A¢q(»)) )n,(g)

_vr'(h%): srado (li* Z))+w (g)-grado ({ﬁ) =

L!

(z) -vL,(fi)

=v,,(g)-grade (fi) =v.,

>
de donde vL,(hi)— vr,(g)—wI,(f{)

=v_ , se¢ tiene 1la proposicidn,

Ina vez concluilda la demnsttracidn de astos lemas previos po-

demos ya construir las bases standard normalizadas,

fuevamente sea I un ideall de R , V=Spec (R/I)

W=Snac (R/( ) . J=(%)R+I luego

TyseeesB IR

HNnV=3inec (R/I)

3
Pl
o]

I'e Soec() , I'2>J ,, T=Sncc(?/I,) » VYV una subvarie

dad alypebroide repular Adn wnvy .



Entonces la axistencia de una hbase (fl,...,fp) del ideal

I  que verifique las condiciones (i), (ii), (iii) del enun
ciado del teorema 1-4-21 es consecuencia de ser V normal-
m2nte plana a lo largo de ¥ . AQue se verifique (iv) es con

~ecuencia de la proposicidn (1-4-14) nues al formar las

(F

1:1,...,fp} una base del ideal I de manera que sus formas

‘niciales son una basc minimal de  in,(I) v ser W transver

2al a VY tendremos que ¥ scrad transversal a cada una de

las hipersunerficies:

- )R s
1

La técnica a scpulir ahora serda modificar la familia {fl,...,fp}

de tal manera que se verifique (V) 3in afectar a las otras

coendiciones,

- . < <
35ea q ¢l minimo entero , 1-q-n ta nue (f1"‘°’fn) ve -

. . - . > -
rifique (v) (ndétese que siemnre es q-1) . Si q=p , no hay
nada que probar , supongamos aue Aq<p . Por el lema (1-4-26)

aplicado a f v {fl,...,f } existe una familia {hi}
' 1-1i-q

de elementos h,cR tales Aque

i) Vr(hi): vr(fq+1)-vv(fi) , 1:ifq
.. q - .
ii) (fq+1 - ?gé hy Fi) estd normalizada por (fl""'fq)
con respecto a las variables (Z,}) .
a
Pongamos f%+1 :fq+1 -Egg hi fi ; se tiene que la familia

{f,,00.,f ""’fn} verifica las condiciones (i)

ol |
1 q’fq+1 ’fq+2 I

3 - a 7 n s ' (-’J. 5 .
a (iv) vy (v) sgse cumple para {fl""’fq’ fq+1} 2] meno

P
i R

Por repeticisn ecnonvani.ntn 1a »u:t. proceso se llega a nuestro

resultado, quedando completa la demostracién del taoroma 1-4-21,
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CAPITOL. (1

Transformaciones monoidales vy cuadrdticas

Introduccidn

Nl objetivo esencial de este capltu-
o ns c¢l describir las explosiones (blowing-uns) de ideales

1
de funciones algebroides en n indeterminadas con ceceficien

D

tes en un cuerno algebraicamente coerrado. Las notacicnes se

radn esencialmente las de Bennett [8] v Lipman [29] .

§ 2-1.- Variedades algebroides intrinsecas.

Introduceidn.- Seccidn d:dicada a caracterizar 21 anille de

coordenadas de una variedad algebroide,

lota 2-1-1 .- Sea U un anillo local noetheriano de ideal

maximal ¥ , sea K =D/M . Llamaremos x (-)=caracteristi-

ca (-).

Se pueden presentar dos casos:
i) x (K)=0 entonces x (QO)=n .

ii) x (K)=p>0 entonces x ([l)=0 5 x (O)=p" ,

5 ;
n-1, En efecto si x (Y )#o es x ([])=mpn ,n>0 con m pri

mo con n . Ahora si 1 es el eclemento unidad de 0 , al se
1)
n

. 1

x (K)=p , p.1e" . Lntonces =Hn' tal que (p.l)n =p  ,1=0 4
.. n' n >

x((Q) divide a »p , luego x(0O)=p , con n=1 . Por tanto

en este caso puede ser x({)#x(K) .



idn 2-1-2.~ 2on las notacicnes de 2-1-1, diremos que

C
illo local noetheriano [ es equicaracteristico si y so-

1o si x(O)y=xcOy).

T2orema 2-1-3,-(Cohen)- s2al) un anillo local noetherianos

connleto, equicaracteristico , Jde ideal maximal ¥ v K=CI/,1 .

n estas condiciones se verifica que U admite un subcuerno

isonmorfo a K .

lenostracidn.- Zariski-Samuel [4 €], capitule VIII ,§ 12 ,

Nazata [34] , capitulo V , § 31 ,

. s

Definicidn 2-1-4.- Si [l es un anillo local noetheriano,comple

to, equicaracteristico vy }<=D/_,_1 s @a K se le llama cuerpo

de coeficientes de t] . In lo sucesivo consideraremos a K

sumergido en o .

Definicidn 2-1-5.,- Se

~

un anillec local noetheriano, Llama

e

n de

e
O

a
remos dimens: nmersidn de [1 a la dimensidn de W/MQ

considerado como K-espaclio vectorial,

Teorema 2-1-6,- Si [ es un anillo local noetheriano completo,
equicaracteristico de dimen<sidn do inmersidn n vy cusrpo de

coeficientes Ko O , existe un epimorfismo }(f[f(i...)(n]]-—>D.

NDemoztracidn.,- Para la demostracidn del teorema nos annyare-

mos en los dos lemas siguientes.

Lema 2-1-7.- Sea [1 un anillo local noetheriano,completo, equi

caracteristico, X <&l su cuerpo de coeficientesy KynwooaX,

un sistema de generadoras del ideal maximal 4 de [ , enton

cen VECD

X n A A * 1
\eZ
b
Lema 2-1-8.,- Gea f:B--->T] un honomorfismo de un anillo
cualaquiera B en un anillo local,cnmnleto’equicnractnristica
[] Vosean  Xp...x rlammentos del ideal maximal "t de O |

Fxiste una Gnica prolongacidn g d=2 f  al anille do series
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E¥4
<

dn notencias formales B[[Xl..u}J] » tal que  g(X, )=x, ,

<, <
1-1-n,

Con el auxilio de ostos dos lemas damostraraemos 2l teorama

- -0

Nenestracidn del teorema ?2-1-8.,- S$i1 tomanmos un Sistoma deo

Foncradores mininal Ryveeos¥ de 4 por el lema 2-1-8

1~ inclusidn it <-->0 se pusde ampliar de forma 0nica

-~ Yo Fiaqr g [T e e q: SESRERE
a un omorfisno ,..\[[‘1,.. "‘n]] O a» mode que
., <, < . . .
o(2.)=x, , 1=%i=n 7 por 2l lemi 2-1-7 g es suprajectivo.
< L

Democtraremns ahora unicamente el lema 2-1-8 , pues ¢l lema

?2-1-7 7a as conacidn

Demostracidn del lemi 2-1-2,-

. -

Existe una finica nrolonsacidn n» de f al anillo des poli-

mi 3 N 2 ‘ -y 3, i = Ta- .
nomins B E”l""%ﬂ tal qua b (X)) ¢ . Bea a el ideal
engendrado por las Xf 2n el anillo d=» polinomios. Comple-

tanos este anillc ~n la topolosgia a-&8dica y ohtenemns el

v
anillo de series de notencias formales B[[X P ]]. Por
1 n

]

ser h(a)c , h es uniformemente continua v admite por
3
tanto una Gnica extensidn a un homomorfismo g del anillo de

series de notencias en el anillo I3 .

NDefinicidn 2-1-7,- Llamaremosz variedad algebroide Iintrinse

ca o sinplemente variedad alpgebroide a 3pec (O) siendo
un anille local noetheriann conpleto, equicaracteristico y
reducido, de dimensién d2 inmersidn finita v cuerpo de coe=-

ficientes algebraicamente cerrado.

. . -

Proposicidn 2-1-12.,- 31 Specc () es una variedad algebroi

, entonces Snec (1)

de v dimensidn de inmersién de [ es n S
. . . ! .
e5 una variedad algebroide sumergida en K siendo K el
cuerpo de coeficientes de O .
Demostracidn.- Aplicando el teorema 2-1-6 existe un epi-

morfismo T de K[:f_f{l...}(r;]J en 1 , 51 I=kKer?® tendremos
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A WY
’ A\ /
o | ROPE N | o
I'n- otra parte LI reducido implica I radical lo cual
cnryleta la demostracidn v podemos afirmar que las varie-
d=::3 algebroides intrinsecas coinciden con las variedadesn

alvabroides sumergidas definidas en el capitulo I .



5 27=2+- Explosiones de variedades algebroides.

Introduccidn.- Seccidn dedicada a definir las transformacic

ne3 monoidales v cuadrdticas de variedades algebroides,

2-7-1,- En esta seccidn U] wepreasenta ¢l anillo de coorde
nauzas de una variedad algebwroide. Utilizando 2-1-10 ascri

binos D:K[[Xl"“’xn]]/l con VI=I y n=dimensidn inmer

5i6n de 1 . Podemos escribim =% [[xl,...,xn]] DX FX AT

51 llamamos M al ideal ma:ximal de D s i\1=(x1,...,xn)[] y
5i P es un ideal orimo de [ s escribiremos H= @ P"  con
n=-0

. 0
el convenio usual p°=0 .

Proposicién 2-2-2.- H es, «le forma natural, una UD-4lgebra

graduada de tipo finito.

Demostracidn.- H tiene esttructura natural de anillo, indu

. . e s ! n M., n+tm
cida por las operaciones de D , se verifica que Vn,m P .,PCP

luego es anillo graduado.

1 es unall-81gebra dec homomorfismo estructural

| > H::D@P@P?'@ ...op"

@ L I )
aue también es de tipo finitto por ser [] noetheriano.

Definicidn 2-2-3,- Llamaremws BQP(D)=Pr‘oi (Q))Pn)
n-0

Propnsicidn 2-2-4,- Si Fl"""fp es un sistema de generado

res de P v si D[P /f] es la [J-subdlgcbra de Df gene
i i

a cps
rada por {-?-}aep , se vewrifica nue:
» 3

i) D (£,) N Sane D[P/,F:J



17 ! f.
i)y {n (£} _
1-i=~v
Ti4) Bip([]) 5 un S-ecsauena
con S5=5pec (W) .
-1ostracién.-
5 Al 327 los Fl,...,fr un
npodamos definir ua hnnomow
D [{1"'.’YI‘]
T,
¢ asl definido c¢s un homornor
rs honopgéneo lucqe
gt
= 00,,.
v 0'  es disomerfisne do gradn
“odenos llanar  Y.+Xer u={

D[:fi....,f;]

f.
1

£e

f

con !
i

es un recubrimiento abierto

.
By

prcvectivo de t

Ssistema

~

fisnn graluade de

n
-—e>H

———>1

e
1
hl

-

identificar

0

bras graduadas,

de

ipo Finito

de g=2neradores

gra:do

B%(D)

°

de P

cero
e &
i

identificando

-

Recordando que D+(f£)2:Spec(H(f,9 EhwmhendiecP 177, capitulo
i

1T, 2—3-8] corn H(F') 2l subanillo de Hf, formado por
i i
los clementos de grado carc, os decir
/\
£! £ £
i _[] 1 hi r
f(f!) - Z-T‘ ,-0.1oo-c-.‘o,?T"--o-voo--oootc,?T-
i i i i
Luego
AN
f1 fi f
- “, . r
D_’_(f:‘- %';’ec( D %‘:",uunou'-u‘--,?‘:-,..--nl.uu-o’?-- /‘
1 1 1
ii) Aplicande (Crothandieck 177 , capituln II, 2-1-5) sabe-
mos Aque el anillo H es nocthinriano nues []es noctheria
no + U .nm~D-élgebra de tipe finite . Luecgo nor (Grathan



s 1

dieck 17], canituln II, 2-7=1-7) B2 ([]) es un esquema

< . <

noetheriano y los D+(fi) forman un recubrimiento
T 1-3i-r

abierto de BZP(E]) .

1ii) 81 llamamos U..=(0.) . Se tendra:

057y
. 2
v)+(fi)=S‘{)eC (DL?;-,.............,?:i-,....-...-,f ] )-)De(‘ (D )
AN
i Ol T3 fr]
') (f ) oDEC( [-"o..n-.u .'...’f ’-olvuanvogf- )SPPC (D)
3 i 1
D, (r f )= D, (f )('ID (f )=Spec (U ) = spec ([O..)

Yy "

Tanto Di como Di]‘ son Q-—élgeoras . Al ser conmutativo

el diagrama

Se puede definir la proyecc idn n:BRP([])--—>S que es un morfis
mo de esquemas.,
La proyveccidn 1m se construve sobre cada abierto D+(fi)

como asociada a la inclusidén 1i: D -—-->I]i

. i
D+(fi)=8pec(ﬂi) -fee---->Spec (O) , %1 notacidn de

Grothendieck (17,
La conmutatividad del diagr-ama anterior nos pernite afirmar

que Ll

" s = . luego podemos
D+(fi)no+(fj) 3 D+(fi)(\D+(fj)

aplicar un proceso de recol lement v definir la provyeccidn

Tr:b‘?H, (g)--->s8.



.' —5 61- f.

unP(E]) serd un S-esquema proyactivo de morfismo estructu-,

ral w (Grothendieck [17] ,capitulo4II,5Q5—1)g BZP(E]) serd

[

también un S-esquema de tipo finito pues H es una []—élge‘

“ra graduada de tipo finito (CGrothendieck [§7] , capitulo II,"
N-7-1-11)

Hefinicidn 2-2-5,- Al morfismo w de (1ii) de 2-2-4 le
llamamos explosidn global de O con centro P . Si P es
an ideal primo de [0 diremns que © es una transformacién mo-

noidal de 1 con centro P y si P=M a la transformacidn 7

la llamaremos transformacidn cuadratica.



T owr T

[Ehel

2-3.- Propiedades de BlP([]) .

fntroduccidn.- En esta seccidn se describirdn cn primer 1lu

~ar, las propiedades de las transformaciones monoidales y

> -

caadrdticas de variedades algebroides. A continuacidn se de
- . - . - » . - ) N
“inlra vy caracterizarda el divisor excepcional de una trans-
“ormacidn de este tipoc.

;»taciones 2-3-1,- Tn lo que sigue, si (¥,0,) es un esque-

X
. ¢ . 1 »
“a v ool t’ es un ideal de §_ llamaremos V(J) al subesque
na de 8, definide por J . 8i ¥ es un esquema afin, es de

cir X=(3nec A, &) e I un ideal del anillo A , ¥V(I) in-

ubesquema corradn 1o 7 definide per I cmalne ' -
>

)
 ond
0

dente con Snec(A/.). Cuando escribamos V(I)-V(P) entenda-

I
remnos el subesauena de  Y(I) cuvn espacio base es la diferen

1

cia de los esnacies Tazes de V(I) 7 T(P) <y cuvn Yz Jde fun-

cicnes a5 la rastriceldn del de V(I).

i
Q9
t
o]
N
'
w
]
vl
i
W)
—
I
o
o1
3

idsal ae 0 v wr:BR.P(D) --->%ncc (Q1)

.

es a2l morfismo estructural definids en (2-2-4-ii{i1) , entonces
cr s ' -1, . i
definimns como es usual 1 “(Y(I)) como ¢l subesquena Ade

DQP([l) tal nue d cuadrado

Bi () <m=--m-mm- e

- -

sea cartesiano,

Pronosicidn 2-3-3 .- 3i 7 es la explosidn global e O con

centrc P se verifica aue:
. -1, . ) e _ 1
1) 7 (Spec( U/,)) es un divisor de BRP(D )

ii) si nr_(Q)= é P/ n41 , n-l(Sdec([]/P)) es iso-

el



morfa, caao D/?—esquema , a

Nemostracidn,.-

i) Corsiderarenos la ornveccidm

b, (£ )=3nec (D[---,..........,

Aoy

el morfismos asociado

¥

[]c___->D [][---,.........,

£l

definida

1-2):

T estd

tulo

-
bl }

5 szD+(fi) Spec (‘]{-—-,........,

n(i )= i (gx)=1an.,
- . . -1,. _
I 351 1, Snec(Q ), = ij) =
f, 4
:{:IXE SY)GC (D[ff":—’ouuncioo,%--g’o
i 3.
Luego
-1

n (D[-—- o

Spec (D/P))=Snec

*“>

fl
= Gpec (D[?--
1

,n...c.-’?--,;-o-uo
1
£, /f\l
ZQpeC(D[‘f“.‘,t0..0-0.,'f‘-“"oo--- .o
1 1
puesto que al ser f_,...,f wn
1 r
£ £
es PD["--,Aooso,?--’aoo-n’?—g
i i’

Fntonces la inclusidn

n—l(

ol H-> =
[I=8

a la imnmers

1D

1
5

de la manera siguiente

f
1
:fitﬂ[?:‘-,-.n.n,
1

£
Spec (E/P)} &---=-> §pec (ﬁj[;l-
“i

~58-

Prcj kGr (g ))

abierto

f
‘]) ol o (F)
.l 1

restringida al

,oooo-oo-o;f

e

1dn

f
r .
",co.oo‘u-o,?-- . Entonces
1

fSrothendieck B7] capi-

A :
1 r

'F‘--',c---';ol "i':':‘] ) [y
B} 1

f

R

S BIEN L B

oo,’:']/ f 4\? f
f].. 1) D["l" - -:_L- Y "E]):
. . FT T 0ET T *oFT
i i i
f
.’-r:]/ f é\. f
£, ¢ B[_l- il A
i° £, **"°f, g
i i i
sistema de aneradores de P

4\
i

f ’l"l.’?
i

e 183

o)

f
r

’ooonn’f
i

(X

,.nc-u’%

e
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corresponde al 2ninorfismo

£ 0 £ «f e £ ' o
[][ 1 i RS N 1 71 ‘Ej £ N £
%-"“Qf-$""f~ s ""!f'Q"’Qf. ) 1 .
i i i i i i fi -=

cuyo niicleo trivialmente estd generado por f,. ,

“"ar tanto la ecuacidn local en D+(fi) de n-l(Spec(E]/P))

3 fi v n_l(Spec([]/P)) es un divisor .,
ii) si fl""’fr son um sistema de generadores de P y si
£, = fi+P2= inP(f)chP(E]) , entonces GrP(E]) =

:D/P [§I"""§;] (Matsumura [31.], capitulo IV , propnsi

cidn 10-D ).

Ademds por 2-2-4 los D,(F.) forman un recubrimiento abier

+ 1
to de Proj(er.(0)) vy D (F)=Spec | (Gr (0) --'1
-P A + i [. P (fi)
f; £ ¥
=Spec (D/P[—-—’ll',-i-,.uo’—r':])
£, - £
i £, i
i

(ii) quedard entonces probado si demostramos que :
. <Q< . »
a)V?t, 1-i-r , A los isomorfismos:

fi:D+(f;)_--> n-l(Spec(E]/P)) |

b, ()
Wi, i, 13:iir ils 2o 35 Tils o g
. + i g T
1-j-r

puesto que en este caso la familia {+i} induce globalmente

el isomorfismo de (ii)
2\

3

£ (3 £
a) i 1(Sch(D/p))]D (¢ )= Spec (D[;l,--’z"--’;:ﬂ 1 %
AR i g i Pﬂ--.,.,i-:}:,..
1 1



. -B0-

por i)

Luego a) quedarid probadec construyendo un isomorfismo

N - S
£ f £ , £, f
i n 1 S
;_:D/ —l’.."::’.'.’-g ’\'DE-"...’-E".’—E]/ f. f
i Pl =~ Fx . f, £. PO 1 _i _r
; . i i f',-"f:,.."fi

RS

. a
r haciendo f.= "o¢. ,
i i

4., se construye asi:

?: f] [fl {:\3 r]
- ) - P [ - -
¢ (;:T) fi+‘D fi’.'.’fi’...”fi . 1:3-r ,]-#]-
1
fl ét fv
(:)i(A):;\*PO[.f-t,.'.’-‘é:,...’T‘} ,vRED/p
1 N b1l

&, es isomorfismo . En ~fecto , hasta ver que Ker ¢j=0 .
T; "1 f; °p
Ker &,= ::; ai(-- veo (==) , nolinomios
i . o~ == --
‘L,Sl,...’si’.'.,sw 1 f:
&L
7 ?; £
en las indeterminadas =-=,.u.5-" ,...,-f con coeficienteS
£, f. f.
i i i
a,e/, tales nue
:5:“———'—-F"‘——_ _£ 1 —; Sp :EST~‘“—__——_~” fl 5q
q).( a‘.(-— nol(-'—) )=( a-("'-)-o
1. ~ L -= 2 P i f
148 0eeesSyseeess, £ fi 1,31,.,31,..,sP i
) i
AN
fr °r 1 f‘i Fr
oo-(f-) )+ PO ‘f-,lc-’{:;,-- .,f-]:,)}<-=>

TaSgae eSSy g i TaSqaeaBiaesty
S f /f\ f -f.- 5 I:-v
ryr . 1 1 r . :E;”'~‘—'_-, 1,71 .Y
. s({:?) Cfn ?T,--o,?"--o [ Yr-2nd }<"'>{. “i(:-)toa(::)
1 1 1 1 7»33130a®i3‘a3r‘ £ F‘L



- 0 --
f'l £y fl"
_.i:cp}<=:>](ep (’;i:O.@- O/‘P TS e e ,;%}_',. R S
I . :
fi i f1

lia2po es invectiva,

“ira probar b)) tendremos que demostrar que los iscamorfiinos

i, coinciden em las intarsecciones, es decir

- N .-
- £ £ £ =
: nw;—, ::,--0,:%,..;,::
. £, r.
i 1 q
- 7 -
, £ F f-'}. -
’---::i ﬂﬂ/n it JURERURE Sl SR RURE St
£ : . F £
1 ] ] )

lo nue se deduce trivialmemte do la definicidn.

An ?2-3=-4.- Sea J. un ideal de El, sean fl,...,f

hal

r J 21 haz sobre D (f,
lct D> +( l)

e

- . g N a ~ z e P
asociado al ideal {-G”iaan], vp(a) v e [][I/f{l .

entonces:s

v .
i)'ediante un nroceso de rmecollement los haces Jf inducen
i

un haz coherentoe j de dideales de’ B]_D(D)

. >
LR
R

192}
e
<
o
2]

el suhesquema carrado dec BQP([]) definido por

hj se verifica que:
ii-1) VvV es el nmininm

no subhesquema cerrado de BQP(U ) que con-
tiene n‘l(V(J)-V(P)l). (V(J) v V(P) son los suhesaue-

mas de Spec () diefinidos nor J v P respectivanmen-

te).

.
[N
1
N
~

V es isomorfo como Snec (D/J)—eSquema a BRJ+P/J (Qr9)y,

(9]
0
ot
e
6]
3
]
0
'_J

de manera que diagrama connmutativo



DY O/ ) Ce e
RQJ"'P/T By o
- |i'
]
'
]
! :
]
v
Spec (D/J) P SR s

i) Si quereros

construir el haz’j tendrremos quec demostrar que

¥

f

es decir que Jf
i

cierto va que Diiz(Di)

El haz j es

to. L[s cuasicoherente pues |

con J
i f.
i
1-4-1) .
Ademas J

ii) Demostraremos en primer ‘lugar cue

B2 (0)

cerradc de
P

vor  L(v(a)-v(r))

P

i D+(fi)nD+( fj)

(

n,(f,)

definildw por i

Tendremos que comprohar que:

ijen‘l(vu)-vm)» N

jxsv

nz (O)
P
]
]
1
1
]
W
]
V-
Spec (D)

zi V

es de la forma

es de tipo finito @l ser ] noetheriano,

se verifica que

C1]

apldcar un ormcesos d recallement de haces y

-3, |
j D+(fi)r\D+(fi)
.. , 1o cual trivialmente es

f.. 1]

Ji

£, =) E,
=3 T @)
£, £.

i

coharente al siewr cuasicoherente y de tipo fini=-

Y, .

i

p :{-g-]aeJ 4V (a)z v} (Grotiendieck §7] , capitulo I ,

es el subesquema



Consideremos un ablierto D+Mfi) A2]1 recubrimiento y onera-
no3 localmente cn &1, Entonwces [1] re traduce en anillos a:

f f
. r
4V]XC SpeC(D[?1,0--,%"‘-:-.,%‘]’ ) tal que
i 1 i

e

]

JDiCZIX

entionces j‘ZDJf
i
) t=j <==> L2

}Di Tx f1¢jx

3a nueden dar dos casos

a) fic J , entonces JDi<:jix lo qut implica que fiej

X
luego w'l(V(J)-V(P))I = n}l V(I)-V(P))= ¢
D, (f,.)
+ i
v ademas V(\D+(fi)=V(in)=¢
i <
5) £,¢J entonces Nhel s b= _E_’ aed , v-y_ (a) ==>
h f., v P
i £,
i
==> 3 = f, , bcdU,ci_ ==> f, .bejx y CoOmo jx es primo
v f,ff jx ::>})e]x ==> Jf Ci’x

Una vez demostrado que V:hn-l(V(J)-V(P)) tendremos que

comprobar que V es el nmimimec subesquenpa cerrado de BRP([])

. -1
que coatiene a m “(V(J)-Vv((P)). Sah:mos que V es un subes-
quema cerrado pues V=V(J),, siendo} un ideal coherente , lue
0 ualcanente comprobaremoass que V es el minime . Para ello

. <.< .
nos restringimos a D+(fi)” 1-i-r . Sea I wun ideal de [11

Vv(I) un subnrsqu=ma cerrador de Spec (O,) tal que
wgl(V(J)-V(P))clv(I) . Hemods de prodAr que entonces

V(Jf JcV(I) , o lo rue e3 1lo mismo traducido a ideales: Si

1

I es un ideal que verificaa

Vi, e,
::)-jXDI
f.¢7

1 X



entonces ICJF R
i
becir que w; (V(J)-V(P))CY(I) significa que (1/4p.0¢.70
i 7i
luepgo:
> .
VacI . Inio y tal que i (a+JO,)=n0 ==>
n i
f.
i
==> -}-.a I JD_CJb ::>-l-.a = .S s CeJ,V (C‘):\)=:>
n b f. n v P
£, 1 f. f.
i i i
C >
==> @ = m=me- ced |, vP(c)—v—n ==> ach.
£, i
con lo nue ICZ.Jf q. e.d.
i
r J+P/J
N Sabe - Spec (O . | --c-d.
ii-2) 3abemos que BIJ+P/ (‘J/J) &J Spec (D/J ==
. J i=1 f.
i
s5iendo  f.=f.+J »puesto que al ser {fi} i=1,...,r un
sizstema de generadores de P , {?:} i=1,...,r ©s un sis-

-

tema de generadores de J+P/] .

Nemostraremos que V es isomorfo comn  Spec ( U/J)-esquema

5 I } .
a DLJ+p/J ( D/J) comprobando :
J+P/J .
a) Spec ( U/J ——===- ) :‘\: \]ﬂl)+(fi)
.
s J+P/
») 8i llamamos [Q% = 0 |----= , entonces
i J -
i

¥i,9 , i=1...r , d=1...r

oc

Sneac D? NSnec [Ig V(]D+(fi)n D+(fj)

}')
Como Y ND (£f.)=vV(J =Spec (f1~-3// ) para prohar a)
+ 1 fi ‘1. Jf
: N i

Lastard demnatrar ouce




J+P/J -
(ay; ————]r es decir
J T :
by
- 4> ~
S _ £y £,
G//] ::,ooo’::’.-o’:: N . ’.--v"i‘:"‘,r--,"f"']
' f. f. f. T i i J
i , i £,

i

17endo va el isonmorfisne 3 facil da construir. Tamsoco pre

~anta difFicultad construir -l isomorfizsmo necesario nara de-

wnstrar L, Por {1ltimo cemprobarancs que ~) cuadradn

v a 23 e > 12
B J+P/] ( /J) (1) P(D )
' :
1 )
' 1
T v
1 )
] ]
' 1
v \"
Junac (D/I) ------------- > Soec (O)

23 connutative . Para ello vairencs que sobre cada ahierto

J*(ff) zs conrutative el cuardrado siguianta

T+P/T n
T e — - < e +
Snec G/J I »VnD)+(fi) > 3+(Li)
r,

) N !

1 I

) '

'

"i p T

1 1

1 1

v v
Spec D/J e e P > Cnec ()

Demostrar que este cuadrado e:3 connutativo es facil, pues se
traduce a anillos en donde 3e: ve la conmutatividad., E1l diagra

ma anterior da lugar al siguilente entre anillos:

- A -
S S N
f. f, £, A i i
1 1 1

donde las flechas verticales :son las inmersiones y las hori-



Rd B oR

~sntales los epimorfismos naturales,

11) De la construccidn de m-l(V(P)) (vdase (2-3=-2) vy

1ocalizando en cada D+(f.) deducimos lo sigulente:

b

i llamanos n{=w| resulta, teniendo en cuenta rue

D+(fi) ’

5, (f.)=Spec ﬁ]i) , 21 diagrama cartesiano

spec ([,) €=-<--ceemeanaa w'l(v(P))ln (£.)
1 - ) Ty i
] ]
] ]
1 ]
T :
! ;
Spec () €ocmcccmcmmmmaen e V(P)

al que corresponde el diagrama cocartesiano de anilleos y ho

momorfismos

[

O-ceecue=s>
i
1
|}
1
[}
1
1
1
]
|
1
]
[}
i
i
|
]
[}
\%
D---—-—>
~
rd

donde las flechas verticales son las Inclusiones y las fle-
chas horizontales los morfismos naturales.

b . . -1

Para demostrar el isomorfismo entre BRP(E])-W (v(P)) v

Spec (QQ)-V(P) tendremos que: comprobar las cuatro condicio-

nes siguientes:

a) Cada T, es invectiva sobire Spec (Di)'"-l(V(P))lD+(fi)

s
v

b) Si llamamos 1w, a m, vresstringida a Spec (D{)-n-l(V(P)) .

1 1

v 31 7 es un puato v ¢ Imaigen W{(\Imagen s , ¢3 decir

y:"i(X) . xeD+(fi) ;oy=Ew. sy, x'eD+(fj) . Lntonces, nece-



S e B T

PP S A =t ) | A
sariamente , x5x aD+(f'i,)(\,D+(f])

I k3 .
~y U Imag Moo= Spec (L)-v(P)
i=1 o

i) 3i  xeSpec Di-n-l(v((P)) , v=m.,(x) , tendremos entonces
"

~1 isomorfismno (Di) v (D)]. inducido por i ,

Iy v

a) Se tiene Aque xeSpec'Di—ﬂ-i(V(P)) <==>f_¢ i, .

' efecto el que xeSnec Di —ﬂ-l(V(P)) significa que ']x

n~ proviene via el homomorfismo natural de un ideal de

0, /¢ 0 va que los iideales que se obtienen de esta forma
- i=i

contienen todos a fi y7 son todos los que lo contienen.
Sean ahora ix#jy idealles de Di tates que fi¢jx ’

f.¢7 , entonces i.A0 #i AU . En efecto al ser J_#7
17y X y Xy
existe un aij . aijv . Podemos encontrar t>0 tal que
f?,a e, como es primo , af] v FL.é3 entonces
i y y i%7y

t . t . . .
f. . nero f. ,o .
: ¢Jy , ;23 nl0 luego ;xnU;fa,‘,nD
Obsérvese que utilizamoss la notacidn de Orothendieck y asd

cuando escribimos x nos referimos al punto y cuando escri

Limos ix al ideal,

ofas o %

5)  ve Imag n;f\Imag n_' . ni(x)=nj(x')=‘f ==>

z=>yx=x! ED+(fi)nD+(fj)

o

Imag nl ={jxnﬂljxeSpec (Ui) , f-éix}

oo
s

Imar .o={7 ] [ . £
mag 7wy ={i e0li espec (@) , Fi )

i.nQ-= iyf\D ¢ Imag n; n. Imag\'\g



2\

£. f. f
: 1 _: R
JKCD ?‘i,OO'sfi)'--‘,fie-"af:i]
f é\ - f
. 1 i j r
]'«C'D ?T""’?%”"’?%“"’?f—_’
i J ] ] ]

» =] =S 5 k "
1 ser D+(fi)n D+(fj) D+(fi.fj? Spec Q]ij) » €1 cuadrado

~fauiente es conmutativsn

" 1xnﬂ=jyn[\y tendremos que . 0,.=7 . Dij qﬁedando

b) demostrado,

=

¢) Se verifica que D(fi)=Imag . a que D(fi)=8pec (tD-V(fi)

7a
Ehwthendiack B7] , capitulo I ,§ 1] . Debido a ello
r s D r r

U 1Imag ni=U D(fi)=.U (Spec (D)-—V(fi))?-bpﬂc (U)-(\V(fi)= '

i=1 i=1 i=1 i=1
=Spec (WO)-Y(P) pues los fi , i=1,...,r son un sistecma

de generadores de P .,

4) si f, ¢ i, se verifica aue 0, N (Di)j . E1 iso-

i X WxﬂD

morfismo se construye asi:

00 I

a a
wamm  mem e m - > -

I>) ]

ae ,b¢]'xn[:]

l.a Gnica dificultad para comprobar que ¢ es isomorfismo .
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»s demostrar que § es suprayectivo,
/N

X "y Py~ fr
tea =g, oatelly =‘3[§;*"'*%2""’%2 ’

X
fl "1 fr Ty
- ' -z X - !
ﬁiai (f_) ...(f') , ateld , luego
i i
é 51 sS4 SI‘
: a! f R S s 5, 3
1 * v
SN B S TR S-S S S S S a
b v - i1 r
£f., . b
i
£V¢ 5 b'E] al ser primo fr.h'#d luego
> .lx ] ] X i .L‘ i 53
Feop'éion0l
i" x ’ > fad o
Lar et et LT .
Ertonces ¢ (--=Z--ZooooooSomoamonno —————— )= -t3 n.e.d.
F{. ! ’

Prononsicidn 2-3-%,~- Sean fl""’fr coino en ?2-2-4L | sean

t., = in, _(f.) v 1 el anillo graduado K | f ,...,f-] Su-
i 1P~z . 1 r

sunstos los  f. de grade 1 , entonces la fibra de 7 en

M es

- o n
o I(H)mPpoj (€§ PD/MPn Jv Proj (1)
n=0n :
Demostracidn, -
A% 8]
TANK ® P/, P/ 2 8.8 PP/ on 8..., con x=0/,

25 una K-algebra graduada finitamente geonerada . Per otra

narte dado [[=04%P4%,..8 P @......, podemos counstruir un

nwomomorfismo ¥ de anillos de i en H  de 11 forna siguien

.

te

i %ﬂﬁi,...,f;l T x[f_...f-] , ¥ estard definido por:

*(fi)= ?: i R &

P(r)= >¥+M red



CRT0.

Se ticne por tantn el diagrama cocartesiano ‘le anillos.

siguiente:

H Secmme== H

A A
i ]

1 )
it i
' '

] ]

u J
K <e-en- --a

luego K QD H=i# , en esiquenas resulta entonces el dia-

srama cartesiano,

Proj (1) -ece==- > Proj (4)
' 1
o Vo
) )
) I
v \
Snee (H) =======- > Spec (Q)
\f'

3

Se verifica que ' tramsforma el fGnico punto de Speec (K)
. -1, . g

en 21 ideal % de Spec (O ) 1luego w “(1)=Proj (N) , es

. -1, . . s

deecir 1 (1) es e K-etsquema provectivo definide por el

1
anillo graduado K [?;,.”.,f;] con ?;- inqp(fi) v grado

de f igpual a 1 ,¥i . Como espacic topolégico ﬂQl(M)

i
es un subespacio cerrado de BRP(El) puesto que ¥ es ce

rrado y ® es continua.

Definicidn 2-3-6.- Se llaimard@ divisor excepcional de una

transformacidn cuadrdtican 8 monoidal 1© al esquema proyec

tivo ﬂ_l(ﬂ).

Nhservacidn 2-3-7.,- El conjunto de puntos cerralos de nnl(ﬂ)

estd en correspondencia iunivoca ccen las direcciones

(al,aq,...,ar) aieK' . En 21 caso particular en el que

<

O=<Ix,,x,,x01 , si P=(x,,x,)0 , 17"

(11) estd definido por

. . , , s 3 . -1
un anillo de polinomios K [Xl’xé] y @s decir 7 "(4) es la

recta proyvectiva sobre K , igualmente si P=(X1,x2,X3)[]



entonces w-i(M)

e
[

el conjunto de puntos

(d1,uo,a3) a,eX

cerrados

de

m

-1

rwvresnondencia biunivoca con las direcciones

es el plano prcyectivo sobre

(1)

(al,a2)
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§ 2-4,- Transformado monoidal de una variedad algrebroide

Introduccidn.- En esta secci®n se definen y caracterizan

los transformados monoidales del anillo de coordenadas 0

de una variedad algebroide.

Definicidn 2-4-1.- Sea U el amnillo de coordenadas de una

variedad algebroide , M el ideal maximal de 1 y P un
ideal primo de [} . Diremos que una [J-&lgebra local [O'
es un transformado monoidal de O con centro P si y solo
si D'=AN donde

i) A=Q [P/f] con £ eP ,
1

ii) N es un ideal primo de A que contiene a MA .

Si P=M diremos que [}' es un transformado cuadratico

de O .

Proposicidn 2-4-2.- []' es um transformado monoidal de []

con centro P si y solo si []J' es el anillo local de un

punto de BQP(D) que yace sobre el punto cerrado M de
Spec (0OQ) .

Demostracidn. -

Sea P= (f ,...,f a o, e, (W) serg\la unién de los esque

£
mas aflnes D (f ) Spec (D[--’tt.’ fl'...’---I ) . Si
i

£ es un punto de BR.P(D) con 7w(E)=M entonces existe i

tal que EeD+(fi) » podemos ssuponer i=1 y el anillo local

f. f
de £ en B!.P(D) es O ,,...,fi',....?r] siendo N
1 1 1~N
f2 £; fr
un ideal primo de D[--.....--%L,...,--] que contiene a MA
fl £ 1L fl -

pues por hipétesis n(E)=M y7 N=j, . Luego todo anillo local
‘de un punto de BJLP(U) que: yace sobre M es un transforma

do monoidal de ] con centro» P,

Reciprocamente,- Si n'= [][TP/f] » feP , existe una base
- N



de P que contiene a f , entonces N define un punto en

azp(tl) contenido en D+(f) y que yace sobre M (m(g)=M

con =N) .

Te

Teorema 2-4-3.- Sea I3 el anillo de coordenadas de una varie

dad algebroide regular y P un ideal regular de 0, sea 0"
un transformado monoidal de (3 con centro P de manera q.Qe

D'sz/f-] " siendo f un elemento perteneciente a un-
. .

sistema regular de pardmetros de U (f#0(mddulo M2)) y
N un ideal maximal de A . Entonces nk es un anillo

regular y dim{= dim Q"' .

Demostracidn.- Sea dimd=n , Como P es un ideal regu-

lar se puede elegir un sistema regular de parimetros de O

(Y1’°"’Yn) tal que Pz(Yi’oo-.Yr)D con Y1=f . Sea
' un transformado mgnéidal dg 11 con centro P , es de
cir D'=AN , A=0} ?i-,...,-§§ s con N un ideal'pri

mo de A tal que MA < N , Llamaremos M' al ideal maxi-
mal de Q' . |

Demostraremos el teorema ayuddndonos de los resultados siguien

tes:
) o'/ = A,/ fi«’(A/
a 0 P D' = N P A —~— ' PA) 'N/
N PA .
siendo ¥ el isomorfismo
\P
Aw fpoay TS > (A7) y
PA
(—--)*P AN ------------- > g + PA/h*PA g,hEA. htN
b) E1 homomorfismo C.\/P S SR > A/PA' es inyectivo
g + P ceenecmnca- > g+PA
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pues si gePA v gel ==> gePAAQ ==> geP ya que PAARI=P

c) A/ se puede consiiderar como un anillo de polinomios

PA
sobre EVP .

'Y2 Yr Y2 Yr
A=DL?-,...,§- . Poniemdo Yé=?-....,Y; =g- » se verifica
1 1 1 1
i2 lr
' ' =
(= a; W5T ... YIT)4PA

i=(i2,....irLaieD
i i . .
=< (a+ POCYR2 1T wra )= £ (a +R) (Y apa )t =g (a ep) ol

i
1 _g2 Ry R .
con Y' -Y2 nc-.Yr vlc(lzgnca’lr)

i2 ir
P & con lo que
r

Alp, = p Lxd= 9, I-_Y'z' ""’Y;] .

i
YT = Y! +PaA yn = yv
j j Y 2

Basdndonosen los resultadios a,b,c demostrados anteriormen

te podemos concluir la de:mostracidn del teorema.

Sea ¢ N/H\ s entoncess
- " =
(A/p) y =(Qr, Ly = o, -
Py
Igualmente
0'/y o' = ( Cl/M Ll )-;;_l O/ = K con ‘?;1 =Y!4Ma y
=N/ ya .
Como P(O'= Yllj' y Md[1'=(Y1,Yr+1,...,Yn)lj' tendremos
que
dim []'/M o’ =dim Q'/ = dimOQ'-(n-r¢1)
(Y, ¥ iseeen¥ ) O

dim Q'=dim '/ +{n-r-+1) ,

nQ
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Ahora bien dim O'/, a c dim (X [?'])_ =h(m), sabemos que
n

h(.n):n-(n-r+1)= r-1 , Si el ideal N es maximal en A , n
serd un ideal maximal en K [?'] debido a lo cual h(71)=r7-1,

entonces dim {O'= r-1+(n-r+1)= n q.e.d.

Construiremos un sistema de parametros en  [Q' . Al ser .

(x Y‘Yﬂ)_ regular existird3n r-1 elementos 21"”’;1*-1
.n

de C\'/M a generadores de T . Sean ;1 =zt MA .49

ir-l =2 _, +MA . Entonces un sistema de paridmetros del

k3 ' ‘
anillo Q es (Yi'zl""’zr-l’ Yr+1""’Yn)'

Diremos que (' es residualmente racional (resp. residualmen
te algebraico) sobre O /si WU--->{' induce un isomorfismo
(resp. una extensidn algebraica) de los cuerpos residuales .,
Hemos demostrado que dim{ = dim ' si y solo si n es un
ideal maximal , lo cual es equivalente a que ' sea resi-

dualmente algebraico sobre O .
es residualmente racional sobre 0 , entonces

Si O
K [?']/_ = K luego existen al,...,ar_leK de manera que
n

Ho=(V - vyr o v
n (Y:2 Gy seees Yr ar—l) K [Y].

Un sistema regular de pardmetros de ' seria

Y2 Yr
o 90 7 %1 oees 377 %pg 0 Yppg 0een¥y)
- Y.
ya que ! = ¥Yiema = ?i *MA .

Nota 2=-4=4,- Si Q' es un transformado monoidal de una varie

dad algebroide U1 , entonces (1' es equicaracteristico y re-

ducido pero en general no es completo, en efecto:

i) @' es equicaracteristico, pues si consideramos el cuerpo

de coeficientes de [ , K= D/M sabemos que K<l 1luego
K<t y por lo tanto o' es equicaracteristico ya que

un anillo local es equicaracteristico si y solo si contiene
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a un cuerpo (Zariski-Samuel [46], capftulo VIII,§ 12) ,

ii) O' es reducido .

Demostraremos que si D es reducido entonces (]f es re-
1
ducido y por lo tanto {(]*' tambié&n lo serd pues D'Cﬂ]f
. 1
m| es reducido pues si 3. e fuera un elemento
f . r f
1 f 1
1
nilpotente existird@ un n tal que (AE-)n= 0 , se tendria
f
1
rn _n n
£, =55 =0 ,a=0 luego a=0 al ser [] reducido.
f
1

iii) (0' en general no es completo, Como se comprueba inme

diatamente en el caso [= K U}1x2xé]] . P=(X1,X2,X3)[]

Proposicidn 2-4-5.,~ Sea [0 el anillo de coordenadas de una

variedad algebroide y P un ideal primo de J . sea J un
ideal de O tal que JcP y sea "] el haz coherente de
ideales definido en 2-3-4 , Si J' &es el ideal de @O
i

v
fl

generado por todos los cocientes {- ljeJ,vaP(j)} se

verifica que :
i) si xen—l(M) es el punto de BlP([]) cuya fibra es [O' ;

entonces J'=“jx .

ii) D'/J, es un transformado monoidal de CVJ con centro

-» t =
P/y 6 0/, o .
iii) Si J es primo , J'=[O' & J' es un ideal primo de

Q' con J'n0 =0 .

Demos tracidn, -

i) En virtud de la construccidn de 2-4-1 , si xev-i(M) es

el punto de Blp([l) cuya fibra es [j' entonces st+(f1),

de donde D'=C![P/f:] siendo N el ideal del punto x
11 N



en D*(fi),'La fibra de J en x es entonces:
= = 1 =J!
ij'('le‘,(fl)) (Jfl)NC v Y 379

ii) Se pueden presentar dos casos:

a) f,e J 3 entonces fJ'='jx o y U'/J,=‘0

) £,¢ J ; entonces J'# Q' y '/ #0

0"/ = [D[-_P/fl]j}, /3 [DE/fJ /"f1 :J -

= Cl/J P/ y por definicién de transformado:
£1] | ws
= | J '

monoidal resulta ii) .

iii) S8i J es primo Jt= Oo* 6 J'# Q' , J' es primo
en ' . En efecto como J es primo D/J es dominio
de integridad vy U'/J, por ii) es dominio de inte~

gridad pues el transformado monoidal de un dominio de in
tegridad es un dominio de integridad luego J' es primo,

Trivialmente J'nll= J,

Definicibn 2-4-6.,- J' se llama transformado estricto de
J en Q' .

Consecuencia 2-4-7,- En las condiciones de (2-4=5) el homo

morfismo local natural O~--=> O' induce un isomorfismo

;jq N U'q, » para todo par (q,q') , q ideal primo de(d

tal que su transformado estricto q'# OO' .

Demostracién.~ Aplicando 2-4-5 , (ii), (iii) tendremos

que fltq y qa'nfd =q luego fltq' . Se verifica enton

ces que existe un isomorfismo ¢: N )
q qunu q'

Dicho isomorfismo se construye asi:



aelld
b¢ q9'nQd

y se comprueba que es realmente isomorfismo mediante un

proceso andlogo al de 2-3-4 -(iii) - 4 .

Consecuencia 2-4-8.- Sea [] el anillo de una variedad al-

gebroide , sea O' un transformado monoidal de U con centro
P, tal que D'=E][P/f.] N siendo f1#0 (médulo M2), en-
1

tonces dim O = dim O°"' .

Demostracidn.,-

i) 0 es el anillo de una variedad algebroide luego [ = E»J

con = K[[}é]] y J ideal radical de I .

ii) En las condiciones de 2-4-5,5i f =x +J , x,ef ,

B= n-l(P) siendo n: O --->0 e1 epimorfismo natural

Como f1+Mé #0 se tiene que x +M§#0 y si O es el

1

transformado de [l dado por [J'=0] [%/x ] 5 .
1

ﬁ:n'1(N), entonces D'/J. =0’ .

— —'
iii) Por el teorema 2-4-3 , dim=dim O . Demostraremos que

dim []/J = dim [3'/J, .

Tenemos que

dim U/J =sup {ht(p)|peSpec (D/J)} =

= sup {ht (p)|p ideal primo de {0 que contiene a J }=

= sup {dim[]p , p ideal primo de ] que contiene a

Supongamos que un sistema de par&metros del anillo ] 1o

forman los elementos (xl,x2,...,xn), pues x1 pertenece a
un sistema de parametros ya que -x1+Mi #0 . Entonces una ca
— a

na maximal de ideales primos en [0 es la siguiente

J}

de
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OC (XZ)D C(xz’xs) DCo LI 'C(le.x3>"00 . 'xn)D C(xljx

2.;» . .xn)D

x, £ J pues si perteneciera seria gr= Q' » luego J se

puede introducir en un eslabdn de esta cadena

(x2.x3.....xi)[]CIJc:(xz.xa,....xi,xi+1)[3

Llamando D; al transformado estricto de (x?,xs,....xi)m,
tendremos en o la cadena siguiente

oot el et ) po} —t
[t < ' C [
oc O,cb,c...cl curcO, < ... D1

debido a lo cual dim D/J < dimD'/J,

—

]
Reciprocamente si p" es un ideal primo de O tal que
p"2J' , p=p"Nn0 es un ideal primo que contiene a J ,
sea_p' el transformado estricto de p , tendremos entonces
p"nO= p'nO0= p .
Se verifica que xltp pues sii perteneciera seria

P
— —— N—
entonces al ser p"nl=p ,fltp" luego Dp"nﬁ NDI'D"

—1
lo que ht (p)=ht(p") y serfa dim O /J' Zain /d .



§ 2-5,- Transformados monoidales formales.

Nota 2-5-1,- Seall el anillo de coordenadas de una variedad

algebroide y sea []' un transformado monoidal dell . OO’
no es el anillo de coordenadas de una variedad algebroide

pues no es completo (véase nota 2-4-u) ,

Definicibén.2-5-2,- Seal]l el anillo de una variedad algebroi-

de , O'= O(P/; )y un transformado monoidal de T con cen
1

tro P . Llamaremos transformado monoidal formal de 0 con

A~ .
centro P a [1' compleccidn de [1' respecto de la topologia
M'-ddica con M' ideal maximal de [' . En el caso de que P=

A

=M con M ideal maximal de d diremos que (' es un transfog

mado cuadrdtico formal deD ,

Proposicidn 2-5-3.,- Seal] el anillo de coordenadas de una va-

riedad algebroide y €i' un transformado monoidal formal de(l.

A
Entonces [}' es también el anillo de una variedad algebroide.

N ,
Demostracidn.- Por 2-4-4 y 2-5-2 es ' un anillo lo-

cal, completo, equicaracteristico y reducido., Se verifica también
que la dimensién de inmersidn es finita aunque no tiene que
coincidir con la del] y el cuerpo de coeficientes es algebrai

camente cerrado al ser el mismo que el de O .
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§ 2-6.- Ecuaciones del transformado cuadritico.-

Introduccidn.- Los objetivos principales de esta seccidn

son los siguientes:

1) C3alculo de las ecuacioneé de un transformado cuadréticd

formal de una variedad algebroide.

2) Demostracidn de la equivalencia entre los transformados
cuadriticos formales intrinsecos y los transformados por

ecuaciones.,

Nota 2-6-1.- Sea 0- K[[xl,....x]] B el idea) maximal

X X, X
de D . Entonces Bil=~ (D) = U Spec D "‘,o .y l'ooo ’ n
M A X X%
i=1 1 i
A2

. -1, = =\ 3 -3
En virtud de 2-3-5 , w 1(H)= Pr.o_'j K [xi,....xa.xi-xi+
y la inmersidn l(H) eaas Bl_([b viene dada por el homo
q ,
. e o B T - -
morfismo graduado H= .8 M7 -w--> N-igo M /§1+1 v K txl....X;].
Por tanto 7 1(M)AD, (X,)=D (X,) en Proj (X R 2;])
+ i + i ] 1.-0., .

Por construccidn, el punto cerrado (ai,...,un) de n_l(ﬁ)

pertenece entonces a D+(Xi) si y solo si ai#o .

Por otra parte si n =(a1,...,an)e D+(Xi) » €l anillo local

X
..oo.i i'

n

i

- X
siendo M' un ideal maximal en [] ....,- ""’ie
i

—

- —, =Tx X,
de n en B2 (D) .D’ es U=D[--.....-
i X X.

Iite

IP->P

[N

-~ X1 Xi X
que Contiene a Mn e e S ....’_E .
X. X X.
i 1 i
- - —t !
El anillo local de n en la fibra = 1(H) es O /o=t =0'/ =1
S 1 x,0

que es un anillo local regular de dimensidén n-1 .,

]
De aqui y de 2-4-3 0 es wn anillo local regular n-dimen

; 1.4 Xiz1 _ %i-1 Xixl _ %is1
sional y (x Streens 57" Xi % 3 pose

i i i i i i



).(E.‘ .fB)
LB B ) xi ai

es un sistema de parémetros.

Nota 2-6-2.- En lo que sigue n=(ul....,an) , ni#O serd

. - - 1
un punto cerrado de 1(M) ,Eg seri el transformado:

cuadritico con centro M de UJ) obtenido como fibra de

BL_(E]) en n ,
M

Proposicidn 2-6«3.- Con las notaciones de 2-6-1 y 2-6=2,

Sea feR , Se verifica que el transformado estricto de (f) [

ot . -
en []' por la transformacidn cuadritica es el ideal (f')0)
donde f'= -5- » s=v_ (f) .
Xi M

Demostracidn.- De 2-3-4 tenemos que 8i J=(fﬂ] » entonces

-

L}
el ideal transformado estricto de J en U} que llamaremos J'

'
serd el ideal de U} generado por todos los coecientes

.‘ *'
(-f;-‘, v < s = u_(f)} s luego J' ser8 el ideal (£ O
X

. M
1
. _ . f ‘
con f'= == » 5= v_ (f) ya que cualquier %9~ con v<s
X, M i
i
se podréd expresar como I J x5V . i .
v i s
X. X,
i i
Nota 2-6-4.,- Ecuacién de f',-
X o X. o
1 1 i-1 i-1
' 2 an - w= ' T emme ® emea 1=
Sea xi a, *°°°? xi-l X. a, ° xi xi’
Xi i i 1
X. a X a
' = _&:1 - ;étl 1t = -B - _E 1 -
xi+1 % a: s seese o xn % s un sistema regu
i i i i

'
lar de parémetros de O .

@, a
Sea a! = == ,.,..,a' = ==
1 o, n a,
i i

Si f es de la forma

f=fs (xl....’xn)+fs (Xl,...,xn)'l'.--. s 820 donde 1las fi

+1

son formas homogéneas de grado i , entonces como
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=y tem? =X ] v
X =Xp (XjHad)yeea,Xy o =X3 (X} _ el 4

=wt(y? ' =y [
KipgTXEXE 0 %0000) aeen X =XE (X!+al )

L} ' \J ]
f=f [X (X‘+Q ),...,Xl(xl 1"'0]" 1) » Xi,Xi (X1+1+al+1) 9se

o X3(R1eal)] f X'(X'+a ),...,x (X]_,+al_ ), XI

s+1 i-1 i-1

' '
X} (x!

1] 1] ] ’
1o tal, e X! (xn+an{] Forns

£ :
Ve e = ' ' ' ' ' ' .o ' '
f s £ (X1+a1....,xi_1+ai_1 s 1y X g tal g ,Xn+an)+
i

+ x; f (X!+a! ;000 X! . +a ' -1l X!

]
s+1°%17% i-1 tag) te..

]
i+1 1+1""'x

Consecuencia 2-6-5.,- A la vista de la ecuacidn de f' obte

nida en 2-6-4% podemos dedlucir que f' es una no unidad en

1]
: : ' ' ' 'y
0 si y solo si fs(ui"‘”'ai-i’ 1, ai+1,...,an) 0 , es de

cir si y solo si f (al,...,a S0 90 g sreen an)=0 pues

fs es homogémeo.
Nota 2-6-6,-

i) E1 homomorfismo natural de U --=-> E]/ — se eyxtien

()

de a un homomorfismo de amillos de cocientes Iin---->(CV(f)ﬁg?d

el cual se restringe a un homomorfismo de

=[x, X X — ~
D ;(",ooo .;"oo. ,;- - - - (D/(f)D)xiffE [ la imagen D de
i i i

este iltimo homomorfismo es el anillo de coordenadas del es-

quema afin

D,(X;) N\ Proj [ngo (M/(f)a))n] . El1 niicleo del homomorfismo

- Xl ﬁa Xn y
D x ’ooc.x&""’;(- m=———> [D es el ideal
i i 1



: N -
X1 X, X o
fD (\G -goto‘xl.ooo.ig que coinCide con el ideal
i i i : '
principal generado pbr' _f§ donde s=vM(f) ya que los
X ox7 . oo
elementos de . D --1-,...,)(1....,)(n ‘son homogéne»os de grado -
i i : ,
) — o Ny 'y
cero., Entonces el nficleo del epimorfismo O --->D (0 es

la localizacidn de E] con respecto a la 1magen de ﬁ')‘gs-
td generado por £ | ', la imagen de }-{§- en D |
1 .
ii) Sea ¥ el epimorfismo natural go L S gd(ﬁ/(f)ﬁ)n‘
n- n- ,

*
vyt la inmersién cerrada inducida por P

. - - P& . =n
Proj (M/ )n] ----- > Proj ( M7). Entonces f!
[ngo (f)'a 1 ngo
o . %
es una no unidad de LUl si y solo si el punto nelmag ¥ .
[ - "] ¥ =7 X0
En efecto Proj M/, .\ ) =\J Spec( —---—;. seve i
X;+(£)0 Cox vEOOL - . e
ce e g TEmmmew —-—p 0t e ey "mmET=L, = U D+(xi) con Xi=xi+(f)u ]
X.+(£)O X.+(£H] i=1 ;
= . -~
X X
k 3
- . O -1 o3
luego T ID (%.) es la inmergidn Spec ( /(f)D g REEE et X
+ X, X’
__ i i
Xa : =n *
ees== | ) &~=-==> Proj ( @ M) . Entonces neImag¥ siy
_ — _ X1> X X
solo si 3i tal que neD (X,)=Spec &y .....-3'-.....--!--1 )
+ 71 (£)Qd Yo
, X X X
-1 i
o lo que es lo mismo si y solo si f(dl,...,an)=0 con

n=(a1,...,an) . Aplicando 2-6-5 queda demostfado nuestro

aserto.

Nota 2-6-7.- [J= U/(f)a serd el anillo de coordenadas de

una hipersuperficie algebroide . Si f' es una no unidad en
-, -, _ S
, tendremos que D'/:D/(f') D' y un transformado cuadré-

D o

] .
tico formal deld sers 0 /(f')D' » en donde 0 es 1a complec
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——

’ - -
cidn de U en la topologia M'-&dica (M' ideal maximal

de ‘]').

Se verifica que dim [3'/(f)E§' = dim U /(fnﬁj' =

N\

-~y /‘.\' 4
= dim D/(f)Elz n-1 1luego O /(f')D' es el anillo de

coordenadas de una hipersuperficie algebroide

P

O es un anillo local completo,equicaracteristico con. cuer

po de coeficientes K y de dimens:én la de 00 1luego 0O =

X o X, a,
1 1 i-1 i-1
= ! ! ! 2 = == . ! Tammmm - mm=-=
K[{Xl,....XAj] con X1 7" ST XJ___1 3" 5" .
1 1 1 1
Xt=X X! = fitl - gété X'= fg - SE
i %1 *Tist X. a, **"°*n X, o, *
1 1 1 1

Por tanto la forma efectiwa de conitruir un transformado
cuadrético de la hipersuperficie V(f) dada por f(xl,..
..,Xn) en el punto (al....,an) d21 divisor excepcional

es sustituir en la ecuacidn f(Xl,...,Xn) las variables
Xi por :
a

1
=X"! ' -
X1 Xi(x1 + °i)

e & 0 06 60 00 0 % 00 0o
X,=X!
1 1

a
X_=X1(X'+=2)
n 1 n a.

y dividir el resultado por Xis » s=v_(f)
M
y asi obtendremos
01 %n
' teo= ' ' 1y 2

f'(Xi,,’

X)) -5

X!
i

Nota 2-6-8,- Transformados cuadriticos formales direccionales.

Sea feM , f=fs(X1,.;.,Xm)+fs+1(xl,...,Xn)+.... . Sea
(al,...,an)#(o....,o),aiem tales que fs(al,...,un)=0 .

Si ul#o pondremos



 ?§6;

o a

2 n
f! = f (1 x.+-- D) X'+-')+
PR PR s v 2 al’ *“n a,
%9 %n
' - - a0 ' - +oot|-o
+xi fs+1(1,x2+a seeesXl t = )
1 1
Si a2#0 pondremos
£! = f (xi+31 v 1 aeeesX! +;9 ) +
al’ig""'an s a, n 2
a a :
1 n
t | - ! - e e
+X2 fs”(x1 t s ,1....,Xn t s )+
2 2
....I....O....l.l......'l...‘...........'l.'l.l.‘...OODQQ
Si a #0 pondremos
a a
f' =f (X'+ 61 ’ X' + ag '000’1) +
Bga8g0ecer n n
%1 *2
! ' - ! - o= e o0
! fs+1(x1 * 5T WXot g seeesl ) + ..
n n
Con estas netaciones se verifica:
i) Los f! ¥i , 13iln son no unidades en
Q '.l!.aa’ott’a
1 i n
at
-, _
.s ' .
ii) Todos los O /(f' Nm son isomorfos. Luego

ai"..'ai’...’an

llamaremos transformado cuadritico formal direccional de

Eh( )ES en la direccidn (al,...,,an) a cada uno de los anillos
£ .
o N\

' —
Sy ) t4%n

iii) La cq}eccién de transformados cuadréticos formales direecio

nales de Cb(f)Ej definidos en ii) depende solo de O y f .

Proposicidn 2-6=-9.~ Sea J un ideal radical de 3 , J°

]
su transformado estricto en L1 . Consideremos una base stan-



dard normalizada del ideal J formada por los elementos

f1""’fs , esta base verificara, entre otras propiedades,

que Gr (J,0)=(In (fl)""’In-(fs)) Gr_(Eh .
M M M W

Sea Vi EV (fi) . En estas condiciones tendremos que

M
f f —
1 s '
J"=(fi="\’,'i-n-o- ’f'--vg-)D .
X X.

i i

Demostracidn.~
el B )
Teniamos que Xi[] =4 QO . Entonces el transformado estric
—_—

to J' de J en O es la uniidn de la sucesidn creciente

de los ideales

x;"(Jnﬁ") o' yWEZ,

1
Pero al ser U noetheriano esta suceqién es estacionaria
-V, = ! > '
luego Bvoezo tal que J'=X, (sn®¥y O ,Vv-vo .

Para demostrar la proposicidn tendremos que probar que

>
Vv o, voy
. (o]

-v v, <, V1 “Vs
Xi (JNMT)A = (Xi f1”'°"xi fs) A con
=[x, x]l X
A=D§-,ooo’s’<-"ooc’s{" .
i i i
v=v,

s _ i 5

Sea I = < M f. ,VV -V, . Para probar la inclusién
v i i
anterior bastard ver que
Jni’ S'Iv Yol max{v,}

Para ello demostraremos en prime:r lugar que

JaRY S 1\)»«»‘4"'r1

Sea f un elemento tal que fleﬂﬁv, f¢ﬁv+1 . Se tendri



que In_ ()=, In (£) , yeer’™iR)
M

M M
' , — ‘ _v=v, -
$. = In (h,) , h.eJ . Entonces h. el S
i g i " i » i
i 1 v+l
f- I hifieM e Luego fcIv+M e
> . N
Tenemos que JN By < I, +4 . Vv-méx{vi} .
- . > | o
Al verificarse que I . =ME]L»EIv§J ’ v-m&x‘{vil.y ns?d“'A

se tendrid que

JnuY S I\ﬁﬁ‘”n . V\):méx{vi} y ¥nZo.

Luego Jnﬁvslv s Qe.e.d.

Esta demostracidn justifica la importancia de las bases stan

dard normalizadas cuya existencia demostramos en el capftulo I,

Nota 2-6-10.,~ Con las notaciones anteriores EJ:EJ/JEi es el

anillo de coordenadas de una variedad algebroide , las ecua-

ciones de dicha variedad son (f (xl....,x )20 ,ee0
P . . A

fs(xi,....xn)=o} . Por 2-5-2 E] [3 /J'El es un transformado»

cuadritico formal de (J ,[] serd el anillo de una variedad

algebroide de ecuaciones {fi(xi,....X;)=0,....f;(xi,....x;)5 :

=0}.

”~ = - ' - -
Se verifica que dim D /J'D = aim O /g = dim D/JE\

l

Por tanto la forma efectiva de construir un tg%nsformado cuadra

tico de la variedad V(fi""’fs) dada por f, 1,...,x ),...
...,fs(xl,....xn) en el punto (ul,.Q.,an) del divisor excep

cional es sustituir en la ecuacidn fi(xl,....xn) » 1

variables Xi por

!
=x! 4 -
X1 Xi (X1 +u')

i
X.=X!
i %4

@ 6 0 0 0 068 0 0 %00 0o

n
= ' ! P -
X x.(xn ')



y dividir el resultado por x1Vi

y asi obtendremos

%4 %n
] | |} ] LY Sy
’fi(xi(x1+ai)'o.-’xi,o-o’xi(xn"’ai))
' G Gy Gh Wb W ER G0 G G @D B " o - e WS A W W - e - e an em > & W - e e - e
fi(xl..‘..x];)- - v.
x! *
i




§ 2-7.«- Ecuaciones del transformado monoidal.

Introduccidn,- Los objetivos principales de esta seccibn

son los siguientes:

1) C3lculo de las ecuyaciones de un transformado monoidal_,

formal de una variedad algebroide.

2) Demostracidn de la equivalencia entre los transformados
monoidales formales intrinsecos y los transformados por

ecuaciones,

Nota 2-«7-1,-

Sea E]=K[[x1,.,..x;ﬂ M su ideal maximal y P ideal re-

gular de U ; eligiendo un sistema adecuado de pardmetros,

podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que P=(X1,....xr“].

. -1,z . = = = =

En virtud de 2-3-5 , =w ' (M)= Proj K [xl,....x;] » X =X +HP

y la inmersidn n'l(ﬁ) O ke BIP(CD viene dada por el homo-

. 03 © i R VI -

morfismo graduado H= @& Plomcw- > N=8 P /ipl NK[? ,...,X-].
. . 1 r
i=0 i=0

Por tanto w'l(ﬁ)(\n (X.)=D (X.) en Proj (K[? ‘ i-3)

+ 7 + 71 1% .

Por construccidn el punto cerrado (al,...,ar) de w-l(ﬁ)

pertenece entonces a D+(Xi) si y solo si ai#o s 11,000,

-

Por otra parte si n=(a1,....ar)eD+(Xi) » €1 anillo local de

-"

- v - - X > X
n en BLP(D) » D es D"= D i‘]‘.ono ’il.-o. .?E']_ Siendo
i i i—M"

M" un ideal maximal de
N
- | X X, X
0l.1 - T ,
peecy 900y X s
Xi xi Xi ~
2N
=%, X, X,
que Contiene a M D i‘:"..‘i-.’...‘i-. .
1 1 1

De aqui y de 2-4-3 , 0 es un anillo local regular n-dimen
X o X, a. X a
i O S _izl izl ir1 itl
sional y (5 a, "t X, a, v Xy TRIT OTRTTT e ek
i i i i i i



"

v Xn4y ,...,Xn) es un sistema de pardmetros,

>t >
T

'
QI Q
[N

Nota 2-7-2.- En lo que sigue n=(al,...,ar) ai#O serﬁ-'un

-n
punto cerrado de 7 (M) .El sera el transformado mon01dal

con centro P de [] obtenido como flbra de BL (CD en n.

Proposicidn 2-7-3,.-

Sea feP » f#O ’ f=fs(X1'n-a’xn)"’fs.._i(xi.oo,-.Xn)+ncno
en donde fj es una forma con coeficientes en K{I?r+1""

ceeey xn]] , de grado j en xi.....xr . Las condiciones.
siguientes son equivalentes:

i) v_(f)=vp(f)=s
M

ii) feft==>fept

iii)Los anillos locales D/(f)El y (D/(f)a) _  tienen
P/

la misma multiplicidad.

iv) fs(xl,....xr. Dye00,0)#0

Demostracidn.-

i<==> ii <==>iv trivial

i<==> iii ya que al ser [l un anillo local regular vy

f#0 un elemento del ideal maximal M se verifiqa que la

multiplicidad de []/ es el grado de f con respecto
(£)]

a M . Luego multiplicidad (Ey(f“:P =mult (EV(fﬂ:p _= 8"
P/

pues feP .,

Proposicidén 2-7-4,.,- Con las notaciones de 2-7-1 y 2-7-2 ,

Sea feP , f#0 , tal que vp(f)=v_(f)=s » Se verifica que
M



el transformado estricto de (f)[] en_ [3 - por la frans-fg
formacidn monoidal es el ideal f")[] donde f"—-g- .
X :
i

Demostracidn.- Anfloga a la de 2-6-3,

Nota 2-7-5,-~ Ecuacidn de f".-

Sea f=fs(x1.ooo.xn)+fs*1(x1'-oo’xn)+oooo donde fj es

una forma con coeficientes en K[[gr+r,...,x5]] de grado jJ

en X 4eeo X, con E (X pueesX 40,000,000

r
X a X, a.
"--l - -1 " = -}:2‘- -i:i " =
Sea (Xj= X g veree X5y X, aT-r Xi FXieXYy, ®
. i i i
i
X, a, X a
= L1l _ 11l w2 _ T " "
X a ""'xr X. a, °? xr+1 xr+1""’xn'xn) un
i i i
— 1t
sistema regular de  parametros de 0 .
=x" " " =y" " ) =y¥n
Xy =XT(XGral) guenaX;  =XY(XY_ +af_,) 4 X, =X} ,
=x" " " =yn " " =yn
Xi+1 xi(xi+1+ai+1).too,xr Xi(xri‘ar) 9 xr+1 Xr+1 L )
%1 %p
=x" "n = 3 " oz ..
e v Xn Xn con 01 ai’ooo’ar a .
. i
- 11] " " 11 ”" " 11] " - "
£ fs{:Xi(X1+ai)....,X (XY _g*al_ 1) SXUXTXY S +a ) aeenn

" n " " vn " " "
LI 3 ,Xi(xr*ar),xr+1,... .Xn] +fs+1 [xi(x1+a1) ’lovoo .

" " " ” " " " " " " " "
X (Xl 1"‘“1 1) Xigxi(xi +al*% s-.ouxi(xr+ar),xr+1,...,xnl'l'....

al ser fs de grado s en xi,...,xr se tendra

f
ne I_- e ] " " "
f X"S fs (X1 al’ooo’xi_i'f'al 1'1 Xl+1*a1‘r1 geeeey
i
11 " " ”n " ” " n
Xn+al .X 1,....X )+X s (X +a1,...,X1 1toi_g o



TmIa-

" Wyt " "
1,Xi+ ,Xr+a s X Xn)*f......

" B
1¥%5eq00 r * Spaprecen

Consecuencia 2-7-6.-A la vista de la ecuacidn de f" obteni

da en 2-7-5 podemos deducir que f" es una no unidad en

—n
U si y solo si fs(ag,...,ag_i,l,ag+1,...,a;, O0yeesy0)=0

es decir si y solo si fs(al,...,ar, 0ye000)=0 al ser

la forma inicial de f , fS , un polinomio homogéneo .

Nota 2=7=7,=- [}=[3/(fﬁi serd el anillo de coordenadas de una

—
hipersuperficie algebroide . Si f" es una no unidad en a ’

n oo -
tendremos por (2-u4-5-ii) [] 0" £ Cf y un transformado mo
I\ ( ) on .

1 o 1"
noidal formal de [0 serid El/(f")[f donde U es la complec
— 1 - -
cidn_de [] en la topologia M"-4dica (con M" ideal maximal
” .
de D ) .

/\n ~ . " -
Se verifica aplicando 2-4-8 que dim a /(f")ET =d1m[3 /(f"ﬂj%

—_ -~ A~
= dim[]/(f“:l=n-1 luego 0 /(f"ﬂj' es el anillo de coorde-

nadas de una hipersuperficie algebroide,

FaN

-

"
a es un anillo local completo equicaracteristico cgm cuerpo
. "
de coeficientes K y de dimensibn la de U luego o =

X. a,

a
= k[[x" X" xv = 1 . .1 xv = izl _ _1z1
[Xfseeewxp]]  comn XY = 5 a,? ctia1t % a:” ¢
i i i i
X. . X a
"= " = -&i; . -i’t& "= ..! - -5' " = "=
xi xi ’xi+1 Xi a, LA Xr Xi a. 4 xr+1 xr+1""’xn xn'

Por tanto la forma efectiva de construir un transformado monoi
dal de la hipersuperficie V(f) dada por f(xl,...,Xn) en el

punto (ul,...,ar) del divisor excepcional es sustituir en

la ecuacidn f(X1’°°"Xn) las variables Xi por
a

1
=Y AR =
X1 xi(xi*a.)

X, =X"
1 1
.........&;‘.
=yn(yny T
X =X (XP+==)
=y"
Xp+1¥%r41

x =x"



Yaalya

y dividir el resultado ﬁor xgs s s=v_(f)=vP(f) y asi

‘ M
obtendremos
%4 ’ : %p
neoo " " weo o " "
f"(x'l'.uoo'xa)= """" o easene= hbadadasindbadhahe it hadadhindbniadiediesi b hatindafindh o
xns

Nota 2-7-8.~-Transformados monoidales formales direccionales.

Sea feP , f=fs(X1,...,Xn)+fs (X

+1 1,...,Xn)+...... » con

fs(,xl.....x!"o'.".O)#o . Sea (a1’o00’ur)#(ogooo’o) .Clitl(

tales que fs(ul,...,ar.o.....0)=0 .

Si a,#0 1llamamos

1
02 ar
f" =f (l.X" to- I X" t-- X" s e 0 X")"‘
a a Iy | S 2 a ’ ’ r o ’ r+1. ' n
1’ 2’ ] r K 1 1
a a
+X" f (1 xn +_2 Xn +_£ x" x")+
1 S"'i .2 a1 ’o.t,r ul . r+1’oc-.n s o 00009 00
Si ar#o llamamos
a o
1 r-1
s " = " - " - (] "
fai,a2.....aP fs(xi +ar"“’xr-1*ap ’1’Xr+1""‘xn) +
o a
+X" f (X" +"'1' L Y X" *-2:1 1 X" ) X")+ . .
r S+1 1 art 9 !‘-1 ar 9 [ I“i‘l’ 9 n e 0 3 o e 00 0

Con estas notaciones se verifica:

. . <.< Ld
i) los f; a a Wi s leier son no unidades en
1...” i"'.’ r

u .

—n
ii) Todos los U /(f" )Ef son isomorfos , Lue

ai"“‘“i’...’ar‘

go llamaremos transformado monoidal formal direccional de
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.E],/ —~ en la direccidn (al,..,qr) a cada uno de los
(£)0
I~
p=t1] e
anillos U /(f,, )D"
ai’.."ai’...’ur

—

iii) La coleccidn de transformados monoidales formales die

reccionales de tjl(fﬁi definidos en ii) depende solo de

——

| y f .

Proposicidén 2-7-9.- Sea J un ideal radical de [1, JcpP ,

"
J" su transformado estricto en U . Sea f,,.e4,f una
1° s

base standard normalizada del ideal J adecuada al sigﬁgma de

Pardmetros (X,seessX oX yeeesX ) , con P=(Xy,ee.,X X, Lug

go fl""’fs verificarda que Gry (J,ED=(InP(f1),.......

ceecsany Inp(fs)) GrP(Ch y ademés vP(fi)=vﬁ(fi)=vi o lo
que es lo mismo fis(xl,...,xr,o,....o)#o con fis la forma

3 . - <u< * .
inicial de fi sy 1l=-i-s, En estas condiciones tendremos que

f1 fs —n
J“: (-{;I’not’;vg) D
i i

Demostracidn.- Andloga a la de 2-6=-9,

Nota 2-7-10.- Con las notaciones anteriores D=U/JE| es el

anillo de coordenadas de una variedad algebroide, las ecuacio

nes de dicha variedad son {fi(xi""’Xn)=0""’fs(x1""'xn)=

=01},
An T
Por 2-5-2 =0/ ¢ es un transformado monoidal formal de
Jllu"
A" - . . [

O , 8) sera el anillo de una variedad algebroide de ecuacio
f
1

" " ")s wece =

nes {fi(xl.....xn) X'.'vl 0 ’l...’

i

f
" (x nys 8. -
EO(XYyen Xi)= == = 0 ),

x". s
i



A B

— o =" - = '
Se verifica que aimn U /J,,U“ = dim Q /J"D" z dim U/JD e

Por tanto la forma efectiva de construir un transformado mqnoi

dal de la variedad V (fl""’fs) dada por fl(xi""’xn);;"

....,fé(xi....,xn)‘ en el punto ‘(ai,..,ar) 'Qel divisor ex~
. e <,%
cepcional es sustituir en la ecuacidn fi(xl""’xn) , 1-i=s

las variables 'Xi por

%9
=yn " -z
X1 Xi(X1 + a )

® 8 5 000 0% 00 000 o0

X,.=X"
i i

o
X_=X"(X" +=%)
r 1 r a

' =yn
xr+1 xr+1
X_=x"
n 'n
Vi <, <
y dividir el resultado por X" s V.= v (f,)=v_(f.,) , 1-i-8
i i g 1 P i v
y asi obtendremos . a
1 r
" " - " " " - " "
fi(xi(xl +ai)....,xi’...’xi(xr +Gi)’xr+1'...’xn)
11] " N cmmeo= g g U g S S - - -
fi (xl'.l..xn) \,.
xl' 1

<.<
1l=i-s .



§ 2=-8,= Transformacionés admisibles.

Definicidn 2~-8-1,- Diremos que el ideal P de C]'_es admigl 1

ble en |1 cuando se verifiquen tas dos condiciones siguién;gﬁ"'

tes:

i) EE/P es regular .,

ii) GrP(D) es libre sobre D/P .

Consecuencia 2-8-2,- El ideal maximal M de (1 es un idaél_‘

admisible en O .,

Definicidn 2-8-3,- Sea K un cuerpo & G= 3Gi una K-&lgé?L? 
i=0 S

bra graduada finitamente generada . Sea J%* un ideal homégéa

neo de G , Diremos que los (§,4...,&,) son una base stan-

dard de J* si son un conjunto de elementos homogéneos de G {_  ;

que verifican:

i) Los (El,...,Er) forman un conjunto generador minimal de f 

ii) si v, = grado & entonces v SuS.. .S Do
i = g o i [] ntonece 1 \b ...ovr .

Definicidn 2-8=-4,- Sea 1l un anillo local de ideal maximal

M ., Sea J un ideal de U, G=Gr_([h y J*:Gr-(J’ED . bifei V" “
M M "

mos que los elementos (fi”"’fr) pertenecientes a J ébh; ’

una base H-standard de J si se verifica que 1os (EyaeesiEr)s

€i=In_(fi) son una base standard de J%
M

Nota 2-8-5,- Daremos una lista de resultados para las tranéfpiy

maciones admisibles.

i) (Hironaka [}51, capitulo II, prop. 1 y teor., 2)

Sea U1 un anillo local de ideal maximal M y cuerpo residual

K . Sea q un ideal primo de 00 tal que qu es regular,

“"‘.”“‘#:" e » G Wt ey " ‘
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Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) q es admisible en U1 , es decir Grq(ED -es libre sobre

O
/q

b) Existe un isomorfismo ¢y de K-&lgebras graduadas

p: Gr° (Grq(CD) QK Gr

v (Q/ )--=> Gr (D)

M
/q

c) Si suponemos que []=E3/J , M=§/J , q=P/J siendo O

un anillo local regular de ideal maximal M , P un ideal

primo regular de U ta1 que JcP ., En estas condiciones

se verifica que existe una base M-standard (£1000sf))

. <, <
de J con vﬁ(fi)—vp(fi) y 1-i-r ,

ii) (Hironaka [18}, capitulo II, lema 9 ) .,

n

Sea U un anillo local , P un ideal de O, sea U una

O-s1gebra local plana y PB=P ). Si suponemos que EUP y
N

EV; son anillos locales regulares , entonceg P es admisi

ble en [0 si y solo si ¥ es admisible en [

(iii) (Hironakal18) , capitulo II, teorema 3) .

Sea 1 un anillo local. Sean P y P' _ideales primos de U]}
tal que PcP' y los anillos D/P y D/P' son regulares,

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
. 3 3 !

a) P es admisible en .

b) P' es admisible en Ul y PO es admisible en le' .

P'

Definicidn 2-8-6,.,~ Diremos que una transformacidn monoidal del
—

anillo 1ocal_ 0 es admisible cuando su centro P sea un ideal

primo admisible en (m

Nota 2-8-7.- Una transformacidn cuadratica es siempre admisible,

Proposicidén 2-8-8,-

-— ——
'
Si M «====> 11 es una transformacidn monoidal admisijhle con

J
centro P , entonces el {inico transformado monoidal ) de



o~ A

~ o : . . o
Bl con centro P = Pl que hace conmutativo al diagrama si-

miente también es admisible,

L D"

ot --=-> i

() e

- - D

Demostracibn,-

Consecuencia inmediata de 2-8-5-(ii).



CAPITULO III

. Hipersuperficies algebroides

Introduccibn

En este capitulo pretendemos desingularizar mediante
transformaciones cuadraticas formales una hipersuperficie

algebroide de K"

. Entendemos por desingularizacidn en el
caso algebroide el proceso sdiguiente:

Si [0 es el anillo local de una hipersuperficie algebroide ,

D: K[[Z,Wi,. . iwn-ﬂ] /f.K[‘:Z,wl,o . ’wn_1]]

y vM(f)=v . Probaremos que mediante un niimero finito de,f

transformaciones cuadri@ticas formales se llega a una hipep-

n

superficie algebroide Q' de K tal que

g-=x[LZ.W1w-~-"n-l:”/f(n)x[\:z W LIy b
. Tt T hat

(n)

y vM(f )ev o,

§ 3-1,-Generalidades sobre hipersuperficies.

Introduccibn.- En esta seccidn nos poponemos estudiar con to

do detalle el diagrama de Newton de una hipersuperficie sien
do nuestro primer objetivo el estudio de la variacibn de dicho

diagrama mediante una transformacidn cuadritica formal,

Definicidn 3-1-1.- Llamamos hipersuperficie algebroide a toda

rvariedad algebroide de dimensién n-1 y dimensidén de inmersién

n .
Ibta 3-1"’2."’

i) si H=Spec (1) es una hipersuperficie algebroide ,

e

o reiei,



C]:KY{WO,Wl,...5Hn_£U/I con I principal.

En efecto, si Ul es el anillo de una hipersuperficie algebboide
dim[3=dim.K[[HO,Wl,....Wh_i]] /I, =n-1 , es decir deptﬁ;(;) =

=n-1 y como ht(I)+depth(I)=n , tendremos que ht (I)=1 ,

es decir I es principal , Entonces I=f(wo....,Wn_i)K[[ﬂo,...

...,Wn_ijl y f recibird el nombre de ecuacidn dell , Al

diagrama de Newton de f 1le llamaremos diagrama de Newton

de la hipersuperficie H .

ii) El1 teorema preparatorio de Weiersstrass permite escribir
la ecuacidn de la hipersuperficie H en la forma '
v=-1

=wV |
yewg + P LW Wy SETR A SURLCIPPPRIL IR LIS

f(wo..o-'w 0

n-1

P, W =0, fi(wl,...,wn_i)ex[[wi,...,wn_ﬂ] '
v (P07 i,

En general, supondremos siempre la hipersuperficie preparada
de esta forma y llamaremos Z a la variable wo elegida en
la preparacidn.

Si la caracteristica del cuerpo K no divide a v siendo v
la multiplicidad de la hipersuperficie entonces con la trans-

formacidn

se puede considerar que la ecuacidn de la hipersuperficie es

de la forma

A¢AN N A

=gV ' V=2 ! '
IPRL AN At IL PR RRL ANPR L e TEPR s PP PRPL PR E A

yeo

L S L PPN

expresidn que usaremos en lo sucesivo,
Asi en el estudio que vamos a hacer de hipersuperficies dis-

tinguiremos dos casos:



12 caso.- La caracteristica del cuerpo - K no es»divis@@j(
de 1la multiplicidéd’de la hipersuperficie -

28 caso.~- La caracteristica del cuerpo K es divisar deﬁ;a'Vl’"

multiplicidad de la hipersuperficie.

En el primer caso podemas suponer qQque la ecuaclén de la bi-%
persuperficie es de 1la forma ‘ ’

v V-2
£QZ Wy yeeesW )52 #fz(wi.....w )27 %4, ,.+F

n-1 v=1

(Wi....,w 1

L0 W )s0 TiEK[[wlif"’wn—;I]' vg(fi)ii :¥ §“’

el segundo caso

- v . »
f(Z,Wl,. * . ,Wn_1)~Z +Ti(w1.c LI ’wn"l

v-1 : S

)Z +...+Tv_1(W1'--~p"n

. - ’ >. ’ :
*fv(wﬂ""wn-i)-o. o Pyexllw oeeew 117 vg(‘fi)-l ‘L

R R S

Nota 3-1-3,- Segfin hemos visto en el capitulo I el conbftaa

gente a H tiene por ecuacidn Inf=0 ., Pueden suceder dos ca

sS0Ss

i) Inf es potencia de una forma lineal.

ii) Inf no es potencia de una forma lineal,

En el caso i) 1la ecuacidn de la hipersuperficie se podr&

escribir de la manera siguiente

v=-1

z"+1’1(w1.....w FASE N A )z+f “’1""'"

n-1 1""’wn 1 n- 1

\Fi(wigooo,wn_l)eK[[wlgaoo,wn_l]] .\’-o-(fi)>i
debido a que: ‘f;_

a) Inf = 2%+... ya que consideramos f preparada

))Y con f (wi....,w ) formé”li

b) Inf=(Z*f1(w1,....wn A ne1

-1
neal,

c) Por {iltimo mediante el cambio de variable Z'=Z+§'(H

)= o*f

1reeoVng)

-
3



 &f€§§§;i".

se obtiene el resultado deseado.

En el caso -ii) 1la ecuacidn de 1la hipersuperficié serd de
la forma ' o ‘ ‘

)=0

n-1°

AY
Z +T1(w N

1..0|.’w )Z ) +...*T\)-1(w1,...’w —1)Z+\fv(w1’...“1n—

1
N >, . §_< '

T ;e K[["1""'"n-i]] con vo(?i)-l y 33§, 1-j-v tal
que vo(fj)= joo nobpudiendo simplificarse mas.

Entonces en el caso i) el cono tangente a H es un plano
y en el caso 1ii) el cono tangente a H no es un plano;'

Si consideramos el diagrama de Newton de f referido al sis

tema de coordenadas (Z'wl""’wn-l) se verificara que en
el caso i) en el diagrama de Newton existe el punto (0,v)

y todos los demas puntos del diagrama son de la forma (x,y)

con x+y>v,

Por tanto el primer segmento del diagrama tiene pendiente

. : . -1
negativa menor que =1 con lo que SiI §, 5 mmemcccccermcaccmen~=.

. e ~
1 pendiente 122 segmentc

61>1,61 recibe el nombre de primer exponente caracteristi

Co.,

(O,V)>f

En el caso 1ii) se verificara que en el diagrama de Newton
de la hipersuperficie existen dos puntos en la recta de ecua
cidn x+y=v siendo uno de ellos el punto (0,v) 1luego en es

te § = cocmcucncancne= e a e,
caso .1 pendiente 18r segmento 1y reciprocament

Z
b

(0,v)




;cﬁeidqu
Por tanto mirando el primer segmentq del diagrama de Newton
de f (exceptuando el caso trivial f=2Z) se tendré:
a) 61>1 siy solo si el cono tangente es un plano.
b) 61=1 8i y solo si el cono tangente no es un plano ,

Nota 3-1-4,-

n de

ecuacidn f(Z,Wi,...,wn_1)=0 . En el capitulo I demostramos

Sea H la hipersuperficie  algebroide sumergida en K

las siguientes equivalencias

f preparada <==>Inf¢ (W ,...,W _,)K [Z’H]<==>Inf=z“+.,,<==>‘

<==> En el diagrama de Newton de f referido al sistema de

) existe el punto (0,v),(véase

coordenadas (z,wl,;..,wn_l

1-3-15, 1-3=16)

i) Supondremos en-primer lugar que la ecuacidn f no estd

preparada, f serd de la forma

1 n-J
o= aw
C Z C

(a’bl"’bn-l

Si v es la multiplicidad de f , se verifica que

c = i
(a,by..u,b )70 Sh arbyreeatby g <y 3agsdygeees

a,+b, +...+b =V C
n y (ao,blo’ool'bn

Si llamamos A(f) al diagrama de Newton de f(Z,wl,...,wn‘_1

referido al sistema de coordenadas (Z,Wl,....wn_l),A(f) se

ré8 el conjunto de puntos

ACE)={(b +...+b a)|c 0} .
1 n-1° (a,byseeeab o)

)

Si aplicamos a la hipersuperficie de ecuacidn f(Z,Wl,...,wn_1

la transformacién cuadritica formal en el punto (1,0,...,0),

de ecuaciones:
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=W£ Z' » i=1,.-..n~1

La ecuacidn de la hipersuperficie transformada sera

1]
ANCAIN SIS )=:ST“#——’~#“—'~———- C z

n-l .—ﬁ (a’b ,ovo,b )
(aybyyeeesb  )eZ) 1 n-1
seethaaty b
we toLLwentt
1 n-1

siendo su diagrama de Newton 'A(f')={(b1+...+bn_1,a+b1+...

"'+bn-1-v)lc(a,b _1)#0} luego cualquier punto de A(f)

’.ut’bn

se ha transformado en un punto de A(f') <con la misma abcisa
y ha variado la ordenada.

Si llamamos v' a la multiplicidad de la hipersuperficie

de ecuacidn f'(Z',Wi,...,W' ) , se verificard que v'<v

n-1

cuando exista un término en f(Z,Wi.....Wn_l) de la forma

a bl bn 1
C ZOW, T W con C £0 3
(a,blgo-o’bn_l) 1 n-l (a,bl’oo-,bn-l) j
a+2b1+...+2bn_1-v<v , es decir a+2(b1+...+bn_1)<2v

o lo que es lo mismo cuando exista en el diagrama de Newton
de f(Z,Wl,...,Wn 1) un punto situado debajo de la recta de

ecuacidn 2x+y=2v ,

(0,2v)

A
(v,0) W +...+wn




ks

Intentaremos ver ahora si es posible‘encontrar un punfd,si _
tuado debajo de dicha recta, Al ser la multiplicidad v ,'

3 (ao,b b ) tal que en f(Z,wl,..,;Wn ) existe

10°°°***"n-1,0 -1
' a_ b b -
el término Cla b W y 2 °w11°,_.wnf;i»9
0°710°*"***’n-1,0
con C ‘ #0 y a,. tb, . +...+b: BV luégo‘
(ao’b1o""’bn-1,o) 0 "10 n-1,0

aof(b10+.,.+bn_1’o)+(b10+...+bn_1’o)=v +(v5a0)=2v-ao .
Puede ocurrir:
1)a,#0 , entonces ao+(b10*...+bn_1’0)+(b10+...+bn_1'o)<2v

y existe un punto debajo de la recta . Observese que ao#v

ya que si ay=v la hipersuperficie estaria preparada,

2) a, =0 , entonces a0+(b10+...+b

luego la multiplicidad no varia al aplicar la transformacién

)+(b10+...+b )=2v

n-1,0 n-1,0

de ecuaciones

2=2"

Wi=w-;..Z' i:l’---’n"l

Ahora si a,=0 , algln tendr@ que ser dis-

0

tinto de cero, sea por ejemplo blo#o . En este caso si

Pior e Pro1,0

blO#v consideraremos el diagrama de Newton de f asociado

al sistema de coordenadas (W, ,Z2,W,,..0,W )

(0,2v) >

(G,o) Z+W +...+wn

2 -1

en este diagrama si existe un punto situado debajo de la recta

de ecuaciones 2x+y = 2\) va que b10+(ao+b'20+.;.+bn_1,0) +



. fib7-q:

..;+bd

+(ao+b -1,

o)=0+(v—bio)=2v-b <2v débido a lo cual

207 10

aplicando la transformacidén cuadritica formal en el punto

(0,1,0...0) de ecuaciones

Z= 2!

=

1

1
[}

1°%1

=
"

W.=W! 2z 122,.4.,0-1

]
1 1

se verifica que la multiplicidad de la hipersuperficie trans

formada es menor que v .

Si b10=V no podriamos aplicar esta transformacidn cuadrdti

ca ya que inf=w: +... con lo que inf(0,1,0,..0)#0 vy 1la tranE ‘

formada de f mediante la transformacidn cuadrética seria
una unidad (véase 2-6-5),

ii) Sea H 1la hipersuperficie algebroide sumergida en K"

de ecuacidn f(Z,Wi,‘..,Wn_1)=O . Supondremos que la ecua-

cidén f esta preparada , f ser& de la forma

v=1

v
¢ PN PP L A PG DI D I A S ) (L C PRI I A

n-1 n-1

Y, peeenW 050 P (W e W e[, henenW 1]

n-

> 3 »
vo(fi)-i . En este caso no podremos aplicar la transformacién

cuadratica formal en 4 punto (1,0...0) de ecuaciones

Z=2"

Wi=WJ'..Z' i=1,000’n-1

ya gue inf=2"+... luego inf(1,0,.,..,0)#0 y por (2-6-5) 1la
transformada seria una unidad.

Aplicaremos entonces a la hipersuperficie una transformacidn

cuadrdtica formal en un punto (ao....,a ) , con

n-1

Inf(uo,...,an_1)=0 . Distinguiremos dos casos:

1) Inf= 2" , es decir

-7V v-1
f(z’wl"..’wn-l)-z +T1(w1’oto.wn-1)z +--o+f\)_1(w1,00’wn-1)z+



+f\)(w1’. .0 ’wn_

1)=0 r fi(wl..,.,Wn_i)EK[[wloyo-gwn;ijj iv
Uo(\fi)>i ’

6 también

f LI B 3 : v < ) l-: Vbq» 1:.
(ZoWyaeoesWy %2 "n e~ IR C1 SURRUIS S LSO A
Dyseeaby g el R .
W1 - 0, con a+b.+...+b > v o,
e 0 @ n"1 ] 1 . n-l

Entonces la inica condicibén necesaria para que el punto
(ao,...,un_l) verifique Inf(uo,..,,an_1)=o es que ao=p R

luego podremos aplicar a la hipersuperficie una transforma-

cidn cuadrdtica formal en un punto de la forma (0,u1,...,a ),
»"'n-1

ui¥0 y i=1,.,.4n=-1 ; dicha transformacidn cuadrdatica tendré

por ecuaciones:

=W '
VA W1 Z
=W
My=hy
a
2
=W"! ' -
w2 wl(w2,+a
1
a
- ' ! -9:1
wn-l w1(wn-1 +a1 )

Siendo la ecuacidn de la hipersuperficie transformada la si

guiente:
fl(zl’WI’.‘.’wg 1)=Z|V+j25- . C(a 5 b )2'3.‘
- Y 9000y - '
(a,bl,...,bn_l)ez0 _ 1 n-1
atbh_t...tb -V o, b, a b
1 n-1 2,72 n-1,"n-1
] 4 - ! - =
Wi (W) +==) ...(wn_1 tea") 0
1 1
Si llamamos v' a la multiplicidad de la hipersuperficie
de ecuacidn f'(Z',Wi,...,W;wl) ; se verificaria que v'<y
cuando exista un término en f(z’wl""’wn-l) de la forma
b b
a 1 n-1
c W, ..
(aybyyesssb ;) Zo Wy M-t » con C(a,bi,...,b )?0

n-1 n-1
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+...th -v<v , es decir 2a+(b_+...+b )< 2v ,
n 1 n-1

y 2a+b -1

1

5 lo que es lo mismo cuando exista en el diagrama de Newton

de f(Z,Wl,...,Wn_l) un pumto situado debajo de la recta de

ecuacidn x+2y=2v

(0,v)]

(2v,0) WoteoodW o

V=

v . Vv
2) Inf #Z° , es decir f(Zﬂwl,...,Wn_l)-Z +T1(w1,...,wn_1)z

+....+“fv_1(w1,... ,wn_l))zﬂ’v(wl,... M )=20 4

+ C Z W '.-w - = 0
N (ai’bl,no..bn_l) 1 n"l

(a'bl""’bn-i)ezo

con ‘f’ieK[[_'_Wi,...,Wn_l—ﬂ ,vw(‘fi)zi y 33 , tal que

vo(fj)=j 6 lo que es 1o mismo existe por lo menos un

- b! b!

- > a' 1 n"l
w .."q ' ' . % 0

término C(a',b',... b ) Z 1 n-1 con a +b1+

1 ’ -1
...* ' = L]
bn—l v
Si (ao,al....,an_i) es um punto que anula la forma ini-

cial puede ocurrir :

2-1) aO#O y algtn ai#O s i=1,...,n=-1 , por ejemplo

a,#0 . Aplicamos entommces la transformacidn cuadrftica

1
. a
de ecuaciones Z=W'(Z"' +-9)
1 a
1
=W!
Wl Wl
%2
=W'(W! +-=
W, wlcwz t==)
1
=y! ' -E:l
wn-l w1(wn—1+ aq )



f?&iios*

La ecuacidn de la hipersuperficie transformada serd

‘ 0 v B
£r(z2°, ,...,W' '):(Z' +--) +C tht (2' +-=) N
1 -1 al v (a 1’.oc'b 1) ’ al
' 1 @, b - 'b'-
.w,a +b1*"’+bn 1 -V .(W' +-2) 2,..(“ + -2-1) n 1*-00-*
1 . 2 o "1 o
1 1
a a+b, +...+b___ =v a, b
C(a 5 b (Z' +ag) wi 1 n-1 (W' f“) 20.-.
Y 1,.1'0‘ n 1 1 : 1
.a - b
ooo(w;] 1 +-2:}) n-l"'o..: O
1

Entonces si:

2-1-a) Si v no es multiplo de la caracteristica del cuer

po, la multiplicidad de la hipersuperficie de ecuacidn

f'(z. 1,0.0'W'

= ' 1
n—l) 0 es 1 ya que en f'(Z 1.....“ )

existe el término v(ag)v-IZ' .

1
2-1-b)

Si wv=ph.2 , siendo la caracteristica del cuerpo
P .’ p P

Q (]

(20 *9P = ((Brzrbe. e (hz 1)1 +...+(E)(- 4P
*1 1
m m . m o .
NIV TLAOURNE DL el Ao S NS T (-° e
1 %1

y entonces la multiplicidad de la hipersuperficie de ecua-

cidén f£'(2', 1;...,W;‘1)=O es v-pm<v ya que al no ser

£ miltiplo de p tendremos

a. J.m m a m
[}f)z'“'l(EQ)jp = &P (--)p L2 VTP g0,
1 %1

2-1-c) Si wv=p" puede ocurrir:

2-1-é1) v=pm y @,%.....=a =0 , entonces en la ecuacidn



coormgdl-

f'(Z',W'....,W&_l) tenemos el térmirno

1 .
a b! b'
0.a' 2 n=-1- .
Crat pt - ' (==)" Ww! “,..W luego si
(a ’bl’."'bn-l) a1 2 n-iy

Lé+...+b£_1 <V habria bajado la multiplicidad

A I :m » = =q .=
2=-1 c2) v=p Yy G,%.e..=a,=0 a.+1#0,...,an 70

2 i -1

entonces en la ecuacidn f'(Z',W',...,W; ) tenemos el

1 -1
término
o, a., b!
o ] 1 t ]
Clat Y )(a-)a .(-gfl) 1+1 (fg:g)bn-1w,b2 w,bi
’ 1""’“-1 1 1 e ¢ s ul 2 e ® @ i

luego si bé*~--+b£ < V habrie bajado la multiplicidad.
2=2) Si a_=0 vy algin ai#o s 1%1,...,n~1 , por ejemplo

— 0

a1¢0 . Aplicamos la tranhsformacidn cuadritica de ecuaciones

=W 71
Z=W) Z
W, =W
179
%9
=W'(W! +==
w2 wl(w2 *s )
1
: [0}
n~-1
W =W! ' -
n-1"M W4+ -377)

1
la ecuacién de la hipersuperficie transformada seré

EV(Z W, W =2 ¢
1 n=-1
o, b!

' ' b' ..."'b' - 2 2 :

TRy . )z'a W Tt n-1""(Wa+=2) SoillL

’ 1’.‘.’ n-l 1

a b'

vea (W2t -g:l) L P Cla,b b )Z'aW'a+b1+""'

n 1 ' 1"." n-1
ooo‘f'b -\ a b a

n-l (w'+ -g) QOOO(W' + -E-l) n-l"'.-nol:

2 @, n=-1 a,

Puede ocurrir: _
2-2-a) ai¢0 si=1,4..,0-1 entonces si v' es la multiplici
dad de f' , v'=a'< v .,

D - i = = = { ' 4 s !
2-2=b) Si UpTeese a0 20, ai+1#3,...,an_1#0 y a +b2+. +bl< v

también habria bajado 13 multiplicidad.
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3-2,- Efecto de las transformaciones cuadr8ticas forma-

e

les sobre la multiplicidad. (Caso en que la multi-

plicidad no es mltiplo de la caracteristica del

guerEoL

Introduccidn.~- El objetivo de esta seccidn es demostrar el
siguiente teorema: Seé H una hipersuperficie algebroide
sumergida en kK?  de multiplicidad v , tal que Vv no sea
miltiplo de la caracteristica del cuerpo. Se verifica en-
tonces que la multiplicidad de la hipersuperficie H decre
ce en un nimero finito de transformaciones cuadrdticas for

males,

Notaciones 3=-2-1.,- Sabemos por (3-1-2-ii) que si

feK[[Z,Wl,...,Wn_iI] y vo(f)=v se pueden presentar dos ca

sS0Ss:

er - . . s
l=-caso.,- La caracteristica del cuerpo K no es divisor de
Voo

R caso.- La caracteristica del cuerpo K si es divisor de

v
In esta seccidn supondremos que la caracteristica de K no
es divisor de v, entonces h ecuacidn de la hipersuperficie

se podrd escribir

v=2

A"
f(z’wl’.."wn-1)=z +T2(w1’."’w )Z +.'..+fv(w1’..l’w

n-1 n-1

fi(wl,...,wn_l)ex[iwl,...,wn_ﬂ] R vg(fi) i

8 también

f(z,wl.too,wn-1)=f\,(z’w1’ooo,w )+f (Z.wl’..'w

IPRASRRRS

n-1 v+1 n

donde fi(z,wl,...,w

n-1
do i .

)=0,

) es 6 bien cero & una forma de gra-

A su vez en este primer caso distinguiremos dos subcasos se-

gin la forma inicial fv(z’ﬁj""’wn-i) sea 6 no sea poten-



cia de una forma lineal.

sw=1,
n—1)z - teve

. . . i V) -
Lema 3-2-20' Sea fv(z’dl‘.“"wn-lv)‘:."z‘+‘f1(w1,.'.’w
...+Tv(w1,...,wn_1) una forma de grédo v en las variablés 

z,wl,..;,w , con coeficientes en un cuerpo K de ¢ara£

n-1
teristica p , donde v no es mltiplo de p y tal qué

)Zv’1+..,'

n-1
. -1°

o sa v
V(ai,...,an_l)eK , la ecuacidn 2Z +f1(ai,....an

...¥fv (ai,...,an_1)=0 posee una Gnica raiz (mﬁltiple~de

orden v) , Entonces fv(Z,Wl,....ani) ‘es necesariamente

la potencia v-&sima de una forma lipneal .

Demostracidn.- Definimos la aplicacidn:

*T(al,...,a )e:Kn”1 . h(al,...,a

n-1

) es la finica raiz de
n=-1 v

. a v v=-1
la ecuacidn 2 +f1(a1,...,an_1)z

Se tendrd N (W ,...,W _ Jexr~1 E(Zailgeensty aqz-h(W ,ee,

+...+fu(01,....an_1)=0 .

)2 " e (VTR VL)

1,-.-

V_,V ,V ,
-to’wn-l)) "'Z-(l) h(wl"..’wn-l

_13V V_,V
Z+(-1)" Gy, ean, W 0=z AR e

n=-1

VAP
V-

1

(wl’.‘.',wn‘l)z +‘f\)(w1’-00’wn_1).

La dltima igualdad puede ser considerada como una igualdad de

polinomios de A [Z]| siendo A el anillo de todas las apli-

caciones de Kn-1 en K ; asi

\Y
Y OPEYC TN 1)

L AU AR A

de donde
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y como fi(wi,...;wn_l) es una forma lineal se tiene el re

sultado.,

Teorema 3-2-3,- En las condiciones de 3-2-1 , Sea f 1la.

ecuacidn de la hipersuperficié‘ H cuya forma inicial
g}z,wl,...,W‘ ) no es la potencia v-&sima de una forma 1i
neal, Se verifica entonces que la multiplicidad de f decrg

ce mediante una transformacidn cuadrdtica.

Demostracidn.- Por el lema (3-2-2) -sabemos que existen los nd

METOS G ysee,0 pertenecientes a K , (al,...,un_i)#(o,..,o)

n-1

tales que fv(Z,al,...,a )=0 tiene al menos dos raices;

n-1

sea Yy una de ellas, podemos suponer que Y#0 , Alguno de los

PEEREET serd distinto de cero, supongamos que sea a, .

n-1 1

) potencia v-ésima de una forma

Al no ser fv(Z,Wl,...,wn_1

lineal, existe un término en fv(Z,Wl,...,w ) de la forma

n-1
c.z""iwa1 wa“'l C.eK , C.#0 , a,+...+a_ =i , i#0
i 1 *rreefaog 0 VER e RFE s Gy TeeeTE T
con lo cual
. a a
f(z,wl.....wn_1)=z"+ciz"'1w11.....wn‘_‘;1 Fouuot

+f (Z’wi’..“w

vl _q)tee.= 0

n

’

Si aplicamos la transformacién cuadritica formal de ecuacio-

nes:

1 a1
=W
wl wl
%2
W =Wi (W) +-=)
2 2 a
1
o
=W? ' _I_'l:.l.
wn—l w1(wn-1+ al )

La ecuacidn de la hipersuperficie transformada sera:



E1(Z' WY yeae, W )=(2 4 Loy g
1
a,teenta -1 L3 a, a a__ _a~-f
+C' w| 1 ' 1 (Z' + “Y"')vul(W"" 'g) 2cca(w' *‘2-1) n4 1+o'0’
oy o2 a, n-1 a, : N

siendo su multiplicidad igual a 1 , ya que el término inde

pendiente es nulo al ser fv(Y’al"°"an-1):O y existe en

) el.término V(al_)V'l Z' de grado 1 .

‘f(Z',Wi....,W;_l

Lema 3-2-4,- Sea H wuna hipersuperficie algebroide sumergida

n . . . .
en K . Se puede conseguir mediante un cambio de variables

el que en el diagrama de Newton de la hipersuperficie exista

un punto situado en el eje x .

Demostracidn.- Sea la hipersuperficie H de ecuaciédn

vV @ v=-1 , =0
2 +‘f1(w1’-ou,w )Z *.'.+fv-1(w1’...’wn‘l)z""\"v(wi.‘.’..wn )“0

n-1 -1

Si hacemos el cambio

2=Z '+t wi , tek

< <
wi=w§ y 1-i-n-1

tendremos
(Z'+t WiQ)V+f1(Wi,...,w;)(Z'+t Wiz)“'1+...+
P (e, W (2 e WP (Y, )0
Si sumamos los términos en wf“
t“wi2“+siwi2 £Vl w12v'2+...+sv_1w52“'2t wi2 +
¥ svwf“=(t“+slt“‘1+...+sv_1 t+sv)w12“; t, 5,eK

teniendo en cuenta que algiin Si y 1¥1,...,v puede ser nulo.
Si consideramos la ecuacidn

v v-1
t +Slt +...+Sv_it +Sv

1]
o
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los Si son conocidos y al ser K un cuerpo algebraicamente

cerrado existiridn v valores de t iguales &8 distintos

que verifiquen la ecuacidn, luego al ser el cuerpo K infini

. . v v-
to siempre podemos elegir toeK tal que t°+51t° 1+...+
+Sv-1t°+sv#0 y es decir podemos conseguir que exista en el

diagrama de Newton de la hipersuperficie el punto (29,0).

Teorema 3-2-5,.,- En las condiciones de 3-2-1 ,

Sea f(z,wl,...,w ) la ecuacidn de la hipersuperficie H

n-1

cuya forma inicial fv(Z,W1,...,W ) sea la potencia v-ési-

n-1
ma de una forma lineal., Se verifica entonces que la multipli-
cidad de la hipersuperficie H decrece en un niimero finito
de transformaciones cuadriticas.

Demostracidn.- Al ser fv(z'wi""’wn~1) la potencia v-&sima

de una forma lineal, la hipersuperficie se podrd escribir de
las dos formas siguientes

v
f= W.opgeee, W

Z +72( 10 oW

v=2
27T P e W D2 (W)

1 1

v(Ti)>i

f=\’ * o ® & 0 0 0
Z +fv+1(w1,. ,Wn_1,2)+
Los puntos que anulan la forma inicial son los de coordenadas

(0.01,...,an_1) luego las transformaciones cuadrdticas forma-

les que aplicaremos a la hipersuperficie serdn las de ecuacio-

nes

/

= N
- ]
W =
= .
e N

%,
=W ' -
w2 wl(w2+ = )
1
a
=W! ' -E:l
LT AL AP aj )

pudiendo elegir todos 1los ai#o s 131,.,.,n-1



Para la demostracidn del teorema utilizaremos el diagrama

de Newton referido al sistema de coordenadas (Z,Hl,...,wn_l).

Aplicando (3-2-4) se puede suponer que en éste diagrama
de Newton existe un punto situado en el eje x . Distingni?

remos cuatro casos:

i) Existe un punto del diagrama de Newton situado en el!@je

de abcisas y comprendido entre los puntos (v,0) y'(2v,0)

Z (0,v)

N A

N .
L 4 N E
(\)’O) (2\’,0) w +oot"'w

La ecuacidén de la hipersuperficie seria entonces de la gorma
r

f . = \) v-2 i 1 n'-l
(Z,W,, oW 4= +12(w1,...,wn_1)z tooat C W, " 0. W

1" n-1 T

= >3 < . e <
ce.= 0 R v(*i) i, c,#0 » ve<r + tro_ <2V
Se considera una transformacidn cuadratica formal respecto

de un punto de la forma (O,al,...,an_l) con todos los

ai#O . Dicha transformacidn cuadrdtica tendrd por ecuaciones

=Wtz
2 WIZ
W =W'!
1 wl
%2
=y ’ -
w2 wl(w2+ : )
1
a
=W! ' -9:1
wn-l dl(wn-1+, al )

La ecuacidn de la hipersuperficie transformada sera@ una no

o

. \ n-1 V=2

unidad f'(z',wi,...,w;-1)=z' +f2(wi,f..,w5_1 +-a;-)z' oot

I‘1+P2+’..+r‘n_1"v (w' +(—!g)1‘2 (w' +SE:1)PH’1
2 a, ** Tn-1 a,

]
+C1w1

-
s s 0 0

o r.+r_+...t0r -V
=20V, (Y W eeBIhy VR e e b2 n-1 ... =
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)2 *n-1."n-1

-;n("’"".)

1

= 0 s con C

=N

, CIF0 .

Si llamamos v' a la multiplicidad de 1la hipérsuperficie

de ecuacidn f'(Z',Wi;...,W$_1)=O , tendremos
< . ' ‘
v'- Pyteeetr =V <2v-v= v, luego la multiplicidad ha ba

jado en una transformacidn cuadritica . Asi en el diagrama de

' ' ' ' ; ; - ‘
Newton de f'(2 ’w1’°"wn-1) existe el punto‘(r1+...+rn_1 v,0)
con  rot...tr L =v<v * (0,v)
Zl
N i
A ! ] +w'
(r1+..+rn_1 ve0) (v,0) W1+... n-1

ii) Se verifica que en el diagrama de Newton de f(Z,Wi......

N | ) existe el punto (2v,0) y no exista ninguno

n-1
situado en el eje de abcisas, comprendido entre los puntos
(v,0) y (2v,0)

Lay

(0,v) >

"

N
(2v,0) W

+..04W
n

1 -1

Con esta condicidn la ecuacidn de la hipersuperficie serd de

la forma f(Z2,W_,...,W )=ZV+T (w W )Zv‘2+ +C er .
’ 1' .,n-1 2 1’0ll’n_1 L B 1 1-'.
r
n-1
Q'.C‘;" 0..=
n-1 + 0

V(\fi(wi‘...’wn-l))>i 9 C EK ,C1#0 ,I‘ *nc-*'r =2\)

1 1 n-1

Si consideramos una transformacidn cuadrdtica formal en el

A . <|< »
punto (O,al,...,un_ ¥ qi¥0 , 1-i-n-1, de ecuaciones:

1
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=W
wl

Z
W1=W

Z'

[

%9
=W! |
w2 Wl(w2+a1)

¢ 2 0 8 00 000000

an 1
=W'! ' -————
wn--1 Wl(Wn_1+ ai )

La ecuacidn de la hipersuperficie transformada mediante &sta

transformacidn cuadridtica seri:

[0
+-E:1)Z'V-2

*too.+
al :

t(7t W =71V ' '
ANCAN FINN I L A U RN

1
r.+tr_+,..t2r -V a r o r
- n -
1 2 n-1 (w'+-g) ho.o(w' +-§' teooes™
2 a n-1 a1

]
+c1w1

-

P+, +e0otD -v
+....+Ciw1 12 s +...20

=7tV f . ' an-l V=2
= + 2(w1’-|.’wn_1*'&--)z
1

a, T, @y Toy
' = - -—-— - 4
con C1 cl(a ) I a ) s C1¢0

=N

Si llamamos v' a la multiplicidad de esta nueva hipersuper

<
ficie , v'-r1+....+rn_1-v=v . Puede ocurrir:

1) v'<v , entonces ya hemos conseguido bajar la multiplici-

dad de la hipersuperficie,

)

2) v'=v , entonces la forma inicial de f'(Z',Wi,...,wI'l_1

ya no es potencia de una forma lineal luego por (3-2-3) apli
cando una nueva transformacidén cuadritica a la hipersuperfi-

cie de ecuacidn f'(Z',Wi,...,w;_1)=0 se consigue el bajar

la multiplicidad ,

Demostraremos ahora que si wv'=v , la forma inicial de

f’(Z',Wi,...,Wé_l) no es potencia de una forma lineal,-

Si fuera potencia de una forma lineal tendriamos

a
+_8:1)Z,V-2
1

' ' ' ' = 'V 1 [
f'(2 ,wl,...,wn-l) z +f2(w1,....wn_ toaes

1

_1))v*T'(Ni,...’w;_ *-3:1)2'“‘2+.,,+=0,

= |}
co-o-(z *h(wl’oo.’w 2 1 1

n



con h(wl,...,wn_l) forma lineal, v no podria ser pues-én

el desarrollo de (z'+h(w1,...,w ))” existiria un término

n-1
en 2'V"Y 16 cual es imposible va que en f(Z,W, ,..ce,W )
. s s - . v=-1
no existe ninglin término en Z .

iii) En el diagrama de Newton existe un punto de coordena-

. . . > . s s
das (q,0) con iv<q<(i+1l)v ,i~2 v no existe ningiin pun-

to de coordenadas (q',0) con q'<q .

1

- _
((i+1)v,0) W1+...+wn

s ——
(v,0) (iv,0)

-1

Con esta condicidn la ecuacidn de la hipersuperficie seri

de la forma

v vl I‘1 rn 1
A" B = W, peeayh ASEE I i, ... P S
f(z, 10 ,wn_l) yA +13( 10 ,wn_1)7 + +c111 wn_1 + 0
. - - » >
v(Ti)>1 C,eK , C #0 iver +oou4r _ <(i41)v i=2

q=r1+...+rn_1

Si consideramos una transformacidn cuadratica formal en el

punto (O,al,...,an 1) con todas las o, distintas de cero.

Dicha transformacidn cuadrdtica tendrd nor ecuaciones

=Wt
Z le
=W
Wl W1

32

=W "=

W2 Wl(w2+a1)

LR I T S T I Y Y

un 1
W =W (W!? -
i 1 1(hn.1+ s )

La ecuacidén de 1la hipersuparficie transformada sera
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o
' ' 1 %% =V 1y K] _T_l:} V-1 )
EN(Z Wi yeua W )22 +f1(nl,u....un_1 + & )2 teoaat
P, t...%D -V a, r a r
+C W) D=1 CwreZ2y 2 LWy e-Bzly =t
11 2 a n-1 o
1 1
a P, +eo..tD -V
7V ' ot n-1,,,v-1 ' v 1 n-1
~ 4 + ¢« o0 - _—— . e teso=
APEL TR AN a) )z e tCoW) 0
a, r a r
2 2 n-1 n=-1
Y= - - - - '
Cl Cl ( ) v.o( ) 1] Cl#o

Luego en el diagrama de Newtom de la hipersuperficie de ecua

cidn f' asociado al sistema de parametros (Z2',[§') existe

el punto (r tooatr _-v,0)3(q=v,0),

1 -1

Entonces aplicando un nimero finito de transformaciones cua-
drdticas la hipersuperficie de partida se nos transforma en

una hipersuperficie correspondiiente al caso 1) .

iv) En el diagrama de Newton existe un punto de coordenadas

(q,0) con gq=iv , i>2 ,

En este caso aplicando un nimemro finito de transformaciones
cuadraticas la hipersuperficie de partida se nos transforma

en una hipersuperficie correspondiente al caso 1ii).



§ 3-3,- Efecto de las transformaciones cuadraticas formales

sobre la multiplicidad. (Caso en que la multiplici-

dad es multiplo de la caracteristica del cuerpo).

Introduccidn.- El objetivo de esta seccidn es demostrar

el siguiente teorema: Sea H wuna hipersuperficie algebroi
de sumergida en K®  de multiplicidad v , tal que v sea
miltiplo de la caracteristica del cuerpo. Se verifica enton
ces que la multiplicidad de la hipersuperficie H decrece

en un nimero finito de transformaciones cuadrdticas.

Notaciones 3-3-1.- Sea ahora H wuna hipersuperficie algebroi

de sumergida en kK" siendo K un cuerpo algebraicamente ce
rrado cuya caracteristica es divisor de la multiplicidad de 1la
hipersuperficie. La ecuacidn de 1la hipersuperficie H se po
dra escribir

v=-1

- \) T -
f(Z’!l....’wn_l)-Z +f1(w1,...,wn )7 +...+fv(w1,...,wn_1)-o

-1

v > .
fi(wl"."Nn-l)EK[[wl"“'wn-i—l] ’ Vg(\fi)'l
6 también

f(Z,Wl,....Wn_l)’-fv(z,wl,... ,w )+f\)+1(z’wi’.",wn-1)+.'.

n~-1
donde fi(z,wl,...,wn 1) es &6 bien cero & una forma de
grado 1 . A su vez en este caso distinguiremos dos subcasos

) sea 6 no sea po

segln la forma inicial fv(z’wl""’wn-l

tencia de una forma lineal,
v~-1
+

- AV} o)
Lema 3~3-2.- Sea fv(z,wl,...,wn_i)-z +T1(w1,...,wn_1)z

+...+Tv(W1,...,Wn_1) una forma de grado v en las variables

Z,Wl....,w y con coeficientes en un cuerpo K de carac

n-1
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teristica p siendo p divisor de v v tal que

V(al,...,a )sKn-1

la ecuacidn
n-1 :

v-1 » , -
+...+\f\)(a1,.‘.,an~ )‘0

Vv
Z +Tl(a1,...,a )2 1

n-1
posee unafiinica raiz (mGltiple de orden v). Entonces

fv(Z,Wl,...,Wn_l) es necesariamente la potencia v-é&sima

de una forma lineal.

Demostracidn.- Se define la aplicacidn

he K eeeoaoo >K
(al,...,an_l) ----- >h(a1’...,an_1)
;iendo Vlai,...,an_l)eKnnl . h(al,...,an_l) la {nica
raiz de la ecuacién Zv+f1(a1,...,an_l)ZV-1+...+fv(a1,..,an

Se tendréa:

i) si v=p™  ,m21

N peeaW _ ex™ Y (2,0 W )s

:(Z-h(wl’ooo,w -1))\):Zv—h(w1’tc"w

n n-1

v-1 N
LA PEC N D T N AL L PRI I

1 1

luego ¥ (W ,u.ou,W )=o...=Y (Woyueo W _,)=0

n-1 v-1 n-1

-_ \%
\f\)(wl’."’wn-l)— h(wl’...’wn‘l)

y h(wl,...,wn_l) es una forma lineal , q.e.d.

m >
2o, m

[}
[

ii) S1i wv=p

pml m
(Z~h(w1,...,w )) =((z-h(w1,...,w

"n-1 n-1

-1

)0
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-1

L. f-1 +

-1, 1 ¢
h(Wl,...,Wn_1)+...+(-1)_ (2_1)Z.h(W1....,W
1

‘ n-1
2. p™__&.p" L. L~
1) ) -Z +(‘1(1)Z .h(wl"a.‘w

-1, & -1
A (DT 23 14 PRI S

L
+(-1) h(wl""'wn— n

Soom

VP
-1)) ':‘-"‘
t .

m : .
+((-1 P (-0 8 P

m m

=z"+(-(%)h(w1,...,wn_1))p AN *"'*((’1)£-1(zfi)h(w1""'

m m

L-1.p P v - vV_,V v=1
N NV R L LT L D e YO NNRUIN SRR ME+ AR A ¢ PPN PP T A

oo-*fv(wlgoso’w )

n=-1

~ - v v_ v
Tv(wl,-oo,wn_l)“('l) h(wl,oo-’wn-l) ’('h(wlg'c.,wn-l))

q.e.d.

Teorema 3-3-3,.,- Sea H una hipersuperficie en la& condiciones
de 3-3-1. Sea f=fv(z’w1’...’wn-1)+fV+1(Z’w1’...’wn‘1)+...=o

la ecuacibén de H tal que fv(z,wl,...,wn_l) no es la poten

cia v-&sima de una forma lineal. Entonces se verifica que la
multiplicidad de f decrece mediante una transformacidén cua-

dratica.

) potencia v-@&si-

Demostracidén.- Al no ser fv(z’w1""’wn-1

ma de una forma lineal la ecuacidn de la hipersuperficie H

serd
a a
, v v-1 1 n-1
w * o 0 = . e e o e 6 o o
£(Z, 19 ’wn-l) Z +C12 w1 wn-l + +
+fv+1(z,w1’.-n’Jn-1)+..ooo
con CieK . Ci¢0 . a1+...fan_1=1 s 170 .,

Por el lema 3-3-2 sabemos que existe (al,...,an_l)#(o,...,o)

tal que la ecuacidn fv(Z,al,...,a )=0 tiene al menos dos

n-1

raices, sea Yy wuna de ellas que podemos supcner distinta de

cero. Supondremos también que a, es distinto de cero,

Si consideramos la transformacidn cuadritica formal en el pun-
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to (Y,al,...,un_l), de ecuaciones

Y
=W? ' -
Z wl(z t-s )

1
T =W
WiEWe ,
*
=W'(W'! +==
W =W (W) +22)
1
a
=W ' _E:l
W1 W (W g t=5-3)

1
Distinguiremos dos casos:
. m >
i) v=p y mM=1

Se verificard que la hipersuperficie transformada de H me-

diante esta transformacidn cuadrdtica tendrd por ecuacidn

a,+t...ta -1 .
ANCAIN LIt FYC TR S N T LR C TR SR
1 n-1 a 1 1 o
1 1
a a a' ‘ a a +u.-+a "‘i
(Wre-2) 2. 0w 4202y el Ve (L) Vec,ur T n-1
2« n- a a i1 -
1 i 1
. o, a o a
' -1- v=-1 ' -2 2 ' -2:1 n-1 =
(Z + a ) .(w2+a ) Clll(wn_1+ ) *’i‘... 0

1 1

Se verifica que el término indenendiente de f'(Z',Wi,...,Wé 1)
es cero pues fv(Y.ul,...,an_1)=3 y entonces si llamamos v'

a la multiplicidad de f'(Z',W!',...,W' _) +tendremos
1°? n-1

<
v'i-a +...%a -i+a, +...+a za +t...ta
*1 n-1"17a% n-1 927 "%

puede ocurrir:

. - < ( (3 . ’ 3
i-1) i<v, entonces v’-a2+...+an_1-1<v y ha bajado la multi

plicidad.

i-2) isv vy no existe en la forma inicial ning@in término

v=1i al an-l
C . e o o LI = i [
1Z wl wn_1 con a1+ +an_1 1<v Entonces 1la

a' a'
s s s - (S | n-1 _, ' -
forma inicial de f sera 27 +Ciw1 ...Wn_1 ,a1+...+an_1 v
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al menos dos de los ai....,a;;l tienen que ser distintos
v v
i '= '=...= ' : 4 + '.w =
de cero pues si aj=v ,» a, a1 0 , 2 Cl 1

=(Z+ngl)v la forma inicial serid potencia de una forma li-
neal contra la hipbtesis.

Supongamos entonces que ai#O . aé#O , entonces a1¢o .

u2¢0 al tener fv(Z,al,...,an_1)=O por lo menos dos raices.

La ecuacidn de la hipersuperficie transformada serd de la for

ma
m m a'+...+a' _-1 m
f'(z"wi""'w'-1)=z'p +(_E_)P +Ci Wi 1 n-1 (Z'+~E-)p -1
n 1 1
a, a! a a' |
(wv+_g) 2 s (W +-9:1) n-1+....=0
2 a, * n-1 a,

< 3
v ! -a'+...+a; -1+a'+...+a$ zal'+,..+a' v al ser

1 1 3 1 73 n-1
1 ' ' ' ' tpat R '
al#o . aQ#O ’ a3+...+an_1<a1+a2+a3+...+an_1 v luego en

este caso también v'<vy,
. m >
ii) v=p .2 , m=1

)

En este caso la ecuacidn de la transformada de f(z,wl,..,wn 1

mediante la transformacidn cuadratica formal seri

Y v al"'.o-*an 1-i Y v i
FY(Z, W)y, W )=(2 +-E- W ) +=-) 0
£fr(z', 10 ’wn-l) (z'+ 5 ) tC W) (z += )
1 1
a, a a a m m
. 2, 2 n-1, n-1 Vv L, vy P . ,v-D
A == ! -—— - =71 Lo '
(Wi+==) coa (W) _yt-=-=) tee.=32! 4 (()=-5=)" 2 teoot
1 1 1
m m a,t...ta -1i .
2 L- - -
FCCE L P 2P (L) Ve, Wt nolo (el
2-1 o a i1 o
1 1 1
a, a o a
2, 2 n-1, n-1
1y S ' -z
(w2+a1) ve o (WD #-5-7) teees
luego si v' es la multiplicidad de f'(ﬂ,Wi,...,Wg 1) ten
dremos que v'<y va que & no es milltiplo de p luego

2 pm Y m N m
(P (LHP 2V g y  vep'<v

1



Teorema 3=-3-4,- Sea H una hinersuperficie algebroide sumer

gida en K" siendo K un cuerpo algebraicamente cerrado y

de caracteristica p , p divisor de v . Sea f(z,wl,....

l.“.w

Jte...=0

n_1)=fv(Z|w1’o-o,dn‘ )+f +1(Z'w1’-00’W‘

1 v n-1

la ecuacidn de H tal que fv(Z,Wl,...,Nn_ ) es la potencia

1
v-ésima de una forma lineal, En estas condiciones se verifi
ca que mediante un nimero finito de transformaciones cuadré-

ticas es posible bajar la multiplicidad de f,

Demostracidn.-

Al ser fv(z’wl"°"wn-1) la potencia v-&sima de una forma

lineal la ecuacidn de la hipersuperficie H se podrid escri-

bir de las dog formas siguientes:

Y - v v V‘l
f(Z,Wl,...,Nn_l) Z *fl(wl,-n.’hn_l)z toooot

+f NLPETRRRY DA (NG PRI |

V-

01270 vg?fi)>i

A NN PP LI ACT SR ¢%. IO B L SN

n +1 n

Para demostrar el teorema utilizaremos el diagrama de Newton
de la hipersuperficie asociado al sistema de parametros

(Z.E)=(z,w1,...,wn_1). Aplicando (3=-2-4) se puede suponer

que en este diagrama de Newton existe un punto situado en el

eje x . Distinguiremos cuatro casos:

i) Existe en el diagrama de Newton un punto de coordenadas

(q,0) tal que wv<g<2v ,

(0,v)
>

r
N

+
1(

(V,O) (QV,O) W +oo.+wn
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ta condicidn la ecuacidén de la hipersuperficie serd de

la forma

f(z

+C1W

0.0+

Como c¢

< ,<
1-i-n-

a la h

v v-1 '
W e = “c o )
W W02 +f1(w1, W2 +
"1 Tn-1 S
g eV e e=0 0, vg Cfi)>1 » CieK, C #0,ver, +..,
rn_1<2v
ualquier punto de la forma (O,ai,...,an_l) ,ai¢0 ;
1 verifica que fv(O,al,...,an_1)=O podemos aplicar

ipersuperficie H 1la transformacidn cuadratica formal

de ecuaciones:

La ecu

f'(z"

+'00.+

Si 1lla

A
Z dlz

W, =W!
1 1
a,
W =W"! ' 4.2
2 W1(”2*a1)

[s ]
W =W! (W n-1
1

+--22)
n-1 n-1 a1

acidn de la hipersuperficie transformada serd

o a
é+"'2"oo.’W' 1+-E:2)Z'\)-1
ai n- al

W', .. ' =71V W
10 ’wn-l) Z +f1( 1,W +

r_+r +...+rn -V a r o r

1 2 -1 1a_2y 2 ' _——— =
(W2+a1) cea (WLt a ) t...=0

W
1

mamos v' a la multiplicidad de la hipersuperficie

de ecuacién f'(Z',Wi,...,W' )=0 se tendra

luego

macidn
ii) Se
existe

de abc

n-1
v'ip, + +r -~v<2v=-v=y
1 L ) n-l
v'<y y la multiplicidad ha bajado en una transfor-
cuadrdtica.
verifica que en el diagrama de Newton de f(Z,wl,..,Wn_l)

el punto (2v,0) vy no existe ninguno situado en el eje

isas comprendido entre los puntos (v,0) y (2v,0)



raL ™

N

(0,v%¥

+ H—
(\))0) (2\).0) wl"'ooo*wn_].

Con esta condicidn la ecuacidn de la hipersuperficie serd

de la forma

Y . . v=-1
f(z,wl,...,wn_i) Z +?1(dl,...,wn_1)z taoeaoot

r\1 I‘n 1
1 e W T4 =0 , ngTi)>1 . r1+...+rn_1=2v

+C. W
1
Si consideramos una transformacidn cuadritica formal en el

< ,<
punto (O,al,..,an_l),ai#O s 1=i-n-1 , dicha transformacidn

cuadridtica tendra por ecuaciones:

=W'Z!
72H! 2
W=y
=W
W =w'(w'+fz)
27 "1 Y2757

an 1
W =W v -
n-1 wl(wn-l* Ql )

La ecuacidn de la hipersuperficie transformada sera

a

' ' ' ' =V ' ' _E:} ,v-1
£'(2 ,wl,...,wn_l) Z +r1(w1,...,wn_1+ a )Z teouot
r +...*P -V a r a r
1 n-1 2,72 n-1, n-1
+W! 'y .o ' -——— ees =
1 (w2+a1) (wn~1+ a ) + 0

Si llamamos v' a la multiplicidad de la hipersuperficie trans

formada , estudiaremos que pasa con v' ,

Veremos en primer lugar la trayectoria de los términos de 1la

ecuacidn f(Z,wl,...,Wn_1)=O que son de la forma

S V=1 1 n-1 . .
d.2 w1 eo oW . dieK ,di#o, ajtecota 421 ,1#0,



v-i_21 ah-1 vei, 3qteeeta, 1+V_i-v '

. - .oo.ow - hadbadindbadiadh ot it >d.£‘ W' - w'
dlz wl n-1 i 1 ( 2
a, a o a . a ,t...ta +v=-i=-v
+=2) 2 o #-22ly mmloge geveiged n-1 tooa
a n-1 a b 1

1 1

a, a a a
con d!=d, (—Z) 2...(-2:1) n-1. , di#0 .
i 1 Ca o i
1 1
<
. 0 S s iz
Se tiene que v a1+...+an_1+v i-v+v=-1i a1+...+an_1+
+v=21i>i+v-2i =v-1i,
Puede ocurrir:
1) Existe en la ecuacidn f(Z,ﬁl,...,wn_1)=O un término
v-i %1 %n-1

de la forma diZ wl ...Wn_1 s dieK, di#O tal que
a,+...+a +v-2i<v , entonces la multiplicidad bajaria en

1 n-1
la primera transformacidn cuadratica.

1,...,Wn_1)=0 un término

2) Existe en la ecuacidn f(Z,W
v-i » diek , d#0 tal que

de la forma d.Z2 W 1 - n-1
i 1 n-1

ay*tecota 1+v-2i=v , entonces demostraremos que tanto en el

m

caso de que v=p 6 v=£.pm

la forma inicial de

f'(Z',Wi,...,Wg ) ya no es potencia de una forma lineal

-1

luego por (3-3-3) aplicando una nueva transformacidn cua

dratica a la hipersuperficie de ecuacidn f'(Z',Wi,....

.....,Wé_ )=0 se consigue el bajar la multiplicidad.

2-1). Si v=pm s trivialmente se demuestra que la forma ini
cial de f'(Z,Wi,...,Wé_

1) no es potencia de una forma li-
* V= .\) v
neal ya que (2 ff(wl,...,wn_l)) YA +?(w1,...,wn_1)

222). si v=2,p" , se tendria

m
2P Lop™_ 8 L, -1
1 - t = 4 |}
(Z+t wl) ((Z+tW1) ) ((o)u + (1) Z tW] t..l.lt



teoot

y aunque la forma inicial de la ecuacidn f’(z',W',...,W; )=0

1 -1

sea de la forma

. m
a, +...%ta, -
<;f”'d, Z,v—lpm W i1 al,n-l P
u;\ 9
051l
a, a.

m 2 i2

con v-ip +a 1+...+ai’n_1-1p =v,dl'=d (E;) ceeen

para que fuera potencia de una forma lineal se tendrian

aue verificar las siguientes igualdades

2 m .. m a a. o _ a. -

(3P I g (22y 120 (.hzly iln-l g,

1 1 a 1
1 1

<. <

Neil=Q

y como los niimeros (al,...,an_l) unicamente tienen que

cumplir la condicidn de ser distintos de cero, siempre podre
mos escogerlos de manera que no se verifiquen las igualdades
anteriores, es decir incompatibles con que la forma inicial

sea potencia de una forma lineal.

3) Todos los términos de la ecuacidn de la hipersuperficie

. a a
- v=1..1 ., n=1 .
f(Z,Wl,...,wn_l)-O de la forma diZ w1 ""Hn—l , 1#0
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disK , di¢0 verifican que al+...+an_1+v~2i>vA. En este

caso consideremos nuevamente la ecuacidn de la hipersuper-

ficie transformada

a
FOZY WL yeeay Wt =2t Ve (0, oW #-02dy vl oy

-1 oy
P,+...+%r -V a, r a r
+C w' 1 n-l (W' +-"2') 2;..(W' +-§-2) n-1+.000:0
1 2 a n-1 o
1 1
Entonces v serd la multiplicidad de f'(Z',Wi,...,W;_l).

Puede ocurrir:

3-1) sSi v:me la forma inicial de f'(Z',Wi,...,W' ) no

- - n-1

es potencia de una forma lineal, luego por (3-3-3) aplican
do una nueva transformacidn cuadrdtica a la hipersuperficie

de ecuacidn f'(Zﬂ,Wi,...,WA_1)=O se consigue el bajar la

multiplicidad.

3-2) Si v?pm , la forma inicial es de la forma (Z'+tWi)v,

luego es potencia de una forma lineal . Podemos distinguir

varios subcasos,

3-2-a) Si alguno de los nfimeros Toseees? 4 DO es de la
m' . .
forma »p s entonces existe en el diagrama de Newton de

f'(z‘,Wi,...,W;_l) un punto situado en el eje de abcisas y
comprendido entre los puntos (v,0) vy (2v,0) 1luego la hi=-

S

persuperficie de ecuacidn f'(Z',Wi,...,Wﬁ_1)=0 pertenece

al caso i) y es posible bajar su multiplicidad mediante

una transformacidn cuadritica.

\J

m
Supongamos que r, no es de la forma p . Democstraremos

la afirmacidn anterior en dos pasos:

3-2-a1) Si r, mno es de la forma pm , ni tampoco es mil-

tiplo de p , en la ecuaci?n f(ZkWi,...,W'

) existe el
n-1
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término r (—2)‘2 we n-1 . W! , luego en el dia
2 a, 1 2 -
grama de Newton de f'(ﬂ’wi”""w;—l) tendremos el punto

(v+1,0).

ml

3—2—a2) Si r,=p & , 2 no es miltiplo de p . La ecua

cidn de la hipersuperficie transformada serd:

| . Vv
ANCAN SN PP EEAAES SRS I i

w|
+C1 1

e

con

n

o
+ —E:E)Z'v-1+....+

1 1

n-1
' a r

' —_——— = 0
.‘I.(wn-1+ a )

r +,..+r -V o
1 n-1 ((Wr+=2y
2 a1

m
L
)p

f'(Z',Wi,...,WA ) se encuentra el término

-1

a m! Y +,..+0r -v oa_. r o r
2. 8-1 P 1 n-1

m' m' m' <
r1+...+rn 1—v+p =v+D <2v s Y@ que p <r_ -V »

luego en el diagrama de HNewton de f'(Z',W',...,W;_l) se

1

m
encuentra el punto de coordenadas (v+p ,0)

)

m
v<Vv+D <2v .

3-2-b) Si todos los niimeros Poseses? son de la forma

p

a
EV(Z W) e i )=z Ve e WV (wr 2e(=2)
E ] 1 ’ . ’ n LI \) a

o(w' +(----) )=Z'v+.o -+C W'vw'
o \Y

ml

n-1

» la ecuacidn de la hipersuperficie transformada serd

r r

2
) ® o o 0 2 0 o & 00
1 1 2 1

r a r o r

2
1 12 1

Pne1 %=1 Tn-1
n-1

luego en el diagrama de Newton de f'(Z',Wi,...,Wé ) se

encuentra el punto (v+r

2,0) . Puede suceder:

3-2-b1) r_<v , entonces o el diagrama de Newton de

2



f'(Z',wi,...,w;_l)v existe un punto de la forma (q;O) -

situado entre los puntos‘ (v,0) y  (2v,0).

2 1

3-2-b2) r.>v , r2#2y', r.<v .

Consideramos entonces la transformacién cuadritica formal -

de ecuaciones:

=

n

—

=

+

QI Q
N
~

c“n-l
=W! ' - -
wn-l w2(wn-1+ a2 )

y en el diagrama de Newton de la hipersuperficie transfor-

mada se encuentra el punto (v+r_ ,0) .,

1’

3-2-b3) Po= V4T, <V

En esta situacidn algin r, , i=3,...,0-1 , Sera menor que

}e

v , Ssea por ejemplo r.o entonces en el diagrama de New-

ton de f'(Zuwi,....W; ) se encuentra el punto (v+r3,0)

-1
3-2-bu) r.=v ,r, =v ,
En este caso la ecuacidn de la hipersuperficie transformada

sera
a +on.+a +\,-i-\)
n

' ' ' ' =71V v 1 -1
fr(z ’wl"""wn-l) Z +...*Ciw1 .
a a o a .
(W5+ag) 2....(w;_1+-9:3) n=l gav=lo e
1
a
+ C\) wi\) ("Jé +ag)\)+°°'.= Z‘“"’..-.o'o"'
1
81+...+a -1+\)"i"\) \)"i
+ C]!_ Wi n Z' +oooo.- 0

y si aplicamos una nueva transformacidn cuadratica formal
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a la hipersuperficie de ~cuacidn f'(Z',Wi,...,W$_1)=0

tendremos otra nueva de ecuacidn

v a1+...+an_1+v-i-v+v-i—v
f"(Z“,Wg,...,W;_1)=Z" +....+Cg %" .

Z"v-1+...l = O

. . s < . . .
de multiplicidad v"-a1+...+an 1+v-1—v+v-1-v+v-1=

= ajte-.ta 1+v—3i y asi en un nimero finito de transforma

ciones cuadrdticas decrece la multiplicidad.

En esta situacidn el problema se presentaria cuando la ecua

cibén de la hipersuperficie fuera de la forma

v NRVENRY
A W W
Z +Cv 1 9

n"n
o

pero en este caso z“+cvw: W= (Z+ CGW

v—-
> W,)'s0

1

v la hipersuperficie no seria reducida

El problema se soluciona como en (3-2-bu) , salvo cuando

la hipersuperficie tiene por ecuacién

v 2v 2,v
W = L =
Z +Cv 1 (Z+CVN1) 0

pero este caso no se puede presentar pues no seria reducida.

iii) En el diagrama de Newton existe un punto de coordenadas

(q,0) con iv<q<(i+1l)v , i22 y no existe ningln punto de

coordenadas (q',0) <con q'<q

A '\ _—

(v,0) (2v,0) Hoteo#W

(] B Iy
] ~ ¥

_, (iv,n) (Gi+1)v,0)
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Con esta condicidn la ecuacidn dz la hipersuperficie seré
de la forma

s V=1
)

Z

- v ¥
f(Z’wi,...’wn‘l)-Z +\f1(w1""’wn_1 11 n-1

>
o3 . . . >
Vﬂ (?i) i , cyex, C 70 , 1v<r1+...+rn_1<(1*1)v syi=2
Si consideramos una transformacidn cuadrdtica en el punto

< <
(O,al,...,a ), ai#o 1-i-n-1 , dicha transformacidn cua

n-1

dratica tendri por ecuaciones

=W! '
Z 1 yA
=17
w1 W1
(V]
W =w'(w'+-g)
2 1 2 a
1
a
n-1
W =Wrt(w? -—— -
n-1 w1(dn—1+ al )

La ecuacidn de la hipersuperficie transformada seré

a
ﬂ:})Z,V°1

f' Z' W' e o 0 ! = '\) ! e e 0 ' - s s 0 e
(z', 1° ’wn—l) z +\Fl(wl’ ’wn—l+ a, * ¥
T, teesetr -V a, r o r
1 n-1 2,72 n-1, n-1
W! '$-2 e e e ! - - = 0
*C Wi (w2+a ) (wn_1+ )

1
Luego en el diagrama de Newton de la hipersuperficie de

ecuaciones f'(Z',W!',...,W' _)=0 asociado al sistema de para
1 n -

-1

metros (2',}') existe el punto (r +...+r _,=v,0)=(q-v,0)

correspondiente al término de la ecuacidn

a, r a r P, +..etD -v
Cl(-g) 2...(-5:3) n—1. we 2 n-1 , entonces aplicando
a, a, 1

un niimero finito de transformaciones cuadr&ticas la hipersu-
perficie de partida se nos transforma en una hipersuperficie

correspondiente al caso 1i).



iv) En el diagrama de Newton de f(z,wl,...,wn_l) exis-

te un punto de coordenadas (q,0) con gq=iv , i>2,

En este caso aplicando un niimero finito de transformaciones
cuadrdticas la hipersuperficie de partida se nos transforma

en una hipersuperficie correspondiente al caso ii).
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CAPITULD 1V

Variedades algebroides

Introduccidn

Este capitulo estd dedicado a la resolu
cidn de singularidades de las variedades algebroides en gene
ral via contacto maximal, Utilizaremos para ello las bases
standard normalizadas cuya existencia quedd probada en el ca-

pitulo I .

§ 4-1,- Funcidn de Hilbert-Samuel.

Introduccidn,- Seccidn dedicada a demostrar el teorema de

Bennett, que establece el comportamiento de la funcidn de

Hilbert-Samuel via explosiones.
Nota 4-1-1,-

i) Sea 6 un anillo local de ideal maximal m Yy cuerpo rgi

sidual K , Sea Hy la funcidn de Hilbert-Samuel de e ,
es decir H9 es una aplicacidn HO:WO --->Z definida por:
2 atn, o
He (n)=j,:O dlmK (m /mJ+1 )=long8 (G/mn )

Se escribird entonces

(-1)

H (n)= H(n)-H(n=1)=AH(n)
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n
H(+12n)=;i_ H (1)
i=0

g+ (21) L (+(221))

(d)

v asil se puede definir H , 'V entero d.

ii) Sea X una variedad algebroide de anillo de coordenadas

0 ,E)=K[[Zl,...,zc,wl,...,Wé]l/; .Podemos escribir [} =

=KL[zi,....Zé,wi,...,Wé]] » 172,40, im1,..4,c5

W%=w1+J, j=leeeeeeod ., Utilizaremos entonces la siguiente

notacidn

HX=HK[[Z£,...,Zé,Wi,...,Wé]].

iii) Sea R=K[[Zl,...,ZC,WI,...,WJ]]con c+td=n . Sean Y,X

dos variedades algebroides sumergidas en K" s, de ideales de

definicidén P,J con JCP vy P=(w1,...,wd)R .

Consideremos la explosidn BIP/ (R/J) v la proyeccidn
J

e BQP/J (R/J)--->Spec (R/J) (véase 2-2).

En estas condiciones escribiremos:

c =Spec(grY(X))=Spec(gr

‘.Y (R/))

P/J

y diremos que CY y es el cono normal de X a lo largo
LA ]

de Y .,

Sea ahora M el ideal maximal de R/ y 0 el punto cerra

J
do correspondiente a este ideal maximal, entonces la fibra de

C 3.
X,Y en este punto sera:

C (0)= Spec( @& (P/ )" )=
X,Y gzo J M(P/J)n



..1i;0'. ) )

= Spec( K[Wl’...’wd] )

con Wi = (wi+J) (véase 2-3-5)

in
M(P/J)

iv) En las condiciones de 1iii) se verifica que:

iv-a) E1 fibrado provectivo asociado a CX Y es
b}

-1

Proj(gr (R/I))= 7 “(Y) (véase 2-3-3)

P/J

iv=-b) El fibrado proyectivo asociado a Cy y(0) es
1]

-1

Proj‘ (K[ﬁl,...,v‘:d‘j)w (0) (vBase 2-3-5)

W.= (W.+J)
i i

in,
A(P/J)

v) Dado (@' transformado monoidal de [)=R/J con centro
-1

P/J sy T (0) estd definido en ([Q' por el ideal

(w1+J, Zl+J,...,ZC+J)EP (véase 2-4-3)

Teorema 4-1-2,- Teorema de Bennett.-

Con las notaciones anteriores . Si X es una variedad nor-
malmente plana a lo largo de Y e Y es una variedad regu

lar, se verifica que:

con X' la variedad transformada de X mediante una trans-

formacidn monoidal de centro P .,

Demostracidn,~

Sabemos que si A es un anillo local, HA es la funcidn de

Hilbert-Samuel de A con respecto a su ideal maximal, enton

ces para todo entero positivo L

H

TR
A A
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donde A'=A[J}1,...,tlj] N {tl,...,tz} son variables in

dependientes .

Luego en nuestro caso

(2) L :
He 7= Hy (o2 donde K =Spec(K[Iﬁ1,...,t£H )

vy X x Kg indica el producto fibrado. (véase Lejeune-Tei-

ssier [27] , cap I, 5-3-1)

Demostraremos el teorema si comprobamos:

. (+c) .
1)H_ =H con c¢=dim Y
X CX’Y(O)
. > (+1)
ii) H - H
CX,Y(O) " 1(0)
q +tc+1)

"oy ~Hxe

Demostracidn de i.- Al ser la variedad X normalmente plana

a lo largo de Y 1la sucesidn siguiente es exacta

TY ---_>cX "">CX,Y(O) (véase Giraud[}3l cap.II,2=-2)

y como TY es un espacio vectorial se tiene el isomorfismc

Co A T, x C. ,(0)
% Y X, Y

vy por lo tanto

(+c)

H,= HC con c¢=dim Y
X,Y

X (0)

Demostracidn de ii,-

Al ser w-l(o) el fibrado proyectivo asociado a C (o)

ii) serd consecuencia inmediata del siguiente lema.
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Lema 4-1-3,- Sean G=X [}1,...,t;] » I¢G un ideal homogé

neo , u.=t, / y 1¥2,¢04e,n A=KLh2,...,uA] . Sea I

el ideal

_f _f
1'-{ ;a—lfsld}
1

donde Id es la parte homogénea de grado d de I .

Entonces se verifica

(-1) >

H -
G/I,(l,O....,O) A/I' ,(u

=ll..=un=0)

donde

(-1) )
HG/I (1,0,...,0) (M)=long, (G/),

A(m)/
H )=1 ( I'A(m))
A/I"(u2=.ooo=un=0)(m ongK m

A(m)s= A/(u2,...,un)m+1 A

Véase demostracidn del lema en Hironaka[QO], lema u4-8 ,

Demostracidn de iii).- Sabemos que 1 “(0) estd definido por

un ideal generado por ¢+l <elementos, luego para demostrar

iii) bastard con aplicar «c¢+1 veces el lema siguiente

Lema 4-1-4,- Sea A un anillo local noetheriano, 41 su ideal

Zet . Si B= A/

maximal , K=A/ 2 A

Moo

se verifica que
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Véase demostracidn 4zl lemaz en Hironaka@d], lema u4-7 .,

Nota 4-1-5,-

'n la resolucidn de singularidades de hipersuperficies, la
multiplicidad juega un papel esencial ya que mejorar la si:
zularidad consiste en bajar la multiplicidad de la hipersu-
perficie después de varias transformaciones monoidales o cua
driticas, Hemos definido la funcidn de Hilbert-Samuel que ju

gard en el caso general el mismo papel de la multiplicidad.

Si X es una variedad algebroide de dimensidn d , se demues

tra facilmente que

5 /n+d—1)
He(m) =k gy

(n-rd-l\) N
y Hx(n)A= d-1 ¥Yn <==> X es regular

Luego nuestro problema queda reducido a conseguir bajar el

valor de H, mediante transformaciones monoidales o cuadria-

o

ticas. En virtud del teorema (4-1-2) sabemos que HX no crece

mediante una transformacidn monoidal de centro Y , con X

normalmente plana a lo largo de Y .

El problema se presenta cuando HY se mantenga constante ,

para resolverlo introducimos el contacto maximal, pues es co-
nocido el hecho de que si W es una variedad regular que tie

ne contacto maximal con la variedad X , la funcidn de Hilbert-
Samuel decrece mediante la aplicacidn de un nimero finito de

transformaciones monoidales, Vé&ase Aroca-Hironaka-Vicente (6]

[7] vy Lejeune- Teissier[27].



§ 4-2,- Contacto maximal, (Caso hipersuperficies)

Introduccidn.-

©n esta seccidn se define el contacto maximal para varieda-
des algebroides en general y se caracteriza para el caso

de hipersuperficies,

Nota 4-2-1.- Sea R=K[[Z seeesZ ,wi,...,wd]}=x{f%,gl]

con c¢+d=n , el anillo de series de potencias formales én
las indeterminadas Zl""’zc ,wl....,wd sobre un cuverpo

K algebraicahente cerrado de caracteristica cualquiera. Sea
V una variedad aigebroide sumergida en K" , €s decir

V=V(I)=Spec( K[[%,E]} /I) con I ideal radical . Sean W

y W las variedades algebroides regulares sumergidas en

K , definidas por

w:SpeC ( q'q !
K[CZ,¥1] (Z,5eens2 )K[[Z:4])

W'=Spec (K[[z,wj . ) .
ey '\.l (wl,...,wd)Ki[%,)d’ﬂ
En estas condiciones definiremds:

1) Diremos que la variedad algebroide regular W es perpen
dicular a la variedad algebroide V si y solo si se verifi=-

can las dos condiciones siguientes:
i) W es transversal a V
ii) T

vAaWw'! ={o}
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2) Escribiremos

§ St IR |
CV:Spec ( gr‘b(R)/inG(I))=-’pec (K[%‘k] /iné(I))

va que grdR) vK {z,%] (véase 1-3-10).
Diremos que CS es el cono tangente pesado de peso ¢ a

la variedad V .

3) Llamaremos exponente de contacto de las variedades W v
V , al mdximo nimero real 6&(W,V) (& infinito) tal que ,

; F= == v

X 6eRrR 1:6<6(W,V) el isomorfismo K[%,QJ ~ K[z,g] (véase

1-3-13) induce un isomorfismo entre los conos

4L) Llamaremos primer exponente caracteristico de la variedad

algebroide V , al némero

§(V)=sup {6(V,W')}

W' curva algebroide regular

5) Sea W' una curva algebroide regular. Diremos que W' tie

ne contacto numérico maximal con V si y solo si
E(V,W)=8(V)

€) Diremos que h es una funcidn de prueba de la variedad

algebroide W si h es una aplicacidn

- LS
K[E,%,H]] /(Zigco-,ZC)K[[%,:\'{]}-K[[wl'...’wéyl - >KLY_t_]]
con h(W1)=W1(t),...,h(wd)=wd(t) y W1(0)=...=Wd(0)=0 .

Si h es una funcidn de prucba de W , llamaremos Vh a
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. . L ct
la variedad algebroide sumergida en Ketl s

Vi = Spec ( K[[Zl""’zc’t]] /Ih) siendo I, el ideal

:h:(f(%’w1(t)""’wd(t))K[[%’ﬁn)' Llamaremos

fel
ﬂh a la variedad algebroide regular sumergida en Kc+1 ’
K{[%.t]
W, = L] -
n=Spec ( \ ]//(Zi""’zc)K\(%’ﬂl )

Definicidn 4-2-2,- Diremos que la variedad algebroide regular

W tiene contacto maximal con la variedad algebroide V si y
solo si:

i) W es perpendicular a V .

ii) Para toda funcidn de prueba h de W , se verifica que,

la curva algebroide regular wh tiene contacto numérico maxi

mal con la variedad algebroide ‘Vh .

Nota 4-2-3,- Estudiaremos ahora el contactn maximal en el caso

de hipersuperficies. Consideraremos c=1 s, d=n-1 , es decir
Rk TzaWyaeenav ] =x[fzag)]
Sea H una hipersuperficie algebroide sumergida en K" , de

finida por el ideal J=(f(Z,¥))K[ Z’H]l'

En este caso W serd la hipersuperficie algebroide regular su

mergida en K" , W=Spec (K[[Z’E]] W' la

2tz g 7

variedad algebroide regular igualmente sumergida en K"? ,

W'=Spec (K[[Z,QT}/(W

Se verificara:

1) Si h es una funcidn de prueba de W vy K[[Z,t]] es el

R ,wn_l)K[[z,@]’])'

anillo de series de potencias formales en las indeterminadas

Z,t sobre el cuerpo K , entonces llamaremos Hh y wh a

las hipersuperficies algebroides sumergidas en K2 .

) K[[z,t )
Hy =Spec ( (C n/(f(z,z-il(t),.u,Wn_i(t))K[[Zatﬂ
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W, =Spec (K{[Z'{}}/

\
(Z)K[[Z,t]y *
Si escribimos
F(z,0=2 9 () 2V e e P (DZRP D v (P ()73
la ecuacidn de “h sera

o -1
r(z,dl(t),...,wn_l(r))=z“ff1(w1(t),...,wn_l(t))z“ Foeaot

T, e) ey L eNZeP (W (e),ena, W ()= 0

Se utilizaran las siguientes notaciones:

1-a) Si se representa el diagrama de Mewton de H respecto

del sistema de parametros (Z,t)

7 o
x
»
(O’\))’\ x x
e S
R VA
t

Se llamard exponente numérico de contacto de Hh con wh y
se representaria por 60(Hh’wh) a :%— siendo ¢ la pendien

te del primer segmento del poligono de Newton de Hh . Eviden

>
temente Gg(Hh,wh)-l .

Se llamard polinomio caracteristico de f(Z,wi(t),...,'w'n 1(t))

al formado por los términos de f(Z,wl(t),...,wn 1(t)) corres

pondientes a los puntos del diagrama de Newton situados en el

primer segmento del poligono de dewton de Hh .

1-b) Sea VU una curva algebroide regular sumergida en K2 de

ecuacidén Z=K¥(t) , se llamarid entonces exponente numérico de
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contacto de H - con V v se representari por 6O(Hh,(')

4 es la pendiente del primer segmento del

a :%- donde §
1

poligono de Newton respecto de los pardmetros (Z,t) de la

curva de ecuacidn

m‘ \V . v=-1
(2-R(t)) " +F (W () yeve,W L (£))(Z2-R(1))" “+.ouut

+fv(wl(t),...,wn_1(t))=0

2) Teniendo en cuenta las notaciones anteriores, la defini-
cidn de contacto maximal para hipersuperficies serid la siguieg
te:

Diremos que la variedad algebroide regular W tiene contacto
maximal con la hipersuperficie algebroide H si y solo si se

verifican las dos condiciones siguientes:

i)W es perpendicular a H .

ii) Para toda h funcidn de prueba de W y para toda\ hiper

superficie algebroide regular sumergida en K2 se cumple

<
8, (Hh,Y')-Gg(Hh,w )

h

3) Vamos a analizar el significado de la perpendicularidad
de las hipersuperficies algebroides H y W . En 1-4-13 de

mostranos la equivalencia siguiente: W es transversal a H
es lo mismo que decir que la forma f estd preparada ., Ademas

en el caso de hipersuperficies la perpendicularidad no afiade
nada a la transversalidad ya que si W es transversal a H

se verifica que

Cinwr = CunTy

ahora CHr\T ={0} al ser distinto de cero el coeficiente

W!

de 2° en f(z,wl,...,w )} , entonces C

n-1 ={0} y por

HAW!

lo tanto TH{\N' = {0} .
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4) Como consecuenci2 de 3) 1la definicidén de contacto ma
ximal nos quedarid en 1la fofma siguiente :La variedad alge-
broide regular W tendrd contacto maximal con la hipersu-
verficie algebroide H si y solo si se verifican las dos

condiciones siguientes:
i) £ es regular en Z de orden v .,

ii) Para toda h funcidn de prueba de W y para toda
2
hipersuperficie algebroide regular sumergida en K~ se

cunmple

<
cg(nh,t')-ag(uh,dh)

Nota 4-2-4,- Sean K un cuerpo algebraicamente cerrado de
caracteristica p y H una hipersuperficie algebroide su-
mergida en X% de multiplicidad v , con v=pm . m-1 . En
estas condiciones no existe siempre contacto maximal, es de
cir, se puede encontrar una hipersuperficie H de manera
que para cualquier hipersuperficie regular ¥ , se verifica

que ® no tiene contacto maximal con H .

Sea por ejemplo K un cuerpo de caracteristica 5 , H 1la

. ¢ s . . 3 . 2
hipersuperficie algebroide sumergida en K de ecuacidn

z3+w§wgz2+w1°= 0

5
Z
+W 2

W

3,3
12

Si h es la funcidn de prueba de la hipersuperficie W de

ecuacidn 2Z=0 definida por

W) =====---o-- >W1(t)=t
---------- > =
W, wz(t) t
H tendrid por ecuacidn

h

2°+1%2%34¢8224 41002 (2+¢2)%4¢8234¢82
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luego dg(ﬂh,w )= === =2,

h

Sea | la hipersuperficie algebroide regular sumergida en

K2 de ecuacidn Z=K(t)=t2+t3 "V, (®(t))=2 .,

(Z-tQ-t3)5+(Z—t2-t3)3t6+(Z-t2—t3)2t8+t10=0

zs-tlo-tlsns(Za-(i)zz(t2+t3)+(;’)Z(t2+t3)2 -
(124t 48222t 24t D)+ (£ 24t H D410 0
yA

luego éo(Hh,T3=-%g > ad(nh,w ) con lo que queda demostra-

h

do que Z2=0 no tiene contacto maximal con la hipersuperficie,

Probaremos tambié&n que para toda hipersuperficie algebroide
regular W , existen una funcién de prueba h y una curva

algebroide regular tal que

‘So(Hh'wh)<Gg(Hh"—)

Sea z=‘f(w1,w2) la ecuacidn de W , entonces consideramos

el siguiente cambio de coordenadas
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Z'=Z- P(WI,W))

'=
Wl Wl

W

! =
w2 2

La ecuacidn de H en el nuevo sistema de coordenadas sera:

SARM SCHNTOPRNTE wé“](z'iri’(w',w%))3 +

12050 v owr)) 210,
WiT(z ff(wi,w2)) +W 92

6
+W!
1

y si elegimos la funcidn de prueba definida por Wi(t)=t s

Wé(t)=t » entonces H_ tendrid por ecuacién

Z'5+(T(t.t))5+t6(z'+f(t,t))3+t8(z'+f(t,t))2+t10= 0

2% (Fe, 0%+ [z % Sz 2 ee, 00+ iz (fee,0)?

+(D P, ) e 2024 (Plr, 000 2v2z 0001, 0)] #2102 0

PR VU S QN S

Luego Go(Hh,Wh):Q s ya que depende de la posicidn de los nue-

vos puntos que se introducen en el diagrama de Newton correspon
dientes a los términos en Yf(t,t) , si estos puntos se encuen-
tran todos por encima de la recta que pasa por los puntos (0,5)

y (10,0), entonces GO(Hh,Wh)=2 sy Pero si alguno se encuentra

situado debajo de ésta recta 6, (Hh,Wh) serd < 2 .,

Sea ! la hipersuperficie algebroide regular sumergida en K2 s

de ecuacidn
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z'=t2+f(t,t)

(2=t 2-P(t,t)) 2+ (£ (t,t)) 2+t (2 =t2-P(t,t)+P(t, e +

+t8(z'-t2-‘f’(t,t)¥‘?(t,t5)2+11°= 0

'5—t10+t6(z'-t2)3+t8(z'-t2)2+t10= 0

N

entonces GC(HhJV)>2ZGO(Hh,§h) que es lo que queriamos pro

bar

Proposicidn 4-2-5,- Teorema de existencia del contacto maxi-

m >
mal en el caso de que v#p , m=1.

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
D vy sea H wuna hipersuperficie algebroide sumergida en K"
de multiplicidad 'v#pm . m=1 . En estas condiciones se veri-
fica que la hipersuperficie algebroide regular W tiene con

tacto maximal con la hipersuperficie H ,

Demostracidn,-

Sea H 1la hipersuperficie de ecuacidn f(Z,wl,...,W

)

n-1

podemos suponer que F(Z,W,,...,% ) es regular de orden v,

1 n=-1
luego para que las dos hipersuperficies tengan contacto maxi-
mal unicamente se tendrd que verificar que para toda h , fun
cidén de prueba de W , la curva algebroide Hh de ecuacidn

f(z',wl(t),...,w (t)=0

n-1

cumpla que 60 (HhJT)fﬁo(Hh,wh) para toda VU curva algebroi

de regular sumergida en K2 .

Para estudiar este problema consideraremos dos casos:

Caso 1.- T, ={0}
By

En este caso se verifica aue el exponente de contacto de cual-

quier curva algebroide repuliar coan Hh es 1 vy por lo tanto
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W +tiene contacto maximal con H .

Ccaso 2.- T, #{0}
Hh

#TH )

Observemos que si Y es una curva algebroide con TT

entonces Go(Hh,T)=1 , luego unicamente es necesario consi

derar las curvas algebroides tales que- TV=TH .
h
Sea U una curva algebroide tal que =Ty , debido a ello
h

T no puede ser t=0 , 1luego la ecuacidén de ¥ serd del tipo
Z=K¥(t) ., Se tienen entonces cuatro posibilidades:

1) vg(?(t))<62(ﬂh,w ) , entonces 60 (Hh,wh)=vg(f(t))

h

2) vo(K(t))>62(Hh,wh) , entonces 60 (HhJ')=62(Hh,wh)

) v el polinomio caracteristico de

3) vg(f(t))=62(ﬁh,wh

f(Z.Wl(t),...,Wn_l(t)) no es de la forma (Z+ino(K(t))v .

entonces ég(thf)=62(Hh,Wh).(Vease Aroca-Hironaka-Vicente [d}.
cap. I , teor, 2-5-7) .,

Entonces en estas tres primeras posibilidades las hipersuper
ficies W y VvV tienen contacto maximal.

4) vo(}e(t))=50 (Hh,w ) y el polinomio caracteristico de

h

f(Z,Wl(t),...,Wn_i(t)) es de la forma (Z+ino(K(t))v .

Esta cuarta posibilidad la dividiremos en dos segin la carac-

teristica del cuerpo.

4-i) La multiplicidad de la hipersuperficie H no es miiltiplo
de la caracteristica del cuerpo.

En este caso podemos aplicar la transformacidn



VA Y/AIE =R =, 9:1‘_
v
P 2 2 V ’ - . LV=1
y asl en la ecuacidén de H desaparece el término en Z N
quedandonos

2

) ¢ =71V \p V- '
f(z 'w1""'”n-1) Z ¥f2 (wl,...,wn_l)z +...+fv_1(w1....

. o 00 "] ' ' LN B =
, n_1)2 ffv(wl, ,wn_l) 0

y
FOZ' W, (E)yeeu W (622t Y (W (1) yuun i (2207 20y

PG CE) ey (eZ T ()0 WL (£))= 0

con lo que el polinomio caracteristico de f(Z',wl(t)....

...,wn_l(t)) no.puede ser de la forma (Z'+ino(f(t)))“ ya

. - . v=-1
que no tiene término en 2'

s m >
4-.ii) v=p .2, M-

1, 2#1
Sea H 1la hipersuperficie algebroide sumergida en k? de

ecuacidn

Y . v-1
f(z"ql'nvn’lqn-1)=z +T1(w1,‘u|’ﬂn- )Z

) =
1 +...+fv(wl,...,dn_ )=0

1
>,
con vg(fi(wl,...,wn_l))-l .

Sea h wuna funcidén de prueba de W , entonces la ecuacidn

de la curva algebroide Hh sumergida en K2 sera

Y v-1
E(Z,W (t)y0uu, W (1))=2 Ffl(wl(t),...,wn_l(t))z teeaat

m
FE G0 (E) yuua W (2))=(Z+in R(£)) " P 4 (t,2)=

m
Yin_Ge(e)) 4. or(E )z Gin k() T e n k() P

PR T A
=(Z +(1)z

m

¥ VRS N SR Lo p" e o™ e v-p"
*T(1,2)=27+( )" 2z (in (R(t))" +...+4(, " )" 2" (in K(t)) +



+...+(inoie(t))“+'1’(t,::)=o .

Al ser (Z+inow(t))v el polinomio caracteristico de

f(Z,wl(t),...,Wn_l(t)) , su diagrama de Newton serd de la'fog

ra

e
ral 7~

(v.vo(K’(t)),O) t

L 8§ (i =
uego g(Hh’wh) vg(R(t))
Sea V la curva algebroide regular de ecuaciédn

Z=1(t)= ino(ke(t))+(l<’(t)-inol€(t))

Consideremos ahora el diagrama de Newton de la curva de ecua
cidn:

m m m
(Z-K(t))v+(§)p (z=0(£))""P (in_(e(t))P 4., .4

L

oy

m m m
)P (z-e(t))P .(in°<w<t))“'P +(ino(w<t))“+f<t,Z-w(t))=

:ZV

m m m . . m m .
(PP e v - 2P ) e Ly

m m m m m
+C0PTEGE P 2P eV TP - e V(5P (zar(2)) VTP,

mn 2 m m m
CCin RCEDP 4o 4,7 )P (z-v(e)P (in ®(£))¥7P +(in_Ce(£))Y +

+¥(t,z2-¥(t))= 0
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(0,v)

3.
— t 7S

(vov _(K(t)),0) t

En este diagrama de Newton los puntos correspondientes a .
los t&rminos de T (t,z-#(t)) se encuentran situados por en

cima de la recta de ecuacidn XtV (B(t)).y - v.vo(K(t))=0

. . . e r
Efectivamente si consideramos f(t,z)zza_-~a rs t* 28 .
r,s

a re€K s Se tendrd@ que r+s.vo(K(t))-v.vo(E(t))>0 va que P(t,:

— —

no forma parte del polinomio caracteristico de f(Z,Wl(t),...

ceeaWo (1)) . Luego  F(t,z-w (1))=£a _ tT(z-0(1))° =

n-1

s-2

- r.,,s ,s,,s-=1 s 2
=£a__ tT(2%-()z R(t)+(5) Z (R 4euunennt

1

+(s§1) Z(R(t))s-1+(K(t))s) , entonces cualquierpunto del
diagrama de Newton correspondiente a un término de

f(t,Z—K(t)) serid de la forma (r+(s—i)vo(K(t)),i) luego

r+(s-i)vo(K(t))+i vo(K(t))—v.vo(?(t)) =

=r+(s—v)vo(K(t))=r+S.vo(?(t))-v.vo(w(t))>0

También podemos asegurar que en é&ste diagrama de Newton

existe un punto en la recta de ecuacidn x+vo(K(t)). y -

“v.v (R(t))=0 va que si (-1)* es un ntmero positivo en el
diagrama se encuentra el punto (pm.i.vo(K(t)),(l-i)pm) ’
2-

. L .
luego como uno de los dos nimeros (-1) 1. (-1)" es posi

L

2 1)#O va nue & no es miltiplo de p ,

tivo y como (



157

en el diagrama de Newton existe uno de los puntos siguien
tes: (v.ov_(R(t)),0) , [(v=p™v (r(t)),p"] .

Entonces Go(Hh,Td=60(Hh,wh), es decir las hipersuperficies

4 vy H tienen contacto maximal,

N . m > .
dota 4-2-6,~ 31 v=sp , m-1 se observa que W tiene con-

tacto maximal con la hipersuperficie H salvo cuando se ve
rifican las condiciones de la cuarta posibilidad del caso ?2

de la proposicidn anterior,

. . . . . . n
Sea H 1la hipersuperficie algebroide sumergida en K de

. \V v=1
ecuacidn f(z,wl,...,wn_1)=z +T1(w1....,wn_1)z teoane

....+fv(w1,...,w ))2i .

n-1

n-1)=0 . vg(fi(wl,...,w

Suponemos entonces que existen: a) h funcidn de prueba de
W o,

b) ¥V curva algebroide de ecuacidn Z=K(t) de manera que

) vy el polinomio caracteristico de

Vo (R(E))=8 (i,

f(Z,Wl(t),...,Wn_l(t)) es de la forma (Z+ino(w(t))v .
Luego

‘ AP v ' v=-1
FCZW, () yeeu W 0e))=20 4T G (E) e )W (£))27 T hae it

tP G (00 a W (£))=(24in K(1)) "+ P(t,2)=

=z"+(in (€(£))"+P(t,2)= 0
Al ser (Z+in°P(t))v el polinomio caracteristico de

£(2, wl(t),...,wn_l(t)) el diagrama de Newton serd de la

forma
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(04v)

(v.vo(%?t)).o) "

Luego 60 (H

o)V, (KCE))

Sea UV la curva algebroide regular de ecuacidn

z=K’(t)=in°1€(t) +(l€(t)-inol€(t))

Tendremos entonces la curva de ecuacidn:
[Z-in ®(£)-(R(t)-in R(£))] "+ in (R(£)) +P(t,2-¥(t)) =

=z“-<inow(t))“-(K(t)-inow<t))“+in°(w(t))“+?(t,z-w(t))= 0

En el diagrama de Newton de esta nueva curva no estd el pun

to (v.vo(K(t)),O) v los puntos correspondientes a los tér-

minos de (K(t)-inole(t))V se encuentran en el eje de abci-

sas pero a la derecha del (v.vo(K(t)),O) . Los demds pun-

tos del diagrama correspondientes a los términos de P(t,2~

k()= £ a o tT(zoR(e) == a__ t7(2%-(5) 2577 k(e)+
r,s T'yS

+(5) 2572t Ze i+ 2 ) 2 ()57 ha(R(£))%)  se encuen-

tran por encima de la recta de ecuacidn :&vo(K(t))y-v.vo(R(t))=

=0 , ya que si consideramos en general el punto (r+(s-

-i)vo(W(t)),i) , i=0,+...,8 , tendremos
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r+(s-i)v°(K(t))+i VO(K(t))-v.vo(K(t))=

=r+(8-v)vo(K(t))=P+S.VO(K(t)-v.vO(K(t))>0

I'ntonces todos los puntos del diagrama de Newton de la

curva ZV-(R(t)-ino(R(t))vff(t,Z-K(t))=0 excepto el (0,v)

Se encuentran por encima de la recta de ecuacidn

X 4 Vg(f(t)b'v~°g(w(t))=o s luego 6O(Hh,f)>62(ﬂh,wh) »

es decir H v W no tienen contacto maximal

(0,v)

(v.vo(w(t)),o) t

Si H es una hipersuperficie en estas condiciones se ve-
rifica también que si W es una hipersuperficie regular

transversal a H de ecuacidn Z=f(W1,...,Wn_1),W no tie-

ne contacto maximal con H ,

Sea H 1la hipersuperficie anterior , de ecuacidn

12V e e (e

n-1

! A = v
f(Z,dl,...,wn_l) zZ +1’1(w1,...,wn_1

> .
Vg(-?i(wlgaac,wn_l))"l .

Si consideramos el cambio de coordenadas

V=7 ] 1]
2'=2-F W, 000 )
|
Wl-di
W' =W

n-i n-1

)=0



la ecuacidén de H en el nuevo sistema de coordenadas serd

A"
ZCAI TS AP ETCARS (S IO PR DA

v=-1 ;
)) +..,¥fv(Wi,...,w;_ )=0

] L ' 4 t
+1’1(w1....,wn__l)(z_+1°(wl,....wn_.1 .

Si elegimos la misma funcidén de prueba h wutilizada ante

riormente tendremos
FZ W) e Wt (£0)=20 P4 (PO (E) 4o e WYL (£))Y 4

%fi(wi(t),;..,wg_l(t))(z'¢f(wi(r),.,.,w;_l(t))“‘1+....+

T, ), eee, W (E))= 0
Puede ocurrir:

- ' > - -
D) vy (RO () ey g (£D)=v (R (I CE) yunnip (8D =
=v!vo(w(t))o

En este caso el primer segmento del diagrama de Newton
de Hh tiene solo dos puntos situados en los ejes, los
puntos (0,v) vy (v.vo(?(t)),O) ya que si consideramos

para i=1,,.,.,,v-1

fi(wi(t)’....wl;—l(t))(z'*‘\‘)(wi(t),...’wr'!-l(t)))v"i .

- v=ioat | ' vei-]
=:§§g[}i(wi(t)..,.,w;_l(t>) SRR (U CI PPN TIEINC2 D A

los puntos del diagrama de Newton de Hh correspondientes

a éstos términos tienen por coordenadas

(vgffi(Wi(t),...,ws_l(t))+(v-i-l).vgff(wi(t)....,Wa_l(t)),l)

>
y como ve-i-2 es -0 el punto

(vg(fi(wi(t)’.’.,w;-l(t))+(v-i-£)v6(f(wi(t)’."’w;'i(t))’l)
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se encuentra por encima de la recta que pasa por los pun

tos (0,v) vy (v.vo(K(t)),O) pues sabemos por lo ante-
rior que el punto (vgffi(wi(t),...,Wé_l(t)),l) ya se en

contraba encima de dicha recta.

Luego en este caso el polinomio caracteristico de

es de la forma (Z'+in°(K1t)))v

f(Z"wi(t),ocngw;)-l(t))

y por lo tanto ® no tiene contacto maximal con H ,
| ) 1] ]
2) v.ug(f(wi(t),...,wn_l(t))< vECfv(wl(t)....,wn_l(t)).

En este caso el primer segmento del diagrama de Newton de
Hh tiene solo dos puntos situados en los ejes, los puntos

(0,v) vy (v.vg(f(wi(t)....,WA_I(t)),O) , ya que si

(ngfi(wi(t),...,Wé_l(t))+(v-i—2)vg(f(Wi(t),...,W;_l(t)).l)

es un punto del diagrama se verifica que

vgffi(wi(t),....Wa_l(t))+(v-i-2)(v2(f(wi(t),..-.Wé_i(t))+
+V2(f(Wi(t)....,W;_l(t)ﬁ>vgff(wi(t),...,W%_l(t))

luego se encuentra situado por encima de la recta que pasa

por los puntos (0,v) vy (v.vo(f(Wi(t),...,Wa_l(t)),O) .

En este caso el polinomio caracteristico de f(Z',Wi(t),...

ceesW! (1)) es de la forma (z'woﬁ’(wi(t),...,wrv)_l(t)_))"

y W tampoco tiene contacto maximal con H ,

De lo anterior se deduce que la hipersuperficie algebroide
H no tiene contacto maximal con ninguna hipersuperficie,
cuando esto ocurra diremos que H no tiene contacto maxi-

mal.
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Consecuencia 4=-2-7,- 5ean K un cuerpo de caracteristica

P y H una hipersuperficie algebroide sumergida en K"

s - B - AV V-i .
de ecuacidn f(z.wi,...,wn_l)-z +f1(w1.....wn_1)z +teoot

>, .
+fv(w1,...,w )=0 ,-vo(fi(wl,...,wn_l))-1, La hipersuper-

n-1

ficie H no tiene contacto maximal si y solo si se verifi-

can las dos condiciones siguientes:

i) vzpm

ii) Existe h una funcidn de prueba de W tal que el pri-

mer segmento del poligono de Newton de Hh tiene solo dos

puntos y en los ejes, puntos de coordenadas (0,v) y (&v,0),

221

Demostracidn, -

De 4-2-6 se deduce que la condicidn necesaria y suficiente
para que la hipersuperficie H no tenga contacto maximal

es que se verifiquen las dos condiciones siguientes:

a) v=p"

b) E1 polinomio caracteristico de la ecuacién de Hh sea de

la forma (Z+inoK«t))v=ZV+(inoKKt))v , es decir el primer

segmento del poligono de Newton de Hh tiene solo dos pun-

tos y en los ejes , los puntos (0,v) (v.voK(t),O)

Proposicidn 4-2-8,- Sea K un cuerpo de caracteristica p .

Sea H 1la hipersuperficie algebroide sumergida en K®  de

ecuacidn

v=-1

z“yfl(wl,...,w )Z )=

ne1 \ERER2 (WL PRI IR EAL (R PFPREN.

n=-1

con:
. m
i)v=p

ii) el primer segmento del poligono de Newton de H tiene

solo dos puntos y en los ejes,
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Entonces la hipersuperficie algebroide H no tiene contagc

to maximal .

Demostracidn, -

Sea H una hipersuperficie algebroide que cumple las dos

condiciones del enunciado. Entonces H tendrd por ecuacidn

v=-1 7+ W 1 wrn-l
)z +...+Tv-1(w1'.."w )‘-‘+ e o 8 +

Z\)
LR n-1 1 n-1

n-1

Sy Gy p)=0

- m - > 1]
con Vv=p » Tyteeatr  Sa-v ,vg(fv(wl.---awn_l))>° y
. v-1i _ - ay an-1 V-1 £

S1 fi(wl.ool,wn-l)z —Z_biwl ...wn—i Z entonces

v(ia,+...%a Jta(v=-i)>va , es decir v(a,+t...ta )-a.i>0,
n-1 n-1

1 1
Si el m.c.m. (v,a)=8, entonces B=v.,v',B=a.a’ .
Sean hl""’hn-lezo tales que h1r1+...+hn_1rn_1=8, por
ejemplo h1=.....hn_1= a' ., Consideramos la funcidn de prue

ba siguiente

U Ay k(]
wl ---------- >w1(t)-t
a
......... >W t )=
LA _,(t)=t
La ecuacidn de H para esta funcidn de prueba serd

h

' v=1

' [ ' 1 ]
Zv+‘f1(t° veeestt )z +....+’1’v_1(t‘f...,t°‘ )Z+t3+‘f\',(ta ye oo

’ t
oc-,tu )=0

Si consideramos el diagrama de Newton de Hh y Se verifica

que el primer segmento de este diagrama tiene solo dos puntos

y en los ejes, estos puntos son: (0,v) y (B8,0). Todos los de-

m@s puntos del diagrama se encuentran situados por encima de

la recta de ecuacidn vX+By=v3, ya que si consideramos por
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3

ejemplo el punto de coordenadas (a,a't...+a a'v-1i) ,

‘1 n-1
tendremos

v(ia,a'+,..+a

ey . s
1 n_1a')+B(v-1)-a'v(a1+...+an_1)+a a(v-1i)>

>a'va=vB ,
Luego aplicando 4-2-7 queda demostrada la proposicidn.

Hota 4-2-9,- E1 reciproco de la proposicidn 4-2-8 no es

cierto, ya que si H es una hipersuperficie tal que exis
te una funcidén de prueba h de manera que el primer seg-

mento del diagrama de Newton de Hh tiene solo dos puntos

y en los ejes, de esta hipdtesis no se puede deducir el que
el primer segmento del diagrama de Newton de H tiene solo

dos puntos y en los ejes.,

Comprobemos ésta afirmacidn. Sea la hipersuperficie H de
ecuacidn: '

v v-1
Z +‘f1(w1,...,wi,...,w )Z )Z+

n-1

+---+\f\)_1(w1’u-o,wi’o-u’wn_l

>, m

*fv(wl’...’wn‘ )=O Py \)o"’i(wl’ocs,w )-1 s V=D

1 n-1

Suponemos que la hipersuperficie H no tiene contacto ma
ximal, luego existe h funcidén de prueba de W de manera

que el polinomio caracteristico de la ecuacidn de Hh:
\Y v-1 .
2P (W () e W ()27 e # P (W (E) e WL (2))2 4

T, (0 () e W (2))=0

sea de la forma

v vo(K(t)) N v v.vo(w(t))
(Z+in°K(t)) =(Z+t — )y = Z +t -
Es decir si representamos el diagrama de Newton de H .
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(0,v)>

X

(Vt\)o(’e(t))’o)

el primer segmento de dicho diagrama tendrd@ solo dos puntos

y en los ejes.

Representemos ahora el diagrama de Newton de la hipersuper-

ficie H

v v=-1 _
A PG PRI PRt A Y LIV L PETRRIN. IPREA, Y PETRRIY I L
a - a . r r
—oV 1 n-1 ,v-1 1 n-1 -
"Z *iai wl ooo.-wn-l Z +w1 ..ooawn_l +|tol- O
(0,v)X
e e e e X.,...,,. U
(r1+-ot*rn-1'0)

Consideremos ahora un puntoc cualquiera de este diagrama

(a teeoa sv=i) , para que el primer segmento tuviera so-

1 -1

lo dos puntos y en los ejes se tendria que verificar:

\)(a +ooo+an_1)+(r

1 +...+rn_1)(v-1)>v(r

+eostl )
n

1 1 -1

es decir v(a1+...+an_1)-1(r1+...+rn_1)>0

E1l punto (a1+...+an_1,v~i) se nos transforma al pasar al
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diagrama de H_  en el punto (vo(wi(t));§i+...+v°(wn_1(t)).

.an_i,v-i) s Yy como el primer segmento del diagrama de Newton

de Hh tiene solo dos puntos y en los ejes se cumplirid

v(vo(W1(t)).a1+...+vo(Wn_1(t)).an_1)+v.vo(f(t))(v-i) >

>v2.v°(w(t)).

como v.vo(?(t))=vo(wl(t)).r1¢...*vo(Wn_l(t)).Pn

-1

se tendréa

v(vo(Wl(t)).a1+...+vo(wn_1(t)).an_l)-i(vo(wi(t))r1+...+

+v (W (£))er__ )>0

Se ve claramente

v(vg(wl(t)).a1+...+v2(wn_1(t)).an_l)-i(vg(wi(t».r1+.,.+
)>0

tv (W _,(8))er )30 =74> v(§1+...+an_1)-1(r1+...+rn

-1 -1

q.e.d.
Ejemplo.- Sea K un cuerpo de caracteristica 5 y H 1la
hipersuperficie algebroide sumergida en K3 de ecuacidn:

5,42 ,3,,2
W
Z + 5 Z +W1

n
W =
2 0

El primer segmento del diagrama de Newton de la hipersuper-

ficie H no tiene dos puntos situados en los ejes y s8in
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embargo la hipersuperficie H no tiene contacto maximal,

ya que si consideramos la funcidn de prueba h

K[y a¥,)] -2k {0e]

- - > =
wl W, (t)=t
w2 ------ >W2(t)=t

La ecuacidn de Hh' seri

29+¢30,¢142320 , (Z+t6)5 st 2320

Si representamos el diagrama de Newton de Hh s vemos que

su primer segmento tiene solo dos puntos y en los ejes, es

decir H no tiene contacto maximal.

(30,0) t
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§ y-3,- Existencia del contacto maximal en variedades alge-

broides.

Introducecidn.-

En esta seccidn nos proponcmos estudiar el contacto maximal
para variedades algebroides en general, El1 método que segui
remos serd considerar la variedad como una interseccidn tan
gencial adecuada de hipersuperficies o lo que es lo mismo

trabajar con bases standard normalizadas,

Nota 4-3-1,-

n de

ideal de definicidn J ., Por 1-4-21 sabemos que podemos

i) Sea X wuna variedad algebroide sumergida en K
encontrar una base {f,,...,f_} del ideal J tal que:

a) Las formas iniciales fl,...,?p formen una base mini-

mal del ideal inM(J) del cono tangente a X .

< <.<
b) vo(fi)-v ) , 1-i-p

g(fi+1

c) E] ¢(g)x[z,g] , 15:i5p
d) fi estd normalizada con respecto a (fl""’fi—l)

ii) Sabemos por (2-6-9) que si los elementos {fl""’fp}

forman una base standard normalizada del ideal J , enton-
ces si J' &es el transformado estricto de J mediante una

transformacidn cuadritica formal, se verifica que V(J')=

P
=N Hi donde Hi es la hipersuperficie transformada de 1la

is1

hipersuperficie de ecuacidn fi=0 .

Por tanto la forma efectiva de construir un transformado cua

dratico de la variedad V(fl""’fp) dada por

fl(Z,Wl,...,Wn_i),...,fp(Z,Hl,...,Wn_l) en el punto
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(a,Bl,...,Bn_l) del divisor excepcional es sustituir en

la ecuacidn 'fi(z,wl,...,wn_l) . 1:ifp las variables por
a
Z=W'(Z'+==-)
1 8
1
= )
wl wl
62
= ' ' 4-2
Wp= W Wa+ET)
1
8 -1
=W ' -
wn-l w1(wn-1+ 81 )
v,
s 3 1 <.<
y dividir el resultado por Wi ,vi=vo(fi) , 1-i-p
y asi obtendremos
B B
' . ' ' 1. 2 ' ' _n=-1
fi(wl(z + Bl),Wl,wl(w2+81),.,wl(wn_i-r 81 ))
) ] ] 1 Z wme - - - > - > - > - - S ws SR e E W W e S e W P W s e - o -
fi(Z ,w1’000’wn_1) v
i
]
12ip kel
Nota 4=-3-2,- Sean X wuna variedad algebroide sumergida en
K" y fl""’fp una base standard normalizada de la varie

dad X . Sean Hl""’Hp las hipersuperficies algebroides de

ecuaciones f1=0,...,fp=0 . Si las hipersuperficies Hl""

...,Hp tienen contacto maximal, es posible encontrar una

variedad algebroide regular que tenga contacto maximal con

la variedad X .

(Véase Aroca-Hironaka-Vicente [lél , cap. II, teorema 1-3-1),

Proposicidn 4-3-3,- Sea X una variedad algebroide vy

{fl""’fp} una base standard normalizada de la variedad.
Supongamos que las hipersuperficies Hi de ecuaciones

<.< . : .
fi=0 , 1-i=-t , t<p tienen contacto maximal y sin embargo
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. : <,<
las hipersuperficies de ecuaciones fi=0 , t+1-i-p no lo

tienen . En estas condiciones se verifica que existe un ni
mero finito de transformaciones cuadraticas que transforman

la base {fl,...,fp} en {fi,...,fé} de manera que todas
las hipersuperficies Hi de ecuaciones f§=0 y 131 ,...,P
tienen contacto maximal,

Demostracidn,-

Sean fl""’fp de ecuaciones

f =f (Z,Wi,...,w )+f (Z’wlgono’w _1)+ooo-

1 v1 n-1 v1+1 n
fp=fv (Z,wl,...,wn_1)+fV +1(Z'w1""’wn-1)+""°
P P
con v, , i=1,...;p las multiplicidades de fi y vlf...
<
eee= V « Por (4-3-1-i-a) sabemos que el sistema siguien

p
te tiene solucidn

fvl(z’wi'...,w ):0

4 0 0 0 0 0 2 00 a0 00t s

fv (Z,Wl,.
p

luego siempre es posible encontrar un punto en el divisor
excepcional y poder aplicar a la variedad X wuna transfor

macidn cuadridtica formal.

Si las hipersuperficies de ecuaciones f fp no tienen

t+1** 0

contacto maximal, entonces vt+1,...,vp seran de la forma

m . i
P s con p=caract.,de K (véase 4-1-7) , Luego tratare-
mos de encontrar una serie de transformaciones cuadraticas

formales mediante las cuales disminuyan las multiplicidades

vt+1,...,vp y asi poder conseguir que no sean de la forma
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pm , de esta manera las hipersuperficies transformadas

! oo H! ra ontacto maximal.
Ht+1 . .Hp tendran c¢

Si no se soluciona el problema en la primera transformacidn
cuadratica, querra decir que la funcién de Hilbert-Samuel
permanece constante luego dicha transformacidn cuadritica
conserva las bases standard normalizadas (véase Lejeune-
Teissier [27], cap. II , teor, 3-2-1) y aplicando otra
vez (4-3-1-i-a) nos es posible encontrar un punto en el
divisor excepcional y poder aplicar a la variedad una nue

va transformacidn cuadridtica formal,

Distinguiremos dos casos:

er e s s
1-- caso.~- Todas las formas iniciales fv ”"’fv son
1 o)

potencia de una forma lineal , es decir

f1=Z +f\)1"‘1(z’w1’..',wn-1)+.'.....

® ® 5 20 05 0 00 0 5 O sSSP PO SO NP0 0000t N e e OO
\Y

=7 P
fp*Z +fvp+1(z,w1'o‘o.wn_l)"'-to-oooo

luego cualquier punto de la forma (0,a ) ui#O ,

100 2%
<, <

1-i-n-1- anula todas las formas iniciales., Si aplicamos

la transformacidn cuadritica formal de ecuaciones

YA z!'

=
=z L=

1
1 1
%5
=W" I
w2 wi(w2+a1)

e 8 06 0 8 00000 o

W

an-1
=W U - -
wn-l wl(wn-l+ a1 )

Se verificard (véase 3=-3-U4):
i) Si en ninguno de los diagramas de Newton de fl""'fp
existe el punto (2vi.0) y i=1,....p , con la transforma-

cidn cuadrdtica anterior baja la multiplicidad de todas las
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hipersuperficies Hi de ecuacibn fi=0,i=1....p .

ii) Si por ejemplo, en el diagrama de Newton de oo exis

te el punto (2vi,0) ,» entonces puede ocurrir que baje la
multiplicidad de fi 8 que la forma inicial de fi se con

vierta en una forma intial que ya no sea potencia de una forma

lineal.

28 caso.- Las formas iniciales fv ""’fv
1 p

potencia de una forma lineal ., Tendremos

no son todas

v v, -1 a a
£o=7 Y4 =_g 1 T T e T L

1 1 n-1
v v =1 a a
f =2 p+:>’;_z P W ip W n-1,p +
p 1 e ¢ 0 0 0 0 n-l e 0 & 0 0

Antes de aplicar una transformacidn cuadritica haremos el

siguiente cambio de variables.,

* 0 6 % 0 0 0o

=W '
Ma-1"1tW0

Sabemos que el contacto maximal se mantiene en un cambio
de variables (véase Lejeune-Teissier[??], cap. II, u4-2),
También mediante un cambio de variables una base standard

normalizada se transforma en otra base standard normaliza-
da. (Véase Lejeune-Teissier [27],cap. II, 4-4),
Mediante este cambio las hipersuperficies se transforman en

v v, =1 a a a
1 1 11 21 n-1,1
=71 ' ' ' ' ' ' ’ =
fl 7 + :g::z wl (w1+w2) ...(w1+wn_1) teos

-1 + eeodt
I TR B R F %n-1,1
1 +....... , i#o

5 650 58 000 0 %0 0B O PO O P DO LN SO0 P LA DSOS SN E OO

v v =1 a a
=71 P v P v 1P AN 2p ' ' n-1,p =
fp y/ +iE::z w1 (w1+w2) .....(W1+Wn_1) toeus



- a +a +.o.+a
sg Pagt P e 1P 2P n-1,p

1 +.l.l". ’i#o

Sea (Y,al,...,an_1
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) un punto que anula todas las formas

iniciales ., Bi consideramos la transformacidén cuadritica

formal de ecuaciones

t =y U] _Y__
Z w1 (z"+ 5 )

1
tagn
wl wl
%2
toyn ny_%
w2 wl(w2+a1)
an—l
' WU (W" ————
LAUPRLVAL M aj )
la hipersuperficie de ecuacion £f.=0 , 3=1....P

transforma en

V. ) v,=-1 Vi.-ita, tasiteeeta, oL
£r=(z"+-Lo) Jezreloy T wy 3 123 )3
] 1 1
\).“'i a .+a .+.-.+a ."i
= Z" ] w" 1] 2] n—iij +
1 e o 00 0 0

Si v% es la multiplicidad de f% se tendrid

<
v! -« v.,-i+a, .+a..+t...ta ,=i<v,~ita, .+t...+a .
] ] 13723 n-1,7 B 13 n-1,7j

se

"'ooolO:

luego en un niimero finito de transformaciones cuadrdticas for

males conseguimos que baje la multiplicidad de fj'

En el caso de que la forma inicial de fj no sea potencia

de una forma lineal unicamente nos es necesaria una transfog

macidn cuadrdtica formal para que baje la multiplicidad , ya

<
e v.-1 +a,.+ta..t...+ a L2V, luego v! = v.~-i+a,. +
4 j 1379273 n-1,j 3 ° & j j 15
ta,.t.ee.ta =1 = v,-1 < v, .
23 n-1,7] ] J
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