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I N T R O D U C C I O N

El p r o b l e m s  de resoluciôin de s i n g u l a r i d a d e s  p l a n t e a »  
do en el l e n g u a j e  a c t u a l  c o n s i s t e  en d e m o s t r a r ,  o p r o b a r  
la f a l s e d a d ,  de l r e s u l t a d o  s i g u i e n t e :
T e o r e m a  1*- P a r a  t o d a  v a r i e d a d  a l g e b r a i c a  X s o b r e  un c u e r -  
po a l g e b r a i ç a m e n t e  c e r r a d o  K, e x i s t e  un m o r f i s m o  n : Y , , X 
tal que;
i) -Y es no s i n g u l a r
ii) ïï es p r o p i o  
iii ) TT %, TT ^(U) =U es uni i s o m o r f i s m o  p a r a  un c i e r t o

a b i e r t o  U d e n s o  en X.

U n a  v a r i a n t e  del p r o b l e m s  de r e s o l u c i ô n  c o n s i s t e  en 
c o n s i d e r a r  la v a r i e d a d  a l g e b r a i c a  X s u m e r g i d a  en un a v a ­
r i e d a d  no s i n g u l a r  Z y d e m o s t r a r  el t e o r e m a  s i g u i e n t e ;  
T e o r e m a  2 .- ( R e s o l u c i ô n  s u m e r g i d a ) ,  Sea X u n a  s u b v a r i e d a d  
a l g e b r a i c a  de u n a  v a r i e d a d  no s i n g u l a r  Z d e f i n i d a s  a m b a s  
s o b r e  un c u e r p o  a l g e b r a i ç a m e n t e  c e r r a d o  K, E x i s t e  un m o r ­
f i s m o  TT ; Z '  ^ Z  tal que:
i ) Z ' es no s i n g u l a r
ii) TT es p r o p i o
iii) ttI . (Z-X) = Z-X es un i s o m o r f i s m o

Itt' ^ Z - X )
-1iv ) Las s i n g u l a r i d a d e s  de tt (X) son c r u z a m i e n t o s  n o r m a ­

les

El p r i m e r  i n t e n t o  de reso>luciôn del p r o b l e m s  en el 
caso g e n e r a l  es de J u n g  y en l e n g u a j e  m o d e r n o  es el s i g u i e n  
te ;
T e o r e m a  3 , - -^Teorema de r e s o l u c i ô n  l o c a l , -  Sea X un a v a r i e ­
d ad a l g e b r a i c a  s o br e  un c u e r p o  a l g e b r a i ç a m e n t e  c e r r a d o  K,
E x i s t e  u na  f a m i l i a  de apl ic aci (o ne s { f ; Y ,,,,sU }X X ^ x * e X

tal que;
i) Y ^  es li so,  f^ es p r o p i o  y :f^ i n d u c e  un i s o m o r f i s m o  s o ­

bre a l g û n  a b i e r t o  de U^

ii) U^  es un e n t o r n o  a b i e r t o  dee x en X

iii) r-1/ \ es la n o r r m a l i z a c i ô n  de U -{ x }
*x" X ^



iv) V  x € X - S  con dim S = 0, f^ es la n o r m a l i z a c i ô n  de :

W a l k e r  [_45^ , b a s a n d o s e  en e s t e  r e s u l t a d o  l l e g a  fa ci l -  
m e n t e  a un t e o r e m a  de r e s o l u c i ô n  de s i n g u l a r i d a d e s  de s u ­
p e r f i c i e s  c o m p l e j a s  si n mas que s u p o n e r  | U ^ O S  = x , V  x e S ^  , 
c u b r i r  x p o r  la f a m i l i a  x c S ^  ( X - S ) y p e g a r ,  via la

u n i c i d a d  de la n o r m a l i z a c i ô n , t o d a s  las r e s o l u c i o n e s  l o ­
cales. La id ea  de p e g a r  r e s o l u c i o n e s  l o c a l e s  es la base  
del t r a b a j o  g e n e r a l  de H i r o n a k a  p a r a  e s p a c i o s  a n a l i t i c o s .

La o t r a  via de a p r o x i m a c i ô n  del p r o b l e m a  fue la se- 
g u i d a  p o r  Z a r i s k i  [48] , [4 9] , [so] ,que r e s u e l v e  las
s i n g u l a r i d a d e s  de v a r i e d a d e s  a l g e b r a i c a s  t r i d i m e n s i o n a l e s  
p or  m e d i o  de e x p l o s i o n e s  c e n t r a d a s  en c u r va s  o p u n t o s  sin- 
g u l a r e s  que en c a d a  e t a p a  se an  los de m a x i m a  raultiplici- 
dad, su h e r r a m i e n t a  f u n d a m e n t a l  es el t e o r e m a  de u n i f o r -  
m i z a c i ô n  l oc a l  d e s c r i t o  en [,‘+7]. T o d o s  los t r a b a j o s  de 
Z a r i s k i  son s i e m p r e  s o b r e  un c u e r p o  K, a l g e b r a i ç a m e n t e  
c e r r a d o  y de c a r a c t e r i s t i c a  cero,

El a v a n c e  s i g u i e n t e  al r e s u l t a d o  de Z a r i s k i  es el 
t r a b a j o  de H i r o n a k a  [̂ 1 s] . En es t e  t r a b a j o ,  H i r o n a k a ,  
p r u e b a  el t e o r e m a  g e n e r a l  1 so b re  un c u e r p o  K de c a r a c t e -  
r î s t i c a  cero. Sus m ê t o d o s  de t r a b a j o  son los de Z a r i s k i ,  
su idea la de Ju n g y su h e r r a m i e n t a  f u n d a m e n t a l  la t e o r î a  
de e s q u e m a s  e l a b o r a d a  p o r  G r o t h e n d i e c k .

En el p r o c e s o  de r e s o l u c i ô n  de s i n g u l a r i d a d e s  de H i ­
r o n a k a ,  hay que s e p a r a r  dos ideas d i s t i n t a s :
1) P r o c e s o  de r e s o l u c i ô n  lo c a l
2) P r o c e s o  de i n d u c c i ô n  y g l o b a l i z a c i ô n

El p r o c e s o  lo c a l  de H i r o n a k a  se b a s a  en un e s t u d i o  
d e t a l l a d o  de l c o m p o r t a m i e n to de las b a s e s  de i d é a l e s  p o r  
e x p l o s i o n e s  y la p o s i b i l i d a d  de e n c o n t r a r  una ba se,  ba se  
s t a n d a r d  n o r m a l i z a d a ,  con u na  c i e r t a  e s t a b i l i d a d  r e s p e c ­
te a d i c h a s  e x p l o s i o n e s .  A la vez se d e s a r r o l l a  un m é t o d o  de 
c o n t r o l  del e s t a d o  de la s i n g u l a r i d a d  c o m p u e s t o  por dos 
s e r i e s  de f u n c i o n e s  , la f u n c i ô n  de H i l b e r t - S a m u e l  y los 
c a r a c t è r e s  . La b a s e  del p r o c e s o  de r e s o l u c i ô n  local 
es el t e o r e m a  s i g u i e n t e :
T e o r e m a  4 1- T e o r e m a  de e s t a b i l i d a d  de H i r o n a k a . -  Sea X una 
v a r i e d a d  a l g e b r a i c a  s o b r e  un c u e r p o  de c a r a c t e r i s t i c a  cero, 
sea Y un a s u b v a r i e d a d  r e g u l a r  y c e r r a d a  de X y x e X .  L o c a l i -  
c e m o s  la s i t u a c i ô n  en t o r n o  a x y l l a m e m o s  m al ideal m a x i m a l



de © V  y p al i d e a l  de Y e n ©  . S i  c o n s i d é r â m e s  el i d e a lA , X ■ A , X
I de X, y  p a r a  c a da  n >  0 t o m a m o s  los e l e m e n t o s  h o m o g ê p e o s  de 
g r a d o  n de I , p o d e m o s  d é f i n i r  una f a m i l i a  de c o n o s  ^(n)

en X; y p a r a  c ada  uno  de e s t o s  c o n o s  p o d e m o s  c o n s t r u i r  su 
d i r e c t r i z  T„ (n) ( m â x i m o  s u b e s p a c i o  del c o n o r e s p e c t e  al

cu al  es te  es i n v a r i a n t e  p o r  t r a s l a c i ô n ). P or  o t r a  p a r t e  di- 
r e m o s  que la e x p l o s i o n  de X con c e n t r e  Y en x es a d m i s i b l e  
si X es n o r m a l m e n t e  p i a n o  a le l a r g o  de Y en x, e n t o n c e s  se 
v e r i f i c a  que :
i) E x i s t e  un s i s t e m a  r e g u l a r  de p a r a m è t r e s  de

tal que V n ^ l ,  Z^, .. . ,Z ^ ^ ^^ jj ? (n ) =  d i m ( ) ^  ^ - d im  ^ ( n Q  

i n d u c e n  u n a  b a s e  de ^ ( n ' .

ii) Y AS un c e n t r e  de e x p l o s i o n  a d m i s i b l e  p a r a  X en x si y

1   ^ms o l o  si e x i s t e  u na  b a se  f , , . . . . . f _  de i ( i d e a l  de X en x)
ta l que;

y  ( f . ) = V  (f.) ( y  = o r d e n  r e s p e c t e  a l L =  o r d e nX X I  ̂ X 1
r e s p e c t e  a p )
iii) Si tt: X"  ^ X es la e x p l o s i o n  de X con c e n t r e  Y, si es
a d m i s i b l e  v si x"es un n u n t o  c e r r a d o  de %"^ (x ) t a l que

( f u n c i ô n  de S a m u e l ) ,  e n t o n c e s  las transforraa-X , X X , X

4 * :  i z ;  ............................................  y

f^   f^ r e s p e e t i v a m e n t e  c u m p l e n  las c o n d i c i o n e s  i) ii)

en X ^ r e s p e c t o  de xC
Es te  t e o r e m a  es b â s i c o  pa r a r e s o l v e r  el p r o b l e m a  p l a n -  

t e a d o  en los p u n t o s  i n f i n i t a m e n t e  p r ô x i m o s ,  es d e c i r ,  en los 
nue se e s t a b i l i z a  la f u n c i ô n  de H i l b e r t - S a m u e l .  En el ç a s o  de 
ser X a n a l i t i c o ,  el o b t e n e r  e s t e  t e o r e m a  es la f i n a l i d a d  de 
la t e o r i a  del c o n t a c t e  m a x i m a l  y e s t e  t e o r e m a  es p r e c i s a m e n -  
te el p u n t o  en que f a l l a  el t r a s l a d o  del p r o c e s o  de H i r o n a k a  
a la c a r a c t e r i s t i c a  p o s i t i v a ,  v es ei que s u n e r a m o s  en este 
t r a b a j o .

La s e g u n d a  p a r t e  del p r o c e s o  de H i r o n a k a  es un r a z o n a -  
m i e n t o  i n d u c t i v o  (s ob r e  las d i m e n s i o n e s  de X y el e s p n c i o  
a m b i a n t e )  c o m n l e t a d o  con un p r o c e s o  s i m u l t a n é e  de p l o b a l i z a -  
c iôn  de los resu 1t a d o s .

El t r a b a j o  de H i r o n a k a  c o m p l é t a  e n t o n c e s  el p r o b l e m a  en 
el c as o de s e r  X u n a  v a r i e d a d  a l g e b r a i c a  so br e un c u e r p o  de 
c a r a c t e r i s t i c a  ce ro , no o b s t a n t e  los r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  p o r  
êl en el c a m p o  del a l g e b r a  l oca l h a n  da do  l u g a r  a n u m e r o s o s  
p r o b l e m a s  v r e s u l t a d o s  ( B e n n e t t  [8], G i r a u d  [ i l ] )



S o b r e v l v e  aûn  e 1 p r p b l e m a  de d e s i n g u l a r i z a c i ô n  eh los 
c as o s en que X no es una v a r i e d a d  a l g e b r a i c a  s ob r e  un 
c u e r p o  de c a r a c t e r î s t i c a  c er o, v e r e m o s  b r e v e m e n t e  nue hav  he 
cho p o r  el moraento s e e û n  las d i s t i n t a s  p o s i b i l i d a d e s :

X v a r i e d a d  a l g e b r a i c a  so b r e un c u e r p o  de c a r a c t e r î s t i c a  

p o s i t i v a

Hay m u l t i t u d  de r e s u l t a d o s  p a r c i a l e s  e n t r e  Vos que d e s ­
tac a r e m o s  los s i g u i e n t e s :

1) C aso  de d i m  X= l . -  El p r o b l e m a  e st a  t o t a l m e n t e  r e s u e l t o  

p o r  m u l t i t u d  de m a t e m â t i c o s  c l â s i c o s  c om o  N o e t h e r  v Wa l k e r .

2) Caso de d i m  X = 2 , -  A b h y ^ n k a r  er su te si s de H a r v a r d  de 
1954 d e m u e s t r a  el t e o r e m a  de r e s o l u c i ô n  s u m e r g i d a .  P o s t e -  
r i o r m e n t e  A r t i n  en 1963 m o d i f i c a  y c o m p l é t a  la d e m o s t r a -  
riôn de A l b a n e s e  p ^ ra  dim X=2 (no p u b l i c a d o )  y A b h y a n k a r  
i n d e p e n d i e n t e m e n t e  l l e g a  al m i s m o  r e s u l t a d o  en el m i s m o  
ano (no p u b l i c a d o ) .  Lo que si h a  p u b l i c a d o  A b h y a n k a r  []l] 
es el t e o r e m a  de r e s o l u c i ô n  en el caso de s er  dim X=2 y X 
un K - e s q u e m a  s i e n d o  K un d o m i n i o  de i n t e g r i d a d  e x c e l e n t e  
con c u e r p o  de f r a c c i o n e s  p e r f e c t o .

En êste m i s m o  caso H i r o n a k a  ( c u r s o  en el B o w d o i n  
C o l l e g e  1967 ) a p l i c a n d o  m ê t o d o s  d e r i v a d o s  de una g e n e r a -  
l i z a c i ô n  de 1 p o l î g o n o  de N e w t o n  [ 1 9 ]  . e n c u e n t r a  t a m b i ê n  
una d e m o s t r a c i ô n  que d e b i d o  a la e x i s t e n c i a  de o a so s  in- 
c o m p l e t o s  t a m o o c o  ha sido p u b l i c a d a .

Caso de dim X= 3 . -  El r e s u l t a d o  m as  i m p o r t a n t e  es el de

A b h y a n k a r  [^2] que p r u e b a  el t e o r e m a  de r e s o l u c i ô n  p a r a  X 
v a r i e d a d  a l g e b r a i c a  de d i m e n s i o n  3 so br e un c u e r p o  de c a ­
r a c t e r î s t i c a  d i s t i n t a  de 2.3 y 5.

4) C as o g e n e r a l . -  Se han  c o n s a g u i d o  a l g u n o s  r e s u l t a d o s  p a r ­
c i a l e s  e n t r e  los que d e s t a c a r e m o s  los s i g u i e n t e s ;

a) T r a b a j o  de E k l o f f . -  E k l o f f  Tlil u t i l i z a n d o  los t e o r e m a s  
de H i r o n a k a  y las t ê c n i c a s  de u l t r a p r o d u c t o s  c o n s i g n e  d e ­
m o s t r a r  un t e o r e m a  que p e r m i t e  r e s o l v e r  las s i n g u l a r i d a d e s  
de las v a r i e d a d e s  a l g e b r a i c a s  s o b r e  c u e r p o s  de c a r a c t e r î s ­
t ic a  pr i m a.  La r e s o l u c i ô n  es p a r a  to d o s  los p r im o s  e x c e p t o  
un n u m é r o  f i n i t o  que d e o e n d e  de c i e r t o s  p a r a m é t r é s  n u m é r i ­
ses de las v a r i e d a d e s .



El t e o r e m a  f u n d a m e n t a l  de H i r o n a k a  en el que se b a s a  
E k l o f f  e s t â  d e m o s t r a d o  p a r a  e s q u e m a s  a l g e b r a i c b s  r e d u c i d o s  
e i r r e d u c i b l e s  p e ro  E k l o f f  ha c r e i d o  m âs c o n v e n i e n t e  c o n ­
s i d e r a r  t a i e s  e s q u e m a s  como v a r i e d a d e s  a b s t r a c t a s  en el se n-  
tido de We i l , es d e c i r  c om o una c o l e c c i ô n  ( j , k e j )

de v a r i e d a d e s  a f i n e s  Vj v un r o n i n n t o  c o n s i s t a n t e  de m o r -
fi sm o s c o h e r e n t e s  b i r r a c i o n a l e s  (%) .. ; V    , .'y V.]k 1 ^  k

Fil t e o r e m a  d e m o s t r a d o  p np  E k l o f f  es el s i g u i e n t e ;
T e o r e m a  5.- T e o r e m a  de r e s o l u c i ô n  de s i n g u l a r i d a d e s  en ca-

r a o t e r i s t i c a  p n ^ r a  casi to dn  p

Pa ra  todo  e n t e r o  p o s i t i v e  M, e x i s t e  un c o n i u n t o  f i n i t o  de 
n u m é r o s  p r î m e s  P^(M) v un p a r  de e n t e ^ o s  p o s i t i v e s  t*, M* 
tal que s •’ X es u n a  K-'^ariedad a b s t r a c t s  s u m e r g i d a  nue s a ­
tis face ;
1) La c a r a c t e r î s t i c a  de K no p e r t e n e c e  a P (M) ̂ o
9) X es de t i p o a c o t a d o  M
E n t o n c e s  e x i s t e  una s u r e s fon f i n i t a  d^ t r a n ^ f o r m a c i o n e s  
m o n o i d a l e s  de K - v a r i e d a d e S ï ï ^ ;  ..^X^, o < 1 <  t , tal
one t ^ t * ,  X^ = Xj X^ es no s i n g u l a r  v p a r a  t od o  1 :$it se v e r i -

fira que X e s  de tipo acotado M*.

P a r a  p o d e r  d e m o s t r a r  e ste  t e o r e m a  b a s a n d o s e  on el de 
H i r o n a k a  de c a r a c t e r î s t i r a  cero, E k l o f f  u s a  las dos p r o p i e ­
da des  s i g u i e n t e s  de u l t r a p r o d u c t o s ;
Pconi^edad 1.- Sea P=  ̂ p \ p es n u m é r o  p r i m o  ̂  un c u e r p o
de c a r a c t e r î s t i c a  p p a r a  c ad a p r i m o  p y D un u l t r a f i l t r o  no 
p r i n c i p a l  en f» 1 c o n j u n t o  de to do s los pr imo s.  E n f o n c e s  e 1 
u l t r a p r o d u c t o  de los oQr, n e s p e c t o  al u l t r a f i l t r o  D es un
c u e r p o  de c a r a c t e r î s t i c a  0.
P r o p i e d a d  2.- ---------   El u l t r a p r o d u c to de los t ra n s  f o r m e d o s  m o n o i d a -
1 es de v a r i a s  v a r i e d a d e s  a l g e b r a i c a s  c o i n c i d e  con e.l transfor- 
raado m o n o i d a l  de 1 a x t r a p r o d u c t o  de d i c h a s  v a r i e d a d e s .

b) T r e b a i o s  de H i r o n a k a .- H i r o n e k = en Ru a r t î c u l o  F 1 ^  se ecu* 
p a  del e s t u d i o  de u n a  g e n e r a l i z a c i ô n  de la d i r e c t r i z  de un  c o ­
no, de i m p o r t a n c i a  e ^ e n c i a l  p a r a  la t e o r î a  de b a s e s  s t a n d a r d  
n o r m a l i z a d a s  ( c o n t a c t e  m a x i m a l )  en c a r a c t e r î s t i c a  p o s i t i v a .  
D i c h o  t r a b a j o  he si do  c o m p l e t a d o  d e s n u e s  p o c los de T. Oda 
jssj y H. M i z u t a n i  []3 2j que han c l a s i f i c a d o  los g r u p o s  de H i r o ­
n a k a  p r o o o r c i o n = n d o  u n a  ba se  a J. G i r a u d  p - r a  su t e o r î a  del 
c o n t a c t e  m a x i m a l  en c a r a c t e r î s r i c a  p o s i ti v a .
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c) T n a b a j o s  de G i r a u d , -  G i r a u d  es el e n c a r ? a d o  an i , 966 del 
coraentario p a r a  el S e m i n a r i o  B<ourbaki del t r a b a j o  de Hirpîiaka 
so br e  r e s o l u c i ô n  de s i n g u l a r i d a d e s .  A p a r t i r  de e « t e roomento 
se l a n z a  al e s t u d i o  del caso d e  c a r a c t e r î s t i c a  p o s i t i v a ,  su 
t r a b a j o  en e s te  c a m p o  e ® t â  conitenido en los a r t î c u l o s  (] ^

[ l O ,  [le] •
En e l l o s  l l e g a  a e s t a b l e c e r  u n a  t e o r î a  del c o n t a c t e  m a ­

x ima l en el c aso  de c a r a c t e r i s t i c a  p o s i t i v a  p er o con p n a  d i f i -  
c u l t a d  e s e n c i a l ,  en el caso de c a r a r t e r î s t i c a  0 el c o n t a c t o  
m a x i m a l  se o b t i e n e  vîa u na vardLedad l i s a  ( r e g u l a r )  m i e n t r a s  
que en c a r a c t e r î s t i c a  p o s i t i v a  r é s u l t a  v î a  un r e c u b r i m i e n to 
r a m i f i c a d o  y s u b s i s t e  el p r o b l œ m a  de t r a s l a d a r  el în d ic e  de 
r a m i f i c a c i ô n  p o r  el p r o c e s o  incductivo de r e s o l u c i ô n  de s i n g u ­
l a r i d a d e s .

G i r a u d  en [ l 6 ^  i n t r o d u c e  el c o n c e p t o  de " p r o b a b i l i d a d  
de s i m p l i f  i c a c i ô n "  . Se d ir a  nu«e D= (Z, f ̂ , n( 1) ,,. .
.. .,n (m ) ) es u n a p r o b a b i l i d a d  de s i m p l i f i c a c i ô n  cu an d o Z sea 
un e s q u e m a  n o e t h e r i a n o  r e g u l a r  , los f^ i d é a l e s  i n v e r s i b l e s  de 
0  g V los n(i) e n t e r o s .

Un c e n t r o  de e x p l o s i ô n  adimisible es un subesquetna c e r r a d o  
ar Y deZ tal q u e , p a r a  tocd^ y e Y  

P el i de a l  de Y en el a n i l l o  Icocal 0,
r e g u l a r  Y deZ tal que, p a r a  tocd^ y e Y ,  f ̂  ̂  ̂  ̂  s i en do

Z,y" ,..
Un p u n t o  X de Z es singul^ar si f f - m ^   ̂ ^1 7. , x ^  Z,x , La t r a n s f o r

m a c i ô n  de D p o r  e x p l o s i ô n  de ctentro a d m i s i b l e  Y es:

= ( Z^ , f j , . . . , f ^ ,  n ( 1 ) ,. . , ,,n ( m )) d o n d e  es el e s t a l l a d O  
de Z de c e n t r o  Y, f? es i gu al  a f./ ( P 0  ) sienio P el1 X L
haz de i d é a l e s  de Y en Z.

R e s ô l v e r  D r e s p e c t e  a un ipunto s i n g u l a r  x de Z ss e n c o n ­
t r a r  u n a  s u c e s i ô n  de e xp l os i o nt es  a d m i s i b l e s
Z^*_, Z^ Z^ , Z^ tal que m i n g u n  o u n t o  de z" que se proyed-
te s o b r e  x sea s i n g u l a r  p a r a  .

P ar a  r e s o l v e r  D, G i r a u d  i m t r o d u c e  el c o n c e p t o  de p r e s e n -  
t a c i ô n  de un a n i l l o  local .
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R e s o l u c i ô n  de s i n g u l a r i d a d e s  en el ca so  a l g e b r o i d e .

En es t e  c a s o  el p r o b l e m a  de r e s o l u c i ô n  de s i n g u l a r i d a d e s ,  
se p u e d e  e n f o c a r  de la m a n e r a  s i g u i e n t e :
S e a  X una v a r i e d a d  a l g e b r o i d e ,  e n t o n c e s  r e s n l v e e  las s i n g u l a ­
r i d a d e s  de X s er a lo m i s m o  que c o n ^ e g u i r  que d i s m i n u y a  su f u n ­
ciôn de H i l b e r t - S a m u e l .

El o b j e t i v o  de e s t a  m e m o r i a  s e r a  el e s t u d i o  de e s t h  p r o ­
bl em a ,

D i r e m o s  que X es une v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  cuand*^
X = S pe c (K [ [ 7 ^ . - .  ̂ 1 / 1 ) con L r a d i c a l  y
K un c u e r p o  a l g e b r a i ç a m e n t e  c e r r a d o  de c a r a c t e r î s t i c a  c u a l q u i e  
T^a.

El r e s u l t a d o  de 1 t r a b a j o  ha s i d o  la d e m o s t r a c i ô n  del si--  
gu i en te t e o r e m a  :
T e o r e m a  6.- Eea X una  v a r i e d a d  a l g e b r o i d e .  E x i s t e  un n û m e r o  
fi ni t o  de t r an s  f o r m a c i o n e  s m o n o i d a l e s  71  ̂  ̂: X ^ ^ \ . . - i > X  .
eon X^^^ = X y Q < i ^ p  tal nue

Hx(p^ <

d on d e  es la f u n c i ô n  de H i I b c r t - E a m u e 1 de X.X
P r e v i a m e n t e  se demuestrar* los dos r e n u l t ^ d o s  s i g u i e n t e s  

b a s ^ c o s  pa ra  la d e m o s t r a r i ô n  del t e o r e m e ,
T i ^ T e m a  7.- Si X es una v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  d  i d e al  dfrd
X p o s e e  u n a  b a s e  s t a n d a r d  n o r m a l i z a d a .
T e o r e m a  8.- Si H es u n a h i p e r s u D e r f i c i e  a l g e b r o i d e .  E x i s t e
un n u m é r o  f i n i t o  de t r a n s f o r m a c i o n e n ^ u a d r a t i c a s

(1 ) . H^^ \  . .y H ^ ^ ^  con = H 0 < i ^ p  tal que

s i e n d o  V ^ ( H )  la m u l t i p l i c i d a d  de H.

La m e m o r i a  c o n s t a  de c u a t r o  c a p î t u l o s .  El o b j e t o  del 
p r i m e r  •c a p î t u l o  es el d e s c r i b i r  las p r o p i e d a d e s  del a n i l l o  
K . ,Z^ ,W^ , . . . J , c + d = n - a n i l l o  de s e ri e s de p o t e n c i e s
f o r m a l e s  en n i ^ d e t e r m i n a d a s  s ob re un cuerpo K a l g e b r a i c a m e u ­
te c e r r a d o  y de c a r a c t e r î s t i c a  a r b i t r a r i a .  D i c h o  c a p i t u l a  se 
e n c u e n t r a  d i v i d i d o  en c u a t r o  s e c c i o n e s .

La s e c c i p n  1-1 e s t â  d e d i c a d a  a i n t r o d u c i r  las n o t a c l o ­
nes nue se ut i l i z a r a n  en el r e s t e  de la m e m o r i a .
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En la s « c c i ô n  1-9 se d e m u e s t r a  el t e o r e m a  n r e n e c a t o r i o  
de W e i e r s s t r a s s - H i r o n e k a - A r o c a , de i n t e r ê s  e s e n c i a l  a la ho - 
ra de e l e g i r  b a s e s  a s t a b l e s  r e s p e c t e  de e x p l o s i o n e s .

En la s e c c i ô n  1-3 se d e t a l l a n  las c o n t r u c c i o n e s  de las 
f i l t r a c i o n e s  y g r a d u a c i o n e s  p e s a d a s  de
K [ [ Z ^ , .  . . ......W^]] = ; e s t u d i a n d o s e  c o m o  c aso
p a r t i c u l a r  las f i l t r a c i o n e s  P - â d i c a s ,  p a r a  P i dea l g e n e r s d o
por un a p a r t e  ( Y ^ , ...... Y^) de a n  s i s t e m a  de n a r a m e t r o s  de
K • Po r u l t i m o  en e s t a  s e c c i ô n  se d e t a l l a  el p o l î g o n o
de N e w t o n  de u n a  h i p e r  s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e .  Sea [£Z^, po-
d r e m o s  e s c r i b i r :

d ond e f^€K[yr]'] , f ^^ e K  y d o n d e #  como  es u s u a l ,  d é s i g n a

el c o n j u n t o  de los e n t e r o s  no n e g a t i v o s .
E s c r i b i r e m o s

C "  I fAB» “ i

R e p r e s e n t a r e m o s  2  g %(f) en , a s i g n a n d o  a c ad a (A ,B )€

2^ 0_Z %(f) el p u n t o  ( I B| , (AI )e R Al c i e r r e  c o n v e x o  de

2  2 ^(f) se le l l a m a  c l a s i c a m e n t e  p o l î g o n o  de N e w t o n  de f 
—• * ~

r e s p e c t e  del s i s t e m a  de parâraeltros En la s e c c i ô n  1-3
se f o r m a l i z e  el c o n c e p t o  de d i æ g r a m a  de N e w t o n  y se a s t a ­
ble ce una n o t a c i ô n  que se u t i l i z e  e s e n c i a l m e n t e  en el c a ­
p î t u l o  III. La f o r m a l i z a c i ô n  d e l  c o n c e p t o  de d i a g r a m a  de 
N e w t o n  s i gu e  el p r o c e s o  de H i r o n a k a  [1 9] ,en un c a s o  mu -  
cho mâs s i m p l e  p o r q u e  no nos pireocupan las p o s i b l e s  di r e-  
c i o n e s  si no  s o l a m e n t e  los bloquies (^) , (jV ).

T a m b i ê n  p r e p a r a r e m o s  la f o r m a  f de m a n e r a  que en el 
d i a g r a m a  de N e w t o n  de f e x i s t a  s i e m p r e  un p u n t o  en el eje 
de o r d e n a d a s .  P a r a e l l o  dem ostiramos la s i g u i e n t e  p r o p o s i -  
c iôn
P r o p o s i c i ô n  9.- P o d e m o s  conseg^uir un c a m b i o  de c o o r d e n a -  
das del ti po

W ̂  - W ̂  ^ Z^ i = l. ., d,  ^  K

Zy = Z^ , i = 1 . . . C



IX

de m o d o  que i n Q ( f ) ^ (  )K [z*

En la s e c c i ô n  1-4 se c a r a c t e r i z a n  las v a r i e d a d e s  al g e -  
b r o i d e s .  Los r e s u l t a d o s  e s e n c i a l e s  son:
a) C a r a c t e r i z a c i ô n  de las v a r i e d a d e s  a l g e b r o i d e s  r e g u l a r e s
b) C a r a c t e r i z a c i ô n  de la t r a n s v e r s a l i d a d
c) P l a t i t u d  n o r m a l  de u n a v a r i e d a d  a lo l a r g o  de un a s u b v a ­
r i e d a d
d) E x i s t e n c i a  de las b a s e s  s t a n d a r d  n o r m a l i z a d a s  p a r a  i d é a ­
les de K W]]
T e o r e m a  10.- T e o r e m a  de e x i s t e n c i a  de las b a s e s  s t a n d a r d  

n o r m a l i z a d a s

Sea V= V (I ) un a v a r i e d a d  a l g e b r o i d e ,  W la v a r i e d a d  algebroi, 
de r e g u l a r ,  W = Spec( r, xp) y V" una v a r i e d a d  con

1 **"** C
t e n i d a  en la i n t e r s e c c i ô n  de V v W. S u p o n r a m o s  que V es 
n o r m a l m e n t e  n l a n a  a lo l a r g o  de V~ v nue W es t r a n s v e r s a l  
a V. E n t o n c e s  e x i s t e  una b as e del i d e a ] I tal
que
i) Las fo rm as  i n i r i a l e s  f o r man una b^se m i n i m a l

de 1 i d e - 1 in ( I ) del cono t a n g e n t e  a V', 
n

ii) l ^ i ^ r

iii) V p ( f ^ )   ̂^  ̂  ̂  P * s i e n d o  V>^(f^) el o r d e n  de

f j, en la filtraciôn de R determinada por el ideal que d e f i ­

ne la variedad T” .
iv) f ^  ( W,) e s d e c i r  W es , t r a n s v e r s a l  a ca da h i p e r -

s u n e r f i c i e S ^ = S p e c ( R / ^ ^ ^ p ) ,
i

V ) P a r a  ca da i = 1 , . . . , p , f^ e s t â  n o r m a l i z a d a  por

.  ̂) con r e s p e c t o  a las v a r i a b l e s  . (Se sn p on e

que f, e s t â n o r m a l i z a d a  por la f a mil ia v ac î a ) .  j

En la d e m o s t r a c i ô n  del t e o r e m a  iuega un p a p e l  p r é p o n ­
d é r a n t e  el t e o r e m a  p r e n a r a t o r i o  de We 1 erse;trass-H i r o n a k a -  
Ar o c a  d e m o s t r a d o  en la s e c c i ô n  1-2,



El o b j e t i v o  e s e n c i a l  del c a p î t u l o  II es el d e s c r i b i r  
las e x p l o s i o n e s  ( b l o w i n g - u p s )  de i d é a l e s  de f u n c i o n e s  a l g e -  
b r o i d e s  en n i n d e t e r m i n a d a s  con c o e f i c i e n t e s  en un c u e r p o  
a l g e b r a i ç a m e n t e  c e r r a d o ,  El c a p î t u l o  se d i v i d e  en o c h o  
s e c c i o n e s .

La s e c c i ô n  2-1 e s t â  d e d i c a d a  a c a r a c t e r i z a r  el a n i l ] o  
de c o o r d e n a d a s  de u n a  v a r i e d a d  a l g e b r o i d e ,
L l a m a r e m o s  v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  i n t r î n s e c a  o s i m p l e m e n t e  
v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  a S p e c  ( Q  ) s i e n d o  Q  un a n i l l o  l o c a l  
n o e t h e r i a n o ,  c o m p l è t e ,  e q u i c a r a c t e r î s t i c o  y r e d u c i d o ,  de 
d i m e n s i ô n  de i n m e r s i ô n  f i n i t a  y c u e r p o  de c o e f i c i e n t e s  a l ­
ge bra  i ca m e n  te c e r r a d o ,  A p l i c a n d o  el t e o r e m a  de e s t r u c t u -  
ra de los a n i l l o s  l o c a l e s  c o m p l e t e s  se d e m u e s t r a  que e s t a  
d e f i n i c i ô n  c o i n c i d e  con la d e f i n i c i ô n  de v a r i e d a d  a l g e b r o i ­
de s u m e r g i d a  del c a p î t u l o  I.

En las s e c c i o n e s  2-2 y 2-3 se d e f i n e n  y c a r a c t e r i z a n  
las t r a n s f o r m a c i o n e s  m o n o i d a l e s  y c u a d r â t i c a s  de v a r i e d a d e s  
a l g e b r o i d e s .

Sean Q  el a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  de u na  v a r i e d a d  a l g e ­
b r o i d e ,  P un id e al  p r i m o  de Q  y B l p ( Q  ) = Proj ( ^ q  P^ ),

D e m o s t r a m o s  que B l p ( Q )  es un S p e c (Q  )- e s q u e m a  p r o y e c t i v o

de ti po  f i n i t o ,  p ar a  e l l o  c o n s t r u i m o s  m e d i a n t e  un p r o c e s o  
de r e c o l l e m e n t  al e s t i l o  de G r o t h e n d i e c k  [ 1 7 ]  , la pr o-  
y e c c i ô n  ti : B l p ( Q  )-----^  S p e c ( Q  ). Al m o r f i s m o  tt le 11 a-

ma m o s  e x p l o s i ô n  g l o b a l  de Q  con c e n t r o  P, Si P es un id e a l
p r i m o  de D  d i r e m o s  que tt es u na t r a n s f o r m a c i ô n  m o n o i d a l  
de Q  con c e n t r o  P y si P = M a la t r a n s f o r m a c i ô n  tt la l l a ­
m a r e m o s  t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a .

S ea n  f ^ , , . . , f ^  un s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  de P, f^ =

= i n ^ p ( f ^ ) ,  i = l , . , r  y N el a n i l l o  g r a d u a d o  K

s u p u e s t o s  los f^ de gr ad o  1, e n t o n c e s  la f i b r a  de tt en M es

i r h M ) = P r o j (  p" / jjpn )teProj (N)

Se l l a m a  d i v i s o r  e x c e p c i o n a l  de un a t r a n s f o r m a c i ô n  
c u a d r â t i c a  o m o n o i d a l  ti al e s q u e m a  p r o y e c t i v o  tT ̂  ( M ) ,
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“• 1 'Se v e r i f i c a  que el c o n j u n t o  de p u n t o s  c e r r a d o s  de f  (M ) 
es ta en c o r r e s p o n d e n c i a  b i u n î v o c a  con las d i r e c i o n e s
( • f

La s e c c i ô n  2-4 es ta d e d i c a d a  al e s t u d i o  de los t r a n s f o r -  
m a d o s  m o n o i d a l e s  del a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  de un a v a r i e d a d  
a l g e b r o i d e .  En e s t a  s e c c i ô n  t a m b i ê n  se d e f i n e  y c a r a c t é r i s a  
el t r a n s f o r m a d o  e s t r i c t o  de un i d e a l  de Q  .

D e m o s t r a m o s  que si Q *  es un t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  de 
una v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  Q  , e n t o n c e s  Q *  es e q u i c a r a c t e r î s -  
t ico  y r e d u c i d o  p e r o  en g e n e r a l  no es c o m p l e t o .  D e b i d o  a e l l o  
d e f i n i m o s  los t r a n s f o r m a d o s  f o r m a l e s  en la s e c c i ô n  2-5.

D e f i n i c i ô n  11.- Sea Q  el a n i l l o  de una v a r i e d a d  a l g e b r o i d e ,

Q *  un t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  de O  con c e n t r o  P. LLaraaramos 
t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  f o r m a i  de O  con c e n t r o  P a Q '  c om -  
p l e c c i ô n  de Q '  r e s p e c t o  de la t o p o l o g î a  M * - â d i c a ,  con M* 
i de a l  m a x i m a l  de Q ’ . En el caso de que P=M d i r e m o s  que Q * 
es un t r a n s f o r m a d o  c u a d r â t i c o  f o r m a i  de Q  .

Asî de ê st a  m a n e r a  O *  s er â  el a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  
de una v a r i e d a d  a l g e b r o i d e .

Los o b j e t i v o s  p r i n c i p a l e s  de las s e c c i o n e s  2-6 y 2-7
son:
a ) C â l c u l o  de las e c u a c i o n e s  de un t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  (r es -  
p e c t i v a m e n t e  c u a d r â t i c o )  f o r m a i  de una  v a r i e d a d  a l g e b r o i d e .
b) D e m o s t r a c i ô n  de la e q u i v a l e n c i a  en t re  los t r a n s f o r m a d o s  
m o n o i d a l e s  (r e s p e c t i v a m e n t e  c u a d r â t i c o s )  f o r m a l e s  i n t r î n s e -  
cos y los t r a n s f o r m a d o s  p or  e c u a c i o n e s .

En la s e c c i ô n  2-6 c o n s t r u i m o s  el t r a n s f o r m a d o  c u a d r â t i c o  
de u n a  v a r i e d a d  a l g e b r o i d e .  P ar a  e ll o d e m o s t r a m o s  la s i g u i e n ­
te p r o p o s i c i ô n :
P r o p o s i c i ô n  12.- Sea J un i d ea l  r a d i c a l  de Q  = X, , . . . X H

J ’ su t r a n s f o r m a d o  e s t r i c t o  en O * , C o n s i d e r e m o s  una ba s e  
s t a n d a r d  n o r m a l i z a d a  del ideal .T f or ma  da po r los e l e m e n t o s  
f ^ , . . . , f g ,  ê s t a  b a s e  v e r i f i c a r â ,  e n t r e  o t ra s  p r o p i e d a d e s ,

que G r ^ ( J , 0 )  = ( I n g ( f ^ ) , . . . , I n ^ ( f ^ ) )G r - ( C l ) ,  con M i d e a l

m a x i m a l  de O  , Sea v », = v ^ ^ f . ) .1 M 1
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En e s t a s  c o n d i c i o n e s  t e n d r e m o s  que;

" ( f; = f; /   = fg ' x 9  > Ô '% 1

E s t a  p r o p o s i c i ô n  j u s t i f i c a  la i m p o r t a n c i a  de las b a s e s  
s t a n d a r d  n o r m a l i z a d a s  cuy a e x i s t e n c i a  d e m o s t r a m o s  en el c a ­
p î t u l o  I,

S i g u i e n d o  un p r o c e s o  a n a l o g o  c o n s t r u i m o s  t a m b i ê n  el 
t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  de una v a r i e d a d  a l g e b r o i d e .

En el c a p î t u l o  III d e s i m g u l a r i z a m o s  m e d i a n t e  t r a n s f o r ­
ma cio n es c u a d r â t i c a s  f o r m a l e s  u n a  h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  
de , E n t e n d e m o s  p o r  d e s i n g i u l a r i z a c i ô n  en el c a s o  a l g e b r o i ­
de el p r o c e s o  s i g u i e n t e ;
Si H es u na  h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  de e c u a c i ô n  
f ( Z , W ^ , . . . , W ^ _ ^ )  = 0 con v^^(f) =r V ,  P r o b a m o s  que m e d i a n t e

un n u m é r o  f i n i t o  de t r a n s f o r m i a c i o n e s  c u a d r â t i c a s  f o r ma l e s  

se l l e g a  a una  h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  de de

e c u a c i ô n f ^ ^ ^ = O y

Sea H = S p e c ( Q )  una h i ] p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e ,  '

o  = K [ C Z , W ^  ,W^_j)K[t;z,Wj ,,, , _

El t e o r e m a  p r e p a r a t o r i o  de V/.eiersstrass p e r m i t e  e s c r i b i r  la 
e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c  ie H en la fo rma

f ( z , w ^ , , .. = Z* + t ^ ( w ^  )z"'"^ + .....

••••■*■ "fv-1 ̂ W^,...,V/^-l )Z t't^ ) = 0

^  i ( ^^1 * * * * *'^n-l i ^ '

Si la c a r a c t e r î s t i c a  de 1 c u e r p o  K no d i v i d e  a v s i e n d o  
V  la m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e  e n t o n c e s  con la 

t r a n s f o r m a c i ô n
z = Z' + ( f i  . . Wn_ i) / % )

se p u e d e  c o n s i d e r a r  que la e cuaci<in de la h i p e r s u p e r f i c i e  
es de la fo r m a

f ( z ' = Z''” -h ' f q o q  W ^ _ ^ ) Z ' * " 2  t...

 " n . i ' Z "  = »



XIII

Asî  en el e s t u d i o  que h a c e m o s  de h i p e r s u p e r f i c i e s  d i s -  
t i n g u i r e m o s  dos casos ;

c a s o , -  La c a r a c t e r î s t i c a  del c u e r p o  K n o  es d i v i s o r  de

la m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e ,

2° c a s o . -  La c a r a c t e r î s t i c a  del c u e r p o  K es d i v i s o r  de la

m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e .
En el p r i m e r  caso pode 

de H no e x i s t e  t e r m i n e  en Z
En el p r i m e r  caso p o d e m o s  s u p o n e r  que en la e c u a c i ô n

V —  1

En la s e c c i ô n  3-1 e s t u d i a m o s  con todo d e t a l l e  el d i a g r a ­
ma de N e w t o n  de una h i p e r s u p e r f i c i e  s i e n d o  n u e s t r o  p r i m e r  
o b j e t i v o  el e s t u d i o  de la v a r i a c i ô n  de d i c h o  d i a g r a m a  m e d i a n ­
te u na  t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  f o r m a i .

En la s e c c i ô n  3-2 se d e m u e s t r a n  los dos t e o r e m a s  de de- 
s i n g u l a r i z a c i ô n  en el cas o e n  que la m u l t i p l i c i d a d  de la h i ­
p e r s u p e r f i c i e  H no es m û l t i p l o  de la c a r a c t e r î s t i c a  del c u er -  
po K .

T e o r e m a  13.- Sea f ( Z , W ^ , . . .  , ^) = 0 la e c u a c i ô n  de la h i p e r ­

s u p e r f i c i e  H cuya f o r m a  inic ial f^ ( Z ,W^ ,. . , ,  ̂) no es la

p o t e n c i a  v - e s i m a  de una for^ma li n e a l .  Se v e r i f  ica e n t o n c e s  
que la m u l t i p l i c i d a d  de H de-crece m e d i a n t e  u na  t r a n s f o r m a c i ô n  
c u a d r â t i c a .

T e o r e m a  14.- Sea f ( Z , W ^ , . . .  ^)=0 la e c u a c i ô n  de la h i p e r ­

s u p e r f i c i e  H cu ya  f o r m a  inic:ial f^ ( Z ,W^ ,, , , , sea la p o ­

t e n c i a  v - e s i m a  de un a formai l i n e a l .  Se v e r i f i c a  e n to n c e s  que 
la m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r ­s u p e r f i c i e  H d e c r e c e  en un n û m e r o  
f i n i t o  de t r a n s f o r m a c i o n e s  c u a d r â t i c a s .

Pa ra la d e m o s t r a c i ô n  deil t e o r e m a  14 u t i l i z a m o s  el d i a ­
g r a m a  de N e w t o n  de H referidlo al s i s t e m a  de c o o r d e n a d a s  
( Z , W ^ , . . . ; W ^  ^ ), co mpr ob a nd o )  p r e v i a m e n t e  que se p ue d e  c o n s e -

g ui r  m e d i a n t e  un c a m b i o  de v/a riables el que en el d ia g r am a  
de N e w t o n  de la hipersuperfi'.cie e x i s t a  un p u n t o  s it uad o en 
el eje x ,



En la s e c c i ô n  3-3 se d e m u e s t r a n  los dos t e o r e m a s  de d e - 
3 i n g u l a r i z a c i ô n  a n t e r i o r e s  en el c a s o  en que la m u l t i p l i c i d a d  
de la h i p e r s u p e r f i c i e  H es mûILtiplo de la c a r a c t e r î s t i c a  del 
c u e r p o  K.
L u e g o  en es te  c as o t a m b i ê n  d e m o s t r a m o s  que la m u l t i p l i c i d a d  
de la h i p e r s u p e r f i c i e  de e c u a c i ô n  f ( Z , W ^ , , . . , W ^  ^ ) d e c r e c e

m e d i a n t e  una t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  c u a n d o  la f o r m a  i n i c i a l  
f ^ ( Z ,W^ , . , . , 1 > no es la p o t e n c i a  v - ê s i m a  de una fo r m a  l i ­

n ea l  y m e d i a n t e  un n u m é r o  f i n i t o  de t r a n s f o r m a c i o n e s  c u a d r â ­
ticas c u a n d o  si lo es, H a c e m o s  la d e m o s t r a c i ô n  p r i m e r o  en el 
caso de que v= p ^ , m ̂  1 y s e g u n d o  c u a n d o  v = l.p^, m ̂  1 
s i e n d o  p la c a r a c t e r î s t i c a  de i  cue r po ,

El c a p î t u l o  c u a r t o  e st â d e d i c a d o  a la r e s o l u c i ô n  de s i n ­
g u l a r i d a d e s  de las v a r i e d a d e s  a l g e b r o i d e s  en g e n e r a l ,  v î a  
c o n t a c t o  m a x i m a l ,

Sea X una v a r i e d a d  algebiroide de a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  
Q  . U t i l i z a r e m o s  e n t o n c e s  la s i g u i e n t e  n o t a c i ô n

s i e n d o  H ̂  la f u n c i ô n  de H i l b e r t - S a m u e l  de l a n i l l o  l o c a l  Q  ,

La s e c c i ô n  4-1 e s t â  d e d i c a d a  a d e m o s t r a r  el t e o r e m a  de 
B e n n e t t ,  que e s t a b l e c e  el c o m p o r t a m i e n t o  de la f u n c i ô n  de 
H i l b e r t - S a m u e l  v î a e x p l o s i o n e s ,

H e m o s v i s t o  que en la r e s o l u c i ô n  de s i n g u l a r i d a d e s  de 
h i p e r s u p e r f i c i e s , la m u l t i p l i c i d a d  ju ega un p a p e l  e s e n c i a l  
ya que m e j o r a r  la s i ngu la ri dad ! c o n s i s t e  en b a j a r  la m u l t i p l i ­
ci da d  de la h i p e r s u p e r f i c i e  d æ s p u ê s  de v a r i a s  t r a n s f o r m a c i o n e s  
m o n o i d a l e s  o c u a d r â t i c a s .  H e m c s  d e f i n i d o  la f u n c i ô n  de H i l ­
b e r t - S a m u e l  que j u g a r â  en el c a s o  g e n e r a l  el m i s m o  p a p e l  de 
la m u l t i p l i c i d a d .

Si X es u n a  v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  de d i m e n s i ô n  d , se d e ­
m u e s t r a  f a c i l m e n t e  que

y H^ ( n)  - (d-l" ^ r e g u l a r



L u e g o  n u e s t r o  p r o b l e m a  q u e d a  r e d u c i d o  a c o n s e g u i r  b a j a r  
el v a l o r  de m e d i a n t e  t r a n s f o r m a c i o n e s  m o n o i d a l e s  o c u a d r â ­

ticas. En v i r t u d  del t e o r e m a  de B e n n e t t  s a b e m o s  que no

crece m e d i a n t e  una t r a n f o r m a c i ô n  m o n o i d a l  de c e n t r o  Y , con 
X n o r m a l m e n t e  p l a n a  a lo la r g o  de Y,

El p r o b l e m a  se p r é s e n t a  c u a n d o  H^ se m a n t e n g a  c o n s t a n t e ,

par a r e s o l v e r l o  introducireinos el c o n t a c t o  m a x i m a l ,  p u e s  s a ­
b e m o s  que si X p o s e e  c o n t a c t o  m a x i m a l ,  la f u n c i ô n  de H i l b e r t -  
S a m u e l  b a j a  en un n û m e r o  f i n i t o  de t r a n s f o r m a c i o n e s  m o n o i d a ­
les.

En la s e c c i ô n  4-2 se d e f i n e  el c o n t a c t o  m a x i m a l  p a r a  va- 
r i e d a d e s  a l g e b r o i d e s  en g e n e r a l  y se c a r a c t e r i z a  p a r a  el c a s o  
de h i p e r s u p e r f i c i e s .

C o n s i d é r â m e s  K un c u e r p o  a l g e b r a i ç a m e n t e  c e r r a d o  de c a ­
r a c t e r î s t i c a  p y H una h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  s u m e r g i d a

en de m u l t i p l i c i d a d  v , con v = p"^, m ^  1. En es ta s  c o n d i ­
cio ne s  no e x i s t e  s i e m p r e  c o n t a c t o  m a x i m a l ,  es d e c i r ,  se p u e ­
de e n c o n t r a r  u n a  h i p e r s u p e r f i c i e  H de m a n e r a  que p a r a  cu al -
q u i e r  h i p e r s u p e r f i c i e  r e g u l a r  W , se v e r i f i e s  que W no t i e n e
c o n t a c t o  m a x i m a l  con H,

D e m o s t r a r e m o s  s in e m b a r g o  un t e o r e m a  que nos darâ  la 
e x i s t e n c i a  del c o n t a c t o  m a x i m a l  en el caso de que p™, m*^ 1 .

Las s i g u i e n t e s  p r o p o s i c i o n e s  nos d i r â n  en que c o n d i c i o ­
nes e x i s t e  c o n t a c t o  m a x i m a l  c u a n d o  v= p ^ .

P r o p o s i c i ô n  15,- Sean K un c u e r p o  de c a r a c t e r î s t i c a  p y H un a 

h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  s u m e r g i d a  en de e c u a c i ô n

f ( Z , W ^  w^ _^)  = z'’ + -f j(w ^, .. ,, w^ _ ^) z ' '* ^  .......

. . . + ^ , . . . ,V/^_ ̂  ) = 0 , ) ^ i .

La h i p e r s u p e r f i c i e  H no ti e n e  c o n t a c t o  m a x i m a l  si y solo si 
se v e r i f i c a n  las dos c o n d i c i o n e s  s i g u i e n t e s :

i) v= p*
ii) E x i s t e  h una f u n c i ô n  de p r u e b a  de W, s i e n d o  W la h i p e r s u ­
p e r f i c i e  de e c u a c i ô n  Z = 0, tal que el p r i m e r  s e g m e n t e  del 
p o l î g o n o  de N e w t o n  de t ie n e  so lo  dos p u n t o s  y en los ej es ,

p u n t o s  de c o o r d e n a d a s  ( 0 ,v) y ( l v » 0 ), l'^l.
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Prooosiciôn 16.- Sea K un cuerpo de caracterîstica p, Sea 

i i  la hipersuperficie algebroide sumergida en de ecuaciôn

Z" .....

+  =°

c o n :
. . m1 ) V = p
ii) el primer segrnento del polîgono de Newton de H tiene so­
lo dos puntos y en los ejes,
Entonces la hipersuperficie algebroide H no tiene contacto 
maximal.

Se prueba en la memoria que el recîproco de la proposi­
ciôn 16 no es cierto.

En la secciôn 4-3 estudiamos el contacto maximal para 
variedades algebroides en general. El mêtodo que seguiremos 
; v;iâ considerar la variedad como ^ana intersecciôn tangencial 
adecuada de hipersuperficies o lo que es lo mismo trabajar 
con bases s t a n d a r d .normalizadas.

Sabemos que si X es una variedad algebroide sumergida 
en , f^,.,,,f^ una base standard normalizada de la variedad

y las hipersuperficies algebroides de ecuaciones

f^=0,.,.,fp=0. Entonces si las hipersuperficies

tienen contacto maximal, es posible encontrar una variedad 
algebroide regular que tenga contacte maximal con le. variedad 
X. (Vease Aroca-Hironaka-Vicente [ 6 ]  ). Luego el problema
del contacto maximal en variedades algebroides que d a resuel­
to con la proposiciôn siguiente demostrada en la memoria.

Proposiciôn 17.- Sea X una variedad algebroide y ^ f ̂ ,... ,f ^

una base standard normalizada de la variedad. Supong amos que 
las hipersuperf icies H ̂  de ecuaciones f\=0, 1 i t , t<,p

tienen contacto maximal y s in embargo las hipersuperficies 
de ecuaciones f\=0, t f l ^ i ^ p  no lo tienen. En estas condi­

ciones se vérifie a que existe un n u m e r o finito de transfor-



A V  I I

n a c i o n e s  c u a d r â t i c a s  que t r a n s f o r m a n  la ba se  

e n j f ' ^ , . . . , f ' p ^  de m a n e r a  que t o d a s  las h i p e r s u p e r f i c i e s  

110 de e c u a c i ô n  f 0 = O ,  i = l , . . , , p  t i e n e n  c o n t a c t o  m a x i m a l .



CAPITUL<0 I

I n t r o d u c  c i o n

El oibqeto de este c a p î t u l o  es el d e ^  
c r i b i r  las p r o p i e d a d e s  die 1  a n i l l o  de s e r i e s  de p o t e n c i e s  
f o r m a l e s  en n inde te rmiimadas sobre un c u e r p o  K al g e-  
b r a i c a m e n t e  c e r r a d o  y de; caracterist'ica a r b i t r a r i a .

§ 1- 1 . - S e c c i ô n  dedicadai a  i n t r o d u c i r  las n o t a c i o n e s  que 
se u t i l i z a r â n  en el rest.o de la m e m o r i a .

1 - 1 - 1 . - En lo que s ig u e  IK s e r â  un c u e r p o  a l g e b r a i c  am e ^  
te c e r r a d o  de caracterîs;t;ica a r b i t r a r i a  , ,

in det  erminadais s ob r e  h con c + d = n y

K [QZ^ ,. . . ,W^ ,. . . , tel anillc de s e r i e s  de p o t e n c i e s

f o r m a l e s  en las inde te rm i i m a d a s  Z ^ , ,. . ,Z ^ ,  W ^ , . . . , W ^  con 

c o e f i c i e n t e s  en K .

Se s;a)be que I = K£[Z^ , . . . ,Z^ , * »^dl]

v e r i f i c a  las s i g u i e n t e s  p m o p i e d a d e s  [46]:

i) es un a n i l l o  l o c a l  y r tel id ea l  g e n e r a d o  por Z ^ , . . . , Z ^ ,

es su ideia:l maximal,

ii) es un a n i l l o  noether-'itano.

iii) es un a n i l l o  l o c a l  r e g u l a r  de d i m e n s i ô n  n,

iv) es un a n i l l o  complet:© p a r a  la t o p o l o g î a  M - â d i c a ,  si én

do M el i d e a l  ma xi im e l .
V ) es un a n i l l o  de iguail carac te iîs  t i c a .

vi ) es un d o m i n i o  de fac:tforizaciôr ûnica.



1 - 1 - 2 .- Sea % = ( W ^ , . , . , W ^ ) .  T o d o  e l e m e n t o

feK[J.;j s e r â  u s u a l m e n t e  e s c r i t o  en la f or m a

A„B

d o n d e  f C C  % ]] , f ^ g C K  y d on d e  , como es us ua l ,  

d é s i g n a  al c o n j u n t o  de los e n t e r o s  no n e g a t i v o s .  

S i f e R s e e s c r i b i r a

(f) = { A e Z g | f ^ ^ O }

C  (f)={(A.B)c,c X Zo+"l fasfO}

M ot a  1 - 1 - 3 .- Sea (resp, IR^ ) el c o n j u n t o  de los n u m é ­

ros r e a l e s  no n e g a t i v o s  (resp. p o s i t i v e s )  y sea A un
s u b c o n  ju nt o  c e r r a d o  de IR^ x IR^ = FR^^^ tal que A+!Rq ^^ = A,

d ond e

A+IRq = { ( a ^ , . . , a 2 + d) + ( b ^ , . . . , b ^ ^ ^ ) | ( a ^ , . . . , a ^ ^ ^ ) E A ,

^'"l » ‘ • » ^ c t d )^ ^ 0 ^

Si veR^ se e s c r i b i r a

vA = { (va ^ , . . . . v a ^ ^ j ) | ( a ^ , . . . , a^ ^ ^ )e A}

O b s e r v e n s e  los h e c h o s  s i g u i e n t e s ;

(i) Si velR^ ,vA es un s u b c o n j u n t o  c e r r a d o  de IR^^^ tal que

v A + R g + d . y A

(ii) Si v e IR^, es vAz> A si v<l y v A c z A  si v-1 ,

(iii) Si V j V ' eIR^ y v - v ’ , e n t o n c e s  v ’A c i v A

1 - 1 - 4 . - En lo s u c e s i v o  no se c o n s i d e r a r â n  r e g i o n e s  A tan ge



n e r a l e s  si no  que nos limitar*emos a un ti p o  p a r t i c u l a r  que 
v a m o s  a resefiar ahora,

c t dSea L una f o r m a  l i n e a l  re ail d e f i n i d a  en IR^ ,

> il
d o n d e  a ^ , , i = l , . , . , c  , j = l , . . . , d  7 no t o d a s  las

son cero.

Si A= ( . ,a^ ) eJRq y B= ( , . . . , 3^ ) elR^ , se e s c r i b i r â

>  >
L ( A . B ) =  a.a,. + ^  b. B.

c + dSe d é f i n i r a  el s u b c o n j u n t o  A^cz.TR^ a s o c i a d o  a L en la 

f o r m a  s i g u i e n t e

A^={(A,B) e1Rq X IRq I L(A,B)-1}

N o t e s e  que A es un s u b c o n  j u nt o c e r r a d o  de y que

N o t a  1 - 1 - 5 ,- Se tien e que , p a r a  t o d o  velR^

vA^ = { ( A,B)eiRQ x | L ( A , B ) - v }

De mo s  tra c i o n .-
>

Si (A.B )eA , . es L ( A , B ) Î ^  ^ L (v A .v B ) = v L (A ,B )-v . Re

c î p r o c a m e n t e ,  si (A,B) es ital que L ( A , B ) - v  y si

(A *, B ' ) = (- -- a , - — - B) , es L ( A * j B ’ )= - — - L (A ,B )-1 , de

d o n d e  ( A ' , B * ) e A  y (A,B) e v A^ .

D e f i n i c i o n  1 - 1 - 6 .- Sea L:IRq ^*^------>IR una f o r m a  lineal, 11a-

m a r e m o s  f i l t r a c i ô n  L - â d i c a  dde R = K Q 2 % » ^ ] ]  a la f a mi l i a

^^v^velR d e f i n i d a  por :
+



V- veCR^ , Rv=({%* %B|L(A«B):v})R,

o 1
+ , r_A „BV  veïR̂  , %/ = ({% w |l (A\,B)>v })R,

l l a m a r e m o s

gr (R) = * R ^ / R ^  .
^ vetR^ '' ''

D e f i n i c i 6 n 1 - 1 - 7 .- P a r a  to d o fcR, se e s c r i b i r â :

Vj^(f) = suip {v |f e R ^ }

y Vj^(f) s e r â  l l a m a d o  oirden de f r e s p e c t o  de L u o r d e n  

de f r e s p e c t o  de la filLtra ci on L-adica,

P r o p o s i c i o n  1 - 1 - 8 . - Sea V  un s u b c o n j u n t o  de tal

que T  = r  . Exisste entonces un n u m é r o  f i n i t e

{A. ,. . , ,A  } de elementoss de tales que :

De mos t r a c i o n  . - Se an  Z^,,'.'/ Z^ + d v a r i a b l e s  i n d e p e n d i e n t e s  

s ob r e  K y c o n s i d e r e m o s  el a n i l l o  de p o l i n o m i o s  » • * *^c+d
C  dP u e s t o  que 2Tq es un œ o n j u n t o  nun erable,\~ lo se ra  t am b i en .

A •
N u m e r e m o s  pu e s los e l e m e m t o s  de T~ y d e s i g n e m o s  p o r  al

m o n o m i o  de S tal que A\^eV" ocupa el l u g a r  i e s i m o  en e s ­

ta n u m e r a c i ô n ,  De si gn an d o)  p o r  q^ al i d e a l  de S d e f i n i d o  por

se t i e n e  un a c a d e n a  as c en i d e n t e  de idéales de S

q ̂ d_ Q 2 • • • • d q  d  • • •

que,  p or  æ r  S un anillo) no e t h e r i a i o , de be  se r est a c i o n a r i a . 
Sea n un e n t e r o  po si tiv /o  ta l que T n ^ ^ n  + i * ^  ^ c o n s i -



d e r e m o s  los monom.ios que e n g e n d r a n  el i d e a l

; o b v i a m e n t e  es

V  (A.+ ^  r
i = l ^

00
R e c i p r o c a m e n t e ,  si A e T ” , e n t o n c e s  = y asi

se p u e d e  e s c r i b i r
n ^

l^-ik I " • f i ( 2 ) c s
n

lo que p r u e b a  que Ac .V ( A . + Z ^ ^ ^ ) .  As 11 — 1 1 u

C o r o l a r i o  1 - 1 - 9 .- Sea — un s u b c o n j u n t o  de . E xi s -ctd
0

te un numéro finito de elementos A^ , .,. ,A^e _A- tales que

- A -  c  )

D e m o s t r a c i ô n .- P o n g a m o s  = - ^ + Z q ^^ ; es o b v i o  que

r~ c d  Z q ^ ^  y que X ~ . Po r la p r o p o s i c i o n  a n t e r i o r

e x i s t e n  unos e l e m e n t o s  A , , , . . , A  e V  ta l e s  quei n

S i e m p r e  se p u e d e  s u p o n e r  que e s t a  u n i o n  es i r r e d u n d a n t e , es 
d e c i r ,  que no s o b r a  n i n g u n  t e r m i n o ,  y vamos a p r o b a r  en e s ­
te c as o que to d os  los A ^ e - W -  » lo que c o n d u i r a  n u e s t r a

d e m o s t r a c i ô n .

S u p o n g a m o s  que e x i s t a  un e n t e r o  i , 1 -i - n  tal 
que A^ g! _A_ ; e n t o n c e s  se p o d r â  e s c r i b i r  A^ = A + A* , Ac -A, ,

A ’e Z g ^ ^  I A ' ^ 0 . C o m o  A e V  e x i s t e n  un e n t e r o  j, 1 -j-n y 

■ -  . . . . .   conun A " c Z q ta ie s  que A = A ̂ tA" . As i A^ = A^.+A’+A 

A * t A " ^ 0  , lo que i m p l i c a  que A^^Aj y A ^ + Z g ^ ^ d A ^ . + Z q



que c o n t r a d i c e  la hipôtesis; de i r r e d u n d a n c i a , E s t o  p r u e b #  
e 1 c o r o l a r i o .

C o r o l a r i o  1 - 1 - 1 0 .- Se ve ri f  i (ca que t p d o  s u b c o n j u n t o  -A_ cZ Zg 

p o s e e  un e l e m e n t o  m i n i m o  e m  « 1  o r d e n  l e x i c o g r â f i c o .

D e m o s t r a c i ô n . -  Po r el c o r o l a r i o  a n t e r i o r  es

n
,c+d . - «i-A.  c r  U  ) , A.E-/V-

i = l 1 u

y as 1 el m i n i m o  en el o r d e m  l e x i c o g r â f i c o  de los { A ^ , . . . , A ^ }

es el m i n i m o  de -A_ p a r a  el o r d e n  lexi c o g r â f  i c o .

N o t a  1 - 1 - 1 1 .- Con la p r o p o s  i c i ô n  a n t e r i o r  se ti en e una  d es -  
c r i p c i ô n  g r â f i c a  m u y  s e n c i U l a  de los m o n o m i o s  que p e r t e n e c e n  
a un i d e a l  d a do  , veîR^ , o del m i s m o  i d ea l . Si se po pe

y existera ( A^ A^ , ) eN^ , A ^ e Z ^  ,

B ^ c Z q t a i e s  que

U  C ( A . . B . )  + Z^ + '^] 
1 — 1

de d o n d e

" Ai. B.
% =  <;g ^ % %1 = 1

L e m a  1 - 1 - 1 2 ,- Sea feR , p>ara to d o velR^ las c o n d i c i o n e s  

s i g u i e n t e s  son équ iv alentes»;

(i) feR
V

( i i ) £ -  „ (f) d  vA^

(iii) V  (A,B)e £1 (f) es L ( A , B ) -  v



D e m o s t r a c i ô n . - Que (il,) y (iii) son é q u i v a l a n t e s  es 
c l a r o  p or  la n o t a  1- 1- 5  (i) = = > ( i i )  ;

E x i s t e  un s u b c o n j u n t o  f i n i t o  A ' d  vA ta l que

E n t o n c e s ,  si ( A ' , B * ) e £  (f) , e x i s t e n  un ( A , B ) e A ’ y
. j %  * %

un ( A " , B ” )eZg ta i e s q m e  (A ’ ,B ’ ) = (A ,B ) + (A" , B ” ). C o m o

(A,B)evAj^ , es ( A * , B * ) e v/A , co mo  se q u e r î a  p r o b a r  .

(ii ) = = >(!) .

P a r a  p r o b a r  e s t a  i m p l i c a c i ô n  o b s e r v e s e  que, co m o todo i d e a l  
I de R e s , c e r r a d o  en l a  t o p o l o g î a  de K r u l l ,  dada un a s é ­
rié c u a l q u i e r a  heR  tal que t od as sus f o r m a s  p e r t e n e z c a n  a
I , se v e r i f i e s  que bel. De la r e l a c i ô n  (ii) se de du c e que,
d e s c o m p u e s t a  f en s u m a  de f o r m a s ,  to d a s  e l l a s  p e r t e n e c e n  a 
R , l u e g o  fe R  .V V

C o r o l a r i o  1 - 1 - 1 3 ,- P a r a  t o d o  feR se v e r i f i c a  que

V (f)= m i n  {L ( A , B ) I(A ,B )e £  (f)>

D e m o s t r a c i ô n , -  Sea ( A , B ) e ^ _  „ (f) y sea L ( A, B ) = p  

Si velR es tal que fcRl , e n t o n c e s  £  ( f ) c i v A  y asI

p-v ; p or t a n t o ,  p-v (f)» . S ea a h o r a  peR. tal queL T

P-L (A,B) , Y ( A , B ) e £ „  » (  f) ; e n t o n c e s  es feR y p o r  tan

to Vj^(f)-p , lo que prueîba el c o r o l a r i o .

N o t a  1 - 1 - 1 4 . - Com o c o ns e i cu e n ci a de es t e c o r o l a r i o  se t i e n e n
los s i g u i e n t e s  h e c h os ;

(i) Si feR, f/0, entonceîs v (f)<+»  .
c d L

(ii) Si L ’ = ̂ 2  X • + ^£1 X<*. e n t o n c e s  es v ,(f) = v (f) ,
i=l 1 j=l 3 ^ %

el o r d e n  us u a l  de f .



C o r o l a r i o  1 - 1 - 1 5  , - Si f , g cR ,  es v^( f+ g )-min{ Vj^( f ) , Vj^( g > } ,

La d e m o s t r a c i ô n  es é v i d e n t e  a la v i s t a  del c o r o l a r i o  1 - 1 - 1 3  
y del h e c h o  que g_ (f + g . ) d £ ^  (g) .

P r o p o s i c i ô n  1 - 1 - 1 6 .- Si f, g; eR, es v ^ ^ f . g )  = v ^ ( f ) + v ^ ( g )  .

D e m o s t r a c i ô n .- S i e m p r e  se p u e d e  s u p o n e r  f/O y gXO . Sea
n

m
&  ( g ) C  U  [ ( A ! . B t )  + zrÇ+d] . ( A - , B ' ) e£  (g)

% . %  1 = 1 ] ] 0 ] :

y o b s e r v e s e  que £  ( f g ) d  £ 7
*̂<v» % * % 4 * %

Por ( 1- 1 - 13 )  s i e m p r e  se pue die s u p o n e r  que

v^( f ) = L( ) , Vj^(g)=L(A| , B p  .

Sea (A,B)e  £  (fg) , (A'B» )e £  ^ ) f ( A" , B" ) e £  (g)
% , %

t ai e s que ( A , B ) = ( A ' , B * ) + ( A" , B '* ) . Se t i e n e  que

L ( A , B ) = L ( A ' , B ' ) + L ( A " , B " ) - L ( A ^ , B ^ ) + L ( A j , B j ) =

= Vj^( f )+Vj^(g ) ,

y por t a n t o  Vj^(fg)- v ^ ( f ) + v ^  (g)

S ea n  a h o r a  t (Â^ .B^^ ) , los

e l e A e n t o s  de £  (f) y £  ^(g) , r e s p e c t i v a m e n t e  ,

ta ie s  que L ( Â ^ , B ^ ) =  L ( A ^ , B ^  ) y L(Â^, , B^ ,) =

= L ( A ! , B j ) ,  Xe-A- ,X'e _A_* , y s u p o n g a m o s  que (Â . , B . )
^ ^ ^0 %

(resp. (Â' , B' )) es el miînimo para el o r d e n  l e x i c o g r â -
0 0

f ic o  e n t r e  los (Â^, B ^ ) (resjp. ( Â ^ , , B ^ , ) )  (véa se  1 - 1 - 1 0 ) , 

V a m o s  a p r o b a r  que (Â^, B^) + <(Â|, , Bj^,) e £ ^  (f.g) , lo
^ * Kl

que p r o b a r â  que v ^ ^ f ) + v ^ ( g )  -- Vj^(fg) y p o r t a n t o  la i g u a l d a d .



Se an (A ,B )e  „ (f) , ( A * , B ' ) e  y(g) ta l e s  que

( A,B) + ( A ’ ,B' ) = (A. ,B. ) + ((A.,,B ,) , se t i e n e  que
^0 0 0 0

L ( A , B ) + L ( A ' , B ' ) = L ( Â _  ,B. ) + L ( % J , , B ' , )

y como L ( A , B ) - L ( Â ,  ,B, :) , L ( A ' , B M - L ( Â »  , B' ) , es
^0 ^0 a 0

L ( A , B ) = L ( Â .  ,B ), L ( A ' , B ' ) = L ( Â '  , B? ,)  , l ue g o  e x i s t e #
0 0 0

X E -A_ , X ’e _A_’ t a ie s  rque ( A , B ) = ( Â ^ , B ^ )  , ( A ' , B ' )  =

= (Â^, , Bj^, ) , si fu e s e  X/ X^  6 X 'f X ^ séria

(A ,B ) < (A ,B ) 6 i(A', , B' ,) <( A*,  , B',)X q  X q  X X  A g  X q  X A

en el o r d e n  le xi c o g r â f  i Cfo y as! séria (Â. , B ) +

+ (Â',, B ' )<(Â. ,B. ) + (Â* ,B*,) lo que no es p o s i b l e  .A q A q a a a a

E s t o  p r u e b a  que X z X ^  , ,X* = X ^  y la p r o p o s i c i ô n  .

j". d .O b s e r v a c i ô n  1 - 1 - 1 7 .- Pue;sto que 3^ es un c o n j u n t o  n u m e r a b l

el c o n j u n t o  M . M = {velR. I R ^R^ }*{veIR I 3 ( A , B ) e Z ^ ^ ^  ,■+ V> V T ' ü
( A , B ) g £ ^  (f) , L(A,B):=v} es tambien un c o n j u n t o  n u m e r a b l e

Â:
y p o r  t a n t o  la filtrac iôi n L - â d i c a  de R t i e n e  so l o  un a f a ­

m i l i a  n u m e r a b l e  de com po i ne n t es  d is tin ta s y gr ^( R ) es ce ro  

s a l v o  p a r a  una f a m i l i a  ni ume r a bl e de i n d i c e s  v

Es te r e s u l t a d o  inos capacita p a r a  a p l i c a r  p r o c e s o s  
de i n d u c c i ô n  t a n t o  sobre: la f i l tr ac i ôn  {R^} como so b r e  la

g r a d u a c i ô n  {gr^ (R)} .

L em a  1 — 1 — 1 8 , — 

c + dSea LiRg  >IR una foirma lineal, se v e r i f i c a  que :



^  peIRg , 3  6elRg tal que V  feR v f ) > 6 = = > ( f ) > p 3] , 

en d o n d e  (f) es el o r d e n  de f en el s e n t i d o  usual,

D e m o s t r a c i ô n .- Se an

V ( L , 6 ) = ( ( A , B ) d R g * ^  |L(A,B)- S )

V(w)= { ( A , B )e RQ +d ||A|t|B|-w}

e n t o n c e s  la c o n d i c i ô n  del le ma se p u e d e  e x p r e s a r  de la m a n e r a  
s i g u i e n t e :

V  feR ,(f)rvV(L,6)= * = = > £  ,,(f) n v ( y ) =  4»

E n t o n c e s , e l  lema q u e d a r a  p r o b a d o  d e m o s t r a n d o  que:

V  PE#:g , 3  6e1Rg con V ( p ) c %  V( L, 6) .

A h o r a  b i e n ,  p u e s t o  que V(p) es c o m p a c t e  en tRg*^ 

y L es una f o r m a  li n e a l ,  e x i s t e  un 6 tal que

V  ( A , B ) e V ( p )  L ( A , B ) < 6  ;

c omo  ô s i e m p r e  se p u e d e  t o m a r  de m o d o  que v e r i f i q u e  t a m b i ê n

que , es

V ( p ) d V (L ,6) 6eBg y q u e d a  p r o b a d o  el lema.



§ 1 - 2 .- T e o r e ma p r e p a r a t o r i o  de W e i e r s s t r a s s - H i r o n a k a - A r o c a  

p a r a  s e r i e s  f o r m a l e s .

I n t r o d u c c i o n .- S e c c i ô n  d e d i c a d a  a d e m o s t r a r  el t e o r e m a  pre^ 
p a r a t o r i o  de W e i e r s s t r a s s - H i r o n a k a - A r o c a  ( 1 - 2 - 3 ) ,  de inte -  
rês e s e n c i a l  a la h o r a  de e l e g i r  b a s e s  a s t a b l e s  r e s p e c t o  de 
e x p l o s i o n e s  en los i d é a l e s  de K L L Z ^ , . . . , Z ^ , W ^ , . , . , . La

d e m o s t r a c i ô n  de 1 t e o r e m a ,  s i g n e ,  d e s a r r o l l â n d o l a s  c o m p l e t a m e n  
te, las ideas del t e o r e m a  d e m o s t r a d o  p o r  J.M. A r o c a  [ 4 ^  p a r a  
s e r i e s  a l g e b r a i c a s .

D e f i n i c i ô n  1 - 2 - 1 .- Sea (f^ , . . . , f ^ ) un c o n j u n t o  f i n i t o  de

e l e m e n t o s  de R y sea A = (A^ , . . . , A ^ ) un c o n j u n t o  de e l e m e n t o s  

de Zg , L l a m a r e m o s  ^ (  jg ,^ ) al c o n j u n t o  c o m p u e s t o  p or t o ­

das las fo rm a s  l i n e a l e s
c d

i = 1 3 ” 1

ta ie s  que;

i ) V i ,  1 -i -c,  V j ,  1 - j - d  , a ^, b^.  eIRq

i i ) 9 i  , 1- i - c  , a^fO

< < A A.
i i i ) Y i  , 1 - i - c  , B  c ^e K con )< v ^ ^ f ^ - c ^  ^ )

En las m i s m a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s ,  l l a m a r e m o s  otJCj^,;^) 

al c o n j u n t o  de to da s las f o r m a s  l i n e a l e s

L ; IR ̂ — — — ̂ IR , L(X. ,...,X ) — a . X ,
i = l 1

ta i e s  que:

i ) " ^ i ,  1 -i- c , a^cR g



i i ) 3 i  , 1 - i - c  , â . >0

i i i ) V i  , 1-i-c . ( A ^ , 0 ) e £ ^ j C f j )  y V  AcZ^ con ( A , 0 ) e £  (f.)

A .
y , ( %  b <  v , ( 5  ) .

Le ma 1 - 2 - 2 . -

.<==>

R é s u l t a  i n m e d i a t a m e n t e  de Ifas de f i n i c i o n e s .

T e o r e m a  1 - 2 - 3 .- T e o r e m a  p re y p ar a t oi i o  de W e i e r s s t r a s s - H i r o n a -  
k a - A r o c a  p a r a  s e r i e s  fo rm al ees

Sean: a) Ç= elfennentoj de R , A= ( A^ ,. . . , A^ )

e l e m e n t o s  de 7^ t a l e s  qu<e

b) { Q , } _ < . <  una p a r t iciôn d e  7^ tal que:l u  — 1 — r I

1 ) 0 ;  c: Ai +% 0 , O-i^^' (Ag  = (' , .. . , 0) E/ g )

ii) A ^ e O j  6 U.='t' , V 1 , 1-i-i

E n t o n c e s  p a r a  t od a f u n c i o n  g e R  (xisten f u n c i o n e s  h ^ cR  

0 - i - r  û n i c a s  t a ie s  que :

A.
2 ) £ ^ ( i.. ^ ) c D .

D e m o s t r a c i ô n . -

(i ) E x i s t e n c i a .- C o n s truirecraos i n l u c t i v a m e n t e  p a r a cada i ,

0 - i - r  las s e r i e s  {h ̂   ̂ • de .a m a n e r a  s i gu i e n t e :1 q - 0
a ) j = 0 . Ha cenos



y , , . : a , î*

s i e n d o  si y solo si A + A^e
A i

0 si y solo si A + A ^ g î Q ^
A

^  Aen d o n d e  g = ^ g ^  % y A^^ = ( 0 ,, . , ,0 ) .

E s t a  c o n s t ruccioSn s i e m p m  es p o s i b l e  y con el l a  
se v e r i f i c a  que ;

a- l . -  g= %
0

a - 2 . - £ ^  (h(°) / b c :  Q j .

a - 3,- V y
0 - i - r

(g)= rniç ĵ (  ̂) ) + L( A^,0)] , V L e ^ ( ^ , ^ )
0 - i - r  '

a - 4 . -  (g)= [(v^ ^^ii^ ̂   ̂̂ I  ̂ i O
—  o — 1 — r “—

b) j >0 ,- S u p o n g a m o s  c o n s t r r u i d a s  las h ! ̂  ^ ̂  , 0 - i - r  y

va m o s  a c o n s t r u i r  las , p a r a  e l l o  h a r e m o s  lo s i g u i e n t e .

Sea y se an  c^. cK 1 - i ^  , t a i e s  que

A;
V (f.-c. Z )<v_( f. ).  Lass c. existen p o r  la c o n d i c i ô nL 1 1 'v L 1 1

(iii) de la d e f i n i c i ô n  de l l a m e m o s  a h o r a

A.
Pi = fi - C ;  %  ̂ . V-i , 1-îi-r

g-= - ^  p , g 7
J i=l ^ J ] A

y c o n s t r u y a m o s  h^^^ por ::

h(i) = ̂  h ^i) z^ ,1 1. '\J *A



h;]) = g. si A + A . e O  - ,
^A ^A+A.

b ̂  ̂  ̂  = 0 si A + A . j ^ O i . f
" a 1

E s t a  c o n s t r u c c i o n  s i e m p r e  e s  posible p o r las p r o p i e d a d e s
de { Q  ̂ } y se d e d u c e  de a U l a  que; 

r , . V A .
k z i -  g j =  f : -  %  •

„(j)
i = 0

l

b-3 . Vj^(g.)= ^ii^ ĵ ( Vj^(hp'^ )-H-L( A^ ,0) )J , V L e i ( ^ , y J ) .
0 - i - r

kzl- ''o (Bj)= m i ç  [ ( v ^ ( h ^ ’ ^ b  + | A j ]  .
—  0 - 1 -r —

De este m o d o  podenmos construir to d a s  las 
{h^.^^}0-^-r y a co n s ec u e n c i i a  del o r o c e s o  de c o n s t r u c c i o n ,

^ i-o

e st a s  f u n c i o n e s  v e r i f i c a n  q%ue :

(1) Por c o n s t r u c c i o n  de g _ apliiando 1 - 1 - 1 5  ,

1- i - r

(2) Por la c o n d i c i ô n  (iii) de la i e f i n i c i ô n  de ^ ( F , ^ ) 

y po r la d e f i n i c i ô n  de Vj

Ai ^ <
Vj^(Z ^ 3 < v ^ ( p ^ )  1 - i - r  U u e g o

y ^ ^ h j i ^ p ^ ) > v ^ ( h j i ^ ^  ^ ) 1 - i - r  ^ j - 0

de d o n d e

5 1 5  9 1 9  %
1 - 1 -r 1 - 1 -r

(3) A c o n s e c u e n c i a  de (1),, (2) ’ b-3 es:

A p l i o a n d o  e n t o n c o i  el l e n a ('1-1-18 Y j - n , 3 k -0 con



'’b 8 k ) > V S j ) -

L u e g o  las s e r i e s  ( g j ) j > g  s o m  de ôràenes c r e ç i e n t e s ,  a h o r a

b i e n  p o r  b - 4 e s t o  l l e v a  c o n s i g o  que

{ ipig (v ( h  ̂+ I A . I ) } es tanbiên c r e c i e n t e ,  l u e g o
1 - i - r  —  ^ ^

{ V q es c r e c i e n t e  V i  y , p o r t a n t o ,  si f o r m â m e s

h.=-^—  h^ i^  s e r a  h . e R  , 00-i-r . V e a m o s  que e s t o s  h. ëo n
1 i-0 1 ^ ^

los que v e r i f i c a n  el teoremaa. En efecto

^  ^  (i) 5  (i ) A1.) ho + h, f. = £ _  h. (% +P . ) )  =
J. — 1 *1*\J jL — X

2.) Se v e r i f i c a  t r i v ia lm e nt e a  c om o  a o n s e c u e n c i a  de la construe^ 
c ion  de los h^ .

3.) P u e s t o  que v ^ ( f ^ ) = L  ,0) / se v e r i f i c a  que:

a). Vj^(g) = Vj^(g^ )= ç iç  ( (( h ̂  ̂  ̂  )+u ( A^ , 0 ) )
0 - i - r

b ) . V (g.)= m in ( ( h ̂  )-H-L ( A . , 0) )
^  ̂ 0 - i - r  ^ ^

c). '>L<gj+i)>''L<gj>

r é s u l t a  que u (h.)- mi n u (( h L  - v, ( g )-L( A . , 0 ) =L X  ̂ L 1 L 1

= V l  ̂g ^i ̂  , V  Le Z[( F , A )..

L u e g o  los {h^} as 1 c o n s t r u u i d o s  sin los r e q u e r i d o s  p o r  el 

t e o r e m a ,

ii) Unicidad.- S u p o n g a m o s  quae h^ y h ^ , verifiquen, res­
pecto a g , ^ y ^ , las3 condiii ones del teorema, entonces.



l l a m a n d o  h? = h. - h. 0 - i - r  , se v e r i f i c a  que 1 1 1  *

Lll 0 = h + £ _  h f. .
u i=l 1 1

c b  £ , ( h j  / b c z O i

E n t o n c e s ,  p a r a  p r o b a r  la u n i c i d a d  de las li ̂  , 

b a s t a  d e m o s t r a r  que b a j o  las c o n d i c i o n e s  a n t e r i o r e s  h^ = 0 ,

Y i  0-i-r. S in p ê r d i d a  de g e n e r a l i d a d ,  y con las c o n d i c i o ­

nes a n t e r i o r e s ,  se p u e d e  e s c r i b i r :

A .
^i= P i + %  ^ . 1 - i - r  ;

e n t o n c e s :
r r

_  _  A  ^ i  A  ^  , A
Cl] ^  h % b h o  = - h. p.

1=1 1=1

T o m e m o s  a h o r a  c o c i e n t e s  r e s p e c t o  al i d e a l  (*)R 
y l l a m e m o s  Y & e R ,  1  = 1 (mod (W)R); e n t o n c e s  C.l3 se t r a n s ­

f o r m a  en :

v e r i f i c a n d o s e  q u e V ' A e £ _  (p.) , L ( A , 0 ) > L ( A . ,0 ) .
fi ^ ^

* A _...
Si h . ^ 0  p o d e m o s  e n c o n t r a r  un Aïe £ „  ( h . ) tal que

V  B e £ g  (hY) , L ( B , 0 ) -  L ( A Ï , 0 )  ,

e n t o n c e s

A . + A î e (-h. p . )
1 1 S 1 1

lo c u a l  es i m p o s i b l e ,  l u e g o  hv =0 V  i , 0 - i - r  , T o m a n d o



2a c o n t i n u a c i ô n  c o c i e n t e s  re s3pecto al id eal  (g ) R y asî si: 

c e s i v a m e n t e , se l l e g a  por e IL m i s m o  r a z o n a m i e n t o  a que

h*.*G(W )^R , V i  , 0 - i - r  , Y o  —  0 ; liego h . = 01 1

q.e.d.

C o n s e c u e n c i a  1 - 2 - 4 .- Si en el teo T em a  a n t e r i o r  h a c e m o s  r=l,  
c = 1 , la c o n d i c i ô n  )^4» ex é q u i v a l e n t e  a d e ci r  que

^1f^ es r e g u l a r  en Z de ordlen A^ , es d e c i r  f(Z,(J)=Z u(Z)

con u(0) ^0 . En e st e cas o el te o ?e m a  1- 2 - 3  es el t e o r e m a  
c l â s i c o  de W e i e r s s t r a s s  cuyoD e n u n c i a d o  es el s i g u i e nt e ;

T e o r e m a  p r e p a r a t o r i o  diâsico) de W e e r s s t r a s s .

S ea f ^ e K una ser.i’e re gu .ar  de p o t e n c i e s  en Z de

o r d e n  A^>0 . E n t o n c e s  p a r a  t o d a  finciôn geK  e x i s t e n

h g , h ^  f u n c i o n e s  p e r t e n e  c ienites a K [[̂ Z , unî v o c a m e n t e  d e t e r  

m i n a d a s  ta i es  que;

1) g=
A^-l

2) hg = hg . dond*e hg x K  [[%]] .
i = 0 * *



§ 1 - 3 , F i l t r a c p n e s  y g r a i d u a c i o n e s  u s u a l e s  de 

K * • *^c*^l* * * *

I n t r o d u c c i o n .- En e s t a  ssecciôn se d e t a l l a n  las c o n s t r u c c i o  
nés de las f i l t r a c i o n e s  y g r ad u ac i o ne s p e s a d a s  de 
K [ [ Z ^ . . . Z ^ , W ^ . . . W ^ ] ]  , œ s t u d i a n d o æ  c o m o  c a s o  p a r t i c u l a r

las f i l t r a c i o n e s  P-âdicaas, p a r a  î id e a l g e n e r a d o  por una 
p a r t e  ( Y ^ , , , Y ^ )  de un s i s t e m a  de p a r a m é t r é s  de

^  » N ^ , , , W  ••

Por u l t i m o ,  en estta s e c c i ô n  se d e t a l i a  el p o l î g o n o  de 
N e w t o n  de u na h ipers uperrf i c ie algrbroide en , r e s p e c t o  
a un s i s t e m a  de c o o r d e n a a d a s  ( Z ^ . . . Z ^ , W ^ . . . W ^ ) ,  c t d =  n ,

t r a n s v e r s a l  a la h i p e r s u u p e r f i c i e ,

D e f i n i c i ô n  1 - 3 - 1 .- Sea, c o m o  siemrre, R = y ,

6-1 . L l a m a r e m o s  f i l t r a c c c i ô n  pesaca de p e s o  6 de R =

a la f a m i l i a  de fin M a  por;

a+-jç- - v; a,R e5

con 1 A I =a^ + . . .+a^ si A = (a^,...,a^), a^ç3f^ , 1 -i - c  , 

d o n d e  ( % ) * = ( ( % * )  |A]-g )) . ( W ) < iw® > I B | = S )
Si l l a n a m o s

V v e K ^  , F( v + )(R) = : S _-g  ------  ( ^ ) “ (W)b, =
a++-g- > V ; a 3eZg



l l a m a r e m o s

g r ( v ) ( R ) =  r ( " ) ( R )

gPg (R)= # g P g ^ ^ ( R )
velR^

D e f i n i c i o n  1 - 3 - 2 .- Sea R= K [ C Z , W ] ]  , se e s c r i b i r â ,  p a r a

t o d o  feR ,

v - ( f ) =  sup { v | f e F ^ ^ ^ ( R ) }

y v^ (f)  s e r â  l l a m a d o  o r d e n  de f r e s p e c t o  de la f i l t r a e  
c iô n  p e s a d a  de p e s o  6 .

O b s e r v a c i ô n  1 - 3 - 3 .- Con las n o t a c i o n e s  de 1 - 3 - 1  y 1-3-2
si ô=«> e n t o n c e s  v (f) = v„ (f) , V f  c R , s i e n d o  v„(f)

K K

el o r d e n  de f , c'onsiderada c om o s e r i e  de p o t e n c i a s  en 

con c o e f i c i e n t e s  en K [ C W ] ] .

N o t a  1 - 3 - H .- Se v e r i f i c a  que V f e R  v ^ ( f ) = v ^ ( f )  s i e n d o

V (f) el or d e n  de f en la f i l t r a c i ô n  L - â d i c a  d e f i n i d aL
p or  la f o r m a  l i n e a l  LrlKg^^ >IR , s i g u i e n t e ;

Si A - ( ) elRg , B= ( 3^ , . . 3^ ) elR^ ,
c d

L ( A , B )  = £ _  a. ( 1 / 6 )  3.
i=l j=l i

D e m o s t r a c i ô n .

T r i v i a l  pu e s  las f i l t r a c i o n e s  c o i n c i d e n  ya que 

F ( * ) (R )  = ( { % *  |a | + - ifi- î v } ) R  =

= ({% W I L (A , B) -  V })R=R^

D e f i n i c i ô n  1 - 3 - 5 . -  En R se p u e d e  c o n s i d e r a r  la f i l t r a c i ô n
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’î-âdica, i n d u c i d a  n or el ide.al m a x i m a l  $ e n t o n c e s

V f e R  l l a m a r e m o s

V g C f ) = v ^ ( f ) =  ma x { n e Z g | f e M ^ }  <==>

v ( f )  v ( f ) + l
< = = > f e !1 —  , fgb! —

Consecuencia 1-3-6.- i). Se verifica que VfeR , v ̂ ( f ) = v ( f )

s i e n d o  v.(f) el o r d e n  de f en la f i l t r a c i ô n  L- â d i c a
^ . ciddefinida por la forma lineal L zERg — ->[R , siguiente:

Si A = ( a ̂  ... a ̂  ) e 01 g , B = M  3 ̂  . f ̂  ) eEg

L ( A , B ) = ^  a . + ^ __ 3 .
i=l  ̂ 1=1 ^

ii) Se verifica que VfeR, v^(f)=v^(f) siendo Vr(f)
el orden de f en la filtraiciôn pesada de peso 6=1 .

D e f i n i c i ô n  1 - 3 - 7 .- Sea P uin ideal r e g u l a r  de R , s a b e -  
mos que una b a s e  de P fornaa parte de un s i s t e m a  re g u l a r
de p a r a m è t r e s  de R y podemaos su p o n e r  s in p e r d i d a  de gene
r a l i d a d  que P = ( ,  , . . , ) R = < (^ )R . E n t o n c e s  V f e R  llamare

mos

Vp ( f ) Vp ( f ) +1
V p ( f ) =  max{ n e Z g | f e P  }<==> jfeP , f^P

C o n s e c u e n c i a  1 - 3 - 8 . -

i) Se v e r i f i c a  que V f e R  , v^(f) = v,(f) s i e n d o  v_(f) elpp L L
or d e n  de f en la f il t r a c c i o n  L - âd i c a d e f i n i d a  por la

,c 
0

d
f o r m a  l i n e a l  L;IR^^^--- >IR s i gui ent e:

Si A= (a^ . . .a^)ciR^ , B = (( 3 ̂  . . . 3^ ) elR g
c

L ( A , B ) = ^  a .
i = ll 1

ii) Se verifica que Vf c R , \^p(f) = Vg(f) siendo Vg(f) el

orden de f en la filtraaciôn pesada de peso 6=«.



N o t a  1 - 3 - 9 .- Con las n o t a c i o n e s  de 1 -3- 1. Si c o n s i d e r a m p s  
la c o m p o n e n t e  h o m o g ê n e a  de g ra do  v , g r ^ ^ ^ ( R )  del a n i l l o

g r a d u a d o  g r ^ ( R )  , e s t a  c o m p o n e n t e  s e râ  d i s t i n t a  de c e r o  

si y s o l o  si e x i s t e n  ct,6e3'Q de m a n e r a  que v = a+-j- .

En este ca so

R r ( v ) ( R )  = ( " 5 C ^ Z Z Z _ X % ) » ( % ) G R ) + F ( v  + )(R) 
a +- 2 - = V

y a d e m â s  el s e m i g r u p o  de g r a d u a d o s  de g r . ( R )  es 

que es n u m e r a b l e .

No ta  1 - 3 - 1 0 . -  Con las n o t a c i o n e s  de 1-3-1  . Sean

0 '

( 1 / 6 , t) (R) . 1 - j - d^ y = % i + F g ^ *  (%) » 1 - i - c  . % . = W ^ + F g

E x i s t e  un i s o m o r f i s m o  de K - a l g e b r a s  , no g r a d u a d o ,

gr-^(R) % K [ % . % ]

E st e  i s o m o r f i s m o  pu e d e  s er c o n s i d e r a d o  co m o  un i s o m o r f i s ­
mo de a n i l l o s  g r a d u a d o s  a s i g n a n d o  a K la g r a d u a c i ô n

c o r r e s p o n d i e n t e  à e s c o g e r  como s e m i g r u p o  de g r a d u a d o s

%Q+- g- 2Tq y h a c e r  c o r r e s p o n d e r  a ca da  el g r a d o  1 y

a cada %  ̂ el g r a d o  1/5.

N o t a  1 - 3 - 1 1 .- C o n s i d e r e m o s  un s i s t e m a  de c o o r d e n a d a s  c a r t e
 ̂ 2  ^ ~s i a n a s  en IR ; r e p r e s e n t a r e m o s  en ë 1 los m o n o m i o s  de

^ de m a n e r a  que al m o n o m i o  , A e 3’q ,

le c o r r e s p o n d e  el p u n t o  ( |B|, | A | ) . Sea t la re c t a de
p e n d i e n t e  -1/5 y que p a s a  p or  el p u n t o  (0,v)

(0,v)



En e s t a s  c o n d i c i o n e s  se ve3rifica que : 

(v)i ) F 5 (R) e s t a  generado» por  los m o n o m i o s  c o r r e s p o n d i e n

tes a p u n t o s  que se en c u en r t ra n en La r e c t a  I o por e n c i m a  
de ella.
ii) e s t a  generaido p or  los m o n o m i o s  c o r r e s p o n -

d i e n t e s  a p u n t o s  que se en ic u e n t r a n  p o r  e n c i m a  de la r e c t a  
Z ,

D ef i n ic i o n 1 - 3 - 1 2 .- Sea fîeR , ha bt a m o s  d e f i n i d o  

V g ( f ) = s u p { v E R ^ | f E F g ^ ^ ( R ) } .  Se e s c r i b i r â  e n t o n c e s

i n . ( f ) = f + F a  \ o * ^ ( R )  , V =v »( f )ô 6) o ù

y  in g ( f)  s e r â  l l a m a d a  f o r m a  iniclal de f r e s p e c i o  de

la f i l t r a c i ô n  p e s a d a  de petso 6.

P or 1-3-6- (ii) se ver i f il ca  que in ^( f ) = in ̂  ̂( f ) = in^(f)

Mot a 1 - 3 - 1 3 .- S ea  gr ^ ( R )  = fgr^(R) ~ K  w] =K [z^ . ..

con Z.= Z. + M ^  , 1 - i - c  W.=\i.+4“ , 1 - j - d  . Sea1 1 * 1 1

g r g ( R ) % K  [ % , % ]  .

Se c o n s t r u y e  un i s o m o r f i s m n o  6 :

[ % ' % ]  ---> K{:[%,%]

Z ^ , 1 - i - c  -»-> 6 J ( Z ^ ) ^

W j , 1 - j - d  — — — > 0 I ( \/ ̂ ) =1̂  j

Si 6=1 e n t o n c e s  6 es l&a ide nti la d p e r o  si 5 es nayor que

1 se v e r i f i c a  que el i s o m o o r f i s m o  6 no es ca nô ni c o pues no
se c o n s e r v a  en un c a m b i o  dde c o o r d e i a d a s , es d e c i r  si

d i a g % r a m a  sigiiente no es c o n m u t a t i v o



K [ % . % ]  K «
K a . % ]  K

T e i s s i e r  ha d e m o s t r a d o  en ^ 4 ^  nue e x i s t e  .6 i s o ­
m o r f i s m o  c a n ô n i c o  ^ •

N o t a  1 - 3 - 1 4 ,- ( P o l î g o m o  de Newt on i

En lo que si g u e  f EK[[ Z:, W]] . R e p r e s e n t a r e m o s

^(f) = { ( A , B ) E Z g * ^ | f ^ ^ ^ O }  en IR^ , a s i g n a n d o  a cada

( A , B ) e £  ,, (f) el puntco ( | B | , [ A | ! eIR^ .
K

Al c i e r r e  c o n v e x o  de ^  ^ (f) se Le l l a m a  c l a s i c a m e n t e  po^

l î g o n o  de N e w t o n  de f r e s p e c t o  del s i s t e m a  de p a r a m è t r e s

(^,W) . La idea de* los p u n t o s  s i g u i e n t e s  es f o r m a l i z a r  el

c o n c e p t o  de d i a g r a m a  dei N e w t o n  y e s t a b l e c e r  una n o t a c i o n  que 
se u t i l i z a r â  e s e n c i a l m e ^ n t e  en el c a p it u l o III. La f o r m a l i z e  
ciôn del c o n c e p t o  de dilagrama de Newton si g u e  el p r o c e s o  de 
H i r o n a k a  ClÔl , en un caaso m u c h o  mas s i m p l e  p o r q u e  no nos 
p r e o c u p a n  las p o s i b l e s  d i r e c c i o n e s  si n o s o l a m e n t e  los b l o q u e s  
(Z ), ( W) .

P r e p a r a r e m o s  f de maniera que en el d i a g r a m a  de Newto n exis 
ta s i e m p r e  un p u n t o  en e 1 eje de oT de na d a s.

D e f i n i c i ô n  1 - 3 - 5 .- Direimos que f e s t a  p r e p a r a d a  r e s p e c t o  
al s i s t e m a  de par âm e tr o i s (^^W) si ;

I n p f )  i ( « 1 ......[ % . % ]

P r o p o s i c i ô n  1 - 3 - 1 6 .-Podiemos c on se g ii r  un c am b i o  de c o o r d e n a  
das de 1 tipo

W '. = W . t X . . Z . + . . . A . : Z i = 1 . . . , d , X . E K1 1 la 1 Cl. c ri

Zl = Z^ i=l, ... ,c :

de m o d o  que i n ^ ( f ) d ( W ^  , . . . , W ^ ) K [ ; ' , W ^ e s  d e c i r  pode mos  con



s e g u i r  que la f o r m a  f er. t â o r e p a r a d a  

D e m o s t r a c i ô n ,-

C o n s i d e r e m o s  I n^( f) = 2
I a | + Il b | =v^(f )

Al a p l i c a r  el c a m b i o  do coioirdenadas se t i e n e

. A ’ u,B'

L  ̂ 11 * * • ^id * * • ’ 1 • * • ̂ c d

E x i s t e n  X. . e K ta i e s  que ailgûn fî, ^ (A)j^O y a que el con1 ] ' n I u ““
j u n t o  { X . . If * (\) = 0) Y . A ” es una v a r i e d a d  a l g e b r a i c a1] A ,u

p r o p i a  en el e s p a c i o  afin  IK^ * ^ y p o r  t a n t o  es d i s t i n t a

de ^ ^ , d e h i d o  a que^ K es un c u e r p o  i n f î n i t o  p o r  s er
a l g e b r a i c a m e n t e  c e rr ad o ,

N o t a c i o n e s  1 - 3 - 1 7 .- Sea f p r e p a r a d a  r e s p e c t o  al
s i s t e m a  c o o r d e n a d o  (^^W). S e a  , l l a m a mos r.(f) a

. 1 2 la r e c t a  de e c u a c i ô n  - ^ - :x t y =v^(f) en (R y

Ŝ  ̂= { (x,y )eR q I -i- X + y -v;^ (f)}

N ota  1 - 3 - 1 8 , -  C o n s i d é r â m e s  m u e v a m e a t e  Ç  , ( f ) = { ( A , 3 ) e 3 ' « i  f .

2y r e p r e s e n t a r e m o s  en iR ce %  diagrama de N e w t o n  de f que es
ta ra  f o r m a d o  p or todos los p u n t o s  le c o o r d e n a d a s  ( |B| » | A | ) 
con ( A , B ) e £^ -(f) , C om o Ih æ mo s  p r i p a r a d o  la f o rm a  f s a b e m o s

que en el d i a g r a m a  de N e w t c o m  exista un p u n t o  P de c o o r d e n a -



1si c o n s i d é r â m e s  las rectass de e c u a c i o n e s  -g- x + y = v ,

6-1 , e st a s  r e c t a s  u ne n  ell p u n t o  P con ot r o s p u n t o s  del. dia
g r a m a ,  de e n t r e  el l a s  e sc c o g e m o s  la r e c t a  cuyio 6 s ea  m e n o r  , 
sea p o r  e j e m p l o  6̂ . e s t e  n u m é r o  y sea el p u n t o  del di a~

gr am a  de N e w t o n  n e r t e n e c i e e n t e  a la r e c t a  rr de e c u a c i ô n
■ 0 1

1--T X + y = V c uya  s e g u c n d a  c o o r d e n a d a  s e a  m e n o r  que la se-

g u n d a  c o o r d e n a d a  de los r e e s t a n t e s  puntos del d i a g r a m a  de N e w t o n  
s i t u a d o s  en r^ . E n t o n c e e s  el se gm en to PP^ es el p r i m e r

s e g m e n t e  de la p o l î g o n a l  cde N e w t on ,  Con P^ h a c e m o s  lo m i s m o

que h e m o s  h e c h o  con P , ces d e c i r  si c o n s i d é r â m e s  las f e c t a s
1 > de e c u a c i ô n  -g- x + y == v ^( f )  , 5-1 que p a s a n  por

y o t r o s  p u n t o s  del d i a g r e a m a ,  en t r e  el l a s  e l e g i m o s  la r e c t a  cu y o
5 es m e n o r ,  sea r . .. e st ta r e c t a  , la e c u a c i ô n  de r _ serâ

^ 2  2'
-T- X + y =v. (f) y ô > 5 , Si P es el p u n t o  de r.

^ 2  &2 2' 1 2 2

cu ya s e g u n d a  c o o r d e n a d a  ess m i n i m a  re specto de t odo s los p u n t o s  
del d i a g r a m a ,h e m o s c o n s t r u i i d o  P ^P g el s e g u n d o  s e g m e n t o  de la

p o l i g o n a l  de New t o n.

C o n t i n u a n d o  asî, een un numéro f i n i t o  de p a s o s  l l e g a -  
mos a un p u n t o  P^ s i t u a d d o  en el eje de las 6 a un a rec

ta r^ p a r a l e l a  al eje dde las W . 
n

Se ve t r i v i a i m e n t e e  que la p D l i go n a l de N e w t o n  c o n s t r u i  
da m e d i a n t e  las g r a d u a c i o n n e s  pesadas c o i n c i d e  con la poligonal 
de N e w t o n  c l â s i c a y a  que 5. = ^

pend ien te  r e c t a  r^^

A la v i s t a  de e st e  d i a g r a m m e  se verifica:

l-ô<6^ , i n ^ ( f )  no v a r î î a

*̂i ^'^^^i + 1 #ing(f) no v a r r î a

Lu eg o  los v a l o r e s  5^ se p u e d e n  obtener v i e n d o  la v a r i a c i ô n  
de i n. (f ) , L e j o u n e - T e i s s s i e r  [2 ?^



§ 1-4, I d é a l e s  en . . .. , W^. .

I n t r o d u c c i o n . - En e s t a  se C(cüôn se lefinen y c a r a c t e r i z a n  
las v a r i e d a d e s  a l g e b r o i d e s  . Los reiultados e s e n c i a l e s  son:

a) C a r a c t e r i z a c i ô n  de las 'vaariedadis a l g e b r o i d e s  r e g u l a r e s  
( 1 - 4 - 2 ) • • . ( 1 - 4 - 7 ) .

b) C a r a c t e r i z a c i ô n  de la t:raansversilidad ( 1 - 4 - 8 ) , , , ( 1 - 4 - 1 4 ) ,

c) Platit'Ud n o r m a l  de una ' v æ r i e d a d  a lo l a r g o  de una  s u b v a  
r i e d a d  ( 1 -4-1 5 ) , ( 1 -4 -1 <5 )) , ( 1 - 4 - 7  ) ,

d) E x i s t e n c i a  de las ba s es  sstandarl n o r m a l i z a d a s  p a r a  i d é a ­
les de K , , , , , ,, ( T e o r e m a  1 - 4 - 2 1 ) ,

D e f i n i c i ô n  1 - 4 - 1 ,- L l a m a r e i m m s  v a r i d a d  a l g e b r o i d e  s u m e r g i d a  

en g V(I) = Sp e c    H^]] /j) s i e n d o

I un r a d i c a l  c u a l q u i e r a  d*e K ,7]] ,

D e f i n i c i ô n  1 - 4 - 2 ,- Sea I uin i d e a  de R= . ü ir e-

mos que el i d e a l  I es un iideal r g u l n r  c u a n d o  se v e r i f i q u e
que el a n i l l o  R/I sea un aanillo oc al  r e g u l a r .

P r o p o s i c i ô n  1 - 4 - 3 , - Se rre  <( IL391 ' a p î t u l o  IV, § 2 ) .

Si I es un i de a l  del aniJlllo l o c a  r e g u l a r  R , las c o n d i c i £  
rtes s i g u i e n t e s  son equivalferntes:

i) I es t a g e n e r a d o  p or loss e l e m e n o s  ( X ^ , . . . , X ^ )  , i-c + d

que f o r m a n  p a r t e  de un ssiistema 'egular de p a r a m è t r e s  de 
R .

ii) El i de al I es un ide^all r e g u l r  es d e c i r  R/I es un 
a n i l l o  l oc a l  r e g u l a r  y ss u d i m e s i ô n

dim R/I= dim TR//,^ „ . = dim R -i



iii) Las invagenes , . . * de ,.,X^ en M/^2 son

l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  sotore K.

C o n s e c u e n c i a  1 - 4 - 4 , -  El i d e a H  I = ( X ^ , . , , , X ^ ) R  de la p r o ­

p o s i c i o n  a n t e r i o r  es un id e a l p r i m o .

D e f i n i c i o n  1 - 4 - 5 ,- Si I es uin i d e a l  r e g u l a r  de R , di- 
re m o s  que la v a r i e d a d  algebroiide c o r r e s p o n d i e n t e  V{I) es 
una  v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  r e g u l m r ,

Nota 1 - 4 - 6 .- Sea V = V ( I ) = S p e c  ( K [ [ ^ , ^ ] j / ^ )  un a v a r i e d a d  

a l g e b r o i d e  . Si M es el ideaal m a x i m a l  de p o d e ­

mos i d e n t i f i c a r  gr.^ ( K )) con s i e n d o

Z . = Z . + M ^  , 1- i - c  , 'i. = W.+M" , 1-j- d. L l a m a r e m o s  in., (I) :1 1 *  1 1  Î1

al id e a l i n i c i a l  de I en gzr ( K [ C % , W3] ) , En estas c o n d i ­

c i o n e s  e s c r i b i r c m o s

Cv = S p e c ( K

y d i r e m o s  que C^ es el co no t a n g e n t e  a la v a r i e d a d  V ,

T r i v i a l m e n t e  el c o n j u n t o  de puintos con v a l o r e s  en K de
c + dC^ es un c on o  en el e s p a c i o  aafin K

S ea ^  el e s p a c i o  n u m e r i c o  ^^T = S n e c ( K  L ^ » ^ ] ) .

C o n s i d é r â m e s  el f u n c t o r  de lai c a t é g o r i e  de K - e s q u e m a s  en 
la de c o n j u n t o s  F d a d o  por

r (K' ) = { v c C Z x ^ K ' ] ^  | L ^ ( C q x ^ K " l ^ ) C [ C ^ K ^ K ' J ^ }

d ond e p a r a  ca d a  K - e s q u e m a  X , ^ X ] ^  in d i ca  el c o n j u n t o  de 

p u n t o s  de X con v a l o r e s  en K y si v c ^ X ^ ^  , L^ es la 

t r a s l a c i ô n

q  = t ^ l K  q y ( v ' ) = v + V



H n t o n c e s ,  v e a s e  G i r a u d  ^  ( - ) es un s u b c o n j u n t o  (1)

de l f u n c t o r  de la c a t é g o r i e  <de K - e s q u e m a s  en la de conjuu'^ 
tos r e p r e s e n t a d o  p o r  ^  y F(-) es r e p r e s e n t a b l e  p o r  un 
s u b e s q u e m a  c e r r a d o  de %  ,, . Es d e c i r ,  ex i st e  un K-

esquerna t al  que el conji’u n t o  de p u n t o s  de con v a l o

res en K corisiderados comoo t r a s l a c i o n e s  de , es el
c o n j u n t o  de t r a s l a c i o n e s  quee d e q a n  i n v a r i a n t e  el coBO

r e c i b e  el n o m b r e  de e s pa i c i o  t an g e nt e e s t r i c t o  de V o es^

p a c i o  t a n g e n t e  de H i r o n a k a  die V. Giraud 0 " ^  da a

el n o m b r e  de f a ît e del cono .

P r o p o s i c l o n  1 - 4 - 7 . - Con las n o t a c i o n e s  a n t e r i o r e s ,  se v e r i f i
c a ;
i ) Ty C  Cy
ii) T y = C y  , si la v a r i e d a d  aalgebroide V es r e g u l a r ,  p e r o  

el r e c l p r o c o  no es ciertto.

D e m o s t r a c i o n ,-

i ) T r i v i a l .
ii) Sea V una v a r i e d a d  a l gge bro id s r e g u l a r  c o r r e s p o n d i e n t e  a 

un i d e a l  I , sin p ê r d i d d a  de g a n e r a l i d a d  po de mos  s u p o n e r  
que 1 = ( .  ,Z^)R . Lu e e go

Cy = S p e c ( K  [ % , % ]  [(Z^ , ...,Z^)R] ) = Spec( K [ )

y el c o n j u n t o  de p u n t o s  que id eja i nv ar i a n t e  ^ S p e c ( K [ W ] y j ^

(1) Si F : C  > ( S e t s )  es un f u u n c t o r  son v a l o r e s  en la c a t e g o
rl a de con j unt os se l l a m a  ;s u b c o n j u n t o  de F a toco f u n c ­
t or  G :C - - - > ( S e t s ) tal quea 3  uni t r a s l a c i o n  nat u ra l  
T : F  >G T ^ : F ( x ) ----> G( x) ) in y estiva V  x .
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c o i n c i d e  con el c o n j u n t o  dc nunto.o c e r r a d o s  p o r  ta nt o

= = ' S p e c  (K = C,

2 3El r e c l p r o c o  no es c i e r t o  ( Ej e m pl o :  V = V ( ( y  -x ) K [ % x , y ] ^ )

C y = T y = ( { y = 0 } )  .

D e f i n i c i o n  1 - 4 - 8 .- Sea V = V(I) una v a r i e d a d  a l g e b r o i d e , sea 
W u n a  v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  r e g u l a r ,  W = Spe c ( K[f , W]]/^ ̂  ^

Se d i r a  que la v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  W es t r a n s v e r ­
sal a la v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  V si y solo si el n o r f i s m o  ca- 
n ô n i c o

Cy ---> S  =

es pi ano .

N o t a  1 - 4 - 9 ,- Al m o r f i s m o  w e nt r e  los cono s t a n g e n t e s  co 
r r e s p o n d e  el h o m o m o r f  i smo de an il los ^ C. (I)

que es la c o m p o s i c i ô n  de la i n c l u s i o n  K W  > K

con el h o m o m o r f i s m o  n a t u r a l  K  >K  ̂̂  ̂  .
l'I

D n t o n c e s  la v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  W os t r a n s v e r s a l  
a la v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  V si y s o l o  si el h o m o m o r f i s m o

: K [ w ]  >K es un h o m o m o r f  ismo p i a n o  de ani-

llos .

R ? o p o s i c i ô n  1 - 4 - 1 0 .- Las c o n d i c i o n e s  s i g u i e n t e s  son é q u i v a ­
lent es;

i) La v a r i e d a d  W es t r a n s v e r s a l  a la v a r i e d a d  V ,

ii) Los e l e m e n t o s  f o r m a n  una s u c e s i ô n  r e g u l a r

del K t W ] - r a Ô d u l o

D e m o s t r a c i o n ,-

i ) = = > ii )

D e m o s t r a r e m o s  e s t a  i m p l i c a c i ô n  po r  i n d u c c i ô n .  V e r e m o s  en pri 
m er  l u g a r  que no e s un d i v i s o r  de cero r e s p e c t o  de



35-

M

Sea f(|,W)4.in,^(I)£K ,(J) t a l q u e
M

W l - f < l 4 )  + in ( , O )  = 0 .

En e s t a  s i t u a c i ô n  la platituid im p l i c a  que e x i s t e  un en te ro
r y dos f a m i l i a s  de e l e m e n t o i s  { g. ( p )} .  . ,] 1 = 1 . ..r

y taies que
Ml

W ^ g j ( W ) =  ... = g p ( % ) = 0
r

y f(|,£)tin,,,{!)= ^  [B.(W)lf (%.Û)4in^(I)]
1= 1  ^

de d o n d e  se d e d u c e  que g^.()g)-=0 , y as 1

Sea a h o r a  i un e n t e r o ,  1 - ii < » d y s t p o n p a m o s  p r o b a d o  que 

{ W ^ , , , , , W ^ }  es una s u c e s i ô m  r é g u l a i  del K [ _ W ^ - m ô d u l o

K (I)* ^ probair ' que es
M

t a m b i ê n  una s u c e s i ô n  regular"

C o n s i d é r â m e s  una r e l a c i ô n  desl tipo:
i

it= 1

Se tiene, pues, que

Po r la h i p ô t e s i s  de platitudi jsabamos que e x i s t e  un en ter o r

y dos familias 1 , ...,i^l . C ̂  ] >
j = 1 r '

+ = l ......r ' ^ 3 < ̂ ^  ^ I )
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t ale s quo :

1 ' ' i "ill + l %i + l,l

Ll]

•q R i r ( Û )  + ...+Û. R i r K % ) + " i  + i B i + l . r < ^ >  = '’

f'f,(Z,W) + in.,(I) = . ^  P^.(H)(h.(Z,W)t:In.,(I))
1 - 1

f ( g . V ) ^ i n , ( I )  g t u i , i < W H h . ( | . | ) t i
1=1

Do Ll] se d e d u c e  quo + ^  j ( W ^ E ( W ^ , . . . , W . ) K [ ^ , w ]  p ar a

to do ) = l , . , . , r  V por tantto dc [2] se d e d u c e  quo

* * •* • + K n , ( I )!•!

q.c.d.

( i i ) = = > 1

Tenomori que ^ [ Z , 3 ^ . ^ ^  ̂ j. j =  K H z  ̂ .^c * ” 1 ’ ' ’ ’ ’ “ tPdn., ( I ) ^

[ ^ 1 ...... ^ c ’^c + 1 ...... '̂ c + ch1  "^i"  ̂̂  * i d ^ c  ’

ô.=W. + in,, (I), c + l- j - c  + d . SSe véri fi e a que
1 1 d  -

M ' = ( 6 ^ ,. , . , 6 ^ , 6 ,  , . . , 6 )  es un i d e a l  m a x i m a l  de

P u e s t o  que un m o r f i s m o  do cconos es p i a n o  si y s o l o  si es
p i a n o  en el o r i g e n ,  h a st  araa d e m o s t r a r  quo ( ,Fl/. / t \ ) i’ - wv »o.w in,, (I ; M ’
es K ^ w ] - p l a n o  . Por la hl i po t e s i s  s a b e n o s  nue los e l e m e n ­

tos {6^^^,. ., ,5^ ^^ } formann una sucesiôn r e g u l a r  do

^C°l » • • • »=^c»'''c + l ** * • *‘̂ c + dl » l ueg o los e l e m e n t o s
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6 , 6 
{------------------  ; for’Tinin una su cos ion

c + l  *ctci3dl'-

'o aqut se deduce que el suubanillo  "J""J de

(^[^l*'''*&c*^- + l*''''^c + d^^d* ^  isornorfo al an.illo de po_

linomios K [_ , . . . , Ibajo un isornor f .ismo que transfor-

on 6. , i=l,...,d y que

,T'^c + 1 'c + dl ,in |̂“ - —  , . . . , - - — 3 - o 1 a rn o , q.e.d.

ma

e s

dota 1 - 4 - 1 1 .- Vamos ahora ra estudiar el s i g n i f i c a d o  le la 
nocion de t r a n s v e r s a i idad ten el caso en que V sea una hiper_ 
superficie, es to es, que II sea un ideal principal. Pea

I = ( f ( 3 . % ) ) K [ [ % . % # .  y sea ?(%.%) la for

mu inicial de f(E,W) , lueego ii\(I) = (f(^,W ) ) K [ ^ , d ^  .

Propos i cion 1-4-12 . - Con 1 aa s not ac io ii e s d e 1-4-li^as c o n d i c i o - 
ne ; siguientes son e q u i v a l e e n t e s :

i ) V.' es trans V e r s a 1 a v • •

ii) f(^,W)ef(3^,. . . , 3 p K g z , P ]  , oc decir, f ( t ,  5 ^ , 0  o)fo.

') e mo s t r a c i o n . -

) 0 verifica cue pnes si nerteneciera se­ll
ri a n orr h i p 6 be si s de transversal i dad, d e_
heria ser g ( E , W ) e ( f ( g , d ) ) KK|[̂ Z , P J Is que no es nos i hie p or  ser 
de menor grado.

Sea ahora i un entero 1 —  i<s v sanongamos prohado que 

 d.)K [%,3] .

‘ ^ i^ i t  ̂ , a' , ̂ ^ ) ) i<ti^I » coria
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V nor hi pot es.is do t r a n s ve rs a .1 i dad so podria escribir 

A 3 Î

+ + l "i (%,%)]%!

y como f(Z,W)f(W^...W^)K [ % , debe ser

+ que as imposible.

Es t o pr ueba o ue f ( Z , W ) ̂  ( W , . W ) K ( Z , wl'\j '\j 1 (fl

i i ) = = > i )

Probaremos quo W es transvei"sal a V demo s t ran do cue 

{W^...W^} es una sucesiôn reg;ular del K|^ w J -modulo

û.i fuese W^.g(^,W)=h(Z,W).f , como

)%[%.%] debc sor k(%,%)E(W^)K [ % , 3 ]  y asi

g(^,^/) =   f(Z,W) , lo quae prueba que no es divi-

Gor de cero.

Sea ahora i un entero , 1-iL-d y supongamos probado que 

{ W ^ , . , W 3  es una sucesiôn reg^ular . Sea una relaciôn

Se d e 1) e verificar que h ( Z , W ) e (( W ̂  , , . . , W ̂ , W ̂ ̂  ̂ ) K [_Z,wJ 

y asi h(%,W)=A^(%,W)W^t.,.+&.(g,W)W^+&^^^(%,W)W;^^con lo que
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lo que implica que

7 asî g(Z.W) + ( V l ^ . . . v q ) K [ z „ p e ( î ( j , . ï ) ) K  £ Z , r O  q.e.d

Mot a 1-4-13.- Si [[%**%]] Y  ̂ es la hipersuperfi-

cie de ecuacion = 0 con v^^f) = v .

Entonces , el que la variedaad algeoroide regular

W = Spec (K[^^,W]J/ ) sea transversal a la hipersu-
1 c

porficie V es lo mismo quue decir por 1-4-12 que la for 
ma inicial de f , f(Z,W) verifica que f(^,0)j^0 , que

es équivalente a decir que f este preparada.

Si représentâmes al diagraimia de Newton de » lue serâ

el conjunto de puntos (|b b |,|a |) tal que ( A , B ) ,, (f) ,

tendremos que en este diagrrama de Newton existirâ el punto 
(0,v) .

exponentes totale

de

exoonentes totales de j|V

Es decir

W es transversal a f<==>ff esta poeparada respecto al sii
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toma de paramétrés (Z,W).

Proposicion 1-4-14.- Con læs notaciones anteriores. Supon­
gamos que , domde las formas iniciales

de forman una h a s œ  minimal de in,,(I) y sea S.1 m M l

la hipersuperficie

s =Speo(Ktr^.WiJ' )

Si W es transversal a V , entonces W es transversal 
a S ^ , V i  = l...Tn,

Demostracion.- En virtud de la propcsiciôn anterior el resul 
tado quedarâ probado si demcos t ramos que todas las f^ deben

tener necesariamente un ternmino independiente de W.

Supongamos por ejemplo que f^ no posee término independien_

te de W , entonces- f^e in,̂  ̂( I ) H  ( , wj =

=in^(I).(W^...W^)K^Z,W^ y asi se rodrâ escribir 

^l"“l ^d * ( I )

donde los g^ son b o m o g e n e o s s  de gracjo una unidad inferior 

al de f^ ,

Pero también se tiene eue

m
o : “  ̂ • * 1 - 1 , . , . , d ,j = l  ̂ J]

donde los g^ . son, bien ceero, lîier; homogéneos y taies que
grado g^=grado ( g ̂ ) tgrad n  (( f  ̂ . ) . Per tanto se puede escribir

Pero como, para c a d a i=l,....,d de’e ser

grado g^= grado (f^)-l = grrado (g • ̂ )+ grado(f^), es ne ce sa-

riamente ((uc ecetradice la bipot es is de
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' l i e  ) ses una lianro ninimal de in„(I) .1 m M

lefinicion 1 - 4-15.- Sea V = Sypec una variedad

algebroide. Sea J un ideal, primo regular de

tal que J . Sea V" 1 a sulbvariodad de V dada por

r = S p e c  (K[[^,W]]/;j) = Spec(Ra/ja) 

con R*= R/I = K y J* = J/I

Se dira que V es ncrmalraenite plana a lo largo d e V  si 

R*/J* es regular y si gr (R&) es libre sobre R&/J& .Jx

Proonsicion 1-4-16.- Bennett: QS^ ,§ 2

Con las notaciones de 1-4-15) , si M es el ideal maximal 
de R , entonces se verificai que V es normalmente plana 
a lo largo de si y solo :si se tiene:

1) R/J es regular.

2) Existe una base f....f del ideal I de R que veri1 p -
f i ca :

i) Las formas iniciales f^,.,..,f^ de las series

forman una base minimal deil ideal in^(I) del cono tangen 

te a V .

iii) Vj(f^)=v^(f^), i=l...p , donde v^(f^) es el orden de

f. en la filtraciôn „1

Nota 1-4-17.- Bennett C.8*l

Si 6 es un anillo local y p un ideal primo en 0 , dire
mos que p es admisible en 0 si 0/p es regular y Gx*̂  ( 0 )

es libre sobre 0/p.

Sea ahora R un anillo IccaJl regular y J un ideal primo
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regular de R . Si I es un ideal de R tal que Jol se 
dira que I es admisible para J cuando J/I sea admisi­
ble en R/I .
De estas dos definiciones y de la platitud normal se deduce
que; La condiciôn necesaria y suficiente para que la varie­
dad algebroide V = Spec( ) sea normalmente plana a

lo largo de la variedad algebrcoide regular Y" = Spec ( / ̂ )

es que el ideal I sea un ideal admisible para J .

Enunciaremos el criterio numérdco de platitud normal de Be­
nnett ( ©3, 5 4 ) ,  para ello temdremos que définir la funcion
de Hilbert:

Sea 0 un anillo local de ideal maximal m , Definiremos la 
funcion de Hilbert de 0 y la llamaremos H^^^ de la manera

siguiente:

Hq^)(n)=dim^ (m"/^n+^) , nE#^ y K=G/m

Para i-0 se define la funciom H^^^: H ^ ^ ^ ( n ) = H ^ ^  ^ \ j )
G G 9

pues podemos suponer definida .la .

Entonces el criterio numerico (de platitud normal dice lo si
guiente: Sea 0 un anillo local y p un ideal primo de 0
tal que 0/p sea regular de dimension d y Hg^^= .

p

En estas condiciones se verificca que p es admisible en 0 ,

Nota 1-4-18,- Sea (f.}.,<.< una familia de no unidades de1 1-i-p
R ; para cada i=l...n se esciribirâ la forma inicial f^ de 

f^ de la siguiente manera:

f . = (?^.%) .

donde . Obisérvese que la variedal alge­

broide regular

W = S p e c (  R / f ?  ^ . )
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s transversal a la h ipe rs uip>e r f i cio

H ^ ^ ^ = S p o c  (R/ , r  y_)

i y s o l o  si *f.(Z)/0 ,

Recordamos que es O'I conj m  t o de los multiindices

A e Z q taies que el coe f iciie;nte ( que es una constante)

del monomio Z ‘̂ en s.ea dis tin to de cero. Ohviamente

<£ - ( f .  ) es un conjunto finni-to y se designarâ no r lex-(T. )

al mayor elements , para el O) r d e n 1 €x i c o g r a f i c o de 2  -  ( f  « ) .

Se designarâ por

E x ? 5  ( - f j  . . . f „  ) * { 1 <î x ç  ( 0 ) | | # c ( f i . . j ^ ) K  C  j ] }
al AI

Se veri fi can trivialmente liais sipuientes propie dades : 

i) Exn- ('f̂  . . ) = { lex^ ( V ) ) |i 'K • ••'fp ) •< C » '-P homogeneo}
M

i ) Exp- ( f . . . . f  ) + 2 \  = Exnu— luego existen por
M ' "

1-1-8 ,

unos A ...A cExp- (“f- . .. .;f_ ) , \ = 1 ex- (y,) , i = l . . . q  ,

Y ̂ hdœmogerer de tal manera que 

nn

Exp- ( %  . . .fr, )= W  rA.iZ'] =Exp- (y ...Y^)
Ai ‘ i = =li ' Ai ^

Definicion 1 - 4 - 1 9 Con lass n o t a c i m e s  de 1 -4 - 1 8 .  Sea

'̂’i^l-i-p u n a  familia de m o  unidfdes f j, e R taies que , 

escril)iendo ] a forma iniciaall f ̂ como

f y  . '- = 1....?' . t j ( % Û ) c ( Û ) K [ ? . w ]

de manera que "f ̂ ( Z ) /0 , i = = 11 . . . n .

Se dira que un e lemonto gccRR e s 1 â n o r m a 1 izado por (f ^ ...f )



con r e s p e c t o  a las v a r i a b L e a s  Z ,  ̂ ?'> i V s o l o  si sc veri^

fiea nun

C l l  <E ( g ) n  Exn- (f . . .f )) = 0 
% Ü 1 P

[iota 1 — 4 — 20

M n t e s e  cue la c o n d i c i o n  C ll] es i n <i e pen d i en t o de la e l e cciôn  
de las W c n t a n t o  one no c a n b i e  el a n i l l o  K LCj^ ]J • Es de_

cir, si se c o n s i de ran u n as m u e  vas ^ar i a b l e s  =

7 un K-isonor f is no local E [[ '' ']3 con di cion [13
se s i g u e  v e r i f i c a n d o  p ara llos t ran c f o rma d os on cse "sonor- 
f  i S  o .

T e o r e n a  1 - 4 - 2 1 . -  T a o r c n a  . d re exi s t ' n c i a  do las base: s t a n d a r d
n o r n a 1 i z a d a s .

S e a V = V ( I ) una v'a r e  d a d ; a .11 g e ' j r o i i e , d la va r i e 1 ad algebro^
de regular W = d o e c ( R / , \ r; ' 7 V  una variedad con-

1
tonida en la interseccion dlei V y W , d up on g a in os sue V 
os normalmente plana a lo llairgo de X” '/ due VJ es transversal 
a V . Entonces existe una b) a s e del it'cal I
tal qua :
i)Las formas iniciales forman una base minimal

del ideal in,,(I) del conco tan go n :o a V ,

• l - P i d n

iii) v_(f,) = v (f.) , 1 - i - p „ siendo v--(f.) el or don de f.\  1  O  T  ' 1  1

en la f i l t r a c i o n  do det c r r i n a d a  n o r  el ideal cue de

iv) f  . / ( 1/) K r E ,W 1 , es decciir , V, «s transversal a cada hioer2 o 0> ’ ■'0 -J ' —
superficie S ̂  = d p e c ( (  ̂̂

V ) Para cada i = 1 , . . . ,p , ^  ̂  esta normalizada por (f^,...,f^ ^



con r e s p e c t o  a las varia'hles , V) • (Se s u p o n e  que

e s t a  n o r m a l i z a d a  p o r  la f a m i l i a  v a c i a ) ,

Una t a l  b a s e  del i d e a l  I s e r a  l l a m a d a  una b a s e  s t a n d a r d
Y ” n o r m a l i z a d a ,

D e m o s t r a c i o n ,- P a r a  la d e m i o s t r a c i o n  del t e o r e m a  nos apoyareraos 
en unos l e m a s  que d e m o s t r a r t e m o s  a c o n t i n u a c i o n

N o t a c i o n e s  1 - 4 - 2 2 ,-

C o n s i d e r e m o s  las f o r m a s  l i n m a l e s  s i g u i e n t e s :

i) L:tRb-->fft . L(Y, . . .Y . ) = .£' B.Y. , S .e P .N 1 a ] 1 ] u

, c d
ii) L ' : F g - - - » R  . L ' ( X i . . . X ^ . Y q . . . Y j )  = j r  B^Y. .B^elRg

iii) Si y e F  , v b  : , L ( X ^ . . . X ^ , Y ^ . . . Y ^ )  =

- l l  ) ^ E U + - ï - )  Y
1=1 Y ]=1 J »  J

L e m a  1 - 4 - 2 3 ,- Con las n o t a c c i o n e s  de 1 - 4 - 1 8  , 1-4 - 2 2  ,

Sea { f .}.<.< una f a m i l i a  d e  no u n i d a d e s  de R , taies1 1 -1 - p

que T  ̂ V ’i = l...p .. Sea A_ = lex- Cf ̂ ) , L y L ’

formas lineales como en 1-14 — 22 tal que Vi = l,,,p y Y(A,B)e

En e s t a  s i t u a c i ô n  se v e r i f i c c a  que e x i s t e  Y q ^ ^ q tal que p a ­

ra t o d o  y - Y q es e con ^ = ( f ^ . , , f p )  ,

A = ( A ^ . , , A p )  y ^ ( F , ^ )  defiiniido como en 1 - 2 - 1  , En p a r t i c u l a r

D e m o s t r a c i o n ,-

En v i r t u d  de la d e f i n i c i o n  die; ^ ) nos b a s t a r â  d e m o s t r a r
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que existe un y ̂   ̂ tal que Y  Y “Y ̂  > V‘i = l,,,p y

V(A,B)e 2  V u (f,), (A,B)f(A ,0 ) es
% * "  1

L (A,B)> L (A.,0 )Y Y 1

De otro lado, observese que , por la hipôtesis hecha, para
todo i = l,..,,p y todo (A,B)e^ „ (f.) es

% » "  1

I A|+L(B)-tA^l

Sea i ̂ un entero cualquiera pero fijo , 1-i^-p y sea
(A,B)e^ (f^^) , (A,B)f(A^Q,0 ) , entonces si

Ai • 0,

A=(a^,...,a^) , B=(b^,.,.,b^) ^io“^^il* * * * *^ic^ tendremos
c .

E (A,B)-L (A.,0 ) = (1- ) a. +
Y f 1 i=l ^

" ^  ^ 0  - k ^  b  +

d
^io" °  ; 5 î  - f -  ^  -\i

|a |+l (b ) - | A ^ J  + ̂  -51 (*io-3i)+ - f - . ^  ’’i
1=1 Y ]=1 '

Teniendo en cuenta |Aj+L(B )-|A^^| puede suceder:

i) » B=0

En este caso A^^>A para el orden lexicogrâfico por construe

ciôn de A^ ̂ . Existe por tanto un entero q , 1-q-c tal
que a,=a. . para i <q v a <a. . As î a. -a -11 10^  ̂ q 1 0 .q 1 o,q q
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y se tiene

u y A . o - L  ( A . . o ) =  . i :  :
^  ̂ Y i=q+l Y

> ^ic^q'^q 1 3 ^  > 1 ^ i 0  ̂ ^io
- --;ôq- - ;2q;ï *i - ;5q - ;2q;î - ;2q;i

p o r  tanto si Y > u ^ ^  es Lî  ( A ,o ) > ,  o )

ii) |A| - | A i o  I '

En este caso

c .
L ^ ( A , 3 ) - L ^ ( A ^ , o ) = | a |+L(Ü)-|| a ^^| + ̂  --T ( a ^ ^ - a ^ )  +

1-1 Y

i. ^  h > . !i, * . 1 . <r h : isi . .1+  b . > - — - T +   b . — 1 — f — - - - ^  a .
^ 3^1  ̂ i p i  Y 21 Y 1^1 ] Y i^l ^

I B I I A I > Ib I '’ico _ M  I '^jo. ........

L u e g o  si Y - v^^ al ser |ib]-1 t e n d r e m o s  t a m b i ê n  en este

c a s o  nue L ( A , B ) > L ( A . ,'D).Y Y 10

iii) I A I > I ( î;=0 Ô Bÿ/0 i n d i f  e r e n t e m e n t e ^  s e tie n e

nue j A I - I A . 1+1 y p a r a  t r o d o y - v .  +1' ' ' 1 0 '  10
c d

L  ( A , B ) = ( 1 - -  - ?  ) a. + ( f . + ---) b  . -
Y jia Y ^ ^  1 %  I Y ]

 ̂ c c a  ̂ c
— a . — “ k"* ^ | a |— — — a . = I A I ( 1 — — — — ) =

" ill Y f r ^  : Y

- I A |(- —  )-(v. +1)(- —  ) - V. +  (y - (u. + 1 ) ) -Y 10 Y 10 i 10

- U o ' V i o - j S i  = V(A.,00) .
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De la cons i dorac.i on do eotos tros cases sc deduce que, si se
p o n e y = l + m a x ^ { v . }

 ̂ 1-i-p ^

entonces, p a r a  todo y -y es L s oC(E»A)o Y a. * 0(

Lema 1-4-24.- Con las notaciones de 1-4-22, 1-4-2 3 .

Lean; a) {f,. }l-i-p una familia dc no unidades de R tales

cue 'f . ( Z ) / 0 Y i  = 1 . . . n , v A . = 1 e x - (i*. ) . i = 1 . . . p .1 c, 1 ^ 1

’.) L ’ una forma lineal como en 1-4-22 tal nue 'Yi = l,..p

y V(A,B)c^[ (f.) se verifi que:

(%d) = |A.|

c) { Q ^ }  0-i-o una parti cion de tal que:

i) A ^ + Z g  ,Vi, -O-i^p (A|^ = (). . .0)c 3 ^  )

li) A. c Q. 6 Q . = 0  > 7 i ,  1-i-p .

Entonces para tod a funcion gcR existen funciones ii.eR ,
< . < ^0 - .1 - p tal que:

1) g= E +:£_ >1. f.
i = l "
A .

2) £  (h. d c Q .

3 ) , ( hi )-v^ , ( g )-Vj , ( f i ) i = l..,p

Demostracion.- Como nemos demos t rado en el lema 1-4-23 que

c ot(E*A) Vy - 1+max {vu} , 1-i-p el teprema prenaratorio

dc V/e ie rs s t r as s - H i ronak a-Aroca (teorema 1-2-3) nos permite

deducir la existencia de una familia {h.}  ̂  ̂ de series
0-i-p

de R que verifican 1), 2) . Ademas e s a familia verifica que

V ( h . ) - V ( g ) - V ̂  (fu) i = 1. . . p
V  ̂ Y Y



P e r o  c o m o , p a r a  t o d o  feR , es

V ,(f ) = lim V ( f )
YY — — —.><*»

y p u e s t o  que e piaira t o d o  y - Y ^  , es

Es t o c o n c l u y e  la d e m o s  traclLôm del lema,

N o t a c i o n e s  1 - 4 - 2 5 ,- Sea VW la v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  

W = S p e c  (R/,n 7 ) F  c o n s i d e r e m o s  u n a  v a r i e d a d  a l g e -
1^* • •  *  Q

b r o i d e  r e g u l a r  f  c. W

r  = S p e c  ( R / J , )

d o n d e  I' es un i d e a l  r e g m l a r  de R , I ' , , , , ,Z^)R ,

P a r a  cada feR des ignaremcDS; p o r  v^_(f) el orden de f en 
la fil tr ac iôn de R deternni nada p o r  el ideal I',

L e m a  1 - 4 - 2 6 . - Sea { f .} ^ ^ una f a m i l i a  de no u n i d a d e s
1 — IL —• p

de R t a i e s  que T ^ ( ^ ) ^ 0  „ i = l , . . . , p  , y t a i e s  que

( f ̂  ) = ( f ̂  ) i = l . . , p  . E n i t o n c e s  p a r a  t o d o  g c R  existe

u n a  f a m i l i a  {h.} ^ ^ d e  s e r i e s  h . c R  t a i e s  que
1 - i - p

< . <

P
i i ) g - ^  h.f. e s t a  n o r m a U ü z a d a  por (f , . . . , f ) r e s p e c t oi^l 1 1 1 p

de las v a r i e d a d e s

D e m o s t r a c i ô n .- P u e s t o  que ( ii) es i n d e p e n d i e n t e  de W se

p u e d e  s u p o n e r  que I ’ = (^ , .. . . W^) r-d ( t a m b i ê n  p o r  ser p r i m o
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r e g u l a r  el i d e a l  l' y !*::>( )R) .

De o t r o  lado, p o r  la n o t a  1 - 4 - 1 8 ,  e x i s t e n  u nos p o l i n o m i o s  ho^ 
m o g e n e o s  Y i " ' ' Y q C  ^ C ̂   ̂̂  ̂ t a l e s  que si A _ = l e x -  (y^)

se t i e n e  que

q c
E x p -  (f . . ,f )= (J ( A . + 2  )= E x p -  (Y....Y )

p 1 J K  ^ q

En e s t e  c a s o  se p u e d e  e s c r i b i r

Y . = ̂  (%) ' i = l . . . q
J i = l J

d o n d e  los son, b i e n  cero, b i e n  p o l i n o m i o s  h o m o g e n e o s

t a l e s  que

g r a d o  ( X j ^ ) = g r a d o  ( Y j ) - g r a d o  (i\) 

P o n g a m o s , p a r a  c a d a  j = l . , , q  ,

y ^ w ) = ^  A (z) f. 
1 = 1

Se t i e n e  e n t o n c e s  que la f o r m a  i n i c i a l  hi de hi es1 1

J i = l J

d o n d e

X.. (%.%)e(%)K[z.%] . 1-j-q

De o t r o  lado se t i e n e  o b v i a m e n t e  que

v ^ ( h l ) = v ^ ( h l )  = gr (y.) 

pues I ’ = ( ^ , , . . .  , )  y v ^ ( f ^ )  =£( f ^ )

E s t a m o s  en c o n d i c i o n e s  de a p l i c a r  el l e m a  1 - 4 - 2 4  p u e s  d i s -  
p o n e m o s  de ; a) {hi} ^ ^ u n a  f a m i l i a  de no u n i d a d e s  de R

 ̂ 1-i-q
t a l e s  que y .  fO Y i = l . . . q  , A .= lex^ ( y )

J
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b ) L ' f o r m a  l i n e a l  —  > IR , L(X ,.,X ,Y ...Y ) = X . +1 c 1 d 1
cl+ ̂  Y. , tal que V] = l...q V ^ ( A , B ) e £ ^  .. (hl) se veri 

j = l ] ]

f i ca

'-) {Q. } ^ ^ una p a r t i c i o n  do 3^ tal que:
 ̂ 0 - i - q

<) 0 , C : A j + 3 C  , V ]  , O - j - q  (A^ = :0...3)E )

i i ) A E 6 n̂ . = 0 , Vj , 1-1-q

Luego para toda funcion g; c R exis:e una familia 

{h V } _ de series h V E: R taies que:
: o b ' - q  ’

1) 5= !': + 2  !'• l'I
1 = 1 ' ]

A .
2 ) £ ^  (hi; %  ̂) c O .

3) , (h'M-v^, (g )“Vj^, (h V. ) 1-1-1

Ponganos ahora 

q

1
b i  (%) h'I ( & . W )  . 1-:.

1 =  1 ■'

<. <- I .  -  o

se tiene entonces que

i=1 \ 4  ’' ï  b 4  b-  b '

P q
Luego g- ̂  h.f. = g - ̂  h ’. hV =i'' y entonces

i = l  ̂ 1 = 1'  ̂ ^

E  '7 ( q %  ̂) n F U  )1 = U  PUeS eS-
% ' k  = i   ̂  ̂ -J M Lq = i  1 J

cogemos la particion



O y

0 .  = A . . 7 =  - [ P t . i n  A . + % c ]

Ù  O j
i = l

con lo quo queda demos t r a d m  la condiciôn ii) del enunciado 

Do otro lado so tiene cue

( b . ) - rn i n { v , ( X . .. ( E ) ) + v , ( h 'I ) }L ’ 1 , . L ’ 1.11 L ' 1
< .< 1 - 1 - q

oe ro

V , ( X . . ( E ) ) + V , (-h ’.' ) - g r a d o  ( X . . ( E ) ) + v^ , ( g )L 11'.' L 1 J

- V , ( h ’. ) = g r a d o ( X . . ( E ) ) + w  , ( g ) - g r ad o (/.) =ii ] 1 1 -> Jj ]

= , ( g )- g r a d o  (f^) = v ^ ^ ( g )  - v u ^ ( f ^ )

do donde v^^(h^)- v ,(g)-w^,(f.) 

y come v^,=v^ , se tiene II a pronosicion,

Una vez cone lui da la demos tt ra c ion de estos lemas p rev.’os p o ' 
demos ya construir las basæs standard norma1izadas.

Muovamente sea I un i d e a II do R , V = Epec (R/^)

U=Spec (R/,»  ̂ ._) . J=(E)R+I luegoV. i i ̂  , . . . , ^ ; A

W f> V =  E D e c ( R / J )

Sea I ’e Snec(R) , I 'CP J „ T = Socc(P /j , ) , T u n a  subvari^

dad a 1 g  e r o i d e regular do W A V



E n t o n c e s  la e x i s t e n c i a  de una bas e  del i d e a l

I que v e r i f i  que las c o n d i c i o n e s  (i), (ii), (iii) del enun^
c i a d o  del t e o r e m a  1 - 4 - 2 1  es c o n s e c u e n c i a  de ser V n o r m a l -  
:’;ente p l a n a  a lo l a r g o  de V  . Que se v e r i f i q u e  (iv) es con_ 
c e c u e n c i a  de la p r o p o s i c i o n  ( 1 - 4 - 1 4 )  p u e s  al f o r m a r  las

{ f ^ , . . . , f ^ }  una b a s e  del i d eal I de mariera que sus f o r m a s

'ni ci a les son una b a s e  m i n i m a l  de in (I) y s e r  W t r a n s v e r

c a 1 a V t e n d r e m o s  nue W s e r a  t r a n s v e r s a l  a c ada una de 
las l i i p e r s unerficies:

q. = r>pec )%) .

lu-iro X [ | . û ]

La te en ica a seguir ahora serâ modifi car la familia {f^,.,.,f^}

de tal manera que se verifique (v) s i n afectar a las otras 
condiciones,

Sea q el mînimo entero , 1-n-p tal que (f ,...,f ) ve-

rifiquo (v ) (nôtese que siempre es q-1) , Si q = p , no liay
nada que probar , supongamos nue q<p , Por el lema (1-4-26)

api icado a f y {f ^ ,. .. ,f } existe una familia {h.}  ̂ ^
 ̂ 1-i-q

de elementos cP̂  taies que

i) v^(h^)- . 1-i-q

q
i i ) (f - h. f.) esta normalizada por (f ,. .. ,f )q T l ^ _ ^ l l  1 q

con respecte a las variables (E,W) .
q

Pongamos h . f . ;  se tiene que la familiaq + 1 q + 1 ^  1 1 ’

{f^,...,f^,f^^^ *^q+2 verifies las condiciones (i)

a (iv) y (v) se cumule para {f^,...,fq, f^^^} al mcnos

Por repetic'ân conven'-ete ie • pro ce so se llega a nuestro
resultado, quedando compléta la demostracion del teorema 1-4-21,
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CAPÏTUL.; II

Transformac3 ones monoidales y cuadrâticas

Introduc ciôn

El objetivo escncial dc este capitu­
le es cl describir las explosionos (blowing-uns ) de idéales 
de funciones algebroides en n indeterninadas con cocficien 
tes en un cuerno algebraicanente cerrado. Las notaciones se 
rân esencialmente las de Bennett [8] y Lipman Ï29] .

§ ? - 1 , - Variedades algebroides intrinsecas,

Introducciôn . - Secciôn do die a (la a caracterizar el anillo de 
coordenadas de una variedad algebroide.

Nota 2-1-1 ,- Sea D  un anillo local noetheriano do ideal
maximal M , sea K = 0 /  , Llamaremos x (-)=caracterîsti-
c a ( - ) ,

Se pueden presenter dos casos;

i) X (K)=0 entonces x ( D ) = 0  ,

ii) X (K)=p>0 entonces x ( Q )  = 0 ô x ( D )  = p^ ,

n-1. En efecto si x ( Q ) / 0  es x ( Q ) = m p ^  ,n>0 con m pr
mo con p , Ahora si 1 es el elernento unidad de D  , al ser
X  (K)=d , p.le‘! , Entonces î3 n ' tal que (p,l)^ =p^ ,1=0 y

x ( Q )  divide a p^ , luego x ( Q )  = p^ , con n-1 . Por tanto

en este caso puede ser x ( Q  ) / x (K ) .



Definicion 2-1-?.- Con las notaciones de 2-1-1, diremos que 
el anillo local noetheriano Q  es equicaracterîstico si y so­
lo s i x ( D  )= x ( Ü  / )  .M

Teorema 2 -1 - 3 . - ( C o li e n). - Se a D  un anillo local noetheriano» 
comoleto, equicaracterîstico , de ideal maximal '•! y K=(] ,

En estas condiciones se verifica que D  admito un subcuerpo 
inomorfo a K .

Demostracion.- Zariski-Samuel C4 f] » capitule VIII ,5 12 ,

N a y ata [34^ , capitule V , § 31 ,

Definicion 2 - 1 - 4 .- S i Q  es un anillo local noetheriano,comply 
to, equicaracterîstico y K=D/.j , a K se le llama cuerpo

de coeficientes de 0  , En lo sucesivo consideraremos a K
sumergido en D

Definicion 2 -1-5.- Sea Q  un anillo local noetheriano, Llam^
remos dimension de inmorsiôn de D  a la dimension de M/,.2H
considerado como K-espacio vectorial,

Teorema 2-1-6,- Si D  es un anillo local noetheriano complète, 
equicaracterîstico de dimension do inmersiôn n y cuerno de 
coeficientes K C Z O  , existe un epimorfismo » X ̂ 3  - - > D

D e m o s t r a c i o n Para la demostracion del teorema nos anoyare- 
tios en los dos lemas siguientes.

Lema 2-1-7 .- Sea Q  un anillo local noetheriano,complète, equi 
caracteristico, K d  [] su cuerno de coeficientes’/ x^,,,,,x^

un sistema de genera dores d.el ideal maximal M de D  , entor^
ces Y  a e D

A A ^1  ̂n
' A  % ' . % =%i '"'"na C/g

Lema 2-1-9.- Sea f : 3--->Q  un homomorfismo de un anillo
cualquiera 3 en un anillo local, c o m p l e t o , e q u i c a r a c t e r î s t i c o  
0  V se an x^,,.x^ e l e m m n t o s  del ideal maximal ’1 de D  ,
Existe une uni e a p vo 1 ong a c icon g de f al anillo de series
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c\ o notencias forma les B  ̂  ̂̂   ̂que g(X^) = x^ ,

1 - ! . - r. .

Con el auxil.io de es to s dos lonas deinost rareinos e 1 teorema 
2 - 1- 6 .

n r. ostracion del teorema 2-1-6.- Si t ornamos un sistema d'
ge n : radores minimal x^,...,x^ de por el lama 2 - 1 - a

lo inclusion K <^-->D se p u e d e amp liar de forma ûriica

a un homomorfismo C • A CL'-» • • • »'■ j.,11  > 0  de modo q u e

g ('<,.) = X . , 1-i-n ’I' por cl lema 2-1-7 g es supra/ectivo.

Demostraremos ahora unicamente el lema 2- 1-8 , pues cl lema
2-1-7 y a es c o n o c i d o

D e in o s tracion del lemi 2 - 1 - 8 . -

Existe una ûnica pr o Ion rr a c i on h de f al anillo de poli­
nomios 3 r X 1 ' tal q u e h ( h' . ) = x . . S e  a a e 1 i dealL- 1 IH 1 1  s,
engendrado por las X . en el anillo de polinomios. Complé­

tâmes este anillo en la topoJogîa a-âdica y ohlenemos el 
anillo de series de ootoncias formules B ĵ [X̂  . . . J . Por

ser h ( a ) (C ' 1 , h es un i Pormernen te continua y a dm it e por
tanto una ûnica extension a un homomorfismo g del anillo de
series de potencies en el anillo D

Definicion 2-1-2 . - Llamaremos variedad algebroide i n t r î n s c 
ca o sinplomente variedad algebroide a Spec ( D )  siendo D  
un anillo local noetheriano,completo, equicaracterîstico y 
redu ci do, de dimension de inmersiôn fini ta y cuerpo de coe­
ficientes algebraicamente cerrado.

Proposicion 2 - 1 - 1 0 .- Si Spec ( Q  ) es un a variedad algebroi 
de y dimensiôn de inmersiôn d e Q  es n , entonces Spe c  ( Q )  
es una variedad algebroide sumergida en siendo K el
cuerpo de coeficientes de Q  .

Demostracion.- Apiicando el teorema 2-1-6 existe un epi- 
morfismo T  de ^ [Ci^ . . . X J  en O  , si I = K e r “f tendremos
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D

Pn-- otra parte D  reducido implica I radical lo cual 
en:olGta la demostracion y podemos afirmar que las varie- 
da - 7 3 algebroides intrinsecas coinciden con las variedadei 
al'ebroides sumergidas definidas en el capîtulo I .



5 ? - 2 »■ - Explosi-ones de varicedades algebroides.

Introduccion,- Seccion dediccada a définir las t ran s f o m a c  i o 
na 1 monoidaies y cuadraticars de variedades algebroides,

2-^-1.- En esta secciôn Q  représenta a 1 anillo de coorde 
nadas de una variedad algebiroido. Utilizando 2-1-10 iscri 
birnos 0  =K , . , . con /T=I y n = dinensi6n inmer

sion de D  . Podemos escribiîr 0  = X [Cx^ ,. . . * **i"^i*^

Si llanamos ,M al ideal ma:xinal d e Q  , M=(x^;...,x^)[] y

3i P es un ideal grimo de 0  , cscribiremos H= $ P^ con
n- 0

cl convenio usual P ° = D

Propos ic ion 2 - 2 - 2 .- H es, ale forma natural, una D-algebra 
graduada de tipo finite.

Demos tracion.- H tiene ositructura natural de anillo, indu 
cida por las operaciones de O  , se verifica quo Vn,m P^.P^CP^*^

luego es anillo graduado,

li es una Q - â lgebra de homoimorfismo estructural

D  ^ - - - - > H - 0 @ P @ P ^ "  """"

r I------- > r

que tambiên es de tipo finiito por ser Q  noetheriano,

Definiciôn 2-2-3.- Llamaremcos B£ ( Q )  = Proj (®^P^)
^ n-0

Proposicion 2 - 2 - 4 . - Si f^,.. ..,f^ es un sistema de generado^

res de P v si Q  QP es la Q-subâl g e b r a  de Q f  _ gen£

rada por , se veirifica nue;f. aep •1

i ) D^(f .) % S:̂ e c
a C " ' ' r n
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i ,i ) { 0 ( f . ) } es un ro eu b r im ien t o abiurto do ( Q )
 ̂ 1-i-r P

' i i ) Bx.p(Q) es un S-osquoina nrcyectivo do tipo fini to , 

c o n S = S p o c ( Q  ) .

 ̂ - lostracion.-

■ ; Al ser los sistona de generadoros de P

po lie mon définir un 'i or.iomor f s no graduado de g r a d o coro

□ . . • . J -- -> H

/ , — — — > f .-1 1

0 a s i d o f i n i d o o a u n ' ; o c r: o r fionc s un r \ j o c t i v o •/ ii e r 0 
r-n homogoneo luego

^  D C 1 ’pi
/fer )

y 0 ' es i s o n o r f i n r o d g r a d o c e r o .

Pcderios llar.iar Y.+Xor 0 = f c  identi ficar d coui

Q  Qf j , . . . , f ̂ 2 c o n o Q  - a 1 g, e ’ J r rU u g r a d u a d a s , i do a t i f i c a n d o

f^ cou f j V i
Recordando que ( f | )^^Spe c ( H ̂ ̂  ĵ Hr otii on d i e cl Q?! , capitule

II, 2-3-fi]J con el uubanillo de form ad o por
i i

los olenontos de grade coro, fî s d cî c i r

H n f d  d
(f.) ■'-’Lfï'  .............. f!"..................fT'i

L u o g o

□Cl d- a-1 1 1
D ̂  ( f d p o c ( L_l -

ii) Aplicando (Crothendiock 17] , capitule II, 2-1-5) sabo- 

mos que o 1 anillo ;1 es nootrioriano nues O  es noetheria 

no lî vin: Q  - a I g e b r a de tipo f i n i t o . Luego nor (urothen



cl.i o ck Q.7^ , c a o i t u l o  II, 2 - 7 — 1-^) B ( Q  ) es un e s o u e m a

n o e t h e r i a n o  y los D ^ ( f . )   ̂ f o r m a n  un r e c u b r i m i e n t o
+ .1  ̂ < l - m - r

•ihierto de B 2 p ( [ J )  .

iii) Si llainamos D . .  = ( D . - ) f ,  . Se t e n d r a :

~f ^  f
’ + =......(D[̂ ---,...........   *f“^ ) = 3pec (D^ )

i i i
rf. f n

) = Spec ( U  [p--  ...........  >p”“ »........ *f“ll ( D . )
1 1 1  ^

j ) = D^(fi ) n  D^(f j ) = Spfec )= Spec ( D ^ . )

Tanto Q  ̂  como 0 ^  ̂ son Q — algebras . Al ser conmutativo 

el diagrama

P i   - i f i i

i „  "

Se puede définir la proyeccion Tr:B£p(D ) >S que es un morfi^

mo de es q uemas,

La proyeccion ïï se construye sobre cada abierto D^(f^)

como a s o c i a d a  a la i n c l u s i o n  i : 0  > Q.1
D

( f ̂  ) = Spe c (Q^ ) -  ---------> S p e c  (D) , ^ i n o t a c i o n  de

G r o t h e n d i e c l e Cl 71 •

La c o n m u t a t i v i d a d  del d i a g r ’ama a n t e r i o r  nos p e r m i t e  a f i r m a r  

'i D+(f.)n»+(fj) ' 'i I r, + (f.)nn + (f.) nodemos

aplicar un proceso de reCol.lament y définir la proyeccion

( Q  )---->S.
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l*£,p(Q ) s e r â  un S - e s q u e m a  p r o y a c t i v o  de m o r f i s m o  e s t r u c t u -  

rnl ïï ( Grotdiend ie ck Q.7U ,c a p i t u l e  1 1 , 5 - 5 - 1 ) .  B£. (D  ) s e r #
P

t a m b i ê n  un S - e s q u e m a  de t i p o  f i n i t o  p u e s  H es una Q-p-âlge 
bra g r a d u a d a  de t i p o  f i n i t o  ( G r o t h e n d i e  ck Ql71 » c a p î t u l o  II, 
' ^ 7 - 1 - i i )

'jg-’̂ i nicion 2 - 2 - 5 .- Al m o r f i s m o  tt de (iii) de 2 - 2 - 4  l e  

l l a m a m o s  e x p l o s i o n  g l o b a l  de D  con c e n t r e  P Si P es

un i d e a l  p r i m o  de Q  d i r e m o s  que r es una t r a n s f o r m a c i ô n  mo­
no i d a 1 de Q  con c e n t r e  P y si P = M a la t r a n s f o r m a c i ô n  ïï 
la l l a m a r e m o s  t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a .



5 2-3.- Propiedades de B 2^(Q  ) .

Introduccion.- En esta secciôn se describirân en primer 
'ar, las propiedades de las transformaciones monoidales y 
caadrâticas de variedades algebroides, A continuaciôn se de 
s'inira y caracterizarâ el divisor excep cional de una trans- 
"ormaciôn de este tipo.

lotaciones 2-3-1 . - En l e  que s i g u e , si ( X , 0 ) es un e s q u e -

:;a V si es un ideal de 6,̂  llamaremos V ) al subesque
na de 0,̂  de fini do por ^ . Si X es un es que ma afin, es de

c i r X=(3pec A, A) e I un ideal del anillo A , V(I) in-
dicara al subosquema cerrado de X dafinido por I, o -, inci­
dente con Eoec(A/^). Cuando escribamos V(I)-V(P) entende-

r e m o s el s ubo s quema de 7(1) cuyo espacio base es la diferen
cia de los espacios : aies 'le V(I) y 'f(P) y cuyo bas .le fun-
c i ones • i s 1a r e ; t r i c cIô n del de V ( I ) ,

Nota 2 - 3 - 2 .- Si I es us i deal de [] y a : B & p ( I ] )  >Epec ( Q )

e s e l  m o r f i s m o  e s t r u c t u r a l  d é f i n i  d e n  ( 2 - 2 - 4 - i i . i )  , e n f o n c e s
1 e f i n i n o s c o m o te s u s u a i  tt ^ ( \' ( I ) ) c o m o c l  s uses q u c m a d e
B d p ( Q )  t a 1 q u e  d c u a d r a d o

BA ( Q  ) <---------  tt"^(V(T))P
I I• II I

^ 1 ;I IV V
Enec ( Q )  <------------ V(I)

s e a c a r t e s 1 a n o .

Pronos iciôn 2-3-3 .- si tt es la explosion global de D  con 

c e n t r o P se vérifie a que:

i ) TT  ̂( q p e c ( Q  / p ) ) e s un d i v i s o r ri e B ( Q  )

ii) Si G r p ( ’Q l - ^ | ^  p“ /j^ntl , t t  ' ( S n e c ( Q / p ) )  es iso-
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T'ior f o ,  c o , 1 0  D / p - e s  quern.i , a  P r o  j ( G T p  ( D  ) )

n e rn o s tracion,-

) Cons ideraro nos la Droyecciom tt restringida al al) i e r t o
f f

D . ( f _. ) = Epcc ( 0[:p--          .  ̂  ̂I j)+ ' i ' - ■ ' 'f .   'f. ^ ' ' I). (f . )1 1 1 T 1

es cl morfismo asociado a la immersion

I*' f g —I
:  ^ - Lij^j —      p - - , ........... . E n t o n c e s

1 1 1

TT esta definida de la n a sera s i g u i e n t c (Crothendieck 0L7J cap 1 -
t ulo I , 1- 2 ) :

 ̂r' 1si ■) e D ( f . ) = G p e c ( Lj|̂ ? —  ...........7--,.........   -I ) ,% T JL i * 1*
1 -1 1

As i si i E S o e c ( Q  ) , a  ̂ ) =

f f
= Soec   f  * f  ̂I 3 =1^1 '

i i i

Luego

f f
TT ^(Spec (Q/p)) = Sr>ec ( Q ^ j - | »..........*f”^  p ) =

i i i '

— o p e c ( —— j. . .. .. . »jp — — .«• •• •• • / 'C^ f  ^
i i i P

1•°[fT‘ .....f - - ...... f'I^"
f  Ÿ "  f i

= S p e c ( ü [ j l ............. . f - - ............... f 1  _ r ^ l  b r l  ,
1 1 1

Duesto que al ser f^*..*»f^ mn sistema de generadores de P

r^i ^  f^" 1 r f ̂ f ^ i
es P .0 - ....... »f“” *......., f ""il ”^i ‘̂ L f - "  »..... »f~"».......*f"li

i i i ■ i i i

Enfonces la inclusion

f f
TT ^(Sppc ( G  pi) C- > Spec (ÎD[_---,..... ,p--,..... . p--J )

* i i i
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corresponde al  e p * m o r f i s in o

 f- .....f'*-• • j-rTfi ^  ff]1 1 1 1 i 1 j f ̂ «LJ —*• •  ̂— I

cuyo nûcleo trivialmente esta generado por f^ .

’"or tanto la ecuaciôn local en D^(f^) de ïï  ̂(Spec( CH/p) )

e a f ̂ y ïï ̂ ( Spe c ( IZJ/p ) ) e s un divisor .

ii) Si son um sistema de generadores de P y si
f. = f\+P^= inp ( f ) cGîTp ( □  ) , enfonces G r p ( Q )  =

= D / p  (Matsumura [3l3 , capîtulo IV , propos^

ciônlO-D).

A d e m a s por 2-2-4 los D (f .) forman un recubrimiento abier+ 1 —
to de Proj(Grp([])) y D^(fT) = Spec =

r  f" f . f" 1
= Gpec (0/ p I -----)

(ii) quedarâ enfonces probado si demostramos que ; 

a)\Ti ; 1-i-r , 3  1 o s i s o mo r f i s mo s ;

"^i’^+^^i^---  ̂  ̂ ^(Spec(Q/p)) Ip (f")

b)Vi,i , G i î r  + = ■'’i l D p f p o n p r )
< . < l-]-r

puesto que en este caso la familia } induce globalmente

el isomorfismo de (ii)

f. f
) ,"l(Spac(Q/ ))| , , = Spec ( 0 [ ^ i  , . . , , . . , /  rf f) f -|>
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por i )

Luego a) quedarâ probado construyendo un isomorfismo

  jr]

7 h a c i e n d o f . = ^ (p . ,

S. se construye asi;

f 1 f . rf f 1
 ? : ’••••? J < . <, l-]-r

rf, f. f 1
,V x g Q /

i  i ü

,]Xd

;}) . er. isomorfismo . . En effecto , asta ver que Ker y^=0 ,

Ker (f) . =
 ̂ ^ . .« ,s.,. .. ,s ̂

f"

f. =1 '̂ ra^(--) ... (--) , oolinomios

en 1 as indeterminadas

. e t V t a l e s  cue

f:1 con coeficienteS

a.(-— ) ^ ...(— ) ^ )=(

P q |^1,. . . . p i  ,|-^ = 0 }< = = >

< = = >

rr t . r “I
^ ° L f : ......f:'"' ••

r f . 1
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f:rf " f7 f
< = = >Ker 4 . = 0 i- O / p  ,z“ » ••• »-”

n ? :  q  ?2-l

1 aego es invectiva,

' :ra probar b) tendremos que dernostrar que los iscmorfi 
coinciden en las int e n e  cc ion es , es decir

; 1 o I

/N /\
r^ î îT f“ -j rfl fl

D/p 1 3 r
f. f. f : J ' f“ f” fl1 1 1  ̂1 1

/s

CVp
fT f"n; rf“ fT f"n1 ] r" “ >■ • • *“ ">• • • J — *•

j : f: fTjl fT fT.

1 o su e se de d u c e t r i v i a ] rn e : :i t c d e 1 a d e f i n i cio n .

P r o o o s i c i 6 n 2 - 3 - 4 . - Se a T un ideal de Q  , se an

como en 2-2-U v s c'a Ÿ i  , 1-i-r el iia .G o

asociado al ideal {---|ae^7, v ( a)- v } de  ̂f 3
^i

e n t o n c e s :

i)'’ediante un proceso de r >e co 1 lerne n t los b aces inducen
i

un haz coherente ‘"3 de idéales B1 ( Q  )

ii) Si Y es el subesquemia c e r r a d o  de B £ ^ ( Q  ) definido por 

se verifica que; 

ii-1) V es el mînimo su])»esquona cerrado de B£ ( Q  ) que c on-
P

tiene t t  ^  ( V ( J )  -  V (  P ) )  )  , (V(J) y V(P) son los subesque- 

mas de Spec ( Q  ) die fini dos nor J y P respect ivamen- 
te ) .

ii-2) V es isonorfo como Spec (Q/ )-esquenia a B& _ (0/J),J J +

de manera nue se t i e m e  el diagrama conmutativo
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( 0/ J

S pec ( O / J )

: BA ( □  ) 
P

S p e c  ( O  )

-1iii) ïï i n d u c e  un isomorfismio BA (Q)-ïï ( V ( P ) )'vSpe c  ( Q  ) - V( P )

i) Si q u e r e r o s  a p l d c a r  un g r o c e s o  d: r e c o l l e m e n t  de h a c e s  y 
c o n s t r u i r  el h a z tendr^ermos que d e m o s t r a r  que

f . = J f .iq(f ) il D^(fp 0 D^(fp

G3 d e c i r  que J _ , Q .  . =J [Q • • , 1 o c u a l  trivialraente esfj .11 fjj 11

c i e r t o  ya que Q . . = ( Q . )  f. =(D.) f.
 ̂ (zl' )  ̂ (z-)f .1, ’f . 

1

El h a z  ^  es c o h e r e n t e  al s;eîr c u a s i c o h e r e n t e  y de tipo f i n i ­
to, Es cuas i c o h e r e n t e  p u e s  ^  j . _ . es de la for m a  ,J

con J = { - - - ] acJ ,v (a)- v }  ( G r o t i e n d i e c k  ^ ? 3  » c a p î t u l o  I ,
^i f; P

1 - 4 - 1 )  ,

A d e m â s  D  es de tip o  finito) .al s e r  Q n o e t h e r i a n o ,

ii) D e m o s t r a p e m o s  en primer-* l u g a r  qje si V es el s u b e s q u e m a  
c e r r a d o  de B A ( D  ) dofini.dco p o r  1  se v e r i f i c a  que

-1VüPïï ( V ( J ) - V ( P ) )

T e n d r e m o s  que c o m p r o b a r  que^
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Cons i d e r e m o s  un ab.i e r to D ((f.) do 1 r e c u b r i m i e n t o  y o n o r a -+ 1
nos l o c a l m e n t e  on êl. Entoncces Cil re t r a d u c e  en a n i l l o s  a;

/S•f. f. f
V" i Epe c ( Q  J - ) tal que

entconcGS j ,

PD. = >

e n u e d e n  dar dos c a sos

a) f^c J , e n t o n c e s  J O ^ d  ji ̂  1 n qut i m p l i c a  que f . c j ^

l u n g o  n ' " ( V ( J ) - V ( P ) )  I = irb : v ( J ) - V ( P ) ) =  <(,
ngf..)

b ) e n t o n c e s  b e J ̂  , b = , acJ , v - V p ( a )  = = >
i f :1

= = > 3 = fY . bcJn.cz i = = > f'̂ . .bej , c omo i es p r i m o1 I X  1 X ' X

y b  = = ==> J f . c  « X

Una vez demostrado que V'ZP>tt ^(V(J)-V(P)) tendremos que 
comprobar que V es el mîniimo subeiqueipa cerrado de ( Q  )

que con tiene a ïï  ̂( V ( J ) - V (( P ) ) . Sabemos que V es un subes­
quema cerrado pues V = V(TJ),, siondol un ideal coherente , lue 
go unicanente comprobaromosi que Y es el minime . Para ello 
nos restringimos a 1-i-r . Sea I un ideal de Q ,  ,

V(I) un subesquema cerradoi de Spec (Q̂ . ) tel que

ïï ̂  ̂  ( Y ( J ) - Y ( P ) ) cZ. Y ( I ) . He mois de prcoar que entonces

Y(J^ ) CL Y (I ) , o lo eue es lo mismo traducido a idéales: Si
i

I es un ideal que verificai

b  ^
= = > i 3  1

i i ^ b  ■
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entonces ,
i

Decir que ïï . ̂  ( V ( J ) - V ( P ) ) CZ V ( I ) significa que (!/.._ )_ =0 »1 JQ. f .

lue go:

Mae l  , 3n-0 , tal que --- (a+JO.)=0 ==>
f"1

= — > — — — .a E J Q . d  J r = = > — — — ,a = — — — , c E J , U g ( c )  — = >
f? ' b  f" fY ^1 1 1

==> a =  ---  , c g J  , v _ ( c ) - v - n  ==> a cJ^^v-n * ’ P f^

con lo nue I d J q # e # d #

ii-2) Gabemos que BA ( Q/ ) = \J S.d c c  (0/
 ̂+  ̂ i = l

J + P/

siendo puesto que al ser {fb} i=l,...,r un

sistema de generadores de P , {fb} i = l,.,.,r es un sis-

terna de generadores de J + P/^ ,

D e mostraremos que V es isomorfo c o n o Spec ( D/j)-esquema 

a ü'&j+p/ ( 0 /  ̂) comprobando ;

a ) S pec ( Q/
J + P/

L f . J
) ~ v n i q ( f o

b ) Si llamamos Q = G/
i d

Jtp/

L fi
J , enfonces

banc Qv nspec 0 4  ~ V nD+(f.)n

Como V A  ( f ̂  ) = V ( J ̂  ) = S pec ( O j j - ^  ) para p r o b a r  a)
^  ̂i

bast ara demostrar nue
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fJ + P/ es 3 e c i r

0 /
.....

"icndo '/a el i r. onor f i s no (p facil de construir . Tanooco ore

sentn diFicultad construir e IL isonorFisno n e c e s a r i o  oara de- 
nos t r a r b , Por ûltino comor'obarenos que e ], cuadrado

( ° / j ( t !

It
ISI
I
I
I
V

 > i, % ( [] )

'OC ( D/ y )

es connut at ivo . Para eJ.lo ve?renos que soljre cada abierto

’) (f.) es co n nu t a t i vo el c u ai d r a d o r; i p, u-i nn 1 e+ J

o e c O/

iI
I
71*I
I
I
V

VnDD^(f.)<=^------ > 3+(f.)

D/j ^ ----------------  > 3pec (P )

D enostrar que este cuadrado e^s connut a t i vo es facil, sues se 
traduce a anillos en donde 30i ve la c o n n u t a t i v i d a d . El diagra 
na anterior da lugar al siguiLente entre anillos:

D/
/ N

- b  b  b
— f  . A1 f .,1 f .1

n r ' i  bt b l^LfT ’ * * * *fT * • * * *fTj

V r  <

donde las fléchas vert i c a l e s  îson las inmersiones y las h o ri-
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-ontales los e p i m o r f i s m o s  n a t u r a l e s .

■ii) D g  la construccion de n  ^(V(P)) (voase ( 2-3- 2) y 

local izan do on cada D^(f.) de due i nos lo sign,'ente:

L llananos 7t.=7t|,_ , , . , result a , teniendo en cuenta rue
' + i

^(f;) = Spec (O^ ) , el diagranna cartesiano

3pec ( Q . ) <

TT .1

bpe c

t 1

(O )
V

V(P)

al que corresponde el diagrarrria c o c a r t e s i a n o  de a ni l lo s  y ho 
rnoTRor f i s nos

o b.o_.

o O /

donde las fléchas verticales son las inclusiones y las fl é ­
chas horizontales los norfismios naturales.

-1Para demostrar el isomorfisnoi entre B & ̂  ( Q  ) - tt (V(P)) y 

Spec ( Q ) - V ( P )  tendremos quo; comprobar las cuatro condicio-
nes siguientes;

a) Cada t t , es invectiva sobcre Spec ( O ^ ) - tt ^ ( V ( P ) ) | ^  ^ ^  ^

+ 1

b) Si l l a m a m o s  t t V  a tt . r e r s t r i n g i d a  a Spec (D̂ . )- tt ”  ̂  ( V ( P ) ) ,

si 7 es un punto y d  Imaggen n ^ n i n a g e n  tt̂  , es decir

y = T T . ( x )  , x e D ^ ( f ^ )  ; y tt_. ( x ' . ) , x ' c D ^ ( f . )  , Entonces, ne ce-
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s or la m en t  e , = x ’ e D ( f .. i) A  D ̂  ( f ̂ )

o) \J I mag ir . = 5pe c (Q)--V ( P )
i = l

-] ) Si x e S n e c  Q . - ïï  ̂( V (( P ) ) , y = Tr.(x) , t e n d r e m o s  e n t o n c e s
• 1 2

cl i s o m o r f i s m o  ( Q . )  % ( 0 ) .  i n d u c i d o  por i .
' b

a) Se t i e n e  que x s S p e c   ̂( V ( P ) ) <  = = > f ̂

n  -1L’,'. e f e c t o  el que x e S p e c  Li. - tt (V(P ) )  s i g n i f i c a  que q ̂

n " p r o v i e n s  via el hoTnomnor f ismo n a t u r a l  de un i d e a l  de

Q .  / ^ p. 7 a eue los ü d e a l e s  que se o b t i e n e n  de e s t a  f o r m a1 f i U  i

c o n t i e n e n  todos a f ̂ y/ son to do s los que lo c o n t i e n e n .

S e a n  a h o r a  i f i idealles de Q. tai e s  que f .^i ,X y -1 I X *

» e n t o n c e s  I ^ a D  5̂ ) ̂  O  O  • En e f e c t o  al ser ^ x ^ ^ y  

e x i s t e  un , P o d e m o s  e n c o n t r a r  t>0 tal que

i j" . a e D  » como j^ es p r i m o  , y e n t o n c e s

p c r o  f ^ . ot e j ^A l Q  l u e g oft1

Obsërvese que utilizainos; la notacion de Crothendieck y asi 
cuando escribimos x no)S referimos al punto y cuando escri 
])imos i al ideal.

) y E Imag ir^Almag Ti _ , TT^(x) = Ti^(x’) = y = = >

= = >x = x' e D^(f . ) n D ^ ( f  . )T 1 T ]

Imag TT ={j oQli eSpec ( Q . ) , fbdi }
L A  J . ^

Imag TT_. ={1yAD|lyGSpec i(0^ ) . fbfly)

1^a Q =  i,, n O  e I ma g  ^  I n a g H *1 i
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f -. ^ 0 ^ 1  hi b  b l
■ ” f 7  • ‘ • ’FT.....FTj

f T■ b -  b lc,,c:u J - , . .. , j - ........J - .....p j
]

‘1 se r D ( f . ) A  D (f .) = n (f ..f .) = S p e c  O .•) , el c u a d r a d e+ 1 ' 1 '  ̂ 3 . ^ 3

^'^;uionte es conmutativo

P i

a

" P i i

y 1 x^D = ] yAO y tendremos que i . Q  ̂ ̂ = j ̂  . Q  ̂ j quedando

b) demostrado.

) Se verifica que D(f^) = Tmag ïï ̂  y a que D(f^) = Spec (TH)-V(f^)

Q'-rothendieck , capîtulo I ,S . Debido a ello

r * r r r
(J Imag ïï.= VJ D ( f . ) = U  (Spec (Q)-V(f.)) = Spec (D)-/^ V ( f . )  = 
i = l  ̂ i = l " i = l i = l 1

= Spec ( O ) - V ( P )  pues los f^ , i = l,.,,,r son un sistema 

de generadores de P .

d) Si f .  ̂ i se verifica eue Q. (D. ) . . El iso-l ^ n Q  1 1%

morfismo se construye asî:

0 i^ na
> (□. ).

a e Q  ,b?f j A  Q

I.a unica d i f i c u l t a d  p a r a  c o m p r o b a r  que es isomorfismo
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IS d e m o s t r a r  que <p e s  s up r ay e c t i vo .

f
Cea --J , a ’c Q ^  »

] i i

: 'fi..

= ̂ a î  (p-) ^ . . . ( | - )  t' , a l E O  , lu e g o
1 1 

Si s;
f , S ̂ 3 . S^  3 ' f fd # -L. # # # L , •••

2. 1 1.a '
b "  . V  , . ' " - " i  " 1  ' • ’ " i   rf: . b '

*•^3! f ̂  ... f.^ ... f t'élu ,

fYeî -j , b ’ ?f j » al ser j p r i m o  fY.ii* Z j l u e g o1 X X * ’ X 1 X

fY.b Vl^AO .
f, ... f." ... f

E n t o n c e s  (p ( --- - - - 1 -------- 1 --------- i --------- )= -b_ n.e.d,
fY. b' ^1

p r o o n s i c i 6 n 2 - 3 - 5  . ~ Sean f ̂  , . . . , f ̂  co.no en P - 2 - h , s e a n  

F ̂ = -in,jp(f.) 7 II el a n i l l o  graduado K su-

o u e s t  os 103 f^ de g r a d e  1 , e n t o n c e s  la f i b r a  de tt en

TT ^('l)i^Proj p t ^ / . ^ p n  )% Proj (li)
n - 0‘

b e m o s t r a c i o n .-

T % K • P/.,p • P"/.,p2 S , . . ®  p"/,jpn con :<=D/

es una K-algebra graduada f i n i t a m e n t e  g e n e r a d a . Por otra
0 a rte dado b =D^P^&,..® @ ....... . podemos construir un

b o m o m o r f i s m o  'f de a n i l l o s  de H en II de la fo r m a  siguien 
t e :

1 î * ' ' ' * ̂  ri ^  es tara definido por:

H* ( f p  = f i = l , . . . * r

'f(X)= À+M X c P
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3c tiene por tanto 9 I dia;grama cQcarteaiarjo - anillos 
niguiente:

II <---:-----HI
A A\
I I
I I

’■ ! : iI I
u u
K < _ _ _ . _ _ _ C 3

luego K H = M , cn or/, nucinas résulta entonces el dia-
gr am a cartesiano.

Proj (M)  -> Proj (H)

loec (!\)  > 3 pec ( Q )

He verifica que "f' tranisforma el unico punto de Spec (K) 
en el ideal ;1 de Spec (( Q  ) luego tt ^(‘l)=Proj ( Ii ) , es
de ci r tt ^(‘1) es el K - e) s n u o m a prove et i vo definido por el
anillo graduado K [f  ̂ con f^= in.^, (f^) y grado

de f ̂ igual a 1 , V i  . Como espacio topolôgico TT " ̂ ( H )

es un suhespacio cerrado de S H p ( Q  ) puesto que M es cê

rrado y n es continua.

Definiciôn 2-3-6.- Se 1 laimara divisor excepcional de una 
t rans forma c i on cuadrâticai ô monoidal tt al esqucma proyec
t i V o TT  ̂( ■ 1 ) .

Observacion 2 -3-7.- El co.p j un to de puntos cerra les de tt ^(M) 
esta en correspondencia biiuriivoca con las direcciones

( , ût̂  , . , , , ) a^eK . EZn el caso particular en el que

0  =  -  r [ x  1 » X  2 * ̂  p  =  ( X < ^  , X ^  ) 0  , tt ^ ( M )  esta definido por

un anillo de polinomios K  ̂ ^ * c s decir tt ^(H) es la

recta proyectiva sobre K< , igualmente si P = ( X^ , , X ̂  ) Q
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e n t o n c e s  es el p i a n o  p r o y e c t i v o  sobre K . Enton-

c'. 1 el con junto de puntos ce rrado s de v ^(M) esta en 

e ' ' ! e s o o n d e n c i a biunîvoca con las direcciones e

) Ci .e K
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§ 2 - 4 .- T r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  de u n a  v a r i e d a d  a l ^ e b r o i d e

I n t r o d u c c i o n .- En e s t a  s e c c i 6 n  se d e f i n e n  y c a r a c t e r i z a n  
los t r a n s f o r m a d o s  m o n o i d a l e s  del a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  Q  
de una  v a r i e d a d  a l g e b r o i d e .

D e f i n i c i ô n  2 - 4 - 1 .- Sea Q  el a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  de un a  
v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  , M el id e a l  m a x i m a l  de Q  y P un 
i de a l  p r i m o  de D  . D i r e m o s  q m e  u n a Q - â l g e b r a  l o c a l  Q *  
es un t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  die D  con c e n t r o  P si y s o l o  
si 0 * = A ^  do n de

i) A = Q  J  con f^EP M

ii) N es un ideal primo de A que contiene a MA ,
Si P = M diremos que Q *  eas un transformado cuadrâtico 

de Q  .

Proposicion 2-4-2.- Q* es u m  transformado monoidal de CJ 
con centro P si y solo si Q' es el anillo local de un 
punto de B A p ( Q )  que yace sobre el punto cerrado M de

Spec (O ) .

Demostraciôn.-

Sea P= (f\,...,f )C1 » Bilp(ÏQ) serâ la uniôn de los esque
V f F  f -T

mas afines D^(f^) = Spec  ̂ • • • • *“ f ” * • • • *“ J  ) • S i

C es un punto de B £ p ( Q )  ccon 7t(Ç)=M entonces existe i

tal que Ç e D ^ ( f ^ )  , p o d e m o s  ssuponer i = l y el a n i l l o  l o c a l
f . f

Lî'x
f

de Ç en B £ p ( Q )  es D 2 i r ij siGndo N
1 1 1 N

un ideal p r i m o  de (3 - - - que c o n t i e n e  a MA
1 11 1-^

pues p o r  h i p ô t e s i s  ïï(Ç)= M  y/ N=j^ . Lu e g o  to d o  a n i l l o  l o c a l  

de un p u n t o  de B £ p ( Q )  que; y a c e  s ob re M es un t r a n s f o r m a  

do m o n o i d a l  de O  con centro; P,

R e c i p r o c a m e n t e , - Si Q *  = Q  P / ̂  ^  , feP , e x i s t e  u na  b a s e
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de P que c o n t i e n e  a f , e n t o n c e s  N d e f i n e  un p u n t o  en
3 £ p ( Q  ) c o n t e n i d o  en D+ (f ) y que y a c e  s o b r e  M ( % ( S ) = M

con j _ = N ) . s

T e o r e m a  2 - 4 - 3 .- Sea D  el a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  de u na  v a r r e  
dad a l g e b r o i d e  r e g u l a r  y P un i d e a l  r e g u l a r  de O  , Sea Q *  
un t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  de Q  con ç e n t r o  P de m a n e r a  que 
Q' = q |p / J  s i e n d o  f un e l e m e n t o  p e r t e n e c i e n t e  a un

s i s t e m a  r e g u l a r  de parâraetros de Q  ( f f O C m o d u l o  M )) y 
N un i de a l  m a x i m a l  de A , E n t o n c e s  Q *  es un a n i l l o  
r e g u l a r  y dim  O = di m Q *  ,

D e m o s t r a c i o n .- Sea d i m Q = n , C o m o  P es un i d e a l  r e g u ­
la r se p u e d e  e l e g i r  un s i s t e m a  r e g u l a r  de p a r a m é t r é s  de D  

tal  que P = ( Y ^ , . . . , Y ^ ) D  con Y ^ = f  . S ea

Q ’ un t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  de O con c e n t r o  P , es de
cir O* =A^ , A = D ^ ^ 2 _ , , , . , _ . r j  , con N un i d e a l  p r ^

mo de A t a l  que M A  CZ N , L l a m a r e m o s  M ' al id e a l m a x i ­
m al  de O* ,

D e m o s t r a r e m o s  el t e o r e m a  a y u d â n d o n o s  de los r e s u l t a d o s  s i g u i e n  
tes :

a) O'/p Q.
^  *N W/PA

s i e n d o  'f el i s o m o r f i s m o

   '

( - i - ) + P  ------------------ > g + P ̂ ^ h  + PA S ' h c A ,  h ^ N

b) El b o m o m o r f i s m o  Q / p      > A/^^ es i n y e c t i v o

g + P ---------------- > g + PA

g c Q
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p u e s  si gePA y g e D  ==•> g e PA A O  = = > g eP  y a que PAAO=P

c) A/p^ se p u e d e  c o n s £ d e r a r  co m o  un a n i l l o  de p o l i n o m i o s

A = 0

so br e  D / p  ,

^ 2  r;Ÿ " t • • • »Ÿ“
‘  *1 "1

^2. P o n i e m d o  Y ^ = - - , . , . , Y ^  =^- , se v e r i f i c a

b  . h r_   a. Yfî _______________ y ; ‘ ) + PA s
i = (Î2.. . . ,ij,),ajeQ

= ̂ ( a ^ +  P y O ( Y q 2 . . . . Y ^ r  # P A  ) = ; ^ ( a ^ + P ) ( Y ' t P A  = ^ ( a ^  + P) Y"^

i i
con Y 'l  =Y; ---- Y^'' i= (ij,. . . ,i^)

i_ i
Y^ = Y^ +PA y Y " ^=  YÎJ ^ -----Y ” ^ con lo que

A / p A  ' ° / p  C r Q =  ° / p   Y ? ]  •

B a s â n d o n o s e n  los r es ul ta dio s a , b , c  d e m o s t r a d o s  anteriorraen 
te p o d e m o s  c o n c l u i r  la d e î m o s t r a c i ô n  del t e o r e m a .

S ea  n= N/j^ , entoncess

( A / p ^ )  =( a / / p [ Y ' D  = o ' / p ^ .

Pa

I g u a l m e n t e

O ' / M O '  ° ( ° / M  F  Ÿ Ü  ) -  .D/„ • K con Ÿ' = Y ' + M a y

p= " / m a  •

C o m o  P Q ' =  Y^ O '  y M 1 Q ’= ( Y ^ , Y ^ ^ ^ , , , , , Y ^ ) Q *  t e n d r e m o s  

que

dim o V _  = d i m  Q ' /  = dim Q * - (n-rf 1 )
( ? l ' Y ' r + l ...... \ ) Q '

dim 0 * = d i m  O' ^ , + ( n - r + l )  .
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A h o r a  b i e n  d im  0 * / %  q i  = d im  (K [Ÿ'3  )_ = h ( n ) , s a b e m o s  que
n

h ( n ) - n - ( n - r t l )= r-1 . Si el id ea l N es m a x i m a l  en A , n

s e r â  un i d e a l  m a x i m a l  en K ^  Y *]] d e b i d o  a lo c u a l  h( li) = r - l , 

e n t o n c e s  d im Q* = r-l + ( n - r + l ) =  n q.e.d .

C o n s t r u i r e m o s  un s i s t e m a  de p a r â m e t r o s  en Q *  « Al ser

(K r e g u l a r  e x i s t i r â n  r-1 e l e m e n t o s
"n

de 0 / / y  Qf g e n e r a d o r e s  de r, , S ea n  z^ MA

z  ̂ = z +MA , E n t o n c e s  un s i s t e m a  de p a r â m e t r o s  del  r-1 r — 1
a n i l l o  Q *  es (Y^ ,z^ , . • • ,z^_^ > ^r+1 * * * * *^n ̂  *

D i r e m o s  que Q *  es r e s i d u a l m e n t e  r a c i o n a l  (resp. r e s i d u a l m e n
te a l g e b r a i c o )  s o b r e  Q  si Q  > Q *  i n d u c e  un i s o m o r f i s m o
(resp. un a  e x t e n s i o n  a l g e b r a i c a )  de los c u e r p o s  r e s i d u a l e s  • 
He mo s  d e m o s t r a d o  que d i m Q  = di m Q *  si y s o l o  si Ifi es un 
id e a l  m a x i m a l  , lo cual es é q u i v a l e n t e  a que Q *  sea r e s i -  
d u a l m e n t e  a l g e b r a i c o  s o b r e  Q  .

Si □ *  es r e s i d u a l m e n t e  r a c i o n a l  so b r e  Q  , e n t o n c e s

K C  ̂  0  = K l u e g o  e x i s t e n  ,. . . , ^eK de m a n e r a  qu e
' n

n - “ l ............ - “ r-l> K [ Ÿ ' ] .

Un s i s t e m a  r e g u l a r  de p a r â m e t r o s  de O '  serâ

Y g Y^
Ÿ" ■ “ l  Ÿ' ■ “ r-1 • h r +1  ......

Y
y a que Y'. = Y î+MA = %- +MA 1 1  Y^

N ot a  2 - 4 - 4 .- Si Q '  es un t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  de u n a varie^ 
dad a l g e b r o i d e  O  , e n t o n c e s  Q' es e q u i c a r a c t e r i s t i c o  y re- 
d u c i d o  p e r o  en g e n e r a l  no es c o m p l è t e ,  en e f e ct o:

i) Q *  es e q u i c a r a c t e r i s t i c o ,  p ue s si c o n s i d e r a m o s  el c u e r p o  
de c o e f i c i e n t e s  de Q  , K= Q / ^  s a b e m o s  que K<z.Q l u e g o

KC.Q* y p o r  lo t a n t o  Q '  es e q u i c a r a c t e r i s t i c o  ya que

un a n i l l o  l o c a l  es e q u i c a r a c t e r i s t i c o  si y s o l o  si c o n t i e n e
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a un c u e r p o  (Z a r i s k i - S a m u e l  C^Cl * c a p î t u l o  V I I I , § 12) ,

ii) Q*  es r e d u c i d o  ,

D e m o s t r a r e m o s  que si D  es r e d u c i d o  e n t o n c e s  Q -  es r e -
1

d u c i d o  y p o r  lo t a n t o  Q *  t a m b i ê n  lo s e r â  p u e s  D *
1

es r e d u c i d o  pues si - —  e Q ^  f u e r a  un e l e m e n t o
h  fP b

n i l p o t e n t e  e x i s t i r â  un n tal que ( - - - ) ^ =  0 , se t e n d r î a  

rn n
f^ --- = 0  , a = 0 l u e g o  a=0 al s e r  Q  r e d u c i d o .

iii) Q* en g e n e r a l  no es c o m p l e t o .  C o m o  se c o m p r u e b a  i n m ^
di at am en te en el c a s o  0 =  K ) 0

P r o p o s i c i o n  2 - 4 - 5 .- Sea Q  el a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  de una  
v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  y P un i d e a l  p r i m o  de Q  . s ea  J un 
i dea l de D  tal que J c  P y s ea  el h az  c o h e r e n t e  de
i d é a l e s  d e f i n i d o  en 2- 3 - 4  . Si J* es el i d e a l  de Q '  
g e n e r a d o  por t o d o s  los c o c i e n t e s  {--- 1i e J , v - V p (j ) } se

h
v e r i f i c a  que :

i) Si XEïï ^(M) es el p u n t o  de B£p( Q )  cu y a  f i b r a  es O* » 

e n t o n c e s  =

ii) Q* / j , es un t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  de Q/^ con c e n t r o  

p/ j 6 n'/j. : 0 .

iii) Si J es p r i m o  , J*= □* ô J* es un i d e a l  p r i m o  de

D ’ con J * rv D = J .

D emos t r a c i o n .-

i) En v i r t u d  de la c o n s t r u c c i ô n  de 2 - 4 - 1  , si x e ï ï~ ^(M )  es
el p u n t o  de B £ p ( Q )  c u y a  f i b r a  es Q*  e n t o n c e s  x E D ^ ( f ^ ) ,

de d o n d e  Q' = Q |  P/ ^  | s i e n d o  N el i d e a l  del p u n t o  xL ij N
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en D^( f ^ ),  La f i b r a  de"] en x es e n t o n c e s :

t 1 1

ii) Se p u e d e n  p r e s e n t e r  dos casos:

a) f^e J ; e n t o n c e s  = =D* Y U * / j , -  0

b) f̂ é. J ; e n t o n c e s  J*f  Q* y O* /j , / 0

• [°f / \  ] « •
P/ yJ

m o n o i d a l  r é s u l t a  ii)

iii) Si J es p r i m o  J * = Q '  ô J * X U' , J * es p r i m o
en Q* • En e f e c t o  c o m o  J es p r i m o  Q/ j es d o m i n i o

de i n t e g r i d a d  y D* /ji p o r  i i ) es d o m i n i o  de i nt e -

g r i d a d  p u e s  el t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  de un d o m i n i o  de in^
t e g r i d a d  es un d o m i n i o  de i n t e g r i d a d  l u e g o  J* es primo.
T r i v i a l m e n t e  J * r \ Q =  J,

D e f i n i c i ô n  2 - 4 - 6 .- J* se l l a m a  t r a n s f o r m a d o  e s t r i c t o  de 
J en Q* .

C o n s e c u e n c i a  2 - 4 - 7 .- En las c o n d i c i o n e s  de (2-*+«*5) el homo^ 
m o r f i s m o  l o c a l  n a t u r a l  Q - - - >  Q* i n d u c e  un i s o m o r f i s m o

Dq ''' Q'qt » para todo par (q,q') , q ideal primo de □  

tal que su transformado estricto q*?^ Q* .

D e m o s t r a c i ô n .- A p l i c a n d o  2 - 4 - 5  , (ii), (iii) t e n d r e m o s  
que f ^ d q  y q ’ o D  =q l u e g o  f^fq* . Se v e r i f i c a  entoii

ces que existe un isomorfismo 4»* Q  i ~ O* ,q ' n o  q '

D i c h o  i s o m o r f i s m o  se c o n s t r u y e  asî:

b b
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a e O
bg! q ’A p

y se coraprueba que es realmente isomorfismo mediante un
proceso anâlogo al de 2-3-4 — (ill) - d .

Consecuencia 2 - 4 - 8 .- Sea D  el anillo de una variedad al- 
gebroide » sea D* un transformado monoidal de D  con centro
P, tal que Q* = 0  ^  N siendo (modulo M^), en-

tonces dim □  = dim Q* ,

Demos traciôn,-

i) D  es el anillo de una variedad algebroide luego Q  = ^ / j  

con O  = K y J ideal radical de Q  .

ii) En las condiciones de 2-4-5,si f^=x^+J , x^eP ,

P= n ^(P) siendo n: D  - - - > 0  el epimorfismo natural,
2 2 MComo f^+Mg XO se tiene que y si □* es el

transformado de CH dado por Q * =  D  j^'^x ^  N *

N=n ^(N), entonces Q*/j, = Q* .

iii) Por el teorema 2-4-3 , d i m Q  = dlm CH • Demostraremos que 

dim D / j  = dim C3 */j,

Tenemos que

dim 0 /j =sup {ht(p)IpeSpec (D/j)} =

= sup {ht (p)|p ideal primo de CH que contiene a J }=

= sup {dimCHp » p ideal primo de Q  que contiene a J } .

Supongamos que un sistema de parâmetros del anillo CH lo
forraan los elementos ( .x^*...>x^ ), pues x^ pertenece a

2un sistema de parâmetros ya que x^+M_ XO . Entonces una cade^
—  Q

na m a x i m a l  de i d é a l e s  p r i m o s  en  CH es la s î g u i e n t e
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0 c  ( X 2 ) t—3 ^(Xg^x^) Ç3 ̂  • • • cr ( Xg *Xg,, « • jX^) V—1 ^ ( x ^  *^2 * ** ̂ 

x^ d J p ue s si p e r t e n e c i e r a  s e r i a  J » = Q '  , l u e g o  J se

p u e d e  i n t r o d u c i r  en un e s l a b o n  de e s t a  c a d e n a

, • #X^) L_l ̂  J CZ (Xg + X g , ,  • • # x ^ , x ^ ^ ^ )

L l a m a n d o  Q*. al t r a n s f o r m a d o  e s t r i c t o  de ( x^ tX^ ,, .. ,x^ )[U » 

t e n d r e m o s  en Q  la c a d e n a  s i g u i e n t e

o c  02<=^ O 3 . c O *  C  J ' C  , . . ^ 0 ^ ’

d e b i d o  a lo cual di m - d i m t ^ ' / j ,

R e c î p r o c a m e n t e  si p ” es u m  i d e a l  p r i m o  de O  tal que

p" O  J ' , p = p " n O  es un i d e a l  p r i m o  que c o n t i e n e  a J ,

s e a  p' el t r a n s f o r m a d o  e s t r i c t o  de p , t e n d r e m o s  e n t o n c e s  
p" n O =  p * A O  = p .

Se v e r i f i e s  que x^dp pue s s i  p e r t e n e c i e r a  s é r i a  p * = Q  ,

e n t o n c e s  al s er  p ” n Q  = p , f  ̂ i(p" l ue g o  con

lo que ht ( p ) = h t ( p " )  y s e r f a  d im  Q  - di m D  /J .
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§ 2 - 5 .- T r a n s f o r m a d o s  m o n o i d a l e s  f o r m a l e s .

N o t a  2 - 5 - 1 .- S ea  O  el a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  de una v a r i e d a d  
a l g e b r o i d e  y s e a p *  un t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  de Q  . Q *  
no es el a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  de u na  v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  
p u e s  no es c o m p l e t o  (v êa se  n o t a  2 - 4 - 4 )  .

D e f i n i c i ô n . 2 - 5 - 2 .- Sea O  el a n i l l o  de u n a v a r i e d a d  a l g e b r o i ­
de , O' = (3( P /r  )' un t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  de Q  con cen

tro P . L l a m a r e m o s  t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  f o r m a l  de D  con
c e n t r o  P a p *  c o m p l e c c i o n  de Q *  r e s p e c t o  de la t o p o l o g i a  
M * - â d i c a  con M* i de a l  m a x i m a l  de Q *  , En el caso de que P= 
=M con M id e al  m a x i m a l  de Q  d i r e m o s  que Q *  es un t r a n s f o r
m a d o  c u a d r â t i c o  f o r m a l  d e D  .

P r o p o s i c i ô n  2 - 5 - 3 .- Sea Q  el a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  de un a v a ­
r i e d a d  a l g e b r o i d e  y O *  un t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  f o r m a i  de C H . 
E n t o n c e s  Q* es t a m b i ê n  el a n i l l o  de u n a v a r i e d a d  a l g e b r o i d e .

D e m o s t r a c i ô n .- Po r 2- 4- 4 y 2 - 5 - 2  es p *  un a ni l l o  l o ­
cal, c o mpl eto , equi c a r a c t e r î s t  ico y r e d u c i d o .  Se v e r i f i c a  t a m b i ê n  
que la d i m e n s i o n  de inraersiôn es f i n i t a  a u n q u e  no ti en e  que 
c o i n c i d i r  con la d e D  y el c u e r p o  de c o e f i c i e n t e s  es a l g e b r a i  
c a m e n t e  c e r r a d o  al se r el m i s m o  que el de Q  .
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§ 2 - 6 .- Ecuaciones del transformado cuadrâtico.-

Introduccion.- Los objetivos principales de esta secciôn 
son los siguientes:

1) Câlculo de las ecuaciones de un transformado cuadrâtico 
formai de una variedad algebroide.

2 ) Demostraciôn de la equivalencia entre los transformados 
cuadrâticos formales intrînsecos y los transformados por 
ecuaciones.

Nota 2-6-1.- Sea D  = K |̂ [x ,. . . ,X iT , M el ideal maximal
—  _ n -— pf- x. X n

de Q  . Entonces Bi- (Q) = \ J  Spec U  ,5 - .
i = l L--i *i ^iJ

En virtud de 2-3-5 , tt“ ^(M)= Proj K |[x^ ,. . . , X ^  ,X^=X^ + M^

y la inmersiôn ir ^(M) C---> Bi (Q) viene dada por el homo
M ^

morfismo graduado H=.|  > N=.|_ M^/ni + l % K TX. ,.. ,X 1 .1 — ü 1 ̂  u M X

P o r t a n t e  tt" ̂  (M ) H  ) = D^ ( X^ ) en Proj (K [ x ^ , . . . , X ^ ) .

Por cons trucciôn, el punto cerrado (a^,...,a^) de Tr"^(M) 

pertenece entonces a D^(X^) si y solo si a ^ / 0  .

Por otra parte si n =(o^,...,a^)c D^(X^) , el anillo local

—  — , , —  p  X.
de n en Bi (D) , Q  es EU = Q |

M ^ ^ i
—  rx^

siendo M* un ideal maximal, en E ]  1 ,L_Xi

que c o n t i e n e  a M D
X, Xl i n
y “  » • • • »’v “ • • • • » v ”
_ i ^i ^i I

X . X 1
1 n I

' x l ' " ' •X^J M1

X . X 1
1 n

' x T ' " ' • ' x T J
1 i~*

El anillo local de n en lai fibra w ^(M) es Q  /gÿ* =0 .D*

que es un anillo local regular de dimension n - 1

De aquî y de 2 - 4 - 3  Q  es uin anillo local regular n-dimeii 
sional y (jl - ,-iil - 2 iîî



*

“ riv

es un s i s t e m a  de p a r â m e t r o s .

N o t a  2 - 6 - 2 .- En lo que s i g u e  n=( , . . . , )  , a ^ X O  s e r â

un p u n t o  c e r r a d o  de ïï” ^(M) , Q  s e r â  el t r a n s f o r m a d o  
c u a d r â t i c o  con c e n t r o  M de Q  o b t e n i d o  c o m o  f i b r a  de

Bi (O) en n .
M

P r o p o s i c i ô n  2 - 6 * 3 .- Con las n o t a c i o n e s  de 2 - 6 - 1  y 2- 6- 2.  
S ea  feR  . Se v e r i f i c a  que el t r a n s f o r m a d o  e s t r i c t o  de ( f ) t U

I —
en Q  p o r  la t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  es el i d e a l  ( f » ) U

d o n d e  f'= --- , s= v (f) .
X® M

De mo s  t r a c i ô n .- De 2 - 3 - 4  t e n e m o s  que si J = ( f ) Q  , e n t o n c e s  
el i d e a l  t r a n s f o r m a d o  e s t r i c t o  de J en D  que l l a m a r e m o s  J*

s e r â  el id ea l de O  g e n e r a d o  p o r  t o d o s  los c ô c i e n t e s

{---- , V - s = V (f)} , l u e g o  J* s e r â  el i d e a l  ( f ' ) D
X^ M

f fcon f*= --- , s= V (f) ya que c u a l q u i e r  çg- con v<s
x! M *i

se p o d r â  e x p r e s a r  c omo  --- = X ? " ^  . --- .

N o t a  2 - 6 - 4 .- E c u a c i d n  de f*.-

S e a  X' = -- - -- X j = - j : --------------X j = X j .

^i + 1 ®î + l ^n °̂ nXî . = - - -- - t   > X * = n- - -- , un s i s t e m a  r e g u -y . ct« n A* (X*X I  1 1

l a r  de p a r â m e t r o s  de Q  .

“ l “S ea  a* = -- ,...,a' = -- .1 n

Si f es de la f o r m a

f=f„ ( X . , . . . , X  )+f . ( X , , . . . , X  )+.... , s>0 d o n d e  las f.s 1 n s T 1 1 n 1

so n f o r m a s  h o m o g â n e a s  de g r a d e  i , e n t o n c e s  como
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X^ = X! (X ^+ a ^ ), • . . ,X j_^ = X^  ̂ ’

% i + i = x i ( x i + i + = i + i )  .•••.='„=='! ( % A + " A  )

• * i ' * i  **

. . . . x j ( x ; + a ; ) l  + f ; + i  [ x ! ( x ; t . ; ) . . . . . x ! ( x ! _ i + . ; _ i ) .  x -  .

 +....

+ XI

C o n s e c u e n c i a  2 - 6 - 5 .- A la v i s t a  de la e c u a c i ô n  de f* o b t ^  
n i d a  en 2 - 6 - 4  p o d e m o s  dedlucir que f* es u n a  no u n i d a d  en 
0  si y s o l o  si f (a*,.... ,aî , 1, a J . - » . • . i a ' ) = 0 , es deS 1 i**l irl n ^

cir si y s o l o  si f s ^ ^ l ' ' " ' * * i - l ' ^ i ' ° i + l  ***•» “ n ^ ” ^ p u e s  
fg es h o m o g ê e e o .

Nota 2-6 — 6 . —

i) El h o m o m o r f i s m o  n a t u r a l  de Q  ----> Q  / —  se e y t i e n
( f ) □

de a un horaomorfismo de a m i l l o s  de c ô c i e n t e s  -----

el cual se r e s t r i n g e  a un h o m o m o r f i s m o  de

n
/ \

*1 *1 %n••"f* • • # " ̂  » • • >*“
X . X . X .' 1 1 1-i

 » )Q^X .+fD * imagen Q  de

este û l t i m o  h o m o m o r f i s m o  ess el a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  del es- 
qu e m a  afin

D ^ ( X ^ ) A P r o j

_ | x  iT'. X 1  -v
Q  Ÿ “ * • • • »v“ * • ' •  O  es el id e a l

iTi ^i 1-1

. El n û c l e o  del h o m o m o r f i s m oLn:o 4
/ X
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f O y  A P v “ t • • • »5" » • • • » y "'

fprincipal generado por 

elementos de D

que coincide con el ideal 

donde s= V w ( f ) ya que Ips

P i  ^  ' % n l
 x l J

M

son homogêneos de grado
A, . t

cero, Entonces el nûcleo del epimorfismo Q  --->[] ( O es

la localizaciôn de LJ con respecto a la imagen de M M  es­
ta generado por f* * la imagen de --- en

"i
o'

- \nii) Sea T  el epimorfismo natural | f /ff
n - 0  n - 0

y 'f la inmersiôn cerrada inducida por 'f

Proj’ [.!o - t î . > Proj ( J M*). Entonces f * 
n - 0

es una no unidad de Q  si y solo si el punto nelmag't**

X^ + (f )□
En efecto Proji r  f

Ln-i
= U  Spec(0/(J)Q 
1-1 _ x , + ( f X 3

X;+(f)[] X ^ + ( f ) P

x ^ + ( f ) Q  x ^ + ( f ) Q .
) =  Ù  D (X.) con X.=X, + ( f à î  , 

i = l 1

' r .
luego Ip (X ) la inmersiôn Spec j j q I t •.

+ 1

-2

Xi '‘i

) ^------> Proj ( I M ) . Entonces nclmag'f si y
n - 0  _

solo si B i  tal que qeD^CX^ ) = Spec -1 ’'i
i = . ....

o lo que es lo mismo si y solo si f(a^,...,o ^ ) = 0  con 

D= ( .  ,a^ ) . Aplicando 2-6-5 queda demostrado nuestro 

aserto,

Nota 2 - 6-7,- Q =  ^ / ( f ) Q  sera el anillo de coordenadas de 

una hipersuperficie algebroide . Si f ' es una no unidad en

Q  , tendremos que Q* = Q / j Q* y un transformado cuadrâ­
tico formal de D  serâ O  / / fqn* » en donde Q  es la complec^
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c i6n  de Q  en la t o p o l o g i a  M * - â d i c a  (M* i d e a l  m a x i m a l  
de D  ).

Se v e r i f i c a  que dim O  ” d im  Q  / ̂  ̂ "

= d im  ^ / (  = n-1 l u e g o  □  es el a n i l l o  de

c o o r d e n a d a s  de un a h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e

D  es un a n i l l o  local, c o m p l e t o ,  e q i i c a r a c t e r î s t i c o  c o i ^ c u e r  
po de c o e f i c i e n t e s  K y d e  d im e n s i ô n  la de □  l u e g o  Q  =

 con x; =  X ! _ ^  = . i z l  .  - i z l  ,

•’'1+1 ' ‘ i ’ " • ’ 5 ”  X ’ ■ 5 ‘

Por t a n t o  la f o r m a  e f e c t i v a  de co n r t r u i r  un t r a n s f o r m a d o  
c u a d r â t i c o  de la h i p e r s u p e r f i c i e  /(f) d a d a  p o r  f ( X^ , ,.  
,.,X^) en el p u n t o  dîl d i v i s o r  e x c e p c i o n a l

es s u s t i t u i r  en la e c u a c i S n  f(X^,. ,.,X ) las v a r i a b l e s  
X^ p o r  :

X j = X ! ( X i  + jl)

X.=XÎ 1 1

a
X = X l ( X ' + - S )  n 1 n

y d i v i d i r  el r e s u l t a d o  poxr Xl^ , s = v (f)
^ M

y as 1 o b t e n d r e m o s

f ( x ' ( x > + 5 l ) , . . , x ' . . . . ; ( : ( x ; + ; 2 ) )

Nota 2 - 6 - 8 .- Transformados cuadrâticos formales direccionales.

Sea feM , f = f (X ,..., X ) +f ..(X ,...,X ) + .... . Seas 1 m  s T 1 1 n

(Oj ,. . . ,a^ ) ^ ( 0  ,, , . ,0 ) ,a^eKC taies que f ̂ ,. , . , ) = 0

Si pondremos
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" ^ . = 2  "s ......

"XI fs+l(l'Xl+S; ••••*XA + a\ ......

Si Og/O pondremos

 a„ = ' • • • • • " "   ̂ '

+X1 f s + i ^ x j  + 5 Î , i . . . . . x ;  + ; 2 ) +

Si ^0 p o n d r e m o s

“ 1 “ 2
(x;+ s- . x; + 5 -  1 ) +

+XA f,+i(x; + "  .xjt ......1 ) +
n n

Con es t a s  n o t a c i o n e s  se v e r i f i c a :

i) Los f* V i  , 1 - i - n  so n no u n i d a d e s  en

ô '  .
rB * —ü )  To d o s  los U  j q ' son i s o m o r f o s .  L u e g o

'**8^# *'# Gjj

l l a m a r e m o s  t r a n s f o r m a d o  c u a d r â t i c o  f o r m a i  d i r e c c i o n a l  de

H /  —  en la d i r e c c i ô n  (a a ) a c a d a  u n o  de los a n i l l o s
X f ) 0  ^ "

t
(fl „ - ) 0

< . < 1 - 1 -n

iii) La c o l e c c i ô n  de t r a n s f o r m a d o s  c u a d r â t i c o s  f o r m a l e s  d i r e e c i o  
n a l e s  de ^ / ( f ) Q  d e f i n i d o s  en ii) d e p e n d e  s o l o  de Q  y f .

P r o p o s i c i ô n  2 - 6 - 9 .- Sea J un id ea l r a d i c a l  de CU , J* 

su t r a n s f o r m a d o  e s t r i c t o  en Q  . C o n s i d e r e m o s  un a b a s e  s t a n -
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d a r d  n o r m a l i z a d a  del i d e a l  J f o r m a d a  po r los e l e m e n t o s  
f , e s t a  b a s e  v e r i f i c a r â ,  e n t r e  o t r a s  p r o p i e d a d e s ,
i ® •  —

que Gr  ( J , 0 ) = ( l n  (f ) , . . . , I n  ( f  )) G r  (O) .
M M M M

Sea v .= v  (f.) . En e s t a s  c o n d i c i o n e s  t e n d r e m o s  que
^ M ^

f —

X . X .1 1

D e m o s t r a c i ô n . -

T e n î a m o s  que X^ Q  =M Q  . Entconces el t r a n s f o r m a d o  e s t r i £

to J' de J en n  es la u n i o n  de la s u c e s i ô n  c r e c i e n t e  
de los id é a l e s

X T ^ C J O M ^ ' )  □ '  . w c Z Q

P e r o  al s e r Q  n o e t h e r i a n o  e s t a  s u c e s i ô n  es e s t a c i o n a r i a  
l ue g o 3  v^ e Z ^ tal que J ' = X ^ ^ C J A M ^ ) [ U  , ^

Para d e m o s t r a r  la p r o p o s i c i ô n  t e n d r e m o s  que p r o b a r  que
V v  v-v * o

— V ̂ - V
X \ V ( J n M ^ ) A  - ( X ^  f^,....,X^ ® fg ) A con

A= n
v-v .1

Xl X
x T  • * • * *X .. * • • • *X .1 IL 1 - ^

Sea I^= ^  M f^ , V V  -v^ . P a r a  p r o b a r  la i n c l u s i o n
i — 1

a n t e r i o r  b a s t a r â  v e r  que

J n  M^ —  V"V- m a x { v ^ }

Para e l l o  d e m o s t r a r e m o s  en primeur l u g a r  que 

J O R V  s  I + M V + 1
V

Sea f un e l e m e n t o  tal que f c JF /I , f ^ M ^ * ^  . Se t e n d r â
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que In (f)= ÿ . In ( f . ) , ^ u e G r  (R) ,
R 1 1 M 1 ■ M

— _ v - v .
4>̂  = I n _ ( h ^ )  9 h^e Q  . E n t o n c e s  h ^ e M

v + 1  _v+l
f- h^f^eM . Luego fel^+M ,

Tenemos que J A  ^  , Vv-mâx{v^} •

Al verificarse que 1^^^ = M , v-mâx- {v^) y itsZ q » 

se tendrâ que

J A  —  I 9 Vv-mâx{v.} y V n -O,\) • 1

Luego , q.e.d.

Esta demostraciôn justifica la importancia de las bases staii 
dard normalizadas cuya existencia demostramos en el capltulo I»

Nota 2-6-10.- Con las notaciones anteriores Q = ^ / j q  es el

anillo de coordenadas de una variedad algebroide 9 las ecua­
ciones de dicha variedad son {f , (X . 9 ... 9 X )=0 9 . . . 9

I ^
^ s ( ^ 1  »••• i ^ n ^  . Por 2-5-2 O  = O  /j»Q* es un transformado

A *cuadrâtico formai de Q  9 D  serâ el anillo de una variedad 
algebroide de ecuaciones {f | (X ^ 9 ... 9 X M  = 0 ,... 9 f ♦ ( X  * 9 .,.,X^)-

= 0 }.
—  t y v  ,  I —

Se verifica que dim Q  “ dim Q  /j i q * = dim Q / j q  ,
'

Por tanto la forma efectiva de construir un transformado quadpâ 
tico de la variedad V ( f ^ 9 ... 9 fg) dada por f ^ 9 . .. ,X^ ) 9 .,♦

... 9 f^(X ^ 9 ... 9X ^ ) en el punto (0 ^ 9 ... 9 0 ^) del divisor exce£

cional es sustituir en la ecùaciôn f ^ (X ^ 9 ... 9 X ^ ) , 1 -i-s las 

variables X^ por

X^=X' (XJ +!î)

Xi'*;

Xn'XjCXA + 1 =)
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y dividir el resultado por » v.=v ( f . )  , 1-i-s
^ M

y asî obtendremos
o a

f i ( x î ( x * t . i > , . . . , X | ; . . .  , x * ( x ^ + 5 - ) )

f i ( % i  X. ) » -  i   ........ i
X-  ^

1-i-s .
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S 2 - 7 .- Ecuaciones del transformado mo n o i d a l .

I n t r o d u c c i ô n .- Los o b j e t i v o s  p r i n c i p a l e s  de e s t a  s e c c i ô n  
son  los s i g u i e n t e s ;

1) C â l c u l o  de las e c u a c i o n e s  de un t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  
f o r m a i  de u n a  v a r i e d a d  a l g e b r o i d e .

2) D e m o s t r a c i ô n  de la e q u i v a l e n c i a  e n t r e  los t r a n s f o r m a d o s  
m o n o i d a l e s  f o r m a l e s  i n t r î n s e c o s  y los t r a n s f o r m a d o s  p or  
e c u a c i o n e s .

N o t a  2 — 7 — 1 . —

Se a D=KC11X^ ,. . . M su i d e a l  m a x i m a l  y P i d e a l  r e ­

g u l a r  de O  ; e l i g i e n d o  un s i s t e m a  a d e c u a d o  de p a r â m e t r o s ,  
p o d e m o s  s u p o n e r ,  s in p ê r d i d a  de g e n e r a l i d a d ,  que P = (X ^ , , . . ,X^ )Q.

En v i r t u d  de 2 -3 - 5  , ir"^(M)= Proj K [ x ^ , . . . , X ^ ]  , X^ = X ^ t M P

y la i n m e r s i ô n  tt ^(M) B A p ( Q )  v i e n e  d a d a  p o r  el h o m o ­

m o r f i s m o  g r a d u a d o  H= ® P ^ -  > N = 8 P ^ / s u i  ^ k F x  , . . . , x \  .
i=0 i=0 ^ ^

Po r t a n t o  ir” (M ) A  D^ (X ^ ) = D ^ ( X ^  ) en Proj ( K [x ̂  , . . . , X ^  ) .

Por c o n s t r u c c i ô n  el p u n t o  c e r r a d o  ( a ^ , . . . , a p )  de n ^(M)

p e r t e n e c e  e n t o n c e s  a D (X.) si y s o l o  si a . / O , i = l , . . . , r  .+ 1 t

Po r o t r a  p a r t e  si n=(a. eD ( X .) , el a n i l l o  lo ca l  de
-  — tf —  Il —  rx X “7

n en B ( Q )  , Q  es CH = D  |__X̂  s i e n d o

M" un id ea l  m a x i m a l  de

ô Xi %  x^
« y "* • • • • • y ”i i i_i

que contiene a M Q Xl X.
xT ’ * • • *x~. ' " " ' x lL_ 1 1 1

De aquî y de 2- 4 - 3  , Q  es un a n i l l o  l o c a l  r e g u l a r  n - d i m e £  
- ^1 X . a X . a

sional y - - -  ' S " ’ • ‘ *xT‘ ‘ 5 T " ........
1 1  1 1 1 1



^91*

X o
••••* V —  • ^ +1 ) es un sistema de parâmetros.X* r#i n1 1

Nota 2-7-2.- En lo que sigue n=( , . . . ,a^) serâ un

punto cerrado de ,0 serâ el transformado monoidal
con centro P de Q  obtenido como fibra de Bip(Q) en n.

Proposiciôn 2-7-3.-

Sea feP , f/O , f=f^(X ^ ,...,X^) + f^^ ^ ( . ,X^ )t. . . . 

en donde f. es una forma con coeficientes en

, X^U] » de g r a d o  j en X ^ , . . . , X ^  . Las c o n d i c i o n e s

s i g u i e n t e s  son é q u i v a l e n t e s :

i) V (f)=Vp(f)=s
M

ii) f e M ^ = = > f E P ^

i i i ) L o s  a n i l l o s  l o c a l e s  Y —  b i e n e n

la m i s m a  m u l t i p l i c i d a d .

i V ) f g ( X ^ , . . . , X ^ ,  0 , . . . , 0 ) / 0

D e m o s t r a c i ô n .-
>' '

i < ==> ii < = = > i v  t r i v i a l

i<==> iii ya que al ser D  un anillo local regular y

f/O un e l e m e n t o  ^ 1  id e a l  m a x i m a l  M se v e r i f i c a  que la 
m u l t i p l i c i d a d  de ^ / ( f ) Q  as el g r a d o  de f con r e s p e c t o

a M , L u e g o  m u l t i p l i c i d a d  ( C V , ̂  .fq) =m ult  ( D / z ^ x f ^  = s

pu es feP .

P r o p o s i c i ô n  2 - 7 - 4 .- Con las n o t a c i o n e s  de 2 -7- 1 y 2- 7-2  . 

Sea feP , f?^0 , tal que V p ( f )  = v (f) = s , se v e r i f i c a  que
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el transformado estricto de ( f ) D  en Q  por la trans*
ti f

formaciôn monoidal es el ideal (f” )LJ donde f"%--* ,

Demostraciôn.* Anâloga a la de 2-6*3,

Nota 2-7-5,- Ecùaciôn de f” .-

Sea f = f _ ( X . , . , . , X ) + f , ( X , . . . , X  )+,... donde f. es S i .  n S T i i  n J

una forma con coeficientes en ^ [D^r+1'''"*^n^3 de grado j 
en X^,#*,,X^ , con fg(Xj^,».«,X^,0,,«, ,0)^0 «

- s ‘  ^ 1 - 1  ' " ï "  • ’ S " *  x; = X i , x î + i  =

° ■ " o " ......XJ =x^ ■ • Xr+ 1 = X y + i ......X|;=X^) un

fn"sistema regular de parâmetros de LU

X j = X " ( X J t o J )  X ; _ i : X Y ( X 2 _ i + = 2 _ i )  , X ; = X %

Xl + l = X % ( X 2  + i + a'! + i ) ...... X r = X 2 ( X % + , % )  . X p + i ' X ; , !

X n = x %  =°n “ ï = s ;  “ ï = s;

^ = ̂ 3 C X - ( X J + a J )  X"(X'^_^ + a>^_^) .XJ . X V ( X J ^ ^ + a ^ ^ ^  ) .....

X2 (x;+.;).x;+i,...,xs:ï+f;+i {x?(x;+,%) ......$ e # e #

*ï(*ï-l**ï-l)»Xï»Xï(Xï + i + GÏ + ï j »••• , X V ( X ^ + a ^ ) •••

al ser f^ de grado s en X^,.,,,X^ se tendrâ 

^s (XÏ+aï,...,XV_i + aV_i,l,XV + i+a2^i
*i

x;+»r'X;+l.. %:)+XÏ fs + l(x;+«I Xï-l + *ï-l •



-ya*

l' XÎ + l+*î + l ' - - ' ' X r + * r  ' .......

C o n s e c u e n c i a  2 - 7 - 6 .-A la v i s t a  de la e c ù a c i ô n  de f ” o b t e n £  
da en 2- 7 -5  p o d e m o s  d e d u c i r  que f* es u n a  no u n i d a d  en

n  si y s o l o  si fg (»![•••• f • • • » “ ” » 0 , , . . , 0 )  = 0

es d e c i r  si y s o l o  si f ^ . , a ^ , 0 , . . , , 0 ) = 0  al s er  

la f o r m a  i n i c i a l  de f , f^ , un p o l i n o m i o  h o m o g i n e o  .

N o t a  2 - 7 - 7 .- s e r â  el a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  de una
ri”h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  . Si f ” es una no u n i d a d  en LA ,

Il ^11 _tendremos por ( 2 - 4 - 5 - i i )  □  =LJ / / ̂  Y un transformado mo-i r ^
1 #—« r—̂  Mnoidal formai de W  serâ Li donde LA es la comple£

a ll » „
^  en la t o p o l o g i a  M " - â d i c a  (con M" id ea l m a x i m a l
Q ll) .

—n "  r-iii _
Se v e r i f i c a  a p l i c a n d o  2 - 4 - 8  que di m LA /(fii)Q" = dim  LA

F t —  F "  ^= dira LA/^^ = n - 1 l u e g o  LA es el a n i l l o  de c o o r d e ­

n ad a s  de un a  h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e .

n"LA es un a n i l l o  l o ca l  c o m p l e t o  e q u i c a r a c t e r î s t i c o  cgn c u e r p o  
de c o e f i c i e n t e s  K y de d i m e n s i ô n  la de tU l u e g o  D  =

° x% = - s ; . . . . , x v _ i =  x ;:!  - .
1 1  1 1

XV--X. ,x;+i= -iîî - - i i i  x;. . x;;^^=x^^^......x;;=x„
1 1  1 1

Po r t a n t o  la f o r m a  e f e c t i v a  de c o n s t r u i r  un t r a n s f o r m a d o  m o n o i  
dal de la h i p e r s u p e r f i c i e  V(f) d a d a  p o r f ( X ^ , , . . , X ^ )  en el 
p u n t o  ( G ^ , . . . , G p )  del d i v i s o r  e x c e p c i o n a l  es s u s t i t u i r  en

la e c ù a c i ô n  f ( X ^ , . . . , X ^ )  las v a r i a b l e s  X^ po r  

X i = X Ï ( X Ï + ; l )

X . = X V

X r = x - ( x ; ; + s p

X r + l = x ; + l  '
#############
X =x"
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y d i vi di r el re sul tad o por XV® , s=v (f)=Vp(f) y asî
^ M

obt end remos

f ,...XY XÏ(Xp+ST)'Xr+l'-''
f " ( X V , . . . , X " ) = .......... i............  i................ -

X " 8

Nota 2 - 7 - 8 .- Tra ns formad os  m o n o id al es formal es direcc io nales.

Sea f cP , f = f g ( X ^ , . . . , X ^ ) + f g ^ ^ ( X ^ , . . . , X ^ ) + . . . . . .  , con

fg ( X ^ , . . . , X ^ , 0 , . . . j 0 ) ^ 0  . Sea ( u ^ , . . . . . , 0 )  * G ̂  c K

tales que f ^ ( G ^ , . . . ,g ^ , 0 , . . . , 0 )=0 .

Si G^fO llamamos

+1;  x; +:r . x ; + i  x%)+

+x; fs+i( i.x% *l\ ...'.x; *l\ . x ; + i  x % ) + .........

Si GpfO llamamos

 a  =  ( . ( x ;  + 5 I . . . . . . x ; _ i + : E : i  . I . x ; + 1 . . . . . . x ; ; )  +
X z r r r

"X? fs+i(x; ......x;_i+:r:i.. i . x ; + i .......x;) + ............

Con estas nota ci ones se verifica:

i) los f" V'i , 1-i -r son no unidades en''#@2» ' # G p

□ "  .

ii) Todos los O  / q " son isomorfos . L u £

go llam aremos trans f o r m a d o  mo noida l formal di reccio na l de
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ri. —  en la direcciôn (a,,..,* ) a cada uno de los
M f ) 0

anillos 1 -i-r

iii) La colecciôn de transformados monoidales formales di* 
reccionales de ^ / ( f ) Q  definidos en ii) depende solo de

□  y f .

Proposiciôn 2-7-9.- Sea J un id^al radical de D, J c P  .
D M . Sea f^,..,,f unas

base standard normalizada del ideal J adecuada al sistema de 
parâmetros (X^ , ... , X ^ , ,X^) , con P = (X ^ ,... ,X ^ ) Q  , Lu£

go f^,...,f^ verificarâ que Gr^ (J ,Q) = (lUp ( f ^ ,

.  Inp(fg)) Grp(Q) y ademâs V p (f ^ ) = (f ^ ) = o lo
M

que es lo mismo f (X ^ ,...,X^,0 ,,,., 0 ) ^ 0  con f l a  forma 

inicial de f^ , 1 -i-s, En estas condiciones tendremos que

»• • • i-gg) Ox .̂i X.®

Demostraciôn.- Anâloga a la de 2-6-9,

Nota 2-7-lQl- Con las notaciones anteriores [ 3 = 0 / es el

anillo de coordenadas de una variedad algebroide, las ecuacio 
nés de dicha variedad son {f ^ ,...,X^ ) = 0 ,..,,f^(X^ ,,,, ,X^) =

— 0 } »

Por 2-5-2 □  = U  es un transformado monoidal formai de

Q  , Q  serâ el anillo de una variedad algebroide de ecuaçi£ 

nés {f"(xy,...,X")= --1- = 0X X 11 Y t» XXi

f
f ” (x” ,...,x;;)= --!- = 0 } .

Y II ®
^i
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F  '• ^  F  ” - FiSe verifica que dim u  /j ,i q" = dim w  /j „q " - dim — / j Q  •

Por tanto la forma efectiva de construir un transformado monoi 
dal de la variedad V (f^,...,fg) dada por f ^ .,X^),,.•

...,,fg(X^,...,X^) en el punto del divisor ex-
K it ■cepcional es sustituir en la ecùaciôn f ^ (X ^ ,,., ,X^ ) , 1 -i-s

las variables X. por1

X l = X V ( X Ï  + 5 I )

x . = x v  1 1

G^

% r + l = X 2 + l

X =X" n n

y dividir el resultado por XV ^ , v.= v (f.)=v_(f.) , 1-i-s1 1 ^ 1 r 1

y asî obtendremos
fi(X"(X'' X ? ...... X % ( x %  + s : ) , X 2 + i , . . . . X % )

n  ........................  - ............................ .................... .. .........................................
Y ••
*i

1 -i-s .



§ 2-8.- Transformaciones admisibles.   —        .

Definiciôn 2-8-1.- Diremos que el ideal P de CJ es adroisi 
ble en Q  cuando se verifiquen ias dos condiciones siguien­
tes;

i) ^ / p  es regular .

ii) Grp(O) es libre sobre .

Consecuencia 2 - 8 - 2 .- El ideal maximal M de Q  es un ideal 
admisible en Q  .

Definiciôn 2-8-3.- Sea K un cuerpo y G= @GL una K-âlge-
i = 0

bra graduada finitamente generada . Sea J* un ideal horaoge- 
neo de G . Diremos que los son una base stan­

dard de J * si son un conjunto de elementos homogêneos de G 
que verifican:

i) Los forman un conjunto generador minimal de
J* .

< < <ii) Si = grado , entonces v^-\^-...-v^

Definiciôn 2 - 8 - 4 .- Sea D  un anillo local de ideal maximal

M . Sea J un ideal de Q , G = Gr (O) y J* = Gr (J,0) . Dire-
M M

mos que los elementos (f , ...,f ) pertenecientes a J son 

una base M-standard de J si se verifica que los ( » t • * » ) »

Ç.=In (f.) son una base standard de J *  .
M ^ ÿ

Nota 2 - 8 - 5 .- Daremos una lista de resultados para las transfor 
maciones admisibles.

i) (Hironaka , capîtulo II, prop. 1 y teor. 2) .

Sea Q  un anillo local de ideal maximal M y cuerpo residual

K . Sea q un ideal primo de Q  tal que ^ q  regular, J
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Las s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s  son é q u i v a l e n t e s ;

a) q es a d m i s i b l e  en Q  , es d e c i r  Gr (Q) es l i b r e  s o b r e

b) E x i s t e  un i s o m o r f i s m o  ip de K - â l g e b r a s  g r a d u a d a s

Gr° (Grq(O)) Gr„ (0/,) — > Gr„(Q)

c) Si suponemos que 0 =  'Q/j , M = M/j , q = P/j siendo CU

un anillo local regular de ideal maximal M , P un ideal
primo regular de CH tal que J d P  . En estas condiciones 
se verifica que existe una base M-standard (f^,...,fp)
de J con v (f.)=Vp(f.) , 1-i-r ,

M ^
ii) (Hironaka [ i Q »  capîtulo II, lema 9 ) , ^

Sea Q  un anillo local , P ^n ideal de CH . Sea D  una
0-âlgebra local plana y Î̂ = P Q  . Si suponemos que CH/ y
A/
Q/jj son anillos locales regulares , entonce^ P es admis£
ble en CH si y solo si ^ es admisible en CH .

(iii) (Hironaka Ci , capîtulo II, teorema 3) .

Sea CH un anillo local. Sean P y P' _ideales primos de CH
tal que P o  P ' y los anillos C]/^ y CH/p, son regulares.

Entonces las siguientes condiciones son équivalentes;
a) P es admisible en CH .
b ) P ’ es admisible en CH y POp, es admisible en Dp, .

Definiciôn 2-8-6.- Diremos que una transformaciôn monoidal de1 
anillo local CH es admisible cuando su centro P sea un ideal 
primo admisible en CH .

Nota 2-8-7.- Una transformaciôn cuadrâtica es siempre admisible, 

Proposiciôn 2-8-8.-
Si CH CH es una trans formaciôn monoidal admisij^le con
centro P , entonces el ûnico transformado monoidal Q  de
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D  con c e n t r o  P = p Q  que h a c e  c o n m u t a t i v o  al d i a g r a m a  si- 

01 lente t a m b i ê n  es a d m i s i b l e ,

U ’  ........ > D *
î ■
1  k□ ........ > o

D e m o s t r a c i ô n .-

C o n s e c u e n c i a  i n m e d i a t a  de 2- 8 - 5  - ( i i ) .



CAPITULO III

Hipersuperficies algebroides

Introducciôn

En este capîtulo pretendemos desingularizar mediante 
transformaciones cuadrâticas formales una hipersuperficie 
algebroide de . Entendemos por desingularizaciôn en el
caso algebroide el proceso siguiente;
Si d  es el anillo local de una hipersuperficie algebroide ,

y Vj^(f) = v . Probaremos que mediante un numéro finito de

transformaciones cuadrâticas formales se llega a una hipep- 
superficie algebroide Q* de tal que

 ....... . . n i

§ 3 - 1 .-Generalidades sobre hipersuperficies.

Introducciôn.- En esta secciôn nos poponemos estudiar con to 
do detalle el diagrama de Newton de una hipersuperficie sien 
do nuestro primer objetivo el estudio de la variaciôn de dicho 
diagrama mediante una transformaciôn cuadrâtica formai.

Definiciôn 3-1-1.- Llamamos hipersuperficie algebroide a toda 
variedad algebroide de dimensiôn n - 1  y dimensiôn de inmersiôn 
n .

Not a 3 — 1 — 2.—

i ) Si H=Spec (Q) es una hipersuperficie algebroide ,



0 = K [ [ W Q , W ^ , .  . . con I principal.

En efecto, s i Q  es el anillo de una hipersuperficie algebroide 
dimTH = dim K LCWq ,W^,. . . , /j =n-l , es decir depth (I) =

= n-l y como h t (I ) + depth(I )=n , tendremos que ht (I) = l , 

es decir I es principal . Entonces I=f(WQ,...,W^_^)K[[WQ,.,.

.. . , W ^ y f recibirâ el nombre de ecùaciôn de Q  . A l

diagrama de Newton de f le llamaremos diagrama de Newton 
de la hipersuperficie H .

ii) El teorema preparatorio de Weiersstrass permite escribir 
la ecùaciôn de la hipersuperficie H en la forma

f(WQ,...,W^_^)=WQ +'t^(W^,...,Wn_i)Wg »*n_i)WQ+

• • • • •^n-1 » 'f i^'^l • • • • *'^n-l * • • • * ^ n - D l  •

y t i ) - i  .

En general, supondremos siempre la hipersuperficie preparada 
de esta forma y llamaremos Z a la variable elegida en
la preparaciôn.

Si la caracteristica del cuerpo K no divide a v siendo v 
la multiplicidad de la hipersuperficie entonces con la trans- 
formaciôn

;=z.

se puede considerar que la ecùaciôn de la hipersuperficie es 
de la forma

 =  +

.....

expresiôn que usaremos en lo sucesivo.
Asî en el estudio que vamos a hacer de hipersuperficies dis- 
tinguiremos dos casos;



1 -- c a s o .- La caracteristica del cuerpo K no es divisor 

de la multiplicidad de la hipersuperficie

2* caso.- La caracteristica del cuerpo K es divisor de la 
multiplicidad de la hipersuperficie.

En el primer caso podemos suponer que la ecùaciôn de la hi­
persuperficie es de la forma

+ ^ ( * 1 ..... V l ^ ° °  • ^ en •

el segundo caso

f ( z , w ^ , . .  , , w ^ _ ^ ) = z ' ' + t j < w ^  w ^ _ i ) z V - i + . . . + T y _ , ( W i . . . .  . W p _ i ) z +

Nota 3-1-3.- Segûn hemos visto en el capîtulo I el cono tan 
gente a H tiene por ecùaciôn lnf = 0  . Pueden suceder dos cm ^
SOS :

i) Inf es potencia de una forma lineal,
ii) Inf no es potencia de una forma lineal.

En el caso i) la ecùaciôn de la hipersuperficie se podrâ 
escribir de la manera siguiente

Z • • • • #Wn_i)Z+fy(W^ ,... :

,. . . )EK[[W^ ,.. . J ]  ,v^(f^)>i

debido a que ; '

a) Inf = Z +... ya que consideramos f preparada

b) Inf = (Z + f- (W ,. . . ,W ))^ con f. (W ,...,W ) forma li
* 1  n - 1  * 1  n-1 —

n e a l .
c) Por ûltimo mediante el cambio de variable Z * =Z+fj^ (W^ ,,,, ^ )
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se o b t i e n s  el r e s u l t a d o  d e se a d o .

En el ca so  il) la e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  s e r t  de 
la fo r m a

K [ [ W ^  ,. . , j]] con y 3 j  , 1 - j - v  tal

que v^('f.)= j , no p u d i e n d o  s i m p l i f i c a r s e  mas.

E n f o n c e s  en el c as o  i) el cono t a n g e n t e  a H es un p i a n o  
y en el c as o  il) el co no  t a n g e n t e  a H no es un pian o.

Si c o n s i d e r a m o s  el d i a g r a m a  de N e w t o n  de f r e f e r i d o  al sis
t e m a  de c o o r d e n a d a s  ( Z , W ^ , . . . , W ^ _ ^ )  se v e r i f i c a r â  que en

el c as o i) en el d i a g r a m a  de N e w t o n  e x i s t e  el p u n t o  (0,v)

y todos los d em â s  p u n t o s  del d i a g r a m a  son de la f o r m a  (x,y)
con x+y>v ,

Por t a n t o  el p r i m e r  s e g m e n t o  de 1 d i a g r a m a  t ie n e  p e n d i e n t e
n e g a t i v a  m e n o r  que — 1 con 1 o que si 6^ — — — — — — ̂  — — — — — — — — — — — ̂  — *

p e n d i e n t e  1-- segmente

r e c i b e  el n o m b r e  de p r i m e r  e x p o n e n t e  c a r a c t e r î s t ^

c o ,

(x,y)

(v,0) n-1

En el c a s o  i i ) se v e r i f i c a r â  que en el d i a g r a m a  de N e w t o n  
de la h i p e r s u p e r f i c i e  e x i s t e n  dos p u n t o s  en la r e c t a  de e c u ^  
ciôn x t y = v  s i e n d o  uno de c l l o s  el p u n t o  (0,v) l u e g o  en es

-1te caso 6 = 1 y r e c î p r o c a m e n t e ,1 p e n d i e n t e  ler s e g m e n t o  ^ ^s e g m e n t o

(0,v)

(v,0) + W
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Por t a n t o  m i r a n d o  el p r i m e r  s e g m e n t o  del d i a g r a m a  de N e w t o n  
de f ( e x c e p t u a n d o  el c as o t r i v i a l  f=Z) se te nd râ;

a) 5 >1 si y solo si el co n o t a n g e n t e  es un p i a n o ,1

b) 6^=1 si y s o lo  si el cono t a n g e n t e  no es un p i a n o  .

N o t a  3— 1 — 4 , —

Sea H la h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  s u m e r g i d a  en de
e c u a c i ô n  f ( Z , W ^ , , , . , W ^ _ ^ ) = 0  . En el c a p i t u l o  I d e m o s t r a m o s

las s i g u i e n t e s  e q u i v a l e n c i a s

f p r e p a r a d a  < = = ,. . . .W^_^ )K .«]< = = > inf = z''+... < = = >

<==> En el d i a g r a m a  de N e w t o n  de f r e f e r i d o  al s i s t e m a  de 
c o o r d e n a d a s  ( Z , W ^ , , , , , W ^  ^ ) e x i s t e  el p u n t o  ( 0 , v ) , ( v e a s e

1- 3 - 1 5 ,  1- 3 - 1 6 )

i) S u p o n d r e m o s  en p r i m e r  l u g a r  que la e c u a c i ô n  f no e s t S  
p r e p a r a d a ,  f s e r a  de la f o r m a

a„^l ,,^n-l

Si V es la m u l t i p l i c i d a d  de f , se v e r i f i c a  que

'=0 si a + b ^ + , , . + b ^ _ ^  < v y B C a ^ . b ^ Q , , . ,

-- -'t 'n .l.o)|ao+bio + - - - + b n . l . O  = v Y ...... ^ - 1 , 0 ^ ’'° ’

Si l l a m a m o s  A (f ) al d i a g r a m a  de N e w t o n  de f (Z , , , , , , ^ )

r e f e r i d o  al s i s t e m a  de c o o r d e n a d a s  (Z , , , , ,  , ^^ ,A (f ) s ^  

râ el c o n j u n t o  de p u n t o s

a ( f ) = { ( b ^ + . . . + b ^ _ ^ , a ) | C ( 2 ^ ^ ^ ................... •

Si a p l i c a m o s  a la h i p e r s u p e r f i c i e  de e c u a c i ô n  f ( Z , W ^ , , , , , W ^ _ ^

la t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  f o r m a l  en el p u n t o  ( 1 , 0 , . , , , 0 ) ,  

d e e c u a c i o n e s ;



Z = Z '
W . = W ’ Z' ,1 1  *

La e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s f o r m a d a  s e r a
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f  ( Z ’ , W > ..............=

- ' ' + b n - l - v  b b
W  .1 n-1

s i e n d o  su d i a g r a m a  de N e w t o n  A ( f ’ ) = { ( b ^ t . , . ,a + b ^ + ...

. . . +b , , \/0} l u e g o  c u a l q u i e r  p u n t o  de A(f)
n -1 ^ ^ 1 ♦ • • • * 1 ^

se ha t r a n s f o r m a d o  en un p u n t o  de A ( f ') con la m i s m a  a b c i s a  

y ha v a r i a d o  la o r d e n a d a .

Si l l a m a m o s  v' a la mult i p l i c i d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e  
de e c u a c i ô n  f ' ( Z * , W ^ , . . . , W ^ _ ^ )  , se v e r i f i c a r â  que v'<v

c u a n d o  e x i s t a  un t e r m i n e  en f ( Z , W ^ , . . . # W ^ _ ^ )  de la f o r m a

' ( a , b ^ ........................................... ^ ( a . b ^ ................... ^

a + 2 b . + , , . + 2 b  , - v < v  , es d e c i r  a + 2 ( b , t . . . t b  )<2v1 n-1 1 n-1

o lo que es lo m i s m o  c u a n d o  e x i s t a  en el d i a g r a m a  de N e w t o n  

de f ( Z , W ^ , , . . , W ^  ^ ) un p u n t o  s i t u a d o  d e b a j o  de la r e c t a  de 

e c u a c i ô n  2 x + y = 2 v  ,

(0 ,2v )

+ W(v.O) n-1
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I n t e n t a r e m o s  v er  a h o r a  s i es p o s i b l e  e n c o n t r a r  un p u n t o  . s 1 
t u a d o  d e b a j o  de d i c h a  r ec ta.  Al ser la m u l t i p l i c i d a d  v ,

3  ^^ 0 * ^ 1 0  • • • • *^n-l 0^ tal que en _^) e x i s t e

el r e r m i n o  C, , . . Z
' ^ 0 * ^ 1 0  b n - l , o )  ^

C ( a n . b , n  b , y  ° y * 0 + ^ 1 0 + ' ' - + b n - l . Q  = v lu e g o
u i u  n - i , u

ao+(bio+...thn_i^o)+(biot...+b^_i_g).v +(v-ag)=2v-ao .

P ued e o c u r r i r :

1)agi<0 , e n t o n c e s  Ug +(b . . .+b^_  ̂  ̂  ̂  ) t ( b ^ p + . . . tb^_  ̂  ̂  ̂  ) <2 v

y e x i s t e  un p u n t o  d e b a j o  de la r e c t a  , O b s e r v e s e  que a _/v  

ya que si a^ sv  la h i p e r s u p e r f i c i e  e s t a r î a  p r e p a r a d a .

2) ag = 0 . entonces <‘’lo'" ' ’ ’ 1,0 ̂ <‘'lo'" ' ’ •'"’n - 1.0 ̂ = 2'’
l ueg o la m u l t i p l i c i d a d  no v a r i a  al a p l i c a r  la t r a n s f o r m a c i ô n  
de e c u a c i o n e s

Z = Z

W . = w; z '  1 = 1 , ,n-l1 1  *

A h o r a  si > a l g û n  ^ i o * * * * * ^ n - l  0 t e n d r a  que s e r  dis-

t i n t o  de cero, se a p o r  e j e m p l o  b ^ ^ ^ O  . En e s t e  caso si 

b ^ Q ^ v  c o n s i d e r a r e m o s  el d i a g r a m a  de N e w t o n  de f a s o c i a d o  

al s i s t e m a  de c o o r d e n a d a s  ( , Z , , . . . , ^ )

(0,2v)

(v.O) + W n-1

en este d i a g r a m a  si e x i s t e  un p u n t o  s i t u a d o  d e b a j o  de la re c ta  
de e c u a c i o n e s  2x + y = 2v va que  ̂̂ 0^^ 2 0 ^ ’ ^ ^ n - 1 0^ ^
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+ ( a Q + b ^ Q ^  . • .+b^_ j Q ) = v + ( v- b ^ Q  ) = 2 v - b ^ Q < 2 v  d e b i d o  a lo ciial

a p l i c a n d o  la t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  f o r m a l  en el p u n t o  
( 0 , 1 , 0 . , . 0 )  de e c u a c i o n e s

z=w; z-

Wj=w' ;

W .=Wl Z ' i = 2 , . . . , n - l

se v e r i f i c a  que la m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e  trans^ 
f o r m a d a  es m e n o r  que v ,

Si b ^ Q = ^  no p o d r i a m o s  a p l i c a r  e sta  t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t ^

ca ya que i n f = W ^  +... con lo que i n f ( 0 , l , 0 , . . 0 ) / 0  y la t r a n ^

f o r m a d a  de f m e d i a n t e  la t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  s é r i a  
una u n i d a d  (v e a s e  2-6-5 ).

ii) Sea H la h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  s u m e r g i d a  en k ” 
de e c u a c i ô n  f ( Z , W ^ , . . . , W ^  ^)=0 . S u p o n d r e m o s  que la e c u a ­

ciôn f e s t â  p r e p a r a d a  , f s e r â  de la f o rm a

f(Z ,W ^ , . .. ,W^_j) = z'' + t ^ ( W ^   W ^ _ i ) Z  +

 ̂̂ 1 • ’ * * *'^n-l ̂  * ^ i ( W ^ , . . . , W ^ _ ^ ) E K [ [ W ^ , . . . , W ^  _^]] ,

v^('f^)-i . En e st e  ca so no p o d r e m o s  a p l i c a r  la t r a n s f o r m a c i ô n

c u a d r â t i c a  f o r m a l  en &  p u n t o  ( 1 , 0 . . . 0 )  de e c u a c i o n e s  

Z = Z'
W . = W I Z '  i = l , . . . , n - l1 1  ’

ya que inf = Z^ + ... lu e g o  i n f (1,0 , . . . ,0 )^0 y p o r  (2- 6 - 5 ) la 

t r a n s f o r m a d a  s e r i a  una u n ida d.

A p l i c a r e m o s  e n t o n c e s  a la h i p e r s u p e r f i c i e  u na t r a n s f o r m a c i ô n  

c u a d r â t i c a  f o r m a l  en un p u n t o   ̂“ q * * * * *°*n-1 ̂

I n f ( a  ,...,a )=0 . D i s t i n g u i r e m o s  dos casos:0 n-1

1) Inf= Z^ , es d e c i r

f ( Z . W j  ......
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Ô t a m b i e n

b.

b -1. . . W = 0, con a + b . + , . . + b  .> v ,n-1 1 n -1

E n t o n c e s  la u n i c a  c o n d i c i o n  n e c e s a r i a  p a r a  que el p u n t o  
( a g , . . . , a ^ _ ^ )  v e r i f i q u e  I n f ( , . , ,  ) = 0 es que 0 ^ = 0 ,

l u e g o  p o d r e m o s  a p l i c a r  a la h i p e r s u p e r f i c i e  u n a t r a n s f o r m a -  
cion c u a d r â t i c a  f o r m a l  en un p u n t o  de la f o r m a

, i = l , . , . , n - l  ; d i c h a  t r a n s f o r m a c i o n  c u a d r â t i c a  t e n d r â

D or  e c u a c i o n e s :

Z=W| Z '

=W» 1 1
“ 2

a
w =w;(w’  ̂ +-2:i)n-1 1 n-1 “ i

S i e n d o  la e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s f o r m a d a  la si 
g u i e n t e :

  .....

wj ^ (w' t-2) 2 . .. ( w'  + - 2 : - )  " ' 1 =  01 2 a ̂  n -1

Si l l a m a m o s  v' a la m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e  
de e c u a c i ô n  f * ( Z * , W j , . . . , W ^ _ ^ )  ; se v e r i f i c a r â  que v ’<v

c u a n d o  e x i s t a  un t e r m i n o  en f ( Z , W ^ , . . . , W ^  de la f o r m a

...... b^ _j)  • “°" ‘̂ ( a .bj,. .. , b ^ _ j ) ’'°
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y 2a + b^ + . . . + b ^ _ ^  -v <v , es diecir 2 a+ ( b  ̂  + . tb^ ^ ) < 2v ,

Ô lo que es lo m i s m o  c u a n d o  e x i s t a  en el d i a g r a m a  de N e w t o n  
de un p u m t o  s i t u a d o  d e b a j o  de la r e c t a  de

e c u a c i ô n  x + 2 y = 2 v

( 0 , V )'

W + , , , + W n-1

2) Inf , es d e c i r  f ( Z „ , . . . ,  ̂ = Z^ _^)Z V-

t . = Z +

con fj.cK [[W^ , . . . , v ^ ( 1 \ ) - i  y B j  , tal que

v^('f^) = j 6 lo que es lo m i s m o  e x i s t e  p or lo me n os  un
, b ’ b'_

t e r m i n o  C. , , , ui \ W ...W " con a*+h' + ...( a ' , b j , . . . , b ^ _ ^ )  1 n-1 1

. .. +b ’ .=V .n-1
Si (U q ,a^ ,,., ,a^ ^ ) es u m  p u n t o  que a n u l a  la fo rma  ini- 

cial p u e d e  o c u r r i r  :

2-1) y a l gû n  , i = l , . . . , n - l  , p o r  e j e m p l o

. A p l i c a m o s  e n t o i n ce s la t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a

de e c u a c i o n e s
a 0.Z = W? (Z' +--) 

w ^ = w ;  ^
W 2 = W J ( W -  .ji)
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La ecuaciôn de la hipersuperficie transformada sera

(Z» +-2)*'f'(z' ‘« i .......................+C(a%>;......

0, , b ,
...( w  t-2:i) 0n-1

E n t o n c e s  si;

2- 1- a )  Si V no es m u l t i p l o  de la c a r a c t e r î s t i c a  del c u e £  

po, la m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e  de e c u a c i ô n

f * ( Z ' , W ^ , . . . , W ^ _ ^ ) = 0  es 1 ya que en f ' ( Z ' , W j , . . . , W ^ _ ^ )

e x i s t e  el t e r m i n e  v ( - - ) ^ " ^ Z '  ,
“ l

2 - 1 - b )

Si v = p"'.A , s i e n d o  p la c a r a c t e r î s  t i ca del cu e r p o

( ( z ' + - 2 ) * ) P  = ( ( S ) z ' ^ t . . . + ( i ) z ’*’' ^ ( j 2 ) i + , . . + ( | ) ( ! ° ) ^ ) P " ’
1 1

“ i “ i

y e n t o n c e s  la m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e  de e c u a ­
ciôn f ' ( Z ' , W ^ ; . . . , W ^ _ ^ ) = 0  es v - p ^ < v  ya que al no s er

S. m û l t i p l o  de p t e n d r e m o s
a _m m a_ m m

p = iP ( ; 2 ) P . Z ' V - P  ^ 0 .
1-1 ” 1

2- 1- c ) Si v = p ^  , p u e d e  o c ur r i r :

m2 - 1 - C j )  v=p y « 2 = ...... ” “ n - l “ ^ * e n f o n c e s  en la e c u a c i ô n
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b 2 + . . , + b ^ _ ^  < V h a h r i a  b a j a d o  la multiplicid«ad 

mZ - l - C g )  V=p y 0 2 = . . . . = 0 ^ = 0  ,

e n t o n c e s  en la e c u a c i ô n  f * ( Z ' , W j , . . . , W ^  ^ ) t e n e m o s  el 

t e r m i n o

C ( a ' , b ; . . . . . b ; _ i - ( - s ; - )

lu ego  si b 2 + . . . + b j  < v h a b r î a  b a j a d o  la m u l t i p l i c i d a d .

2-2 ) Si 0 ^ = 0 y a l g û n  , i = l , . . . , n - l  , p o r  e j e m p l o

a^j^O , A p l i c a m o s  la tr a h s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  de e c u a c i o n e s

Z=WJ Z'

Wi =«;

*2
W 2 = W J ( W ^  +-1)

- 5 " )
la e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s f o r m a d a  se r â

f ' C Z ' . W j ...... W ^ _ i ) = Z ' V  +

+ C ( a ' , b ; .............................................................  ••

<^(a.b^.....

• • • ' ‘’n-1 ! s : l ) ‘’n - l , ....... =0

Pu ed e  o c ur r i r :
2 - 2 - a ) a^ /0 , i = l , , , . , n - l  e n t o n c e s  si v' es la m u l t i p l i e ^

dad de f ’ , v ' = a ’< v .
2 -2 - b  ) Si 0 2 =  = 0 ^ = 0, + Y a'+b* + ,. .t b l < v

t a m b i e n  h a b r î a  b a j a d o  la m u l t i p l i c i d a d .
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§ 3 - 2 .- E f e c t o  de las t r a n s f o r m a c i o n e s  c u a d r â t i c a s  f o r m a -  
les so b r e la m u l t i p l i c i d a d .  (C a s o  en que la m u l t i ­
p l i c i d a d  no es m u l t i p l o  de la c a r a c t e r î s t i c a  del 
cuerpo).

I n t r o d u c c i o n .- El o b j e t i v o  de e s t a  s e c c i ô n  es d e m o s t r a r  el 
s i g u i e n t e  t e o r e m a :  Se a H una h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  
s u m e r g i d a  en x" de m u l t i p l i c i d a d  v , tal que v no sea 
m u l t i p l o  de la c a r a c t e r î s t i c a  del c u e r p o .  Se v e r i f i c a  e n ­
t o n c e s  que la m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e  H d ec r e  
ce en un n u m é r o  f i n i t o  de t r a n s f o r m a c i o n e s  c u a d r â t i c a s  for 
maies.

N o t a c i o n e s  3 - 2 - 1 .- S a b e m o s  por ( 3 - 1 - 2 - i i )  que si 

f eK[f_Z , . . , , y v^ (f ) = v se p u e d e n  p r e s e n t e r  dos c ^

SOS ;

1“ - c a s o .- La c a r a c t e r î s t i c a  del c u e r p o  K no es d i v i s o r  de
V  .

c a s o .- La c a r a c t e r î s t i c a  del c u e r p o  K si es d i v i s o r  de

V  *

Eh e s t a  s e c c i ô n  s u p o n d r e m o s  que la c a r a c t e r î s t i c a  de K no 
es d i v i s o r  de v, e n t o n c e s  Jh e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  
se p o d r â  e s c r i b i r

f(Z,Wj , .Wn.i) = z''+t2(Wj  = 0

. ,W^_^ ) e K ,. . .

ô t a m b i e n

d ond e f ^ (Z , , . . . , ^ ) es ô b i e n  c e r o  ô un a f o r m a  de g r a ­
de i

A su vez en este p r i m e r  c as o  d i s t i n g u i r e m o s  dos s u b c a s o s  se - 
gûn la fo rm a i n i c i a l  f y ( Z , W ^ , . , . , W ^ _ ^ )  s e a  6 no sea p o t e n
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cia de una forma lineal.

Irej23___22,2j22.' “ Sea f ^ ( Z j W ^ j . . , , W ^  ^ ) - Z ( W ̂  * * » • >  ̂) Z t » $

. . .+ t ^ ( W ^ , . . . u n a  f o r m a  de g r a d o  v en las v a r i a b l e s

Z , W ^ , . . . ; W ^  j t con c o e f i c i e n t e s  en un c u e r p o  K de ç a r a £

t e r î s t i c a  p , d o n d e  v no es m û l t i p l o  de p y tal qu e

Ÿ ( a ,  , )EK^ ^ , la e c u a c i ô n  Z ^ t t , ( a  , ,a )Z^ ^  + .,,1 n~i 1 1  n — 1

. . . t't^ ( a ^ , . . . , a ^ _ ^ )  = 0 p o s e e  u na  û n i c a  r a i z  ( m u l t i p l e  de

o r d e n  v) . E n t o n c e s  f ^ (Z , , . , . )  es n e c e s a r i a m e n t e

la p o t e n c i a  v - ê s i m a  de u n a  f o r m a  l i n e a l

D e m o s t r a c i o n .- D e f i n i m o s  la a p l i c a c i ô n :

h ; K * " l -------------------- >K

---------------> h ( a ^ , . . . , o ^ _ ^ )  , con

■Y ( ,  ... ^ )eK^ ^ , h ( a ^ , . . . , a ^ _ ^ )  es la û n i c a  r a i z  de

la e c u a c i ô n  Z ^ \ i ^ ( a ^ , . . . , a ^ _ ^ ) Z ^ ~ ^ + . . . + t ^ C a ^ , . . . , a ^ _ ^ > = 0  .

Se t e n d r â  Y ( , . . .  , ^ ) g K ^ " 1 . f ^ ( Z , W ^ , . . . , W ^ _ ^ )  = ( z . h ( W ^ , . . .

. . . = h ( W ^ , . . .  , W ^ _ ^ ) Z ^ - l t . . . + ( - l ) ^ ' l ( ^ v ^ )  h( W ^ ,...

' ' " ' " n - l ) ' " '  h ( * i  " n _ l ) "  = 2" ........... .

" ' " ' ^ n - l ^ ^  » * * • *^n-l * • * * ^ n - l ^ ‘

La u l t i m a  i g u a l d a d  p u e d e  se r c o n s i d e r a d a  co m o una i g u a l d a d  de 
p o l i n o m i o s  de A Z]^ s i e n d o  A el a n i l l o  de t od a s  las ap l i -  
c a c i o n e s  de ^ en K ; as i

 ..... "n-l'

de donde

h( W 1 n-1 V
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y c o m o  ^ \ ( W  ) es u n a  f o r m a  l i n e a l  se t i e n e  e l  re

s u i t a d o ,

T e o r e m a  3 - 2 - 3 .- En las condi ci ones de 3 -2- 1 , S ea  f la 
e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  H c u y a  f o r m a  i n i c i a l

,. ,. , W ■ ) no es la p o t e n c i a  v - ê s i m a  de una f o r m a  liV 1 n-1 ■ —
ne al .  Se v e r i f i c a  e n t o n c e s  que la m u l t i p l i c i d a d  de f d e c r ^
ce m e d i a n t e  un a t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a .

D e m o s t r a c i ô n . -  Por el l e m a  ( 3 - 2 - 2 )  'Sabemos que e x i s t e n  los n ^
p e r t e n e c i e n t e s  a K , ( a ^ , . . . , a ^ _ ^ ) X ( 0 , . . , 0 )

t a i e s  que f ^ ( Z , a ^ , . . . , a ^ _ ^ ) = 0  ti e ne  al m e n o s  dos r a i ce s ;  

s e a  Y una de e l l a s ,  p o d e m o s  s u p o n e r  que y XO , A l g u n o  de los 

s e r â  d i s t i n t o  de ce ro, s u p o n g a m o s  que sea .

Al no s er  f ( Z , W _ , . . . , W  .) p o t e n c i a  v - ê s i m a  de una f or ma  V 1 n-1
l i n e a l ,  e x i s t e  un t e r m i n o  en f ^( Z  ,W^ ,... ) de la f orm a

. a a
, C % c K  , C % X O  , a i  +  ' ' ' + a n - l  =  i  »

con lo cual

f(z,w ,...,w ) = z/+c,z^"iw.i..... W + -----+i n — i 1 1 n - 1

Si a p l i c a m o s  la t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  f o r m a i  de ecuacio- 
nés :

Z= W'(Z' +- --)1 «1

W2 = w p w '  tjH)

La e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s f o r m a d a  serâ:



?115-

tC. % , * ! + ' ' " + * n - l  ^(2* + . Y _ ) V ; i ( w ' t  g ^ ) * 2 . . . ( W '  .
1 1 2 n-1

s i e n d o  su m u l t i p l i c i d a d  i g u a l  a 1 , ya que el t e r m i n o  i n d ^
p e n d i e n t e  es n u l o  al s er  f^(y , , . . .  , ^ )-0 y e x i s t e  en

f { Z ' , W | , , . . , )  el t e r m i n o  v ( - - - ) ^ ^ Z' de g r a d o  1 ,

Le ma 3 - 2 - 4 ,- Sea H una h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  s u m e r g i d a  
en . Se p u e d e  c o n s e g u i r  m e d i a n t e  un c a m b i o  de v a r i a b l e s
el que en el d i a g r a m a  de N e w t o n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  e x i s t a  
un p u n t o  s i t u a d o  en el eje x ,

D e m o s t r a c i ô n ,- Sea la h i p e r s u p e r f i c i e  H de e c u a c i ô n

z'’. 1 ' l ( W j , . . . , W ^ _ j ) z ' ' - ^ . . . + t ^ _ ^ ( W ^  = «

Si h a c e m o s  el c a m b i o

Z = Z ' + t  , te K  

, 1 - i - n - l

t e n d r e m o s

(Z'+t W|^)'' + f ^ ( W ' ......W ^ X Z ' t t  W ’^)'’“ ^+. . ,+

W ' 2 ) t t ^ ( W ' ...... w ; _ ^ ) = o

Si s u m a m o s  los t ê r m i n o s  en 1
t ^ W ' 2 v + s  W'2 W » ^ ^ ' ^ + . . . + S  , W ' 2 v - 2 t  +1 1 1  1 V — 1 1  1

+ S,w2v=(t^+s tV"l+...+S . t+S )W?2v. t s.eKV 1 1 V-1 V 1 * 1

t e n i e n d o  en c u e n t a  que a l g û n  S^ , i = l , . . . , v  p u e d e  s e r  nulo.

Si c o n s i d e r a m o s  la e c u a c i ô n

tV + S i t V - 1  + ...+S^.jt + s ^  = o
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los son c o n o c i d o s  y al ser K un c u e r p o  a l g e b r a i c a m e n t e

c e r r a d o  e x i s t i r â n  v v a l o r e s  de t i g u a l e s  ô d i s t i n t o s  
que v e r i f i q u e n  la e c u a c i ô n ,  lu eg o al s er el c u e r p o  K i n f i n ^  
to s i e m p r e  p o d e m o s  e l e g i r  t ^ c K  tal que t ^ + S ^ t ^

t S ^ _ ^ t Q + S ^ f O  , es d e c i r  p o d e m o s  c o n s e g u i r  que e x i s t a  en el 

d i a g r a m a  de N e w t o n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  el p u n t o  (2v,0).

T e o r e m a  3 - 2 - 5 .- En las c o n d i c i o n e s  de 3-2-1 .

Sea f ( Z , W ^ , . . . , W ^ _ ^ )  la e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  H 

cuya f o r m a  i n i c i a l  f ^ ( Z , W ^ , . . . , W ^  ^ ) sea la p o t e n c i a  v - ê s i ­

ma de una f o r m a  li n ea l .  Se v e r i f i c a  e n t o n c e s  que la m u l t i p l i ­
ci d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e  H d e c r e c e  en un n u m é r o  f ini to  
de trans.for ma cio ne s c u a d r â t i c a s .

D e m o s t r a c i ô n .- Al ser f ^ (Z , W ^ ,... , ^ ) la p o t e n c i a  v - ê s i m a

de una f o r m a  l i n e a l ,  la h i p e r s u p e r f i c i e  se p o d r â  e s c r i b i r  de 
las dos f o r m a s  s i g u i e n t e s

.....

f = + +  " n _ l ' Z )  + ......

Los p u n t o s  que a n u l a n  la f o r m a  i n i c i a l  son los de c o o r d e n a d a s
l u e g o  las t r a n s f o r m a c i o n e s  c u a d r â t i c a s  f o r m a ­

is s que a p l i c a r e m o s  a la h i p e r s u p e r f i c i e  se r â n las de e c u a c i o ­
nes /

Z=WjZ*
W^ = Wj

W 2 = w ; ( w > .  ! : )

a
W =w» (W + -S:-)n-1 1 n-1

p u d i e n d o  e l e g i r  to d os  los a ^/ 0 , i = l , . . . , n - l
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Para la d e m o s tr ac iôn del teorema ut ili zar emos el diagra ma 
de Newton  referido al sist ema de coorde nadas ^ )

A p l ic an do  (3-2-4) se puede supo ner que en este diagrama 
de Newton existe un punto sit uado en el eje x . Distingui- 
remos cuatro casos:

i) Existe un punto del di ag rama de Newton situado en el eje 
de abcisas y c om prendid o entre los puntos (v,0) y (2v,0)

(0 ,v)

(v,0) (2v,0) + W n-1

La ec uaciôn de la h i p e r s u p e r f i c i e  serîa entonces de la forma
f ( z , w   w , )  = z ' ’+ 1 , ( W  , ) z ' ' ‘ * + . . . +  c w /  wi n -1 1 1 n -1 1 1 n -1

...= 0 , v('f^)>i , , v<r^ + , . . + r ^ _ ^ < 2 v

Se consi déra una t r a n s f o r m a c i ô n  cuad râtica formai respecte 
de un punto de la forma ^ ) con todos los

. Dicha tr a n s f o r m a c i ô n  cu ad rât ica tendrâ por ecuaciones

Z = W ‘Z ’

W =W»
“ 2s->

a
- 5 ;-)

La ecu aci ôn de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s forma da  serâ una no
a -

unidad f ' ( Z ' , W ' , . . . , W '  , ) = Z ' ^ + f  ( W! , . .. , W ' + _ D : l ) z ' V - 2 + , . .1 n-1 z 1 n — -L ^

.0, .....
1 1

r . + r 2 + . . . + r n . ^ - v



- 0 , con Cj = C^ ( - 2 )  2  ̂ n 1  ̂ Cj fO

Si l l a m a m o s  v' a la m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e  

de e c u a c i ô n  f ^)=0 , t e n d r e m o s

v ’- r ^ + , . . t r ^ _ ^ - v  < 2 v - v=  V , l ue g o  la m u l t i p l i c i d a d  ha bar

jado en u n a  t r a n s f o r m a c i o n  c u a d r â t i c a  . As 1 en el d i a g r a m a  de 
N e w t o n  de f ' ( Z ' , W j , . . , W ^ _ ^ )  e x i s t e  el p u n t o  ( r ^ t . . , + r ^ _ ^ ~ v , 0 )

con ? ! + . . . + r n _ i - v < v  ^  (O.v)

(r + . . + r  -v ,0 ) (v,0) W ' t . . , + W *1 n -1 1 n — 1

ii) Se v e r i f i c a  que en el d i a g r a m a  de N e w t o n  de f ( Z , W ^ , , ,

 *^n-l^ e x i s t e  el p u n t o  (2v,0 ) y no e x i s t a  n i n g u n o

s i t u a d o  en el eie de a b c i s a s ,  c o m p r e n d i d o  e n t r e  los p u n t o s
>

+ W n-1

Con e st a  c o n d i c i o n  la e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  s e r â  de 
la fo r ma  f ( Z , W ^ , . . . , W ^ _ ^ ) = Z ^ + ^ ^ ( W ^ , . . . , W ^ _ ^ ) Z ^ ~ ^ + . . . + C ^ W ^ Ï . . .  

r
. ...W ..= 0n-1

vC'tfCWi,. . . ,Wn_i ) )> i , C ^ g K ,G^fO , r ^ t . . . t r ^ _ ^  = 2v

Si c o n s i d e r a m o s  una t r a n s f o r m a c i o n  c u a d r â t i c a  f o r m a i  en el
p u n t o  (0,a ), , 1 - f - n - l ,  de e c u a c i o n e s :1 n-1 1



Z=W'Z'
Wi = W'

“2w ^ = w ; ( w - . - - )

###########»

1

La e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s f o r m a d a  m e d i a n t e  ês t a  
t r a n s f o r m a c i o n  c u a d r â t i c a  serâ:

f ' t z ' . w ; . . . . . . . w >  ) = z ' V + i  ( W ' . . . . , W '  + ! 2 : 1 ) z '' ” 2 + - - - - - +1 n -1 c 1 n — 1 ot̂

. c , ........... ................................................................................................1 1  1 n-1

a . r . + r _ + . , . + r  , -v=z'^+i2(wj,...,w^_^+-2:l)z'V-2+___ +C'W^  ̂ +...=0

con C ^ = C ^ ( g ^ )  ^ , . , ( - 2 - - )  ^ , CjfO

Si l l a m a m o s  v ’ a la m u l t i p l i c i d a d  de e s t a  n u e v a  h i p e r s u p e r
ficie , v ' - r . t , , , . + r  ,- v=v  . P u e d e  oc u r r i r :1 n-1

1) v '<v  , e n t o n c e s  ya h e m o s  c o n s e g u i d o  b a j a r  la m u l t i p l i c i ­
dad de la h i p e r s u p e r f i c i e .

2) v ’=v , e n t o n c e s  la fo r m a  i n i c i a l  de f ' ( Z ' , W j , . . . , W ^ _ ^ )

ya no es p o t e n c i a  de una fo r ma  l i n e a l  lu e g o  p o r (3 - 2 - 3 )  a p l ^  
can do  u n a  n u e v a  t r a n s f o r m a c i o n  c u a d r â t i c a  a la h i p e r s u p e r f i ­
cie de e c u a c i ô n  f ' ( Z ' , W ^ , . . , , W ^ _ ^ ) = 0  se c o n s i g n e  el  b a j a r

la m u l t i p l i c i d a d  .

D e m o s t r a r e m o s  a h o r a  que si v' = v , la f o r m a  i n i c i a l  de 

f ’(Z ' , W j ,.,, ,W^ ^ ) no es p o t e n c i a  de u n a  f o r m a  lin e a l.

Si f u e r a  p o t e n c i a  de una fo r m a  l i n e a l  t e n d r i a m o s

f ■ (z- ,W'..... W^_^) = Z'"’+t2 ( W - +  = + ----

 = ( Z ’+ h ( W ^   W ^ _ j + - 2 : î ) Z ' ' ' ‘ ^ + . . .+ = 0,
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con h(W^,...,W^_^) forma lineal, 7 no podria ser pues en 

el desarrollo de (Z'+h(W^,...,W^ existirîa un termino

on  ̂ lo cual es imposible ya que en f(Z,W^,..,,W^

no existe ningun termino en v-1

iii) En el diagrama de Newton existe un punto de coordena­
das (q,0) con iv<q<(i+l)v ,i-2 y no existe ningun pun­

to de coordenadas (q * ,0) con q*<q .

Z

(0,v]

(v.O)
 ) ^  \  -----------------
(iv.O) ((itl)v,0) W +...tW ,1 n — 1

Con esta condicion la ecuaciôn de la hipersuperficie serâ 
de la forma

r r
f(Z.W, w n  = z''+t,(W  w ,)77"^+...+c,w/...w "‘‘+...=01 n - i 1 1 n-1 1 1 n-1

v(T,)>i C.eK , C.^0 iv<r,t...+r <(i+l)v1 1 1 1 n-1 i-2

Si consideramos una transformacion cuadrâtica formai en el
punto (0,a ,.,.,oi ) con todas las a. dis tintas de cero1 n-1 1

Dicha transformacion cuadrâtica tendrâ oor ecuaciones

Z=W|Z'

W 2 = W J ( W ^ + - i )

La ecuaciôn de la hipersuperficie transformada serâ



- 1 2 1 —

f • (z - , w p . . .   .w;.i —  +

r -V a_ r_ a . r .
+ c , w  "‘ i (W'+.H) 2 ........... +.2:1) "-1+____ =

1 n-1

a . r + , . . + r . - v
= Z ’ +f^(W» , . . . + )z» ^4+. . ,+C’̂ Wj +...=0

c;=Ci <52)'’h . . ( i2;i)""-i , c;,o

L ue g o en el d i a g r a m a  de N e w t o m  de la h i p e r s u p e r f i c i e  de ec u a  
ciôn f ’ a s o c i a d o  al s i s t e m a  die p a r a m é t r é s  ( Z ' , jV ' ) e x i s t e

el pu n t o  ( r^ + . . .+ r ^ _ ^ - v  ,0 ) = ( <q — V ,0 ) ,

E n t o n c e s  a p l i c a n d o  un n u m é r o  fiinito de t r an s f o r m a c  iones c u a ­
d r â t i c a s  la h i p e r s u p e r f i c i e  d<e p a r t i d a  se nos t r a n s f o r m a  en 
una h i p e r s u p e r f i c i e  c o r r e s p o n  diiente al caso i) .

iv) En el d i a g r a m a  de N e w t o n  e>xiste un p u n t o  de c o o r d e n a d a s
(q ,0) con q = iV , i > 2 .

En este caso a p l i c a n d o  un num-erro f i n it o  de t ra ns f o r m a c i o n e s  
c u a d r â t i c a s  la h i p e r s u o e r f i c i e  de p a r t i d a  se nos t r a n s f o r m a  
en una h i p e r s u p e r f i c i e  c o rr es  p o n d i e n t e  al caso ii).
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§ 3 - 3 ,- E f e c t o  de las t r a n s f o r m a c i o n e s  c u a d r â t i c a s  f o r m a l e s  
sob re  la m u l t i p l i c i d a d .  (C as o  en que la m u l t i p l i c i ­
dad es m û l t i p l o  de la c a r a c t e r î s t i c a  de 1 c u e r p o ).

I n t r o d u c c i ô n .- El o b j e t i v o  de e s t a  s e c c i ô n  es d e m o s t r a r  
el s i g u i e n t e  t e o r e m a :  Sea H u n a h i p e r s u p e r f i c i e  algebroi_ 
de s u m e r g i d a  en de m u l t i p l i c i d a d  v , tal que v sea
m û l t i p l o  de la c a r a c t e r î s t i c a  del cu erp o.  Se v e r i f i c a  e n t o n  
ces que la m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e  H d e c r e c e  
en un n u m é r o  f i n i t o  de t r a n s f o r m a c i o n e s  c u a d r â t i c a s .

N o t a c i o n e s  3 - 3 - 1 .- Sea a h o r a  H una h i p e r s u p e r f i c i e  algebroi^ 
de s u m e r g i d a  en s i e n d o  K un c u e r p o  a l g e b r a i c a m e n t e  c ^
r r a d o  cu ya  c a r a c t e r î s t i c a  es d i v i s o r  de la m u l t i p l i c i d a d  de la 
h i p e r s u p e r f i c i e .  La e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  H se po_ 
drâ e s c r i b i r

f ( Z , ; q  + . ,W^_ j)  = 0

ô t a m b i e n

f( 2, W ^ , .  . . ,Wn_^) = f ^ ( Z , W ^ , .  . . »'^n-l^'*’̂ v + l^^*'^l** ' • * ^ n - l ^ ^ ‘ ’ '

do nde  f ^ (Z , ,  ... , ^ ) es ô b i e n  cero ô u n a  f or ma de

g r a d o  i . A su vez en este c a s o d i s t i n g u i r e m o s  dos s u b c a s o s
s e g û n  la f o r m a  i n i c i a l  f ^ (Z , ,  ... ^ ) sea ô no sea po
t e n c i a  de una fo rm a  line al.

Le ma  3 - 3 - 2 .- Sea f ^ ( Z , W ^ , . . .  * 1 ̂ ^  '' ' » -1 ̂  ^

una f o r m a  de g r a d o  v en las v a r i a b l e s  

Z , , . . . , W^_  ̂  y con c o e f i c i e n t e s  en un c u e r p o  K de carac_



-1 2 3-

t e r î s t i c a  p s i e n d o  p d i v i s o r  de v y tal que

V ( a , ^  la ecuaciôn 1 n-1

po se e  u n a û n i c a  ra i z ( m û l t i p l e  de o r d e n  v). E n t o n c e s

^ (Z , , ... , ^ ) es n e c e s a r i a m e n t e  la p o t e n c i a  v - ê s i m af

de una f or m a  line al,

D e m o s t r a c i ô n . -  Se de fi ne  la a p l i c a c i ô n

h:  >K

s i e n d o  V" ( a , . . . , a , )eK^  ̂ , h(ct.,...,a ) la ûn i c a1 n — 1 1 n -1

raiz de la e c u a c i ô n  Z^ + f ^ ( a ^ , . . . , a ^ _ ^ ) Z ^   ̂+ . . .+t*^ ( ,. . ,  ̂ ^

Se tendrâ:

i) Si v = p ^  ,m-l

 • • • . « „ . ! ) =

= (Z-h(W, W_ ,))'’ = z''-h(W )'’= z'' +1 n -1 1 n-1

+"f J  (W^,...,W^_^)Z + . . . J  , . . . ,W^_ J  )

luego'fpWj,. . . = ------------------- '"n_i) = 0

 =

y h(W^,...,W^_^) es una forma lineal , q.e.d.

ii ) Si v = pf'£ , m-1
m .

p-
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P P 0 5. 5 . - 1+ ( - 1 ) h ( W ^ ,  . . . ,W^_j )*')P =Z ’P + ( - l ( ^ ) z “' l . h ( W ^ . . . . . W ^ _ ^ ) ) P  +. . .

+ ( ( - l ) * - l ( ^ * ^ ) Z . h ( W ^ ......W ^ - i ) * ♦ { ( - l ) ^ . h ( W j  , . . . .»„.i )*■)’’ =

= z'' + ( - ( i ) h ( W ^ ......_ ^ ) ) P  Z ^ -P  + . . . t ( ( - l ) * " ^ ( ^ ^ j ) h ( W ^ .......

 W ) * ' l ) P * . z P  +(-l)''h(W ,. .. , W ,)'' = z'’+'f (W .... .w  )z'’f.în — 1 1 n — 1 i i  n — i

. . . + t ^ ( W j , . . .

t \ ( W l  = ...............................

q.e.d.

T e o r e m a  3 - 3 - 3 .- Sea H un a h i p e r s u p e r f i c i e  en las c o n d i c i o n e s  
de 3-3-1. Sea f = f ^ ( Z , W ^ , . . . , W ^ _ ^ ) + f ^ ^ ^ ( Z , W ^ , . . . , W ^ _ ^ ) + . . . = 0

la e c u a c i ô n  de H tal que f ^ ( Z , W ^ , . . . , W ^  ^ ) no es la p o t e n

cia v - ê s i m a  de un a f or ma li ne al . E n t o n c e s  se v e r i f i c a  que la 
m u l t i p l i c i d a d  de f d e c r e c e  m e d i a n t e  un a t r a n s f o r m a c i ô n  c u a ­
drâ ti c a.

D e m o s t r a c i ô n .- Al no ser f ^ ( Z , W ^ , . . . , W ^  ^ ) p o t e n c i a  v - ê s i -

ma de una f o r m a  l i n e a l  la e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  H 
serâ

, a a
f(z,w ...w , ) = z^+c.z^’^w, ...w *" +___ +1 n -1 1 1 n-1

con C ^ e K  , , a ^ + . . . + a ^ _ ^ = i  , i^O

Por el le m a  3- 3-2  s a b e m o s  que e x i s t e  ( a ^ , . . . , a ^  ^ ) ^ ( 0 , . . . , 0 )  

tal que la e c u a c i ô n  f ^ ( Z , a ^ , . . . , a ^ _ ^ ) = 0  t i e n e  al me no s  dos 

r a i c e s ,  s ea  y u n a  de e l l a s  que p o d e m o s  s u p o n e r  d i s t i n t a  de 

cero. S u p o n d r e m o s  t a m b i ê n  que es d i s t i n t o  de cero.

Si c o n s i d e r a m o s  la t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  fo r m ai  en el pun-
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to (y * » ••• * ^ ) t de e c u a c i o n e s

Z = W ' ( Z ' + - - - )
^ *1

w =w'1 1

W 2 = W | ( W -  +;2)

"n.

D i s t i n g u i r e m o s  dos casos:

i) v =p ^  , m-1

Se v e r i f i c a r â  que la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s f o r m a d a  de H m e - 
d i a nt e  es t a  t r a n s f o r m a c i o n  c u a d r â t i c a  t e n d r â  p o r  e c u a c i ô n

f'(z',w;,...,w' .) = ( Z ' + - % - ) ^ +  C. W’  ̂ (z't-t-)V-i.1 n-1 i l

a_ a^ a  ̂ a  ̂ a , + . . . + &  -i
(w't-2) 2...(w' +-2:i) "'1+...2Z'*+(-%-)^+c.w'  ̂ .2 n-1 i 1

(Z't-I-)V-i.(w'+-2) 2 (W' +-%:-) ""1+..... =0
1 n-1

Se v e r i f i c a  que el t e r m i n o  i n d e n e n d i e n t e  de f ' ( Z ' , W j , . . . , W ^  ^ )

es c er o nues f^(y , , ,  .. , ^) = 3 y e n t o n c e s  si l l a m a m o s  v '

a la m u l t i o l i c i d a d  de f '(Z W W ' ) t e n d r e m o s1 n-1

v ' - a , + . . . + a _  - i + a „ + . . . + a  .= a _ + . . . + a _  .1 n-1 2 n-1 2 n-1

pued e o c u r r i r :

i-1) i<v, e n t o n c e s  v ' - a g + . ' . + a ^  ^ - i < v  y ha b a j a d o  la m u l t £  

p l i c i d a d .

i-2) i=v y no e x i s t e  en la f or m a  i n i c i a l  n i n g û n  t e r m i n e

V — i ^1 ^n — 1C.Z W ...W con a , + . . . + a  .=i<v . E n t o n c e s  la1 1 n-1 1 n-1
a' a'

f o r m a  i n i c i a l  de f se ra  Z^ + CÎVJ . ,.W . ,a’ + ...+a' =v ,1 1 n-1 1 n-1
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al menos dos de los i t î e n e n  que ser distintos

de cero pues si aj = v , ^ 2~ ”^n-1”  ̂ + =

=(Z+CVW^)^ la forma inicial sera potencia de una forma li­

neal contra la hipôtesis,

S u p o n g a m o s  e n t o n c e s  que a^XO , a^fO , e n t o n c e s  ,

al tener  ̂̂  ( Zj , , , , . , _ ̂ ) = 0 por lo menos dos raices.

La ecuaciôn de la hipersuperficie transformada sera de la for 
ma

m m a ’+ . . . + a ' - i  m .
f'(Z',Wj,...,W^_^)=Z'P + ( - I - ) P  Wj  ̂ ( Z * + - % - ) P  .

1 1
a_ a' y. . a ' _

. (v:+- -) - . . . ( w  — =02 n-1

V v ’ -a!+...+a' .-ita'+,.,+a* ,=a'+...+a' . y al ser1 n-1 3 n-1 3 n-1

a'^0 , a'fO , a'+...+a' <a!+a'+a'+...+a' =v luego en1 2 3 n-1 1 2 3 n-1

este caso tambien v'<v, 

i i ) v = p^ .I , m-1

En este caso la e c u a c i ô n  de la t r a n s f o r m a d a  de f ( Z , W ^ , , , , W ^  ^ ) 

m e d i a n t e  la t r a n s f o r m a c i o n  c u a d r â t i c a  f o r m a l  s e r a

f ’(z',iq ) = (z'+-^-)''tCjW^  ̂ .

a_ a ot . a  . m m.(w!+--) ...(w> +-;:!) " ' h . . .=z-''+((h-t.)P z'^'P +...+2 n-1 1

+ “ *'^^n-l  ̂ (z,+_Y_)V-i
il-1 1 1

a_ a  ̂ a
, ( W'+ -- ) ^2 n-1

luego  si v' es la m u l t i p l i c i d a d  de f ’ ( Z’, W ' , , , , W ' ) ten1 n-1 —
dremo s que v ' < v  ya que I no es m u l t i p l o  de p l u e g o

3 _m m m
(f) (-^^) Z'^ ^ /O y v-p^<v
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T e o r e m a  3 - 3 - 4 .- Sea H una h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  s u m e r  
gida en s i e n d o  K un c u e r p o  a l g e b r a i c a m e n t e  c e r r a d o  y

de c a r a c t e r î s t i c a  p , p d i v i s o r  de v . Sea

la e c u a c i ô n  de H tal que f ^ (Z , , ,,, ,  ̂) es la p o t e n c i a

v - ê s i m a  de una fo r m a  li neal. En es tas  c o n d i c i o n e s  se v e r i f y  
ca que m e d i a n t e  un n u m é r o  f i n i t o  de t r a n s f o r m a c i o n e s  c u a d r â ­
ticas es p o s i b l e  b a j a r  la m u l t i p l i c i d a d  de f.

Demos t r a c i o n .-

Al ser f ^ ( Z , W ^ , . . . , W ^  ^ ) la p o t e n c i a  v - ê s i m a  de un a fo r m a

li ne a l  la e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  H se p o d r â  e s c r i ­
bi r de las dog f o rm a s s i g u i e n t e s ;

f ( z , w ^  =..................w ^ _ p z ' " b . ..

......... + ...."n_l) = 0 .

f(2 . p . . . . . W „ . p  = z''tf^^pz,Wj,...,W^_j)t.......

Para  d e m o s t r a r  el t e o r e m a  u t i l i z a r e m o s  el d i a g r a m a  de N e w t o n  
de la h i p e r s u p e r f i c i e  a s o c i a d o  al s i s t e m a  de p a r a m è t r e s  
( Z , % ) = ( Z , W ^ , . . . , W ^ _ ^ ) .  A p l i c a n d o  ( 3- 2-4 ) se p u e d e  s u p o n e r

que en este d i a g r a m a  de N e w t o n  e x i s t e  un p u n t o  s i t u a d o  en el 
eje X . D i s t i n g u i r e m o s  c u a t r o  casos:

i) E x i s t e  en el d i a g r a m a  de N e w t o n  un p u n t o  de c o o r d e n a d a s  
(q,0) tal que v < q < 2 v

n-1
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Con esta condiciôn la ecuaciôn de la hipersuperficie serâ de
la forma

r r
+ C.W 1 ----W "T +... = 0 , ( f . )> i  , C.eK,  C , / 0 , v < r .  +...-I j. n — 1 0 1  1 1 1

. ..+r ■ < 2 Vn - 1

Como c u a l q u i e r  p u n t o  de la f o r m a  ( 0 , a ^ , . , . , a ^  ^ ) ,a^^0 ,

1 - i - n - l  v e r i f i c a  que f ^ ( 0 ,a^ , ,,. ,a^ ^) = 0 p o d e m o s  a p l i c a r

a la h i p e r s u p e r f i c i e  H la t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  f o r m a i  
d e e c u a c i o n e s :

Z=W|Z'

W 2 = w ; ( w -+!S)

La e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s f o r m a d a  s e r â

f ’ ( z - , w ; . ,W' ) = z ' V + f  ( w ' . w ' + - 2 ..............w  + - D : î ) z > ' ' - i  +1 n-1 1 1 z a . n -1 c%.

 .....1 1 n-1

Si l l a m a m o s  v ’ a la m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e  

de e c u a c i ô n  f ' ( Z * , W ^ , . . . , W ^  ^)=0 se t e n d r a

v ' - r . + . , . . + r  . - v < 2 v - v = v1 n-1

lu ego  v ’<v y la m u l t i p l i c i d a d  ha b a j a d o  en una t r a n s f o r -  
m a c i ô n  c u a d r â t i c a ,

ii) Se v e r i f i c a  que en el d i a g r a m s  de N e w t o n  de f ( Z , W ^ , . . , W ^  ^ ) 

ex is t e el p u n t o  (2v,0) y no e x i s t e  n i n g u n o  s i t u a d o  en el eje 

de abc i s as  c o m p r e n d i d o  en tr e  les p u n t o s  (v,0) y (2v,0)
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tW(2v,0 ) n-1

Con e s t a  c o n d i c i ô n  la e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  s e r â  
de la f o rm a

V -  1

+ C 2v

Si consideraraos u na  t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  f o r m a i  en el 
p un t o  ( 0 , a ^ , . . , a ^  , 1 - i - n - l  , d i c h a  t r a n s f o r m a c i ô n

c u a d r â t i c a  t e n d r a  o o r  e c u a c i o n e s :

Z = W ^ Z '

Wi = w;

W 2 = w ; ( W ' . - H )

W = w » ( w  + - 2 i i )n-1 1 n-1 01 ̂

La e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s f o r m a d a  s er â

f ' ( Z ' , W ^ , . . . , W n _ i ) = Z '  +

r , + . . . + r  . - V  a. r_ a , r .
+ W ’  ̂ ( W ' + - 2 )  ^ . . . ( W  + - -- - )  =01 1 n-1

Si l l a m a m o s  v' a la m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n ^  
f o r m a d a  , e s t u d i a r e m o s  que pa sa  con v' .

V e r e m o s  en p r i m e r  l u g a r  la t r a y e c t o r i a  de los t e r m i n e s  de la 
e c u a c i ô n  f (Z , , .  ,. , ^) = 0 que son de la fo rm a

a a
d U Z ^ - i  , d^ E K  ,d./0, a ^ + . . , + a ^ _ ^ > i  ,i/0.
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. a . a.f,..+a ,+v-i-v
d . z ^ ' ^ w  1  w - ......... - > d . z ’'̂ ‘ ^ w  ^ (w; +1 1 n-1 1 1 i

-2,̂  ̂ (W. .:s=l)'-l = d.. ,.v.i — ,n- 1 1 1

a a a a
con d!=d , (--) • • « ( - - - - )  , dl^O .X i 01 ̂  ot ̂ 1

Se t i e n e  que v ' - a . + , , . + a  .t v - i - v + v - i = a . + . , . +a .+1 n-1 1 n-1

+ v - 2 i > i + v - 2 i  =v-i.

P ue d e o c u r r i r :

1) E x i s t e  en la e c u a c i ô n  f ( Z , W ^ , . . , , W ^ _ ^ ) = 0  un t ê r m i n o
. a a

de la f o r m a  d ^ Z ^ ^ , d ^ eK ,  d^^O ta 1 que

a ^ + . . . + a ^  ^ + v - 2 i < v  , e n f o n c e s  la m u l t i p l i c i d a d  b a j a r î a  en 

la p r i m e r a  t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a .

2) E x i s t e  en la e c u a c i ô n  f ( Z , W ^ , . . . , W ^ _ ^ ) = 0  un t ê r m i n o
a a

de la f o r m a  d . Z ^  ^W ...W ^ , d . e K  , d.^0 tal que1 1 n-1 1 * 1

a , + . . . + a  . + v - 2 i = v  , e n f o n c e s  d e m o s t r a r e m o s  que ta n to  en el1 n-1

c aso  de que v = p^ ô v = £,p”' la f o r m a  i n i c i a l  de

f ’(Z ' , , , , , , ^ ) ya no es p o t e n c i a  de un a f o r m a  l i ne a l

l ueg o p o r  ( 3 -3 -3 )  a p l i c a n d o  u na  n u e v a  t r a n s f o r m a c i ô n  c u ^  
d r â t i c a  a la h i p e r s u p e r f i c i e  de e c u a c i ô n  f '(Z ’ ,W *,.,,.

se c o n s i g n e  el b a j a r  la m u l t i p l i c i d a d .

2 - 1 ). Si v= p ^  , t r i v i a l m e n t e  se d e m u e s t r a  que la f o r m a  i n ^  
ci al de f * ( Z , W j , . . . , W ^  ^ ) no es p o t e n c i a  de una f o r m a  l i ­

n e a l  ya que ( Z ' f f ( W  ,. .., W ) ) ^ ^ Z ' ^ + f ( W  , ... ,W  )^\1 n — i 1 n -1
2-2). Si v = &.p^ , se t e n d r î a

(ztt w ; ) * ' ^ = ( ( z + t w j ) t ) P * = ( ( t ) z *  t (J) z*'i t + ...... +
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m
P _

= ẑ -p".p" tP™ z('-̂ )p" WjP%...K^/ z('-i)P".W,iP%....
+....+tP t(t-i)P zP w;(*-i)P +tiP w;*P : ^

m m  m m . m  . m  . m . m+^P tP z"-P W|P +...t(*)P t'P z"-ip . Wjip +...+
m / .  ̂\ m m m „ m

+ ilP t < ‘-i> P zP W J - P  .t ^P  w;^ ; tc

y aunque la forma inicial de la ecuaciô n ^ '( z * »W ' ,... , W * . ) = 01 n-1

sea de la forma
• m. m a ._ t ...+ a . ,-ip

d'Z'"^""^^ W * ^  i,n-l
< < i 10-i-&

. m . m , , , . ° ^ 2 . ^ i 2con v-ip +a., + ...+a. ,-ip =v,dl = d.(--) .....il i,n-l 1 1

a . a .
. . . . ( - 2 : 1 )  I'P- i

“1

p a r a  que f u e r a  p o t e n c i a  de una f o r m a  l i n e a l  se t e n d r î a n  
cue v e r i f i c a r  las s i g u i e n t e s  i g u a l d a d e s

(! )P*  t i p "  = d. (-2)^i2 ____ (^n-1 * i , n- l  ^
1 0.J *1

0- il n

y co mo  los n u m é r o s  ( a ^ , . , . , a ^  ^ ) u n i c a m e n t e  t i e n e n  que

c u m p l i r  la c o n d i c i ô n  de ser d i s t i n t o s  de cero, s i e m p r e  podr e  
mos e s c o g e r l o s  de m a n e r a  que no se v e r i f i q u e n  las i g u a l d a d e s  
a n t e r i o r e s ,  es d e c i r  i n c o m p a t i b l e s  con que la fo rm a i n i c i a l  
sea p o t e n c i a  de una f o rm a  lineal.

3) T od o s  los t e r m i n e s  de la e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e
. a a

f ( Z ,W^ , . . . ) = 0 de la f or ma  d ^ Z ^ ’ ^ W ^ ^ ____ '̂ n̂-1 * »
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d. eK  , d. ^0 v e r i f i c a n  quo a . + . . . + a  . +v - 2 i > v  . En es te1 * 1  1 n-1

caso c o n s i d e remos n u e v a m e n t e  la e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r -  
ficie t r a n s f o r m a d a

f(Z' ,W|,. . . .W^_j) = Z''' + t ^ ( W |  + +

" ("2 ---=0 

E n t o n c e s  v sera la m u l t i p l i c i d a d  de f ’(Z W ^ ). 

Pu ed e  o c u r r i r :

3 - 1 ) Si v=&. la f o r m a  i n i c i a l  de f ' ( Z ’ ,W j , . , , ,  ̂) no

es p o t e n c i a  de una f o r m a  l i ne a l,  lu e g o  p o r  (3 -3 - 3 ) aplicari 
do una n u e v a  t r a n s f o r m a c iôn c u a d r â t i c a  a la h i p e r s u p e r f i c i e  
de e c u a c i ô n  f ' ( Z ' , W j , . . . , W ^  ^)=0 se c o n s i g n e  el b a j a r  la

m u l t i p l i c i d a d .

3 - 2 ) Si v = p ^  , la f o r m a  i n i c i a l  es de la f o r m a  ( Z ’+ t W * ) ^ ,

luego  es p o t e n c i a  de una  f o r m a  l i n e a l  . P o d e m o s  d i s t i n g u i r  
v ari os  s u b c a s o s .

3 - 2 - a ) Si a l g u n o  de los n u m é r o s  r 2 *. .., r^   ̂ no es de la

fo rm a  p^ , e n t o n c e s  e x i s t e  en el d i a g r a m a  de N e w t o n  de

f ( Z * » j » • • • t 2 ) un p u n t o  s i t u a d o  en el eje de a b c i s a s  y

c o m p r e n d i d o  e n t r e  los p u n t o s  (v,0) y (2v,0) l u e g o  la h i ­
p e r s u p e r f  icie de e c u a c i ô n  f '(Z ' ,W^ , , , . ,W^ ^) = 0 p e r t e n e c e

al caso i) y es p o s i b l e  b a j a r  su m u l t i p l i c i d a d  m e d i a n t e  
una t r a n s f o r m a c i ôn c u a d r â t i c a .

m *S u p o n g a m o s  que r ^ no es de la fo rm a  p . D e m o s t r a r e m o s  

la a f i r m a c i ô n  a n t e r i o r  en dos pasos:

3- 2-a ^)  Si r^ no es de la f o r m a  p'̂  , ni t a m p o c o  es m u l ­

ti pl e  de p , en la e c u a c i ô n  f ( Z , W j , . . . , W ^  ^ ) e x i s te e 1
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^ 1 + ' •
t ê r m i n o  r g f - - )  Wj , l ueg o en el d i ^

g r a m a  de N e w t o n  de f ’(Z’, W | „ , . «  ,W^  ̂) t e n d r e m o s  el punto  

( u 1 1 , 0 ) .

3- 2- a 2)  Si r 2 = P^ .& » ^ no) es m u l t i p l e  de p . La ecua_

cion de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s f o r m a d a  sera;

f ' (Z* , W - ......=  +

+c w>  ̂ ( ( w ’+ - 2 ) p ) P   ( w  +-2:1) "■^= 0
1 1  1 n-1

en f'(Z',Wj,...;W^ ^ ) se encuentra el têrmino

 .

m ’ m ' m ’ <con r^+,..tr^ ^-v+p =v+p <2v , ya que p <r 2 -v ,

luego en el diagrama de Newton de f'(Z',W^,...,W^_^) se

encuentra el punto de coordenadas (v+p^ ,0) ,

v < v + p ^  <2v

3 - 2 - b ) Si to d o s  los n u m é r o s  r ^ , . . . , r ^   ̂ s on de la f orm a  

p^ , la e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s f o r m a d a  s er a

ot̂  r,

. ( W  +(-- = -) *-l) = Z ' V + . . . + C  W'^w' 2(_3 ) 3 . . . ( _ D : 1 )n-1 ct. '   V 1 2 a. a

luego en el d i a g r a m a  de N e w t o n  de f * ( Z ' , W j , . . , , W ^  ^ ) se 

e n c u e n t r a  el p u n t o  ( v + r ^ j O )  , P u e d e  s u c e d e r :

3-2- b^)  r 2 <v , e n t o n c e s  on el d i a g r a m a de N e w t o n  de
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j) existe un punto de la forma (q,0) ,

s i t u a d o  e n t r e  los p u n t o s  (v,0) y (2v,0).

3 - 2 - b 2 )  , r 2 ^ 2 v  , r ^< v  .

C o n s i d e r a m o s  e n t o n c e s  la t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  f o r m a i  
de e c u ac i  one s :

Z=W^ Z' 

Wi=W’(Wj+ -i)

W2 = W-

y en el d i a g r a m a  de N e w t o n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s f o r ­
m a d a  se e n c u e n t r a  el p u n t o  ( v+ r ^ , 0 )  .

3- 2- b g ) r2= V ,r^<v .

En es t a  s i t u a c i ô n  al g û n  r .. , i = 3 , . . . , n - l  , s e r â  m e n o r  que

V , sea po r e j e m p l o  r^ , e n t o n c e s  en el d i a g r a m a  de N e w ­

ton de f * ( Z \ W ^ , . . . , W ^ _ ^ )  se e n c u e n t r a  el p u n t o  ( v+ r ^ ^O )

3 - 2 - b^ )  r 2 =v ,r^=v .

En este caso la e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s f o r m a d a  
s er â

a . + * » . + &  .+v-i-v
f ' ( Z ' , W ^ , . . . . , W ^ _ ^ ) = Z ' V + . . . + c ^ W j  ^

a

+ c., w O  (Wî +-2)V+.. . z-''+
V 1 1

+ C| z ' - i  + .......= 0

y si a p l i c a m o s  una n u e v a  t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  f o r m a i
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a la hipersuperficie de ecuaciôn ^)=0

t e n d r e m o s  o t r a n u e v a  de e c u a c i ô n

f"(s" ,W'',.., ,W" ) = z"'’+ ____ +CV W" ^1 n - i 1 i
a , + . . . + a  .+v - i - v + v - i - Vn-1

z" V- i  + ____  = 0

de m u l t i p l i c i d a d  v " - a _ + . . . t a  .+ v - i - v + v - i - v + v - i =1 n-1

= a , + . - . + a  ,+v - 3 i  y asi en un n u m é r o  f i n i t o  de t r a n s f o r m a1 n -1 —
c i o n e s  c u a d r â t i c a s  d e c r e c e  la m u l t i p l i c i d a d .

En e s t a  s i t u a c i ô n  el p r o b l e m a  se p r e s e n t a r î a  c u a n d o  la ec u a  
ciôn de la h i p e r s u p e r f i c i e  fu e r a  de la f or ma

p e r o  en este ca so  Z^ + C ^W^  W^= (Zf C ^ W ^ W 2 )'̂  = 0 

y la h i p e r s u p e r f i c i e  no s é r i a  r e d u c i d a

3-3) r =2v

El p r o b l e m a  se s o l u c i o n a  como en (3 - 2 - b ^ )  , s a l v o  c u a n d o  

la h i p e r s u p e r f i c i e  t i e n e  p o r  e c u a c i ô n

z/ tc ( Z + C * W ^ ) ^ = 0
V  1 V  1

p er o  es te  caso no se p u e d e  p r e s e n t a r  pues no sé r i a  r e d u c i d a ,

iii) En el d i a g r a m a  de N e w t o n  e x i s t e  un p u n t o  de c o o r d e n a d a s  
(q,0) con i v < q < ( i  + l)v , i -2 y no e x i s t e  n i n g û n  p u n t o  de

c o o r d e n a d a s  (q',0) con q'<q

( 0 , V )

(v,0) (2v , 0 ) n-1
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Con esta condiciôn la ecuaciôn de la hipersuperficie serâ
de la forma

r r
f ( Z . W  ) = z / + f . ( W  , ) z ^ “ ^ + . . . + c , w / . . . w  " T i  + . . = o1 n- 1 1 1 n-1 1 1 n-1

( T ^ ) > i  t C ^ e K  , C^fO , i v < r ^ + . . . t r ^ _ ^ < ( i t l ) v  ,i-2 .

Si c o n s i d e r a m o s  un a t r a n s f o r m a c i ô n  c u a d r â t i c a  en el p u n t o  

(0 ,a^ , . , , ,  ̂ 1 - i - n - l  , d i c h a  t r a n s f o r m a c i ô n  c u ^

d r â t i c a  t e n d r â  p o r  e c u a c i o n e s

Z=W» Z'

w^ = w;

“ 2W2 = w p w > t j . )

La e c u a c i ô n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  t r a n s f o r m a d a  se ra

f ' ( z ' . w !  W' , ) = ( W ' ...... w  + - 5 : 1 ) Z ' V - 1 + ....... +1 n - i 1 1  n - i o t ^

+c w;  ̂ (w'+-H)   ( W  +-D:î) = 0
11 1 1

Lu eg o  en el d i a g r a m a  de N e w t o n  de la h i p e r s u p e r f i c i e  de 

e c u a c i o n e s  f ' ( Z ' , W ^ , . . . , W ^  ^)=0 a s o c i a d o  al s i s t e m a  de p a r £  

m e t r o s  ( Z * , W ' )  e x i s t e  el p u n t o  ( r ^ + . . . t r ^ _ ^ - v , 0 ) = ( q - v , 0 )

c o r r e s p o n d i e n t e  al t ê r m i n o  de la e c u a c i ô n

a r O' 1 r r + . . . t r  - v
C^ (-- ) " . Wj , e n t o n c e s  a p l i c a n d o

un n u m é r o  f i n i t o  de t r a n s f o r m a c i o n e s  c u a d r â t i c a s  la h i p e r s u ­
p e r f i c i e  de p a r t i d a  se nos t r a n s f o r m a  en una h i p e r s u p e r f i c i e  
c o r r e s p o n d i e n t e  al caso i).
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iv) En el d i a g r a m a  de N e w t o n  de e x i s ­

te un p u n t o  de c o o r d e n a d a s  (q,0) con q=iv , i>2.

En e st e ca s o a p l i c a n d o  un n u m é r o  f i n i t o  de t r a n s f o r m a c i o n e s  
c u a d r â t i c a s  la h i p e r s u p e r f i c i e  de p a r t i d a  se nos t r a n s f o r m a  
en un a h i p e r s u p e r f i c i e  c o r r e s p o n d i e n t e  al ca so ii).
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CAPITULO IV

V a r i e d a d e s  a l g e b r o i d e s

I n t r o d u c c i o n

E ste  c a p î t u l o  e s t a  d e d i c a d o  a la r é s o l u  
ciôn de s i n g u l a r i d a d e s  de las v a r i e d a d e s  a l g e b r o i d e s  en gene_ 
ral via c o n t a c t e  m a x i m a l .  U t i l i z a r e m o s  p a r a  e ll o las b a se s  
s t a n d a r d  n o r m a l i z a d a s  c u y a  e x i s t e n c i a  q u e d ô  p r o b a d a  en el ca- 
D Î t u l o  I .

§ 4-1.- F u n c i ô n  de H i l b e r t - S a m u e l .

I n t r o d u c c i o n ,- S e c c i ô n  d e d î c a d a  a d e m o s t r a r  el t e o r e m a  de 
B e n n e t t ,  que e s t a b l e c e  el c o m p o r t a m i e n t o  de la f u n c i ô n  de 
H i l b e r t - S a m u e l  via e x p l o s i o n e s .

N ot a  4 - 1 - 1 . -

i) Sea 0 un a n i l l o  lo c a l  de i dea l m a x i m a l  m y c u e r p o  re 
s i d u a l  K . Sea H^ la f u n c i ô n  de H i l b e r t - S a m u e l  de 0 ,

es d ec i r  H^ es una a p l i c a c i ô n  H ̂   >2? d e f i n i d a  por:

n
H (n )= <  d im  ( m V  j + 1 ) = long. (0/ n ) 0 K m .  e m

e e s c r i b i r â  e n t o n c e s

H ^ ~ ^ \ n ) =  H ( n ) - H ( n - l )  = AH(n )
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2L H (i ) 
1 = 0

V as 1 se p u e d e  d é f i n i r  H ̂ ̂  ̂  , "V" entero d .

ii) Sea X una v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  de a n i l l o  de c o o r d e n a d a s  

Q  , 0 = K [ [ Z ^ , . . . , Z ^ , W ^ , . . . , W ^ J ] y ^  .Po d em o s  e s c r i b i r  Q  —

~ ̂  + J , i = l , » ,, , c }

Wj = Wj +J, i = 1 ......... d , U t i l i z a r e m o s  e n t o n c e s  la s i g u i e n t e

n o t a c i o n

"x = " K [ [ z ;  z x , w |  w-ji.

iii) Sea R = K [ ^ Z ^ , . . . , Z ^ , W ^ , . . , , W ^ ^ ] c o n  ct d= n . Sean Y,X

dos v a r i e d a d e s  a l g e b r o i d e s  s u m e r g i d a s  en , de i dé a l es  de
d e f i n i c i ô n  P,J con J CI P y P = ( W ^ , . . . , W ^ ) R  ,

C o n s i d e r e m o s  la e x p l o s i o n  B& . (R/J) v la p r o y e c c i ô n
' J

TT : B1 (R/ )---->S pe c  (R/ ) (vêase 2-2).P/j ü J

En e sta s c o n d i c i o n e s  e s c r i b i r e m o s ;

Y = S p e c ( g r Y ( X ) ) = S p e c ( g r p y  (R/j))

V d i r e m o s  que C„ „ es el c o no  n o r m a l  de X a lo l arg oX , I
de Y .

Sea ah o ra  M el i de a l  m a x i m a l  de R/ y 0 el pu nt o  ce r r aJ —
do c o r r e s D o n d i e n t e  a este ideal m a x i m a l ,  e n t o n c e s  la fi b r a de
Cy Y en es te p u n t o  sera:

c (0)= Spec r I (P/ ) V ^  ) =
n-0 '’/ M C P / j ) "
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pec( )

con = i n ^ ^ p y  ^(W^+J) (vêas e 2- 3 -5 )

iv) En las c o n d i c i o n e s  de iii) se v e r i f i c a  que

iv-a) El f i b r a d o  p r o y e c t i v o  a s o c i a d o  a C „ esX , I

P r o j ( g r  - ( R/ , )) = tt“ ^(Y) (vêase  2 -3- 3)P/j J

iv-b) El f i b r a d o  p r o y e c t i v o  a s o c i a d o  a C _(0) esX , I

Proj ( K pi , . . . ,W 3  ) = ” ^(0) (véas e 2- 3-5 )

V ) D a d o  Q' t r a n s f o r m a d o  m o n o i d a l  de Q  =R/ con c e n t r o  

P/, , TT ^(0) e s t â  d e f i n i d o  en Q *  p or el id ea l

(W^+J, Z ^ + J ,... ,Z^ + J )U' (vêa se  2- 4- 3)

T e o r e m a  4 - 1 - 2 ,- T e o r e m a  de B e n n e t t .-

Con las n o t a c i o n e s  a n t e r i o r e s  . S i  X es una v a r i e d a d  n o r -  
m a l m e n t e  p l a n a  a lo la rg o  de Y e Y es una v a r i e d a d  r e g u  
lar, se v e r i f i c a  que:

«X- - "x

con X' la v a r i e d a d  t r a n s f o r m a d a  de X m e d i a n t e  una t r a n s -  
f o r m a c i ô n  m o n o i d a l  de c e n t r o  P ,

D e m o s t r a c i o n .-

S a b e m o s  que si A es un a n i l l o  l o c a l ^  es la f u n c i ô n  de

H i l b e r t - S a m u e l  de A con r e s p e c t o  a su ideal m a x i m a l ,  e n t o ^  
ces p a r a  t od o e n t e r o  p o s i t i v o  i
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do n d e  A ’ = A [t ̂  , . . . , t J v son v a r i a b l e s  iin

d e p e n d i e n t e s  ,
L u e g o  en n u e s t r o  caso

 ̂ d o n de  = Spec ( K [[t^ ,. . . , t )

£y X X K i n d i c a  el p r o d u c t o  f i b r a d o ,  (vêase L e j e u n e - T e l -

s s i e r [27"] , cap I, 5-3-1)

D e m o s t r a r e m o s  el t e o r e m a  si c o m p r o b a m o s

" c x . y ' o )  ■ ” l -'! o)

Demostracion de i .- Al ser la variedad X normalmente plana 

a lo largo de Y la sucesiôn siguiente es exacta

T — — — — >C — — — — ^ ( 0 ) (vease G i r a u d  f~l cap, II ,2 — 2 )I X X , Y

y como TY es un espacio vectorial se tiene el isomorfismc

Cx ~ Ty * Cx.y(°)
y por lo tanto

"x= "Cy^yfO) yX , Y
Demostracion de i i . -

Al ser TT ^(0) el fibrado oroyectivo asociado a C y ( 0 ) ,X , Y
ii) serâ consecuencia inmediata del siguiente lema.
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L e m a  4 - 1 - 3 . -  Se an G = K r t _ , . . . , t n  , ICG un id e al  h o m o g e   " 1— 1 n-* ' *—
neo , uu = t^ , i = 2 , . . . , n  , A = K ĵ û  ,. . . »u ^  . Sea I'

1
el ideal

do nd e  I^ es la pa rt e  h o m o g e n e a  de g r a d o  d de I ,

E n t o n c e s  se v e r i f i c a

u(-l) Z  H
G / j , ( l , 0 , , , , , 0 )  A/j, , ( u ^ = . . , .=u^=0)

donde

"c/ ( 1 , 0 , . . . , 0 )  (m) = l o n g K ( G / ; ) ^

*/ \ A/. .m+lA ( m ) =  (u^ * . . . )  A

Ve ase d e m o s t r a c i o n  del l e m a  en H i r o n a k a [ l o 2 *  le ma 4-8 .

D e m o s t r a c i o n  de i i i ) .- S a b e m o s  que TT ^(0) e s t a  d e f i n i d o  por

un ideal g e n e r a d o  p o r  c+1 e l e m e n t o s ,  lu e g o  p ara  d e m o s t r a r
iii) b a s t a r a  con a p l i c a r  ctl v e c e s  el l ema  s i g u i e n t e

Lema 4 - 1 - 4 .- Sea A un a n i l l o  l oc a l  n o e t h e r i a n o ,  M su ideal 

m a x i m a l  , K =A / ^  , ZeM . Si B= A / ^^

se v e r i f i c a  que

-  ",
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V ê a s e  d e m o s t r a c i o n  del lema en H i r o n a k a  |20j, le ma 4-7 .

N ot a  4 - 1 - 5 .-

Tn la r e s o l u c i ô n  de s i n g u l a r i d a d e s  de h i p e r s u p e r f i c i e s , la 
m u l t i p l i c i d a d  j u e g a  un p a p e l  e s e n c i a l  ya que m e j o r a r  la sin_ 
g u l a r i d a d  c o n s i s t e  en b a j a r  la m u l t i p l i c i d a d  de la h i p e r s u -  
D e r f i c i e  d e s p u ê s  de v a r i a s  t r a n s f o r m a c i o n e s  m o n o i d a l e s  o cua 
d r â t i c a s ,  He mo s d e f i n i d o  la f u n c i ô n  de. H i l b e r t - S a m u e l  que jjj 
ga ra en el c a s o  g e n e r a l  el m i s m o  p a p e l  de la m u l t i p l i c i d a d .

Si X es u na  v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  de d i m e n s i ô n  d , se demues 
tra f a c i l m e n t e  que

/ n t d - A
"x(") = V d-1 j ' X es r e g u l a r

Lu ego n u e s t r o  p r o b l e m a  q u e d a  r e d u c i d o  a c o n s e g u i r  b a j a r  el 
v al o r  de H,̂  m e d i a n t e  trans  f o r m a c i o n e s  m o n o i d a l e s  o c u a d r â ­
ticas. En v i r t u d  del t e o r e m a  (4 -1 - 2 ) s a b e m o s  que H^ no crec e

m e d i a n t e  una t r a n s f o r m a c i ô n  m o n o i d a l  de c e n t r o  Y , con X 

n o r m a l m e n t e  p l a n a  a lo la rg o de Y .

El p r o b l e m a  se p r é s e n t a  c u a n d o  H^ se m a n t e n g a  c o n s t a n t e  ,

pa ra  r e s o l v e r l o  i n t r o d u c i m o s  el c o n t a c t e  m a x i m a l ,  pues es co- 
n o c i d o  el h e c h o  de que si W es una v a r i e d a d  r e g u l a r  que tie 
ne c o n t a c t e  m a x i m a l  con la v a r i e d a d  X , la f u n c i ô n  de Hilbert' 
S am u e l  d e c r e c e  m e d i a n t e  la a p l i c a c i ô n  de un n u m é r o  f i n i t o  de 
t r a n s f o r m a c i o n e s m o n o i d a l e s .  Vê a s e  A r o c a - H i r o n a k a - V i c e n t e  ]

[7^ y Le jeu n e-  T e i s s i e r  [2
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§ 4- 2 . -  C o n t a c t e  m a x i m a l .  (Caso h i p e r s u p e r f i c i e s )

I n t r o d u c c i o n .-

En e s t a  s e c c i ô n  se d e f i n e  el c o n t a c t e  m a x i m a l  p a r a  v a r i e d a ­
des a l g e b r o i d e s  en g e n e r a l  y se c a r a c t e r i z a  p ar a el c a s o  
de h i p e r s u p e r f i c i e s .

N o t a  4 - 2 - 1 .- Sea R = K][^Z^ , ♦ . . ,

con c+ d =n  , el a n i l l o  de s e r i e s  de p o t e n c i e s  f o r m a t e s  en
las i n d e t e r m i n a d a s  Z ^ , . . . , Z ^  s o b r e  un c u e r p o

K a l g e b r a i c a m e n t e  c e r r a d o  de c a r a c t e r î s t i c a  c u a l q u i e r a .  Sea

V un a v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  s u m e r g i d a  en , es d e c i r

V = V ( I ) = S p e c (  / ^ ) con I id e al  r a d i c a l  . S ean  W

y W* las v a r i e d a d e s  a l g e b r o i d e s  r e g u l a r e s  s u m e r g i d a s  en 

, d e f i n i d a s  por

 •

En es t a s  c o n d i c i o n e s  d e f i n i r e m o s ;

1) D i r e m o s  que la v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  W es perpen^ 
d i c u l a r  a la v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  V si y s o l o si se v e r i f i ­
can las dos c o n d i c i o n e s  s i g u i e n t e s :

i ) W es t r a n s v e r s a l  a V
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2) E s c r i b i r e m o s

6
C y ' S p e c  (  g r ' ^ R ) / i n  ( i ) )  =  S p e c  (  K  C  1  1  /  ( i  )  >

6 ô

%  r/a que g r^ R) (v êa se 1 -3 - 1 0) .

D i r e m o s  que es el cono t a n g e n t e  p e s a d o  de p e s o  6 a

la v a r i e d a d  V .

3) L l a m a r e m o s  e x p o n e n t e  de c o n t a c t e  de las v a r i e d a d e s  W y

V , al m â x i m o  n u m é r o  r eal  6( W , V )  (6 i n f i n i t e )  tal que ,

V  6 E R , 1 - Ô < 6 ( W , V )  el i s o m o r f i s m o  (vêase 

1 -3 - 1 3)  in du c e un i s o m o r f i s m o  en t r e  los c o n o s

5  ~ 4

4) L l a m a r e m o s  p r i m e r  e x p o n e n t e  c a r a c t e r î s t i c o  de la v a r i e d a d  
a l g e b r o i d e  V , al n u m é r o

6 ( V) = sup { 6 ( V , W  ) }

W' c u r v a  a l g e b r o i d e  r e g u l a r

5) Sea W' un a c u r v a  a l g e b r o i d e  r e g u l a r .  D i r e m o s  que W' tie
ne c o n t a c t e  n u m ê r i c o  m a x i m a l  con V si y s o l o  si

6 ( V ,VA) = 6 ( V)

6) Dir e m os  que h es una f u n c i ô n  de p r u e b a  de la v a r i e d a d
a l g e b r o i d e  W si h es u na  a p l i c a c i ô n

/ ( Z ^ .....................................” dTl

con h ( W ^ ) = W ^ ( t ) , . . . , h ( W ^ ) = W ^ ( t )  y W ^ ( 0 ) = . . . = W ^ ( 0 ) = 0  .

Si h es una f u n c i ô n  de p r u e b a  de W , l l a m a r e m o s  a
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c+1la v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  suiaergida en K ,

V^= Spec ( ^ t t ^ i * • • • » ^ c * s i e n d o  el ideal

( f ,W^ ( t ) , , . . , W^( t ) )K [[;^ jtJ"]) . L l a m a r e m o s  
f£l

c + 1a la v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  s u m e r g i d a  en K ,

Wĵ  = S pe c ( )

D e f i n i c i o n  4 - 2 - 2 ,- D i r e m o s  que la v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  
W tiene c o n t a c t e  m a x i m a l  con la v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  V si y 
so lo  si:
i ) W es p e r p e n d i c u l a r  a V .

ii) P a r a t o d a  f u n c i ô n  de p r u e b a  h de W * se v e r i f i c a  que, 
la cu rv a a l g e b r o i d e  r e g u l a r  t i e n e  c o n t a c t e  n u m e r i c o  m a x ^

ma l con la v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  V h '

No ta  4 - 2 - 3 .- E s t u d i a r e m o s  a h o r a  el c o n t a c t e  m a x i m a l  en el caso  
de h i p e r s u p e r f i c i e s . C o n s i d e r a r e m o s  c=l , d= n -l  , es de c i r

 \ _ i l ]  .
Sea H una h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  s u m e r g i d a  en K , de 
f i n i da  p o r el id ea l  J = ( f ( Z , % ) ) K [ [ Z , W ] j .

En este ca s o W s e r a  la h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  su 

m e r g i d a  en , W = So ec   ̂̂  ^ 2 )k [ [ Z Y W' la

v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  i g u a l m e n t e  s u m e r g i d a  en ,

W. = Spec ......

Se v e r i f i c a r a :
1) Si h es una f u n c i ô n  de p r u e b a  de W y K|^[Z, t]J es el 
a n i l l o  de s e r i e s  de p o t e n c i e s  f o r m a l e s  en las i n d e t e r m i n a d a s  
Z,t sobre el c u e r p o  K , e n t o n c e s  l l a m a r e m o s  y a

2las h i p e r s u p e r f i c i e s  a l g e b r o i d e s  s u m e r g i d a s  en K ,

Hĵ  = Spec  1 < t ) ) K[[Z . t\] '
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i e s c r i b i m o s

la e c u a c i ô n  de H, serah

f(Z ,W^( t ) ...... w^ _^ ( t )) = z''+t^(Wj( t) ,. . .  +

+T„ , (W ( t )  w , ( t ) ) z + T  (W (t))= 0 .V — l i  n — 1 V I  n — 1

Se u t i l i z a r â n  las s i % u i e n t e s  n o t a c i o n e s :

1-a) Si se r e p r é s e n t a  el d i a g r a m a  de N e w t o n  de r e s p e c t o
del s i s t e m a  de p a r a m è t r e s  (Z,t)

Se l l a m a r â  e x p o n e n t e  n u m e r i c o  de c o n t a c t e  de con y

se r e p r é s e n t e r a  po r a s i e n d o  5 la pendien^

te de 1 p r i m e r  s e g m e n t o  del p o l î g o n o  de N e w t o n  de . E v i d e n

t e m e n t e  .

Se l l a m a r â  p o l i n o m i o  c a r a c t e r î s t i c o  de f (Z , (t ^ (t ))

al f o r m a d o  p o r  los t e r m i n e s  de f (Z ,W (t W  (t )) co rre s1 n — 1 —
p o n d i e n t e s  a los p u n t o s  de 1 d i a g r a m a  de N e w t o n  s i t u a d o s  en el
p r i m e r  s e g m e n t o  del p o l î g o n o  de N e w t o n  de

1-b) Sea r" una  cu rv a  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  s u m e r g i d a  en de
e c u a c i ô n  Z = K’(t) , se l l a m a r â  e n t o n c e s  e x p o n e n t e  n u m e r i c o  de
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c o n t a c t ©  de - con V  y se r e p r é s e n t e r a  p or  ^

a -T- do n d e 6 es la p e n d i e n t e  del p r i m e r  s e g m e n t o  del1

p o l î g o n o  de N e w t o n  r e s p e c t o  de los p a r â m e t r o s  (Z,t) de la
cu rva  de e c u a c i ô n

( Z - e ( t ) ) ^ ^ f ^ ( W ^ ( t )  W^_^( t ) ) (Z-lf( t ) ) ' " b .  . . .+

2) T e n i e n d o  en c u e n t a  las n o t a c i o n e s  a n t e r i o r e s ,  la d é f i n i -  
ciôn de c o n t a c t ©  m a x i m a l  p a ra  h i p e r s u p e r f i c i e s  s e r â la siguien_ 
te :
D ir e m o s  que la v a r i e d a d  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  W ti e n e c o n t a c t ©  
m a x i m a l  con la h i o e r s u p e r f i c 1 e a l g e b r o i d e  H si y s o l o  si se 
v e r i f i c a n  las dos c o n d i c i o n e s  s i g u i e n t e s :

i)W es p e r p e n d i c u l a r  a H .

ii) Pa ra  to da h f u n c i ô n  de p r u e b a  de W y p a r a  t o d a V  hiper_
2s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  s u m e r g i d a  en K se cu m p l e

3) Vamos a a n a l i z a r  el s i g n i f i c a d o  de la p e r p e n d i c u l a r i d a d
de las h i p e r s u p e r f i c i e s  a l g e b r o i d e s  H y W . En 1 - 4 - 1 3  de 
m o s t r a n o s  la e q u i v a l e n c i a  s i g u i e n t e :  W es t r a n s v e r s a l  a H

es lo m i s m o  que d e c i r  que la fo r m a  f e st â  p r o p a r a d a  , Ad em âs

en el caso de h i p e r s u p e r f i c i e s  la p e r p e n d i c u l a r i d a d  no ahade  
na da  a la t r a n s v e r s  a l i d a d  ya que si W es t r a n s v e r s a l  a H 
se v e r i f i c a  que

ah o r a  ={0} al ser d i s t i n t o  de c er o el c o e f i c i e n t e

de en f ( Z , W ^ , , . . , W ^ _ ^ )  , e n t o n c e s  Y p or

lo tanto = {0} .
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4) Como c o n s e c u e nci 1 de 3) la d e f i n i c i ô n  de c o n t a c t e  
x i m a l  nos q u e d a r â  en la fo r ma  s i g u i e n t e  : La v a r i e d a d  a l g e ­
b r o i d e  r e g u l a r  W t e n d r â  c o n t a c t e  m a x i m a l  con la h i p e r s u ­
p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  H si y s o l o  si se v e r i f i c a n  las dos
c o n d i c i o n e s  s i g u i e n t e s :

:i ) f es r e g u l a r  en Z de o r d e n  v .

ii) Pa ra  to d a h f u n c i ô n  de p r u e b a  de W y p a r a  toda
2h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  s u m e r g i d a  en K" se 

cu mp l e

No ta  4 - 2 - 4 .- S ea n  K un c u e r p o  a l g e b r a i c a m e n t e  c e r r a d o  de 
c a r a c t e r î s t i c a  p y H un a h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  s u ­
m e r g i d a  en de m u l t i p l i c i d a d  v , con v = p ^  , m-1 . En
e sta s c o n d i c i o n e s  -no e x i s t e  s i e m o r e  c o n t a c t e  m a x i m a l ,  es de 
cir, se p u e d e  e n c o n t r a r  una h i p e r s u p e r f i c i e  H de m a n e r a  
que p ar a  c u a l q u i e r  h i p e r s u p e r f i c i e  r e g u l a r  W , se v e r i f i c a  
que R no ti e n e  c o n t a c t e  m a x i m a l  con H .

Sea Dor e j e m p l o  K un c u e r p o  de c a r a c t e r î s t i c a  5 , H la
3h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  s u m e r g i d a  en K de e c u a c i ô n

Z ^ + W ^ W ^  Z ^ + W ^ W g Z ^ + W g ^ :  0

Si h es la f u n c i ô n  de p r u e b a  de la h i p e r s u p e r f i c i e  W de 
e c u a c i ô n  Z=0 d e f i n i d a  po r

h

 >w ^ ( t)  = t

W g  >W ^( t)  = t

t e n d r â  p o r  e c u a c i ô n  

Z ^ + t ^ Z ^ t t ® Z ^ + t ^ ^ = 0 = ( Z t t ^ ) ^ + t ^ Z ^ + t ® Z ^
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1

Sea S T la h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  s u m e r g i d a  en 

de e c u a c i ô n  Z = if( t ) = + 1 ̂  (lf(t)) = 2 .

z5_tlO_tl5+tG(z3_(3)z2(t2+t3)+(3)z(t2+t3)2 - 
.(t2+t3)3)+t8(z2.Z(t2+t3)+(t2+t3)2)+tl°= 0 .

12l ue g o  6 (H, ,T") = - c “ ^ *5 (H, ,W ) con lo que q u e d a  d e m o s t r a -

do que Z=0 no t i e n e  c o n t a c t o  m a x i m a l  con la h i p e r s u p e r f i c i e ,

P r o b a r e m o s  t a m b i e n  que p a r a  t o d a  h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  
r e g u l a r  W , e x i s t e n  u na  f u n c i ô n  de p r u e b a  h y una c ur v a  
a l g e b r o i d e  r e g u l a r  tal  que

4 o ( " h ' G h ) < « o ( " h ' r )

Sea la e c u a c i ô n  de W , e n t o n c e s  c o n s i d e r a m o s

el s i g u i e n t e  c a m b i o  de c o o r d e n a d a s
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'=z- f  ( w j . w p

W' =« 2

La e c u a c i ô n  de H en el n u e v o  s i s t e m a  de c o o r d e n a d a s  serâ:

(Z' + t  (W- , w p ) ^  + w>^ W ^ 3 ( Z ' + i ( W j . W ^ ) y "  +

+ w w ^ 2 ( z ' + f ( w j , w ^ ) ) 2 + w y i ° =  0

y si e l e g i m o s  la f u n c i ô n  de o r u e b a  d e f i n i d a  po r W | ( t ) = t  ,

• e n t o n c e s  t e n d r â  p o r  e c u a c i ô n

Z ’^ + ( t ( t . t ) ) ^ + t ® ( Z ' + t ( t , t ) ) ^ + t ® ( Z ’+ t ( t , t ) ) ^ + t ^ ° =  0

Z'^ + ( - f ( t , t ) ) b t ®  [(-g)Z’^ + ( j ) Z ' ^ f ( t , t ) + ( 2 ) Z ’( t ( t , t ) ) ^  t

+ (g)(f(t,t))3] + tG [z'^+(f(t,t))^ + 2 Z ’i ’(t,t)']+t^°= 0

Lu e g o  5 ^ ( H ^ , W ^ ) - 2  , ya que d e p e n d e  de la p o s i c i ô n  de los n u e -

vos p u n t o s  que se i n t r o d u c e n  en el d i a g r a m a  de N e w t o n  c o r r e s p o n  
d i e n t e s  a los t é r m i n o s  en 'f(t,t) , si es to s  p u n t o s  se e n c u e n -
tran t o do s  p o r  e n c i m a  de la r e c t a  que p a s a  p o r  los p u n t o s  (0,5) 
y ( 10, 0),  e n t o n c e s  s i a l g u n o  se e n c u e n t r a

s i t u a d o  d e b a j o  de e s ta  r e c t a  6 (H, ,W, ) se râ  < 2 .0 n n

Sea V  la h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  s u m e r g i d a  en K , 

de e c u a c i ô n
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>entonces *o(H^,T)>2-ÔQ(H^,W^) que es lo que querîamos pro 

bar

Proposiciôn 4 - 2 - 5 .- Teorema de existencia del contacto maxi­
mal en el caso de que vfp^ , m-1.

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de caracterîstica 
p y sea H una hipersuperficie algebroide sumergida en 
de multiplicidad vj^p^ , m-1 • En estas condiciones se veri­
fica que la hipersuperficie algebroide regular W tiene con 
tacto maximal con la hipersuperficie H .

Demostracion . -

Sea H la hipersuperficie de ecuaciôn f(Z,W^,...,W^ ^ ) ,

podemos suponer que f(Z,W^,...,W^_^) es regular de orden v,

luego para que las dos hipersuperficies tengan contacto maxi­
mal unicamente se tendrâ que verificar que para toda h , fun 
ciôn de prueba de W , la curva algebroide de ecuaciôn

f(Z,W (t),...,W (t)=0i n -1

cumpla que 6 ̂  para toda V  curva algebro£

2de regular sumergida en K

Para estudiar este problema consideraremos dos casos:

Caso 1.- T ={0} 
h

En este caso se verifica nue el exponente de contacto de cual­
quier curva algebroide repuiar c o n  es 1 y por lo tanto
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W tien e c o n t a c t e  m a x i m a l  con H .

Ca so 2 .- T f{0} 
h

O b s e r v e m o s  que si V" es una c u r v a  a l g e b r o i d e  con T _ / T  ,
h

e n t o n c e s  6 ^ ( H ^ , V ) = 1  , l u e g o  u n i c a m e n t e  es n e c e s a r i o  c o n s ^

d e r a r  las cu rv a s  a l g e b r o i d e s  t al e s  que Ty- = T..
h

Sea V  una c u r v a  a l g e b r o i d e  ta 1 que T._ = T , d e b i d o  a e l lo
h

Tp no p u e d e  ser t = 0 , l u e g o  la e c u a c i ô n  d e V  se ra del tipo  
Z = lf(t) , Se t i e n e n  e n t o n c e s  c u a t r o  pos ib i 1 id ad e s  :

1) V ( #( t ) ) < 6  ( H. , W ) , e n t o n c e s  6 (H ,V/ ) = v ( t ) )o o n  n o n  n o

2) V (lf(t))>ô (H ,W ) , e n t o n c e s  6 ( H ,r ) = ô (H ,W )
0 o n  n o n  o n n

3) V (K’(t)) = 6 (H, ;W ) y el polinomio caracterîstico deo o n n

f(Z,W^(t),...,W^  ̂( t ) ) no es de la forma ( Z + in^ ( lf( t ) )'̂ ,

entonces 6 (H, ,V) = 6 (H. ,W, ).(Vêase Aroca-Hironaka-Vicente TôT 2  b 0 n n ‘--1'

cap. I , teor. 2-5-7) .

Entonces en estas très primeras posibilidades las hipersuper 
ficies W y V tienen contacte maximal.

4) v^(if(t)) = ô^ y G1 polinomio caracterîstico de

f(Z,W^(t),...,W^  ̂( t ) ) es de la forma ( Z + in^ ( lf( t ) ) ̂  .

Esta cuarta posibilidad la dividiremos en dos segûn la carac- 
terîstica de 1 cuerpo,

4-i) La multiplicidad de la hipersuperficie H no es multiple 
de la caracterîstica de 1 cuerpo.
En este caso podemos aplicar la transformaciôn
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V

y as 1 en la ecuaciôn de H desaparece el termine en ^ ,
quedandonos

.....

  = °

f(z' ,Wj(t) W^_j(t)) = Z''’+ t ’ (w^(t),... ,W^_j(t))Z''’‘^+,..+

+f' ,(w (t )..... w (t ) )Z'+t',(W (t),. . . ,W (t))= 0v“ i 1 n — 1 V 1 n — 1

con le que el polinomio caracterîstico de f (Z ' , (  t ),...

. ,.,W^_^(t)) no.puede ser de la forma ( Z '+in^ ( If ( t ) ) )'̂ y a

que no tiene termine en Z ’^  ̂ ,

4-ii) v=p^^£ , m-1 , &/1

Se a H la hipersuperficie algebroide sumergida en de
ecuaciôn

v-1f(Z ."l ”n-l̂  = 2 +ti(Wj.... Ŵ _̂ )Z +...+t̂ (Wj,...,Ŵ _̂ ) = 0

con V Q C f ^ ( W ^ , . . . , W ^ _ ^ ) ) - i  .

Sea h una f u n c i ô n  de p r u e b a  de W , e n t o n c e s  la e c u a c i ô n
2de la cu r v a  a l g e b r o i d e  s u m e r g i d a  en K sera

f ( z , w ^ ( t )  w ^ _ ^ ( t ) )  = z ' ' + T j ( w ^ ( t ) ..............W ^ _ ^ ( t )  ) z ' ' ’ ^ + . . . . t

q ^
+f^(W^(t ) ,. . . t)) = (Z + in^lf(t) ) ‘P +t(t,Z) =

= (Z* + (*)Z*"1 in (ie(t) ) t .  ,. + ( / ,  )Z. (in K ( t ) ) * " 4 ( i n  K ( t ) ) * ) P  +1 O Je. -1 0 0

+ f ( t , Z )  = zV + ( %) P  z '^ -P  (in (f(t))P + . . . + ( /  ) P Z^ (in l f ( t ) ) ' ' ' P  +1 O JC -1 0
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Ai ser ( Z t i n ^ ^ X t ) ) ^  el p o l i n o m i o  c a r a c t e r î s t i c o  de 

f ( Z , W ^ ( t ) , . . . , W ^  ^(t)) , su d i a g r a m a  de N e w t o n  s e ra  de la for

ra

Z

(0,v)

L ueg o <5 (H ) = v (R(t)) o h n 0

Sea V' la cu rv a  a l g e b r o i d e  r e g u l a r  de e c u a c i ô n

Z = # ( t) =  in (K%t)) + ( K % t ) - i n  If( t ) )0 0

C o n s i d e r e m o s  a h o r a  el d i a g r a m a  de N e w t o n  de la c u rv a  de ec ua  
ci on : P m m m

(Z-f(t))V + (,)P (Z-lf(t))'"P (in (ie(t))P + ____+

P m m m
+ ( Z - K ( t ) ) P  , (in^(ie<t) )'‘~P + ( i n ^ ( K ’(t))'’ + f(t,Z-ie(t)) =

m m= z'’-(J)P Z^-P (f(t))P +... + ( - l ) ^ ( S  z(*"i)P (K(t))P 'Î+...+
zP (f(t))V-P +(-1 )®'(K'(t) )''+( ĵ )P (Z-f(t))^'P .

m p m m m
.(in„ie(t))P +... + (.V)P (Z-ie(t))P (in ie(t))'''P t(in (f(t))* +o Jc. — 1 0 0

+i(t,Z-K(t))= 0
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(v.v (lf(t)),0)

En e st e  d i a g r a m a  de N e w t o n  1 os p u n t o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a 
los t ê r m i n o s  de T ( t , Z - K X t ) )  se e n c u e n t r a n  s i t u a d o s  p o r  en_ 
cima de la re c t a  de e c u a c i ô n  x t v ^  ( if ( t ) ) , y - v , ( K*( t ) ) = 0

E f e c t i v a m e n t e  si c o n s i d é r â m e s  'f(t,Z)=-

^ eK , se t e n d r a  que r + s.v (K'(t))-v.v (if(t))>0 ya que T ( t ,  rs 0 0

no fo r m a  pa r t e del p o l i n o m i o  c a r a c t e r î s t i c o  de f ( Z , W ^ ( t ) , . . .

• • • | W ^ _ ^ ( t ) )  , L u e g o  'f(t,Z-if (t)) = <^a^g t ^ ( Z - K X t ) ) ^  =

= t ^ \ z S - ( S ) z S " l f ( t ) t ( 2 )  zS-2 ( f ( t ) ) 2 + .........+

+ Z(#(t))^ ^+(lf(t))^) , entonces cualquier punto del

diagrama de Newton correspondiente a un termine de 

T(t,Z-#(t)) sera de la forma (r+(s-i)v ( K’( t ) ) , i ) luego

r+(s-i)v (lf(t)) + i V (K’(t))-v,v (if(t)) = 0 0 0

= r+(s-v)v ( lf( t ) ) = r + s , V (lf(t))-v.v (lf(t))>0 0 0 0

Tambiên podemos asegurar que en este diagrama de Newton

existe un punto en la recta de ecuaciôn x + v^(lf(t)), y -

- V , ( 1̂ ( t ) ) = 0 y a que si (-1)^ es un numéro positivo en el

diagrama se encuentra el punto ( p ^ , i , ( 1̂ ( t )),(£-i )p^ ) ,

i. -1 &luego como uno de los dos numéros (-1) , (-1) es posi
ativo y como ( )#0 ya nue i no es multiple de p ,X, - 1
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en el diagrama de Newton existe uno de los puntos siguien_ 
tes: (v.Vg(#Xt)),0) , jj v-p^ ) v ̂ ( lf( t ) ) , p"* ] .

Entonces o ̂ ^ o  ̂  ̂ decir las hipersuperf icies

y H tienen contacte maximal.

Mota 4-2-6,- Si v=p^ , m-1 se observa que W tiene con­

tacte maximal con la hipersuperficie H salve cuando se ve 
rifican las condiciones de la cuarta posibilidad del caso 2 
de la proposiciôn anterior.

Sea H la hipersuperficie algebroide sumergida en de
ecuaciôn f(Z,Vr,,,,,W ,)=Z^+t,(W , ,,,,,W ,)Z^’ ^ + .....1 n-i 1 1  n — 1

,,,,+ f ^ ,,,, ,Wn_^ ) = 0 , Vg(i^(W^,,,,,W^_^))-i .

Suponemos entonces que existent a) h funciôn de prueba de 
W ,
b ) T  curva algebroide de ecuaciôn Z = K’(t) de manera que 

^ Q ( t ) ) = 6 ̂  ) y el polinomio caracterîstico de

(t),,,,,W (t)) es de la forma (Z+in (KXt))^ ,1 n -1 0

Luego

f (z,iq(t )  )) = z ' ' t t ^ ( v q ( t ) ) ) z ^ ' b . ..+

+fy(W^(t) ,. . , ,W^_j(t)) = (Z + in^lf(t) )''+'f(t,Z) =

= z''t(in^(K’(t))''+t(t,Z)= 0

Al ser (Z+in^KXt))^ el polinomio caracterîstico de

f(Z, W^(t),,,,,W^_^(t)) el diagrama de Newton sera de la

forma
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(0,v)

Luego 6 (H ,W ) = v ( If( t ) ) 0 n n o

Sea la curva algebroide regular de ecuaciôn

Z = lf(t) = in If ( t ) +(K(t)-in If ( t ) )o o

Tendremos entonces la curva de ecuaciôn

fz-in K>(t)-(lf(t)-in K’(t))l'’+ in ( !?( t ) ) "’+Ï ( t ,Z-K’( t ) ) =L O 0 J 0

z'’-(in K'(t))'’-(ie(t)-in K'(t))'' + in (K^t))*+f(t,Z-f(t))= 0 0 0 0

En el diagrama de Newton de esta nueva curva no estâ el pun_ 
to ( V , ( If( t ) ) , 0 ) y los puntos correspondientes a los têr­

minos de ( lf( t )-in^lf( t ) )^ se encuentran en el eje de abci- 

sas pero a la derecha del ( v . ( lf( t ) ) ,0 ) . Los demas pun­

tos del diagrama correspondientes a los têrminos de 'i’(t,Z** 
-K(t))= t ’̂ (z-ie(t))® =

r,s r,s

tfg) Z®  ̂( )f( t ) )^ + . . . t (  ̂) Z (lf(t))® ^ + (l€(t))^) se encuen-

tran por encima de la recta de ecuaciôn x»-v̂  ( lf( t ) )y-v , ( lf( t ) )

=0 , ya que si considérâmes en general el punto (rt(s-

- i ) ( lf( t ) ) , i ) , i = 0,...,s , tendremos
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= r+(s-v)v ( i€( t ) ) = r + s . V (K(t)-v.v (if(t))>0 0 0 0

Tntonces todos los puntos del diagrama de Newton de la 
curva Z^-(#(t)-inQ(#(t))^yf(t,Z-^(t))=0 excepto el (0,v)

se encuentran por encima de la recta de ecuaciôn 

X -k v^(ie(t) V-v.v^(lf(t) ) = 0 , luego a^(H^,r)>6^(H^,W^) ,

es decir H v W no tienen contacte maximal

(O.v)

(v.v (K’(t)),0)

Si H es una hipersuperficie en estas condiciones se ve- 
rifica tambiên que si W es un a hipersuperficie regular 
transversal a H de ecuaciôn Zs'f ( ,. . , , ^),W no tie­

ne contacte maximal con H .

Sea H la hipersuoerficie anterior , de ecuaciôn

......................................... + . ,w^_j) = o

 •

Si considérâmes el cambio de coordenadas

Z ' = Z - t ( W j .....

W j = W ̂
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la ecuaciôn de H en el nuevo sistema de coordenadas serâ 

f( Z ’,W^.. . . = .. +

ttjCW’ . ,W^_^)(Z'+t(W' + - .. .w;.i) = o

Si elegimos la misma funciôn de prueba h utilizada ante^ 
riormente tendremos

f(Z',W'(t).....w ,(t)) = Z''' + (t(W'(t),...,W , ( t ) ) ' '  +i n — 1 1 n — t

( W M t )  . ,w ,(t))(Z'+t(W'(t) wX I  n — X X n - 1

+t^(w|(t)..... _^(t))= 0 .

Puede ocurrir:

En este caso el primer segmente del diagrama de Newton 

tiene solo dos puntos situados en los ejes, los 

puntos (0,v) y ( v , ( if( t ) ) , 0 ) y a que si considérâmes 

para i= l ,

ti(W'(t),...,W> ,(t))(Z’+'f{W'(t),...,W’ ,(t)))X n — X 1 n — X
v-i

V - 1 . . -

les puntos del diagrama de Newton de correspondientes
a estes termines tienen por coordenadas

(Vg(-f^(W^(t)..... W^_^(t))t(v-i-)l).v^(i(W’( t ) ......

y como v-i-£ es -0 el punto
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se encuentra por encima de la recta que pasa por los pun^ 
t os (0,v) y ( V . t ) ) , 0 ) pues sabemos por lo ante­

rior que el punto ( (-f ̂ ( W * ( t ) ,, . .  ̂( t ) ) , £. ) ya se e£

contraba encima de dicha recta.

Luego en este caso el polinomio caracterîstico de

f(Z',W'(t) W  ,(t)) form* (Z'+in^(K«(t)))''
1 n-1 —

y por lo tanto R no tiene contacte maximal con H .

2) v.v Ci(W'(t) W  ,(t))< v„Ct ( « ’( t ) , . . . , W  ,(t)).o 1 n — i o V 1 n-i

En este caso el primer segmento del diagrama de Newton de 

tiene solo dos puntos situados en los ejes, los puntos 

(0,v) y ( V . ('f ( W * ( t ) ,, . . ,  ̂( t ) ) , 0 ) , ya que si

(Vo(ti(W‘( t ),...,W^-l(t))+(v-i-£)Vo(t(Wj(t)..... WA-l(t)),t)

es un punto del diagrama se verifica que

v^cf.(w;(t),...,w^ ^(t)) + (v-i-i)(v^rf(w;(t)..... kM_^(t)) +

+ Vo(t(W^(t) . ,W^_^(t))«i>v^Ct{W'(t ),. . . ,W^_^(t ) )

luego se encuentra situado por encima de la recta que pasa 
por los puntos (0,v) y ( v . (1* ( ( t  ̂( t )), 0 ) .

En este caso el polinomio caracterîstico de f (Z ' ,W | (t ) ,. , .

*..,W^_^(t)) es de la forma ( Z '+v ̂  ('î( W| ( t  ̂( t ))) ̂

y W tampoco tiene contacte maximal con H ,

De lo anterior se deduce que la hipersuperficie algebroide 
H no tiene contacte maximal con ninguna hipersuperficie, 
cuando este ocurra diremos que H no tiene contacte maxi­
mal.
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Consecuencia 4 - 2 - 7 ,- Sean K un cuerpo de caracterîstica 

p y H una hipersuperficie algebroide sumergida en 

de ecuaciôn f ( Z ,, , , ,W^_ ̂  = Z^+t^ ( ,, , ,  ̂ , , , +

)=0 , V (f.(W ,,,.,W ))-i. La hipersuper-V I  Tï̂  1 0 X 1

ficie H no tiene contacte maximal si y solo si se verifi- 
can las dos condiciones siguientesî

i) v=p^

i i ) Existe h una funciôn de prueba de W tal que el pri­
mer segmento de 1 polîgono de Newton de tiene solo dos

puntos y en los ejes, puntos de coordenadas (0 ,v) y (i.v,0 ), 
& - 1  ,

Demostraciôn,-

De 4-2-6 se deduce que la condiciôn necesaria y suficiente 
para que la hipersuperficie H no tenga contacte maximal 
es que se verifiquen las dos condiciones siguientes;

a) v=p™

b) El polinomio caracterîstico de la ecuaciôn de sea de

la forma ( Z + in^K'C t ) )'̂ = z'^+( in^lf( t ) ) ,  es decir el primer

segmento del polîgono de Newton de tiene solo dos pun­

tos y en los ejes , los puntos (0 ,v) , ( v , t ) , 0 )

Proposiciôn 4 - 2 - 8 »- Sea K un cuerpo de caracterîstica p , 
Sea H la hipersuperficie algebroide sumergida en de
ecuaciôn

  = °

con ;
• \ rn 
1 ) v = p

i i ) el primer segmento del polîgono de Newton de H tiene 
solo dos puntos y en los ejes.
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E n t o n c e s  la h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  H no t i e n e  c o n t a ^  
to m a x i m a l  .

Demos t r a c i o n ,-

Sea H una h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  que cu m p l e  las dos 
c o n d i c i o n e s  del e n u n c i a d o .  E n t o n c e s  H t e n d r â  p o r  e c u a c i ô n

 +  + *

^t;  = °

con v = p *  , r i + . . . + r ^ _ i = a - v  , V Q ( f ^ ( W ^ , . . . , W ^ _ ^ ) ) > a  y

si f . ( W   W , = > ^ b . W \ l . . . w 3 n - l  Z^-i e n t o n c e s
1 1 n - 1  1 1 n - 1

v ( a ^ + . . , + a ^  ^ ) + a ( v - i ) > v a  , es d e c i r  v (a ^ + . , . + a ^ _ ^ )- a .i > 0 .

Si el m. c. m .  (v,a) = 6, e n t o n c e s  6 = v .v ' , 3 = d .a ' •

Sean ^ i * • • • *^n-1^^0 tales que h^r^ + .''+h^_^r^_^ = 3, por
ejernolo h. = .....h .= a* , C o n s i d é r â m e s  la f u n c i ô n  de p ru e1 n-1

ba s i g u i e n t e

h
.....

 >w^(t) = t

w ^- - - - - - - - >w (t) = t^n-1 n-1

La ecuaciôn de para esta funciôn de prueba serâ

 . ,t“ ' ) z + t ^ + f  ; ( t “ ' ,
.. . ,t ) = 0

Si considérâmes el diagrama de Newton de , se verifica

que el primer segmento de este diagrama tiene solo dos puntos 
y en los ejes, estes puntos son: (0,v) y (3,0). Todos los de-

mâs puntos del diagrama se encuentran situados por encima de 
la recta de ecuaciôn vX+3y=v3, ya que si considérâmes por
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ejemplo el punto de coordenadas ( a ' + . . .+a^_ ̂ a',v-i ) ,

tendremos

v( a . a ’+...+a .a ’ )+ 3 (v - i )= a ' v (a ,t ...+a )ta*a(v-i)>1 n - 1 1 n -1

> cx ' V  a  = V  3 .

Luego aplicando 4-2-7 queda demostrada la proposiciôn.

Nota 4-2-9.- El recîproco de la proposiciôn 4-2-8 no es 
cierto, y a que si H es una hipersuperficie tal que exis 
te una funciôn de prueba h de manera que el primer seg­
mente del diagrama de Newton de tiene solo dos puntos

y en los ejes, de esta hipôtesis no se puede deducir el que 
el primer segmento del diagrama de Newton de H tiene solo 
dos puntos y en los ejes.

Comprobemos esta afirmaciôn. Sea la hipersuperficie H de 
ecuaciôn;

Z +'f^(W^,...,W^,...,W^^^)Z t... - * * *^1** * *

 = “ ..... "n.i'-i . V = P"

Suponemos que la hipersuperficie H no tiene contacto m^ 
ximal, luego existe h funciôn de prueba de W de manera
que el polinomio caracterîstico de la ecuaciôn de

z''+t^(Wi(t)  _^(t))Z t

+t ,(W (t),... ,w (t)) = 0V I  n - 1

sea de la forma
v^(lf(t)) v.v^(#(t))

(Ztin^lf(t)) =(Z + t —  )^= Z^ + t —

Es decir si représentâmes el diagrama de Newton de H ,
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X

X

(v.v (lf(t)),0)

el primer segmento de dicho diagrama tendra solo dos puntos 
y en los ejes.

Représentâmes ahora el diagrama de Newton de la hipersuper- 
ficie H

.....

= Z % £ a .  w[l..
a r,

.W + W 1n-1 1 w + ___ = 0n-1

(0,v)>c

Consideremos ahora un punto cualquiera de este diagrama 

(a^+...a^_^,v-i) , para que el primer segmento tuviera so­

lo dos puntos y en los ejes se tendrîa que verificar;

v(a +...+a )+(r +...+r .)(v-i)>v(r,+...tr )1 n-1 1 n-1 1 n-1

es decir v(a_ + ...ta . )-i (r . + ...+r .)>01 n-1 1 n-1

El punto (a^+...+a^ ^,v-i) se nos transforma al pasar al
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d i a g r a m a  de en el p u n t o

.a ,v-l) , y c o m o  el p r i m e r  s e g m e n t o  del d i a g r a m a  de N e w t o n  n-1
de t i e n e  s o l o  dos p u n t o s  y en los ejes se c u m p l i r â

v(v ( W . ( t ) ). a. + , . .+v ( W ( t ) ) . a  ) + v • v ( lf( t ) ) ( v- i ) >
0 1  1 o n - 1  n - 1  o

como v.v ( lf( t ) ) = V ( W ( t ) ), r t . . .+v ( W (t )) . r
0 0 1  1 o n  — 1 n - 1

se t e n d r â

v(v (W ( t ) ) . a  + . . . + V  (W ( t ) ). a  )-i(v (W (t ) ) r  + . . . +o 1 1 o n-1 n-1 0 1 1

tv (W ( t ) ) . r  . )>0
0 n -1 n — 1

Se ve c l a r a m e n t e

v( V (W ( t ) ) . a  + . . . + V  (W . ( t ) ). a ) - i ( v ( W ( t )). r + , , , + 
0 1 1 0 n-1 n-1 0 1 1

+ v ^ ( W ( t ) ) . r  , )>0 = ^ >  v(a + . . . + a  )-i(r + . , . + r  . )>0
0 n-1 n-1 / 1 n-1 1 n-1

q.e.d.
E j e m p l o , -  Sea K un c u e r p o  de c a r a c t e r î s t i c a  5 y H la

3h i p e r s u p e r f i c i e  a l g e b r o i d e  s u m e r g i d a  en K de e c u a c i ô n :

Z^+W^ Z^+W^W^ = 0 2 1 2

W, +w

El p r i m e r  s e g m e n t o  del d i a g r a m a  de N e w t o n  de la h i p e r s u p e r ­
fi cie  H no t i e n e  dos p u n t o s  s i t u a d o s  en los ejes y s in
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embargo la hipersuperficie H no tiene contacto maximal, 
ya que si consideremos la funciôn de prueba h

------- >W^(t) = t

W g ------- >W2(t) = t^

La ecuaciôn de H, serâh

Z^+t^°+t^^Z^=0 , (Z+t^)^ +t^^ Z^=0

Si représentâmes el diagrama de Newton de , vemos que

su primer segmento tiene solo dos puntos y en los ejes, es 
decir H no tiene contacto maximal.

Z

(0,5)

(30,0) t
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§ 4 - 3 .- Existencia del contacto maximal en variedades alge- 
broides.

Introduccion.-

En esta secciôn nos proponcmos estudiar el contacto maximal 
para variedades algebroides en general. El mêtodo que segui 
remos serâ considerar la variedad como una intersecciôn tan 
gencial adecuada de hipersuperficies o lo que es lo mismo 
trabajar con bases standard normalizadas.

Nota 4-3-1.-

i) Sea X una variedad algebroide sumergida en k ” de 
ideal de definiciôn J . Por 1-4-21 sabemos que podemos 
encontrar una base {f^,...,fp} del ideal J tal que;

a) Las formas iniciales f^,...,f^ formen una base mini­

mal de 1 ideal in^(J) del cono tangente a X .

c) f* . l-i^p

d) f^ estâ normalizada con respecte a (f^,...,f^_^)

i i ) Sabemos por (2-6-9) que si los elementos {f^,...,fp}

forman una base standard normalizada del ideal J , enton­
ces si J* es el transformado estricto de J mediante una 
transformaciôn cuadrâtica formai, se verifica que V(J*)=

P
- H d o n d e  Hî es la hipersuperficie transformada de la 
i«l ^ ^

hipersuperficie de ecuaciôn f\=0 .

Por tanto la forma efectiva de construir un transformado cu^ 
drafico de la variedad V(f^,...,f^) dada por

f 1 (Z ,Wi,... ,Wn-1 ),..., f (Z,W^,...,W^_^) en el punto
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(a, 6 ^,..,, 3 ^ ^ ) del divisor excepcional es sustituir en 

la ecuaciôn f ^ (Z , W ^ , . . . , ^ ) , 1 -i-p las variables por

Z = W » ( Z ’+-2-)

V dividir el resultado por W ! ^ ,v.=v (f.) , 1-i-p

y as 1 obtendremos
3 3

) . „ J . 2)...„.(w;_^+-2:î))

  -  - ...................................
'’i

i:i:p . «i

Nota 4 - 3-2.- Sean X una variedad algebroide sumergida en 

y una base standard normalizada de la varie

dad X . Sean las hipersuperficies algebroides de

ecuaciones f^=0,...,fp=0 . Si las hipersuperficies

...,Hp tienen contacto maximal, es posible encontrar una

variedad algebroide regular que tenga contacto maximal con 
la variedad X .

(Vease Aroca-Hironaka-Vicente [ 6^ ,  cap. II, teorema 1-3-1).

Proposiciôn 4 - 3 - 3 ,- Sea X una variedad algebroide y 

{fj,*..,fp} una base standard normalizada de la variedad. 

Supongamos que las hipersuperficies de ecuaciones

f\ = 0  , 1 -i-t , t<p tienen contacto maximal y sin embargo
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las hipersuperficies de ecuaciones f\=0 , t+l-i-p no lo

tienen • En estas condiciones se verifica que existe un n^ 
mero finito de transformaciones cuadrâticas que transforman 
la base {f^,...,fp} en {fj,...,f^} de manera que todas

las hipersuperficies Ht de ecuaciones ft=0 , i=l,,..,p

tienen contacto maximal,

Demos tracion.-

Sean f^,,.,,f^ de ecuaciones

^p’^v + +1^^*^1 • • • • *^n-l .....P P

<
con , i=l,...,p las multiplicidades de f^ y

Vp , Por (4-3-1-i-a) sabemos que el sistema siguiein 

te tiene soluciôn

 % - ! >  = “

( Z'"l "n_l) = 0
P

luego siempre es posible encontrar un punto en el divisor 
excepcional y poder aplicar a la variedad X una transfer^ 
maciôn cuadrâtica formai.

Si las hipersuperficies de ecuaciones ^t+l*****^p tienen

contacto maximal, entonces '̂ t + l*****^p serân de la forma

p ”̂ , con p = caract.de K (véase 4-1-7) . Luego tratare-
mos de encontrar una serie de transformaciones cuadrâticas 
formales mediante las cuales disminuyan las multiplicidades

y as i poder conseguir que no sean de la forma
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p"' , de esta manera las hipersuperficies transformadas

tendrân contacto maximal.

Si no se soluciona el problems en la primera transformaciôn 
cuadrâtica, querrâ decir que la funciôn de Hilbert-Samuel 
permanece constante luego dicha transformaciôn cuadrâtica 
conserva las bases standard normalizadas (vease Lejeune- 
Teissier [2?], cap, II , teor, 3-2-1) y aplicando otra 
ve z (4-3-1-i-a) nos es posible encontrar un punto en el 
divisor excepcional y poder aplicar a la variedad una nue 
va transformaciôn cuadrâtica formai.

Distinguiremos dos casos:

1 -- caso.- Todas las formas iniciales f ,...,f son
---------- ^  ''p
potencia de una forma lineal , es decir

 .......

 ........

luego cualquier punto de la forma (0 ,a^,,,.,a^_^) , a ^ / 0  ,

1-i-n-l anula todas las formas iniciales. Si aplicamos 

la transformaciôn cuadrâtica formai de ecuaciones

Z=W* Z'1

«2W2=wj(w^+-:)

Se verificarâ (vease 3-3-4);

i) Si en ninguno de los diagramas de Newton de f^,.,.,fp 

existe el punto (2 v^, 0 ) , i = 1 ....p , con la transforma­

ciôn cuadrâtica anterior baja la multiplicidad de todas las
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hipersuperficies de ecuaciôn f^=0,i=1,.•.p .

ii) Si por ejemplo, en el diagrama de Newton de f^ , exi^

te el punto (2v^,0) , entonces puede ocurrir que bajc la

multiplicidad de f^ ô que la forma inicial de f^ se con_

'/ierta en una forma iniial que y a no sea potencia de una forma 
lineal.

22 caso.- Las formas iniciales f ,...,f no son todas
1 P

potencia de una forma lineal . Tendremos 

VI. VI -i a,^ a1. 1 ,.11 w n-1,1 +

V V - 1 a. a
f  =z  z ^ w.  P ................ w *7 ' P  +p 1 n-1

Antes de aplicar una transformaciôn cuadrâtica haremos el 
siguiente cambio de variables.

Z = Z *

%2=Wj+W^

W =W » + W ‘ ,n-1 1 n-1

Sabemos que el contacto maximal se mantiene en un cambio 
de variables (vease Lejeune-Teissier[27]} , cap. II, 4-2). 
Tambiên mediante un cambio de variables una base standard
normalizada se transforma en otra base standard normaliza­
da. (Vease Lejeune-Teissier £2 7^^cap. II, 4-4).
Mediante este cambio las hipersuperficies se transforman en

f\ = z' S ü z '  ^ W| " ( w ; + w ^ )  _^) :

. 2 . %  z / ' - ' 1 +  , 0

fp = Z' P+lSllz’ p (Wj + W^)  ^^i'*'^n-l^
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= /P.Z-''P'" w,=lP + * 2 p+ '"'+*n_ l. p ^ ............. 1,0

Sea (Y, a^# ****G ^ ^ ) un punto que anula todas las formas

iniciales , Bi con sidé râmes  la trans f o r m a c i ô n  cu ad r â t i c a  
formal de ecuaciones

Z ' = W "  ( Z " + - % - )1 *1

W ’ = W ”

*2W^=W^(W”+--)

W» =w"(w" +-2:1)n-1 1 n-1 a ̂

la h i p e r s u p e r f i c i e  de ecuaciôn f\=0 , j=l,,.,p , se

tra ns form a en
V. v.-i v. -i +a,.t a _ . + . . . + a _  . .-v.

f> = (z"+-V.) ] + (z"+-V-)  ̂ w"  ̂ ^  n-i,] ... .
: “ i ^

, 2,/i-i + + ^ ........

Si vl es la m u l t i p l i c i d a d  de f! se tendrâ

luego en un numér o finito de t r a nsfo rm aciones  cuadrât icas for 
males conseguimos que baje la m u l t i p l i c i d a d  de f ^ .

En el caso de que la forma inicial de f  ̂ no sea potenc ia

de una forma lineal uni cam en te nos es nec e s a r i a  una transfer 
maciôn c uadrâ ti ca formal para que baje la m u l t i p l i c i d a d  , ya 
que Vj-i +a^ ̂  ta^ + . . . + ®n-l,j"'^j * luego vl - vu-i + a^j +

= v.-i < V. .
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