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1. INTRODUCCION:

La nocion de distancia de Shepard (1970) ha servido de base para el disefio de las
diferentes técnicas de frontera construidas a partir de multiples inputs y outputs. El
analisis DEA ha sido la técnica més utilizada, aunque a partir del trabajo de Fére y
otros (1993) se ha introducido una transformacion de los modelos paramétricos
destinada a incorporar multiples inputs y outputs en un proceso de produccion
conjunta. Definiendo una funcién de produccidon homogénea es posible transformar
la especificacion del modelo y estimar la frontera. Las eficiencias se calculan
mediante la esperanza matematica de la produccion estimada condicionada al nivel
de input de la observacion correspondiente, dividido entre la esperanza matematica

de la produccién estimada o en la frontera condicionada a idéntico nivel de input.

Coelli y Perelman (1996) adaptan el modelo de la funcion distancia para las
estimaciones de tipo estocastico. En este modelo se divide el término de error en
una parte representativa de las eficiencias, suponiendo una distribucion truncada
en cero, y otra que recoge el término de error no explicado al que se le asigna la
distribucion de probabilidad habitual. Debido a que el error se descompone en dos

partes es preciso estimar el término de ineficiencia condicionado al error total.

En este trabajo planteamos la utilidad del célculo de las derivadas de la funcion
distancia de cara a obtener la interpretacion de las productividades marginales a
partir de una especificacion Cobb-Douglas y Translog. El cociente de las
productividades marginales sirve para estudiar la relacion marginal de sustitucion
técnica entre inputs. Como en la estimacion se introducen multiples outputs, es
posible calcular la sensibilidad de cualquier producto respecto a otro de los
introducidos en la funcién, manteniendo constante el nivel de inputs, lo que se

conoce como la relacion marginal de transformacion entre outputs.



2. ESTIMACION DE LA FUNCION DE DISTANCIA

En el modelo desarrollado por Fire y otros (1993) se define una funcién de outputs
en relacion con una funcién de inputs, ambas de tipo translogaritmico, siendo el
término de error la desviacion o distancia (In(D,)) a la frontera conjunta para
todas las variables empleadas (Modelos deterministicos). En los modelos

estocasticos se anade la hipdtesis de que la desviacion a la frontera no es

unicamente debida a las ineficiencias.

La expresion propuesta de la funcion translog distancia para el supuesto de M output

y K inputs es:

M 1L M K 1 E X
InD, =a,+ za’mn Iny,; +_Zzamn Iny, Iny, +2Bk Inx, +EZZBH Inxy lInx; +
m=1 n=1 m=1 k=1 k=1 1=1
1 &M
+EZZkalnXhlnymi, i=1,2,...,N. (ec. 1)
k=1 m=1

Donde Y; es la produccion del input “m” y X; la cantidad del recurso “k” para la
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unidad productiva “i”. a, B, y son los parametros a estimar y In (Dy;) es el término

de ineficiencia de la unidad evaluada. Adicionalmente se exigen dos restricciones de

homogeneidad:

M M
Zam:O,m=1,2,...,M. nykm:O,
m=1 m=1

y una restriccion de simetria de los parametros:

Olmn —Onm m,n=1,2,...,M. YBklzBlk k,1=l,2, ...,K



Que es un desarrollo de Taylor para una funcion homogénea que cumple que
Do(x,g.y) = g.Do(X, y), para un g > 0, lo cual refleja la idea de la funcion distancia o
expansion equiproporcional, segun g, de los outputs de la unidad evaluada. La

igualdad presentada recoge la caracteristica basica de cualquier funcién homogénea.

El valor de los parametros desconocidos en la funcién translog se puede obtener a
través de un programa lineal de maximizacion, idéntico al propuesto por Aigner y
Chu', o bien mediante técnicas de regresion. Jondrow y otros (1977) recogen la
expresion funcional para proponer un método de calculo de las ineficiencias a través

de la propia estimacién econométrica.

En concreto, si se cumple que Dy(x, g.y) = g.Do(x, y) para un g > 0, entonces es
posible escoger arbitrariamente uno de los M outputs y considerar g = 1/ym.

Entonces Dy(x, y/ym) = Do(X, y)/ywm.

En el trabajo hacemos una transformacion sobre la propuesta de Fére y otros
(1993) para que la interpretacion de los parametros asociados a los inputs sea

directa (positiva).

Con este cambio unicamente se altera la restriccion de homogeneidad, puesto que
ahora la funcion sera homogénea de grado —1. Escogiendo uno de los outputs como
referencia puede transformarse la “funcidn distancia”. La especificacion funcional

del modelo quedara como sigue:

N
I max 211’1]30i s.a. ln]:)oi <0, i=1,2,...,N.
i=1

Junto con las restricciones de homogeneidad y simetrfa anteriormente descritas. Tal como se plantea el
programa, el maximo valor del logaritmo es cero, que sera el exponente al que elevada la variable
original dara de resultado igual a uno, es decir el 100% de eficiencia. Se cumplen por tanto los supuestos
descritos en el primer capitulo para las funciones distancia, donde 0<D¢< 1 6 -00<In(Dg)< 0. En el
programa de Aigner y Chu la variable objeto de optimizacién era U; = In(Dg;). Sin embargo, El
programa era de minimizacién porque el término era - U;. En programacién se comprueba que
max U; = min - Uj.



M-1 y, .
—In(Dy;/y\y;) =0, + Z a,,In (ij +

m=1 YMi

M-1M-1 K
Z Z a,,In (h} In (h} + ZBk Inx, +

n=l m=] Ywmi Ymi) k=

N |~

l\)

k=1 1=1 k=1 m=1

1 & & 1 & Ml V.
+_ZZBki Inx,; lnxn"'azz m DX 1H[ ] i=1,2,...,N.
Y mi

Dado que para m = M, se cumple:

ln[mj: In(1) = 0, tenemos que todos los términos en que m = M desaparecen de
Mi

la expresion.

Puede demostrarse que la estimacion de este modelo sin considerar ninguna
restriccion sobre los pardmetros es equivalente a la estimacion del Modelo 1,

incluyendo las restricciones sobre los parametros.

De esta forma, y aplicando las propiedad de los logaritmos, tendremos que:

lMM

2 2 Gl [ I0(¥i) - 111(}’1\4i)]2 +

n=1 m=1

—In(D,,) +1In(y,,;) = o, + I\f A [ln (ymi ) - ln(YMi)] +

N |

K K K K M
+ZBklnxki+%ZZBkilnxkilnxn+%zz Inx, [in(y, )-In(y,,)] i=1,2,...,N.
k=1

k=1 1=1 k=1 m=1

Desarrollando los cuadrados de la expresion, y operando, teniendo en cuenta que

del valor In(y,,) no variara con el subindice que representa el resto de variables

del modelo, tendremos:

M-l M-I
—Ln(D;y) =0, —In(yy;) + z A, 1n(ymi ) +In(y,, )Z o, +

m=] m=]
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M-1M-1

- 1 K K
_Z Z (x‘mn |:ln (le ) ln YMI :Il:ln ym ln YM1 :I] Z Bk ln Xk] 5 z Z n Xkl ln Xll
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m=l n

M-I

K —1
+22ka lnxkl ln(yml) ln(yMl Zlnxklzka i= 1, 2, ,N.
m=1

k=1 m=1

Donde, teniendo en cuenta que se cumple que:

T
<

amn [ln ym1 ln(YMi ):H:ln(YHi ) - ln(YMi )] =

M-1M-1 M-1 M-1 M-1 M-1
amn ln(Ymi)ln(YMi)_ln(YMi)zln(Ymi)zamn_ln(YMi) ln(ym) amn—'_
m=Il n=1 m=1 n=I n=1 m=1
5 M-1M-1
+ [ln (Yan )] o,
n=l m=1

Este modelo podra expresarse de la siguiente forma:

M-1 M-1
—Ln(D;) =0, + 1n(YMi)|:_l - Z o, } + Z o, ln(ymi ) +
m=1

m=1

1 ) M-1 M-1M-1 M-1 5 M-1 M-1
+—[[ln(yMi )] {z o, + Z o, } + z o, [ln (ymi ):I +In(y,; )z In (ymi ){—amm - Z o,
2 =1 =1 m=]

n m=l n m=1
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Por consiguiente, tenemos la misma expresion del modelo 1, donde los parametros

son los siguientes:

o, =a, Vm=0,1,2,.. M-I

o =—mm o Ym=12 ., M-I
. 1 M-1 N lM—l M-1
(04 =— o — o
MM mm mn
2 m=1 2 m=1 n=1
M-1

o,+a, =0, Vm=1,2 ., M1 Vn=1,2,..,M-1 n#m
Con lo que:
. . 1 1
Oy = Oy === mm——Zamn Vm=1,2,..,M n#m
2 2n*l
o = =—" ¥Ym=1,2,.,M-1 Vn=1,2,..,M-1 n#m

BL:BM vV k=12,..,K VvI=12,..,K

v o=y Vk=1,2,...K Vm=1,2 .. M-I



M-1
Yem :—Zka ,k=1,2,.., K.

m=]

Por consiguiente, se cumplira que:

M M-1 M-1 M-1

* * *
E o, = E o, +o, =-1- E o, + E o, =-1
m=1 m=1 m=1 m=1

M
Respecto al valor que tomaran Z(xfm , existen dos posibilidades:

n=l

a) Casoenque m#M :

M

s . * * Ea 1 1E 1
Zocmn ZZOLmn-l-OLmM-I-Ome: — 4+ ——ocmm——zgmn +—0,,, =0
n=1 n=1 n=1 2 2 2 n=1 2
n#m n#m
.Y |
b) Caso en que m =M :
i M-1 . M-1 1 Mol 1 Mo MM ]
aMn = OLMn + OvMM = __o“mm - _amn +— amm + _amn
n=1 n=1 n=1 2 m=1 2 2 m=1 m=1 n=I 2
M-l MoIM-L g M-l MZ—IMZ—I 1
= _all'lll'l - _all'll’l + _amm + _a = 0
n=1 2 n=l m=1 2 m=1 2 m=] n=1 2
Por ultimo, tendremos que:
Mo M-1 . M-1 M-1
Zka = Zka +Am = Zka + _Zka =0 Vvk=12, .,K
m=1 m=1 m=I m=1



3. ELASTICIDADES EN LOS MODELOS ESTOCASTICOS

El modelo de la funcion distancia tiene su base en la propuesta de estimacion de
Battese y Coelli (1992), en donde se explica una variable de produccion a través de

una relacion funcional de tipo translog cuya especificacion es:

K K K K K
In(y;) =0, + ZBk Inx, +%ZZBki Inx,; Inx, +%22Bki Inx,; Inx; +Ln(D,)
k=1 k=1 k=1 =1

= 1=1

En el caso de la funcion Cobb-Douglas se indico que el valor de los parametros
puede interpretarse como elasticidades (la derivada de la variable a dependiente
respecto a cualquier input) y éstas son fijas para todas las observaciones
muestrales. Pueden interpretarse como el promedio de la sensibilidad que muestra
la produccion a esas variables. En el caso de la especificacion translogaritmica las

derivadas son variables (una por observacion), lo que obliga a su célculo.

Diferenciando respecto a la variable de output e input x, respectivamente,

obtenemos que la elasticidad de la primera respecto a la segunda sera:

dy
vy K

:BP+ZBpk In(x,) Vp=12,.,K
X

p

En particular para tres inputs, tendremos la siguiente expresion:

dy

di = B; + B;l In(x,) + B:Z In(x,)+ B;3 In(x;) Vp=L23
p

Xp




El modelo que aplica la teoria de la funcion distancia (Coelli y Perelman (1996)),
explicado anteriormente, incorpora varios outputs dentro de la estimacion. Una vez
estimado el modelo, resulta de gran interés determinar el grado de influencia de cada
una de las variables de input sobre las de output, y entre las de input entre si.
Diferenciando en el Modelo 1 respecto a la variable de Output y de Input

correspondiente se obtiene que la elasticidad de la variable y, respecto a la variable

X .

n

K M
) B; + ZB;k ln(Xk) +Z X;m ln(Ym)
k=1 m=1

Vm=12,.,M Vk=12,.,K

- M K
—2ay+ Y o, In(y,) + Y% In(x,)
m=1 k=1

Mientras que, para determinar el grado de influencia de una variable de Output
cualquiera (y,) sobre la variable de Output de referencia (y,,), diferenciaremos el
Modelo 1 respecto a las dos variables de mencionadas, obteniendo que la elasticidad

de la variable y,, respecto a la variable y, es igual a:

dy,, .S S
S > o In(y,) + 2 1 In(x,)
d}l\//l =_ : “h}ll : kKl : Vm=12,.. M
y } Oy + zaMm In(y,,) +z Yaow I0(X,)
s m=1 k=1
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4. FUNCION DISTANCIA, ELASTICIDADES Y TRANSFORMACION DE
LOS PARAMETROS ESTIMADOS PARA 3 OUTPUTS Y 2 INPUTS

4.1. Funcion translog:

Como caso particular del Modelo de la funcion distancia de cardcter estocastico
describimos el caso de una estimacién con tres outputs y dos inputs, de modo que

se considera el primero de aquellos (In(y,)) como variable de referencia. El

modelo obtenido a partir de la estimacion por méaxima verosimilitud sin

restricciones que se propone en el presente epigrafe, es el siguiente:

0= o + 0y In(y,)+a; In(y,) + 0o In(y,) +§[a:‘1 [In(y))]" + 03, [In(y,)] + 03, [In(y)] +
+(OLT2 + a;)[ln(}ﬁ) In(y, )] + (OL; + a;)[ln(}'l ) ln(Y3)] + (OL; + agz)[ln(}ﬁ ) ln(Y3)] ] +

+B; In(x,) +B; In(x,) +%[BT1 [InGx)T +Bs, [InGe,)T +B5, [In(x,) In(x,)] ]+ %7, In(x, ) InCy, ) +

+XY2 In(x,)In(y,) + X; In(x,)In(y;)+ X; In(x,)In(y,) + XZz In(x,)In(y,) + X; In(x,)In(y;)+In(D,)

Donde para estimar el modelo con las restricciones, se estimara sin restricciones el

siguiente modelo:

—In(y,)=0,+0a, In (ﬁj +a,In [£)+lan In (&j In [&j + loc22 In (ﬁJ ln[ﬁj +
Yi i) 2 Y \n) 2 Yi) \¥

+a,, ln(?—?j ln(z—j}rﬁl In(x,)+B, ln(xz)+%[$ll [1n(xl )]2 +%Bzz [ln(x2 )]2 +

11



+B121n(xl)ln(x2)+xllln(x )1 (Y2J+X121n( )1 {Y3J+X211n( )ln(sz+X221n(x2)ln(ﬁj+ln(D0)

1 | | Y

Desarrollando los logaritmos:

0=ty +In(y,)et, [In(ys)—In(y,) ]+ e[ n(ys)—In(y, ):|+%ocn [in(y,)=In(y,)] +
+%0c22[ln(y3)—ln(yl)]2+0,12[ln(yz)—ln(yl)][ln(y3)—ln(yl)]+

+B, ln(xl)JrB2 ln(xz)+%[311 I:ln(xl)]2 Jr%[i22 [ln(x2 )]2 +B,, ln(xl)ln(x2)+
+x, In(x [ln y,)—In(y, :|+X12 In(x [ln y;)—-In(y, JJFle In(x [1n Y,) ln(yl)]+

+X2 In(x,)[ In(y;)~In(y,) ]+ In(D,)

Donde:

12



. . 1 1
o (04 -_—a,, ——
13 31 » 12
2 2
* * 12
Oly; =0y,
* J—
X=X~ Xz
* J—
Xi2 =Xu
* J—
Xiz3 = X2
* J—
X2t = Xot =X
* J—
X2 =X
* J—
X3 =XAxn

En este caso particular, las expresiones de las elasticidades de una de las tres

variables de Output respecto a cualquiera de las dos variables de Input serd igual a:

dy,
Yo __ B; + B;l In(x,) + BZz In(x,) + X;l In(y,)+ X;z In(y,)+ X;S In(y,)
% o, + o In(y,) + o, In(y,) + o In(y;) + x, In(x,) + %5, In(x,)
Xk

vV s=12,3 V k=12

Por otro lado, las expresiones de las elasticidades de la variable de Output de
referencia (y,) respecto a cualquiera de las otras dos variables de Output serd igual

a:

13



Yio__ a’:n + OLjnl In(y,)+ OL:nz In(y,)+ 0‘213 In(y,) + X)lkm In(x,) + X;m In(x,) Vm=2.3
% a, +o,, In(y))+ o, In(y,) +o; In(y;) + %, In(x,) + %, In(x,)
YHI

4.2. Funcion Cobb-Douglas

El caso particular del Modelo de la funcién distancia de caracter estocastico
describimos el caso de una estimacion con tres outputs y dos inputs, con una
especificacion funcional de una Cobb-Douglas para la relacion entre inputs y

outputs es la siguiente:
0= OLZ + OLT In(y,) + a; In(y,) + OL; In(y;)+ BT In(x,) + B; In(x,)+ v, —Ln(D,)

Donde para estimar el modelo con las restricciones, se estimara sin restricciones el

siguiente modelo:

In(y,)=0a,+aq, ln(&]+ a, ln(ﬁ}rﬁl ln(xl)+B2 ln(x2)+vi +In(D,)
M Yi

Donde:

o, = o,
o =0,
BT =B
BZ =B,

14



5. RECAPITULACION FINAL

En este trabajo proponemos desde el punto de vista tedrico el desarrollo analitico de
las derivadas del modelo de la “funcién distancia” a partir de la transformacion

propuesta por Fére y otros (1993) y desarrollada por Coelli y Perelman (1996).

El modelo de la “funcion distancia” presenta interesantes virtudes en el ambito de la
economia aplicada, puesto que permite incluir multiples outputs como variables
explicadas en el modelo de regresion, y estudiar la sensibilidad de los mismos a las
variaciones en los recursos. Las elasticidades expresan dichas relaciones o
productividades marginales, cuyos cocientes posibilitan el estudio del signo y valor
de las relaciones de sustitucion técnica. Igualmente se puede conocer si las
relaciones de transformacion entre productos son positivas o negativas y cuales son

los outputs mas vinculados entre si.

Una ventaja adicional de este modelo es que permite obtener las ponderaciones de
los inputs y outputs a partir de los parametros de la estimacion transformados
aplicando las condiciones de homogeneidad. Como se cumple que la suma de
parametros asociados a los outputs es una combinacidn lineal convexa serd posible
conocer una especie de “precio sombra” de cada variable produccion. El problema es
que no siempre adoptan valores positivos lo que obligaria a restringir este punto en

la estimacion.

En el terreno practico, estamos desarrollando una especificacion de variables para
estudiar las interrelaciones entre la docencia y la investigacion universitaria a través
de datos de panel. En el terreno de los modelos aplicados al estudio de las
actividades del sector publico los modelos de la “funcion distancia” aportan nuevos
elementos de estudio, ademas de servir de base de comparacion de los modelos de

eficiencia no parametricos, ya que tienen la misma base econémica y matematica.
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