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INTROOUCCION

La presente memoria pretende ser una exposicién sistemética
sobre 8l estudieo de los boliedros y pol{gonos canvexos.

Las figuras que en el espacio,ordimarie tri-dimensional som
poliedros convexos, estdm dotadas de dos caractex{sticas geomé-
tricas,de las mis simbles y: a la par fundamentales : El1 carécter

poliédrico,comsistente en el que tiene uma figura espacial,defii-
mida por intierseccidm de un conjunto de semiespacios; y el caricter
convexa de una figura,que consiste en que dado um segmento recti-
limeo arbitrario cuyos extremos pertenecen a la figura,hace gue
todo el segmento pertemezce por completoc a dicha figura,

La coexistencia de las dos propiedgades nos parece lo suficiente-
mente Importante como para hacer um satudio monogréfico de la
estructure mixte depoliedricidad-convexidad.

Se estudia esta estiructura,en un principio geométricamente
intuit{va,de un modo propio e intrfmseco, lo que mos lleva a
referirla & muy variasdos y distintos espacios,allf donde sea
susceptible de defimir o redefinir los conceptos de poliedro y
convexidad,

Despues de un estudic 8&431XAd8 dJetallado, de la citadas estructura,
en los espacios geométrxicos més intuitivos, el plano y el espacio
tridimensionel euclidesnos, en donde se efectia un estudio anae-
1{tico de loe polisdros convexos; se procede 8 la extensién del
concepto a otros espacios,analizando estrictamente la estructura
de poliedro convexo.

Puesto que para definir um poliedro,se requiere gque existam
semiespacios,en el espscio ambfemts,y ello a su vez exige la
existencia de planos o hiperplamos;por de pronto,el espacio
circumdante de las figuras poliédricas ha de ser um espacio

Iineal o vectorial.
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Por otra. parte,en tales sspacios,distinguimos la posiciénm de
um punto con: respecto a un hiperplamo, si est; situado en una
w otra de las dos regiones (semiespacios) que debs determinar.
Ello se puede lograr mediante la clasificacién,por el siggno
positivo o negativo que tome um funcional lineal del espacio.

De modo tal,que el espacio que se requiere para nuestro ob jeto,
ha de ser um espacio,linsal real,comc minima exigencia de aspacio
ambiente. Em 81 ya se puede,l{citamante,considerar los segmentos
rectilfneos y la convexidad de las figuras,y,por ende,los polie-
dros convexos.

No se establece ninguna rastriccidm para la dimensidn del espacia,
em Io que a la estructura de poliedricidad-convexidad se refiere;
porque es independiente de la misma, Por tanto,se estudiam los
poliedros convexos en los espacios linealss reales de cualquier
dimensidm,incluida una dimensiém transfinita arbitraria,

EL problema de la daterminacidén, representacidn analftica y
criterio de convexidad para un poliedro,se resuslvae en‘hn-espacio
lineal general; empero,el estudio de los poliedros convexos,se
realiza en otros espacios lineales reales,con particularidades
destacables,lo cual permite llegar a conclusiones mis concretas,
pera también més perfectas y acabadas.

La representacidén de poliedros convexos y los criterios de con-
vexidad,en los espacios euclideos,de Hilbert y- en ciertos espacios
normados de sucasiones reales,ham motivado cuestiones tedricas,
cuya resolucidn previa,en ios correspondientes espacios citados,
ha sido necesaria,para poder proceder a la resolucidn de las
cuesstiones de la mera estructura de poliedricidad-convexidad,que
en principio se presantabam, )

Hemos concebido la definicién de polfgono alabeado "convexo™ ,
en al espacio euclideano ordinario, y la hemos gensralizado a los
mismos espacios,en. donde sstudiamos los polisdros convexos,como
espacios ambientales proplos; porque el concepto de pol{gono

alabeado "convexo®™ y sus Fundamentos algébricos son duales del
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concepto de poliedro convexo. Dualidad que geométricamente se
pane de manifiesto al tratar de determinar ambas Fiquras,en los
espacios generales considerados : El poliedro convexa requiers

la determinacidn del punto de interseccidn de un sistema infinito
de hiperplanos, el poligono alabeado "convexo" necesita la deter-
minacién de un hiperplano por infinitos puntos del mismo.
Finalmente, vamos a dar una informacidn sumaria del contenido

de la presente memoria, aunque una lectura del indice puede
servir para ese propdsito,y mis alin,de modo completo la lectura
de 1las conclusiones,que presentamos agrupadas y resumidas, al

comienzo de la exposicidn.

En el capitulo cero, hemos efectuado la representacidn analitica
de un cuadrilatero plano y de un n-gono plano convexos, como
figuras bidimensionales; estableciendo previamente un criterio
de convexidad de cuadriliteros y ds n-gonos planos.

A continuacidn representamos analiticamente,el tetraedro
del espacio ordinario euclideano y la figura andloga del espacio
euclideo n-dimensional; la cual hemos llamada (ntl)-edro.

Las cuestiones mis generales tratadas,en este primer capitulo,
son la representacidn analitica de un poliedro convexo del
sspacio euclideano tridimensional y la representacidén de un
poliedro convexo del espacio euclideano n-dimensional ; asi
como sendos criterios de convexidad de poliedros,en los respecti-
vos espacios.

Los métodos empleados aqui han sido,hasta ahora,los de la geo-
metria analitica tipica y los del &lgebra lineal correspondientes

a la geometria del espacio euclideana n-dimensional.
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ase——— Em @@ cap{tulo primerc,hemos determinadoc los: poliedros convexos
de los espacios de Hilbert,separables y no separables, deducido
criterios de convexided de Ios poliedros de estos aespacios y
obtenido las inecuaciones del poliedro caonvexo.

Estos problemas requer{am la resolucidém previa de las cuestiones
teérlcas,d%dsterminaciénwepr{cita de la interseccidém de una suce-
siém de hiperplanos,en un punto @nico,del sspacio de hilbert sepa-
rahle y las condiciones de dicha interseceidn; as{ como la detter—
minacién del punto de intersecciém de um sistema infinito de
hiperplanos,an el espacio de Hilbert no separable,

Se considbra la figura particular del espacio de Hilbert general,
que hemos denominado ortoedro del mismo,por clara motivacidm em
el ortoedro del espacio ordinario.

Em este capftulo segundo,se estudia el poliedro convexo de um
espacio lineal general infinito-dimensional (real)} ,Io cusl supone
la resolucidn previe,de la cuestidn de la intersecciém de un sis—
tema infinito de hiperplanos del espacioj; resuslta la cual,se
puede obtener um criterio de convexidad,para el poliedro definido
por el citado sistema de hiperplanos y la representacién de aquél
por sus Inecuaciones lineales,

tos métodos empleados en sste capitulo som los de andlisis
ﬁuncioﬁal en. los espacios hilbertianos y el .4lgabra limesl de
um espacio lirmeal imfinito-dimensional y real,

e En al capftulo segundo,ss definem los polfgonos "alabeados convexos"
en el espacio suclideano tridimensiomal y en el espacio euclideano
n-dimensional,en primer término; despues en los espacios de Hilbert
separables 8 inseparables, w en los espacios limeales gemerales

y: reales.

Se establecem criterios de "convexidad" para los polfgonos
alabesados de estos espacios., Estos problemas,a su vez,generan y
motivan la cusstidn tedrica de la determimacién de um hiperplano,

que contenga um: sistema dado de puntos,cuyo ndmero sesa minimo.
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Para los sspacios de Hilbert y para los especios lineales
infinito-dimensionales,se presenta la cuestidén da la determina-
ciém de un hiperplano que contenga infimitos puntos; habiendo
lograda la obtencidn de la ecuacidm explfcita del hiperplano que
pasa por infinitos puntos,

Los procedimentos empleados en el tercer capftulo,som los propias
de la geometr{a analftica clisics y de la geometrid del espacio
suct{dea p-dimensiopal; métodos de andlisis funcional de los
espacios de Hillber® y 4lgebra lineal de un espacio lineal infinito-
-dimensional,

Asimismo,en virtud de que Ios polfigonos se dafinen por el con-
junto bien-ordenado de sus vértices,se tiens que utilizar algdm
procedimiento de la aritmética transfinita.

= Em 8l capftulo tedcero se trakan los poliedros convexos y los
poligonos ™alabsados convexos™ ; del espacio normado &1 » de
sucesiones reales de serie absolutamenta convergente y del aspa-
cio Cy » de sucesiones reales infimitésimas,

Se establecen criterios de convexidad y "convexidad™ ,respectiwa-
mente,para los poliedros y pol{gonos alabeados,de los citados
gspacios ; lo cual supone la determinacién del punto de.inter-
seccidn,en condicienes adecuadas,de una sucesiénm infinita de
hiperplanos,y la determinaciém de la ecuacidén explicita de un
hiperplano que contiens una cierta sucesiém infinita de puntos.

La discusién de l& Gltima cuestidém,en los espacios normados 1,

y €, , nos ha eomducido al estudio de matrices infinitas de

E o filas y Zﬁm columnas,de ndmeros vegqles. €m ciertas con-

diciones,que se analizam,las citadas matrices infinitas,permiten
resolver las cuestiones tedricas motivadas,por los poliedros vy
pol{gonas de los mencionados espécios.

Em toda la exposicidn,y siempre que nos hasido posible,hemos
axpresado con la mayor brevedad y rigor,las conclusiones obtenidas;
para ello,hemos utilizado la simbologfa propia de la Légica Mate-

mitica,y,en particular,los cuantificadores universal y existencial.
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CONCLUSIGOGNES

CAPITULO CERO

Representacién analitica del cuadrilitero convexo cuyos

vértices tienen coordenadas cartesianas

) s ) - .
(xl'yI) H (XZ’YZ) H (x3yy3)\ H (x[!'yd)
x, ¥; I xq yi 1
X, y. 1 . y 1
i+l itl . ikl i+l :> o , i=1,2,3,
Xk Yy 1 x ¥ 1
donde los indices mayores qus 4 , se entienden reducidos
a su resto, mddula 4.
2 . Representacidn analitica de un n~gono plano convexo,de vér-—
tices con coordenadas cartesianas
(yevy) 5 (xpw) 5 eee 5 (X ey )
xi yi 1 xi yl 1
i1 Y ! ol % Y B D> 0 =k
Xirg  Yigp 1! x y 1
donde los indices mayores que n , han de entenderse coma

restos mddulo n.
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3 . Representacidn analitica de un tetraedro cuyos vértices

tienan por coordsnadas cartesianas

(*l’yl'zl} H (x21Yév22r H (x37Y3913) H (xd'yé'zd)

X1 " 31 1 1 7y
X ¥ z 1 Y. z
2 2 2 2 2
> ]
*3 Y3 3 1 Y3 3
X4 Y z, 1 y z
x1 wl zl 1 y z
2 Y2 ) 1 ) Z2 >
X3 Y3 Z3 L Y3 %3
X4 Ya Z4 1 Ya 24
*1 " 5 1 Y1 %
X, Yy z, 1 y z
~
1 Vel
X3 Y3 %3 Y3 3
X4 Yo o Z4 P Y4 24
*1 i0A 1 Y1 1
X Y9 7 1 Y2 %2 -
—
X Y4 4 1 y: z
X4 Yo % ! Vs Z4

i it ks i
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fepresentacidn analitica de un (ntl)-edro del espacio

eucl{deo n-dimensicnal, cuyos vértices son

Py = (PoysPgpreessP ) 5 Ppo= (P 5P oseeespy ) 5 eeee s

P = (pnl'an""'pnn) s

o

D(P 4P seeesP (5P ) o D(P P ,pee,P ,X) >

D(P 4P seeesP  1sP )« D(P,PlyeceX , P} > 0

o(po,pl,...,Pn_l,pn) « D(P_,XyueeyP 4P ) > a

oo . e ) 0
D(P_,P seeesP, 4P ) o D(X,P ,eueyP 4P ) =

siendo agui

e 1
Xl X2 X3 Xn
P11 P12 P13 = Pin 1
DX o ees ) — eoe 1
(X3P oPyy ey ViR P22 P23 Pon
p P 1

nl P2 Pz *°° nn
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_4, Representacidn analftica del tetraedra,sn el espacio,cuyas

caras (prolongadas) tienen por ecuaciones cartesianas

alxl-bly'&-clz&-dl:l]
azxi-b2 ywl-(:zz&-"d2 = 0
a3x4-b3y/!-c3z+d3=0
adxi-bayf&cazi—dd:U
S B
b, 2 % K
b:i: Cy d3 = 33
s %4 Y4 R
by & 9
b, S22 % Eas' 3
b c d ﬁiad bd
3 3 3 .
b4 C4 dd |al bl
By o 9
b2 c2 d2 "a b4
b:s c3 d3 H a, bl
bA c4 d4 la2 bz
by ° dl! '
. 'a b
b2 <, dZ; il 1
b3 cq d‘l'a" Nk b2

)(a3x4-b y + c

3

é)(adxé-bayé-c

3

4

)(azx+b2y+czz+c2}>0

zi-d})\'

~
Z!-d&)

" .
c,|) (alx!-bly«!- clz.dl)\%

i
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5. Representacidn analftica de un poliedro,en el espacia,los

planos de cuyas caras tienen por ecuaciones cartesiannas

a, x ¥ bl y & ¢ z + d1 = 0

a, x + b2 y + c, z + d2 = 0

a; x + b3 y ¥+ c; 2 ¥+ d3 = 0
a x +b yt+te z4d = Qg
m m m m
X P By P ez tdy, =0 ’ (m > 3)
a b c d
r r r r
a., b, ¢, d_. 8- br’ Cr-
r r r 58
» ’ 2w bn € n 1 - L s
a . br” c. dr“ r r r )(?rx + hr yt+eczt dr)
: ain b c_; ]
a m br“ i drus r i it <: O
donde r = 1,2,¢0e,mkl , los fndices r” , " , " se han

elagido para que no hagan nulo el fector constante de la ine-
cuacidn; por lo cual se p&den definir varios poliedros,en general,

con planos prefijados para las caras.,

G- Representacidén analftica de un poliedro convexo,del espacio
euclfdeoc n-dimensional,definida por los mtl hipeeplanos

(m >, n) de ecuaciones respectivas

t ... Fb, =0
a5y Xy b oy Xy b 35 Xy Fa, X, 1

R I R A A R I e R N RN AN NN RN
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am1 xl $ am2 x2 + am3 x3 P amn xn + bm

. ®nt1,1 X1 ¥ %mi1,2 X2 Y fma,z X3t ocoe tonn
D(A:{ v"£ secey “i’ ’ A{ )
n 2 n n¥l
(-1) - (a5y%) + o2y,
D(A, 4 Ay seees Ay Ay )
2 3 n ntl
i = 1,2,e0.,m,mél
siendo aqui

1 %12 %13 - %1

%21 822 83 °°* ®2p

L A N T I T

®n1 &2 83 %on

11 ®12 %13t fip

%21 82 %23 vt ¥2q

: ,
“ eeey AT LA ) = .
’)</‘1)A2’ LR 231 832 %33 %3n
21 82 83 %mn
a8

amhl a\\ﬂy? .a\1+|.3 Nrlp N

bnl.-L
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CAPITULO PRIMERD

_T. Determinaciénm de un punto en el espacio de Hilbert separable,

por interseccidn de la sucesidn de hiperplanos

(y'l’Y)‘ = \(l ’ (ysz) = \/2 ’ -(Y'svy, =\(3 peces (Y’n))’)' =\‘/“1 yoee

cuyos vectores direccionaies,son densos en el espacio.

]

.

12 En el caso particular,en que la sucesidn de vedtnres 4 Y,

constituye una base del espacio de hilbert,el punto de inter-

. seccidn de la citada sucesién de hiperplanos,estd dado por la

serie de Fourier

[&

Y = ' Y;:yrm

l\

\

&
¥}

pero,simpre que las constantes \(n1’ verifiquen Ja condicidn

20
< 2
Z\(n<+w

Y-

1 -

22 En el casc general,la citada sucesidn de hiperplanos,se
copta en un solo punto del espacio de Hilbert,cuando se veri-

fica la condicidén :
|

D ¢oU e Y

|

-

>
‘/w
/\
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siendo la sucesidn infinite de vectores l(yn( s linealmente inde-
pendiente; y las constantes >\: s tisnen los valorss

x . 3 . 3
plrpeyy) ey eee (v ) (rgeyy)

(¥oy;)  (ygevy) oo (v ) (vgey,)
($50v))  Orgeyy) eee (rey ) (r50y,)

ey Oy, oo (o) oy,

k = 1,2,000yn H n=1,23,... 3
y Ak es el determinante de Gram, relativo al sistema de
vedtores linealmente independientes

yl,yz, ...,yk . .

£l punto de interseccidn x de la sucesidn infinita de hiper-

planos dados,viene dado por la serie de Fourier

'X, o o - X

>
>/(a
)
S

3%
L)

Xp,

R
—>/?
Rl
R

<

‘ \/\I‘ ‘\\2 >\3’ >\n

donde {xng es ls base completa del especio de Hilbert,procedents

1}

de la Ortonormalizecién del sistema de vectores {yn§
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8 . Inecuaciones de un poliedro convexo,en el espacdio de Hilbert

‘v—-

separable,definido por el conjunto infinito de hiperplanos,

de ecuaciones

o) =X, . 1ex 1] yy

.
M 14

una vez verificado y definido,con el criterio expuesto,la

convexidad del. poliedro,las inecuaciones de éste son

[(Y‘(vxk) - )/k] l:()’k'Y) - YIZ’ > 0 ’ k €1.

Oeterminacidn del punto de interseccidn de un sistema de
hiperplanos,en el espacio de Hilbert general,cuyos vectores
direccionales forman una base algébrica del espacio H ,

y’ cuyas ecuaciones sean

g
(eox) = Y, » t €1, |1] = @n07.
Denotamos con {81} , (1 €1) la base algébrica fija
del espacio; y con a5 = (ai,af) .

Las condiciones necesariss y suficientes,para que el sistema

infinito de planos dados,se corte en un?unto Gnico, son

w (1] LA

0 11 852 813 %in |
%11 %12 813 f1n |
AL 812 ®13 *°° ®In
81 322 823 ** ®2n
Y2 ®*n 822 B3 et |t '
1231 332 %33 °* azni
Y:s %33 %32 %3z %3q |
am n2 3 °° ann‘
Yn fm 8n2 n3 °** %on
a a vee 8
11 12 1n i e1r - "1'2'3'..' "
0
81 %2 e S| # :
a a eee B J
;
|
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y el punto de interseccién de la citada sucesidn infinita de

biperplanos, es

0 . ‘I .a2 53 P éh
N, e . . . 11 f12 %13t f1n
1 11 12 13°°° “1n
N . . f21 %22 %23 *°* %2n
2 21 22 23°°° "2n H
a E: ] a ecs 8
'{ a a e ... 8 31 32 33 3In
3 31 32 33 3n speesesscrecsscscea
nl 2 %n3 " %mn
Yn ®n1 %2 %3 %nn

2. Inecuaciones de un poliedro convexo,definido,en el espacio
de Hilbert general H , por el sistema de hiperplanos,da

ecuacionses

s “a g,
(ai,x)‘ =X; » t&A, ,Al>/ dim (H) %
Una vez verificado el criterio de convexided del poliedro

definido por el sistema citado de hiperplanos,cuya sexpresién

simbdlica y abreviada es

N\ o) =Y, £0)
k € A

las inecuaciones del poliedro, son

-~ - P = .
L(ak'xk) \{J[(aktx) \(kl > 0 ’ k & A
32, Determinacién del punto de interseccién,en un espacio lineal E
reel infinito-dimensionel,ds un sistema de hiperplanos,cuyas

ecuaciones sean

re) =Y, » 1t €1, J1|=dn(E) > &,

¢
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Denotando con ,Laiz sy 1 I , una base fija del espacio lineal,

y con aij los valores que toman los funcionsles linesales fi

en la bass ‘ﬁaj ‘ H
fi(eﬁ) = ey s lel o, §Fe T | 1'| = dim (£) ,

las condiciones precisas pare que el sistema de hiperplanos dados,

se corten en un punto Gnico,son

0 %11 242 813 *°* %in
a ] a eee 8
- 11 12 13 1n
Y1 %12 813 *** %n
s . . . , %21 822 823 == %2
X2 %21 22 23 *** %n
, %31 832 833 *** %3p
N3 °n 832 833 °° %3p
®n1 €2 ®a3 *°* %nn
Y; an *2 3 """ %nn

i €1 - {1,2,3,...,n } ,

11 %12 ®13 **° ®1n
821 822 823 ** %2y
L 0, 8iy eee B4 £ 0O )

#000css00vecsscrn

%1 %n2 ®a3 *** %nn

y el punto de interseccidn,de la citada fFamilia de hiperplanos

dedos,del especio lineal real general E ,infinito-dimens{ onal

es, entonces




- ‘Yé 81 %22 237" %o

Y; %1 %12 %13%C i

a a a eoe 8
Yz 851 %3 %33ec- %3, 31 32 33 Im
a a a
\(n: 1 %n2 %h3"" %mn ml n2 n3

13 . ..-.. Inmecuaciones de un poliedro convexe,sn el espacic lineal

real infinito-dimemsional E , definido por el sistema de

hiperplanos, de ecuaciones

o) =Y, . 1 & | A, >, dim (€) .

Una vez verificado el criterio de convexidad,del poliedro definido

por el citado sistema da hiperplanos,ckiterfo que consiste en

condicién, expresada abreviadamante

ACH () = Y, #08)
k © A

-

Ias Iheeuaclonas del poliedro convexo,as{ definido, son

[rk(xk))-\(k][ﬁk(u)\-\(k] 70 F ke by

incluyendo el econtornoc del polfiedro.

11 12 13 °"° %I

821 %22 %23 °c %,
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CAPITULO SEGUNDOO

15 . Criterio de"convexidad®™ psra un polfgonoc alabeado,del espacia
ordinario euclfdeo,definide por el conjunto ordsnade de sus

vértices,cuyas coordenaddas cartesianas son
(xpowpezy) 50 (xpe¥y02,} 3 (Rgewgez,) 5 eee s (x ¥,z ) 0 >3

Entendemos por polfgona alabeada del sspacio,cualquier polfgone
que no tenga todos sus véartices,en el mismo planc.

Entre los polfgonas anbaados,dfstlngufmos los alabeados
®"convexos®,que son aquéllos tales que los planos que pasan por tres
vértices consecutivos cualesquiera,defam los restantes en el mismo
semiespacio,con respecte al mencionade plana.

Um criterio analftico para recononer la "convexidad™ ds un
palfgono alabeado aes el siguiente :

Las sucesiones finitas de nimeros reales

Xy Yy z, 1
*ier Yier Zigr b
H i = 1’2’000"' H k = 3'47-.00' (n"l)
42 Y2 Zygp 2
Xtk Yirk Zibk b

para cada i (= 1,2,...,m contienen um término no nulo,al menos;
y todos lo s que no sean nulaos,tiensm signo constante.
Los nimeros i + k hay que interpretarlos como su resto

médula m , em cumAto excedem a m , siemdo k = 1,2,..., (n-1).

1. Criterio de "convexidad”para un polfgone alabeado,del sspacio
eucl{dea n-dimensional,definido por la sucesién finita y

ordenada de sus vértices
- - = oo e \
Ap o= (o e8ypnygeecen) ) 5 Ry = (3508508550 00003,)

Ay = (agsigpstygrecentyy) 5 eoe 3 Ay = (agpefpprdggeeesiy,
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El poligono “I Az “3 cee A- es alabeade convexo,cuande las

sucesiones

D(A1 » R ) 3 k =nmnélyeeey, 1 3

TS SCILITO SRR DAL TP

son de signo constante,para dada fifado f = I,2,...,m . ¥ sfende
no todos los términas nulos,de cada una de dichas sucesiones,
para £ fffa.

Ademés,aquf es

11 "1z i3 " 'In 1
[ a . a cee & 1
21 22 23 2n
0 eeopfiX) = .es
(RyvhyrhyreceshiX) = | 2y 8y, agy 1

60 s0vcecvcrocsssvesvssces

%1 *nc 3 " %an 1
xI x2 x3 coe xh: 1 .

7, Ecuaeidn explf{cita del hiperplano,en el espacio de Hilbert
separable,que pasa por el punta b , y es paralelo al

subsspacia maximal cerradoe L ( Bl v By s By gees B, eee ),

que genera la sucesién de vectores linealmente independientes

‘I » .2 » .3 » oo p ." p ceos

3

—
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A.t:d?:ﬁms;d:dv 7 ﬂ 3

» » 0 . . . -

|

(W) - (") ('pp)

« =¥ ¢ _-f%v m@i _-u%v Q% r ,L:B V _

(Py<ty) = (o<tp) ('p )

ﬁ-:%:@v A@?,du m_szﬁv

'
!

_

Wa

2puop

meB;%v . Aq%ﬁfsv m,_%;dv

» ’ . ’ . . . 4 L4

(*» ™)

. . .

Cop)  (Mp<p) - Cpctp) (')
A.gﬁ»%v ATJQSBV .:m.s%;@v m_giwdv

Aszev A_L‘b:%v ma‘%:%v m.ezsu

.?O m.-rwo:r%v .:A.wmu:%v Q%C.%v

2 (Pptp) - (9<9) ()
v (M) - (9) (9Y)

ﬂ.qd A,-.xw:%u A.»%:E.V. A,%lwuu

|
|

i

(29) (Mpew) o () ()
|
M . v v e

e Aﬂﬁamﬂvu

("r**n)

WQ;S (" p)

G ()

|

Amlav A_.gﬁlev ﬁﬁD:Sv

('p “p)

A_Nol@u

A_‘B:@V

B S —n—m
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18, Criterio para que un poligono sea alabeade "convexo”, en el

espacio de Hilbert éeparable,deﬂnido por el conjunta
infimito y bien-ordenado de vértices,de tigo ordinal ” +1

{aig ,“u<1ét|,.

Con las hipdtesis especificadas,en la exposicién, la com

dicidn de polfgono alabsado, es

we

( Coyy ay-a ) A0 )

w <6 S

y la condicidn para que el polfgono,ya alabeado,ssa convexo,es

(( Coy) a’L_amw) >/O) Vv /\((eog)a';'a'?,rw)@

0<i £ O<L5Y’

19. Ecuaciém del hiperplano,sn el espacie de Hilbert general,

que pasa por sl origen y el sistema de vectores {eig » 1 £ 13

que generan al subasp%%?gar}!aximal cerrado L( N Yy i €1

y- forman una base ortonormal del mismo

(e - Z(e,ei)‘si,x)=0 .
1 €1 :

mientras que la scuacidn del hiperplana que pasa por el punto
b , y es paralelo al subespacia lineal maximal cerrado L ( o, )y,
1 &€ 1 es, pues

(e - /; (e,ai)‘ 8, v

—

11
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20 , criterio de "convexidad", sn el espacio general de Hilbsrt [

—

_ para un. polfgono alabeado, definido por el conjunte infinito

y bien-ordenado con Gltimo elememto, de vértices

{'1?3' » 1L 2,

Con las hipdtesis especificadas en la exposicidn,la condicidm

,{; +1 ; > (dim £y %

e A <t <

para que el polfqgono,as{ deffnido,ses alabeado, es

\/( (cl.-i-lg)#ﬂ)

. 8<L$\A

\ .
en. donde &5 es un ordinal transfinito,tal que

o ———— - o el A

Q&- 1} = (dim c}."‘ée

El criterio de convexidad del polfgomo,supuesto y verificade

ya slabeado,es simbdlice y abreviadamente expresable per

/\( /\“C% )aa‘a€+8)>/o) v/\((cé—)ai-@%ﬂ)éo))'

p<'<g <p lociey Ocu<ff

e e e At st

i 2!, Ecuacién: explfcita del hiperplano,en. un espacio lineal general
. gy . teal_ Ei._;n que contine 8l sistema de puntos {.1 P S |
linealmente independientes,que generam un subespacioc maximal
L (e ), 1 €1, del espacio lineal E.
FTomamos una base fija {°ji§ y 1T, 17~ 1 =§‘04.lf
’ del espacie E y/ un punte

| 00¢L(’-1)‘,161

com lo cual {lo H liz P S | , 88 una base del espacioe.
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Ss obtfeana
, &, = 8.3 + E .1_ﬁ 'jj . 1 € 17,

bel
w al funcional f ( x ) .que daﬁ{;nfa el hiperplane,sn cuestidn,
verifica

f(cl)ntil s I €1 :
as{ definido el funcional ¢ ( x )} , Ia ecwaciédn buscada del
hiperplana por ol origem y que contiens al sistema de puntos

{'1} s, L € I , es

r(x) = 0.

\ |
SE el hiperplano pssa por ei punto b , y es paralele al subespacis
maximal, determinada por el sistama de wectores 1fnealmente inde-

pendisntes {,'gg y £ & I 3 1a ecuscién del hiperplamo as

22, Criteria de "canuvexidad® de un polfgone alabeado,del espacio E
Ifneal general y resl, definide por el conjunte infinito y

bien-ordenade de wértices

{.1} » | éié}‘v y

}\:;-1] > dim (E ).

Com las hipitesis especificadas,em la exposiciém detallade,el
polfgono definido es alabeado,ocusndo se vwerifica la condicién:

\/( r(es -a0 ) £ 0C)

§ <t 4

= AIM(E)\.—

donde 8 es um ordinal, tal que ’ Sc- 1

¥ um criterio de "convexidad™ para qI polfgono citado,ya alabeado,

(1/\ (B (a0 2 OV /N5 (005,)40)
'O<fé}‘ o<¢,<}v 0Ly :}v
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CARITULD S FERCERO

23, Determineciém del punto de intersecciém de una sucesién de

hiperpIlanoagem ¢l espacio mormado zn de sucesiones reales

de serie absolutamente convergents ; cuyas ecuaciones seam

) = Y

¥ ) =Y,
) = Y
nﬂv (X» - \{m
secvccsone m o= 1,2,3,...

donde wm (x) som Punciomales contfmuos del espaéic

lfneales 61
12 EI caso particulir en que los funcionales um (x) som
los candnicos,com respecto a Ia base natural de vectores
unitarios {'vmk del espacio Bll , permits hallar el punto
de interseccidn,de Is citada sucesiém infinita de hiperplanos,

del aiguiénﬁe modo

x = Z\(m o = (\(]l "\(2’\(3"’ \('n reee )
o

simepre que se werifique la condicidm

NAARETY
|

20 El caso general se pueda resolver, cuando la sucesiém
infinita de funcionales w" (x) admite una base candnica

{ fn S s e decir, si se verifica

m ‘ \
o (fp y = Snp i n,.p =1,2,3,...

A
siendo las ™ np * 188 deltas de Kronecker,

- -
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La existencia de tal base candnica {.fn} » para la sucesidm
de funcionalas Iineales up‘(x) » 88 pusde recononer mediante

Ias condiciones de-~ducidad para Ia matriz infinita

‘1] '12 '13 cee vIP e e
v2] "22 v23 oo e vzp eos e
'3]! Vsz ‘33 soe ‘sp oo

R R RN N N N R R RN TR S ¥

v"m '"2 ‘"8 ore V‘.p ece

®es000000mes000ssscserIsVeveS

que define: 1a sucesiém de funcionales limeales em la base canénica
{ a")% del espacio al: upj(ep» = Vo
Las condicfones caracterfsticas,para que dicha matriz infinita
defina una base canénice para la sucesién de funcionales w"(xy
som las sfiguientes
Lta matriz infinita es linsalmente independiente por filas y
por columnas 3 las filas son suceeliones acotadas y las colummas
som sucesiones cuya serie es absolutamente conuerfente.
¥ ol punto énico de intterssccién de la sucesién dada de
hiperplanos es, en la base cenénica {fh g de Yos funcionales

lineales cont{nuons,asociados a las respectivas ecuaciomnes de

0
x = :Z_ \(; r :

=\

los hiperplanos

conm la hipdtesis adiclonal

-Q

2

m=1

\(m|<oo.
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24 , Ecuacifn explfcita del hiperplanc,en el espacic €1 de
sucesiones reales de serie absolutamente convergente, que
pasa por el orléon:yrcontlens una sucesiém

fz » f3 » cee » fm y oee

de puntos linealmente independientes y denda en un subsespacio
Iineal maximal,

ta ecuacidn del citado hiperplanc, es

SCw) €

W\:' p’:|

em dondea

e

28] <o

la mattriz infinita ( - ) sy Myp = 1,72,3,...

es linealmente fIndspendiente por filas y por columnas,las
filas som sucesiones de serie absolutaments convergente,las

columnas son sucesiocnes acotadas y ademds se verifica
[7,\] .
sup amp <: ND .
- m 2
=l

En las mismas hipdtesfs, salva que el hiperplano pase por

el punta b , em vez del origem ; la ecuacidn del hiper—

(iaw)(gm—?n)\ao'

pleno, es

N2

= &ﬂ
donde ( Pm ) son las caomponentes del vector bJ del
S 1 ) '
espacio { » 8M su base canénica {.em}
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25, criterio de convexidad de un poliedro y representacidm del
mismo; en el espacio normado LI de sucecesiones reales
de serie absolutamente conuergente; definido el poliedro

por sk sistema infinito de hiperplanos, de ecuaciones
b _ . i ~ 1
v (x} = ‘(1 y I &1, l 1 , 2 50 .

Com las hipdtesis espec{ficas y la notacidn empleada,en la
exposicidn, 1a condicién de existencia y caricter convexo del

poliedro, as

Y
k hS - :
(»(-.ykrk)#vk) ;
o m n
n=1
kel
donde 5 fk l " @s la base candnica de los funcionales uk“ ’
A > =0
n = 1,2,3,... 3 y%demés ss verifiea :> ‘Y; L 0 .
P L]

El pJ&edru convexo visne representado pdr el sistema de infimitas

inecuaciones lineales,contorno inclufdo

o
ke Sy k - s =
|:1-(‘/—\(.'_"mI'k“‘))-\(k w (x J Yk >/0,k\_
m=1 e

26, Criterio de "convexidad™ de un polf{gono alabeado,del
;;baclo gl , definido por el conjunto inPinito y bien-ordenado

de sus vértices

Con Ias hip6tesis impuestas, y detalladas en la exposicidén, el

polfgono es alabeado cunado verifica la condicidm
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f

S - -
N A
\ -__np>(airr—a_},‘n)#0 .
mel o opel
I
L élfb —
La condicidn de convexidad del polfgono,supuesto ya alabeado,
se puede expresar como
- Y % iy 1
P <~ /<~ _K . \ ,
§> S < \) . =y j \Ul \«
S e "f\‘//. L KHL')YL; e
. ,le:'L [ ._x
I 1
R:‘\/
S X k -
- / «’y
1<0|)

27 . Determinacidn del punto de interseccidén de una sucesidn de
c, de las sucesiones reales infi-

=/
’

hiperplanosy del espacio
n
see 9 v (x) = T m

nitésimas; cuyas ecuaciones sean
: 2, 7 3
® u® (x) {p s (x) = (5,

ut (x) = G or
1,2,3, ...

m =
son funcionales lineales contfnuos del espacio

donde u”" (x)

c L

o

I2 Suponemos que dichos funcionales son los cafénicos en la

% ! del espaclio , es decir ,definidos por
=1,2,3,...

Lo 1
n N .
o (e ) = N, n,p

base candmica

Kronecker. Entonces el

| son las deltas de

donde los np
punto de interseccién,dsl citado sistema de hiperplanos, es

\
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~X0
N
x = o tm n ”»
m=1
con la hip6tesis adicional ‘(m -—> 0.

29 E1 caso gearal se puede reducir al particular,cuando la suce-

sidén de funcionales upl(x) admite wna base candnica } 'n % s lo

-
cual se puede averiguar, mediante la matriz infinita

Vv, v v v

11 12 13 Vip o
VZI sz V23 Y vzp eoe
V31 V32 vss oo Vap es e

®eecevevsecrscervsscrncorbessense

v v
ml

n2 n3 eec e vnp e e

A 1]
]
E
-——
@
S
.

IR R EEREE RN R RN RN EE RN NI

v
np P

que en tal circunstancie,satisface las sigulentes condicionss
La matriz infinita considerada es linealmente independiente

por filas yw por columnas 3 las filas de la matriz son sucesiones

de serie absolutamente convergentes y las columnas son sucesiones

reales infinitésimas,

Em tales circunstanclas,el punto de interseccidn de la sucesidn

infinita de hiperplanos dados, es

G

x = - Y; o d

m=1
con la hipétesis adicional \(" —_— 0.
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28. Ecuacién explfcita del hiperplano g en el espacio co de

sucesiones reales infinitésimas, que pasa por el origen
contiene a la sucesién de puntos

LA AT e

linealmente independientes y densos en un subespacio maximal del

espacio co .

La ecuacidn del citado hiperplano es
N0

o, X
\(\,)g=o
. np e

P

W= & =

an. donde
~e — 0

la matriz infinita ( ®p ) » fryp = 1,2,3,...) es linedl-
mente Independiente por filas y por columnas, sus filas son
sucesiones infinitésimas y sus columnas son sucesionss de serie

absolutamenlje convergente. Ademids se verifica: la condicidnm

o~ ) N |
LN : v
\- %l

i 31 JL:’

Con las mismas hipdtesis,salvo que el hiperplano pase por el

punto b , en vez del origem , la ecuacidn del hiperplano,en

cuestién, es

donde ( ':m ) son las coordenadas del puntoc b en la base

)
candnica Q en«: , del espacio L

229 y 30, Las conclusiones de estas dos secciones son ,
Yy 26 r3unque
y 28, V7,

formalmente, idénticas a las de las secciones 2%
sus fundamentos tedricos estén en las secciones 27

naturalmente,su interpretacidm con. el carcter semintico del

espacio e .

e i e e e
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REPRESENTRCION ANALITICA DE LOS POLIGONOS CONVEXOS DEL PLANO

EUCLIDEO, DE LOS POLIEDROS CONVEXOS DEL ESPACIO EUCLIDED ¥

DE LOS POLIEDROS CONVEXOS DEL ESPACIO EUCLIDEO n-DIMENSIONAL :

CRITERIOS DE CONVEXIDAD DE POLIEODROS ¥ POLIGONOS.
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1. REPRESENTACION ANALITICA DEL CUADRILATERO CONVEXO : CRITERIO
ANALITICO DE CONVEXIDAD DE_UN CUADRILATERO PLAND.

Dado un cuadrifdtero plano cualquiera 91P2p3pd

vamos a representar anal{ff{camente esta figura bidimensional,

an funcidn de las coordenadas cartesianas de sus vértices :
PLOyy ) 5 Polxg,y,) 5 Palxgayg) 5 Pa(x,ny,) -

Los cuadrildteros que consideeamos son los ordinarios de la

Geometria,es decir,los cuadriliteros convexos.

En primer lugar,obtendremos un criterio analftico de con-

vexidad de un cuadrilatero plano cualquiera, Para ello,debemos

expresar,en coordenadas cartesianas,quse los puntos P_,P yacen

37 4

en el mismo semiplano,con respecto a la recta p1p2 srespecto

a la recta P_P_ ,lo0s puntos Pa,P yacen en el mismo semiplano;

23 1
respecto a la recta P}P4 los puntos Pl,P

p

2 ; respecto a la
recta P4P1 los puntas PZ, 3°
As{ pues,los determinantes (no nulos)

x1 y1 1 xl y1 1
x2 y2 1 H x2 y2 1
X Y3 1 x4 Y4 1

tienen el mismo signo. Anélogamsnteﬂos otres tres pares de
determinantes tienen signo constante,por par; por eso,podemos
expresar,con juntamente,la candicidn analftica de convexidad
del cuadrilitero P P _P P ,en funcién de las coordenadas de

123 4
sus vértices,del modo siguiente : Los determinantes

g2 vy 1|

x1+1 Yi!‘l 1 ; ko= 142,443 5 4 =1,2,3,4

ko M !

son no nulos,y de signo constante para cada { dado;entendi%o*
los valores de los {ndices mayores que 4,reducidos a su restao,
médulo 4,fespectivamente.

Una vez que se saba es convexo el cuadrilatero P1P203P‘ ’
la raepresentacidén analf{tica de dicho cuadrilitero,viens
expresada,por tanto,por la interseccién de los 4 semiplanos

de émsa inecuaciones siquientes

Lle O
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g oy ! o0y 1

1 Yy Y| > 0, 1=1,2,3,4

1 x y 1

Xtp1 Yy Yoo X

*1r2 Vis2
donde los {ndices mayores que 4,se entiengden reducidos a su
resto,mddulo 4;como ya hemos advertido antes.

Observacidén andloga a la hecha,en cuanto al doble sigao 2>,

de las inecuaciones del tridngulo,se puede hacer ahora : En

las inecuaciones que representan al cuadrilitero canvexo, san
admisibles los signos ,Z.Gn tales deslgualdades,co%tal de na
tomar¥d mds de das veces,simultinesamante,el signo =, La carencia
de &8signo = ,en el sistema de inscuaciones,representa a los
puntos interiores de 1 cuadrilitero convexo. La presencia de

un solo signo = ,representa los puntos interiores de un lado

del cuadrildtero. La presencia de dos signos = ,representa un

vértice del briéngu}e.cuadrilétero;o und punto diagonallﬂtafic(,
(inexistente,como interseccidn de un par de lados)

REPRESENTACION ANALITICA DE UN n—GONO PLANO CONVEXO : CRITERIO

NV

ANALITICO DE 3 B&

Vamos a representar,analfiticamente,el paligono plano convexo
de n vértices cualesquiera,en Puncién de las coordenadas
cartesianas de los mismos.

En primer lugar,para que umn n—-gono plano p1p2p3"'pn—1pn
cvalguiera (fig.4) de coordedadas cartesianas en los vértices

Pl(xl’yl) H p2(x2’Y2) HERH Pn(xn.ym) »

sea convexo,se requiers que,respecto a la recta Ple, los puntos
83,94,...,Pn yacen en el mismo semiplano;respecto de la recta
P293 s108 puntos Pd,Ps,...,Pn,Pl yacen en el mismo semiplanoj...;
y respecto a la recta Pnpl,los puntos P2,P3....,Pn_1.

Imponemos analfticamente estas condiciones,mediante el signo
del polindmio correspondiente a la ecuacidn de la recta,deter—
minad® por dos vértices consecutivos expresando el polinomio

en forma de determinante.

Los determinantes



Xy Ys 1
Xy Yit1 1 3 ko= 1+2,443,,..,i¢0-1 3 i =1,2,..,n
X, Yy 1

no son nulos y,para cada i dado,tienen el.mismo signo los n-2
determinantes correspondientes a un i fijado. Ademds,los
fndices mayores de n ,han de entenderse como restos mddulo n
respectivamente.

Una vez se sepa que ®l n-gono plano es convexo,éste vendri
dado por la interseccidn de n semiplanos,cuyas inscuacionss

lineales son las siguientes

Al 1] .
DXy Yy 1 *y Yy !
' —4
LETRY Yir1 1 o %1 Ying 1 > 0 ;4 1,2,..,n
| “ir2 Y2 1 x y 1

Ahora bien,este s?tema de inecuaciones lineales representss
los puntos interiores del n-gono convexo.Por eso,si queremos
incluir 1los puntos del contorno del n-gono,debemos utilizar
las inecuaciones con el doble signo “>.As{,pues la represen-
cién analftica del n-gono plano comvexo P P_P ...Pn ,contornag

1723
incluido,es

*1 Yy 1 *1 Yy 1
Xi1y Yy 1 | X Vi 1 20 ;1=1,2,...,n.
Xje2 Yy 1 X Y 1

En este sistema de inecuaciones cabe la posibilidad de distin-
guir los puntos interiores,como ya hemos visto,con la ausencla
de signo = » La presencia de un solo signo = darfa lugar a
los puntos interiores de un lado;la presencia de dos signos =
representa un vértice,sl las ecuaciones son consecutivas en sl
dfstema,y si no lo son,un punto diagonal interior,cuando se

satisfagan las restantes n - 2 inecuaciones estrictas,
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3. REPRESENTACION *NALITICA OE UN TETRAEORO EN EL ESPACIO EUCLIDED
TRIDIMENSICMAL Y DE UN (ntl)-edro EN EL ESPACID EUCLIDED

n-DIMENSTOMAL .MBenranTE LAS COORDENADAS OE SUS VERTICES
El procedimianto empleado,en el plano,se puede extender al

sspacio para representar un tetraedro;y luego al espacio
n-dimensional;de modo puramente algébrico.
Fiffados tres ejes cartesianos,no necesariamente ortogonalss,

en el espacio,cuatro puntos cualesquiera del mismo,£d P_,P P

1’ 2'p3’
ge pueden definir por sus respectivas coomsdenadas cartesianas :

4

Pl(xl.ylyzl) H p2(x2’Y2122); P3(x31Y3’z3) H Pd(xa-ydpzd)-
Consideremos los cuatro puntos.en cuestidén.no coplanarios,por

lo cual,la ecafacién del plano P192P3 as

Xy Y, z, 1
X y z 1
2 2 2 -0 .
S Xg Y3 L3 1
X y z 1

Como el punto P, no yace en el plano P P P3 ,substituidas

4 12

las coordenadas de Pd en el determinanke correspondiente a la
scuacién de dicho plano,el valor del determintémte,an esd punto,
no es nulo. 0B donde resulta que la inecuacién del semiespacio

definido por el plano P_P_P y el punto Pd,sxterlor al plano,es

123
x1 yl zl 1 xl y1 z1 1
x2 y2 z2 1 x2 y2 22 1
. N
1 X 1 <0 .
X3 Y3 %3 3 Y3 I3
x4 Ya z, 3 X y 4 1

De manera completamsnte aniloga de obtienen las ecuaciones de
P_ 3 d -

los planos P29394 ,PJPdP1 ’pdpl 2 3Y de los semiespacios defi

dos por estos planos y los puntos PI,PZ,PS,respectivamante,se

P}P{,P’qp

Finalmente,la representacidén anél{tica del tetraedro,viene dada

hallan sus inecuaciones respectivas del mismo modo.

por el sistema deainecuaclones s
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)

XA y4 z, 1
1
1 o n b
|
X2 Yy I 1
X3 ¥y z3 1

!
|
x2 y2 z2 1 |
i
|

51 se quiere lncl"irl

su contorno,han de

doblds signos 2> , -

ST S T )
X2 Yy oz 1 //
1 > /
x3 y3 23 1
x v = [
X2 Yy 7 1 f
x y z 1} {
I B 3 3 S o |
x6 y4 24 1

. \

xd yd 24 1 .

. > 0 A

. i

xl yl z1 1

X y. z 1

a Ya %4 1

X y z 1

1 1 1 >0
x2 y2 22 1 }

en la rapresentacidn amdlftica del tetraedro,

coneese en el aisteme de inecuaciones las

1 todas ellasjaunque,naturalmente,no coexisten

cuatro signes = .2 modo mas preciso: La ausenclia de signos = ,
representa los pun’ zs interiores del tetraedro. Un solo signo = ,
representa las pun' - ° interiores de una caraj fos signos = ,los
puntos interiores ¢ UNa aristej ¥ tres signos = ,un vértice.

Consideremos en e!

arbitrario de (nkl1)
po = (Pogﬁazu-o',ﬂn

A .
como cada‘'istema de

" (n+1) puntos dados,

a

espacio eucl{deo n—dimansinnal,Rn,un sistema

suntos linealmente independientes
) ;pl = (pll'pIZ’P"’pln) ;---;pn= (pnl'pn2""Pn!

n puntos cualesquiera,elegidos entre los

:s "a fortiori",linealmente independiente,este

SO e RAT s
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sistema de puntos determina un hiperplano (n-1)-dimensional,

cuya ecuacidn es de la farma

xl x2 x3 .o xn 1
Pr1 . Py2 P13 Pin L
o(X;P ,P,,..,Pp )= | P21 Pz P23 ** P2q Ll
17 2 n’ —
Po1 Pn2 a3 ** Pon :

para el hiperplano determinado por los n puntos Pl,Pz,...,Pn H
y an3logamente para los otros sistemas de n puntos,eleqidos
entre los (n¥+l) puntos dados.

Los (ntl) sistemas de n puntos,determinan en total,de entre
los (ntl) puntos dados po’pl’PZ""pn , (n+1) hiperplanos,de

scuaciones respectivas

O(P 4P sPysesesP  15X) =0 50(P P ,PlueeyP 0X) =0 5.ius;

1
o(pn,pz,bs,...,vn,x) =0,

En virtud de que los puntos Po,Pl,Pz,...,Pn eran linealmente
independientes,se verifica

o(po,p P .,pn),éu .

1? 2'°°
Por tanto,los semiespacios definidos por los hipserplanos papl"pn—l

PP ...P i PP ...P vee; PP

mo n-2 n-1n n-3 ° 1 2"'pn y' los puntos

pn' pn—l' pn—Z""’

D(PU,PI...,P

n
PD sraspectivamente. tisnan por'acuaciones

n_lipn) . D(Palpl"'O,pn_llx) > 0

D(P sPyseesP 1P ) « D(P,P ey XyP ) S

LR R R A K N ]

(P 4P y-es®, 1oP,) - D(P ,X, ey 18P ) >0
(R, PloeesP _1oP ) < D(X ,PiyueeyP 4P ) >0,

. y este sistema de (n¥l) inecuaciones linealaes,constituye la
representacidn analf{tica del (n+l)-edro en el espacio suclideo

n-dimensional,
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Cuando se quiere incluir ed contorno del (nt+l)-edro,hay que
poner an todas las inecuaciones,de su representacién anilitica,

el doble signo :> sadvirtiendo que (ntl) signos =,son incompatibles;
un solo signo = ,representa una“cara” (puntos Interiores);8:2 (n-1)
signos = ,representan una"arista” (puntos interiorss) y n signos

= , un vértice del (ntl)~edro del espacia n-dimensianal.

4, REPRESENTACION ANALITICA DEL TETRAEDRO;EN EL ESPACIO,EN FUNCION
DE LAS ECUACIONES DE LAS CARAS (PROLONGADAS)s

Sea defidido un tetmedro por las ecgclones de los planos de sus

cuatro caras

Hl) a, x + b1 y + c, z + d1 =0
H)) a,xtb,ytc,ztd, =0
H3) agx + by # cyz4dy=0
Hd) a, x L b4 y ¢ €, 2 + d4 =0 ,

lo cual exige,naturalmente,que ni los cuatro planos pertenezcan
a una radicién de planos,ni tres de ellos a un haz de planas,ni
tampoco tres de ellos sean paralelos a la misma rectaj;pero todas
dstas restricciones ss puddan englobar en sencillas condiciones

anal{ticas,como veremos.

Las coordenadas dsl punto de interseccidn de los planos Hz,Hz,H4
son,cuansdo existe
: b -d
-d a c a 2
| % b, © 2 -9, 2 2 2
- b -d
-4y b, e, a; -dy oy 23 3 3
- b -d
Pa b, Ca T Cal | R 4 N
4 - e — _ —— —
- ‘ 0 | ) / l'- 8 b c
a, b, o | I | a, b, ¢ 2 2 2
b c
aq b3 Cq a4 b3 €3 3 3 3
a4 b4 ca a4 b4 cd a4 b4 c4

Y las coordenadas de este punto han de hacer el pplinomio corres-

pondiente al plano Hl’ no nuloj;es decir



L]

+b

o
xX

1 Yy 1 %1 1

+c,z +d =

-8~

al b1 c1
32 b2 02
a c

3 b3 3
3% P4 C4

L LY

8nilogas expresiones obtenemos para las coordenadas de los puntos

de interseccidn ds los planos H3,H4,H1 3 OHuH H

.
?

H

s H

Con 1o cual las condiciones anél{tlcas,para que los planos Hl'

formen tetraedro,df consiste en que las cuatro expresiones

4 a s % %4 b,
o )
laz b2 c, | ‘a3 b
!33 b3 c3 aa b
aa b4 c4 al b

sean significativas,determinadas y no nulas.

Una vez verificadas las condiciones por las cuales forman un

tetredro los planos Hl’

espacios,determinados por los pianos HI'H2'H3

interseccidén de los planos H

tivamente;son,habida cuenta de condiciones como la

3 3
a3 b3 cs d3
a b
b c d 4 4
24 4 4 4
3y b 5 9
a b c d a3 b3

[1]

’

1°°72 17723 ¢ :
HZ'H3'54:
c d ’a b, ¢ d L c d
1 1 ! 1 171 1 ’1 1 1
2 9 iaz b2 F2 9 rz € 9
c3 93 las by °3 95 3 °3 9
4 dé'}a4 bd C4 d4 %6 ¢ %4 d,
! A
a %4 3 byl ‘az b2 % ;
1 % 3, b9 ° b3 °
Hz,Hstd )las inecuacionaes de los se@l—
,H4 y los puntos ce
2H3H4 ’ HSHAHI ’ HIHIHI ,HleH3 ,respesc—



a1 b1 cl dl

a, b, ¢, d, ' 3, b
agy by oy d R
a, b, ¢, d, 3, b
a1 b1 cl dl

3 b, c, d 2 b

a; by e d3, 1A, b

a, b, c, d,] a3 by

De lo dicho,se obtiene que 1la
tetraedro,viens dada por este

lineales,

representacidn analitica de un

sistema de cuatro inecuaciones

REPRESENTACION ANALITICA OE UN POLIEDRC CONVEXO,EN EL ESFACIO :

CONDICION ANALITICA OE COHVEX

IDAD OE UN POLIEDRO.

Vamos a representar analitic

amente un poliedro del espacio cuando

estd definido por las ecuaciones cartesianas de los planos de

8uUus8 caras,

Definidos m 4+ 1 planos en el espacio,por sus ecuaclones car-
tesianas,respectivas y siendé m > 3 ,y &dada terna de estos
planos 1iealmente independientes

I I =
Hl) a,x+b yte z4&d =0
L =
Hz) a,xtb,ytc,z4d, =0
I &+ s =
H3) 33 x & b3 y ¢ €y z 4 d3 0
nm) a,x+b ytc z+d =0
4 =
Hor1) ey P Py ez b, =0

estos planos,en general,no formardn polisdro convexo,ni siquiera

poliedro.Por ello,y para que el poliedro sea convexo,debe Werificarse

que los puntos de interseccién

HyoHasHypn ooy,

de todesd las ternas ds planos

yacen,con respacto al plano Hl,en el mismo

semiespacio. As{.puas‘eligiendo tres planos distintos arbitrarios,

HI'HJ'Hk ,antre los m planosa H2,H3,...,

Hm%l ,s8gin la condicidn

AL i 2 o
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analitica IJ del parraPo anterior, las (g 1 expresiones (algunas)

d /
1 1 1 1

a b c,
ai bi cl d1 ’ i i i
a b c
J
ak'“ b

a b, e d J J
k

o ! '

J J J ]
[ o4

a b - c d

k k k k k

han de ser significativas y de signe constante,aunque alguna de
ellas pgde ser nula (pensemos,p.e.,en el vértice de una piri-
mide),pero no todas.

Cuamdo se impongan estas condiciones a cada plano de los mtl

dados,nos resultan en total las condiciones siquientes : las

expresiones
a b c d

r r r r

a, b, ¢, d i3 b

i i i i [ 11

st ta b c .

a b c . d : ’

3 By ocy Y i

a b c
a bk C\ dk k k k

son significativas,y para un r dado ,donde r =1,2,.,.,m¢l ,
las n) cantidades correspondientes tienen signo constante y
3/ @S oy MiIlativa ¥
unade 'ellas,al menos,no es nula. La terna de {ndices (i,]J,k) ,
fijado r ,recorre las combinaciones ternarias de la sucesidn
finita 1,..,r-1,r%l,..,m¢l,
Asi que,para que mtl planos dados formen un poliedro convexo,
se requieren (m&l)(g) condiciones.,en genaral,salvo peculiaridades.
Ahora ya,habida cuenta de los resultados establecidos para el
el tetraedro,en el apartallo anterior,la representacidn analitica

del poliedro convexo,cuando se ha verificado que lo es,visene

dada por el sistema de las m+l 1inecuaciones lineales siguientes

r r r r a b c
. . .
r r T
a, b, ¢, d_.
r r r r ,
i ja b c a x¢+b +c z+d ) O
Apn brn Cpm drn 4 r" " ) r y !') h
i
‘a b c .li
. d ‘ ht ol £ty
ar“ !‘l‘l crm l‘“' i

donde r = 1,2,...,m+1 ,y los {ndices r',r",r"'se han elegido para

que haban no nulo el factor constante de la inecuacidn.
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El signo de las expresiones [1-] de esta seccidn,necsesita una
explicacidn s interpretacién mas precisa : Para un valor dado

de r (=1,2,..,mkl ) ,las 'g\ correspondientes pueden ser
significativas o no,seqlin sea distinto de cero o no el deter-
minante del dendminador. Entre las expresiones significativas,
una al menos debe serlojunas paeden ser positivas,atras nulas

y otras negativasj;seqin las ternas de planos,distintos del Hr'
eleqidos entre los planos dados,se corten en un semiespacio,en el
plano Hr ,0 en el otro semiespacio,conirespecto al plano Hr'
Debe haber,naturalmente,al menos,una expresidn significativa

no nula,pued fuera de cada cada del péliedro ha de haber algin
vértice,

.Ahora bien,cuando hay expresiones significativas Elj negativas
y positivas,ss preciso elegiéuno de los dos semiespacios que
determina el plano Hr ,puds‘entonces,ademés de vértices fuera
del planc Hr' tambien hay puntos-interseccidén de caras prolon-
gadas, Consideremos,por ejemplo,una pirdmide cortada por un
plano paralelo a la bass,el cual determina una pirdmide menor

y- un tronco de pirimide.

Cuando hay expresiones #significativas [1] positivas y negativas,
se presenta la posibilidad doble de eleccidn de semiespacio,lo
cual significa que un poliedro convexo no est3 determinado,en

general,por los planos de sus caras,como hemos aducidec mis arriba,

REPRESENTACION ANALITICA DE UN POLIEDRO CONVEXO EN EL ESPACIOQ

EUCLIDEO n-DIMENSIONAL : CRITERIO ANALITICO DE CONVEXIOAD OE

UN POLIEDRO_ DEL ESPACIO n-DIMENSIONAL.

El procedimiento analf{tico,de representacidén de un poliedro
convexo,se puede transladar al espacio euclideo n-dimensional,
con tal de que hagamos una exposicidén puramente algébrica.

A tal fin,consideremos m: 1 hiperplanos,donde m 3> n , del
espaclio euclideo Rn definidos por sus ecuaciones lineales ; vy

siendo cada m de dichos hiperplanos,linealmente independientes
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. ) !
Hl) 2, % + 8, %, + a5 Xy R 0 *n + bl = 0

HZ) 5 % + a,, X, + 8,5 Xg S 2% *n + b, =0

H3)J031 ) + ag, %, + LT : PR 5 ag. X, + b3 =0

. \ - -
Hm),vamI g + an % + a3 X3 L R 3 an *n 3 bm =0

+ a +..¥ a = 0.

Hor1) merfs ¥ 2m1,2%2 F 2w, 353 a1, n*n ¥ Bty

Hallemos la interseccidn de los n hiperplanas Hé,H3,...,Hn,HnL1
por resolucién del sistema de sus ecuacliones,en donds vamos a
utilizar los determinantes de la forma siquiente

11 12 13 1n
%21 %22 %23 %
D(AI,AZ,A3,..,An) = a 2, Bgq eee A5
anl anz ﬂn3 cee ann
1 %2 %13t %, By
1 %2 %3 ccc 1, Y
D(A7,AS e RZA ) = oy e ag . ey by
2m 82 83 %mn bn
alib 1 am{! 2 :«)3 e ?ul D b“""l

de orden m , y orden (ntl), respectivamente.La solucidn del sistema

a, x1 4 2,5, x2 4 a5 x3 + ... ¢ LI L + b2 = 0

a xl + a32 x2 + 333 x3 + ... F a3n xn ¥ b3 = 0 [1]
LIS + a 2% + a 5 Xq ... 4 an *n + bn = 0
x, + a x, + a X. % oo b a +b = 0
‘:ﬂ'l L ap2 2 w3 3 me " nt1

é&,cuando existe



. o, (-8) o 0,(-8) o g ) b
(e T .

LACPYLETRETLINGS O(A s Ryreesf 1)
|

donde 01(—9) , 02( -8 ) ,05 -8B ) ,..., o, (-8 )

designan,respactivamente,los determinandftes que resultan de subs—
tituir,en el determinanﬁtaoégligy”ggtglcientes dal sistema !lj,la
18 columna por la columma do los opuestos de los terminos inde-
pendientes del sistema nombrado,la 28 columna,la 32 cobdimna,...,
la n8 columna,por dicha columna -8.

Ahora substituimos ,las coordenadas de este punto,sn el poli-

nomio de la ecuacidn cortespondiente al hiperplano Hl

L =
all x1 + 3, %, 1 3 3,3 X5 L S A *n + b1

= Lbl B(AyAgyeep () =2 0 (8B)+a,0(8)-a,0(8)+

AL
... ¥+ (1) 01( 8 )] ' D(AZ,AS,..,An+1) =
D(A;;I,Ai,ﬂi,..,A;) D(Ai,Az,..,R ,A;Ll
——————————————————— ? (1) et o2,
D(Az,AJ,..,An;l) D(Az,ns,..,nn;l)

€El.signo de este nimero,cuaado no es nulo,nos detarmina un
semiespacio,mediente el hiperplano Hl y 8l punto de interseccidn
de los hipsrplanos HZ’HJ""'Hn&I'

Anidlogamente,la posfcidn de las intersecciones de los sistamas
posibles de n hiperplanos distintos entre s{ y del hipaerplano
Hl,elegldas entre los mtl dadog respecto al hipsrplano “1'

se reconoce por el signo de las (:) expresiones
1'%y ) [ 1

n 2 ntl
con T RN

éatas pueden ser significativas o no,y lo son cuando el determi-
. nante del denominador no es nuloj;las expresiones significativas
pueden ser nulas o no,pero se requiera una expresién no nula, ‘

al menos,para que con sl hiperplano H1 y un punto exterior al ,
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mismo,se pueda definir un semiespacio donde haya puntos (vértices3,
uno al menos,del&& poliedro convexo definido por los hipscplanos
dados inicialmente.

Si en la sucesidn Pinita 521 hubiera ndmeros pésitivos y nega-

tivos,tenemos una posibilidad doble,en cuanto a la eleccién del

semiespacio corraspondiente,definido por el hiperplano H, y un

1
véstice exterior y,por tabto,del poliedro convexo.por definir.

Una vez hayamos verificado que alqguna de las expresiones(ﬁ] es
significative y no nulajy,efectuada la eleccidén mencionada,al se-

miespacio definido por el hiperplano H, y un vértice exterior

1
al miamo,tiene por inecuacidn lineal
rd 4 L4 s
o(nl,Aiz,....,Ai Ay )

1.
)" n___ntl (allx1 Fax, koo boa) xo + bl) >0
D(Ai N A )

’
2 i3"" 1n4-1

para una sola eleccidn de los indices 12,13,...,1 L1 ,posible entre
las que den signo constante a las expresiones significativas LZJ

De manera completamente analoga,podemos determinar las condiciones
con respecto al hiperplano H (i =1,2,...,m,m¢l), algdn

) i
sistema de n hiperplanos,elgidos entre los

para que

Hl’”?""’“m'“m%l ’
distintos del Hi,se corten en el exterior de éste.Para ello han

de considerarse las f:\ expresiones
o(Ai,A1 ’...’AlnLl)
-1)" : K]
D(Ai,Ai RTLN )
T3 nkl

para cada 1 ,si son significativas o no, si hay alquna no nula,
y: entre las no nulas subclasificarlas por el signojeligiendo
despues,entre dos gddihEdd posibilidades de signopna expresiénij]
no nula, Ell0 nos lleva,verificadas primero las condiciones de
existenéfa,a la determinacién (entre dos posibles elecciones) del
semiespacio de 15ecuac£6n limeal

D(Ai,Aiz,...,A' JAT

. )

o e

-1)" -2
D (A A ceeyh
( j. ’ 13’ ’ 1'_‘!_1)

L 1 1
(g ¥ ayx, & eee bay X H b)) D
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Oe lo dicho,se infiere que ham de verificarse (m&l)(;:) con-

diciones angliticas,a lo mis,para asequrar que los m & 1 hiper
planos dados definan un poliaedro convexo.

Una- vez verificada la condicién de convexidad de wn poliedro,
cabernr dos elecciones posibles delterminacién de semiespaeio,a lo
més,por cada semiplano.

Em situaciones extremas,aun cumplidas las condiciones de conve-
xidad,pueda ocurrir que la interseccidn de Ios mil semiespacios
seleccionados correctamente,sea vacia,Erm tales cipcunstancias, y
para svitar excepclones Incomoqas de lenguaje,meramente,diremos
que se %tratia del Poliedro convexa vacio.

La representacidn analftica del poliedro convexo (sabido ya
que lo es) viene dada,pues,por el sistema de m % 1 {;ecuaciones
lineales

DOA; , 8] 4o s ] LA )

n I
(-r) . (ailxl +a %, .04 ainxm»'bil

12
A ]

> o

f = 1,2,.e.p,mmild

donde el factor constante,para cada inscuacién,del primer miembro,
es,naturamente,no Rulo.

Cuando se quiera incluir el contorno o frontera del poliedro
convexo,em la representacidn analitica,debemos imponer el doble

signo >, en todas las inacuaciones.

A e Y L O
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DETERMINACION DE UN PUNTO EN EL ESPACIO DE HILBERT SEPARABLE
poR INTERSECCION DE UNA SUCESION DE HIPERPLANDOS DE VECTORES
DIRECCIONALES,DENSA_EN EL ESPACIO.

Para poder datarmingr un punto,en el espacio euclideo de
finitas dimensiones,por interseccidn de hipsrplanos,se requie-
re un nimero de ellos igual a la Jimensién del aespacio.

En el esppcio de Hlbergeggparable,ﬂ,para hecer una determina-
cidn similar de un punto por interseccidn de hiperplanos,se
neceslta,atsnié%dose a la naturalsza especial de dicho espacio,
una distribucién apropiadad de los hiperplanos. Mis precisa-
mente ¢ Para determinar,de hecho,un punto por interseccidn de
hiperplanos en sl espacio de Hilbert separable,H,se requiers

una sucesidn de hiperplanos {H { tales que en sus ecuaciones

n?
respectivas,escritas en forma de producto escalar

(Yle) =\(l ’ (stY) "-'.(2 ’ (Y3’Y) =\(3 peeey (Yn')') =V‘."n se0e

la sucesidn de vectores direccionales l yni constituya wun
conjunto denso en el espacio da Hilbert separable H ,mientras
que la sucesién numérica {‘(ﬂi sea un elemento del espacio de
Hilbert &v;es decir,que la sucesidn dé lugar a una serie de
cuadrados convergente.,
, Eeales
Como es sabido,todos los espacios de Hilbert separables son
3

isomorfos e isométricos al ‘espacio de Hilbert concreto i de

las sucesiones numéricas reales,cyyas series de cuadrados son

convergentes,

Volviendo a la interseccién de los hiperplanos del espacio de
Hilbert,si en particular la sucesidn de vectores direccionalaes
l ”n% constituye una base ortonormal del espacio de Hilbert
separable,H,y manteniendo la condicidén impuesta a la sucesién
numérica {‘{ﬁi de ser un elemento del espacio de Hilbert 4',
en este caso particular,la sucesidn de hiperplanos

(ypr¥) =Yy s Vpey) = G 0 (gey) =5 seeer (yuy) =Y heee
define un sdlo 2&k4 vector y ,en el espacio de Hilbert H ,
cuyo desarrollo de Fourier,en la base ortonormal :yn %,vlena
dado por la serls

el
Yy =}_ Yn ¥n )

LL]
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puesto que la aucasién‘iY;g es de cuadrado sumable,es decir
S e
n=1
lo cual estid justificado em virtud de un teorema de Riesz-Fischer
. (Functional Analysis in Normed Spaces.Kantorovich.Cap.II,Hilbert
Space.)
En la si#uaclén m3s general,donde la sucesidn de vectores dirsc-
cionales iyni yde la sucesidn dada de hiperplanos,no constituye
méds que un conjunto denso en sl espacio de Hilbert separable H,
podemos limitarnos,sin pérdida de genralidad,por ello,a una
sucesidn de vectores.i yn} linealmente independientes,porque
si no lo fueran,podriamos extraesr de dicha sucesién una sucesidn
linealmente independiente y que mantiene el caracter denso,respecto
a todo el espacio H.
La shfuiente stapa va a ser reducir el caso general planteado
al particular,ya resuslto.De modo que Al sistema numerable Lyng
y denso de vectores linealmente indspendientes,vamos a aplicarle
el proceso de Ortonormalizacidn,para obtener una base ortonormal
txng del espacio de Hllbift H., Con lo cual las ecuaciones da
la sucesidn de hiperplanos son ahora,las siguientes ‘ .
(>\|1 Xy x) =Y1 ,(\: ) «l-)\i Xy x) =‘_(2 ’ ()\: Xy !->\:; X, + /\g ’.‘3”‘)

=Y3 soeey (/\; xll-r\; x2+...l-/\: xn,x)'=‘(n yooe [.2]

donde los )\i son las componentes del vector Y, en la base
or#onormal {mxn%,por eldo,se tiene

)\g = (yn.xk)" k=1,2,...,n. n=1,2,3,...
Ademids,como muestran estas relaciones)el vector Y esta conte-
nido en el subespacio finito-dimensional L(xl,xz,...,xn)' gsne—
rado por los n primeros vectores de la base ortonormal anz .
La expresidn explfcita de la base ortonormal lxna ,obtenifda
por ortonormalizacién de la sucesién‘l’yn1 de vectores linealmente

)

" independientes,estd dada por las ecgclones conocidas



P Opeyy) Orpeyy) eoe ey, ) 9y

(vpeyy) (ygeyy) eee vy 1) Y, o
(73!71) (Yspyz) coe (VSOYn_l) Y3 ’v¢n &n—l y P =1,2,...

IR ERRE R R RN RN RN N Y

(Yaryy) (geyy) eee (yoy ) v,

donde los A n %on los determinantes de Gram,no nulos para los

sistemas linealmente indapendientes de vectores,as{ pues

(vyovy) (rpoyy) eee (Ypy)

A= Ugeyy) (re®)) eee byguy ) | 0 )

[}
=

®06cccevevsecccsccne

(Yn'yl) (anY2) cee (Yntyn)

Como los nimeros >\: » Kk =1,2,..,n 3 n=1,2,3,...

son esenciales en la determinacidn del punto del espacio de Hilbedt,
por interseccidn de una sucesidén de hiperplanos,sn las condicio-
das,da dicho espacio,vamos a determinar expl{ciSamente los valo-

res de estos ndmeros. .

Los ndmeros x: de haﬁpafinido antes como las componentes de los
vectores iyhi en la base {xnﬁ obtenida por ortonormalizacidn de

la sucesidn de vectores linealmente independientes { yn{ y densa
en el espacio de Hilbert.

Por ello,las expresiones de los vectores Y, S%on

1
1 “x1 x

\2 2
Y, = Al x, + Xz x,

3 3 N3
Xy 4-.\2 X, 4-,\3 X

oo s cecoropsereroccoe

v, =AD x #ND x, B N] X bl EATx s n=1,2,3,..

Asf{,pues se obtiene

e ——

A= pery) = QTV"'§'7 vy ) = ey

e s e e
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(y,»y,) (v,sy,) y
>\i = (xl’yg) R ’ l\g = (x2"y2) = :»c-l—- 2 ¢ ¥y =
(yyryy) w d, A )

(Y,sY,) (vys7,)
1N 1’72

oy

*

Oe modo general,se tiene

‘(Ylvyly (YI’Y2) soe (Ylka_l) yl
(ygey))  (rgeyy) wee (ypuy ) vy
(ygevy)  (rgevy) eee lygoy, )

e eesosnensecsnsscscsence

» (reo¥y)  (oyy) eoe oy, 1) Y
)\ : = (xk, yrk—_ S U, — — ——e oy

.

(vyeyy)  (ypoyy) oo (ypey ) (ygoy))
(Fy0yy)  (vgeyy) eoe (yyny ) (ygey)

(vgoyy)  (yge7y) coe (ygey, ) (vgoy)

Seceseervrv0cssss bR IPIRICOIS

UyerYy)  Opovg) woe dyoy ) (nay,)

e
x
]

1,2,..,n.

| _\J:Zxﬁ.lxk‘i

Una vez que hemos determinado los nimeros x: ,las scuaclones)lzj
de la sucesién de hiperplanos dados tiene,con Fg:ggcto a la base

)
ortonormal {xng del espacio de Hilbert H,laf acaaclensasé



Xi (Xl,X)

A2 (x0x) £ A2 (x,,%)

sesevesvescesseccsseBens

x; (*I.X) 4'\; (Xz.x) +\g (xs,x) + ... +>\: (xn,x) 'd

n=1,2,3,... ’

AT g £ 0] 0px) B AT (xgux)

1] [}
=< —
N -

]
—

sistema de. n ecuaciones lineales en las n incognitas (xl,x) ’

(xz.x) ’ Xx3,x),...., (xn,x)
\f )i

1

: 1 \2
>\i N2 ' \1 >‘2 = (xyx) 3
2

N

._;-J ) T
>\| }\2\5 e >\n

cuyas soluciones son

] ,\l, VIR

(sz) - 3 N

= U()U x) ;M= 1,33,

Con el procedimisnto expussto,hemos determinado una sucesidn

numérica IinfPinita (xn,x) 10 cual no quiere decir que hay amos

determinado un punto del espacio de Hilbert H,ya para ello se

rrequiers que se cumplan condiciones adicionales.Mis concretamente,

la condicidn precisa,para que la sucesién de hiperplanos dados,
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defina un solo punto del espacio de Hibert H,por inteseccidn
de dichos hiperplanos,la sucesidn infinita (xnw x) ha Aff da
tener la serie de cuadrados convargente. De modo geu se ha de

verificar
2 2, . 2 2 .
(xl,x) + (xz,x). + (xs,x) ... ¢ (xn,x) ¥ ..o +20.

Os modo mis explf{cito,podemos expresar la candicién de punto dnico

de interseccidn,de los semiplanas dados,de?a manera siquients

3
\
;

IR W\ Y + o H]
NN N A

Observemos,antes de continuer,que no se presentan excepciones
en cuaﬁto a la existencia de los términos de esta serie,pues
los fPactores presentes en los denominadores jamés se anulan.En
efecto,como los valores de los X: se pueden hallar de las
expresiones gensrales,ya WAYXA calculadas,de los;X: ,cusnado k = n,

en este cado particular,se tiene Pinalmente

A

N I

| 517&74

sisndo todos los A" no nulos,porque son los determinantes de

Gram referidos a-istemas de vactores linsalmente independientes,
Una vez que se ha verificado la condiciénpha la determinacidén
del punto de interseccidén de la sucesidn de hiperplanos dados,las

componentes de dicho punto,sabre la base ortonormal ‘xn‘ s80N

los ndmeros calculados (x yX),en la resolucidén del sistema de
n
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ecuaclones lineales [3]. ¥ por tanto,el desarroldo en serie de

-Fourfier del punto x de interseccién de la sucesién de hiperpla-
nos dados,en el espacio de Hilbert H Yy pertaeneciente a este mis-
mo espacio(y no un elemento ajeno al mismo,como podfa ser una

mera sucesidén numérica,si no se cumple la condicién Ld] de existencia)
es,pues

X
RN RN \’( "
=1 >‘| /\:z \i’» B

€1l andlisis de la condicidn rd:] del punto Onico de interseccidn

de la sucesidn de hiperplanos,en las condiciones impuestas,se

puede HESAYYELLAL desarrollar adn mis.

En primer lugar,consideremos dos particularidades. Cuando la base

{ yni sea ya ortonormal,entonces no se necaesita el proceso de

i

D}tonormalizaclﬁn para llegar a la base ﬂxn},pues—to que y = xn ,

n=1,2,3,... y,por tanto,tamblen se verifica

%:=1 )\:=o , k€n 3 n=1,2,3,...
de aquf que

e

L o o - X

Kl"’ ’l'\:—) = O O ll, L \( - \( 1

s e
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como erq natural esperar y sirve de comprobacién de las expre-
siones obtenidas,para la sucesidn (xn,x) ,en funcién de la su-
cesidn {yn< densa y linealmente independiente,dada inicialmente.
Otra de las condiciones supuesta era,recordémosla,que le sucesidén

numérlcaif{ns tenia su serie de cuadrados convergente

= Y-Z
:Z: \(ﬁ <+ CX))
wzd !
pero puede ser,en particular,esta sucesifén la sucesidn de ceros {0}
la cual evidentemente tiene serie de cuqdrados sumable,pues es
el punto origen del espacio de Hilbert t 2. Y  en dicho caso par-

ticular se verifica

N

)\1 o O e 0
N2 2

1 )\2 0 ... .0

)xi’ )xi )\g ee. D

“®ecececccsvocee

N ) .o 0
).n )|n )n .
1 2 3
(xn'x) = e e e s ¢ emeen i o r e e o m =0 y N = 1,2,3'..'
‘> 1 2 3 N
,\1 /\\2 )\3 cee )\"

con lo cual el elemento x viene dado por su desarrollo en seris

de Fourier,sn el espacio de Hilbert H
~O o
x=2(xn,x)xn=20xn=0,
M4 n=4

que es el punto origen del espacio de Hilbert H.

Finalmente,advertimos que la condiébén de existencia de punte

dnico de interseccién ,de la sucesidén de hiplerplanos del espacio
n

constituye una efectiwa generalizacidén la relacién Ea] ,COM0 ya

de Hilbert H,en lo que a la sucesidn numérica {Y ( se reflers, .

hemos justificado,de la condicidén de que la serie de cuadrados de

i{ng sea symable.
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@, DETERMINACION DE_UN _POLIEDRO CONVEXO EN EL ESPACIO DE HILBERT
SEPARABLE ¥ CRITERIO DE CONVEXIDAD DE UN POLIEDRO DEY ESTE
ESPACIO # £ INECUACIONES DEL PODIEDRO.

Vamos a proceder ahora a la representacidén de un poliedra del
espacio de Hilert separabls H, Para ello consideremos un conjunto
) X
infinito E-H'A , 1& I ; de hiperplanos del espacio en cuestidn.
Siendo el cardinal del conjunto I tal gue

bl > s .

Y supongamos que las ecuaciones respectivas del conjunto de hiper-

planos dados 3B44A 84488 AAR ABMA sean

(Yit")‘ =\.(1 P15 H
2
Seccionamos del conjunto infinito de hiperplanos las sucesiones

infinitas de los mismos | Hné ycuyas ecuaclones

(ex) =Y, 4 n=1,2,3,...

3
sean tales que la sucesidén de vectores direccionales ynﬂ sea

linealmente independiente y densa en el espacio.Ademis la sucesidn

) .
numérica}f{n\ ha de cumplir la condicién()4: de la seccidn anterior)

para que la sucesién de hiperplanos determine un punto Gnico de

interseccién.

€l conjunto de hiperplanos iH1{ , 1& 1 , desde luego,se le supone

capazx de tales selecciones. H

Con las hipotesis admitidas;aislamos un hiperplano vh kdel con-
junto dado de los hiperplanos {_Hig y 1 I ;es decir tomamos

un {ndice fijo k € I para el correspondiente hipsrplano. Y a

continuacién eleqimos sucesiones de hiperplanos tHn{ del con-

junto i Hii s 1= 1, 1 #k ; con las condiciones impuestas. Dater-

minamos el punto de lntersecciénxda la sucesidén de hiperplanos

1Hn{,segﬁn sabemos; y ahora examinamos la posidn relativa del

punto x con respecto al hiperplano Hk ,10 cual se logra mediante

el signo del Puncional limeal (yk.vo en el punto x.
El nimero (yk,x)"pbeda sar nulo,positivo o pegativo.En los dos
Gltimos casos sl punto &8 x es exterior al hiperplano Hk ,8n el

: hpor
primero el punto yace en el'biano,

rr—————— e ek

————
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Oe las Gltimas consideracionss hefchas podemos deducir el
criterio de convexidad de un poliedro,en el espacio de Hilert,
del siquiente modo :

Fijado un: hiperplano Hk del conjunto de hiperplaneas da&os,
determinemas el punta de intseseccidn x da cada una de las

sucesiones admisibles |H } del conjunto {uig L, 1= 1,1 Ak

As{ se construfge un conjunto ix} de puntos del espacioc. La po-

sicidn relativa,con respecto al hipserplano Hk .88 averiqua por

el signo de (yk,x) —‘(L ,de cada punto x del conjunto {xi

Por tanto,para que se puede definir un poliedro convexa,mediante

el conjunto inicial de hiperplanos,se requiere qus uno,al menos
de los némeros reales

(v, %) _K(k y  x& {x]
no sea nulo. Entre estos nimeros no nulos,puede haberlos de dis-
tinto signo.Lo cual nos permite una doble eleccién de semiespacio,
determinado por el hiperplane Hk y: uno de los puntos X, tales

que

“

(Yk'xk) -(k # o , xk‘:tx;;
Una vez que se verifique esta condicién,asBgnamos al hiperplano Hk

uno de tales puntos x,  j;as{ podemos determinar el semiespacio

k

de borde Hk y que contiene el punto exterior X, a este

hiperplano,por la inecuacidn

[:(yk.xk) -\{:J [(yk.y) - (—,5] > o.

S1 ashora,para cada hiperplano Hk (k< 1) podemas encontrar

x que sea exterior a dicho hiperplanoc e interseccidn
k alwminble ,

de una sucesion de hiperplancos ‘Hn\ ,distintios del Hk yyenal

[}

un punto

conjunto Lle (1 € 1) ;10 cual se reconode por las condiciones
. » ¢ [ —
(’k"‘[«)' Y O = () w, ["ni — {,Hig
m.<:§° n LY cel

que son las de convexidad del poliedro definido por el conjunto

de hiperplanos [t (12 1).
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Cuando se haya verificado que se puede definir un poliedro
convexo,por el conjunto de hiperplanos dados {HI{ y 1 =1, por
aplicacién del criterio de convexidad astablecido,se aBZAdLA ob-
tiene una representacidn del mismo mediante un sistema de ine-
cuaciones.

Para que sea posible una tal representacidén se requisre,como
no

hemos visto,que los funcionales,lineales, salvo Y; =0

(yk, y) -‘.(k

no se anulen para un punto X »al menos, de la interseccidn de

una sucesidn admisible de hiperplanos JHn; distintos del hiper-
3y

et

plana Hk y elegidos del conjunto 1n1c151 de hiperplanos {rH

Dichaos funcionales lineales pueden,tambien a veces,asumir valores
reales positivos y negativos,en los puntos seffalados X En

este caso,se puede slegir uno u otro de los dos semiespacios que
dafine el hiperplano Hk,para determinar el poliedro convexo. Por
eso,el poliedro convexo no estid definida,en general,por los hiper-
planos Hk (k= I) ,9ino que para cada uno de dichoshiperplanos
hay una posibilidad &44A doble (a veces),de elsccién de semisspacio
por 41 y uno de los puntos X\ definido. ’

Da lo expuesto 3e infiere que ,verificade el criterio de convexidad
del poliedro por definir,si a cada hiperplano Hk (k = 1) de
ecuacidn

(v ry) -‘(k = 0
le asignamos uno de los puntos X yinterseccidn de una sucesiédn
admisible de hiperplanos del conjunto total de hiperplanos dados y

distintos del Hh 3 vy tal que verifique

! (reox) =Y, # 0
sa puede represantar el poliedro convexo,ya determinado,mediante

las elecdones hechas,por el siguimeate sistema de inecuaciones

[_(yk'xh) "‘(khl E(Ykn)') "\(k-ﬂf >0 , k1 ‘

- —

Y
estrictamente hablando,representa los puntos interiores del podledro

)
£l conjunto de puntos ;y r que verifica este sistema de inecuaciones,

convexojpero si deseamos incluir en la representacidn los punbos

Il
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de su comtorno,es decir,los puntos de las caras del poliedro,entonce
la representacién del polisdro,cantorno incluido,viens dada por

el sistema de inecuaciones siguiantes

(kaxk)‘ - :\(kJ "L (Y'k'x')-‘ - \(k >/ 0 ’ k

—

(h
Y

LOS ORTOEOROS EN EL ESPACIO DE HILBERT GENERAL : DETERMINACION
Y REPRESENTACION.

Vamos a daefinir y representar mediante inecuaciones funcionalas
las figuras,que como weremos,se podrian denominar "ortoedros"™ del
espacio de Hilbert.

Para ello,las basss ortonormales utilizadas en esta discusidén
son sistemas maximales linealmente independientes de vectorss
ortonormales.

La existencia de base ortonormal,en un espacio de Hilbert infinito-
—-dimensional cualquiera,se demuestra por aplicacidn del principio
extremal de los conjuntos parcialmente ordenados,en forma conjun-
tista, En efecto,sea un espacio de Hilbert cualquiera H , de in-
finitas dimensiones. €n primer lugar,existen en 4l sistemas lineal-
mente independientes de vectores ortogonales,porque se pueden orto-
gonalizar las sucesiones,finitas o infinitas,de vectores linealmen-
te independientes.

Consideremos el sistema de todos los conjuntos ortogonalss y de
vectores no nulos del espacio; y ardénense por inclusién. Elegido
un sistema parcial del general,que esté ordenado totalmente por
inclusién,la reunién de todos los conjuntos de dicho subsistema es,
desde Yuego,un conjunto de vectores ortogonales w adamis constituye
una cota superior del subsistema eslegido,con respecto a la inclu-
sidén conjuntista, Por tanto,existe un conjunto maximal de vectores
(no nulos) ortogongles y linealments independientes,sl cual g¢s la
base ortogonal qua buscabamos. Y ahora se normalizan los vectores

de esta base,dividiédndolos por sus respectivas normas y se consigue

‘una basd ortonormal del espacio.
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Los hiperplanos de un espacio de Hilbert gensral H ,se pusden

definir mediante el producto escalap,en la forma
("k'x)\' = \(k

donde X, @s un vector determinado del espacio y

tante real,

‘(k una cons-—
Ademis,an un espacio de Hilbart general H ,todo funcional lineal
P(x) (y cont{noo) admite la expresidn (xk,x) ,para un vector de-
terminado y Gnico L ,88g0n el teorema de Fréchet-Riesz.

Veamos que un sistema de hiperplanos del espacio de Hilbert ganeral

H, en cliertas condiciones, determina un dnico punto de interseccidn.

Sea el sistema de hiperplanos {H1§ v, £ 1 , de ecuaciones
(xiix» = \‘/1 ’ 1 =1

en donde el conjunto de vectores direccionales [x1§ de los hiper-
planos,constituye una bass ortonormal del espacio,y la sucescidn
numérica real,trans?inita,i‘(i% (1 £ 1), contine un conjunto
numerable,a lo mis,de valores no nulos.

En estas condiciones,las ecuaciones de los hiperplanos significan

que la componente del vector x ,sobre cada vector xy (1 = 1)

de la base ortonormal , es \{;. Por tanto,el dnico punto comin
al sistema dado de hiperplanos,es el punto x cuya expresidn en

la base ortonormal considerada es,pues

\
= > ¢
x = // (1 Xi .

iz1
Para definir un "ortoedro™ en el espacio de Hilbert general H ,
y ) -
tomamos un conjunto de hiperplanos iHlx » 1 = R ; donde sl

eardinal IAI no es manor que la dimensidn del espacio H
|| > dim (n) .

90 eligen despues,los subconjuntos {H1§ o 1 & I , del sistema
total de hiperplanos dados ( I C A ), tales que sus vectorss

‘direccionales {xi% , de las ecuaciones de squéllos
(x,ox) = Yi , 1 &1

constituyen upa base ortonormal del espacio y la sucaesidn transfinita
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{ Y} } » 1 = I , de nimeros reales consta de solo ceros,salvo um

con junte numerable (a lo mis).

Se determina el punto x de interseccidn de estos hiperplanos y

se localiza su posicién respecto a cada hiperplano restante del sis-
tema total {"ji§ ’ Jigf"h - I .Cosa que ya sabemos efsctuar,mediante

el signo del funcional correspondiente a la acuacién del hiperplano

H‘.J. :
Si con respscto a cada hiperplano Hk (k £AR) podemos determinar

un punto X, sexterior a aquél,de interseccién de un sistema de

hiperplanos {N1§ s 1 21 , 1 £k ; cuyos vactores direccionales

Y] ”l% i1 >1) formen una base ortonormal del espacio j;el poliedro
k -
convexo,as{ definido,es plausible llamarlo "ortoedro®™ y viena dado

por slstama‘ds inecuaciones (con la notacidn usada)

[(y'k.xk)"’- \(k] l:(v'k.y)- Yk] > e , k

10. DETERMINACION DEL PUNTO DE INTERSECCION DE UN SISTEMA DE HIPERPLANOS,
EN EL ESPACIO DE HILBERT GENERAL; CUYOS VECTORES DIRECCIONALES
FORMAN UNA BASE ALGEBRICA DEL ESPACIO.

M
>

Sea un sistema de hiperplanos iHik e 1 = I ;3 del espaclo de Hilbert

general y real H , de ecuaciones
(2,,x) = \(1 y L =1
tales que el conjunto de sus vectores direccionales '{813 y 1 &1

forma una base algédbrica del espacio,por tanto el cardinal del con-
Junto I de {ndices, infinito no mumerable,coincide con la dimen—

sién algébrica del espacio H . Es decir

| 1] = dim. alg. (#) = dim (H)™°
Como el ndmero de companentes de nulas de todo vector x & H ,
an la base algébrica {aig , 1 & I, es Pinité,dicho vector «x

se puede expresar del modo
= ¢ & ‘s ‘r;
x = ek ek tgagdb b S8
siando las componentes,no necesarlamente nulas,las que correspenden

a los vectores a ’..1 ,'a1 voeeo v By de la base akgébrica .

4 2 3 n
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tai% » aunque para facilitar la notacidn,sin perder la generalidad,

hemos expresado mis simplemente

3 r 3,y 85, ooy 3.

Para resalver el sistema de ecuaciones

\!

. - N
(ai'x)'t:\(i y L 1, Il':dim(H)"ov

cuyo nimero coincide con la dimensidn algébrica del espacio H ,

las referimos a la basa algébrica "a (i £ 1) ; de donde

A
1 .ﬁ\
= p o p - =
(ai,x)' (ai,al) ) + (ai,az) 5, + (ai,as) g e ¥ (ai,an) g iy
i = 1,
Si la solucién x de este sistema,cuando la haya,tiens las com-

ca
ponenftes no nesariamente nulas en los vectores 3198,080y 00058,

n
la condicidn necesaria para que el sistema tenga solucidn es
[ . ! ( ".: = \ - -
a5 + a5 o ¥ 35 3 I 3. ¥n (2 (1 - 1),
siendo aij = (ai,aﬁ) » 1 , ¥ = ¥ ; por tanto,las n incdg-
tas fr r S0 3f3 y see o , se pueden determinar con sélo

1 de las ecuaciones de este sistema de infinitas ecuaciones linea-
les,ds cardinal transfinito y no numerable.
Sirven como ecuaciones,por ejemplo,las correspondientes a los mis-

mos {ndices 11,12,13,...,1n que los vectores a, ,80bre los

cuales?as componentes del punto x no son nulas (con certeza) :

! 0 = \/

ayp 51 b oy, b oag g ek oa = {1
vy L v/ 5 = N
ay G1 F Ay v b 3y g ke b oA, (2
‘f‘ ‘,: -t,' ‘," = N ’1 )
agy) S1 Y o83y g b gy oty b oeee ka5, 0, {3 | J
L e S T A N S S A

anl RS n2 2 n3 -3 nn n i
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La primera condicién necesaria para que este sistema de n ecua-
clones em o 1incégnitas tenga solucidm dGnica as que el determi-

nante de sus coaeficientes D sea no nulo

n *12 %13 %in
%21 %22 %23 °° %2p

D = 341 83y 8y ees By £ 0 , ljZ:
2n1 2 a3 %nn

pero aunque tambien esta condicién es sufficiente para la existencia
de solucidn dnica del sistema [1] de n ecuacionss lineales con n
incégnitas ;no es,por supuesto,candicidn precisa para que el sis-
tema lineal de las infinitas ecuaciones lineales,dadas inicdelmente,
(1 = 1), tenga soluciém lnica. Es decir,que los infinitos hiper-
planos

(a,,x) = \(1 (1 < 1)

se corten en un punto. idnico.

Condiciones necesarias son,todavfa,las que resultan de la verifi-
cacién de las ecuaciones restantes por la solucipn Gnica de las n
ecuaciones elegidas,

En primer lugar,la condicién de solucidn dnica del sistema [1 } de
las n ecuaciones lineales,en n incdégnitas es

D A o0 ,
cuya interpretacign geométrica consiste en que :

El sistema de vectores 8) 9 3y 4 By g ey a, es linealmente
independisnte,como subsistema de la base algébrica { alg P SRNCIR S

al ser O el determinante de Gram de aquellos n vectores.
Cumplida ya esta condicidn,la solucidn del sistema de n ecuaclones

en n Incdgnitas,estd dada por la Regla de Cramer

S = D0.1:D ¥ = 0,10 , ..., =0 10D

51”01'0'2 2 r o3 3 n n

donde las determinantes 01,02,03,..., 0" tienen el significado
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usual para la Reqgla de Cramar.
Pero para que el sistema lineal de las infinitas ecuacliones

3y "1 F A it Ay gy bk A o= (12T

tenga solucidn y dnica,han de verificarse,entre los coeficientes

del sistama (F=1,2,0ee,n) , 1 = 1 - ﬂ1.2.3,...,n oy

81]‘

los términos independientes i - I - 1,2,3,...,n  ,

‘/1 1 -

las condiciones restrictivas siquientes

3y 1 Y %y T b 3y g b ek 5y

)

i - I = 1,2,3,cc.,n -

donde los ndmeros g v +++» constituyen la

>'1' ‘21
solucidn del sistema finita de ecuaciones lineales 1 .

As{ pues,para la compatibilidad del sistema de infPinitas scuaciones

lineales,se requisra que las constantes reales iy sgan precisa-

mente
}1 = LI D1 ¥ a, D2 + a4 D3 S a . Dn Y ¢+ 0 ;4 - 1-1,
- 2,..,n)
De donde se deducse
. t ' ’ '
1 %12 %13 °cc %1 | |‘11 ‘90 %13 °° ° %1n
- - {
'z %22 P23 e a2n-| (%21 ‘2 %23 °ct P
. s - i +
s 3 %az P33 ctt Pan ’ + °12’ ®31 '3 %az *cc 3n
|
L emeeeeeseeseees ) f Ceteeeetenraeanne |
(. ese l
n n?2 n3 nn : anl “n an3 See ann
i | a a a W \
81 ™2 "1 ot %10 ) e8! 12 %130 N |
a T !
|

b’zx 82 2ttt %24 | ' 2 22 223
lagy 83y vy ocee A3y R oeee b 3,035 35, 333 0 g

eesevr 0000 scscsos

a1 %n2 n " an | 201 82 %3 °°° 'n

B R
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(1] .11 312 .il oo aln
't i %12 )13 ' *1n
‘2 21 822 823 . %2
. - i
‘3 83 2y 833 .- 84,
]
L2 B B BRI B BE B BU B BN B RY NP N N R R N R R I N RN )
{n %n1 *n2 ®a3 °°* %mn *

Por ello las condiciones necesarias,y también suficientes,para
que el sistema de hiperplanos

: ) ~ N
(ai,x) = \‘f y L 21, 1! = dim (W)™ R

se corten en un solo punto,dsl espacio de Hilbert H , son

’

R St T U
v s . . . 1 82 %13 i
Yi 11 12 13 °°* 1n
VAT RV . . . L1 %21 P22 %23 00 fan
1 (2 21 22 23 °*° 225, | ,
Vo . ' 83y 832 833 **° %3,
'3 3 %32 333 **° 35
P @ 0 0 QO QOO0 PO EEOOEONE NS ’ ‘
Y a o R - 81 8h2 3 e i
n nl n2 n3 °°°" “nm

1 21 - }1,2,3,...,n.} .

a la cual ha de agregarse la primera condicidn deducida

1 *12 %13 %1
%21 %22 %23 *°* %2,
- -
ves o . (2
31 %32 %33 %3n. # Lo

nl n2 n3 nn

’. a a vees 8
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Una vez vegificadas las condiciones de existencia

punto de
es
X = 1 .1 13 '2 a
o1 D2
= - al ¥ -
D 0

|

08 b S
o %12 3

Coy2 far Pz P

C3 %31 %32 %33

|

! besecscsessooversen

! ‘n 81 %*n2  %n3

,3

s

0

a

3

... 4

a

a

a

11

21

31

a

a

12

22

32

2

m

a
n

0
n

D

%13

323

233

; 1
y ' 3

de

®esecccsvesvesssor e

nl

n2

an3

interseccidn del sistema de hiperplanos dados,ssts punto

1n

2n

In

a
nn
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0 ,1 q2 ‘3 cee .h

1§ s Y s L s T 11 %12 13t Y1

Yz ;21 . ayy e dy 2 2. B, e 3,0

YB . o ayy ee 2y t a 832 P33 ccc 3,
| Y.....;.....;.....;o-'::'; 1 2 23 *on .
i 'n nl n2 _ n3 nn

~

Il. DETERMINACION DE UN POLIEDRO CONVEXO EN EL ESPACIO OE HILBERT
GENERAL : CONDICIONES DE CONVEXIDAD E INECUACIONES DEL POLIEDRO .

Consideremos cualquier espacio de Hilbert H ,y generalmente de
dimensidn infinita ne numerable , dim (H) > \{ 3 y en este
espacio un sistema de hiperplanos tul‘ ,1C2n N ~o de scuaciones

(a,,x) _\(1 » Y S H , |A| > dim (H)S'.

Seleccionamos un subsistema admisible ## del mencionado siste-

ma ,en el sentido de que los vectores direccionales {.1§ , 1€ 1

constituyen una base del espacio y el subsistema [ng (1 <1)
cumple las condlciones,[ﬁ] y'13] del apartado anterior,de exis-
tencia y unicldad del punto de interseccién del sistema de hiper—

planos JH . Natyralmente,se admite tiacitamente que el sistema

)
total de iiparplanos {Hl( , 1 € A ,es susceptible de tales selsc-
ciones.

Abera individuamos un hiperplano Hk (k= A) del sistema total
de los dados, Y se construyen todos los sistemas admisibles ds

hiperplanos {Hig s 1ET C A ,1 # k 3 as{ como su punto de

interseccidn x.
Se averiqua si este punto x es exterior al hiperplano Hk 0
mediante el signo de
(3k|x) - \(k .
Si hubiera al gin punto x_ ,interseccidén de algin sistema ad-

k
misible de hiperplanos distindos al “k ,este punto L% se lo
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asignamos al hiperplana Hk cuando le es extsrior,ses decir

(ak,xk)\ - \(k £ 0.
Con lo cual queda determinado el samlespapio de borde el hiper-
plano Hk y, conteniendo el punto xk saunque es poblble ques haya
diversos puntos X, sQue den. aigno contrario al funcional

(ak,x) -“{k s8N Cuyo caso posesmos una doble posibilidad de eleccidn
de samiespacio.

Cumado a cada hiperplano Hk (k € A) ,se le puede asignar un
punto tal xk yque sea interseccién de un sistema admisible de
hiperplanos {Hik y L 1A ,414 A Kk ; yque verifique

/N Clax) =Y, £ 0,

A

n

Kk

f

estas caoandiciones constituyen un criterio de convexidad del polie-
dro definido por interseccidn de los semiespacios Hk xk y K 2 A,
y por ello el poliedro convexn,as{ definido se puedsn representar

pos el sistema de ifnecuaciones

Y(ak,xk)' _‘(k‘{ ‘;:(ak'x ) - \(kz > O ? k ‘,:_ A .

DETERMINACION DEL PUNTO DE INTERSECCION OE UN SISTEMA DE HIPERPLANOS,

CUYD NUMERO_CARDINAL COINOIQE CON LA DIMENSION DEL ESPACIO;EN UN

ESPACIO LINEAL GENERAL INFINITO-DIMENSIONAL.

Sea un espacio lineal E ,qgensral,es decir,con la estructural lineal
meramente y carente,en gegral de estructura topoldgica o métrica,
compatible con la lineal$ sobre el cuewpo de los nimeros reales,

También consideramos su dimensidn arbitraria,por lo cual serd,
cuando sea infinita,como lo es ganeralmente)

dim (€} 2, A .

Consideremos un sistema de hiperplanos lHii , 1 & 1 ,cuyas

ecuaciones son

£, (x) =\(i , 1 < s 1) = dim (),

donde los fi », 1 & I, son funclonales lineales (no idénticamen-

te nulos) del espacio lineal E,
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b -
(elg y 1 - I ,una base fija del espacio lineal.
Los funcionales lfneales 'i , 1 =1, estin detarminados por
los valores ques toman sn los vectores de la base |e .: y J 51,

]

Ademis es lfcito adboptar ‘como conjunto ds {ndices, I ,el mismo

Sea

elegido para dl sistema de funcionales fl » 1 = I ; porque sl
cardinal de 1 es tal,por hipdtesis, que ‘ Il = dim (E).
Sean pues,los valores fi(aj) definidos por las sucssiones

transfinitas de nimeros raales a del modo siguiente

if
'1(°j) = a5t 1, i1 3 1) = dim (€).

Como un. punto x < E , se puesde expresar as{

= n = <! T
x = 1% + 2 9 + 13 8y + ... & %n %n

con respecto a la base ‘e, | , J =1 ; puesto que sélo un nimero
Sfinito de componentes de x pueden ser no nulas,

De donde,se cbtiene

' < . ST < =
fi(x) N fi(al) + 2 '1(32) k 3 fi(a3) + ... F " fi(en) {y

= a - + a ok a - ... 4 a

i1 1 i2 2 i3 3 n{'n"'(i'ifI

Para determinar la solucidn de este sistema de infinitas ecuaciones

lineales,nos bastan n ecuaciones del sistema, cuando ya el sis-

ted§°tg% haya reconocido como compatible y con solucidn dnica.

Considersmos,en principio,el subsistema finito

o ' =\
DI RS TR S G T S SA LRI TR (1

L 5 . o=
I R T T N - T A T 2
2 ¥ e - L T S I T = 311
311 32 T2 33 3 ¥ h 3 2
1 1 + ,an2.j2 ¥ 3 3 boooo b 2 n T ‘n ’

el cual poses solucidn Gnica,cubqdo satisface la condicidn

.caracter{stica
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%11 %12 f13 vt 1
1 %22 %23 %2,

f2
33 %32 33 e 3, A 0. 2]
201 %n2 3 *on

Supuesta ya vefificada la dGltima condicidn LZ] » las condiciones

necesarias y suficientes de existencia de solucidn dnica del

sistema de infinitas ecuaciones lineales

(x> =, ., t=a1 , [I]| = dim (€)
son , junto a la iz] » 1las siguientes
‘3 {‘?7 “-“ - 'v: - » .o
\(1 a9 Fe, 4 btagty beoba v, 121 -1,2,.n
< '3 -’ < 5n G
donds 510 Y2, Sy 1 eve s Sn es la solucion unica del

sistema de Pinitas ecuaciones e incdgnitas [1} .

Observemas,con respecto al espacio de Hilbert

real y general H,

que all{ las constantes

para cada i

porque eran las compondntes del vector a1

y FE I

fijo , eran todas nulas excepto un nimero fBnito,

a1J: = (ai’.j)

en la base ortonormal

{ejg » J = I. Mientras que aquf,en el espacio linsal real y

general E , pueden ser las constantes

no nulas en nimero infinito,incluso todas sllas,para un |

aij = '1 (ej) 14 J /___. I
fijo ,

porque se trata de los valores realss que toma el funcional lineal

fy

A

de ..

de
el

» para los vectofes de la base Lej % (J=1) .

partir de este momento,los cdlculos que hicimos en el espacio
Hilbert general H ,para determinar sl punto de interseccidn
un sistema de hiperplanos,se pueden repetir,una vez explicado

significado de las constantes, an un espacio 11neal're=1>lgena—

ral infinito-~dimensional.
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En virtud de lo dicho,se obtisnen las condicionss necesarias y
suficientes para que el sistema de hiperplanos del espacio lineal

E , cuyas ecuaciones son
R ! - (J . =
P TP A N e TTR ‘1n\'§n Y, » t €1
| 1] = dim(e)

se corten en un punto tnico. 3 .

»

a a a sees @

11 12 13 1n
21 "22 %23 *°. %20
31 32 %33 cc %3 Ao,
a1 "n2 %3 %nn
o .11 312 013 ves .1n
(. a . . . 11 "1z 13 00t i
B 1} 12 13 °°° "1m
. . . . . . %21 22 %23 **° *2n
{2 21 22 23 °°* "2n
Y. s . . . %31 %32 %33 °vc ¥3q
3 31 32 33 °°° "3n
Y a a a a 1 %02 3 *nn
m nl n2 n3 *°° “nn
1 C1 - [1,2,3.....n} .
hiper
€1 punto de interseccién del sistema de planos es
1] .1 ’2 03 eee 'n
v . . . . 1 M2 "3 00 Yin
1 11 12 13 °° 1n

Y . . . 1 22 %23 %2n
2 21 %22 %23 °° %2
1 %32 %33 0 "3n

Y:s 31 %32 %z *

eeecsscess00s0 v

R R I I R R R R I N I

a a a ese @
Y; . LI .n3 .o .nn nl n2 n3 m |
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X3. DETERMINACION DE_UN _POLIEDRO CONVEXO EN EL ESPACID LINEAL GENERAL ,

REAL _E INFINITO-DIMENSIONAL : CONDICIONES DE CONVEXIDAD € INECUA-
ciones DEL POLIEDRO.

Ahora podemos proceder,en .un sspacio lineal real € arbitrario,
a la representacidn y determinacidén de un poliedro convexe.
' 3 -
Sea un sistema de hiperplanos Lnii , 1 © A , del aspacio
lineal general E ,cuyas ecuaciones son

r (x) =‘(1 , L = A |Ai>/ dim (E)} .

Selcci@nemos todos los subsistsmas admisibles del sistema de

hiperplanos dados inicialmente; es decir,los sistemas de hiper-

planos -_{Hil , L E 1R, | 1} = dim (E) , tales que se

cortan en un solo punto x , lo cual ya sabemos decidir,mediante
el criterio establecido en la seccidm precedente, y asimismo
determinar. dicho punto x.

Naturalimente suponemos que el sistema total de hiperplanocs dados
es susceptible de tales selecciones de subsistemas admisibles.

Fijemos un hiperplano H (k = A) y a 8l vamos a referir

k N
las intersecciones de cada subsistema admisible de hiperplanas

1 3
{Hip , 1<& 1,1 # k3 qus no contienen el hiperplano fijado H -

Si uno,al menos,de los puntos de interseccidén de tales subsistemas

admisibles,no yace en el hipsrplano Hk , 0ste y ese punto x,

determinan un sdmiespacio que los contiene. Lo cual se reconoce

por la simple condicién
o O ) Ay e

Cuemdo para cada hiperplano "k del sistema total ds hiperpla-

nos dados } Hi{ s, 1 T A ; se le pusda asocliar un punto X0

ajeno al dicho hiperplano y punto de interseccidn de un subsistema

admisible de hiperplanos ,distinto del hiperplano Hk sentonces

en estas condiclones reside un criterio de definieidn de un poliedro
convexo,a partir del sistama total de hiperplanos {,Hi% s 1 = A

y el sistema elegido de puntos E X % y Kk = A, Pero los hiper-

© planos del sistema total no determinan un solo poliedro convexo,

en gensral,cuando se verifica previamente la existenclia de la

convexidad del poliedro; la cual podemos expresar breve y simbo-
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~licamente,en la forma

N Crtx) =X, Aoy,

ke A
Cuande se ha vorlflcadonla convexidad del poliedro definido por
el sistema de hiperplanos Lﬂla »»1C R , y el conjunto de puntas

{xkﬁ > por aplicaciédn del criterio deducido ; la representacidn '

de-dicho poliedro ponvexo estia dada por sistema de inecuaciones

Ek("u"’ﬂ] [rk(i)—\(:]> o ;3 kEA,

si bien,los puntos que verifican este sistema de finecuaciones

son los pugtos Interiores del poliedro convexo; por ello,cuando :‘
se quiere fncluir los puntos del contorno o frontera,aes declr,

los puntos des las caras del poliedro convexo,¢e han de utilizar

in
las ecuaciones sigulentes

[}k ( X ) —\(;} {.rk ( x )'-'(;] 2; 0 =

DEFINICION ¥ DETERMINACION DE UN POLIGONO CONVEXOQ EN UN ESPACIO
LINEAL REAL GENERAL : REPRESENTACION DEL POLIGOND CONVEXO.

x
(T
>

Al tratar de definir un "polfgono convexo™ en un espaclo lineal E
arbitrario,ya disponamos de los eslementos y criterios aproplados
para hacerlo. Porque se podrfa definir como una "cara® de un
poliedro convexo del mismo espaclo lineal E ; es decir,determina-
do y definido un poliedro convexe en un espacio lineal general {
la figura lineal constituida por todos los puntos del poliedro
convexo que estin sobre uno sélo de los hiperplanos qus lo definen
es la que podemos llamar "polfgono convexo"del espacio lineal E,
Dicha denominaclién esti justificads y fundada en la de polfgono plano
convexo ordinario del espacio lineal real tri-dimensional y en
la de los espacios lineales eucl{deoa finito-dimensionales.

La definicién adoptada de"polfgono convexo® en un espacio lineal

arbitrario £ ,cuya dimensidn puede ser cualquiera
1
dm(:)>/g.u,

es vélida,por la expuesto,en un espacio lineal infinito-dimensional.
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Asf,pues,supuesto que el sistema de hiperplanos del espacio -
lineal € ,
fi(x): = \(i , 1 & a . ‘A"j > dim (E)

defina un poliedro convexo del espacio E ,mediante los sistemas

admisibles de hipeeplanos del sistema total de ellos y la sleccidn

apropiada de semiespacios,seqin ya sabemos al aplicar el criterio

de convexidad del poliedro ; la: representacién del polfgono con-

vexo,que es la cara del poliedro convexo situada en el hiperplane
fl(x)-{l=0

viene dada por el sistema de inecuaciones con una sola ecuacién

" (x) - \’1 = 0

[t (e - \,J {_rk(x)' - \’J S o0, ke - {ad,

~ -~

La determinacidn y representacidén del polfgono:. convexo en el
espacio lineal E ,empero,se pusde sfectuar directamente,porque

se trata de una figura yacente en un hiperplanc Hl del espacio

E. Por lo cusl,y sin pérdida de generalidad,podemos suponer que
el hiperplano H1 pasa por el origen del espacio E ;y por tanto ,

la variedad lineal H1 deviene un subespacio El ,de co-dimensidn

1 , del espacio. o

Tomemos un vector no nulo,que no pertenezca al subespacioe El ’

del espacio E ,e%daclr
al(’é €, . e F£ 0.

El vector e, spor tanto,constituye una base del subespacio com-

plementario del El en espacio E. Elegimos una base | Uii del

espacio total E ,con tal de que uno de sus vectores sea el mismo
vector e, . De donde,se infiere

1 -

) I < .

y la ecuacidn del hipsrplano El adopta la forma

f(x):"; = 0 X=L:: B‘l'\%l
L.

-
-
[
[y
[,
.

1



CAPITULOGO SEGUNDO

ESTUDID DE LOS POLIGONDS ALABEADOS "CONVEXOS™ EN EL ESPACIO
EUCLIDED , EN LOS ESPACIOS EUCLIDEGS n-DIMENSIONALES , EN LOS
ESPACIOS DE HIBERT (SEPARABLES O NO) Y EN LOS ESPACIGS

LINEALES REALES INFINITO-DINENSIONALES @

CRITERIOS DE "CONVEXIDAD™ DE LOS POLIGONOS ALABEADOS OE

ESTOS ESPACIOS.
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¥ ahora ya limitdndonos al espacio lineal, E, ,con cuya ecuacién

sabemos individuar,en el espacio total; la detarminacién de un
poliedro en sl aspacio El y asimismo los criterios de convexidad,
mediante los sistemas admisibles de hiperplanos, y los sistemas
de inecuaciones que nos definen un poliedro convexo en el espacio
El y8ubespacio lineal del espacio E ; nos conducen a los criterios
de convexidad de un polfgono y a la determinacién y representacidn
del mismo, En virtud de que @

Los paligonas convexos de un espacio lineal E son los poliedros

convexos de sus subespacios (o variedades) linsales yEL maximales.

15. POLIGONOS ALABEADOS CONVEXDS EN EL EPACIO EUCLIDEO TRIOIMENSIO RAL,
CRITERIQO DE CONVEXIDAD DE ESTOS POLIGONOS.

Cénsideramos en el espacio tridimensional ordinario un polfgono,
en general alabeado,definido por sus vértices ordenados :

pl 92 93 .o Pn_l Pm ’ n >3 v

como figura uni-dimensional,es decir,dados los vértices y su orden ,
el pol{gono estid constituido por 1a reunién de los segmentos recti-
lineos quse unen los vértices consecutivos y el segmento que une el

dltimo vértice con el primero

[PI,PZ] U Lpz,ps'] U [ps,p‘l U U Lpn_l,pn] U,fn’pl‘] )

En esta definicién general encaja como caso particular,la de
polfgono alabeado convexo,qus vamos a adoptar aquf come extensidn
natural de 1la de pol{gono plano convexo.

LlLamamos pol{gono alabesado convexo Pl P2 P3 e Pn aqusl polfgono
que no es plano y tal que
8l plano de terminade por los vértices P P P3 deje en el

1 2

mismo semiespacio,borde incluido,los restantes véartices PA,PS,..,PH H

el plano P_ P_ P, ,deje en el mismo semiespacio,borde incluido,los

2 '3 &
vértices Ps, Pgs =oes Pn, P1 $ «s. 3 81l plano pn—2’pn—1 Pn s8N
el mismo semiespacio los vértices Pl, Pz, P3 pesey Pn_3 .

Véanse fig. S5 y fig. 6.

AR foorern 1 it
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Os la definicién adoptada de polfgogo alabeado convexo,rssulta
que todos los cuadriliteros alabeados son convexosjporque fuera
del plang,que determinan tres cualesquiera de sus vértices con-
secutivos, estd el Unico vértice restants.

Si definimos los vértices P1 del pol{gono par sus cocrdenadas
cartesianas en el espacio ordinario real
PLOxyyioz)) 5 Polaguy,nzy) 5 Pylxgeysezy) 5 cen 5 P (x 0y o2 )
€l plano determinado por los tres primeros tiene de ecuacidn

% Y, 2 1
x Y, z 1

x ys z 1

x y 2 1

cuando los restantes vértices del pol{gono estin situados en un
mismo semiespacio,con respecto a este plano,entonces la sucesidn

finita

’ i = 495..-.,"

es de signo constante para sus términos no nulos,que puede haberlos,
pero no todos.

Precisamentes 1a condicidn para que el polfgono sea alabeado se
reconoce por la existencia de un término,al menos,de la mencionada
sucesién finita,que es no nulo.

Y/ finalmente,para establecer un criterio de convexidad para el
polfgono alabeado Pl P2 P3 cee Pn basta imponer la misma con-
dicién: al plano determinado por tres Vértuzsgsnéricos P1 Pl+1 Pipo

y los restantes vértices del pdlIgono, P1 PR Kk = -3, -4,..,4y (n—i)

que hemos impuesto al plano P P2 P3 y los vértiees P‘,Ps...., P .

1 n
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Es decir,que el pal{gono definido por los vértices ordenados

-

pl(xl'yl'zl) H Pz("zryztzz) S pS("J'Y'S’ZS) § eee 3 Pn(xnvynvzn)
es un polfgono alabeado convexo,precisamente si se verifican las

siquientes condiciones :

Las sucesiones finitas de némeros reales

3 Yoy oo 1
x y z 1
w1 Vi %
31 =1,2,...,m 3 k =3,4,...,(n-1)
*1+e2 Yie2 Zi2 1
ik Yirk Ziek

para cada i (=1,2,,..,n) contienen un teédrmino ne nulo,al menos;
y: todos los que seanm no nullos tienen signo constante.

Los ndmeros 1 & k hay que interpretarlos como su resto
médulo n , en cuanlo exceden a m , siendo k = 1,2,..., (n-1)}.
Una vez verificade que el polf{gono L PJ ces Pn es alabeado
y convexo,segin nuesti#os criterio y definicién,ql deseiramos una
expresidén analftica de dicha figura,concebida como uni-dimensional,
en funcidén estricta de los datos,las coordenadas cartesianas de

los vértices P1 snN0 tenemos mis que escribir que el punto genédrico

P(x,%z) satisface la ecuacidn

o —

(x,y42) = {(xl.vlyzl)(t—"t) + (xz.y'z.zz)t}U[fxz.vz.zz)(t—’t)'f(fﬂ,,,ti\f’,)t

0Lt & ost ¢4

U .o U {(xk.yn.zn)d‘g—t) + (xl.yl.zl)t&

c<e L1
POLIGONOS ALABEADOS EN EL ESPACIO EUCLIDEG n-DIMENSIONALSCRIFERID
DE_CONVEXIDAD DE ESTOS POLIGONOS. ¥ CONCEP TO DE_CONVEXIDAD OE
POLIGONOS ALABEADOS.

En sl espacio eucl{deo n-dimensional, Rn, consideremos una suce-
sién Pinita de m puntos Aiv Ay s Agy eeny A ,8iendoa m > n ,

+y ademis con el orden establecido en su enumaracidn.
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Vamos a entender aquf por polfgone Rl Az A3 coe A. la figura

lineal constituida por la reunién de los segmentos rectilineos
r - . 2 o
{“1'“zj\j {fz'“é}(}[ﬁs'“aj YRR Lkn-l'n;] U lfn’“;] .

Un polfgono,de este tipo,lo llamaremos en particular,alabeado
cuando no existe ningdn hiperpiano que contenga a todos sus vér-
tices;para ello,se requiere que el nimero de sus vértices m sea
mayor que la dimensidn n del espacio ; aunque naturalmente hay
poligonos cuyo ndmero de vé;ticas es mayor que la dimensidn del
sspacio continente F;;gigiserplanos"(contanidns en un hiperplano).

Un paeligono “1 “2 A3 cee Am sera denominado "convexo",y nos re-
ferimas; a los polf{gonos alabeadas,cuanda el hiperplano que pasa por

cada n vartices consecutivos,supuestos linealmente imdependientes,
deja en un mismo semisspacio los restantes vértices., Aunque de
6stos puede haber alguno an el mismo borde del semiespacia,pero

no todos los vérticee ,pues entonces sarfa un polfgono hiperplano,
al cual se le aplicaria la convexidad habitual.

Vamos a deducir un critsrio de convexidad,para péligonos alabeados

del espacio suclf{deo n-dimensional, R™ , segin el concepta adoptado

aqui,
Sean los puntos dades Ai del espacio R™ los siguientes
By = (agedygedygeeendyy) 5 Ay = (8510855085500 008p,) 5 Ay =

= (agp0a5p0ag30ennrag, ) 5 eee 5 AL = (30800850 02y, ) 0 > e

m
. CoaavCylives
Suponiendo,asimismo,que cada n vértices,del polfgono definido por
estos puntos,son linealmente independientes. E£n primar lugar el
hiperplano definido por los n primeros vértices tlene par ecuacién

1 %12 M3 vt e 1

0 2 3 vcv %y 1

a 1 = J.

D(AysRoshyreesfiX) S| 3, 35y 335 oo 35,

@seev0scvcsscccovssne

, coe 1
.anl an2 an3 ann i
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Para que el pol{gono sea alabeado la condicidn caracter{stica es L

La sucesién de (m~ n) ndmeros realss

LICIPY POy FOPTL ST D I o(nl,nz,n3,..,A Ayg) §eed D(AI’AZ'“S""An){)
" ha de tener algdin término no nulo,porque sn caso contrario,los mw
vértices de-1 polfgono estin sobre el hiperplano determinade por
los n primero vértices. B
Cuando ya se haya verificado que el polfgono es alabsado,la con-
vexidad del mismo exige que la sucesién numérica mencionada tenga
signo constante,incluyendo eventuales términos nulos,que no son
todos.
Esta condicidn analftica de convexidad se refiefre a los n pri-
meros vérticesspero la convexidad del,polfgono alabeado consiste
en que dicha condicidn sea cierta para cada n vértices consecu-
tivos del poligono. !
.De lo expuesto se deduce el criterio de convexidad de un pol{go-
go alabeado del espacio eucl{deo n-dimensional,conservando el

significado precedente de los determinantas D(Al,AZ,AB,..,Rn,X)' ¥

El polfgono Al A2 A3 coe Am #s alabeado convexo,cusado las

sucesiones

) s k = n,n¥l,..., m-1

e

DRy » Ry v By reees Aypn o Ay
son de signo constante para cada fijado i =1,2,...pm. ¥ siendo
no toldos los términos nulos de cada una de dichas sucesiones,para
i fijo.

Ademés los ndmeros naturales 1 4 k superiores a wm , han de

interpretarse como su respectivo resto,médulo m.
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17. DETERMIBACION DEL HIPERPLAND QUE PASA POR UN PUNTO ¥ ES PARALELD

A UN SUBESPACIO LINEAL MAXIMAL , EL CUAL CONTIENE UNA SUCESIUON BADA
INFINITA OE PUNTOS LINEALMENTE INDEPENDIENTES Y DENSA EN Et SUBES-
CIO ; EN EL ESPACIO DE HILBERT SEPARABLE : ECUACION EXPLICITA DEL

HIPERPLANO=

En el sspacio de Hilbert separable B ,seai dade' una sucesidn de
puntos

31y By Bgp cee g A pees

linealmente independientes y densa en el subespacio lineal hilber-

tiano que gensran
£, = [ (31’32’a3""'=n"")

el cual suponemos maximal,es decir,el subespacio complepentario

H - El uni-dimensional.

Deseamos determinar un hiperplano Hi del espacio de Hilbert &
que sea paralaelo al subespacio maximal [l y pase por un punto
dado b del espacic E.

Naturalmente,por definicidn,el hiperplano Hl tendrd una expre—
sién abreviada de la faorma

W o= b & E

pero ésta no es satisfactoria,en el sentido de no estar estricta-
mente dada,en funcidn de sus dnicos datos :

La sucesién al,az,as,...,an,... s del tipo mencionado y el punto
b.

En primer lugar,resolvamos la cuestidn en el caso particular de que
la sucesidn Eanaii‘eni estd constituida por una base ortonormal,
en el sentido de sistema ortonormal completo,4&4& §aA&e& a menos
de un solo vector que Palta para ser bass de todo sl espacio de
Hilert & , y por tanteo base ortonormal del subespacio maximal
gque generan

Ei = L (01,92,63,.;,cn,...) .
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Para proseguir,necesitamos un un vector
o°<f E - El
tal quebel sistema de vectores
{..D H .1 ’ .2 ’.3 pocey .n ,oco;‘

constituya una base ortonormal de todo el espacia E.

Se verifican pues,las siguientes cond;&}onos equivalentes

xéﬂiéx—beth_:} x-'b--z'%”an
, @
° .O L Z (€>n ’")/\ (\‘io = 0)0
n=i

\—-—-——7 (x —"\ =
De donde se deduce la scuacidn del hiperplano H

) f:Q'

1

(o x=m = 2N (8, = 0) = G x-mr -0

El vector s, S obtiene proyectando ortogonalmente sebre el

Bubespacio

C (01’°2’°3""’§n?"')

un vector e gé El , y separ andole esta componente vectorial

para darnos un vector no nulo,ortogonal al subespacio L 4 | an% )

y perteneciante al subespacio complementario,ortogonal y uni-

dimensional € - El. Normalizando Gste Gltimo vector se logra el

vector LI
La proyeccidn del vector e sobre ek subespacio € ( {ang) es
la suma de su serie de Fourier,con respecto al sistema de vectores

&..ng s N 21. As{ puaa,pcu:

Pr o =
- 7/

La componente vectorial del vectof e sobts el subespacio uni-

dimensional E-E es,por tanto
1 -\/)
Ay
e - (a,en) . -

—

w=i
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Ahara normalizamos este vector,no nulo;para ello calculamos
’ >

A . 0o <2
< 2 /
“.-— Z(e,en .. =Ka—§(s,en)an,a— S(o:a).

=l o o il | ~ h-i

= |le ” 2 _ 2 ;2_ (o,en)2 + j}i(a,en)an , :EE (e,en) e, =

\él- n=l n=i

= ) ” \ (B,!n)z-

La condicidn d:tqhe [] f El se pueds caracterizar por la

equivalenﬁe

D Gns)? L fel?
w=l

Y finalmente,sl vector eo snormalizado de 1a componente vec-

torial ortogonal del vector e sobre el subaspacio El' es
~O

e -~ 5;-(.'°n) L

~ —-
n -

=)

\ “.” ‘\ (0,0 )7

|
La ecuacién del hiperplano que pasa por el punto b y esparalela

al subespacio lineal El, determinado por el sistema ortonormal de
vectoress t'n} y ©8
(co,x—b)=0

o Bien,la ecuacidn equivalente mas e explitita
i 2 2
lle" - ;Zﬂ(e,en) ( &y » X - b) = 0O ’
a3
<o - Z(a,sn) e > x - b) = 0.

)
En el caso general,donde La no es mis que una sucesidn de
vectores linealmente indaependientes y densa en el subespacioe

maximal

El = € (al, By 33y eeey By eee )
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la basa ortonormal {_lng s N: 21 , que proviene de ortonormalizar
la sucesién de vectores {.n.i » mediente el uso de los determinan-

tes de Gram,nos conduce a la expresién del vector e, ydel si-

?u.). - -

w=i

quiente modo

(a'I,al)) (al,az)) vee (al,an_l) (al,o)‘ (al,al) (al,az) .o 1. 1‘0 l

(3030 (ag0ag) coe (208, 1) (s500)| (00, ) (ay0n)) oo (23], s,

I RN R R N Y L] @evsseeeccsssescsorcvvoe

(3""31) (a rﬂz) cee (a 'an—l) (3nv°) (an’al) (a 132) .o (a ra) 3" :

g

—

«—

\V[/A n A""'l \//‘\1\. A'n -

donde los A . son los determinantes de Gram,relativos a los

vectores linealmente independientes al, 32' a3, ceoy nn ses decir
(a9, (3,,8,) (a,,3,) +u0 (3,3 )

A = (32131) (-2"2)E (32v33) ceoe (a:!',ﬂn) y N =1,2,...

LR R A A I A A R I I S IS S I S A S

(an’.l) (.l’l'az): (.n"3) s (‘nv-‘n)

determinantes me nulos por la independencia lineal de los vectores
B9 8 B4y eel , B,

La cogicién e (ﬁ El , se traduce ahora en la equivalente
(31931) ('1'52)3 oo (al’an—l) (3119)" IZ
(ay03)) (3503)) w0 (3500, ) (ay,0)

LR R RN N R RN R I AR N I

&

(an_"‘l)" (a raz) eee (a 'a 1) (antO)

A n An--l.

el

I

=
"
[
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18. poLIGONOS ALABEADOS CONVEXOS EN EL ESPACIO DE HILBERT SEPARABLE :
CRITERID DE CONVEXIDAD,SEGUN ESTE CONCEPTO,PARA LOS POLIGONOS ALA%Y:

BEADOS .

En los espacios lineales infinito-dimensionales,pars definir un

pol{gono mediante el conjunto ordenado de sus vértices {“1% s 1 &1

hay que exigir qus este conjunto seq una sucsesién transfinita

bien-ordenada y tenga Gltimo elemento, AW ; puess el vértice A1

ha de tener vértice siguiente inmediato Ai&l ycomo tiene siquiente
inmediato cada elemento de un conjunto bien-ordenado,a excepcidn
del Gltimo elemento, A, .

Impuestas aestas hipét;sis,pndemos enlazar un punto Al ,del con-
Junto bien-ordenade lnli , 1 = 1, a su sucesor ¥nmediato A1¥1,
mediante el segmento rectilineo con extrsmos en dicho puntos.
¥ el Gltimo slemento, A y » ha de enlazarse por el segmentm recti-
lineo correspondiente al primer elemento del conjunto, el Al.

Con estas condiciones,pues,es significativa la definicién del

pol{gono,como figura unidimensional,por el canjuhto bien-ordenado
bl

iy’
de los segmentas rectilineos que unen vértices consecutivos

I}lo"z]u [AZ,A;J U Es,aJ U - U Lnl,nu_lj U .U h,q .

de sus vértices |A i1 ; con Gltimo elementa A, , por reunidn
L i

Ahora,en particular,consideremos el espacio de Hilbert separable E ,:
y enm 81 una sucesidén transfinita de puntos {aig , 1 &1, y con
Gltimo elemento a .

Podemos emplear lo; fdmeros ordinales,como {ndices,para numerar
los elementos de\conjﬂnto infinito dado# . De modo que el conjunta
1 estd constituido por los nimeros ordinales 1 tales que

1 =1 =
de suerte que el conjunto bien ordenado iail s, 11, es de g

tipo ordinal v;& 1.
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Dado el conjunto de vértices,ordenados en las condiciones prescrita:

definimos por polfgono de vértices %al{ s 1 < ﬂ ;s la Pigura

uni-dimensional,del espacio de Hilbert separable,da expresidn

l(l—t)al * ta2)3\_,5)51-t)32 +ta33 Ul-vag + ta‘\' Jee i)
) .

Ug\‘(kl-t)ai e f ) Y lt(l-t)aﬁ v tall ,

siendo t ,real,tal que 0 =t =1 ; & , 1 ,ordinal . 1=1 -

En los polfgonos del espacio de hilhert separble,vamos a distinguir
entre dguéllos que tienen todos sus vértices en un mismo hiperplano
del espacio; y los que no tienen esta particularidad,a los cuales
llamaremos polfgonos alabeados del espacio de hilbent,denominacidn
que posee un claro antecedente intuitive.

Pero de estos polfgonos alabeados solo nos ocupafemos,salvo un
criterio del caricter alabeado,ds los que ademis de alabeados son
convexos,en 8l sentido siguiente

Un poliggag?g:goaspacio de Hilbert separable,serd llamado convexo,
cuando toda sucesidn ordinaria {a"i s, 0 {nd W, de vértices con-
secutivos,que suponemos linealmente imdependientes,si determinan
un hiperplano que los contenga,éste deja en un mismo semiespacio,
con respecto a é1,lo0s restantss vértices del polfgono,pudiento yacer
alguno,pero no to#los,de estos vértices,en el propio borde hiperplano
del semiespacio.

Ha de advertirse que 84AA44 si la sucesidn de puntos i'n% contie~
ne al punto a y? Gltimo del conjunto total de vértices,loe vérti-
ces que siguen al a. s van a ser ycomenzando desde o ylos pumtos
31,32,33,... sen el orden que tenfan iniclalmente,hasta completar
la sucesién.

Para estableser un criterio de convexidad de un polfgono alabeado,

del espacio de Hilbert separable,seleccionemos ' la sucesidn infinita

ordiparia
819 Bys By eeey By e
de vértices consecutivos del polf{gono,tal que sea una suceséﬁ%ﬁ’ 53
a P ey
g ) q %}}/g}y
puntos linealmente independientes y densa en sl subespacia cerrado

BIBLIOTECA
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que definen

t ( alv azv 33: ceey 'nv eee )

al cual,suponemos ademis maximal,
Suponemos,tambidn,que la sucesidn :an€ , 0nd W , no agota

la sucesidn transfinita ia, - s 0 (1 g_?v s por sello

|
{ 2 - S_an z £ :
0 <i

)
{ )
}b Caen<cw
Como el conjunto {‘ai% ,y 0 L1 & P s estd bien-ordenado,existe

I

sl primer elemento del conjunto

*’1.% - % °n.§

-

LIRS GRS’ 0 <nd L,
elemento que denotaremos por 3. : que 8s el sucesor inmediato
de todos los elementos de la sucesidn Aps By gy eee y A, .o

suponiendo que &stos forman los primeres elemantos del conjunto

) . ,
bien-ordenado Laig , 0 (1 = *L .

Para hallar el hiperplano que pasé por la sucesidn de puntos

a a s a
ccey n'

1’ T2 T3 gy

de tipe W 4+ 1 ,basta obtener el hiperplano que pasa por el punto

a, » y es paralelo al hiperplano que pasa por origen (subespacio
lineal maximal) y contiene la sucesidn ordinaria de puntos
L R e R AR N PR (fiq.7

Esta sucesidn de vectores es linealmente independiente,pues en

caso contrario,existe un conjunto finite de nimeros reales no nulos

Xy '\2, -i3, coe 'Xk

tales que se verifica la ecuacidn

0\1(.1— aw)q-f*z(az- aw)'-l- “3(‘3" aw)"i- ...+0\k(ak- ah) =0

[l

que admite la equivalents

: | S R Y U T A S a =0
2+Y3a F ...+ X a () ¥, 6o "‘k)’w 0

ol .
a +x 3 k %k

1 2°



s

/
Ve

.‘_v-,7;’.. - - - >

'Y

0
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pero el coeficiente des a, -il &fﬁz + C\s L S . K "o puede
anularse,porque entonces los vectores al, '2' a3. ceey .k serfan
linealmente independientes,lo cual ds confra la hipdtesis,

Al ser sl mencionado cosficiente de a, Mo nulo,en la ecuacidn
lineal donde figura,se‘coﬁcluye que el vector a,}J depende lineal-
mente de la sucesidn tang » 0 2n U 3 y por tanto,para obtener

el hiperplano que pasa por la sucesidn,de tipo (W + 1
s eee 3 A, M1

A

i A L LR S
no hace falta trasladar,el hlperblano mencionado por el origan,
hasta que pase par el punto adl , Pues,en este caso,el hiparplane
buscado pasa por el origsn y ds el mismo determinada por la suce-
sién

A0 A0 By eeey 3, eee y C .
En el caso general,en donde son linealmente independientes los

vectores de la sucesidn

a1 - aﬁ y 3, - ay v 35 - am v oeee g A= a” 9 eee ) L_Z]

también constituyen un sistema denso,en 8l subespacio maximal
que generan; porqque la sucesidn de vectores

By 8y Fgp eee y @y e

ha sido transformada por la translacidén definida por sl vector -~ ‘LU'
la cual en un espacio de Hilbert es una transformacién topolédgicas
(homeomorfismo),como en todos los espacios topolfgicos lineales.
Incluso las translaciones del espacio de Hilbert son adn mis :

Isometr{as.

Finalmente,para hallar la ecuacidn delhéggﬁo que pasa por la suce-
8idén de puntos,de tipo W4 1, El ] no hace falta mis que hallar
la del hiperplano que pasa por el punto aw y es paralslo al
hiperplano que pasa por el origen (subespacio lineal maximal) y
contiene a los puntos de la sucesidén ordinaria [2] .

Este modo de determinar la ecuacién de un hiperplano,ya le cono-
cemos,por la seccidn anterior. Por ello,la ecuacidén del hiperplano

‘que contiene a la sucesidn de puntos l'll es,pues
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Una vez obtenida la ecuacidn del hiperplano que pasa por la suce—‘
sidn de vértices consecutivos }

31' azt asv coee 9 an’ cee 3 .UJ

del polfgono definido por el conjunto total de vértices taif, 0 <1

con el orden sstablecido; la ecuacidn de dicho hiperplano la

abreviasemos del siquiente modo ;.

(o, ,x-a,) =0 (3)

donde eo es el vector direceional del hiperplano,cuya expresidn
explfcita ya conocemos.

Ahora vamos a reconocer,mediants un criterio andlftico,si el pol{-
gono definido por el conjunto ordenado de sus vértices es alabeado
convexo,

En primer lugar,para que el polfgono sea alabeado precisa y basta;

. en general
que la sucesidn(transfinita de nidmeros reales

(eo,ai-aw) ,W\'I‘:l"v

tenga algin término no nulo,lo cual expresa que algin vértice del
polfgono yace fuera del hiperplano [3] s, determinado por los (\) ¢ 1‘
primeros.

B8hora bien,si el polfgono,ya alabeado cuando cumple la condicidn
caracter{stica lograda,ha de ser convexo,se tiene que verificar

que la sucesidn

(90'31".‘») ,LU<1§H’

ha de contener algin tédrmino no nulo, y todos 108 que lo sean

tienen signo comstante.

La convexidad dal polfgano alabeado,ss reconoce eligiendo cual -

quier sucesidn infinita 3, 93 5 8 geeey 8 4e.. @M las
1 2 3 n

mismas condiciones que la sucesidn tan 3 , 0 Ln W , consi-
derada antes. As{ pues,una sucesidn de vértices consecutivos del
polfgono dado,linealmente independientes y que generan un subes-

pacio cerrado maximal.
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Con mayor precisidn ¢

Sea :ﬂ el ordinal que nombra el primer término de la sucesidn

A, 3 A, 4 B,y eee y B, 3 eee , 0 nW

11 12 13 1n
sisada,puss, W .

0 < 5 & ﬂ'.
Esta sucesién ordinaria,se puede entonces denotar mediants
a —

R B A Y BT L A L4

o bien

?-a 't‘il-n% ’ o é n< W ’

advirtiendo,que cuando a, yUltimo vértice del poligono,figura en
esta sucesidn,los términes sucesivos de la sucesiénn vuelven a

ser A, a,, a5, ... los primeraos de la sucesidn transfPinita de
. : il
todos los vértices { ali , 0 £ 1 é_}:,

El vértice sucesor inmediato,a todos los vértices,de la sucesidn

ordinaria elegidaf‘aj es,por tanto .‘i+'c
2

El hiperplano detsrminado que pasa por los puntos de la sucesidn

a\g R a__H' P A gg reeer B pece} a‘¥(b,
S5 - > ad ]

cuya acuaciién explftita gabemos,la abreviamos del modo siguiente

) - a ) = 0 .,
( 003 y X "é"’w )
La condicién de la existencia de vértices del polfgono,exteriores
a este hiperplano y en el mismo semiespacio con respecto a él,se

expresa,diciendo que la suceeidén de nimeros reales

A : v <n ¢
Cogy v oy ) 8 OSLSf o 8 £ 380, 0engu

contiene términos no nulos y éstos son de signo constante.

Si,en virtud de lo expuesto,pargoggdinal ‘g que nombra un vértice

del polfgono definido por el conjunto de puntos bien-ordenado {31& ’

0 41 é;p $ a partir del vértice a. ,» 0 <YL rb , 86 puede
.construir una sucesidn de vértices consecutivos,que genera un sub- i
espacio cerrado maximal ;hipStesis qus ahora admitimos explfcita- |

mente; el criterio de convexidad para el polfgono alabeado viens
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dado ,pero ahora Earakodo ¢ , 0< 4 é:l} ypor_las condiciones
que hemos dicho que satisfacfan los vértices frestantes del pol){-
gono,aparte de los vértices,
' A T B A I L e

hlgeh
con respecto al §6déplano determinado por esta sucesién de tipo

W & 1, cuya ecuacién es

) = 0.,

X - @
('o‘{,' ‘g'_w

Podemos sintetizar las condiciones obtenidas,de polfgono alabeades

y poligono alabeado convexo,en el espacio de Hilbert separable,

mediante el uso de s{mbolos ldgicos,del modo siguiente,conservando

naturalmente,el significado de la notacién empleada,
La condicién para que el polfgono definidao pos el conjunto bien-
ordenado de sus vértices {-13 y 0 L1 é;‘b , 8ea alabeado es

\/(('o"i"'w‘) #0) )'

y: la condickdn para que el polfgono,ya alabeado,sea convexo es

/\ /\ ((eci)aé'%‘rw)?o) v /\(@g)@;‘@g@)é@) :

K< o<t ép CéL{P
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g, DETERMINACION Y ECUACION;EN EL ESPACIO DE HILBERT GENERAL ;
DE _UN HIPERPLANO QUE PASA POR UN PUNTO DADO_Y ES PARALELO AL
SUBESPACIO LINEAL MAXIMAL CERRADO, QUE CONTINE UN SISTEMA
DADD DE VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES.

Comenzamos por el caso particular mds sencillo,sn donde el
punto elegido es el origen 0 del espacio de Hilbert general E.
Mientras que el sistgma ds vectores {91} » 1 & I, que gene ra
el subespacio maximal. cerrado L ° ) , 1 &1 ; suponemos gue
constituyen un sistema ortonormal,al cual es una base ortonor-
mal,pues,del subespacio generado por ellos.

La ecuacidn del hiperplano debe ser de la fPorma
( &y v X ) =0
donde 8l vsctor ao #Z O varifica las siguientes relaciones
( &, » 9 y=0 , 1 €1,
Por ello, s, es un vector ortogonal,no nulo,al subsspacio,lineal
L( e ), 1 €1 ; y,por tanto,estd situado en el subespacio
ortogonal y uni-dimensional E - L( ey } » L &I,
El vector eo se determina mediante un vector e del espacio
€ , tal que 9¢L(ai), i€r.

El vector e tine sobre L ( H ), i &1, la proyeccién

pr, & = Z (a'ei) 8 ’
1 el
an donde sélo hay un conjunto numerable,a lo mis,de términas no

nulos,

La hipdtesis de que e (f L( L ) ,1 € I, se puede expre-
sar por

a - :Ej (8'91) o P H
1C1
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@ biem,mediante la norma,mas sencillamente,sn virtud de la

continuidad del producto escalar

'e - Z(s,ei)’ o

icl ier iege1l

2

= (e~ Z(g'gi)ei y 8 = z Ge,ei)'si } =

|
!

C = “e”2 - Z(e,si)‘2 A 0 3 Z(a,ai)‘z < “9”2' 1

1€l ie1

El vector buscado eo es,pues

ier

que satisface la condicidn anterior [1] .
} =

La ecuacidn del hiperplens ( @ s X 0 , as expresamente

(e - Z(e‘,si)‘si,x)=0.
1¢1

Si queéremos la ecuaciﬁn del hiperplano que pasa por sl punto b

y es paralelo al subespacio maximal cerrado L( 8 ) , 1 c1 .,

no tenemos m&s que escribir

(e - S_(e,ei)‘ei.x~b)=0 -
ic1!

Sea,de modo més general, I,aft)- , 1 = I , un sistema de

vectores lineqlmente independientes,que gsneran un subespacio
lineal maximal cerrada (hiperplano cerrado por el origen) l.(aif,,

{ £ I 3 en el espacio de Hilbert general E,

5
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Deseamos la ecuacidm de sste hiperplano,de la forma

(c,x) = a.
Para ello,elegimos una base ortonormal {at§ s 1 € 1I°, del

subespacio lineal maximal cerrado L ( a1 ) .1 € 1 ; de modo

L - ,
que los vectores 8 = 81( L(ai) ) ,1 & 1°, f &1, depen-
den: del subaspacio L ( a ) » 1 € 1.
De la misma manera que en la paigina anterior,fdrmula {l] ,deter-
minamos un vector e = e ( L(ai) ) » i € I ,el cual ahora

depende del subpascio L ( a, ) » 1 & 1, que satisfaga la rela-

cidén 3

Y ol (]
1ier’

Finalmente,hallamos el vector direccional cL del hipsrplano
buscado,como hemos dicho en la pagina anterior,para el vector ao N

es decir

& = & - (e aL) ot
st i °
ier’
As{ pues la ecuacidén del hiperplano cerrado que pasa por el origen
1} del espacic de Hilbert y contiene al sistzma de vectores taIQ,

iegeil, tife por ecuacidén la siguiente

( cL sy X ) =0

o bien,de fomma mis detallada

L L L
(e - e (e,ei) el » X ) = 0.

ier’

Andlogamente,se obtiens la ecuacidn del hiperplano del espacio
general de Hilbert E , y que es paralelo al hiperplano cerrado,
por el origen que contiene al sistema de vectares {aig , 1L &1,
generadores del citado hiperplano cerrado y linealmente indepen-

dientes
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( - s x-b) =0 ,

siendo la ecuacidn,en forma mis detallada,

(aL - Z(e,et)l.at s X - b )y =0 .
ier’

20, , POLIGONDOS ALABEADDS CONVEXOS EN EL ESPACIO DE HILBERT GENERAL

INFFINITO-DIMENSIONAL s CRITERIO DE CONVEXIDAD OE LOS POLIGONOS
ALABEADOS DE ESTE ESPACIO.

Oada un conjunto de puntos bien-ordenado y con dGltimo elemento,
del espacio general de Hilbert E , podemos emplear los néneros
ordinales transfinitos,para enumerar los elementos del conjunto,

en cuestidn ; es decir
{aik RSN ,

acerca de este conjugto introducimos hipdtesis convenientes,para
poder definir un polfgono cuyos vértices,as{ ordenados,sezn los
puntos dados del conjunto.

En primer lugar,suponemos que el conjunto es infinito,y rar ello
de tipoFtdinaI Yy + 1 ; también admitimos que el nimero cardinal
de puntos de este conjunto es superior a la dimensién algéariea

del espacio

Hv + 1‘ > (dime)Po -

Ahora comenzando con el primer elemento, a1 , del conjunto dado

vamos afadiédndole elementos consecutivos,uno a uno,del con’unta

bien~ordenada taig. » 1 L1 £ ‘p , slendo todos ellos lineal-

mente independientes,por hipdtesis; hasta alcanzar una sucesidn
transfinita de puntos que genaren un subespacio lineal maxinal y

cerrado.
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Por esad, la sucesidn transfinita
aloaztasl*"raiv--v'; 1(,8

de tipo S ,» ©3td formada por vectores linealmente indepencientes;
y ademds admitimos también, que el subespacio lineal generado por

este sistema de vectores
. U
tla, ) , 1 <4

es maximal y cerrado en el espgcio de Hilbert general E .
De estas hipdtesis se desprande,puesto que sdlo hace falta :=3jun—

N
tar al sistema de vectores {81} sy 1 £ k s un dnico vector 3ara

obtener una base de todo el espacio E §; que entre el cardinal
N -

del ordinal § + 1 , y la dimensién del espacio E subsiste la

relacidm “

(e}
181. 1,: (dimE ) .
Las hipdtesis admitidas para la sucesidn transfinita {aig , 1 £ S

qus, principis con el primer elemento del conjunto total bien
-ordenada, las admitimos para toda sucesidn trans;finita que co-—
mience com cualquier elemento, a s del conjunto total,por lo
cual 1 & ‘5 < }i/. 0 sea,la sucesidn trnasfinita

a“g'a€+1'a€“'2'.“'a€""“”f (n )

de tipo 8 » 88td constituida por umr sistema de vectores lineal-
mente independientes,que generan un subepacio maximal cerradas.

€1 polfgano definido por el conjunto de puntos {_ai§ ,» 1 ¢ 1 & ‘ ,
es la figura uni-dimensional formada por la reunidén de los
sagmentos rectil{neos que unen cada vértice con el siguiente y

el Gltimo avf con el primero 3 -

Entendemos,como hemos dicljo para otros espacios,que el polizono

de vértices a, , 1 & i L, ‘I/ , 88 alabeado cuando no tzdos

los vértices pertenecen a un mismo hiperplano del espacio E.
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Un criterio analftico para averiguar si un polfqono del es-
pacioc del Hilbert E es alabheado,se astablecs del siguiente

moda :

Se determina el vérticg consecutivo a la sueesidn transfinita
By 5 8y 5 Bg s eee p 8y y een (i <8 LI]

en el conjunto total de vértices,vértice existante por estar
el conjunto total de vértices bisn-ordenado.
El vértce en cuestidn,viens pues nombrada por el ordinal @ H

por tanto, se trata del punto aS .

Ahora se requiere el hiparplano que contiene a los puntos

de la sucasién de tipo ordinal & + 1
3) » 3y s 835 ees p 85, eee oA

cuya ecuacidn explicita se halla,como ecuacidén del hiperplana

que pasa por el punto ag y es paralelo al hiperplang,por el
’ \
origen, que contiens a la sucesidén de puntos,de tipo &

[2] 3) —ag s 3, ~ A3 » Ay - Ay ceep g - ag s e (1 <8).

Si este sistema de vectores es linealments indépandientn,el vector
ag» necesariamente depende la sucesién LI] , porgque ésta es
lineamente independientae,por hipdtesis. En tal easo el hiperplano
pasa por el origen y contiene la sucesidén de puntos [}l .

En el caso contrario,hemos de hallar la ecuacidén del hiperplano
que pasa por el punto a. y es paralelo al hiperplano,por sl
origen,que contiene al sistema de vectores linealmente indepen-
dientes [2] , como ya sabemos hacer, segdn la seccién anterior.

Sabiendo ya determinar el hiperplano que pasa por la sucesidn
de vértices consecutivos tai} ,1 <1 & 8 , del polfgono ;

abreviamos la scuacidn de dicho hiperplano,en la forma
L .
(e , x - a8 } = 0.

¥ de aqui, deducimos un criterio para averiguar si el poligano

~—

definido por el conjunto bien-ordenado de sus vértices iai~ ’

[y
’



1 414 < F » 88 alabeado del siquiente modo,cuando la sucesidn

transfinita

L
(c a, - a ) : i W
r 3y g H & {1 £ ?
tiene algln término no nulo,
Conservando la notacidn utilizada, la condicién de poligono

alabeado la podemos expresar mids concisa y precisamente, as{
((e ,a, —ag ) £ 0 )
,‘i 8 .
&<o$}$

El poligono definido por el conjuhto bien-ordenado de sus vértices,
difemos que es alabeado y convexo,cuando los hiperplanos determi-
nados por las sucesiones transfinitas de vértices consecutivos,
dejan en un mismo semiespacia, eon respecto a dicho hiperplano,
los restantes: vértices,del poliigono,borde incluide jpero uno al
menos, de los vértices no yace en el hiperplano referido.

En cuanto al hiperplano determinado por la sucesidn {ai§ , 1 £1i¢%

la condicidén para que el pol{gono sea convexao alabeada,es que la
sucesidn transfinita de ndmeros reales
L
(¢ ,a -ag )

tenga algln térqino no nula,y todos los que lo sean posean signag
constante.

€l poligono es efectivamente alabeado convexo,cuando esta misma
condicidn la verifique toda sucesidn trnasfinita,iniciada a partir
de un vértice cualquiera a%.J y 1 & %5 4 w , del poligono.

Can mas detalle : ?

Sea a,ti un vértice arbitrario del poliqono; le affadimos,uno
a unag, los vértices consecutivos hasta llegar a un sistema de
vectores linealmente independientes y que generen un subespacio

lineal méximal y cerrafdo,lo cual es posible,por hipdtesis; siendo

la sucesidn
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determinamos también, el vértice sucesor inmediats a esta sucesidm

-
de tipo & vértice que ha de ser a -,
- . % +b

El hiperplano que contiens a los puntos de la sucesidn de tipo
o
§+1

a a

y @, . , a, y cce y A s ooe 3 R
A I K 7 Ptn @3

lo conocemos por su ecuacidn explicita,la cual condensamos an

L
(c, px=-a ) =10 .
g gfé
Expresamos que los restantes vértices del poligono estin en el

mismo semiespacio,caon respecto a este hiperplano,diciendo quse la

sucesidn

posee términmos no nulos,y los que lo seanm tienen signo constante,
De manera mis breve y precisa,vamos a expresar la condicién para
que un polfgono,siendo alabeado,también sea convexo. Antes,emparo,
hacemos una observacién necesaria, Si, al construir una sucesidnm
de vértices consecutivos,encaontramos el dltimo vértice del poli-
gono, a , 8l siguiente a éste se entiende el arimero a1

del poligono,y s partir de aqui,empleamos el orden inicial de
vértices. ’

Con las notacionss utilizadas,sl poligono alabeado es convexo,

cua&ndo se verifica la condicidn caracteristica

L ; L .,
/\( /\”°§ P ) 70 ”°’;:'ai'2'rs)é°)
O



21. DETERMINACION W ECUACION EXPLICITA; EN UN ESPACIO LIREAL GENERAL ;
DEL_MYHIPERPLANO QUE PASA POR UN PUNTO DADO ¥ ESPARALELO A UN
SUBESPACIO LINEAL MAXIMAL ,QUE CONTIENE UN SISTEMA DADO OE VECTORES
LINEALMENTE INDEPENDIENTES . i

En um espacio lineal gensral y real E , considaremos un sistema
Iinealmente independients . de vectores {'ig », 1 € 1, que genera
un subespacio lineal maximal L ( e Y, 1 ti 1 , del espacio
Iineal E.

Sea

e, gé L ( o » , iic I ’
entonces )
£e°;91§ ’ i c1
es,pues,una hase de todo el espacio E.

Como el Puncional limeal P(x) , que determina el hiperplano ,por
sl origen, y contiene el sistema de puntos {ais , 1 = 1, estd
determinado,a memos de una constante de proporcionalidad, y
r ( e ) # 0O 3 dicho funcional lireal estd definido completamen-
te, por los valores que toma en la base {eo H 51§ s E ,del

modo siguiente

f(au)"=l,!(e =0 ,1&1.

ta ecuacién del hiperplano,as{ definido, por f es
r(x) = o.

Sea,ahora, {aig , 1< 1 , un sistema de vectores limealmente in-—
dependientas, que genera un. subespacio maximal L ( 'i ), i ¢ I
del espacio Iineal € .

Si queremos detarminar la ecuaciém del hipesplano,por el origen,

A

que definem, con respecto a una base fija del espacio, L ’jt

I € I, 1I"=-1 = te} ; expresamos cada vector oi , L & 17
R L del espicio E

con respecto a la base Sao Poayg » 1 € 1 ; donde a, es um

1

vactor elegido,tal que

T B
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Os modo que se ocbtiens

o, = a8 Xaij aj, y L €17, ‘g
Jel i

donde sdla tiene Lﬂ‘nﬁmorn finito de valores no nulos,para

'1ﬁ
cada i € I”.
EY funcional ¢ ( x } 1lineal,que definime el hiperplano,sn cuestidén,

verifica

De donde

P

f(ei):=aiof(lo)‘l— Eaijf(aj)'-—-lio,iél‘:
Jc1 E
hatiendes supuesto,camo o%l{cito y ya jJustificado, ¢ ( s ) =

1
El funcional lineal ¢ ,definido por los valores sn la base {a % %

f'(si)" = a0 i &1

|

:
permite representar el hiperplano ( por el origen) definido por |
el sistama de wectores linealmente independientes Lqi{ I SR CHE
por la ecuacidn

r(x) = 0. !

Cuando de trata del hiperplane,que pasa por el punto b , y as
paralelo al subespacio maximal determinado por el sistema de vectores
Iinealmente independientes {n1§ , £ &1 ; la ecuacidn dsl-
hiperplanc es

r{x-6)}) =0 ,
siendo ¢ el funcional lineal,determinade por los valores en la

base i.'fg s J &€ I°, como antes.

Observemos que la razén de definir el hipsrplano cue pasa por los
punbos (aig », I 2 I , mediante su scuacién referids a la base
rija del espacio , { s % y» } €E I° 3 se justifica por el hecho
de que,a veces, han de utilizarse varios hiperplanas e incluso 1in-

finitos,simultineamente; coma veremos mids adelants.
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22. POLIGONOS ALABEADOS CONVEXDS; EN UN ESPACIO LINEAL GENERAL @
CRITERIC DE CONRVEXIDAD PARA LOS POLIGONOS ALABEADOS OE ESHE ESPACIO.

Considsremas un. conjunto infinitoc de pumtos,em um espacio lineal
general E ,confunte que dotamos de um buen-ordem,y suponemos que T';)ene
358% G1timo elemento.

ta enumeracidm del conjumto infinita la efectuamos por medio de
ordimales transfinitos; por ello podemos expresar el conjunto

bien-ordenado y con Gltimo elemento,as{

{‘ig , 1 £ 1 étl’ .
w se trata,pues,de um conjunto bien-ordenado de tipo ordinal \,\: +1,
Definimos como pol{gono,del espacio lineal £ , con el conjunto

bien-ordenade de vértices {aig s 1 &1 & }l/ , la figura lineal

uni-dimensional,constituida por la reunidm de segmentos rectilineos

P + ,
que unen cada vértice 8, al sigulentjé 17 el Oltimo a. al
primera an. De manera mas desarrollada,el polfgona dafinldo por
los vértices a (g <1 £ ‘/l/ ) es la figura lineal

t(l—t)) a +t azg U {(l—t)‘ a, +t °3§ U -._(l-t)~ ag Ft ad% U cee
U{(l-t ya, bt ‘mS U ...U {.(l—t) W bt alg yo 1Lt S

donde t s un nimero real,tal que 0:t=1.

Caon esta dafinicién de podfgono,nos ocupamos de los pol{gonos
alabeados,er particular. {lamamos polfgonos alabasados aquéllos,
cuyos vérticess no pertenecen a un mismo hiperplano. Para sello,
necesitamos que el cardinal del ordinal v,/ + 1 ,usado para nombrar

los vérticea del pol{gono,satisfaga la siguiente limitacién

“‘,&1‘) dim (E ) .

Supongamos también,que la sucesién tramsfinita de vértices conse—
cutives,que comienza por el primer vértice del polfgono ‘1 , 34
piddE Sdddddids

'1’ 32' .3v oo p 31 9 secece (i < (3 )y
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. de tipa ﬁ; ,» @sti formada de wectores linealmente independientes,

que gensran un subespacio lineal maximal del esp-fo lineal E.

yspor tanto, el cardinal del ordinal 8 +1 debe ceincidir con

la dimensidn del espacic E

| R+ 1‘ = dim (E ).
Ahera determinamos el vértice sucesor inmediato a todos los vér-
tices de la sucesidn {..1§ s 0 C 1% <;Q s 81 cual esté detierminado
por tratarse de un conjunto biesn-ordenado,el conjunto total de

vértices; y,por hipdtesis,ser no vacio el conjunte

{'1% = &'13 .

ocigp  ocied

EX vértice sucesor inmediato,a la mencionada sucesidn,de tipo 8 ,
es nombrado,pues,por el ordinal N , y se trata,por ello,del vértice
ag . |

La sucesidnm transfinita

aIf 32, a3, cee o a1 poeee 3 ﬂ;

Al
de tipo ordinal B + 1 ,determina um hipaerplano que pasa por todos
ellos; cuya ecuaciém,pusde hallarse cemo ecuacidn del hiperplano
que pasa por el punto aS y es paralelo al hiperplano,por el ori-
den, conteniendo a los puntos L. ’ .
..—."l'2-.8'as'a;'o--'.i—.ggg.. (1<B).

I b
(rig.7)
En virtud de la seccién anterior,sabemos ya determinar la ecuacién

del hiperplana,en dichas condiciones.

. 1
En primer lugar,si el sistema de vectores Lai - ‘gs , 0K 1 4_5

es linealmente dependientms,dl vector a- depende linealmente de
la sucesidn de vectores { alf » 0 <1< 8 ; porque éstos sf som
linealmente independientes.

El hiperplano buscado es ,entonces,el hiperplano por el origen,

que contiene a la sucasién de puntos & 'li , 021N .

e ———rs o

et e e . ot v ey
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La ecuacién de este hiperplano,la podemos hallar,segin hemos visto
em la seccién anterior,mediante el funcional lineal f(x) ,definide
can respsecte a una base Pija del espacieo E

{-‘g , I €1

por sus valores em ella

r( e, ¥ = '1u y 1 €r »

siendo . un punto del espacio E , tal que s, (‘J-_' L ( a, )
|

0 ¢t <§,
e, = a,, 3 + Zaija.ﬁ , 1 & 17 .
0<§<b
¥,finalments,la ecuaciém del hiperplano es
r(x) = o.
Cuando Bl punto a no depende linealmente del sistema de puntos

(vectores) {a1} » 04 1C 8 ; ol sistema de vectores 5'1 —ag } ,

0 {1 <8, es linealmente independiente,porque si no lo fuera,el
vector ag dependarfa linealmente del sistema "aig , 01 <N,
contra hipétesis.

La justificacién del teorema eni que nos basamos aquf,para asegurar
la .validaz del teorema contrarreciproco,ha sido expuesta en otra
seceidn (PbdlSgonoe alabeados convexos,en el espacio de Hilbert
separables, pag. 54).

Para determinar la ecuacidn del hiperplano,en este caso general,
que pasa por el punte 'S y ¥ es"paralalo al hiperplano por el origem,
que contiene el sistema de vectores

N
S N L I PP N NP (PN )

vamos a referir la base fija {'1% y 1 < X7 J del espacio E ) @
la base ta%; aj(%, ¥ < N, del mismo.

Pero,incluso antes ds sste cambio de base,la acu'acién del hiperplane
que pasa por el sistemg de puntos ias ’ a1§ , 01 4‘& , esa la
siguiente

r (x - aB)‘ = 0
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donde el funcional lineal f ( x ) ,estd determinade por los valores

em la base l.-ﬁ’ '1} , 01 <, del espacia Iineal E ,asf
f(a ) = '('S) = I ,u_<1<<§,

- Ahorahiemn,come habf{amos fifado la base {aik » 1 € 17, en el espacio
E ,para las consideraciones ulteriores; si deseamos determinar el
funcional lineal f ( x ) , respecto a gsta base fija del espaclﬁ ’

no tenemos mis que expresas cada vector ée esta base, com respecto

a la base {ag v A - .S;’ o 414% , del aspacio E 3 la cual es
ciertamente base,por-que el vector a ne depende linealmente del

sistema de vectores {al - 383 , 0 <1 K N .

Efectivamente,si el wector .S dependiera linealmente de los
vectores a - ag , eaxistirfa um conjunto Finite de constantes

reales no nulas Xy dz, A ceven » O(k , qus vefifariam la

3
ecuacidm

aS = o, (al - 0’8) &-Olz(az - 'S» L S c(k(nk - ng)
de donde |

Qa ;-ogl 4-'\(2 L l-c(k)‘ o = o Ay X, e, bl kX e,

y no puede ser nulo el coeficiente (I &+ X_ & 7\-’\2 + ... 4 l'f&k) de a

N

porque sisendo linealmente independientes los wectores a 0 <18 ’

1

llegamos al absurdo

(D&% + 0, ke b, = OPAR =X, = o= A = 0)g

y también,cuanda el mencionado coeficiente de a8 , en la ecuacidn
vectoria) donde aparece no es nulo,llegamos a otra contradiccién :

El vector ag depands linealmente del sistema de wsectores {'13 ,0¢< 1<S
contra la hipétesis inicial.

Para dafinir el funcional Iineal f (x) , en la base Ffiga {eil , L™

80lo se requiers. la pamponente de ’1 con rspecto al vedtor

. )
5 S S t tien
. basico a& de la base (.8 R nig , 0 1< S ) puesto qua. se ane

r(ai)‘ = r( N9y ¥ }_aij(aj-ag); '= .ig"l +o
= llg C“’:\g
. /
(el

o e g e i e
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£l polfgono de vértices {‘i} ,0d1 £ }/‘/, ss puede resconoger
coma polfgono alabeade,si verifica la siguients condicidn,expresada
com la notacidn adoptada aquf :

EI polfgono considerads es alabeado,cuande la sucesidn transfinita

de nimeros rsales

Fla-ac)r L8 &y

tiene un término no nulo,al menos.

De manera mis concisa y precisa : El pol{gono definida por el con-
junto bien—ordenadao de sus vértices {aig , 041 & ‘rl/ ,en un es-
pacio lineal gensral,es convexo cuando verifica la siguiente condi-

cidm

( l’(al—ag)‘;éﬂ ),.

Rt &y

A continuacidm,imponemos como hipdtesis explitita que a partir de

cualquier vértice a, (0 < 'f:,') £ H« ) dek paligono dado,podemos
» S

agregarle vértices consecitivos,hasta obtener,con todos ellos,

una sucesidm transfinita

(n < V)

a(f ’ a«'g!-l R .“;3“'2 reee g a,g““ govee

de tipo ordinal & s de vectores Iinealmente independientes,que
generam un subespacio lineal maximal del espacio lineal E.
Determinamos el vértice sucesofr inmediato de todos los términce
de ssta sucesidn,de tipo g; vértice que viene nomkrado por el or-

dinal ‘&’ 4-’3 spues, y se trata del vartice a
C N

Ahora determinamos el hiperplamo qus contiene la sucesidn de puntos

.

'f ’ 3?4.1 ’ a'€¥2 secey ag{.n rece ¥ a’g‘q—g

de tipo ordinal S;- 1 ; como hiperplano por el pur'atong y: paralele al

hiperplane por el origen,que contiens la sucesién de puntos

|

RS Cen TR e TR e gy (0S)

{

i
I
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biperplano cuya ecuacién expl{cita sabemos,y con la notacidm

empleada,condensamos aen la forma

(x-3a, ) = o.
%’7 28

El polfigono definide por el conjunto bien-ordenado de sus vértices
{ai } s 01 é H/ , 868 denominard alabeade convexo,cuando cada
hiperplanc que pasa por una sucesidn trnasfPinita de vértices con-
secutivos,deja en un mismo semiespacio,con respecto a dicho hiper-
plana,los restantes vértices del pol{gono,habiende uno,al menos,
de tales vértices, fuera de 1 hiperplano mencionado.

De esta definicidn de infiers un criterio analftico,para decidir
si un pél ‘{gono de un espacio lineal general E ,es alabeado con-—
vexa

€L polfgone de vértices {lig , 0 L 1 < k\/ , 88 alabesado convexe,

cusmdo para cada vértice a ., de este polfgono,la sucesiénm real

«
5

r(a, -a, . ) 0 {1 £
LA SN ’ [

posee algim término no nulo, y todos los que lo seam tengan signo
constantae,

De manera mis breve y precisg,conssrvando la notacién,el polfgono
de vértices t 1% » 0 L1 & V , cuando ya es alabeado,.8e.rsconoce

su eventual convexidad,mediante la verificacidn ﬁa condicidn carac-

ter{stica sigquiente

/\ ( . W T H/\ ) £°
€ <p <b <Y
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DETERMINACION DEL PUNTD DE INTERSECCION DE UNA SUCESION DE
HIPERPLANOS EN EL ESPACIO NORMADO QI DE SUCESIONES REALES
CUYAS SERIES SON ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES.

Em virtud del hecho d.ﬂquo el espacio dual del espacie e 1 ,de
sucesionss reales,cuya serie respectiva es absolutamente com-
vergents, es aqsoppcio normado goo’ de sucecesiones reales
acotadas ((aj%ggtoagcgihgﬂgggA Spaces , G. Kithe ) y de que
un sistema t.a; t a:ldel espacio , 8std constituido por la
sucesidn ds vectores unitarios o = (0,0,c00p ¥ ;0,000 )

mn
m=1,2,3,... 3 la representacidn general de " um elemente

1 o0
wé& ( e ¥ = K ,e8 decir, um funcional lineal comtinue

del espacio 1 » ©8,pues

o0
w(x) =U x = E v, (gm
w=i

an: donde
X oQ .
"L‘:=-("n) =tu(en,)’i}e g/ 3 =(%rl )'ELI'.
La sucesidn particular de hiperplanos,del sspacio gl ’

o' (x)

"
<
ot

lu|2 (x) = ‘(2 l'_[‘]

3
u (x) —Y3
n . .
w (x) = \\n
ecececvcse n = 1'2’3,c-a
donde los Punciomales lineales continuos a (x) , d=1,2,3,...

estin definidos,mediante los vectores lcn carrespondientes del

4:0
espacio e , del modo siguisnte
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o x) = UL x = %1 , Ut

oy =Ux =, U3

®ceecrss00 0000000000 srsrsertess PP enOET el

(1,0,0,000p0,... )

(6,1,0,00000,.00 )

., v,
U" (x) =,u’" x = (in vU "= (0,0,0,...,\f yeod) 3 N =1,2,...

Por ella,sl dnico vector x que puede ser solucién del sistema

de ecuaciones [1] y 68
oG ol
X = z 'l'l gﬂ = z Bn \(.; N
| \

vector que tiene por componentes,en la base Schauder {en g, olin.
del espacio (1 \
P ‘/ ’ ALYn} y N=1,2,...

Pero como el vector t:(n% ha de ser un vector del espacio Ll ,

la condicidn necesaria para que la sucesidn dada de hiperplanas

[1} »98 corten en un punto @nico es, por tanto,
L
. . /
iviel

lo cual significa
o0
>V <0 [2]
1

y- el punto de interssccién de la sucesidn de hiperplanos,del
n
espacio t .
n
u (x) = \{n y 0= 1,2,3,...
cumplida ya la condicidn [2] ,88 el punte x de dicho espacio
ﬂl, definido por

oG
x = EYnan = (YI'YZ’ \/3 ""'Yn ree
|
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El .cass general,de la determinacidm del punto de interseccién

de una sucesidn de infinitos hiperplanos del espacio normado Kl ’
se pugde resolver si dicho caso general,se puede reducir al
particular,ya resuelto, v

Se trata de hallar sl punto de interssccidn de la sucesién de

hiperplanos del espacio gl , de ecuacionss respectivas

O A O I CIC S LT AEPPPPPT o) TR SR

n = 1,2,3, ...
siendo definidos los funcionales lineales continwos un s poT

sus valores en la base de vectores unitarios {’ng del espacioe gl

i

1 . 1 _ ; . 1 .
u (81) =V, (92) =V, u (93) = Vg reees U (cp) = vlp"'J

2 2 2 . 2 !
w (al) =V, 0 (92) =v,, » 0 (a3ﬁ = Vog yeeep W (ap) = Vo, veee

® 00 00000 00000000000 PVIPIIILRLEPINESEPILITEIOPOLIOIIOINITPTESPD

™ X n n n
, = g1 = 3 \= ee e | = s e
w (el) vy (92) Vo v H (93) v o, y U (ap) Voo ?

n = 1,2 , 3, ceae
o0

y. como el espacio dual de €1 es % , se verifican las condi-~

ciones

< k'r
-y , s deci sy v
( o ) , es decir up \ 1p

{0

9

(v, 0 € | w0 [z | < 00
.50

(v"p)C‘{// ssplvnp < 0

n=1,2,3,... ' p=1,2,3,...

La determinacién del punto de interseccidém de esta sucesidn de
hiperplanos,ss puede reducir al caso particular,ya resuelto,si
p@demos encontrar un sistema completo de vectores {fh% y 04 J W

en el cual los funclomales un yastén dePinidos por
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u'I(fl)’) =1, .l(rz) =0, ..‘(r3)~ =0 ,..., ul(rnr =0,...
u:z(fl): -0, uz(fzt =1, uz(f:’)‘ =0 ..., uz(fn) =0 ,...
uP(fI) =0, u3(r2)< =0, u3(f3) =1 ,.ea, u3(rn) =0,...

© 00 0000000000000 0:000000000000cerrssncoecssnscsoesocoens

il
=

gece

w . -on n n

w (rl)' 0, v (rz) =0, u (f:!) =0 ye0ep U (fn)
=1 ,2,3, 000

As{,pues,los vectores del sistema completo ésng expref8ados

mediante Ios vectores del sistema gfn% , también completo,adoptam

las expresioness szit_:;l.li.ani:es\‘7

Q
01=Z'>\Ipl’p;oz=zd\2pfp;e3= Zd‘sprp;"’;
5\:1 J\TL

e"=§f)§npfp Pomo=l,2,3,
51,51 ‘

Hemos de determinar todas las constantes reales (\np ) : i i'
- t 4

para poder considerar definidos los vectores fp.

Lo cual se logra asf{ :
N o9
1 _al _ 1 o= O\
u,(el»-i(z.fxlpfp)-zo\mu(rp)- 11
{'/-— K/:\

de donde

Anilogamente,se tiene

~0 oQ

2 2 2

u (o) = u ( Z A o )= Z Ay, w (r ) 12 21
g':l x,:l

L}
S
"
<

ws(ll)f = ( \7 -7\1p rp ) = ZO\ID us(rp)' -7(13 = Vg
i)

8 8 ¢ 00T 0 PPPPLPI R0 0L GIRCOIOOIDPITOOPCIIIPIOPIERTITTITOOSES
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0 N

u"(.1)> = u' ( Z oklp f ) = Z o(Ip u" (rp) =, = v
X‘v: \S»:l

m = 1,2 ,3, .0

Ahora bien,como el vector ° E'el debe estar expresade en
una base Schahdbt;{'fn} , del citado espacio El a8l vector de
1
- coordenadas ( CXIn|P = ( ol )i G.g R ygpo%tanto,se vefifica :

éil"ru] L 00,

Del mismo modo,se obtiens

2 3,
== h = \ = | =3
Xpr = iz » u (e,) %22 Vap v W (o)) = Ryy = vy,

]

u}(ezﬁ

A = v s m=1,2,3, ...

n .
“"’2) 2n: n2

y; tamblén ha de sem,por Io dicho

cQ
(g ? = (v ref® Z‘-"nZl { o0

w=i

Finalmente,de modo mis general,ss verifica

1 . _ 2 _ 3 - _
w (em) B A =Vipr ¥ (en) anz “Vm Y (en) - (Xn3 = Vin

nl 1n

= 1,2,3,.40

e
h-)

W) = & = v

np pm
y, asimismo

o0
(an)‘= (\Opn)eﬁl,esdacir Z‘vpm\ < X .
3

p 3]

Resumimos las condiciones obtenidas,para: que la sucesién de
furcionales lineales cont{nuos u" (x) , n =1,2,3,... ,definidos
em la base candnica {o"}' , da vectores unitarios del espacio
61 s 8e puedan definir en un sistema completo {fn % del espacio

y que sea candbiceo para esta sucesidn de Puncionales o™ (x) 3

estableciendo que la matriz infinita
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le \ll2 013 e e le cee
Vzl vz,z V23 ) Vzp s
\l31 v32 V33 o V:’p eee
an Vnz Vns 'y Vnp coe

e s0cr0erarrssosrsrorrscne

tiene todas sus filas constituyendo vectores ) , 0 p

LG

7

4

("np
i
|/ ’
( “np Y » 8 < n < 2N , sean vectoras del espacio

del espacio » dual del espacio mientras que todas sus

columnas

La mencionada matriz infinita,por suponer que es la matriz de
7l

trnasformacidm de una base Schauder del espacio ;| ,en otra

base Schauder de éste,verifica las condiciones siguientes :

Ninguna columna de la matriz estd Pormada de cero=s solamente,
e

Ny serfia nulo,lo que

e

porque,en esr caso,un vector de la base
a8 absurdo.

Ninguna fila de la matriz estd formada de sélo ceros,porque uno
de los funcionales lineales seria idénticamente nulo; lo cual

no es posible porque tnmel valor 1 # 0 una vez,al menos,.

La matriz infinita en cuestidén,es linealmente indepndiente por
columnas,porqus si hubiera varias columnas,en ndmero finito,
linealmente dependientes,entoncss un nimero Finito de vectores

!

de la base Schauder {en N del espacio yl y,88rfan linsalments

dependientes; svidentemente imposible.

Pt

La matriz es linealmente independiente por filas,porgue si hubiera

varias filas,en ndmero Pinito,linealmente dependientes,entonces
varios funcionales da la sucesién u" (x) ,habr{an tambied de

ser linealmente depgdiantes,cosa 1mposlble,pussﬁichos funcioniles
estan raprcseﬁtados por el sistema de vectores del espacio 4
(1,0,0,...,0,...) 3 (0,1,0,...,0,...) 3 (0,0,1,...,0,..0) 5 «ou 5
(0,0p0.091,0,...) 3



-84~

Cumplidas las condiciones analizadas antes,por la matriz infi-
nita (vnp) y M, p = 1,2,3,... ; que nos aseguran la
existencia de una base Schaudar,candsica para la sucesién de
funcionales lineales cont{nwos w' (x) y linsalmente indepen—

dienttes ; para que la sucesidn de hiperplanos

u} (x) = AY; '“? (x) = ‘YE . ”3 (x} = ‘XS ?» cce » u” (x) = X; 9 eoe

z
se corte en un selo punto, y como. los ndmeros \( deben ser

LU
las coordenadas de un vector en la base Schauder {fn} » pues
ol

e
2 Err= > de) =9 -y,
B N,:_] '
o0 o0
"z(zgp'p»=z‘€9"2('p»=g2=\(2
K‘/’—l K/‘:I

@00 600 0000000000000 0000000000cs0ctscsssPrepee

© o
" ( Z(gp ) = Z Cpu (1) = T = Yo & mobzs..
Cop=l Y\,:\

se requiere aum la condicidn
Y]

(Ym)‘ef/l ’ Z

n=|

L Q.

Ya

¥ por tante,el punto de interseccidn de la sucesi8n de hiperplanos

u" (x) = \(m » (n=1,2,3,...) es

o0
x = E Y" I’m .
nWEL
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24. DETERMINACION W ECUACION EXPLICITA DEE HIPERPLANO,QUE PASA POR
UNA SUCESION INFINIFA DE PUNTOS LINEALMENTE INDEPENDIENTES Y EN AQUEL
BASE ;DEL ESPACIO_NORMADD Pl ; DE LAS SUCESIONES REALES DE
SERIE_ABSOLUTAMENTE_CONVERGENTE.

Comenzamas com el caso mds sencillo,en que la sucesiém de punm-
tos por donde ha de pasar el hiperplano es

4} » '2 » .3 y ooe p G" 9 ese

siendo los vectores e, los de la base Schauder canénica del

espacio el » Saluva el vector e -

De modo tal que el hiperplano ,al pasar por el origem , w pox;

los puntos LI > 2 ; ha de tener una ecuacién de la forma

ua(x) = 0 3 v , funcional lineal continuo ,

la cual es verificada por

u(e,) = w(e) =...= wle) = o =0 3 n 52

){adamés se tiens w (e, ) = 1.

1

As{ puss, de estas hipdtesis se deduce

" g = |
* E_%n °n ¢ w x) = W‘E/gme")‘ =>L_gnu(en) = :1
w =i nzi mI

(g}.:D @w(x)=0.

Cuamdo la base hauglek® del espakie el » S€a {_'ng y 21

\ ,
y no es la candnica {en.{ » N > 13 y el sistema {f'n% y N 22

es el que determina el hiperplanc por el origen,del siguiente
modo

lﬂ:('l)'r=1 . u(l'z)' = w (fs)‘. =,.,=w(fn) = 0;,:7,‘}/2

w{x) = 0 3
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sl deseamos hallar la ecuacidn del hiperplanes mencionade,con
con respecto a la base candnica Wiwipleka ia":§ del espacio 91,
basta conocer las expresiones lineales de los vectores L en

términos de los vectores f

2

o0
o, = :Ej.alp fp » 8, = E °2p 'p > 8 = E aSp 'p ’

y:) %=l ‘XL:|

oQ

en' donde,ahora, se consideram conucidos todos los nimeros a

w,p. =1,2,3,... ; y,también,por tanto,la matriz infinita

nmn "y2 izt fpp oo
021 322 323 eee Zp eee
asl 832 333 cee ﬂ3p cee
a1 *n2 S B anp e

LR R N R R RN NN RN

todas cuyas filas son sucesiones de serie absolutamente convergents,
pues son vectores de coordenadas,pertenscientes al espacio 61 .
Las columnas todas son sucesiones agtadas,pues definen funcionales
lineales contf{nuos del aspacio BI.

La matriz infinita citada,es linealmente independiente por filas
y por columnas,como ha sido justificado,en ottra seccidn.

Hemos de calcular la components del vectoer x sobre el vector

f. , an.la base {f n 21 , expresades como funciones
n ’

lineales de los vectores e, » para anularla y obtener asf la
1

acuacidn del hiperplano considerado,en la base t e 5 -



Para ello, se aescribe

o0 -0 e ) e fi_u
S S a@ ;’ - \
"’zfm"n z“’n_\_anpfp-L(J/‘_anptn)rp
=i Yzl p:\ y:\ YW=
de donde se infiere la ecuacidn del hiperplano,en la base candnica
o N}
§ anl %n' =0
=} 7]
/ .~ (L 5 .
siendo ( %n ).E{, , as decir /T En\' £ =9 ,
L‘____ ’
Wi
sup anl‘.(\ o0
m
porque los ndmeros ( a. } definem el funcional u (x) en 1la
base iang' s+ el cual estaba antes definido as{,en la base ifn§
= ) = uw ) = = = eee = H
u(rl) = I ,u(l’z) "('3) u(f’") 0
de donde,se concluye
N =Q
u(al)r = u ( ;E_alp fp Yy = a0 u(ez) =u ( .i; %0 Bp ) = a
3}':1 'J';'—l
0

)

u(e3) = u ( z—a:m I'p ).= a3 u(en)‘ =u ( Y anp fp ) = a

W[

=

e

N = 1,2, 3, 0

Si al hiperplano se le exige que pase por una sucesidn {fng‘ ’
n 7/ 2 , linealmente independients y: hase en el hiperplano,
y por el punto b ; basta reducir este caso al anterior,mediante
la sucesidn {fnv - b} , hallando sl hiperplano por el origen
que pasa por esta sucesidn de puntos (vectores) y: despues el

hiperplano paralelo a éste,qus pasa por el punte b,
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Cuanda el vector b depende linealmente de 1a sucesidn de
vectores -Efn)} s M >/ 2 , el hiperplano pasa por el origen
y por esta sucesidm ; la la ecuacién de diche hiperplane ya
la sébemos dederminar. .
~ topoldgicamente

Si el punte k& no depende lineal mi' - de la sucesidén de vec-

tores {fwf s N }2 , entonces se verifica

b (f (R AN R
y, por eso, este vector # podemos considerarlo como el vecéor
fI =hb , tal que el sistema de vectores i fl, '2' f3,..., fn....§
eonstituya una base completa del sspacio g .
El hiperplanm que pasa por la sucesidn de péntos (vectores) fn ’
m=1,2,3,... verifica,pues,las condiciones

w (f, - rI)»:O,u (ry - '1» =0 ,..,u(f -f)=0 ,

m=1,2,3,ee¢

donde w es el funcional lineal cont{nuo del espacia el y que
precisamente,hay que determinar.

Debe ser ux('I)W # 0 , porgue en caso contrarioc,de las com
diciones ya satisfechas por el funcional o , se deducse

W) =0(r) = wo= w(r)=..o=u(r) = 0

w el Puncional uw es el idénticamente nulo,svidentemente

incapaz de determinar el hiperplana,em cuestidn,

Por ello,podemos supomer u'(fl) £ 0, e incluse u (fl) = 1
sim pérdida de generalidad,

El sistema de vectores {_flg LJ { F - f1§ aom > 2 , cons-
tituye una una base completa del espacio %L .

En primer lugar,este sistema de vectores ss linealmente indepen-

diente;porque si un nimero finito de ellos, (F - f ), (F -f),
WI 1 "2 )

(f" - fl)' sverifican una ecuacién lineal con coficientes reales
k

O\1 » 0\2 y see o o(k ,del tipo

oy ('"'1 - ) E X, (rn2 -k o (fnk -k =0

e e e
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como el sistema de vectores %'n'i , 84& es linealmente indepan—

diente,ss concluye -

N, o= ’\2 = eee = ”\k =0 ) /\ (.‘\‘Il- RPRIL IR '\k = 0 )

Si interviniera el vector fl en la ecuacidn lineal,ésta seria

de la forma
NN + \2 (rnz-rl)‘ + ""’1('nk"1) = 0

de donde

[(rkl SNy m e N = 0PN, == = 0) =

—_}\‘(\l = U),
De modo que la independencia lineal de los vectores t'l{‘Jgfn - fll
queda probada, --n > 2

En,segundo término,este sistema de vectores es - basae en el
espacio al. Para ello no hay mds que expresar un vector genérico
x del espacio,como combinacidm lineal de los infPinitos vectores
de la sucesidn,es decir,como limite de las combinaciones linsales
finitas de dicha sucesidn infinita de vectores.
Sean las camponentes del vector x ) en la base completa {fn é del

espacio) ( ”{n ) 3 y por esa,se tiens

Vamos a expresar el vector x mediante todos los vectores del
1y i
o X A s+ as{ puses

sistema f{r T 1

1

Noo- = - R = - = \' _': s
x = pfy = "1 '1 + L n~(rn fy * '1) ( n ) f

\ -

sg tiene :

u:n» . ’ ;fﬁ ‘\?
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y,por tanto, al‘slstema de vectorses trlg (J zfn - '1§ es HL@S!

1
en el espacio L . w 2

El Puncional lineal continus,definido por las condiciaones
) ): - ) = u - ) = = u - = -
w (fl) 1, w(f2 fl) = u (f3 fl) cee = W (fn rl) o
n o> 2

permite definir el hipsrplamo buscado,por su ecuacidn
- ) = .
u ( x fl ) o]
Si se desea la ecuacidn de este hiperplano,en la base candnica
E.% del espacio Zl , No hay mis que expresar un vector genédrico x

del espacio en la base completa {f1§ L){rn - '1§ y ™ >2, par-
. L )

tiendo de sus coordenadas ( Eh ) , en la basse candnica ﬁs 7w
anular su componente sobre f_  , referido a aquella base. As{ pues
o o~ ~ 1 9
_3 ¢ = N 3 \ = \> x o
x =/ 5 e = s (2 a £ ) =, ( ¥ }or
o p—T ] — np p — — np n p
W2l ey A=y | o\ = W=l
= ~ v ) N N 'S - .
=( > 15n)r1+ ._(/}_ p_))(l’ '1"'1)
n‘\:’ )_ -)LT' .
: ; lper o, - -
siendo la components sobre el vector '1 , 8n la base gfl‘\J~rn f1‘

n > 2, la siguiente

ij \<: a = :zi (a + :2; a ); E

anl ';n + . np 5n = nl : np n
=i i =1 =)
de modo que 3 =L 'L l =1 A
T .'_ .
,; ( \> a v = 0
’ np on
Ny 3L11

es la ecuacidn del hiperplano por el origen,paralelo al hiperplano

que pasa por la sucesidn de puntos } 'n t, m 1.,
Finalmente,para obtener la scuacidén del hipaerplano que pasa por

los puntos b ( = r ) Fo 0 Pgoaeeer e basta conocer
las componentes del vector b del espaciac !~ ,en su base cand-

) ;
- nica {e_ . Sean éstas (Sl ) , se obtiene la ecuacidn del hi-

perplano pedido, an la forma

ot 1 e .1t g vy
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siendo,puss, 1la matriz infinita ( anp ) s np =1,2,3,...
tal,que ademas de las condiciones analizadas ya,verifica esta

otra xR
sup a <: 9]

m ne

EI:|
la eual significa : Las sumas de las filas de la matriz infinita

estdm acotadas, em conjunto.

DETERMINACION ¥ REPRESENTACION DE UN POLIEDRO CONVEXO EN EL ESPACIOD

NORMADQ ng,DE SUCESIONES REALES DE SERIE ABSOLUTAMENTE CORNVERGENTE ¢
CRITERIO DE CONVEXIDAD DE POLIEDROS.

U
Consideramos en. al espacio normade &1 (de Banach), un sistema

infinito de hiperplanos,cuyas escuaciones seam
i ' - . .
" = ol N U
w (x) = \‘ i , I =1 ’ ’ I I > b o

y seleccionemos de tal sistema de hiperplanos,las posibles sucesio-

nes admisibles ,emtendiendo por tales dquéllas para las cuales

u" (x) = \(F ,y 04 ml W
- 1

los funcionales lineales un , admiten una base candénica | fni ,
ess decir,que los funcionales un definidos en esta base , SOM
I 1 1
W (rlﬁ =1, u (fz) =0, u (f3) =0 yeeey u‘?(n) =0 yeee
2 2 2 n
w (r1)> =0, u (rz): =1, u ('3)' =20 ye0ep U (fn) =0 ...

90 0 0000000000 se000000000000000000c0 000N PLILIOOLIPIOGIOTDN

1,...

=0, u" (r o, u'"(f:,‘)" O yeeey un'(rn),

2)
La condicién para que exista dicha base canénica para los funciona-
des upb, ya sabemos que sa reconoce mediante la matrl* infinita
( Vop ) » nyp=1,2,3,... da }os valores de los funcionales,defi-
nidos en la base {Bn %, d%vactoras unitarios del espacio
@1 ;s matriz que ,como ya §abgmqs, esta constituida por filas,

)X

que son vectores del espaclo Y , mientras que las columnas son
¢ 1

vectoras del espacio !
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Ademis la matriz infinita ~{vnp g ry Nyp =1,2,3,... 3 &8 lineal-
mente independients por filas y columnas,segin se ha justificada
ya.

Qastas condiciones condiciecnes,que se refieren exclusivamente
a los funcionales up‘, n = 52,.3,... , hemos de agregar la con-
dicidén de que los términos indpandiantas{‘ﬂT% de las ecuaciones

de "los: hipegglanos correspandientes,verifiquen

S Yn] L0 -

2

o=l

Y, Pinalmente,al punto de interseccidm de la sucesién mendiomdda de

hiperplanos,en la basaigfnénica de los funciomales wu" y €8
x = ZE‘Y;~'n .
=)

Para definir el poliedro convexo,del espacio enm cusstidn,mediante

el sistema infinito de hiperplancs
i -\ . 1
W)=Y, JgEr, ]1‘)50 ,

elegimos um plano de este sistema

Kix) =Y

K v kel

y: cansideramos todas las sucesiBnes admisibles de hiperplanos
del.sistema,lll& excluyendo sste hiperplano ur(x) = \(k HD ;
suponiendo expresamente,que tales sucesiones admisibles existenj
admitiende que una de ellss,al menos,tiens su punto de interseccidn,
exterior al ameffalado hiperplanoc.

Si el punto de interseaidn ,de una sucesiém admisible,que yace
fuera del hiperplano uk(x) = “(k yse denota por  x, ; se puede
expresar la condiclén de convexidad del MIFAFAY poliedro definido
por el sistema total de hiperplanos dados,del siguiente modo :

Cuando a cada hiperplana uk (x) = K’k , 88 le puede asignar una
sucesidm admisible de hiparplanos del sistema total y distintos

a él

Fer = N s e = X, e = Y e Wy =Y
1 2 3

-k"‘ #k , O LW )

Ty
ﬂ/\

3}

we
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. )
yy 1a base candnica de los funcionales uk“, se denota por tfh Y
m

n=1,2,3,... ; el punto xk viene dado en la forma

R
* = ; i fi 3 »
/ - n n

a“:\

la condicién de existencia y caricter convexo,del poliedro defini-

ble por el sistema total de hiperplanos dados,es pues,

=
FCQ Nt Y )

!
kel

Cumplida la céndicidn de convexidad del péliedro,éste se puede
representar por el siguisnte sistema de infinitas inecuaciones

lineales,contorno incluido

0
F‘(Zx'k"rkm)—\(kj l:unk(x)‘-\(k>/0 s k&1,
w=}

POLIGONOS ALABEADOS CONVEXOS EN EL ESPACIO NORMAOO lhlngE LAS
SUCESIONES REALES OE SERIE ABSOLUTAMENTE CONVERGENTE : CRITERIO
DE CONVEXIDAD;SEGUN ESTE CONCEPTO; DE LOS POLIGONOS .

Vamos, en prﬁﬁar lugar,a definir un polfgono cuaquuiera del
espacio normado E 1 , mediante 8l conjunto bien-ordenado de sus
vértices {ai {, 8l cual podemos enumerar mediante un ordinal
infinito.

Hacemos una primera hipdtesis,so bre sl conjunto de los vértiices £
El conjunto bien-ordenado iaizr,adamés de ser infinito, suponemos
que tiene Gltimo elemento; con lo cual er conjunto puede ser enu-
merado por ei ordinal infinito ;y ,de la siquiente manera

, !

bagr 0 {1 = |

tratindose,pues,ds una sucesidn transfinita,de tipo h +1,
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Entenderemos por polfgone definido por el conjunto de vértices iaiﬁ .

la figura lineal uni~dimensional formada por la reunidm de }os
segmentos que unen vartices consecutivos,y el (ltimo vértice con

el primero

[+ =]U L”] Vs U U omd U - Uls, 1] :

AR partir de esta definicidn,para analizar el eventual caricter
comvexo y' alabeado de un poligono,hsmos‘de hacer mé$ suposicionas .
La primera,que comenzando con el primer véftice al del polfgono ,
y afadiéndole,uno a uno)vértlces consecutivos,llegamos a una suce-
s8idn inffinita ordinaria

81 . 32 ” 33 9 eoe an P evee H n ‘Q: LU

de puntos linealmente independientes,que generan un subespacio

lineal cerrado T ( an')' > n W , ymaximal en el espacio é

A este sucesidém de puntos,en el conjunto bien~ordenado tai g, 01 é

le sigue un elemento inmetiiato,el cuﬁl,pues)asté bombrado por el
ordinal (U , siendo el elemento au}'
Ahora Bien,la sucesidn de tipo (J+ )
a3, Bp y o see p 3By eee H 3‘U [_2]

determina un hiperplano que los contiene; cuya ascuacidn,como ya

sabemos’es de la forga
~d

n—— O
Z (_>_ l':np>’ ( gn- aujn)‘ =0
W=l el

donde las constantes ( Cnp ¥ , nyp =1,2,3,... , son las compo-
1L .
nentes de la#asa canénica del espacio {, ianl , 8N la base cano-

nica del fPuncional u (x) , que define el hiperplano que conkiens
la sucesidén de puntos [2} s ( ad) n) son las componentes
del vértice aj}’, en la base candnica del espacio.

€1 caricter alabeado del polfgono se pusde reconocer,si algdn
vértice del mismo yace en sl exterior del hiperplano determinado

por los (U primeros vértices, Oe donde se deduce

7YX

=

——

- e A rrymg—— o

e

A oo e e -

$

N —— i e s



La hipdtesis,que también vamos a admitir,se refieve a que elegido

cualquier vértice aj ,del polfgono 8e pueden ir affadiendo ver-

tices consecutivos, hasta obtener una sucesidén infinita

T Ty " <

la cual sea de vectores linealmente independientes y tal,que el
P 1

subespacio cerrado que generan,es maximal en el espacio k .
El vertice consecutivo inmediato a todos los vértices de esta
sucesidn es el a .
»
El hiperplano determinado por las puntos de la sucesidn de tifio

ordinal (J+ 1 sque los contiene

ak r ak’l-l "aks-z Pty ak&-n roees ¥ akl-'_b’ ’

posee la ecuacidn,con el significado establedidcpara la notacién,
0O ~N
: ; ch 3 /Vj - a — O
2 ( Z np) ( o khu)n)

n=l ,\":‘

El poligono as alabeado convexo,cuamdo los hiperplanos gue pasan
por las sucesiones citadas,de vértices consecutivos del mismo, de-
jan los restantes vértices,con respecto al hiperplano,en el mismo
semiespacio,pudiendo haber alguno de ellos situado en el borde
dol semiespacio,pero no todos los vérticss.

La condicién de convexidad del polfgono de vértices )ai% , O

supuesto que ya es alabeado,se puede formular del modo
- ~.‘Q 0 y 1

/ o E ko 1
’ | 2 (\“ C‘nLV/\QCC»&““"M,'L\ \/ Ui) \/

i

(:”:'}L - . \, k ‘ | -
\/ \ /\ }-X k :: (a.rtxl, ) kum " *t,ul'ﬁw,,«‘,) § ) >

wol ‘

R R—
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27. DETERMINACION DEL _PUNTO OE INTERSECCION DE UNA SUCESIOR DE HIPER-
PLANDS; DEL ESPACIO NORMADD - ¢ DE LAS SUCESIONES REALES INFI#
NITESIMAS.

Comenzamos por el caso mds sencilla,en donde la sucesidn infinita
de hiperplanos del espacio €, » de sucesionass rshles inPinitésimas,
viene dada por los funcionalses w" Iineales contfnuas y las

ecuaciones
ul (x)} = \(l ’ “2 (x) = \(2 » '-"'3 (x) = \<3 pocey un (x) = \(ﬂ gece
n =1,2,3, ...

tales que los funcionales u"” , definidos en la base {en{ de vec-

tores unitarios del sapacio cc , 8Seamn

1 X 1 ! 1
uw (e) =1, u (s,) =0, u (e5) =0 ,.cc, B (e,) =0 ,...
2 2 2 " 2 ' '
u (el)=0,u (82)=1,w (93)'=0 pecey U (an)=0,...
n n _ n n .
u’ (e, =0, u (8,) =0, uw (85) =0 ,...p u (e,) =1,...
n = 1 'S 2 ] 3 9 oo

De donde se concluye,en virtud de la linealidad y continuidad de

los operadores o , que para cada vactor x del espacio c
~g o~ o

1 U TP NS Y 2 2 Ny .

s(x) = u ()% o) =5 ,u (x)= 1w (D% o)~
,\,)“'-l 0 n=j 4

3 3 < 2 & n n Y _ %

v (x) =u (an aan)= §:'» seey u (x) = (Z%m en)_ on
nIy n=

m ’,"’/1 s Yy las ecuaciones de loa hiperplanos devienem

=Yy € =Y, Sy = Vg veeer vgnz Nas n>1.

Por ello el punto (Gnico) de interseccidn de la sucesidn de hiper-

planas dados, es

x = \ \( P : ; pero como este punto es del espacda
“— \p

W Sy e P
c, » %e ha de cumplir previamante ( \\n ey, Y;‘ —> 0

e ke o e e et e e

©
S 2

13
i
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En 8l caso mis gensral,en donde los funcionales lineales continuos
t.n'h (x) , n=1,2,... ; son linealmente independientes y consti-
tuyehn. um ‘sistema total,en el espacio de dual del espacio <, ,el

cual es tl ( Topological Vector Spaces , G. Kdthe ) y como este

n

. . n
m>1, de ¢ y' candnica para la sucesidn de funciopales u .
z o

aspacio }jl es separable,podemos emplear una base Schauder 5!’ %

1, o 1, o1,y 1,
w (en); =V, eW (ez) =V, s U (93) = Vg reeer U (ep) =Vyp reee

(v, Ve g‘

~

» ©s decir > lef 4 ~N

" w oz
(

2 2, 2, 2 _
u (el) =v,, s ¥ (ez) =V, s U (83) --’\133 y eee y U (ep) =V veee

)
Cvpp deft E‘zp[ s

§=!

L R I R R N R N R R R N R R R RN R R NN

‘ n
um(el)f =V u-n(ez)' = Vn2_ ’ un(es)' SV g geees U (8 ) =v  ,.eee

© P np
DO N c N s one
(“np)'c A / Vnp\;\\u 5 now1,2,... )
P K=
Expresemos la base {Bn€ , mediante los vectores de la
base il’n)‘ » la cual ha de ser candnica para los funcionales
u ’ n>1
oo 0
S > S
= = PP = P a f
°1 E 1p'p %2 L. Pa2p 'p ’ * ®n S mp o
- ! =
= 3 V=l
5 n = 1,2,3, ... f

Por ser los fumcionales u” lineales y continuos, y ‘fn(
, 3

habiendo de ser una base can énica para sllos,se obtisene



L
ot (el)’ = ul ( Z‘alp rp ) = 8 < iy
2 2
u' (o) = u ( ZE "1p 'p ) = 8, = vy

S0
un(el) = u" ( zi a r ) = a = v : n=1,2,...
. ':(

Anilogaments resulta

]_ ot - ’ ,,2 — - L )
uile,) = ay = v,y ui(e) = A, = vy, e ui(e,) =a,

= v

n2
1 . - ¢ 2 - _ : p - —
u-(en) Fa =V, u (en) =8, =V, jepu (en) = anp P
Ademds,los vectores de coordenadas siguientes
* = ) = R = ~0
( vor ) ( a . ) c, » @s decir v — 0 (n —0)
) = : L —> 0
( Vn2 ) ( aZn')’ € %o ’ Yhz — 0 O >
= ) [
( Vnp y ( apn' ) 6 co , Vnp —> 0 (n — )
n
p = 1,2,3, ...

Reuniendo todas las conclusiones establecidas,se puede asegurar

que la matriz infinita

- Y1 V1o Viz e Vip oot
Vo1 Voo Va3 ver Vp ot
Vi Vao Vgg eve V3, cee
P |
Vo1 V.2 Va3t Vop ot

para que sea la matriz del capbio de basa candnica 150} del espacio c,
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avla base candnica de los funciomales un sy linealmente inde-
pendientes , verifica las condiciones :

La matriz infinita cansiderada es linealmente independiente por
columnas y por filas 1;5 filas de la matriz son vectores de

&1 Yy las columnas)del espacio cn .

Una vez verificadas las limitaciones sefialadas a los funcionales

w' (n=1,2,0.. ) y su matriz en la base tenf , 8l punto de

interseccidn de la sucesidn da hiperplanos
X " 2 3 ) \ "
v (x) = \(I . u’ (x) = \(2 , u (x) = (3 reeey U (x) = {; poee
em la base candnica de éftos,es
24
X o= \ Y; fn
n=i

siempre que la sucesidn real (‘(n ) « c, » 0 sea \(n —-a ,

DETERMINACION Y ECUACION EXPLICITA DEL HIPERPLAND;QUE PASA POR UNA

SUCESION INFINITA DE PUNTOS LINEALMENTE INDEPENDIENTES Y BASE . EN

AQUEL; EN EL ESPACIO NORMADO c, —i DE LAS SUCESIONES REALES INFI+

NITESIMAS .

Empezamos por el caso mis simple ,en que la sucesidn por donde ha

de pasar el hiperplano es

o, 02 N 93 p sece o sn » ese

es decir,por el origen del espacio c, y la base de vectores
unitarios en s N 2; 2 ; excepto el vector 8, -
De modo que el hiperplano que contiene a los puntos citados,esté

definido por la ecuacidn

u(x) =0 ’

donde u. es el funcional lineal contfinuo del espacio c; ,defi-

nido en la base candnica del espacio c_ como

w (al) = 1, u (92) =-u (93) = see = U (en) = 0 ;3 n 2.

51 el hiperplano est4 definide por la sucesidn de puntas fn ’

n > 2 , pasando por el origen ; para obtener su ecuacién
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basta agregar el punte '1 , al sistema dado de puntos,para due el
sistema { fn} s WY1 , sea una base Schauder del espacic e,
lo cual es posible por 1la hipdtesis S de 1 sistema de

puntos en el hiperplanao que los contanga y su indpendencia lineal.

La ecuacidn del hiperplanc es,pues
u(x) =0 ’
donde el funcional lineal cont[nuoudel espacio c, esti definido
Péf en la base {fng y N >/ 1 , por
w (fI) =1, u (fz) = u (fS) = 4eee = U (fn) =0 3 n 2& 2.

Cuando se desea la ecuacidn de este hiperplano,en la base candnica

{Bni , del espacio <, 3 88 requieren las expresiones linsales

de las vectéras de esta base ;mediante los vectores 'n .
Oe modo que
O 0 >
= alp f';:a » 9 T :Ei 22p fp v 83 % :Z aSp rp 4
1=l ! rel
= N a ¢ : n = 1,2,3, ...
e ;Z np p
B
en donde todos los ndimeros realas a s, Ryp = 1,2,3,... se

np
consideramn conocidos.

Ahora bien,caomo los vectores de coordenadas ( p ) » ( % )

( % ) seeen ( % ) 5 n 21 son vectores del espacio c_ ,
p
la matriz infinita
311 812 313 see lp o e
321 822 323 e s e 32p s e
' 331 332 333 oo a:sp LY
1 %2 %3 vt %hp vt

I RN TR RN RN RN NN E AR N X
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es tal que todas sus filas son sucesiones infinitésimas ; miemtras
que todas sus columnas son vectores del espacio él ypues definen
fPuncionales lineales continuos del espacio c,° Y ,desde luego,
segin se saba ya,dicha matriz infinita es linealmente independien-
te,por filas y por colulnas,

N
La ecuacidn del hiperplano,en la base candnica tsns , Se abtie-

ne hallando la componente de un vector genérico x del espacio
?

e, »sabre el vector P, de la base ‘fns y I 7 1 ; expresada

an términos de la base ie % y anuléndo]:a, como sigue
-0 n ~0 o
d 9 = \-— =9
- Y - 4 _ N -
anSnen_§L‘n > anp‘.p _/ (L_ anp{{n)"p
=\ = 19:\ Wl .=\
de donde sa obtiene la ecuacidn del hiperplano,en la base candnica
0
%4 -
E %n1 Sn 0
=
sienda aquf ( Y ) & ¢ s decir ¥ - 0
N C o ’ Sn 4
R
N ‘
7 \ %01 L b

w =i

porque los ndmeros ( an ) defindndf el funcional u ( x ) en
la bass ien'; s el cual estaba iniciamente definido en la base

l'fns , Y ésta es candnica para el fupcional u ( x ). Y por ello

-

u (el) = a, u«(rl) =a, - 1l=a, ;3 u(ez)‘ =2, u(l’l)' =a,.1=2a,

= a
u(as)' = a5 u(l’l) = a31.1 = a4 3 u(an) = .nl.u(rl) = anl.l nl

n = 1,2 4,23, -0 ’

En el caso general,de que el hiperplano haya de pasas por una
sucesidn da puntos ) anz s, N =2 ,linealmente independientes y
trase en el hiperplaﬁo, y por 8l punta b ; bastaria reducir este

caso al antaerior, por determinacidn del hiperplano par el origen

!

¥y que contiens la sucesidn de puntos 5 F,-B0 o0y 2,
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51 el vector b depende lineal o topoldgicamenta de la suce-
sidn de puntos {rn§ s I >/ 2 , no hay nada nuevo que hacer,
porque el hiperplano pasa por el origen vy contiene a la sucesidn
de puntos tl’n}' y W > 2 , Ya sabemos ,como hamos visto,determinar
la scuacidn de dicho hiparplano..

Por el contrario, si se vdrifica
b¢ L ( PYLATRRTIN SUFPP

El sistema de vectores ib = fl H f2 , f3 yoooy t’n ,...f cons—

tituge una base Schauderdel espacio ¢ . Pero entonces también
al sistema de vectores {fﬂU[fn - flg y N > 2 , es una base
Schauder del mismo espacio.

La independencia lineal del sistema,se prueba de la misma manera
que en el espacio el , sequin lo hemos justificado ya.

El sistema da vectorss {fn‘ - f 7) s M Z 2 , es tetal en el hi-

1

perplana que los contiene a todos ellos y pasa por el ori@em, por-

que la translaclén de vector -fl » @8 una transformacién topolé-
gica del espacio normado c, "3 yspor tanto,translada el hiper-
plana que pasa por la sucesidn, totalen 61, {fn_} r 22,y

por el punto b = 1’1 s en el hiperplano que contiene el origen y

la sucesidm t r-n i s, M > 2 , total on este Gltimo hiper-
plano.
El sistema irIEU{'n - 'I% , v > 2, as tatal en todo el es-
pacie €a ; porque como el sistema && 5l'n - flg sy \} 2, es
es total en un hiperpleno por el origen,\la dnica razdén para que
aquel sistema nao sea total en 8l espacio c, »es que
L = U fa- N1 ), m > 2, pero entonces,se tiene

'l =Z%§n(fn‘—'l) ’ (o’.n)écn

n=3 > w2 2 ’
de donde 0 ) Y
(1;2'&')r=\'"f == 1y Y =0
o n 1 —_ n n _— ]

S TEp—y
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fo- :
pues '1‘# L(fz,fs,...,fn,...).

De modo que.&legamos a la conclusidm

Z%n'n, =0 4 |

=3

lo cual no es posible sino cuando

S

n,'= 1] ’ n_>22 ,

porqge los vectores fn y NS 2 y Forman una base Schawder
del hiperplano,por el origen,que los contiene.

Finalmente,hemos obtenido dos: conclusiones incompatibles s

Q
Q i - - ).
1 “' Z :}ﬂ' = U » ‘;,n U ( n >,' 2 ) .
=)

Asf que la hipétaesis S ( PLo-f ) an>2

es absurdaj quedando demostrado,pues,que gl sistema de vectores

[fI%\) ifn'— 'Ig » B > 2, constituye una base Schauder del espacio

c .
o

OBSERVACION. En la demostracidn ,que scabamos de dar, del teorema
deqwgl sistema de vectores Efl} K)Lfn - f1§ y P ? 2 , es una
base dd Schauderxr ,del espacio normado <, ,cuanda
’ fm} s N > 2, o8 un sistema linealmente independiente de vectores,
que genera un hiperplano cerrado,donde dicho sistema es total ; y
rl{/{' r( f.) s m > 2 ; sélo hemos utilizado las siguientes
caracter{sticas del espacio c, ¢

Es un espacio normado,con una base de Schauder, y ,por tanto
numerable infinita.

As{,pues,el citado teorema es vilido en cuallquier espacio normado

con una base ‘numerable infinita,

’ : '
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€l hiperplana que buscamos,estid definida por la scuacidnm

w(x-¢ ) =0 ,

1

donde w (x) es el funcional linsal cont{nuo, del espacio c, '

definida por . v

u:(fl) =1, u=(f2 - fI) = u (f3 - fI) Z vee = U (fm - ﬁi) = 0 3

m> 2.
< "
Ahora bien,la ecuacidn de este hiperplano,en la base canénica
del espacio co » Se puede hallar anulando la componente sobre

. Y - >
el vector f, » en la base t'l} k) {fw fl} M2,

de un vector ggérlco X del espacio ; expresando los vectores en

en: funcion lineal de los vectores rn . bs{ que_,

Zf,:=3g<§.

n=\ n= =

;_ ‘ ‘x;y e
S L S S o A
= < %l Sn y fl + l ( anp (gn )' (rp f + fl.‘) ’ e

wz p:{ %= i

y,por tanto, la componenta sobre el vectot '1 , @n la base citada ;

%) )
N @ <§ © K; ¢
>._. al'll; 9 [41] + ; g f' ( ﬂ + ? ) = n .
n=l 3= =2 we n= x 2

La ecuacién del hiperplano por el origem y paralelo al que contiene

a los puntos fm ’ w :; 1 , es, pues

2 (

2 Vg
3
N—

N

[

e

7

“"J
w la ecuacidn dal hiperplano buscado,por tanto,

NG '

SIS € -3 ) =

2 Zoap) U5y =0,

L »’(
donde ( 3 A ) son las coordenadas del punto b en la base
canénica [e i , del espacio c_, »

n o

Aparte de las condiciones que sabemos que satisface la matriz in-

finita (a_ ) , verifica esta otra

np G o
0 o -
et NN o
.ﬂ,( Z ) € o VA U B
B we sl

P ——— .

. Z Z o,
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lo cual significa ; Las filas de la matriz infinita ( - )

np = 1,2,3,... 3 tienen series tales que la suma de dichbs
series, es una serie absclutamente convergente.

1

29, DETERMINACION ¥ REPRESENTACION DE UN POLIEDRO CONVEXOD EN EL ESPACIO

NORMADO € +DE SUCESIONES REALES INFINITESIMAS : CRITERIO OE
CORVEXIDAD DE ESTOS PODLIEDROS.

Consideremos un conjunto infinito de hiperplanos del espacio nor-
mado y de Banach co , de sucesiones reales infinitésimas, de ecua-

ciones
oy =X, L1 é SR B I TN
‘ Q

Elegimos las posibles sucesiones admisibles ,de este conjunto de

hiperplanos ; las cuales son aquéllas
n . -
u” (x) =\fb s, 0 U
para las que existe una bass candnica {fng s M 7 2 enhonde

@e pueden definir los funcionales u" ; ee decir,por las condicio-

nes

]
L}

0 peoe

ul(rlé =1, nl(rZ) o, ul(fs) 0 yeuus ml(fn)

uz(rl)k =0, uz(fz) 1, uz(rs) 0 ,ecey uz(rn)

n
1]

0 poe

n n n n
u (fl) =0 , U‘(f2) =0, u (fs) = O0yeaey U (fn) =1 ,...
n = 1,2,3, ..

£l objeto primordial de la consideracién de sucesiones admisibles,
reside,precisaments,en el hecho,de que tales sucesiones se cortan
en un punto Gnicoj; y éste se expresa en la base candnica de los

funcionales u'' ,del siguiente modo
[aN]
X = / \(; 'n
nei

ahora bien,como este punto x ha de ser del espacio €, 3un se

requiere una (ltima condicién para que la sucesién de hiperplanos



~106~
sea admisible @
( ‘\/ ) L“ [~ \‘_’:_'7 \\/n —~ 0.
La condicidn para que una sucesidén de hiperplanos,de ecuaciones

.
u (x)':‘{\“/n y N1 ’

sea una sucesédn admisible , cuamdo los funcicnales u" estén de-

finidos en la base candnics {eng del espacio c, ; se pueds
reconocer mediante las 444044488 condiciones que satisface ls
matriz infinita- (v} = ( u" () ) » mp = 1,2,3,...
Particularidades que han sido deducidas sn una seccién precedente,

y: consisftentes en que la citada matriz infinita es linealmente
independiente por filas y por columnas ; 1las columnas tolas son
sucesiones infinitésimas ; y las filas son sucesiones de serie
absolutamente convergente.

Nepesitamos hacer una hipdtesis express,para poder definir mediante

el conjunto de hiperplancs

¢ =N, srer, |1} )N,

un poliedro convexo.

Elegido un hiperplano cualquiera
k ! :
u (x) = \(k , (k€ I)

suponemos que existe una sucesidn admisible,al menos,de hiperplanos
del congunto total y distintos de este Ultimo,cuyo punto de inter-
seccidn yace en el exterior del hiperplano uk (x) =‘\/k ; ;ﬁel
punto de interseccién es denotado por X, ,6ste admite la expre-~
sidén
Yh, —¢

n B> o9

o
.
) =./__\kn r

k )
w=| n

)
donde &\{L 2 » " 2 1 , es la sucesién real de%érminos indepen-
- .

dientes de las ecuaciones de los hiperplanos de la sucesién admisibl

y & e % » M 7 1, la base canénica de las ecuaciones de dichos
.

hiperplanos .
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Finalmente,se obtiene el criterio para la convexidad de un polie-

dro definible por el sistema de hiperplanos

1 o
w (x) = Yfi =, Ty .

h

que es,pues

Lo ¢]
b )
o ( 2 Vi f ) # Yo )) :

-

/

//
.I Mn=|
ke
Verificada la condicidn de convexidad del poliedro definido,por
el canjunto infinito de hiperplanos dados,en principio; 1a repre-
sentacién de tal poliedro puede hacerse ,mediante el sistema de

infinitas ineduaciones lineales,del espacio ¢

o
2N, fk)—\/k"[”k(x)’\/k>03kél-
Y\:l n n A

~30,POLIGONOS AL ABEADOS CONVEXOS EN EL ESPACIO NORMADO c, DE_LAS
SUCESIONES REALES INFINITESIMAS : CRITERIO ODE™CONVEXIDAD"™ DE LOS
POLIGONDS DE ESTE ESPACIO.

Ante todo,consideremos definido,como en otros espacios,un poligono
del espacio c, de sucesiones reales infinitesimas, por una suce-
sidn transfinita de puntos {aif , con Oltimo elemento ;puntos que
van a ser los vértices del polfgono ; los cuales vienen enumerados

por la sucesidn transfinita
o o 0w,
de tipo ordinal t& $1 ..
€1 polfgono definido por la citada sucesidn de vértices,es la
figura unidimensional del espacio c, constituida por la reunidn

de segmentos rectilineas que unen vértices consecutivos,y el dlti-

1

CareaUleaemg Upsesd U - Umsaa] U - Ul o]

mo .aiv ,» con 8l primero a_. De modo més concreto
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El caridcter alabeado del polfgono,del espacia c, 180 pueds rsco-
cer,mediante la admisidn de otra hipdtesis, Es decir,el polfgono

no tiens todos sus vértices en un mismo hipesrplano del espacio c0 H
cuando}supuestao que una sucesidn ordinaria,de vértices consecutivos,

que principia con el primer“vértlce al del poligono

LI R T e ;o n LW

es linealmente independiente y el subespacic lineal cerrado que
genera, L ( a Y, » LW , es maximal en el espacio c, 3 el hi-
perplano que contiens a esta sucesién de puntos y al véartice inme-
diato consecutivo,a todos los de dicha sucesién,vértice que es .y’
y entonces el poligono es alabeado,cuando &1 hiperplano,as{ detesr-
minado, tiens sn su exterior un vértice,al manos del polfgono,cuyos

vértices som § ai7§ » 0 L1 £\,

L
Ahora bien,ya sabemos,en virtud de una seccidén anterior,determinar
la ecuacidn del hiperplano que contiene la sucesién de puntos

A 9 8y 5 By cee p By oo : 8 1 ll

n U -

y que es.o

N N &

- . = )
>_ €np ) ( n aU.."rv) =0 & L"]

noi et

en donde las constantes ( €ap ) , np = 1,2,3,... , son las
componen‘es de la base candnica ten E , del espacio c0 , 6N
la b3e candnica !fn% del Puncional u (x) que define el
hiperplano que pasa por la sucesidén de puntos !.1 {, y - (au}n )
son las componentes del vértice a ., ,en la base candnica del
espacio.

En la ecuacidn del mencionado hiperplano,las constantes ( Cop ),
nyp = 1,2,3,... ; que concurrer en ella,constituyen una matriz
infPinita,que es lihealmente independiente por filas y por columnas,
las filas son sucesiones infinitesimas,las columnas son sucesiones
de serie absolutamente convergente ; Y ademds,se verifica la con~

dicidn
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Y ~
NN,

np - U

) ‘
condiciones todas,que hab{an sido deducidas ,anteriormente.
i )
El criterio,pues, para reconocer que el poligono de vértices ia,\
.es alabeado, 1
0 (i & \? s, se obtiene expresando que uno,de los vértices del
polfgono,al menos,yace en el exterior del hiperplano cuya ecuacidn

es la 22} . As{ que el poligono es alabeado,cuando se verifigue

/// ST 9
|
/ } ( > cnp> (_ n T fwn ) A0

P

wel el
W < ép

Para establecer un criterio de "convexidad" ,referente a los poli-
gonos del espacio normado cD , vamos a suponer qus la hipdtesis

admitida para la sucesidn de vértices

.

8 s 8y p Byp eenp By eee ion L ’

la veri®ica toda sucesidn que comierge por un vértice cualquiera

ak del poligono. Es decir,suponemos que la sucesién

Bk ’ a'&l ’ Gk“_z 9 ece o .k«!-n 9 e n W

obtenida afladiendo vértices consscutivos al a  » €8 linealmente
independiente y tal,que el subespacio cerrado que genera es maximal
en el espacio c, » siendo e, (0 < k < %p ) un vértice arbitra-
rio del poligono considerado.

Debemos advertir que si en la sucesidn iakbn K s N L (U con-

curre el Gltimo vértice av del poligono, los vértices siguientes
P, son_ '
a éste ,en la citada sucesidn, el Y y los que sigan,a su vez,

al al hasta donde ses menester.
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El vértice consecutivo inmediato a todos los vértices de la

sucesidn ordinaria

% kil Ckrz2 ? Tt Tttt noL Ll

-s

es el LI

El hiperplano determinado por la sucesién de tipo ordinal ({/ + 1

e Ty ? kg2 v ottt B o et 3 B

de modo que los contenga,a todos ellos; tiene la ecuacidn
~0

N ,
PR RS ) = o

- a s =
n k!-»b', n ’

wloged
en donde la notacidn ha de interpretarse,con el significado estable-

cido en el espacio narmado c0 B

€1 polfgono se dice alabeado convexo,como sn un espacio lineal
cualquiera, cuando los hiperplanos que pasan por las citadas
sucesiones de vértices consecutivos,dejan los restantes vértices,
con respecto al hiperplano,en el mismo semiaspaciojpudiendo estar
situado alguno de sllos,pero no todos,en el mismo hiperplanc borde
del semiespacio.

Seqin este concepto de"convexidad®™ de un ,.” ~ polfgono,podemos
astablecet un criterio de"convexidad",para un pol{gono del espacio
normado c, s una vez sabido que‘ya as alabeado,medliante la condi-

cidn siguiente , para el polfgono de vértices i!1§ J 0 .1 = P

¢ . -
RGN RN . N
Py o A, =&, ] > o)y
Foe— y L Nbo,v ) 7
by B \ '\l:l o ! ‘
~ 2 . '7:]
\ > - N ~






