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VII

El objeto inicial de este trabajo era realizar un
estudio sobre la Programacién Polinémica en general, te
ma poco estudiado en la literatura de la Programacién
MatemStica, ya que si bien algunos aspectos parciales
de la mism; cuales son la ProgramaciGn'Lineal, la Cua-
dr&tica, la Polinfmica Entera y la Programacién Poliné-
mica 0-1 han tenido un extenso y profundo tratamiento,
no as{, en cambio, la Programacifn Polinémica en gene-

ral.

Al profundizar en el estudio de la Programacién
no Lineal, observamos gue existfan algunas parcelas de
la Programacifn Matemdtica que habfan sido tratadas muy
de pasada en la literatura existente. Fruto de esta ob-
servacifn y del tema propuesto por el Director del tra-

bajo, es la Memoria que ahora presentamos.
La Memoria consta de tres Capftulos y un Apéndice.
El Capftulo 1, esti dedicado a la Programacién no
Lineal. En el mismo, se aportan resultados originales
acerca de tres puntos:
1°) Optimo en la frontera de las restricciones.
2°) Unicidad del Sptimo.

3°) Equivalencia de algunos teoremas al de Kuhn y

Tucker en Programas Cuadr&ticos.
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Con respecto al punto primero, se estudia:

a) El problema de Programacién con funcién objetivo
convexa y conjunto de restricciones cerrado, es-
tableciéndose dos teoremas: uno que es una condi
cibn necesaria y suficiente para que el 6ptimo
esté en la frontera de las restricciones y el

otro que es una condicién suficiente.

b) La Programacién Convexa, estableciéndose dos teo
remas andlogos a los del apartado a). De lo obte
nido para este tipo de Programacidén, se derivan
los resultados correspondientes para programas
cuadrdticos (cuando los té&rminos de sequﬁdo gra-
do de la funcibn objetivo constituyen una forma

cuadrédtica definida pesitiva o negativa).

En relacifn con el segundo punto de este Capitulo,
se establece un nuevo teorema ce unicidad cel 6ptimo en la
frontera en Programaci®n Convexa, en el cue la funcién ob-
jetivo se le exige finicamente gue sea convexa (o céncava)
en contraposicifn al teorema existente (tecrema A.3. del
Apéndice) en el cue se fcrmula la hip6tesis de convexidad

{o concavicdad) estricta para la funcibén ocbjetivo.

Como una consecuencia de lo establecido en los puntos
crimero y segundo y en el teorema A.3. cel Apéndice, se for
mulan, para la Programacifén Convexa, dos teoremas de unici-

dad y optimalidad en la frontera de las restricciones.

Finaliza el primer Capitulo, estableciéndo teoremas
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equivalentes al de Kuhn y Tucker para programas cuadriti-
cos, cuando el S8ptimo estd en la frontera de las restric-
ciones. En estos teoremas, se ponen de manifiesto las dos

condiciones que se han de verificar en el punto de Sptimo:

1%)  Que tal punto de 6ptimo es la interseccifn Gni
ca de la hipersuperficie de nivel de la fune
cibén objetivo con la frontera de las restric-

ciones.

) La relacifn existente entre el vector gradien-
te de las restricciones saturadas linealmente
indpendientes con las restantes matrices del

programa.

La finalidad del Capftulo 2 es el estudio de la Pro
gramacifn Polinfmica. Las ideas originales de este Capitu

lo se refieren a:

1°) Estudio sobre el 6ptimo y la optimalidad en la
frontera de las restricciones en algunos pro-

gramas polinfmicos.

2°) Algoritmo para la obtencifn del Sptimo en Pro-
gramacién Polin6mica con restricciones linea-

les.

Este Capftulo, se inicia indicando las condiciones
bajo las cuales se pueden particularizar a la Programacién

Polinbmica los resultados obtenidos en el Capftulo 1.



Seguidamente, y en relacifn con el primer punto, se
estudia la optimalidad en programas polinémicos con fun-
cién objetivo de coeficientes positivos y conjun}o de res
tricciones compacto en Ri , particularizdndose los resul
iados optenidos al caso en el gque las restricciones son
lineales y forman un poiiedro convexo. El resultado que
establece la optimalidad en la frontera de las restriccio
nes se hace de dos formas diferentes, aunque es mds preci
so el primer método pues nos indica gué condicién adicio-
nal ha de verificar la regibn de la frontera en la gue se
ubica el Sptimo. Se muestra, mediante un contraejemplo,
gue tales resultados sobre Programacién Polinomica‘Pésiti

va no pueden extenderse a la Programacién Posinomial.

Con respecto al segundo punto, se propone un métodc
para la obtencifén del Sptimo cuando el conjunto de las
restricciones es lineal y la funcién objetivo polinfmica
es convexa en dicho conjunto de restricciones. El citado
método extiende y desarrolla una idea formulada por Beale,
E.M.L. [7] para el caso cuadrdtico. El1l algoritmo estable
cido por nosotros generaliza la metodologfa del simplex
con modificaciones esenciales que pasamos a exponer, Como
se sabe, el algoritmo del simplex, en un problema de mini
mo, consiste en determinar la solucifn Sptima (que estd
en al menos un vértice del politopo de las restricciones)
de un programa lineal; partienco de un vértice se pasa,
en cada iteracifn, a otro adyacente tomando como nueva va

riable bdsica la de coste reducido negativo m&s pequefio.
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Reiterando el proceso, se llega a un vértice que es solu-
cién 6ptima, el cual se alcanza cuando los costes reduci-
dos de las variables libres son todos positivos. En Pro=-
gramacifn Polinfmica con restricciones lineales y funcidn
objetivo polinfmica convexa en tal conjunto de restriccio
nes, la solucién mfnima, en general, no se encuentra en
un vértice. El algoritmo que formulamos permite, para es-
tos programas, avanzar por vértices adyacentes mientras
sea posible. Es decir, mientras que en cada iteracidn se
pase de una solucibn bd&sica factible a otra solucién del
mismo tipo. La direccién de avance, en cada iteracibn,
viene dada por la variable libre gue verifica que la deri
vada de la funcibn objetivo respecto de la misma, en el
vértice de partida, es la m&s negativa. Cuando el punto
al que se llega no es vértice, se transforma en tal me-
diante la ampliacifn del programa. La ampliacifn menciona
da, se consigue afiadiendo una nueva ecuacién lineal con
una nueva variable sin restriccifén en el signo, logrdndo
asf que el punto de llegada se transforme en vértice del
nuevo programa, En este programa, se reitera la metodolo-

gfa anteriormente citada.

Se estudian las propiedades inherentes a tal método,
viéndose las relaciones existentes entre los sucesivos
programas con respecto a: 1) Las soluciones factibles, so
luciones Optimas, soluciones bdsicas factibles y solucio-
nes b&sicas factibles no degeneradas, 2) Acotacién de las

soluciones factibles, 3) Caracterizacién del 8ptimo, Asi-
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mismo, se analiza la convergencia del algoritmo.

Finaliza el Capftulo indicando en qué sentido se pue-~
de extender el método a programas polinfmicos no convexos

con restricciones lineales.

El Capftulo 3 estd dedicado a la Programacién Polind-
mica. Se enfoca la misma desde un nuevo punto de vista,
transformdndola en un problema equivalente de Programacidn
Multiobjetivo, en el cual se lleva a cabo el estudio del

problema original.

Las ventajas de este nuevo enfoque, debidas a las fun
ciones multiobjetivo que se establecen y a la relacidén de
preferencia definida, se refieren a la sencilla caracteriza
cién de los elementos eficientes y a la precisidn con la

gue se da la ubicacién de los mismos.

Una vez formulado el equivalente problema multiobjeti
vo, se estudian las propiedades de la relacifén de preferen-
ia > ( > "m&s preferido que"). Seguidamente, se ven las
relaciones ~ ( ~ "indiferente a") y 2 ( Z~ "mds preferi-
do o indiferente gue") asociadas a la anterior. Posterior-
mente, se definen el conjunto eficiente y la estructura de
dominacién D relativos a la relacién > . A continuacién,
se estudian las propiedades de la estructura D asf como
la existencia de soluciones eficientes. Se dan dos caracte
rizaciones del conjunto eficiente: la primera como trans-
formado, mediante las funciones multiobjetivo, del conjun-

to de soluciones Sptimas del programa polinémico inicial,
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y la segunda mediante un producto escalar en el que inter

sO

viene el cono polar positivo estricto D de la estruc-

tura D. Debido a la sencilla expresifn de ps° , Se pro-
fundiza adn m&s sobre el conjunto de elementos eficientes

y sobre su ubicacién. N

Finaliza este Capftulo, estableciéndo:zun teorema so
bre la optimalidad en la frontera del conjunto factible

del programa multiobjetivo formulado.

El estudio realizado en el Capftulo 3, se ha hecho
para el problema de mfnimo; un tratamiento andlogo puede

formularse para el caso de m&ximo.

En el Apéndice, se incluyen resultados de Programa-
¢i6n Convexa gue sirven de apoyo para la demostracidn de
algunos teoremas de la Memoria, asimismo se adjunta la de
mostracifn original de un resultado topoldgico conocido
gue es necesarid para la demostracidn de un teorema esen-

cial del Capftulo 1.

Madrid, Enero de mil novecientos ochenta y ocho.



CAPITULO 1

OPTIMALIDAD EN LA FRONTERA DE LAS RES

TRICCIONES EN PROGRAMACION NO LINEAL



1.1. INTRODUCCION

Se presentan en este Capitulo conclusiones nuevas
acerca de algunos temas de la Programacién no Lineal. Di

‘chos resultados se refieren a:

1) Optimalidad en la frontera de las restriccicnes
2) Unicidad del 6ptimo
3) Teoremas equivalentes al de Kuhn y Tucker en

ciertos programas cuadrdticos

El primer punto se trata en los epigrafes 1.2. y 1.3.
En el apartado 1.2. se consideran Programas no Linea
les, bajo las hip&tesis de funcién objetivo convexa o cén-
cava v conjunto de restricciones cerrado. Se establecen
dos teoremas: el teorema 1.2.1. cue da una condicién nece-
saria y suficiente y el teorema 1.2.2. que formula una con
dicibn suficiente de Optimo en la frontera para este tipo

de programas.

En la seccibn 1.3., se estucdian crogramas COnvexcs
(es decir, cuando la funcidén objetivo es convexa o cbncava
y las restricciones son convexas). Se particularizan al ca
so convexo los teoremas formulados en el epfgrafe 1.2. De
la condicifén suficiente dada en el teorema 1.3.2., se deri
van en cascada una serie de tecremas relativos a programas
convexos cuando las funciones objetivo son cuadriticas. Se
comprueba entonces, que la optimalidad en la frontera en
programas cuadrdticos, con restricciones lineales, no son

sino casos particulares del resultado general establecido

en el teorema 1.2.1. También se puede cderivar, del citado



teorema, la optimalidad en la frontera para el caso de Pro
gramacién Lineal. Por tanto, de los resultados aquf esta-

blecidos md&s los ya conocidos de Programacifn Convexa en

Maximizar . . convexa
d L n objetivo
el caso € Mlnlmlzar} una funcid jeti c6ncava
R

sujeta a restricciones convexas, y en particular a restric
ciones lineales, se puede formular una teorfa unificada de
S6ptimo en la frontera de las restricciones en Programacién

Convexa.

Con relacibn al segundo punto, se establece un nuevo
teorema de unicidad en programas convexos (apartado 1.4.).
Como una consecuencia de lo estaﬁlecido por separado para
la optimalidad en la frontera y unicidad del 6ptimo en las
seccicnes 1.3. y 1.4., asf como del teorema A.3. de unici-
éad (Apéndice), se formulan los teoremas del epfgrafe 1.5.
en los gue se dan condiciones suficientes de unicidad y op

timalicdad en la frontera de las restricciones.

En lo referente al tercer punto, se dan teoremas
eguivalentes al de Kuhn y Tucker para programas cuadr&ti-
cos de mfinimo con restricciones lineales, cuando el 6ptimo
estd en la frontera (si la funcidén objetivo es forma cua-
drdtica definida positiva y las restricciones lineéles son
del tipo Ax 3> b, x > 0, en el teorema 1.3.5. hemos demos
trado que el Optimo estd en la frontera; pero si la fun-
citn objetivo es cuadr&tica con términos lineales y con
las restricciones lineales anteriores, la optimalidad no

necesariamente se produce en la frontera). En estos teore-



mas, se formulan las condiciones necesarias y suficientes

de 6ptimo, gque nos indican:

1°)

2°)

Que en el punto x° de mfnimo la hipersuperfi

cie de nivel de la funcifn objetivo (relativa
a xo) y la frontera de las restricciones han
de tener como interseccifn Gnica dicho punto

(o]
X .

La relacidén gue debe existir entre el vector
gradiente en x® de las restricciones satura-
das linealmente independientes con las restan-

tes matrices del programa.

1.2, OPTIMALIDAD EN LA FRONTERA EN ALGUNOS PROGRAMAS NO

LINEALES

En este apartado, se formulan dos teoremas de opti-

malidad en la frontera de las restricciones para progra-

mas con funcifn objetivo convexa o céncava y conjunto de

restricciones cerrado. El primer teorema da una condicifn

necesaria y suficiente y el segundo una condicibn sufi-

ciente.

Teorema 1.2.1.

Dado el programa:



{Min F(xi}
Max F(x
bajo las restricciones:

x € Yc D c R?

convexa en D, Y conjunto cerrado pa

cdncava
ra la topologfa usual de RR, Int(Y) # @, S

siendo F(x) fundibd

oY Ma' respec-
tivamente, los conjuntos de soluciones Sptimas de (Pl) vy

minimo

& absoluto de F(x) en D. Entonces, soc: Fr(Y)

méximo
si y sb6lo si:
*
F(x )< F(x°)

et 9o 6Jx"€ v°Ip tal qu . o
. (x })> F(x")

Demostracién

::$>] Realizamos, en primer lugar, la demostraci®n cuando

F(x) es convexa.

1) Supongamos, primeramente, gue F(x) posee minimo

absoluto en D.
Vamos a probar gue Vxle M, => xle (znt{v))%npD
. 1 1
En efecto, si ] x & M, tal que x € Int(Y),
pueden presentarse dos posibilidades:

a) F(xl) < :-‘(xo), x°€ so, entonces como x1€ Y
. o] .

se sigue gue x % S, ,en contra de la hipSte

sis del teorema. Contradiccifn, que tiene su

origen en suponer gque 3 xt c M, tal que

I nI‘I)



x1 € Int(Y). Luego, si se presenta la posi-
bilidad a), se concluye que V xle Ma es

x* € (Int(¥))Sq D.

b) F(xl) = F(x®), con e so, ello implicarfa
que xle S, ¥ x* € Int(Y), contradiccién
con la hip68tesis de que Soc Fr(Y), gue na-
ce de suponer gque 3x1€ Ma tal que
xle Int(Y). Luego, si ocurre b), conclufmos

que M, (Int(¥))® g D.

2) Supongamos, en segundo lugar, que F(x) no tiene

minimo absoluto en D.
Probemos, para este supuesto, gue:

* Ie] * o
axey aD tal que F(x ) < F(x ), con

x°C€ s
o

En efecto, si ‘T/xté ¥© n D fuera F(xt) ;F(xo)
ello implicarfa que xo € Ma’ en contra de lo su-
puesto de que F(x) no tiene minimo absoluto en D.
Contradiccifn cue se origina al suponer que

Vx*e v€1 D es F(x') > F(x°). Luege, si F(x)
no tiene minimo absoluto en D, entonces

* c * o o
3x€ Y 0D tal gue F(x )< F(x), con x eso.

<r_‘—_—.j Demostremos, ahora, la proposicibén reciproca.
1) Supongamos que F(x) tiene minimo absoluto en D y
que M, C (Int(¥))€ 7 D.
Vamos a probar que S,C Fr(Y).

En efecto, si S°¢ Fr(Y), ello equivale a que

3x° €5s_ tal cue x°€Int(Y). Y entonces, tue-



den ocurrir dos posibilidades:
1 (-] 1
a) F(x)< F(x°) Vx € m,

como x° € Int(Y) e Y es cerrado en R?,

se sigue gque:

sz &€ Fr(Y) tal que:

x2=2x°+ 1 -21x* 0 <rc 1

(*)

Luego,
F(x2)=F(a x°+(1-2)xh) gar(xD) +(1- M)F(x) <
+
F convexa F(xl) < F(*B)

< AF(x%) + (1- MFEXO) = F(x%)

Es decir:

F(x%) < F(x°)

Luego,

3x2 € Fr(y) tal que F(xz) < F(x°)

ello implica que x° € S,- Contradiccién, que
nace de suponer gue 3x° € S, tal que

x° € Int(y). Luego,

";’xoe s, es x° € Fr(Y). Es decir,

S, € Fr(¥).

(*) Esta propiedad no es evidente. Aungue es un resultado
topol6gico conocido se da una demostracifén original en

el Apéndice (teorema A.6.).



2)

B Fixh) = F(x®) wele m,

Ello implica que x° & M,. Pero, x°& Int(V),
lo que contradice la hipbtesis de ser

MaC ¥© 1 D. La contradiccién, tiene su .ori-
gen en suponer que 3x°€ S, tal gue

x° € Int(Y).

Luego, si ocurre b), one S, es x°e Fr(y).

Es decir, S, < Fr(y).
Supongamos gue 3"*6 ¥a b tal que F(x*) <F(x9)
o
con x & So'
Vamos a probar gue 5, € Fr(Y).

En efecto,
si so¢rr(Y) «>3x°E s tal que x°€ Int(V)

De la condicién antericr y cde ser Y cerrado

en R", se sigue gue:

3 x2 €rr(y) tal que:

x2 = 2x® + (1-1) x 0< <1

Luego,

F(x?) = F(xx® + (1-2)x") @ F(x°) + (1-2) F(x) <
+ +

* (]
F convexa F(x )< F(x")

< AF(x®) + (1-32) F(x®) = F(x%)

Es cdecir,
F(x?) < F(x%)

Lueco, 3 x2 € Fr(y) tal que F(x%) < F(x°)



ello implica que x° € So. Contradiccién, que
nace de suponer que 3 x°€ So tal que

x° € Int(Y).
Luego,
\ (o] (o]
{x° € s, es x € Fr(Y). Es decir,

S, © Fr(Y).

Con lo que termina la demostracién, cuando

la funcifn objetivo es convexa.

Consideremos, en segundo lugar, el caso en el que

la funcibn objetivo es cOncava.

Teniendo en cuenta la relacifn existente entre
las funciones convexa y céncava, el programa ante-
rior (Pl) puede transformarse en el siguiente pro-

grama equivalente:

-Min {-F(x)}

(Pi) bajo las restricciones:

x €Y cp < !

siendo -F(x) funcibn convexa en D, Y conjunto
cerrado en R", Int(Y) # @, s° Yy Ma los conjuntos
de soluciones minimas de =-F(x) en Y y de mfnimo

absoluto de -F(x) en D, respectivamente. Enton-
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ces, Soc: Fr(Y) si y s6lo si:

M, cne(vn® o b 6 Jx'e ¥ p

* o [}
tal gque: -F(x ) < =~-F(x") con x €& So-

Obviamente, el programa (Pi) verifica el teo-
rema anterior cuando la funcibn objetivo es conve
xa. Por tanto, en virtud de la equivalencia de los
programas (Pl) Yy (Pi), se cumple para (Pl) en el
caso en el gue F(x) sea cbncava, la proposicidn

formulada.

Queda, con ello, completamente demcstrado el teo-

rema.

Nota 1.2.1.

En el teorema 1.2.1., suponemos gue Int(Y) # @&,
va gue si Int(Y) = @ es evidente cue el O6ptimo, si

existe, pertenece a rr(Y) =Y,

Nota 1.2.2.

De las hip6tesis del teorema l.2.1., se sigue que



F(x) no puede ser constante en Y, pues caso de serlo,

Vx°€ s, = (x°€ Int(y) 6 x° €& Fr(v)).

Basdndonos, en parte, en el teorema 1.2.1., vamos
a establecer una condicién suficiente de Sptimo en la

frontera de las restricciones.

Teorema 1.2.2,

Dado el programa:

-

Min F(x)

Max F(x)

2 4

bajo las restricciones:

n
x €Y CDCR
-

convexa

siendo F(x) funcién {céncava

} en D, Y conjunto

cerrado en R" para la topologfa usual, Int(Y) # 4,

11

so el conjurnto de soluciones Sptimas del programa (Pz).

* o
Si ax*€ v ap tal que ﬁrP(x') < F(xo) , con
LF(x ) > Fi(x7)

x° (= So, entonces So C Fr(Y).



Demostracibn

Consideraremos, en primer lugar, el caso en el que

F(x) es convexa.
Haremos la demostracién por reduccibén al absurdo;
Supongamos gue:
3x°€ S, tal que xoé Fr(Y)
Ello implica gue, x°€ Int(Y)

Entonces, por ser Y cerrado (y en virtud de la Pro-

posicién 1.2.1.),

3 xkE Fr(yY) tal qgue xl= “x%+ (1-2 )x* 0 < <1
Por tanto,

, * *
| Fx=r( :x%+(1-" )x) ¢ * F(x+(1- MF(x") <
- A
! *
F cenvexa en D Por ser F(x )< F(xo)
< 3F(x%)+ (1= 2 F(x%)=F(x°)

Lueco,

F(xl) < F(xo)

De donde se concluye, gue xogé So.
Contradiccifn con la hipltesis del teorema, gue tie

ne su origen en suponer gue Exoe Sc> tal que x°¢ Fr(Y).
Luecgo,
'Tvao e S, es x° € Fr(y)

Es decir,
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Se concluye, asf, la demostracién en el supuestq;”~'

en el que F(x) es convexa. 4

.

3

§
li

Consideraremos, ahora, el caso en el que F(xﬁ es

cbncava.

Teniendo en cuenta la relacién existente entre

las funciones convexa y céncava, el programa:

Max F(x)
(Pz) bajo las restricciones:

x&vcpcr

siendo F(x) funcibn cbncava en D, Y conjunto cerrado en
R®, Int(Y) # g, 5o el conjunto de soluciones 6ptimas

* *
de (Py). si, §x € ¥* 2D tal que F(x) > F(x°), con

€ S+ entonces S C Fr(Y),

puede transformarse en el siguiente equivalente:

-Min -F(X)
(Pé) bajo las restricciones:

x€vycp cr”

siendo -F(x) convexa en D, Y cerrado en R", Int(Y) # @,
So el conjunto de soluciones Sptimas de -F(x) en Y. Si

* *
gx €y 1p tal que -F(x )< -F(x®) con x° € Sor

entonces SOC: Fr(Y).

Obviamente, el programa (Pi) verifica el teorema
1.2.2., para funcibn objetivo convexa. Por tanto, en vir-

tud de la equivalencia de los programas (Pz) Y (Pi), se
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cumple para (PZ), cuando F(x) es c6ncava, la proposi-

cién formulada.

Se termina asf, la demostracién del teorema 1.2.2.

Nota 1.2.3.

En el Teorema 1.2.2., imponemos la condicifn de
que sea Int(Y) # @, puesto que si Int(Y) = @, eviden-
temente el Sptimo, si existe, se alcanza necesariamente

en la frontera.

1.3. OPTIMALIDAD EN LA FRONTERA EN PROGRAMAS CONVEXOS

Se establecen en este arartado, una serie de teore
mas tara la caracterizacidén del Sptimo en la frontera de
las restricciones en programas convexos (con funcién ob-

jetivo convexa o céncava).

Tecrema 1.3.1.

Dado el programa:

( Cmin F(x))

i S
< Max F(x)J

(N

) bajo las restricciones:

—

( fog,x) ¢ 0 1iE€TI ={l....,m}
! v <
! X € ]"

~
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{ convexa

siendo F(x) lcéncava} en DCR®, YCoD, gi(x) ier

convexas en Rn. Int(Y) # @, So Yy M, los conjuntos de

minimo

soluciones Optimas de (P3) y de m&x imo

} absoluto

de F(x) en D, respectivamente. Entonces, Soc:FT(Y) si

y s6lo si:

* o
M, c (Int(¥N®nD 6 Jx'€ ¥ n b tal quett*) <F("°’ ,x%e
F(x ) >F(x")

Demostracién

Es una consecuencia del teorema 1.2.1.
En efecto, por la forma de definir el conjunto Y
y por ser gi(x) i€ I convexas, el conjunto Y es la

n

interseccién de cerrados en R para la topologfa usual

v,por tanto, Y es cerrado en R", Luego, se verifican
las hip6tesis del teorema 1.2.1., y por consiguiente la

tesis.

Concluye asf, la demostracién.

El teorema qgue vamos a establecer a continuacifn,
se puede considerar como una consecuencia, en parte, del
teorema anterior o bien como un corolario del teoréma

1.2.2.
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Teorema 1.3.2.

Dado el programa:

“Min F(x)}
lMax F(x)
(P4) < bajo las restricciones:

Y{gi(x) <0 i€I={1,....m}
L LxERn .

-
siends F(x) funcién convexa} en un conjunto DCP.",

(-

cbncava

YC D, Int(Y) # @, So el conjunto de soluciones Sptimas

* <]
del programa (P,). Si Ix"ey® 1p tal que [F(x') < F(x7)
- o

: \F(x ) > F(x7)

con x° < So, entences SOC Fr(Y).

Demcstracién

Es una ccnsecuencia del teorema 1.2.2., ya gue por
la forma de definir el conjunto Y mediante desigualda-

ces no estrictas y por ser c_:i(x) i€ I convexas, el

. . M o n
conjunto Y es la interseccidén de cerrados en R con

la topologfa usual y, por tanto, Y es cerrado en rR".

cecc, se verifican las hip6tesis del teorema 1,2.2. y

£

"y

or consiguiente la ccnclusidn.

Veamcs, ahora, algunos casos particulares de funcio
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convexas

Cdncavas} a las que podemos aplicar total o

nes objetivo {

parcialmente el teorema 1.3.2.

Teorema 1.3.3.

Dado el programa:

(-
Min {F(x) = xT cx
Max {?(x) = x'r C x]
(PS) < bajo las restricciones:
y gi(x) g0 ie1={1,...,m}
x € R
-

. . positiva n
siendo F(x) forma cuadrédtica cdefinida { neqativa} en R,

con CE& M(n,n) matriz en R, gi(x) i €1 funciones con
vexas en R". Si 0¢ Y y x° es solucién 6ptima de (Pg),

entonces x° € Fr(y).

Demostracién

Al ser F(x) = xT C x forma cuadritica definida

X cx>o}\VX;‘0.

x Cx <0

o

F(x)
F(x)

(positiva r
\_neqatlva} , se sigue quei

*
Como 0¢ Y, se concluye cue Jx

[F(x*) = F(0) < F(x))
LF(x") = F(0) > F(x°)

0 ¢ Y tal que

y aclicarfamos el teorema 1.3.2.
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Nota 1.3.1.

Bajo las hip6tesis del teorema anterior, si las fun-

c’onvexas}
’

. ) ; i son
ciones gl(x) i€ I son lineales, como {concavas

mfnimo

maximo} estd en

se concluye por el teorema 1.3.3. que el{

la frontera de las restricciones.

Teorema 1.3.4.

Dado el programa:
.

XTCX}

xTCx}

§Min {E‘(x)

{
A F
{ Max i (x)
(P6) % bajo las restricciones:

gi(x) <0 i€I={l,...,m}

Y x 3 0
'i Lx [ rR"
-
. . e Mpositiva
siendo F(x) forma cuadré&tica cdefinida \ieg;t;va en Rn,
cen C & M(n,n) matriz en R, gi(x) i € 1 funciones

convexas en R%. Si x° es solucién Sptima de (PG)’ en-

tcrces xoe Fr(y).

cemnostracién

Ssi 0 €Y, por definicién de Y se sigue que 0 €& Fr(Y)



19

y obviamente el \r:;’;:;xm“g}, por ser F(x) forma cuadritica
-
definida g:;itix:}». es F(0) = 0. Ahora bien, como la so

lucién Sptima es finica, segtn el teorema A.3. (Apéndice),

se sigue que x° = 0 € Fr(Y).

Si o/é Y, ello implica que:

Hx' =0 € ¥© tal que F(x:) = F(0) < F(x°)
i F(x') = F(0) > F(x°)

y se aplicarfa el teorema 1.3.2.

Nota 1.3.2.

En particular, si las funciones gi(x) i€ 1 son

. convexas
lineales, como son {cOncavas} , se concluye por este teo
rema 1.3.4. que el fmin::.mo\ del programa esti en la fron-
T ma&ximo j

tera de las restricciones.

Teocrema 1.3.5.

Dado el programa:

T TX
X" Cx +p X
xTCx+pTx

Min { 7 {x)

1ax (F(x)

~

4 bajo las restricciones:
(e < Jo las

rqi(x)so i€1=(1,...,m}
~

x € "

b
-

. T £ . . P positiva n
siendo x° C x forma cuadrédtica de‘lnlda{negativa en Ry

pT x forma lineal en R", con C & M(n,n) Yy p€& M(n,l)
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matrices en R, Yy gi(x) i € I funciones convexas en R"
F(x) > 0 . o .
Si \7'x €Y es {F(x) z 0} y si x° es solucién dptima de

(P,), entonces x°€ Fr(y).
Demostracién

Ccomo \y'xe Y es (E&(; : g , se sigue que 0 ¢,Y.

(rF(x*) = F(0) =0 < F(xo)}

- _* c
Luego, ~x = 0 & Y~ tal gque . °
- LF(x) = F(0) =0 > F(x°)

y aplicarfamos el teorema 1.3.2.

Teorema 1.3.6.

Dado el programa:

-

s T

]

’{Mlﬂ(?(x) x Cx+pTx

x Cx«!rp'r

[}

Max F(x)

bajo las restricciones:

t
J

\ g;(x) 0 i€ I ={1,....m}
1

-1

, X € R
-

. R . A ositiva
siendo x°~ C x forma cuadrédtica definida [P } en
= \ negativa

r7, pT x forma lineal en R", C € M(n,n) y pE M(n,1)

matrices en R, v gi(x) i & I funciones convexas en

r
7. s \-;/xe‘x‘, x # 0, es g(:; :g}y si x° es solu-

cién Optima de (P entonces x° & Fr(y).

8)[
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Demostracién

Si 0 € Y, se sique por la forma de definir Y que

0 € Fr(Y). Ademds, el valor{zgiiﬁg} de F(x) en Y es

F(0) =0 9. por tanto, 0 es solucién Sptima de (P aho

g) -

convexa

ra bien, al ser F(x) estrictamente {cdncava

} , se conclu-

ye por el teorema A.3. (Apéndice), gque el 6ptimo es @Gnico.
Luego, x° = 0 € Fr(Y).

si O ¢ Fr(Y), se deduce que:

* o
Hx‘ =0€Yc tal que F(x ) = F(0) = 0 < F(x")
F(x") = F(0) = 0 > F(x°)

y se aplicarfa el teorema 1.3.2.
Nota 1.3.3.

El teorema 1.3.2. obtenido por nosotros, también se
puede aplicar a programas lineales, concluyé&ndose de dicho
teorema que en programas lineales el 6ptimo estd en la

frontera de las restricciones.

1.4. CUNICIDAD DEL OPTIMO EN PROGRAMAS CONVEXOS

De la teorfa existente acerca de la unicidad del &p-

timo se sabe, teorema A.3. (Apéndice), que el<{$§:igg} es

)  convexa
i ) . (v .
dnico si la funcién objetivo es 1c0ncava estricta y las res

tricciones son convexas. NOsOtros vamos a probar un nuevo
teorema ce unicidad, en el que la funcibn objetivo s6lo se

[convexa
exi ue sea <
le ige @ \cOncava



Teorema 1. 4.1.

Dado el programa:

Min F(x)

(_Max F(x)

(PG.) bajo las restricciones:
1
g (x)¢ 0 i€l ="1,..,m}

x € R"

L

siendo F(x) funcién{zonvexa} en DC R", YCD, Yy gi(x)

Sncava

i€ 1 funciones convexas estrictas en R". Si el conjun

to

ce soluciones Cptimas cde (PG,) S_ es distinto del va

[e]

cfo v esté contenido en ia frontera de Y, entonces So

se

reduce a un punto.

Cemostracidn

Veamcs el siguiente:

Lema previc:

un

es

se

JE

Cualguiler subcenjunto U, U # @ y U no reducido a
funto, contenido en la frontera de un conjunto conve-

Y Ce

XY

irilo por restriccicnes convexas estrictas, no

b
MS

un ccnjunto convexo. In particular, como Fr(Y) C Fr(y),

concluye Jue dicha frontera no es un conjunto convexo.

Demcstracién
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Y={xE€ R" / gi(x) <0 i€1={1,.,m}, 9; i€ I convexas estrictas

Se sabe, teorema A.l. (Apéndice), que Y es un conjunto

convexo.
Sea \fUC:Fr(Y), U #@ y U no unitario.

Si U posee puntos aislados, ello implica que U no es

convexo y el lema queda demostrado.

Si U no tiene puntos aislados, supongamos que U fue

ra convexo.

Ello equivale:

vxl.x®ev, Ya€,1] - rxt+ a-1)x*€wv

Tomemcs O0< x <1

Como UcCFr(Y), ello implica

Ji€1 tal que giE Xt + (1) )xzj =0 (1)

Por otra parte, para tal i€1I por ser 94 funcién
convexa estricta, se verifica gque:
gi[x xt+ (1-a )x2]< 36, (x1) + (1.4 ) g, B (2)
Pero,
1, < 1 .
g;{x) S0 por ser x € CCFr(y)
2, < 2 .
g;(x7) £ 0 por ser x € UCFr(y)
Luego, en (2):
by
9 kal + (1- A)XJ <Xgi(xl) + (1-) ) gi(xz) <0

Es decir,

5 [xxl + (1= 1) xz_-J <0 (3)
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De (1) y (3) se sigue una contradiccién, gue nace de
suponer que U es convexo. Luego, U no es convexo,

En particular, Fr(Y) no es un conjunto convexo.

Queda probado el lema.

Demostracién del teorema

La haremos dnicamente cuando la funcién objetivo es
convexa, ya gue cuando es cfncava el razonamiento es com-
pletamente andloago.

Supongamos gue So no se reduce a un punto.

Sabemos, por el teorema A.2. del Apéndice, gque:

S, es convexo (4)

De ctra parte, por hipbtesis So C Fr(Y) vy de acuer
do con el lema previc, se sigue gue:

SO no es convexo (5)

De (4) y (5) surge una contradiccidén, gue se origina
a2l suponer que SO no es uniﬁario. Luego, la solucibn Op-

tima es Cnica.

Queda asf, demcstrado el teorema.

1.5. CNICIDAD Y CPTIMALIDAD EN LA FRONTERA EN PROGRAMAS

CONVEXOS

Como una consecuencia de lo establecido en los apar

t27ns 1.3, v 1.4.,fcrmulamos los siguientes resultados:
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Teorema 1.5.1.

Dado el programa:

{Min F(x)w
k"Max F(x)]

(PGZ) bajo las restricciones:
{g.(x) <0 i€I={1,...,m}
[ Y 1
L L.-x€ R
. . convexa . n
siendo F(x) funcidn {céncava} estricta en DCR , YC D,

gi(x) i €1 funciones convexas en Rn, So el conjunto
de soluciones Optimas de (PGZ) Yy M, el conjunto de solu-

) fmefnimo
ciones dex« {nim

m&xino} absoluto de F(x) en D (que puede ser
“ .

vacfo). Si x°€ So y

* o

Mmcyap 6 Ix e ¥a D tal que F(x') <Fx L,

a z o
F(x ) > F(x")

entonces xoe Fr(Y) vy x® es soluci6n 6ptima dnica.

Demostraciodn

Por el tecrema 1.3.1., se sigue gue xoe Fr(y) vy

por el teorema A.3. del Apé&ndice, se concluye que x° es

solucibn 6ptima finica.
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Teorema 1.5.2.

Dado el programa:

(i
| Min F(x)
{Max F(x)}

(PG3) bajo las restricciones:
g.(x) €0 i€1 ={1,...,m}
i Y i .
; x € r?
—
- . : : (convexa _ no
siendo F(x) funcién 1c6ncava] en DCR', YCD, gi(x)
i € I funciones convexas estrictas en Rn, S el conjun-

o
to de soluciones Optimas de (PG3) y M, el conjunto de

" mfnimo
sclucicnes de s

Lmaximo} absoluto de F(x) en D (Ma puede

ser vacfo). Si xoe S, Y

° * o
Y.< ¥“ap 6 HX*E ¥¢ 2 p tal que {F(xt) <F(x°)
(F(x ) >F(x")

entonces xoe Fr(Yy) vy x° es solucién Optima dnica.

Demostracibn

Por el teorema 1.3.1. se concluye que So C Fr(Y) vy

poer el tecrema 1.4.1., se sigue gue So = {xo} .
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1.6. TEOREMAS EQUIVALENTES AL DE KUHN Y TUCKER EN PRO-

GRAMAS CUADRATICOS

Establecemos, en este epigrafe, teoremas que ca-
racterizan- la solucibn S8ptima. Dichos teoremas ppnen de
manifiesto la relacifn existente entre la hipersuperfi-
cie de nivel (relativa a la funcibn objetivo) y la fron
tera de las restricciones en el punto de &ptimo, asi co
mo la conexifn entre las distintas matrices del progra-

ma.
Teorema 1.6.1.

Dado el programa:

i T )
Min<F(x) = x~ C xj

bajo las restricciones:

(PQ,) < Axy b

Y x 20

n
x e R

—~

siendo F(x) forma cuadrdtica definida positiva, Ce€M(n,n),
A eM(m,n) con rg(A) = m, b € M(m,1) y todas las matri-
ces de nfmeros reales. Entonces, x° es Sptimo de (PQl)

si y s6lo si:

19y 1x%) =ixe ' /F(x®) =xTCx3}a Fr(y)
29y st B20, s =-21-Ac A

siendo A € M(h+k,n) y b € M(h+k,l), respec-
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tivamente, las matrices de coeficientes y de
términos independientes correspondientes a

*
las restricciones saturadas( ) linealmente

independientes en el punto x°.

Demostracidn

::%E} si x° es solucién Sptima de (PQl), ello equivale
a gue x® verifica las condiciones de Kuhn y Tucker.

La funcién Lagrangiana es:

LX) = xT C x + xT(-Ax+b) - pT X

Las condiciones de Kuhn y Tucker relativas al punto
de silla (x°, 2, u°H)€2™™" e 1a funcibn L que

groporciona el x° Sptimo de (PQl) son:

J

axoz 0, »°€Rr™, J,%5 0, u°ER" tales que:

>

1ty v Lix® 2% u% =0
o] (o] .
2°) Ay <-A1* X~ +b.) =0 i=1,..., m
L? x? =0 i=1,..., n

(*) Definicibn {(de restriccibn saturada)

Min F{(x)
bajo las restricciones:

{gi(x)\< 0
! Y
(N x & rR?

si en cierto punto x°E Y se verifica que gi(x°)=0,

Dado el programa

se dice cue gi!x) es una restriccifn saturada o ac-
o]

tiva en w
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En este caso, dichas condiciones se convier-

ten en:

1) z¢cx®-aT,°- ° = o

2°)_;\§ (-2, x> +b) =0 i=1,..., m
u‘;x;.’=o ;‘j=1,. ..n

Por el teorema 1.3.1.4. del apartado 1.3., se si-

gue gue:
[}
x° € Fr(y) (1)
Por otra parte, dada la hipersuperficie de nivel

F(x°) = x C x es obvio que:

x°€ (xR / F(x°) = x* ¢ x} (2)

De (1) y (2) se concluye que:

x°e {xERn / F(x°) = X7 C x Ya Fr(y)

Pcr el teorema A.3. del Apéndice, se sigue gque x°
es @Gnico. Luego,

T

(x€R /F(x®%) =xT cxiaFr(y) = { x°)

Es decir, se verifica la primera hipStesis del teorema.

vamos a demostrar, ahora, gue el teorema de Kuhn y

Tucker implica la segunda hip&Stesis del teorema.

Supongamos gue las restricciones saturadas o acti-
vas linealmente independientes en el punto x° de Sptimo

son:



(o} o _
a;; Xy Foiuann A a;, x = bl
o o _
ap. x1+ ......... +oay. X, = bh .
(3)
xi = 0
xi = 0

siendo h ¢m y k ¢n y h+k ¢ n por ser ecuacio

nes linealmente independientes.

Y en focrma matricial:

o
all cereae aln Xy bl
Apqerercee ahn ] - bh
0
B Q
0ceealen...0 x° 0
n
Es decir,
A x° = B (4)

A€ M(h+k,n), x°€ M(n,1), bE M(h+k,1)

Teniendo en cuenta la segunda condici6én de Kuhn y
s - o
Tucker, para las restriccicnrnes no saturadas en X , Se

cumple gue:

o _ o _
Cieay =0 seeeeens Cua 0
o) o (5)



siendo

La primera condicién de Kuhn y Tucker, queda:

o

2¢x® = AT 2% 4+ °

Luego,
o o
. Bgqereeeany xl Uy
2¢x° = : : +
o o
g an Am Va

Y teniendo en cuenta las expresiones (3) y (5):

o
a X ¥i
IR RRRRRRR hl 1 .
. [}
2cX°= ............ . + Hy
a a 20 :
in"*" """ "“hn h o
o
Ay
all""' ahl 1.... 0 Ao
h
C e teeersecaee e - °
dlk" "ahk O.... 1 .
o
.................... ¥y
0
Ay apn 0.....0 :
0
Y sintetizando:
2 ¢ x° = AT f{° (6)

ATE M(n,h+k), X° € M(h+k,1)

Por ser C matriz simétrica definida positiva, se
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sigue gque det(C) # 0 lo que implica Gue 3 c L.

Por tanto, despejando de (6)

o _1 -1 =7 -0
x-.:,C A A
Sustituyendo en (4)
FRcAT x° =5
Llamando S = % act AT, nos queda:
-0 _ =
S P b (7)

Pero (7) es un sistema lineal en X° que tiene sO
lucibn Gnica (por ser linealmente independientes los vec
tores gradientes de las restricciones saturadas en xo),
luego aplicando el teorema de Rouché-Frobenius, se sigue

cue:

rg(S) = h + k <=> det(s) # 0 <=>Js™! =

->

Pero, de acuerdo con el teorema de Kuhn y Tucker,
-0 -1 =
es A >0. Luego, s71§ 20 v cueda probada la se-

gunda hipdtesis.

<}:: Reciprocamente, grobemcs cue las hipdtesis primera
y segunda cdel enunciacdo cdel tecrema implican las condicio

nes de Kuhn y Tucker en x°

De la primera hipbtesis se sigue cue x° € Fr(y).
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Supongamos que las restricciones saturadas o acti

vas linealmente independientes en el punto x® son:

a; x1+..... + apXy < b1
Fpy Xpteeceo- * An*n T Py
Kyeooronnon cene. =0 (&)
TRy eeeeeeann = 0

siendo h g m, k £ n y por suponer que son linealmente

independientes h+k < n.

Llamando Hi(i =1,...,h) vy Cj(j =1,¢..,k) a

los hiperplanos de R" determinados, respectivamente, Dpor

se cbtiene que la variedad afin gue determinan las ecua-

ciones (8) es:

H C

D=H 1 a7 a %

C

11°°°" 0 7k 2

cuya dimensidn, por suponer las ecuaciones (8) linealmen-

te independientes, es n - (h+k).
Pueden darse dos posibilidades:
a) n -(h+k) > 0 <=> D no se reduce al punto x°

b) n ~(h+k) = 0 <=> D se reduce al punto x°
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Sean:
a, 0
a; = .ll y e. = .
: J 1+ (9
ain . )
0
los vectores asociados a los hiperplanos
H; i-= },..,h
<5 jo=1,..,k
Como D = Hl ... N0 Hh ! C1 2 ... Ck -
> Jﬂ a; crtogonal a D i=1,...,h
%
| ej ortogonal a D jo=1,...,k
Luego,
D es crtogenal a ¢ B10- s@p0€ 00008 >
Si ocurre la posikilidad a), <cim D = n -(h+k) > 0

podemcs expresar R® cemo la siguiente suma directa:

R = D' 8 <@.,-te3pr€0 08 >

siendo D' el subespacio vectcrial subvacente de D.

. . . N o
Si consideramos el hiperplano tangente en x. a la

Tex }, se

()

nipersuperficie de nivel = ‘x€RY/ F(%°) = x

verifica gue dicho hiperplanc tzncente H centiene a D

(*) wvicha propiedad ro es cbvia. Se demuestra mis adelan-

te en la Nocta 1.6.1.
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Por otra parte, F(xo) es ortogonal a H.
Como D C H, se sigue que:
vF (x°) es ortogonal a D

Por tanto,

vF(xo)Ei < ay...0ap,00,.0 00,
Si ocurre la posibilidad b):
dim D = n =(h+k) = 0 <um> n = h+k
Luego,

n

< a;s-.43,,€,,-.08 > €S una base de R (ya

gue hemos supuesto que tales vectores son linealmente

independientes).

Por tanto, cualquier vector de R? se puede expre-
sar como combinacibén lineal de la misma, en particular

- o o
TF(x"). Luego, VF(x ) € <al""ah'el""ek >.

Asi, pues, para ambas posibilidades existen nfime-

ros reales 2, i =1,..,h  v3 W43 = Lk

Gnicos, tales gque:

ro Oy = 0 _ 4,0 o [}
F(x7) 2 Cx Al al+...+ >h ay + ¥y el +...% Yy ey
a a 1
11 hl 0
_ [} ° o : o : o
= X . +...+ Ah . + oY oot Uy
21n ahn 0

o

O pare
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o) [}
all ..... . .a-nl Xl ul
) o
N R .o : uk _
= i + 0 =
.0 o
Aqpeeeraans an *h 0
o o
aji---3yy ah+l,1"'aml Xl ¥y
o [}
T An + Uk
. 0
: ! :
aln"'ahn ah+1,n"’amn // \\ 0 // 0 //

(9)

cue es la crimera condici®dn ce Kuhn y Tucker si demostra-

by

mes gu >0 Y Uo

> > 0.

FCr otra parte, para las restriccicnes saturadas (8)

se verifica que:

’

c o] o
YT ol-a,, x7 -~ ~a, X_ +k.) =0 i=1,..,h
i i1 71 in “n ;) reerd
(10)
o ¢
v ox: =0 j =1, 'k
J 3
. . o
Y rzara las restriccicnes n0 saturadas en X , se cum-
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-a_x_ +b ) =20 r=h+1l,...,m
ut x: =0 t = k+1,...,n

ya que por la forma de definir 2% y u es:

12 =90 r=nh+l,...,m
u2=o t = k+l,...,n

Pero las ecuaciocones (10) y (11) son la segunda con-

dicién de Kuhn y Tucker, si probamos gue 2° 20 v u 0.

Demostremos que A° > 0 Y que w2 0.

Obviamente, para llegar a la expresifn (9), segfin

hemos visto antes, es:

= 0 r = h+l,...,m

v, =20 t

k+l,...,n

0 RO

Luego, s6lo nos falta probar gque A? 20 i=1,..,h

'u;.’b 0 3 =1,...,k
La expresién (9) puede reagruparse as{:
30 uo
LEE R 1 1
o : 10
= u =

2 C x ceeesnee . + X

20 5

a1hc 3, h 0



ajj..-a; 1...0 X?
e, ,
h
= gy 0...1 %g
Y
.......... e 0
a1n- -3 0...0 \ é
Y resumiendo:
2¢cx® =R }° (12)
siendo A€ M(n,h+k) y L°E& M(h+k,1).

Por otra parte,

. s o}
mente independientes en el puntc x,

expresidn (8), podemos agruparlas asi:
\ o
a), o UEEERL B xq
\
Bpp- By a._ |
Ioea... o 0 /
/
A N \ o}
(S oo, 0 \ xn
Es decir
2x° =5
siendo A& M(h+k,n) vy b & M{h+k,2)

Jue aparecen en

(13)

38

las restricciones saturadas lineal-

la

Vamos a determinar el valor de }~, para lo cual des

i o . ! R
cejaremcs X sn la ecuacifn (12)

y lo sustituiremcs en
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la ecuacibn (13).
En (12), como C es matriz simétrica definida posi
tiva, se sigue que:
det(C) # 0 <=> Jc7?
Luego,
x° = % c—l KT io
Y sustituyendo este valor en (13):
$ERcTRT W=
1= -1 =T

Haciendo S = 3 AC A®, queda:

s V=5 (14)
siendo S M(h+k,h+k) y adem&s simétrica.
Como tal sistema tiene solucién Gnica e (segfin se

ha visto al obtener la igualdad (9)), se sigue que:

det(s) # 0 <=> st

Premultiplicando por s™! en (14), obtenemos:

Luego, f y uo verifican el teorema de Kuhn y .

Tucker.

Queda, por tanto, probada la eguivalencia.
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Corolario l.g¢.1l.

Dado el programa cuadrdtico:

Min F(x) = xT C x

bajo las restricciones:
AX32b

x 20

xE€ R

(PQ,}

sienco F(x) forma cuadr&tica definida positiva,

C&€ M(n,n), A€ M(m,n) con rg(A) = m, b € M(m,1) y todas

las matrices de nfmeros reales. Si x° verifica:

1) x° 3% 0

T

2°) {x°) = (x €ER"/F(x®°) = x* ¢ x} n D, siendo D

la variedad affn solucifén del sistema A x= b.
1

5 actal)ylp o

entonces, x° es solucién Sptima de (PQz).

Demcstracibdn

Basta aplicar el tecrema anterior, teniendo en cuen-

ta gue las condiciones primera vy segunda implican la prime

"

a hipftesis del teorema 1.6.1., y la tercera condicién co
rresponde a la segunda hipStesis cel teorema 1.6.1. cuando

A y b son las matrices ce coeficientes y de términos inde-

"3

encdientes ccrresponcdientes a las restriccicnes saturadas

. . . o
linealmente independientes en el punto x .

Tna variante del teorema 1.6.1., con restricciones

m4s generales, es la siguiente:
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Teorema 1l.6.2.

Dado el programa:

Min F(x) = xT C x

bajo las restricciones:
Ax > b
¥ n
x € R

siendo F(x) forma cuadr&tica definida positiva, C& M(n,n),

(PQy)

A€ M(m,n), con rg(d) = m, b E M(m,1) y todas las matrices
de nimeros reales. Ademds Ogé Y. Entonces, x° es solu-

cibn Sptima de (PQ3) si y s6lo si:

1°y [x%)1={x&€Rr” / Fx®) =x" Ccx}a Fr(y)

25y s"YE s o, sl LR RT

siendo A la submatriz de A correspondiente a las
restricciones saturacas linealmente independien-
tes en x° Yy b 1la submatriz de b relativa a

los términos independientes de dichas restriccio

nes saturadas linealmente independientes en x°.

Demostracién
Por ser O ﬁé Y, sabemos por el teorema 1.3.3. del

o . N .
apartado 1.3., que x & Fr(¥). El resto cel razonamiento

es andlogo al del teorema 1.6.1.



Nota 1l.6.1.

Pasamos a demostrar la propiedad mencionada en el

(*) de la p&gina 34..

Preopesicifn 1.6.1.

Dado el programa:

Min{F(x) = x° C x}

bajo las restricciunes:

(PQ,)
! ! Ax2 b
i
3 Y x> 0
! ; x € r"
. -

siendo F(x) fcrma cuadritica definida positiva, CEM(n,n),

A& M(m,n), b& M(m,1), rg(A) = m y todas las matrices
de nGmercs reales. Sea x° € ¥ verificando la condici6n
T

‘x&€rYFix®)= x cx) ,

crimera del tecrema 1.7.1l;., S
D la variedad affn gue determinan las restricciones satu-
racas linealmente indepencdientes en xo, H el hiperplanc

tancente en x° a la hipersurerficie de nivel S. Entonces,

@]

C E.
Demcstracidn

Puecen rresentarse cdos cosibilidades:

1%) @im(d) =0 <=> D ={ x°}, obviamente, en este

caso es C-C E.
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a .
29 dim(D) > 0
La tesis para este caso, la probaremos por re-
duccibn al absurdo.
Si D #H, se sigue que:
Ja#o0, €D tal que d &

Veamos que la recta r de vector de di-
reccién d que pasa por x°, corta a S en otro

punto x1 # x°.
En efecto, la ecuacibén de r serfa:
x = x% + A4 YAE R

Hallemos la interseccién de dicha recta

con S.

xTcx=(x°+2 @Tc (x®°+ ra) =

) Tex®+2 2a"cx®+2r2aTca
Pero,
x" Cx=x Cx (2)
De (1) y (2) se sigue que:

22 aTca+2 2aTcx=0

Es decir,

by [xaT ca+2atc xé] =0

cuyas rafces son:



24 ¢ x°
A=0 vy A= -
a’c a
Si A=0 => x=x°
T . .o
si Y 2 g C x
at c a

Para esta segunda rafz, puede

44

ocurrir que:

r es tangen

H. Por tanto,

a S en otro

A=0 6 A#E O

Si A= 0, entonces la recta
tea S en x°, ello implica que d €&
para este caso, se cumple gque D C H.

Si A# 0, la recta r corta
punto xl # x°. (3)

Ahora bkien, comc:

Da s =:x%) (4)

cde (3) v (4) surge una ccntradiccién, gue se origina

I
suponer gue DCF E. Leecc, D H.
Okservacién

Una rrozcsicién andloga a l1a anterior,

cerse para el tecrema 1l.6.2.

Zemcstrada la proposicién.

puede estable-
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Teorema 1.6.3.

Dado el programa:

Min{?(x) = xT C x + pT x}

bajo las restricciones:

(PQ4) AXx > b
Y Xx > 0
K_ x € rR"

siendo C matriz simétrica definida positiva, cC &€ M(n,n),
p € M(n,1), AE Mim,n), rg(A) =m, bE M(m,1) y todas
las matrices de nimeros reales. Sea x°€ Fr(Y). Entonces,

x° es Sotimo de (PQ4) si y s6lo si:

1°y x° 1= (x€ R/ 0(x%

Q(x)} 0 Fr(Y)

2°) st 7 20, siendo st =3ic AT y

r=2b+ACtp, vy AE Mk, y

e M(h+k,1), respectivamente, las matrices de
coeficientes y de términos independientes co-
rrespondientes a las restricciones saturadas

linealmente independientes en x°.

Demostracién

N
::izj si x° es solucién Sptima de (PQ4), ello eguivale a

Sue x° verifica las condicicnes de Kuhn y Tucker.



La funcifn de Lagrange asociada al programa (PQ4)

es:
T T
Lix,X,u4) = x Cx+p x+X(-A x+b) - ux

Las condiciones de Kuhn y Tucker relativas al pun-
: .
to de silla (x2,°, O)€ ™™ ge 1a funcién L que

proporciona el x° Sptimo cde (PQ4) son:

3° 20, PE R FWP 20, LER" tales que:

1% ¥ oLx®, X, Py =0 = 2¢cx®+p-F P-
a (- ° = i=
27) (TR e X7+ bi) 0 i=l,..,m

o .0 .

. X, =0 = 1,.., n

Uj 5 ] ’

Siendo AL, la fila i-ésima de la matriz A
por hip6tesis, x° & Fr(y) (1)

Fcr ctra parte, dacda la hipersuperficie de nivel

s =< x €r? / 0(x°) = Q(x)} es claro gue:
€ s (2)
De (1) y (2), se concliuye cue:

:x€ RY 7/ 0(x®) = Q(x)) a Fr(y)

L

x°€

46

Pcr el teorema A.3. del Apéndice,se.sigue que'xo es

Znicc. Luego,

o
fe)

cx%r= x€r" /o) =Qx)} A Fr(y)

Es decir, se verifica la prirmera hipftesis del teo-

rema.
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Demostremos, ahora, gue el teorema de Kuhn y Tucker
implica la segunda hipStesis del teorema.

Supongamos que las restricciones saturadas linealmen

te independientes en el punto x°  del S6ptimo son:

o o _
a, x1+........+ ayg, X, = b1
o_
a xl+........+ 3n ¥y < bh
xS - 0
xi = 0

siendo h¢ m, k& n y h+k § n por ser ecuaciones li-

nealmente independientes.

Y en formé simplificada:

a a %2 b
B MR °* “1n 1 1
Apqecerenns ahn . bh (1)
levieivaens O . =\ 0
° .
0....1..... 0 x, 0
Es decir,
= o _ =
A x =Db (4)

De la segunda condicién de Kuhn y Tucker, para las

: o .
restricciones no saturadas en X , se sigue que:



c

o _
Aper T

o -
Vger =

48

o _
xm =0
(3)
o _
Hp = 0

La primera condicién de Kuhn y Tucker, queda:

2 ¢ %x° = AT xo + uo -p
o
LR a kl ¥y Py
3 .. I N -
o o
Ayperrene an Xm NS Py

.0
all....ahl Al

= . . +
a a 10
In' " "hn !

a‘k ay 0. 1
PRI 0.... ©
Y simplificando:
2¢x°=a"

o]
1 Py
o i
"k pn
[e]
A Py
\ . ‘
| e} M
\\ )‘h
!
o -
Ul .
! Y .
Bk
5 .
0 Py
¥ -p (6)
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Pero en (6), por ser C matriz simétrica definida

positiva, se sigue que:
det(C) # 0 <=> 3 ¢t

Luego,
° =11 AT ° - (7)
Z A p

Sustituyendo (7) en (4):

% Act AT f°-p) =5
.Operando, se cobtiene:
ActAT [°-=25+actp (8)

Haciendo S = A C A vy T=2Dhb+AC P Yy
sustituyendo en (8), nos gueda:

-0 -

S A = (9)

. . -0 .

Pero (9) es un sistema lineal en Sue tiene so
lucibn {rnica (por ser linealmente independientes los vec-
tores c¢radientes ce las restricciones saturadas en xo),

luego por el teorema de Rouché&-Frdbenius, se sigue que:

Ic(S) = h+k <=> Get(S) ¥ 0 <=> J8°%

Por tanto, ce (9) concluimes:

=5 T (10)

Ahora bien, pcr el teorema de Kuhn y Tucker es
XO > 0. Lueco, en (10):

-1

T Ty 0
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Queda asf probada la segunda hip8tesis del teorema.

<:::! keciprocamente, probemos que las hip&tesis prime-
ra y sequnda implican las condiciones de Kuhn y Tucker
{

o
en x .

Tanto de la hip&tesis previa del teorema como de
la primera hipbtesis, se sigue gue x°€5 Fr(Y).

Supongamos que las restricciones saturadas lineal-

mente independientes en el punto x° son:

\
a3 X Foiieetannsonn + A X = bl'
Ay Xq Foreri et + a4 X = bh
> (11)
Xy =0
. xk =90 J

siendo hg m, k &¢n y por suponer gue son linealmente

independientes tales restricciones saturadas, h+k gn.

Llamanéo H, (i = 1,..., hY yC, (jJ = 1,...., k) a

1 ]
los hiperplanos de R? determinados, respectivamente, por

]
—
=4

n
Zaidxd=bi i
¢é=1

) R 4

xj =0 j

se obtiene gue la variedad afin gque determinan las: ecua-

ciones (ll) es:
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D=H fo o | Hk ol C1 1.....0 C

1 k

cuya dimensibén, por suponer las ecuaciones (1l1) lineal-

mente independientes, es n - (h+k).

Pueden darse dos posibilidades:

a) n -(h+k) > 0 <=> D no se reduce al punto x°

b) n ~-(h+k) = 0 <=> D se reduce al punto x°
Sean: 0
a, = n e, = i
S Y 3 (1)
3in 0

los vectores asociados a los hiperplanos

Hi i=1,..., h
Cj j=1,...,.k
Como D =H, O ...20H 2C,1a.....12C -
a; ortogonal a D i=1,..., h
-
ej crtogonal a D j=1l,..., k
Lueco,
D es crtegenal a < a., ..., ah’el""" e,>

Si ocurre la cosibilidad &) {(éim D = n - (h+k) > 0),

-
codemcs expresar R ccme la siguiente suma directa:

R" = D' ® < CRRRE ah,el,..., ey >

siendo D' el subespacio vectcrial subyacente de D.
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Si consideramos el hiperplano tangente H en x°

a la hipersuperficie de nivel S =:x€ R%/Q(x°) = Q(x)}.

se verifica que:
DcCcH (13) (*)
Por otra parte,
0(x° es ortogonal a H (14)

De (13) y (14), se concluye:

7Q(x°) es ortogonal a D <>

per (12)
VQ(x°)€<al,.., apieyseae, €

Si dim(D) = n -(h+k) = 0 <=> D ={x°}
Y, en este caso, {al,.., ah'el""' ek } es una base de

n

R" (ya gque hemos visto anteriormente cue tales vectores

son linealmente independientes). Por tanto, cualquier vec

n

ter de R se puede expresar como combinacifén lineal de

la misma, en particular 7 Q(xo). Luego,

vax> e <@pseees Bpie e, &>

Por tanto, cualguiera que sea la dimensién de D, es:

(*} Dicha propiedad, que no es obvia, se demuestra de ma-
nera andloga a lo realizado en la proposicibén l.6.1.
(Nota 1.6.1.) para el programa (PQl).



. 2 [e]
sienco A v

das del vector

ICORERRRE ML PRI

(k) =

v e O

o

uo Gnicos, pecr ser (nicas las coordena-

0 (x°) respecto de la base

2¢cx® +p=af ®&y0° (15)
ccndicifn ce Kuhn y Tucker si demcstra-

rte, rfara las restricciones saturadas en
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x° (11), se verifica que:

o o
M (= Ai* X~ 4+ bi) =0 i=1,.., h
(16)
u;’x'?=o i=1,.., k
]
Y para las restricciones no saturadas en xo, se
cumple que:
] o
A (= A, X+ br) =0 r=h+l,..., m
(17)
o o _ _
My XS 0 t = k+1,...,n
por ser >§’= 0 r=nh+l,..., m y
°_ =
Wy = 0 t k+l,..., n

Pero las ecuaciones (16) y (17), son la segunda con-

dicién de Kuhn y Tucker si probamos gque xo >0 vy u° > 0.

o

Demostremos que A20 y que uo > 0.

Evidentemente, para llegar a la expresibén (15), es

2 =0 r=nh+l,...., m

=0 t =k+tl,eeu., n
Por tanto, s6lo nos falta probar gue xgz.o
i=1,..., h y que u‘)?>,o' = 1,000, k

La igualdad (15), puede expresarse asi:
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L P CRRELY 1.... 0 Al Py
‘o .
..... Cedecacsaaannn *ﬁ .
° .
o _ in .
2 Cx = 1 -
Qi ey 0.... 1
Q
] .
. 0 .
aln""ahn 0.... 0 0 P,
Y resumiendo:
2c¢x®=3% 3°-5 (18)

siendo ATE M(n,h+k), 3° € M(h+k,1) y p€ M(n,1).

Por otra parte, las ecuaciones (11l) pueden agrupar-

se asfi:

o
all""alk""aln xq b1
SRR L . . bh
1......0......0 . = 0
0veeeaalena...0 \ x° 0
Es decir,

Ax°=5 (19)

. . -0 R )
Vamecs a2 determinar A nara lo cual despejaremos
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x° en (18) y lo sustituiremos en (19).

En (18), como C es matriz simétrica definida po
sitiva, se sigue gque:
det(C) # 0 Cm> 3(:-1.
Luego:
EC)

(AT 3° - p)

Sustituyendo tal valor en (19):

3Ect AT °-p =B

Por tanmto:

ActaT P =2B5+Ectp (20)
. = =1 3T _ = Lz oAl
Haciendo A C A S v 2b+AC p =T, nos

gqueda en (20):
S , =T (21)
Como tal sistema lineal tiene soluci6n Gnica 3°

(seglin se indic6 al decducir la igualdad (15)), se conclu

ye que:
-1
det{S) # 0  <=> 35

Por tanto,

Ahora bien, por la segunda hipftesis, es:

S T 20

lo que implica;
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Luego, 2° y uo verifican el teorema de Kuhn y

Tucker.

Queda, por tanto, probada la equivalencia.

Corolario 1.6.2.

Dado el programa:

Min{Q(x) = x> C x + pT x}

bajo las restricciones:

(PQS) Ax>»Db

siendo C matriz simétrica definida positiva, cE€M(n,n),
p € M(n,1), A€ M(m,n), rg(A) =m y bE M(m,1), todas

ellas matrices de nfimeros reales.

si x° verifica que:
1 x®°3 o0
2% x®° 1= {x€r? 7 ox®) = Qm)}a D

siendo D la variedad afin solucibn del siste-
ma Ax=>

1

3% Al 2p+nactoyro

A

Entonces, x° es solucién Gptima de (Pos).
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Demostracifn

Es consecuencia del teorema 1.6.3..

En efecto, la primera y segunda condicibén de este

corolario, implican gue x° € Fr(Y).

La segunda condicifn, es un caso particular de la
hip6tesis primera del teorema 1.6.3., cuando las restric
ciones saturadas linealmente independientes en x° es-

t&n dadas por A x = b.

Y la tercera condicibn corresponde a.la segunda
hip6tesis del teorema 1.6.3., para este caso particular

de restricciones saturadas en x°.



CAPITULO 2

OPTIMALIDAD EN LA FRONTERA DE LAS RES

TRICCIONES EN PROGRAMACION POLINOMICA
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2.1. INTRODUCCION

En este Capitulo, se establecen resultados originales
sobre Programacifén Polinfémica. Dichas aportaciones se refie

ren a:

1) Optimalidad en la frontera de las restricciones

2) Algoritmo para la obtencifn del 6ptimo

Respecto del primer punto, se indican en el epigrafe
2.2. las particularizaciones gue pueden realizarse de los
apartados 1.2. & 1.5., ambos inclufdos, del Capftulo 1. En
la secci6n 2.3., se formulan nuevos resultados de optimali-
dad en la frontera para programas polinémicos con funcifn

objetivo de coeficientes positivos y conjunto de restriccio

n
+ °

nes compacto en R El resultado gue establece la optima-
lidad en la frontera en tales programas, se hace de dos for
mas distintas: una mediante los conceptos de hipercubos su-
perior e inferior n~dimensionales, la otra mediante una de-
mostracién directa. El primer método es m&s preciso, pues
ademfs de establecer que el Optimo estd en la frontera nos
indica gqué condicién adicionral ha cde verificar la regifn de
la misma en la cue se encuentra el Sptimo. Se muestra, me-

diante un contraejemplo, que tales resultados no pueden ex-

tenderse a la Procramacién Pcsincmial.

Con relacifén al segundo punto, se establece (apartado

2.4.) un método para la obtencién cdel Cptimo en programas



61

polinémicos con restricciones lineales y funcién polinfmi-
ca objetivo convexa en la regifn de las restricciones. El
citado método extiende y desarrolla una idea formulada por

Beale, E.M.L. [7} para el caso cuadratico.

El algoxitmo gue establecemos consiste en una modifi
cacibn esencial de la metodologfa del simplex. Pasamos a

exponer el fundamento del algoritmo que formulamos.

Como se sabe, el algoritmo del simplex,en un proble-
ma de minimo, consiste en determinar la solucifn Sptima
(que estd en al menos un vértice del politopo de las res-
tricciones) de un programa lineal mediante un proceso ite-
rativo que permite pasar, en cada iteracifn, de un vértice
a otro adyacente, tomando como nueva variable bdsica la de
coste reducido rnegativo mds pequefio hasta llegar al 6ptimo,
qgue se alcanza cuando los costes reducidos de las variables
libres son mayores o iguales que cero. En la Programacién
PolinSmica con restricciones lineales, el 6ptimo no tiene
por qué encontrarse en un vértice; el algoritmo formulado
pPOr nosotros permite, para estos programas, avanzar por vér
tices adyacentes, mientras sea posible, tomando como dire-
ci6én de avance, en cada iteracién, la dada por la varia-
ble libre para la cual la derivada de la funcibn objetivo
respecto de la misma sea la m&s negativa en el vértice de
partida. Cuando el punto al gue se llega no es vértice, se
transforma en tal mediante la ampliacifn del programa y se

reitera, para este nuevo programa, la metodologfa anterior.
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La ampliacién del programa se realiza afiadiendo una nueva
ecuacién lineal con una nueva variable sin restricci6én en
el signo. La ecuacién anadida ha de cumplir dos condicio—
nes esenciales para que el punto no vértice se transforme

en vértice del nuevo programa.

En el subapartado 2.4.1., se expone con todo deta-

lle el algoritmo.

En la subseccién 2.4.2., se formulan las propieda-
des inherentes al citado método. Se establecen, en primer
lugar, los teoremas que relacionan las soluciones de los
sucesivos programas: soluciones factibles, soluciones bi-
sicas factibles, soluciones b&sicas factibles no dégénerg
das y soluciones 6ptimas (teoremas 2.4.2.1. y corolarios
correspondientes, asf como los teoremas 2.4.2.2., 2.4.2.3.
y corolario 2.4.2.4.). Se estudia, seguidamente, la acota
cién de las soluciones factibles (tecrema 2.4.2.4.), la
caracterizacién dél 6ptimo (teorema 2.4.2.5.) y la conver

gencia del algoritmo (teorema 2.4.2.6.).

En la subseccibn 2.4.3., se indica la propiedad adi
cional del algoritmo para el caso cuadrdtico y en la 2.4.4.
se resuelve un ejemplo mediante la aplicacién del citado

algoritmo.

En el apartado 2.5., finalmente, se indica en qué
sentido se puede aplicar el algoritmo a la Programacién
Polinf6mica cuando la funcidn objetivo no es convexa en el

conjunto que cefinen las restricciones.
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2.2, CONSIDERACIONES SOBRE OPTIMALIDAD EN LA FRONTERA

Y UNICIDAD DEL OPTIMO

A todos los programas polinf6micos que verifican
las hipOtesis formuladas en el Capiftuloc 1, apartados
k.2. 4 1.5. ambos inclufdos, les podemos aplicar los

teoremas que se establecen en dichos apartados.

2.3. OPTIMALIDAD EN LA FRONTERA EN ALGUNOS PROGRAMAS

POLINOMICOS

Vamos a establecer nuevos resultados sobre optima-
lidad en la frontera de las restricciones para programas
con funcibn objetivo polinfmica de coeficientes positi- .
vos y conjunto dé restricciones Y compacto, con Y C:Ri(,)
en la doble vertiente de mdximo y de mfinimo; particulari

zamos, ademds, tales resultados a programas con restric-

ciones lineales.

Necesitamos, para ello, una definicién previa.

Definicién 2.3.1.

* * *
‘gx = (x '--'”ﬂﬂ € r", llamaremos hipercubo supe-
*

*
) X R .
rior de x y lo notaremos por hs al siguiente conjunto:

H":[(xl,...,xn)e R /% 3 % J'.E{l,...,n}y ?,
\
J

3 jie [1;...,n} tal que x. » X
9 J J

(*) Notacién: R: = {3{6{ R / x 30 }

~
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Andlogamente, llamaremos hipercubo inferior de
*

*
x € R" y lo denotaremos por H>I( al siguiente conjunto:

*
X n * . :
HY ={(xl,...,xn)€R A FIIE v.l e{l,...,n}y
33‘ e{l,...,n} tal que xj< x;

Obviamente,

Eof
|

°x n N
< {(xl,...,xn)eR / kg > % \-1 e(l,...,n}}

o
[

X -{(x x )& R / X, < x* -y {1 n}}
I Lo X € i i Tigedl,...,

Teorema 2.3.1.

Dado el programa:

Max P(x)
(PPl) bajo las restricciones:

x &Y TR

siendo P(x) funcién polinémica de coeficientes positivos
e Y conjunto compacto en rR"? rara la topologfa usual.
El m&ximo del programa (PPl) se alcanza en un punto de VY
cuyo hipercubo superior no contiene en su interior punto

alguno de Y.

Demostracién

La haremcs por reduccién al absurdo.

*
Sea x € Y un punto de m&ximo de (PPl) tal gque:

*
-]
H, 1Y # @
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*
o
Ello implica gue Hwe_ H: 1 ¥ cuyas coordenadas, por
*

ser wg !?l: , serdn todas estrictamente mayores gque las cel
punto x* y por ser P(x) de coeficientes positivos e

Y cRi, conclufmos que P(x*) < P(w). Contradiccién con la
hipbtesis de que x* es un punto de méx:;.mo de (PPl) . La con
tradiccibn se origina al suponer que ;I: Oy # @, Luego,
*

* o
si x es un punto de maximo de (PPl) , entonces H)s( vy =g.

Queda probado el teorema.

Corolario 2.3.1.

Dado el programa:

Max P(x)
(PP.) bajo las restricciones:
2
A X b
Y n
X g R,

siendo P(x) funcibn polinfbmica de coeficientes positives, Y
*
poliedro convexo( ), A& M(m,n), b€ M(m,1) y ambas matri=
*

* c
ces en R. Si x es un miximo de (PPZ)’ entonces hz Qy = ¢.

(*) Siguiendo a Minoux, M. :40-1 , damos la siguiente
Definicifn: Un conjunto convexo de la forma
Y =(x€ R" /ax<b, x >,O} se llama politopo, sien
do A€ M(m,n), b € M(m,1) v ambas matrices en R.

Un politopo acotado no vacfo se denomina poliedro con-

vexo.
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Demostracién

Es una consecuencia del teorema 2.3.1., pues al
ser Y poliedro convexo, se sigue gque Y es un con-
junto compacto para la topologfa usual de R Y no

vacfo.

Teorema 2.3.2.

Dado el programa:

Min P(x)
(PP3) bajo las restricciones:

x€ vy c ®R?
+

siendo P(x) Zfuncibén polinémica de coeficientes posi-
tivos e Y conjunto compacto para la topoclogfa usual
de R". El mfnimo del programa (PP3) se alcanza en un
punto de Y cuyo hipercubo inferior no contiene en su

interior punto alguno de VY.

Demostracién

sea x € Y ninimo del programa (PP,) tal
*

o
Gue s’I‘ny;eQ.

*
°
Ello implica gque 3 w e H§ a Y cuyas coorde-
*

°
nadas, por ser wE H¥ , ser&n todas estrfctamente me-

*
nores que las correspondientes de x , Yy por ser P(x)
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de coeficientes positivos e YC Rg . conclufmos gque
* *
P(w) < P(x ). Contradiccién con la hipStesis de ser x

un mfnimo del programa (PP3). Esta contradiccidn, tiene
*

o *
su origen en suponer que H¥ 0 Y # @. Luego, \fx pun
*
A
to de mIinimo de (PP3) se verifica que H§ 01 vYy=g¢g.

Concluye asf, la demostracién del teorema 2.3.2.

Corolario 2.3.2.

Dado el programa:

Min P(x)
bajo las restricciones:

{-A X< b
Y S

C -

siendc 2{x) funcifn polindmica de coeficientes positi

n

X & R

wos, Y peliedro convexo, AE iim,n), b € M(m,1) y am-

*
pas matrices en R. Si x es un minimo de (PP4), en-
*
-]
~Anmag H)I{ 0 Y= 9.

Demostracién

Es consecuencia del tecorema 2.3.2., pues al ser Y
poliedro convexo es un compacto para la topologfa usual

n
de R v no vacfo.

Basdndonos en los teoremas 2.3.1. y 2.3.2., esta-

blecemos, también, el siguiente:
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Teorema 2. 3. 3.

Dado el programa:

Optimizar (Max. 6 Min.) P(x)
(PPS) bajo las restricciones:

xEYCR:

siendo P(x) funcifn polinémica de coeficientes positi-

vos e Y conjunto compacto en R

" con la topologia

*
usual. Si x &€ Y es una solucifén 6ptima del programa

(PPS), entonces x*éz Fr(y).

Demostracifn .

a)

b)

Lo prcbaremos, en primer lugar, para el midximo.

Pueden ocurrir dos posikilidades:

Int(Y) @, entonces es obvio gue x*GZ Fr(y), ya

que Y = Fr(Y).
Int(Y) # @
Razonaremos por reduccidn al aksurdo.
s R *
Si x m&ximo del programa (PPS) tal que x ¢Fr(¥),
entonces se verificard cue:
*
d(x ,Fr(y)) = & >0

Ello implica cue:



a)

b}

€9

3§<x*: §) < Int(Y)

De donde se sigue que:

- L * - *
3 Xx€ B(x ; §) tal que x, >xg ViE{l,...,n}

i
. - * 51 6n
(bastarfa tomar, por ejemplo, x = x +( ~Frees —7—)
siendoié? = 52 y §&§.>0 Vie{l, nl )
=% i Ceer

Entonces, por la definicifén 2.3.1., se sigue que:

*
- oy
ers (1)

Como,
xXEInt(V)C ¥ (2)

conclufmos de (1) y (2) gque:

- Ox*
xeﬂsﬂ Y <>

*
-3
<> Hi o Y#P

Por el teorema 2.3.1., se concluye que x* no es
miximo del programa (PPS); Contradiccibn, gque tiene
Su origen en suponer gue 3 x. mdximo de (PPs) tal
que xiﬂﬁFr(Y). Luego, \fx* mé&ximo del programa (PPS)

*
se verifica que x & Fr(Y).
Andlogamente razonaremos para el minimo.

*
Si 1Int(Y) = @, entonces obviamente x € Fr(Y) = Y.

Si Int(Y) # @, entonces si 3 x' minimo de (PPS) tal

que xtﬁé Fr(Y), se verificard que:



70

*
d(x ;Fr(Yy)) = & >0
Ello implica que:

%*

Bix ;5 ) It (Y)

11l

De donde se sigue que:

- ° * - *
Q x€B(x ;¢) tal que X <x; \jiéi{l,...,n}

. ¢

(tomarfamos, por ejemplo, X = x = ( L

)

siendo £2 +...+ s2=35% y 3,50 Yi€l1,..}h

Entonces, por la definicién 2.3.1., se sigue que:

*

ieﬁ’; (3)
Por otra parte,
X EIntivIC ¥ (4)

De (3) y (4) se concluye gque:

*

o
Xav o=

= x
x € T
*

-]
_ X v o
<=> HI vy #£0

*
De donde concluimos, por el teorema 2.3.2., Qque Xx

no es minimo del programa (PPS). Contradiccifn que se
- *
oricina al supcner cue = x minimo de (PPS) tal gue
* *
x ;é Fr(¥). Luego, Yx rInimo de (PP;) se verifica

gue x'éE Fr(Y).

Finaliza, asf, la demostracifn del teorema 2.3.3.
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Nota 2,3.1.

Los tecremas 2.3.1., 2.3.2. y 2.3.3., ademds de esta-
blecer la optimalidad en la frontera nos proporcionan una
informacidén adicional acerca de la regién de la misma en la

gue se encuentra el Sptimo.

Una demostracién directa del teorema 2.3.3. es la si-
guiente:

Por reduccién al absurdo:

La haremos para el caso de mdximo.

*
Sea x una solucién méxima de (PPS) tal que
xtfé Fr(Y). Ello implicarfa que x*Ei Int(Y), de donde se
sigue gue: 3 ;(x*, r) C Int(Y). Por tanto,

-

r
reeer 72 ) € B(x", r) (siendo

x1
"

»
+

iri =r° y r.> 0 \V'i =1,...,n). Luego, 3)? € Int(Y)
cuyas coordenadas son estrictamente mayores gue las corres-
rondientes de x*; por tanto, al ser P(x) de coeficientes
positivos e YC Ri , se concluye gue P(x) > P(x*). Ello
implicarfa que x* no es solucién méxima de (PPS). Contra
diccifn gque se origina al suponer gue x*Fé Fr(Y). Lueco,

* *
si x es una solucifn mixima de (PPS), entonces x € Fr(V
Andlogamente razonarfamos para el programa de minimo.

Termina asf, esta demostracifén del teorema 2.3.3.
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Corolario 2.3.3.

Dado el programa:

Optimizar (Max 6 Min) P(x) |

(PP.) '< bajo las restricciones:
6
N\

Ax b
Y
x & Rﬁ

siendo P(x) funcién polinémica de coeficientes positivos,

Y poliedro convexo, A< M(m,n), b € M(m,1) y ambas matri-
: *

ces en R. Si x es un Sptimo de (PP6), entonces

*
X & Fr(Y).

Demostracién

Es una consecuencia del tecrema 2.3.3., ya que por
ser Y poliedro convexo es un conjunto no vacfo y compacto

n

en R para la topologfa usual.

Nota 2.3.2.

Los resultados obtenidos en este epigrafe 2.3. para
la Programacién Polinbmica Positiva no se pueden generali-
*
zar a la Programacifn posinomial'™), como nos muestra el si

guiente contraejemplo:

(*) Véase la definicién de programa posinomial en la pdgina

siguiente.
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Sea el programa:

. L2 2
Min P(xl.xz) = X] o+ Xy o+ %%,

sujeto a las restricciones:

L]

$ %y &2

1

(ST

< X, & 2

2

La funcién P(xl,xz) es convexa en Y.

En efecto, la matriz hessiana de P(xl’XZ) es:

2x3 X, + 4 2
P2 F7 = T2
xl xlxz X1 Xz xl Xz
H = =
3
2 2x1 X3 + 4
P '/ 72 3
XaX !
271 x2 / xl x2 xl x2
/
Vemos que:
2x3 x, + 4
1 72
D, = > 0
1 x3 X
1 72
4 4 3 3
o l 12 + 4xl Xy *+ 8(xlx2 + Xy x2) 0
D, = {H| = >
27| 4 4
Xl X2

va que x, > 0, X, > 0.

(*) Definicidén: Tna funcién F(x)=Ul(x) +...+U_(x) con

P
ay; @y a,;

. = C, T X A i jo . e
Ul(x) c ¥y A n , siend c; > 0, a31 = R+
[ R S
Ti=1lr...4n Ci= 1,000 X, 20 \Jj =1,....0

se denomina posinomial.
Un croblema de Programacién Matemdtica en el cue tantc
la funcién objetivo como las restriccicnes son posineo-

mios se cenomina grograma gosinomial.
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Luego, H es una matriz simétrica definida positiva en
un abierto convexo gue contiene a Y, ello es eguivalente a
que P(xl,xz) es convexa en dicho abierto y, por tanto, es
convexa en Y.

Calculemos, ahora, los extremos relativos de P(xl,xz)

sin restricciones:

- - 3 -
P! = le - > =0 2x1 X, = 2
1 X7 X,
- = % = +1, x2 = =1
2 3
sz = 2*2 - " =0 2xl x5 = 2
X1 %2
Luego, los posibles extremos relativos de P(xl,xz),
sin restricciones, tienen de coordenadas: X, = :1,~x2 = *1,
Veamos qué ocurre en (1,1)&€ Y,
6 2
H(1,1) = como P", = 6> 0 v |H(1,1)|> 0
2 6 X

1

se sigue que (1,1) es un mfnimo relativo, como P(xl,xz), es
convexa en Y se concluye gque tal mfnimo local es un mfnimo
global ce P(xl,xz) en Y. Por otra parte, (1,1) € Int(Y). Es
decir, el minimo del programa se alcanza en un punto de Y

gue no pertenece a la frontera de Y.

2.4, ALGORITMO PARA LA OPTIMIZACION DE PROGRAMAS POLINOMICOS

g

o este epicrafe, se desarrclla un algoritmo para pro-
gramas pclinbmicos cuando las restriccicnes son lineales vy

:2 funcién cbjetivo polinfmica es convexa en el citadd con-
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2.4.1. Exposicifén del algoritmo

Sea el programa:

Min P(x)
bajo las restricciones:
(o
(PP°7) Ax=Db
i Y x>0
i b3 €,Rn
“ “

donde P(x) es funcién polinfmica convexa en Y, A& M(m,n),

b & M(m,1), rg(A) = m y ambas matrices en R.

El algoritmo gue vamos a formular, para este programz
es una extensién con modificaciones esenciales del algoritmo

del simplex.

Se parte de una solucidn b&sica factible (o vértice si
lo consideramos.desde el punto de vista geométrico), se elige
la direccién de avance que viene dada, en cada iteracién, pc:
la variable libre para la cual la derivada de la funcidn obje
tivo respecto de la misma, en el vé&rtice de partida, sea 1l:
mds negativa. Puede ocurrir gue el punto de llegada sea vért_.
ce del programa inicial o gue no lo sea. Si ocurre lo primerc,
se seguirfa aplicando la metodolocfa antericr para elegir la
nueva direccién de avance. Si el punto de llegada no es vért:
ce del programa dado, se transicrma en solucidén bdsica facti-
ble ce un programa ampliade, cbtenido mediante la adicidn e
una nueva ecuacifn lineal ccn urna nueva variable sin restric-
cién en el signo. Se precisa, mds adelante, cudl es la ecua-

cibén cue se arade.
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El programa ampliado, cuya funcién objetivo es la mis
ma y que consta de las restricciones del programa anterior
m&s la ecuacifén afadida, estd definido en un espacio euclf-
deo que tiene de dimensién una unidad m&s que ellcorrespon-
diente al programa anterior., Se continda aplicando a este
nuevo programa la metodologfa anterior. Si ocurre en alguna
iteracién que el punto de llegada no es vértice del progra-
ma en cuestidén, se amplfa nuevamente el mencionado programa

segtn el método anteriormente expuesto.

Pasos del algoritmo

1) Se elige una solucién bdsica factible del primer progra

ma PP(O:

{xg feaar xg }

1 m
2) Se expresan las variables b&sicas en funcién de las li-
bres:
- O 3 -
Xy =3 ay g Xe * X i=1,...,m
3) Se explicita la funcidén cbjetivo a través de las varia-
bles libres tdnicamente:

P(xl,...,xn) = P



4)

Partiendo del punto (x. reee i Xg ) = (0,...,0), se
"1 n-m

elige la direccibn, segin una variable libre, cue

mejore la solucifn anterior. Para ello, se calcula:

n (O
ol j“_'l'..ln"m
ax (x, =0,..,x =0)
fj fl fn-m
. plo
z P . .
si 5 0 v;e{ l,e..,n=-m} ,

3 xe  /(0)

]

hemos llegado al 6ptimo, segfin demostraremos poste-

ricrmente, y se finaliza el proceso.

Si .\—E—XF._ /(0)< 0 para aletn JE€{1,...,n-m

la solucibn se puede mejorar. Y, en este casg, debe~

mos elecir acuella variable x. tal cue

hitbiera m&s de una

condicifn antericr,

$1,
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~p (0
5P
b) Que — =0
¥E ) (Xg i%g = 0,uu,xe = 0)
1 2 n-m

en el punto (xé 0,.0..,0).
1

¢} Que se den las condiciones a) y b) simult&neamen
. a

te.

6) Si se da el caso a), seguimos la metodologfa del sim
plex, entrando en la base x, vy saliendo de la mis
-1

ma la variable Xy gue se anula. Si hubiera mds de
i
un X, que se hiciera cero, elegirfamos la de me-
i
nor Indice. Podemos suponer que la variable gque se

anula es Xy s entonces las nuevas variables bdsicas
1

serfan { X ,....,% X} con solucién bé&sica
b b Py
2 m 1
1 1 1 - . . .
Xy _se---eXg sXp [, Las restricciones seguirfan sien
P2 m 1 -

do las mismas y las variables b&sicas, expresadas en

funcibn de las libres, guedarfan ahora:

n-m
= 1 i =
X T2 3 g Xe A X t X 1=2...m
i 4=2 7173 j iT1 1 i
Xe = ﬁifla‘ X, o+ o2 X o+ xo
£, T2 % X T Re N, £
1S3 ity i PG

isimismo, se expresarfa la funcibn objetivo a través

e las nuevas variables libres.

Y el algcrizmec tars e

0

te caso a), se repetirla nue

vamente, sin cue hava cue amgliar el programa.
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Si ocurre b), serfa:

s (©
X 1 °
1 (xf =Xe i Xg =0,...,xf =0)
1 1 2 n-m
. 1
para cierto Xx, = Xg .
1 1

En este caso, no se anulan las variables bdsicas ini

ciales 'x y llegarfamos al punto

peeee e Xy )
b, b

{xé ,....,xé ,xé } que mejora la primera solucién
1 1

m

bisica y gue serfa solucién factible, pero no bésica,
para las restricciones del primer programa. Para con
seguir gue tal punto se convierta en vértice hemos
de pasar a un programa ampliado, para ello afiadimos

la siguiente ecuacién lineal:

T -
o\ e 7Ny
[}
P
v x = w
X, £, 1
-1 ':X;‘-‘X‘_:IX::OI e 1 X = )
P ) “n-m
\#:__/
"—_w-
con w. sin restriccifn en el signo
Cicha ecuacifn explicitzda tiene la Zcrma
7 Y S
. N - A ?— N
Se s = Ts T L Tz <z = “.
=.Z ,\ s Z = - - i
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Las restricciones del nuevo programa serfan:
1
h X. = X + h
flf1 ( fl £ < £

(x,wy) e g1

En este programa, de acuerdo con la solucibn a la

gue hemos llegado, es:

rg =m+ 1

Yy por ser x. la variable gue entra en la base,
1
se sigue gque hf £ # 0.
171

Adem8s, la ecuacién afiadida es un hiperplano que pa

=yl = = =
sa por el punto (xf =Xg Mg —0,...,xf ;O,WI—O).

1 1 2 n-

El programa resultante, para este caso b), serfa:

-

' Min. P(x)

bajo las restricciones:

A X =

b
(1,
T2 / , n-m
P + he £ X = v,
(-) it 11 ;=2 7173 ]
Y7 \
x >0
; x,w,) € Rn+l
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(1
Para este programa (PP'"), el punto:

1 1 1
(X, =X 00 X =X, ,X =X ,X.=0,..,x. =0,w,=0)
bl b1 bm bm £ fl f2 fn-m 1

constituye una solucién b&sica factible.

A partir de este momento, y para este nuevo progra-
ma, se reitera el algoritmo, teniendo en cuenta la
siguiente condicién: ninguna variable wj es intro-
ducida en la base hasta gque ya no podamos seguir dis

minuyendo la funcién objetivo en direccifén alguna X

Si ocurre c), se procede como en el caso a) y se
sigue aplicando la metodologfa del simplex al programa

inicial.

7) El punto:

x k L k N
(% (k1 e Xy (K0 ey 0,0y (e W (K040 ,0) € y K
1 D 1 h
(x

es el 6ptimo para el procrama (PP'7) si y s6lo si:

ik /sp(k
(?*\)ao vy |—— ) =0 Yi v Yt

k 3 x.ix ! \ Tw.ik
\ = JoAn
\ 3 /¢

Y el puntc:
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Cuando se llega a un punto gue verifica las condicio

nes anteriores, se finaliza el algoritmo.

2.4.2. Propiedades del algoritmo

2.4.2.1. Notaciones utilizadas

Los programas serdn notados asf{: (PP(o

(1 (2

) el programa

de partida o inicial, (PP'"), (PP "), etc. los programas

posteriores segfin el orden natural. Andlogamente, los su-~

cesivos conjuntos de restricciones, se denotarédn: Y(Q,

Y(l, etc.. Obviamente, (PP(k) es el programa en el gue he-

mos introducido k ecuaciones lineales con k variables

k

Y(OC Rn, entonces Y(k [ MK,

W Ademis, si

El programa (PP(O) seré&:

Min. P(x)

bajo las restricciones:

Ax=Db

La Gltima funcién objetivo del programa (PP(O),ex-

presada a través de las variables libres, la denotaremos

por P(o (xf Poeenen 1 Xe ).

1 “n-m



El programa (PP

(1

)y, seré:

Min. P(x)

‘bajo las restricciones:

Que podemos expresar,

riables xi

1 AX =D
)
AJ, X = w
Y(l -
~ A
i x 3 0
t n+1l
k. X,w. &€ R
donde H.&EM(l,n? v los elementos de
tes & las variables tfsiczs ¥, sCn cercs
(k
n cerneral, el grcoranm [>T

sar§:

AX=Db
T
. (o
o =2
X

(x,w)) € rRAYL

, asi:

—
Min. P (x)

bajo las restricciones:

e3

al involucrar a todas las va-
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Min. P(x)

bajo las restricciones:

x \ .
H2<.;,.>- w2
(PP(k)<<Y(k L1

X

w

1 -
Hel s = vy

Yk-1

x> 0
., n+k
\- L~(x,w1,....mk)65 R

donde HIEM(l,n), HZEM(l,n‘Pl),...,erbl(l,n+k) y los

elementos de Hi’ i=1,...,k, correspondientes a las
variables b&sicas gue habia al introducir la variable
w, son ceros.

Para el estudio de las propiedades del algoritmo,
necesitamos previamente unas definiciones relativas a los

diferentes tipos de soluciones del programa.

Definicién 2.4.2.1.

Dado el programa:

Min. P(x)
bajo las restricciones:

) ( A X =1Db
\ Y(O ]

x> 0

x € R?

(pp ¢°



siendo P{x) funcibn polinémica, A€ M(m,n), rg(d)=m,

bEM(m,l) y ambas matrices de nlmeros reales.

Se llama base a toda submatriz cuadrada regular de
dimensiones m x m extrafda de A_‘(existe al me-

nos una puesto que suponemos que rg(A) = m).

Sea B una base, entonces permutando las columnas
de A podemos expresar siempre A en la forma

A = (B : F), siendo F & M(m,n-m) la submatriz de
A correspondiente a las columnas de A dJue no es

tén en la base. And&logamente, podemos ponerxr

Si x es soluci6n de A x = b, en virtud de lo an

terior, se puede expresar:

B X5 + F Xp = b (1)

Se llzma soclucibn bé&sica de A x = b (relativa a
la base B), a la solucién particular de A x = b,
obtenido haciendo Xp = 0 en la expresibn (1). Se

determina de modo €nico resolviende el sistema de

Crerer 32 x_ = b, luego X, = = b.

85
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o .
( ) si es una solu-

- Soluci6n bésica factible de (PP
cibn bdsica de A x =Db y x5 30.
Una base correspondiente a una solucién bdsica fac
tible se llama base factible.

- Solucién b&sica degenerada de (PP(O) si es una so-

luci6n bisica de A x = b tal que xp = Bl p

tiene componentes nulas.

Teorema 2.4.2.1.

*
Sean S, S \kaEN . los conjuntos de solucio-

nes factibles de los programas (PP(o) y (PP(k) respec-
*
tivamente y SO,, SO, \fHE N , los conjuntos de solucio

nes Sptimas de los citados programas. Entonces, se ve-

rifica:
*
a) Carg.(so) = card(sy) Yk Eenx
X
b) —S es solucibn dptima de (PP(k) si y s6lo si
w

x° es solucién 6ptima de (PP(O).

r *
c) Card(so ) = Card(so,) YkEN

Demostracidn
((a ol -
a) Sea \fxleé S <=> Ax"=0b _
o) =>
1 > 0
x I



>
b3
[]
v
J

-

-d ceseceaasaaase !
o>

X
-1
w
1 1
He l . Wi
‘1
Wk-1
Lo
x“> 0
Luego,

Card(s,) g Card(s, )

Reciprocamente:

<C
TN
£ =

* *
~——

m

w

~

A

[}

v

A x* =b -\
* *
Hpxo =Wy
*
X *
fo\ 7)™ ™2
- LN 1 >
*
X
*
Wl .
Bl oo, = Wy
A
\ k-1
* _/
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Ax =5bD .
-> . <=> X € So
x >0
Luego,
Card(s,) < Card(s.) (2)

De (1) y (2), se concluye gque:

*
Card(s,) = Card(sk) VRGN

Es decir, las soluciocnes factibles de estos progra-

mas se corresponden biyectivamente.

b) La demostracifn de esta proposicién la realizaremos

por reduccibn al absurdo.

o

:):] Supongamos que3 (Lo>€ so, tal que x°¢ $O,-

w

q
Entonces, 1 x! (S SOo tal cue P(xl) <P(x%). Y,en

el programa (PP(k), tendrfamos:
"\
A xl = b
1 _ .1
Hlx = wl

1
—-x—l con P(xl) < P(xo)
wy )
H, : = W
X : /

1
¥ 20 -/
L2
X ¢ Py : < I (k +
N —— | no serfs &ztimc de (PP'7), ya que ha-
= c
A / 1
x (x
sri{amos encentrado el Tuntd 5 €y cen

88
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P(xl) <P(x°). Contradiccibn Gue se origina al supo-
(o)
X (]
ner que ——lE€so tal que x SO . Luego,
wo) k ¢ [<]

o
X
V(—w-6> € S0, se concluye que X E SO, -

<’:l Reciprocamente, aplicando un razonamiento andlogo

al anterior, si 3 xoe SO° tal que(—"%)g sok, ello
* w
X *

implicarfa queg( € S0, tal que P(x) < P (x°),

*
w

verificé&ndose las restricciones:

Ax =0bD W
* *
Hix = w,
*
X
y >
w -
1 _*
Be | Yk
.*
¥k-1
*
x 20
-/
*
Ax =5bD * °
-> . y P(x ) < P(x")
x ;05

Ello implicaria, cue x°¢ SOO. Contradiccibén gue na-

)
o X
ce de suponer cue 3 x e so, tal que (=5 ¢ SO, -

o W
e ) X

Luege, “x"€ <o se sigre gue | — | &€ sO,.

c ¥ o = 2 w2 k

Es decir, existe una biyeccifn entre las soluciones 6p
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(k

timas de los programas (PP(O) y (PP'7).

c) Es una consecuencia de la proposicibn b), ya gque en
virtud de la biyeccifbn que hay entre las soluciones
éptimas de los citados programas, se concluye que

Card(soo) = Card(sok).

Termina, asf, la demostracién del teorema 2.4.2.1.

Consecuencias de este teorema, son los siguientes

corolarios.

Corolario 2.4.2.1.

*
Card(s,) = Card(s) Yx,re N

Demostracién

En efecto, de acuerdo con la propiedad a) del teo-

rema 2.4.2.1., es
Card(so) = Card(sk) Yy Card(so) = Card(sr)
Luego,

*
Card(s,) = Card(s,) VK,IEN

Cecreolario 2.4.2.2.

] *
Card(s0,) = Card(sO,) Yx.re
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Demostracién

De acuerdo con la propiedad c) del teorema 2.4.2.1.,

es:

Card(SOo) = Card(SOk) Yy Card(SOo) = Card(SOr)

Luego,

*
Card(sok) = Card(sor) \fk,rGE N

Corolario 2.4.2.3.

o
o X
xo wS
W,y 1
* *
: S0, <=> - € so, Yo kEN
wo Yk
k . con r> k
‘o
w
r

Demostracién

En efecto, de acuerdo con la proposicibén b) del teo

rema 2.4.2.1., es:

o
.
W°
.1 o
: € so <<= x & sO, (1)
wo
k
Andlogamente,
x°
W
1 o
& SO, <=> x (= S0, (2)
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De (1) y (2), se concluye,

o
° X
X w©
w° .1 .
-1 € so, __, o € so,
‘o .k
W .
‘o
W
r
Teorema 2.4.2.2.
(o (k

Sean SBF Yy SBF las soluciones bdsicas factibles,

. (o (k *
respectivamente, de los programas (PP ") y (PP ') \kall.

Entonces, se verifica que:

a) El conjunto Sé; se corresponde biyectivamente con

(k

*
un subconjunto de SBF kKEN , y en las sclucicnes co

rrespondientes la funcidén objetivo toma el mismo valor.

(k se corresponde biyecti-

BF
. (k+r .
vamente con un subconjunto de SBF + Y en las solucio

*
Vk,rEN , el conjunto S

|52

nes correspondientes, la funcibn objetivo toma el mis-

mo valor.

Demostracidén

n
(6]
o
0,
[e]
(]
w0
4]

k e ) . . .
5F v aF’ definimes la siguiente aplicacifn:
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(k
(o g (k
Sgp — > SgF

o
F

(]

x~ = (% X

cave

T
xg=0,wg,..,wz)

R

o _ny L. (k, o,_,.0
B =0) "—»g " (x )-(xB

donde wi,...,wg son los valores obtenidos en el pro

(

grama (PP k) segin se ha indicado en el subapartado

2.4.2.1.

Veamos que g(k(xo) Eisé§ .

Sabemcs que, dada x solucién factible de (PP(O) Y

B base de A, es:

B Xg + F Xp = b
Luego,
_ -1 _g-1
xB =B b B F xF
Para esta solucién de (PP(O), se obtienen unos valo-

(k

res Wi,...., W en (PP 7}, y tendremos:

8] O %g F A

-1
Y1 \
. . + . x =

O & \\ )

O
Oeeeenn c,ltr

O e
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siendo, BE M(m+k,m+k), xgEM(m, 1), F € M(m+k,n-m),

xgE€ M(n-m,1) y b & M(m+k,1).

En particular, para x_, = 0 obtenemos la solucibn

F
bisica factible de (PP©): x; = x3 , y en (2 (%)
se obtiene:
[}
*B
W2
I IS
&o
k
Ahora bien, como det(B) # 0 se sigue que
s _ k =-1
det () = (-1)° det(B) # 0. Luego, 4B™", y por tan-
to:
xO
B
o)
"1 =81k
&o
k 0
B
_:egc, segfin la definicién 2.4.2.1., w° es una
1
Wi
3
sclucibébn cé&sica factible de (PP(k). Es decir,
(k, o, —~ (k
< X = SEF
PCr ctra parte, ;‘K es aclicacibn, va gue a cada
zlenento de S;S le hace ccrresponder un (Gnico elemen
TS e s;ﬁ, cue es la Gnica solucibn b&sica factible

mcs, &ncra, sue 2 2s invectiva.
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(o 1

Sean xl,x2€ SBF y X # x
Como,
g(k(xl) = (xl,wi,...,wi)T
T y al ser x1 # x2
é(k(xz) = (xz,wi,...,wi)

se sigue que:

T T
(xl,wi,...,wi) # (xz,wz,...,wi)
o lo gue es equivalente:
g®xh # gX(x?)
L (k . .
uego, g es inyectiva.
Considerando el conjunto g(k(ség)c: Sé; , es claro
(k . ) (o (k, (0
que g es una biyeccibén de SBF en g (SBF).

Probemos finalmente, que el valor de la funcifn obje
tivo es el mismo para las soluciones b&sicas que se

corresponden mediante g(k.

En efecto, la funcién okjetivo no se modifica en los
sucesivos programas, independientemente de gue adop-

te expresicnes cistintas en funcifn de las variakles

[

ikres existentes en cada casc. TOmaremos ccmoO exgre
sién de la Zfuncién cbjetivo la gue tiene en el crc-
crazma inicial: 2Pix

-
2

;LS =l
o X RS VR R 2
> . r

n
M
m
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T
(k oy _ ,,0 0 _ o k) -

g (x7) = (xB,xF = O’wl""’“k) las correspondien

tes soluciones bdsicas factibles de (PP(O) y (PP(k),

entonces:
113

o, _ [oN o
P(x") Py’ reerxg +0,5..,0)

1 m
Yy para g‘k(xo), como wi,...,wi no figuran en
P(xl,...,xn), resulta el mismo valor de la funcién

cbjetivo: P (x°).

b) Pasamcs a demostrar la proposicidn de este apartado.

o, T~

\720 = w0 Te sk

BF
riables bdsicas, de las cuales a lo sumo k son va

tiene exactamente m+k. va-

< ik c{k+r
TBF “RF
c n-p s . k-h {
2%=(x° ,..,xg ,o,..,o,wg ey 05T 0) ———>g (2=
s o) 1 ol p>m
h<k




FEM(m+k,n-m) y bEM(m+k,1).

Para esta solucién factible de (PP(k), se obtienen

(k+r

unos valores de w.

k+1"""wk+r en (PP ), ¥
tendremos:
B <:> 2 F b
i) ceee e .6.
-1 Wk+1 S
~ T ; O :
Ll Yk+r 0
Y, simplificadamente:
)
. PN . .
B Yie1 * F ozp=b
Yk+r

* *
siendo B EM(mt+k+r,m+k+r), F €M(m+k+r,n-m) v

b" € M(mtk+r,1).

En particular, para Zp = 0, obtenemos la solucién
bé&sica factible de (PP(k): 2y = zg , Y en (PP(k+r)
se obtiene:
zo \
B
* o *
B Weel =b

;o
K+r

ahora bien, al ser det(3) # 0, se sicgue gque:

97
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* r - « -1
det(8) = (-1)F cet(®) # 0 => T3 .
Luego,
(o]
Zg
e -1
[o) _ * *
Wet1 = (B ) b
;o
k+r
Por tanto, segfin la definicién 2.4.2.1.,
(28 ¢ W o T g lucién bisica facti-
B k+l""'wk+r e una solucion sica acti
ble de (pp'X*T),

Por otra parte, g(r es aplicacifn, ya gue a cada ele

(k
SaF
(k+r
BF
(k+xr

mento de le hace corresponder un finico elemen-

to de S gue es la solucién bdsica factible fGnica

*
ce (PP ) asociada a la base B .

Probemos, seguidamente, que g(r es inyectiva.

En efecto, sean zl,zZE glk+r ¥ 2! # 2°.

BF
Al ser:
T
(r 1, _ 1.1 1
g (27) = (2 rwk+ll-o-lwk+r)
1
(T(52) = (222 2 y =" 7z
9 "Tk+1777 7 Tk+r
se sigue gque:
g Tzl # ¢Ti2d
T4 (r : s
Leego, g es inyectiva.
Consicderando el conjunto ggk(sé§)c: Sé§+r , es eviden
te que gik es una biyeccién de S(x en g(k(s(k+r).

BF BF
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Finalmente, el valor de la funcién objetivo es el
mismo para las soluciones bdsicas factibles que se

corresponden mediante g(k

, debido a que tal fun-
cién objetivo es invariante en los sucesivos pro-
gramas, aunque adopte distintas expresiones al ex-
plicitarla en funcién de las variables libres que
existan en cada caso.

Si tomamos para la funcibén objetivo la expresién
inicial P(xl,...,xn), que depende s6l¢ de las va-
riables X;» vemos que el valor de la misma para

2° = (xo,wo)T Yy g(k(zo) es P(xo).
Termina, asf, la demostracién del teorema 2.4.2.2..
El teorema y el corolario siguientes, son vdlidos
cuando las soluciones bdsicas factibles de los sucesivos

programas del algoritmo son no degeneradas.

Teorema 2.4.2.3.

Sean (PP(k) y (PP(k+r) “;’kGN, ‘v’reN’.r dos pro
(r

gramas cualesquiera, g la aplicacibn inyectiva defini

ok (k+r
Sgr ¥ Spp

gamos gue las soluciones bdsicas factibles de los pro-

da,en el teorema 2.4.2.2., entre Supon
gramas del algoritmo son no degeneradas, entonces se ve

rifica gue:

/oMy # 0 oF Opeel i, # O}

k+r
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Demostracién

T
\iu = (x,wl,...,wk) (= sé? se cumple que u tie

ne exactamente m+k variables b&sicas no nulas, por hi-

pbtesis.
Por otra parte, segln el teorema 2.4.2.2., es

T
(r = (k+r
g " (u) = (x'wl""wk’wk+1""wk+r) (= SBF

(r

por tanto, y de acuerdo con la hip&tesis formulada, g =~ (u)

tiene exactamente m+k+r variables L&sicas no nulas.

Si alguna wj, j = k+1,....,k+r, fuese nula, enton
ces (x,wl,...,wk)T = u tendrfa més de m+k variables
no nulas y, por tanto, no serfa una solucibn bdsica facti
ble de (PP(k). Contradiccién, gue tiene su origen en su-

poner gue alguna wj, j=k+1,....,k+r, puede ser nula.

Luego, todas ellas son no nulas. Por tanto,

T
( k k+ N
g FisfE) = pz=txom) € ST w0, e, A 0

Con lo gue se termina la cdemostracidén de este teore-

(k+r

' ' *
) %kéx.brEN dos pro-

. - . r , . . .
cramas cualescuiera del algoritmo, g( la aplicacifn inyec

(k. (k+x
°sr ¥ Sgr

e
X .
Ssean (p2'%) v (PP

tiva,definicda en el tecrerma 2.4.2.2., entre
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Supongamos que las soluciones b&sicas factibles de los
programas del algoritmo son no degeneradas, entonces se

verifica gue las soluciones b&sicas factibles de (PP(k+r)

gue no se corresponden, mediante g(r, con las solucio-
nes b&sicas factibles de (PP(k) son:
T o(k¢r
= = = =0}
{(z=(x,w) € SgF / Weer= 0 [} W20 6...6 Wier=0!

Demostracién

Por el teorema 2.4.2.3., las soluciones bdsicas fac

(k+r (k

tibles de (PP ) que se corresponden, mediante g ,

con las soluciones bdsicas factibles de (PP(k) son ague-
llas para las que Yier1 # 0,wk+2# 0,...,wk+r# 0 ; luego,

aquellas gue no se corresponden serdn las gue cumplan que:

=06...6w =0

k+r

Se termina,asi, la demostracifén de este corolario.

Nota 2.4.2.1.

Si existieran soluciones bé&sicas factibles degenera-

Pp(k+r)

das, podrfa haber alguna en ( verificando

wk+1=° 8 wk+2=0 S..... o] wk+r=0 v, sin embarao, correspon-

(

derse con alguna soluci8n b&sica factible de (PP k), basta

(k+r) tuviera,

rfa que una solucibn bdsica factible de (PP
de sus m+k+r variables b&sicas, las r variables W41’

Wihor oo W nulas, entonces las m+k variables restan-
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tes se corresponderfan con una solucién bédsica factible

ge (pp 'Ky,

Teorema 2.4.2.4.

*
\glke‘.\l, ‘-;Jre N , los conjun-
(k+r

Sean Sk ¥ Sk+r

tocs de soluciones factibles de (PP(K) y (PP ), res

pectivamente. Entonces, se verifica gue:

« N X )
Sy estd acctado si y s6lo si sk+r estd acotado

Cemostracidn

Szbemos, pcr el ccrolario 2.4.2.1., gue existe una

0
[e]
[a}

respordencia bivectiva entre Sk v Sk+r'

vamcs a crobar gue las sclucicrnes ccrrespondientes por

Per tanto,

-2l biveccibn estén acotadas.

]
<=> vveo= x,ul,. .,A‘k) & Sk es
B /<=, 2.2 5 2
a” = (xT)E o+ E (w9) < + @
P == 1 <= 3
/ -7 - J_l
La solucién correspondiente en sk+r es:
o _ ,.0 o =R o - o
z° = (u: Woga et Wl con wk+l. Hk+l u,
T

o, wO o )
Pt YRer-l
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Pero,
o — (<] ol -
Meer] = [P @) f"“ku" Ju “ =
Desigualdad de
Cauchy-Schwarz

/ n+
= k+1 i ”uoll V/<n+k)max' h12<+1,i n uo"
i=1,..,n+k

\/“*k S k+1 i "“0“ = \/; P+l l|u°||

i=1l,..,n+k

Luego,

An&logamente,

T T
e} 0.0 o, 0 _
Yk+2 I"k+2(“ Wea1) | S [Bie2 ﬂ(“ Ve Il )
Desigualdad de
Cauchy-Schwarz
n+k+l

W

2
_ k+2 il/ z(“ + (wpq) <

/ +1 h2 /. 2%y 2 l o
i k+2 lq/g * W+l

< l///(n+k+1) mé&x. h“+2,i <“u°“ + lw§+1

i=1,..,n+k+1

oot n (11 - 1)

2

[
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Luego,

lwi+2l < v n+k+1 hk+2 (uuon w;+J) <+
<+ 2, n+k+l <+ oy

vaae [ et |,

Breg <+ 7

Y asf{ sucesivamente prcseguirfamos, llegando, por

Gltimo, a w’

k+x
T .
1.,0 o, 0 [} <
lwk+r Hk+r (u ’wk+1"’°'wk+r-l) X
Desigualdad de
Cauchy-Schwarz
o, 0 o _
< 8xs]] s weayr e wiapoy) “ =

n+k+r-1
2 <
/, km;/ifm UL
1i=1

i o o _
N /Qn+k+r-l) méx. { hk+r i \nu “ + Iwk*l +"'+Iwk+t-4>"
/ i=1,..,n+k+r-1
= [ Tokti-1 o o
= [/ n+k+r-1 hk+r <"u " +ll +...+lwk+r_J>
Luego,
1..0 _ ‘C Q (o] <
el Ve (] o] o] )6 -
puesto que "uo" <4 @, Iw§+ll <+ ® ,..,|w§+r_1| <+ @,
\ nHk4r-1 < + = Y b,

Por tanto,
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R

si "u°" <4+ @ => ﬂzo" = Ihuo;w§+l,..,wg+r)T

Luego, Sk+r estd acotado.

<3=:| Reciprocamente,

S

T

o _ 0, 0 [< 3] o]
acotado<=> Vz = (x ’wl""wk'"k-t-l""wk-fr) e

k+r Sk+r

es “zo“ = n(u07w§+l,...,w§+r)T“ <4+

La correspondiente solucién en Sk es u°. Pero,

+K +k r
kel - /‘;;wiﬁ q/gt;uiﬁ 2 (viey)?
= j=

= “(uo: W§+1'°-"W§+r)ﬂ = “20“

Luego,

o]« Bl < e m oo ] < os -

Por tanto, sk estd acotado.

Termina, asf, la demostracién del teorema 2.4.2.4.

Nota 2.4.2.2.

De este teorema se concluye cue si el conjunto de
soluciones factibles del programa inicial esti acotado,
entonces los conjuntos de soluciones factibles de los

(k / *
restantes programas (PP ) \Vke N , estdn acotados. Co-
mo sabemos, una condici®én suficiente para gue las solu-
ciones factibles del programa inicial estén acotadas es

gue el conjunto de las restricciones lineales del citado



106

programa sea compacto; lo cual se consigue exigiendo gue

las restricciones lineales formen un peoliedro convexo.

Teorema 2.4.2.5.

Dado el grograma:

—~
Min. P(k (xr; wF)
bajo las restriccicnes:
X, = xo + Cx, + Dw
B B r P
= w° ' f
’PP(k) . wB = wB + C'x, + D wg
) v x, > 0
B/
. 20
~ -

2n el gue tarnto la funcién okjetivo como las variables Lé&-

N f e

sicas estén expresacdas a wravés de las variables libres y

x € X. Zntonces, .
- m
z c, - , c - L (k
(x7; w’) = \xg;x._.=0; woiwo=0) € v
es sclucién bSctima cde (EP ) sd v s&lo si:
,
/
/
=0
{ > o0 v
\ f{%o=0,w.=0) TP xge=0,w.=0)
N I3 T 15 E
Demcstracidn
::i) a haremcs pcr reduccisn al absurde.
T
L . -] o -
Supongamos gque siendo &gtimo (X ; W) ccurriera
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b)
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?(k ap(k
<0 & 3 t con #0
3x. EW
fj (0) ft (0)
ap(k
Si | ———— < 0 , podrfamos avanzar en la direc-
B"fj (0)

cién x¢ , haciéndose x. , 0, sin perders; la fac-
tibilidad. Llegarfamos a un punto (x*; w*) e Y(k,
gue mejora la solucién anterior, con lo cual

(x%; w°)T€E Y(k no serfa Sptimo. Contradiccifn, que

tiene su origen en suponer que aj tal cgue

splk ap(k
-a— < 0. Luego, Vj es '3—"— > 0.
x X
fj (0) fj (0)
splk
si 3 t con|——m # 0, podrfa ocurrir:
Ve o)
t/
aplk
) \——— > 0, en cuyo caso avanzarfamos en la
3V, /(0

direccibn We o COR W < 0, obteniendo una solu-
t t

o

T
cién factible que mejora a (x ; w°) y, por tan-

to, esta solucibn no serfa 6ptima. La contradic-

. o 3P(k >
cién se origina al suponer gque 3 t con|—w—— !
oW \
ft (0}
3 p(k
2) | ——— < 0, avanzarfamos en la direccibén w_ ,
Ve, /o fe

con We > 0, sin deshacer la factibilidad. La nue-
t

T
va solucibn mejorarfa a (x°; w®)

y, por tanto,
ésta no serfa Optima. Contradiccidn que se origina

- 2plk
al suponer que 4t con -—%——— > 0.
3 £, /0
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Luego, \Q’t es ,\———

T
hsi, pues, si (x°; wo) € Y(k es solucibn 6ptima,

entonces:
(*)
.plk A plk =
~7F (xp=0;w;=0) F (xp=0;w=0)

[itj S

T
Reci{procamente, si para (x%; wo) (S Y(k es:

ar

Lplk . plk
—é—i | 20 v ———-—75 ) =0
F / (xF=0:wF=0) F (xF=O:wF=0)

probemos gque se verifican en dicho punto las condiciones
. o o] T (k
de Kuhn y Tucker, v, por tanto, (x; w )& Y es una so

lucibén Sptima ce (PP(k) .

En efecto, la funcidn Lagrangiana asociada a (PP(k)

es:
( T o
L(Xiw; uiveg) =P (xF;wF) + (xB-xB-CxF—DwF) +
T ° T T
L -wl-c'x_-p" -V - T
+ (wB Wy C Xz D WF) Xy Xp

T
(o] o k £4 1q
En el punto (x; w ) € vl . se verificardn las condi

cicrnes de Kunhn v Tucker si y silo si:

[e] . ; . C S
arbitrario en el signo,’ € =F con ps mind n+k,n },3‘_

arbitrario en el signo, ;Oe Rh con hgk, v O;O, " OE )P Yy

(*) La obtencién, en lcs supuestos a) v b) anteriores, de

. . - . e} c, T
una sclucién factible que mejcra ia solucibn (x7; w)
es inmediata, mas no evidente. Se demuestra en la Nota
2.4.2.3.
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oL o o
1°) o = A" - VvV: =0 (1)
< oXg >(x°;w°)
AL o
= =y =0 (2)
cWB (xO;wO)

TN
arja?
®it

]
~
x
‘o
£

1

.5 (K T T
=-—‘;§—— -¢c -y u®-""=0
F (xF=O,wF=0)
5L _
3“7? (xo;wo)
ok T T
= - -p °- @) =0
<] =0 =
F (xF-O,wF 0)
2°) % (x. -x2 ) =0 i=1,...,p
i bi bi
.0 - o] = s o=
43 (wb.wb) 0 3j l1,...+h
] b
<° o - —
vy xb.~0 i=1,...,p
1
:]‘2 (x, =0) = 0 X=1,...,n-p
“k
De (1) ° = P
De (2) L =0
De (3) v de ° =0 =>
! A\
ok T
- i =c %+ 1° (5)
\ TP/ (xp=0iwp=0)

109

(4)
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De (4) y de u =0 =>
~plk T
o |\ = =p »° (6)
F (XF=07WF=O)

~p(k
:f‘; (xpm0iugm0) © Y ei(k =0
F '"F °F (xp=0;wp=0)
ha de ser:
cT +:°50 (7
p :°=0 (8)
Tomando ;o =0 en (8), se obtiene en (7): T°> 0.

Se comprueka, ademds, cue para tales valores también

se verifica la segunda condicidn de Kuhn y Tucker.
:p K

FXp (Xx=0;w.=0)

Luego, si

/ -P(k \

| = 0, hemos encontrado que se verifican
oW /

\\ F /(xF=O;wF=0)

en el punto (x%; w°) las condiciones de Kuhn y Tucker,

10 o .0

= =:%=0 y % 0. Por tanto, concluf

siendo \
o -
) o, ” 3 I . .
mos cue (x ; w ) € Y es una solucibn Sptima para el

grograma (PP(k).

Queda, asi, demostracdc el tecrema 2.4.2.5.

Nota 2.4.2.3.

Seglin se ha indicado antericrmente, formulamos la si



guiente :

Proposicién 2.4.2.1.

Dado el programa del teorema 2.4.2.5. (PP(k), sea
T .
x%; w©) « Sk si:
aplk
aje{l,..,n-p} tal que - <0 6
fj (Xp=0;wp=0)
- - 3p(k
Ei t& 1,..,k=h} tal gue # 0 , enton-
w
ft (xF=0:wF=O)

ces la solucidn se puede mejorar.

Demostracién

\
-k
1) Supongamos que| - % ] <0 para algin j&{1,..,n-p}
£, /(0)

- J

Avanzarfamos en la direccién Xe con X, >0.
b 3
Sea Xg =¢ >0
]

Ccomo:

=n a
- O & .
Xy =Ryt Cix X¢ + jz: ditwf i=1,..,p

i i k=1 k t+h+1 t
oL s
W, = W, + ¢!, x + a!. w s =1,..,h
b b 2 Tsk Ty 5 St fe

Llegarfamos a la nueva solucibn:

= = >0
Xg
J
(e} .

X. = X + ¢c,. ¢ i=1,...,p

bi bi ij
w, =wl + ', ¢ s =1 h
b bs sj resct
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Y puede ocurrir:

a) Que todos los 0. Entonces, la solucidén obte

T

nida es factible y mejora la solucién (xo; w®)

b) Que algln i< 0.

Como xbi = xbi + cij e h: de ser positivo, bus-
tarfa tomar ¢ <mIn.{} ;EL{} para gue la solu-
i 1j

cién obtenida fuese factible y se mejorarfa la so

lucién de partida.

BP(k
2) Supongamos gque — > 0 y que 3:6{ 1,..,k=h)
< °F (0)
~p (kK
tal que ﬁ&t——- # 0.
° ft (0)

Puede suceder:

1ok
a (2 >0 para algtn t€ ‘1,...,k-h’
-w
E ft (0)
Avanzarfamos en la direccién we 4, COn W < 0.
t t
La nueva solucidn serla:
X, = xg +a, v, i=1,...,p
i i “t
o
W = W, + d'. w s =1,...,h
bs bs st ft
wft = - <0

Para que tal solucidn sea factible, habrfa é&e ocu-

rrir que Xy = xp *dj €20 i=1,...,p

i i

- &8i a, <o \fi, como = <2, concluimos gue la
solucién cbtenica es factitle y mejora la solu-

cibén inicial.
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- Si dit >0 para algtn i, bastarfa tomar
o

X
b,
max. {— 3 = } para que la nueva solu-

dit>0 it

cién obtenida sea factible y mejore la solu-

‘cibn in%cial.
aP(k

b) Por Gltimo, si | —— < 0 para algtn

3w
ft (0)

te{1l,...,k=-h }, razonando de manera an&loga a
como se ha hecho en 2a), concluirfamos que la
solucién nueva obtenida es factible y mejora la

T
solucidn (x°; w°) .

Queda probada la proposicifén 2.4.2.1.

Convergencia del algoritmo

Vamos a demostrar que el algoritmo formulade conver

ge al Sptimo.
Pueden presentarse dos posibilidades:

a) Se llega al 6ptimo en un nlGmero finito de pasos, es
decir, akEN tal cue P(xk) = P(x’), siendo x’b una
solucién &ptima de (pp °).

b) No se llega en un n@mero finito de casos.

En este Gltimo caso, vamos a demostrar el siguiente:

Teorema 2.4.2.6.

1im. P(x5) = P(x")

K+ +o
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. . . . o ok
siendo P(x) la funcibn polinbmica objetivo, x tvew
la sucesibdn de puntos, en las variables iniciales Xy

*
obtenida aplicando el algoritmo y x una solucibn op

tima ce (pP(%).

Demostracibn

a) (PN ke ny €S monbtona decreciente.

En efecto, por la forma de obtener los xk, al apli
car el algoritmo, se disminuye, en cada iteracifén,

el valor de la funcibdn objetivo. Luego,

Viken es pix**h ¢ pixd

. *
b) '.P(,xk) }kGN esti acctada inferiormente por P(x ).

*
En efecto, como P(x ) es el valor minimo de la fun-
cién objetivo en todos lcs programas del algoritmo,

se concluye gue:

Vk €N es P(xk) }P(x*)

De las propiedades a) Y ), se concluye gue

P(x")} xEy ©S una sucesifn de nimercs reales mo
*

ndtona decreciente y acotaca inferiormente por P(x ).

jn PN k
Luege, 3 1lim. P(x)

k++

. . k *
Probemcs, finalmente, gQue lim. P(x") = P(x )
k++

De acuerdo con el algeritmo formulado, se prosigue

la iteracifn hasta cue se llega a un punto {x; w) ZSue ve-
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rifique el teorema 2.4.2.5., y, por tanto, X EZY(O es

una solucibn Sptima del programa inicial. Luego,

lim. P(x5) = P(X) = P(x°)
k-»#w

Finaliza, asf, la demostracién del teorema.

2.4.3, Propiedad adicional del algoritmo para el caso

cuadréitico

Al aplicar el algoritmo establecido por nosotros al

caso cuadritico, se obtiene el formulado por Beale [7] .

En efecto, supongamos que la funcidn objetivo es po

linbmica de segundo grado, gque pasamos del programa (I-’P(k

(pp (k*1

)

al ), gque la variable anadida es ze (zf = Xg ]
i i i

z, =W, ) y que la funcibn objetivo,expresada a través

i i

(k

de las variables libres, es: P (2, 4eees2, reeesZg ).
“i t

£
Entonces, de acuerdo con las notaciones introducicdas

en 2.4.2.1., la ecuacibn a anadir es:

T .1

P . T Zg, T Wkl (2
s

tk cuadrética, se sigue gue

\,

Ahcra bien, por ser P

1p / <o (K
= es lineal y, como ! —f;——— = 0, resul-
£ INRRE RS S

P

1
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ta:
(k
3P (k+1
= = h z +..+ h (z, -2 ) +...+ h F4
azfi k+l,fl fl k+1,fi fi fi k+1,ft ft
Luego,
7 ap(k\xT (h h h )
————— = 2 o0 ey RN
ézg / k+1,fl k+1,fi k+l,ft
i
Y la ecuacién (1) gquedari:
(k+1
h Z. +..+ h (z, -2 ) +...+ h z = w,
k+1,fl f1 k+1,fl fi fi k+1,ft ft k+1
Y, comparando (2) y (3), resulta:
EP(k -
52 k+1
o f]_
Es decir,
z
£
T . 1
ap"‘) . oLt | 2
32z £ f. 0z,
fz (zf =0,..,zf =z£k+1, . =0) o - “i
1 i i Tt .
z
ft

El algoritmo para el caso cuadrdtico tiene una pro
piedad muy importante, que ha sido formulada por Beale,
en la referencia antes citada, Yy que podemOs expresar me

diante el siguiente:

(2)

(3)
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Teorema 2.4. 3.1.

Dado el programa:

Min. P(x)
bajo las restricciones:

@) Ax=h

siendo P(x) funcién polinémica de segundo grado, convexa

(o

en ¥Y'° A&€Mmn), bE M(m, 1) y ambas matrices de nfime-

ros reales. Entonces, el algoritmo formulado por Beale

aplicado al programa (P(o) es finito.

Nota 2.4.3.1.

Debido a la finitud del algoritmo para el caso cua-

drético, todos los teoremas vistos en el subapartado 2.4.2.

(o

son de aplicacidn aquf,a los programas inicial (P'7) y fi

nal (P(E), o programa en el gue se alcanza la solucifn 6p

(k (E

tima, va que en este caso akGN tal que (P'7) = (P 7).

2.4.4. Resolucién de un ejemplo

Consideramos, a continuacién, un ejemplo con funcién

objetivo polinémica de tercer grado.
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Sea el programa cConvexo:

Now

’;‘ .3 2 2
Min. P(xl,xz,x3,x4) = xl + x5 + 2x3 + 2x4

bajo las restricciones:

X, + X, + Xy + x, =1
(PP(°)< 1 2 3 4 .
X, + X, = 3
(o 3 4 2
Y
xiao i=1,2, 3,4
4
(xl' x2' x31 X4) € R
“
Elegimos como primera solucibn b&sica factible:
1 = =1 = 0)= x\° -
(xl =5 x, = 0, Xy = 50 X, 0)= x'". E1l valor de la fun
cibn objetivo en tal punto es P(x(o) = %.

Las variables b&sicas en funcién de las libres, son:

(1)

La funcibn objetivo, expresada a través de las libres,

gueda:

(o - 1 _ 3 3 1_ 2 2
P (xz, x4) ( 5 xz) + x5 + 2(7 x4) + Zx4

Veamos si es posikble avanzar en alguna direccib6dn li-

bre:

TP,y .%,)
27%g7 1 2 2
~--x = 3¢ 5 x2) + 3x2 y
2
“P(o(xz,x4)
- --4(5')(4)"'4)(4



119

Particularizando en el punto (x2=0, x4=0),

(o
_4£L.{> = - % <0 vy ap (@ _
oX = - 2< 0
2 /(0,0) 3x4 (0,0)

Por tanto, el descenso mis ré&pido se produce en la

direccién Xqe
Obtengamos el valor de Xy hasta el gque se puede
avanzar:

splo
3X

(—w——— =-2+8x,=0 X, = . Como
\ 4>(x2=0,x4) @ =

e

Xy = 0, sustituyendo estos valores en (1):

Se llega, asf, a la solucién factible no bdsica de

®p ©)

: (xl = %, x2 = 0, Xy = %, x4 = %), con valor:

P (

[T

101, _3
IOIZIZ) g'

Para conseguir gque la solucién obtenida se convier-
ta en vértice, afadimos la nueva ecuacibdn con la variable

Wy sin restriccibn en el signo:

1
<> {0 8) I = wy <=> 8(x4 - Z) =w

Resulta el nuevo programa:
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fﬁMin. P(x1,1XyrXq3/X,)
bajo las restricciones:
xl+x2+x3+x4 =1
(1 =1
(PP'7) " x3+x4 7
Y 8x4—w1 = 2
X503 0 i=1,2,3,4
: L (x; w,) € R®
1
~
1 1

El punto (xl= 5 x2=0, X3= Fr X,= %, w1=0) es vér-
Y(1

[y
oy

tice de . con P( %. 0, 3 P = %,

En este programa, reiteramos la metodologfa del al-

goritmo.

Las variables bisicas en funcifn de las libres, cue

éan
¥1 7 % )
Xq = % *+ ;&
La funcién objetivo, expresada a través de las libre-
cueda:
Pl = (-t e xd s 20 - ;;)z v 205+ ;l)z

Comprobemos si se puece avanzar en alguna de las di-

reccicnes libres:
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;P(l(xz,wl) L 2 2
— e iy eag oy
1
:,P( (lewl) _1
v, g "1
Luego,
A\
spll __3 3p il
3%y N =0
{x5=0,w,=0) °*¥1 (x2=0,wl=0)

Por tanto, avanzamos en la direccién Xy Veamos

hasta qué valor:

3p (2t 3

axz 4
(xz,wl=0)

Como wy o= 0, en (2) resulta:

-1 _ 1 _1
157 X377 %471
Se obtiene la solucibén factibtle no bisica de (PP(I):
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 -
(Xg = g0 Xy = g0 X3 =30 ¥ =3 ¥ =0 con
sel, 111, 9
4’ 4’ 4’ § 32

Ccmo la solucién cbkbtenica nc es vértice de Y(l,

afiadimos la ecuacién con la nueva variable W, sin res-

triccibén en el signc:
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3 \
\ T 1
g E‘P(l XZ-Z' - v
2 (%= E,w,=0) ?
X% V1T Y1
Operando:
(e = 1\
X; =7\
(3 0>K /=w2 <=>  3(xy =P =w,
Wi

Llegamos, asf, al programa:

(-
Min. P(xl,xz,x3,x4)

bajo las restricciones:

x1+x2+x3+x4 = 1
(e (2) < X3*xy, -3
Y({J 8x4-w1 = 2
1 3x2 —w, = %
Xy 20 i=1,2,3,4
- \_ (X;Wy ,w,) € r®

1 1 1 1
El punto (xl= 7 Xo= T4 x3= 7 x4= i w1= 0, w2= 0)

es una solucidn b&sica factikle de (PP '), con
STIES S U |
3’ 537 47 4 32

Reiteramos la metodologfa del algoritmo para el pro-

(2).

crama (PP
Expresamcs las variables k&sicas en funcifn de las

libres, guedando:
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X = % - % w2
% = % + % hb)
X3 7 % - % Y1
X = % + % Yy

Andlogamente, la funcidén objetivo a través de las 1i

bres,gqueda:

2 S (L.t 1
P (wllwz) = ( 3 3 wz) + it

Bl Wi
£
N

Comprobemos si es posible avanzar en alguna direc-

cién libre:

o2 (2
B e L SO B - LI
:~»71 3 1 w., 3 2
; (2‘\ .
Comos: ——;%——- =0 v /"P(z =0
RS . _ ow _ _
/\w1~o,w2-0) \ 2 (wl-o,wz-O)
ccncluimos, por el teorema 2.4.2.3., gue hemos llegado al
(2

Sptimo en (PP'“), con punto de Sptimo:

.1 1 . _1 . _1 . . _
(X1= 70 X% Fo X3= 3o X4= 30 WS 00 wy=0)

Por tanto, el punto de éctimo en el programa inicial

1 1

I X3= 7 XS %) y el vélor cp;imo:

(o . _ 1
(PP 7)) es: (xl— 7

101 1,
P( 3 E'E'Z)-
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Nota 2.4.4.1.

Al pasar de un programa a otro anadiendo una nueva
ecuacifbn lineal con una nueva variable sin restriccién
en el signo, dicha variable nueva no puede entrar en la

base en el paso siguiente.

En efecto, supongamos gue se pasa del programa

(PP(k) al (PP(k+l), X € N, afiladiendo la ecuacibn lineal:
’ T / (k+1
/ \ / ze - zg
= zP(k ‘ 1 1
Yo e = w
\ 3z (k+1 \ - k+1
\ £ (z, = z ;0) z
\ 1 fl fl \\ F
Y, pcr tantc, seré&: :
/o lk
( — ) =0 (1)
M & ’
17 (2, = 2%
“1 “1
doncde la variakle z. rerresenta a la variable xj o a
la w_.

3
Supongamcs, ademds, que pasamos de la solucibn bési

ca factikle de (PP(k): LIk

P(k+l

2 la solucibn bisica facti

(
(ke LT+l
Lz -

B 1
objetive, expresada a trav€s de las variables libres,

ble de (P ) Sea la nueva funcién

(k+1, =
P Ep Wiy

riables libres gue habfa en la funcibén P

) conde EF representa el conjunto de va
tk exclufda la
variable z¢ gue ha pasado a formar parte de la nueva ba

se.



125

aD(k+1
Calculemos el valor de =

w > = . -
9 "k+1 (ZF-O’wk+l'°)
ap (k+1 N
= (2)
Mye1 “FEl 0 Vkel
o p(k+l _
Y, al particularizar —— en el punto
8 Wkl
- ap(k
(zF=0;wk+l=0) el punto correspondiente a _7YE;_ es
1
= (k+1
(z1_.=0;zf1=zf ). Luego, en (2):
ap K+l .
W
“Tk+1 n. _
(ZF-O,wk+l-0)
\ 2z (1)
P2 / R
i/ ,- (k+1 = (k+1
(2,=0:z_ =z ) N\ (z2p=0;2, =z )
F fl fl F £ fl
Ezf
0| =2 =0
T Tk+1

=z£x¢l)

<2F=o;zf )

Es decir, la nueva variable Wiep RO puede entrar
en la base en el paso siguiente.

El fundamento de la finitud del algoritmo para el ca

so cuadr&tico se basa en la prcriedad anterior y, ademés,

en que: ,
/
T / (k+1
Iz, - 2
o sp'K LSt £ _ aplk
2z, (k+1 ( et T TEzg (3)
1 (zf '3 ;zF=O) \ 3 1

=z
1 1 \\ F
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El razonamiento no es extensible al caso no cuadré-

tico debido a que la igualdad (3) no se verifica, en gene

ral, mds que en el punto (2, = zék+l ; ;F =0).

1 1

i
2.5. EXTENSION DEL ALGORITMO A LA PROGRAMACION POLINOMI-

CA EN GENERAL

El algoritmo formulado por nosotros, se puede exten

der a la Programacién Polinémica no Convexa.
Dado el programa:

(— Min P(x)

; bajo las restricciones:
(P) <
~

AX =D
x >0
x R

siendo P(x) funcién polinfmica, A € M(m,n), rg(A) = m,

b€ M(m,1) y ambas matrices en R.

Al aplicar el citado algoritmo a este programa.nos

oo o .
conduce, en el caso finito, a un punto x cue verifica:

3ptk 50 y ap (kK -0
X 20wy = aw =0;
\ Xp | (%g=03545=0) \ F (x5=0;wp=0)

(es decir, las condiciones de Kuhn y Tucker segtn hemos de

mostrado en €l teorema 2.4.2.5.).
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Si ademds, en tal punto x existe un entorno de x°

o .
en el cual P(x] es convexa, entonces x es un Sptimo lo

cal, de acuerdo con el siguiente teorema tomado de Minoux,
m. [407, Tome 1, p. 189.

Teorema 2.5.1.

%

Sea el programa:

AN

Min F(x)

,
S

¢

bajo las restricciones: K
(P")

CINCINS,

gi(x)so i€l ={1,...,m}
X € R"

donde F(x) y gi(x) i €1 son funciones diferenciables.

Entonces, una condici6én suficiente para que X sea un 6p-

timo local de (P') es que:

a) Exista un entorno de X

en el cual las funciones

F(x) y gi(x) i €1 sean ccnvexas.

b) Se verifiquen en x las condiciones de Kuhn y Tucker.



CAPITULO 3

LA PROGRAMACION POLINOMICA COMO UN PRO

3LEMA DE PROGRAMACION MULTIOBJETIVO
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3.1. INTRODUCCION

En este capitulo, se presenta un enfogque nuevo de la
Programacifn polinbmica, transformi&ndola en un problema
equivalente de Programacibn multiobjetivo. Para ello, en
el apartado 3.2., establecemos cuidles han de ser las fun-
ciones multiobjetivo y cudl la relacibén de preferencia
(> "m&s preferido gque") en el conjunto factible 2 del Ero
grama multiobjetivo (2 C Rk, k € N‘. es el transformado
del conjunto Y de las restricciones del programa inicial,
mediante las k funciones multiobjetivo definidas). Se com=-
prueba que hallar el 6ptimo en el programa inicial es equi
valente a encontrar los elementos mds preferidos mediante

la relacifn » en Z (tales elementos, como veremos posterior

mente, se denominan eficientes).

Se establecen, en la seccibén 3.3. (teorema 3.3.1.),

las propiedades de la relaciln 3 .

Asociadas a la relacién anterior, se encuentran ctres
dos: ~ ( ™~ "indiferente a"} y k‘ ( Kj“m&s preferido o in=-
diferente que") que son tratadas en 3.4., dindose su defi-

nicién y estableciéndose sus propiedades.

En el apartado 3.5., se definen el conjunto eficiente

y la estructura de dominacién relativos a la relacibn ;» .

Se tratan seguidamente, seccién 3.6., las propieda-
des de la estructura de dominacién D, prob&ndose en el teo-
rema 3.6.1. qué elementos de Rk forman el conjunto D, en el

teorema 3.6.4. se demuestra gue D es aciclica y en el teore
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ma 3.6.5. se establece gque D es un cono convexo y apuntado.

Finalmente, en el epfgrafe 3.7., se prueba la existen
cia de soluciones eficientes y se da la caracterizacifén de
las mismas. Se demuestra, en el teorema 3.7.1., &ue el con-
Sunto de elementos eficientes es el transfowmado de las so-
luciones Sptimas del programa polinfmico inicial; en el teo
rema 3.7.2., se prueba la existencia de soluciones Sptimas
para el programa inicial, y como consecuencia de los teore-
mas 3.7.1. y 3.7.2. se establece, en el teorema 3.7.3., la
existencia de soluciones eficientes para el problema de pro
gramacién multiobjetivo formulado. A continuacién, damos la
caracterizacién de las soluciones eficientes a través del

SO ge la estructura de domina

cono polar positivo estricto D
cifn D (previamente prcbamos cudl es la expresién de los co
ncs polar pecsitivo p° y polar positivo estricto Dso’ teore-
mas 3.7.4. y 3.7.5.). Se demuestra, en el teorema 3.7.7.,

que lcs elementos eficientes de Z son aquellos tales que su
rprocducto escalar con los de D%° es mfnimo. Debido a la sen-
cilla expresién de Dso' se profunéiza atn mds sobre el con-
junto de elementos eficientes =(Z; D) y sobre su ubicacibn
(teorema 3.7.8.). Por Gltimo, en el teorema 3.7.9., se esta

blece que 1os elementcs eficientes estdn contenidos en la
frontera de Z.

El estudio realizado, en este capitulo, se ha formula
do para el grckblema de minimo, un tratamiento andlogo se ha

rfa para el caso de ma&ximo.
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3.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Sea el programa:

Min P(x)
(1) bajo las restricciones:

XxXe YeQ R"
siendo P(x) funcibn polinémica en Y e Y conjunto com
pacto de rR" para la topologfa usual.
La funcién polinfmica P(x), la podemos expresar co-
mo suma de k funciones polinémicas:
P(x) = Pi(x) +...+ P (x)

en las gue cada Pi(x), i=1,...,k, no depende, en gene-

ral, md&s gue de algunas de las variables XireoerX

n°

Consideremos la aplicacién T : Y —+Rk definida
asf:

T(x) = (Py(X),..., P (x)  Tx €Y

Sea 2 = Im(T) = T(Y) =

= {(z z, ) E r* / 3x€Y tal cue T(x)={P,(x) P. (x)
({20000 2) X 1 rone Py
= (21""’2k)

Definicién 2.3.1.

En 2 establecemos la siguiente relaci6n binaria

(> "mds preferido gue"):



Dados (zl,...,zk), (zi,,..,zi) c Z:

t l - .
(2yseoenzy) > (2100nanzg)<=> Zi4..42, < 214,42

Nota 3.2.1.

Dado el programa (I), si llamamos s° al conjunto de

soluciones portimas del mismo, se verifica cue:

xXPE 5, «=Xx@vy-55: P(x®) < P(x)  <=>

N [e] (e}
<=>Tx € Y-SO: Pl(x )+..*Pk(x ) < Pl(x)+..+Pk(x)

o]
x> (Pi(x%) ., P (x%)) > (P (x), ... ,P

por definicifn de >

k(x) TxE Y-S

<> (zi,.. .,zg) > (zy,..o0z)) \f(zl,. ..,zk) (= Z-T(Sc)

con (zg,...,zi) = 7(x%)

!
<=> ](z.,..,zk)ez tal gue (zl,..,zk)>(z§,..,z§)
r -
o)

con (zi,..,zk = T(x%)

Luego, hallar el O8ptimo ce {I) es ecuivalente a ob-
tener los elementos m&s preferidcs para ia relacibn > en el
conjunto 2 0O eguivalentemente obtener aguellos elementos

tales zue no existan ctros gue sean mis preferidos gque ellos.

Por tanto, el rrograma (I) es eguivalente al siguien

te problema de programacifén multiobjetivo:

(- Min (P, (%), ..., PL(X))
(IT) <\ faic lzs restricciores:

i . N
LXEL [engd
F

entendiendo por Min( (x),...,?k(x)) el encontrar aguellos

e I <rara lcs cuales no exista elemento alcunc de

[oN

zlementcs
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Z que sea mis preferido que ellos respecto de la relacién >,
siendo Pi(x) i=1,.., k e Y las funciones y el conjunto

anteriormente especificados.

3.3. PROPIEDADES DE LA RELACION >

Definiciones previas 3.3.1. (Fishbuin [1§ y[19])

Una relacibn binaria > definida en CC rP se dice gue

es:
i) Reflexiva si Vu €EC es u>u
ii) Irreflexiva si Vu €Cc es u} u
iii) Simétrica si U > VoV >u uw,vec
iv) Asimétrica si u > v -_=>V)C u u,ve ¢
v) Antisimétrica si u>Vv y Vv >u u=v uvEgdc
vi) Transitiva si u>V y V>Wa> U W wv,w& C

vii) Negativamente transitiva si u#—v y v#-w=> u#—w
u,v,w& C
viii) Completa si Vu,ve C es u>™v & v>™u
ix) Un orden parcial estricto si es irreflexiva y transiti
va.
x) Un orden d&bil si es asimétrica y negativamente transi-

tiva.

Teorema 3.3.1.

La relaci6n > definida en Z es irreflexiva, asimétrica,

transitiva y negativamente transitiva. Por tanto, > es un or



den parcial estricto y un orden débil.

Demostracién

1)

N

(]

o
~

> es irreflexiva

En efecto, \;/(z z, ) € 2z como

1re e

Zyteoas + o2y 4 Zyeot o2y

134

ello equivale, pcr definicién de >

(zl,..., zk);ﬁ-(zl,..., zk)

>~ es asimétrica

En efecto, dadces (zl,.... Zk)'

(zo0enn, zk)’>~ iz
ello equivale, por cefinicibén de

2, 4.0+ 2, < 2zZl*...v 2z
i K L K

lo cue implica gue:

I AR 4 oot oz,
% x < % x

y ello eguivale, por cdefiniciébn de

N

> es transitiva

Efectivamente,

sean  {z.,..,z2.},

>

PN zi) € 7 tales
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que  (2zy,..r 2y ) > (210000 24) Y (2400, 2 ) > (2ihey =

Ahora bien,

por definicién de >

. ¥
(2gseeo 20) > (210000 2p)cds 204004 2, 214+ 2p

1 . " L] 1] 1] " "
(zyrees zk))> (zl,.., zk)<7> zi+..+ zp <zldl+ oz

por definici6én de >
=> Zy¥e.ot oz, <ozl ozp

ello equivale, por definicién de > que:
(zll---: zk) >' (z‘il‘--l Z)';)

> es negativamente transitiva

Sean  (zy,.., 2}, (23e..0 2zp)e (20000, 2h) € 2

tales gque:
(zl,..,zk);‘-(zi,..,zi) y (zi,..,zi)%}i(zi,..,zﬁ)
Entonces:

(zl,..,zk))L (zi,..,zi) ello equivale, por definicién ce

Zite-t2y & 2z +. .tz lo gque es equivalente a:
- ) 1
2z etz = 2%tz (1)
o]
zZ. +..+2

1Heetzy > zi+..+zi (2)



Andlogamente,

(zi,..,zi)éﬁ-(zi,..,zi) equivale por definicién de >

zi+..+zi ¢ z;+..+zi lo que es eqguivalente a:

o042 = zi+. 42! (3)
(4)
Si (1) y (3) => 2z, +..+z = z;+..+z}: =>

por definicifn de >
k 1 k <Es

<=> (21"" zk)éﬁ;(zi,..,zﬂ)
Si (1) v (4) =» zl+..+zk > 21+..+ zi —>

por definicibén de >

= PN U S TR S-S - v
> 1 x 1 X <=md>
o> (Zyreer 20 %?—(z;, . ozyg)
L v {(2) = PR Yo+ 2! -
Si (2) v {2) =»> zy zx >z zk —>

1 X 1 X x>
c=> (Zyoeey zk)%%-<2;,.., zy)
Si (27 v (&) =7 EP R 21+ + 2z =2
por definicién de >
zZ. ..+ 2 F A I -2 ¢
1 k¢ 21 k :

<=

c=> {24,000 zk),?-(Z'l',--, zy)
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Luego, > es negativamente transitiva.

Segtin las definiciones ix) y x) anteriores, como >
es irreflexiva y transitiva, se sigue que > es un orden par
cial estricto y por ser > asimétrica y transitiva, se con-

cluye que > es un orden débil.

3.4. DEFINICION Y PROPIEDADES DE A Y %.

A partir de la relacién de preferencia >- definida ar
teriormente en 2 podemos establecer otras dos relaciones ki
narias en 2: ~ y k ( ~ "indiferente a" y %‘ "m&s pre-

ferido o indiferente que").

Definicién 3.4.1.

Dados (zyse.s Z) ), (21rees 2Zg) € 2z, se dice que:
i) (21""zk) ~ (z',..,z"() si y s6lo si
L L
(zl,..,zk)¥~ (zl,--,zk) Yy

(zi,.. ,z}'c) #- (zl,.. ,zk)

ii) (zl,..,zk) %‘ (zi,..,z}‘() si y s6lo si

(zl,..,zk)> (Zyreeozg) 6

(zl,.. 1z )~ (z'l.--,zl'()



Teorema 3.4.1.

La relacién binaria -~ defirnida en 2 verifica las

siguientes propiedades:

1°) Es de eguivalencia
2°) V(al,..,ak)e Z:

X
Bal,..,akﬂ = {(xl,..,xk)EZ z/ Xp¥..tx = ¢, ¢ iz:a

< k
= { (xlv--rxk) € Rk/z—: xi = Cc, c =A ai) 1 VA
i=1 i=1

siendo Bal,..,ak)J la clase de equivalencia de repre-

sentante (al,..,ak) € 2Z.

.3 I
in=c, c=3a,; (ay,..,a €2

Cemcstracién

Veames, previamente, gue cados

(x "’xk)’ (xi,..,xi)éi Z, entonces

-
' 0 — - = ] U
(xl,-.,xk)m (xl,..,xk)<_>xl+.. Xy et +xp (1)
En efecto, por definicién de ~

(xl,..,xk) ~ (xi,..,xk) si y sSlo si

(xl,..,xk);b (xi,..,xi) y (xi,..,xi)7}1(xl,..,xk)
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Pero lo anterior, segfin la definicifén de > :

(xl,..,xk);}L(xi,..,xi)<—> Xybe %y ¢ xi+..+xi
<>

(xi,..,xi);?i(xl,..,xk)<=> X]He o ¥xp ¢ Xy +xy

- = t '
Cwm> xl+....+xk X1+--.+ xk

Luego,

' ' ' = ’
(Xyreen X ) v (X7re0 %) <=> XyHe o o+xy Xi¥e.otxy

Probemos, ahora, la primera proposicibn:;>-es una re-

lacibén de equivalencia.

a) ~ es reflexiva

En efecto, \f(xl,..,xk)ez A es

(xl,..,xk) v (xl,..,xk) en virtud de la propiedad (1)

k) "~ es simétrica

En efecto, dados (X,,.-,X%X. ), (X),...x)€ 2 si
1 k 1 k

(1)
(xl,..,xk) ~ (xi,..,xi)<=> Xytoo¥x, = xi+..+xi <=>

<=> (xi,..,xi) v (xl,..,xk)

c) ™~ es transitiva

Efectivamente, sean (X;,..,X), (Xi,-.xi);(xiyo,x;)éi <
tales gue:

(X30ee0%) A (xi,..,x];) y (xi,--.x,'() n (x'i,.-.x,‘;)
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De acuerdo con la propiedad (1)

1] L - L] 1
(xl,..,xk) n (xl,..,xk) <=> x1+..+xk = x1+..+xk
(xl,..,xi) A (xl,..,xk) <=> x1+..+xk = x1+..+xi

(1)
- " " " "
=5 Xpteowxp = xPRloexp oy (Xgaeeax ) VO e exg)

n

Luego, ™ es una relacibn cde eguivalencia en Z.

Probemos, ahcra, gue V(al,..,ak) € 2:
- ) k
[(al..,ak)l S (XX ) €2/ Xg+..¥x = ¢, con c=iszlai }
En efecto, por definicién de clase de equivalencia:

"

Jal,..,aku = {(xl,..,xk)EE 2/ (RyeeeaX)) A (Byee.0a)}
Y por la cropiedad (1):
(Xl" ,xk) ~ (ai, .,ak,<=> X, + .+xk = a1+ .+ak
k
Eaciendo c =:z:a;, Xyteoo¥x = ¢
i=1
Luego:
r k K
;_‘al""ak)] = {(xl,..,xk)E z ’in = ¢, con ¢ =§. a;} =
. kK = x i=1
= & X .= -~ -
= {{xg,.0x) &R /_E X; = c.con ¢ =3 a;} 1z
i=1 i=1
Demostremcs, finalmente, zue:
. k
z/ =:H N2/ Hes un hiperplanc de R® de ecuacién E X;=C,
) k. 1=1
con ¢ =i= a; v (al,..,ak)Ef 2z

Es una ccnsecuencia ée la proposicién anterior, ya

o

que T(al,..,akléi Z su clase de equivalencia es la inter-
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k

k
secci6n de z con el hiperplano 3 x; = c, siendo c = :E:ai.
i=1 i=1

Teorema 3.4.2.

La relaci6n binaria % definida en Z es reflexiva, tran

sitiva, negativamente transitiva y completa.

Demostracién

Probemos antes que dados

(xl,...,xk), (xi,...,xi)é{ Z, entonces
(x r--rx)>'(X'r-vv ¥ P < w!
1 k) =~ ‘%1 *x) Xpteobxy € XJHo L) (1)
En efecto, por definicién de %r :

(xl,..,xk))x (xi,..,xi)

(Xpoeoaxy) 2 (x],.0,x)) <> 6 <>

(Xypee X ) (x!,..,%x")
definiciones de M 177k 17 %

y de N
1 U
4 Kyte oty o Xitoo+xy
o> <) <m=> Xyt FX < xi+..+x'

Pasamos a probar las propiedades enunciadas en el teo-

rema para la relacién 2;.

a) Jk es reflexiva

En efecto, \j(xl,...,xk)éf 2, como

oKy ello equivale, por una propie~



dad de la relacibén ~
(xll"lxk) ~ (xlf--rxk)l
(xl'..,xk) e:(xll"lxk)

v

es transitiva

Sean

(XgreeaXy ) o (Xy0eerxy) (x']'_...,x)';) € 2,

(xl,...xk)%‘ (X}reerxy) Y

Ahora bien,

(1)
1 Xy dems
(1)

<o=>

<

(Xpree X )R (X1, .. X He+ Xy

1

X1+, +X,)

1 x $

(xi,..,xf()%,(x'l',..,x;)

(1)
Xyte o +Xe ooy

<

Kk S {xl,..

) =

0O

es negativamente trarsitiva

zn efecto,

sean (xl,..,xk),(xi,..,xé),(xg,..

(xl,..,xk)f' (xi,.- (X)) Y (xi... ' X

Ahora Ltien:

X
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de donde concluimos que:

tales que:

(x]0000x) A (X7, o xp)

[ '
x1+..+xk

[P =>
xl . xk
lxk) %T (xil"lx;)

,x;) & 7, tales cue

) (xi...,xﬂ)
/

(1)
(Xl,.-,xk) x (Xi'...xi) <=3 X b ARy { xi+.,+xi
(1 <=>
Ix! x-5;$—(xu ) (_;x.‘ xS xt+. L +x”
S SRR S S A T B "
;
x1+..~‘~xk >x1+,.+xk
C=ed> " " -
X1+t >xi+'-+xﬂ =5 Xpt.odXp > qjHoLdxp <m>
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X

1+..+xk,{ X)H. kX <=> (xl,..,xk)% (%3700 0xp)

d) Xes completa

En efecto,

sean \f(xl""‘“k)’ (x},...,x) € 2, entonces

: L] ’
Xgte.dx, & xptea4xy 60 xg

+..+%! <
1 X € X

+..+X S
1 X >

b (R o X ) R (X]eeeoXp) 6 (XYse o Xl R Xy 0Xy)

3.5. [ELEMENTOS EFICIENTES Y ESTRUCTURA DE DOMINACION RELA

TIVOS A >

Definicibn 3.5.1.

Sea la estructura de orden (Z,.> ), un elemento
(il,..,ik)éi 2 se dice gue es eficiente respecto de la re

lacién > si (xl,..,xk)EZ Z tal que (xl,..,xk)>> (;(l,.,;ck

El conjunto de elementcs eficientes serd denotado asf:
14
E(Z, > )=f (xl,.,xk)elz/a(xl,.,xk)ez tal que (xl,.,xk)}~(x._
Nota 3.5.1.
SegGn la nota 3.2.1. y la definicidén 3.5.1., obtener
el Sptimo en el programa inicial (I) es equivalente a deter

minar los elementos eficientes de la estructura de orden

(2, >).

Nota 3.5.2.

Si > hukiera sido un orden en Z, entonces los eleren-
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tos eficientes serfan los elementos maximales de Z respec-

to de la relacibén .

Nota 3.5.3.

La relacibdn de preferencia >, puede expresarse a
través del concepto de estructura de dominacién éado por
Yuisi].

Por otra parte, a efectos de simplificacidn de las
demostraciones, definiremos la estructura de dominacién en

un conjunto gue contenga a 2. Concretamente tomaremos Rk.

Ademds, consideraremos extendidas las definiciones
de >, ~ , 2? a Rk tomando como definiciones de las mis-

mas las dacdas en 3.2. y 3.4.

Definicibn 3.5.2.

\fx=(xl,..,xk)€§ Rk llamaremos factores de domiracién
relativos a x al sjcuiente conjurto:

D(x) = {d€RY/ x> x+a U3}

k

siencéo g = (dl,..,dk) vy ¢ = (0,...,0) & R
La aplicacidn de punto a conjunto:

S Y

lo]

(xl,..,xk) —_— D(xl,...,xk)

se denomina estructura de dominacién asociada a la relacidn.

> ,siendo fP(Rk) el conjunto de las partes de Rk.
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En lo gque sigue, identificaremos la estructura D

con su imagen.
Nota 3.5.4.

Podemos redefinir los elementos eficientes de (Z,>),

mediante la estructura de dominacién D.

Por definicién, es:

E(z,>) = {x€2/ ijz tal que x > X }
Pero,
X >X <—>3d€D(x) - {0} talque X =x+d <=>
<=> X& x + (D(x) - {0} )
Luego,
E(z,>) = { x€2/ 3,x€z tal que x € x + (D(x)-{0})}
Y, cuando consideremos la estructura D asociada a >,

escribiremos E(Z, D). Por tanto,

E(z, D) = {x€12/ f,_{xe zZ tal que X€ x + (D(x)-{0} )}

3.6. PROPIEDADES ZE LA ESTRUCTURA DE DOMINACION D

Se deruestra, en este epfgrafe, un conjunto de propie
dades ce la estructura D gque nos servird para probar la
existencia de solucicnes eficientes y precisar con gran de-

talle la ubicacién de las mismas.
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Teorema 3.6.1.

La estructura D viene dada por la expresidn:

D= f(xy,..0x) € R / xptiex > 01 U {(0,..,00)

Y, por tanto, D es una aplicacidn constante.

Demostracién

k
Yoo iu ) € RS es:
. .
DUy e e s )= (X e ey X JE R/ (g pee sy ) Uy 0 )+ (Xypepxy ) 30 (O} =

= x .,xk)E:Rk Jougteatu cugteatup e b aexy 21U £ (0,..,0)) =

1’ Y <41 kT *1

DRy X E RS/ x eoax, > 00U L (0,..,0))

Luego, la imagen de cualguier elemento de Rk, me
diante D, es siempre el mismo conjunto. Por tanto, co-
mo hemos convenido en representar Im(D) por D, resul-

ta:
D=1 (x x)E RS / x +...+x, >0} U{ (0,..,0)}
. 10 r® g 17 Xk } T reey
For otra parte, segln hemos visto antes, la imagen

de cualguier elemento de Rk es siempre el mismo conjun

to de Rk. Luego, D es una aplicacién constante.
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Nota 3.6.1.

En virtud del tecrema 3.6.1. y de la forma en que se
ha redefinido E(2,>) mediante D (Nota 3.5.1.), podemos
expresar de modo m&s simplificado el conjunto E(2, D),

quedando asi:

E(2, D) = { :‘:eak/ jxez tal que xE x + (D - {0})}?

Definicién 3.6.1.

Se dice gque una estructura de dominacién DC RP es:
i) Asimétrica si
a€rn(y), a0 = -d¢ D(y+d) Yy € &°
ii) Transitiva si

¢E Dly), @' € D(y+d) => d+d' € DI(y) Yy € &P
iii) Acfclica si \/nEE N* nunca ocurre gue:
vie y2 + owhH-t0r ), vPe yP + oiyd-1o) 1,...,

yle yl + (D(yl)-{OE )

Teorema 3.6.2.

La estructura b c R® es asimétrica y transitiva.



Demostracidn

Segfin hemos visto en el teorema 3.6.1., D es cons-
tante.
! Por otra parte, de la definici6n 3.6.1.1), D es asi

métrica si. (dl,..,dx)EE D, (dy,..,4) # (0,..,0) =>

=> -(dl,..,dk)¢ D

Pero,
Teorema 3.6.1.
(dy,..,d,)E D v
17777k <m=> d1+...+dk >0 =>
(dl""dk) # (ol"lo)
=> -(dl+...+dk)< 0 => -(dl,...,dk)ﬁé D

Luego, D es asimétrica.

Por otro lado, definicién 3.6.1.i1), D es transiti-

va si:
-] ' L] 43" '
(€ys--+& )€ D, (&},..,¢)ED _ (d4,..,8)+td},..,4) € D
Ahora bien,

(dl,.-,ék)EE D<=> dl+...+dk >0 6 (dl,..,dk)=(0,..,0,

Tecrema 3.6.1. =>

‘xé'l,..,d}'c)e D<=> @i+...+d; >0 6 (d1,..,84)=(0,..,0)

(d +..+dk)+(di+..+di) >0

1

=> 5 =D

(dlynvldk)+(dil" 'd]'() = (0,..,0)
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-> (dl,...,dk) + (d'l,...,d;‘)é D
Luego, D es transitiva.

Queda demostrado el teorema 3.6.2.

Enunciamos a continuacién, el siguiente resultado
tomado del libro : “Theory of Multiobjedive Optimization"®

de Sawaragi,Y., Nakayama,H. y Tanino, T.S. [ 42]

Teorema 3.6.3.

Si una estructura de dominacién DC RP es asimé-
trica y transitiva, entonces es acfclica. Por otra parte,
si una estructura de dominacién D C RP es acfclica, en

tonces es asimétrica.

Como consecuencia de los dos teoremas anteriores,

establecemos el siguiente:

Teorema 3.6.4.

La estructura de dcminacifn DC Rk es acfclica.

Demcstracifn

Por el teorema 3.6.2., D es asimétrica y transitiva.

Y por el teorema 3.6.3., se sigue que D es aciclica.

Quedando, asi, demcstrado el teorema.
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En el teorema gue daremos seguidamente, se prueba en
primer lugar, que D es un cono, y por ser D constante
(segin se ha visto en el teorema 3.6.1.) las propiedades
de transitividad y asimetrfa de la estructura D son equi
wvalentes a otras dos propiedades de los conos.

Para la demostraciébn del mencionado teorema, necesi-

tamos previamente algunas definiciones.

Definicién 3.6.2.

Un subconjunto K de RP  se dice que es:

i) Cono si Vxex, 4 >0, aER => ax €K
ii) Cono convexo si:
a) K es cono vy b) K es ccnvexo
iii) Cono apuntado si:

a) K es cono "y b) Vx€K,x9‘0 -> -x¢K

Se demuestra ' f&cilmente, cue:

1°) K es un cono
KC R’ es un cono convexo <=>

2°) Yx,yER => x+y € x
Teorema 3.6.5.

D CRk es un cono convexo apuntado.
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Demostracién

Probemos, en primer lugar, que D es un cono.

Por el teorema 3.6.1l., sabemos gque:
r k
Dﬂ'.(xl,..,xk)QR /Xyt txy >o0}tu {0,..,0%

Sean V(xl,..,xk) €D y Va&'R, a >0

Si (xl,..,xk) # (0,..,0),.se sigue por el teorema

. >
xl+...+xk 0
Y por ser o >0

ax .ot ax > ¢}

Ello implica,por el teorema 3.6.1.:

(xXypeees 2% ) €D <=> 3 (Xy,..,%)E D
Si (xl,...,xk) = (0,..,0), concluimos gque:
r(xl,..,xk) = (0,..,0) v (0,..,0) € D

Luego,

A=) ! . s -
v,(xl,..,xk)eD, V:€R, x >0 => 1 (Xg, .0 x )E D

Per tanto, D es un cono.
Demostremos, ahcra, gue D es un cOno convexo.

Sabemos, cocr lo grobado anteriormente, gue D es

un cono y, por el teorema 3.6.2., cue D es transitiva.

Ahora bien,
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D cono D cono
y <=mD> y Cmmd>
D transitiva Vd,d'ED => d+3'€ D
D cono
<=> Y

D convexo
Luego, D es un cono convexo.

Probemeos, finalmente, que D es un cono apuntado.

Hemos demostrado Ya que D es un cono y, por el

teorema 3.6.2., D es asimétrica.

Ahora bien,

D cono

D cono y D asimétricac<—= y
Vdeb, d # 0 => -d¢D
-

<=> D es un cono apuntado.

Termina, asf, la demostracién.

3.7. EXISTENCIA Y CARACTERIZACION DE LAS SOLUCIONES EFI_

CIENTES

En este epigrafe, pasamcs a estudiar el ndcleo cen-
tral de este capftulo, probando la existencia de solucio-
nes eficientes del programa multiobjetivo formulado y ca-

racterizando dichas soluciones eficientes. La caracteriz:c
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cidn se realiza de dos formas distintas: la primera como ccn
junto transformado, mediante las funciones multiobjetivo de=-
finidas, de las soluciones Optimas del programa inicial y la
segunda a través del cono polar positivo estricto de la es-
tructura D y posteriormente, debido a la sencilla expre-

SO

sién de D”~, se precisa atn mds la ubicacién del conjunto

E(z , D).

Definicién 3.7.1.

Un elemento X& Y se dice que es una solucifén efi-
ciente del problema de programacifén multiobjetivo (II) con
respecto a la estructura de dominacién D si

T(X) = (Py(X),...,P, (X)) E E(z , D)

Teorema 3.7.1.

E(z , D) =T (S))
sienédo So el conjunto de soluciones Optimas del programa

(I). ¥, por tanto, so es el conjunto de soluciones eficien

tes del programa (II).

Demostracién

Prcbemos, en primer lugar, gue T(So)c: E(Z , D).

(x T(So) <>

x. )
P Xy)

- 0 o, _ =
@=>  4X% e sO tal que T(x™) = (xl,...,xk)
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-> axOEY, con T(x°) = (;(l,...,ik), tal que
P(x%) € P(x) Vx€yY <=
<=> 3 X°€ ¥, con T(x%) = ()-(1,...,;:k), tal que

jx € Y verificando gue P(x) < P(x°) <=>
1

<=> 3 xX°€ v, con T(x®) = (il,...,;ck), tal que

Def. 3.2.1. ;XEY verificando que T(x)}T(xo)
<> ax°€ ¥, con T(x°) = (§1,...,§k), tal que ﬁxé‘ Y

verificando cue (Pl(x) ,..,Pk(x)) > (Pl(xo) ,..,Pk(xo))
Def.3.7.1.

<> 3 x°€ v, con T(x°) = (il,...,;ck), tal que x° es

una solucibn eficiente al problema de programacién

multiobjetivo (II) o>
<> Ix°€E v tal que T(x°) = (;(l""’;‘k) € E(2, D)
Def.3.7.1.
Luego,

Y(Xyreoo X)) € TAS)  => (%y,...,%) € E(Z, D)
Pcr tanto,

T(So) [ony E(Z, D) (1)
Reciprocamente, demostremcs cue E(z, D) C T(So).
En efecto:

T - ~ le)
YiXyeeo X )E E(Z, D) => 3x°€ v  tal que

) = (% .,ik) € E(Z, D) <=>

17
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<m=D>

3.7.1.
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3x°€ Y, con T(x°) = (§l,...,§k), tal que x°

es una solucién eficiente del programa (II)
3 x° €Y, con T(x°) = (;1"“’;‘)()' tal que
T(x) 2 T(x) VYx € ¥ <=
o o - -
3 x"€ Y, con T(x°) = (xl,....xk), tal que
zxe Y verificando que T(x) > T(x%) <=>
o o - - -
3 x°€ Y, con T(x°) = (Xy,.4.0% ), tal que
ix € Y verificando que P(x) < P(x°) <=>
3 Oe o — e bod
X Y, con T(x~) = (xl,...,xk), tal que
Vx € Y es P(x°) £ P(x) ->
BXOE S,s con T(x°) = (;1""';)()

Por tanto,

EI

Luego,

1%y ) € T(S,)

Yixyooo0x) € (2, D) = (%5,-...%) € T(S))

Concluimos,

per ello, gque:

E(z, D) © T(S)) (2)

De (1) y (2), se sigue gue:

E(z, D) = T(S))

<Cw=d>

Y, de acuerdo con la definicidén 3.7.1., concluimos
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que So es el conjunto de soluciones eficientes del pro

grama (II).

Quedando, asf, probado el teorema.

feorema 3.7.2.

So # @ , siendo S, el conjunto de soluciones 6pti
mas del programa (I) (cue, como se ha visto en el teorema
anterior, coincide con las soluciones eficientes del pro-

grama (II)).

Demcstracidn

t
=

Frograma inicial es:

Min P(x)
(I) bajo las restricciones:

xE€yYy CRrR
L . . . n
siendo P(x) fungibn polinémica e Y compacto en R con la
tcpclogla usual,
Tenemos, por tanto, gue:

P(x) es una funcibn contfnua (por ser P(x) polinémi

‘untc ccempacto Y, luego, de acuerdo con el

n el coo

O
o
[u]

tecrema de Weierstrass, P(x) alcanza su méximo y su mfni-

mo absolutcs en Y. Por consiguiente,
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Sy = { xE€Y / x es solucién 6ptima del programa (I)} =
={x€Y/ x es minimo absoluto de P(x) en Y } =

= { x€ Y / x es solucibn eficiente del programa (II)} =

Con lo que se termina la demostracién.

Teorema 3.7.3.

E(Zz, D) # @

siendo E(2Z, D) el conjunto de elementos eficientes de 2

respecto de la estructura de dominacién D.

Demostracién

Por el teorema 3.7.2., So £ P <=> T(so) # @
Ahora bien, por el teorema 3.7.1.,

T(So) = E(Z, D)
Luego,

E(2, D) # @

Queda, asf, probado el tecrema.
Nota 3.7.1.

La demostracién de gue E(Z, D) # @, podfamcs tam-

bién haberla realizado utilizando un teorema dado por
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Hazen y Morin [313 , que se basa en la aciclicidad de una
estructura de dominacién bajo ciertas hipStesis. Hip&te-

sis que verifica la estructura D obtenida por nosotros.

Para dar otra caracterizacién mis precisa del con-
junto E{Z, D), vamos a considerar los conos polar positi
vo y polar positivo estricto de la estructura de domina-

cidn D.

Definicidn 3.7.2.

Dado X C:RP, X # @, se denomina conjunto polar

s - o
pcsitivo ce X y lo denotaremos X, a:

* *
x° = ‘x € R/ oex,x > 5 0, \f)(E; X}

Andlogamente, se denomina conjunto polar positivo

estricto cde X y se denotaré XSO, a:

* * 1
X° = x € R /< x,x>> 0, YxEX, x#0:

siendo <. , .> el producto escalar habitual de RP

respecto Ze la rase canénica, es decir,

. . s ) . o
Se cemuestra de forma inmediata que X es un cono

SO
convexd cerrado v gue X es un CccCno convexo.
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Pasamos a estudiar las expresiones de los conos

p® y pS5°.

Teorema 3.7.4.

El cono polar positivo D° estd dado por la semi-

rrecta:
p° = {(x ) € R¥/ x,=x,=..= X, 5 0 i= 1,..,k )}
SN R Y Ry y veerk )

Demostracibn

Sea:

r°={1x1,..,xk)€2 Rk / Xy =ee-= X Y Xp 3 0 i=1,..,k}

o

Demostremos.-que ‘r = DO

1) °c p°

En efecto,V&=(x1,..,xk)E;r° es x;=...= % 0

Luego,

* *
Vx*gxl,.. %, JE D es; por la forma analftica de D,

* * * *
<X , X > = XiX; = xl(x1+...+xk) > 0
i=1
Luego, x & D°. For tanto, Vxero —->x €0°. Es

decir,

r & D (1)
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leo

Reciprocamente, probemos que p°c °

Para ello, vamos a demostrar tres proposi-

ciones:

a) p°c D
b) Yx
o) \yx

Demostracifn de a)

R}
(xl,..,xk)eDO > X% Oeeniuxy > 0

n

(xl,...,xk)e p® => Xp = Xy Se.o=ox

La haremos por reduccibn al absurdo.

si o%fp = Ix = (xg...%)ED° ¥ x¢D

Ellc implica que:

3 x& 0% cen x toorx, S0y (Xpe..,%)#(0,..,0)

1

De donde se sigue cue:

axe p° con %, <0 para algln i=1,..,k

* *
Tomandc, entonces, x &€ D tal gue xi> 0 vy

. .
xj = 0 j # i, tencdriamos:
Def. de D°
< *s 2 *<op 3, ¢D°
X . X = %; %X X

A o
Contradiccién, que nace de supcner gue D 9t D.

Lueco, DOC .

Demcstracién de k)

. , o
si 3 X = \xl,..,xk)EE o} con Xy < 0 para

) * *
algén i =1,..,k. Torando x € D con %;>0
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pef. aé p° :

* * 0 ¥ ¢ o
= . s =
<X , X > xl x1 < X D

Contradiccibn, que se origina al suponer que

3 X = (X9,.0,%) & p® con «x,

i< 0 paré al-

gn i =1,..,k.

Luego,
Vx = (x,--0%) € D° => x; 30, %33 0,..,%,30

Demostracifn de c)

Si Hx = (xl,..,xk) (= p° con no todas sus

componentes iguales, entonces:

3 ie:l,..,k con x; = m&x { xl,..,xk} >0y

3j # 1 con x.< X4

d 4

Tcemando x* = (0,..,-1,..,1,...,0)€ED (pues

-1+ 1= 0), resultarfa:

Def. de D°,
CX X 2= - Xy o+ oXy <0 s X ?é D

Contradiccibn, cue tiene su origen en suponer
o
gue 3" € D~ con no todas sus componentes

iguales. Luego,
Vx=(x x)ebo X =X,= =X
1777k => "1 72 """ %%k
De las proposiciones b) y c¢) anteriores, se
concluye que:
D C r (2)

De (1) y (2), deducimos finalmente gque:
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p°={(x X. )E'Rk/ X, = =x. y x.>0 i=1 k 7
1 1"'lk 1—-- K iz e J

Se termina, asf, la demostracibn del teorema 3.7.4.

“Teorema 3.7.5.

El cono polar positivo estricto de D es:

SO_ nO_:q = k _ - =
D”"= D -0 _(xl,..,xk)GER / % =e..=x ¥ x>0 i=1,..,k
Demostracién
Se realizard, demostrando tres propiedades:
1) p°c »

Es una consecuencia e las definiciones de los

conos polar positivo y pclar positivo estricto.

2%y (0,...,0) & p%°

* .
En efecto, Vx €5~ 710,..,0)! es:

De donde se sigue, por defiricibn de cono polar posi

tivo estricto, gque:

(0,...,0) /é pS°

o] SO

37) DT - J(0,..,00 & D

En efecto,

Teorema 3.7.4.

o _ - N _
V(xl,..,xk)eD -2(0,..,00: > X =e..=% > 0
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Entonces,

* * *
Vx'=(x,...x) € D - {(0,..,00} , como

* *
Xy oo+ X, > 0 (teorema 3.6.1.), se verifica
que:
* t * k -
<X , X > = XXy = xl(:i:xi) >0
i=1 i=1

K o
ya gue Xy > 0 y :E:xi >0
i=1
Luego, por definicién de cono polar positivo es-

tricto, x = (xl,...,xk) €Ds°.

Es decir,

p°® - r(0,...,0)} c D%°

De las propiedades anteriormente demostradas, con-
clufmos, finalmente, que:

p%% = p° - :(0,...,0)}

Asf termina la demostracién de este teorema.

Para la caracterizacién de E(Z, D), que vamos a es-

so . . .
tablecer a través de D~ , necesitamos introducir un nue-

vo conjunto.
k
Dado &R, sea

SCay 2) =0X = (Xq,e /%IE2 /< o, X >=info{< s X >3)=

P (=}
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k k
=L = (Xyaeeexy) € Z/Z__gf._xi= inf. (>- 3%,
i= i=1

x=(x1,. B ,xk)e 2

Es claro que S()x, 2)=S{z, 2) Y>>0, »ER
Sea F(Z , D) = U s( z 2)
~€p*=°

De acuerdo con el teorema 3.7.5., los elementos de

D%° son ce la forma 21,1,...,1) Y0, »ER.

Por tanto,

V2€D%®  J2 %0, IER tal que «=) (1,...,1)

. . s
Luego, seglin la observacibén anterior, VQGD °, se

verifica gue

S( % 2) =5 ( XM1,...,1), 2) S ((1,...,1), 2)

Por tanto,

F(z,2) = U S(x,2) =
EDSO
= C s (*(1,...,1), 2) =S ((1,..,1), 2}
(1,..,1; € 2°°
>0

Luego,

F(Z,D)= X=(Xy, .., x ) €2/7 (1,..,1),X> =inf. & <(1,..,1),x>} }
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Teorema 3.7.6.

F (z,D) # @

Demostracién

Por definicibén de T, se verifica que T(Y) = 2.
Ahora bien, Y es compacto en R® (por hip6tesis) y
T = (Pl,...,Pk) es una aplicacifn contfnua; de ello se
sigue (por un teorema de continuidad en conjuntos compac

tos) que Z es un conjunto compacto en Rk.

Por otra parte, f£f(.) = <(1,...,1), .> es una

aplicacién contfnua de 2 en R, pues:

V= (x, . x) € 22 lim £(x) = lim <(1,..,1), x> =

x + x° x + x°
x €2 x €2
3 k
= lim (2x) = 2_x = <(1,..,1), x> = £(x°) <=
i=1 i=1
x + x°
x€ 2
Lm=> £ =<(1,...,1), .> es continua en 2.

De la continuidad de f£f(.) en el compacto 2 se
sigue, teorema de Weierstrass, que f alcanza su miximo

y su minimo absolutos en 2. Por tanto,
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3 X = (;cl,...,;ck) € z tal que:

k .
i;‘i = fnf. {3 x;} = min {ixi)

i=1 xe 2 i=1 xe 2 i=1
Ello es equivalente a:

33—(62 tal que x€ F(Z, D)
Luego,

F (2, D) #¢

Con lo que finaliza la demostracién.
Teorema 3.7.7.
E(2, D) = F(Z, D)
Demcstracién

Por definicién de conjunto eficiente:

/
E(Z, D)=-_’§€z/5x€2 tal que x.A>x )}

Pero, teniendo en cuenta la relacién %‘

{§€Z/3x€2 tal cue x >x} ={ x€ 2 /Vxez es ’—‘)"\,X} =

/
- kK
={x€Z/Vx€Z esixig in} =
i=1 i=1
e e e
=i x€ 2/ x; = inf.agxi}g F(2z, D)
i=1 i=1 Def. de F

xEY
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Luego,

E(Z, D) = F(Z, D)
Quedando, asf, demostrado el teorema.

Nota 3.7.2.

También se podfa haber demostrado el teorema 3.7.7.
antes de probar que F(Z, D) # ¥, y entonces, teniendo en

cuenta que F(2Z, D) = E(Z, D) y el teorema 3.7.3., se ha

brfa conclufido que F(zZ, D) # @.

AGn podemos afinar m&s sobre los elementos del con-
junto E(Z, D) y sobre la ubicacién del mismo, precisién

que nos viene dada por el siguiente:

Teorema 3.7.8.

El conjunto E(Z, D) verifica las siguientes pro-

piedades:

1) Yxx'€ E(z, D) = X ox'
2%) E{z, D < D - {(0,...,0)} 6 E(Z, DC (D -{(0,..,0
3% E(Zz, D)C D - {{0,...,0)} siy s6lo si el valor

mfnimo del programa (I) es mayor que cero.
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4y E(z, Dc (D - {(0,...,00} )¢ siy s6lo si el va-
lor minimo del programa (I) es menor o igual que ce
Io.
s3) E(z, )& D - {(0,...,0)} siy sélo si
2cD - {(0,...,00}
62) zc (- {(0,...,00} )¢  implica que
E(Z, D)C (D - {(0,...,00} )€
7*) si ze Db - {(0,...,0)), entonces
d(E, Fr(D - {{0,...,0)})) = min d(x, Fr(D - {(0,..,0}}))=
x€ 2
= d{z, Fr(d - {(0,...,0)} ))
8%) si zgé D~ {(0,...,0)} , entonces
d(E{2, D), Fr(D - {(0,...,0)} )) =
= mdx. {a(x, Fr(D - {{0,...,00} N}
x€2z a1 (D~ {(0,...,00} )€
Demostracibn

1%) Sean Vx,x' € E(Z, D)
Por definicién de E(Z, D):
* *
XxEE(EZ, D) <> xEz y VYx €12 es x > x

*
En particular, para x = x'€ 2 se verifica que:

x 2 x' (1)
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Andlogamente,

*

X'€ E(2, D) <=> X'E 2 ¥y Vx'ez es x'2>x

*
En particular, para x = x€ 2 se verifica que:

x' % X (2)

De (1) y (2) se sigue que:

Yx,x' € E(Z, D) => x ~ x'

De acuerdo con el teorema 3.7.7.

k
E(Z, D)={x€Z/txi= min{gx;})=
i=1 x* g 1=

.3 k
=(x€2 /3 x, =c, siendo c = mIn(ZxI)} (3)
i=1 x‘e z i=1

Por otra parte, del teorema 3.6.1. se sigue que:

Fr(D - {(0,...,00} ) = {xeRk/ixi=0} (4)
i=1
Comparando (3) y (4), se observa que:
E(Z, D) C Hiperplano paralelo al { x€& Rk /i X = 0}
i=1

= Fr(D - {(0,...,0)})

Por tanto,

k k
si min {in} =c >0 => E(Z, D)C{xERk/in=c,
xE 1z i=1 i=1

De donde concluimos gue:
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E(z, D)& D - {(0,...,0)}

An&logamente,
>
si min { x. } =cg0 ->
x€ 2z i=1 * N

-> E(2Z, D)C(xCRk/txis c, cg0}
i=1
De donde se concluye gue:

E(Z, D)C (D - {(0,....00 N

a

x
3% E(Z, DS D - {(0,...,00} <x>VxE E(Z, D) es S_x, > 0

Tesrema 3.6.1. i=1

Teorema 3.7.1.
s Vue S, (soluciones 6ptimas cel programa (I))

k 3
es L_:Pi(u) = P(u) = E X; >0 <=>
i=1 i=1
S>> El valor mfnimo del programa (I) es mayor cue
cero.
Teorema 3.6.1.
4% E(z, DS (D - {(0,...,0} ¢ <>
Teorema 3.7.1.
> Yx€r(z, 0 esT x50 <
k k
<> Yu€s, es;-z P ) = Plu) =i§-1 x; €0 <=
<m=> El valor mfinimo del procrama (I) es menor o
igual cue cerc.
5%)

:E] E(Z, D) C D - {(0,...,00} <=> Yx € E(z, D) es ixi> 0

i=1
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Pero, por el teorema 3.7.7.,

k k
E(z, D) ={ x€2 /3 x; =nfn {2 x;} >0) =>
i=1 * i=1
x €2
k
-> VX'G 2z es Zx;> 0
izl
Luego,
zC D - {(0,..,0)}
Reciprocamente,
N
Si z< b~ {(0,...,0)} , como E(2, D)C 2Z "-....

concluimos que,

E(z, D) D - {(0,...,0)}

Esta propiedad es inmediata, ya que:

gi z&€ (- {(0,...,03 )% como E(Z, D)C 2

se ccncluve gque:

E(2, D)C (D - {(0,...,00} )€
2D - {(0,...,0})} <=> E(Z, D) C D - {0,...,0)) =>
Propiedad 5@
k
=> Vx'e E(2, D) es Zx: >0 (1)
i=1

Pcr otra parte, teorema 3.7.7., se verifica que:

k X
E(z, D)=(x*€z/Zx;=mén{in}} (2)
i=1 X Z i=1

For ser ix: > 0 Vx'e E(Z, D), se sigue que:
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=121 . e, (x€ RS

A Ve

= a(x",Fr(d - {(0,...,0})) 5 d(E(Z, D),Fr(d-{(0,..,00})) (3)
Propiedad 12

k *
X,
> x .
x. =0} ) =
i=1 ! :

Asimismo,
2C D-{(0,...,0)}
k k
< ¥ <=

min le i - rin 'féi xi’ -

xE€ 2 Vﬂ; x €z VG;

k
= nmfn {a(x,{ x'€ R > x; =0h} =
i=1
xXE 2

= mfn {&(x,Fr(D-{(0,...,00}))} =
x&E 2

a(z, Fr(D - {(0,...,0)}) (4)
De (2), (3) y (4), se sigue que:
d{e(z, D),Fr(D-{{(0,...,00})) = d(Z,Fr(D-{(0,..,0)1}))

Luego, si ZC D - {(0,...,0)} se concluye que:

a(e(z, D) ,Fr(p~-{(0,...,0)})) = min d(x,Fr(D-{(0,..,0)})) =
xe€ 2

= d(Z, Fr(p - {(00---10)}))

si zsén-{(o,...,O)} ->

- ax*e 2  tal que x€ (- {(0,...,0 €
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* k *
3 x € 2 tal que x;§ 0
i=

Como, por el teorema 3.7.7., es:

sez /503 3
E(2, D) = { xE€ 2 / Xy = min { x.} }
i=1 i=1 *

x€z
i1

resulta claro que tal mfnimo se ha de alcanzar en
puntos de Z tales gue la suma de sus coordena-
das sea menor o igual que cero. Luego,

E(z, D) (D - { (0,...,00} )¢
Y, por consiguiente, para la obtencifn de

k
min { Xy } basta elegir aquellos elementos de

xez"=

Z contenidos en (D - {(0,...,0)0} )€. Es decir,

si Z¢ D - {(0,...,0)} ., entonceks:

min{ gxi} = mfn {i;xi}

x€ z x€ za (p-{o}°€

- k—
E(2Z, D)={x€z/2xi= mIn{txi}}
i i=1
x €z 0(- {0} )€

Pero,

k
(x€z2 /2 % = mxn{glxi}}
x € z a(p- {0} )€

k k
={§EZ/-;§.=-mIn{in}}
i=1

x €z0n(~ {0} )°
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_ k
Xi l :E:
1 i=1
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k
{ -3 x

2%}
=11

méx

x€ z1a (p-{0} )¢

1

0} ) =

= d(X,Fr(D - {(0,...,0)1}))

Va

k
- X
= d(x,{ xE R/ x
i§ i

*
Propiedad 1

d(E(Z, D),Fr(D-{(0,.

a

Andlogamente,
k k
-2 % LZ X
mix i=1 ma&x i=1
x € z 50-10h° \n x€ z am-:10h°| Yn

Queda,

m&x {

x€ z Ap-{oH°

m&x {

x ez 1 (-ion°

asf, demostra

k
atx, 1x € R/ Zx; = 01}
i=1

d(x, Fr(D - {(0,...,00} )3}

do completamente el teorema

-0 N
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Nota 3.7.3.

Las propiedades séptima y octava del teorema 3.7.8.,

también se pueden enunciar como sigue:

7%) si zcDp- {(0,...,0)}, entonces

x € E(Z, D) si y s6lo si

d(x, Fr(D - {(0,...,0)} ) = mfn {d(x, Fr(d - {0,..,00)})"
x€ 2

8?) si zgﬁn—{(o,...,m},enconces

x €& E(2, D) si y s6lo si

d(x, Fr(D -{(0,...,0)})) = mix {d(x,Fr(D-{(0,..,0)})

x &2, -{oH°

El teorema cue formulamos, finalmente, nos indica
gue cualquiera que sea la ubicacién del 6ptimo en el pro-
grama (I), se verifica que los elementos eficientes del
equivalente programa multiobjetivo (II), estd&n en la fron

tera de 2.

Teorema 3.7.9.

E(z, D) C Fr(2)
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Demostracién

Pueden presentarse dos posibilidades:

a) Int(2) = @

En este caso, evidentemente, 2Z = Fr(2) Y, como
E(z2, D)C 2 {por definicién de E(Z, D)), se conclu-
ye que:

E(Z2, D) C Fr(z)

Y, para este caso, gueda probado el teorema.

b) Int(Z) # 2

Vamos a realizar la demostracién por reduccién al ab-

surdo.
Supongamos que E(Z, D)Sf Fr(2)

Ello eguivale a que:

3x € E(z, D)

X fé Fr(z) ->

- dx € ez, D) y x € Int(2) -

(%3

= 3IxE€E@z, D y IBxir) C Int(z) =
- -

- 3" € E(z, D) y x€§(x;r)c Int(2) ta

k
les gque Z X < in
i=1 i=1
Como los elementos de E(Z, D), son indiferentes en-

tre si (propiedad 12 Gel tecrema 3.7.8.), se sigue que:
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k k
3§€.z tal que ;;({Z;t: Vx; € e(z , D) <=
= 1=

Def. de >
v
<> 3;62 tal que x> x th € E(z , D)

Contradiccién con la definicién de E(Z , D), que

nace de suponer gque E(Zz , D) ¢ Fr(Z) . Luego,

E(z , D) C Fr(2)

Queda, asf, demostrado el teorema.
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A.l. INTRODUCCION

De los resultados conocidos de Programacifén Convexa,
se enuncian en este Apéndice aquellos que nos han servido
de apoyo en algunos teoremas de los que aparecen en esta
Memoria. Tales resultados pueden encontrarse en libros gque
traten de la Programacifn Convexa, como por ejemplo, Manga
sarian, O.L. [37] y Minoux, M. [40]. Asimismo, se incluye
una demostracifén original de un resultadb topoldgico cono-
cido que es necesario para establecer un teorema fundamen-

tal del Capftulo 1.
Teorema A.l. (Convexidad del conjunto de restricciones)

Dado el conjunto:

Y={x€Rn/gi(x)$0 i€r={1...,m}1},

n

si Y# @ vy gi(x) i € I son convexas en R, entonces

Y es convexo.

Teorema A.2, (Convexidad del conjunto de soluciones Optimas)

Dado el programa:

Min F(x)
Max F(x)
1) bajo las restricciones:

g;(x) &0 i€r1=1{1,...,m}

x € rR?

siendo F(x) funcidn<{ggﬁg:::} en Y, g,(x) i€ 1 fun-

ciones convexas en R". Entonces,se verifica que el conjun

to de soluciones Optimas de (Pl) es convexo en R,
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Teorema A.3. (Unicidad de la solucién Sptima)

Dado el programa:
Mfn. F({(x)
Méx. F(x)

(Pz) bajo las restricciones:

¢ g;(x) &0 i€r=1{1,..,m}
L xERrR"
. . convexa
siendo F(x) funcién estrlctamente{ccncava}en Y vy
gi(x) i€ I funciones convexas en R". Si x° es solu-

cién Sptima de (P,), entonces x° es Gnica.’

Teorema A.4. (Optimo en la frontera de las restricciones)

Dado el programa:

( Min. F(x)
Max. F(x)

(P3)< bajo las restricciones:
{gi(x);a i€r={1,...,m}
Y
_ (=

. : cbncava
siendo F(x) funcibn {convexa} ro constante en Y y g;(x)

. . n : o .
i€ I funciones convexas en R . Si x es solucidn Spti-

ma de (P3), entonces x° € Fr(y).
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Teorema A.5. (Kuhn y Tucker)

Dado el programa:

Min F(x)
) bajo las restricciones:
(P4)
g;(x) 0 1iE€I={1l,....m}
X E R"
siendo F(x) y gi(x) i € I funciones convexas diferen-

ciables, ademis 3§€Rn tal que g, (X) <0 Yi 1.

Entonces, x° es un 6ptimo global de (P4) si y s6lo si:
3230, 2°= 0. 0T e R tal que:

o o oy, -
1°) VxL(x.l)-'O

[}

2°) l?gi(xo) 0 ier

F(x) + f A; 9;(x) es la funcibn de La-
i=1
grange asociada al programa (P4) Yy VxL el vector gra-

donde L(x, A)

diente de la lLagrangiana respecto de la variable x.

Teorema A.6.

Si Y es cerrado en R® con la topologfa usual,
v S R%, Int(Y) # @, entonces Yx! € e,

\sz € Ext(Y) se verifica gque L[xl, xZJ n Fr(Y) # @

(siendo L i_xl, xZJ = {x& Rn/x=Ax1 + (1-X)x2, 0grg.1}
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Demostracién

La haremos por reduccién al absurdo.
2.1 2
Supongamos que -x € Int(Y) vy ax €. Ext(Y)
tales gque LL xl, xz] a2 Fr(Y) = @.

Sabemos, por una parte, cue I.[xl, XZW es un

conjunto conexo respecto de la topologfa relativa.
Vamos a probar gue, bajo el supuesto anterior,
1'[ 1 27
x”. x"] no es conexo.
Sean:

A=Y 2L Lxl, x2]

B =Ext(y) 0 1_xb, x?]

Se comprueba gue:

aus=(vaLlxt, x*]) v (Exem 2 Lixl, x2]) =
-
= (Y UExt(V)) a1 x', x*, =& 2 LLxl, x2]
- b
= Lf xl, xzf
[ -
_ s B . T.1 2 _
Anp B=(Y aL (X7 %7 )} n (EXt(¥)an L Lx . X ) =

= (Y 0 Ext() n L[ x%, x*|=

- ]
=g 11 Lxl. sz = @
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Probemos que A y B son abiertos en L [xl, x2J con
la topologfa relativa.

*
Demostremos, en primer lugar, gque \fx € A, se

*
sigue que X € Int(Y).

En efecto,

si 3 xT €A tal que x € Fr(Y)
*
-> x€ A 1Fr(Y).
Pero,
aarrw) = vac [xhx2])a Frv) =
=L [xl,xzj 0 Fr(y)
Luego,

x*e L [xl,xz:l n Fr(y) ->

- L [xl,xzj a Fr(Y) # @

en contra de lo supuesto. Contradiccibn, que nace de supd

ner gue:
* *
3x & A tal que x & Fr(Y).
Luego,
Vx*€. A => X € 1Int(y)

De lo anterior se concluye que:

~
A=Y 0L Lxl,xzj = Int(Y) n L [xl,x2]



Demostremos, ahora, que A y B son abiertos en
L [xl,x2] .

En efecto,

A=1Int(Y) QL [xl,xzj
Pero,
Int(Y) es abierto en R?

luego, por definicién de abiertos para la topologfa rela-

tiva, se concluye gque:
A es abierto en L [xl,xzj
Andlogamente,
B = Ext(Y) n L [xl,xzj
Pero,

Ext(Y) es abierto en R"?

luego, pcr el mismo razonamiento anterior, se sicue cue:

1
B es abierto én'L xl,xzj

Hemos llegado a la siguiernte situacifn:

L fxl,xzj

@

AUSB

H

i

A B
A y B abiertos en L [ﬁl,xzj
de la cual concluimos, por definicién de conjunto conexc,

1 R
que L rx ,x2] no es conexo. Contradiccién, gque nace de su-

poner que:
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axl €. Int{Y) y axze Ext(Y) tales que:
L[t x®] arrn = g
Por tanto,

\\-(Jx:l € Int(Y) vy \j"mz € Ext(Y) se verifica

que:
L%, x2] 0 Frv) # o

Queda asf, demostrado el teorema A.6.
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