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Аннотация 

Отображение / : X —$• Y, где X, Y — банаховы пространства, называет­
ся полиномиально непрерывным (Р-непрерывным), если его сужение на любое 
ограниченное множество является равномерно непрерывным для слабой поли­
номиальной топологии, т. е. если для любых е > 0 и ограниченного В С X 
существует конечный набор {pi, . .. ,Рп} полиномов на X и 5 > 0, такие что 
||/(а?) — f(y)|| < £ для любых х,у £ В, таких что \р3(х — у)\ < 5 (1 <С j <С п). Ка­
ждый компактный (линейный) оператор является Р-непрерывным. Простран­
ства L°° [0,1], L [0,1] и С[0, 1], например, содержат полиномы, не являющиеся 
Р-непрерывными. 

В работе показано, что любой Р-непрерывный оператор является слабо ком­
пактным и что для любого к £ N (к >̂ 2) существует /^-однородный полином, 
принимающий скалярные значения на t\, который не является Р-непрерывным. 

Показано, что для пространств, содержащих разделяющий полином, одно­
родная непрерывность и Р-непрерывность совпадают. Исследованы также не­
которые другие свойства Р-непрерывных полиномов. 

Abstract 

Jose G. Llavona, Polynomial continuity, Fundanient aln ay a i prikladnaya 
matematika vol. 3(1997), № 1, p. 37-45. 

A mapping / : X —У Y between Banach spaces X and Y is said to be polyno-
mially continuous (P-continuous, for short) if its restriction to any bounded set is 
uniformly continuous for the weak polynomial topology, i.e., for every e > 0 and 
bounded В С X, there are a finite set {p>\,. . . , pn\ of polynomials on X and 8 > 0 
so that ||/(а?) — / (у ) | | < £ whenever x,y £ В satisfy \p3(x — y)\ < 5 (1 ^ j' ^ n). 
Every compact (linear) operator is P-continuous. The spaces L°°[0,1], L [0,1] and 
C[0,1], for example, admit polynomials which are not P-continuous. 

We prove that every P-continuous operator is weakly compact and that for every 
к £ N (к ^ 2) there is a ^-homogeneous scalar valued polynomial on t\ which is not 
P-continuous. 

We also characterize the spaces for which uniform continuity and P-continuity 
coincide, as those spaces admitting a separating polynomial. Other properties of 
P-continuous polynomials are investigated. 
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1 Введение в теорию полиномов 
Здесь и далее приняты обозначения: X, У — банаховы пространства 

над полем К (действительных чисел Ж или комплексных С), X* — двой­
ственное (сопряженное) к X, В>х — замкнутый единичный шар. Обозначим 
С(тХ, Y) — пространство всех непрерывных, m-линейных отображений из 
Хт : = Хх \™; хХ в Y. Если га = 1, мы просто имеем непрерывные линей­
ные отображения (часто для краткости называемые операторами), и соот­
ветствующее пространство обозначается через C(X,Y). Определим C(°X,Y) 
как множество всех постоянных отображений из X в Y, это пространство то­
ждественно У в обычном смысле. Когда F = К, будем писать С(тХ) вместо 
С(тХ, К). Множество натуральных чисел обозначается N (из контекста будет 
ясно, включает оно в себя 0 или нет). 

Для определения непрерывных га-однородных полиномов используется 
естественное расширение, называемое диагональным отображением 
А т : X —У Хт, заданным в виде 

^т {%) • — ^ • — [X, . . ., XJ . 

О п р е д е л е н и е 1.1. Отображение Р: X —У Y называется (непрерыв­
но) га-однородным полиномом, если оно может быть представлено в виде 
Р = L о А т , где L £ С(тХ, У) , га называется степенью Р. 

Пусть V(mX, У) — векторное пространство всех непрерывных га-однород­
ных полиномов из X в У. Если Р £ V(mX, У) , то найдется L £ С(тХ, У) , такое 
что Р(х) = L(x, . . . , х). Понятно, что Р(Хх) = ХтР(х) для всех А £ К и х £ X. 
Любая конечная сумма непрерывных однородных полиномов из X в У также 
является непрерывным полиномом Р из X в У. Пространство всех непрерыв­
ных полиномов из X в У обозначим V(X,Y). Современные представления о 
симметричных га-линейных формах и однородных полиномах изложены в [10] 
и [19]. 

Через Cs(mX, У) обозначим линейное подпространство в С(тХ, У) , образо­
ванное всеми непрерывными симметричными га-линейными отображениями. 
В качестве следствия из обратной формулы мы покажем, что отображение 
Л: Cs(mX, У) —У V(mX,Y), задаваемое A(L) = L: = L о A m , является изомор­
физмом векторного пространства. Таким образом, каждому Р £ V(mX,Y) 
ставится в соответствие единственное симметричное га-линейное отображе­
ние Р £ Cs(

mX, У) , такое что Р(х) = Р(х,... , х) = Р(хт) для всех х £ X, 
и линейный ограниченный оператор Тр : X —> Cs(m~1X,Y), заданный в виде 
Tp(x)(xi, ... , z m _ i ) = Р(х, xi, . . . , :Em_i). 

Если Р £ V(mX,Y) и L £ Cs(
mX, У) таковы, что L = Р, то получается 

обратная формула: 

L{xl,...,xm) = —— Y, s1-...-smPlY,£iXi) 
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(см. [19, теорема 1.10]). 
Введя норму 

\\Р\\:=аирЩ^ = аир{\\Р(х)\\: I N K 1 } , 

получаем, что пространство V(mX,Y) является банаховым. 

У т в е р ж д е н и е 1.1. Для любого L £ Cs(
mX,Y) имеем 

Доказательство проведено Мартином [18] с использованием обратной фор­
мулы. Таким образом, Cs(mX,Y) и V(mX,Y) — изоморфные банаховы про­
странства. Нэшбин показал [20, § 3, замеч. 1], что наилучшей возможной кон­
стантой является га™/га!, так как если X = t\, то существует L £ Cs(

mX), 

такое что 
гат 

\\Ц\ = — \\Ц\, ml 
т. е. L — экстремальная непрерывная симметричная га-линейная форма на 1\. 

Интересно отметить , что из существования экстремали L £ Cs(
mX) следу­

ет конечная представимость £™ в X [23]. Напомним, что У называется конечно 
представимым в X (будем писать У f.r. X), если для любого е > 0 и любого 
конечномерного подпространства Уо из У найдутся конечномерное подпро­
странство Хо из X и сюръективный изоморфизм Т: Уо —> Хо, такие что 

\\т\\-\\т-'\\<:1 + е. 

Легко показать, что 1\ конечно представимо в рефлексивном пространстве 

04" 
всех последовательностей х = (хп), где хп £ t\ и Х^И*"!!? < со с нормой 

1/9 

||ж|| := (X^ll^nlli) • Таким образом, рефлексивность не сохраняется под ко­
нечной представимостью. 

Пространство X называется сверхрефлексивным, если 

У f.r. X =>• У является рефлексивным. 

Отсюда следует, что определенное выше пространство ( ф И\' \ рефлексивно, 
V п /2 

но не сверхрефлексивно. 
Мы будем интересоваться подпространством V$ (тХ, У) из V(mX, У) , обра­

зованным совокупностью функций 
фт 0 у = фт • у (meN, фех*, г /£У) , 
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оо 
где (фп®у)(х): = фп(х)-у для всех ж £ X. Пусть Vf(X, У) = ^ Vf(mX,Y) — 

m = 0 
пространство всех непрерывных полиномов конечного типа из X в У. Допол­
нение Vf(mX,Y) соответствующей нормой из V(mX,Y) обозначим Vc(mX,Y), 
оно в общем точно содержится в V(mX, Y). Пусть К — компактное простран­
ство Хаусдорфа, С (К) — пространство всех непрерывных скалярных функций 
на К. Если К является разреженным (каждое замкнутое подмножество К 
содержит изолированную точку) и X = С (К) с нормой супремума, то для 
любого ш е й V(mX) = Vc(mX) [1, с. 215]. 

При изучении пространства Vc(mX,Y) в эту теорию вводится, в частно­
сти, важный класс полиномов, а именно полиномы, сужения которых на огра­
ниченные подмножества являются слабо (соответственно слабо равномерно) 
непрерывными. 

Для А С X функция / : А —У Y называется слабо непрерывной, если для 
любых х G А и е > 0 существуют ф\, . . . ,фп £ X* и S > 0, такие что 
| |/(ж) — /(j / ) | | < е, если только \ф{(х — у)\ < S для у £ А ж i = 1 , . . . ,п. Обозначим 
Vwb(mX,Y) пространство всех m-однородных полиномов из X в У, сужения 
которых на ограниченные подмножества в X слабо непрерывны. Функция 
/ : А —?> У называется слабо равномерно непрерывной, если для любого е > 0 
существуют ф\, . . . ,фп £ X* и S > 0, такие что | |/(ж) — /(j / ) | | < е, если только 
\Фг(х~у)\ < <̂  Д л я х,у <Е Аж i = I, . . . ,п. Обозначим Vwbu(mX, У) пространство 
m-непрерывных полиномов, сужения которых на ограниченные подмножества 
в X слабо равномерно непрерывны. 

Т е о р е м а 1.1 ([6, у т в е р ж д е н и е 2.7]) . Если X* обладает свойством ап­
проксимации, то Vwbu(mX,Y) = Vc(mX,Y) для всех т. 

Легко показать, что если отображение (не обязательно линейное) / : X —У У 
является слабо однородно непрерывным на ограниченных подмножествах в X, 
то / переводит ограниченные множества в компактные [6, лемма 2.2]. Вальди-
вия показал [24], что банахово пространство X является рефлексивным тогда 
и только тогда, когда любая слабо непрерывная скалярная функция на X огра­
ничена на ограниченных множествах. Таким образом, X рефлексивно тогда 
и только тогда, когда любое слабо непрерывное на ограниченных множествах 
отображение из X в любое банахово пространство фактически является слабо 
равномерно непрерывным на ограниченных множествах. Итак, для полиномов 
имеется следующая примечательная теорема: 

Т е о р е м а 1.2 ([4, т е о р е м а 2.9]) . Пусть заданы Р £ V(mX,Y) и соот­
ветствующее линейное отображение Тр : X -> £ 8 ( т _ 1 Х , У ) . Р £ Vwb(mX, У) 
тогда и только тогда, когда Тр — компакт. Следовательно, Vwbu{mX,Y) = 
= Vwb{mX,Y). 

Обозначим через Vwsc{mX,Y) пространство тех Р £ V(mX,Y), которые 
являются слабо последовательно непрерывными (сокращенно w.s .c ) , т . е. та­
ких, что для каждой последовательности (хп) С X, слабо сходящейся к х, 
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последовательность (Р(хп)) стремится к Р(х) по норме. Понятно, что 

Vwbu(mX,Y) =Vwb(mX,Y) С Vwsc(mX,Y) . 

оо 
П р и м е р . Пусть Р{х) : = ^ х2

п действует или в 1\, или в £'2. Значит, 
п = \ 

Р ^ VWSc(2£'2), тогда единичный вектор базиса (ег) в £'2 является слабым нулем, 
но Р(еп) = 1 для всех п. С другой стороны, Р £ VWSc{2^i), так как слабая схо­
димость и сходимость по норме совпадают в 1\. Тем не менее, Р (£ Vwbu(2^i)-

В 1940 г. в ставшей классической работе о трансакциях [11] М. Данфорд и 
Б . Петти отметили, что для конечного измерения ц и сепарабельного банахова 
пространства X из слабой компактности линейного оператора Т: Ll(ji) —У X 
следует, что Т полностью непрерывный, т . е. Т переводит слабо компакт­
ные подмножества из Ь1(ц) в нормированные компактные подмножества в X. 
В начале 50-х Грозендейком канонизированы банаховы пространства, разде­
ляющие с Ь1(ц) свойство: слабо компактные операторы являются полностью 
непрерывными. 

О п р е д е л е н и е 1.2 ([14]). Банахово пространство X обладает свойством 
Данфорда - Петти (короче DPP) , если для любого банахова пространства Y 
каждый слабо компактный линейный оператор X —У Y является полностью 
непрерывным. 

За основными сведениями о D P P отсылаем читателя к [9]. 
Проще говоря, D P P является наследством полных подпространств. Рас­

сматривая тождественное отображение, мы видим, что небесконечномерное 
рефлексивное банахово пространство может иметь DPP. Все С{К) и Ь1(ц) 
пространства обладают D P P [14]. Хорошо известно [21], что если X обла­
дает DPP, то V(mX) = Vwsc{mX) для всех т. Это свойство было основной 
целью введения слабой полиномиальной топологии в [7]. Говорят, что после­
довательность (ха) С X сходится к ж в слабой полиномиальной топологии 
(wp-топологии), если для любого Р £ V(X) следует Р(ха) —У Р(х). 

2 Полиномиальная непрерывность 
Отображение / : X —У Y называется полиномиально непрерывным [Р-не­

прерывным), если его сужение на любое ограниченное множество является 
равномерно непрерывным для слабой полиномиальной топологии, т. е. если 
для любого е > 0 и ограниченного В С X существуют конечное множество 
{-Pi,... , Рп} С V(X) и S > 0, такие что | |/(ж) — /(j / ) | | < е для любых х, у £ В, 
удовлетворяющих \Pj(x — у)\ < S (1 ^ j <i n). В [2] построены полиномы на 
^оо[0,1], i 1 [0, 1] и С[0,1], которые не являются _Р-непрерывными. Для неко­
торых пространств, таких как со, любое _Р-непрерывное отображение слабо 
равномерно непрерывно на ограниченных множествах, но это верно не для 
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всех пространств. Например, ясно, что ||ж||2 _Р-непрерывно на действитель­
ном пространстве i?2, хотя оно не является слабо равномерно непрерывным на 
шаре. С другой стороны, любое _Р-непрерывное отображение равномерно не­
прерывно на ограниченных множествах. Легко видеть, что норма не является 
_Р-непрерывной на со, и поэтому для некоторых банаховых пространств, таких 
как t'2, равномерная непрерывность на ограниченных множествах и _Р-непре-
рывность совпадают. 

Выделить пространства, для которых равномерная непрерывность и _Р-не-
прерывность совпадают, можно с помощью следующей теоремы. 

Т е о р е м а 2.1 ([15]). Пусть X — действительное банахово простран­
ство. Тогда эквивалентны следующие утверждения: 

(а) X содержит разделяющий полином; 

(б) любая равномерно непрерывная функция на X, принимающая действи­
тельные значения, является Р-непрерывной; 

(в) норма Р-непрерывна на X. 

Напомним, что полином Р £ V(X) называется разделяющим, если -Р(О) = О 
и Р(х) ^> 1 для любого ж £ - Х " с | | ж | | = 1. Пространство LP(JJ,) с целыми чет­
ными р, а также произведения таких пространств удовлетворяют условиям 
приведенной выше теоремы. 

Геометрические условия существования разделяющего полинома даны 
в [12] и [8]. Если действительное банахово пространство X допускает разделя­
ющий полином, то оно сверхрефлексивно (см. [8, теорема 2] и [13, теорема 3.3]). 

Перейдем к изучению некоторых свойств _Р-непрерывных операторов. Так 
как оператор является компактным тогда и только тогда, когда он слабо (рав­
номерно) непрерывен на ограниченных множествах [6, утверждение 2.5], то 
любой компактный оператор _Р-непрерывен. 

Можно доказать, что любой _Р-непрерывный оператор слабо компактен. 
Для доказательства необходимо описание полиномов на 1\, использующее за­
мечание из [22]. Обозначим Nk ' множество мультииндексов степени к, т . е. 

оо 
множество последовательностей т = (mj)Cj<L1, где rrij £ N и ^ rrij = к. Бу-

i= i 
оо 

дем считать m! = FJ m,j\, где используется обычное соглашение 0! = 1. Если 
i= i 

оо 
а = (aj) — последовательность скалярных величин, то ат := Г | а • 3, где по 

3 = 1 
определению 0° = 1. 

Л е м м а 2.1 ([15]). Любой Р £ V( l\) может быть записан в виде 
-^W = 12 antn, зде t £ i\, при этом для скалярных коэффициентов ат 
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верна оценка 
\ат\^^Ск\\Р\ 

с некоторой константой С'к > 0, зависящей от к. Если 1\ комплексное, мож­
но принять Ск = 1, если действительное, то Ск = (2к)к /к\. 

Используя эту лемму и теорему Рамсея [16, лемма 29.1], можно доказать 
следующую лемму. 

Л е м м а 2.2 ([15]). Пусть дано Р £ V(k£i), к четное, е > 0, тогда суще­
ствуют п £ N и t £ £\, ||t|| = 1, такие что \P(t)\ < e и 

1 ( \ 
t — 77~jTf \epi + ' ' ' + еры ~ еры+1 — • • • — eP2N) , 

где pi < • • • < p2N-

Подготовлено доказательство следующей теоремы. 

Т е о р е м а 2.2 ([15]). Любой Р-непрерывный оператор является слабо 
компактным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т: X —)> Y — _Р-непрерывный оператор. До­
пустим, что он не является слабо компактным. Можно найти операторы 

U: £i -^X,S: ix ->• 4 о и V: Y -> 4 о , S((tn)) = ( jr tA , такие что VTU = S 

[17, теорема 8.1]. Тогда S -Р-непрерывный. 
На единичной сфере в 1\ существует wp-ноль последовательность с элемен­

тами в форме 

^ = 77~jTf \ePi + ' ' ' + epN ~ ePN+i — • • • — ep2NJ . ( 1 ) 

В самом деле, задавая конечное множество однородных полиномов 
{-Pi,... , Рп} С V{i\), если 1\ построено над полем действительных чисел, 
полагаем Р: = Р"г + ••• + Р„п, так что Р — однородный полином четной 
степени. По лемме 2.2 для е > 0 существует t £ S^ в виде (1), такое что 
\P(t)\<e. 

Тогда HS1^)!! = 1/2, S не является wp-непрерывным на единичном шаре, 
т. е. получено противоречие. 

Если 1\ комплексное, необходимо немного изменить лемму 2.2 для конеч­
ного набора полиномов четной степени. • 

Итак, не любой _Р-непрерывный полином является слабо компактным; в 
качестве примера можно привести полином Р £ V(ki-2,^i), где P((tn)) = (t^j . 

Легко показать, что полином Р _Р-непрерывен тогда и только тогда, когда 
существует присоединенный оператор Тр. Пусть Р £ V(2£i) задан в виде 

Р(*) = ^2 ̂ itk : J ч е т н о е > ! ^ k < J} > 
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t = (ti) £ f-i- Тогда присоединенный оператор Тр не является слабо компакт­
ным [3, с. 83], это пример полинома на 1\, не являющегося _Р-непрерывным. Ис­
пользуя теорему 2.2, легко показать, что для любого к £ N [к J> 2) существует 
^-однородный скалярный полином на t\, не являющийся _Р-непрерывным [15]. 

Наконец, из теоремы 2.2 следует 

Т е о р е м а 2.3 ([15]). Любой скалярный 2-однородный полином на действи­
тельном пространстве С (К) является Р -непрерывным. 
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