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Demostracién. Si en un punto (xo,y) de , con y > Yo tuviésemos
: p(xo,y) > 0, entonces por el lema I.2 anterior tambi&mn tendriamos

p(xo,yo) > 0 1lo cual entrg en contradiccidn con la hipdtesis del coro-

lario.

El siguiente teorema aporta mds datos en cuanto a la continuidad

de la solucidn:
Teorema I.3. Sea (p,g) una so0lucibén de (P), entonces p & C(QU(Szl)Sy).'

Demostracidn. Sabemos ya que p 6 C(R), tenemos, por lo tanto, que de-
o

o
mostrar que p es continua hasta (S, y §3). Sea (x_ ,y ) 6 (5, y §;),
y sea ¢ una funcidn regular, igual a 1l en un entorno de (xo,yo) y de
soporte K tal que d(K,Sl) > 0. Si Q' es un abierto de borde

lipschitziano contenido en R y tal que Q N K € Q', entonces en '

tenemos:
a(gp) = 2Vg . Vp + ALp + AP
= 2Vg .Vp + Arp -~ ggy (por el teorema I.2.(i))
= (-zg)y + ty8 * 2 VgVp + AZp
Por otra parte en 3Q', borde Q' tenemos:

zp = O en Ig 'nN

tp = z¢ en a'nN s
Entonces dado que (p,g) € HI(Q) x L7(Q) (aplicando por ejemplo el teorema
8.30 p.196 de |40]), se deduce que [p € C(Q') 1luego como z =1 en.

un entorno de (xo,yo), Ip = p en ese entorno y entonces p es con-

tinuo en (xo,yo). ‘28|.



El siguiente lema aporta mids datos sobre el conjunto Ip > OI:

Lema I1.3. Sea (p,g) una solucibn de (P); para todo (x,y) 6 Q tat

que (x,f+(x)) 6 s3 tenemos p(x,y)»> 0.

Demostracidn. Por hipdtesis Ss es abierto y por lo tanto el teorema an
terior asegura la continuidad de p hasta S3; por otra parte en S3

tenemos p(x,f+(x)) = hi - f+(x) > 0, entonces p es mayor que O en
un entorno de (x,f+(x)) aplicando ahora el lema 1.2 obtenemos 1la

conclusidn.

Veamos a continuacidén un resultado técnico que utilizaremos a menu

do en lo sucesivo:

Lema 1.4, Sea (p,g) una so0fucibn de (P); 4sean X x| 4 h thes

nimenos neales y sea

. . 2

2y, = [xo,x]] x [h, +of un subconfunto de  R°,
suponemos que (z, N Q) N s, =@ y que para i=0,1, p(x;,y) =0
v(xi,y) 62z, N Q. Entonces tenemos:

2
R (gpy+g) < (py+g):0
n
Q 2 Q Zh
Demostracidn. La primera desigualdad es obvia ya que gpy = py para ca
si todo punto de Q2 (dado que en Ip‘< OI, g=1 y que py =0 en ca-
- 2 .

si todo punto de |p =O|) ademds g < g en casi todo punto de Q (da

do que 0 < g <1 en casi todo punto), por lo tanto, s6lo queda por de-
mostrar la segunda desigualdad. Vamos a suponer que Xy 6 nx(Q) para

i=0,1, siendo los casos alternativos (i.e. X ] nx(Q) para i=0 & 1)

\
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INTRODUCCION

Como es conoeddo un gran nidmero de problemas de La fisica pueden
expresarse en ‘forma matemdtica mediante problemas no-fincales. EL objeto
de esta memonia es el estudio de un problema de frontera fLibre que trhadu
ce ef modo de §iLinacidn de un §luido a través de un medio poroso homogé
neo. M&s concretamente estudiaremos La filtracién en régimen estacilona-
nio basdndonos en una formulacibn neciente (1978) debida a H. Brezis, D.
Kindenlehnen y G. Stampacchia |19| que plLantea 193 problema en Los siguien

Les términos:

tncontran un par ‘(p,g) 6 HI(Q) x L7(Q) tak que
p >0 en casi todo punto de Q y p=¢ .en S, U sg
(P) l (¢ = 0 en SZ)

+ .
g 6 sig p en casd todo punto de @

va.vg+J g.E.<0 WE 6 HI(Q) £ =0 en Sy, £ >0
Q Q y=

Fig.0




donde p nepresenta La presibn (normalizada) del gfuido en ¢f medio po
noso Q, g hepresenta {aproximadamente] fLa funcibn caractenlstica de

La zona mojada, s es una capa Limpermeable, S La pante def bonde

1 2
que estd al aine Libre y S, La panrte del borde cubienta pon el fluido
(s3 nepresenta ef fonde de unos embalses que contienen el Liquideo) sien
do ¢ La presibn de este en S, U S_ .-

2 3
Debido a sus aplicaciones prlcticas, el problema de La f§iltracibn
de un §luido en un medio ponoso es, desde hace tiempo, objeto de estudio
por pante de f§isicos e ingenienos [|42]|, |48], |50], |52}). Sin embar-
go, Los nesuftados tebrnicos que se utifizaban estaban, en general, basa-
dos en consideraciones heuristicas aunque en La prdetica su utilizacibn

fuese satisfactonia.

En 1970 el Instituto de Hidrdulica de La Facultad de Ingenienia de
La Univensdidad de Pavia, dinigido porn el Profeson U. Maione, propuso al
Laboratorio de Andlisis Numérnico def Centrno Nacional de Investigacibn
(C.N.R.) de Pavia, dinigide pon ef Profesorn C. Baiocchi, ef estudio de
algunos problemas en relacibn con el modo de §iltracién de Los Liquidos
a través de medios porosos. Fruto de esta colaboracién son Los Trabajfos
de C. Baiocchi y de V. Comuncioli, L. Guerni, E. Magenes, G.A. Pozzi y
G. Volpi {de Los que se encontrand una ampfia referencia en fLa bibfiogra
§ia de esta memondia). Estos trabajos nesuelven varnios casos particulares
en Los que fLa geometnia (cuadrnildtera en genernal)] del medio pornoso permi

te plantean el problema como La minimizacién de una furcional cuadrdtica.

Postenionrmente, numenosos investigadores se han interesado a distin
tos aspectos del problema. Entrne ellos destacaremos H.W. ALt, L.A. Caffa-

rneli, M. Chipot, A. Friedman, G. GilLardi, R. Jensen, G. Stampacthia,
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A. Torelli y A. Visintin (se encontrandn Las referencias de estos tra-

bajos en fLa bibl&ogaaﬁié de esta memonial .

Pon f4in, en 1978, H. Brezds , D. Kindernlehrer y G. Stampacchdia
|19] demuestran Ra existencia de soluciones para el problema estaciona-
nio intrnoduciendo fLa nueva formulacibn expuesta mds arrniba, en el caso
de un medio pornoso de forma cualquierna y plantean como problema abiento

el de La unicidad de La solucién.

En esta memonia, estudiamos distintos aspectos del problLema toman
do como punto de partida este dftimo resultado de existencdia. Este tra-

bajo se desarnolfa a Lo Lango de 3 capitulos.

Las secciones 1 y 2 del piimen capitulo estan dedicadas a La ‘expo-
sicibn del problema y de Los nesultados previos, asi como a La demostna-
cibn de resultades técnicos. En La tercena seccdibn se pone en evidencia
La necesidad de restrningin La definicién de s0fucién delf problema (p):

Ae demuestra (Teonema 1.4 y ejemplo 1.1) que fa actual definicibn de 40-
Lucibn admite fa existencia en el intenion del medio pornoso de masas de
§Luido en neposo desconectadas de Los embalses nrepresentados ponr S, Lo
cual supone La no-unicidad de: La so0lucibn (ejemple 1.1). Se nesirninge en
tonces el conjunto de soluciones a fLas que £Lamaremos sofuciones Sy-cone
xas (daﬁin;céén 1.1} que son Las que no admitfen zonas mojadas desconecta
das de Sy, e demuestha entonces que existen sofuciones S,-conexas det
paobéema (P) y que toda solucibn def problema (P) es suma de una so0fu
cifn S,-conexa y de un para (mw,y] donde W nepresenta La presibn de

una masa de fLuido en neposo y Y ZLa funcibn caractenistica de La zona

mojada por este fluido (teorema 1.5].
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En el segundo capitulo estudiamos dos aspectos del problema: pon
una parte La negufaridad de La frontera Libre y pon otra fLa unicidad de
La sofucibn Si-conexa asi como La comparacifn de sofuciones S,-conexas
connespondientes a distintos datos ¢. Con hespecto a La frontera Libre
~(de La zona mojada)l demostramos en La primera seccibn que esta coincide
con el grafo de una funcibn continua (Teorema 11.4) se demuestra tmeién
que La frontera Libre estd por debafo de La altura mdxima del f§Luido en
Los embalses. (Teonema I1.1). En La cuarta seccibn demostramos Los 84-

guientes nesultados de monotonfa pana La frontera Libres

1] S4 s, es conexo es decin 54 el flfuido que se fiftra en el me

dio poroso proviene de un dnico embalse y AL Las pantes de $, que es-
tan debajo del nivet de fa supenficie def Liquido en ese embalse son gnd
fos monbtonos entonces La frontera Libre es monbtona creciente a La £z-
quienda def embatfse y mon6tona decnecdiente a La denecha de €ste. (Teonre

mas 11.10 ¢ 11.11).

2} S4 S, tiene dos componentes corexas, es decin, s4i el fluido
que se filtrna en @ "proviene" de dos embalses y AL Las parntes de s,
que estan debajo def nivel mds alto def fLuido en Los embalses son gra-
fos monbtonos, entonces La gfrontera Libre es manbtona creciente a fLa iz
quienda del primenr embalse, monb6tona decreciente a La derecha del segun
do y entre Los dos tendremos dos eventualidades: a) La gfrontera Libre es
monétona (crneciente o decrecientel, b} exdiste un punto x tal que a fa
{zqudienda de X La frontena Libre sea monétona decreciente y a La dene

cha mon6tona creciente. La eventualidad a] corrnesponderia af caso en que

el fluido que se filtra en el medio poroso proviene delf embafse mds aflto,



el segundo jugando el papel de "salida" def Liguido, mientras que fLa
eventualidad b) connesponde al caso en que ef Liqudido "entra" a La vez

pon Los dos embalses, saliendo por algdn secton de S,- (Teorema I1.12).

Las técnicas utilizadas en esta parte se pueden generalizar a n
embalses. Estos nesultados genenalizan nesultados anteniores de C.

Baiocchd |7} y de L.A. Caffarelli y G. Gitardi }23].

En La seccibn 2 demostramos La unicidad de La so0lucibn §,-conexa

del problema (P) [Teonema 11.6] asi como un Teorema de comparacibn de

Las solucdiones-S,-conexas de dos probLemas ‘def tipo de (P) con datos

3
¢ distintos. En fLa seccibn 3 se¢ estudia La unicidad (en ef sentido fuenr-

te) de fa solucidn del probLema (P). En concreto se hafllan unas condi-

ciones suficientes para que toda s0lucibn del probfema (P) sea una 10
Lucibn Sy-conexa y por Lo tanto para que ef problema (P) icnga una @ni
ca so0lucibn (Teornema 11.9, Corolanio 11.3). Estas dos secciones genena-
Lizan el nesuftado de unicidad de C. Baiocchd para medios porosos de for
ma nectangulan | 7} y el de C. Baiocchi, V. Comincioli, E. Magenes y
G.A., Pozz{ parna diques con geometrnlfas simples (cuadrniléiteros en generat)
[15]. Se nesuetve asf ef problema de La unicidad para un abiento cual-
quiera. En este capitulo se demuestra también que 54 (p,g) es una solu
cibn de (P) entonces g es La funcibn caracteristica de £a zona moja-

da (Teorema 11.5}).

En el tencen y d€timo capltulo estudiamos una generalizacibn del
problema (P) propuesta por el Profeson H. Brezis. MAs concrelamente el

N
tudiamos en un abdlerto acotado Q< R el sdigudiente problema




(p,g) 6 BL () x L2(®)

i p > 0 encasi todo punto de R, p=¢ en §,U 85 (=0 en Sy)

(P(B)) . ‘
: g 6 B(p) en casd todo punto de Q

J (Vp +G).VE < 0 vgsul(n) E=0 en Sy, £ >0 en s
)

donde G = (o8, 0y8) siendo Los a; coeficientes constantes, ¢ una

N

funcién Lipschitziana no negativa de R en R y S ¥ S una particién

1752 3

del bonde de 4.

Operadores parnecidos af def problLema (P(B))

N
(Ap = Ap + '21 a; ng B(p)) 4Antenvienen en distintos problemas; en par-
1= 1

ticular apanecen en |41| y |44| para £ regulares.

En esta memonia, tratamos dos aspectos def probLema (P(B)): ZLa
existencia de soLuciones y La existencia de una frontera Libre. En La
primena seccifn se demuestra La exdistencia de soluciones para el proble-
ma  (P(B)) cuando B es un operador maximal mon6tono de R que pasa
por el ordigen (0 6 B(0)) y que estd acotado superiormente por una nrec-
ta (exdisten dos nimenos neales a y b tales que ar +b > s, ¥s 6 B(r),
¥r 6 R') (Teonema I11.1). Este nesultado generaliza ef teorema de exis
tencia de |[19] (W =2, a; =0, a, =1, B = sign’) a una ampfia clase
de B no acotados. Utifizando una téenica de [19| se demucstra también
que 34 B es Lipschitziana entonces La solucibn. es dnica. En La segunda
seccifn se pone en evidencia mediante un efemplo que 34 B nro esid aco-
tado supeniormente por una necta entonces no existe, en genernal, solucdibn-
del problema si no se imponen hipbtesis nestnictivas scbre @ 6 sobre el
dato ¢. En La tencera y dLtima seccibn se estudia La existencdia de una

frontena Libre. Se establece, para su existencia, una condicibn suficien
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te que necuerda fuentemente Las condiciones para La extincibn en tiempo
finito de cientos problLemas de evolucibn de [17| y de |31]|: para @ £Lo

suficdentemente grande ¢y 54t
j‘ Lds oo
o 8% (s)
entonces ef problfema P(B) es un problema de frontera Libre (Teorema

117.4). Se demuestra complementaniamente que 84 B es Lipschitziana en

un entorno de 0 entonces no existe frontera Libnre.

Para el desannollo de esta memonia se han necesitado algunos resul
tados técenicos sobre opernadones maximales monbtonos; Ae encontrard una

necopilacibn de estos en el apbndice finafl.






CAPITULO I: PRIMEROS RESULTADOS



I.1. Formulacidén del problema y resultados previos

1.1. Notaciones

Sea I un abierto de RZ, acotado y conexo, y de frontera S
lipschitziana. (R representa la seccidn de un medio poroso). Llamamos
Sl’ S2 y‘S3 a 3 subconjuntos de S que forman una particidén de S; S1
representa una capa impermeable y S3 la parte de S cubierta por agua
de distintos embalses; suponemos que S3 es un abierto de S vy desig-

3

fin, designamos por 52 la parte de S en contacto con el aire, y su-

namos por S3 1’ S3 2,...,83 n las componentes conexas de S,. Por
’ ’ ’

o

2 U S3 no vacio. N

ponemos S




En este contexto utilizaremos las siguientes notaciones:

l. Si py q son 2 funciones definidas en § notaremos
[p > q| (resp. |p > ql, |p =q]) = {(x,y) 6 Q@ / p(x,y) > q(x,y),
(resp. p(x,y) > q(x,y) p(x,y) = q(x,y)}

Ejemplos: 1) q = O

Ip > 0] = {(x,y) € & / p(x,y) > 0}

2) q = (h-y)+

Ip > (h=y)¥| = {(x,y) 6 2 / p(x,y) > (h-y) 7).
2.- Sea A un subconjunto de {, notaremos
Y(A) = funcidén caracteristica de A
3.- Hl(Q) representari el espacio de las funciones de: LZ(Q) cuyas de

rivadas primeras son también funciones de LZ(Q).

Wl’s(ﬂ), (resp. Wiéi(ﬂ)) representari el espacio de las funciones

de L%(Q) (s > 1) (resp. Lioc(ﬂ)) cuyas derivadas primeras son de
] s s ' Q LS (",
L(2), (resp-. LLOC(Q)). u 6 LLOC(Q) «=> ¥ tal que Q'C Q u 6 «")
4.- Si q es una funcidn de HI(Q), notaremos:
- 1
9y 3x 1° qy 3y q
5.- Por fin, si £ 6 Hl(Q), toda consideracidén hecha en esta memoria

sobre los valores de § en S & parte de S ha de entenderse en el



v
(=]

en S equivale a (trazade

sentido de las trazas; por ejemplo £ > 2

£ > 0) en 52.

1.2. Formulacidn fuerte.

El fluido se filtra a través de § planteandose el problema de

determinar su presidén p = p(x,y), y la parte mojada de § : A.

La frontera de A se divide en cuatro partes (ver fig. 1): Flc; S1

es la parte impermeable, Fz C 2 es la frontera libre de A, T, = 53,

3
y por fin FACI SZ es la parte "mojada" de §,. De estas cuatro partes,
sdlo F3 estd perfectamente determinada y constituye un dato del proble
ma.

Experimentalmente, la velocidad del agua en A estd relacionada,.

con su presidén mediante la ley de Darcy:

N
v = -k V(p + y)

(k es un coeficiente de permeabilidad). Si suponemos que el medio es
homogéneo y k constante, la incomprensibilidad del fluido se traduce

por:

> o

>
div v = 0 en

o

(1) Ap =0 en A.

En lo sucesivo, supondremos normalizada la presidn atmosférica es
decir igual a 0 en SZ’ y despreciaremos los posibles fendmenos capila

res. En estas condiciones, si llamamos ¢ a la funcidn que es igual a



0 en 82 y es igual a la presidén del agua en S3 (¢ (x,y) = hi -y
en S3 i si hi representa el nivel de agua del embalse situado "so-
bre" S3 1) las condiciones de frontera en p son las siguientes:
s
-~ condiciones de tipo Dirichlet:
(2) p=20 en FZ ur,, p = ¢ en Ty

- condiciones de tipo
rior en el borde de

> >

v . v

lo que implica:

>
Neuman (llamamos Vv

A):

= -k V(p+y) . v =0

al vector normal exte-

en I‘1 U Fz

(3) (p+y)=20 en Fl U FZ’

v
lo que traduce el hecho que el fluido no se difunde a través de

Fl y de F2; por fin, tal como lo apuntan H. Bré&zis, D. Kinder
lehrer y G. Stampacchia en ]13], podemos traducir la difusidn

del fluido a través de T

4 Por
> -+ >
v .v=kT(p+y).v>0 en FA
o sea
(4) 2 (p+y) <o en T
av ‘P T Y 4°

El problema es entonces encontrar (p,A) (2),

satisfaciendo (1),

(3) y (4).



1.3. Formulacidn débil

Recbgemos aqui la formulacidn de ]19|. Supongamos encontrado un par
(p,A) solucién de (1), (2), (3) y (4) con p y el borde de A sufi-
cientemente regulares. Para £ 6 Cl(ﬁ), y siendo VvV 1la normal exte-

rior en el borde de A, tenemos mediante la fdrmula de Green (Ey re

presenta la derivada de £ con respecto a y)

J (Vp . VE + £ ) = I -Ap & + l
A y A 9A

IQ)

(pty) . &

¥

\Y

= j 5%—(P+Y)€ dados (1) y (3).
]"3U]"l.

Eligiendo £ tal que £E =0 en S3 y £ >0 en SZ (bastaria

£ >0 en F4 pero ]"4 no es conocido) obtenemos por (4):

J (Vp .VE +E£) <0 WEG ¢'(@ tal que E=0 en Sqs £ 20
A

Siendo p igual a 0 en §O-~A, si Y(A) se representa la funcién

caracteristica de A, esta desigualdad puede escribirse:
J (Vp . VE + Y(A)Ey)jo vE 6 C1(Q), E=0 en Sg» £ >0 en s,
Q .

Estas consideraciones nos llevan a replantearnos la biisqueda de

(p,A) (8 equivalentemente de (p,Y(A)) de forma mds general:



Encontrar un par (p,g) 6 HI(Q) x Lw(Q) tal que:

(i) p > 0 en casi todo punto de §, p=¢ en 52 (VAR (¢=0 en 52)

3
(p) '
(ii) g(x,y) 6 sign (p(x,y)) en casi todo punto de

(iii)J(VpVE +gEy)_<_0 vgsﬂl(n), £=0 en S5, £>0 en S
1]

A . . . -
donde sig es el siguiente grafo maximal mondtono:

0 si r <0
sig+ r = [0,1] si r =20
1 si r >0

Nos proponemos, en este capitulo, estudiar este problema (P).

1.4. Un resultado previo: existencia de solucidn para el problema (P)

Respecto a la existencia de soluciones, el problema (P) admite la

siguiente respuesta:

Teorema 1.1. |49] Suponemos ¢ Lipschitziana y ¢ >0 en S, U S5-
Entonces existe una solucibn (p,g) del probfema (P), ademds

l,s ©
p 6 WLOC(Q) ¥s < o,

Tal y como veremos en el capitulo III, el Teorema 1.l puede ser igual
mente enunciado incluso para una clase amplia de problemas incluyendo

().




1.2. Primeros resultados.

A fin de llevar a cabo nuestro estudio afiadamos una hipltesis razo

nable sobre §; sea L la proyeccidn sobre el eje 0., paralelamen-—

te a Oy, entonces:

(1) ¥x 6 m_(Q), {x} xr N Q. es conexo.

Definamos entonces las funciones £ y f  sobre ﬂx(Q) por
fx) = sup {y 6 R / (x,y) 6 @} ¥x 6 7 (Q)
£ (x) = Inf {y 6 R / (x,y) 6 Q} ¥x 6 7T (9Q)

y tenemos:

Lema I.l. Con La hipGtesdis ("), Tl y- £ son ? funciones medibles
de T Q).
Demostracidn: Demostraremos el resultado para f+ (para £~ 1la demos-

. 2 caa + . . P
tracidén es idéntica). Para que f sea medible, es necesario y suficien
te que para todo h, tengamos:

+1 -
£ (Jn,+=[) medible;

ahora, es obvio comprobar que:
-1
+ .
o dh+eD) = (@0 (n, () x Jh,+=[))y

1
+
f (]h, +m[) es entonces un conjunto abierto y por lo tanto medible,

lo que acaba la demostracidn.



Nota 1.l. La hipStesis (H;) no es estrictamente necesaria para la resg
lucidén de este problema, sin embargo, facilita tanto el enunciado como
la demostracién de los resultados; por otra parte, esta hipdtesis es bas

tante natural en el problema que nos interesa.

En lo sucesivo, llamaremos hi al nivel del agua sobre la componen

te conexa 33 i de 53, para 1i=1,2,...,n; y supondremos que estas
’

componentes conexas estdn numeradas de forma que:

h

1 2hy 2 oo 2 h

bt n

supondremos también, que la funcién ¢ viene dada por:

h, -y en S3,i vi=1,2,...,n

d(x,y) =

Fijados estos puntos, vamos a exponer en el resto de esta seccidn
unos resultados intermedios que nos serdn de gran utilidad para estable

cer los resultados principales de este capitulo.y del siguiente.

Teorema 1.2. Sea (p,g) una solucién def probLema (P) entonces:

o

(i) ap + By ~ 0 en D'(Q), (a0p =0 en D'(|g = 1]))
(ii) Ap > O en D'(Q)
(iii) gy <0 en D'(Q)
Demostracidén: (i) Consideremos £ 6 D(Q); al anularse § en S2 U S3

.

tenemos:

0 = J Vp ..VE + J g £ de lo cual se deduce (i)
Q Q Y




(ii) Sea 1 6 D(Q), r > 0. Para € > 0 consideramos la funcidn:

£ = min (p,e),

E =0 en S y £ = 0 donde g es distinto de 1 (ya que entonces

j Up . V(min (p,ez))
Q

o
]
S—
<
a7
<1
™y
-+
S—
te]
o]
221
<
L}

n

'Vpl2 + € [ Vp.VE
Ip<ec] lp> ezl

de lo cual deducimos:
I Y(lp >er|)vp .V <0
Q

Si hacemos tender € hacia 0, 1la funcidn Y(|p >€z]) tiende en casi
todo punto hacia Y(|{p > 0|); por lo tanto, aplicando el teorema de Le

besgue tenemos

Vp.VE=[ Up .VE <0 vr 6 D(Q), ¢ >0
Q

I||>>0|
de lo cual deducimos (ii); (iii) es entonces consecuencia de (i) y (ii),

(ver |2 |).

Corolario I.1. Sea (p,g) Aolucibén de (P), entonces p 6 C(Q).

Demostracifn: Del teorema I.2.(i) se deduce que p 6 Wi;i(ﬂ) ¥s 6 ]l,w[
por lo tanto gracias a los teoremas de inclusidn de Sobolev, p es conti

nua en Q.



Ndta I.2. En |2 | w. Ale demuestra que p 6 c® % Va 6 ]0,1[; aun-
que su formulacién del proﬁiéma es diferente, su resultado sigue siendo
valido aqui. Sin embargo, seria interesante poder extender esta continui
dad holderiana de p hasta el.borde de §, 1lo que hasta el momento pa

rece un problema abierto.

Antes de ocuparnos de otros resultados de continuidad, veamos unos

resultados técnicos:

Lema 1.2. Sea (p,g) 4o0fucién de (P), sea (x,,y,) un punto def ccn

junto |p > 0|. Entonces existe € > 0 1zak que el conjunto

Ce ="{(x,y) 6 @ / |x—x°| <e , y <y, + e},

esté contenido en |p > 0].

Demostracidn. Dado que p es continua en £, (el conjunto lp > 0| es

abierto, luego si (xo,yo) 6 |p > 0] existe e > 0 tal que el conjunto

Q. =" {(x,y) 6 9/ |x-x | <e, ly-y,1 <e}

esté contenido en |p > 0| y por lo tanto g=1 en Qe: entonces la

hipétesis (Hl) y el teorema I1.2.(iii) hacen que g=1 en Ce y por

consiguiente gy =0 en Ce; luego el teorema I1.2.(i) nos permite afir

mar que Ap = 0 en CE’ por fin del principio del mi&ximo se deduce

entonces que al estar Q_C |[p > 0] también tenemos c.alp > o].

Corolario I.2. Sea (p,g) 4solucdibn de (p) y sea (xo,yo) un punto de

Q tal que p(xo,yo) = 0, entonces p(x ,y) = 0 ¥(x_,y) 6 Q tal que

y 2 y,-



Demostracién. Si en un punto (xo,y) de Q, con y > Yo tuviésemos
: p(xo,y) > 0, entonces por el lema I.2 anterior tambié&n tendriamos

p(xo,yo) > 0 1lo cual entrga en contradiccidn con la hipdtesis del coro-

lario.

El siguiente teorema aporta mids datos en cuanto a la continuidad

de la solucidn:
Teorema I1.3. Sea (p,g) una solucibn de (P), entonces p 6 C(QU(SZlJSyL

Demostracidn. Sabemos ya que p 6 C(R2), tenemos, por lo tanto, que de-
°

mostrar que p es continua hasta (52 U-S3). Sea (xo,yo) 6 (S2 V] Sj)’

y sea [ una funcién regular, igual a 1 en un entorno de (Xo’yo) y de

soporte K tal que d(K’SI) > 0. Si Q' es un abierto de borde
lipschitziano contenido en £ y tal que R N K € Q', euntonces en Q'
tenemos:

a(gp) = 2Vg .Vp + ACp + TAP

2Vg .Vp + Arp - ng (por el teorema I1.2.(i))

(-cg)y + ty8 + 2 VgVp + Azp
Por otra parte en 3Q', borde Q' tenemos:

tp = 0 en I 'nN @
Lp = t¢d en aa'n s
1 ©
Entonces dado que (p,g) 6 H (Q) x L (Q) (aplicando por ejemplo cl teorema
8.30 p.196 de [40]), se deduce que ¢p 6 C(RN') luego como ¢ = | en

un entorno de (Xo’yo)’ Zp = p en ese entorno y entonces p es con-

tinuo en (xo'yo)' |28|.



El siguiente lema aporta mas datos sobre el conjuato |p > 0':

Lema [.3. Sea (p,g) una solucién de (P); para todo (x,y) 6 Q tal

que (x,f+(x)) 6 S tenemos p(x,y)'> 0.

3

Demostracidén. Por hipdtesis SS es abierto y por lo tanto el teorema an

terior asegura la continuidad de p hasta S3; por otra parte en S3
tenemos p(x,f+(x)) = hi - f+(x) > 0, entonces p es mayor que 0 en
un entorno de (x,f+(x)) aplicando ahora el lema 7.2 obtenemos la

conclusidn.

Veamos a continuacidén un resultado técnico que utilizaremos a menu

do en lo sucesivo:

Lema TI.4. Sea (p,g) una sofucibn de (P); 4Aean x_,x; Yy h tres

niimenos reales y sea

- . 2

Zh.= [xo,x]] x [h, +of un subconjunto de R”,
Auponemos que <zh(\ Q) N Sy = @ Yy que para i=0,1, p(xi,y) =0
V(xi,y) € Z, N Q. Entonces tenemos:

2
(gpy+g) < (py+g)50
n n
Q Zy Q Zh
Demostracidn. La primera desigualdad es obvia ya que gpy = py para ca
si todo punto de 2 (dado que en |P~< OI, g=1 y que py =0 en ca-
2 2 .

si todo punto de |p =0|) ademds g < g en casi todo punto de Q (da

do que 0 < g <1 en casi todo punto), por lo tanto, s6lo queda por de-
mostrar la segunda desigualdad. Vamos a suponer que Xy 6 ﬂx(Q) para

i=0,1, siendo los casos alternativos (i.e. Xy ['] ﬂX(Q) para i=0 & 1)

\



una simple variante de esta demostracidn.

Sea € > 0 (lo suficientemente pequeiio) definimos:

ho = sup £ (x) , h: = Inf £t (%)
x € [xo,xo+£] X 6 [xo,xo+€]
h; = Sup £ (x) , hT = Inf f+(x);
x G[xl—e,xlj xG[xl—E,xl]
3 - + . -
existen entonces xo (%) [xo,xo +_€], xo 6 on,xo +€], x1 6 [xl—e,xl],
+
X 6 [xl—e,xl] tales que:
- - + _ _+ o+ - =, + _ 4
h0 = f (xo), hO = f (xo), hl = f (xl) y hl f (xl)’

~ +
por otra parte, cogemos € pequeno de tal forma que hi <hi para

i=0,1. Consideramos ahora los siguientes conjuntos:

B = [xo,x0 +€:| X [h;, h:], B1 = [xl—e,xl] X [h{,h;]

]

2
[}

P RN I K RS N e T RS R

Q4 = Jxlox) x [hi-eanl) aes oo, = JxlLx] [ai.n] +e]l N o

Jesumgee] » (om0 n

[
n

0.1 = Jxgaxy +e) x [ho-e,n ) na; Ioa

1,1 = [meexp [x[h]- w71 na; J1,2=E"1'E”‘J1r[ x[hy.hy +€) Aa

-3
"

({xo} x [h;-s',h;]) V) ([xo,x°+e] X'{h;—s})

o,l

U(lx  +e} x [h;—e, h;l)



({x, ) x [h:,h:+€]) U ([xo,xo+e] x {h:+s})' U

u ({xo+e} x [h:;’h:.’.a])

1,1.° ({x -e} x [hI—E,hz]) v ([xl-e,xl] x {h'l'..g})
V] '({xl} x [h;-e, h;])

1"1’2 = ({xl-e} X [hT,h;+€]) U ([xl-e,xl] x {h_;-H:})

U x,} [h;,h_;+g])_

Fig.2



Sean entonces la funcidn o definida en ‘Qﬂ([xo,xlj X R) por:

1 .

T (x - xo)“ si (x,y) 6 Bo

-1 (x - x;) si (x,y) 6 B
. 1 4 1

1-LacGuy, 1y 03, 0 si (xy) 63, para i=0,1
’ P 4

j
Py d((x,y), ri,jn Qi,j) si (x,y) € Qi,j . para i=0,1

o (x,9) = ]

0 si (x,y) 6 ([xo,x;]x] -, h;—!-:]'u

[xo,x:] X [h:+e, oo[l) EXI’XI] x]—m, hI —e] U
[x;’,xl'_] xl:h;-+e, +o[) N Q

1 en el resto

y la funcién & definida en £ por:

- ]
. ae(x,y)(y h) en Q Z,
E(x,y) =
0 en Q - Zh
Es obvio ver que £ 6 HI(Q) (£ es incluso lipschitziana),
E=0 en S, dado que (Z, N@)Ns;y =@, y ,E>0 en S,; lo que
supone:
(5) OZI‘V-V€+Ig£=J V.V£+J g &
o P Q Y Jaag P Qnz Y
h h
= (p,+8)a_ + J (p +tg) (y-h)(a_)_ +
LZ nz y E. Qng y €y
h h
+ L] Px(y-h)(ue)x;

n
Zp



pero
(p_+g) (y-h)(a ) + I p (y-h)(a_) = J p (y-h)(a ) +
[anh y €'y Q“Zh X €7 x s X €' x
o h
I |
+ (y=-h) (o ) + J p,(y-)(a )+
JBln Zh Py €’ x ico j=1 | X e’ x
\Qi’jUJi$j) Zh
’ 1 1
+ (Py"’g)(Y"h)(as)yl =< IB - P, (y-h) - EI p (y-h) +
h B.N 2
1 h
1 2 .
+ 1 ! J lp (y-h) (), + (py+g)(y-—h)(0€)y|
i=o j=1
@ v 73 PNzy
= é lI p-(y—h)Vx - J ‘P-(Y'h)Vxl +
B(Boﬂ Zh) 3 (Blﬂ zh)
1 2
- + -h
+ izo jzl [ S lo, (y-m)(a ), + (po+8) (y-h) () |
(@ s 3 i,.l) Zy
1 2
> 1 ) f oy (y=t) (2 )y + (p_*8) (y-h) (@) |
i=o j=1
(Ql,Ju Ji,J)n Zy
dado que o(xi,y) = 0, para y > h, y 1i=0,1; siendo Vo la componen

te herizontal del vector normal exterior de 3(‘Bi n Zh) para i=0,1.

De (5) y de la anterior desigualdad deducimos entonces:

loy (y=h) (@), + (p+8) (y-t) (@) ]
(Q; ;VUJ; )Nz,

I~
—

1
0 > I (p._+g)a_ + )
anz, 7 € i=o

i k]

=]



1 2
© -1 1 [ I (o) (@), + (o) (= (@) | 2
(q, ;va; Nz,
> (py+g)a€
Q(\Zh

Por otra parte tenemos:

1 2
|VG‘€I _<_ € y |Qi,j U Ji,jl < €
. p .2 PO N
y si llamamos Yi,j a la funcidn caracteristica de (Qi’j\) Ji,J) Zh
para i=0,1 y j=1,2, aplicando la desigualdad de Holder tendremos:
1 2
- -h) (a + + -h) (o <
izo jzl f Ip;(y Dy t (o) -m () | <
5V 95,90 2y
1 2 1/2
2 2 2
< I 1 |[ i lee v o)l Gom ‘
i=o j=1 Q ’
y de (6) y de la desigualdad anterior deducimos:
J ! § |2 2 2|1/2
(p_+g)o_ < 7§ ”y . el + (p +g) %) (y-h)
enz, 7 €7 j20 j=1 llgtd X y
hacemos tender € hacia 0, entonces o —— 1 en casi todo punto de
Qn Zh y oy j — 0 en casi todo punto para i=0,1, j=1,2, aplican

do entonces el teorema de convergencia de Lebesgue obtenemos el resulta
do:

I (p, + 8) <0

anz, 7

h

-

En el caso en que alguno de los X, para i=1 &8 2 no pertenezca

a nx(Q) por ejemplo x ¢ nx(ﬂ), definimos @ igual que anterior-

mente para x 6 [xl-e,xll, y ae = 1 en el resto; la demostracidn



se desarrolla entonces de forma idéntica a la anterior.

Acabamos esta seccidén con un filtimo resultado sobre |p > 0|:

Lema 1.5. Sea (p,g) una s0fucibn de (P), 4ea (x,»y,) un punto de

Q, Y supongamos que exista & > 0 tal que
Ql = ]xo,x°+6[x ]y°~6, y0+6[C|p > OI,

Q = Ixy =8, x [ x Jy, -8, vy, +&[<|p > 0]
entonces tenemos:

Tx g} x Jyg -6, y o +s( < [p > 0.

Demostracign. Consideraremos cierta la primera eventualidad:
Q, < |p > 0} (la demostracién em el caso Q, < |p > 0| es idéntica,
notemos también que las 2 eventualidades no son incompatibles). Suponga

mos que p(x_,y) = 0 ¥y G]);O—G, y0+6[. Sea entonces el conjunto:

Q ]xo—(S, xo+6[ X ]yo-d, yo+6[

y sea § 6 D(Q), defi-

£ >0 y sea también &' tal que 0 <§' <-g—;
nimos la funcidén § 6 D(Q) de la forma siguiente:

0 < E(X,Y) = E(XO,Y) . B(x) V(X,Y) 6 Q,

siendo B una funcidn positiva de D(]xo -6, x, -6[) tal que B(x) =1

Vx 6 ]xo -6, X +<S'|:. Tenemos entonces g—g (4 H:’(Qi) para i=1,2,

por lo tanto (g -g)y(Qi) 6 Hi(sz) para 1i=1,2 con lo cual:

i=1,2: 0 = I Ip ~V|(§—€)Y(Qi)| + I g - I(C—é)v(oi)ly
Q = Q



20 -

- [ Vp.V(E-E) + J g(E-E)
Q y

i Q;

y por .10 tanto:

S

(1) j Up.VE + [ g £ = I Vp.VE + J g £
Q Q. M) Q

i i i i

y

de 1o cual deducimos, prolongando £ por 0 fuera de Q

(8)

(=]
1

I Vp.VE + I g.gy = ) (I Vp.VEg + J g &)
Q Q i 2 Jq Q. ’

i ' ‘i

) ) (J Vp.VE + J g E)
i=1,2 Qi Qi

Sea entonces la funcidn L definida por:

1 si X < X_-€
- o
L (x-x_) si X -g < X < X
€ [ o - %o
a (x) = 4
€ 1.

. (x—xo) si X, < %X < xo+€
1 ,81 xo+g < X

~ 1 A

Tenemos: E.ag 6 HO(Qi) para i=1,2 por lo tanto E—ae y(!i)

1
[ HO(Q) y:

0 = [ Vp-V(g-aFY(Qi)) + I g-(g-aeY(Qi))y
Q -

Q

- f vp V(E.a) + J g(€.a)
Q.

i Qi
- J Vp.VE.o + J g.£. .o + J Up.Va .£ + J g(a
y € € £y
o | Q; Q; Q;
9) = J Vp.vg.ae + I g Ey-ue + f px.(ae)x.g;
Q, Q, Q,

0

ey



por otra parte, para € < §'

I Py-(ag)y & - é [ b, € - é.I pEv_ >
Q Q; {(x,y)e/x<xrel=q Ny o

y
I px(ag)x€=—;€l—f PXE =éJ PE\’XZ
kR Q, {(x,y) 6 9/x >xo_e} -0, 302,8

de (9) deducimos entonces:

03[ vag.u +I g & a
Q. & g y €

i i

y haciendo tender € hacia 0, por el teorema de Lebesgue obtenemos:

0 > [ Vp VE + I g £
Q Q

i i

y°
De (7), (8) y de la desigualdad anterior deducimos

I Vp.VE + I g & =0, ¥E 6 D(Q) tal que £E>0
Q Q oo

1 1 y por lo tanto %&£ 6 D(Q);
- poen Q) - 1
sea entonces p = {0 en Q-Q, ’ obviamente p 6 H (Q) vy
1
g =1 en Q deducimos:

[ Vp.VE + J g & = J Vp.VE + I g.£._ =0 VE 6 D(Q)

y J 2 Ey = J Ey = 0 por lo tanto J Vp.VE = 0 de lo cual
Q Q . Q

deducimos:

Ap

[
(=]

en Q

lo que implica, por el principio del midximo:



dado que p = 0 en Q-Q,, y:
~ p=20 en Q1

dado que E = p en Ql; de esta contradiccidn deducimos entonces el re

sultado.

Corolario I.3. Sea (p,g) una s0fucibn de (P) ¢ sea c una compo-

h
nente conexa del conjunto:

lp >0l N1y > ul;

Las 2 proposiciones sdiguientes son equivalentes:

i) _; Ns, =9

ii) (m (ep) x |h, + opN Q- N5, =9

Demostracidn. Es consecuencia inmediata del lema I1.5.



I.3. Solucionq§~§3—conexas ;

3.1. Definicidn y motivaciones:

Definicidén I1.l. Sea (p,g) una solucidn de (P) diremos que (p,g) es

una solucidn 53—conexa si y s6lo si para toda componente conexa C del

conjunto |p > 0| tenemos cn S, # @ & lo que es equivalente

(n (€) x R) ngn S, =86.

Nota I.3. -Esta nueva definicidén parece ser la adecuada desde el punto
de vista de la fisica, ya que si (p,g) no es 83—conexa entonces exis
te una componente conexa C de |p > 0] tal que C N Sy = ®. Desde un
punto de vista fisico, esto significa que existe una masa de fluido,
dentro del medio poroso, que no proviene de la filtracidn del fluido con
tenido en los embalses representados por S;'
Nota I.4. Esta nueva definicidén supone (en el caso general) una restric-

cién real del conjunto de soluciones; en efecto, en general, no toda so-

lucidén de (P) es 83—conexa como podemos ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo T.1
Sean x_ < x) < X, < X3 ¥y y <y <y, <y, 8 nimeros reales

y sea 1 el siguiente abierto:

2= (Qx_,x [ * ]Y,-yg[) u ([xpax] x TygaysD v
Taxgoxg) [x)yyyy D

sea h1 tal que vy < h1 < Y¥,» Yy sean:



53 = {XO} X]yl, Ill[

Sz = ({XO} x [hly }')]) U (]x07x3] X {Y3})
Sl =S - (57 U 53}
h,-y en S
y d(x,y) = { ! 3
0 en 52
Sy
\ B
LSRN I 4
Q

S3

X1 1X2

Entonces para todo h < el par (ph,gh) definido por:

Y9
1 si (x,y) 6 (]xo,xl[ X }yl ,h1[) U (]xz,x3[ x ]yo,h[)
0 en el resto de 194
. ¥,
Py (x,y) = I g, (x,s)ds
y

es solucidén del problema (P) en el abierto §Q para los datos defini-

dos anteriormente y para h > y el conjunto ]xz,x3[ x ]yo,h[ es una

o



componente conexa de |p > OI cuyo cierre es disjunto de S3, por lo

tanto para h > y (ph,gh) es una solucidon de (P) que no es S,-cone

(o]

Xa.

ota I.5. E1 ejemplo anterior es a la vez un contra-ejemplo para la uni-

cidad de solucidén en el problema (P) y por lo tanto una motivacidn mis

para introducir una nueva defidicién de solucién.

Sin embargo la restriccidn que supone la definicidn I.l1 no es "ex

cegivamente dridstica" en la medida en que cualquier solucidén de (P) es
td "explicitamente” relacionada con una solucién S3-conexa como mostra-

remos a continuacidn.

3.2. Existencia de solucidn S3¥conexa y relacidn entre solucidn y solu-

cibn S3 conexa de (P).

El siguiente teorema da una caracterizacidén de p (siendo (p,g)
una solucidn) sobre las componentes conexas de |p > Ol cuyo cierre no
contiene puntos de S3:

Teorema I1.4. Sea (p,g) una s0lucibn de (P) y sea C una componente
conexa de |p > 0| tal que CN S; =8 y sea h_=Sup {y/(x,y) 6 C}

tenemos entonces:
i) si ﬂx(C) = [xo,xll, c = {(x,y) 6 9/ x 8¢ ]xo'xlE e y < hé}
ii) p(x,y) = (hc —y)+ ¥(x,y) €6 Q tal que X< x < oxy

iii) g(x,y) = y(C) ¥(x,y) 6 9 tal que X < x < x.



3
Antes de demostrar este teorema, vamos a ver el siguiente lema, va

lido para un abierto Q de R":

Lema I.6. Sea u una 6un£i6n de Hl(n) N C(R). S&i C es una componen

te conexa de |u > 0| entonces wu.y(C) € wl(Q) y se tiene fa siguien-

te f6nmula de dernivacibn:

32 (u.v(C)) = v(C) . 93(“ vi=l,...,n

i i

S{ ademds u es nufa en el sentido de Las trazas sobre una parte

r,e 80 de medida no nufa entonces wu.y(C) ztambién se anula en ese
sentido sobre T . | 28]

Demostracifn. Supongamos primero que u 6 Hl(Q) N C(N) y sea C una
componente conexa de Iu > OI. Para € > 0 sea Ké el conjunto defini

do por

K, = {x 6 ¢/ u(x) > €}

Podemos entonces encontrar una funcidn aE(x) regular tal que

a, = 1 sobre un entorno de K€ y a, = 0 en €l complementario de C,

(siendo 0 < a_ < 1) y tenemos:

Y(KE)-(U'E) =,Ge(u—E)+

de ahi que Y(KE)(U-E) 5 HI(Q) y

)
5;; (y(Ke).(u—e))

i
R

9 +
€ ° 9x, (u-e)
1

Y(Ke) (u-€) estd, entonces, acotado en HI(Q) independientemente

de € y podemos extraer una sucesidn Y(K€ ).(u-en) que converge ha-
n

-



cia w 6 Hl(ﬂ), debilmente en Hl(ﬂ) y fuertemente en LZ(Q)

n

e =+ 0. Pero, por otra parte, es obvio que Y(KE)(u-E) + Y(Clu

cuando

en

LZ(Q), luego w = y(C).u 6 HI(Q). En la igualdad anterior pasamos al

limite en D'(Q) y tenemos:

9 9 + t)
e (y(c).u) = yv(C) o Y(C) =
i i i

u

Este resultado se extiende facilmente al caso u 6 Hl(Q) N C(N)

do que entonces u 6 HI(Q') n c(") para todo Q' relativamente compac

to en §l. La segunda parte se deduce de:

0 < Y(C).u < u'y

lo que acaba la demostracidn del lema.

Demostracidén del Teorema 1.4. Sea h = inf {y/(x,y) 6 C} y sea

Zh = [xo,xl] x [h, + mc,

entonces, p=0 en Zh N (Q-¢) (Lema 1.2), luego p(xi,y)

V(xi,y) 6 O y para 1i=0,1; por otra parte (Z N Q) N s

h 3
ces por el lema I.4 tenemos:
(10) 0> I (8 p, + )
QN Zh
Por otra parte, aplicando el lema I.6, sabemos que y(C).p 6

que Y(C).p = 0 en S,u 53 con lo cual:

0 = J Vp . V(y(C) .p) + [ g (y(c) .p)y
Q Q

y aplicando la f&rmula de derivacidn del lema I.6

da

¢, enton

ul @)

y




(
2
(1) 0=[|Vpl+Jgp=f |Vp|2+J g P
C C y anz

Sumando (10) y (11) tenemos:

.N 2
02[ |Vp|2+ZJgpy+Ig2 =Ipx +
zhn Q zhn Q zh n e zhn Q

+ I (py+z)2 + [ g
z, N Q z, N (@-c)

de lo cual deducimos:

= n
P 0 en Q Zh
= -1 (of
py en
g =0 en Zy N @~C);

dado que g=1 en C, tenemos (iii): g(x,y) = Y(C) ¥(x,y) € Zﬁ Q;
por otra parte Vp = (0,-1) en C, 1luego p=k-y en - y entinces

para todo x 6 |xo,x1| tenemos: Sup {y/(x,y) 6 C} = k, 1luego k =h,

+ .
y (@({ii): p = (hc—y) en QN Zh; (i) &es entonces obvio.

Nota I.6. Si C es una componente conexa de |p > 0 tal que CN §_ =

= @ entonces la ley de Darcy supone en C wuna velocidad nula:
>
v = -k V(pty) = -k V(h_ ) = O,

luego, en € no hay filtracién de agua sino una masa inmovil de fluido.

Esto justifica la siguiente denominacidn:

Definicidn I.2. Llamamos "charco" en § a un par de funciones

(“,Yh) € HI(Q) x L7(Q) donde:



<) Y, ¢4 La funcidn caracteristica de una componente conexa C

del conjunto {(x,y) 6 @ [/ y < n}

h : h-y "en C
L4) m(x,y) = I Yp(x,s)ds, 4i.e m(x,y) = {

y 0 en Q~C, .

Definicién 1.3. Lfamamos "sistema de charcos" en Q a un par de fun
ciones (r,Y) € HI(Q) x L7(Q) donde:
L) Y es La funcibn caracternistica de u o

iel
s4endo ¢y, para cada i 6 I una componente conexa def conjun-

; » con ICNHN,

to {(x,y) € Q@ / y < hc }
i

k
L) m(x,y) = J Y(x,s)ds, s4dendo k un ndmenro neal.
y

Esto nos lleva al resultado principal de esta parte:

Teorema I.5. Todo par (p,g) sofucién de (P) es suma de una sclucibn

(po,go) $,-conexa y de un "sistema de charcos”" (m,y).

Demostracidn. Llamamos (Ci)iGI la familia de las componentes conexas

de |p > 0 tales que E& n Sa = ¢ (estd claro que 1 < WN); entonces

para cada i 6 I existe hc 6 R tal que Ci sea una componente cone
i
xa del conjunto {(x,y) 6 Q@ / y < h, } oy py(ci) = h, -y en c, v 0
- i i
en Q- Ci’ llamamos
y= ] vy =yCu ¢y T o= p.ys
i6I i6T1

es obvio entonces que (m,Y) es un "sistema de charcos" en Q y tene-

mos V& 6 HI(Q)



(12) I Vn.VE + j Y &g = J Vp.VE + J E = J (-£ ) +
Q Q y y y
V] C1 V) Ci V) Cl
i6l i61l i6l
+ = 0.
[ s
¢ :
v €,
ier '
Sea entonces (po,go) definido por:
P, = P-T, 8, = 873 es obvio que P, (4 HI(Q) (Lema 1.6),
P, 2 0 vy P, satigsface las condiciones de Dirichlet de p en

8, U S5, y por otra parte, go(x,y) 6 sig+ po(x,y) para~casi todo

(x,y) 6 2; ademas de (12) deducimos: .
Vp, VE + [ g &, = J V(p _+m)VE + J (g +Y)E_ =
L} ° @ ° 7 g ° Jg ° 4

= J Vp VE + J g £, 20
Q

Q y .
y¢ 6 HI(Q) con £ =0 en 83 y £ >0 en Sy3 (po,go) es entonces
solucidn del problema (P) y ademis (po,go) es 83—conexa por construc-

cién, lo que acaba la demostracidn.



CAPITULO II:

UNICIDAD Y FRONTERA LIBRE

2



I1I.1. Continuidad de la frontera libre

Abordamos en esta sesciﬁn el estudio de la frontera libre. Los re
sultados que demostramos aqui, aparte el interés intrinseco que puedan

tener, son importantes de cara a la siguiente seccidn.

Teorema II.1. Sea (p,g) una solucibn S_-conexa de (P); entonces te-

3

nemos:

L) p=g=0 en {(x,y) 6 @/ y> ;l} = |y > h]'

, . +

44) 0 < p < (hl—y) en Q.

s c +,+ o

Demostracidon. Sea la funcidn £ = (p—(hl—y) ) s £ es una funcidn de
HI(Q) y £ =0 en S,V S, dado que (hl—y)+ > ¢ en S,U S;; te

nemos entonces:

0 = I vp.v[(p=Ch -y H*] + [ g.[<p-(h1-y)+)*]y
Q Q
- [9 Vip-(h=9)") L v [(p-(h - H ]+ IQ e+ -0 Jle-ty-0 ™'
= J IV[(p*(hl-y)ﬁL)J’]l2 + J g p, + J (g-1) [(p-(hl~y)+)+_]y;
e |y>th ly<n, | '
ahora, en lp > OI tenemos g =1, y en lp = Ol teuemos

(p—(hl—y)+)+ = 0 por lo tanto, de lo anterior deducimos:



0 = J |‘7|:(p—(h1—y)+)+]|2 + [ g p
Q {y >h1|

lo que equivale a:

0 - 1v(p-h - H Y12+ I |vp|? + [ g r, .
ly>n, | ly>h |

ly<h|
del lema I.4 deducimos que:

03 J (g p, +8);
z ly >h1l y

sumando esta desigualdad con la igualdad anterior tenemos:

0> I lV[(p-(hl-y)+)+]|2 + I tvpl? +
ly b hl ly >h1|
o 2
+ I g p, * J. (g p, +8) =
ly >b| Y 4
' 1 Iy ’hll
- [ lv[Co-h -9 9% 2 + ] w2+ (o, + 9D
Iy <b,| .- ly <nl Y
De la primera integral deducimos que en ly < hll:

(p - (hl~y)+)+ = constante = 0 dado que (p —(hl-y)+)+ =0 en
53, y que (p,g8) es S3—conexa (y que (p -(hl—y)+)+ es continua has

ta S3 por el teorema 1.3); vy

p < hl‘y en |y h hll



por lo tanto tenemos:

p(x,hl) =0 V(x,hl) 6 Q,
luego, si existe (xo,yo) con Yo hl tal que p(xo,yo) > 0 esto
implica la existencia de una componente conexa C de |p > 0] tal que
Cc<ly > hll por lo tanto C N §, = ¢ 1lo que entra en contradiccidn
con (p,8) S3-c0nexa, de lo cual se deduce:
+
p(x,y) < (h -y) ¥(x,y) 6 @

la segunda integral se escribe entonces:

I g2 = 0 y por counsiguiente:
|y *hl‘

g = 0 en |y > hll,

lo que concluye la demostracidn.



Nota 11.1. En general tendremos incluso p < hl-y en |y < hll’ en efec
to: en |y < hll (hl-y)+ es armdnica y Ap > 0 (teorema 1.2(ii)),
luego A(P“(hl—y)+) =Ap >0 en |y > hll’ entonces por el principio

del midximo tendremos & p < hl-y 6 p = hl-y en y < hll.

Nota IL.2. La interpretacidn fisica de este teorema es simple: no hay fil

traciones de agua  por encima del nivel mds alto de los embalses.

Teorema 11.2. Sea (p,g) una sofucibn S,-conexa def problema (P). Pa

na todo k 6 N 1 <k <n y para todo h tales que hiyp S h < by
(siendo hoyp = Inf £ (x)), el conjunto:
x 61 ()
n
+
K, = {(x,y) 6 2/ plx,y) > (h-y) '}

tiene un mdximo de k componentes conexas; mds concretamente, Ai panra

i=1,...,k designamos pon I La componente conexa de K, que ve-
’
nifica
53,1 € Ch,i
Tenemos:
k
R, = U C
h i=1 h,1
, k
Demostracidn. Sea €, =2 - y C ;i por el lema 1.6 la funcidn
i=1 ’
+. 0+ ' ++ k
£ = (p-(h-y) ) . y(Cc ) = (p-(h-y) ) (1 -y(u C_ .)
h i=1 h, 1

es una funcidn de HI(Q) nula en 52 V] 53 y tenemos:
L)

0 - [ vp.7] (- (- DY yielH| + [ gl (- (-9 D yee |
Q Q



lo que da, aplicando la fdrmula de derivacidn del lema I1.6:

0= [ Up.V[(p-(h-y)H*] + [ g[(p-(h-y)+)+1y
C . Ch
- f [v(p-(h-y35*])? J (g+(h-9)") [(p-(h-y)H 1)
c c’ y
h
i, Iv[(p-fh »H¥2 [ lvpl? + [ g p.
[C nly<h| ] c, Nly>h| c, ly>hfy
+. 4
dado que en |p=0] (p-(h-y)') =0 yen |p > O] g=1.

El conjunto C; N ]y > hwl n|p > 0| puede escribirse como

C; Nnly>nlnijp >0l = wu <5 donde C; son componentes
j
conexas de Ip > 0[ n ly > hl y J un conjunto numerable 'y ademis
c. N = .
cJ S =9 ;

tenemos entonces, por el lema I.4:

J (g p +g2) <0 ¥j 6 J, siendo 2z, ., = (m_(C.) «x |h,+=]y N q
VA y - h:J X J
h,j

Luego, sumando esta desigualdad a la igualdad anterior, tenemos:

o
|v

j 9] (p= (=) H 12 4+ ] J (pi+(p +p)?) =
¢y lys<n] jerlz, y

J . 1] (p-(h=-y)) 112
h p-o

de lo cual deducimos:

|V[(p-(h—y))+]| = 0 en Ch n IP > 0



L
(p-(h-y))+ = ¢y > 0 en cada componente conexa C; de C; n Ip >0|

Vamos a demcstrar que los ¢; son nulos; en efecto, supongamos
c; > 0 entonces

(p—(h-y))+ =p - (h-y) = c; >0 en C.

+
p=nh +ci -y = (h +ci -y) en C, ;

Al
sea C la componente conexa de |p > OI que contiene Ci; entonces

por el principio de prolongacidén analitica:

p=h +ci -y > (h-y)+ en C

pero, siendo (p,g) 53—conexa, existe una componente conexa, S3 j° de
b
S3 tal que S3 j<: c y por continuidad (ver Teorema I.3):
+
= e, - :
p (h ¢y y) en 83’J
h j '
y h +ci = hj > h > K+l luego tenemos j < k y c = Ch,j < Q - Ch
L]
por lo tanto C; n Ch = ¢ 1lo que supone una contradiccidn; tenemos en-
tonces ¢, = 0 Vi, y:
4 '
(p - (h-y)) =0 en Ch Nip >0
lo que implica:
p < h-y en C; nlp > 0]
y
+
p 5 (h—y) en C;l’

con lo que finaliza la demostracidn.



Con las mismas notaciones e hipdtesis que en el anterior teorema,

tenemos:

Teorema I7.3. Sea (p,g) una s0lucibn s,-conexa de (P) y sean

3
(x),h) y (x5,h) dos puntos de Q tales que (|xy,x,| x {n})
ns, =a. Si (x;,0) y (x,,h) pertenecen a La misma componente conexa

Ch,i de Ky tenemos:

p(x,y) > 0 ¥(x,y) € Q ”([xl.xz] x ]-“,h[)-

Demostracidn. Por el lema 1.2 es obvio que p(xi,y) >0 ¥y < h tal
que (xi,y) 6 Q, para 1i=1,2. Supongamos entonces que p(xo,yd) = 0
para un (xo,yo) [ (]xl,xz[ X J—w,hD N Q, tendremos también

p(x_,y) =0 V(xo,y) [ {(xo,y) €6 Q /y > yo}' Dado que Ch,i es co-
nexo, es también conexo por arco y existe entonces una aplicacién g

continua de [0,1] en Ch ; Que verifique:
’

(i) o(0) = (x,h), ag(l) = (x,,h)

(i1) 3¢ 6 Jo,1| tal que 0(r) = (x_,y)) con y, <y_

(iii) o divide (9 N |y < h]) = 0([0,1]) en varias componentes co

nexas, una de las cuales, Wy contiene (xo,yo).

Sea la funcién (p-(h-y)+)— € HI(Q), es igﬁal a 0 en el borde de

w._, dado que en |x1,x2] x {h} n Sy» d(x,y) > (h—y)+ . Sea entonces

£ = - = (h=-y))7 v(w),

£ 6 HI(Q) y £=0 en amo, luego E=0 en S2 v S y tenemos:



o o
Dado ique en lp > 0| tenemos g =1 1la Gltima integral ha de hallarse
sobre w, N fp=0[; lueéo tenemos:
. -y2
0 = I |V[(P—(h—y)) ]I + [ (g-l)[—(h—y)]y
. Yo w_ N |p=0{
o
= I |V[(p-(h—y))_]]2+J 1+ [ g-1
w, N |p>0} w, N |p=0] wy 0 [p=0]
i[ [v (o= (h-y)) 7)1 %
w N [p>0]
de lo cual deducimos que en cada componente conexa de wo nlp > 0] te
nemos (p-(h—y)+)_ = constante. Sea C wuna componente conexa de

o

o-
L

L}

L

Vp. V[~ (p-(h-y)) Ty (0 )] + J g[—(p—<h—y>)'v(mo>]y
Q

.

Up.V[-(p-(i-y)) 7] + J 8[—(p—(h—y))_]y
w

(o]

[e]
I 1v[(p-(h-y)) 7|7 + f (s +(h-y)y‘J (- (- (h-y» 7]
4, . ¢

o

.lv[(w(h—y))—]lz + Iw (g—l)[-(p-(h—y))_]y

w_ nlp > 0|, tenemos C N 0([0,1]) + 0 (Lema 1.2)

por lo tanto

y tenemos:

dado que

(p-(h-y)) =0 en cn U([O,l]),
(p-(h-y))~ =0 en w, N Ip > of
p > h-y >0 en Wy n Ip > 0|

wo N lp > 0| # 4 (en efecto, tenemos p > 0 en c([O,l])



Tienen un ndmeno f§inito {resp <

Demostracidn.

gamos que Ih,l

ieJ

Vamos a demostrar

tenga mis de

n y <n+l} de componentes conexas

primero el resultado para

las componentes conexas de

por lo tanto p > 0 en un entornd de 0([0,1])), tenemos
p > h-y >0 en W,
y . -
p(x,,y ) >0
lo que acaba la demostracidn.
Corolario II.1. Sean (xo.yo) 6Q, €>0 ¢y o>0 Ztales que
Qe,a = ]xo-e, xo+€[ x ]yo—a, y0+a[C Q y sea h tal que
Yoo < h <y +a.. Entonces Los confuntos:
1= Q%" lp >0|ln (R x {n})
Y
To2° % o " [p =0l n (R x {n})

componentes conexas y sean

I con card J > n

h,1

a1

supon

para

.(es obvio por

otra parte que J <& N). Para i=1l,...,n+l cogemos (xi,h) [4 Ci y

€' > 0 tal que p(xi,h+c')

entonces (xi,h+€') 6 K

h+eg!'
nentes conexas;

(xj,h+e') (i#3)

>0

y

luego existen,

por lo menos,

en la misma componente conexa de K

¥i=1,...,n+l, con

Kh+€’ posee un miaximo de

2 puntos

h+e’

por el teorema anterjior sabemos que:

p(x,y) > 0

v¥(x,y) 6 [xi,xj] X ]_m’ h+g’[ .

(x;,h+e’)

h+e' < y, tos

compo-

y

y entonces



en particular p(x,h) > 0 ¥x 6 [xi,xj] y (xi,h), (xj,h) pertene
cen a la misma componente conexa de Ih 1 lo que contradice la hipdte
’

sis hecha. Por lo tanto el nimero de componentes conexas de es

Thn
<n. Como Ih,2 = [Qe’a n (R x {h})] - Ih,l’ deducimos de los anteior
que Ih,Z tiene un niimero de componentes conexas <n +1, 1lo que fina-

liza la demostracién.

Esto nos lleva a un primer resultado sobre la frontera libre:

Teorema 114 . Sea (p,g) wuna sofucdbn de (P) y sea F fLa frontera £4
bre Ligada a esta so0fucidn {i.e. F = (|p>o0|l-1fp >0]) N Q) ; sea

P La funcidn definida en w (@) por:

Sup {y / (;(,y) € Q, p(x,y) > 0} 44 este conjunto no estd vacio
¢(x) =

£ (x) en otno caso

Entonces tLenemos:
i) F = Grafo (9) N Q

ii) ¥x ftal que (x,0(x)) € Q, & es continua en x; Yy o es una

funcibén medible de 7 ()

iii) F es un conjunto de medida nula

Demostracidn. El teorema I.5 nos permite limitarnos al caso en que

(p,g) es una solucién 83—conexa de (P). i) Sea x tal que

(x,d(x)) 6 Q, tenewos p(x,d(x)) = 0 y existe una sucesidn (t-:n)nGN

con €_ >0 'y €0 tiende a 0 cuando n tiende a « tal que



Ve

(X,Q(x)~en) € 0 y p(x,8(x)-g )} > 0; luego tenemos:

Grafo (&) N Q < F

Demostramos ahora la inclusidén inversa: sea (xo,yo) 6 F, y esupongamos

que y # @(xo); entonces tenemos y_ > ¢(x0) dado que:

1) ¢(xo) f-(xo) en cual caso obviamente y_ > @(xo)

o

[=1%

[}

2) o(x) sup {y / (x,,y) 6 & y p(x_,y) > 0} en cual caso, si
Yo fuese <¢(xo) tendriamos (lema I.2) p(xo,yo) > 0 y por

lo tanto (xo’yo) ¢ F lo que es contradictorio con la hipdtesis.

Dado que (xo,yo) € F existg una sucesgidn (Xi’yi)iéﬂ* con
(xi'yi) 6 |p > 0] y %y # x vi 6 N*, por definicidén de F
que converge hacia (xo,yo). Podemos considerar § bien que Xy < X
¥i, & bien qﬁe X, > LI ¥i; siendo idéntico el tratamiento de ambos
casos, nos limitaremos a estudiar el primero: xi < xo ¥Vi. Para todo
y 6 ]Q(XO),yo[, la sucesidn (xi,min(yi,y)) [+ |p > 0| (por lo menos a

partir de cierto i suficientemente grande) y converge hacia (xo,y);
por lo tanto (xo,y) € F dado que ademis p(xo.y) = 0 (por la defini-

cion de ¢), y tenemos:
(xo} x IQ(XOLY0|<: F
Por otra parte, existe €, > 0 tal que QEo =(]x0—so, xp+eu[ x

]yo—eo,yo+eoD €Q, y podemos escoger ¢, de forma que 'yo—eo > e(x,).-

Sea entonces Y, tal que yo >y > yo-eo, tenemos:



a) (xo,y) 6 F ((xi,min(yi,y)) -+ (xo,y) con  x, supuesto <xo),
b) el niimero de componentes conexas de QE Nlp>o0] Nn@®x{yh
o
es <nj;

de a) y b) deducimos que existe € > 0 tal que

Ix,-e, x [ x yY < |p > 0f;
y por lo tanto,

Jx,-e, x[ xJ-=,y]hn 2ac|p > o]

escogiendo entonces, € suficientemente pequefios tenemos:

]xo—e, xo[ % ]yO-E, yo[‘: lp > ol

{xo} x ]y

o—c, yo[(: Ip = 0| go que entra en contradic

cidén con el lema I.5, de lo cual deducimos y‘

0 = o(x,) oy

F c Grafo (&) Q,
lo que sumado a la primera inclusidn da:

F = Grafo (&) N Q.

ii) Sea x 6 nx(Q) tal que (x,%(x)) 6 Q (por lo anterior

una sucesidn de puntos que podemos supo-

(x,%(x)) 6 F) vy sea (i(i)iGN

ner de ﬂx(Q), tal que - (xi)iGN tiedda a x, cuando i tiende a o}
suponemos los X, suficientemente préximos a x para que los
(xi,¢(xi)) 6 Q. Supongamos entonces que ¢(xi) no tiende a ¢(x) cuan

do i tiende a o i.e. 3e>0 tal que YN 6 N 3 i > N tal que

[e(x) - ®(x)| > €; esto implica la existencia de una subsucesidn



- > S

ik)kGB de (xi) tal que |¢(xik) @(x)l € ¥k 6 8§ con x1k X

cuando k > ®; pero como @(xi ) estd acotado al ser f un abierto
: k

acotado, existe una subsufes1on (xikj)jGN tal que (xik )jGN tienda

(x

hacia x cuando j + o y &( ) tienda hacia un limite £ cuando

X .
lkj
j + o con |£-8(x)| > € i.e. £ # 0(x); se presentan entonces 2 ca-
808
1) £ < $(x); en este caso podemos escoger y tal que £ < y < ¢(x);

por lo tanto- (x,y) 6 Ip > 0| y por el teorema 2.6 existe

€' > 0 tal que el conjunto
CE' = ]x—E', x+E'[ X]-w, y+€'[ N q < |p > 0],
por lo tanto también
Bl(x,0), eY N acc., lp > 0]
lo que es obviamente contradictorio con (xik-’ @(xi-.) » (x,£) dade
J 3

que p(x; , ¢(x; )) 6 |p = 0].
kj Tk

2) £> ®(x); -entonces para todo y tal que £> y > ¢(x) tendria-

mos p(x,y) = 0 y (xik s min(@(xik ) - fj,y)) + (x,y) cuan-
j .

do j + «» siendo €5 una sucesidn que tiende a 0 cuando

j + w; como (xik s min(@(xik') - ej,y)) 6 |p > 0| por lo menas

J
a partir de cierta j, deducimos que (x,y) 6 F siendo (x,y) #

# (x,%(x)) 1lo que es imposible como se ha demostrado en 1i).

Tenemos entonces ¢(xi) + $(x) cuando i » © para toda sucesidn

(x;)

iGN tal que x; *ox cuando i > w3 & es entonces continua en x

para todo x 6 HX(Q) tal que (x,d(x)) 6 . Por otra parte, & es me



dible como consecuencia del teorema 1.2.iii) y del lema I.I.

Por fin iii) se deduce facilmente de i) y de ii), lo que acaba la

demostracidn.

Nota J1.3. Seria interesante estudiar la aplicabilidad de los resultados
de Kinderlehrer y NMiremberg |45| acerca de la analiticidad de 1la fronte

ra libre F.

I1.2.- Unicidad de la solucidn 53—conexa - Comparacidén de soluciones

En este apartado vamos a demostrar la unicidad de la solucidn
S3-conexa; esa solucién Sq—conexa seri entonces la solucidn minimal
del problema (P). Nos situamos en las hipbtesis de los apartados (1) y

(2) del primer capitulo.

Demostraremos primero un resultado concerniente a g:

Teorema 11.5. Sea (p,g) una solucién de (P), entonces fLenemos:

g = y(lp > 0]

Demostracidn. Sabemos que g =1 en !p > 0], y que la frontera libre
F de Ip > O| es de medida nula, por lo tanto nos queda por demostrar
que g =0 en R -|p > 0[. Podemos recubrir —Ip > 0| por una reunidén

numerable de cubos Qi j<: Q —[p > 0[ de la forma
b4
0;,5 = Byo %y + 302 b + 3L j 6 N
i,j i’ i j i* yi j ’ J

siendo (xi,yi) una sucesidén de puntos de —|p > Ol; entonces ob

i6R

viamente



) ;
Q < 2y 5= e x4 51 % vy t=hnecle - ol

([xi, x; + %l x [&i, +of) 0 Sy = @

por lo tanto, aplicando el lema 1.4:

0 > J (p, +g) = J g > 0 dado que g > 0
=, y . Z 2

i,j i,j]

luego tenemos:

I g = 0, y entonces g =20 en casi todo punto de Zi 50
Z ’

i’j

por lo tanto

0 en casi todo punto de V) Z

b
"

(i,j) e n2 1
e -lp>ojla v Z, .
(i,j) ex? 1:d
cual implica:
g = 0 en casi todo punto de £ - |p > 0},

que acaba la demostracién.

Vamos a considerar ahora dos problemas del tipo de (P), con datos
el borde distintos con el fin de comparar las soluciones S3—conexas

ambos. Para i=1,2, tenemos:

[ Encontrar un par (pi,gi) 6 HI(Q) x1.7(Q) tal que

. ) - i
5 1 (i) P; 2 0 en casi todo punto de Q, p; T ¢i en S, U 83 (¢i 0 ien
i S.)

(ii) gi(x,y) 6 sign+(pi(x,y)) en casi todo punto de ,2

s e ., 1 ' i.. i
Vp., V R < = > :
(iii) IQ( Py £+g1£y) 0 ¥eH @, £=0 en 55, £>0 en 5



siendo (Sl’ S;, S;) y (Sl’ Si, Sg) dos particiones de S en las que

el subconjunto S1 es constante. Suponemos, ademis, que:

1 2

s, D 55
y

¢ 2 4

-
estando las ¢i definidas de la misma forma que lo era anteriormente la

funcidén ¢, es decir:

+ i
b;(x,y) = (hi,k -y) en cada componente conexa S3,k de S5-

Tambi&n consideraremos que (pl,gl) y (pz,gz) son soluciones
83-c0nexas respectivamente de (Pl) y de (PZ) y designamos por ¢1 y

¢2 las funciones medibles definidas en nx(Q) por:

sup {y / (x,y) 6 @ y pi(x,y) > 0} si este conjunto
¢i(x) _ es no-vacio

£7(x) en otro caso

para i=1,2 vy por @m la funcién medible definida por

¢, (x) = min (0, (x), ®,(x))
Por fin, definimos el par (Pm,gm) [ Hl(ﬂ) x L7(Q) por:

P, = min (pl,pz), Bm = min (gl,gz) = Y(|p1> o] n |p2 > 0]) en

casi todo punto.

Tenemos entonces el siguiente lema:

Lema UL.1. Con €as notaciones anteniones, para todo £ € H'(R) N C(@)

tal que £ >0 Zenemos:



y por lo tanto

- 48 -

V(p,-p_) -VE + J (g,-g )E_ < J E(x,d,(x))dx,
IQ 27 Pm g o2 %m’y , 2_

siendo D, = {x 6 Trx(ﬂ) ~/ ‘I’z(x) > d>m(x)).

Demostracidn. Antes de entrar en la demostracidn notemos que dado que

¢ y ¢ son funciones medibles, el conjunto D, es también medible

2 m

y por tanto el segundo término de la desigualdad tiene sentido.

Sea, entonces, para € > 0, 1la funcidn

t = min (py-p ., € &);
tenemos G 6 HI(Q), T =0 en S; V] S;

L > 0 dado que Py~P, >0 vy que € > 0. Tenemos entonces:

para 1i=1,2; por otra parte .

0 = L) Vpi Vg + L} g; Ey para i=1,2;

e

-

0 = f V(p,-p;)-V(min(p,-p,, € £)) + J (8y-8)) (min(py=pg» € )
Q Q .

=D
0 = Vipy=p ) -Vipy-py) #(8y-8) (py-py) ) +
lPZ'Pm _<_€£|
+ € f (Vipy-p Ve + (-8 )E,). .
|P2‘Pm > e g}
=
0 = QCy=p) |2 + (8y=8,) (pympp)y) +

[py-p, < ekl

+ € I (V(py-p,)VE + (8y-8,)Ey)
lpy-p,> €kl



Sy degmey > el o by, >0l

dado que |p2—pm_> Olc: Ipl = p
que g, =g en casi todo punto de Ipl - pm|. De esta Gltima igualdad

deducimos:

0 = J V(pz—pm.V(@in(pz-pm, eE) +J (gy-gy) (min(p,y-p €€))y
Q Q

2 _
= J |V(p2-pm)| - L}(gz-gm)((pz-pm -€E) )y +
lp,-p, <€ El
+ EI ;V(Pz-Pm)-VE + EI (gz—gm)iy
|p2—pm >€ EJ . @ \

lo cual implica:

Vipy-p,) - VE + L}(gz—gm)iy = ~é I lV(pz—pm)I2 +

I'p,-p,>¢ € Ipy-p,<e El

1 +
+c L;gz—gm)((e E-(py-p ) )y

y por lo tanto:

Tp,-p ). VE + | (g,-e0E, < [ (8,2 ((F - “2Tm)%
PPy VE + | (Bymen)Ey <) (Byoey, c v
[pz_pm>€£|
Dado que
0 en |pm 2A0{' (dado que entonces Py > 0 vy 8y = 8, = 1)
8y ~ By = 1 en |p2?0Ln|pm=0|

0 en |p2 = 0|

la desjigualdad anterior es equivalente a



Py +
(8,806, < | (& -5

(13) I V(p,-p,)-VE + I 5
[py,>0ln [p, =0]

Q
’ |p2_pm>€£l

El segundo termino de esta desigualdad se puede acotar por:

P p,(x, %,(x))
2.+ 2 2 +
(5 == )yil (E(x, 0,(x) - ———"——)" dx
D
lp,>0l N |p =0] 2
< [ E(x, 0,(x))dx
DZ
(Integrando primero en un conjunto mds pequefo que P, > 0|n|pm = ()
P
en el que (& - 7§)+ es absolutamente continua).

De la anterior desigualdad y de (13) deducimos entonces:
J V(p,y=p,)-VE -Y(lp,-p > E]) + I (gy-8)E, <
Q Q
< J E(x, 9,(x))dx
DZ

y pasando al limite cuando € tiende a 0 tenemos:

I V(p,y-p,) -VE.Y(|py-p, >0]) + I (8y-8,) 8, i[ €(x, ¢,(x))dx,
Q Q

D,

lo que es equivalente a:
I V(py-p,- YL+ J (gy-8 )8y < I E(x, &,(x))dx
Q Q D,

dado que V(py-p ) = 0 en casi todo punto de ]pz—pm = 0|, 1o que

acaba la demostracidn.

El lema siguiente nos aporta mas datos sobre (pm,gm):



Lema I1.2. Con fLas notaciones anteniores, (p _.g ) s s0fucibn de (P,)

Yy (pyrgy) 4 s0fucibn de r), siendo
Py = Max(p;,p,), By = Max(e;.8,);

ademds tenemos:

1
Vp, VE + [ g, E_ = J Vp_ VE + J g & ¥E 6 H ()
I 9 @ 27 g m @ ™Y
y .
o 1
I Vp, Vg + J £, gy J Vp, VE + J By gy ¥E 6 H (Q)
Q Q o Q
Demostracién. Supongamos primero, que £ 6 (@) y que £ >0 vy sean:
A=lp, >0 n |p, >0 = [p > 0]

y para todo & > 0

ag(xay) = (1 = dCGx,y), &) 1 &)

gsiendo d((x,y, A) la distancia de (x,y) al conjunto A; ag es
lipschitziana y por lo tanto o .6 HI(Q) y también E.dﬁ 6 Hl(ﬂ); sea

entonces la funcidén (1 - aG)E [ HI(Q), (1 —aé)E = 0 en S2 dado

3
que S§<: A, y (1 —aé)E >0 en Si dado que (1 —05)5 >0 en

tenemos entonces:
[ V(py-py) - VL1 —aE] + [ (g,-8,) [(1 ~apE]
Q Q y
= Vp, .V{(1 ~a,)¢ +J g (1 ~a)E <0
J v vl -] + | sy [0 -ape), <

dado que 1-0g =0 en ANQ y p =g =0 en 0-A. Deducimos en

tonces que:



14) L, V(p,-p)VE + Jn<gz—gm)€y
- ng(pz-pm).vms.g)_ + Ig(gz—gm)((!(s.ﬁ)y + IQV(pz—pm).V((l—fxd)E) +

+ I (gy-8,) (1 ~ag)E) < LlV(pz—pm).V(us £) + L}(gz-gm)(aé-ﬁ)y

Dado que oagE € HI(Q) c@) y que a & > 0, podemos aplicar el lema

I1.1 y tenemos:

J V(py-p,)-V(og £) + j (gp-g,) (ag £y < I a (x,0,(x))E(x,®,(x))dx
Q Q D
2

De la igualdad anterior y de (14) deducimos:

I Vipy-p,)-VE + I (gz—gm).gy < { ag (x,8,(x)) . E(x,0,(x)).
Q Q

D,

Haciendo tender & hacia O por el teorema de la convergencia de

Lebesgue obtenemos:

(15) IQV(PZ-pm)-VE + [Q(gz_gm)gy 5 0 VE; 6 C-(Q)’ E >0

dado que x 6 D, implica ¢,(x) > ¢ (x) y por lo tanto (x, ®,(x)) 6

6 Q-A y ad(x, ¢2(x)) tiende a 0 cuando § tiende a 0.

Sea ahora, £ 6 Cm(ﬁ), (ya no suponemos que § > 0), vy sean
M = Max § y m = min £; entonces tenemos M-£ > 0 y E-m > 0 y
Q

por lo tanto aplicando (15):
0> JQV(pz—pm).V(M—E) " Jg(gz—gm)(M-E)y - —JQV(pZ-pm)Vg _

B} Iﬂ(gz-gm)iy . —IQV(pz-pm)V(E-m) - [Q(gz-gm)(g—m)y >0



de lo cual deducimos:
(16) J V(pz—pm).Vi + J (gz-gm)ﬁy =0 ¥E 6 c () y por lo
Q Q

tanto, por densidad, ¥ 6 HI(Q).

Tenemos entonces:

J vpy VE + I By Ey ~ J vp, vE + J Bp Ey Vi 6 Hl(ﬂ),
Q Q Q Q

en particular si § € HI(Q) y £ =0 en Sg, £ >0 en Sg. tendremos

Vp_ Vg + [ g &= I p, VE + [ g, £, < 0;
Lz’“ g ™Y gt szy

por otra parte, los otros requisitos para que (pm,gm) sea solucidn de
(Pz) son obvios de comprobar y por lo tanto (pm,gm) es solucidn de

(ry).

Por otra parte, por definicidn de (pM,gM), tenemos:

Py = Py *p, - Py y 8y = 81 * 8, ~B,

y por lo tanto ¥E € HI(Q) tenemos

Vp, VE + J By &, = J Vp, V& + J g, £, + J Vip,-p _)VE +
LZ M Q M "y Q 1 Q 1~y Q 2 Ym

+ J (g,-8y)E
Q 2 "My
y aplicando (16) tenemos
’ 1
Vp, VE + J gy £ = J Vp, VE + [ g, & VE € H O (Q)

lo cual, de la misma forma que anteriormente para (pm,gm), nos permi

te concluir que (pM,gM) es solucidn de (Pl). (Los demds requisitos



para ello son obvios de comprobar), lo que acaba la demcstracién.

Estamos ahora en medida de demostrar el siguiente resultado:

Teorema I11.6. Existe una dnica solucidn 53—cohex.a de (P).

Demostracidn. Sean (pl,gl) y (pz,gz) 2 soluciones Sj-conexas de

. .1 2 1 _ 2.
(P), aplicamos el lema II.2 (aqui 8§, = 8; = 5,, 83 = 53 Sq»

¢y = ¢ = ¢)5 el par (p ,8.) 6 ml(@) x L7(Q), definido por:
P, = min (py,p,), B = min (g;,8,)

es entonces solucidn de (P). Designamos por (po,go) la solucidn

Sa-conexa correspondiente a (pm,gm). Por el lema 11.2 y el teorema

I.5

IQV(pi-po)-Vﬁ +_L2(gi-go)5y = Jﬂv(pi-pm).vﬁ + Jg(gi~gm)£y =0

vE 6 nl(m
en particular, tenemos:
(17) L}V(Pi-?o)-vpo + L)(gi_go)(po)y =0
y por otra parte, dado jue (po,go) es solucidn y que PP, = 0 en
SZ v} S3 tenemos:
(18) szp" Vip;-p, ) + L}go(pi—po)y = Q

Restando (17) de (18) obtenemos:

(19) JQ 8o (Pi=p,)y = O



Sea entonces £ = pi—p°+y, tenemos

0 = L}V(pi-po) V(pi—p°+y).+ L}(gi—go)(pi-p°+y)y

o
"

2 ) -
L}lV(pi-po)l + L}(uikpo)y + L}(gi-go)(pi-po)y + Lz(gi—go),

v

utilizando (19) y g,-g = (éfkgo)z obtenemos:

o

2 ) 2
0= I |V (ps-p)|"~ + 2 I (g;-8,) (py-p ), J (g5-8,)
Q Q Q
=
(20) o - [ [V(p,-p,) + (g;-8.)-el?
i %o i ®Po””
Q
donde e es el vector (0,1). De (20) deducimos entonces que:
(i) (pi-Po)x =0 en Q
(21) (ii) (pi—po)y =0 en Ipo > ol
- = = - n =
(iii) (pi po)y (pi)y 1 en |pi > 0] |p0 0|.
Dado que (po,go) es S3—conexa, de (21) (i) y (21) (ii) deduci
mos que
p; =p, en |p, > 0|
y dado que p; es también S3—conexa el conjunto |pi—p0 > 0] esti va
cio de lo contrario seria umna componente conexa de |pi > Ol cuyo cie-
rre obviamente no contiene puntos de S Tenemos entonces:

3°
(plrgl) = (?o’go) = (pngz)

Lo que acaba la demostracién.



Nota IT.4. El teorema 1.5 nos permite deducir entonces que la {inica so
lucién S3-conexa de (P) es a su vez solucidn minimal de (P) (en

el sentido de que minimiza cualquier otra solucidn de (P)).

Nota II.5. Como lo muestra el ejemplo I.l1 de la Nota I.4, no se pyede preten
der, en el caso general, mejorar el resultado del teorema I1.6 sin em-
bargo, con alguna hipdtesis suplementaria sobre Q y S se puede de-
mostrar la S3—conexidad de toda solucidén de (P), lo que equivale a 1la

unicidad. (Este es el objeto de la seccidn [I.3).

Para terminar con esta seccidn, vamos a ver a continuacidn un teo

rema de comparacidn entre la solucidn S3-conexa de (Pl)’ y la de (Pz):

Teorema 11.7. Con fas notaciones e hipétesis anteniones sobre (P;) y
(P,), &4 (py,g;) es La solfucibn S,-conexa de (P;) para i=1,2,

tenemos:

P) 2Py B 2 By en 2 .

Demostracidén. En efecto, dado el lema I1.2, el par (pm,gm) definido
por

P, = min (pl,pz) y k gy = Min (gl.gz)
es solucidn de (PZ); pero dado que (pz,gz) es la solucién S3-cone-

xa, y por lo tanto minimal de (P,) deducimos que (p,,g,) = (pm.gm)

con lo cual

lo que acaba la demostracidn.



I1.3. FEstudio de 1a S3—conexidad. Unicidad.

Nos limitaremos en esta seccidén al estudio de dos casos. Primero

veremos el caso en que S es conexo y luego el caso en que 53 posee

3

dos componentes conexas. Estos dos casos resultan los m3s interesantes

en la medida en que son los casos contemplados por la mayoria de 1los

autores, en particular |2]|, |7], |19},

Para este estudio localizaremos S1 (la parte impermeable del bor

de de ) en el "fondo" del dique, es decir, si 'xl,le = “X(Q) y

si (xl’yl) y (xz,yz) son 2 puntos de S, entonces:

(1,) s, = {(x,y) &5 /dy' >y tal que (x,y') 6 Q}

U {(x;,y) 68/ v <y lullxyy) s /yc<y,l

BHL; Caso en que S3 es conexo
Supondremos en toda esta parte que Sy = S3 1 llamamos h1 la
’
altura del agua “sobre" S5, es decir: ¢(x,y) = h -y ¥(x,y) 6 53
y sean al,bl 2 reales tales que a, < b1 v

(a104) - G
Hacemos ahora las siguientes hipdtesis:

(H3) (y-y").(x-x') <0 V(x,y) 6 81, ¥(x',y') 6 S1 tales que

x < a; vy x' < a;; esto significa que S1 n ]—m, aIE xR es’

un grafo decreciente (6 eventualmente vacio).

-

(H,) ¥(x,y) € 5;, tenemos {6 ([xl,x] x{yh n §2 = ¢ (1)

o Sl n ([x,xz] xR) es un grafo Freciente (2)



Designamos enionces por t y x  a los siguientes niimeros reales:

t = Sup {y/(x,y) ¢ S, siendo x> b, y (x,y) cumpliendo

(HA)'(I)}
(22)
x, = Inf {x /x> by, vy (x,t) 6 Sl]
Dado que Sl es un conjunto cerrado tenemos:
(23) (xt,t) € s,

Fig.4

Tenemos entonces:

Lema 1I.3. Si designamos pon € af confunte
c=1{(x,y) 6@/ y<t, x< xt},

para toda s0fucibn (p,g) del probfLema (P) ftLenemos:
p > (t-y) . v(C)

siendo Y(c) La funcibn caractenistica de c.



L J
Demostracifn. Si € = ¢ el resultado es obvio. Supondremos por lo tan-
to C # ¢#. Podemos también suponer que (p,g) es la solucién Sy-conexa

dado que esta minora las otras. Sea entonces la funcidn

£ = ~(p-(t-y))~ y(c) & B (Q);

(Hh) implica que £E =0 en S (dado que (bl’hl) 6 S

tenemos
3

2

t < hl) y que £ =0 en S,3 por consiguiente tenemos:
0 = J Up V[-(p-(t-y))7] + I g[—p(—(t—y))']y
C C

= f 1V ((p-Ce-y) 7] |* + ] (& +(t-y) ) [~(p=(t-y))7)
C C y

[
——
o

-~ 2 -
v ((p-Ct-y 7]}~ + L(g-l) (- (p-(t-y)) ]y
y dado que g = y(|p > 0]) tenemos

0 = J |v[(p—(c-y))']|2 - I 1

c c N |p=0]
- |v[(p-(t-y))‘]|2 +f 1 - 1
c N [p>0] cn |p=0| cn |p=0|
-1,2 -, 2
- [ 1V [(p-Ce-y) ]| % = J 19{(p-e=y) ]|
c N [p>0] [p>0]  |x<x,|
dado que en |p > 0] n (fx < xt|- C) tenemos:
(p -(t-y)) =0

Dado que (p,g) es la solucién Sa—conexa, el lema 1.2 nos permite

deducir que |p > 0] n|x < xtl es conexo y por lo tanto de lo anterior

deducimos que

(p - (t-y))~ = conpstante en |p > 0] N |x < x|



como 83<: lp > o]l nlx < xt|, (p - (t-y))  es continuo hasta 53 y

(p ~(t-y)) =0 en S3 (dado que t < hl), deducimos que

(p~(t-y)) =0 en lp >0l n |x < xtl
lo que implica:

p > (t-y) v(C) en Q.

Nota 11.6. Estd claro que se puede debilitar la hipdtesis (1) sustitu-
yendola por:
(H;) (y-y").(x-x') <0 ¥(x,y) 6 S, ¥(x',y') 6 S; tales que
x < ap, x' < a;, y >t e y' > t.

Tenemos entonces el primer resultado de unicidad:

Corolario 11.2. Con fas hipbtesis anteniones y A4 ademds Yy 2 hy,
yp 2 by, La s0lucibn del problema (P) es dnica. Si ademds t = h en
tonces

p(x,y) = (hl-y)+

Demostracién. Llamaremos (p,g) a la solucidn Sa—conexa de (P) y

(p',g') a una solucidn cualquiera de (P). En |p > 0 tenemos:
p=p en Ip > 0f;
por otra parte, utilizando la notacidn del lema anterior tenemos
cclp > 0| C"p' > 0| lo que implica p=p' en C

Ahora, las hipdtesis H; (3 H!) v H, asf como las hipdtesis aditi-

vas del corolario: Yq > hl e ¥y, > hl aseguran la monotonia de S; pa

ra x > X, e y > t y por lo tanto la inexistencia de funciones char-



cos en §-C de lo cual deducimos que p=p' en N-C vy por lo tanto

b =p en 9}

de alli la unicidad. (Ver fig. 5).

Por otra parte, si t =hl’ tenemos:

® x J-=,c[) ns, = 0;

+ . ’
es obvio entonces comprobar que (hl-y) es solucidén, lo que acaba la

demostracidn.

Teorema [1.8. Con Las hip6tesis def Lema 11.3 y LLamando x, at ndmeno

x, = Sup {x /3 (x,y) 6 S, con (lxl.xl x{yhn §2 = ¢}

entonces para todo (x,y) € 51» siendo X, > x> b, exi{ste un punto

(x,y") de Q Ztaf que p(x,y') > 0, sdiendo (p,g) una AofLucibn de (P)
(ver §ig. 4 4 5).



Demostracidn. Es suficiente demostrar el teorema para la solucidm S,-

conexa, supondremos, pcr lo tanto, que (p,g) es esa solucidn.

Designamos por ]z],zz[ a la proyeccidn ﬂx(lp > Ol) y suponemos
zZ, < X, (por otra parte el Lema 1.5 asegura que b1 < ZZ)' Llamamos

y ey a los siguientes niimeros:

y = sup {y / (zy,y) 6 0}

y = Inf {y / (z,,y) 6 Q}
tenemos en particular (zz,y) 6 52, (12,1) € S1 v dxl,zz] X{XDlW 52 = ¢
por lo tanto existe h tal que y > h >y 7y que (EXI’ZZ] x{nh N 32 = ¢

1 —
(basta con coger h = z+5'd([x1,z2] x{y}, S,). Sea, entonces a la fun

cidn.definida por:

1 si x <z,
a(x,y) = - (zz—x) si z, < X < z, + ¢
0 si x>z, te

donde € es tal que B((zz,h),e)c: Q; consideramos la funcidn

£ = (p-(h-y)) .a ¢ H'(Q): & =0 en s, dada la definicién de a y

dado el hecho que [xl,zq] x{h} ;2 =0; v E =10 en §3 dado que

(fxl,zz] x{hh N's, =@ implica h < h;; por lo tanto tenemos:

0 = J vp.V[-(p-(h-y)")".a] + I g[- (p-(h-y) ") q]
Q Q y

n

L} VP-V["(P‘(h"Y)+)-] + J g[—(g—(h—y)+)_]y dado que p=g=0
Q

para x > 2z,. Luego tenemos:



o
1]

J Vp.V[—(p-(h-y))-] + I g[—(—(h-y))_]y
Q Q

]

[ 19 (Gp- -y )|+ J 1
@ |p=0]N |y<n]

f [v[(p-h-y ] 1% + f
[p>0]

[p=0] 0 |y<n|

(hey)) 112
le>0| [V{(p-Ch-y ]I

de 1o cual deducimos que (p(h-y))_ es constante en
mos que |p > 0] es conexo). Supongamos que

[p > 0|, entonces p-(h-y) = ~c en |p > 0| es decir
|p > 0], y por continuidad en 545

h-c < h < h;, por lo tanto tememos (p-(h-y)) = 0

. .
p.> (h-y) en Ip > ol;

en particular, por continuidad tenemos:

P> (h—y)+ en ({ZZ} xRYN @,
lo cual es imposible,

1o que nos permite deducir que

tanto concluir esta demostracién.

Corolario J1.3. Con Las hipGtesis def teorema 11.8 el problema

una nica so0lucién,

f o [(p=(h-y» )17 + J (e-1) [~Cp-(h-y» 7]
Q Q

(-1) +

dado que

|

le

(p-(h-y))~

p

p

63 -

I 1v[(p-(h-y»7]]% + f (8 +(h-y) ) [-(p-(n-y»7]

g=1 en |p>0|
(
=0| N |y<n|
0] (recorde-

c > 0 en

=h-c-y en

lo cual es imposible dado que

lo que implica:

(P) Ztdiene



Demostracidn. Este resultado es consecuencia inmediata del teorema IT.8
y de las hipdtesis (H3) que prohibe la existencia de "charcos" en
2 n [xl,al] xR y (H,) «que prohibe la existencia de "charcos" en

2 n [x,.x,] xR.

Nota 11.7. Al igual que en el lema I1.3, podemos sustituir (H3) por (H;).

3.2. Caso _en que S3 posee 2 componentes conexas

Suponemos en esta parte que 53 = 53,1'\} 53’2, llamamos h1 (resp.

h2) la altura del agua "sobre" S3 1 (resp. 83 2) es decir ¢(x,y) =
’ »

hy -y V(x,y) € 83,1, p(x,y) = hz—y ¥(x,y) 6 53,2; siendo hl > h2;
y sean: N
(ay.0y] = 7, Gy D v lageby] = MGy )
con xlf_alibliazf_bzf_xz. ) .

Ademis, suponemos, Ciertas las hipdtesis (Hi) para i=1,2,3,4.

(Ver fig. 6). .




Por fin, si L < b2’. definimos t' 'y X o por
t' = Sup {y /3 (x,y) € Sy siendo x > b2 y (x,y) cum-
pliendo (”4)(1)}
(24)
X,y = Inf {x / x > b, y (x,t') 6 Sl}
Dado que Sl es cerrado tenemos (xt,,t') (4 S1 definimos enton-
ces el conjunto
- c' = {(x,y) 69/ y <t", x' < x < xt,)
siendo (x',t) 6 S, v x'" = Sup {x / (x,t) 6 Sp» X < xt,} (ver fig.

6).

Se tiene entonces:

Lema I1,4. Bajo Las hipGtesis anterniores (y siendo C el confunto defi-

ni{do en el Lema I11.3) tenemos:

p 2 (t—y)+ Y(C), p > (t'-y)+ y(c') sd x, < b,

Demostracidn. Es idéntica a la del lema IT.3 utilizando primero la fun-

cidn £ = -(p-(t-y))~ Y(C) (notando que si t > h entonces la hipdte

2

sis (“A) implica que X, < az) y luego (en el caso en que X, < bz)

la funcidn g = -(p-(t'-y)) y(c").

Teorema 11.9. En Las hip6tesis anteniores el probLema (P) tdiene s0fu-

cifn dnica.

Demostracidn. Un razonamiento anilogo al del teorema I1.8 y corolario

II.3 permite deducir la inexistencia de "charcos" entre x; y a El

2-




mismo razenamiento permite también demostrar la existencia de "charcos"

entre a, ¥y %, de lo cual se deduce la unicidad de la solucién.

Nota I1.R8. Las hipdtesis hechas aqui son razonables en la medida en que
generalizan los resultados ya existentes y aportan una respuestas

al problema de la unicidad en los modelos generalmente utilizados d 2|

[19]).

Nota II.9. Es fdcil ver que las mismas hipdtesis permiten resolver el

problema de la unicidad independientemente del niimero de componentes co-
nexas de S3. Podemos también utilizar a este fin el teorema de compara
cidn (teorema I1.7) para comparar soluciones del problema con mds 0 menos

componentes conexas de 83.

IT.4. Monotonia de la frontera libre

Generalizamos aqui, mediante t&cnicas desarrolladas en parte
en I1.1, los resultados de L.A. Caffarelli y G.Gilardi {23| sobre 1la

monotonia de la frontera libre.

Utilizaremos aqui las mismas notaciones que en la Seccién TI.3 con
sideraremos que 2 y S cumplen las hipdtesis enunciadas en las sec-

ciones anteriores excepto 1las hipdtesis (H3), (H;) y (H4).

Estudiaremos en detalle dos casos: el caso en que S, es conexo y

3

el caso en que S3 posee 2 componentes conexas.



El teorema 1.5 nos permite limitar este estudio a la solucidn

53—c0nexa.

4.1. Caso en que 53 es conexo

)

Estamos en el caso en que el agua que se filtra en {, proviene
de un Gnico embalse S3 1 = S35 utilizando la notaci6n anterior, 1llama
’

mos h la altura del agua "sobre" § =S i.e. ¢ = h,-y en S,.
3,1 3 1 3

1

Llamamos ays b1 a los extremos de "x(SB) i.e.
(ay.5,) = 7 G5
Y suponemos

S,y n (]-m,al] X]—ﬁ;hlt) es un grafo creciente 8§ es = ¢
s, n ([b1,+m[x]—w,h1[) es un grafo decreciente 6 es = §

(ver fig. 7)




Tenemos entonces:

Teorema I1.10. Bajo fLas hip6tesis antenionres, sea (p,g) £La solucdibn

§,-conexa de (P) vy sea- & definida como en el teonrema 1.4, entonces:
i) ¢ es creciente en  J-=,a;[ n o (lp > 0]

id) o es decneciente en b ,+=[ N w (|p > o)

Demostracidén. Sean x y x' 2 puntos de ]-m,al[ n ﬂx(|p > 0|) tales
que x < x', y supongamos que ¢(x) > $(x'). Podemos coger h tal que

d(x) > h > ¢(x'); dada la hipdtesis (HS) sabemos entonces que:
([x,a,] xtnhy n s, = ¢
y dado que (p,g) es S,-conexa el conjunto |p > 0] es conexo, y tenemos:

(]x',al] x{h}) n |p > 0] £ ¢ .

Sea x" € (]x',aI] x {h}) N |p > Ol, entonces (x,h) y (x",h) pertene

cen a Ch 1 siendo Ch 1 la inica (dado que S es conexo) componen-
’ s

3

te conexa de |p > (h-y)+|; por otra parte,
([x,x"] x(h}) N s, © ([x,a] x(h}) N S, = ¢
aplicando el teorema (11.3) deducimos entonces:
([x,x"] x]-=,hD nac|p > 0|;

luego (x',9(x')) 6 |p > 0| 1lo que es contradictorio, por lo tanto

®(x') > h para todo h < ®(x) de lo cual deducimos:

#(x') > o(x) para todo x' y todo x de

]-w,al[ n nx(lp > 0]) tales que x' > x.



Un razonamiento simétrico nos permite establecer la segunda par-

te del teorema, lo que acaba la demostracidn.

Ademas, tenemos:

Teorema II.11. En Las hipétesis anteniores, sea (p,g) La s0lucibn

S.-conexa, tenemos:

3
Grafo (&) N Q es estrictamente monbtono excepto 84 p(x,y) =

= (=" ¥,y 6 (@ (Jp > o)) xR) N a.

Demostracién. Supongamos que el segmento [x',x" x{hl € Grafo(g) N Q

siendo x' < x", y sea x tal que x' < x < x"; y sea € >0 tal

que! BE = B((X,h),€)c Q y BE r (R x{h)) < [X',X" x{h}, Para

toda £ 6 D(Be) tenemos:

0 = I Vp.VE + J g & = I Vp.VE + I g £
€

pero dado que en BE: g = —((h—y)+)y (teorema I[.5), tenemos

B
€ €

0 = J Vp.VE - J v((h-y)¥y.ve = J V(p-(h-y)").VE  ¥E 6 D(B)
BE B
de 1o cual deducimos:

8Go-(h-p") =0 en  B_;

+
y dado que (p-(h-y) ) = 0 en B. N |y > n tenemos por el principio

del maximo |51}:
+
p(x,y) = (h-y) en B
y por el principio de prolongacidén analitica:

p(x,y) = (h-y)%  en |p > ol



lo que implica obviamente h =hl y-

+ .
p(x,y) = (hl—y) en nx(|p > 0]) xR NQ

lo que acaba la demostracién.

-

Nota II.10. E1 ejemplo de la figura 5 muestra claramente que en el caso
general no se puede prescindir de (HS) para el teorema I1.10.Sin em-
bargo el teorema I1I.3 nos permite concluir en todo caso, que si

(x,0(x)) 6 Q entonces ¢ no alcanza un minimo en x.

4.2, Caso _en que 53 tiene 2 componentes conexas

v S son las 2

Utilizando las notaciones anteriores, § 3
3,1 3,2

componentes conexas de S3 y $(x,y) = hi—y en Sj i +para i=1,2,
B

siendo hl > hz; y sean

[a).0,] = (53,10 [a,.0,] = RGPS I LIPS B M CO P

con

(ver fig. 8).

Suponemos que se cumple (HS); tenemos entonces:

Teorema I1.12. Bajo Las hipltesis antenionrnes, sea (p,p) £a s0fucibn

S,-conexa de (P) y sea @ definida como en ef Teorema 11.4, entonces:

L) & es creciente en ]—m,al[ n "x(lp > o))

44) © es decreciente en b, +=[n w (|p > 0]) —



LLL) S4 fp > (h—y)+| es conexo ¥h < h,, o es decreciente
en by,a,[

iv) $& A m_ < M

2 tal que |p > (h -y) no sea conexo entonces

existe x G]bl’az[ tal que:

al ¢ sea dechecdiente en ']bl,xo[ﬂ m.Up > 0o])

b) & sea creciente en -]xo,az[n . (p > 0.

Demostracidn. i) Sean x y x pertenecientes a ]—w,al[ n nx(lp > 0])

tales que x < x', 'y supongamoé que &(x) > ¢(x'). Sea h tal que
(x,h) € Q y ®(x) > h > ¢(x'); tenemos entonces: p(x,h) > 0 1lo que
implica (x,h) € |p > (h—y)+| , conjunto que posee un maximo de 2 compo
nentes conexas, Ch,l y Ch,2 (eventualmente tendremos Ch,Z = @, en

particular para h > hz). Supongamos que (x,h) 6 C entonces

h,i’

hi > h, vy {(ai,hi)} U C es conexo (dado que tene-

h,i 53,i € Oy, i

mos también (ai’hi) [ SB,i < h,i) y también conexo por arco, existe

entonces una aplicacidén continua o de EO,ll en {(ai’hi)} V] Ch,i tal

que

1) a(0) = (x,hn), a(1) = (a;,h,)

2)3 ¢ G]O,l[ tal que o(t) = (x',h'), siendo h' < $(x') < h ;
por 1la continuidad de O, &existe entonces x" 6 ]x',ai] tal que:

(x",h) 6 0([0,1]) y por lo tanto (x",h) 6 C Las hipdtesis (HZ) y

h,i’

(HS) nos aseguran entonces que:

([x,x"] x{u}) n 5, = &;
lo que nos permite aplicar el teorema II.3 de lo cual deducimos:

([x,x"] x]-=,n[D) n 2 <|p > 0|

,




es decir (x',%(x"')) 6 |p > 0] 1lo que es contradictorio;“por lo tanto

®(x) < ®(x') 1lo que demuestra i).

ii) Obviamente pard todo x 6 [b2,+m[l\ nx(lp > 0}y #(x) < h,,
esto es debido al teorema IT.1 si h2 = hl’ y a la hipdtesis H5 si
h, < hl; un razonamiento "simétrico" al anteriot nos da entonces el

resultado.

iii) si |p > (h-y)+] es conexa ¥h < h1 entonces el conjunto
|p > OI también sera conexo (basta con tomar h 1lo suficientemente
pequefio para que (h--y)+ =0 en Q; esto es factible dado que Q es
ta acotado), por lo tanto [b1,32]¢: ﬂx(|p > 0‘). Sean, entonces, X
y x' 2 puntos de ]bl,az[ tales que x > x', y supongamos que
¢(x') < ¢(x) y sea h tal que (x,h) 6 Ip > Ol, con ®(x') < h <

< ®(x); esto supone que (x,h) 6 C = lp > (h-y)+| y

h,1
Ch 1 V] {(bl,hl)] es también conexo, por lo tanto existe una aplica-
,

cién O continua de [0,1] en C U {(bl’hl)} tal que:

h,1

1) 0(0) = (x,h), 0(1) = (b;,b))

¢t 6 TO,I[ tal que o0(t) = (x',h') siendo h* < &(x') < h ;
lo mismo que en la demostracidn de i), debido a 1la continuidad de o
existe x" 6 [Bl,x'[ tal que (x",h) 6 0([0,1]) y por lo tanto

(x",h) 6 C “las hipdtesis (HZ) y (H5) nos aseguran que

h,1
([x".,x] x{n}) n S, = 95
la conclusidn viene entonces como en i), aplicando el teorema 1T1.3.

iv) Veamos 2 casos:

1) Ssi Ip > 0] no es conexo; entonces existe



X, € lbl,az[ tal que para todo (xo,y) €6 @ tengamos p(xo,y) = 0; en
tonces por un razonamiento‘simétrico al de i) obtenemos la conclusidén

en ]bl’xo] n ﬂx(|p > 0|) (bastari considerar aqui el caso i=1). Para

+
la segunda parte del resultado basta con notar que p(x,y) < (hz-y) pa

ra (x,y) 6 @ con x > X (dado que el conjunto [p > (hz—y)+| es un
conjunto: 8 vacio (si h2=h1), 6 conexo (si h2 < hl) y por lo tanto es
td incluido en {(x,y) 6 R / x < xo}) y aplicar un razonamiento simé-

trico al de i) (considerando s6lo el caso i=2).

2) Si |p > 0| es conexo; entonces [bl,azlcz ﬂx(lp > 0|); y exis-
te x 6 ]bl’aZE tal que &(x) < ho’ de lo contrario se demostraria fa
cilmente que |p > (ho—y)+| es conexo; sea entonces h tal que
h, < h < hz, ¢ es continua en {x 6 ]bl,azt / #(x) < h} dado que en
tonces, por la hipdtesis (HS)’ (x,0(x)) 6 . Sea ahora la funcidn
¢h definida y continua¥* en [bl,azl, dada por:

h si x = b, ) x = a,

d (x) = {
h min (h,®d(x)) si x 6 ]bl,azt;

¢h alcanza su minimo enm un punto de X, 6 ]bl’aZE tal que

o, (x) = (x.) < hg

y tenemos: ¢(xo) =" “Inf ®(x) < h

x'G]bl,a2 2

* (En bl y a, podemos tener ¢(b1) <h & @(32) < h concretamente, en el caso en
que 53 es vertical en b1 5 a, sin embargo existird € > 0 tal que en

1b1,b1+g[ y en ]az—e,aZE tengamos ¢ > h).



Sean, entonces x y X' 2 puntos de ]bl,xo] tales que x > x'
y ®(x) > &(x') > ¢(x°) y sea h' tal que ®(x) > h' > 2(x') con
(x,h') 6 @ wutilizando un razonamiento idéntico al de i) deducimos que
q

(x,h') 6 |p > (h'—y)+| y (x,h") ¢ Ch' 2 (de lo contrario tendria-

mos ¢(x0) > h'), por lo tanto (x,h') 6 C y siguiendo el razona

h',1
miento de i) @(x') > h' ¥h' < ¢(x), 1luego &(x') > ®(x). Notando,
luego, que &(x) < h2 en [ko,azf, (de lo contrario tendriamos

x € [ko,az[ y h > h, tales que (x,h) 6 |p > 0| y por lo tanto

(x,h) 6 Ip > (hz.y)+| = C argumentos idénticos a los utilizados

hy,1’

en i) nos llevarian entonces a ¢(xo) > h > hZ) y aplicando un ‘razona-
miento idéntico al anterior deducimos la segunda parte de iv) 1o que

acaba la demostracién.

Nota IL1ll. Es obvio que aplicando las técnicas del teorema ILll podemos
hallar resultados anidlogos; es decir, la frontera libre no puede tener
tramos horizontales excepto si en la correspondiente componente conexa

de |p > 0', p es de la forma (h—y)+, (siendo (p,g) 53 conexa).

Nota II.12. La eventualidad contemplada en el teorema II.12 iv) no es fic-

ticia; si consideramos por ejemplo un abierto § tal que:
h < hl tal que S1 R x]—“’,h[

x, g 23, >b, y s, n]bl,aZEXR ]bl,az[xlh1,+w[

(ver fig. 9). Entonces obviamente p no es de la forma (hl—y)+ en

|p > OI, por lo tanto ¢ no es constante en ]bl,azt y dado que

pi(hl-y)+, tendremos ¢ <hl en ]bl,az[ y lim (%) = hs por
X *a

lo tanto existird un minimo de ® en ]bl’aZ[’
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Fig.8
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Fig.9



Nota II.13. Los resultados anteriores pueden generalizarse al caso en que

S, tiene n componentes conexas dado que las té&cnicas anteriores estidn

3

basadas en el teorema I1.3 en el que no se contempla un niimero concreto

de componentes conexas de 83.

Nota II.14. En relacién con la frontera libre, quedan abiertos algunos

problemas interesantes. Aparte del yva citado en la nota I1.3, apuntamos
aqui como problema abierto, el generalizar los resultados de Baiocchi

|7] y de cryer |30] sobre la convexidad de la frontera libre.



CAPITULO IIT:

EXISTENCIA DE SOLUCION Y DE LA
FRONTERA LIBRE PARA UN PROBLEMA
GENERALIZADO



El objeto de este capitulo es de generalizar algunos resultados del
problema del dique. Nos centraremos en la consideracién de dos aspec-
tos del problema: por una, parte la existencia de soluciones, y por otra

parte la existencia de una frontera libre.

Consideremos un abierto conexo y acotado Q de RN N > 2, de
frontera S lipschitziana. Definamos 3 subconjuntos de S : Sl' SZ’ 83
3 PR - °
tales que igl Si = S, que s, n Sj =@ si i+# 3 v que s,V S3 +$ 0.

Designemos por ¢ a una funcidn lipschitzian; de R“ en R; tal
que ¢ > 0 en Q y $ = 0 en SZ’ por 8 a un operador maximal mo
ndtono de R (ver definicidn a.l), por Bl la aéféximacién Yosida de
B (A > 0) (ver definicidn a.3) y por B° 1la seccidn principal de 8

(ver definicidn a.2).
Diremos que B verifica la hipdtesis (H;) si

Hp)) = 0 6 B(0)

y B verifica la hipdtesis (H si

2)

J (a,b) € Rz tal que ¥r > 0 -y ¥s 6 B(r) se tiene

(Hy)

s < ar +b

N . :
Dados (al,a ..,aN) € R nos planteamos entonces el siguiente proble

27"
ma
Encontrar un par (p,g) € Hl(Q) x LZ(Q) tal que

i) p> 0 en casi todo punto de Q, p=¢ en S, U S4

(P(B))
ii) g 6 B(p) en casi todo punto de §

iii) I(Vp+c).v.sio ve e HI (@), £E=0 en S5, £>0 en s,



. 2 N
siendo G = (al 820y By-w.s0 g) 6 [L (Q)] .

Nota IIT.1. Si B es continuo tendremos g = Bp y por lo tanto basta-
ra con encontrar p 6 HI(Q). Obsérvese también que (P(B)) contiene

en particular la formulacidén del dique (véase Capitulos T y II) al ha

En lo sucesivo utilizaremos las notaciones generales introducidas

en I.1.

I11.1. Existencia de soluciones para el problema (P(B))

En esta seccidn, nuestro propbésito serd de demostrar la existen-
cia de soluciones para el problema P(B), generalizando de este modo el
teorema 1.1 enunciado en el capitulo primero. La dificultad principal
radica en el hecho de no suponer B acotado. Cuando B estd acotado
(es el caso del problema estudiado en los 1° y 2° capitulos) se pueden
generaljzar sin gran dificultad las técnicas utilizadas por H. Brezis,
D. Kinderlehrer y G. Stampacchia |19|. En el caso no acotado vamos a ne
cesitar um estudio previo de las cotas de las soluciones de unos proble
mas aproximados para demostrar el siguiente teorema:

Teorema III.1. S{ B es un operador maximal mon6tono que verifica H1
y H2 entonces el problema (P(B)) <tiene af menos una s0lucibn (p,g).

Ademds existe una solucibn (p,g) & [L7(2) N wiéi(ﬂ)] x 17(Q), ws > 1

Antes de demostrar el tecrema IIl.]1 veremos algunos resultados té&cni

cos:



- &0 -

Teorema II1.2. S{ B ¢4 una funcibn no decreciente lipschitziana y aco
tada que satfisface Hl, entonces el problema P(B) tiene una dnica s¢

Lucibn.

Demostracién del teorema III.2, Sea T 1la aplicacion de LZ(Q) en

LZ(Q) que a v hace corresponder u dnica solucidn (ver por ejemplo|46])

del problema:

[ (Vu +B(v)).VE = 0 ¥E 6 H'(R), £ =10 en S,y S,
Q
(25)
u = ¢ en 52 U S u € HI(Q)
Siendo B(v) = (alB(v),QZB(v),...,ans(v)).

Cambiando & por u-¢ en la ecuacidn anterior se tiene:
(26) J Vu.V(u=-¢) + j B(v).V(u-¢) = 0
Q Q
y dado que B estid acotado, de (26) se deduce que
2
f (V- |° < c(d)
Q

siendo *C(¢) wuna constante., Por otra parte, dado que u-¢ = 0 en

S, U S

2 aplicando la desigualdad de Poincaré [49| se tiene:

3)
[ lu-¢12 < & I |v(u-6)12 < K c(¢),
Q Q

de lo cual se deduce que u~¢ estd acotada en HI(Q) y en LZ(Q) por

una constante que sdlo depende de ¢ y de §, y.por lo tanto también
- 1

u estara acotada emn H () y en LZ(Q) independientemente de v. La

compacidad de la inyeccién de HI(Q) en LZ(Q) permite entonces dedu-



2 2
cir que T es una aplicacidn compacta de L (R) en L7(Q). Por otra
parte, dado que la acotacidn de u se hace independientemente de v,

para R 1lo suficientemente grande se tiene:

In, (v & LZ(Q) vl ) <RHcc {v e LZ(Q) vl 2 < R}
L7(Q) : L°(Q

El teorema del punto fijo de Schauder (|40|, |51|) permite enton-

ces deducir la existencia de p © Lz(ﬂ) tal que

(27) p = Tp
i.e
: I (Vp +B(p)).VE = 0 ve 6 Hl(R), £ =0 en S, U S,
Q
p =9 en S2 V) 53; p € Hl(Q)
Sea entonces la funcidn f6 definida para ¢ > 0 por:
§.+
- 2 i >
(1 o) si r>0
fé(t) =
0 si r<o (ver |19])
Dado que f6 es lipschitziana, la funcidn E = fd(-p) es una funcidn
de Hl(Q), nula en S2 V] 53 dado que =-p < 0 en S, U 53 y ademis
se tiene (l&Ol):
- 1% en c.t.p de|-p > &
vE = £,(-p) V(-p) = P

0 enc.t.p. de |-p < &

De (25) y (27) se deduce que
J Vp.VE = —J B(p) . Vg
Q Q

i.e.



I lvpl2 ‘J B(p) . Vp
2 2
I-p> 8| P |-p> sl P

Llamando £ a la constante de Lipschitz de g y L = ¢ Max (lai‘)

se tiene:

2
v . v
I IPI:LI |p|;

2
[-p>s6] P l-p> 8]

aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene entonces:

I 2
v
[ PR Ry
I-p> &} P
siendo |Q| 1a medida de Q. La anterior desigualdad se formula tam-

bién como:
»

+
Lz |V Log(l + 1:2:§l~)|2 < L2.|Q|

y aplicando la desigualdad de Poincaré '69' (esta funcidn se anula en

S2 V] S3) se deduce que:

+
[ Troga + C2200512 < ka? jal,
Q

siendo K wuna constante independiente de §. Si se hace tender § ha
cia 0, se deduce entonces que =-p < 0 i.e.:
(28) p > 0.

Se concluye la demostracidén de la existencia notando que (25) y

(27) implican:
Ap + div B(p) = 0 en D'(Q)
6 lo que es equivalente

Ap = -div B(p)



y por lo tanto Ap € LZ(Q) dado que B es lipschitziana. Luego, apli-
cando la fdrmula de Green "generalizada" (ver |13|) y teniendo en cuen-

ta (27) se tiene

(29) J (Vp +B(p)).vVg = J %% .£ <0 ¥¢ 6 HI(Q), £ =0 en S,
Q S
2 y £ >0 en 82
(dado que p >0 en Q@ y p=0 en S2 implican %% = 0 en 52,

siendo v el vector normal exterior de Sz).

De (27), (28) y (29) se deduce entonces que p es solucidn de

(P(B)).

Para demostrar la unicidad de la solucién se puede suponer que p
y p' son 2 soluciones de (P(B)). Se utiliza entonces la misma técni

ca que en la demostraciém de p > 0 eligiendo sucesivamente las siguien

tes funciones test:

13 = £o(p-p") y g = f,(p'-p)

Se demuestra entonces que p-p'

|A

0 y p'-p <0 con lo cual

lo que acaba la demostracifn.

Aparece claramente en esta demostracidn que la dificultad cuando B8
lipschitziana no estd acotada, reside en demostrar que la aplicacién
T de LZ(Q) en LZ(Q) definida mediante (25), tiene un punto fijo.

Esta dificultad desapareceria si se pudiese acotar "a priori" 1la norma

o
L de la posible solucidén del problema ya que en este caso se podria

considerar a B como acotada.
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A objeto de hallar estas estimaciones "a priori" vamos a introdu-

cir ciertas notaciones. Llamaremos 6 a la siguiente funcidn:

N N
8 : R -+ R, X + 6(x) = iél X3

. o _N : -
6 es entonces una funcidn de C (R ); en particular © alcanzard un
miximo eo sobre Q. TIlesignaremos por ¢o al maximo alcanzado por

¢ en 52 U S3. Por fin, a una funcién lipschitziana B 1le haremos

corresponder una funcidén T(R) 6 CI(RN) definida por:

T(B) = UB o,

siendo ug la solucidn del problema de Cauchy

dv

ST 109
(30) r

v(B)) = ¢,

La funcidén 7t(B) satisface entonces las siguientes propiedades:

LEMA III.1. S{ B verdifdica Hl’ La funcidn T(B) verdifica:

L) 1(B) (x) > ¢(x) Vx 6 S, U S

2 3

id) [ (V(t(B) + B(T(B))).VE = 0 vi ¢ 0l (Q)
Q

: 2 . + . .
Demostracidn. Dado que B es no-nepativa en R,la funcidn uB es decrecien
te. Sea entonces x € S2 U Sj’ se tiene

0 (x < @
(x) < 8

y por lo tanto

T(B)(x) = ue(e(x)) > uB(eo) = ¢, 2 ¢(x),



lo que demuestra i).
Por otra parte, se tiene:

LB = B, oorm (up 00) F2E = -y B(T(B))  ¥itl,2,...,N

SR 3xi ‘B axi
i.e. .
V(t(B)) = -B(t(B)) en RV y en particular en @,

lo que demuestra ii).

Estamos en condiciones de demostrar el siguiente lema:

LEMA I11.2. S{ B es Lipschitziana y venifica H y sl p es solu-

cibn del probfema (P(B)), entonces se fiene:

0 < p < 1(B) en (casi todo punto de ) Q.

Demostracidn. La primera desigualdad se deduce obviamente del enuncia-
do del problema (P(B)). En cuanto a la segunda desigualdad, del lema
IIT.1.i) ese deduce que la funcidn fG(p—T(B)) (definida para & > 0)

es nula en S,V Sj. De (P(B)) vy del lema III.l.ii) se deduce enton

ces gue:
’

0 = I [Wp-T(B)) + (B(p) - B(T(BI)] . V(f4(p-T(B)))
Q

==
: 2
(31) lV_(P;‘(_B%L - (B(p)-B(x(p))) . LLR=T(B))
(p-t(8)) (p-1(B))
Pp-t(B)>8] PTT fp-t(8)>6]
utilizando la notacidn anterior L = max ([ail)_ sl - se tie
1<i<N L™ (R)

ne



2
(31)= lyfflliﬁl%l_ <1 lY(p-TéB))I
|p- (p-T(B)) - ~ p-T(8)
p-T(8)>8| |p-1(B)>5]|
- 1
1/2 [v(p-1(B)) |2 ?
<1 .|| p-t( DZ
I[’—T(B)>6‘ (P‘T(B))
Vip- 2
— PoiptENIT 42 g
IP"T(B)>6| (p-1(B)) _

+ 2 -
==> (32): I |V Log (1 + ( “T(é)‘é)-)l < L2 el
Q

y aplicando la desigualdad de Poincaré |49] se tiene:

+
(32) = (33): J lLog (1 + (2T(BIZ8) 512 42 g
Q

“Si se hace tender § hacia 0 en (33) se deduce que

p-T(B) < 0O en Q

p < 1(B) en Q,

lo que concluye la demostracidn.
&
Antes de generalizar el teorema 1I1.2, demostraremos un Gltimo re-

sultado técnico que reformula en un caso concreto la proposicidén 1 de

132].

LEMA II1.3. Sea B y Y 2 funcdiones no decrecientes Lipschitzianas ta

+ .
Les que B > Y en R, entonces se fiene:

bol]

T(B) 2 T(Y) > ¢ en



Demostracifn. Sean uB Vi uY las soluciones respectivas de
remostracion e
g% = -g(v) en R
(30a)
= > 0
vi(e,) = ¢ *e €
y de
dv _ _
ar - Y (v) en R
(30b)
v9,) = ¢,
Dado que ¢ > 0 se tiene que u Yy u son positivos y por 1lo
o B,e Y
tanto B(UB,S) y Y(uy)_ son no-negativos y las funciones uB,E y uy

son no-crecientes. En 90 se tiene:

ot - = > 0.
UB,E(GO) uy(eo) € 0
Supongamos, entonces,'due existe L < 60 tal que

ue’a(ro) - uy(ro) =0

0}. Por el

y supoungamos que este r = = max {r < eo / uB’E(r) - uy(r)

teorema del valor medio se deduce entonces la existencia de r 6 |r0,90|

tal que
€= up (8,0 - u (8 = (“B,E(r) Su (1)) -r ) > 05
ahora, se tiene:
g (Ed = ul () = Y(u (£)) ~B(ug (X)) <0

dado que ug e(r) > uY(r) lo cual es una contradiccidén y por lo tanto
’




uB’E(r) > uY(r) ¥r < 6

Pasando al limite cuando £ tiende hacia 0 y teniendo en cuenta la de-
pendencia continua de la solucidén de (30a) con respecto al dado inicial

se tiene

ug(r) > uY(r) ¥r < 6,
siendo uB la solucidn de (30a) para ¢ = 0.
Sea entonces x 6 §, por definicidn de Go, se tiene B6(x) < 80

y por lo tanto:

T(B) (%) = ug(8(x)) > u (B(x)) = T(¥V)(x) > ¢, ¥vx 6 0

lo que demuestra el lema.

Por fin podemos extender el teorema III.2. suprimiendo la acota-

cidén de B:

Teorema II1I.3. Sea B una funcibn no decreciente Lipschitziana, entonces
el problema (P(B)) tiene una dnica s0fucibn p. Ademds

Liseay, ws > 1.
: >

L]
pe6L ()N wLo

Demostracidn. Sea T, = max (t(B)) y sea Bo = min (B,To) 'Bo es enton
ces una funcidén no decreciente lipschitziana y acotada y por lo tanto el

teorema III.2 asegura la existencia y la unicidad de la solucién p de

P(Bo)' Por otra parte los lemas III1.2 y III.3 garantizan que:
< < <
p X T(B)) 2 T(B) 2T en Q

de lo cual se deduce que:



B(p) = B (p)  en @

N pOr.lb'tanto p es también solucibén de (P(B)). Sea p otra solu-

cién de (P(B)), el lema II1.2 implica que

p < T(B) <1 3
= = ‘o
entonces también se tiene:

8(p) = 8,(p)

es decir que p es solucidn de (P(Bo)). La unicidad de la solucidn de

(P(Bo)) implica entonces la unicidad para (P(B)).

Por otra parte es ohvio que p € Lm(ﬂ), en concreto p < T, y

por lo tanto {(p) < B(r, ). Utilizando funciones £ 6 D(Q) en la ecua

cidén de (P(B)) se deduce que:

Ap + div B(p) = 0 en Q
i.e.
- Ap = -div B(p) en Q
los Teoremas de inmersidn de Sobolev | ll, |b9[ implican entonces que
p € wi;z(n) ¥s > 1 1lo que acaba la demostracidn.

A continuacidn, vamos a demostrar el teorema III.I1:

Demostracidén del teorema IIT.l1. Sea y la funcidn:

y(r) = a r + b ¥r 6 R

y sean B para ) > 0, las aproximaciones Yosida de B. Entonces,

A



para todo XA > 0 da

los problemas (P(BA)) tienen solucidn {inica Py a

do que 1los BA son lipschitzianas; ademids el lema II1I.2 asegura que

0 < Py < T(BA)'

Por otra parte, para r > 0 1la hipdtesis H,y (y la proposicién a.5)
asegura

Bx(r) < B8°(r) < ar +b = y(r); ¥A >0

aplicando entonces los lemas III.2 y ITI.3 se tiene: —

0 4 ¥y 0 -
< py < 1(8)) <tly) A >
y (34) Bx(px) < a.1(y) + b.

Sea entonces la funcidn £ = px—¢, se tiene:

(35) [ U V(p,-¢) = -[ B, (py)-V(py-9)
Q Q

siendo Bx(pk) = (alBA(px),...,uHBX(pA)). De (34 y de (35) se deduce

.

que:
2 2.} 2
1Py -0) % = =] (B, (py) +76).9(p,-0) < (| 1VG-0) D2 <1
A AT A A
Q Q Q
donde L es independiente de A. La desigualdad de Poincaré implica en
tonces
2 2
(y-0)° <k | VG- |7 < kL
A A
Q 2
siendo K independiente de A. Por lo tanto se tiene: .
It < : .
AHI(Q) < C independiente de A
Se puede entonces extraer de Py, una subsucesidn Py, aue verifique



Pin —> p debilmente en HI(Q)

+ p .en LZ(Q)

pAn
, B, (p, ) —— en  LE()
‘ An Pan g

Llamando 6 a (alg,...,aNg) y pasando al limite en (P(an)) cuando

n tiende a <« se tiene:

[ (Vp+@).VE < 0 ¥E G H'Y(W  £=0 en S5 y £20
Q

Por otra parte el convexo

K=(ven( /0<v<t(m, v=9¢ en 5,U s,]
es debilmente cerrado en Hl(Q), con lo cual p 6 K.

Por otra parte, en casi todo punto x 6 Q, pkn(X) tiende a p(x),
y Bx(p(x)) estd acotado para casi todo x, se tiene entonces: (ver

proposicidn a.6):
g(x) 6 B(p(x)) para casi todo x 6 9,
(p,8) es entonces solucidn de (P(B)). Se demuestra que p 6 wiéz(ﬂ)
¥s > 1 notando que:
Ap + div G = 0 en D'(Q)

y que g 6 Lm(Q) dado que g < y(p) 6 1° dado que p 6 K. Esto acaba

la demostracidn.



Nota TIT.2. Existe cierta relacidn entre la aproximacidn del problema
(P(B)) por los problemas (P(BA)) (y la introduccidén del problema (1)
para la resolucidn de éSEPS) y el método de penalizacidn (ver Lions
|67|). De hecho, si B = sig+, la introduccidn de Bl corresponde a

una penalizacidn (ver H. Brezis, D. Kinderlehrer, G. Stampacchia |1°|).

Nota III.3. La hipdtesis H2 no es estrictamente necesaria, sin embar-
g0 su supresion hace necesarias, en general, hipdtesis restrictivas sobre

el dato ¢ & sobre £ como es el caso en el siguiente contraejemplo.

I11.2. Un,contraejemplo a la existencia cuando B no verifica H2.

. c e . . 2
Para simplificar el contraejemplo, nos situaremos en . R". Un

punto de Q estara representado por sus 2 coordenadas (x,y). En concre

to, fijando un nimero a > 0, Q serd el siguiente rectdngulo:
2= Ixpox[x Jypay,l

. Fijemos S S2 y 53 de la siguijente ma-

Q=

con  x, < x2 Yy ¥y T ¥ +

S3 = ]XI’XZE x {YZ}

S, = 5—8, y 8, = @.



A .
. S,
Y - - — T
Q o
Sy ] .
Fig.10

L N -

T

|
: . -
1 X1 X2 R
Nos damos tambi&n una funcidén ¢ 1lipschitziana tal que ¢ > a >0. Esco

gemos un operador B ‘que no verifique HZ; en concreto escogemos:

B(r) = r ¥r > 0, r 6 R

A
(=)
-
]
b

. B(r) = 0" Vr

y fijamos (a,,a,) = (0,1).

Nos planteamos entonces el siguiente problema:

Encontrar p € HI(Q) tal que
i) p>o0 en ca;i todo punto de

2

(®,)
UV in) s = p2 6 L2@)

iii) I (VpVE + p? Ey) =0 ¥E 6 Hl(ﬂ), E =0 en S
2

Las diferencias con- anteriores enunciados del problema (P(B)) pa-

ra un B general residen en que en este caso B es continuo y 52 = @.



Se tiene entonces:

Proposicién III.1. EL problema (P;) no tiene 30lucibn.

-

Demostracidn. Supongamos que p sea una solucidn de (Pl). Sean

(an)nGN una sucesidn creciente de puntos del intervalo ]O,uL, que
converge a o y (pn)nGN la siguiente sucesidn de funciones:
1 o
P (x,y) = ———— 6 C (Qxx,[ x ]y;.y,0D
y-y, * 3
n
dado que a, < a. Ademas p, = a  en 53 y P, satisface la siguien
te igualdad:
2 1
Vp, -VE + poE, =0 ¥E 6 H (2).
Q Q y
Sea entonces para todo & > 0 1la funcién £ = f6(pn-p) donde p

es una hipotética solucifn de (Pl)’ fé(pn—p) 6 Hl(Q) y fa(pn-P) =0

en S 1o que implica:

3

(36) [ v g + [ G2e?y gty < 0
Q Q

teniendo en cuenta entonces que la integracidn se hace sobre el conjun-
to |pn > p+8| y dado que Py estd acotado en @ por una constante

Mo, deducimos de (36) que:

lvep -3 ? , I e ~p) |
I T o gy —n 'yl
7z = My _ TAY
lp,>p-61  (Pa7P) lp>p8l 1"
= 2
IV(pn-p)l
(37 — % < %
lp >p-8 (PP



siendo Cn una constante independiente de &§. (37) a su vez se puede

escribir como:

+
(p,~p-9) 2
I |V Log(1 + — )| < C
8 = n
Q
y aplicando la desigualdad de Poincaré (teniendo en cuenta que
+
(p,~p=5)
Log (1 + — 6————) = 0 en S3) tenemos:
+
(pn—p—é) 2
(38) [ [Log (1 + ————)|" < K.
donde Kn solo depende de O del abierto . Haciendo tender §

hacia 0 en (38), deducimos entonces que PP < 0 en casi todo punto,

es decir

PP en casi todo punto de  y V¥n 6 N

Hacemos entonces tender n hacia «©; p converge entonces en todo pun

n

to de Q hacia una funcién p definida por:
p(x,y) =
y tenemos entonces:

P <p en casi todo punto de Q

ahora, obviamente p no pertenece a LZ(Q) (ni a ningin L% para

s > 1) de ahi la conclusidén: p no pertenece a LZ(Q) y por lo tanto

p no puede ser solucidn de (Pl).

Nota II1.4. E1 problema Pl no tiene solucidn, sin embargo resulta obvio
que se puede imponer algiin tipo de condicifén sobre ¢ & Q para que es-

te problema tenga solucidn. Una condicién suficiente seria por ejemplo

que sup (¢) < a-
S, U S,



IIT.3. Existencia de una frontera libre.

" E1 objeto de esta seccifn es poner en evidencia una condicién

suficiente sobre B para que las soluciones de (P(B)) (& por lo me-

nos alguna solucidn de (P(B))) originen una frontera libre. El m&todo
consiste en acotar superiormente una solucidén de (P(R)) por un par
(u,g°(u)) 6 HI(Q) x LZ(Q), y demostrar que si " es suficientemente
grande”, se puede escoger una funcidn u nula en una parte de Q. Es-
te método nos proporciona una primera estimacién del conjunto |p > O|,

siendo (p,g) wuna solucidn de (P(B)).

Empezaremos por restringir el conjunto de soluciones con las que

vamos a ‘trabajar:

Definicién II11.1. Sea (p,g) una solucibn del problema (p(g)) dinemos

que (p,g) e4 solucdidn Rimite de (P(B)) AL existe una sucesibn de nd-

menos neafles (A,) que convenge a 0 tal que &84 fLamamos a fa

k’ k6N e O
s0Lucibn de (P(BA )) (panra By aproximacibén Yasida de g), <Lengamos
k k

Py — p debilmente en HI(Q)
k

2
g, (p, ) —™ g en L°(Q).
A M

Nota III.5. El1 teorema [II.l establece la existencia de soluciones para

el problema (P(B)) cuando B verifica H1 y H, ademds el método

utilizado en la demostracidn pone en evidencia la existencia de "alguna”
solucidn limite. En particular, si ademés B es lipschitziana, la dni-
ca solucién de P(B) serd solucidn-1imite. Notemos también que las so-

luciones-1limites (p,g) 6 [LN(Q) n Wi;i(ﬂ)] x QT(Q) ¥s > 1 (en par-



ticular p es continua si (p,g) es solucidn limite).

Nota II1.6. El concepto aqui introducido de solucidn-limite es distinto
de las soluciones limites introducidas en la resolucidn de los problemas
de evolucidén ligados a generadores infinitesimales de semi-grupos |29|.
Nota III.7. Si el dato ¢ en S2 v S3 es tal que ¢ = 0 entonces la
solucitn limite es {inica y identicamente nula dado que en este caso la

inica solucidn P de P(BA) es P, =0 en Q.

A A

Antes de demostrar la existencia de frontera libre, daremos un re-
sultado negativo a este respecto:

Proposicién IILI.2. S{ B verdifica H1 y H2 y 84 B es Lipschitziana

en un entorno de 0; entonces 34 (p,g) es una solucibn-Limite de (P(B))

se tiene:

L) p=g=0 en Q Iy ¢ =0 en S, uU S

) p >0 en @ si ¢#0 en S, U S,.

i.e. fas sofuciones-fimites del probfLema (P(B)) no onriginan una fron-

tera Libnre.

Demostracidn. i) es consecuencia inmediata de la nota III.7. Para demos-
trar ii) vamos a suponer que B es lipschitziana en ]—250,260[ para
€ lo suficientemente pequefio. Sea (p,g) una solucidn limite de

(8]

(P(B)), wutilizando funciones £ 6 D(R), se deduce de (P(B)) gque:

Ap + div G = 0 en D' ()



siendo G = (alg,azg,...,aNg); en particular se tiene también:

N
Ap + .z oy IB(P)]X‘ =0 en D'(]p < 80[)
i=1 i
(Notemos que el conjunto Ip < Eol es un abjerto dado que al estar p
en Wt;:(ﬂ) ¥s > 1, p es continua). Dado que B es lipschitziana
en |-2£°,2£o| aplicamos la regla de la cadena generalizada |40|; se
tiene entonces:
N
= 1
Ap + B'(p) .z o Px. 0 en D ('p < Eol)
i=1 i
siendo B' la derivada en el sentido de las distribuciones de B; y
dado que B'(p) estd acotado en |p < Eol se tiene que
¢ 2
v .
B'(p) 'z oy Px. 6 L°(|p < EOI) y que:
i=1 i
N
Ap + B'(p) ) o, P_ =0 en |p <e|
. i x, o
i=1 i

La conclusidn viene entonces del principio fuerte del maximo |51|.

A continuacidn vamos a estudiar la existencia de una frontera libre

en las soluciones-limites.

Recogiendo la notacidn introducida en la seccién 1 de este capitulo
llamaremos 81 a:

8, = Sup {e(x) / x € 53} si S; 7 ¢

(Si S, = ¢ ver Nota IIT.1).

Se tiene entonces el siguiente teorema:



TEOREMA 11I.4. Sea g wun openadon maximal monétono (que verdifique H, i

y Hyl tal que: !

¢
D U o
o g (s) Fe <
Entonces 54 0, > Ty * 0¢» todas Las soluciones-Limites de (P(B)) ]

ordiginan una frontera £ibre. En concreto 54 (p,g) es una solucibn £4

mite tendremos:

p=20 en R, = {(x 6 0/ o(x) > r, + el}.

Nota III.8. La primerabcondicién impuesta a B para la existencia de

la frontera libre recuerda la condicidn para la extincidn en tiempo fi
nito de las soluciones de ciertos problemas de evolucidn (ver por ejem
plo |17| y |31|). De hecho, vamos a ver que existe cierta analogia en

tre los 2 problemas.

Nota III.9. La segunda condicidén es en realidad una condicién sobre @
que consiste en imponer que £ sea lo suficientemente grande en una di

reccidn (la direccidén perpendicular a los hiperplanos de ecuacidn
N
Z a. x. = constante).
i i
i=1
Antes de demostrar este teorema vamos a ver unos resultados previos

de cardcter técnico. Para SA definimos To(BA) = vy o8 siendo vy

la solucién del problema:

. = -BA(V) en R
(39)
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Es obvio que To(BA) 6 CI(RN) y podemos enunciar Lemas andlogos a los

lemas 1II.1 y III.2.

Lema III1.4. S4 B verndifica Hl' La funcibn TO(BA) venifica:

) T (B (x) > ¢(x) ¥x € 5, U S, <

i) I (V(1 (B))) + By (T (By))).VE = 0 vE 6 H' ()~
Q

siendo By, = (GIBA""’QNBA)'

Demostracidn. Es idéntica a la demostracidn del lema III.l notando pre
viamente que si B verifica H1 entonces BA también verifica H1

(ver proposicién a.5) y que To(ﬁk) >0 en Q.

Lema ITI.5. S& B vendflca H y 84 Py @8 La s0lucién de (P(8,)),

entonces se tiene:

0 < py < 1 (B)) en lcasi todo punto de) Q

.

Demostracidn. Es idéntica a la demostracidn del lewma III.2.

Antes de demostrar el teorema, veremos un Gltimo lema:

Lema II1.6. S{ B venifica H y Hz’ entonces existe

1
(wv,g,) 6 0 (Jo,,0 ) x 1.7J6,,6_ [) tates que:

i) g, € B(w) en casi todo punto de ]91,90[ y:

vy — v en #'Je,.0,0)

2
B,(v)) — g, en L°(Jo;,6. [
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i4) w' o= -g, en casd todo punto de ]el,eo[ y w(8)) = ¢,

LL4) ¥(p,g) so0lucibn-Limite de (P(B)), 4e tiene:

p<wob, en {x 6 2/ 9(x) > 0,}

Demostracidn. ¥A > 0, Vi verifica (39) i.e.

vi = —BA(VA) en R y en particular en ]BI,BO[
(39)
vk(e[) = ¢o >0

de lo que se deduce:

(40) vl =18, (vl .
MiZle, .0 ) YA e, ,0,D

Ademds v es una funcidn decreciente y por lo tanto se tiene:

A
0 < vy 2 ¢, en ]61,90[.

De esta desigualdad, de (40) y de la hipdtesis H2 (ver también apéndi

ce proposicidn a.5) se deduce que:

1/2

I = HBA(VA) < (ag_ +b)(8,-9)

vill I
»u2Qe,.e D 126,60

y aplicando la desigualdad de Poincaré se tiene

Y,

(41) "v\-¢0|| < c “v;|| 9 <clag +b) (8 _-8,)
S 120,06 L°Je,.0,D
1Yol

. . 1 . .
y por lo tanto vx esta acotada en H (]91'90[) independientemente de

A- Existe entonces una subsucesidn (Ak) y existe un par

k6N
(w,g;) [¢] Hl(]Ol,eo[) x Lz(]el,eo[) tal que:
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+ w debilmente en Hl(]el,ﬂo[)

(42) vy

2
. ————f‘w en L (]61,60[)

B, (v
Ak A

. 2
k) — g, debilmente en L (]61,60[)

de lo cual se deduce que Bk (vA ) —— g, en casi todo punto, se pue
k e

de entonces aplicar el teorema de Lebesgue dado que |B) (VA )| <
'k k

< a ¢0 +b; y se tiene:

2
(43) B)‘k(vxk) — g, en  1°(Jo,0. [

por otra parte se deduce de (42) y de (39) que:

en casi todo punto

(44) w(f,) = ¢, y w'' = -g

y por lo tanto

' 2
vAk —_— uw' en L (]al,eo[)
y entonces
1

(45) vxk —_— en H (]91,90[).
Ademds se tiene:

(46) 8, © B(v) en casi todo punto de ]e,,eoL.

Por otra parte, si @ < A entonces va < VX en ]el.eo[ dado
que:
- 1 - - - e d .
(Va VA) BA(VA) Ba(va) < Ba(vA) Bu(va) (ver apéndice)

y

, + +
(va—vx) (Va—vk) < (Ba(vk)—Ba(va))(va_vA) <0 dado que

Bu es mondtona creciente; dado por otra parte que Vu(el) = vf(el) se
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deduce facilmente que v_ < v De (41) y de (45) se deduce entonces
que:
1
v, —/* w en H (]01,90[)
y también

2
By (vy) — g, en L (Jo,,0 D)

esto sumado a (46) demuestra i) (notando que 0 < BA(VA) < a ¢O +b

por lo tanto g, € L“(]el,en[)). Con (44) queda también demostrado ii).

En cuanto a iii) es consecuencia del lema anterior y de i); en efecto,

tenemos ¥XA > O0:

0 < py ST (B = vy ° 8 en  Q

siendo Py la solucidn de (P(BA))‘ Sea, pues, (p,g) una solucidn

limite de (P(B)), existe entonces (Xk)kGN tal que
Py — 0 debilmente en HX(Q),
k
y por lo tanto en casi todo punto del conjunto {x 6 9/ 9(x) > 61)

pasando al limite tendremos

p(x) < lim v, (8(x)) = w(o(x));
- .

la desigualdad es entonces vidlida en todo el conjunto

{x 6 Q/ o(x) > 91} .dado que p y w°@ son continuas (dado que

1, 1 o, N
pE wLo:(Q) Vs > 1, w 6 H (191’90[) y © 6 C (R)) 1lo que acaba

la demostracidn.

Estamos ahora en condiciones dedemostrar el teorema III1.4.:
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Demostracidn del teorema III.4. Sea I la funcidn definida por:

¢a ds
g8°(s)

I(r) = I

T

Con las hipbtesis del teorema, I esta definida en [b,+«n[ y T

una biyeccidn de [0, +o[ en ]-w ,FO] dado que D(B°) = D(B)> R

por H y Hy. Ademis:

1
. - - 1 3 00[
r'(r) = - ps < 0 en casi todo punto de ]0, +
B (r)
Sea entgnces la funcidn
h=rt,

verificara

h'(r) = -8°(h(r)) en casi todo punto de ]-m, To[.

Definimos entonces la funcidém u por:

h(r -6,) si r<Tr + 8
u(r) =
0 h si r>T + 6
o 1
y tenemos
U(el) = h(0) = h(r(¢o)) = ¢,
y
u'(r) = -B°(u(r)) para casi todo r < T_ + 8

{u'(r)

Sea ahora w la funcidn definida en el lema anterior, se tiene:

-B°(u(r))

[
[=]

si r>T + 90,.
o 1

(w-u)' =‘B°(“) - 8, en casi todo punto de ]01,90[
se tiene entonces

(w-u)' < B°(u) - B°(w) en casi todo punto de ]01,00[

es

+
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dado que B°(w) < g, en casi todo punto. Se deduce:

(v-u) ' =) < (BT w) - gt (u-w)t <0

dado que Bo es creciente; (w-u)+ es entonces decreciente en ]91’90['
y puesto que “(91) - “(61) = 0 se tiene:
w < u en ]el,eo[.

Del lema. anterior, se deduce entonces:

0 < p(x) < w(B(x)) < u(e(x)) en {(x 60/ 8(x)>0,}

y
p(x) = u(8(x)) = 0 en {x 80/ 0(x) >0, +T}
lo que acaba la demostracidn.
Nota III.10. Obsérvese que en el caso del dique, el grafo g= sign+ sa-

tisface la hipdtesis del teorema relativa a B. En este caso la segunda
hipdtesis (BO > Fo + 91) se traduce por el hecho que el borde del dique

se eleva por encima del nivel h, (ver capitulos I y II) del fluido.

Nota TII.ll. Unas técnicas parecidas a las que desarrollamos aqui nos per
mitirian demostrar acotaciones mds finas teniendo en cuenta la especifi-

cidad del dato ¢ (ver por ejemplo el capitulo II).

-

Nota '111.12. La hipdtesis del teorema estd verificada por una amplia fa-
milia de operadores incluyendo funciones continuas en 0 como es el caso

de B8(r) = % para 0 < a < 1.
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Otros aspectos del problema como el estudio de la localizacidn de 1la
frontera libre (véase |27‘) 6 como la unicidad de la solucién limite

del prdblema (P(B)) ser8n desarrollados en trabajos posteriores.
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Apéndice: Operadores maximales mondtonos (Brézis |18]).

Definicidn a.l. Sea B wun operadon de H en P(H) con H espacio de

Hilbent se dice que B =~es maximal monbtono Ai verdifica!l

L] B es monbtono {.e. ¥v, € D(B), ¥v, € D(B), Wu; 6 B(vy) vy

¥u, G,B(vz) se tiene

<u] -uy, vl —v2>H > 0

siendo < >y et producto escalar de W 'y sdiendo D(B) el do

’

minio de (D(B) = {v 6 H : B(v) # 8)).

L4} Graf (B) es maximal para La inclusibn de Los grafos

Proposicidn a.l. Sea B wun operadon de H, Las tres propiedades siguien

tes son equivalentes:
£) B es maximal monéteno
£4) B es mon6tono v R(I + B) =H

L44) W >0, (I+)\B)—l es una contraccién defindida sobre todo W.

Proposicidn a.2. Sea B un operador maximaf monbtono de H, y sea

(v »u,) una sucesibn de puntos de Graf (B) tal que vV debilmen
teen H y u > ou deb.ilmente en H y tal que Lim sup (v »up) <

< (v,u); entonces u 6 g(v) ¢ (v“,un) + (v,u) en H xH.

Proposicién a.3. Sea B un operadon maximal monbtono, entonces

¥v 6 D(B) , B(v) es un convexo cenrado.
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Definicién a.2. Sea B un opernadorn maximal monbtono se LLama seccibn
principal (6 seccibn de noama minima} al operadon monbtono y univoco de

ginido en D(B) poxr

v ——+ B°(v) = ProyB(v)O

Definicién a.3 | | Sea B wun operador maximal monbtono, para todo
X > 0 se define La aproximacién Yosida de B pon:

1

I - (1 + A8
By = X
Proposicién a.4. Sea B, La aproximacibén Yosida de un operadonr B

A
maximaf monb6Ltono entonces:

¢4 maximafl monbtonc y Lipschitzianc de constante L

<] B A

A
£4] wv 6 D(B) se ticne: uaA(V)H » 8"l v By (V) » B°(v)

cuando A0

Se demuestran a continuacidén 2 resultados concretos utilizados en

esta memoria en el caso H = R.

Proposicién_a.5. Sea B un operador maximal monétono de R, tal que

0 6 B(0). Se Liene entonces:
.
L) By(0) =0 ¥A > 0

LL) v > 0, ¥A > 0 Bx(t) < B (r).

Demostracidn. 0 6 B(N) implica 0 6 (I +AB)(0) ¥A > 0 1lo cual equi-

vale a (I +}\B)'l(0) = 0 y por lo tanto:
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-1
0 - a+AB) )
Bx(o) = 3 (0) =0

lo que demuestra i).
Por otra parte, Vr >h0 y ¥X > 0 se tiene entonces Bk(t) >0 y
B°(r) > 0; ademis, By (r) € B((T + XB)-I) y por lo tanto:
(B°(r) - By(r))(r = (I + A8 1(r)) > 0

de lo cual se deduce:

B°(r) B,(r) > (B, (r))?°

A - A

lo que implica

B (r) > By (r) ¥r > 0

lo que acaba la demostracidn.

Proposicidn 1.6. Sea B un operador maximal monétonv de R Aean

A ey 4N sucesibn de ndmeros neales positivos que converge hacia 0

y (rn)nGN una sucesifn neal que converge hacia r. Supongamos que
le (r)] <M siendo M una constante. Entonces s4 8y (r,)) converge
n n

hacia q se¢ tiene:

q 6 B(r).

. - . -1
Demostracidén. Demostraremos primero que (I + XnB) (rn) converge ha-

cia r. En efecto se tiene
la+ A e -l < lTa+rag e - a+an o]+
+ la+ xne)'l(r) -l

y dado que (I + Ans)—l es una contraccidn, se deduce que:



- 111 -

-1 -1
[T+ A B (r ) - (I + A8 ()] < |r ~r|;
por otra parte se tiene:

lr - (1 + Ans)'l(r)l = |a

a By ()] <A, M
n

y por lo tanto si n + = An + 0 y |rn—r| + 0 lo que implica

T+ a7 ) — r .

Teniendo en cuenta que B

A

proposicidn a.3 se deduce que

n(rn) 6 B((1 + lnB)_l(rn)) y aplicando la

q = lim B)\n(rn) 6 B(r))

lo que acaba la demostracidn.
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