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Prefacio

He estado estudiando el mecanismo mercantil durante muchos afios y mi primera
intencion era publicar como tesis doctoral los resultados de esa investigacion. El tiempo
ha demostrado que no he completado ni mucho menos ese estudio, pero para intentar
continuarlo me encontré en la necesidad de presentar una tesis en un plazo muy breve.
Por ello he decidido publicar solo el andlisis de unos comportamientos especialmente
simples, aunque con un vinculo directo con las sociedades contemporaneas. Con este fin
he aprovechado algunos textos informales en donde desarrollé¢ teorias y conceptos
vinculados a economistas del pasado, con un lenguaje sencillo pero con unas

herramientas y un planteamiento moderno.

Como resultado homenajearemos a los economistas del pasado estudiando cuanto
podria expandirse una economia manteniendo un crecimiento proporcional y cuanto
podrian reducirse las jornadas laborales manteniendo un estado estacionario.
Comprobaremos que estas preguntas, aparentemente tan inocentes, tienen consecuencias
insospechadas. También analizaremos el parecido, que puede resultar sorprendente en
una primera impresion, entre el comportamiento de algunas sociedades y el de nuestros
modelos. Veremos que podemos entender parte de la extraordinaria complejidad de las
sociedades contemporaneas mediante leyes simples y éstas como resultado de

determinados procesos evolutivos.

He intentado que el texto resulte lo mds accesible posible, aunque sin dejar de usar por
ello unas matematicas muy sencillas. El gran libro de la Historia, bioldgica y humana,
también esta escrito en lenguaje matematico y sin dominar este lenguaje es muy dificil
comprender nada de ¢l. No obstante he escogido un planteamiento matematico simple y
facil, a veces renunciando con ello a la simetria y a la belleza que permiten desarrollos
mas avanzados. Ademads he expresado con palabras los formalismos alli donde resulta
verdaderamente importante una percepcion intuitiva de su significado y los he ilustrado
con numerosos ejemplos. Para simplificar la exposicion también he abusado de las notas
al pie, sobre todo en algunos capitulos, y he intentado no usar términos técnicos, por lo

menos no sin explicar previamente su significado.
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Por otra parte algunos fragmentos de este trabajo les pareceran demasiado evidentes y
prolijos a los economistas, otros se lo pareceran a los matematicos, otros a los
demografos, otros a los bidlogos, otros a los historiadores, etc. Pero el lector experto en
alguno de estos campos debe entender que lo que a €l le parece evidente no tiene que
serlo para una persona sin su formacién especifica. Para facilitar la comprension he
intentado dar una descripcion lo mas general posible, accesible a cualquier persona aun
sin conocimientos que pudieran parecer basicos a los expertos. Por todo lo dicho espero

que ningun lector tenga demasiadas dificultades para entender todo el texto.

La simple referencia a algunos de los temas que tratamos en este trabajo evidencia que
me he visto obligado a adentrarme en campos en los que no soy especialista. Es obvio
que quién habla de lo que no sabe muchas veces no puede evitar decir tonterias; s6lo
soy un economista y espero que el lector me disculpe por los graves errores que sin
duda habré cometido en otros terrenos. Pero debe notarse que serian necesarias muchas
vidas para poder hablar con el conocimiento necesario no ya de todos estos temas sino
incluso de solo uno de ellos. No obstante pienso que es imprescindible intentar una
vision sintética de estos aspectos para poder estudiar el tema que nos ocupa, aunque con

ello se caiga inevitablemente en planteamientos erréneos o superficiales.

Por todo ello me gustaria recalcar que este trabajo consiste s6lo en unos primeros
apuntes, como indico desde su titulo, y escritos con excesiva premura. Incluso he tenido
que prescindir de algunos capitulos (como la comparacion entre los dos modelos, el
estudio de alguna de sus simetrias, y también sobre la historia de la ciencia econdémica)
porque su redaccion era demasiado grosera. Tampoco he podido incorporar toda una
parte dedicada al estudio de los sistemas sociales desde un punto de vista fisico, a pesar
de que éste es imprescindible para entender de manera profunda mucho de lo que se
expone. Y las partes cuarta y quinta, que si he tenido la osadia de incluir, no puede
decirse que se encuentren ni siquiera en estado de borrador. Ademés no he tenido
ocasion para distribuir el texto entre expertos en los diferentes temas, que podrian haber
efectuado una primera correccion de sus faltas mas graves. Por todo ello pido también

disculpas al lector.

Hoy en dia no estamos en situacioén de contrastar directamente nuestros modelos con las

sociedades que pretenden representar, comprobando hasta que punto se parecen las

10
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magnitudes observadas con las que afirma la teoria, dado que no disponemos de los
datos ni de la potencia de calculo necesarios para ello. No obstante si podemos dar un
contraste indirecto o cualitativo, por ejemplo demostrando que nuestros modelos
cumplen leyes que se observan en la realidad, y ésta es una de las razones por la que he
dedicado tanto espacio a la segunda parte de este trabajo. En el futuro, con mejores
datos y procedimientos de calculo, podremos comparar nuestros modelos directamente

con la realidad.

Espero desarrollar este primer esbozo con mas detalle en futuras ediciones y corregir los
errores mas groseros que contiene, alguno de ellos resultado no sélo de mi torpeza sino
también de la manera demasiado apresurada en la que fue concebido. Agradezco a este

fin cualquier comentario que el lector quiera hacerme llegar (mi email es

mmuinosp@cps.ucm.es). En otros trabajos posteriores intentaré publicar mi
investigacion sobre el mecanismo mercantil, si es que consigo desarrollarla lo
suficiente, y ya mas a largo plazo un estudio detallado sobre la historia del pensamiento

econdmico y social.

11
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Primera parte. Planteamiento de los modelos
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1: Comportamientos simples

1.1 Procesos de produccién

Escribiremos los procesos de produccion con unas recetas de cocina, por usar una
expresion de Leontief; necesitamos ocho huevos, cuatro patatas y un decilitro de aceite
para producir una tortilla de patatas

huevos patatas aceite tortillas huevos patatas aceite tortillas
8 4 1 0 — 0 0 0 1

Los insumos los incluiremos en un vector A y los productos en un vector B, de manera
que escribiremos la receta anterior con dos vectores (dos listas de nimeros)
A=[8,4,1,0] B=10,0,0, 1]

Llamaremos intensidad al nimero de veces que se utiliza una receta. Por ejemplo, si la
intensidad en un determinado momento # es 100, lo que anotaremos como X = 100, si
se utiliza 100 veces la receta, se consumiran 800 huevos, 400 patatas y 100 decilitros de
aceite y se producirdn 100 tortillas; se consumiran X¢ A = [800, 400, 100, 0] y se
producirdn X¢ B = [0, 0, 0, 100].

Si conocemos las recetas que pueden darse en un sistema las podemos escribir en unas

matrices (en unas tablas) A y B. Un ejemplo seria

trigo  hierro trigo  hierro
Proceso n® 1 280 12 — 575 0
Proceso n® 2 120 8 — 0 20
Proceson® 3 280 12 — 400 O

donde el trigo se mide en arrobas y el hierro en toneladas. Con 280 arrobas de trigo y 12
toneladas de hierro pueden producirse 575 arrobas de trigo, con 120 arrobas de trigo y 8
toneladas de hierro pueden producirse 20 toneladas de hierro, y con 280 arrobas de trigo

y 12 toneladas de hierro pueden producirse 400 arrobas de trigo. Las matrices quedarian

280 12 575 0
A=120 8 B=| 0 20
280 12 400 O

Supondremos por el momento que las recetas no cambian con el tiempo y que en todos
los procesos el consumo se efectia en un instante ¢ y la produccion en un instante #+1
(hacemos esto para facilitar la explicacion; veremos mas adelante como tratar otras
estructuras temporales). Por ejemplo, si las intensidades fueran X¢ = [1, 3, 0], si el

primer proceso operara una vez, el segundo tres veces y el tercero no operara, en el
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momento ¢ el consumo de trigo seria 1x280 + 3x120 + 0x280 = 640 arrobas y el
consumo de hierro seria 1x12 + 3x8 + 0x12 = 36 toneladas; en el momento #+1 la
produccion de trigo seria 1x575 + 3x0 + 0x400 = 575 arrobas y la produccién de hierro
seria 1x0 + 3%20 + 0x0 = 60 toneladas. Luego el consumo en el momento ¢ seria X¢ A =

[640, 36] y la produccion en el momento #+1 seria X¢ B = [575, 60].

En ocasiones distinguiremos entre el consumo de los trabajadores, que escribiremos en
una matriz V, y el resto de los insumos, que escribiremos en una matriz C, de manera
que

A=C+V

Por ejemplo, si los trabajadores consumen tres cuartas partes del trigo nos queda

70 12 210 0
C=|30 8 V=190 0
70 12 210 0

1.2 Asignaciones factibles

Si en un sistema el consumo de cada materia en el momento ¢ es igual a su produccion
desde el momento 1 tenemos, para recetas que no cambian con el tiempo,

XtA:Xt_lB {11}
0, de manera desarrollada,

X2A=X3B

X_IA:X_zB
XoA=X,;B
XIA:X()B
X, A=X;B

Llamaremos a estas expresiones condiciones de balance material. Por otra parte si las
intensidades con las que operan los procesos no pueden ser negativas tenemos

X >0 1.2}

Diremos que estamos ante una asignacion factible si se cumplen {1.1} y {1.2}, si se
cumplen las condiciones de balance material para unas intensidades no negativas.
Aquellas soluciones en las que no existe ningiin consumo o producciéon de ninguna
materia, por ejemplo porque todas las intensidades son nulas, las llamaremos soluciones

triviales, pero en general nos interesan solo las soluciones no triviales.
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1.3 Comportamientos simples

Para unas recetas dadas a menudo existiran muchas asignaciones factibles, pero algunas
son muy interesantes por su sencillez. Para recetas que no cambian con el tiempo
tenemos:
e ¢l estado estacionario, cuando las intensidades no cambian con el tiempo
X1 = X¢
o ¢l crecimiento proporcional, cuando las intensidades crecen con el mismo factor
de expansion o (llamamos factor de una magnitud a 1 mas la tasa de esa
magnitud)
Xt+1 (04 Xt { 1 3}
Si con las recetas de nuestro ejemplo las intensidades fueran X; = [0, 1, 1] estariamos

ante un estado estacionario

Tiempo ¢ Intensidades X Consumo X; A Produccion X¢ B
-2 [0,1,1] [400, 20] [400, 20]
-1 [0, 1, 1] [400, 20] [400, 20]
0 [0,1,1] [400, 20] [400, 20]
1 [0, 1, 1] [400, 20] [400, 20]
2 [0,1,1] [400, 20] [400, 20]

y si fueran X¢ = 1.25' [4, 6, 0] tendriamos un crecimiento proporcional

Tiempo ¢ Intensidades X; Consumo X; A Produccion X¢ B
-2 [2 56, 3.84, 0] [1177.6, 61.44] [1472, 76.8]
—1 [3. 0] [1472, 76.8 ] [1840, 96 ]
0 [4, 6, 0] [1840, 96 ] [2300, 120 ]
1 [5, 7.5, 0] [2300, 120 ] [2875, 150 ]
2 [6.25, 9.375, 0] [2875, 150 ] [3593.75, 187.5]

El estado estacionario es un caso particular de crecimiento proporcional cuando el factor

de expansion « es igual a 1.

1.4 Condiciones de crecimiento proporcional

Para que un sistema con recetas que no cambian con el tiempo muestre un crecimiento
proporcional es necesario que se cumpla {1.1}, {1.2} y {1.3}. Desde {1.3}, anotando
las intensidades en el momento 0 como X, tenemos que

Xi=d X
y substituyendo en {1.1} resulta

dXA=d'XB

0, de manera desarrollada,
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a’XA=a>XB
a'XA=d>XB
XA=ad'XB
dXA=d"XB
ZXA=d XB

Estas ecuaciones matriciales son la misma pero multiplicada por una potencia de ¢, por
lo que para confirmar que se cumplen todas basta comprobar una de ellas, por ejemplo
cuando ¢ es igual a 0. Asi que nos queda

XA=XB/« {1.4}
Ademas para confirmar que se cumple {1.2} es suficiente comprobar que las
intensidades con las que operan los procesos en el momento 0 no son negativas y que el
factor de expansion es positivo

X>0 (1.5}
a>0 (1.6}

En consecuencia para confirmar que una trayectoria no trivial X, = o X es un
crecimiento proporcional para unas recetas dadas A y B basta con comprobar que Xy «
cumplen

XA=XB/«
X>0
a>0

lo que significa

el consumo de cada materia es igual a su produccion entre «,
las intensidades no son negativas,
y el factor de expansion « es positivo.

Hacemos notar que si con unas intensidades X se cumplen estas condiciones con X

multiplicadas por un nimero positivo también se cumpliran.

Asi que para que exista un crecimiento proporcional con las recetas del ejemplo de §1.1
tiene que cumplirse (anotaremos la intensidad del proceso i en el momento 0 como x;)

X1 280 +XQ 120+X3 280:(X1 575 +XQO+X3 400)/C¥
X112+ 8+x312=(x;0+x20+x30)/

X120

XQEO

X320

a>0

o expresado con palabras
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consumo de trigo = produccion de trigo / factor de expansion,
consumo de hierro = produccion de hierro / factor de expansion,
las intensidades no son negativas,

y el factor de expansion es positivo.

Con las recetas de §1.1 se cumplen todas las condiciones en los dos casos que hemos
estudiado, uno en estado estacionario y otro en crecimiento proporcional, pero hay
muchos otros crecimientos proporcionales posibles, como X¢ = 1.12081" [4, 10.9709, 5]

o como X¢ = 1.13475'[1, 2.4935, 1].

1.5 Condiciones de estado estacionario

Son las del crecimiento proporcional para un « igual a 1. En consecuencia para
confirmar que una trayectoria no trivial X = X es un estado estacionario para unas
recetas dadas A y B basta con comprobar que X cumpla

XA=XB
X>0

o dicho con palabras

el consumo de cada materia es igual a su produccion,
y las intensidades no son negativas.
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2. ¢ Cuanto puede crecer una economia?

2.1 Planteamiento

Un comportamiento simple especialmente interesante es el crecimiento proporcional
maximo, que es aquella situacion en donde de todos los crecimientos proporcionales
posibles escogemos el que muestra el mayor factor de expansion. Por razones histéricas
llamaremos a este problema modelo Von Neumann, o VN para abreviar. Resolver VN
para unas recetas A y B dadas es encontrar la trayectoria no trivial X, = o/ X para la que
X'y acumplen

max o

a,X
XA=XB/«a

X>0
a>0

lo que significa

buscamos las intensidades con el mayor factor de expansion « posible,

de manera que el consumo de cada materia sea igual a su produccion entre ¢,
siempre que las intensidades no sean negativas,

y siempre que el factor de expansion « sea positivo.

En realidad ésta no es la manera en la que John von Neumann escribié su modelo en el
articulo original. La version original es mas complicada, pero puede demostrarse que es
un caso particular del modelo anterior. Lo unico que cabe resefar es que el modelo
original supone implicitamente que todas las materias pueden ser eliminadas de forma
gratuita, mientras que nosotros no suponemos tal cosa. En el caso de que una materia
pueda ser eliminada de forma gratuita nosotros afadimos el proceso correspondiente.
Por ejemplo, si éste fuera el caso del trigo entonces hubiéramos tenido que afiadir el
proceso

trigo  hierro trigo hierro
1 0 — 0 0

Si quisiéramos estudiar el modelo original con el nuestro bastaria con que afadiéramos

un proceso de eliminacion gratuita para cada materia'.

' También hubiera servido escribir las condiciones de balance material {1.1}, y por lo tanto {1.4}, con
desigualdades, como veremos mas adelante.
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2.2 Condiciones de maximo

Para que el problema tenga solucion puede demostrarse” que
(-Ai+Bi/a) Y<0 y six; > 0 se aplica = {2.1}

donde A; y B; son las recetas del proceso i. En definitiva, si el proceso i opera, si x; > 0,
la condicion {2.1} tiene que cumplirse con el signo =y si el proceso i no opera con el
signo < °. Y es un vector-columna® con unas variables auxiliares que se conocen con el
nombre de multiplicadores de Lagrange y que aparecen cuando maximizamos algo
sometido a unas restricciones. Hay un multiplicador por cada restriccion, por cada
balance material, y por lo tanto por cada materia. Estos multiplicadores juegan un papel

muy importante y mas adelante explicaremos alguno de los motivos.

También puede demostrarse que

1-XBY /=0 2.2}
Hacemos notar que {2.2} excluye las soluciones triviales y por eso no necesitamos
afnadir una restriccion en el planteamiento del problema para descartar estas soluciones.
Como senalamos con anterioridad, si unas X son solucién de las condiciones de

crecimiento proporcional estas X multiplicadas por un nimero positivo también son

% Estamos ante un problema de maximizacion restringida y usaremos el método de Lagrange para estudiar
las condiciones de su solucion. Para ello formamos el lagrangiano £, la funciéon objetivo mas las
restricciones por su correspondiente multiplicador (prescindiremos de las restricciones de los signos de
las variables para facilitar la comprension),

L=a+X(-A+B/a)Y
y derivamos el lagrangiano con respecto a las variables x; y « para obtener las condiciones de primer
orden

%:(—A1+BI/Q)Y
Ox;
o | XBY/
oa

Con el método de Lagrange (o con su generalizacion, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker; véase
Kuhn y Tucker [1]) las condiciones de primer orden son necesarias si las restricciones cumplen unas
condiciones de regularidad, y ademas para que estemos en un maximo tienen que cumplirse unas
condiciones de orden superior; pero en este trabajo no nos detendremos ni en las condiciones de
regularidad ni en las de orden superior.
3 Podriamos haber escrito {2.1} como

six;>0 entonces (—A;j+Bi/a)Y=0

six;=0 entonces (—A;+Bi/a)Y<0
Mas adelante explicaremos estas condiciones y las desarrollaremos con un ejemplo para facilitar su
comprension. Por el momento basta con saber que tienen que cumplirse para que el problema tenga
solucion.
* Un vector-columna es una lista de niimeros escrita en una columna y un vector-fila es una lista de
numeros escrita en una fila. Los X son vectores-fila y los Y vectores-columna.
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solucién’, pero entonces para que siga cumpliéndose {2.2} es necesario que los Y sean
divididos por el mismo niimero. Para un ¢ cualquiera tenemos que X¢ = ¢ X, y en

consecuencia a ese ¢ le corresponden unos Y=Y / /.

2.3 Aproximacion del capitalismo

Hasta ahora no hemos dicho nada de ningln sistema social en concreto. Simplemente
hemos estudiado como escribir los procesos de produccidon con recetas y las condiciones
que tienen cumplir los crecimientos proporcionales méaximos. De hecho hacemos notar
que VN no es s6lo un modelo econémico, ya que podemos utilizarlo para aproximar el
comportamiento de determinados sistemas reales, sean 0 no estos econéomicos. No
obstante VN puede servir para obtener una primera aproximacion del comportamiento
de los capitalismos reales, como mostraremos a continuacion, aunque con muchas

limitaciones.

Para explicar esto comenzaremos recordando los esquemas de reproduccion ampliada
de Marx. Este era un gran estudioso del capitalismo, al que conocia como pocos, y fue
de los primeros en investigar los ciclos econdmicos, las desproporcionalidades que le
son inherentes. Y sin embargo para estudiarlo desarrolld los esquemas de reproduccion
ampliada, en donde se supone el crecimiento proporcional. Desde luego Marx no
pretendia falsificar los hechos imaginando mundos teodricos de ensuefio, sino so6lo
construir una primera aproximacion, para entender mejor la complejisima dindmica del
capitalismo estudiandolo en un comportamiento tedrico especialmente simple. Asi que
para modelizar el capitalismo escogemos de todas las trayectorias posibles el
crecimiento proporcional porque por ahora no somos capaces de describir el
complejisimo comportamiento de este sistema, no porque queramos alejarnos de la

realidad. Empezamos pues con una simplificacion radical.

Marx, como muchos otros economistas, también sefiald que el capitalismo es un sistema
en donde la asignacion se establece en lo fundamental siguiendo la maximizacion del
beneficio, en donde rige la “produccién por la produccién misma” utilizando sus
palabras. Y para unas recetas dadas a menudo existirian muchos crecimientos

proporcionales posibles. Asi que para modelizar el capitalismo tenemos que escoger de

5 Podriamos haber afiadido una normalizacién para evitarlo, como X x; = 1, pero no es realmente
necesario.
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entre todos los crecimientos proporcionales posibles aquél que se corresponda mejor
con la produccidn por la produccion misma. Y éste resulta ser, claro esta, el caso con el

maximo factor de expansion.

Por lo tanto hemos simplificado el problema suponiendo el crecimiento proporcional, y
de todos los crecimientos proporcionales posibles el que mas se parece a la produccion
por la produccion misma es el que muestra el méximo factor de expansion: crecimiento
proporcional con maximizacion del factor de expansion; bueno, esto es VN. Y ahora
sefalaremos algunas razones mas por las que cabe pensar que no andamos muy
desencaminados cuando estudiamos el capitalismo con VN como primera

aproximacion.

Recordemos que para que nuestro problema tuviera solucion tenian que darse unas
determinadas condiciones en las que aparecian unas variables auxiliares Y, los
multiplicadores de Lagrange. Supongamos por un momento que estos Y fueran una
version tedrica de los precios. Entonces los procesos que operan, los que tienen una
intensidad positiva, cumplen {2.1} con el signo =, por lo que (B; Y)/ (A; Y) = ¢, donde
B; Y seria el precio actual de los productos o ingresos y A; Y el precio de los insumos o
costes; o — | seria pues igual a un indice conocido como tasa de beneficio®. En
definitiva, si interpretamos los multiplicadores de Lagrange como precios, todos los
procesos que operan obtienen la misma tasa de beneficio que resulta ademas igual a

a —1, la tasa de expansion.

.Y qué pasa con los procesos que no operan?; éstos tenian que cumplir {2.1} con el
signo <, por lo que (Bi Y) / (Ai Y) < «, la tasa de beneficio que obtendrian si operaran
seria menor o igual a la que obtienen los que operan. En definitiva, so6lo operan los

procesos mas rentables.

A estas dos afirmaciones, los procesos que operan obtienen la misma tasa de beneficio y
son los mas rentables, las llamaremos ley de la rentabilidad y fueron sefialadas por
muchos economistas como unas caracteristicas que se cumplian de forma aproximada

en los capitalismos reales.

% Aunque este concepto es problematico, como veremos, pero lo usamos en honor a los clasicos.
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Ademas nuestros Y¢ cumplen la ley del interés compuesto, decrecen geométricamente
con el mismo factor de interés en el tiempo’, que es el abecé de la contabilidad
capitalista. Y veremos que también cumplen las formulas que aparecen en los manuales
de aritmética comercial y de matematica financiera, como las de los precios de las
maquinas con eficiencia constante a lo largo de su vida®, y otras leyes que deduciremos
mas adelante como las reglas de los signos, propiedades todas ellas que se observan en
los precios de los capitalismos reales. Pero debemos subrayar que en realidad no hemos
supuesto ni la ley de la rentabilidad, ni la del interés compuesto, ni las formulas de los
manuales y ni siquiera que existan los precios. Simplemente nos hemos encontrado con
unas variables auxiliares en el calculo, los multiplicadores de Lagrange, que cumplen
estas propiedades que muchos economistas dijeron que tendian a cumplir los precios de

los capitalismos en la realidad.

Puede parecer sorprendente que VN muestre estas propiedades que se observan
empiricamente en los capitalismos, porque VN es solo la teoria del crecimiento
maximo. Una de las tareas fundamentales de este trabajo consiste precisamente en
analizar el parecido entre este modelo tedrico y estas sociedades, pero para dar una
intuicion previa del mismo diremos que VN y los capitalismos tienen en comun la
asignacion de acuerdo con la produccion por la produccion misma, y que por ello no
debe extrafiarnos demasiado que encontremos propiedades en este modelo semejantes a
las que se observan en esas sociedades. No obstante esta claro que la distancia entre VN
y los capitalismos es muy grande y que VN so6lo puede ser considerado como una
aproximacion muy grosera de estos sistemas. Para empezar el mecanismo de asignacion
en los capitalismos reales dista de ser perfectamente eficiente, y esto determina que en
estos sistemas existan crisis, desproporciones, caos. Ademas en los capitalismos una
parte de la asignacion la establecen otros mecanismos diferentes del mercantil-
capitalista, que no siempre obedecen la produccion por la producciéon misma, como

pueden ser los “gastos sociales” o la asignacion familiar. Aun asi VN nos permite

7 Las restricciones {1.4} y los multiplicadores de Lagrange correspondientes se refieren solo a un instante
temporal, pero mas adelante veremos coémo escribir las restricciones con varios instantes temporales y que
entonces los multiplicadores de Lagrange que se corresponden a cada instante efectivamente cumplen la
ley del interés compuesto.

¥ Este ejemplo se expone en Sraffa [1b], pagina 95 y siguientes, para unas ecuaciones que son un caso
particular de las condiciones de maximo de VN para los procesos que operan. Mas adelante estudiaremos
éste y otros ejemplos.
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entender alguna de las caracteristicas fundamentales de los capitalismos, como veremos.
Por ejemplo, en el modelo el ser humano es un insumo como otro cualquiera, y esto
pasa también en las empresas en donde el ser humano s6lo es un insumo como las
maquinas o los animales para quién decide la asignacion, el empresario-capitalista.
Ademas que los multiplicadores de Lagrange de VN y los precios de los capitalismos
reales se parezcan tanto no puede ser una casualidad; esto nos indica un camino para

comprender mejor los precios y el papel que juegan en la realidad.

En adelante a los «, X¢ ¢ Y¢ soluciones de VN los llamaremos factor-VN (o factor de

expansion maxima), intensidades-VN'y valores-VN (o simplemente precios).

2.4 Otras aplicaciones y limitaciones de VN

Hay muchos otros sistemas sociales posibles ademas del capitalismo. Aquellos que se
comporten de forma similar a la produccidon por la produccion misma es posible que
podamos aproximarlos mediante VN, pero los que se comporten de otras maneras
distintas no. Asi en un socialismo (en el sentido auténtico del término) la asignacion no
se estableceria siguiendo la produccion por la producciéon misma y por lo tanto esta
sociedad no puede ser aproximada con VN. Pero con otros sistemas si puede hacerse
esto, como ocurre con algunas sociedades bioldgicas que como Darwin nos explico
obedecen la reproduccion por la reproduccion misma; con VN podemos intentar
modelizar una colmena de abejas. Por supuesto entonces los Y¢ no pueden ser
interpretados como tasas de intercambio, pero quiza si como unas magnitudes

importantes, como unas valoraciones que se les da a las materias en la colmena.

Por otra parte VN nos informa de las intensidades con las que tendrian que operar las
recetas para que el crecimiento sea el maximo y los correspondientes multiplicadores de
Lagrange. Nos permite por lo tanto compararlos con las intensidades y los precios de
una economia real, para saber hasta que punto se comporta de manera parecida a VN.
Ademas VN tiene aplicaciones en otros campos, incluso en la teoria de la planificacion

econdmica, pero no nos extenderemos sobre esto.

Y una vez explicadas algunas aplicaciones de VN, y hay bastantes mas, vamos a

explicar también algunas de sus limitaciones.
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Una muy llamativa es que VN no es capaz de tratar el problema de la tierra cuando no
puede incorporarse desde el entorno, cuando es “escasa”, y la razén es bien sencilla:
entonces la cantidad de tierra no puede crecer proporcionalmente. Lo mismo pasa con
todas las materias no reproducibles (estudiaremos esta limitacion con detalle mas

adelante).

Otra es que VN supone que la intensidad de un proceso puede ser cualquier nimero no
negativo, también con decimales como 2.9283. Esto significa que las materias tienen

que ser divisibles.

Otra es que VN puede generalizarse para tratar con funciones de producciéon con
rendimientos constantes a escala, pero fracasa estrepitosamente con otro tipo de
rendimientos, ya que para que exista un crecimiento proporcional es necesario que los

rendimientos sean constantes.

En realidad todas estas limitaciones son resultado del pacto que hemos firmado con la
simplificacion. Este pacto nos permite construir una teoria muy sencilla, muy potente y
ademas con unas matematicas muy faciles, pero tenemos que pagar un precio por todo
ello que es no poder tratar los comportamientos no-simples. Con materias no
reproducibles, con materias indivisibles, o con funciones con rendimientos no
constantes a escala los comportamientos en general no seran simples y por ello no
podemos estudiar estos casos con VN. Por lo tanto para que VN sea un modelo
cuantitativo preciso de un sistema real es necesario que €ste siga un comportamiento
cercano a uno simple y que ademds exista una tendencia a la maximizacion del
crecimiento del sistema. No obstante la indivisibilidad de algunas materias puede no
tomarse en consideracion en una primera aproximacion si la cantidad de la materia
usada es un numero grande, y la presencia de materias “escasas” puede obviarse en
algunos casos si no afectan al grueso de la produccion. Pero aun cuando estemos ante
alguna de estas limitaciones, y por ello VN no sirva como modelo cuantitativo preciso
del sistema real, veremos que el estudio de VN sera a menudo muy util desde un punto

de vista cualitativo.
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En definitiva, de nuestra inocente pregunta de cuanto puede crecer una economia hemos
obtenido nada menos que una teoria del capitalismo, entre otras cosas. VN ciertamente
tiene muchas limitaciones y s6lo nos proporciona una aproximacion muy grosera, pero
es el mejor modelo del capitalismo que se haya publicado. Es muy limitado pero es lo

mejor que tenemos.

2.5 Un ejemplo de solucién de VN

Mas adelante describiremos algunos algoritmos para encontrar la solucion de VN para
unas recetas cualquiera, pero ahora solo plantearemos las ecuaciones de VN y su
solucion para las recetas de nuestro ejemplo. Tenemos las condiciones de crecimiento
proporcional {1.4}, {1.5} y {1.6}, que ya explicamos en §1.4,

X1 280 +XQ 120+X3 280:(X1 575 +XQO+X3 400)/C¥
X112+ 8+x312=(x;0+x20+x30)/

X120

XQEO

X320

a>0

y ademads las condiciones de maximo {2.1} y {2.2} (anotamos el multiplicador de

Lagrange que se corresponde al balance material j como y;)

— (2801 + 12 )+ (5751 +0m)/ a<0 six; > 0 se aplica =
— (1201 +8y2) +(0y1+20y,)/ ¢ <0 six; > 0 se aplica =
—(280y;+12y,)+ (400 y;+0y2) / <0 six3 > 0 se aplica =

1- (x1 575)/1 + X3 Oyl + X3 400_)/1 + X1 Oyz + X3 20y2 + X3 Oyz) / 0{2 =0
que, interpretando los multiplicadores de Lagrange como precios, implican que:

la tasa de beneficio del proceso n° 1 es menor o igual a a— 1, y si opera es igual,
la tasa de beneficio del proceso n° 2 es menor o igual a a— 1, y si opera es igual,
la tasa de beneficio del proceso n° 3 es menor o igual a @ — 1, y si opera es igual,
1 menos el precio total de los productos entre ¢ es igual a 0.

Las ecuaciones se satisfacen con o = 1.25, X, = 1.25' [4, 6, 0], Y, = 1.257 [1/2624,
15/2624] (si multiplicaramos las intensidades X y dividiéramos los multiplicadores de
Lagrange o precios Y¢ por un nimero positivo cualquiera las ecuaciones también se
satisfarian). En definitiva, el factor de expansion es 1.25, tienen que operar 4 procesos
de tipo n° 1 por cada 6 procesos de tipo n° 2 y los procesos de tipo n° 3 no operan, el
hierro resulta tener un multiplicador de Lagrange o precio 15 veces mayor que el del

trigo. La evolucion del sistema resulta:
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Tiempo ¢ Intensidades X¢ Multiplicadores de Lagrange o precios Y
[2.56, 3.84, 0] [0.000595, 0.008932]
[3.2, 4.8, 0] [0.000476, 0.007146]
[4, o6, 0] [0.000381, 0.005716]
[5,
[

|
—

7.5, 0] [0.000305, 0.004573]
6.25, 9.375,0]  [0.000244, 0.003659]

N = O

Por lo tanto el crecimiento proporcional mostrado en §1.3 era también la solucion de

VN, pero haremos el célculo detallado para ¢ = 0.

El consumo de trigo resulta ser 4x280 + 6x120 + 0x280 = 1840;
la produccién de trigo resulta ser 4x575 + 6x0 + 0x400 = 2300;
el factor de expansion del trigo es 2300 / 1840 = 1.25.

El consumo de hierro resulta ser 4x12 + 6x8 + 0x12 = 96;
la produccién de hierro resulta ser 4x0 + 6x20 + 0x0 = 120;
el factor de expansion del hierro es 120 / 96 = 1.25.

El primer proceso tiene como costes 280%1/2624 + 12x15/2624 = 460/2624 = 0.17530;
tiene como ingresos en precios actuales 575x%1/2624 + 0x15/2624 =575/2624=0.21913;
su tasa de beneficio resulta (575/2624) / (460/2624) = 1.25, el 25%.

El segundo proceso tiene como costes 120x1/2624 + 8x15/2624 = 240/2624 = 0.09146;
tiene como ingresos en precios actuales 0x1/2624 + 20x15/2624 = 300/2624 = 0.11433;
su tasa de beneficio resulta (300/2624) / (240/2624) = 1.25, el 25%.

El tercero tendria si operara como costes 280x%1/2624+12x15/2624=460/2624=0.17530;
tendria como ingresos en precios actuales 400x1/2624+0x%15/2624=400/2624=0.15244;

su tasa de beneficio resultaria (400/2624) / (460/2624) = 0.87, el —13%; obtendria una
rentabilidad menor que los otros dos y por eso no opera.

Afadiremos también la evolucion temporal del consumo y la produccion para cada

materia, y de los costes e ingresos para cada proceso.

t X A X:B A Y B Y,

trigo  hierro |trigo hierro | proc. 1° proc. 2° proc. 3° |proc. 1° proc. 2° proc. 3°
=2(1177.6 61.44(1472 76.8 [0.27391 0.14291 0.27391]0.34239 0.17864 0.23819
1(1472 76.8 [1840 96 [0.21913 0.11433 0.21913[0.27391 0.14291 0.19055
01840 96 2300 120 10.17530 0.09146 0.17530]0.21913 0.11433 0.15244
1
2

2300 120 2875 150 ]0.14024 0.07317 0.14024]0.17530 0.09146 0.12195
2875 150 3593.75 187.510.11220 0.05854 0.11220(0.14024 0.07317 0.09756

29






3: ¢ Cuanto pueden reducirse las jornadas?

3.1 Planteamiento

Si en una determinada sociedad todas las jornadas laborales se redujeran a la mitad,
manteniendo constante el consumo de los trabajadores, seria necesario duplicar el
nimero de trabajadores en cada receta, y por lo tanto las materias destinadas a su
consumo, para mantener el mismo nivel de consumo del resto de los insumos y el
mismo nivel de produccion anterior. En general si todas las jornadas se redujeran ¢
veces habria que aumentar también ¢ veces las materias dedicadas al consumo de los
trabajadores y la matriz de insumos resultaria

A=C+e¢V

Queremos calcular cual es el ¢ (positivo) mayor que permite que la economia
permanezca en un estado estacionario. Vimos en §1.5 que las condiciones de este
comportamiento son que X A = X B con X > 0. En definitiva nuestro problema consiste
en encontrar, para unas recetas C, V y B dadas, la trayectoria no trivial X=Xy el € que
cumplan

max &

£,X
X(C+eV)=XB

X>0
e>0

lo que significa

buscamos las intensidades con el mayor factor ¢ de reduccion de las jornadas,
siendo el consumo de cada materia (con la reduccion) igual a su produccion,
siempre que las intensidades no sean negativas,

y siempre que el factor de reduccion de las jornadas ¢ sea positivo.

3.2 Condiciones de maximo

Para que el problema tenga solucion puede demostrarse’ que

(-Ci-eVi+B)Y<0 y six; >0 se aplica = (3.1}

? Tenemos un problema de maximizacion restringida. Formamos el lagrangiano £, la funcion objetivo

mas las restricciones por su correspondiente multiplicador (prescindimos de las restricciones de signo),
L=c+X(-C-eV+B)Y

y derivamos con respecto a las variables x; y ¢ para obtener las condiciones de primer orden

%:(—Ci—SVi“FBi)Y
Ox;

%ZI—XVY

Oe

31



PRIMERA PARTE. PLANTEAMIENTO DE LOS MODELOS

donde C;, V; y B son las recetas del proceso i. Por lo tanto'® si x; > 0, si el proceso i
opera, la condicion {3.1} tiene que cumplirse con el signo =, y si el proceso i no opera

con el signo <. Los Y son los multiplicadores de Lagrange del problema.

Ademas puede demostrarse que

1-XVY=0 {3.2}
Hacemos notar que {3.2} excluye las soluciones triviales. Como estamos en un estado
estacionario tenemos que X = X, y para que se cumpla {3.2} a cada ¢ le corresponden

unos Y¢{=Y.

3.3 Sociologia de la asignacion

Si una clase dominante controla la asignacion de una sociedad estd en posicion de
someter a los trabajadores a unas jornadas laborales mayores de las que existirian si
fueran éstos quienes tuvieran el poder. Por lo tanto el factor ¢ solucion del problema
anterior es una variable sociologica fundamental ya que nos informa del control que
tienen los trabajadores de la economia. Estudiando las recetas de una sociedad podemos
obtener informacion directa de hasta que punto los trabajadores controlan la asignacion
o estan sometidos a alguna dominacion (de amos, sefores feudales, capitalistas,

burdcratas, etc).

Para un trabajador cualquiera diremos que su jornada necesaria es su jornada corriente
dividida entre el ¢ solucién del problema anterior y que su jornada excedente es la
diferencia entre su jornada corriente y la necesaria. Por ejemplo, si un determinado
trabajador tiene una jornada de 8 horas y el ¢ solucion es 1.6 su jornada necesaria es de
5 horas y su jornada excedente de 3 horas. Las jornadas necesarias son una
aproximacion de las que tendrian los trabajadores si la economia estuviera bajo su
control, ya que cabe esperar que los trabajadores no se sometieran a si mismos a unas
jornadas mucho mayores que las necesarias. Ademads para cualquier trabajador, sea cual
sea su jornada corriente,

o= jornada corriente n jornada excedente

jornada necesaria jornada necesaria

' Podriamos haber escrito {3.1} como
six;>0 entonces (—Ci—eV;+B)Y=0
six;=0 entonces (—C;i—e¢V;+B;)Y<0
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Por razones historicas llamaremos al problema anterior Teoria de la explotacion (TE

para abreviar) y al ¢ solucion factor de explotacion (o factor-TE).

A las intensidades solucién de TE las llamaremos intensidades-trabajo. Nos informan
de como tendria que ser la estructura econdmica para que las jornadas fueran las
necesarias, lo que nos permite establecer una comparaciéon con la estructura de una

economia real cualquiera.

Vimos que para que un factor ¢ sea el maximo tienen que cumplirse unas determinadas
condiciones en las que aparecen unas variables auxiliares Y, los multiplicadores de
Lagrange. Supongamos por un momento que estos Y fueran los valores-trabajo (mas
adelante explicaremos que son estas magnitudes). Entonces para los procesos que
operan se cumple {3.1} con el signo =, de donde (Bi— C;— Vi) Y/ (ViY)=¢-1, por lo
que con las recetas originales (B; — C; — V;) Y seria el valor-trabajo de los productos
menos los insumos, y V; Y el valor-trabajo de los insumos consumidos por los
trabajadores; ¢ — 1 serfa pues igual a un indice que se conoce como tasa de plusvalia''.
En definitiva, si interpretamos los multiplicadores de Lagrange como valores-trabajo,
todos los procesos que operan obtendrian con las recetas originales C, V y B la misma

tasa de plusvalia, que resulta ademas igual a ¢ — 1, la tasa de explotacion.

LY qué pasa con los procesos que no operan?; tenian que cumplir {3.1} con el signo <,
por lo que nos queda (B;— Ci— Vi) Y/ (Vi Y)<e—1, con lo que la tasa de plusvalia que

obtendrian si operaran seria menor o igual a la que obtienen los que operan.

A estas dos afirmaciones, los procesos que operan obtienen la misma tasa de plusvalia y
son los que muestran una tasa de plusvalia mayor, las llamaremos ley ricardiana y a los
Y valores-trabajo (una definicion de los valores-trabajo es precisamente la de las
magnitudes para las que se cumple la ley ricardiana; mds adelante estudiaremos otras
definiciones equivalentes). Pero debemos subrayar que en realidad no hemos supuesto
ni que se cumpla la ley ricardiana ni que existan los valores-trabajo. Esta ley y estas
magnitudes aparecen en TE como una necesidad logica, de forma similar a como en VN

aparecen la ley de la rentabilidad y los precios.

' aunque este concepto es problematico, como veremos.
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3.4 Otras aplicaciones y limitaciones de TE

Ademas de para estudiar el grado de control de la asignacion por los trabajadores, TE
puede servir para modelizar determinadas sociedades reales o hipotéticas, como
aquellas en las que los trabajadores tienen el control de la asignacion y trabajan las
jornadas necesarias. Por ejemplo, una sociedad de pequefios productores vinculados
entre si por relaciones mercantiles, en donde no hay excedente y en donde las jornadas
serian justo las necesarias, una produccion mercantil simple, obedeceria las ecuaciones
de TE. En un sistema asi cabe esperar que las tasas de intercambio de las mercancias
fueran precisamente los valores-trabajo, que las intensidades con las que operaran los

procesos fueran las intensidades-trabajo y que el factor de explotacion fuera igual a 1. '

Vimos que VN podia servir para modelizar una colmena; pues TE puede servir para
medir como afecta a una colmena unos paréasitos o unos depredadores. Si en una
determinada colmena que muestra un estado estacionario las recetas son tales que las
abejas pudieran reducir sus jornadas manteniendo el estado estacionario estamos ante un
indicio de la presencia de parasitos o depredadores que consumen parte de los recursos
de la colmena. Escribiendo en V el consumo de las abejas, en C el resto de los insumos
y en B los productos, podemos calcular el factor de explotacion que nos sefiala como
afectan a la vida de las abejas los parésitos o depredadores. Si ese factor fuera 1

entonces no existiria depredacion ni parasitismo.

Por otra parte TE comparte muchas de las limitaciones de VN pero por ejemplo no la
que sefialamos con respecto a la tierra, porque ahora la cantidad de tierra si puede
permanecer en un estado estacionario. No obstante muestra algunas limitaciones

especificas.

Por ejemplo, una limitacién especifica es que estamos suponiendo que los trabajadores
no cambian su consumo con independencia de cual sea la reduccion de las jornadas, ni

que tampoco cambia el resto de insumos y productos de las recetas. Pero si los

12 . . . . .
Algunos autores como Proudhon han defendido un sistema similar como sociedad ideal, pero otros no
estan de acuerdo con esto como Marx. Mas adelante detallaremos este punto.
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trabajadores tuvieran la mitad de su jornada corriente si cabe esperar que se modificase

la estructura de su consumo, aunque fuera levemente .

Otro problema es que tenemos que definir con claridad nuestras matrices, lo que puede
parecer muy sencillo a priori pero que no lo es en determinadas situaciones. Por
ejemplo, en algn libro lei que en el Imperio Inca la produccién se dividia en cinco
partes aproximadamente iguales: una para el Inca, otra para los sacerdotes, otra para los
burdcratas, otra para los campesinos y la ultima para el ejército, las viudas y los
huérfanos. Es dudoso que las cosas fueran realmente asi, pero supongamos que lo
fueran. Si escribimos en V so6lo el consumo de los campesinos entonces el factor de
explotacion esta claro y ¢ seria igual a 5. Pero si incluimos en V el consumo de los
campesinos mas el de las viudas y el de los huérfanos, aceptando que son un consumo
de los trabajadores indirecto, entonces & seria menor. Y en una sociedad capitalista
actual habria que preguntarse si debemos incluir el consumo del “Estado de Bienestar”
o no. En definitiva, la solucién de TE depende de lo que consideremos como consumo

de los trabajadores'*.

Otra cuestion es como tratamos a los seres humanos en las ecuaciones. Si no los
incluimos en absoluto, como en el articulo original de John von Neumann, entonces
estamos de hecho suponiendo que los humanos pueden ajustar su poblacion sin costes al
estado estacionario de TE o al crecimiento proporcional que muestra VN. Si los
incluimos como una serie de materias mas nuestras ecuaciones no solo serian una
Economia y una Sociologia de la asignacion sino también una Demografia, pero
entonces a los seres humanos les corresponderian unos precios y unos valores-trabajo,
lo que se entiende bien en una sociedad esclavista pero que requiere de cierta

interpretacion en una capitalista. Mas adelante explicaremos cémo tratar la Demografia.

Vemos que de nuestra inocente pregunta de cuanto pueden reducirse las jornadas hemos
obtenido, entre otras cosas, un analisis socioldgico del control de la asignaciéon que
ademds podemos aplicar a cualquier sociedad puesto que ni siquiera hemos supuesto

que estemos hablando de una economia mercantil.

" VN tiene una limitacion paralela al suponer que las recetas no cambian con el factor de expansion. En
realidad es facil estudiar estos aspectos tratando las recetas como funciones de « y ¢, pero no haremos
esto aqui para no complicar la exposicion.

'* Esta limitacion también la tiene VN ya que A=C + V.
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3.5 Un ejemplo de solucién de TE

Vamos a plantear las ecuaciones y a mostrar la solucion de TE para las recetas de
nuestro ejemplo. Cuando las jornadas se reducen en una proporcién ¢, las condiciones
de estado estacionario teniendo en cuenta la reduccion de las jornadas quedan

x1 (70 +€210) +x, 30 +£90) + x3 (70 + £ 210) = x; 575 + x, 0 + x3 400
x1(12+e0)+x,(8+e0)+x3(12+60)=x,0+x,20+x30

x120

szO

X3ZO

e>0

o dicho con palabras:

consumo de trigo (con la reduccion de las jornadas) = produccion de trigo,
consumo de hierro (con la reduccion de las jornadas) = produccién de hierro,
las intensidades no pueden ser negativas,

y el factor de reduccion de las jornadas tiene que ser positivo.

Ademas las condiciones de maximo {3.1} y {3.2} resultan

—(70+&210)y1—(12+€0) ¥y, + 5751+ 0, <0 six; > 0 se aplica =
—(B30+e90)y;—(8+c0)y, +0y;+201, <0 six; > 0 se aplica =
—(70+&210)y;—(12+€0)y, +400 y; + 0, <0 si x3 > 0 se aplica =

I —(x1210y1 +x290y1 +x3210 1 +x1 02+ x2 02+ x30)2) =0
que, interpretando los multiplicadores de Lagrange como valores-trabajo, implican que:

la tasa de plusvalia del proceso n° 1 es menor o igual a ¢ — 1, y si opera es igual,

la tasa de plusvalia del proceso n° 2 es menor o igual a ¢ — 1, y si opera es igual,

la tasa de plusvalia del proceso n° 3 es menor o igual a ¢ — 1, y si opera es igual,

1 menos el valor-trabajo del consumo total de los trabajadores (con las recetas
originales) es igual a 0.

Todas las ecuaciones se satisfacen con ¢ = 19/12, con X¢ =[1, 1, 0] y con Y= [1/300,
23/480] (si multiplicaramos las intensidades y dividiéramos los valores-trabajo por un
nimero positivo cualquiera las ecuaciones también se satisfarian). En definitiva, tienen
que operar el mismo nimero de procesos de tipo n° 1 que de tipo n° 2 y los procesos de
tipo n° 3 no operan. El valor-trabajo del hierro resulta ser 14.375 veces mayor que el del
trigo. El factor de explotacion es 1.58333, por lo que un trabajador con una jornada
corriente de 8 horas tendria una jornada necesaria de 5 horas y 3 minutos y una

excedente de 2 horas y 57 minutos. Las recetas con A = C + 19/12 V serian

70 12 3325 0 402.5 12 575 0
C=|30 8 BV =|1425 O A=|1725 8 B=| 0 20
70 12 3325 0 402.5 12 400 O
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La evolucion del sistema queda

Tiempo ¢ Intensidades X Multipl. de Lagrange o valores-trabajo Y
-2 [1, 1, 0] [0.0033333, 0.047917]
-1 [1,1,0] [0.0033333, 0.047917]
0 [1, 1, 0] [0.0033333, 0.047917]
1 [1,1,0] [0.0033333, 0.047917]
2 [1,1,0] [0.0033333, 0.047917]
y también
t X A X¢B A Y, BY:
trigo hierro |trigo hierro |proc. 1° proc.2° proc. 3° |proc. 1° proc.2° proc. 3°
21575 20 575 20 1.91666 0.95833 1.91666( 1.91666 0.95833 1.33333
-11575 20 575 20 1.91666 0.95833 1.91666( 1.91666 0.95833 1.33333
0575 20 575 20 1.91666 0.95833 1.91666| 1.91666 0.95833 1.33333
1575 20 575 20 1.91666 0.95833 1.91666| 1.91666 0.95833 1.33333
2575 20 575 20 1.91666 0.95833 1.91666( 1.91666 0.95833 1.33333
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4: Algunos viejos y nuevos problemas

4.1 Cantidades de trabajo necesario

Una definicion del valor-trabajo de una materia es la suma del trabajo directamente
necesario para su produccion mas el trabajo indirectamente necesario para producir el
resto de insumos no laborales. Los clésicos parecian creer que esta definicion permitia
calcular estas magnitudes sin caer en una circularidad logica y sin usar herramientas
matematicas sofisticadas. Pero si escribimos matematicamente esta definicion, para el caso
de una produccién simple’ y con un tnico tipo de trabajo, tenemos un sistema de
ecuaciones lineales
Y=L+CY {4.1}

donde Y seria el vector columna de las cantidades de trabajo necesario o valores-trabajo, L
el vector columna de horas de trabajo directo y C Y las cantidades de trabajo indirecto que
incorporan el resto de los insumos. No obstante es cierto que en determinadas situaciones

muy sencillas no necesitamos ecuaciones para calcular los valores-trabajo.

Diremos que aquellas materias para las que solo se necesita trabajo para su produccion son
de grado 1, las que requieren trabajo y materias de grado 1 son de grado 2, las que
necesitan trabajo y materias de grado 1 y 2 son de grado 3, etc. Para las materias de grado
1 podemos calcular directamente los valores-trabajo; si se necesitan 0.05 horas de trabajo
para recoger en el bosque 1 kg de madera el valor-trabajo de ésta sera 0.05 h/kg de
madera. Una vez calculados los valores-trabajo de las materias de grado 1 podemos hacer
el célculo para las de grado 2; si se necesitan 0.1 horas de trabajo y 4 kg de madera para
producir 1 kg de carbon vegetal su valor-trabajo sera 0.1 + 4x0.05 = 0.3 h / kg de carbon.
Con las de grados superiores es lo mismo; si se necesitan 7 horas de trabajo, 10 kg de
madera y 5 kg de carbon vegetal para producir una artesania su valor-trabajo serd 7 +
10x0.05 + 5x0.3 = 9 h / artesania. Este método “por grados” resulta muy facil de entender
y es equivalente a {4.1}, pero esta limitado a las materias para las que C puede escribirse

como triangular inferior'®,

15 Cuando en las recetas el proceso i produce sélo una unidad de materia i, cuando B es la matriz identidad I,
una matriz cuadrada con elementos nulos salvo los de la diagonal que son 1. No debe confundirse la
“produccion simple” con la “produccion mercantil simple” que es un tipo de sociedad.

'® Una matriz es triangular inferior si solo los elementos debajo de la diagonal son no-nulos, como por
ejemplo
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Otra posibilidad sin recurrir a {4.1} es hacer este calculo por “aproximaciones sucesivas”.
En una primera aproximacion Y los valores-trabajo son las cantidades de trabajo directo
necesario L; en una segunda aproximacion Y® son L mas las cantidades de trabajo que
incorporan el resto de los insumos medidos con la primera aproximacion C Y?; en una
tercera aproximacion Y® son L + C Y®; etc. Tenemos una iteracion

YD =1,

Y®=L+CY®
YY=L+CY®
Y?=L+CYY

Podemos hacer esto con matrices C de cualquier tipo y si la iteracion converge lo hard a la

solucion de {4.1}.

Una tercera opcion sin {4.1} es un calculo ‘“historico”. Los trabajos directamente

necesarios son L; los trabajos directamente necesarios para producir los insumos son C L

(los insumos C por los trabajos directamente necesarios L); los trabajos directamente
. . . . . . 2

necesarios para producir los insumos necesarios para producir los insumos son C° L (los

insumos C por los trabajos directamente necesarios para producir los insumos C L); y asi

sucesivamente. Los valores-trabajo son la suma de todos estos términos, una serie infinita,
Y=L+CL+C’L+C’L+C'L+...

Si la serie es convergente la Y resultante es la solucion de {4.1}."

Pero tanto estos métodos sin ecuaciones como {4.1} estan limitados al caso de la
., . 1 , . . . ..
produccién simple'® y un tnico tipo de trabajo. Fuera de estas condiciones en general hay

que recurrir a ecuaciones mas complicadas para calcular los valores-trabajo.

o
)
(=]
(=]
S o O

€y Cap Cg3 O
'7 Esta serie también puede entenderse como el desarrollo del método por aproximaciones sucesivas
Y=L
Y?=L+CcY”=L+CL
Y?=L+CY?=L+C(L+CL)=L+CL+C’L
YO=L+CY?=L+C(L+CL+C’L)=L+CL+C’L+C’L

o como el resultado de unas substituciones desde {4.1}

Y=L+CY=L+CL+CY)=L+C@L+C(L+CY)=L+C((L+C(L+CL+CY))=
=, . =L+CL+C*L+CL+C*'L+...
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4.2 Tipos de trabajo

Un problema al que los clésicos no consiguieron dar una solucion satisfactoria fue calcular
los valores-trabajo cuando existe mas de un tipo de trabajo (y advertimos a priori que
nosotros no tuvimos dificultades con esto ni en TE ni en VN). Los clasicos intentaron

“reducir” las diferentes calidades de trabajo a una unidad comun.

Anotaremos como L; el vector columna del numero de horas de trabajo de tipo i que se
requiere en los procesos, R; sera el vector fila del consumo de los trabajadores de tipo i por
hora de trabajo, y L el vector columna de horas de trabajo directo que se requieren en los
procesos pero ya reducidas a un trabajo dado. El coste en valor-trabajo de una hora de
trabajo de tipo i en proporcion al coste de una hora de trabajo de tipo j resulta
R.Y
w; =
- RY

Si conociéramos estos coeficientes w; podriamos reducir todos los trabajos a uno en
particular, digamos el de tipo &, y entonces
L=Liwyt+Lywy+Lsws+Lgway+ ... {4.2}

Pero para calcular los wj necesitamos conocer los valores-trabajo. Por lo tanto no se puede
hacer la reduccion con {4.2} antes de conocer los valores-trabajo y no se pueden calcular
los valores-trabajo con ninguno de los métodos referidos equivalentes a {4.1} antes de
tener la reduccion hecha. Y aqui encallaron los clasicos. Algunos autores sugirieron
aproximar estos wj usando los precios observados en la realidad, pero esto en general es

incorrecto ya que la reduccion habria que hacerla con los valores-trabajo.

La solucién de este aparente callejon sin salida pasa por calcular los valores-trabajo en el
mismo momento en el que hacemos la reduccion, con un sistema de ecuaciones que
implique {4.1} y {4.2} simultaneamente. Tenemos de {4.2}

R,Y
R1Y+L R2Y+L Y R,Y

L=L, ) 3 +L, +
R, Y R, Y R, Y R, Y

y por lo tanto

1
L=(L,R,+L,R,+L;R, +L,R, +..)Y ——
R, Y

'8 Los clasicos en ocasiones trataron las materias duraderas bajo produccién simple imputando la carga de
desvalorizacion, pero nosotros las estudiaremos con produccion conjunta (los procesos producen mas de una
materia) ya que permite un calculo mas sencillo y mas general, como veremos en el capitulo 6.
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Pero L;i R; es la matriz del consumo de los trabajadores de tipo i, y en consecuencia la
suma de los L; R; es la matriz del consumo de todos los trabajadores V
V=LR,+L,R,+L;R; +L,R, +...
por lo que, anotando g = 1 / (R Y), nos queda
L=VYyg {43}
que significa que en cada proceso las cantidades de trabajo directo necesario ya reducidas
son proporcionales al valor-trabajo del consumo de los trabajadores. Sustituyendo {4.3}
en {4.1} tenemos
Y=VYg+CY {4.4}
donde los Y estdn sometidos a la normalizacion ¢ =1/(RxY). Con {4.4} podemos

calcular los valores-trabajo con varios tipos de trabajo'’.

Hacemos notar que {4.4} son las condiciones de méximo de TE {3.1} para los procesos
que operan en el caso de produccion simple, donde g = ¢. Por lo tanto los valores-trabajo
que resultan de los métodos sin ecuaciones que hemos citado, los que podemos calcular
con {4.1} y también con {4.4} son los multiplicadores de Lagrange de TE, salvo la unidad
de medida. En definitiva, {4.1} implica que se cumple la ley ricardiana, con un unico tipo

de trabajo o cuando hacemos la reduccion de varios tipos.

4.3 Productivo e improductivo

Los clasicos, a partir de una idea fisiocratica, definieron el trabajo (o consumo) productivo
como el que contribuia al crecimiento econdmico (0 a veces como el que creaba materias,
o también el que generaba beneficios), y trabajo (o consumo) improductivo como el que
no hacia esto. En realidad los autores muestran diferencias importantes, pero sobre todo a
la hora de establecer que clase de procesos contribuian al crecimiento y cuales no, y
algunos senalan que el calculo de las cantidades de trabajo necesario implicaria solo la
contabilidad del trabajo productivo y no del improductivo, ya que este ultimo no es

necesario.

Nosotros no hicimos ninguna referencia a este problema porque a la hora de plantear VN

nuestras inteligentes ecuaciones se encargan ellas mismas de adjudicar una intensidad 0 a

' (4.4} es un sistema en autovalores, un tipo de ecuaciones que trataremos mas adelante. El autovalor es ¢ y
el autovector es Y.
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aquellos procesos que no contribuyen a aumentar el factor de expansion méaxima, y lo
mismo pasa en TE con el factor de explotacion. Por ello nosotros no necesitamos un

estudio previo sobre cuales son los procesos productivos o necesarios.

Por ejemplo, supongamos que tenemos las siguientes recetas

trigo hierro seda trigo hierro seda
Proceson® 1 280 12 0 — 575 0 0
Proceso n® 2 120 8 0 — 0 20 0
Proceson® 3 1 1 0 — 0 0 1

Al resolver VN nos queda o = 1.25, X¢ = 1.25" [4, 6, 0], Y = 1.257 [1/2624, 15/2624,
20/2624], donde observamos que el proceso de produccion de seda no opera porque su
producto no contribuye al crecimiento. Pero nosotros no tuvimos que eliminar
previamente el proceso de produccion de la seda porque la solucion de VN ya se encarga a

posteriori de decirnos que su intensidad es 0.

En TE ocurre lo mismo. Pero debemos fijarnos que la estructura econdémica que se

corresponde a VN no necesariamente ha de parecerse a la de TE.

4.4 Materias “escasas”

Existen algunas materias para las que superado un limite no puede incrementarse su
cantidad, como la tierra alli donde no puede ocuparse libremente. Los clasicos se
enfrentaron al problema de que se observaba que los precios de estas materias cuando se
superaba ese limite, cuando se volvian “escasas”, eran a menudo muy diferentes de sus
costes de produccion (o de las cantidades de trabajo necesarias) cuando todavia podian
producirse. Algunos autores intentaron explicar los precios de estas materias, o la renta
que se obtenia de ellas, con teorias ad hoc. Nosotros no haremos esto, pero veremos que

nuestros modelos también tienen problemas con las materias “escasas”.

Modifiquemos nuestras recetas de §1.1 anadiendo al trigo y al hierro una tercera materia
que simboliza la tierra; los procesos que producen el trigo consumen como insumo una
hectarea de tierra que resulta también un producto junto con el trigo. Supondremos que
ademas existe un cuarto proceso que simboliza la incorporacién de la tierra desde el
entorno consumiendo algun insumo para acondicionarla para la produccion (aunque esto

ultimo no es imprescindible). Las matrices quedan
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70 12 1 210 0 O 575 0 1
30 8 0 % 0 0 0 20 O
70 12 1 210 0 O 400 0 1
I 1 0 I 0 0 0 0 1

La solucién de VN resulta o = 1.2437, X, = 1.2437" [0.3625, 0.5492, 0, 0.0883],
Y= 1.2437" [0.0041, 0.0603, 0.0851]. El precio de la tierra es el coste de su
acondicionamiento (si este coste fuera nulo entonces el precio de la tierra seria 0), y esto
se corresponde perfectamente a lo que se observa en el capitalismo cuando la tierra no es

“escasa”, cuando puede incorporarse desde el entorno.

Pero si el resto de la economia puede expandirse, la tierra es necesaria para la produccion
de otras materias y no puede incorporarse desde el entorno, si la tierra es “escasa”,
entonces no sera posible ningin comportamiento simple salvo el estado estacionario y la
solucion de VN puede que no exista o puede que deje de parecerse a los capitalismos
reales. Para ilustrar este punto prescindamos del cuarto proceso. En este caso VN
realmente tiene solucion, que resulta a=1, X¢=[0, 1, 1], Y¢,=[0, 0, 1]; el factor de
expansion maximo es 1, porque la tierra es necesaria y no puede aumentar su cantidad;
pero el trigo y el hierro tienen precios nulos, lo que no se corresponde con lo que se
observa habitualmente en los capitalismos reales. Mdas adelante veremos que el precio
puede entenderse como la tasa a la que aumenta el factor de expansion méaximo ante la
introduccion en el sistema de una “pequefia” cantidad de la materia correspondiente a lo
largo del tiempo®’. Con la introduccién de una pequefia cantidad de trigo o de hierro no se
modificaria el factor de expansion maximo, porque la cantidad de tierra seguiria sin poder
crecer, y sOlo con la introduccion de tierra en el sistema podriamos aumentar el factor de
expansion. Por ello so6lo la tierra tiene un multiplicador de Lagrange positivo, porque su
presencia determina la magnitud del factor de expansion. En definitiva, ante materias
“escasas” puede que el factor de expansion maximo esté determinado por su presencia, y

entonces los multiplicadores de Lagrange del resto de las materias no se parecen a los

% En todos los problemas de maximizacion restringida los multiplicadores de Lagrange son la tasa a la que
aumenta la magnitud de la funcidon objetivo en el maximo ante una variacion en las restricciones (bajo
determinadas condiciones, como que con la variacion el problema siga teniendo solucion). En VN la funcion
objetivo es el factor de expansion, las restricciones las condiciones de balance material, y como veremos la
variacion de la restriccion puede interpretarse como la introduccion de una “pequefia” (infinitésima) cantidad
de la materia correspondiente a lo largo del tiempo creciendo con el factor de expansion. Por lo tanto el
precio es la tasa a la que aumenta el factor de expansion ante la introduccion de una “pequeiia” cantidad de
la materia en el sistema.
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precios observados®'. Por lo tanto, si una materia o un conjunto de materias suponen un
limite absoluto al crecimiento, porque no puedan incrementarse mas alla de una tasa dada
inferior al que es posible con el resto de la economia, sélo estas materias tendran precios
no-nulos®, porque los precios son precisamente la medida en la que los balances

materiales suponen un limite al crecimiento.

Fijémonos en que si ademds tampoco estuviera disponible el tercer proceso entonces ni
siquiera existiria un comportamiento simple. Llamaremos factores propios de una materia
o un conjunto de materias a aquellos para los que existe un crecimiento proporcional
cuando no tomamos en consideracion el resto de materias. Si una materia es necesaria para
producir las otras y sus factores propios no tienen ningiin punto en comun con los del resto
de la economia no serd posible ningin crecimiento proporcional. Cuando en nuestro
ejemplo incluimos sélo los procesos 1° y 2° la tierra tiene como unico factor propio 1,
mientras que el resto de la economia tiene como factor propio 1.25, y por lo tanto no es

posible ningun crecimiento proporcional.

Para las recetas sin el proceso de incorporacion TE se satisface con & = 1.58333,
X¢=1[1,1,0] e Y¢=[1/300, 23/480, 0]. Las intensidades con las que operan los procesos
no han cambiado frente al caso en donde no tratdbamos la tierra, ni tampoco los valores-
trabajo del trigo y del hierro, mientras que el de la tierra es nulo™. Como TE supone un
estado estacionario no existe problema con la tierra, aunque no estén disponibles los
procesos de incorporacion. Mas adelante veremos que, de forma analoga a los precios, los
valores-trabajo pueden entenderse como la tasa a la que aumenta el factor de explotacion
ante la introducciéon de una pequeia cantidad de la materia en el sistema; los valores-
trabajo son la medida en la que los balances materiales suponen un limite a la reduccion de
las jornadas. En nuestro ejemplo el trigo y el hierro si suponen una limitacion, y por ello
tienen valores-trabajo positivos, pero un aumento o reduccion de la tierra sélo implicaria

un aumento o reduccion de la escala a la que puede operar el conjunto de la economia pero

I No obstante en otro trabajo veremos que entonces la solucion de VN nos informa de determinadas
propiedades dinamicas del sistema.

*2 Una variante de este problema fue sefialada en Champernowne [1].

2 De hecho las ecuaciones se satisfacen para un valor-trabajo de la tierra cualquiera, porque con la materia
tierra el coeficiente +1 de su produccion se cancela con el coeficiente —1 de su consumo, con lo que la
restriccion correspondiente a la materia tierra toma la forma 0 = 0 para cualquier €. No obstante si existiera
un proceso de incorporacion de la tierra su valor-trabajo estaria delimitado por la condiciéon de maximo
correspondiente.
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no una modificacion de la reduccion de las jornadas. En definitiva, TE supone un estado
estacionario que no se ve alterado por la necesidad de incrementar la cantidad de tierra,

por lo que podemos estudiar también el caso en el que la tierra no puede incorporarse™”.

Con otras materias “escasas” el problema es similar al de la tierra. Pero si la materia es
necesaria, no puede incrementarse, y ademds se consume en la produccién, si es un
recurso no renovable, entonces no sera posible mantener ni un estado estacionario ya que
la cantidad de esa materia necesariamente tendrd que disminuir. Entonces no podemos
estudiar estas materias ni con el estado estacionario de TE (salvo que impongamos que

pueden incorporarse desde el entorno).

Como ya sefialamos, estos problemas son el resultado de que en nuestros modelos
estudiamos sélo comportamientos simples. Con este tipo de materias puede que estos
comportamientos no sean posibles o que su presencia determine el factor de expansion.
Subrayamos estos aspectos de nuestros modelos para dejar bien patentes sus limitaciones;
ningiin modelo debe ser aplicado a la realidad de manera irreflexiva, tampoco los nuestros.
No obstante mas adelante plantearemos otros sistemas de ecuaciones que si pueden tratar
con comportamientos no simples y por ello también con este tipo de materias, incluso con

las no renovables.

4.5 Valores negativos

Vimos que nosotros escribiamos VN de una manera diferente al articulo original. Pues
bien, esta manera de escribir las ecuaciones tiene como consecuencia que bajo
determinadas circunstancias puedan aparecer soluciones negativas para los precios (o para
los valores-trabajo). Pero también dijimos que si afiadiamos un proceso de eliminacidén
gratuita para cada materia entonces teniamos el modelo VN original como un caso
particular del nuestro. Si afiadiéramos el proceso de eliminacion gratuita de la materia j la
condicién de maximo para ese proceso quedaria tanto en VN como en TE

—lyJSO

* No obstante si estuviéramos ante una serie de procesos con tierras de diferentes fertilidades solo
obtendriamos la mayor reduccion de las jornadas con la mas fértil de todas, por lo que so6lo se usaria ésta 'y la
escala a la que opera el conjunto de la economia estaria limitada por su cantidad disponible. En realidad
existen procedimientos que permiten tratar el uso de tierras con diferentes fertilidades, por ejemplo
agregando su operacion en las recetas, pero no nos detendremos en ellos.
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y si el proceso de eliminacion opera se aplica =, por lo que el precio y el valor-trabajo de
la materia j tiene que ser no negativo y si el proceso de eliminacién opera nulo. Por lo
tanto si suponemos que existe un proceso de eliminacién gratuita para cada materia los

precios y los valores-trabajo no seran en ninglin caso negativos.

Pero suponer que todas las materias pueden eliminarse gratuitamente es muy poco realista,
y nosotros no hemos hecho este supuesto precisamente porque asi tenemos la posibilidad
de estudiar los precios y valores-trabajo negativos. Para entenderlo planteemos un ejemplo

en donde aparecen precios negativos

trigo hierro desperdicios trigo hierro desperdicios
Proceso n® 1 280 12 0 — 575 0 1
Proceso n° 2 120 8 0 — 0 20 1
Proceso n® 3 1 | 1 — 0 0 0

La solucién de VN queda « = 1.20052, X; = 1.20052" [0.20668, 0.33889, 0.45441],
Y= 1.20052" [0.006718, 0.10372, —0.11042], donde el precio de lo que hemos llamado
desperdicios es negativo (e igual al del trigo y el hierro necesarios para eliminarlos, pero
con signo cambiado) y tiene que operar el proceso n° 3 de eliminacion con el consumo de

otras materias.

Si hubiéramos afiadido un cuarto proceso de eliminacion gratuita de los desperdicios

trigo hierro desperdicios trigo hierro desperdicios
Proceso n® 4 0 0 1 — 0 0 0

la solucion de VN resultaria o = 1.25, X¢ = 1.25" [0.22222, 0.33333, 0, 0.44444],
Y.=1.25" [0.00685, 0.10289, 0], donde no operaria el proceso de eliminacién con el
consumo de otras materias sino el de eliminacion gratuita, los desperdicios tendrian precio

nulo y el factor de expansion seria mayor que antes.

Vemos por lo tanto que interpretar el precio negativo es perfectamente facil: el precio es
negativo cuando hay que destinar recursos para eliminar la materia®. Que en nuestras
teorias puedan resultar valores negativos se corresponde con los hechos, ya que en los
capitalismos reales observamos la existencia de precios negativos: los residuos nucleares,

las basuras, las materias que hay que eliminar con el consumo de recursos, tienen precios

 En realidad los precios negativos ya fueron tratados en Jevons [1], pagina 127, e incluso en Remak [1b] se
da una interpretacion parecida a la nuestra.
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negativos, se paga a quién se le venden estas materias. Y ésta es una de las razones por las
que no suponemos la eliminacion gratuita, porque asi podemos estudiar la eliminacion de
los desperdicios con el consumo de otras materias, un aspecto muy importante en las

economias reales. Con el modelo VN original no podemos hacer eso.

En TE es lo mismo ya que si hay que destinar recursos para eliminar una materia su valor-
trabajo sera negativo. Si una materia tiene un valor-trabajo positivo podemos decir que es
necesaria una determinada cantidad de tiempo de trabajo para producirla o incorporarla, y
si tiene un valor-trabajo negativo que es necesaria una determinada cantidad de tiempo de

trabajo para destruirla o eliminarla.

4.6 Tasa de beneficio y tasa de plusvalia

El beneficio (la ganancia, la rentabilidad) de un proceso se define como la suma de los

ingresos netos a lo largo del tiempo en el que opera
foYo+tfiYi+ 6 Y, + 5 Y3+ £, Y+ .

donde f, es el vector-fila de los flujos fisicos netos e Y, es el vector-columna de los

precios, ambos en el momento 7 después de iniciarse el proceso.

El beneficio actualizado se define como la serie
ly - d + i + f - Ly +
(1+)° A+ 1A+ A+i)  (A+i)

(4.5}

donde /, = f; Yy es el ingreso neto en el momento » en precios actuales e i es el tipo de
interés (tasa de descuento, tipo de actualizacion). El beneficio actualizado es igual al

beneficio cuando se cumple la ley del interés compuesto Y, = Yy / (1+i)".

La tasa de beneficio g (tasa de ganancia, tasa de rentabilidad) se define como el tipo de
interés que anula el beneficio actualizado para unos ingresos netos /. dados, esto es, como
la g solucioén de la ecuacion
1, n I, n I, n 1 n 1,
(1+g)" (+g)' (+g)’ (+g)’ (1+g)°

+..=0 (4.6}

Sean los procesos con los ingresos netos en precios actuales 7,
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tiempo | 0 1 2
proceso 1° -1 1.2 0
proceso 2° -1 0 1.4

Resolviendo {4.6} vemos que las tasas de beneficio son del 20% y del 18.32%
respectivamente, pero si el tipo de interés fuera del 10% los beneficios actualizados serian
0.09090 y 0.15702 respectivamente. Por lo tanto si el criterio de asignacion fuera la tasa
de beneficio escogeriamos el proceso 1° pero si lo fuera el beneficio actualizado
escogeriamos el proceso 2°. Ambos criterios no siempre coincidirdn; maximizar la tasa de

beneficio no es necesariamente lo mismo que maximizar el beneficio (actualizado).

Calculemos la tasa de beneficio del proceso con los I,

tiempo | 0 1 2
-1 2.4 —-1.43

proceso 3°

Vemos que la ecuacion {4.6} tiene dos soluciones, el 10% y el 30%. Y pueden construirse
ejemplos con un nimero arbitrario de raices para {4.6} o incluso con ninguna. Por lo tanto

no siempre podemos establecer la tasa de beneficio de un proceso.

Los clasicos formularon la ley de la rentabilidad usando el concepto tasa de beneficio
porque pensaban que siempre era un criterio equivalente al beneficio (actualizado) y que
siempre podia establecerse para cualquier proceso, pero ya hemos visto que esto en
general no es asi*®. Pero realmente lo que los clasicos pretendian decir es que se maximiza
el beneficio y reformularemos la ley de la rentabilidad en concordancia con este criterio:
los procesos que operan obtienen beneficios marginales nulos y los que no operan

. . .. 27 , . . .
beneficios marginales no-positivos” . En efecto, asi pueden interpretarse las condiciones

2% No solo los clasicos cometieron este error. Véase Massé [1], pagina 28.
27 Con una variable no-negativa x > ) para que una funcion f{x) alcance su maximo es necesario:

si la variable es positiva que la derivada de la funcion sea nula, si x > 0 entonces df / dx = 0,

y si la variable es nula que la derivada sea no-positiva, si x = 0 entonces df/ dx < 0.
El beneficio (actualizado) total resulta X (-A + B/a) Y y la derivada del beneficio con respecto a la
intensidad del proceso i, 0 beneficio marginal, es (-A; + Bi/@) Y. Por lo tanto, como las intensidades tienen
que ser no-negativas, para que el beneficio alcance su maximo es necesario:

si la intensidad es positiva que el beneficio marginal sea nulo, si x; > 0 entonces (-A; + B/a) Y =0,

si la intensidad es nula que el beneficio marginal sea no-positivo, si x; = 0 entonces (—A;+Bi/2) Y <0,
que resultan las condiciones de méaximo de VN {2.1}.
Fijémonos en que hemos planteado VN como el crecimiento proporcional con el maximo factor de
expansion y que hemos deducido la ley de la rentabilidad. Pero también hubiéramos podido suponer el
crecimiento proporcional y la ley de la rentabilidad y entonces deducir que se maximiza el factor de
expansion. De hecho éste ltimo es el camino que se sigue en el articulo de John von Neumann. En
definitiva, la produccién por la produccion misma implica la ley de la rentabilidad y viceversa.
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de maximo de VN {2.1} para un tipo de interés igual a o — 1. En buena medida el papel
que jugaba la tasa de beneficio en el pensamiento clasico le corresponde ahora al tipo de
interés. En VN el beneficio y el beneficio actualizado son iguales porque se cumple la ley
del interés compuesto, pero en los capitalismos reales se observa que el criterio de
asignacion es el beneficio ya que la ley del interés compuesto se cumple sélo bajo ciertas
condiciones. Con las recetas el beneficio marginal es igual al beneficio unitario por lo que
en este caso la ley de la rentabilidad también puede formularse diciendo que los procesos
que operan obtienen beneficios nulos y los que no operan beneficios no-positivos™. En los
capitulos siguientes a menudo razonaremos en términos de beneficios unitarios para

facilitar la exposicion.

No obstante en determinadas circunstancias la tasa de beneficio si existe y si es un criterio
compatible con los beneficios (actualizados), como cuando tenemos una serie de procesos
con un Unico e igual pago inicial y un unico ingreso final separados ademas por el mismo
lapso temporal, que suele ser el caso en el que la tasa de beneficio se usa como indice de
rentabilidad en finanzas; o en VN, escrito con las matrices A y B, si los costes A Y y los
ingresos B Y son positivos para todos los procesos; o también si tenemos dos procesos
para los que existe tasa de beneficio, los beneficios actualizados son decrecientes con el

tipo de interés y el tipo de interés corriente estd entre ambas tasas de beneficio.

La plusvalia se define como el beneficio medido en valores-trabajo. La tasa de plusvalia
es la razon entre la plusvalia y el valor-trabajo del consumo de los trabajadores. Con el
concepto tasa de plusvalia también pueden existir problemas ya que por ejemplo el valor-
trabajo del consumo de los trabajadores puede ser 0 para algiin proceso, como ocurre en
los procesos automadticos. Si existe algin consumo de los trabajadores si podemos definir

la tasa de plusvalia para el conjunto de la economia, pero de todas maneras

* A veces se la conoce como ley de Von Neumann, aunque es una expresion de lo que los clasicos
pretendian afirmar y también Walras con su ni bénéfice ni perte; sobre esto véase McKenzie [2]. Pero
hacemos notar que con rendimientos no constantes a escala el beneficio unitario no necesariamente sera
igual al beneficio marginal y entonces la maximizacion del beneficio implica que solo sea éste ultimo el que
rige. En VN el valor se conserva en el tiempo, de forma que el valor de los insumos es igual al de los
productos, pero con funciones de produccion con rendimientos no constantes a escala o si se introducen o
retiran materias del sistema esto no serd necesariamente asi.

Fijémonos en que si en nuestro ejemplo de §2.5 calcularamos los beneficios (marginales y unitarios) usando
unos valores que no cambiaran con el tiempo entonces los procesos que operan obtendrian beneficios
positivos, pero como los precios en VN cumplen la ley del interés compuesto sus beneficios son nulos.
También debemos notar que unos beneficios (marginales y unitarios) nulos son compatibles con una tasa de
beneficio positiva, como ocurre en el ejemplo de §2.5 con los procesos que operan.
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reformularemos la ley ricardiana como el cumplimiento de las condiciones {3.2}. En TE,
para las recetas con las jornadas ya reducidas, los procesos que operan obtienen una
plusvalia nula y los que no operan una plusvalia no-positiva®; y con las recetas
originales, los procesos que operan obtienen una plusvalia proporcional al valor-trabajo
del consumo de los trabajadores y los que no operan proporcional o menos que

proporcional.

No obstante, una vez hechas estas advertencias, cuando tratemos las ideas de los clasicos
seguiremos refiriéndonos a la ley de la rentabilidad y a la ley ricardiana usando los

conceptos tasa de beneficio y tasa de plusvalia como si no presentaran dificultades.

¥ Aqui hablamos en términos de plusvalia unitaria para facilitar la exposicién, como también haremos mas
adelante, pero hacemos ver que {3.2} debe ser interpretada como la plusvalia marginal, como la plusvalia
que se obtendria de ampliar la intensidad del proceso en una pequefia cantidad. En TE se maximiza la
plusvalia.
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5: Espacio
5.1 Posicion espacial de las materias

Algunos autores prestaron mucha atencion a la geografia econdémica, como Thiinen. Para
estudiar estos aspectos simplemente diferenciaremos cada materia por su posicion
espacial. Por ejemplo, supongamos que tenemos dos puntos geograficos, que en uno de
ellos se produce trigo, en el otro hierro, y que ambas materias son transportadas desde el

punto de produccidn originario al otro. Las recetas podrian ser

70 12 0 O 210 0 0 O 575 0 0 O
0 0 30 8 0 0 9 O 0 0 0 20
1 0 0 O 001 0 0 O 0 01 O
0 0 0 1 0 0 001 O 0 1 0 O

donde las materias son el trigo; y el hierro; (ambas en el punto 1), el trigo, y el hierro,
(ambas en el punto 2) y donde el proceso 1 describe la produccion de trigo en el primer
punto, el proceso 2 la produccion de hierro en el segundo punto, el proceso 3 el transporte
de trigo desde el primer punto al segundo y el proceso 4 el transporte de hierro desde el
segundo punto al primero. La solucién de VN es o = 1.16331, X = 1.16331" [0.00437,
0.00664, 0.92792, 0.06105], Y, = 1.163317 [0.20099, 3.58907, 0.23615, 3.08286], y la
solucion de TE nos queda ¢ = 1.57369, X; = [0.00538, 0.00538, 0.92465, 0.06457],
Y:=[0.61275, 8.91171, 0.62239, 8.90191], donde las materias tienen precios y valores-

trabajo ligeramente mayores donde tienen que ser transportadas.

De la misma manera podemos incluir cualquier nimero de puntos geograficos y cualquier
nimero de materias en nuestras matrices. Ademas podemos introducir cualquier red de
comunicaciones, vinculando los puntos de forma arbitraria y escribiendo una serie de
procesos alternativos de transporte, para cada medio de transporte disponible y para cada
camino disponible. Las ecuaciones, VN y TE, nos dirdn dénde se producen las materias,
donde se consumen, en qué cantidades y con qué procesos; de donde a donde se
transportan, por qué via y con qué medio de transporte; los precios y los valores-trabajo de
todas las materias en todos los puntos; el factor-VN y el factor-TE. En definitiva, tenemos

unas geografias econdmicas completas.
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Dado que tratamos los procesos de transporte como un caso particular de produccion, las
condiciones de maximo tanto en VN como en TE determinan que en nuestros modelos una
materia no serd transportada a un destino si en ese punto puede producirse con menor
coste, e igualmente una materia no sera producida en un punto si resulta mas barato
trasladarla desde otro. Ademds una materia serd transportada s6lo a los puntos en los que
el transporte resulte mas beneficioso y también s6lo desde los puntos en los que el
transporte resulte menos costoso. La diferencia en valor entre los puntos, teniendo en
cuenta el tipo de interés en VN, resulta igual a los costes de transporte (si en nuestro
ejemplo el transporte no supusiera costes afiadidos los valores-trabajo serian iguales en
ambos puntos y si no requiriera ni costes ni tiempo lo serian también los precios). Por lo

tanto las materias son transportadas desde donde son mas baratas a donde son mas caras™.

3% Podemos distribuir los puntos geogréaficos a lo largo del espacio (por ejemplo en una malla cuadrada o
hexagonal) y entonces concebir el valor de cada materia como analogo a un campo escalar. Si los transportes
s6lo pueden realizarse entre puntos adyacentes y si en cada punto los costes y los tiempos de trasporte a los
adyacentes son iguales, los transportes en nuestros modelos se efectuaran hacia los destinos donde el valor
de la materia crezca mas, esto es, en la direccion del gradiente del campo escalar definido por el valor.
Tenemos una situacion analoga al mecanismo de localizacion por el olor. La densidad del aroma de una flor
forma un campo escalar que se distribuye a lo largo del espacio. Si un insecto se dirige hacia donde la
intensidad del aroma aumenta mas, si sigue el gradiente del campo escalar, acabara encontrando la flor.
Ademas bajo determinadas condiciones la trayectoria gradiental sera la de menor distancia y tiempo
requerido. Por ello no es de extraiar que el mecanismo de localizacion por el olor sea tan comun en la
Naturaleza.

Si los transportistas se desplazan entre puntos adyacentes (con igual coste y tiempo) seguiran la trayectoria
mas rentable desplazandose sucesivamente hacia la localidad en donde el valor de la materia transportada es
mayor. Este es un ejemplo del uso méas importante de los valores en las sociedades mercantiles, permitir una
asignacion local en unidades de producciéon con la que obtener una asignacidon general sin necesidad de
resolver el problema de planificar toda la economia en su conjunto. Nuestros transportistas, usando so6lo la
informacion contenida en los valores, pueden encontrar el camino mas rentable de manera local, sin
necesidad de resolver el problema general.

Usando los valores incluso en las sociedades antiguas podia desarrollarse un comercio a través de grandes
distancias con transportes locales, siguiendo el gradiente. El valor de la seda aumentaba desde China hasta
Roma y bastaba con que los mercaderes fueran transportandola en la direccion del gradiente, trasladandose
pequetios recorridos y sin necesidad de un organismo que planificara el transporte a lo largo de toda la Ruta
de la Seda.
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6: Materias duraderas

6.1 Materias con vida limitada

Algunas materias pueden durar méas de un paso temporal y experimentar cambios con la
edad, como una maquina que va envejeciendo desde que es producida. Escribiremos esta
situacion diferenciando estas materias segun su edad, de forma que la maquina nueva sera
una materia, la maquina de edad 1 sera otra, la de edad 2 otra, etc. Como por ahora
estamos estudiando procesos que duran una unidad temporal, unos procesos produciran la
maquina nueva, los que usen una maquina nueva la consumirdan como insumo Yy
produciran ademas de los productos habituales una maquina de edad 1, los que usen una
maquina de edad 1 producirdn ademas una maquina de edad 2, etc. Un ejemplo de una
serie de procesos que usan una materia duradera de n edades seria

a, 000 .00 —> b, 1 00 ..00
a, 1.0 0 ..00 —> b 010 ..00
a, 01 0 .00 —> b, 001 .00

o 00 ..10 —> b, 000 .. 0
a O00O0O. 01 —> b, 00O0 .. 020

donde a, y b, son vectores-fila con el resto de los insumos y de los productos usados junto
con la materia duradera. Un proceso podra usar varias materias duraderas diferentes
simultaneamente y las edades y duraciones de estas materias no tienen que ser iguales.
Ademas el mismo tipo de materia duradera puede ser usado por varios procesos, y
dependiendo del uso puede estar acompanada de distintas combinaciones del resto de
insumos y productos, o experimentar duraciones y desgastes diferentes. Por lo tanto,
aunque una materia duradera tenga un limite de vida fisica méximo, el momento en el que
deje de usarse en la produccidn, su vida econdmica, es una de las incognitas del problema.
Para cada momento en el que pueda terminar su vida econémica escribiremos un proceso
correspondiente, donde se consume la materia pero no se produce una con edad superior,
como el ultimo de la lista anterior. Si el uso al que ha sido destinada determina que ya no
puede ser utilizada como antes por otros procesos, sino que tiene que estar acompafiada de
otras combinaciones del resto de insumos y productos (por desgaste, por transporte, etc.),
la trataremos como una materia duradera distinta. Ademds la materia duradera nueva

puede ser producida por varios procesos diferentes, como el primero de la lista.
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6.1.1 Precios de las materias con vida limitada
Estudiemos los precios segiin la edad para el caso de una materia de » edades. Las
condiciones de maximo de VN para los procesos que usen las materias duraderas quedan

—agy +(boy+y0)/ a<0
—(aryt+ty)+t(biy+y)/a<0
—(a2y+ty) +(b2y+)2)/ a<0

—(An1 Y T Yn2) t(Pna Yy tyu1)/ a<0
—(@nyt Y1) tbhny/ a<0
donde aqui y, es el precio de la materia duradera de edad r e y es el vector-columna de los

precios del resto de materias, y con los procesos que operan se aplica =.

Despejando y, y sustituyendo desde abajo hacia arriba tenemos

Vi Z—apythyy/a
yn.zzfan-1y+bn-1y/afany/aerny/aZ
yn.sZ—an.zerb,,_zy/oz—an_ly/0¢+bn_1y/oez—any/afz+b,,y/053

por lo que

! a b
vz 2 (—ak—_kr_ﬁ k'irjy

k=r+1 a

y, anotando el precio del resto de las materias en el momento ¢ como y;, donde y=y /<,

n

Y, 2 Z(_ AV +bkyk—r)

k=r+1

Los lados derechos de las dos ultimas expresiones son los ingresos actualizados netos y los
. 31 . ..

ingresos netos” que pueden obtenerse con el uso de la materia con posterioridad, lo que
llamaremos sus ingresos de consumo. Por lo tanto el precio de las materias duraderas es
igual al ingreso que se vaya a obtener con su uso mas rentable en el futuro, ya que operan
los procesos mas rentables. Como Marx hacia decir a Butler en una de las primeras
paginas de El capital, “el valor de una cosa, es exactamente tanto como lo que habra de

rendir”.

Despejando y, de las condiciones de maximo y sustituyendo de arriba abajo tenemos

3! Nos expresamos en términos unitarios para facilitar la comprension, como seguiremos haciendo en otras
ocasiones, pero los lados derechos de estas expresiones deben ser interpretadas también como los ingresos
marginales actualizados y los ingresos marginales.
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Yo<agy a—byy
y1§aoya2—b0ya+alya—b1y
yzfaoya’%fboya2+a1y0ffb1ya+a2ya7b2y

o en general

r e . r b
Ve < (akar “-ba k)y - Z(%_%)y

k= k=0

=4

y recordando que y; =y /¢’ tenemos

~

y, = (akyk—r—l _bkyk—r)

k=

(=]

Los lados derechos de las dos ultimas expresiones son los costes actualizados netos y los
costes netos en los que debe incurrirse con anterioridad para producir la materia. Por lo
tanto el precio de las materias duraderas es también igual a lo que llamaremos sus costes
de produccion, al coste (actualizado) que ha sido necesario para su produccioén en el
pasado con el método mas barato, ya que operan los procesos mas rentables. El valor de

una cosa es exactamente tanto como lo que ha costado producirla.

En definitiva, para todos los procesos disponibles,
ingresos de consumo < precio < costes de produccion
y también, con los procesos que efectivamente operan,
mayor ingreso de consumo = precio = menor coste de produccion
Una materia duradera vale los costes netos que acompafiaron su produccion con el método

’ s 7 . I ’ 32
mas barato y también los ingresos netos que se generaran con su uso mas rentable’.

32 Hemos efectuado la exposicién en términos unitarios, pero en términos marginales queda

ingresos marginales de consumo < precio < costes marginales de produccion

mayor ingreso marginal de consumo = precio = menor coste marginal de produccion
Observemos que no hemos supuesto estas propiedades sino que las hemos deducido. Subrayemos también la
simetria temporal de estas afirmaciones, que mas adelante estudiaremos con detalle. Con produccion simple
es muy facil entender la perspectiva del coste de produccion y con consumo simple (el proceso i consume
una unidad de materia 7) la del ingreso de consumo. No obstante lo normal sera la produccién y el consumo
conjuntos, por lo que no siempre ambas perspectivas podran definirse con claridad o seran igual de
comprensibles. Pero con una materia duradera en la mitad de su vida, para la que sélo se requiere de una
sucesion de consumos para su producciéon y de la que s6lo se obtiene una sucesion de ingresos con su
consumo, el precio sera el coste (actualizado) necesario para producirla y también el ingreso (actualizado)
que se obtiene con su consumo.
Para intentar construir una teoria de los precios los economistas clasicos usaron la perspectiva del coste de
produccion, a veces bajo la variante del valor-trabajo, mientras que los neoclasicos la del ingreso de
consumo, a menudo bajo la forma de “utilidad subjetiva”. Para un ejemplo de la primera perspectiva véase el
método por grados de §4.1, y para la segunda véase Carl Menger [1], donde el planteamiento es muy
parecido al método por grados pero invirtiendo el orden temporal: los bienes de primer orden son los que
satisfacen las necesidades y que por ello tienen un valor directo, los de segundo orden son los que pueden
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Recordemos que nosotros no hacemos el supuesto de que siempre existan los procesos de
eliminacion gratuita, tampoco para las materias duraderas, y si éstas no pueden eliminarse
gratuitamente es posible que muestren precios o valores-trabajo negativos porque
mantener la materia a partir de un momento dado implique el consumo de recursos.

6.1.2 Precios con eficiencia constante

Especialmente interesante es el caso con eficiencia constante, cuando se consumen los
mismos insumos y se producen los mismos productos con independencia de la edad de la
materia duradera a partir del momento en que es producida, cuando a, = a y b, = b para

r> 0. Entonces, para los procesos que operan,

< a b b 51 b) a"-a'
= -~ + =|—a+— — = -—a+—y———
P ,;;1( at ! ak”jy ( ajyk_z,;l a* ! ( ajy a"-a"!

y como de aqui y, resulta

b a" -1
Yo=| A+t Yy
(04 a —a

dividiendo ambos extremos de las dos ultimas expresiones nos queda

ir -eoa (6.1}
0

que es la formula de la depreciacion de las materias duraderas con eficiencia constante,

donde a es 1 mas el tipo de interés; la representaremos para varios « cuando n es 50.

producir bienes de primer orden y por ello adquieren un valor indirecto, los de tercer orden son los que
pueden producir bienes de segundo orden, etc. El método por grados parte del trabajo pasado mientras que
Menger parte de la utilidad futura, aunque eso no significa que los neoclésicos prescindieran de la primera
perspectiva ni que los clasicos ignoraran la segunda. Ademas los clésicos tendian a concebir el valor de una
manera “objetiva” y los neoclasicos de una manera “subjetiva” (y marginal), pero fijémonos en que estas dos
perspectivas temporales son independientes de una concepcion “objetiva” o “subjetiva”.

En VN ambas perspectivas temporales son correctas y equivalentes, pero no suponemos conocidos ni el
coste de produccion ni el ingreso de consumo antes de conocer los precios, puesto que ambos conceptos se
definen en términos de precios (y veremos mas adelante que este problema de circularidad tuvo una gran
importancia en la historia de la teoria economica). Ademas en VN el coste de produccion se refiere a todos
los insumos, y no solo al trabajo, y el ingreso de consumo se refiere a los beneficios, y no a la “utilidad
subjetiva”. Por lo tanto en VN el valor puede entenderse como coste de produccion y también como ingreso
de consumo, pero ambos términos se establecen en términos “objetivos” y no se suponen conocidos antes de
establecer los precios (y ambos es preferible entenderlos de manera marginal).

Sin embargo en los capitalismos ambas perspectivas no son idénticas, incluso cuando pueden definirse con
claridad. Una materia ya existente s6lo se valora por su ingreso de consumo, con independencia del coste de
produccion que haya requerido, y asi el trigo se valora por los ingresos que se espera que se obtendran con él
y no por los costes en los que se ha incurrido al producirlo. En los capitalismos el valor de una materia no
depende de su pasado sino de su futuro. Pero las materias a producir si se deciden a partir del coste de
produccion, y el trigo se sembrara sélo si el ingreso que se espera obtener compensa su coste. En definitiva,
en los capitalismos las materias son valoradas por su ingreso de consumo (también las “escasas”), pero se
producen sélo cuando su precio compensa su coste de produccion, y por ello en estos sistemas se observa
que, cuando pueden ser definidos, el coste de produccion y el ingreso de consumo tienden a igualarse.
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El alquiler que hay que pagar por una materia cualquiera durante un lapso de tiempo es el
precio de la materia al principio del lapso menos el precio (actualizado) al final del mismo.

El alquiler de una materia de vida limitada y eficiencia constante sera

n

n I r+l n n—1
V. o'—«a a"-a" y, a'"-a
ym ey = ———— {6.2}
a a" -1 a"-1 «a a" -1

que es la formula de la carga de depreciacion en el caso de eficiencia constante y que,
aunque es igual para todas las edades (e igual al precio de la ultima edad), como vemos
depende de a.

6.1.3 Valores-trabajo de las materias con vida limitada

Estas formulas también describen los valores-trabajo cuando el tipo de interés es 0
(cuando a es 1) y recordando que a, = ¢, + ¢ v,. Como puede deducirse de las condiciones
de maximo de TE de manera similar a la seccion anterior, el valor-trabajo de una materia

duradera de la edad r resulta

Zn:(_ck —&Vy +bk)y£yr < r (ck +EVy _bk)y

k=r+1 k=0
y si los procesos operan se aplica =, por lo que sigue siendo valida la perspectiva del
ingreso de consumo y también la del coste de produccion, pero midiendo lo que habra de
rendir y lo que ha costado en valores-trabajo. En el caso de eficiencia constante los
valores-trabajo quedan, para los procesos que operan,

v, = Y(e—evibly=(n—r)(-c-ev+bly

k=r+1
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y por lo tanto

Y, _n-r

Yo n

. . . .7 33
esto es, descienden linealmente con la edad. La carga de desvalorizacion resulta

n—r n—(r+1)
Vo=V = Yo~ vo=22
n n n

6.2 Materias “radiactivas”

Otro tipo de materia duradera es la que se consume parcialmente en los procesos de
produccion pero sin envejecer, de forma analoga a una materia radiactiva que se
descompone siguiendo la ley de decrecimiento exponencial. Un ejemplo seria
a 1 — b s

donde a y b son vectores-fila con el resto de los insumos y de los productos usados con la
materia duradera, y s es la constante de desintegracion o tasa de supervivencia. Un proceso
podréa usar varias materias “radiactivas” diferentes simultdneamente y ademas el mismo
tipo de materia “radiactiva” puede ser usado por varios procesos, y los a, b y s no tienen

que ser iguales.

Las condiciones de maximo de VN en este caso quedan
—(ayty)t(by+sy)/ a<0
donde aqui y es el precio de la materia “radiactiva” e y es el vector-columna de los precios

del resto de materias, y si los procesos operan se aplica =. Despejando y tenemos

3 Los clasicos para tratar las materias duraderas en ocasiones usaron el método de imputar la carga de
desvalorizacion, donde para una materia de duracioén n con eficiencia constante se cuenta como insumo el
numero de materias duraderas usadas dividido entre n (véase el ejemplo del arado que dura 12 afios en Mill
[1], pagina 32). En cambio con una materia no duradera y otra duradera con tres edades nosotros dedicamos
a ésta ultima tres materias segin su edad

(05 0 0 0 (03 0 0 0 0100
2 100 4 000 7 010
C: V= B:
2 010 4 000 7 0 0 1
12 0 0 1 |4 0 0 0 7 0 00
Con el método de imputar la carga de desvalorizacion este mismo ejemplo quedaria
05 0 03 0 [0 1
C= V= B=
|2 1/3 | 4 0 17 0

Es facil ver que en el caso de eficiencia constante este ultimo método facilita usar algunos de los algoritmos
descritos en §4.1 y también que produce los mismos valores-trabajo que el nuestro. Pero nuestro método es
mas sencillo y general, ya que funciona con cualquier tipo de eficiencia, y ademas es aplicable también al
calculo de los precios mientras que incluso con eficiencia constante la carga de depreciacion depende de «,
como vimos en §6.1.2, lo que supone complicar las ecuaciones de manera innecesaria. No obstante nuestro
método fue estudiado también por los clasicos desde Torrens (véase Sraffa [1b], pagina 133).
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e
B a—Ss (94 k=0 (04 a k=0 ak ak+1

=-ay,+by, —say, +sby, —s’ay, +s’by, —s’ay, +s’by, +...

donde anotamos y; =y /& como el precio del resto de las materias en el momento ¢, y
donde con los procesos que operan se aplica =. Por lo tanto operaran los procesos mas
rentables y el precio de las materias “radiactivas” serd el beneficio actualizado (y el

beneficio) que vaya a producir su uso mas rentable*”.

En el caso de los valores-trabajo la formula es la misma pero con « igual a 1 y con

a=c+e¢v,porlo que nos queda

yZL(—c—gv—i-b)y
I-s

6.3 Materias con vida ilimitada

Un tipo de materia especialmente importante es aquella que no se consume en la
produccion, aunque si se requiera su presencia para la misma, y que tiene una vida
ilimitada, como una maquina que puede reponerse a su estado original mediante
reparaciones y repuestos. Un ejemplo seria

a 1 — b 1
donde a y b son vectores-fila con el resto de los insumos y de los productos usados con la
materia duradera (podemos concebir las materias de vida ilimitada como un caso

particular de materia “radiactiva” cuando s es igual a 1).

Las condiciones de maximo de VN en este caso quedan
—(ay+y) +(by+y)/a=0
y despejando y resulta

a b
yzﬁ[—a+;jy=—ay0 +by, —ay, +by, —ay, +by, —ay,; +by, +...

donde anotamos y; =y /& como el precio del resto de las materias en el momento ¢, y

donde con los procesos que operan se aplica =. Esta expresion se conoce en matematicas

financieras como formula de la renta perpetua prepagable. En efecto, si la materia no se

* Hubiéramos llegado al mismo resultado si hubiéramos escrito el caso “radiactivo” como una materia
duradera que envejece con un nimero de edades infinito, eficiencia constante y con una tasa de
supervivencia.
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consume su precio serd los beneficios que producird su uso mdas rentable de manera

perpetua.

En las condiciones de maximo de TE correspondientes las materias de vida ilimitada se
cancelan, como vimos con la tierra en §4.4, y por ello no afectan a la soluciéon de las
ecuaciones.

6.3.1 Tierra

El ejemplo mas importante de materia con vida ilimitada es la tierra. Ya vimos en §4.4 que
en VN tenemos problemas con la tierra si es “escasa”, si existe crecimiento y no puede ser
incorporada desde el entorno; pero si entonces la tierra, o en general una materia con vida
ilimitada, puede ser producida o incorporada por otros procesos entonces no tendremos
dificultad. Ademas podemos dedicar diferentes materias para cada tipo de tierra y asi tratar
la adecuacioén a diferentes cultivos y también otros aspectos que ya vimos como la
posicidon geografica. En este caso el precio de la tierra ya preparada para la produccion
serd el coste de su acondicionamiento (en su forma menos costosa), y también la renta
perpetua que se deduce de la formula anterior (en su uso mas rentable). Y en efecto en los
capitalismos reales se observa que la formula de la renta perpetua se usa para calcular el
precio de la tierra, incluso cuando ésta es “escasa” y su precio no se corresponde con el

coste de acondicionamiento.

6.4 Materias con vida ciclica

Algunas materias de vida ilimitada repiten un ciclo de manera que llegado el final del
mismo se encuentran en la misma situaciéon que cuando lo inician, como una parcela de
tierra destinada al cultivo de trigo que, desde que es acondicionada para la produccion, es
arada, sembrada, crecen los retofnos, maduran, se cosechan, y vuelve a estar en la situacion

anterior a ser arada. Podemos representar esta evolucion con los procesos

a, 1. 0 0 .00 —> b, 010 ..00
a, 01 0 .00 —> b 001 0 0
a, 00 1 .. 00 —> b, 00 0 0 0
a,, 00 0 . 10 —> b, 00 0 0

a,, 0 00 .. 01 —> b

n-1

6.4.1 Precios de las materias con vida ciclica

Las condiciones de maximo de VN para los procesos que usen estas materias quedan
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—(agy +yo) T (boy+y1)/ a<0
—(ary+ty)+iy+y)/ a0

—(An2y *Yn2) t (Pn2y tyu1)/ @<0

—(@n1 Yy tyn1) + (boay+yo0)/ a<0
donde aqui y, es el precio de la materia en el momento del ciclo 7 e y es el vector-columna
de los precios del resto de materias, y si los procesos operan se aplica =. Despejando y
sustituyendo desde abajo hacia arriba tenemos

Yn-1 = (_ An-1 + bn-] /0[) y +y0 /a
Vn2>(—ap2tbpa/a—an; /a+ by /az) y+yo /ol
Vp3> (—an3 T bps/a—any /a+bua /o —an /o +bus /)y + ol

yOZ(—a0+b0/a—a1 o+ b1 /0!2—... — Qp-1 /Otn_l +bn_1 /a”)y+yo /0[”

por lo que

Yo 2 a?—l(_ao +b0/a—al/a+b1/0!2 —eeTa,, /a"_l +bn_1/6¥n)y:

—a,y,+byy,—a,y,+b,y,—.—a, ¥, tb, ¥y, -2y, tby ¥, —2, ¥, +o

donde anotamos y; =y /& como el precio del resto de las materias en el momento ¢, y
donde con los procesos que operan se aplica =. En definitiva la materia cuando el ciclo se
inicia valdra los beneficios que producira en el futuro su uso mas rentable; tenemos de
nuevo la férmula de la renta perpetua. Ahora bien, esto también es asi para cualquier otro
momento del ciclo, de manera que el precio de la materia dependerd del momento del

ciclo en el que se encuentre.

El alquiler que hay que pagar por una materia ciclica para los procesos que operan queda
V=Y /a=(—ar+b/a)y=—a,yo+ b y1

esto es, el alquiler de la materia ciclica sera igual a los beneficios que produce en el lapso

correspondiente. La materia ciclica aumentard su precio a lo largo del ciclo segin

disminuyan los ingresos en cada momento. En la tierra destinada al cultivo de trigo, y

suponiendo que a lo largo del ciclo el unico ingreso se realizara con la venta de la cosecha,

la tierra valdra menos después de la cosecha e ira aumentando su valor segun se desarrolle

el cultivo, como los costes del mismo, hasta llegar a su maximo en la cosecha.
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Fijémonos en que una materia de vida ilimitada es un caso particular de materia de vida
ciclica cuando el periodo del ciclo es 1, y que con éstas tendremos las dificultades ya
sefialadas para aquellas.

6.4.2 Valores-trabajo de las materias con vida ciclica

En el caso de los valores-trabajo las condiciones de maximo nos quedan

—(coytevoytyo) t(boy+y)<0
—(cryteviyty) t(bry+y2)<0

—(Cn2Y T eVa2 Y T ¥u2) T (b2 y + 1) <0

—(Cn1 Yt EVaa Y T yu1) T (bnay +10) <0
donde aqui y, es el valor-trabajo de la materia en el momento del ciclo » e y es el vector-
columna de los valores-trabajo del resto de materias, y si los procesos operan se aplica =.
Por lo tanto el valor-trabajo de la materia a lo largo del ciclo obedece la formula

V=Y =(=C— eVt by
La evolucion del valor-trabajo a lo largo del ciclo es pues similar a la de los precios.
Sefialamos que las materias de vida ilimitada no afectaban a la solucién de TE, porque en
un estado estacionario no hay que producirlas ni eliminarlas. En TE pasa lo mismo con las
materias de vida ciclica, y por ello la férmula anterior s6lo define la diferencia del valor-
trabajo para cada momento del ciclo y; — 1 y no propiamente el nivel absoluto del valor-
trabajo. Son los procesos de incorporacion y eliminacion de la materia de vida ciclica, si

existen, los que determinan el valor-trabajo en términos absolutos’”.

3 Por ejemplo, si tuviéramos una materia normal y una ciclica de tres etapas, las matrices podrian ser

2100 2000 0 010
C=/2 010 V=2 0 0 0 B={0 0 0 1
2 0 0 1 2000 201 0 0

Las ecuaciones de TE se satisfacen con ¢ = 2.3333, X = [0.3333, 0.3333, 0.3333], Y =[0.5, &, 3.3333 + h,
6.6666 + K], donde /4 es un nimero cualquiera (hay un grado de libertad porque el nimero de variables es
menor que el numero de restricciones). Vemos que en el primer momento del ciclo la materia vale menos
que en el segundo, y en éste vale también menos que en el tercero; en el tercer momento vale mas que en los
anteriores porque es en el tercero donde se realiza la produccion de la materia no ciclica.
Como no hemos incluido ningun proceso de produccion o incorporacion de la materia ciclica el tinico
comportamiento simple posible para esta materia es el estado estacionario, y como el conjunto del sistema
no puede mantenerse en ese estado VN no tiene solucion. Pero si afiadiéramos un cuarto proceso para la
produccion de la materia en un momento del ciclo, como

C,=[3 0 0 0] V,=[4 0 0 0] B,=[0 0 1 0]
entonces VN si tendria solucién, que resulta o = 1.2078, X, = 1.2078' [0.2258, 0.3294, 0.2727, 0.1721],
Y, =1.2078" [0.1000, 0.2999, 0.8452, 1.5039]. Vemos que el precio aumenta hasta el momento de la
produccion de la materia no ciclica y que en el segundo instante es igual a los costes de su produccion.
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6.5 Otros tipos

Los casos estudiados no agotan, ni mucho menos, los tipos posibles de materias duraderas.
Por ejemplo, no hemos tratado las materias de vida limitada o ciclica bajo tasas de
supervivencia. De entre los tipos no estudiados hay ejemplos especialmente importantes
como los que se aplican a las poblaciones bioldgicas (matrices de Leslie, de Lefkovitch,
etc.), pero detallaremos alguno de sus usos en Demografia en el capitulo siguiente. No
obstante el estudio de todos estos casos es similar al que hemos efectuado con los si
tratados. Ademas en general los valores-trabajo, cuando estan definidos, obedecen las
féormulas de los precios para un «igual a 1 y con a, = ¢, + € v,. Ya vimos que tenemos un
problema en nuestros modelos con las materias “escasas” o con las que tienen factores
propios diferentes de los del resto de la economia; esto sera asi también si son materias

duraderas.
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7. Estructura demogréaficay laboral

7.1 Demografia

En las matrices de Leslie se estudia a las personas (o a los seres vivos, y a menudo se
incluyen sélo las hembras) como nosotros hemos tratado las materias duraderas de vida
limitada, escribiendo cada grupo de edad como una materia diferente. Las mujeres de cada
grupo de edad producen una serie de mujeres de edad 0, esto es se reproducen, con una
tasa de reproduccion b,. Ademas las mujeres de edad 0 producen mujeres de edad 1, las de

edad 1 producen mujeres de edad 2, etc., con unas tasas de supervivencia s,

00 ..0 00 by s, 0 .. 0 0 0
01 0 .. 00 0 bb 0 s, .. 0 0 0
001 ..00 0 b, 0 0 .. 0 0 0

A=|. B=
0 0 0 0 0 s, O
000 ..0 1 0 b, 00 .. 0 0 s,
00 0 .. 0 0 1 b, 00 .. 0 0 0|

Si dos tasas de reproduccion consecutivas y las tasas de supervivencia son positivas las
poblaciones sometidas a las matrices de Leslie tienden a un crecimiento proporcional a
largo plazo®®. La solucion de VN nos describe ese comportamiento a largo plazo, de
manera que el factor-VN resulta ser el de ese crecimiento, las intensidades-VN son el
nimero de individuos en cada grupo de edad o poblacion exponencial (de Lotka), y los
valores-VN son lo que bidlogos y demografos conocen como valores reproductivos (de
Fisher).

7.1.1 Condiciones de crecimiento proporcional y poblacién exponencial

Las condiciones de crecimiento proporcional resultan

xo=Xobo+tx1 b1 +x2b2+ ... +X03 by3 T X2 by F X001 bit) /
X1 = Xo S()/ (94
X2 = X181 / a

Xn-2 = Xp-3 S n-3 / o
Xn-1 = Xp-2 S n-2 / o

por lo que substituyendo

3% Los modelos basados en cohortes de edad pueden remontarse al problema de los conejos de Fibonacci
(con el nimero aureo como factor de expansion), pero se conocen como matrices de Leslie por la
profundidad con la que las investigd este autor. Generalmente se escriben como la transpuesta de la matriz
B. Véase Leslie [1] y Keyfitz y Caswell [1].
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X1:X()S()/CZ

2
xz=x1s1/a=x0sos1/a
X3:x1S1/(Z:xOSoS1S2/(Z3

Anotando la tasa de supervivencia desde la edad i hasta la edad j como

Jj-1
S = H Sk
k=i

nos queda
S
K _ or {7.1}
X, «

Vemos pues que la poblacion exponencial relativa es el porcentaje de supervivientes desde
el nacimiento, o curva de supervivencia, actualizado con el factor de expansion. En VN la
poblacion crecera en el tiempo con el factor & manteniendo la estructura de la poblacién
exponencial. Si el factor de expansion fuera 1 la poblacion exponencial relativa seria la
curva de supervivencia Sy, y se la conoce como poblacion estacionaria.

7.1.2 Condiciones de maximo de VN y valores reproductivos

Las condiciones de maximo de VN para los procesos que operan quedan

—yo+(boyo+s0y1)/a=0
—y1+(b1y0+S1y2)/C¥:0

—Vn-2 + (bn—Z Yo + Sn-2 yn—l) /a=0
~ Y1t b1yl a=0

por lo que substituyendo desde abajo hacia arriba
Yn1=bpayo/ a
Vna=buayo! &+ Su2 buiyo! &

Vn-3 = bn-3 Yo / a+ Sn-3 bn-2 Yo / 0{2 + Sn-3 Sn-2 bn-l Yo / C(3
Vna=busayo! o+ S44 b3 yo/ O + Spa Sns by Yo/ O + Spa Sn3 Sna b Yo/ a'

y en general

n—l1

S, ..b S b S b S b
&_ﬂ_’_ rr+1%r+1 + rr+27r+2 r 437 r+3 +:z r.k“k {72}
k=r

= +
v, « a? a’ at k=r+1

S, es la tasa de supervivencia desde la edad r hasta la k y b es el nimero de hijas por
mujer viva al final de la edad &, por lo que S, bx es el numero de hijas que tendra por
término medio una mujer de edad r cuando llegue al final de la edad k. Por lo tanto el
valor reproductivo relativo y,/ yo es igual al nimero de hijas que tendra por término medio

una mujer del grupo de edad r hasta el final de su vida, actualizado con el factor de
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expansion segun el tiempo que falta para que las tenga. Si el factor de expansion fuera 1 el

valor reproductivo relativo seria el numero de hijas futuras 4,

pero en general hay que considerar la actualizacién. Por ejemplo, el valor reproductivo

correspondiente al grupo de las mujeres de edad 30 sera

b S.o 2D S.q1,b S b
V3o — D50 | P3031%1 | P302%2 | P03%5

v, « a’ o’ a

esto es, el nimero de hijas que tendran por término medio al final de los 30 dividido entre
a, mas el namero de hijas al final de los 31 dividido entre ¢, més el niimero de hijas al
final de los 32 dividido entre o, etc. En consecuencia a las mujeres de un grupo de edad

que supere la edad de reproduccion les correspondera un valor reproductivo nulo.

Subrayemos que los valores reproductivos sélo son un caso particular de valores-VN o
precios. De hecho si las tasas de supervivencia fueran del 100% los valores reproductivos
cumplirian las formulas de los precios de las materias duraderas con vida limitada, y si
ademas las tasas de reproduccion fueran iguales cumplirian {6.1}. En definitiva, el valor
reproductivo que se corresponde a un grupo de edad en un determinado instante es
exactamente tanto como (el valor reproductivo de) la descendencia que habra de rendir®’.
7.1.3 Ejemplos

Estudiemos unos ejemplos adaptados desde los datos de la poblacion espafiola en 1963 por
quinquenios (s6lo las hembras). Comentaremos las soluciones del modelo en el caso de
que las tasas de reproduccion fueran las originales (y entonces « seria 1.047), en el que
fueran las originales divididas entre 1.346 (entre Ay, y entonces « seria 1), y en el que
fueran las originales divididas entre 2 (y entonces « seria 0.941). Detallamos las hijas
futuras &, para las tasas de reproduccion originales; cuando dividimos estas tasas por un
numero las hijas futuras se dividen también por ese numero. Recordemos que las
poblaciones reales efectivamente acabarian comportandose como indica el modelo si las
tasas de supervivencia y reproduccién no cambiaran con el tiempo, pero en la realidad

estas tasas si se modifican y por ello no debemos confundir el modelo con la realidad.

7Y también es exactamente tanto como (el valor reproductivo de) la ascendencia que ha supuesto su
generacion. Como ahora estamos ante un consumo simple esta perspectiva es menos facil de explicar y por
eso no nos detendremos en ella. Fijémonos en que la categoria valor puede tener sentido incluso alli donde
no hay intercambios.
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Grupo Ultimo Tasas de Tasas de Curva de Hijas b, b./1.346 b./2

de edad cumpleaios | supervivencia reproduccion | supervivencia  futuras a=1.047 a=1 a=0.941
r s, b, So, h |X Y X Y |[X Y
0 0-4 0.967 0 1.000 1.346] 0.092 1.774 | 0.067 2.309 | 0.041 3.515
1 5-9 0.997 0 0.967 1.392] 0.085 1.921|0.064 2.388|0.042 3.422
2 10-14 0.998 0 0.964 1.396 ] 0.081 2.018 | 0.064 2.395|0.044 3.231
3 15-19 0.998 0.025 0.962 1.39910.077 2.117 | 0.064 2.400 | 0.047 3.047
4 20-24 0.997 0.250 0.960 1.37710.073 2.176 | 0.064 2.362 | 0.050 2.830
5 25-29 0.995 0.485 0.957 1.130 ] 0.070 1.841|0.064 1.939|0.053 2.231
6 30-34 0.995 0.373 0.952 0.649]0.066 1.073|0.063 1.113|0.056 1.254
7 35-39 0.992 0.200 0.947 0.277]0.063 0.464 | 0.063 0.476 | 0.059 0.527
8 40-44 0.989 0.073 0.939 0.078 1 0.060 0.132|0.063 0.134|0.062 0.146
9 45-49 0.983 0.005 0.929 0.005 | 0.056 0.008 | 0.062 0.009 | 0.065 0.009
10 50-54 0.976 0 0.913 0 0.053 0 0.061 0 0.068 0

11 55-59 0.939 0 0.891 0 0.049 0 0.059 0 0.071 0

12 60-64 0.968 0 0.837 0 0.044 0 0.056 0 0.070 0

13 65-69 0.905 0 0.810 0 0.041 0 0.054 0 0.072 0

14 70-74 0.835 0 0.733 0 0.035 0 0.049 0 0.070 0

15 75-79 0.683 0 0.612 0 0.028 0 0.041 0 0.062 0

16 80-84 0.507 0 0.418 0 0.018 0 0.028 0 0.045 0

17 85- 0 0.212 0 0.009 0 0.014 0 0.024 0

Representaremos®® la evolucion del modelo con las tasas de reproduccion originales,
cuando a es 1.047, durante 50 quinquenios. Las intensidades, que son iguales a la

poblacion en cada grupo de edad, aumentan con el tiempo, X; = 1.047" X,

85
80-84 ;
7579
70-74
B5-69
o BO0-64 |
& 55583
T 5054
& s5a9 }
o 4044
S sl
@ 3034
2529 -
20-24
1513 -
10-14
59
0-4 I 1 I
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tiempo

y los valores reproductivos disminuyen con el tiempo, Y= 1.047"Y,

B5-
50-84
7579
7074
FE5-B9

= B0-B4

3 5569

T 5054

T 4549

o AD-44
S 3539

& 3034
2529
2024
15-13
10-14
549
0-4 .

a0 25 an 3 40 45 A0
Tiempo

Observemos que el valor reproductivo es proporcional al numero de descendientes a

largo plazo a partir de las hijas que se van a tener, y no de las que ya se han tenido®’. Asi

3% Usamos una variante del diagrama de Lexis. En horizontal representamos el tiempo, en vertical el grupo
de edad y el color codifica la magnitud de la variable correspondiente de acuerdo con la barra lateral. El
grafico esta pixelado porque el tiempo en nuestro caso es una magnitud discreta.

** Como hemos dicho, el precio de una materia es el precio de las materias que va a producir. Por lo tanto el
precio de éstas ultimas sera el precio de las materias que a su vez produciran, y el de éstas el precio de las
que produciran, etc. En consecuencia el valor reproductivo de una hembra es el valor reproductivo de su
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una mujer de edad r afiadida en el momento ¢, por ejemplo por inmigracion, producird a
largo plazo un aumento de la poblacion o veces mayor que una de la misma edad r
afnadida en el momento #+1, porque las hijas de la primera mujer naceran antes; el valor
reproductivo disminuye con el tiempo con el factor &. Ademas dos mujeres de edades
diferentes anadidas en el mismo momento tendran un ntmero de hijas diferente,
produciran a largo plazo un aumento de la poblacion distinto, y por lo tanto tendran

valores diferentes. En definitiva, el valor reproductivo depende del tiempo y de la edad.

Por ejemplo, el valor del grupo 30-34 en el primer quinquenio, 1.047° 1.073 = 1.073, es
similar al del grupo 0-4 en el decimosegundo quinquenio, 1.047"" 1.774 = 1.070. Si fuera
introducida en el sistema una mujer de cada grupo la del primero tendria directamente
menos hijas que la del segundo por término medio, 0.649 frente a 1.346, pero las tendria
muchos afios antes, por lo que ambas a largo plazo contarian con un nimero similar de
descendientes y ambas tienen un valor reproductivo parecido®. La descendencia por

término medio a partir de una mujer del grupo 30-34 en el primer quinquenio seria

85 !
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mientras que a partir de una del grupo 0-4 en el decimosegundo quinquenio nos queda

g5-
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7579
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55-59

a0-54 8

45-43
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0-4 L 1 L 1 N
5 10 15 20 25 30 35 40 45 a0

Tiempo

Grupo de edad

Grupo de edad

descendencia, a partir de las hijas que va a tener, en un instante cualquiera. Pero con las matrices de Leslie a
largo plazo esta descendencia sera una poblacion exponencial, cuando se cumplen las condiciones que
hemos sefialado. Por ello el valor reproductivo sera proporcional a esta descendencia a largo plazo, con
independencia de cuales sean los valores reproductivos entonces, porque también sera proporcional a la
descendencia de una edad concreta (y no tenemos el problema de la circularidad).

0 Por eso ambos grupos muestran el mismo color en el grafico de los valores. Podemos calcular la dindgmica
de la poblacidn, ya que desde {1.1} nos queda un sistema de ecuaciones en diferencias X; = X¢q B.
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Vemos que en ambos casos las descendencias toman progresivamente la estructura de la
poblacion exponencial. En el quinquenio 50°, al final de los graficos, una mujer del primer
grupo tendria por término medio 9.7779 descendientes y una del segundo 9.7063. En el
quinquenio 200° las descendencias serian de 9708 y 9680 individuos respectivamente, y la
razén de las descendencias entonces, 9708 / 9680 = 1.003, aproxima la de los valores
reproductivos, 1.073/1.070 = 1.003. Como vemos en nuestro ejemplo, el valor
reproductivo es proporcional a las descendencias a largo plazo. Mas adelante mostraremos
que el precio, en general y no sélo en Demografia, puede ser interpretado como el
aumento de la produccion ponderada en un instante futuro que supone la introduccion en

el sistema de una pequefia cantidad de la materia correspondiente.

Pasemos ahora a comentar las tres soluciones de VN de nuestra tabla segun sean las tasas
de reproduccion. La poblacion exponencial X nos informa de la pirdmide de la poblacion
en el modelo. Cuando « es 1 X es proporcional a la curva de supervivencia Sy, pero
cuando no hay que tener en cuenta la actualizacién. Cuando la poblacién se expande con
un ¢ igual a 1.047 por quinquenio la piramide de la poblacién exponencial es mas amplia
en los grupos de edad menor. Ante una poblacién que se contrae con un « de 0.941 por
quinquenio la piramide de la poblacion exponencial es mas ancha en los grupos de edad

avanzada.

85-
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65-69
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Poblaciones exponenciales

El valor reproductivo relativo es el nimero de hijas futuras cuando « es 1, pero cuando no

hay que tener en cuenta la actualizacion. En cualquier caso desde los 50-54 las mujeres no
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tienen hijas por lo que el valor reproductivo desde esa edad en adelante es siempre 0.
Desde el grupo de 20-24 hasta el de 50-54 el valor va disminuyendo porque el nimero de
hijas actualizado que se tendran en el futuro disminuye también segiin aumenta la edad. A
partir de los 15-19 afios las mujeres empiezan a tener hijas, pero hay que tener en cuenta la
supervivencia y la actualizacion, y por eso cuando « es 1.047 una mujer del grupo 0-4
tiene un valor menor que una del grupo 20-24, y cuando « es 0.941 mayor.

1,4

0,8 -

—e—a=1.047
—&—a=1
—A—a=0.941

0,6

Valores reproductivos relativos

0,4

0,2

0-4 59 10-14 15-19 20-24 25-29 30-34 35-39 40-44 45-49 50-54 55-59 60-64 65-69 70-74 75-79 80-84 85-
Grupos de edad

Los valores reproductivos absolutos dependen de la normalizacién que hayamos usado con
las X, ya que como estamos ante un consumo simple desde {2.2} nos queda que XY = .
En nuestros casos la suma de las intensidades es 1, por lo que el valor reproductivo
absoluto del primer grupo de edad y, es menor cuanto mayor resulte &, ya que entonces
también sera mayor la proporcion de la poblacion en los grupos de edad que se

reproducen.

7.2 Demografiay Economia integradas

Las matrices de Leslie tratan la poblacion abstrayendo el resto del sistema econdmico,
pero los clasicos estudiaron los aspectos demograficos como una parte del sistema
econdmico para comprender sus importantes interrelaciones. Para seguir su ejemplo
escribiremos los humanos como una serie de materias junto con el resto de las materias
que forman el sistema econdmico. Asi para que exista un crecimiento proporcional la
poblacion tendrd que crecer con el mismo factor que el resto de la economia. Tenemos

pues una Demografia y una Economia integradas.
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Si quisiéramos diferenciar la poblacion por su sexo simplemente reservariamos una serie
de materias para los grupos de edad de los machos y otras para los grupos de edad de las
hembras. Los procesos de aprendizaje y formacion de los trabajadores pueden ser
considerados como procesos como los demds, en donde por ejemplo se produce un
trabajador cualificado a partir de un trabajador sin cualificar a través del proceso de
produccion de formacion profesional, de manera que reservaremos un grupo de materias
para los trabajadores con cada tipo de cualificacion. De la misma manera podemos
estudiar los procesos de educacion y crianza. También podemos diferenciar la poblacion
por su posicion espacial, lo que nos permitira estudiar las migraciones asi como las
diferencias geograficas de las estructuras laborales. Y lo mismo podemos hacer con otras
propiedades que consideremos relevantes para nuestro analisis, como pueden ser las
caracteristicas corporales o de personalidad. En definitiva, ahora no s6lo podemos estudiar
los procesos de consumo y produccion de las materias sino también la distribucion de la
poblacion y toda la estructura laboral. Este planteamiento tiene consecuencias importantes,
por ejemplo a la hora de analizar el trabajo productivo: ahora la reproduccion humana, la
crianza y educacion, la formacion profesional, la atencion sanitaria, etc., son ejemplos de

trabajo productivo que se desarrollardn en nuestros modelos.

Para tratar con mas comodidad la Demografia diferenciaremos la matriz de insumos A
entre las materias que consumen los trabajadores y las materias que simbolizan las
personas (las materias que simbolizan los humanos segun su edad, sexo, etc.), que
escribiremos en V, y el resto de insumos, que escribiremos en C. Ademas diferenciaremos
la matriz de productos B entre los “productos humanos” (las que simbolizan los humanos)
que escribiremos en W, y el resto de productos, que escribiremos en D. Nos queda

A=C+V
B=D+W

Ademas en W también podemos incluir los productos que no se ven afectados por la
reduccion de las jornadas (los realizados por los trabajadores como aficion, los desechos

del consumo humano, etc.)

7.3 Sociedades bioldgicas

Si estamos estudiando una sociedad bioldgica, como la colmena, podemos tratarla igual
que una sociedad humana, destinando una serie de materias para las obreras, otras para las

reinas, otras para los zanganos, etc., y otro grupo para el resto de las materias consumidas
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y producidas. Por ejemplo, planteemos un modelo de una colmena extremadamente
simplista y sin ninguna pretension de realismo, en donde las primeras tres materias seran
las obreras seglin su edad, las cuatro siguientes las reinas, la octava los huevos y la novena
el alimento (prescindiremos de los machos, de diferenciar los alimentos, etc.). Los
primeros tres procesos describen a las obreras consumiendo alimento para producir
alimento y envejeciendo, los cuatro siguientes las reinas consumiendo alimento para
producir huevos y envejeciendo, y los dos ultimos los huevos que pueden dedicarse a ser

obreras o reinas segun sean alimentados. Las matrices quedan

1000000 O0 1 005 0 0 0 0 2
010000001 0 0 050 0 0 2
001000001 00 0 0 0 0 2
0001000009 0 0 0 009 0 0 500 0
A={0 0001 0009 B=[0 0 0 0 0 09 0 500 0
0000010009 0 0 0 0 0 0 09 500 0
0000001009 0 0 0 0 0 0 0 500 0
000000011 1 0 00 0 0 0 0 0
000000019 (00 01 0 0 0 0 0

La solucién de VN resulta o = 1.15417, X, = 1.15417" [0.35987, 0.15590, 0.06754,
0.00034, 0.00026, 0.00020, 0.00016, 0.41535, 0.00039], Y= 1.15417"[0.82032, 0.72534,
0.50610, 7.19683, 6.00452, 4.47549, 2.51463, 0.02015, 0.69059].

Las intensidades-VN nos informan de la estructura de la produccion y demografica en la
colmena, y asi vemos que por cada huevo dedicado a la crianza de reinas se dedican

0.41535/0.00039 = 1065 huevos a la crianza de obreras.

También podemos dar un primer sentido a los valores-VN en la colmena. Por ejemplo, si
una obrera tiene que elegir entre defender de un ataque exterior un huevo o una unidad de
alimento o una reina nueva o una obrera nueva, cabe esperar que escogera defender a una
reina como primera opcion, ya que vale lo que 357.16 huevos, lo que 10.42 unidades de
alimento o lo que 8.77 obreras. Los valores-VN nos informan del orden de prioridades que
usaria una abeja que actuara manteniendo lo mejor posible la capacidad reproductiva de su
colmena frente a ataques exteriores, como veremos. Madas adelante sefialaremos la

importancia de los valores-VN en el estudio del proceso de seleccion natural.
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7.4 Estatutos laborales

A lo largo de la Historia han existido muchos estatutos diferentes para los trabajadores,
como la esclavitud, la servidumbre, el sistema de castas, el trabajo asalariado, etc. El
estatuto del trabajador no altera la manera en la que tenemos que escribir las recetas, por lo
que el hecho de que los trabajadores sean asalariados o esclavos o siervos no supone ni
dificultad ni diferencia a la hora de escribirlas. Pero el estatuto si puede suponer que
determinados procesos de produccidon sean imposibles para un determinado tipo de
trabajador; asi un asalariado es libre de negarse a realizar un trabajo que ponga en grave
riesgo su vida, lo que no puede hacer un esclavo. Estas situaciones podemos tratarlas con
facilidad no escribiendo ese proceso si los trabajadores son asalariados. También podemos
tratar sociedades en donde conviven diferentes estatutos diferenciando para ello las

materias en las que escribimos los trabajadores y los procesos correspondientes.

Es evidente, por lo tanto, que nuestras recetas no s6lo son descripciones fisicas o
tecnoldgicas de los procesos posibles, sino que también dependen de la estructura politica
y social. Asi en muchos paises estan establecidos legalmente la duraciéon maxima de la
jornada laboral, el salario minimo, la duracion de las vacaciones, etc. Todas estas
circunstancias afectan a nuestras recetas y por lo tanto a las soluciones de nuestros

sistemas de ecuaciones.

7.5 Demografiay costes laborales

Los clasicos concebian el capitalismo como un sistema en donde el mecanismo mercantil
establecia la mayor parte de la asignacion y donde otros mecanismos de asignacion
operaban simultaneamente en ciertas esferas de la sociedad como en la reproduccion
humana. Esto no significaba que los mecanismos que establecian la dindmica de la
poblacion no estuvieran vinculados al resto de la economia y al mecanismo mercantil de
forma indirecta. No obstante en este texto no estudiamos ninguno de los mecanismos de
asignacion que operan en el capitalismo ni en otros sistemas sociales, ni siquiera el
mecanismo mercantil. Hacemos un estudio cinematico, un estudio del movimiento sin
analizar las causas o fuerzas o mecanismos que lo provocan, y por ello no entraremos en
detalles sobre el funcionamiento de estos mecanismos en lo que respecta a la demografia
humana. So6lo sefialaremos muy rapidamente la interpretacion que cabe realizar en

nuestras ecuaciones en lo que respecta al salario de un trabajador.
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Al incluir la Demografia en nuestras ecuaciones los humanos muestran precios y valores-
trabajo como el resto de las materias, de acuerdo con su edad, su sexo, su cualificacion,
etc.*! Si nos estuviéramos refiriendo a una sociedad esclavista la interpretacion de estas
magnitudes seria clara y directa y no requeriria un apartado diferente de la del precio o el
valor-trabajo de un animal doméstico. Pero en una sociedad capitalista los humanos no se
compran ni se venden como los animales domésticos y por ello en esta situacion si
conviene realizar cierta interpretacion. Desde luego en un capitalismo moderno un
trabajador no se compra ni se vende, pero si se alquila a su propietario que es el propio
trabajador. Alquilar una materia durante un lapso temporal es equivalente a comprarla al
inicio de ese lapso y venderla al final del mismo, y si la materia sufre modificaciones
durante el lapso estaremos hablando de materias diferentes. En consecuencia el precio de
alquiler de un trabajador serd el precio de la materia que lo simboliza al iniciar el proceso
menos el precio de la materia que lo simboliza al finalizarlo, como podriamos afirmar del
alquiler de cualquier otra materia*. Ademas el empresario tiene que pagar el consumo del
trabajador mientras dure el proceso. El precio de los trabajadores al iniciar los procesos
mas su consumo resulta V Yy y el precio al finalizarlos es W Ywq. Por lo

tantoVY, —WY,,, es lo que los empresarios tienen que pagar por usar los trabajadores en

la produccién y lo interpretaremos como los costes laborales.

Fijémonos en que cuando no incluiamos la Demografia en las ecuaciones el coste laboral
consistia solo en el consumo de los trabajadores. Aln sin tratar la Demografia hubiéramos
podido intentar una teoria de los costes laborales mas realista incluyendo en V los costes
de crianza y formacién (y vejez), que fue el camino que esbozaron los clédsicos. Pero esta
opcidn en la practica supone muchas dificultades ya que por ejemplo habria que tener en
cuenta la actualizacion. Nosotros ahora no necesitamos incluir estas partidas en la V de los
trabajadores porque al tratar la Demografia estos costes determinan indirectamente el
precio de alquiler. Por lo tanto un trabajador no sélo recibird como sueldo lo que consume
directamente sino también lo que cuesta reproducir su propio trabajo y lo que cuesta

mantenerlo en su ancianidad. Vemos que la inclusion de la Demografia nos permite

*1 En el articulo original de John von Neumann se supone que el trabajo puede expandirse en cantidades
ilimitadas. Mas adelante veremos que entonces el valor de los humanos es 0, pero esta perspectiva significa
renunciar en buena medida al estudio de las interrelaciones entre la poblacion y la economia.

*2 El precio de alquiler de una materia, o de un trabajador, también puede entenderse como la carga de
depreciacion por su uso.
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construir con sencillez una teoria de los costes laborales mucho mas realista que la
correspondiente al consumo directo del trabajador. Esta perspectiva nos permite retomar el
problema que sehalamos en §3.4 en lo que respecta a qué debemos escribir en V, ya que
salvo que incluyamos unos procesos de eliminacion gratuita (de los huérfanos, las viudas,

etc.) ahora el coste de mantenerlos determinara también los costes laborales.

Puede parecer que los precios o los valores-trabajo de los seres humanos son conceptos
muy alejados de lo que se observa en los capitalismos reales, porque en estos sistemas las
personas no se compran ni se venden como en los esclavismos. Pero debe tenerse en
cuenta que los valores no siempre se expresan como tasas de intercambio y que la
categoria valor puede tener sentido incluso alli donde no hay intercambios, como ya vimos
en el caso de los valores reproductivos. Esto ocurre también para algunas materias que son
consideradas mercancias con precio en el capitalismo, a pesar de que no pueden ser
intercambiadas; asi una maquina que no puede venderse por el alto coste que implicaria su
desplazamiento si tiene dentro de la empresa lo que podriamos llamar un valor contable,
aunque no pueda ser intercambiada y que por lo tanto su valor no se corresponda con una
tasa de intercambio. De la misma manera podemos concebir el valor de los humanos como

una magnitud sin correlato con una tasa efectiva de intercambio.*’

# Como resulta obvio de nuestro analisis, la categoria valor puede tener sentido incluso donde no existen
intercambios de ninguna clase. Ademas en los sistemas mercantiles a las mercancias se les atribuye un valor
en todo momento, aunque son efectivamente intercambiadas en pocas ocasiones.

Pero hay que tener en cuenta que algunos trabajadores ni reciben un salario, como en determinadas formas
de trabajo doméstico. No obstante en algunos casos el valor de los humanos si aparece de manera explicita
como tasa de intercambio, y no solo en los sistemas esclavistas sino incluso en los capitalismos modernos.
Por ejemplo, si el trabajador firma un contrato de exclusividad por el resto de su vida laboral y esa
prestacion puede ser objeto de compraventa, entonces la tasa de intercambio que se corresponde a ese
contrato refleja de forma explicita el valor del trabajador. Este tipo de contrato no suele ser habitual en los
capitalismos modernos pero si es comin en determinados trabajos como en el atletismo profesional; asi un
futbolista joven generalmente vale mas que uno mayor porque se espera que su vida laboral sea mas
prolongada.

Otro ambito en donde podemos encontrar de forma explicita conceptos parecidos al valor de un humano es
en el terreno del calculo actuarial o de seguros. Para unas aportaciones pioneras véase Halley [1] y Euler [1]
y [2]. Comparese la formula del valor total de una renta anual vitalicia, Euler [2] pagina 168, con la férmula
del valor reproductivo relativo {7.2}; si las tasas de reproduccion fueran iguales a la renta a pagar cada afio
el valor total de la renta vitalicia seria igual al valor reproductivo. De hecho Fisher construy6 el concepto de
valor reproductivo usando esta misma analogia.

En el proximo capitulo veremos que s6lo necesitamos incluir en las ecuaciones las materias duraderas (como
los humanos) cuando se incorporan a los procesos como insumos o lo abandonan como productos, y
entonces los valores en el resto de instantes desaparecen de las ecuaciones. Podemos pues escribir las
ecuaciones prescindiendo del concepto de valor de un humano, salvo cuando se incorpora o abandona un
proceso, y también podriamos intentar seguir el camino que esbozaron los clésicos. Pero este concepto
resulta Util para comprender con mayor claridad el coste laboral.

Sobre esto véase también Walras [1b], §175, pagina 374.
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Por otra parte observemos que la perspectiva del coste de produccién tiene su
contrapartida en el ingreso de consumo. En realidad ambos puntos de vista son correctos
en nuestras ecuaciones. Tenemos las condiciones de maximo de VN
—(C+V)Y+(D+W)Y/a<0
y por lo tanto, como Y1 = Y¢/ @,
- CYi+ DY =VY - WY
y si el proceso opera se aplica =. El lado izquierdo son los beneficios que permite el uso de
los trabajadores y el derecho los costes laborales, como vimos, y para los procesos que
operan ambos términos son iguales. Para los humanos, como para el resto de las materias,
lo que habran de rendir en su uso mas rentable es igual a lo que cuesta su reproduccion y
mantenimiento en su forma menos costosa®’. También queda claro que a un humano que
habra de rendir en el futuro pérdidas porque necesitara ser mantenido le corresponde un

precio y valor-trabajo negativo™.

7.6 Las matrices en TE

Si las jornadas se reducen a la mitad tendremos que para una poblaciéon y un consumo de
la misma constante los flujos del resto de insumos y del resto de productos se reduciran a
la mitad, o lo que es lo mismo que para el mantenimiento de estos flujos habria que
duplicar la poblaciéon y su consumo. En general si las jornadas se reducen ¢ veces
tendremos que multiplicar por ¢ la poblacidon y su consumo, por lo que nos queda

A=C+¢V
B=D+c¢W

y entonces TE resulta

*Y una vez mas debemos interpretar estas expresiones de forma marginal.

Aunque no nos detendremos en este punto, en los capitalismos avanzados actuales los trabajadores han
conseguido imponer unos niveles salariales muy por encima del coste fisico de reproduccion y
mantenimiento, de manera que en estos sistemas hay que hablar de unos costes establecidos por razones
politico-sociales mas que fisico-tecnologicas. Sin embargo algunos clasicos trataron los costes laborales de
una manera analoga a los costes de produccion de otras materias, como vinculados a un nivel de
subsistencia, porque esta perspectiva se correspondia mejor a los capitalismos que observaban. Es la
capacidad de influencia politica y social la que determina que los salarios de los trabajadores en los
capitalismos avanzados debamos estudiarlos de forma especifica.

* Por ejemplo porque la persona esté incapacitada para trabajar, por vejez o por enfermedad o por no tener
la formacion adecuada a la tecnologia corriente o simplemente porque su capacidad de produccion no
alcanza lo que cuesta su manutencion.

En algunas sociedades antiguas a las personas que no podian producir el equivalente de su coste de
mantenimiento se las abandonaba o se dejaba que murieran de hambre. Incluso en nuestros tiempos en
algunos paises existen personas que sufren un destino parecido y un aumento del precio de los alimentos
puede implicar que ya no sea rentable que una persona permanezca viva. Si estudiamos una sociedad en la
que es posible que una persona muera de hambre podemos incluir el proceso de eliminacién gratuita
correspondiente y si este proceso opera a esa persona le correspondera un valor nulo.
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maxée
&,X

XD+eW)=X(C+eV)
X>0
e>0

Las condiciones de maximo quedan

(-Ci—eVi+Di+eW)Y=<0 y six; > 0 se aplica =
=X (V-W)Y=0

Por lo tanto tenemos que
(D, +W,-C,-V))Y <ol
V,-W)Y

y para los procesos que operan se aplica =, donde el numerador es la plusvalia con las
recetas originales y el denominador el coste laboral, ambos del proceso i y medidos en
valores-trabajo, por lo que en TE sigue cumpliéndose la ley ricardiana, también cuando
estudiamos la Demografia (por supuesto obviamos que esta fraccion puede tomar la forma

0/0, como sefialamos en §4.6). Ademas el coste laboral total en valor-trabajo es igual a 1.

Es evidente que una de las condiciones para que TE tenga solucion es que resulte posible
que la poblacion pueda mantenerse en un estado estacionario, al igual que una de las
condiciones para que VN tenga solucion es que la poblacion y el resto de la economia

puedan expandirse con el mismo factor*®,

% Si una poblacion, biologica o humana, supusiera un limite absoluto al crecimiento formaria un grupo de
materias “escasas”, y si solo pudiera crecer con un factor diferente a los que son posibles con el resto de la
economia no existiria ningiin comportamiento simple. No obstante si escribimos las recetas de manera que
son posibles unas tasas de reproduccion y supervivencia para las que la poblacion puede expandirse con un
factor o y también son posibles otras tasas para las que puede expandirse con un factor diferente o, podra
crecer con cualquier factor entre ¢ y . Generalmente las poblaciones biologicas pueden llegar a crecer
con un factor muy alto si se destinan los suficientes recursos a su cria, y con un factor nulo si se impide su
reproduccion o si se recurre a su sacrificio (con fines alimenticios o de otro tipo), y por lo tanto no
representaran un problema. En el caso humano a menudo son posibles comportamientos reproductivos
diferentes, y también la emigracion y la inmigracion, aunque no se pueda impedir o fomentar la
reproduccion. Pero si escribimos en nuestras recetas una poblacion que no dispone de pautas de
reproduccion alternativas es posible que nuestras ecuaciones no tengan solucion realista, porque no sea
posible un comportamiento simple o porque la poblacién forme un grupo de materias “escasas’.
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8: Procesos duraderos

8.1 Un paso temporal

Existen varias alternativas para tratar los procesos duraderos, y una primera es mantener
las recetas escritas como hasta ahora y afiadir una materia que simboliza la evolucion
del proceso. Detallaremos el caso en el que todos los procesos son de vida limitada.
Podemos dividir los procesos duraderos en subprocesos, definiendo una serie de
matrices a, y b, con los insumos y los productos de los procesos en el momento r. Los
procesos comenzarian con unos subprocesos que consumen ap y un paso temporal
después producen by y unas materias que simbolizan los procesos con edad 1; otros
subprocesos consumen a; y las materias que simbolizan los procesos con edad 1 y un

paso después producen b; y las materias que simbolizan los procesos con edad 2; etc.

Nos queda
fa, 0 0] " b, 0 ]
a I 0 b, I
A a, 0 0 B b, 0
an—2 0 bn—2
L “n-1 0 I_ L n-1 0_

donde las 0 matrices cuadradas nulas y las I matrices identidad (matrices cuadradas

nulas salvo los elementos de la diagonal que son 1). Por ejemplo, si los subprocesos son

280 0O 0 0 0 12 575 0 0 0 0 0
a, =120 0|b,=| 0 15/a,=/0 O|b,={ 0 O}a,=|0 8 |b,=/0 5
280 0 400 0 0 0 0 0 0 12 0 0
las matrices A y B quedan
280 0 0 0 0 0 0 O] 0 0 1 000 00
120 0 0 0 0 0 0 O 0 1501 0 0 0 O
280 0 0 O O O O O 400 0 0 O 1 0 0 O
0 121 0 0 0 0 O 57 0 0 0 0 1 0 O
A= 0 0 01 0 0 0 O B={ 0 0 0 O0OOT1FPO0
0 0 001 00O 0 0 0 0 0 O0 01
0 0 0 0 O0T1TO0O 0 0 0 00 O0O0OO
0 8 000 O0T1DO0 0 5 00 O0O0O0O
| 0 12 0 0 0 0 0 1] 0 0 00 0 0 00

83




SEGUNDA PARTE. DESARROLLO DE LOS MODELOS

El primer proceso consume 280 de trigo en el instante 0 y 12 de hierro en el instante 1
para producir 575 de trigo en el instante 2; el segundo proceso consume 120 de trigo en
el instante 0, produce 15 de hierro en el 1, consume 8 de hierro en el 2 y produce 5 de
hierro en el 3; y el tercer proceso consume 280 de trigo en el 0, produce 400 de trigo en

el 1 y consume 12 de hierro en el 2.

Esta manera de escribir las recetas determina que todos los procesos pueden durar hasta
n pasos temporales, pero si alguno dura menos basta con poner como 0 los insumos y
productos posteriores a su terminacion, o también con prescindir de los subprocesos

posteriores y de las materias correspondientes que simbolizan su evolucién.*’

Nuestro planteamiento permite tratar la seleccion de técnicas tomando en consideracion
los diferentes tiempos de produccion. Pero si afadiéramos un proceso de eliminacion
gratuita para la materia que simboliza la evolucién de un proceso en un momento dado
seria equivalente a suponer que el proceso puede interrumpirse en ese momento sin
necesidad de consumir ningin recurso y sin producir ningin desperdicio ni materia
aprovechable. Por eso no haremos el supuesto de que siempre existan los procesos de
eliminacion gratuita para estas materias, para asi poder estudiar los procesos de reciclaje
de fabricas e instalaciones. Si un proceso puede ser interrumpido en un determinado
momento escribiremos esta situacion con dos procesos diferentes, el que no es
interrumpido y el que si es interrumpido, y si un proceso puede ser interrumpido en un
nimero de instantes escribiremos cada una de las posibilidades como un proceso
alternativo. Hacemos notar que si un proceso no puede interrumpirse es posible que la
materia que lo simboliza en algin momento muestre un valor negativo, porque
mantener el proceso operando a partir de ese momento implique el consumo de recursos

(como ocurre en nuestro ejemplo).

" Podemos escribir un proceso de vida infinita afiadiendo una materia de duracion ilimitada como las
vistas en §6.3, y también un proceso ciclico afiadiendo una materia de vida ciclica como las de §6.4. Asi
los procesos pueden iniciarse con una serie de subprocesos, como los vistos en el caso de vida limitada,
que permiten la produccion de la materia de duracion ilimitada o ciclica que simboliza el nuevo proceso
correspondiente, y una vez iniciados operar con vida ilimitada o ciclica. Por ejemplo, podriamos escribir
las matrices para un tinico proceso que permanece en vida infinita o ilimitada con unos insumos a3 y unos
productos b; después de una iniciacion que dura tres periodos como

ag 0 0 0 b, 1 0 0
a, 1.0 0 b, 0 1 0
a, 0 1 0 b, 0 0 1
a; 0 0 1 b, 0 0 1
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8.1.1 Condiciones de crecimiento proporcional
Anotaremos como X, el vector de las intensidades de los subprocesos con edad r. Las
condiciones de balance material quedan
-(x,2, +x,a, +...+x,,a, )+ (x,b, +x,b, +...4+Xx,,b, )/ a=0 {8.1}
y también

—X1I+X01/0£:0
—sz+x11/0{=0
(8.2}
—Xn_21+Xn_3I/0!:0
—Xn_11+Xn_21/0!:0

donde ademas

x>0
a>0

8.1.2 Condiciones de méaximo de VN

Estudiemos los multiplicadores de Lagrange de VN para las restricciones {8.1} y {8.2}.
Con estas restricciones la formulacion de VN es la misma que la que vimos en §2.1.
Anotaremos como Yy, el vector de los precios de las materias que simbolizan los
procesos a la edad » y como y los precios del resto de materias. Procediendo de manera

similar al caso de las materias duraderas llegamos a la expresion

4 a b a a b
] e S S ) LS
=\ & a =0\ & a

donde con los procesos que operan se aplica =. Anotando Y=y /o’ como el precio del

resto de los insumos y productos en el momento ¢

n r

Z(_ a, Y, ,+b. Y, ) <y, = Z(akYk—r—l _kak—r)
k=r+1 k=0
Por lo tanto los precios de las materias que simbolizan los procesos en el momento » son
iguales a los costes que acompafian al desarrollo de los procesos desde su inicio en su
forma mas barata y también a los ingresos que producen los procesos hasta su
conclusion en su uso mas rentable. Por supuesto, esta tltima idea se corresponde con lo
que en finanzas se conoce como valoracion fundamental, que determina que una
empresa tiene un valor igual a los beneficios que (se espera que) producira en el futuro.

Volvemos a encontrar en VN un vinculo directo con los capitalismos reales. Fijémonos

en que si el proceso operara con eficiencia constante su precio con la edad obedeceria

6.1},
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Para nuestro ejemplo de §8.1 la solucion de VN es a = 1.19602,
X = 1.19602'70.19562, 0.19883, 0, 0.16356, 0.16624, 0, 0.13675, 0.13899, 0],
Y= 1.19602" [0.00758, 0.09209, 2.53698, -0.29409, -0.92398, 0, -0.35174, -1.10510].
El primer proceso opera 0.98 veces lo que el segundo, el tercer proceso no opera, y el
hierro es 12.14 veces mas caro que el trigo. El precio de la materia que simboliza el
proceso 1° es positivo en el primer momento, porque el proceso a partir de ese instante
producird ingresos, y nulo en el segundo, porque a partir de ese instante no producira ni
costes ni ingresos. Los precios de las materias que simbolizan los procesos 2° y 3° son
negativos tanto en el primer instante como en el segundo, porque a partir de entonces su
operacion implica incurrir en pérdidas netas.

8.1.3 Condiciones de crecimiento proporcional para los procesos que se inician
Con la forma estudiada de tratar los procesos duraderos no necesitamos modificar
nuestra formulacion de VN (ni de TE), ya que seguimos usando s6lo las matrices A y B,
lo que nos permite aplicar los teoremas que sabemos ciertos en este caso simple a
cuando tratamos con procesos duraderos. Pero es un tanto engorroso tener que incluir
las materias que simbolizan la evolucion de los procesos. Asi si redujéramos a la mitad
el tiempo de analisis que separa la matriz de insumos y de productos tendriamos que
duplicar no sélo el numero de matrices a, y b, sino también el nimero de materias que
simbolizan la evolucion de los procesos. Si hiciéramos que el tiempo de analisis
tendiera a 0 el nimero de subprocesos y materias tenderia a oo, lo que supone un
inconveniente para generalizar las ecuaciones al caso en tiempo continuo. Ahora

explicaremos cémo paliar este problema.

Desde {8.2} nos queda
X =— {83}

Por lo tanto {8.1} resulta

b,—a, b, —a b ,—a b =l a b
xo(—a0+ 0 L1 24 402 —nlgonlloy N Lt =
a  «

a a 2 a n—1 a n —~ r r+l
Definiendo
n—1
a b
o) =52 4 B, 84
r=0

y, dado que desde {8.3} tenemos que si Xy es no negativo lo tienen que ser también

todos los x;, las condiciones de crecimiento proporcional también pueden escribirse
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X F(a) =0
X0 >0 (8.5}
a>0

En consecuencia podemos prescindir de las materias que simbolizan la evolucion de los
procesos, ya que no aparecen en {8.5}, e incluir s6lo X, las intensidades de los procesos

cuando se inician.

Ademas no necesitamos escribir las materias duraderas de edades que no se incorporan
a un proceso como insumos o lo abandonan como productos. Por ejemplo estudiemos el
caso de una materia duradera que se incorpora con edad ¢ a un proceso en el momento r
y que no abandona el mismo hasta el momento w. Apareceria como insumo en a, con
edad ¢, como producto en b, con edad g+1, como insumo en a,; con edad g+1, como
producto en b+ con edad ¢g+2, como insumo en a,, con edad g+2, etc., hasta aparecer
s6lo como producto en by. En cada instante posterior a » y anterior a w aparece como
producto con un +1 y como insumo con un —1 con la misma edad, por lo que el término
+1 del producto se cancela con el término —1 del insumo. Esto significa que sélo
necesitamos incluir las restricciones correspondientes a las materias duraderas que se

incorporan o abandonan los procesos, pero no las de todas las edades.

En definitiva, si las materias duraderas se incorporan o abandonan los procesos en un
nimero finito de edades, podemos reducir todo lo que queramos el tiempo de analisis
que separa el consumo de los insumos de la produccion, s6lo modificando las matrices
a, y b, en F() para tener en cuenta la mayor precision. Entonces con un menor tiempo
de analisis los numeros de procesos y materias no se modificaran, ya que el de procesos
serd igual al de subprocesos que se inician y el de materias sera igual al nimero edades
en las que las materias duraderas se incorporan o abandonan los procesos mas el nimero
del resto de materias.

8.1.4 Condiciones de méaximo de VN para los procesos gue se inician

Podemos plantear estas condiciones a partir de {8.5}, incluyendo solo los precios de las
materias duraderas se incorporan o abandonan los procesos y del resto de materias, pero
no el de las que simbolizan la evolucion de los procesos ni del resto de materias

duraderas. Entonces VN resulta
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max o

xo F(a) =0
x>0
a>0

y las condiciones de maximo quedan

Fi(a)y<0 y six;0> 0 se aplica = {8.6}
donde Fi(e) es la fila de F(a) que se corresponde al proceso i, donde y son los
multiplicadores de Lagrange del problema y donde el afiadido significa que si el
subproceso que se inicia i opera se aplica =. También

I1+xF'(a)y=0 {8.7}
donde F'(@) es la matriz de las derivadas de F(«) con respecto a , esto es

bl‘

+2

a
ar:rl - (l" + 1) ar

F'(a):"ir

La condicion {8.7} excluye las soluciones triviales. Las condiciones {8.6} pueden

interpretarse como la ley de la rentabilidad, ya que
n-1

F(a)y = (Z -
r=0

donde hemos aplicado que Y¢ =y /c. Por lo tanto F(a)y puede interpretarse como los

a b
l;" + rl:rl
(04 (04

r “r+l

n-1
]y= (-a,Y. +b,Y,,,)<0
0

=l

beneficios actualizados y la suma siguiente como los beneficios. En consecuencia los
procesos que operan obtienen beneficios (y beneficios actualizados) nulos, se aplica =, y
los que no operan beneficios (y beneficios actualizados) no-positivos, se aplica <.

Nuevamente las propiedades observadas en el capitalismo aparecen en VN.

La solucion de VN de nuestro ejemplo de §8.1 es o= 1.19602, X; = 1.19602 [0.49594,
0.50406, 0], Y¢ = 1.196027 [0.00299, 0.03633], el primer proceso opera 0.98 veces lo
que el segundo y el tercero no opera, y el hierro es 12.14 veces mds caro que el trigo
(comparese con la solucion de §8.1.2).

8.1.5 Procesos duraderos en TE

Para resolver TE con procesos duraderos hay que escribir las materias que simbolizan
las evoluciones de los procesos en C y D. Si los trabajadores consumen tres cuartas
partes del trigo, la solucién de TE de nuestro ejemplo de §8.1 queda ¢ = 1.58333, X, =
[0.16667, 0.16667, 0, 0.16667, 0.16667, 0, 0.16667, 0.16667, 0], Y = [0.02, 0.2875,
8.05, -0.8625, -3.45, 0, -0.8625, -3.45], el primer proceso opera con la misma intensidad

que el segundo y el tercero no opera, y el hierro es 14.375 veces mas caro que el trigo
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(algunos de los valores-trabajo de las materias que simbolizan los procesos son

negativos de manera similar a los precios en VN).

Escribiendo los procesos prescindiendo de las materias que simbolizan la evolucion de
los procesos™ y las condiciones de estado estacionario para una determinada reduccion
de las jornadas correspondientes, como en {8.5} para ¢ =1 y donde a, = ¢, + € v, y
b, = d, + ¢ w,, entonces TE resulta

max &

£.Xg

n—1
XO(Z—cr —-&v, +d, +8Wr]=0

r=0
X()EO
e>0

Las condiciones de maximo quedan
n—1
[Z—cr—gvr+dr+gery£0 y six;o> 0 se aplica =
r=0
donde y son los multiplicadores de Lagrange del problema y donde el afiadido significa
que si el subproceso que se inicia i opera se aplica =, por lo que se cumple la ley
ricardiana. También
n—1
1+x0(2‘wr —Vrjy =0
=0
Esta condicion excluye las soluciones triviales. En consecuencia, la solucion de TE no
se ve afectada por la estructura temporal de los procesos, como si ocurre en VN salvo
cuando « es igual a 1, y por ello para resolver TE podemos escribir las recetas sin tomar

en consideracion este aspecto (comparese el ejemplo anterior con el de §3.5).

8.2 Varios pasos temporales

Otra alternativa para estudiar los procesos que duran mas de un paso temporal, ademas
de las vistas en §8.1, consiste en escribir las recetas con unas matrices f,. conteniendo los

flujos netos de materias para cada instante temporal » después de iniciarse los procesos,

* Si planteamos las ecuaciones con estas materias el vector de los valores-trabajo de las materias que
simbolizan la evolucion de los procesos con edad 7, y,, cumple

n r
Z(—ck —&vy +dy +£wk)y <y, < Z(—ck —&vy +dy +gwk)y
k=r+1 k=0
y para los procesos que operan se aplica =. Tenemos de nuevo la valoracion fundamental pero medida en
valores-trabajo.
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donde pondremos con signo positivo las producciones y con signo negativo los
consumos, y no incluiremos las materias que simbolizan la evolucion de los procesos.

Asi para escribir con nuestra nueva alternativa los antiguos a, y b, pondriamos

f(]:—a()
f1=b0—a1
f2:b1—az

fnl = bn2 — apa
fo = bna

Para el ejemplo de §8.1 las recetas quedarian

~280 0 0 -12 575 0 00
f,=[-120 0| f,=| 0 15 f,=| 0 -8 f,=[0 5
~280 0 400 0 0 -12 00

En definitiva, ahora nuestras recetas estdn minutadas. Si un proceso opera con vida
ilimitada o ciclica, quiza después de un tiempo de iniciacion, no existen dificultades a la
hora de escribir la receta correspondiente, pero hacemos notar que entonces estariamos
ante un nimero infinito de matrices.

8.2.1 Condiciones de crecimiento proporcional

Las condiciones de balance material para nuestras matrices de flujos netos quedan

f =0 (8.8}

t-rr

Xfy + X f, + X L, + X +..= ) X
r=0

o0 sea, para cada instante ¢ el flujo neto de cada materia es 0. Estos flujos seran los de los
procesos que se inician en ¢, X; fy, mas los de los que se inician en #~1 que tendran edad
1 en ¢, X¢1 fi, mas los de los que se inician en 2 que tendran edad 2, X, f;, etc.
Hacemos notar que la forma en la que hemos escrito nuestros procesos implica que
estos no pueden ser interrumpidos una vez que han sido iniciados, pero podemos
proceder como en §8.1, y si un proceso puede ser interrumpido en un nimero de

instantes escribiremos cada una de las posibilidades como un proceso diferente.

Substituyendo {1.3} en {8.8} nos queda

Xyt g 8.9}

pres
Definiendo la matriz (que resulta una suma infinita si estamos ante algun proceso de

vida ilimitada o ciclica después de su iniciacion)

Fla)=Y

ai’
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y recordando que las intensidades no pueden ser negativas y que el factor de expansion
tiene que ser positivo, las condiciones de crecimiento proporcional quedan

XF(a)=0
X>0 {8.10}
a>0

Aunque hemos modificado las condiciones de balance material para adaptarnos a las
recetas minutadas, en realidad {8.10} es equivalente a {8.5}, salvo el caso de que en
alguna receta exista alguna produccion justo cuando se inicia el proceso. Por lo tanto,
los teoremas que sabemos ciertos para el caso de las recetas escritas con un paso
temporal, con las matrices A y B, se pueden aplicar a las recetas minutadas f, salvo que
existan producciones instantdneas (y aun entonces podemos escribir los procesos
retrasdndolos un instante temporal).
8.2.2 Condiciones de VN
Con las recetas minutadas VN puede escribirse como

max o

XF(a)=0

X>0
a>0

Las condiciones de maximo quedan

Fi(a) Y<0 y six; > 0 se aplica = {8.11}
donde Fi(@) es la fila de F(&) que se corresponde al proceso i, donde los Y son los
multiplicadores de Lagrange del problema y donde el afiadido significa que si el proceso
i opera se aplica =. También

1+ XF(o)Y=0 {8.12}
donde F'(@) es la matriz derivada de F(«) con respecto a o, esto es

Fl@)=-Y

=

Como X; = o X tenemos que, para que siga cumpliéndose {8.12}, a cada ¢ le
corresponden unos Y¢ = &Y, esto los Y disminuyen en el tiempo con el mismo factor

con el que crecen las X¢. {8.12} excluye las soluciones triviales.

Las condiciones {8.11} se corresponden a {8.6} y pueden interpretarse también como la

ley de la rentabilidad, ya que
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Fl@)Y=> ffr Y=>1Y, <0

r=0 r=0

donde hemos aplicado que Y¢ = Y / . Por lo tanto F(a) Y puede interpretarse como los
beneficios actualizados y la suma de los f, Y, como los beneficios. Los procesos que
operan obtienen beneficios (y beneficios actualizados) nulos, se aplica =, y los que no

operan beneficios (y beneficios actualizados) no-positivos, se aplica <.

La solucion de VN de nuestro ejemplo de §8.1 escrita con las matrices f, es la misma

que la vista en §8.1.4.

8.3 Tiempo continuo

Con las formas de tratar los procesos duraderos vistas en §8.1.3 y §8.2 podemos reducir
todo lo que queramos el tiempo de analisis y dar una aproximacion a la solucién con
tiempo continuo. No obstante estudiaremos nuestros modelos con tiempo continuo
cuando pueden tratarse con un numero finito de procesos y materias, aunque en
determinadas situaciones la generalizacion al tiempo continuo implica en realidad la
aparicion de un numero infinito de procesos y materias para un instante dado. Por
ejemplo, junto con el tiempo continuo cabria la posibilidad de estudiar el espacio
también como un continuo y para las materias duraderas de vida limitada el tiempo
continuo implica la existencia de infinitas edades. En el caso de que tuviéramos un
numero infinito de materias tendriamos también un numero infinito de valores, e
igualmente con infinitos procesos tendriamos infinitas intensidades. No trataremos en
este trabajo estas situaciones, pero no suponen una dificultad conceptual frente al caso
de un ntimero finito de procesos y materias; solo supone una dificultad de explicacion

del tratamiento matematico correspondiente y por ello no la efectuaremos aqui.

No obstante, y como ocurria en el caso en tiempo discreto, si el numero de edades de
materias duraderas que se incorporan o abandonan los procesos es finito, el numero de
materias y procesos en tiempo continuo también sera finito con tiempo continuo. Dado
que podemos definir el nimero de entradas y salidas de los procesos de las materias
duraderas tan grande como queramos, a menudo podremos tratar cualquier caso realista
sin dificultades en tiempo continuo con un numero finito de procesos y materias.
Igualmente podemos intentar aproximar el espacio continuo con un nimero grande pero

finito de puntos geograficos.
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Introduciremos una nueva manera de escribir las recetas con tiempo continuo, y que
resulta una generalizacion del método descrito en §8.2. Definiremos la funcion f;(r) que
describe el flujo neto de materia j en el proceso i en el instante » posterior a su inicio.

Por ejemplo, una funcidon para un proceso y una materia determinados podria ser

-r

2 ’
e —e" , cuyo grafico resulta

0.15

y donde el proceso se inicia con el consumo de la materia hasta una unidad temporal
posterior a su inicio y mas adelante la produce. Anotaremos como f(7) la matriz de las

funciones f(r).

Si quisiéramos escribir con nuestro nuevo método las matrices A y B quedarian
f(r)y=-0(r—-0A+6(r—-1)B
y las de flujos netos en tiempo discreto resultarian

f(r) =) 5(r-0f,

donde d(r) es la delta de Dirac.
8.3.1 Condiciones de crecimiento proporcional
Anotaremos X(#) como el vector de las intensidades, no negativas, con las que operan

los procesos en el momento ¢. Las condiciones de balance material ahora resultan
[X(@-r eydr=0 (8.13}
0

0 sea, para cada instante ¢ el flujo neto de cada materia es 0 (comparese con {8.8}).
Estos flujos serdn la integral de los flujos de los procesos que se inician en cada instante

anterior a .
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Diremos que estamos en un crecimiento proporcional cuando

X(t) =d X {8.14}
Substituyendo {8.14} en {8.13} y simplificando tenemos

XF(a)=0 {8.15}
donde hemos definido la matriz

F(a)=| 10 4
0 (04

8.3.2 Condiciones de VN
VN queda

max o

a,X

XF(a)=0

X>0

a>0

Las condiciones de maximo resultan

Fi(a) Y<O0 y six; > 0 se aplica = {8.16}
donde Fj(o) es la fila de F(&) que se corresponde al proceso i, y donde los Y son los
multiplicadores de Lagrange del problema. Ademads se cumple que

1+ XF()Y=0 {8.17}

donde F'(@) es la matriz de derivadas de F(«) con respecto a .

F(a) =—Tr 1w g
o

0

Como a cada ¢ le corresponde un X(f) = o X y como se cumple {8.17} tenemos que a

cada ¢ le corresponde un Y(¢) = o' Y. {8.17} excluye las soluciones triviales.

Las condiciones {8.16} las podemos interpretar como la ley de la rentabilidad, ya que

F(a)Y = (T%dl’)Y = Tf(r)Y(r) dr<0

0

donde hemos aplicado que Y(¢) = Y / &. Por lo tanto F(a) Y puede interpretarse como
los beneficios actualizados y la integral de los f(») Y(r) con respecto a » como los
beneficios. En consecuencia los procesos que operan obtienen beneficios (y beneficios
actualizados) nulos, se aplica =, y los que no operan beneficios (y beneficios

actualizados) no-positivos, se aplica <.
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8.3.3 VN con transformadas de Laplace
A veces resulta tutil trabajar con la matriz de las transformadas de Laplace de las

funciones de flujos netos, que anotaremos como L(s)
L(s) = j e E(r)dr
0

s es la tasa de expansion instantdnea, s = log( ). Por lo tanto

X()=¢"X

Y)=¢e"Y
y ademas

F(a)=L()

Dado que el logaritmo de un niimero positivo es una funcion creciente de ese numero,
VN puede escribirse como
max s
s,X
XL(s)=0
X>0

Las condiciones de maximo son

Lis) Y<0 y six; > 0 se aplica = {8.18}
donde Li(s) es la fila de L(s) que se corresponde al proceso i, y donde los Y son los
multiplicadores de Lagrange del problema. Ademas se cumple que

1+XL'(s)Y=0 {8.19}

donde L'(s) es la matriz de derivadas de L(s) con respecto a s
L'(s)=—[re™"f(r)dr
0

{8.19} excluye las soluciones triviales. Comparando {8.17} y {8.19} tenemos que los
multiplicadores de Lagrange de VN escrito con F(@) son « veces los multiplicadores de
Lagrange de VN escrito con L(s), para intensidades iguales.

8.3.4 Ejemplo de solucién de VN con infinitos procesos y materias

Aunque hemos visto que tratar con un numero finito de procesos y materias nos permite
aproximar adecuadamente la mayoria de las situaciones, es interesante sefialar algin
caso con un numero infinito de procesos y materias. En este trabajo nos limitaremos a

. . ., 4 .
recordar un ejemplo conocido en Demografia como ecuacion de Lotka®, y que viene a

* Véase Lotka [1].
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ser la version en tiempo continuo de las matrices de Leslie, pero sin entrar en el detalle

de la deduccidn de sus condiciones de solucion.

Anotaremos como x(z,7) al nimero de individuos de edad » en el momento ¢, como b(r)
a la tasa de reproduccion a la edad » y como S(i,j) a la tasa de supervivencia desde la
edad i a la edad j. Los recién nacidos en el momento ¢ son la suma para cada edad » de
los individuos existentes en el momento ¢ por su tasa de reproduccion
x(1,0) = j x(t,)b(r)dr (8.20}
0
Los individuos de edad » en el momento ¢ son los nacidos en el momento ¢ — » por la

tasa de supervivencia entre la edad 0 y la »

x(t,r)=x(t—r,0)S(0,r) {8.21}

Lotka estudi6 la evolucion del sistema a partir de estas condiciones y también el
comportamiento a largo plazo del mismo, que es un crecimiento proporcional. La
condicion de crecimiento proporcional para la poblacién de cada edad resulta

x(t, )= a' x(0, r) {8.22}

Substituyendo {8.21} y {8.22} en {8.20} nos queda

x(£,0) = j x(t —7,0)S(0,7)b(r)dr = j 2 9 $(0,1)b(r)dr = x(t. O)IM

0 0
y dividiendo ambos lados por x(¢, 0) resulta
1= SO0 4, (8.23}
0 a
Conociendo S(0,7) y b(r) podemos resolver a a partir de esta ecuacidon integral,
conocida como de Euler-Lotka. Desde {8.21} y {8.22} tenemos la poblacion
exponencial (comparese con {7.1})

x(t,r) _ x(t—r0)S(0,r) x(2,0)S(0,) S(0,r)
x(t0)  x(1,0) a'xt0) o

(8.24}

Los valores reproductivos en tiempo continuo tampoco suponen dificultad y de hecho
fueron estudiados por Fisher originariamente para este caso. Fisher anota como v, el

valor reproductivo de la edad x (sin especificar el instante al que se corresponde), como
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m su “parametro maltusiano”, lo que para nosotros es el logaritmo de @, como /, lo que
para nosotros es S(0,f) y como b, lo que para nosotros es b(f). El valor reproductivo

relativo en la notacion original de Fisher queda™

- Te’"’ltb,dt

X ox

v./vy=

Transcribiendo esta definicion a nuestra notacion resulta

y(t,r) .
¥(1,0)  S(0, )I o~ S(0,k)b(k)dk

ya que a = ¢". Como S(0,k) / S(0,r) = S(r,k) nos queda

y(t,r) IS(r K)D(K) 1
¥(1,0) a*

r

(8.25}

(comparese con {7.2}). Fisher sefiala la estructura de los valores reproductivos
dependiendo de la edad, pero también cambian con el tiempo segun la ley del interés

compuesto

y(t,r)y=a"y(0,r) {8.26}

En definitiva, a partir de S(ij) y b(i) podemos calcular « resolviendo {8.23}.
Conociendo « podemos calcular la pirdmide de la poblacion con {8.24} y la evolucion
de la misma con el tiempo segin {8.22}. También podemos calcular los valores

reproductivos segtn la edad con {8.25} y su evolucién en el tiempo con {8.26}.

>0 véase Fisher [1], 2* edicion, pagina 27.
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9: Funciones de produccién

9.1 Recetas y funciones de produccion

Una receta como

trigo  hierro trigo  hierro
280 12 — 575 0

nos sefiala que si consumimos 280 arrobas de trigo y 12 toneladas de hierro podemos
producir 575 arrobas de trigo, y que si consumimos los insumos multiplicados por un
nimero positivo podemos producir los productos multiplicados por ese mismo niimero.
Es importante subrayar que nuestras recetas no dicen que consumiendo los insumos
podamos producir menos productos, ni que produciendo los productos podamos
consumir mas de los insumos que se reseian; para hacer cualquiera de estas dos cosas
tendriamos que recurrir a otros procesos. Nuestras recetas no son pues idénticas a lo que
a veces se conoce como funciones de produccion de coeficientes fijos’'. Nosotros
imponemos que se consumen justo los insumos y que se producen justo los productos

sefialados, multiplicados por la intensidad del proceso correspondiente.

No obstante con nuestras recetas podemos tratar todas las demas funciones de
produccion con rendimientos constantes a escala, que son aquellas en las que si
multiplicamos todos los insumos por un niimero positivo se multiplican también los

. , . .. 2 , .
productos por ese mismo niimero. Con otro tipo de rendimientos’” no serian posibles

>! Porque a menudo con éstas si se supone que pueden producirse menos cantidades de los productos y
que si pueden consumirse mas cantidades de los insumos de los que se indican. Una funcion de
produccion es una relacion entre los insumos y el producto que puede obtenerse consumiéndolos.
Anotando como f'la produccion y como y; el insumo i, la de coeficientes fijos resulta f'< min(y/a;, y»/as,
03/, ..., xalay), la lineal f<Y a; y; y la (Wicksteed) Cobb-Douglas /< a [] 7 . El signo < indica que
pueden producirse menos productos de los resefiados; si la funcion es estricta, si pueden producirse solo
justo los productos indicados, usariamos el signo =.

>? La expresion “rendimientos decrecientes” se ha aplicado a varias situaciones diferentes, lo que ha
provocado una gran confusion. Se ha sefialado, por lo menos desde Turgot, que si en una determinada
parcela de tierra se invierten cantidades sucesivas de insumos la produccion creceria con cada incremento
de la inversién pero cada vez en menor medida, de manera que llegado a un determinado nivel de
inversion el incremento de la produccidn seria practicamente nulo. Diremos que tenemos rendimientos
decrecientes en el sentido de Turgot cuando el incremento de un solo insumo manteniendo constantes los
demas supone un incremento de la produccion, of/dy; > 0, pero de manera decreciente, 821‘/6)(,-2 <0.

Una segunda acepcion esta vinculada a la existencia de diversas calidades de materias no reproducibles
(tierra, minas, etc.). En una economia que se expande primero se usarian las mas fértiles o eficientes,
después las siguientes en eficiencia, etc. La expansion en este caso implicaria pues tener que incurrir en
“rendimientos decrecientes”. Algunos clasicos, particularmente Ricardo, consideraban esta circunstancia
como clave para entender la dindmica del capitalismo, porque la necesidad de usar tierras (minas, etc.)
menos fértiles implicaria que el crecimiento deberia ralentizarse hasta alcanzar un estado estacionario. Es
importante subrayar que estas dos acepciones son independientes, de manera que los rendimientos
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ninguno de los comportamientos simples que hemos planteado, y por ello no las
trataremos en este trabajo”".

9.1.1 Aproximacion con recetas

Con determinadas funciones de produccion puede escribirse un equivalente exacto con
un nimero pequefio de nuestras recetas’®, pero con las llamadas de coeficientes
variables a menudo no podemos hacer esto, aunque si podemos siempre dar una
aproximacion “poligonal” a las mismas. Para ello obtendremos muestras de diversas

combinaciones de los insumos para calcular los consumos y producciones de las

decrecientes en este segundo sentido pueden darse con funciones de produccion que no muestran
rendimientos decrecientes en el sentido de Turgot, y también pueden cumplirse estas ultimas condiciones
sin que nos encontremos en la situacion analizada por Ricardo (y con anterioridad por Anderson).

Existe aun otra acepcion vinculada, la “utilidad marginal decreciente”, que es una hipdtesis psicologica
segun la cual la “satisfaccion” que se obtiene del consumo obedeceria propiedades matematicas parecidas
a las sefialadas en la primera acepcion para la produccion fisica. Por supuesto, esta hipdtesis puede
cumplirse o no con independencia de las acepciones anteriores. En este trabajo no haremos hipotesis
psicoldgicas.

Nosotros decimos que estamos ante una funcion de produccion con rendimientos constantes a escala
cuando si multiplicamos los insumos por una constante positiva el producto se multiplica por esa misma
constante, cuando f{k y1, k x2, k x3, -, k xu) = k fO1 x25 X35 ---» Xu), cuando la funciéon es homogénea de
grado 1, lo que no excluye ni implica ninguna de las posibilidades anteriores. Diremos que tenemos
rendimientos decrecientes a escala cuando para todo k& > 1 la relacion anterior se cumple con signo <, y
rendimientos crecientes a escala cuando lo hace con signo >.

>3 Supongamos que estuviéramos ante una economia con una sola materia, un solo insumo y con una
funcién de produccion con rendimientos a escala no constantes, como f{y) = . Entonces es evidente que
en general el sistema no evolucionara con un crecimiento proporcional, ya que nos queda y.4; = x,”. Si por
ejemplo partiéramos de y, =3 la evolucion de y, resultaria 3, 9, 81, 6561, ... y el factor de expansion
cambiaria con el tiempo. Esta dificultad surge cuando los comportamientos son necesariamente diferentes
con la escala porque cuando no es asi podemos tratarlos con las recetas. Por ejemplo, con rendimientos
decrecientes a escala pero con procesos que pueden ser replicados el sistema si puede evolucionar con un
crecimiento proporcional; entonces podemos escribir una receta para cada nivel de insumos posible.

> Por ejemplo, supongamos que hay que consumir una cantidad de trigo y; y una cantidad de hierro y»
para producir una cantidad de cerdos. Con una funcioén de coeficientes fijos, como f'< min(y,/a;, y./a,),
basta con escribir una receta poniendo como vector de insumos los coeficientes a; que se corresponden a
cada materia y como vector de productos un vector nulo salvo para la materia producida que serd 1, y
ademas unos procesos de eliminacion gratuita de las materias que se corresponden a los insumos usados

a a, 0 0 0 1
1 0 0 0 00
0 1 0 0 00

Con una funcién lineal, como f<a; y; + a, x,, basta con escribir una receta por cada insumo y;
escribiendo el vector de insumos como 0 salvo la materia a la que pertenece y; que sera 1 y el de
productos como 0 salvo para la materia a la que pertenece el producto que sera a;, y ademas los procesos
de eliminacion gratuita de las materias que se corresponden a los insumos

100 00 q
010 00 a
100 00 0
010 00 0

Es facil ver que si una funcion de produccion no es estricta, si esta escrita con <, podemos tratarla como si
fuera estricta y afiadir los procesos de eliminacion gratuita correspondientes. También que si todas las
funciones no son estrictas es equivalente a suponer que pueden eliminarse de manera gratuita todas las
materias (y viceversa), como se supone en el articulo original de John von Neumann, porque pueden
consumirse las materias sin aumentar ningtin producto.
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materias que resultarian en cada caso y escribir cada posibilidad con una receta

diferente.

Por ejemplo, si la cantidad producida de hierro depende de la cantidad de trigo y; y

hierro y, consumidos como insumos para su produccion, de manera que la cantidad

producida fuera ./ 7, 7,5/12 , podemos escribir las recetas’

X1 X2 NIX,5/12 trigo hierro trigo hierro

0 1 0 0 1 — 0 0

02 0.8 0.258198 02 08 — 0 0.258198
04 0.6 0316227 04 06 — 0 0.316227
06 04 0316227 06 04 — 0 0.316227
0.8 0.2 0.258198 0.8 02 — 0 0.258198
1 0 0 1 0 — 0 0

Una funcidén de produccion adopta una magnitud para cada conjunto posible de insumos
pero, como las recetas pueden operar simultdneamente, combinando linealmente las
intensidades podemos aproximar la magnitud de la funcion para cada conjunto de
insumos. Por ejemplo, si las intensidades de las recetas 2* y 3* fueran 0.5 ambos
procesos operando determinan unos consumos y producciones

trigo  hierro trigo hierro
03 0.7 — 0 0.287212

que aproximan la magnitud de la funcién para esos insumos,\/0.3><0.7><5/ 12=

0.295803. Por lo tanto combinando las recetas consecutivas obtenemos una

aproximacion poligonal de la funcion

0,35

e ——
031 / \
0,25 1
0,2 4
= Funcion de produccién
Aproximacién con recetas
0,15 1
0,1 1
0,05 1
0
0 0,2 04 0,6 0,8 1
n=1l-xn

> Con esta funcién+/y,x,5/12, de tipo Cobb-Douglas, tenemos rendimientos constantes a escala y
también rendimientos decrecientes en el sentido de Turgot con respecto a ambos insumos y; y x.
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Funcion de produccion Aproximacion con recetas

A

X

A

Si necesitdramos una aproximacion mejor bastaria con construir mas recetas obteniendo

mas muestras de las combinaciones de insumos, por ejemplo incrementandolos con un

paso de 0.01 en vez de con un paso de 0.2.

Con este método puede tratarse cualquier conjunto de funciones de produccidon con
rendimientos constantes a escala de manera general, con cualquier nimero de insumos,
con produccion conjunta®®, o con diferentes estructuras temporales en los procesos.
Tampoco supone una dificultad escribir las matrices para resolver TE, simplemente
diferenciando entre los insumos que representan el consumo de los trabajadores y el
resto de insumos. Ademas tenemos la ventaja de que no necesitamos mas aparato
matematico que el ya estudiado. Este método por lo tanto nos sirve para comprobar que

la presencia de otro tipo de funciones de produccion no altera nuestro analisis.

No obstante con las recetas pueden usarse por ejemplo la 2* y la 5* a la vez, y esto
implica que con nuestras recetas no s6lo podemos obtener la produccion senalada por el
poligono sino también cualquier punto del area delimitada por la envoltura convexa del
poligono. Pero a menudo las funciones de produccion se definen de manera que esto no
resulta una dificultad, por ejemplo porque pueden usarse las funciones de produccién no

s6lo con una combinacion de insumos sino con varias simultaneamente, o porque las

*6 Cuando un insumo es argumento de méas de una funcion de produccion. Aunque para simplificar la
exposicion hemos planteado nuestro ejemplo sélo con la funcidon de produccion del hierro, para tratar la
produccién conjunta debemos tomar en consideracion las funciones de produccion de todas las materias.
Asi una materia duradera con vida limitada podria ser un insumo argumento de la funcion de produccion
de alguna otra materia y ademas sera argumento de la funcion de poduccion de la materia duradera con
una edad superior; si tuviera vida ilimitada sera argumento ademas de la funcién de la misma materia; etc.
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funciones no son estrictas y delimitan un conjunto convexo para las combinaciones de

insumos”’.

Por otra parte este método tiene el inconveniente de que a veces tenemos que trabajar
con un numero muy grande de procesos para obtener una buena aproximacion a las
funciones, aunque como veremos mas adelante con determinados algoritmos esto no es
un problema. En consecuencia esta aproximacion con recetas es engorrosa y ademas es
interesante desarrollar un planteamiento especifico para las demés funciones de

produccion.

9.2 Comportamientos simples

Aqui Unicamente trataremos el caso en el que la produccion de las materias en el
momento ¢ depende solo del consumo de los insumos en el momento #-1. En realidad no
supone dificultad tratar otro tipo de estructuras temporales (en cada instante posterior al
inicio de los procesos tendriamos unos insumos y una funciéon de produccion para cada
materia), o el caso en tiempo continuo (los insumos seria funciones del tiempo y
trabajariamos con funcionales de produccion), e igualmente no hay dificultades a la
hora de estudiar TE, pero no nos extenderemos en estos puntos para no alargar la

exposicion.

Anotaremos la cantidad de materia de tipo i usada como insumo en un uso j en el
momento ¢ como y; ;. El conjunto de los insumos en el momento ¢ lo anotaremos como
Xt, aunque fijémonos en que en general no serd una matriz, y como X el conjunto de los
insumos en el momento 0, y;; = yijo. Anotaremos la funcién que describe la relacion
entre los insumos en el momento #-1 y los productos en el momento ¢ como f; (X.1).
Supondremos que estas funciones de produccién muestran rendimientos constantes a
escala y que ademds no cambian con el tiempo, f;; = fi. La funcion f; describe la relacion
entre los insumos y los productos de los procesos que producen materia del tipo i, de
manera que podemos estar ante muchos procesos diferentes coexistiendo, produccion

conjunta, etc. Supondremos que las funciones estan definidas de manera estricta, que la

> En este Gltimo caso agregaremos los correspondientes procesos de eliminacion gratuita.
En realidad no supone problema escribir unas restricciones afiadidas para que dos procesos no puedan
operar a la vez, porque podemos definir los comportamientos simples bajo este tipo de condiciones. Asi
para que la 2% y la 5" receta no puedan operar simultdneamente bastaria con escribir

Xy " X5 = 0
pero no desarrollaremos este planteamiento para no complicar la exposicion.
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produccion es justo la que indica la magnitud de la funcidn; si para algunas materias
pueden producirse menos cantidades del producto de los que se indican afiadiremos los
insumos de eliminacidén gratuita correspondiente, insumos que no son argumento de

ninguna funcién de produccion.

Las condiciones de balance material quedan

fiX i)=Y k0, =0 0.1
0 sea, en cada instailte t la produccion de cada materia i es igual a su consumo. Diremos
que estamos en un crecimiento proporcional cuando

X¢=d X 9.2}
Substituyendo {9.2} en {9.1} tenemos un conjunto de expresiones que son la misma

multiplicada por una potencia de «, por lo que nos basta con comprobar una de ellas
fi(X/a)_ZZi,j =0
j
y, como estamos tratando con funciones con rendimientos a escala constantes, nos

queda
f;(X)/a_Zli,j =0 {9.3}

Ademas supondremos que los insumos no son negativos y el factor de expansion debe
ser positivo. Por lo tanto para confirmar que una trayectoria no trivial X = ¢/ X es un
crecimiento proporcional para unas funciones de produccion dadas f; basta con

comprobar que X y & cumplan
Ji(X)/ a _ZZi,j =0
J

X>0
a>0

Por supuesto, las condiciones de estado estacionario son las de crecimiento proporcional

conun ¢igual a 1.

9.3 VN

En consecuencia VN puede escribirse como

maxo
a,X

[i(X)/a=Y 7, =0

X>0
a>0
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que con palabras significa

buscamos los insumos con el mayor factor de expansion,

de manera que la produccion de cada materia entre o sea igual a su consumo,
siempre que los insumos sean no negativos,

y siempre que el factor de expansion sea positivo.

.. ;. 58
Las condiciones de maximo resultan

Zaf_ky_k_yr <0 si y, . >0seaplica= {9.4}

k alr,s a ,

1= /,(X)y)/a* =0 193}
k

La tultima de estas expresiones excluye las soluciones triviales. Los y; son los

multiplicadores de Lagrange del problema; si los interpretamos como precios, la

expresion
S
k 8Zr,.5' a

es la suma de las tasas en las que aumenta la produccion de cada materia por su precio
actualizado correspondiente ante la variacidon del insumo y, s, 0 ingresos marginales del
insumo y,.s, y el precio y, es el coste marginal de incrementar el insumo. Por lo tanto las
condiciones de maximo pueden ser interpretadas como:

los beneficios marginales de cada insumo son iguales o menores a 0, y si el
insumo es mayor que 0 son iguales,
. ., 2 .
1 menos el precio total de la produccion entre o es igual a 0.

En consecuencia hemos deducido la ley de la rentabilidad marginal de Thiinen, y
debemos subrayar que no hemos supuesto esta ley sino que la hemos deducido como
una condicion de mdximo. Recordemos que ya sefialamos en §4.6 que la ley de la
rentabilidad clasica puede ser interpretada de manera marginal, y entonces A; Y puede

ser interpretado como el coste marginal y B; Y / a como el ingreso marginal que resulta

*¥ El lagrangiano £ queda (prescindiendo de las restricciones de signo de las variables)

L=a+ ) ()= 1)y
i J
Derivando con respecto ay.; y atenemos las condiciones de primer orden

—Z P i

rs @

6% s

oL a1 Aonya’

oa
Para aplicar dlrectamente el método de Lagrange necesitamos que las funciones de produccion sean
continuas y que existan las derivadas parciales con respecto a los insumos of; / Oy,.,. En realidad pueden
estudiarse facilmente los casos en que no estdn definidas algunas de estas derivadas o en que las
funciones no son continuas, pero no haremos esto aqui para no alargar la exposicion.
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de incrementar levemente la intensidad del proceso i. E incluso hubiéramos podido
escribir los balances materiales con las recetas y las funciones de produccion
coexistiendo, y entonces tendriamos juntas ambas formas de la ley de la rentabilidad. En
VN la intensidad de los procesos y la magnitud de los insumos son tales que su
beneficio marginal no es positivo y si los procesos operan o si los insumos son usados
su beneficio marginal es nulo™.

9.3.1 Ejemplo

Sean y1.1, 12y x13 las cantidades de trigo en arrobas y y2.1, x22 Y x23 las cantidades de

hierro en toneladas usadas como insumos en el momento 0. Sea la funcidon que describe
la produccion de trigo 7.043768 1'% x,\% +3.675318 /5" 31 y la que describe la

172 1/2

produccion de hierro 0.645497 x5 v, .

Las condiciones de crecimiento proporcional quedan

(7.043768 114/ 427 +3.675318 71 31°) [ 11— 12— 13 =0
0.645497 1, 137 | a— yo1 = a2 = 523 =0

x1.1=0
x12=>0
x13=>0
x21=>0
x222>0
x23=>0
a>0

que significan:

la produccién de trigo entre o es igual al consumo de trigo,
la produccidn de hierro entre « es igual al consumo de hierro,
los insumos no son negativos,

y el factor de expansion es positivo.

> Con las recetas el beneficio unitario es igual al beneficio marginal porque estamos ante rendimientos
constantes a escala, pero con otro tipo de rendimientos ambos criterios no necesariamente coincidiran y
entonces el criterio de asignacion compatible con la maximizacion del beneficio es el beneficio marginal.
Fijémonos en que no hemos hablado en ningtin caso de “utilidades subjetivas”. El “principio marginal” se
ha confundido con la teoria de la “utilidad subjetiva” porque ambas ideas las defendi6é la escuela
neoclasica, pero en realidad son conceptos que no estan vinculados légicamente. Asi el propio Thiinen
defendi6 el principio marginal sin hacer referencia a utilidades subjetivas, y algunos autores son
subjetivistas sin tratar el principio marginal. En este aspecto hay que lamentar que el término “utilidad” a
menudo se use de forma confusa para referirse por una parte a la “utilidad subjetiva” y por otra a los
beneficios. A la hora de construir VN (y TE) nosotros somos “marginalistas” pero no “subjetivistas”.

Otra confusion comun es la de vincular la ley de la rentabilidad marginal con la teoria de la renta de la
tierra de Ricardo. En realidad ambos son conceptos que tampoco estan relacionados logicamente, ya que
la ley de la rentabilidad marginal puede cumplirse sin la existencia de materias no reproducibles, y la
tierra menos productiva y que no produce renta puede ser estudiada con recetas sin necesidad de aplicar el
principio marginal sino s6lo con los beneficios unitarios.
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Las condiciones de maximo {9.4} y {9.5} resultan

(14/23) 7.043768;(1_,;’/23;(;/123yl /a -3, <0 si y,, >0seaplica=
(1/2)0.645497 1,3 133, Ja— », <0 si 7., > 0seaplica =
(7/10)3.675318 4,3 131y, Ja =y, <0 si 7, >0 seaplica =
(9/23) 7.043768 11 1.\ Zy, Ja— y, <0 si 7,, >0seaplica =
(1/2)0.645497 4\ 1,3, Ja— v, <0 si 7,, >0seaplica =
(3/10)3.675318 11 7,3y, Ja- =y, <0 si %, > 0seaplica=

1-((7.043768 2,4 1212 +3.675318 21 721°)y, +0.645497 4\ 423, ) &* = 0
que pueden ser interpretadas como:

el beneficio marginal de y;; es menor o igual a 0 y si y;,; es positivo es igual,
el beneficio marginal de y;» es menor o igual a 0 y si y; 2 es positivo es igual,
el beneficio marginal de y; 3 es menor o igual a 0y si y; 3 es positivo es igual,
el beneficio marginal de y» es menor o igual a 0 y si y»; es positivo es igual,
el beneficio marginal de y,, es menor o igual a 0y si 2, es positivo es igual,
el beneficio marginal de y»3 es menor o igual a 0 y si y2 3 es positivo es igual,
1 menos el precio total de los productos entre ¢ es igual a 0.

La solucion resulta o = 1.25, y;; = 1120 arrobas, y;, = 720 arrobas, y;3 = 0 arrobas,
2.1 =48 toneladas, y», = 48 toneladas, y»3 = 0 toneladas, la produccion de trigo es de
2300 arrobas y la de hierro de 120 toneladas, el precio del trigo y; = 1/2624 y el precio
del hierro y, = 15/2624 (si multiplicaramos los insumos y dividiéramos los precios por
un namero positivo cualquiera las ecuaciones también se satisfarian). Por supuesto
hemos escogido las funciones de produccion para que la solucion de VN coincida con
nuestro ejemplo de §2.5. Realmente no hay diferencias de fondo entre el planteamiento

con recetas y el que estamos haciendo ahora con otras funciones de produccion.
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10: Ciclos

10.1 Comportamientos simples

Hasta ahora hemos estudiado recetas que no cambian con el tiempo, pero a menudo este
caso se aplica mal a la realidad, y asi los ciclos anuales, diarios, etc. afectan a las
colmenas y a las sociedades humanas de una manera muy marcada. Para tratar estas

situaciones analizaremos el caso en el que las recetas cambian periédicamente®.

Recordemos las condiciones de balance material {1.1}, aunque reordenandolas y
tomando en consideracion que las recetas pueden cambiar con el tiempo,
—Xi Attt Xe1 B =0 {10.1}

o de manera desarrollada para mayor claridad

— XA+ X1B;1=0
—X1A1+X0B0=0
-X, A+ X B =0
—X3A3+X2B2=0
- X4 A4+ X35B3;=0
—X5A5+X4B4=0

Estas condiciones se aplican aunque no estemos ante un comportamiento simple y dicen
que el flujo neto de cada materia en cada instante es 0. En el momento ¢ el numero de
materias sera igual al de columnas de B¢y y de A¢, y el nimero de procesos que se
inician sera igual al de filas de A¢ y de B¢ y también al numero de elementos del vector
de intensidades X, pero el numero de materias y el de procesos pueden cambiar en el

tiempo.

5% En este trabajo no estudiaremos los ciclos endégenos, como las “crisis periddicas” de Juglar y Marx.
Estas crisis son consecuencia del funcionamiento del mecanismo de asignacion mercantil y se observan
por lo menos desde principios del siglo XIX hasta nuestros dias, salvo el intervalo entre la Segunda
Guerra Mundial y la crisis de 1973. Asi a partir de Tugan-Baranovski [2] podemos fechar las crisis en
Inglaterra en 1825, 1836, 1847, 1857, 1866, 1873, 1882, 1891, 1900 y 1907. Completaremos esta
secuencia para los EE.UU. con las fechas 1914, 1921, 1929, 1937, intervalo sin ciclos definidos, 1973,
1981, 1990, 2000 y 2008. Vemos que el ciclo es aproximadamente periodico, que su periodo medio va
modificandose en el tiempo y que en la actualidad es de un poco menos de 9 afios. Este ciclo es una
evidencia mas de que el capitalismo dista de mostrar la perfecta eficiencia reproductiva de VN. Nunca
debemos olvidar que VN sblo puede ser usado como una aproximacion grosera del capitalismo.

Otro ejemplo de ciclo endogeno es el demografico descrito por Condorcet: la poblacion tiende a crecer
hasta que choca con las limitaciones de los recursos, lo que provoca un empeoramiento de las condiciones
de vida; entonces la mortalidad aumenta y la poblacion disminuye, por lo que los recursos terminan por
volverse abundantes para el tamafio de la poblacion; en consecuencia la reproduccion aumenta de nuevo y
se repite el ciclo. Estos ciclos demograficos endégenos efectivamente han sido observados en poblaciones
bioldgicas, tanto en condiciones controladas como naturales.
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Si las matrices con las recetas se repiten con periodo p tendremos que

At+p = Aq

Be. — B, {10.2}

Con recetas que cambian con periodo p y donde se cumplen las condiciones de balance
material existen unos comportamientos muy interesantes:
e ¢l ciclo estacionario, cuando las intensidades se repiten con periodo p
Xt+p = Xt
e ¢l crecimiento ciclico, (0 crecimiento proporcional ciclico o ciclo exponencial)
cuando las intensidades crecen con el mismo factor « con periodo p
Xep = a X¢ {10.3}
El crecimiento proporcional y el ciclo estacionario son casos particulares de crecimiento
ciclico, cuando p es igual a 1 y cuando « es igual a 1 respectivamente, y el estado
estacionario es un caso particular del resto de comportamientos, cuando « y p son

ambos iguales a 1. Aclararemos con un diagrama la relacioén de casos particulares

crecimientos p acionarios

estados estacionarios
p=1,a=1

También ilustraremos con unos ejemplos graficos la evolucion en el tiempo de estos

cuatro comportamientos simples

A / N N J
AV AV AV AV AVNAVNAVY
AVEAVERAVEAVIAVIAVIAY

crecimiento ciclico, Xep = a X¢ a =1, ciclo estacionario, X¢p = X¢

p =1, crecimiento proporcional, X = a X p =1, a=1, estado estacionario, X1 = X
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10.2 Condiciones de crecimiento ciclico

Para facilitar la comprension desarrollaremos el caso en el que las recetas se repiten con
un periodo p igual a 3. Entonces las recetas periddicas {10.2} y las intensidades con

crecimiento ciclico {10.3} resultan

A-3 = A(] B_3 = B() X_3 = 0{_1 X()

A-z = A1 B-z = B1 X-z = 0(_1 X1
A=Ay B.=B; X =d' X,
A3:A0 B3:B0 X3:0(X0
A4=A1 B4=B1 X4=0[X1
A5:A2 B5:B2 X5:0{X2
A6:A0 B5:B0 X6:0!2X0
A7:A1 B7:B1 X7:0{2X1
A8=A2 B3=B2 X8=0[2 X2
A9:A0 B9:B0 X9:0!3X()

Por lo tanto, substituyendo {10.2} y {10.3} en {10.1}, nos queda

~Xp Ao+ ' X2 B, =0
—X1A1+XOB0:0
—X2A2+X1B1:0
—aXoA)t+tX2B,=0
—0{X1A1+CZXOB0=0
—aX2A2+aX1B1=0
~XpAg+ aXy B, =0
X A+ XoBp=0
X A+ X B =0
— XAy + X2 B, =0

Tenemos infinitas ecuaciones matriciales pero que se repiten en bloques de 3 (y en
general en bloques de p) s6lo que multiplicadas por una potencia de . Por lo tanto para
asegurarnos de que existe un crecimiento ciclico con una trayectoria X¢3 = a X, para
unas recetas que se repiten con periodo 3 dadas, basta con comprobar que se cumple el
conjunto finito de ecuaciones

—X0A0+a'1 X2B2:0
- X1 A1+ XeBy=0
—X2A2+X1 B1=0

En general para unas recetas que se repiten con periodo p basta con comprobar que las

intensidades y el factor que forman la trayectoria X¢p = a X cumplan
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—Xp Ag+ @' Xpa Bp1 =0
- X1 A1 +XeBp=0

—X2A2+X1 B1=0 {104}

- Xp-l Ap-Z + Xp-3 Bp-3 =0

Hemos aprovechado que estamos ante un comportamiento simple para reducir el
problema a un tamaio finito. En realidad ya hicimos esto mismo cuando estudiamos las

condiciones del crecimiento proporcional en §1.4.

Definamos el vector X como el conjunto de las intensidades entre 0 y p-1

X = [Xo, X1, X2, ..., Xp-3, Xp-2, Xp-1]
y la matriz
[ -A, B, 0 ]
0 -A, B,
0 0 -—A,
F(a) =
0 -A,, B, 0
0 0 -A,, B,
B, /o 0 | I 0 0 -A,,

Las ecuaciones {10.4} nos quedan®’
XF(a)=0 {10.5}
Por otra parte supondremos que las intensidades con las que operan los procesos no
pueden ser negativas, lo que escribiremos como
X=0 {10.6}

Ademas es necesario que el factor de expansion sea positivo

6! Existe una alternativa para tratar las recetas ciclicas, que consiste en escribir las matrices de manera que

A, 0 0 0 0 0 B, O 0 0

0 A, 0 0 0 0 B, 0 0

0 0 A, 0 0 0 0 0 0
A= B=

0o 0 0 A, 0 0 0 0 0 B,,

0o 0 0 0 A, B,, 0 0 0 0

Esta forma de escribir las matrices puede entenderse como el estudio de los ciclos estacionarios posibles
si la matriz B se redujera en un factor « distribuido en las p etapas del ciclo. Es facil ver que si existe un
crecimiento proporcional para {10.5} con un factor « existira también uno para esta alternativa con un
factor o', de manera que podemos convertir la solucién de un caso al otro. Esta alternativa es interesante
porque nos permite plantear VN con las matrices A y B, sin ningiin elemento negativo, de forma que
podemos aplicar los teoremas que sabemos ciertos para este caso a los crecimientos ciclicos (por ejemplo,
los teoremas de existencia de solucion).
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a>0
En consecuencia para confirmar que la trayectoria definida por una X no trivial y « es
un crecimiento ciclico para unas recetas que cambian periddicamente dadas basta con
comprobar que se cumpla

XF(a)=0
X>0
a>0

(hacemos notar que si X es solucion de {10.5} y {10.6} X multiplicado por un nimero
positivo también es solucion). Estamos ante un problema similar al caso en el que las

recetas no cambian con el tiempo.

10.3 Condiciones de ciclo estacionario

El ciclo estacionario es un crecimiento ciclico con un factor de expansion igual a 1. Por
lo tanto las condiciones de ciclo estacionario son

XF=0
X>0

donde la matriz F = F (1) resulta

-A, B, 0 0 0
0 -A, B, 0 0
0 0 -A, 0 0
F=
0 0 0 -A,, B,
_Bpfl 0 0 0 _A"*l—

10.4 Planteamiento de VNC

Nos interesa ahora calcular cuanto puede crecer ciclicamente una economia.
Llamaremos VNC al crecimiento ciclico con el mayor factor de expansiéon. VNC puede
calcularse para unas recetas dadas resolviendo

max &
a,X

XF(a)=0
X>0
a>0

Vemos que podemos calcular VNC usando la misma formulaciéon matemadtica que para

VN, el caso con recetas constantes. Las condiciones de maximo son también iguales

F(a) Y <0,
1+ XF(o)Y=0

y si el proceso opera se aplica =
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donde Y son los multiplicadores de Lagrange

Desarrollando la primera de estas expresiones resulta

-A)Yo+tBpYi<0
—A1Y1+B1Y2§0
-AY;+B Y350

—Ap2 Yp2 By Ypi <0

—Ap1 Yp1+Bp1 Yo/ <0
y para los procesos que operan se aplica =. Interpretando los Y, como los precios de las
materias en el momento r, estas expresiones son la ley de la rentabilidad, ya que — A, Y,
+ B, Y41 son los beneficios, por lo que los procesos obtienen beneficios no-positivos y

los que operan beneficios nulos.

Por otra parte se cumple la ley del interés compuesto, pero con respecto a los ciclos
sucesivos; ahora tenemos que

Yn~p = Yo / 0/
Yopa1=Y1/ o
Yn-p+2 = Y2 / an

Y+i)p3 = Yp3/ o'
Ywtyp2 = Yp2/ o'
Y@wttyp1=Ypa1/ o'

Por ejemplo, supongamos que la unidad temporal usada es el trimestre y que el ciclo
tiene un periodo p igual a 4 (aunque ahora nos referimos a una unidad temporal base
que es igual en todos los pasos, el trimestre, en realidad podemos usar unidades base
diferentes en cada paso a la hora de escribir las recetas). Entonces los precios entre dos
trimestres sucesivos no cumplen la ley del interés compuesto, pero si de afio en afo. De
hecho en dos trimestres sucesivos no necesariamente existiran las mismas materias,
pero si cada afo.

10.4.1 Ejemplo

Estudiaremos las hembras de una poblacién animal usando el trimestre, las estaciones,

como unidad temporal base y con un periodo p igual a 4, esto con un ciclo anual.
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Supondremos que los animales pueden vivir hasta dos afios y que tienen crias en
primavera. Como p es 4 tendremos cuatro pares de matrices A¢ y B¢ y como los
animales pueden vivir hasta ocho estaciones tendremos ocho materias en cada matriz.
Supondremos que las matrices que describen el consumo en invierno y la produccién en

primavera resultan

1 000 0O0O0O 009 0 0 O O O O
01 00 0O0OGO o 0 09 0 O O O O
001 0O0O0O0TO 1 0 0 09 0 O O O
A, - 0001 0O0O0OTGO B, - 1 0 0 O 09 0 O O
000O0T1O0GO0OGO 1 0 0 O 0 09 O O
000O0O0OT1TO0OTGO 1 0 0 O O 0 09 O
000O0O0O0OTIO 1 0 0 O O 0 O 09
000 O0O0O0OTG 01 10 o0 o0 o0 0 0 O

y que para el resto de las estaciones son las mismas pero con unas tasas de reproduccion
iguales a 0. La solucion tiene un ¢ = 1.1463, y durante las cuatro primeras estaciones,

empezando por el invierno, las intensidades y los precios resultan

Xo=1[0 0 0 0.1209 0 0 0 0.0692]
X;=[0.1901 0 0 0 0.1088 0O 0 0 ]
X,=[0 0.1711 0 0 0 0.0979 0 0 ]
X3=[0 0 0.1540 O 0 0 0.0881 O ]
[2.5307 ] [4.4214 | 49126 | [1.9870 ]
2.5307 2.8119 49126 5.4584
6.9521 2.8119 3.1243 5.4584
6.9521 2.8119 3.1243 34715
Yo = Y, = Y, = Y3 =
4.4214 2.8119 3.1243 34715
4.4214 0 3.1243 3.4715
4.4214 0 0 34715
_4.4214_ i 0 ) i 0 ) i 0 |

Representaremos graficamente® la evolucion temporal de las intensidades a lo largo de

cuarenta estaciones

Grupo de edad

L AR I S e R |

I[PVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVO

62 Usamos la variante del diagrama de Lexis que ya vimos en §7.1, representando el tiempo en el eje
horizontal (indicamos la inicial de la estacion correspondiente) y el grupo de edad en el eje vertical.
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Vemos que la solucion para las intensidades, que son iguales al nimero de hembras en
cada grupo de edad, implica que la poblacién evoluciona ciclicamente. Como todos los
partos se producen en las primaveras no hay ningun individuo que nazca en el resto de
las estaciones. El nimero de hembras de un grupo de edad en una estacion sera el del
grupo de edad inferior en la estacion anterior por la tasa de supervivencia. El nimero de
nacidas en primavera sera la suma del nimero de hembras en invierno por la tasa de

reproduccion correspondiente a su edad.

Los precios o valores-reproductivos durante las cuarenta estaciones resultan

LhRA .

IPVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVO

Grupo de edad
L= o IS I S - R |
— kW = @

Podemos entender con facilidad estos precios recordando que el valor de una hembra es
lo que va a producir. Asi que el valor que se corresponde a un grupo de edad sera el del
grupo de edad superior en la siguiente estacion multiplicado por la tasa de
supervivencia; en invierno con aquellos grupos que se reproduzcan ademas hay que
sumar el valor de una hembra recién nacida en la siguiente primavera por la tasa de
reproduccion. Los precios parecen mostrar una estructura muy compleja, pero en
realidad siguen siendo proporcionales al nimero de descendientes a largo plazo a partir
de las hijas que se tendran en el futuro, como vimos en §7.1 con las matrices de
Leslie®”. La aparente complejidad es consecuencia de que este nimero depende del
nimero de estaciones de cria futuras, de las primaveras futuras habiendo alcanzado la
madurez reproductiva, y de que ademas hay que tener en cuenta la supervivencia y la
actualizacion. Representaremos el numero de estaciones de cria futuras para aclarar la

estructura de los precios.

7 estaciones de
% g cria futuras
@ 4
E 3 mo
S
3 [ B

0 m2

[PVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVOIPVO

6 Estamos de nuevo ante un caso de consumo simple, por lo que podemos calcular la dinamica de la
poblacién con X = X1 By
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En definitiva, las hembras que no alcanzaran en ningln caso la siguiente estacion de
cria tienen un precio nulo y las que pueden alcanzar sélo una estacion de cria un precio
menor del que tienen las que pueden alcanzar dos. Los precios estdn definidos incluso
para las hembras que pudieran nacer fuera de la primavera, puesto que si introdujéramos
desde el exterior una de ellas también tendria unos descendientes a largo plazo.

10.4.2 VNC con recetas constantes

Hay muchos aspectos interesantes que tratar sobre VNC, pero aqui nos detendremos
s6lo en su estudio cuando las recetas no cambian con el tiempo®. Para muchas recetas
la solucién es simplemente la de VN, pero existen algunos tipos de recetas para las que
ademas de la soluciéon de VN existen soluciones particulares de VNC diferentes. En
definitiva, es posible que existan crecimientos proporcionales ciclicos maximos
diferentes del crecimiento proporcional incluso cuando las recetas no cambian con el
tiempo. Las recetas para las que ocurre esto tienen un componente ciclico en su
estructura, componente que no se detecta directamente con VN pero que si podemos

estudiar con VNC.

Por ejemplo, planteemos VNC con sucesivos periodos para las recetas

1 0 0 0 20
A=|0 1 O B=|0 0 2
0 0 1 2 00

Con p =1 VNC tiene como solucion a =2, X =[0.3333, 0.3333, 0.3333], Y =[2, 2, 2],
que por supuesto es la misma que VN, ya que VNC es VN sip es 1.

Con p = 2 VNC tiene como solucion o = 4, X = [0.1111, 0.1111, 0.1111, 0.2222,
0.2222, 0.2222], Y = [12, 12, 12, 6, 6, 6], que en realidad sigue siendo equivalente a
VN; el factor de expansion se eleva al cuadrado porque ahora el tiempo total se duplica;
las intensidades evolucionan pues en cada unidad temporal de base multiplicandose por

2,y los precios dividiéndose entre 2 de acuerdo con la ley del interés compuesto.

Pero con p = 3 las cosas si son diferentes a VN. Ahora existen tres soluciones, todas con

el mismo « = 8, que resultan

5 Otro aspecto interesante seria el estudio de los procesos de almacenamiento, que pueden entenderse
como transportes en el tiempo.
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X =10.1429,0, 0, 0, 0.2857, 0, 0, 0, 0.5714], Y = [56, 0, 0, 0, 28, 0, 0, 0, 14]
X =10, 0.1429, 0,0, 0, 0.2857, 0.5714, 0, 0], Y = [0, 56, 0, 0, 0, 28, 14, 0, 0]
X =10, 0,0.1429, 0.2857, 0, 0, 0, 0.5714, 0], Y = [0, 0, 56, 28, 0, 0, 0, 14, 0]

Cuando existan varias soluciones con el mismo factor para VN o VNC diremos que
estamos ante un caso degenerado. Entonces la suma de estas soluciones multiplicadas
cada una de ellas por un numero si resulta no-negativa también es una solucion. Es
evidente que en nuestro ejemplo la suma de estas tres soluciones se corresponde a la
solucion de VN, pero también que cada una de ellas (o una combinacion de las mismas)
es una solucion por derecho propio. En realidad en nuestro ejemplo cada una de estas
soluciones puede interpretarse como una de las fases de un ciclo de periodo 3, posible
incluso aunque las recetas no cambien con el tiempo. Y en general si existe una solucion
de VNC con recetas constantes esta solucion desplazada una fase del ciclo también sera

solucion.

Si en nuestro ejemplo resolviéramos VNC para p mayores nos encontrariamos con el
caso degenerado cuando p fuera multiplo de 3, pero estas soluciones serian equivalentes
a las que hemos estudiado. Asi para p = 4, que no es multiplo de 3, tenemos la solucion
no degenerada con « = 16, X = [0.0222, 0.0222, 0.0222, 0.0444, 0.0444, 0.0444,
0.0888, 0.0888, 0.0888, 0.1778, 0.1778, 0.1778] e Y = [240, 240, 240, 120, 120, 120,
60, 60, 60, 30, 30, 30], donde las intensidades evolucionan con un crecimiento
proporcional y los precios de acuerdo a ley del interés compuesto; y también para p = 5
tenemos una solucion no degenerada. Pero para p = 6 tenemos de nuevo tres soluciones.
En general si con recetas constantes resolvemos VNC y encontramos g soluciones
degeneradas de periodo p existiran también soluciones degeneradas para los periodos
multiplos de p (y para los divisores de g que seran combinaciones lineales; en nuestro
ejemplo ¢g es igual a 3, un nimero primo que no tiene divisores). No obstante las
posibles soluciones de VNC con recetas constantes tendran el mismo factor de
expansion que las de VN teniendo en cuenta el aumento del tiempo total®. De hecho
existen métodos para detectar cuando estamos ante matrices que muestran este tipo de
comportamiento, sin necesidad de resolver VNC para cada p, pero no los

desarrollaremos aqui .

65 A partir de unas soluciones degeneradas podemos construir un crecimiento proporcional combinando
linealmente las diferentes fases del ciclo, y por lo tanto construimos una solucion de VN.

% Asi podemos hacer esto estudiando el resto de autovalores y no solo del que resulta el factor de
expansion (es obvia la similitud con el estudio de las resonancias). Un ejemplo de recetas con
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10.5 Planteamiento de TEC

Estudiaremos cuénto pueden reducirse las jornadas manteniendo un ciclo estacionario.

Si las jornadas se reducen en un factor ¢ las recetas en el momento ¢ seran

At:Ct+8Vt
Btth+8Wt

y la matriz F queda

[ -C,-eV, D,+&W, 0 0 0
0 -C,-€¢V, D, +eW, .. 0 0
0 0 -C,—-¢Vv, .. 0 0
F=
0 0 0 -C,,—¢gvV,, D, ,+eW_,
_Dpf1 +eW, 0 0 -C,,—&V,,
Definiendo las matrices C, V, D y W como
c, 0 0 0 0 | vV, 0 0 ]
0 C, 0 0 0 0 V, 0 0
0 0 C, 0 0 0 0 V, 0
C = V =
0 0 b2 0 0 V., 0
0 0 0 C,, 0 LU
0 D, 0 0 ] " W, 0 0 0 |
0 0 D, ... 0 0 W 0 0
0 o o ... 0 0 0 0 0
D = W =
0 0 0 D, , 0 0 0 W,
D, , 0o .. 0 W, 0 0o .. 0 0

tenemos que
F=D+eW-C-¢V
Llamaremos TEC al ciclo estacionario para el que las jornadas se reducen lo maximo
posible. La condicion de estado estacionario X F = 0 también puede escribirse como
X(C+eV)=X(D+eW)

Por lo tanto para calcular TEC tenemos que resolver

comportamiento intrinsecamente periodico son las matrices de Leslie en las que las tasas de supervivencia
son positivas pero solo una tasa de reproduccion es positiva. El ciclo en este caso tendra un periodo p
igual a la edad de la reproduccion; véase Leslie [1]. También si las tasas de reproduccion son no nulas
s6lo cada p edades.

119



SEGUNDA PARTE. DESARROLLO DE LOS MODELOS

max &
&,X

X(C+eV)=X(D+eW)
X>0
e>0

Vemos que podemos calcular TEC usando la misma formulacion matematica que para
TE, el caso con recetas constantes. Las condiciones de maximo son también iguales. No

nos detendremos mas en TEC porque se le aplica lo dicho para VNC.

10.6 Procesos duraderos

Definiremos fi, como la matriz de flujos netos de los procesos que se inician en el

momento ¢ a la edad . Las condiciones de balance material quedan

v P X s+ Xy fg g F X33+ X o + X £+ Xo foo=0

v P XU s+ X 4 H X o3+ X L2+ Xo fo1 + X fi0=0

P X s X s X 3+ X fo + X £ + X £0=0
X fos X s T Xofos X i+ X B + X3 f39=0

y en general
Zthrftfr,r = 0 { 107}
r=0

Estas condiciones se aplican también cuando no estamos ante un comportamiento
simple y dicen que el flujo neto de cada materia en cada instante es 0. En cada momento
t el nimero de materias serd igual al de columnas de fi.,, para todo » mayor o igual a 0,
y el nimero de procesos que se inician sera igual al de filas de fi, para todo » mayor o
igual a que 0, pero el numero de materias y de procesos que se inician puede cambiar

con el tiempo.

Si las recetas de los procesos se repiten cada p pasos temporales tenemos que

ft+p,r = fir

il

Pongamos el caso en el que p = 4. Definiremos las matrices f, como

fo,o fO,l fo,z f0,3 f0,4 fo,s f0,6 f0,7 fo,s f0,9 f0,10 f0,11

f = 0 fl,() f1,1 f1,2 f = f1,3 f1,4 f1,5 f1,6 f, = f1,7 fl,s f1,9 f1,10
0 0 fz,o f2,1 fz,z f2,3 f2,4 fz,s fz,e f2,7 fz,s fro

0 0 0 f3,0 f3,1 fs,z f3,3 f3,4 fs,s fie f3,7 fis

etc., y también
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F(a)=f1, +f +f—2+f—+—
a’ «a ,Oa

Podemos proceder de manera similar a como vimos en §10.2, y tenemos que las
condiciones de crecimiento ciclico quedan

XF(a)=0
X>0
a>0

Llegamos a las mismas ecuaciones que en §8.2. La formulacion de VN y TE también es

similar.
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11: Tipos de procesos y materias

11.1 Tipos de materias

Llamamos sistema a la parte del universo que estudiamos, entorno al resto del universo
y frontera al limite que separa al sistema del entorno. La frontera del sistema la
podemos entender como una membrana o pared y cuando no sea una realidad fisica la

concebiremos como una linea imaginaria®’.

Como hasta ahora escribimos® que balance material = 0 esto equivale a suponer que la
frontera es una membrana impermeable para todas las materias. Los balances materiales
son restricciones de indole fisica anédlogas a los principios de conservacion, e implican
que en cada instante las cantidades de cada materia consumidas por los procesos en el
sistema tienen que ser iguales a las cantidades producidas. Escribimos los balances
materiales para las materias del sistema y no para las del entorno, porque es el sistema
lo que estudiamos (aunque por supuesto siempre podemos definir el sistema de manera

que abarquemos aquellos aspectos que consideremos fundamentales).

Pero una membrana puede ser, con respecto a una materia, impermeable, permeable, o
permeable en una direccion. Por lo tanto, dependiendo de si una materia puede atravesar

o no la frontera, distinguiremos cuatro tipos de materias en el sistema:

%7 Era mi intencién incluir en este trabajo toda una parte dedicada al estudio de los sistemas desde un
punto de vista fisico, en especial termodinamico, y de su relacion con el entorno. Por ejemplo, es evidente
que no puede mantenerse un estado estacionario fuera del estado muerto en un sistema que no incorpore y
expulse materias desde y al entorno (ni siquiera luz y calor) y que tampoco sera posible un crecimiento.
Es por ello que el estudio de la relacion fisica entre un sistema y su entorno es fundamental. Espero poder
tratar estos aspectos en futuras versiones de este trabajo.
%% Con anterioridad hemos visto como escribir los balances materiales y las condiciones de signo de las
intensidades (o de los insumos) dependiendo de como escribamos también las recetas (o las funciones de
roduccion):

un paso temporal {1.1} tiempo discreto {8.8} tiempo continuo {8.13} funciones de produccion {9.2}

XA, +X; 4B =0 zxt—rft—r,r =0 J.x(;_r) f(t—r,r)dr=0 f;,t(xtq)—z%,j,: =0
r=0 Jj
0

X¢=>0 X¢>0 X®=0 X¢>0
Hacemos notar que estas expresiones pueden aplicarse a comportamientos no simples y de hecho las
hemos escrito para cuando las recetas o funciones cambian con el tiempo, como ya hicimos en {10.1} y
{10.7}. Para no tener que detallar cada caso, en este capitulo nos referiremos a estas expresiones
escribiendo

balance material = 0

intensidad > 0
A partir de estas expresiones definiamos los comportamientos simples suponiendo que las recetas o las
funciones de produccion no cambiaban con el tiempo (o lo hacian de forma periddica) y que las
intensidades o los insumos crecian de manera (periédicamente) geométrica.
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materias expulsables, si pueden expulsarse desde el sistema al entorno,
materias incorporables, si pueden incorporarse al sistema desde el entorno,
materias ilimitadas, si son a la vez expulsables e incorporables,

materias limitadas, si no son ni expulsables ni incorporables.

Un grafico servira para aclarar la exposicion

ilimifadas

rables
ndxo

———> sistema ———>

incorj
sa[qe
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entorno

La frontera del sistema es para las materias expulsables permeable solo para la salida,
para las incorporables permeable s6lo para la entrada, para las ilimitadas permeable en
ambas direcciones y para las limitadas impermeable®. Por lo tanto el tipo de materia
depende de si la materia puede franquear o no la frontera del sistema y de la direccion
en la que puede hacerlo. Tenemos pues que el sistema, o si se prefiere el metabolismo,
incorpora materias desde su entorno, las transforma en su interior y expulsa materias a

Su entorno.

Definiremos los comportamientos simples como aquellos en los que la materia no
cambia de tipo con el tiempo, o que como las recetas cambia de forma periodica.
Supondremos que el entorno puede proveer sin cota de las materias incorporables al

sistema y que el entorno puede absorber las materias expulsables también sin limite”.

% Hablamos de membranas o paredes permeables en una direccion como una abstraccion, ya que éste es
un concepto que debe tratarse con cuidado si no queremos caer en imposibles desde un punto de vista
fisico, como ya sefialo Szilard. Una membrana permeable en una direccion (sin necesidad de la aplicacion
de trabajo para su funcionamiento) seria un “demonio de Maxwell” que podria generar un gradiente que
podria usarse como fuente de trabajo. Una membrana permeable en una direccion implica también que la
dinamica del sistema depende de la direccion temporal.

7 Por supuesto es obvio que ningun entorno real, tampoco el planeta Tierra, puede proveer o absorber
materias sin cota y que este hecho tiene consecuencias muy importantes a la hora de estudiar la dinamica
de los sistemas. Un sistema que crece geométricamente acabard siendo relativamente grande para
cualquier entorno, como sabian perfectamente Ricardo y los clasicos o Jevons (ya hicimos una breve
referencia a esto al tratar los “rendimientos decrecientes” en el capitulo 9). Por ejemplo, la poblacion que
estudiamos en §7.1, que crece con un factor de 1.047 por quinquenio equivalente a una tasa menor del 1%
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Ademas en nuestros modelos supondremos que el tipo de cada materia es un dato

conocido.

En nuestras ecuaciones podemos tratar los diferentes tipos de materias escribiendo las

- . . . . 1 ,
condiciones de balance material para cada tipo con signos diferentes’’ segun
corresponda:

e materias expulsables, balance material > 0,

e materias incorporables, balance material <0,
e materias ilimitadas, balance material 2 0,

e materias limitadas, balance material = 0.

Por lo tanto la manera en la que la materia pueda franquear o no la frontera del sistema

determina el signo de la condicion de balance material correspondiente.

11.2 Tipos de procesos

Ademas los procesos operan de forma definida por el signo de su intensidad.
Apuntaremos brevemente este aspecto, que en otro trabajo desarrollaremos con mas
detalle. Dependiendo del sentido en el que opere, podemos tratar los diferentes tipos de
procesos escribiendo las intensidades con signos diferentes

procesos directos, intensidad > 0,
procesos inversos, intensidad < 0,
procesos mixtos, intensidad 2 0,
procesos imposibles, intensidad = 0.

([ ]
[ ]
[ ]
[ ]
Por ejemplo, si tenemos las recetas escritas con las matrices A y B, y éstas son no-
negativas, los procesos directos consumirdn una serie de materias en el momento ¢ y
producirdn otras en el momento #+1, los procesos inversos produciran en ¢ y consumiran
en t+1, los procesos mixtos pueden operar tanto de forma directa como inversa y los

procesos imposibles no pueden operar de ninguna manera.

anual, se duplicaria cada 75 aflos; un sistema que creciera con una tasa anual del 8% se duplicaria cada 9
afios, se decuplicaria cada 30 y se centuplicaria cada 60. Un crecimiento geométrico acabara pues
chocando con las limitaciones que le impone el entorno, y esto es clave para entender aspectos
fundamentales de las economias, por ejemplo las “crisis periddicas”, como veremos en otro trabajo.

Por lo tanto con nuestros modelos solo pretendemos estudiar algunas propiedades de la realidad y para
ello abstraemos otras circunstancias. No obstante, si el sistema es relativamente pequefio con respecto al
entorno, suponer que éste puede proveer o absorber determinadas materias sin limite no es demasiado
irreal, sobre todo teniendo en cuenta que siempre podemos definir como limitadas las materias para las
que esto no puede aceptarse. De todas formas mas adelante plantearemos otras ecuaciones que no
necesitan de estos supuestos y que por ello si pueden tratar con entornos mas realistas.

"' El simbolo  significara no-restringido, esto es “mayor, menor o igual que”.

125



SEGUNDA PARTE. DESARROLLO DE LOS MODELOS

11.3 Forma estandar

Nosotros planteamos nuestros sistemas originariamente escribiendo las condiciones de
balance material con signo =, lo que equivale a suponer que todas las materias son
limitadas, y las intensidades de los procesos con signo >, que equivale a suponer que los
procesos son directos’”. Hicimos esto para facilitar la comprension, pero también
porque con estos supuestos podemos abarcar el resto de los casos, como veremos. Los
sistemas de ecuaciones escritos bajo estos supuestos diremos que estan en forma
estandar, mientras que si los balances materiales estan escritos con desigualdades
diremos que estan en forma general.

11.3.1 Tipos de materias definidas con procesos afiadidos

Para tratar los tipos de materias podemos afadir una serie de procesos de incorporacion
o eliminacidon gratuita segun corresponda, manteniendo las condiciones de balance
material escritas con igualdades (y ya hicimos esto mismo en algiin ejemplo anterior).
Por supuesto recordemos que estos procesos no significan en ningun caso que las
materias puedan crearse o destruirse, sino que son trasladadas desde o hasta el
entorno’”. Asi para cada materia, dependiendo de su tipo, procederemos:

e materias expulsables, anadimos un proceso de eliminacion gratuita,

e materias incorporables, afiadimos un proceso de incorporacion gratuita,

e materias ilimitadas, afiadimos un proceso de eliminacidon gratuita y otro de
incorporacion gratuita,

e materias limitadas, no afiadimos ningin proceso.

Los procesos de eliminacion gratuita podemos escribirlos como procesos que consumen
la materia sin producir ninguna otra. Si la materia correspondiente fuera la primera, con
los procesos escritos con las recetas A y B, tendriamos

A=[1,0,0,..,0] B=[0,0,0,..,0]
Para los procesos escritos con las matrices de flujos netos f;

fo=[-1,0,0,..,0] £=[0,0,0,..,0] £=[0,0,0,..,0]

72 En cambio en el articulo original John von Neumann supone “que los factores de produccion naturales,
incluyendo el trabajo, estan disponibles ilimitadamente” y escribe las condiciones de balance material
para el resto de materias con desigualdades. Esto equivale a suponer implicitamente que la tierra, los
humanos y demas “factores de produccion naturales” serian materias ilimitadas y el resto materias
expulsables.

73 De hecho hubiéramos podido tratar los flujos a través de la frontera del sistema como un caso particular
de transporte espacial, en donde la materia es transportada desde el entorno al sistema o al revés y en
donde se abstrae el entorno. Pero estos aspectos tienen la suficiente importancia como para que resulte
preferible dedicarles una atencién especifica.
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Para los procesos escritos con las funciones de flujos netos f(), y usando la delta de
Dirac,

f(r) = [-0(—0), 0, 0, ..., 0]
Para los procesos escritos con funciones de produccion f(X) podemos afiadir un insumo
mas de la materia correspondiente que no es argumento de ninguna funcién de

produccion.

Los procesos de incorporacion gratuita podemos escribirlos como procesos que
producen la materia sin consumir ninguna otra. Con las recetas A y B podemos
escribir’*

A=[-1,0,0,..,0] B=][0,0,0,..,0]
Para los procesos escritos con las matrices f; nos queda

fo=1(1,0,0,..,0] £=[0,0,0,..,01] £=[0,0,0,..,0]
Para los procesos escritos con f(r) tenemos

f(r) = [0(r-0), 0, 0, ..., 0]
Para los procesos escritos con funciones de produccion fi(X) podemos reescribir la

funcién, que seria la antigua mas una variable que puede tomar valores no negativos.

Tenemos que afadiendo procesos de eliminacidon e incorporacidon gratuita podemos
tratar todas las materias como si fueran limitadas y por ello tratar todos los tipos de
materias escribiendo las condiciones de balance material con igualdades.

11.3.2 Tipos de procesos definidos cambiando los signos de las recetas

Para tratar los tipos de procesos podemos cambiar el signo de sus flujos netos, para
poder escribir el problema manteniendo las intensidades escritas con signo >. Asi para
cada proceso, dependiendo de su tipo, procederemos:

e procesos directos, escribimos el proceso tal cual,

e procesos inversos, escribimos el proceso cambiando el signo de sus flujos netos,

e procesos mixtos, escribimos el proceso tal cual y ademds afiadimos otro con el
signo de sus flujos netos cambiados,

e procesos imposibles, no escribimos el proceso.

™ A veces nos interesa que todos los coeficientes sean no-negativos, pero entonces podemos retrasar la
incorporacion un paso temporal y escribir

A=10,0,0,..,0] B=[1,0,0,..,0]
No obstante entonces debemos tener en cuenta el retraso a la hora de analizar la solucion de VN, aunque
no en la de TE porque entonces la solucién no depende del tiempo.
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Si, una vez resuelto VN o TE, queremos convertir las intensidades a la forma general
debemos cambiar el signo de las intensidades de los procesos inversos, debemos tomar
como intensidad de los procesos mixtos la del proceso correspondiente escrito tal cual
menos la del proceso con el signo cambiado y debemos atribuir una intensidad 0 a los

procesos imposibles.

11.4 Forma canodnica

Ademas de la forma estandar a veces es util, por ejemplo en algunos algoritmos,
plantear los problemas de manera que tanto a las intensidades como a los balances
materiales les corresponda el signo >. Los problemas escritos de esta manera diremos
que estan en forma canonica.

11.4.1 Tipos de materias definidas cambiando los signos

Para tratar los tipos de materias procederemos:

e materias expulsables, escribimos la materia tal cual,

e materias incorporables, escribimos la materia cambiando su signo,

e materias ilimitadas, no escribimos la materia,

e materias limitadas, escribimos la materia tal cual y afiadimos otra igual pero con

el signo cambiado.

El problema de esta manera de tratar las materias es que tenemos que alejarnos de un
planteamiento fisico de las recetas, de manera que por ejemplo en el caso de las
limitadas tenemos que incluir dos veces la misma materia, aunque con el signo
cambiado. Esto supone un inconveniente al estudiar la Fisica de los sistemas y por eso
preferiremos la forma estandar o la general. Una vez resueltas las ecuaciones en la
forma canonica, para pasar a la forma general debemos cambiar el signo del valor de las
materias incorporables, tomar como 0 el valor de las ilimitadas y atribuir un valor a las
limitadas igual al multiplicador de la materia escrita tal cual menos el de la materia
escrita con signo cambiado.
11.4.2 Tipos de procesos definidos cambiando los signos

Procederemos como ya sefialamos en §11.3.2.

11.5 Tipo de materiay valor

El tipo de materia determina el signo del multiplicador de Lagrange correspondiente en
nuestros modelos, como se evidencia transcribiendo las recetas a la forma estandar. En
efecto, para las materias expulsables las condiciones de maximo de los procesos de

eliminacion gratuita quedan

128



11 TIPOS DE PROCESOS Y MATERIAS

-»i<0
y si estos procesos operan se aplica =. Por lo tanto una materia expulsable tiene valor

no-negativo y si el proceso de eliminacion opera valor nulo, como ya sefialamos en

§4.4.

Para las materias incorporables las condiciones de maximo de los procesos de
incorporacion gratuita quedan

yi<0
y si estos procesos operan se aplica =. En consecuencia una materia incorporable tiene

valor no-positivo, y si el proceso de incorporacidon opera valor nulo.

Para las materias ilimitadas las condiciones de maximo de los procesos de eliminacién
gratuita quedan

-»i<0
y las de los procesos de incorporacion gratuita resultan

yi<0

Por lo tanto una materia ilimitada tiene siempre valor nulo.

Para las materias limitadas no necesitamos afiadir ningin proceso, por lo que pueden

mostrar valores de cualquier signo.

En resumen, los valores (los precios en VN y los valores-trabajo en TE) nos quedan
segun el tipo de materia:

e materias expulsables, balance material > 0, valor > 0,

e materias incorporables, balance material < 0, valor <0,

e materias ilimitadas, balance material 2 0, valor =0,

e materias limitadas, balance material = 0, valor 2 0,
y si alguna materia es realmente expulsada o incorporada entonces su valor es nulo, lo
que podemos anotar

balance material - valor = 0.

A todas estas relaciones las llamaremos reglas del signo del balance material y el valor.

Estas propiedades también podrian haberse deducido si en vez de transcribir las recetas

a la forma estindar hubiéramos escrito las condiciones de balance material con los
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signos correspondientes. En definitiva, en nuestras ecuaciones el signo del valor de una
materia depende de la capacidad del sistema para incorporarla o eliminarla al entorno,
depende de la permeabilidad de la frontera: e/ signo del valor de una materia depende

de como puede atravesar la frontera.

Hacemos notar que éstas son leyes que se observan en los capitalismos reales y que
nosotros no estamos suponiéndolas sino que las deducimos. Asi en el articulo original
de John von Neumann (con materias expulsables) se supone que los precios son no
negativos y la “regla de los bienes gratuitos” (si una materia es realmente expulsada su
precio resultaba nulo). Pero en realidad nosotros no necesitamos suponer esta regla ni
que los precios son no negativos, sino que deducimos estas propiedades como

.. , . . 5
condiciones de maximo para el caso de las materias expulsables”.

11.6 Tipo de proceso y balance contable

En nuestras ecuaciones a cada balance material le corresponde un multiplicador de
Lagrange o valor, y a cada variable o intensidad una condiciéon de maximo. En nuestros
problemas llamaremos a la condiciéon de maximo que se corresponde a cada intensidad
balance contable’®. El balance contable puede interpretarse en VN como los beneficios
marginales (o unitarios, como sefialamos en §4.6) y en TE como la plusvalia marginal
que se corresponde a la intensidad o al insumo. En la forma estandar, con intensidades
no negativas, teniamos que balance contable < 0, y si el proceso operaba se aplicaba =.
Pero ya sefialamos en §11.3.2 que podemos reescribir con las recetas el resto de los
tipos de procesos en la forma estdndar, cambiando el signo de sus flujos netos. Entonces

los balances contables deben cambiarse de signo de manera correspondiente.

7 Ademas si escribiéramos “los factores de produccion naturales, incluyendo el trabajo” como materias
ilimitadas tendrian valor nulo.

% Los balances contables y las condiciones de signo de los valores quedan, dependiendo de como
escribamos también las recetas (o las funciones de produccion):

un paso temporal {2.1} tiempo discreto {8.11} tiempo continuo {8.16} funciones de produccion {9.4}
o0 S
o
~A.Y,+B,Y, ;<0 z for Y <0 J.f(z, NY(+r)dr<0 Z o Vignt =Yg <0
r=0 k 6)(’ Jot
0 s
Y 0 Y0 Y()=0 Y 0

Hacemos notar que estas expresiones pueden aplicarse a comportamientos no simples y de hecho las
hemos escrito para cuando las recetas o funciones cambian con el tiempo. Para no tener que detallar cada
caso, en este capitulo nos referiremos a estas expresiones escribiendo
balance contable < 0
=
valor =0
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Los procesos directos tendran balances contables negativos o nulos y si operan nulos, o
sea que en VN los beneficios de los procesos que operan son nulos y los que no operan
no-positivos. Los procesos inversos tendran balances contables positivos o nulos y si
operan nulos; pero en estos procesos se produce Ay se consume By, por lo que tenemos
que en VN los beneficios serian A¢ Y¢ — B¢ Y41, que es el balance contable con signo
cambiado, por lo que los beneficios vuelven a ser nulos para los procesos que operan y
no-positivos para los que no operan. Un proceso mixto lo escribiamos en forma estandar
con dos procesos directos y los dos balances contables correspondientes tienen que ser
menores o iguales a 0; por lo tanto el proceso necesariamente tendra un balance
contable nulo y en VN los beneficios seran nulos. Los procesos imposibles no los
escribiamos en forma estdndar por lo que pueden tener balances contables y por ende

beneficios en VN de cualquier signo.

Por lo tanto, para todos los procesos, salvo los imposibles, se cumple la ley de la
rentabilidad en VN. Y lo dicho para VN se aplica también a la plusvalia en TE y la ley
ricardiana. En resumen:

procesos directos, intensidad > 0, balance contable <0,
procesos inversos, intensidad < 0, balance contable > 0,
procesos mixtos, intensidad 2 0, balance contable = 0,
procesos imposibles, intensidad = 0, balance contable 20,

y si algun proceso opera en algun sentido, si tiene una intensidad no nula, entonces su
balance contable es nulo, lo que podemos anotar

intensidad - balance contable = 0.
A todas estas relaciones las llamaremos reglas del signo de la intensidad y el balance

contable.

Estas propiedades también podrian haberse deducido si en vez de tratar los diferentes
tipos de procesos cambiando los signos de sus flujos netos hubiéramos escrito las
intensidades con los signos correspondientes. Alguna de estas leyes fueron ya
estudiadas en el pasado y asi en el modelo VN original se suponia que todos los
procesos eran directos, que los beneficios eran nulos o negativos, y también que los
procesos que tenian beneficios negativos no operaban (lo que se conoce como “regla de
la rentabilidad”). Pero nosotros no estamos suponiendo estas leyes, como si se hacia en

el modelo VN original, sino que las encontramos como una necesidad logica.
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En definitiva el signo del balance contable de un proceso depende del signo de su
intensidad, esto es, el signo del balance contable depende de la forma en la que un

proceso puede operar.

11.7 Recapitulacion sobre las reglas de los signos

Resumiremos las reglas de los signos con la tabla

intensidad ~ 0 <> balance contable ~ 0 intensidad - balance contable = 0
balance material ~ 0 <« —valor ~0 balance material - valor = 0

donde substituiremos los caracteres ~ de acuerdo al esquema

> en una expresion implica < en la correspondiente
= en una expresion implica Zenla correspondiente

y que se aplica a cualquier forma de escribir las recetas’’. Ademas hacemos notar que
para los procesos con intensidad no nula el balance contable es 0 y para los procesos

con valor no nulo el balance material es 0.

11.8 Frontera con costes

Hasta ahora hemos tratado con materias que podian incorporarse al sistema o eliminarse
el entorno de manera gratuita sin necesidad de consumir recursos para ello. No obstante
es muy interesante estudiar el caso en que si se necesite de otros recursos para usarlas,

el caso en que atravesar las fronteras del sistema implique el consumo de recursos.

Por ejemplo, imaginemos una economia que puede acceder a vastos depositos de carbon
en su entorno, lo suficientemente grandes como para poder hacer la abstraccion de que
el carbon del subsuelo esta disponible sin limitacion. Pero el carbon del subsuelo habra
que incorporarlo al sistema y esta extraccion a menudo supone un coste. Asi que de
nuestro analisis anterior tenemos que si incluyéramos el carbon del subsuelo en las
ecuaciones, como parte del sistema, seria una materia ilimitada y tendria un valor nulo;

pero sin embargo el carbon en la superficie lo tendria positivo porque se necesita

77 Fijémonos en el signo — delante de valor. Por ejemplo, para las recetas A, y By en la forma estindar
tenemos

X¢>0 At Y+t B Y1 <0 XtT A Y B Y1) =0

X A¢+ Xy B =0 =Y, 20 (Xt A¢ + X1 Bey) YtT =0
(anotamos con el simbolo - el producto elemento a elemento y con el superindice " la transposicion, y en
general nos interesan las soluciones no triviales, aquellas para las que existe algiin consumo o produccion
de alguna materia con valor no nulo). Con otro tipo de recetas o de funciones de produccion el
planteamiento es similar, simplemente aplicando las expresiones que recordamos en las notas de §11.1 y
§11.6. Observemos que ahora hemos escrito las recetas de manera que estamos ante unos sistemas de
ecuaciones que no suponen un comportamiento simple.
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consumir recursos para su extraccion. Como resultado de tener que destinar recursos
para que la materia atraviese la frontera tenemos pues un coste de incorporacion
analogo al coste de produccidn. De hecho el valor del carbon en la superficie sera igual
al coste actualizado que se requiere para su extraccion. En general, para las materias que
pueden ser incorporadas del entorno (con o sin costes) tenemos que valor < “costes de
incorporacion o produccion” y, para los procesos que operan, valor = “menor coste de
incorporacion o produccién”. Para que una materia sea incorporada del entorno es

necesario pues que el coste de incorporacion sea menor que el de produccion.

Imaginemos ahora una economia que puede expulsar una materia al entorno sin limites,
por ejemplo un gas a la atmosfera. Imaginemos también que en un proceso se produce
como desperdicio ese gas pero que trasladarlo hasta la atmosfera supone consumir
recursos, por ejemplo por los costes de mantenimiento de una chimenea. Entonces,
aunque el gas atmosférico tendria valor nulo si lo consideraramos parte del sistema y lo
incluyéramos en las ecuaciones, el gas antes de entrar en el proceso de eliminacion lo
tendra negativo. Y de hecho el valor de este gas serd menos el coste actualizado (esto es,
el ingreso actualizado) que se requiere para su eliminacion, o ingreso de expulsion. En
general, para las materias que pueden ser expulsadas al entorno (con o sin costes)
tenemos que valor > “ingresos de expulsion o consumo” y, para los procesos que
operan, valor = “mayor ingreso de expulsiéon o consumo”. Para que una materia pueda
ser expulsada al entorno es necesario pues que el coste de expulsion con signo cambiado
sea mayor que el ingreso de consumo. Una materia, para la que se necesiten consumir
recursos de valor positivo para su expulsion, serd realmente expulsada si su ingreso de

consumo es un nimero negativo menor en modulo que el coste de expulsion.

En general con todas las materias tenemos que ", para todos los procesos disponibles,
ingresos de expulsion o consumo < valor < costes de incorporacion o produccion
y, con los procesos que operan,
mayor ingreso de expulsion o consumo = valor = menor coste de incorporacion o

produccion.

7 Insistiremos en que estas expresiones deben entenderse en un sentido marginal, aunque las expongamos
en un sentido unitario para facilitar la comprension.
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Por lo tanto, en nuestras ecuaciones tenemos que diferenciar entre las materias de las
que podemos hacer la abstraccion de que son ilimitadas (o expulsables o incorporables)
y las que se encuentran dentro del sistema de manera limitada. Aunque sean fisicamente
similares para nosotros son materias distintas precisamente por la forma en la que
pueden atravesar la frontera del sistema. En consecuencia aunque algunas materias sean
ilimitadas en el entorno, y evidentemente esto es siempre una abstraccidn porque
ilimitado no hay nada en el Universo, esto no significa que necesariamente tengan
valores nulos dentro del sistema si se necesita consumir recursos para incorporarlas o

expulsarlas”.

7 Aunque en este trabajo no estudiaremos el funcionamiento del mecanismo mercantil-capitalista, si
hacemos notar que a menudo en los capitalismos reales se trata a algunos recursos no renovables de forma
similar a las materias incorporables, con un precio parecido a su coste de extraccion, y también a algunos
desperdicios de forma similar a las materias expulsables, con un precio parecido a menos su coste de
eliminacion, incluso cuando es evidente que no son estos tipos de materias y que el entorno no podra
proveerlas o recibirlas en el futuro como en el presente. Hay varias razones para esto y una de las mas
importantes es la dificultad del célculo de la asignacion en los capitalismos, y en otros sistemas, ante la
imposibilidad de prever el futuro con total, o a veces con alguna, exactitud. Por ello frecuentemente en los
capitalismos se considera el futuro, de muy dificil prevision, como una extrapolacion ruda del pasado y
del presente, incluso cuando el mantenimiento de estas condiciones es manifiestamente imposible. En
consecuencia la asignacion en los capitalismos reales a menudo adolece de una “miopia” a la hora de
tratar el futuro, aspecto que es también muy importante a la hora de entender los ciclos econémicos.

Sin embargo en VN, como en otras ecuaciones que estudiaremos mas adelante, estamos ante lo que
podriamos describir como una asignacion perfectamente previsora, y ésta es una distancia mas entre
nuestros modelos y los capitalismos reales. Hacemos notar esta circunstancia para subrayar de nuevo que
nunca debemos olvidar la distancia entre nuestros modelos y estas realidades.
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12: Intercambios

12.1 Intercambios externos y valor

Apuntaremos s6lo un brevisimo analisis de los intercambios, ya que trataremos este
aspecto de manera mas detallada en otros trabajos. No supondremos que nuestro sistema
opera internamente de forma mercantil, pero si que otros sistemas le ofrecen la
posibilidad de intercambiar una serie de materias con unas tasas dadas. Por lo tanto
estudiaremos cuanto puede crecer una economia y cuanto pueden reducirse las jornadas
si el sistema puede intercambiar materias con otros sistemas, a los que llamaremos
mercados. Trataremos estos intercambios con varias alternativas.
12.1.1 Trueques
Una primera alternativa consiste en considerar los trueques bilaterales posibles como
procesos, de manera que escribiremos la recepcion por el sistema o “compra” de p;
unidades de materia j a cambio de la entrega a los mercados o “venta” de una unidad de
materia i. Llamaremos a estos pj; coeficientes de trueque. Asi el proceso de recepcion o
compra de 9 unidades de la materia 2 por la entrega o venta de 1 unidad de la materia 3
podemos escribirlo, con las matrices f;,

fo=10,9,-1,0, ...] f=1[0,0,0,0,...] £=1[0,0,0,0,...]
Tanto en VN como en TE la condicion de maximo de estos procesos de trueque queda

-V + pg/y j <0
y si el intercambio se efectlia se aplica =, por lo que

YiZ Py,
En nuestros modelos el valor de la materia a entregar es mayor o igual del valor de lo
que se recibiria a cambio, y si el trueque se realiza es igual. Si fuera posible el trueque
inverso con un coeficiente pj;, esto la compra de p;; unidades de materia i por la venta de

una unidad de materia j, tendriamos que
P <yily; <1/ p;
En consecuencia, la posibilidad de trueques implica que /os valores internos relativos

estan delimitados por los coeficientes de trueque®.

% Los coeficientes deben mostrar alguna coherencia. Supongamos que un sistema pudiera entregar 1 litro
de leche por 2 de zumo y también 1 de zumo por 3 de leche; si el sistema entregara 1 litro de leche para
obtener 2 de zumo y entregara este zumo a cambio de leche obtendria un total de 6 litros de leche; el
sistema podria obtener toda la leche que quisiera, y por lo tanto todo el zumo también, de manera
instantdnea (porque escribimos los trueques como procesos instantdneos, aunque por supuesto no hay
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12.1.2 Compra-venta

Otra alternativa consiste en escribir las recepciones por el sistema o compras como un
proceso de incorporacion y las entregas simultaneas a los mercados o ventas como un
proceso de eliminacion, pero acompanados del consumo y la produccion de una materia
simbolica anadida que llamaremos divisa y que actia como unidad contable.
Supondremos que los mercados ofrecen al sistema unos intercambios con unos precios

. . 1 ,
de compra ¢ y unos precios de venta v; conocidos®. Supondremos ademas que la

condicion de balance material correspondiente a la divisa es nula, de manera que el
conjunto de las compras equivale al conjunto de las ventas, ponderados ambos con los
precios que ofrecen los mercados. Asi un ejemplo de un sistema que puede intercambiar

con unos mercados podria ser

[-280 -12 0 | (575 0 0
-120 -8 0 0 20 0
-280 -12 0 400 0 0
f,=| 1 0 —¢ f={ 0 0 0
0 1 - 0 0 0

-1 0 v 0 0 0

0 -1 v, | 0 0 O]

dificultad para tratar trueques como procesos que requieren tiempo, o con costes afiadidos); estariamos
pues ante materias incorporables de forma gratuita. Para que éste no sea el caso es necesario que
piD;i <1, que p;pi p <1, y lo mismo para trueques en circulo con un mayor niumero de materias.
También es facil ver que los trueques podrian suponer la eliminacion gratuita de las materias si no se
cumple que p; p;; > 1, que p; pix pri > 1, etc. En definitiva, si queremos que los coeficientes de trueque sea
coherentes, que no impliquen la incorporacion o eliminacion gratuita de materias, es necesario que
piipi =1, que p; pi pri = 1, que py; pix pra pii = 1, ete.

Podemos construir facilmente unos trueques coherentes si para una materia k conocemos los py,; para todo
iy si ademas p; = 1/ py;, escribiendo solo los procesos de trueque para estos py; y pi- La materia k se
usaria como unidad de cuenta para los trueques entre otras materias; trocar la materia 1 por la 2 se
realizaria trocando la materia 1 por la k y la & por la 2, sin que en el computo global se entregue o reciba
ninguna cantidad de & (desarrollaremos esta idea a continuacién). Observemos que para coeficientes
coherentes tenemos que y; / y; = p; = 1 / pj;, los valores relativos internos serian iguales a los coeficientes
de trueque.

No supone dificultad escribir trueques en los que participen mas de dos materias, pero no necesitamos
escribirlos porque pueden resultar de la operacion simultanea de varios trueques bilaterales.

#! Los precios de venta y compra tienen unas condiciones de coherencia similar a las estudiadas en el
trueque, ya que son los coeficientes de trueque y de trueque inverso con respecto a la divisa, v; = pjq,
¢;=1/py. Asi suponiendo que ¢; > v; descartamos la posibilidad de incorporar gratuitamente la materia j
y la divisa, y suponiendo que ¢; < v; la de eliminarlas gratuitamente. Aunque pudiera parecer que seria
mas sencillo suponer simplemente que ¢; = v; 0 incluso escribir un solo simbolo para un precio exterior (y
entonces los intercambios serian coherentes y la divisa seria la unidad de cuenta del trueque, solo que sin
usar una materia fisica en particular), nuestro analisis gana en claridad tratando estas magnitudes como
diferentes. Hacemos notar que cuando los precios de compra y venta son iguales basta con escribir los
procesos de compra y definirlos como procesos mixtos, esto es con intensidades que pueden tomar
cualquier signo.
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donde son conocidos los precios de compra y venta, aunque no los hayamos
especificado en el ejemplo. La primera materia simboliza el trigo, la segunda el hierro y
la tercera la divisa. Los tres primeros procesos son los procesos productivos habituales,
los dos siguientes simbolizan las compras desde los mercados (y que suponen la
incorporacién al sistema de la materia correspondiente) y los dos ultimos las ventas a
los mercados (y que suponen la eliminacion del sistema de la materia). En este ejemplo
hemos escrito la posibilidad de que se compren o vendan todas las materias en el
sistema, pero podemos limitar esta posibilidad sélo a un niimero de estas materias, por

ejemplo a las existentes en unos determinados puntos geograficos.

Como la divisa es una materia simbodlica o contable el balance correspondiente no es
propiamente un balance material. No obstante podemos interpretar su multiplicador de
Lagrange, que anotaremos como 4, como el valor de la divisa en términos del valor del

resto de las materias. Llamaremos a ¢; 4 coste de compra 'y a v; A ingreso de venta de la

materia j. De la condicién de maximo para los procesos de compra al exterior para la
materia j (tanto en VN como en TE) tenemos
Yi—¢A=0
y si el proceso de compra opera se aplica =. De la condicién de maximo para los
procesos de venta al exterior tenemos
—yityAs0
y si el proceso de venta opera se aplica =. En consecuencia para la materia j nos queda
GAS Y < g
esto es, para aquellas materias que puedan intercambiarse con los mercados, los valores
de las materias en el sistema estdn delimitados por los ingresos de venta y los costes de
compra; si la materia fuera realmente vendida o comprada su valor seria el ingreso de
venta o el coste de compra; si estos ultimos fueran iguales entonces serian
proporcionales al valor de la materia. La posibilidad de intercambiar materias con los
mercados determina que en el sistema los valores de las materias intercambiables estan
delimitados por los ingresos de venta y los costes de compra.
12.1.3 Flujos de materias a través de la frontera
Una tercera manera de estudiar los intercambios es tratar las materias que fluyen a
través de la frontera como variables, bajo la restriccion de que el valor de las materias

que se compran y que se venden se igualan en términos de los precios que ofrecen los
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mercados al sistema. Distinguiremos entre las materias que se compran %y las que se
venden 77y supondremos que son magnitudes no negativas. Los precios de compra los

anotaremos como C y los de venta como V y seran para nosotros datos. VN quedaria

max o
a, X2, 7

-7 +XFa)=0
v =72c

X>0

>0

7>0

a>0

Las condiciones de méximo correspondientes a las intensidades y al factor de expansion
no cambian con respecto al modelo sin intercambios. La condicion con respecto a las
materias que se compran ¢queda (anotaremos como 4 el multiplicador de Lagrange que
se corresponde al balance de las ventas y compras)

Y- ci<0, y si la materia es comprada se aplica =
y la condicion con respecto a las materias que se venden Zresulta

-Y+vi<0, y si la materia es vendida se aplica =
Luego

VASYSCA
y si la materia es realmente comprada o vendida se aplica =. De nuevo los valores

internos estan delimitados por los que ofrecen los mercados, y si ¢ = Vv los valores

internos serian proporcionales a los del mercado. Aunque hemos escrito las ecuaciones

para el caso en el que todas las materias pueden comprarse y venderse podemos limitar
, . . 2 .

las compras solo a algunas materias y hacer lo mismo con las ventas™. El planteamiento

en TE es similar.

%2 En Morgenstern y Thompson [1] puede encontrarse un tratamiento de los intercambios bajo el supuesto
de que los precios internos estan delimitados por los que ofrecen los mercados. Obsérvese que nosotros
no hacemos este supuesto sino que deducimos esta propiedad.
Es evidente que esta tercera manera de tratar los intercambios es equivalente a la segunda (y por lo tanto a
la primera), y si planteamos ambos métodos con los mismos precios de compra y de venta entonces las &7
y #/solucion del tercer método serian también iguales a las intensidades de los procesos de compra y de
venta solucion del segundo. También si los precios de compra y venta son iguales hubiéramos podido
escribir las condiciones de balance material y el balance de compras y ventas como

Z+XFa)=0

0=cc
tratando “como una variable irrestricta. La condicion de maximo para ¢?seria

Y-ci=0
por lo que los multiplicadores de Lagrange serian proporcionales a los precios exteriores.
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12.1.4 Débitos y créditos

Estudiaremos los intercambios en los que la recepcion y entrega de las materias no son
simultaneas. Llamaremos débitos a las compras del sistema en las que el pago a los
mercados se efectiia con posterioridad y créditos a las ventas del sistema en las que el
pago de los mercados se realiza con posterioridad. Desarrollaremos un planteamiento
similar al visto en §12.1.2 para tratar los intercambios simultdneos, de manera que el
conjunto de las entregas y recepciones de la divisa, teniendo en cuenta la actualizacion,
se anulen. Por ejemplo, si el trigo pudiera comprarse a débito pagando dos instantes
temporales después y venderse de manera simultanea, y si el hierro puede comprarse a
débito pagando un instante temporal después y venderse a crédito recibiendo el pago

dos instantes después, las recetas nos quedarian

[—280 —12 0 575 0 0 0 0 0
-120 -8 0 0 20 0 00 0
-280 —12 0 400 0 0 00 0
f,=| 1 0 0 f,={ 0 0 0 f,=[0 0 —¢
0 1 0 0 0 -¢ 00 0

-1 0 v, 0 0 0 00 O

0 -1 0 L0 0 0 00 v, |

donde suponemos conocidos los ¢; y los v, , aunque no los hayamos especificado en el
1 t

ejemplo. Hacemos notar que los pagos y los ingresos se establecen en términos de las
materias intercambiadas, y aqui la divisa es de nuevo solo una unidad contable con las
que el sistema iguala las recepciones y entregas de materias en el tiempo en términos de
los precios de débito y crédito que ofrecen los mercados. En general las condiciones de

maximo de VN para los procesos de débito resultan

yi—¢, Ala" <0
donde 4 es el multiplicador de Lagrange que se corresponde al balance actualizado de la
divisa, y que podemos interpretar como el valor de la divisa en términos de los precios

del resto de materias. Por lo tanto el precio de la materia a recibir a débito serd menor o

igual al pago aplazado que hay que efectuar por ella a los mercados, teniendo en cuenta

Es facil ver que hubiéramos podido tratar las materias expulsables como aquellas que pueden venderse a
precio 0 al entorno pero no pueden ser compradas, las incorporables como las que pueden comprarse a
precio 0 pero no pueden ser vendidas, las ilimitadas como las que pueden comprarse y venderse a precio
0, y las limitadas como las que no pueden ser ni compradas ni vendidas. Por lo tanto los intercambios con
el entorno pueden entenderse como flujos a través de la frontera y viceversa; y ya dijimos que a su vez
éstos pueden verse como una forma especial de transporte entre el sistema y el entorno.
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la actualizacion; y si el proceso de débito opera serd igual. Para los procesos de crédito
las condiciones de maximo de VN resultan

—y+v, Ala' <0
por lo que el precio de la materia a entregar a crédito a los mercados sera mayor o igual
al ingreso aplazado que se recibird, teniendo en cuenta la actualizacidn; y si el proceso
de crédito opera sera igual. En consecuencia, si una materia puede entregarse a crédito o
recibirse a débito (para el caso de que el aplazamiento del pago e ingreso es igual) nos

queda
viAla' <y, <¢ Ala’
En VN la existencia de procesos de crédito y débito con los mercados implica que el

valor estd delimitado por los ingresos de crédito y los costes de débito.*

Aunque hemos detallado el ejemplo con un solo pago o ingreso de la divisa, no hay
dificultad en tratar los débitos y créditos que suponen una serie de pagos e ingresos a lo
largo del tiempo, y también pueden tratarse los casos en los que los flujos de materias
tienen una estructura temporal. Tampoco existen dificultades para desarrollar los
intercambios en el tiempo de manera similar al tratado para los intercambios
simultaneos con los trueques en §12.1.1 y con los flujos de materias a través de la

frontera en §12.1.3.

En TE, razonando de manera similar desde las correspondientes condiciones de
maximo, llegamos a la expresion

viA<y <S¢l
y si el proceso de crédito o débito opera se aplica =. En TE los intercambios se efectiian
con independencia del tiempo, y por ello no hay diferencia entre los débitos y créditos y
las compras y ventas, puesto que la solucion de TE no depende de la estructura temporal

de los procesos, como ya hemos sefialado.

12.2 Intercambios internos y valor

Hemos visto que existe un vinculo entre los multiplicadores de Lagrange y las tasas de

intercambio externas, las que ofrecen los mercados al sistema. Ilustraremos ahora

% Los coeficientes de crédito y débito deben mostrar de nuevo alguna coherencia, como en el caso de los
intercambios simultdneos, pero teniendo en cuenta la actualizacion.
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brevemente el vinculo entre los multiplicadores de Lagrange y unas posibles tasas de
intercambio internas al sistema. Nos Ilimitaremos a estudiar los intercambios

simultaneos.

Supongamos unas recetas cualquiera y calculemos la soluciéon de VN correspondiente,
por ejemplo como en §2.5. Planteemos un nuevo problema en donde sélo incluiremos
algunas de las recetas que si operan segun la solucion anterior y ademas unos procesos
de intercambio, como en §12.1.2, con precios de compra y venta iguales a los

multiplicadores de Lagrange de VN. Si incluimos s6lo el primer proceso tenemos

[—280 -12 0 (575 0 0

1 0 —1/2624 0 00

f,=| 0 1 -15/2624 f,={ 0 00
-1 0 1/2624 0 0 0

0 -1 15/2624 | 0 0 0]

Este problema puede interpretarse como un subsistema, como una unidad de producciéon
o empresa, que se relaciona de manera mercantil con el resto de la economia. La
solucion de VN de este problema, al que llamaremos VN local, resulta o= 1.25,
X¢=1.25" [4, 0, 48, 720, 0], Y, = 1.25" [1/1472, 15/1472, 2624/1472]; los nuevos
precios son proporcionales a los del problema general (tienen que serlo porque los
precios de compra y venta son iguales) y el factor de expansion también es el mismo.
Las intensidades son tales que el subsistema compra hierro con el tercer proceso y

vende trigo con el cuarto al resto del sistema.

Si planteamos un subsistema so6lo con el segundo proceso de §2.5 la solucion de VN
local resulta a= 1.25, X; = 1.25" [6, 720, 0, 0, 48], Y = 1.257 [1/1152, 15/1152,
2624/1152], los precios son de nuevo proporcionales a los del problema general, el
factor de expansion es el mismo y las intensidades son tales que el subsistema compra
trigo con el segundo proceso y vende hierro con el quinto al resto del sistema, ademas
en unas cantidades (proporcionalmente) inversas al problema con sélo el primer

Proceso.

Diremos que existe una coordinacion de unos subsistemas cuando los intercambios

entre ellos son tales que no hay déficit ni superavit de ninguna materia a lo largo del
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tiempo™*. Cuando las precios de compra y venta son los del problema general tenemos
que los subsistemas pueden coordinarse creciendo cada uno lo maximo posible con el
mismo factor de expansion. Pero si supusiéramos otros precios de compra-venta
diferentes a los precios del problema general los factores de expansion de los VN
locales no tendrian que ser iguales a los del problema general. Por ejemplo, si
supusiéramos que los precios de compra-venta son proporcionales a [1, 12], en vez de
[1, 15], el factor de expansion del primer subsistema seria o= 1.3561 y el del segundo
a= 1.1111, por lo que no podrian coordinar sus intercambios en el tiempo. Si una
tonelada de hierro se intercambia por menos de 15 arrobas de trigo, si el hierro es
relativamente mds barato, el proceso de produccion del trigo podria expandirse mas
deprisa porque obtendria mas hierro para consumir como insumo a cambio de su
excedente de produccion de trigo, mientras que el proceso de produccién de hierro
tendria que hacerlo necesariamente mas despacio porque obtendria menos trigo a

cambio.

En definitiva, las tasas de intercambio con las que unos subsistemas pueden
coordinarse, creciendo cada uno lo mdximo posible, son proporcionales a los
multiplicadores de Lagrange de VN del problema general, y ademas la coordinacion de

. . . . 85 . .
estos subsistemas equivale a la asignacion de VN ™. Con estas tasas de intercambio, y

¥ La coordinacion de unos subsistemas que pueden intercambiar entre si implica que se cumplen las
condiciones de balance material para el conjunto del sistema a lo largo del tiempo.

Si planteamos un subsistema sélo con el tercer proceso de §2.5, que en la solucion de VN general no
operaba, la solucidn seria a = 0.869565, X, = 0.869565'[1, 0, 12, 180, 0], Y, = 0.8695657 [1/529, 15/529,
2624/529], por lo que el factor de expansion seria menor que el de la solucion de VN general. Por lo tanto
este proceso no podria coordinarse con los otros dos, que si operaban en la solucion general,
intercambiando con los precios de VN.

% Si planteamos los VN locales con unos precios de compra-venta que son los precios de VN
necesariamente los multiplicadores de Lagrange de cada VN local tienen que ser proporcionales a los de
VN, como demostramos en §12.1.2. Si en un subsistema hemos incluido un proceso que operaba y por
ello cumplia el balance contable en el problema general, para estos multiplicadores de Lagrange existira
solucion para VN local con el factor de expansion de VN general, ya que el balance contable del
problema local serd proporcional al del problema general. Y si en un subsistema hemos definido un
proceso que no operaba y no cumplia el balance contable en el problema general, para estos
multiplicadores de Lagrange no existird solucidén para VN local con el factor de expansion de VN general
porque entonces satisfaria el balance contable en el problema general (aunque es posible que exista
solucion con otro factor de expansion). Como en el problema general los balances materiales de cada
materia se anulan, podremos escalar los subsistemas de los procesos que si operan en el problema general
para que los balances materiales totales, a través de la compra-venta, se anulen también.

En definitiva, a partir de una solucion de VN podemos construir una serie de subsistemas que
intercambian materias entre ellos con unas tasas que son proporcionales a los precios-VN, y ademas los
intercambios son tales que no hay déficit ni superavit de ninguna materia. Y, a la inversa, si podemos
coordinar con unas tasas de intercambio unos subsistemas, de forma que cada uno crezca lo maximo
posible con el mismo factor, con la escala a la que se realiza la coordinacion, el factor de expansion de las
subsistemas que operan y las tasas de intercambio correspondientes tenemos una solucion de VN para el

142



12 INTERCAMBIOS

solo con éstas, los subsistemas operando de manera atomizada y creciendo ellos mismos
lo maximo posible pueden comprar unos lo que venden otros de manera que los
balances materiales totales se anulen, alcanzando con ello la asignacion de VN para el
conjunto de la economia. Los precios-VN son las tasas de intercambio que permiten el

mantenimiento de la asociacion mercantil entre economias con crecimiento maximo.

Lo que hemos dicho de VN podemos decirlo también de TE, pero entonces los
subsistemas operarian cada uno para reducir las jornadas lo mdaximo posible
manteniendo un estado estacionario y no para maximizar su expansion. Los valores-
trabajo son las tasas de intercambio que permiten que estos subsistemas se coordinen de
manera que no exista déficit ni superdvit de ninguna materia y que todos los
subsistemas que operan reduzcan las jornadas en la misma medida, y esta coordinacion
producird la asignaciéon de TE. Los valores-trabajo son las tasas de intercambio que
permiten el mantenimiento de la asociacion mercantil entre economias en estado

estacionario con la mayor reduccion de las jornadas.

Por lo tanto VN (y TE) también puede interpretarse como la busqueda de las tasas de
intercambio y las escalas a la que tienen que operar unos subsistemas para que
creciendo cada uno (reduciendo las jornadas en TE) lo méximo posible pueden
coordinar sus producciones y consumos manteniendo un crecimiento proporcional (un

estado estacionario) con el mismo factor de expansion (de reduccion de las jornadas).

El problema de la asignacion estd atomizado tanto en un capitalismo como en una
produccion mercantil simple, de manera que las unidades de produccion pueden
relacionarse entre si mediante intercambios. Esta atomizacion de la asignacidon es
fundamental en las sociedades que superan los niveles mas primitivos de desarrollo
tecnoldgico, ya que en una economia compleja, mas en una con un nivel tecnolégico
como el actual, no es posible establecer una asignacion global debido a la dificultad de
los problemas de obtener la informacion necesaria, de efectuar el calculo y de aplicar el
resultado del mismo en la realidad. Por ello un método para establecer la asignacion
consiste en dividir el problema en una serie de subproblemas menores y después

coordinar estos subproblemas, consiste en ejecutar la asignacion en pequenias unidades

problema general, por lo que las tasas de intercambio que permiten esta coordinacion son los precios de
VN del problema general.
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de produccién y coordinar éstas con algin mecanismo. El mecanismo mercantil basado
en los intercambios entre unidades atomizadas es una manera de intentar establecer esa

coordinacion.

Observemos no obstante que no hemos estudiado la forma de operar del mecanismo
mercantil y por ejemplo no hemos detallado como se forman las tasas de intercambio®.
Por lo tanto no estamos diciendo que el mecanismo mercantil produzca necesariamente
la asignacion y los valores de VN (o de TE), porque tampoco afirmamos que este
mecanismo consiga efectivamente la coordinacion de las unidades de produccion, y de
hecho cuando los modelos no tengan solucion tal coordinacidon no serd posible. Solo
decimos que si con unos subsistemas que maximizan su factor de expansion (su factor
de explotacioén) y que intercambian materias, un mecanismo econdémico, el mercantil u
otro cualquiera, consiguiera esa coordinacién tendria que ser con unas tasas de
intercambio y una asignacion proporcionales a los valores y a las intensidades de VN

(de TE).Y

8 lamaremos tasas de intercambio a los “precios” con los que se efectian los intercambios,
ponderaciones a los “precios” con los que se calculan los beneficios, y valores a los “precios” entendidos
como los multiplicadores de Lagrange que se corresponden a los balances materiales.

Los capitalismos se caracterizan por la existencia de un gran niimero de unidades de asignacion o
empresas que maximizan internamente el beneficio y que intercambian las materias entre ellas. En los
capitalismos se observa que las ponderaciones, los valores internos en cada empresa y las tasas de
intercambio para el conjunto de la economia tienden a ser proporcionales, y por eso desde la experiencia
en estos sistemas resulta muy sencillo confundir estos conceptos, donde por ejemplo a los tres se los
conoce como “precios”.

Pero debemos notar que son conceptos distintos, y que en otras sociedades no necesariamente tendrian
que ser proporcionales o incluso no necesariamente tendrian que existir. Asi en un socialismo mercantil
existirian tasas de intercambio para el conjunto de la economia y valores internos en cada unidad de
produccion, porque en cada unidad se maximizaria una funcion objetivo, pero no existirian ponderaciones
porque no se maximizaria el beneficio sino otra funcién. En un socialismo planificado o en la isla de
Robinson no existirian ni tasas de intercambio ni ponderaciones, porque no habria intercambios ni se
maximizaria el beneficio, pero si valores para el conjunto de la economia, porque Robinson también
asigna maximizando una funcion objetivo (podriamos decir que su “utilidad subjetiva”) sometida a unos
balances materiales. Y en un “capitalismo planificado”, en una asignacioén que se estableciera de forma
planificada con el fin de maximizar el beneficio, tendriamos ponderaciones y valores, ambos para el
conjunto de la economia, pero no tasas de intercambio porque no habria intercambios.

Por lo tanto estamos ante tres conceptos que es importante no confundir. No obstante es obvio que
existirdn tasas de intercambio en todas las economias mercantiles, que existirdn valores en todas las
economias optimas (alli donde se maximice una funcion objetivo restringida a los balances materiales) y
que existiran ponderaciones alli donde la funcion objetivo sea precisamente el beneficio.

En otros trabajos estudiaremos el mecanismo mercantil y los capitalismos con detalle; aqui s6lo hemos
querido apuntar la existencia de estos tres aspectos fundamentales del precio en los capitalismos.

7 En el articulo original John von Neumann dice que como resultado de su argumentaciéon parece
seguirse que “(si nuestros supuestos son validos) el mecanismo de precios normal provoca las
intensidades de produccion técnicamente mas eficientes”. Es evidente que en un sentido estricto esto no
es correcto, puesto que como hemos visto TE también puede ser entendida como una economia mercantil.
Por lo tanto el mecanismo de precios no implica necesariamente un capitalismo, ni una asignacion
parecida a VN, y son concebibles otras sociedades que operen mediante este mecanismo, como un
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No hemos analizado los intercambios en el tiempo, los créditos y débitos, y su relacion
con los subsistemas. Pero es facil ver que si las tasas de intercambio internas son los
precios de VN, cumpliendo la ley del interés compuesto con un factor igual al de

expansion maxima, los subsistemas se podrian coordinar obteniendo la solucion de VN.

12.3 Intercambios y sistemas bioldgicos

A veces se conciben los intercambios mercantiles como algo tipico y exclusivo de las
economias humanas, pero situaciones similares son muy comunes en otros sistemas. Por
ejemplo, un pez limpiador ofrece su servicio a cambio del alimento que para ¢l suponen
los parasitos extraidos; el pez limpiador y el limpiado tienen la opcidon de no participar
en el intercambio y sin embargo a ambos les conviene porque ambos mejoran su
capacidad reproductiva con ¢l, por lo que podemos hablar de un intercambio

“voluntario”.

Igualmente una abeja intercambia con una planta el servicio de transporte de polen a
cambio del néctar que ésta le ofrece. En este caso pudiera parecer que la planta no tiene
capacidad de rechazar el intercambio, y que por ello estariamos en una situacion distinta
a la anterior, ya que la planta no tiene “voluntad”. Pero en realidad la planta ha
evolucionado para favorecer este intercambio como método de aumentar su
reproduccion, hasta el punto de desarrollar flores con este fin, de forma que la planta
entrega alimento a cambio de la polinizacion. En consecuencia, podemos considerar
este tipo de intercambios también como “voluntarios” desde un punto de vista
evolutivo, porque ambas especies han evolucionado para favorecerlos y porque ambas

salen ganando con ellos.

socialismo mercantil. Con esto no queremos negar que bajo determinadas condiciones el mecanismo
mercantil no tienda a producir sociedades parecidas a VN, o al capitalismo, pero para que esto ocurra es
necesario que existan otros condicionantes, como por ejemplo que la competencia entre las unidades de
produccion las obligue a maximizar del beneficio.

Por otra parte, los economistas cldsicos y neoclasicos tendian a concebir los valores como unas
magnitudes que, aunque ciertamente encontraban una expresion como tasas de intercambio, tenian una
realidad “previa” a los intercambios (en forma de “costes objetivos” o de “utilidades subjetivas™). Pero
algunos autores desarrollaron una concepcion diferente del valor, y se entendié el mismo como una
magnitud cuyo papel fundamental era hacer compatibles las acciones de los agentes econdmicos a través
de los intercambios, que el “equilibrio” fuera posible, de forma que ningin agente pudiera mejorar sus
preferencias sin satisfacer menos las de otro (véase Debreu [1], pagina 74). Nuestra concepcion del valor,
sin embargo, estd mas cercana a la de los economistas anteriores, de manera que nosotros estudiamos este
concepto incluso alli donde no hay intercambios. Aunque, por supuesto, en este capitulo hemos visto que
los valores si se corresponden a las tasas de intercambio, cuando éstos se desarrollan, y si son las
magnitudes que permiten la coordinacidn a través de los intercambios de una serie de subsistemas.
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Por lo tanto el estudio de los intercambios ‘“voluntarios” no se aplica solo a las
economias humanas y puede ser muy fructifero en otros terrenos, en especial en la
dindmica evolutiva. Para que el intercambio se produzca la evolucion debe operar de
manera que a la abeja le compense visitar la flor y que a la planta le compense producir
el néctar. Ambos procesos tienen un coste y €ste debe estar compensado con el ingreso
de participar en el intercambio. Podemos pues tratar el caso de la colmena y las plantas
de forma integrada, estudiando ambos como si fueran elementos o subsistemas de un
unico sistema que los engloba en un solo problema VN, porque la tendencia al
crecimiento maximo de la colmena no contradice la de las plantas. Esta perspectiva
permite entender con mas facilidad los procesos de co-evolucion. En definitiva, en la
Naturaleza no s6lo observamos las luchas entre depredadores y presas o entre parasitos
y huéspedes, sino también la asociacion y la simbiosis, en forma de, por ejemplo,

intercambios “voluntarios”.
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13: Flujos impuestos

13.1 Comportamientos simples

En el capitulo anterior estudiamos los intercambios “voluntarios”, aquellos que el
sistema puede aceptar o rechazar. Trataremos ahora los intercambios “involuntarios”,
aquellos que el sistema no puede rechazar. Estudiaremos cuanto puede crecer una
economia y cuanto pueden reducirse las jornadas cuando imponemos al sistema unos

flujos de materias dados a través de la frontera.

Escribiremos las condiciones de balance material teniendo en cuenta la posible
incorporacién de unas determinadas cantidades de cada materia en el sistema en el
momento #, que anotaremos como Q¢ Este vector puede incluir tanto elementos
positivos, materias que son introducidas en el sistema, como negativos, materias que
son extraidas. Las condiciones de balance material, para el caso de las recetas con un
paso temporal en la forma estandar, resultan

Qt—XtA+Xt_1B:0 {131}

Estudiaremos el caso en el que Q¢ crece con el mismo factor de expansion que el resto

de la economia

Q=2dQ {13.2}
donde hemos anotado Qg como Q. Entonces, teniendo en cuenta {1.3}, {13.1} resulta
Q-XA+XB/a=0 {13.3}

Q Io trataremos como un dato y estard definido con referencia a una normalizaciéon de
las intensidades®. En consecuencia para confirmar que una trayectoria no trivial
X;=d X es un crecimiento proporcional para unas recetas dadas A y B, y con
Q¢ = ¢ Q, basta con comprobar que X y a cumplen {13.3} y las condiciones de signo
de las intensidades {1.5} y del factor de expansioén {1.6}, ademas de la normalizacion

de las intensidades.

% En ocasiones resulta util definir una normalizacién para las intensidades, por ejemplo haciendo igual a
1 la suma de sus cuadrados o de sus modulos. Asi en la forma estandar (y siempre podremos reescribir las
recetas a esta forma) podemos afiadir la restriccion
Z X;i = 1

Cuando no se introducen materias en el sistema una expresion de este tipo simplemente determina el nivel
absoluto de las intensidades y no altera de una manera fundamental nuestras ecuaciones, porque si tienen
solucion para unas determinadas intensidades y valores la tienen también para estas intensidades
multiplicadas y estos valores divididos por un niimero positivo cualquiera.
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13.2 VN

13.2.1 Flujos impuestos
VN resulta pues

max o
a,X

Q- XA+XB/a=0
>X=1

X>0

a>0

y las condiciones de maximo quedan®

Q-Ai+B/a)Y<O0, y si el proceso i opera se aplica =
1-XBY/’=0

Tampoco hay dificultades en plantear las demas definiciones de las recetas (con varios
pasos temporales, en tiempo continuo, con funciones de produccion, etc.), en definir una
estructura temporal para Q, o en plantear el problema correspondiente a TE.

13.2.2 Intensidades como datos

Otra manera de tratar los flujos impuestos al sistema es establecer como datos algunas
de las intensidades de los procesos que anotaremos como X4, mientras que las demas
que anotaremos como X las seguimos tratando como variables (mantendremos una
normalizacion para estas intensidades X). Asi los procesos Aq y Bq cuyas intensidades

fijamos como datos determinaran unos flujos de materias que se imponen al resto del

% El lagrangiano resulta, prescindiendo de las condiciones de signo,
L=a+(Q-XA+XB/a)Y+ (X X-1)u

donde anotamos el multiplicador de Lagrange que se corresponde a la normalizacion de las intensidades

como u. Las condiciones de maximo quedan

2 (-Ai+Bila) Y + <0, y si el proceso i opera se aplica =
o | XBY/d=0
oa

Multiplicando {13.3} por Y tenemos
QY+X(-A+B/a)Y=0
y multiplicando las intensidades por sus condiciones de maximo correspondientes y sumando resulta
XFA+B/ o) Y+uYX=0
ya que o bien la intensidad o bien la condicion se anula. Desde estas dos tltimas expresiones, y como
> X =1, nos queda

u=QY
Por lo tanto podemos escribir la condicion de maximo para las intensidades como
(Q-A+B/a) Y0, y si el proceso i opera se aplica =

Si Q es un vector nulo entonces x es 0, si no anadiéramos ni retiriramos materias en el sistema a lo largo
del tiempo, estariamos ante VN tal como lo hemos visto hasta ahora y entonces una variaciéon en la
normalizacion no afectaria al factor de expansion, por lo que el multiplicador u que se corresponde a esta
restriccion seria igual a 0 y las condiciones de maximo serian las ya vistas.

Si Q no es un vector nulo x no sera en general igual a 0 y entonces la normalizacion si afecta al factor de
expansion, al estar Q definida con relacion a esa normalizacion.
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sistema. Dado que podemos entender como Q el flujo neto de los procesos cuyas
intensidades hemos establecido como datos
Q=Xq(-Aq+Bq/ )

estamos ante la misma situacion que la vista §13.2.1, s6lo que ahora Q puede tener una
estructura temporal.
13.2.3 Flujos impuestos usando el formalismo inicial
Planteemos las restricciones con la matriz
-A+B/a P

Q 1}

donde P es un vector-columna con un nimero de elementos igual al nimero de procesos

F(a)= {

habituales y cuyos elementos son —1, y donde afiadimos una materia simbolica que
consumen los procesos habituales y que produce un ultimo proceso anadido junto con
Q. Anotando la intensidad de este proceso afiadido como ¢ y manteniendo como X las
restantes, las restricciones quedan

X(A+B/a)+{Q=0
XP+(=0

Anotando S =P Q y como {=—-X P, tenemos que los balances materiales resultan
X(-S-A+B/a)=0
Planteando VN con estas ultimas restricciones las condiciones de maximo quedan

(-S-A+B/a)Y<0, y si el proceso opera se aplica =
1-XBY/a&=0

Como los elementos de P son —1 y por ello —S = —P Q es una matriz cuyas filas son
iguales a Q, tanto los balances materiales como las condiciones de maximo son
equivalentes a los vistos en §13.2.1. Por lo tanto podemos plantear VN con flujos
impuestos usando el mismo formalismo de §2.1, sin mas que sumar a la matriz A de los

insumos la matriz S de los flujos impuestos, de manera que las recetas nos quedan”’

A+S — B

13.3 Ejemplos de flujos impuestos

Un caso de flujo impuesto puede consistir en la migraciéon de parte de la poblacion,

dentro del sistema o a través de la frontera, por razones que el sistema no puede eludir.

% Sefialemos la simetria entre P y Q en este planteamiento, aunque dejamos su estudio detallado para
futuras ediciones de este trabajo.

Por otra parte hacemos notar que si definiéramos el beneficio marginal s6lo con los insumos y productos,
sin contar con los flujos impuestos, ahora en los procesos que operan no seria en general nulo sino igual
al valor de éstos, (-A;+ B/ @) Y=S; Y=-Q Y.
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Asi si estudiamos la evolucion de una poblacion con la matriz de Leslie podemos tratar
la migracion de una parte de la misma a través de la frontera como vimos en §13.2.1,
escribiendo estos contingentes en Q definidos para una normalizacion de la poblacion

que no atraviesa la frontera, esto es en proporcion al tamafio de la poblacion residente.

Podemos usar también estos planteamientos, por ejemplo el visto en §13.2.3, para
desarrollar una primera aproximacion de la operacion del Estado entendida como un
flujo de materias impuesto al resto del sistema. Asi podemos escribir en Q la
produccion neta estatal, entendida como materias que se incorporan o abandonan el
resto del sistema, e interpretar P como la subvencion neta que obtendrian los procesos
habituales, que ademas podemos diferenciar para cada proceso. Por ejemplo, si el
Estado cobra impuestos soélo a los procesos que usen hierro sélo los elementos de P
correspondientes a estos procesos seran negativos. Y si el Estado consume recursos de
forma neta S=P Q es la matriz que describe la parte del consumo estatal que le
corresponde en impuestos a cada proceso habitual. Asi que la condicion de maximo de
los procesos habituales puede interpretarse como °'
—Costes + Ingresos — Impuestos + Subvenciones < 0

y si el proceso opera se aplica =. También podemos tratar de la misma manera los
consumos de una clase dominante, como flujos impuestos al sistema, y entonces las
condiciones de méximo para los procesos habituales resultan

—Costes + Ingresos — Consumos de la clase dominante < 0

y si el proceso opera se aplica =.

De la misma forma pueden definirse como datos unas S para cada flujo de materias que
impongamos simultdneamente al sistema, que podemos sumar a los insumos A para
plantear VN con el formalismo inicial de §2.1, como vimos en §13.2.3. Asi podemos
tratar simultineamente los impuestos de diversas entidades estatales junto con el
consumo de unas clases dominantes. Tampoco hay dificultades en establecer una
estructura temporal para las S, en tratar las demés formas de escribir las recetas, o en

plantear el problema correspondiente a TE. **

°! De nuevo escribimos estas condiciones en términos unitarios, pero es preferible entenderlas de manera
marginal.

%2 Podemos usar TE para calcular cuanto podrian reducirse las jornadas si no existiera la imposicion y
cuanto manteniéndola. Para este ultimo problema podemos usar el formalismo de §3.1 sumando S a C.
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13.3.1 Flujos impuestos en proporcién al consumo o al coste

La imposicion de unos flujos de materias al sistema significara habitualmente un
cambio en las intensidades y en los valores. Pero si Q es proporcional al consumo X A
del problema sin la imposicidon, de manera que X S = k£ X A, las intensidades relativas
en cada instante no cambian con la imposicion y el nuevo factor de expansiéon maximo
serd el antiguo entre 1 + k. Igualmente si P es proporcional a los costes A Y sin la
imposicion, de forma que SY=kA Y, los precios relativos en cada instante no
cambian con la imposicion y el nuevo factor de expansion méximo serd el antiguo entre

1+k %

Por ejemplo, si con las recetas de §4.3 se impusieran unos consumos de trigo y seda, y

P fuera proporcional a los costes A 'Y, entonces P y Q podrian ser

— 460 46 0 23
P =|—240 Q=[-0.1 0 -0.005] S=PQ=(24 0 12
~16 1.6 0 0.08

La solucién de VN resulta o = 1.04166, X;= 1.04166" [1.40346, 2.08508, 6.51144],
Y= 1.04166" [0.00069433, 0.010415, 0.013886]. El valor de la imposicion S Y es la
quinta parte de los costes para cada proceso, k= 0.2, por lo que el nuevo factor resulta
1.25/(1+0.2) = 1.04166. La estructura de la economia ha cambiado y ahora se produce

seda, pero los valores del hierro y la seda siguen siendo 15 y 20 veces el del trigo.

En definitiva, si SY =%k A Y entonces los precios relativos para las materias en un
determinado momento no cambiaran. Asi los precios de las materias duraderas con
eficiencia constante obedeceran para cualquier momento temporal la formula {6.1} con
el factor que resulta sin la imposicion, las materias de vida ilimitada la férmula de la
renta perpetua con ese mismo factor, etc. Los precios mostraran pues un factor de
interés “implicito” igual al factor que resulta sin la imposicion, y si £ > 0 este factor de

interés “implicito” serd mayor que el factor de expansion de la economia.’

Ricardo dedica buena parte de los Principios al estudio de la influencia de los diferentes tributos sobre el
valor, pero nosotros no desarrollaremos este aspecto para no alargar la exposicion.

% Fijémonos que estas afirmaciones son correctas so6lo si tomamos en consideracion las materias que
simbolizan la evolucion de los procesos, de manera que si estamos ante el problema escrito con las
matrices f,, como en §8.2, serdn correctas solo si los reescribimos como en §8.1.1. Y aunque nos hemos
limitado a afirmar estas propiedades sin demostrarlas, son evidentes cuando se estudia VN como un
problema de autovalores generalizados, como haremos mas adelante.

** En algunas sociedades antiguas que se mantenian practicamente estacionarias existia un tipo de interés,
incluso descontando la “prima al riesgo”. Nuestro planteamiento ayuda a entender esta situacion.
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También en TE si SY =k (V- W) Y, si el valor de los flujos impuestos en cada
proceso es proporcional a los costes laborales, los valores-trabajo relativos no
cambiaran y el nuevo factor al que pueden reducirse las jornadas sera el antiguo menos
k. Lo mismo ocurre con las intensidades-trabajo relativas si X S =k X (V — W), si los

flujos impuestos de cada materia son proporcionales al consumo laboral.

13.4 Flujos impuestos y sistemas bioldgicos

No todos los intercambios en la Naturaleza son “voluntarios”. Cuando una manada de
leones devora un bufalo es obvio que el intercambio es “voluntario” para los
depredadores pero no para la presa. Entonces tenemos que la tendencia al crecimiento
de los leones si contradice la de los bufalos. Por ello no podemos tratar el conjunto
depredador-presa (o parasito-huésped) con VN como si fuera un tnico sistema, como
haciamos en §12.3, aunque los leones y los bufalos si obedezcan el comportamiento de

VN de forma independiente.

Pero podemos estudiar con nuestro planteamiento la imposicion a un sistema de unos
parasitismos o de unas depredaciones. Por ejemplo, si en el modelo de colmena que
vimos en §7.3 impusiéramos la retirada de miel Q seria proporcional a [0, 0, 0, 0, 0, 0,
0, 0, —1] y podriamos calcular como tendria que adaptarse la colmena para cada nivel de
extraccion de miel posible. En definitiva, si una colmena crece lo maximo posible,
descontando las materias que retiran la depredacion y el parasitismo, podemos calcular

cual es el comportamiento del sistema bajo estas condiciones.

13.5 Variacion en los flujos impuestos y valor

En todo problema de maximizacion restringida los multiplicadores de Lagrange son la
tasa a la que se incrementa la funcion objetivo, lo que se maximiza, ante una variacion
en las restricciones correspondientes”. En VN la funcién objetivo es el factor de
expansion y las restricciones los balances materiales, y una variacion en los balances
materiales puede interpretarse como la introduccion de unas “pequenas” (infinitésimas)

cantidades de la materia correspondiente a lo largo del tiempo, de acuerdo a Q; = o/ Q.

% Dicho de forma grosera, porque para que sea cierto es necesario que se cumplan una serie de
condiciones, como que con la variacion de las restricciones el problema siga teniendo solucion, que ésta
sea unica, o que las magnitudes de las variables solucién no experimenten cambios bruscos. Pueden
encontrarse demostraciones de esta propiedad en cualquier manual de Optimizacion.
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Por lo tanto el precio es la tasa a la que aumenta el factor de expansion mdaximo ante la
introduccion de unas “pequeiias” cantidades de la materia correspondiente en el

. ., .- 96 , . .
sistema. Forzando la notacion matematica™ podriamos escribir

oo
—=y. 13.4
5, Y, {13.4}

En definitiva, si se introdujeran unas “pequefias” cantidades de materias en el sistema a

lo largo del tiempo, de forma que Q; = & Q, el factor de expansion creceria en una

magnitud igual al precio de las materias introducidas Q Y.

En TE tenemos una situacion similar. Como TE implica un estado estacionario si
introdujéramos unas “pequefias” cantidades en el sistema a lo largo del tiempo, de
forma que Q; = Q, el factor de explotacion aumentaria en una magnitud igual al valor-
trabajo de las materias introducidas; el valor-trabajo es la tasa a la que aumenta el
factor de explotacion ante la introduccion de unas “pequenias” cantidades de la

materia correspondiente en el sistema.

Por lo tanto si introducimos en el sistema unas “pequefas” cantidades de una materia (a
lo largo del tiempo y en una cantidad que crece como el sistema) aumentaremos el
factor si el valor de esta materia es positivo y lo reduciremos si el valor es negativo.
Ademas el valor no sélo nos indica si el factor se incrementa o reduce sino también en
qué medida lo hace; que una materia valga el triple que otra significa que si
introducimos unas “pequefias” cantidades de la primera materia el factor se
incrementara el triple que si introducimos unas “pequenas” cantidades iguales (en sus
correspondientes unidades de medida) de la segunda. El valor de una materia, el precio
en VN o el valor-trabajo en TE, podemos interpretarlo pues como la tasa en la que se
incrementa la funcién objetivo, el factor de expansion maximo o de explotacion
respectivamente, ante una variacion en la restriccion correspondiente, ante la

introduccion de unas “pequenias” cantidades de la materia en el sistema.

% Porque no podemos escribir sin mas el factor de expansiéon como una funcién de Q. Pero si con la
variacion de la cantidad de materia j introducida, que anotamos como g;, el problema sigue teniendo
solucion Unica y si el factor de expansion cambia de manera “suave” entonces la tasa de este cambio
efectivamente sera el precio de la materia ;.

Fijémonos que cuando Q no es nulo sigue siendo cierto que el precio es la tasa a la que aumenta el factor
de expansion ante la introduccién de una pequeiia cantidad de la materia correspondiente.
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13.5.1 Interpretacion de los balances contables

Esta perspectiva nos permite dar una interpretacion intuitiva de los balances contables””.
La operaciéon de un proceso implica el consumo y la produccion de materias®, y el
consumo podemos entenderlo como equivalente a la imposicion de una retirada de
materias del sistema y la produccion como equivalente a la imposicion de su
incorporacién. Por lo tanto el incremento en una “pequefia” cantidad de la intensidad de
un proceso determinard un crecimiento del factor igual al valor del incremento de su
produccion menos el valor del incremento de su consumo, teniendo en cuenta la
actualizacion. Pero este valor es justamente el balance contable del proceso. Asi que el
balance contable de un proceso es la magnitud con la que crece el factor ante un

incremento de la intensidad del proceso en una “pequefia” cantidad.
to de la intensidad del « ” tidad

En consecuencia, el balance contable de un proceso que opera debe ser nulo, porque si
fuera positivo podria incrementarse el factor aumentando su intensidad en una
“pequena” cantidad, de la misma manera que lo haria la introduccion de las materias
que se producirian junto con la retirada de las materias que se consumirian con ese
aumento; y si el balance contable fuera negativo reduciéndola. Y el balance contable de
un proceso que no opera debe ser no-positivo, porque si fuera positivo podria
incrementarse el factor haciendo que el proceso aumentase su intensidad, pero si puede
ser nulo o negativo, porque no puede reducirse mas la intensidad del proceso que es 0.
13.5.2 Leyes de los signos y tasas de intercambio

También podemos entender intuitivamente las leyes de los signos del balance material y

los valores”. Como vimos, una materia tendra valor positivo, nulo o negativo si al

°7 Pero limitada a que se cumplan las condiciones anteriores. Ademas el hecho de que estemos ante un
comportamiento simple y que las cantidades de materias que se introducen tengan que crecer en el tiempo
con el mismo factor que el resto del sistema complica un poco esta comprension. Mas adelante veremos
que si no suponemos un comportamiento simple estos aspectos son quiza mas faciles de entender.

Y cuando hay flujos impuestos ya vimos que podiamos entender éstos sumandolos a los insumos.

% De hecho también podemos tratar el tipo de materias considerando Q como variables, ademas de X y el
factor correspondiente, bajo unas restricciones de signo. La cantidad incorporada al sistema de las
materias expulsables tomaria signo negativo Q < 0, para las materias incorporables signo positivo Q > 0,
para las materias limitadas signo nulo Q = 0, y para las materias ilimitadas cualquier signo Q = 0. Las
condiciones de maximo con respecto a las Q resultan

=y
oq f !
Entonces, dependiendo del signo de Q, del tipo de materia, tenemos
e materias expulsables, Q <0, valor > 0,
e materias incorporables, Q > 0, valor <0,
e materias ilimitadas, Q 20, valor = 0,
e materias limitadas, Q = 0, valor 2 0,
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afadirla al sistema en unas “pequenas” cantidades aumenta, no se modifica o se reduce
el factor. Por eso si una materia puede ser incorporada de forma gratuita no puede tener
un valor positivo, ya que si asi fuera podria aumentarse el factor introduciéndola. De la
misma manera si una materia puede ser eliminada de forma gratuita no puede tener
valor negativo, ya que entonces podria incrementarse el factor eliminandola. Y una
materia ilimitada sélo puede tener valor nulo, porque de otro modo incorporandola o

eliminandola podria incrementarse el factor.

Igualmente se entiende el vinculo de los valores con las tasas a las que pueden
efectuarse los intercambios, ya que éstos pueden comprenderse también como la
introduccion y la retirada de materias del sistema. Si para las tasas de intercambio que
ofrecen los mercados algun proceso de compra o venta tiene un balance contable
positivo podrd aumentarse el factor incrementando su intensidad. Pero cuando el
balance contable de los procesos de intercambio es nulo no podra aumentarse el factor
incrementando sus intensidades, y para eso es necesario (en el caso de que los precios
de compra y venta sean iguales) que los valores sean proporcionales a las tasas de
intercambio que ofrecen los mercados.

13.5.3 Valor, ingreso y coste

Ademas, como vimos en los capitulos anteriores, una materia puede utilizarse de varias
formas, una materia puede

consumirse en los procesos de produccion
exportarse a otro punto geografico del sistema
expulsarse al entorno

venderse a los mercados

entregarse a crédito a los mercados

Igualmente se puede adquirir una materia de diversas maneras, una materia puede

producirse en los procesos de produccion
importarse desde otro punto geografico del sistema
incorporarse desde el entorno

comprarse desde los mercados

recibirse a débito desde los mercados

y si algun Q toma una magnitud no nula entonces el valor correspondiente es 0. Nos queda una relacion
similar a las reglas de los signos, de manera que

Q~0 o Y ~0 Q- Y'=0
Ademas como Q - Y ' =0ycomou=QY =Y Q- Y resulta que = 0. Hacemos notar que en realidad
ahora no necesitamos afladir la normalizacion de las intensidades, porque las Q son también variables.
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Por lo tanto usando la materia en una pequefia cantidad pueden obtenerse unos ingresos
con su consumo, exportacion, expulsion, venta o crédito, a los que llamamos ingresos
marginales. Y para adquirir la materia en una pequena cantidad hace falta incurrir en
unos costes con su produccion, importacion, incorporacion, compra o débito, a los que

llamamos costes marginales.

Como hemos deducido en nuestros modelos VN y TE tenemos que, para cada materia y
con todos los procesos disponibles,

ingresos marginales < valor < costes marginales
y ademas con los procesos que efectivamente operan

mayor ingreso marginal = valor = menor coste marginal
En consecuencia, en nuestros modelos una materia vale su mayor ingreso marginal y
también su menor coste marginal'™. Podemos entender mejor esta propiedad fijandonos
en que si una materia valiera mas que su menor coste marginal entonces el proceso con
el menor coste tendria un balance contable positivo, por lo que podria incrementarse el
factor adquiriendo la materia con el aumento de la intensidad de ese proceso. De la
misma manera si una materia valiera menos que su mayor ingreso marginal el proceso
que muestre el mayor ingreso también tendria un balance contable positivo, y podria

incrementarse el factor aumentando su intensidad.

1% Hacemos notar que efectivamente esto es lo que se observa en los capitalismos (aunque las materias
“escasas” no tienen necesariamente definidos unos costes marginales porque es posible que no puedan ser
producidas o incorporadas). En el caso de que tratemos con insumos y funciones de produccion el
razonamiento es similar, sin mas que tener en cuenta la correspondiente definicion del ingreso marginal y
que el coste marginal ya es el valor.

156



Tercera parte. Analisis de los modelos

157






14: Soluciones

14.1 VN

VN es el crecimiento proporcional con el mayor factor de expansion posible. Por supuesto,
para unas recetas dadas no siempre serd posible un crecimiento proporcional, y ain
cuando sea posible no siempre el problema estard acotado, y por lo tanto no siempre
existird solucion para VN'™'. No obstante bajo determinadas condiciones se puede
demostrar que si existe solucion. En la literatura se encuentran varias de estas

. ; - 102
demostraciones, pero aqui desarrollaremos algunas muy faciles de entender .

Comenzaremos con una aplicable al modelo en forma canénica'®. Supondremos que en
las recetas:

S1: cada materia puede ser producida después de todos sus posibles consumos,

S2: cada proceso consume alguna materia antes de efectuar alguna produccion.
Hacemos notar que estas condiciones no implican que todas las producciones tengan que
ser posteriores a los consumos, sino que podemos estar ante producciones y consumos

104
alternados™ .

Las condiciones de crecimiento proporcional, para una X no trivial, quedan'®’

%" y'a hemos sefialado algiin ejemplo en el que VN no tenia solucion, como el visto en §4.4.

12 En el articulo original John von Neumann trata de demostrar la existencia de solucién y la unicidad de la
misma para el factor de expansion maximo en el caso candnico cuando A + B > 0. Esto es un error, ya que si
la matriz A es estrictamente positiva y la matriz B es nula se cumple esta condicion y sin embargo no existe
ningun crecimiento proporcional (« seria 0). Igualmente si la matriz A es nula y la matriz B es estrictamente
positiva existe algin crecimiento proporcional pero el problema no esta acotado (« seria ). Sobre esto
véase Kemeny, Morgenstern y Thompson [1], quienes ademds construyen una demostracion de que existe
alguna solucion para el modelo escrito con las recetas A y B en la forma candnica bajo los supuestos de que
cada materia puede ser producida por algiin proceso y que cada proceso consume alguna materia. En Gale
[2] también se construye una demostracion bajo estos supuestos, simplificada ademas en Gale [1].

No obstante los teoremas de existencia de estos autores no abarcan los procesos duraderos en tiempo
discreto o continuo, cuando escribimos las recetas con las f; o las f(r), porque por ejemplo en nuestro caso
los procesos no necesariamente pueden interrumpirse. Nosotros construimos nuestra demostracion para
tratar estos casos, razonando de forma parecida a Gale [1].

1% Vimos en §11.4 como reescribir un modelo a la forma candnica, y fijémonos en que estas condiciones
tienen que aplicarse a las recetas cuando ya estan escritas en esta forma. Supondremos también que F(«) es
una matriz acotada para todo « positivo. Esto sera asi en tiempo discreto, con los procesos escritos con las f;,
si los procesos son de duracion finita y si los valores de los flujos netos permanecen dentro de un intervalo
acotado; también en tiempo continuo, con las f(r), incluso aunque en un numero finito de puntos tengamos
valores no acotados.

1% Fijémonos en que cuando estamos ante las recetas escritas con las matrices A y B con materias
expulsables nuestros S1y S2 son equivalentes a los supuestos de Kemeny-Morgenstern-Thompson y Gale.
19 X F(a) es el balance material actualizado, que con las recetas A y B resulta
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XF(ax)>0
X>0
a>0

Para un « positivo suficientemente pequetio los signos de X F() seran los de los tltimos
flujos netos diferentes de 0 para cada materia'®, y entonces bajo S1 existen algunas
intensidades no negativas con al menos una positiva, X =0, para las que X F(«) es una
magnitud positiva para todas las materias, X F(a)>0 (por ejemplo si todas las
intensidades fueran iguales a 1). Luego para un « suficientemente pequefio existe algun

crecimiento proporcional y por lo tanto existe alguna solucion factible (y no trivial).

Para un « suficientemente grande los signos de X F(«) seran los de los primeros flujos
netos diferentes de 0 para cada materia, y entonces bajo S2 para todo X = 0 resulta que
X F(a) serd una magnitud negativa para por lo menos una materia, por lo que no se
cumple que X F(a) > 0. Luego para un « suficientemente grande no existe ningin

crecimiento proporcional y por lo tanto el problema esta acotado.

XF(a) = -X A + 3B
o

con las recetas escritas en tiempo discreto

Xf, Xf, Xf Xf - X
XF(a)=Xfy+—t+ =2+ =0 r
a o« a a" = al
y en tiempo continuo
oXf
XF(a)=I (r)dr
0 @

1% Para un « positivo suficientemente pequefio el signo del polinomio inverso de o

n
Po +ﬂ+p—;+...+%+p—’;: zp_:
a «a a a par s
sera el de p, si éste no es igual a 0; si p, = 0 el signo sera el de p,,; si éste no es igual a 0; si p,.; =p, = 0el
signo sera el de p,., si éste no es 0; etc. Por lo tanto para un « positivo suficientemente pequeiio el signo del
polinomio inverso sera el del ultimo coeficiente distinto de 0.
Para un « suficientemente grande el signo del polinomio inverso de o sera el de py si éste no es igual a 0; si
po =0 el signo serd el de p; si éste no es igual a 0; si py = p; = 0 el signo seria el de p, si éste no es 0; etc. Por

lo tanto para un « suficientemente grande el signo del polinomio inverso sera el del primer coeficiente
distinto de 0.
Si en vez de un polinomio inverso estamos ante una expresion del tipo

()
!Z—fdr

nos encontramos en un caso similar, de manera que el signo de esta expresion para un a positivo
suficientemente pequefio sera el de p(r) para el mayor r con el que p(r) es diferente de 0, y el signo para un «
suficientemente grande sera el de p(r) para el menor r (no negativo) con el que p(r) es diferente de 0.

X F(@) en tiempo discreto es un vector de polinomios inversos de ¢, uno para cada materia, y en tiempo
continuo es un vector de expresiones como la integral anterior, también una para cada materia.
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En definitiva, bajo S1 existe alguna solucion factible y bajo S2 el problema esta acotado.

Por lo tanto bajo S1 y S2 existe alguna solucién para VN.'"

Advertimos que estas condiciones son suficientes pero no necesarias. Si se cumplen

e, ., . . . 108
existira alguna solucion para VN, pero si no se cumplen es posible que exista o que no .
No hemos demostrado que estén definidos los multiplicadores de Lagrange o precios, pero
lo estaran si se cumplen ciertas condiciones de regularidad. También hacemos notar que
cabe la posibilidad de que el factor de expansion méximo sea menor que 1, que el

.. . , . .. 1
crecimiento proporcional maximo sea un decrecimiento'®,

Ademas la solucion no es necesariamente Unica para «, y por ejemplo no lo sera si las
recetas puedan descomponerse en economias separadas. Entonces pueden existir varias
soluciones con « diferentes, que describirdn varias economias posibles creciendo con
diferentes factores de expansion. Pongamos un ejemplo muy simple de esta situacion con

las recetas escritas con Ay B

'7En el caso de las funciones de produccion, el balance material actualizado queda

=Y i+ X/ az0
J

Es facil ver que

si las funciones son no negativas y acotadas, si para cualquier 0 < X < oo tenemos que 0 < f(X) < oo,

si las funciones muestran rendimientos constantes a escala, si fi(k X) = k f(X),

si todas las materias pueden ser producidas, si existe algun X > 0 con el que f(X) > 0 para todo i,
también habrd soluciéon para VN (no necesitamos suponer que para obtener una produccion hay que
consumir algin insumo, que no es posible que f(0) > 0, porque esto esta implicito en el resto de supuestos).
Existen algunos insumos para los que la produccion de cada materia es positiva, por lo que para un «
suficientemente pequefio el balance material actualizado de cada materia también sera positivo y por lo tanto
existe alguna solucion factible; y para un « suficientemente grande el balance material actualizado de alguna
materia sera necesariamente negativo, por lo que el problema esta acotado.
% De hecho en determinados casos resulta sencillo relajar las condiciones, porque usamos S1 para
demostrar que existe algiin crecimiento proporcional para un « suficientemente bajo, y que por ello existe
alguna solucién factible, y S2 para demostrar que no para un « suficientemente alto, y que por ello el
maximo estd necesariamente acotado. Tenemos pues dos teoremas independientes. Por ello existira solucion
para VN si se cumple S2 y si sabemos que existe algun crecimiento proporcional, aunque no se cumpla S1; o
también si se cumple S1 y si sabemos que no existe un crecimiento proporcional para un & mayor que un
nimero, aunque no se cumpla S2. Ademas si los procesos pueden ser interrumpidos en cualquier instante
podemos relajar S1 y suponer sélo que cada materia puede ser producida por algun proceso.
1% Diremos que unas recetas son productivas si existe algin X >0 para el que X F(1) > 0. En general una
condicion suficiente para que unas recetas sean productivas es que puedan encontrarse unos procesos en un
numero igual al de materias para los que para la inversa de F(1) correspondiente existe y tiene elementos
positivos (una condicion necesaria es que los elementos de la inversa sean no-negativos). Ante una
produccién simple esto ocurrird cuando se cumplen las condiciones de Hawkins-Simon. Si las recetas son
productivas entonces el factor de expansion maximo no puede ser menor que 1 porque existe un crecimiento
proporcional con & = 1; como estamos en la forma canoénica y podemos eliminar de forma gratuita todas las
materias también habra un crecimiento proporcional para todo 0 < < 1.
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280 12 0 0 5750 0 0
|120 8 0 0 g | 0 20 0 0
0 0 280 I2 0 0 450 0
0 0 120 8 0 0 0 20

Hay dos soluciones de VN para estas matrices, que resultan

a=1.25X,=1.25104,0.6,0,0], Ye=1.25"[0.0038, 0.0572, 0, 0]
a=1.0796, X, = 1.0796' [0, 0, 0.4673, 0.5327], Y, = 1.0796™ [0, 0, 0.0035, 0.0401]

Por lo tanto la solucion no siempre sera unica para el factor de expansion, y es posible
que existan varios maximos relativos. Esto en realidad no es una limitacién del modelo, ya
que veremos que por la manera en la que han sido disefiadas las sociedades es posible que
su comportamiento no se parezca al maximo absoluto sino a uno relativo. Nos interesan

ros . r S 11
pues todos los méximos relativos y no sélo el maximo absoluto''”.

Pero aun cuando existe solucion y ésta es Unica para el factor de expansion, es posible que
existan varias combinaciones de intensidades y precios posibles. Intuitivamente podemos
comprender esta situacion con un ejemplo; si entre dos puntos geograficos existen dos
caminos que siguen recorridos diferentes, pero los caminos son igual de costosos y lleva el
mismo tiempo recorrerlos, es obvio que una solucidon puede ser escoger el primero de los
caminos, que otra puede ser escoger el segundo y otra una combinacion de ambos. Todas
estas soluciones tendran el mismo factor de expansion. La solucién multiple en este caso
nos indica la indiferencia ante la eleccion entre los dos caminos, por lo que tampoco es
una limitacion del modelo. Otro caso de solucion multiple es el que vimos en §10.4.2 para

VNC, que podriamos haber planteado también como VN.

Ademas debemos recordar que incluso cuando existe solucidon y es unica para el factor de
expansion, intensidades y precios, existen casos como el ejemplo con la tierra “escasa” de

§4.4 en los que la soluciéon de VN no se parecera a los capitalismos reales.

"9 En 1a literatura a menudo s6lo se considera como solucion valida el maximo absoluto (o global), pero hay
por lo menos dos buenas razones para aceptar los maximos relativos (o locales) como soluciones. La primera
es que, como detallaremos mas adelante, cabe esperar que a menudo los sistemas reales se comporten de
forma similar a un maximo relativo por la forma en la que han sido disefiados. La segunda es que si solo
aceptaramos los maximos absolutos entonces se perderia parte de una simetria muy importante que
estudiaremos mas adelante y que llamaremos dualidad neumanniana; la teoria es mas simple, simétrica y
bella aceptando los maximos relativos, y la belleza siempre tiene razon.
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14.2 TE

TE es el estado estacionario con la mayor reduccién de las jornadas. Por supuesto, no
siempre existird un factor de explotacion para el que sea posible un estado estacionario y
aun cuando exista el problema no siempre estard acotado, y por lo tanto no siempre tendra
solucion TE. No obstante existen determinadas condiciones bajo las que se puede

demostrar que si hay solucion.

Para el modelo escrito en forma canénica, supondremos que''':

S1: las recetas son laboralmente productivas''?,

;. 113
S2: cada proceso consume algun insumo laboral .

Las condiciones estado estacionario quedan, para unas intensidades no triviales,

XC-eV+D+eW)>0
X>0
>0

Para un ¢ positivo suficientemente pequeno los signos de X(—-C—&V + D+ & W) seran los
mismos que los de X (D —C), y entonces bajo S existe algin XZ0 para el que
X(—C-¢V+D+&W) es positivo para todas las materias (por ejemplo si todas las
intensidades fueran iguales a 1). Luego para un ¢ suficientemente pequefio existe algin

estado estacionario y por lo tanto existe alguna solucion factible (y no trivial).

Para un ¢ suficientemente grande los signos de X (-C — ¢ V + D + ¢ W) seran los de
X (W - V), y entonces bajo S2 para todo X = 0 resulta que X (-C —¢ V + D + ¢ W) sera

una magnitud negativa para por lo menos una materia, por lo que no se cumple que

"''Y ademas que las matrices estan acotadas, lo que ocurrird siempre que los procesos no tengan una
duracion infinita. Recordemos que como TE no se ve afectado por la estructura temporal de los procesos
podiamos incluir en las matrices todas las producciones y consumos con independencia del momento en el
que se realicen. Recordemos también que incluiamos las materias que simbolizan los humanos en Vy en W.
"2 Diremos que unas recetas son laboralmente productivas si existe algin X >0 para el que X (D-C)>0,
si la matriz D — C es productiva; esto es, si existen algunas intensidades para las que es posible producir de
forma neta una cantidad positiva de cada materia descontando el consumo neto de los trabajadores. También
si existe algun X >0 con el que X (D — C) >0 y si cuando se aplica = se cumple X (V — W) <0; esto es, si
para las materias con una produccion neta nula existe un consumo neto de los trabajadores no-positivo.

'3 Sj para todo X 2 0 tenemos que X (W — V) es negativo para por lo menos una materia. Esto es
equivalente a suponer que no hay procesos completamente automaticos, que en todos los procesos se utiliza
el trabajo humano y que los trabajadores consumen de forma neta alguna materia. Aunque si es posible
imaginar una economia totalmente automatica donde no existiera consumo de los trabajadores, variantes de
este supuesto son comunes en la literatura; por ejemplo véase Arrow y Hahn [1] o Morishima [1].
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X(C-¢eV+D+&W) > 0. Luego para un ¢ suficientemente grande no existe ninglin

estado estacionario y por lo tanto el problema esta acotado.

Bajo S1 existe alguna solucién factible y bajo S2 el problema estd acotado. En

consecuencia bajo S1 y S2 existe alguna solucion para TE.

Como en VN, advertimos que éstas son condiciones suficientes pero no necesarias, €s
. . ., 114 f .
posible que exista solucion aunque no se cumplan *. Ademas tienen que darse ciertas
condiciones de regularidad para que estén definidos los valores-trabajo. También cabe la
posibilidad de que ¢ sea menor que 1, de que haya que prolongar las jornadas para alcanzar

'5.Y 1a solucién no siempre seré Gnica para el factor de explotacion

un estado estacionario
g, ya que si por ejemplo las recetas pueden descomponerse en economias separadas
entonces es posible que existan varias soluciones. Igualmente, aun cuando exista solucion
y sea unica para el factor de explotacidon, también es posible que existan varias soluciones

para las intensidades-trabajo y los valores-trabajo.

" De hecho podemos relajar facilmente S2, el supuesto de que todos los procesos consumen laboralmente
alguna materia, por el de que es necesario algun consumo laboral. Entonces con un ¢ suficientemente grande
para todo X = 0 nos queda que X (-C — & V + D + ¢ W) serd una magnitud negativa para por lo menos una
materia, por lo que TE estara acotado aun cuando algunos procesos, pero no todos, fueran automaticos.

"5 Pero si las recetas son productivas entonces existe un estado estacionario con & = 1, y por lo tanto el
factor de explotacion no puede ser menor que 1. Hacemos notar que para tener la seguridad de que en TE
¢ > 1 tienen que cumplirse las mismas condiciones que para que tengamos al seguridad de que en VN > 1.
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15: Perturbaciones

En nuestros modelos podemos modificar los coeficientes de flujos netos, incorporar o
retirar un proceso o una materia, o cambiar el tipo de un proceso o de una materia. Nos

interesa estudiar como varia la solucion de nuestros modelos ante estas perturbaciones.

15.1 Perturbacién de los coeficientes

En determinados casos VN y TE resultan un problema de autovalores polinémicos''.
Estudiaremos como cambian los autovalores y autovectores por la izquierda y derecha (el
factor de expansion, las intensidades y los precios en VN) cuando modificamos o
“perturbamos” la matriz A anadiéndole # M y la matriz B anadiéndole 2 N, donde M y N
son matrices y /4 un escalar. Plantearemos so6lo la perturbacion de los coeficientes del
sistema basico cuando es cuadrado y no degenerado, y nos limitaremos al caso en el que la
perturbacion modifica las variables de forma que pueden ser expresadas en series de
117

potencias

a(h)=a0+h a1+h2a2+h3 0[3+h4a4+h5 a5+h6a6+.__
X(h):X0+hX1+h2X2+h3X3+h4X4+h5X5+h6X6+.“
YW =Yo+rhYi+ WY+ BB Ys+h Y+ 12 Ys+h0 Ye+ ...

"6 Los problemas de autovalores tienen la forma

XF(a)=0

Flo)Y=0
esto es, resultan unos sistemas de ecuaciones lineales homogéneas dada la matriz F(«). La solucion de este
tipo de sistemas depende del rango de F(«a). Cuando F(«) es cuadrada si para un « el rango es igual al
nimero de incognitas n (el nimero de filas y columnas) estos sistemas solo tienen la solucion trivial con
X =0¢eY =0. Pero si para un « el rango es menor que n entonces ademas de la trivial existira una soluciéon
con un numero de grados de libertad igual a » menos el rango de F(«). Por lo tanto, para que estos sistemas
tengan una solucion no trivial es necesario que el determinante de la matriz sea nulo, det(F(«)) = 0. A los «
raices de esta ecuacion los llamaremos autovalores, y a las soluciones no triviales de los sistemas lineales
correspondientes autovectores por la izquierda X, y autovectores por la derecha Y.
En VN (y en TE) los sistemas bdsicos son aquellos formados por los procesos con intensidades no nulas y
por las materias con valores no nulos. Para los sistemas basicos cuadrados los balances materiales y
contables forman un problema de autovalores; aunque por supuesto para que estemos ante una solucion de
VN no basta con que se cumplan estas condiciones sino que ademas tienen que cumplirse las condiciones de
signo del factor, las intensidades y precios, y la derivada del Lagrangiano con respecto al factor debe ser
nula.
En VN con las recetas A y B tenemos que F(a) = —A + B/ ¢, pero multiplicaremos por conveniencia F(q)
por &, de manera que F(a) = B — o A. El determinante det(B — o A) resulta para unas A y B cuadradas dadas
un polinomio de &, de grado igual o menor que n. Entonces para el sistema basico estamos ante un problema
de autovalores polindmicos (véase Wilkinson [1]). Un polinomio tiene un namero de raices igual a su grado,
aunque no todas tienen por qué ser distintas. Puede demostrarse que el rango de (B — o A) es » menos el
nimero de multiplicidad de la raiz «, por lo que el nimero de grados de libertad de los X ¢ Y
correspondientes sera 1 si la raiz tiene una multiplicidad 1; entonces diremos que estamos en el caso no
degenerado. Las otras formas de escribir las recetas pueden estudiarse en el mismo sentido, aunque no las
plantearemos aqui.
"7 Aqui los subindices no representan una evolucion temporal, sino el grado de los coeficientes de las series.
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En realidad ante una perturbacion es posible que el sistema deje de tener solucion, o que
cambie el sistema basico. Nosotros estudiamos s6lo el caso en el que ante la perturbacion
el autovalor y los autovectores cambian de manera “suave”, de manera que puede ser
expresada en estas series de potencias. Estudiaremos por lo tanto solo perturbaciones
locales, que son aquellas para la que sigue existiendo solucion, no se modifica el sistema
basico y para las que el nuevo factor se corresponde al desarrollo en serie a partir del

factor no perturbado''®.

. 119 g . s
Las ecuaciones de autovalores ~ pueden escribirse, ya con la perturbacion,

X (B+hN—-—ah)(A+hM)=0 {15.1}

B+AN—ah)(A+hM))Y(h)=0 {15.2}
e impondremos también que se cumpla'*’

a(h) —X(h) (A+hrM)Y(h)=0 {15.3}
Ademas, por conveniencia ya que no es imprescindible, supondremos que la suma de las
intensidades es una constante para cualquier /4,

> X(h) = constante {15.4}

Desarrollando {15.1} tenemos

Xo+hX i+ Xo+ P Xs+..)B+AN)— (a0 Xo+h (a0 X1+ o X1) +
+i (Xt Xi+t o Xe)+..)(A+hM)=0

y ordenando por potencias de /4

(XoB—O{oXoA)+h(X1B+X0N—(O{0X1+CZ1X0)A—OZ()X0M)+h2(X2B+
+X1N*((Z()X2+a1X1+0(2X0)A*(6¥()X1+0(1X0)M)+h3(X3B+X2N*
—(aXs+taXo+taoXitapXgA-(oXo+taXit X)) M) +...=0

Esta expresion es un vector de polinomios de /4, y un polinomio es nulo para cualquier

magnitud de la variable s6lo si sus coeficientes son todos nulos. Por lo tanto nos queda

"8 En realidad las formulas que vamos a deducir se aplican a todos los autovalores, y no solo al factor-VN, y
por eso con ellas podriamos estudiar perturbaciones que impliquen el cambio del autovalor del sistema
basico, el caso degenerado, los sistemas no cuadrados, etc. Pero no detallaremos estos aspectos para no
alargar la exposicion.

"% Que son las condiciones de balance material {1.4} y de balance contable {2.1} para el sistema basico,
pero multiplicandolas por conveniencia por a(k). En §8.1 vimos como escribir los procesos duraderos con
las matrices A y B, por lo que podemos tratar las perturbaciones en este caso.

12 En definitiva, la condicion de maximo {2.2}. Como a(h) = (X(h) (B + iN) Y(h)) / (X(h) (A + kM) Y(h))
llegamos a {15.3} multiplicandola por a(#).
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X()B—Ol()XoA:O

X1B+XON—(a0X1+alX())A—O{()X()M:O

X0 B+ XiN-(aoXo+taXi+ o Xo) A— (a0 X1+ a1 Xo) M =0

XsB+XagN- (a0 Xs+ta Xo+t e Xitas X A Xo+ o Xgi+ o Xo) M=0

La primera de estas expresiones la satisface la solucion del problema no perturbado. El
resto también pueden escribirse, para n > 0,

n—1 n—l1
X, (B-a,A)—a,(X,A)= (Z%Xn_i jA+(Zaixn_H ]M—XHN {15.5}
i=1

i=0

Razonando de manera similar desde {15.2} llegamos a las expresiones

BY(]—AY() 00:0

BY i +NYo- A1+ Yoa))-MYoyp=0

BY2+NY1—A(Y2 o+ Y a1+Y0a2)—M(Y1 6{0+Y00{1):0
BY3+NY2—A(Y3 atYatYiaowt+tYy 0{3)—M(Y2 atYr at Yy 0!2):0

e igualmente la primera de estas expresiones la satisface la solucion del problema no

perturbado. El resto también pueden escribirse, para n > 0,

n—1 n—1
(B-a,A)Y, —(AY,)a, = A(z Y, .« j + M[z Ynilal.j ~-NY, , {15.6}
i=1 i=0

Desde {15.3} tenemos
(a0 + hoy + o +...) — (Xo + BXy + B7X; +.)(A + IM)(Yo + hY; + B° Y, +..) =0
y por lo tanto, para cada potencia de 4,

0{0—X0AY0:O

0[1—XOAY1—X1AYO—XOMYO:0

a-XoAY:- X1 AY - X3 AY - XoMY; - X MYy=0
B-XoAY:-XiAY:- X AY - X5AY - XoMY: - X I MY, - X MY,=0

La primera de las expresiones la cumple la solucién no perturbada y el resto quedan, para

n>0,

n—1 n—1
- X, (AY,)) +a, —(X,A)Y, = ZXiAYn_i + ZXiMYn_i_l {15.7}

i=1 i=0

Desarrollando {15.4}
S Xo+h Xy + Xy + 1 Xs+h* Xy + 1 Xs+ h° Xg+ ...) = constante

por lo que, para cada potencia de 4,
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> Xo = constante

ZXI =0
ZXZ =0
ZX3 =0

La primera de las expresiones la cumple la solucidon no perturbada y el resto puede
escribirse (1 es un vector-columna con todos los elementos igual a 1), para n > 0,

X,1=0 {15.8}

Combinando {15.6}, {15.7}, {15.5} y {15.8} plantearemos el sistema lineal*', para n > 0,

XT
U an =R, (15.91
Yl'l
donde
0 -AY, B-gA
| (-AY)" I -X,A
| B-2,A)" (-X,A)" 0
17 0 0
i n-l n—1 7
A(Z Yn—iai) + M(z Yn—i—lai) - NYn—l
=l i=0
n-l n—1
R = z XiAYﬂ—i + z XiMYn—i—l
no =l i=0
n-1 n—1
((Z aan—i )A + (Z aan—i—l )M - Xn_lN)T
i=1 i=0
0

Si conocemos la solucion del problema no perturbado, si conocemos &, Xy € Yy, entonces
podemos formar la matriz U y para cualquier # el vector R, involucra a los términos de las
series de grado menor que x. Por lo tanto si conocemos o, Xg € Yo podemos calcular Ry,
resolver el sistema de ecuaciones lineales {15.9} y obtener ¢, X; e Yy; conociendo estas
magnitudes podemos calcular R,, resolver {159} y obtener a, X; e Y, y asi

. I . : 122
sucesivamente hasta obtener todos los términos de las series que queramos “~°. No obstante

121 Estudiaremos mas adelante sus condiciones de solucion.
122 Ademéas como

Xu
a
Y

n

- U'R,

n
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hacemos notar que estas series tienen un radio de convergencia, que no estudiaremos aqui,

123 ,
1'~7; mas

de manera que para valores de /# que lo superen este planteamiento no resulta 1ti
adelante senalaremos un método para intentar solventar esta dificultad.
15.1.1 Primer término de la serie para el autovalor
Detallaremos el primer término perturbativo ¢, la tasa a la que cambia el factor ante la
perturbacion. Vimos que de {15.1} nos queda
XiB+XoN— (a0 X1+ a1 Xo) A— g Xo M =0
Ordenando tenemos
XiB-agA)+ Xo(N—ao M)+ a1 Xo A=0
y multiplicando por Y
X;B-—aA) Yo+ Xo(N—aoM) Yo+ ;1 Xo A Yo=0
Por lo tanto despejando ) nos queda

X, (B-a,A)Y, +X,(N-a,M)Y,
X,AY,

a,

Pero desde {15.2} (B— oy A) Yo=0y desde {15.3} ap— Xy A Yo=0, por lo que

o = X{—M+§]YO {15.10}
0

En definitiva, ante una perturbacion de las recetas la tasa a la que cambia el factor de

., L. . . ., 124
expansion maximo es el precio actualizado total de la perturbacion .

s6lo necesitamos calcular la pseudo-inversa de U. Con el superindice ~ anotamos la inversa generalizada o
pseudo-inversa de Moore-Penrose. Observemos que U no depende de # ni tampoco de M y N, por lo que a
partir de U" podemos obtener todos los coeficientes de las series con un bajo coste computacional, y ademas
esta misma matriz nos servira para calcular cualquier perturbacién cambiando las correspondientes M y N.

En realidad a partir de {15.5} y tomando por ejemplo la normalizacién {15.8} pueden calcularse estas series
para el autovalor y los autovectores por la izquierda resolviendo sucesivamente el sistema lineal cuadrado

B —a A 1 n—1 n—1
0 e —
e e o] Saon s S om-xe o
Igualmente podriamos afiadir una normalizacién para los autovectores por la derecha y a partir de {15.6}
tendriamos un sistema lineal cuadrado que nos permitiria calcular sucesivamente los términos de las series.
Sin afiadir una normalizacion hubiéramos podido también calcular los coeficientes de las series, pero
dependiendo de parametros, y ademas para hacer compatible los resultados de las series con la solucion de
VN hubiéramos tenido que afadir la normalizacion a posteriori. Por ello {15.3} parece natural para expresar
el vinculo entre los autovectores por la derecha y por la izquierda, y aunque {15.8} no es completamente
general, usaremos también esta condicion para simplificar la exposicion; mas general seria la normalizacion
-1
2 _ P T_ N T
> X(h)” = constante, que implica que, paran >0, 2X,X, = —Z X; X, -
i=1
'3 Por supuesto, las series solo seguirdn informéndonos de la solucién de VN para los 4 con los que siguen
cumpliéndose el resto de condiciones, esto es, a los % para los que el factor-VN es positivo y se satisfacen los
signos de intensidades y precios.
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Este resultado'®® nos permite entender mejor los precios. Si aumentamos levemente el
coeficiente de produccion de una materia (o si disminuimos su coeficiente de insumo) el
factor de expansidn maximo aumentara si su precio es positivo, disminuira si es negativo y
no se modificara si es nulo. Las materias con precio negativo son pues aquellas en las que
un pequefio incremento de su coeficiente de produccion (o una reduccion de su coeficiente
de consumo) supone una reduccion del factor de crecimiento maximo. Ademas el factor
variard justo en proporcion al precio; si modificamos alternativamente la produccion de
dos materias en un proceso, ambas con precio positivo pero una valiendo el triple que la
otra, el factor-VN aumentard el triple en el primer caso que en el segundo. Y la variacién
del factor depende del momento en el que operan los coeficientes que modificamos, de
forma que hay que tener en cuenta la actualizacion. Por lo tanto, el precio de una materia
es la medida en la que una leve perturbacion en el balance material correspondiente afecta
al factor de expansion'®® (e interés). Ademas esta variacion también depende de la
intensidad del proceso involucrado, y si modificamos alternativamente la produccion de
una misma materia en dos procesos diferentes el factor-VN aumentara en la proporcion de
las intensidades respectivas. Por lo tanto, la intensidad que se corresponde a un proceso es
la medida en la que una leve perturbacion en su balance contable afecta al factor de
interés'?’ (y expansion).

15.1.2 Primeros términos de la series para los autovectores

Desde {15.1} tenemos

124 Recordemos que nos referimos siempre a perturbaciones locales. Por lo tanto ésta es una propiedad
aplicable solo si sigue existiendo solucion, si el sistema basico no cambia y si el nuevo autovalor se
corresponde a la serie del antiguo.
12> Que ademas resulta facil generalizar. Por ejemplo en el caso en tiempo discreto, para unas perturbaciones
correspondientes f, + / g, nos queda

o =X0(g0 +g—‘+g—22+g—33+g—‘2+..)Y0

0 Q& & &

126 Esta es una propiedad de los multiplicadores de Lagrange en cualquier problema de optimizacion
restringida, ya que el multiplicador de Lagrange que se corresponde a una restriccion es la tasa a la que
cambia la funcion objetivo en el maximo ante una variacion en la restriccion. Pero hacemos notar que en este
capitulo hemos deducido esta propiedad sin hacer referencia al caracter de multiplicadores de Lagrange de
los precios, sino solo al hecho de que son los autovectores por la derecha de un problema de autovalores.
Si tratamos los flujos impuestos como en §13.3.2 y mantenemos como normalizacion que la suma de las
intensidades es 1, la perturbacion del flujo impuesto g; es equivalente a la perturbacién de todos los
elementos de la columna j de S (y por lo tanto de A) con el signo cambiado, por lo que

== (2x) Y, = V),
que es la formula que vimos en {13.4}.
127Y esta afirmacion nos lleva a sospechar que las intensidades son a su vez los multiplicadores de Lagrange
de un problema de optimizacion en donde la funcion objetivo es el factor de interés y donde los balances
contables son las restricciones. Mas adelante comprobaremos que efectivamente éste es el caso.
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XiB+XoN— (a0 Xq+ a1 Xo) A— g Xo M =0
por lo que nos queda

X;U=-XpR
donde

U:—A+B/0{0
R=-M+N/o—A o/ o

Pero por hipétesis U es una matriz singular y este sistema lineal tienen un grado de
libertad. No obstante si afiadimos una normalizaciéon como {15.8} para las X; tenemos un

. . . ;. . r : 12
sistema lineal en el que estas variables son las Gnicas incognitas'**, por lo que

X, =[-X,R 0][u 1] {15.11}

Igualmente desde {15.2} tenemos
BY: +NYo-AXY1aw+Yoa))-MYpn=0

por lo que
UY;=—-RY,

Como nos interesa que se cumpla {15.3}, podemos afiadir como normalizacion para Y
a1 —XoAY1—-X1AYo—- X MYy=0

y por lo tanto resulta'*

U T ~RY,
Y, = {15.12}
X,A| |a,-X,AY,-X,MY,

15.1.3 Analisis con ecuaciones diferenciales
Soélo con los primeros términos de las series podemos calcular el efecto de la perturbacion

resolviendo unas ecuaciones diferenciales. De {15.10}, {15.11} y {15.12} nos queda

4% X (-M+N/a)Y

dh

X __xr o][u 1]

dh

N v T[ ~RY

R o

dh | X(A+AM)| | == —"=(A+AM)Y -XMY

dh dh

128 §i conocemos Xy, Yo y o desde {15.10} podemos calcular ;. Estamos ante un sistema lineal
rectangular, pero hubiéramos podido incorporar la normalizacion sumandola al resto de las ecuaciones, o
prescindir de una de las columnas de U y de R, y entonces tendriamos un sistema lineal cuadrado que
podriamos resolver con la inversa habitual.

12 También podemos prescindir de una de las filas de Uy de R y expresar Y; como la solucién del sistema
lineal cuadrado resultante. Recordemos que nos referimos siempre a perturbaciones locales.
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donde hemos anotado a(/), X(%4) e Y (/) de manera abreviada como o, X e Y, y donde
U=—-(A+hM)+(B+hN)/a
R=—M+N/a—(A+hM)i—Z/a

Estas ecuaciones diferenciales tienen la ventaja de que nos permiten estudiar las
perturbaciones incluso en alguna situacién en la que las series divergen'’.

15.1.4 Ejemplos de analisis de perturbaciones en VN

Unos ejemplos aclarardn la exposicion. Estudiemos como cambia la solucion de VN para
nuestras recetas de §2.5 si incrementamos el coeficiente de produccion de trigo del primer
proceso. La solucion de VN para el problema no perturbado resultaba o = 1.25,
X¢=1.25'[4, 6, 0], Y= 1.257[1/2624, 15/2624], por lo que los procesos que operan, el 1°
y el 2° forman un sistema cuadrado y la solucion es no degenerada, y por lo tanto

podemos aplicar las formulas que hemos deducido. Tenemos para los procesos que operan
280 12 575 0 0 0 1 0
A= B= M= N=
120 8 0 20 0 0 0 0
El primer término de la serie para el factor de expansion nos queda desde {15.10}

1/125 0] 1/2624
a=1[4 6] =4 x 1/1.25 x 1/2624 = 1/820
0 0][15/2624

que es el precio actualizado de la perturbacion. Por lo tanto si aumentamos la produccion

de trigo del primer proceso en una pequefia cantidad % el nuevo factor de expansion sera
ah)y=a+toah+...=1.25+1/820 h

En este ejemplo s6lo con el primer término de la serie obtenemos una aproximacion

. . 131 . .
razonable incluso para una /4 considerablemente grande ~', y ademés podemos reducir el

130 Estas formulas no caen en circularidad ya que conociendo a(h), X(h) e Y(h), conociendo las variables
para un /4 cualquiera (por ejemplo para el problema sin perturbar con # = 0), podemos calcular U y da/dh;
con esta tasa obtenemos R y por lo tanto dX/dh; y de aqui calculamos dY/dh. De hecho hubiéramos podido
escribir las ecuaciones diferenciales usando simplemente {15.9} para n = 1, pero este planteamiento nos
permite afirmar que, si con las normalizaciones respectivas que hemos usado {15.3} y {15.4} los sistemas
{15.11} y {15.12} tienen solucién tnica, entonces {15.9} tendra solucion unica para n = 1, y por lo tanto
también para todo n > 1. Ademas podemos resolverlas para todos los autovalores del sistema basico, o
incluso variando M y N con /. No obstante estas ecuaciones estan limitadas a las & no nulas y a los / para
los que los sistemas lineales tienen una solucion.

131 Comprobemos la eficacia de la aproximacion solo con el primer término de la serie para diferentes &

h factor-VN 1.25+1/820 A error

0.01 1.250012195017 1.250012195121 —0.000000000104
0.1 1.250121940773 1.250121951219 —-0.000000010446
1 1.251218468290 1.251219512195 —-0.000001043905
10 1.262091420526 1.262195121951 —-0.000103701425
100 1.362230732200 1.371951219512 —0.009720487312
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error de la aproximacién todo lo que queramos calculando més términos de la serie'™.
Pero no siempre sera éste el caso, porque las series tienen un radio de convergencia fuera
del cual no permiten obtener una aproximacioén razonable, aunque entonces podemos
atacar el problema con las ecuaciones diferenciales. En definitiva, a partir de los primeros
términos de las series nos queda

a(h) = 1.25+0.0012195121 &
x1(h) / xa(h) = (4 — 00046829268 h) / (6 + 0.0046829268 h)
y1(h) / y2(h) = (0.0003810975 + 0.000000165 /) / (0.0057164634 + 0.000013629 /)

Con la perturbacion, con el incremento del coeficiente de produccion del trigo en una
cantidad / pequeiia, el factor-VN crecerd, la intensidad del proceso de produccién de trigo
con respecto a la del proceso de produccion de hierro disminuird y el precio del trigo con
respecto al precio del hierro disminuird también. Por lo tanto en nuestro ejemplo

intensidades y precios “reaccionan” a la perturbacion.

Tratemos otro caso, la modificacion de las tasas de reproduccion y supervivencia en la
matriz de Leslie. Desde {15.10} si perturbamos la tasa de reproduccion b, (aqui el
subindice » se refiere de nuevo al grupo de edad), haciendo el elemento de la matriz N
correspondiente igual a 1, nos queda
o =xy/ a

con lo que la tasa a la que aumenta el factor de expansion sera proporcional al nimero de
mujeres en el grupo de edad correspondiente x,. Si perturbamos de la misma manera la
tasa de supervivencia s, nos queda

ar =Xyl @

2 Desde {15.9} los cinco primeros términos de las series quedan
o(h)=1.25+0.001219512195122 h — 1.044674337284719x10°° h? +
+7.706104570095486x 107" 1* — 4.619729169844813x10™" A* + 1.836967825097845x107 1> + ...
x1(h) =4 — 0.468292682926829x 107 h + 0.492529127551835%107° h* —
—0.470291795602722x10° 1* + 0.409226457454267x 10" h* — 0.324338773786344x107* A° + ...
x2(h) = 6 + 0.468292682926829x 107 1 — 0.492529127551835%10™ h* +
+0.470291795602722x10° 1* — 0.409226457454267x 10" h* + 0.324338773786344x10™ 1’ + ...
y1(h) = 0.0003810975609756 + 0.001650440359252x10* h — 0.050907935432822x10™ h* +
+0.055682475069206x107"" 4 — 0.034060445090357x 10 h* — 0.000631584924596x 1077 A° + ...
ya(h) = 0.0057164634146342 + 0.136297354942615x10™ h — 0.147855702604983% 10 h* —
—0.695171393685194x10™"" /* + 0.957840952893431x 107 A* — 0.679617556271054x10"7 1° + ...
Sélo con estos cinco primeros términos las series para 2 = 100 resultan a = 1.362230726272485,
X = [3.576634104452405, 6.423365895547596], Y =[0.000393033872172, 0.007058589559060]. Para
h =100 la solucion de VN queda = 1.362230732200013, X = [3.576636295322016, 6.423363704677985],
Y =[0.000393034145260, 0.007058590963433], por lo que el error es del orden de 10°. Si hubiéramos
usado diez términos el error seria del orden de 1077, etc.
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Por lo tanto si aumentamos (levemente) la tasa de supervivencia correspondiente a una
edad el factor de expansion aumentara en proporcion al nimero de mujeres en ese grupo
de edad x, por el valor reproductivo correspondiente a la edad siguiente y,+;. Si a esta edad
le corresponde un valor reproductivo nulo el factor no se modificard; aunque las mujeres
que ya no van a tener hijos vivan mas tiempo no cambiard el factor de expansion. Vemos
que el andlisis de las perturbaciones nos permite dar una nueva interpretacion a los valores

reproductivos.

15.2 Introduccion y retirada de un proceso

15.2.1 Andlisis mediante perturbaciones

Hay varias opciones para estudiar la manera en la que cambia la solucion de VN cuando
afiadimos un proceso, y una primera consiste en usar el andlisis de perturbaciones
desarrollado. Si partimos de unas recetas para la que VN tiene una solucion (cuadrada y no
degenerada) y que queremos saber cual seria la nueva solucion si afiadimos un proceso a
los disponibles y éste substituye a uno de los antiguos en el sistema basico, podemos
plantear la perturbacion correspondiente a cada posible sustitucion. Anotemos las recetas
del proceso i como A; y B; y las del nuevo proceso como A, y B,. La sustitucion del
proceso i por el nuevo la trataremos con las matrices M y N, nulas para todas las filas
menos para la i, que resultaria M; = A, — A; y Ni= B, — B;, de forma que con 4 = 1
tenemos que la matriz de insumos incluird en la fila i el proceso nuevo. Conociendo las
posibles magnitudes de las variables para cada sustitucion escogemos aquellas que
cumplan el resto de condiciones de VN. Por ejemplo, si a los procesos vistos en §15.1.4

les agregaramos el proceso

[100 9] — [200 10]
si el nuevo proceso substituyera al primero de los antiguos planteariamos la perturbacién
100—-280 9-12 200-575 10-0
M = N =
0 0 0 0

esto es, la que resulta del nuevo proceso menos el viejo. De igual manera si el nuevo

proceso substituyera al segundo de los antiguos nos queda la perturbacién

0 0 0 0
M= N=
100-120 9-8 200-0 10-20
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A partir de las series correspondientes, o de las ecuaciones diferenciales, para 7 = 1

. . 1
obtenemos las posibles nuevas soluciones de VN en cada caso'*’.

La retirada de un proceso puede estudiarse de manera similar, si el proceso retirado
operaba y es substituido por otro en el sistema bésico, perturbando su receta con el resto
de procesos disponibles que no operaban. Por ejemplo, si retiramos el primer proceso de
§1.1, éste seria substituido ocasionalmente por el Unico disponible que no operaba, el
tercero. El analisis de la perturbacion quedaria

{280—280 12—12} N_{400—575 o-o}

0 0 0 0

. 134 . . , . .
esto es, el tercer proceso menos el primero ~. Si hubiera mas procesos disponibles

planteariamos la perturbacion para cada proceso.

Debemos recordar que este analisis con perturbaciones es de tipo local, y por ello es
posible que la introduccion o la retirada de un proceso implique que no exista solucion,
que cambie el sistema basico o que el autovalor para el que esté definida la nueva solucion
sea diferente del que se corresponde al desarrollo en serie del antiguo. Ademas no siempre
las series seran convergentes o las ecuaciones diferenciales alcanzaran una /4 igual a 1
manteniendo los sistemas lineales implicados solucion.
15.2.2 Analisis mediante las condiciones de maximo de VN
Otra perspectiva es usar las condiciones de maximo de VN. Si para unos procesos VN
tiene solucion y anadimos otro existen tres posibilidades dependiendo de como se satisface
el balance contable del nuevo proceso con los precios y el factor anteriores, para
cualquiera de las formas de escribir las recetas'>”:

e si se satisface con holgura: se cumplen las condiciones de maximo con el nuevo

proceso no operando y tenemos una solucién con el mismo factor, precios e

intensidades para el resto de procesos;

133 Las series con 20 términos resultan para 2 = 1 en el primer caso o= 1.4286, X =[0.7500, 0.2500],
Y =[0.0051, 0.1020], y en el segundo = 1.7310, X =[-0.3683, 1.3683], Y =[0.0196, 0.1053]. Por lo tanto
si el problema esta en la forma estandar la solucion de VN se corresponde al primer caso, ya que el segundo
implica intensidades negativas. El error cometido con la serie es del orden de 10°°. Por supuesto, también es
posible que la introduccién de un nuevo proceso no altere el sistema basico y que permanezcan los antiguos.
34 De hecho esta perturbacion es similar a la que estudiamos en §15.1.4, pero con / = -175.

133 Con el método de Lagrange se obtienen condiciones de maximo local. Como nosotros estamos estudiando
las perturbaciones de tipo local podemos usar estas condiciones, pero debemos ser conscientes de que es
posible que la introduccion o la retirada de un proceso produzca cambios de tipo global; mas adelante
pondremos algtin ejemplo de esto.
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e si se satisface sin holgura (con signo =): se cumplen las condiciones de maximo
por lo que el factor sera el mismo, pero ademads de la vieja solucion es posible que
exista otra con el mismo factor pero con el nuevo proceso operando;

e sino se satisface: no se cumplen las condiciones de maximo y la vieja solucion ya
no lo serd, y entonces es posible que exista otra con el nuevo proceso operando y
con un factor mayor, o también que el problema no esté acotado'*°.

En cualquier caso la introduccion de un nuevo proceso no provocara que disminuya el
factor de expansion maximo, ya que siempre existe la posibilidad de no utilizarlo, y e/

.. . . 137
balance contable es el criterio que determina si el nuevo proceso opera o no.

Si para unos procesos VN tiene solucion y retiramos uno, existen dos posibilidades
dependiendo de la intensidad del proceso retirado:

e si era nula: las restricciones y las condiciones de maximo seguiran cumpliéndose
por lo que el factor, las intensidades del resto de procesos y los precios no se veran
alterados;

e sino era nula: es posible que s6lo con los otros procesos no exista una asignacion
factible, que no haya solucion, pero si la hay ésta no podrd mostrar en ningiin caso
un factor mayor que antes'>".

Por lo tanto la retirada de un proceso no aumentard el factor de expansion, porque

estamos eliminando la posibilidad de utilizarlo.

136 En este caso el factor no puede ser igual o menor que antes, porque entonces tendrian que cumplirse las
condiciones de maximo. Pero puede ser que con el nuevo proceso el factor no esté acotado y que por ello
VN no tenga solucion. No obstante si estamos ante la forma candnica y todos los procesos, también el que
incorporamos, cumplen el supuesto S2 de §14.1 entonces el problema estara acotado.

137 Recordemos una vez mas que nos referimos a perturbaciones locales. Asi para los procesos

] >l 3

existiran dos soluciones para VN en la forma estandar, con o =3, X, =3'[1,0], Y,=37[3,0] y con =2,
X=2'[0, 1], Y¢=2"0, 2]. Pero si afiadimos el proceso

[0 0] (1 0]
su condicion de maximo resulta

41 / (04 S 0
Para el autovalor =3 esta condicion no se satisface y la nueva solucion no estara acotada, pero para el
autovalor =2 si se satisface sin holgura y queda la soluciéon a=2, X,=2'[0, 1, 0], Y, =2" [0, 2]. Por lo
tanto, afiadiendo un proceso una de las dos soluciones se vuelve no acotada y con la otra no se modifica el
factor, como sefialamos. Si tomaramos el mayor de los factores para los que existe solucion como referencia,
de manera no local, el factor maximo disminuiria con la introduccion de un proceso.
1% Porque entonces incorporando de nuevo la receta obtendriamos un factor menor, en contradiccion con lo
dicho. Recordemos siempre el caracter local de estas afirmaciones.
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En resumen, introducir un proceso implica aumentar las posibilidades de accion del
sistema y por ello el factor no decrecera (localmente); retirar un proceso implica disminuir

las opciones del sistema y por ello el factor no crecerd (localmente también).

Esto tiene implicaciones interesantes. Por ejemplo, vimos en §12 como podiamos
modelizar los intercambios de una economia con un entorno mercantil. Por lo tanto si una
economia aislada tiene solucion para VN y modelizamos la introduccion de la misma en
un entorno mercantil afiadiendo los procesos de intercambio esa introducciéon no
disminuira su factor de expansion (por supuesto, estamos razonando bajo el supuesto de
que los intercambios son voluntarios). Igualmente si un desarrollo cientifico permite el
descubrimiento de una nueva receta su incorporacion a las disponibles por el sistema no
provocard que disminuya el factor, si las antiguas pueden seguir operando. Ademas el
balance contable juega un papel fundamental a la hora de decidir si un nuevo proceso
operara. Como vimos en VN el balance contable era el beneficio, por lo que se entiende la
importancia de su toma en consideracion. Debemos insistir en el caracter local de estos

razonamientos, porque las condiciones de maximo de Lagrange son de tipo local.

15.3 Introduccion y retirada de una materia

15.3.1 Analisis mediante perturbaciones

Si la introduccion de una materia implica la substitucion de una antigua en el sistema
basico podemos intentar analizar la nueva solucidon sin necesidad de resolver el nuevo
problema utilizando las series perturbativas, de forma analoga a como procedimos en
§15.2.1 con los procesos, perturbando cada columna con la nueva. Y la retirada de una
materia puede estudiarse de manera similar, si la vieja materia tenia precio no nulo y es
substituida por otra, perturbando su columna con las materias que tenian precio nulo. No
expondremos este punto para no alargar la exposicion porque realmente es andlogo a lo
visto en §15.2.1 con los procesos.

15.3.2 Andlisis mediante las restricciones de VN

Si para unas materias VN tiene solucién y anadimos otra existen tres posibilidades
dependiendo de como se satisface el balance material de la nueva materia con las

intensidades y el factor anteriores:
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e si se satisface con holgura: se cumplen las restricciones con la nueva materia con
precio nulo y tenemos una solucion con el mismo factor, intensidades y precios
para el resto de procesos;

e si se satisface sin holgura: se cumplen las restricciones por lo que el factor serd el
mismo, pero ademas de la vieja solucion es posible que exista otra con el mismo
factor pero con la nueva materia con precio no nulo;

e i no se satisface: no se cumplen las restricciones y la vieja solucion ya no lo sera,
y entonces es posible que exista otra con la nueva materia con precio no nulo y con
un factor menor, o también que el problema no sea factible'>.

En cualquier caso, la introduccion de una nueva materia no provocara que aumente el

factor de expansion mdximo, ya que estamos afiadiendo una restriccion, y el balance

material es el criterio que determina si la nueva materia tiene precio nulo o no.

Si para unas materias VN tiene solucidon y retiramos una, existen dos posibilidades
dependiendo del precio de la materia retirada:

e si era nulo: las restricciones y las condiciones de maximo seguiran cumpliéndose
por lo que el factor, las intensidades y los precios del resto de materias no se veran
alterados;

e i no era nulo: es posible que solo con el resto de materias el problema no esté
acotado, y por ello que no haya solucidn, pero si la hay ésta no podra mostrar en
ningun caso un factor menor que antes'*.

Por lo tanto /a retirada de una materia no provocara que disminuya el factor de expansion

mdaximo (siempre localmente), porque estamos retirando una restriccion.

En resumen, introducir una materia en el sistema implica afiadir una restriccion, y por ello
que el factor en ninglin caso crezca; retirar una materia implica eliminar una restriccion, y
por ello que el factor en ninglin caso decrezca. Ademas el balance material juega un papel
fundamental a la hora de determinar si la materia anadida tendra precio nulo o no. Y si un

balance material se cumple con holgura la solucion no se modificara por retirar la materia.

13 En este caso el factor no puede ser igual o mayor que el anterior porque entonces tendrian que cumplirse
las restricciones. Pero puede ser que con la nueva materia las restricciones no sean factibles, y que por ello
VN no tenga solucion. No obstante si estamos ante la forma canonica y todas las materias, también la que
incorporamos, cumplen el supuesto S1 de §14.1 entonces existira una solucion factible.

19 Porque entonces incorporando de nuevo la materia obtendriamos un factor mayor, en contradiccion con lo
dicho. Pero si estamos en la forma canodnica y se cumple el supuesto S2 de §14.1 el problema estara acotado.
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15.4 Cambio de tipo de una materia

Dado que podemos escribir nuestros problemas en la forma estandar, el cambio del tipo de
una materia puede estudiarse como la introduccién o la retirada de los procesos de
eliminacion o incorporacion gratuita que usabamos en §11.3.1. La incorporacién de un
proceso implica aumentar la posibilidad de accion del sistema, y por lo tanto que « no
disminuya o que el problema no sea factible, e igualmente la retirada de un proceso

implica que @ no aumente o que el problema resulte no acotado. Nos queda

210 aumenta o Tipo posterior
problemauno factible Expulsable Incorporable Ilimitada Limitada
Proceso de Proceso de Procesos de
eliminacion. incorporacion. eliminacion e
incorporacion.
Expulsable Retiramos el proceso de Retiramos el
Proceso de eliminacion y ainadimos proceso de
eliminacion. el de incorporacion. eliminacion.
Incorporable Retiramos el proceso Retiramos el
Proceso de de incorporacion y proceso de
8 incorporacion. afiadimos el de incorporacién.
g eliminacion.
g Ilimitada Retiramos el proceso Retiramos el proceso de Retiramos los
Ag_ Procesos de de incorporacion. eliminacion. procesos de
&= eliminacion e incqrppraqién y
incorporacion. eliminacion.
Limitada

En consecuencia, si la materia era ilimitada el cambio a cualquier otro tipo no producira
que « aumente, porque equivale a retirar procesos; si la materia era limitada el cambio a
cualquier otro tipo no producird que « disminuya, porque equivale a afiadir procesos; el
cambio de cualquier tipo a ilimitada no producird que « disminuya, y el cambio a limitada
no producird que o aumente (no obstante recordemos que la retirada de un proceso que
operaba puede provocar que la solucion deje de ser factible, y la introduccion de un
proceso que deje de ser acotada). Por ejemplo, si el entorno no puede seguir proveyendo al
sistema sin limites de una materia podemos modelizar esta situacion modificando el tipo
de materia de ilimitada a limitada y el factor de expansion no aumentara con este cambio.
También vimos que el modelo VN original suponia que las materias eran expulsables,
mientras que el nuestro (en forma estandar) que eran limitadas; por lo tanto para unas
recetas A y B iguales el factor solucion del problema original no serd menor que el

nuestro.
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15.5 Cambio de tipo de un proceso

Vimos en §11.3.2 que podiamos escribir los tipos de procesos en la forma estdndar
modificando el signo de sus flujos netos. Podemos pues tratar el cambio de tipo de
procesos con la incorporacioén o eliminacion de procesos, con el signo de sus flujos netos
cambiado cuando corresponda. Como con la introduccioén de un proceso  no disminuira o
el problema resultard no acotado y como con la retirada de un proceso & no aumentara o el

problema resultara no factible, nos queda

e Tipo posterior
u . p .
problema no factible Directo Inverso Mixto Imposible
Proceso con el signo | Proceso con el signo | Procesos con el signo Proceso no disponible.
de los flujos sin de los flujos de los flujos sin
cambiar. cambiado. cambiar y cambiado.
Directo Cambiamos el signo Retiramos el proceso
Proceso con el signo de los flujos del con el signo de los
de los flujos sin proceso. flujos sin cambiar.
cambiar.
Inverso Cambiamos el signo Retiramos el proceso
« | Proceso con el signo de los flujos del con el signo de los
= de los flujos proceso. flujos cambiado.
‘qa) cambiado.
< n n -
° Mixto Retiramos el proceso | Retiramos el proceso Retiramos los procesos
E Procesos con el signo con el signo de los con el signo de los con el signo de los
de los flujos sin flujos cambiado. flujos sin cambiar. flujos sin cambiar y
cambiar y cambiado. cambiado.
Imposible
Proceso no
disponible.

Por lo tanto, si el proceso era mixto el cambio a cualquier otro tipo no producird que «
aumente, porque equivale a retirar procesos. Y si el proceso era imposible el cambio a
cualquier otro tipo no producird que « disminuya, porque equivale a afiadir procesos. El
cambio de cualquier tipo a mixto no producird que « disminuya, y el cambio a imposible

no producira que « aumente.

15.6 Analisis de perturbaciones en TE

El andlisis de perturbaciones en TE es similar al de VN, ya que también podemos
plantearlo como un problema de autovalores, y por ello no estudiaremos su deduccion
detallada. Anotaremos como M la perturbacion de (V — W) y como N la de de (D — C).
Las ecuaciones perturbadas resultan

X(h) (D~ C+hN—eh)(V-W+hM))=0
(D-C+hN—eg(h)(V-W+hM)Y(h) =0

donde ademas desde {3.2} tenemos

1-X(h) (V-W+hM)Y(h) =0
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Para obtener las series correspondientes a TE tenemos que substituir en {15.9} ¢, por &,
la matriz A por (V — W) y la matriz B por (D — C). Ademas tomando en cuenta {3.2} y
normalizando también las intensidades para que su suma sea constante para todo #,

tenemos un sistema lineal similar a {15.9} con la matriz U y el vector R, definidos
141

como
0 -(V-W)Y, (D-C)—¢,(V-W)
| =V=WYY)T 0 ~X,(V-W)
[ (D=-C) =, (V-W)" (=X,(V-W)) 0
1" 0 0

n—1 n—1
(V - W)(Z Yn—i gi) + M(Z Yn—i—] 81.) - NYn—l
i=1 i=0

f: X| (V- W)Yn—i + f XMY,
i=1

i=0

(ZeX, V=W + (XX, M= (X,,N)'
=1 z:(;)

Para deducir ¢, del balance material perturbado nos queda

Xo(D-C)+eXg(W-V)=0
XiMD-C)+XgN+ (60 X1+ Xg) (W=V)—eo XM =0

etc. Ordenando tenemos

Xi (D—C -+ (W=V)+ Xo(N=e M) +&1 Xo (W=V)=0
y multiplicando por Y

XIiMD-C+e(W-V) Yo+ Xo(N-ecM) Yo+ Xo(W-V)Y,=0
Despejando € nos queda

_ X,(D-C+&(W-V)Y, +X,(N-gM)Y,

1 X,(W-V)Y,

Pero por hipotesis (D —C — g (V-W)) Yo=0y 1 —Xo (V-W) Yy=0, por lo que

& =X,(-e,M+N)Y, {15.13}
En definitiva, ante una perturbacion de las recetas la tasa a la que cambia el factor de
explotacion es el valor-trabajo total de la perturbacion. El valor-trabajo de una materia es

la medida en la que una leve perturbacion en el balance material correspondiente afecta al

4! Hacemos notar que la matriz U afiadiéndole la columna [1 0 0 0] es la matriz de las segundas derivadas
parciales del lagrangiano de TE con respecto a las variables (las intensidades X, y el factor &) y los
multiplicadores de Lagrange (los valores Y, y el multiplicador # que se corresponde a la normalizacion de
las intensidades), o hessiano orlado. Si hubiéramos incluido el desarrollo en serie de x nos quedaria U ya
con esta columna, pero no lo hemos hecho para simplificar la exposicion ya que u sera 0 para cualquier /.
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factor al que pueden reducirse las jornadas (para perturbaciones locales). También
comprobamos que las intensidades-trabajo son la medida en la que una leve perturbacion
en el balance contable del proceso correspondiente, en la plusvalia, afecta al factor de

plusvalia (y explotacion).
El resto del andlisis es similar a lo visto en VN, y también pueden escribirse las ecuaciones

diferenciales perturbativas para TE usando el primer término de las series, podemos

plantear de la misma manera la introduccion y retirada de procesos y materias, etc.
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16: Algoritmos

Uno de los aspectos mas divertidos e instructivos de la teoria econdmica es plantear las
recetas y resolver las ecuaciones por uno mismo. Realmente es muy importante practicar
resolviendo algunos casos simples para entender mejor los modelos. A lo largo del texto
ya hemos descrito algunos algoritmos alli donde nos ayudaron a esclarecer el sentido de
las ecuaciones, y éste serd el cometido principal de los que describiremos a continuacion,
aunque por supuesto también nos interesa la eficiencia computacional. Por ello no
detallaremos aqui los criterios de convergencia de estos algoritmos ni explicaremos como

evitar sus inconvenientes.

16.1 Iteraciones

En §7.1 vimos que, bajo una serie de condiciones, las poblaciones sometidas a matrices de
Leslie mostraban una dindmica a largo plazo que tendia a VN. Es obvio que en esta
situacion para resolver VN basta con calcular la dindmica a largo plazo del sistema. De
forma mas general si estamos ante un consumo simple podemos proceder partiendo de

unos vectores X e Y positivos arbitrarios y aplicar las iteraciones

X(") — X(“-l) B
Y(Il) =B Y(ﬂ'l)

hasta que converjan en unas proporciones' 2. & serd entonces el factor con el que crecen
las X™. En definitiva, alli donde podemos calcular la dindmica de un sistema y ésta
converge a VN podemos calcular la solucion de VN simplemente como el

comportamiento a largo plazo del sistema'*.

16.2 Autovalores

Ya hemos sefialado que en VN los procesos con intensidades no nulas deben tener

balances contables nulos y las materias con precios no nulos deben tener balances

'*> Una matriz es irreducible cuando no existe ninguna permutacion de filas y columnas que la convierta en

B, B
B= 1 2
0 B,

donde By, B, y B3 son matrices cuadradas. A partir de unos teoremas de Perron y Frobenius, si B si es una
matriz irreducible puede demostrarse que estas iteraciones convergeran y que las intensidades y precios
resultantes seran positivos. Pero si B no es irreducible es posible que las iteraciones no converjan porque
entren en comportamientos ciclicos.

> No nos extenderemos en esto, pero las iteraciones a veces pueden usarse en condiciones distintas al
consumo simple; por ejemplo, si estamos ante una produccion simple y la matriz A es irreductible. En
ocasiones puede calcularse la soluciéon de VN con iteraciones incluso para matrices rectangulares usando
pseudo-inversas.
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materiales nulos. Para estos procesos y materias, en el caso escrito con A y B, tenemos
(multiplicando ambos balances por &)

é(?az)f’;?:g (16.1}
Cuando las matrices A y B son cuadradas estamos ante un problema de autovalores
generalizados o polinomicos, que ha sido estudiado con gran detalle por su importancia en
muchos terrenos y para el que existen algoritmos muy eficientes. Pero para que estemos

ante una solucion de VN ademas de las ecuaciones anteriores tienen que cumplirse otras

condiciones que afectan a todos los procesos y materias.

En consecuencia para buscar las soluciones de VN procederemos:

1° construimos todos los sistemas cuadrados, o menores, posibles;

2° resolvemos los problemas de autovalores para cada menor y obtenemos los
autovectores por la izquierda y por la derecha para cada autovalor, las intensidades y los
precios para cada factor de expansi(')n144;

3° completamos X e Y atribuyendo una magnitud 0 a las intensidades de los
procesos y a los precios de las materias que no formen parte del menor (también es util
normalizar las intensidades y los precios para que se cumpla la restriccion {2.2});

4° comprobamos si para alguna de las combinaciones de a, X e Y resultantes se

cumplen todas las demas condiciones de VN, y si lo hacen tenemos una solucion.

Para resolver VN con procesos duraderos en tiempo discreto podemos o bien usar la
formulacion que se hace en §8.1 (escribiéndolos con las matrices A y B) o bien definir las
matrices de flujos netos f, como en §8.2 y resolver los problemas de autovalores
polindmicos correspondientes, multiplicando {8.9} y {8.11} para los procesos que operan
por o',

Xfoa"+fia +Hd?+ . +fhad +fhgatfy)=0
foa"+fia" +Hhd7+ . A g at ) Y=0

14 Para unas matrices de orden n x n habra n combinaciones de autovalores ¢ con sus correspondientes
autovectores por la izquierda X y por la derecha Y. Un algoritmo para resolver estas ecuaciones, no muy
eficiente pero si facil de entender, consiste en calcular los autovalores como los & solucion de la ecuacion
det(B — o A) = 0, por ejemplo desarrollando este determinante o polinomio caracteristico y obteniendo sus
raices. A continuacion para cada autovalor podemos calcular los correspondientes autovectores resolviendo
los sistemas lineales homogéneos {16.1}, por ejemplo con la triangulacion de Gauss.
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Con TE podemos seguir el mismo planteamiento, comprobando las condiciones
correspondientes, ya que tenemos también un problema de autovalores polindmicos

X(D-C)+e(W-V)=0
(D-C)+e(W-V)Y=0

Este algoritmo para resolver VN y TE tiene la ventaja de que casi siempre consigue
encontrar todos los maximos relativos posibles, incluso usando algoritmos numéricos para
resolver los problemas de autovalores. Pero tiene el inconveniente de que es muy costoso
desde el punto de vista computacional, porque cuando el nimero de procesos o de
materias es grande el nimero de menores a investigar es muy grande también'*, y por eso
para estos problemas necesitamos otro tipo de aproximacion. Ademds para tratar las
recetas en tiempo continuo necesitariamos resolver problemas de autovalores no
polindmicos, lo que no es tan sencillo como el caso polindmico. No obstante es muy util
para los problemas pequefios (de hecho es el que hemos usado con casi todos los ejemplos
de este trabajo) y nos permite entender mejor nuestros modelos como problemas de

autovalores generalizados.

16.3 Existencia de un comportamiento simple para un factor dado

Otros problemas con los que nuestros modelos tienen una relacion importante son los
programas lineales. Comprobar si existe un comportamiento simple para un factor dado es
muy sencillo resolviendo un programa lineal. Para este tipo de problemas existen
algoritmos muy eficientes, incluso si el nimero de procesos y materias es muy grande, y si
planteamos el problema ademas con el factor-VN o el factor-TE podemos obtener ademas
las correspondientes intensidades y valores, como veremos.

16.3.1 Existencia de un comportamiento simple con un programa lineal

Para cualquier ¢ mayor que 0 podemos calcular la matriz F = F(«), tanto en tiempo
discreto como continuo'*. Si para un factor « el programa lineal

max X0
X

XF>0 (16.2}
X >0

145 Aunque a veces podemos estudiar solo los menores de mayor tamafio, lo que reduce mucho el nimero de
menores a analizar. Por ejemplo éste serd a menudo el caso si rescribimos los modelos a la forma estandar.
16 Supondremos que F estd acotada y que no incluimos los procesos que no realicen ninglin consumo ni
produccion.
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tiene solucion no trivial (con unas X no nulas) entonces existe un crecimiento proporcional
para ese a 'y si la Uinica solucion es la trivial no existe. Hemos escrito nuestro problema en
forma canoénica, pero si no fuera de este tipo podemos escribirlo con los signos
correspondientes o convertirlo a esta forma como vimos en §11.4. Igualmente si {16.2}
con la matriz F = (D — C) + ¢ (W — V) tiene solucién no trivial existird un estado
estacionario para una reduccion de las jornadas ¢ y no existird si la tinica solucién es la
trivial. Mas adelante sefialaremos otras maneras de comprobar si existe un
comportamiento simple con un determinado factor.

16.3.2 Valoresen VN y TE

Las condiciones de maximo de {16.2} resultan

FY<O0
Y>0

donde Y son los multiplicadores de Lagrange. Si estos Y podemos normalizarlos
multiplicandolos por un nimero positivo para que ademas se cumpla que

1+ XF(a)Y=0
(Y tiene que ser no trivial para ello) entonces los @, X e Y cumplen todas las condiciones
de VN, por lo que tenemos las intensidades-VN y los valores-VN. En definitiva, para un
factor o podemos saber si existe un crecimiento proporcional con {16.2}. Si ademas
podemos normalizar los multiplicadores de Lagrange de {16.2} para que se cumpla la

condicidn anterior ¢ sera el factor-VN, X las intensidades-VN e Y los valores-VN.

Si planteamos {16.2} con la matriz F = (D — C) + ¢ (W — V) para un factor ¢ y si los
multiplicadores de Lagrange normalizados permiten que se cumpla ademas

I+ XW-V)Y=0
se cumplen todas las condiciones de TE, por lo que ¢ sera el factor-TE, X las intensidades-

trabajo e Y los valores-trabajo'*’.

147 Si conocemos los autovalores de los menores que vimos en §16.2 podemos resolver {16.2} para cada
autovalor y comprobar si intensidades y valores pueden normalizarse para que se cumplan todas las
condiciones; si lo hacen tendremos una solucion.

Planteemos el dual de {16.2}, con el mismo «, que resulta

min 0Y
Y

FY<0

Y>>0
Este dual nos permite aventurar que al problema VN (y a TE) le corresponde un problema dual, en donde se
minimiza el factor de interés (de plusvalia) de manera que se cumplan los balances contables.
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16.3.3 Biseccion
Podemos utilizar lo visto para encontrar el factor-VN (y el factor-TE). Supongamos que
conocemos un factor oy para el que existe un crecimiento proporcional y un ¢,, mayor
que a4 para el que no existe. Entonces en el intervalo [ay, @) VN debe tener al menos
una solucion. Un algoritmo para encontrar el factor-VN es:

1° definimos @, = (& + o) / 2;

2° comprobamos si existe un crecimiento proporcional para «;

3° si existe redefinimos oy = @, y si no existe redefinimos o, = ;

4° volvemos al punto 1° hasta que &, — & sea menor que una cota prefijada.

Este algoritmo'®® acabard aproximando el factor-VN con toda la precision que
necesitemos y, aunque no encontrara todos los maximos relativos posibles, en el caso de
que estemos ante el modelo VN original si encontrara el maximo absoluto'*. Procediendo
de manera similar, a partir de un &y y un &,,, podemos calcular el factor-TE. Pero el
algoritmo de la biseccidon necesita partir de un o y un @,,, y no siempre sera sencillo
encontrar unos factores asi. Por eso a menudo conviene usar otros algoritmos, ademas de
que con ellos el nimero de veces que hay que resolver el problema auxiliar puede ser

bastante menor para obtener la misma precision.

No obstante si estamos ante el modelo VN original, escrito con las matrices A y B en la
forma canoénica, es muy facil encontrar un o y un a,,, porque si existe un crecimiento
proporcional con un factor a; existird también un crecimiento proporcional en el intervalo
(0, ], ya que todas las materias son expulsables. Para encontrarlos procederemos:

1° definimos ¢, = 1;

2° comprobamos si existe un crecimiento proporcional para o;;

3° si existe redefinimos a; = a, y duplicamos la magnitud de a,; si no existe
redefinimos «,, = &, y reducimos a la mitad la magnitud de «;

4° volvemos a 2° hasta que hayamos definido tanto a,; como .

'8 En Hamburger, Thompson y Weil [1] puede encontrarse una variante de este algoritmo para el modelo
VN original; véase la comparacion con el algoritmo de los autovalores con los menores de mayor tamafio
para el modelo VN original en la pagina 546.

49 En cada iteracion se reduce a la mitad la amplitud del intervalo [y, &), por 1o que en 40 iteraciones se
reduce a una billonésima de la inicial. Y puede modificarse para que encuentre los méaximos relativos; véase
Morgenstern y Thompson [1].
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16.4 Distancias al comportamiento simple para un factor dado

Hay otros problemas auxiliares que podemos usar para determinar si existe un crecimiento
proporcional para un & (o un estado estacionario para ¢) definiendo las correspondientes
matrices F. Si estamos ante la forma canodnica otro problema auxiliar util es el programa
lineal

maxu

X,u

XF>u {16.3}

2X=1

X>0

(podemos transformar un modelo a la forma candnica como vimos en §11.4). Este
problema tendra solucidon para cualquier o positivo, ya que siempre existird una u que
permita que se cumplan los balances materiales X F > u. La u solucion puede interpretarse
como la cantidad mayor que retirandose en todos los balances materiales permite que éstos
se cumplan. Definiremos la funciéon u(«) como la u solucion de este problema para un o.

Si u(@) > 0 existira un comportamiento simple con el factor 'y si u(e) < 0 no'>".

Este problema tiene la ventaja de que, en el caso de que no exista un comportamiento
simple, u(e) nos da una referencia del grado de incumplimiento de los balances
materiales. Esto puede ser usado para encontrar los « con los que si existe un
comportamiento simple, ya que sera habitual que si nos alejamos de las « para las que
existe un comportamiento simple u(a) disminuya. Ademés nos proporciona unas
intensidades X que se corresponden al comportamiento simple cuando éste es posible, y

que cuando no son las que permiten un menor alejamiento a éste (para la distancia

130 Sj tratamos un proceso mixto como en §11.4 u(e) seria 0 para cualquier @, ya que existird una solucion
con los dos procesos que substituyen al mixto con intensidades iguales a 0.5. Podemos evitar esta dificultad
resolviendo {16.3} para cada uno de los procesos que substituyen al mixto y escogiendo la mayor u( ).
Si planteamos {16.3} para las F con el factor-VN (o el factor-TE) los multiplicadores de Lagrange que se
corresponden a las condiciones de balance material seran proporcionales a los precios de VN (o a los
valores-trabajo), si podemos normalizarlos para que cumplan las condiciones de maximo para los factores.
Esto se entiende escribiendo las condiciones de maximo o el correspondiente programa dual

minv

Y.,y

FY<v

2Y=1

Y>>0
Este problema puede interpretarse como el calculo de la cantidad menor que retirandose en todos los
balances contables permite que éstos se cumplan. Tanto el problema {16.3} como su dual son importantes en
la Teoria de juegos y la u solucion puede ser interpretada como el valor del juego con la matriz de pagos F.
John von Neumann ya sefial6 el vinculo de su modelo con la Teoria de juegos; véase Neumann [1b], nota en
pagina 5, y también Neumann y Morgenstern [1], nota en pagina 154.
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correspondiente) "'. Y del analisis de sensibilidad de los programas lineales podemos
deducir facilmente la tasa a la que aumenta la distancia u(@) cuando variamos «, que es
u'(a)=XF'(a) Y, donde Y son los multiplicadores de Lagrange, lo que resulta muy util
en algunos algoritmos. Para TE definiremos las u(¢) con la matrizF= (D - C) + & (W —-V)
y tenemos también que u'(e) =X (W-V) Y.
16.4.1 Uso de las distancias al comportamiento simple
Podemos buscar la solucion de nuestros modelos usando una funcién u(«) de distancia
como la definida. Por ejemplo, podemos proceder resolviendo

max o

a

u(a)>0 {16.4}
a>0

que resulta un problema de maximizacién de una variable positiva con una restriccion; en

el caso de TE buscaremos el mayor ¢ positivo para el que u(e) > 0.

Hay muchos algoritmos que permiten resolver este problema, calculando la magnitud de la
funcion u( @) con la solucion de un problema auxiliar, y con algunos se pueden encontrar
las soluciones de VN y TE con muy pocas iteraciones, solo resolviendo un niamero
pequefio de problemas auxiliares, lo que permite atacar problemas verdaderamente
grandes. Ademas dado que podemos definir las distancias para las recetas tanto en tiempo
discreto como continuo, podemos resolver nuestros modelos también en estos casos. A
continuacion detallaremos uno de estos algoritmos especialmente sencillo.
16.4.2 Newton
Bajo determinadas condiciones para resolver {16.4} incluso basta con encontrar la
solucion de la ecuacion

u(a)=0
Entonces podemos usar cualquiera de los algoritmos cldsicos para encontrar la raiz de una

ecuacion, como el método de Newton-Raphson. Procederemos:

'51'En la forma estandar si existen unas intensidades no triviales que anulan los balances materiales existe un
comportamiento simple. Por lo tanto podemos definir otra distancia a partir de la solucion del problema

min Z (XF)?
X

EX=1

X>0
Este es un problema de minimos cuadrados con variables no negativas y con una restriccion lineal, para el
que existen algoritmos muy eficientes, y que siempre tendra una solucion para cualquier . Ademas
afiadiendo la restriccion a la funcion objetivo, £ (X F)* + (1 — X X)?, tenemos un problema de minimos
cuadrados no negativos. Definiremos #(«) como menos la magnitud de la funcion objetivo.
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1° partimos de un o

2° resolvemos {16.3} para &, obteniendo u(a™) y ademas u'(a™) = X F'(¢™) Y;

inicial;

()
. . u(a
3° calculamos o/ aplicando la formula o™ = o™ —'((—(n)))
u'(a

4° volvemos al punto 2° hasta que o converja.

El método de Newton-Raphson no siempre es convergente, pero cuando lo es lo hace muy
rapidamente. Pero este procedimiento no es general porque a veces la distancia al
comportamiento simple no tiene una raiz simple y sera 0 en un intervalo (lo que ocurrira a
menudo si las materias son limitadas), aunque existen métodos para tratar estos casos.

Procediendo de manera similar podemos resolver TE.

16.5 Linealizacion

El método de Newton-Raphson para resolver una ecuacion no lineal ha sido generalizado
para resolver sistemas de ecuaciones no lineales y con la programacion lineal secuencial
para resolver programas no lineales. En todos los casos se procede partiendo de una
magnitud inicial de las variables, se aproximan las funciones no lineales del problema
original en forma de funciones lineales, se resuelve el problema lineal correspondiente
para obtener una nueva magnitud de las variables, y se itera el procedimiento hasta que las

variables converjan (si lo hacen, porque esto no siempre ocurre).

En VN la funcion objetivo ya es lineal y la linealizacion de las restricciones, en unos o
y X" dados, queda

X F(a) = X F(d™) + (a— ™) X F'(d™)
Ademas normalizando las intensidades evitamos la solucién trivial. Por lo tanto para VN
en la forma estandar nos queda el programa lineal, donde & y X son datos y e y X las
incognitas,

max o

a,X
X F(a") + (a-d) X" F(d") =0
2X=1 {16.5}

X>0
a>0
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Para aplicar el método de la programacién lineal secuencial a VN procederemos'*:
1° partimos de unos o y X iniciales;
2° resolvemos el programa lineal {16.5} para & y X"
3°si el programa lineal no tiene solucion interrumpimos el algoritmo;

(

4° si la tiene definimos oV = & y X" =x y volvemos al punto 2° hasta que las

variables converjan.

Las condiciones de maximo del programa lineal {16.5} resultan

F(&™)Y +u<0, si X > 0 se aplica =
1+ X" F(d™) Y <0, si a> 0 se aplica =

donde Y son los multiplicadores de Lagrange correspondiente a la linealizacion de los
balances materiales y x4 el multiplicador de Lagrange correspondiente a la normalizacién
de las intensidades. Si para unos o y X existe un crecimiento proporcional entonces las
restricciones del programa lineal correspondiente son factibles, ya que se cumpliran por lo
menos para & = & y X = X" normalizando las X. Si la solucion del problema lineal no

altera la magnitud de las variables, si &= &/ y X = X", para un &> 0 se cumple ademas

XF(a)=0

2X=1

X>0

a>0

Flo) Y +u<0, si X > 0 se aplica =

1+ XF(o)Y=0
que son las condiciones de crecimiento proporcional y las condiciones de maximo de VN
(ya que entonces u = 0, porque la normalizacion de las intensidades no afecta al factor de

expansion), por lo que tenemos una solucion para VN.

Este algoritmo no siempre convergera, pero en el caso de que el programa lineal no tenga
solucion existen métodos para no tener que interrumpir el algoritmo en el paso 3°, aunque
no los detallaremos aqui. No obstante si estamos intentando resolver un VN con solucion y
partimos de unos & y X para los que existe un crecimiento proporcional, entonces este

algoritmo a menudo acabaré alcanzando la solucion de VN con muy pocas iteraciones.

En TE podemos proceder de manera similar y la linealizacion resulta

132 Una variante de la linealizaciéon para VN puede consultarse en Robinson [1].
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max &
&, X

X(D-C)+e”W-=V)+ (- X" (W-V)=0
TX=1

X>0

>0

16.6 Simplex

Un algoritmo bien conocido para resolver programas lineales es el método simplex
desarrollado por Dantzig. Nosotros describiremos un método parecido para resolver VN y
TE cuando el nimero de procesos disponibles es mayor que el niimero de materias. Como
en el simplex, partiremos de un sistema basico e iremos afiadiendo y quitando una fila o
proceso a ese sistema basico, aunque en nuestro caso usaremos unos criterios de entrada y
salida diferentes del simplex y trabajaremos con un sistema bdsico que no sera

necesariamente cuadrado.

Procederemos:

1° partimos de un sistema basico, de un conjunto de procesos;

2° para el sistema basico resolvemos VN con un algoritmo cualquiera y obtenemos
el factor de expansion (e interés), las intensidades y los precios correspondientes; si VN no
tuviera solucidn interrumpimos el algoritmo;

3° nuestro criterio de salida serd descartar del sistema basico los procesos que
cumplan las condiciones de maximo con holgura, esto es, los que muestren pérdidas para
los precios y el factor de interés que hemos calculado (y que no operaran);

4° nuestro criterio de entrada serd incorporar al sistema basico el proceso que
incumpla mas las condiciones de méximo de todos los disponibles, esto es, el que obtenga
mayores beneficios para los precios y el factor de interés que hemos calculado; si ningun
proceso obtiene beneficios hemos encontrado una solucién con las intensidades de los
procesos no incluidos en el sistema bésico iguales a 0 e interrumpimos el algoritmo;

5° tenemos un nuevo sistema basico y volvemos al paso 2°.

Por supuesto, con nuestro algoritmo estamos imitando el funcionamiento de los sistemas
mercantiles. En los capitalismos, para los precios y el tipo de interés corriente, si un
proceso produce beneficios es puesto a operar y si produce pérdidas deja de usarse. La

introduccion y la retirada de los procesos provocan un cambio correspondiente en la
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estructura econdmica, y también en los precios y en el factor de expansion (e interés).
Nuestro algoritmo procede imitando la seleccion de técnicas en el capitalismo,
incorporando los procesos mas rentables, descartando los menos rentables y calculando los
precios y el factor de interés que se corresponden a la nueva situacion. Aunque ya
advertimos que en este trabajo no estudiamos la manera en la que opera el mecanismo de
asignacion mercantil, este algoritmo nos permite dar una idea de como este mecanismo

puede llegar a producir una asignacion y unos precios similares a VN.

Se han desarrollado algoritmos similares al simplex o al que acabamos de describir para
resolver varios tipos de problemas de maximizacion restringida, en los que se parte de un
sistema bdsico, se resuelve el problema para el sistema basico, se obtiene un nuevo
sistema basico a partir de unos criterios de entrada y de salida vinculados a las condiciones
de maximo y a los multiplicadores de Lagrange, y se itera el procedimiento. Al igual que
podemos decir que nuestro algoritmo imita el funcionamiento del mecanismo mercantil,
también podemos decir que el mecanismo mercantil imita a nuestro algoritmo y a las
demas variantes del simplex. En efecto, el mecanismo mercantil puede ser concebido
como un algoritmo real que intenta la solucion de un determinado problema de
maximizacion restringida. Si los algoritmos matematicos como el simplex intentan la
solucion de un problema matematico, el algoritmo real que llamamos mecanismo
mercantil intenta la solucion de un problema real, el problema de establecer una
asignacion con un determinado fin. En este algoritmo real los precios juegan el papel de

multiplicadores de Lagrange y la contabilidad el de las condiciones de maximo.

Desde el punto de vista computacional nuestro algoritmo matematico a menudo funciona
muy bien, incluso para sistemas muy grandes. De hecho, como el tamafio de los sistemas
basicos depende fundamentalmente del nimero de materias, ya que los sistemas basicos
seran casi cuadrados, podremos atacar con ¢l problemas con un niimero practicamente
ilimitado de procesos, lo que nos permite estudiar las funciones de produccidén con la
aproximacion poligonal con un nimero de muestras tan grande como queramos y, si
usamos algun algoritmo especialmente eficiente para resolver VN de los sucesivos
sistemas basicos, con un nimero verdaderamente grande de materias. No obstante s6lo
encuentra un maximo relativo que depende del sistema basico de partida, aunque podemos

aprovechar esta circunstancia para buscar diferentes maximos relativos. Pero puede ocurrir
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que no encuentre una solucion para un sistema basico inicial y si para otro, y ademas en
ocasiones entra en pautas ciclicas (como ocurre también con el algoritmo real mercantil),
lo que a veces puede evitarse prescindiendo de descartar procesos de los basicos

saltandose el paso 3°.

Nos interesa que el VN del sistema basico inicial tenga solucion. Para facilitarlo conviene
incluir un niamero de procesos mayor o igual al nimero de materias. Cuando todas las
materias son expulsables podemos reescribir el problema a la forma estandar, anadiendo
un proceso de eliminacion gratuita para cada materia y tratando todas las materias como
limitadas, como vimos, y entonces como sistema bdasico inicial podemos usar los procesos
de eliminacion gratuita junto con uno o mas procesos normales cualquiera. Si estamos
intentando resolver el problema con funciones de produccién, con la aproximacion
poligonal, a menudo se consigue un sistema bdasico inicial con solucidén escogiendo unas
recetas que se correspondan a una situacion donde exista una produccion y un consumo

positivos para cada materia.

Es evidente que podemos usar un esquema similar para resolver TE, usando las

correspondientes condiciones de maximo y multiplicadores de Lagrange.
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17: Asignaciones optimas

17.1 Planteamiento

En este trabajo nos limitamos a estudiar con cierto detalle los comportamientos simples
porque esto es suficiente para nuestros fines. No obstante resulta 1til tratar muy
brevemente los comportamientos no simples para entender mejor nuestros modelos.
Senalaremos para ello sélo algunas caracteristicas generales de estos comportamientos

porque dejamos su estudio detallado para otros trabajos.

Decimos que estamos ante una asignacion factible si con unas recetas dadas las
intensidades son tales que se cumplen los balances materiales para cada materia y las
restricciones de signo para cada proceso'® a lo largo de un intervalo de tiempo. Una
asignacion factible satisface pues las condiciones

Xi1 Ber — X A¢=0
X:>0

Pero para unas recetas a menudo seran posibles muchas asignaciones factibles. Diremos
que estamos en una asignacion optima, o una economia Optima, si de todas las
intensidades para las que existe una asignacion factible escogemos aquellas con las que se

154

obtiene la mayor magnitud de una funcidn objetivo dada ~". El problema de calcular una

asignacion Optima para una funcion objetivo y unas recetas dadas puede escribirse

max O(X,)

Xl
Xt_] Bt_l—XtAtZO {171}
X¢>0

lo que significa:

queremos calcular las intensidades que maximizan la funcién objetivo @,
de manera que se cumplan los balances materiales para cada materia,
y siempre que las intensidades de los procesos sean no-negativas.

133 Vimos como escribiamos estas condiciones dependiendo de la forma de las recetas con anterioridad, por
ejemplo en §11.1. También vimos que los signos de los balances materiales dependian del tipo de materia y
los signos de las intensidades del tipo de proceso.

'3 La expresion “economia 6ptima” no implica pues ninguna calificacion moral, sino simplemente que la
asignacion maximiza una funcion objetivo. En otras ocasiones hemos usado también términos que tienen un
uso vulgar diferente del que les damos aqui, como “trabajo productivo” o “solucion degenerada”. Para evitar
equivocos no queremos dejar de advertir que estamos haciendo un uso particular de estos y otros términos,
que se alejan de su uso habitual. Por supuesto, que una determinada solucion sea degenerada no significa que
sea “mala” y que un trabajo sea productivo no significa que sea “bueno”. Pudiera parecer que no es
necesario hacer esta advertencia, pero demasiado a menudo se confunden lo que son expresiones técnicas
con su uso vulgar. Contra este error ha tenido que lucharse desde los clasicos, y a menudo no ha bastado con
advertencias explicitas como la que hacemos aqui (o como la que hace J. S. Mill en [1b], capitulo III).
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Hemos escrito los balances materiales para las recetas A¢ y By sin flujos impuestos y en la
forma estandar para simplificar la exposicion, pero no hay dificultad para tratar el resto de
casos. En realidad incluso podemos plantear el problema con funciones de produccion no
lineales, podemos establecer que las intensidades tienen que ser nimeros enteros y asi
tratar las materias indivisibles, podemos escribir el problema con funciones de
probabilidad de produccién'> para considerar las aleatoriedades, podemos tratar las
materias “escasas” y los recursos no-renovables, etc. En definitiva, ahora no estamos

suponiendo en absoluto que estemos ante un comportamiento simple.

Las restricciones de nuestro problema (los balances materiales) y las variables que
tenemos que calcular (las intensidades) son so6lo las que se corresponden al intervalo de
tiempo que estudiamos, pero a priori no hemos especificado un intervalo temporal
concreto, de forma que incluso podemos estar ante un problema con infinitas variables y

.. 1
restricciones 56.

17.2 Condiciones de maximo

Estamos ante un problema de maximizacién restringida y lo estudiaremos con el método
de Lagrange. El lagrangiano de este problema resulta, prescindiendo de las condiciones de
signo,

LX, Yo) = O(Xe) + Y (Xe1 Ber — X Ay) Y
donde Y¢ son los multiplicadores de Lagrange que se corresponden a los balances

. .. ;. . 157
materiales en el momento z. Las condiciones de maximo de primer orden quedan

'3 Este tipo de funciones nos informan de la probabilidad de obtener unos productos con unos insumos. Los
insumos y las producciones son los argumentos de esta funcidn y la probabilidad de obtener la produccion su
magnitud. Asi I1(y, b) nos informa de la probabilidad de obtener en una parcela una cosecha b sembrando un
cantidad de trigo y. No estudiaremos aqui estos aspectos, pero si tratamos con producciones aleatorias la
funcién objetivo de {17.1} puede definirse no sélo usando las intensidades o los insumos como argumento
sino también con las probabilidades (y con los productos).
136 Si hubiéramos establecido un intervalo temporal finito entonces no tendriamos esta dificultad. VN y TE
estan definidos para un intervalo temporal infinito, pero usdbamos el hecho de que estabamos ante
comportamientos simples para plantear los modelos con un niimero finito de variables y restricciones.
137 Con el método de Lagrange las condiciones de primer orden consisten en que las derivadas parciales del
lagrangiano con respecto a las variables y multiplicadores de Lagrange se anulen, si estas variables no estan
bajo condiciones de signo. Estas derivadas resultan

oL o

—=—+B,Y{ —AY,
X, oX, t Xert t X
oL

— =X¢1 B — X A

aYt t-1 t-1 t LA

En nuestro caso tenemos que 0£/0X; es el balance contable del proceso y 0.L/0Y, es el balance material de la
materia. No obstante el método de Lagrange es aplicable cuando las funciones implicadas son derivables, lo
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aﬂJrBtYm—AthSO {17.2}
oX,
y con los procesos que operan se aplica =. Los Y son los multiplicadores de Lagrange que
se corresponden a los balances materiales en el momento ¢. Hacemos notar que la
asignacion y los multiplicadores solucion de nuestro problema dependen de la funcion
objetivo que usemos, y por ello con unas mismas recetas pueden existir asignaciones y

valores diferentes segun la funcion objetivo que definamos.

No vamos a detenernos en esto, pero resulta sencillo comprobar que muchos de los
desarrollos que hemos establecido para VN y TE son aplicables a todas las economias
Optimas, aunque no todos. Asi podemos escribir las recetas tomando en consideracion la
posicion geografica, podemos estudiar las materias duraderas, los procesos duraderos y en
tiempo continuo, los tipos de procesos y materias, los intercambios con un entorno
mercantil, etc.”® Ademas las condiciones que tienen que cumplir las economias optimas

pueden escribirse como

intensidad ~ 0 < balance contable ~ 0 intensidad - balance contable = 0
balance material ~ 0 < —valor ~0 balance material - valor =0

donde substituiremos los caracteres ~ de acuerdo al esquema

> en una expresion implica < en la correspondiente
= en una expresion implica Zenla correspondiente

Fijémonos en que ahora los balances contables no son necesariamente los de VN o a los de

TE e incluyen el término 0®/0X.

17.3 Multiplicadores y condiciones de Lagrange

Es fundamental tener alguna nocion del método de Lagrange para entender las economias
optimas. Por ello intentaremos dar aqui una explicacion brevisima e intuitiva de sus

condiciones de méximo, a costa de no ser muy rigurosos en nuestra exposicion.

Sea @ una funcion de n variables xy, x2, ..., X,, y sean f1, f, ..., f, una serie de m funciones

de las mismas variables. Un problema de maximizacion restringida “clasico” es encontrar

que por ejemplo nos permite tratar las funciones de produccion no lineales pero no asi las materias
indivisibles, por lo menos no sin entrar en matizaciones que no haremos aqui.

138 También las leyes de los signos se aplican a las economias 6ptimas (si una materia es expulsable tendra
un valor no-negativo, si es incorporable un valor no-positivo y si es ilimitada nulo), y en una economia
optima inserta en unos mercados con los que puede intercambiar materias los valores internos seran
proporcionales a las tasas de intercambio, pero sélo si los procesos de incorporacion o eliminacion de la
materia y los procesos de intercambio no afectan la funcion objetivo.
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de entre las magnitudes de las variables x, x,, ..., x, para las que las funciones f, f2, ..., fn
se anulan aquellas con las que la funcion ® alcanza su mayor magnitud. Este problema lo
podemos escribir

max D(x,,x,,...,x,)

X15X) 5eres Xy

fi(x,%5,0.,x,)=0
fo(x,%,,..,x,)=0

fo(x,%,,..,x,) =0
Llamaremos funcion objetivo a ®(x;, x2, ..., Xx,) y restricciones a las ecuaciones

Jix1, x2, ..., x,) = 0.

Con el método de Lagrange formamos el lagrangiano, la funcion objetivo mas las
restricciones multiplicadas por unas variables auxiliares en el calculo y;, los
multiplicadores de Lagrange,

LX), Xy geees Xy Vis Vosees V) = DX, X500 X, ) + ij(xl,xz,...,xn)yj

=

y planteamos unas condiciones de maximo anulando las derivadas del lagrangiano con
respecto a las variables y multiplicadores. Por lo tanto para cada variable x; nos queda

e _ov 3,

ox, Ox,

i i J=1

=0
ox, &

y para cada multiplicador de Lagrange y; tenemos
oL
—=/,(x,%,.,x,) =0
y,;

que resulta la restriccion correspondiente al multiplicador.

Aunque no nos detendremos a explicarlo, el multiplicador de Lagrange ); que se
corresponde a la restriccion fi(xi, x2, x3,..., x,) = 0 es la tasa a la que se incrementa la
funcién objetivo en el maximo ante una variacion en la restriccion'’. Por ejemplo, si
varidramos la restriccion j, de manera que quedara f/(x1, x2, x3,..., X,) + £ =0 donde % es un
nimero muy pequefio, entonces en la soluciéon del nuevo problema la magnitud de la

funcion objetivo en el maximo seria igual a la que tenia sin la variacién mas / y;. Podemos

159 . . .
* Dicho de una manera grosera, porque para que esto sea cierto es necesario que el problema tenga
solucion, que la variacion en las restricciones no implique que el problema deje de tener solucion, o que la
magnitud de las variables en la soluciéon cambien de manera “suave”.

200



17 ASIGNACIONES OPTIMAS

entender pues el multiplicador de Lagrange y; como un indicador de la importancia de la
restriccion j en el problema, ya que nos informa de como afecta al objetivo que intentamos
maximizar una pequefia variacion en la misma. Asi en el caso de que el multiplicador de
Lagrange correspondiente a una restriccion fuera 0 una variacion en la misma no
provocaria ningun cambio en la magnitud de la funcion objetivo en el maximo. Si el
multiplicador de Lagrange que se corresponde a una restriccion es el triple del que se
corresponde a otra entonces una variacion en la primera restriccion aumentaria la funcion

objetivo en el maximo el triple de lo que lo haria una variacidn en la segunda restriccion.

El método de Lagrange nos proporciona una condicion de maximo para cada variable x;
que resulta la suma de dos términos'®. El primero, d®/dx;, al que llamaremos
contribucion marginal directa, es la tasa a la que aumenta la funcién objetivo ante una
variacion de la variable x;. Si una variable no es argumento de las restricciones, o si éstas

no existieran porque estuviéramos ante un problema de maximizacion irrestricto, para

10 Para entender intuitivamente las condiciones de maximo y los multiplicadores de Lagrange nos
basaremos en la forma de operar del algoritmo del gradiente. En el caso de un problema de maximo sin
restricciones (y entonces el lagrangiano es la funcidon objetivo) con este algoritmo partimos de unas
magnitudes de las variables x; y las modificamos en la direccion del gradiente de la funcion objetivo, en la
direccion en la que la funcidn objetivo crece mas; esto es, resolvemos las ecuaciones diferenciales

dx; 0L

dr 0Ox
Por ejemplo, si nuestro problema tiene dos variables podemos entenderlas como las coordenadas de posicion
de un punto y la funcién objetivo como la altura del terreno en ese punto. Buscamos el punto en el que el
terreno alcanza su altura mayor. El algoritmo del gradiente parte de un punto inicial y modifica su posicion
“ascendiendo” por la funcidn objetivo en la direccion en la que la altura del terreno crece mas. También
podemos buscar el minimo de la funcion objetivo con este algoritmo escribiendo las ecuaciones diferenciales
con signo menos, “descendiendo” por la funcion objetivo.
Aunque no lo explicaremos ahora, cuando existen restricciones el método de Lagrange puede entenderse
como la substitucion del problema de maximizacién con restricciones original por un problema de punto de
silla sin restricciones, en donde buscamos el maximo del lagrangiano para las variables x; y el minimo para
los multiplicadores de Lagrange y;. Por ello para usar el algoritmo del gradiente tenemos que escribir las
ecuaciones diferenciales correspondientes a los multiplicadores con signo menos. Por lo tanto, atribuimos
unas magnitudes iniciales a las variables x; y a los multiplicadores de Lagrange y;, y modificamos estas
magnitudes de acuerdo con las ecuaciones diferenciales

i

ax 0k
dr  Ox;
4, __ ot
dr ;

En definitiva, modificamos las variables segun su condicion de maximo (y los multiplicadores de Lagrange
segun su restriccion con signo cambiado). En consecuencia, las condiciones de maximo nos informan de
como tenemos que aumentar las variables para acercarnos a la solucion (y las restricciones de como tenemos
que reducir los multiplicadores de Lagrange). Aunque debemos notar que el algoritmo del gradiente no
siempre es aplicable en la practica a todos los problemas, porque por ejemplo no siempre es convergente, sin
embargo si nos permite dar una interpretacion sencilla a las condiciones de maximo y entender mejor el
papel de los multiplicadores de Lagrange.
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encontrar el maximo de la funcién objetivo deberiamos encontrar aquella magnitud de x;
para la que esta contribucion directa se anula, ya que si ésta fuera positiva podriamos
aumentar la magnitud de la funcion objetivo incrementando la variable y si fuera negativa

reduciéndola.

m
El segundo término,zﬁ—’ v, » al que llamaremos contribucion marginal indirecta, es la
J=1 i

suma de las tasas a las que aumentan las restricciones ante una variacion de la variable x;
por sus multiplicadores de Lagrange ;. Podemos entender este segundo termino
fijdndonos en que una variacion en la variable x; al modificar la magnitud de la restriccion
j actua de una manera analoga a como lo haria la variacion de esta restriccion afiadiéndole
un pequeilo nimero 4. Como la variable x; modifica la restriccion j en una tasa 0fj/0x;, y
como el multiplicador de Lagrange y; es la tasa a la que aumenta la funcion objetivo en el
maximo ante una variacion de la restriccion j, la variable al modificar la magnitud de la

restriccion j modificara también la magnitud de la funcion objetivo en el méximo en una

o, : : .
tasa que sera igual a ai Yy, - Pero también puede modificar el resto de restricciones, por lo
X .

i
que la contribucion indirecta de la variable serd la suma de esta expresion para cada
restriccion, serd la suma de las tasas con las que se modifican las restricciones por sus
multiplicadores de Lagrange ante una variacion en la variable. Una variable que no es
argumento de la funcion objetivo podré influir en el problema por ser argumento de las
restricciones, y entonces para alcanzar la solucion del problema su contribucién marginal
indirecta debe anularse, porque si fuera positiva podriamos incrementar la magnitud de la

funcién objetivo incrementando la variable y si fuera negativa reduciéndola.

Pero una variable puede influir en el problema tanto de manera directa como indirecta, y la
suma de las contribuciones directa e indirecta forma la condicion de maximo. Esta
condicién tiene que sumar 0, la condicion de maximo correspondiente tiene que anularse,
ya que si esta condicion fuera positiva podriamos aumentar la magnitud de la funcion
objetivo en el maximo incrementando la variable y si fuera negativa reduciéndola. En
definitiva, la condicion de maximo nos informa de la tasa en la que la funcioén objetivo en

el maximo se incrementa ante la variacion de la variable, y por ello debe anularse en el
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maximo'®'. Tenemos pues una contabilidad definida en el problema que nos facilita el
cdlculo matemdtico de la solucion usando los multiplicadores de Lagrange'®%. Por lo tanto
la condicién de méaximo podemos entenderla como un indicador de si tenemos que
aumentar o reducir la magnitud de la variable para alcanzar el maximo de la funcion
objetivo, como una contabilidad de las contribuciones marginales directa e indirecta que se

. 1
corresponden a cada variable.'®

11 Si una variable estd sometida a una restriccion de no negatividad del tipo x; > 0 se aplica lo dicho si la
variable es positiva, aunque si la variable es nula la condicion puede ser también negativa ya que entonces
no podemos reducir mas la variable.

12 por supuesto, los matematicos saben perfectamente que en los problemas de maximizacion restringida los
multiplicadores de Lagrange admiten una interpretacion como valores, y por eso a veces los llaman “precios
sombra”, “valores duales” o “valoraciones objetivamente determinadas”; pero no parecen tan conscientes de
que las condiciones de maximo admiten la interpretacion de una contabilidad.

Las condiciones de maximo también pueden entenderse como la afirmacion de que el gradiente de la funcion
objetivo tiene que ser una combinacion lineal de los gradientes de las restricciones. Como vimos si tenemos
un problema con dos variables podemos interpretarlas como la posiciéon de un punto y la funcion objetivo
como la altura del terreno en ese punto. Si ademas nuestro problema tiene una restriccion ésta puede
entenderse como una curva, como un camino en el terreno. Ahora nuestro problema consiste en encontrar el
punto del camino donde el terreno alcanza su altura mayor. Para que esto ocurra es necesario que en ese
punto el camino transcurra paralelo a la curva de nivel del terreno, puesto que si no fuera asi desplazandonos
por el camino podriamos ascender en alguna medida. Pero el gradiente de una funcion es la direccion en la
que la funcion crece mas, y por lo tanto es perpendicular a sus curvas de nivel. En consecuencia, que la
curva de nivel de la funcion objetivo sea paralela a la restriccion es equivalente a decir que el gradiente de la
funcidén objetivo sea paralelo (o proporcional) al gradiente de la restriccion, que es la condicion de maximo
de Lagrange. Si dibujamos las curvas de nivel de la funcion objetivo y también las de la restriccion, tratada
como una funcion, y sefialamos los puntos en los que ambas son paralelas habremos dibujado los puntos en
los que se puede cumplir la condicion de maximo, que en nuestro caso con dos variables habitualmente
formaran una curva. La solucion tiene que estar en un punto donde esta curva se cruce con la restriccion.
Ademas el multiplicador de Lagrange resulta la proporcién (con signo menos) entre el gradiente del objetivo
y el de la restriccion en la solucion. Imaginemos que modificamos la restriccion afiadiéndole un pequeiio
numero /. Esto no cambiara la forma de las curvas de nivel de la restriccion, y por lo tanto tampoco los
puntos en los que se pueda cumplir la condicion de maximo, pero si modificara el camino que ahora estara
en una curva de nivel inferior. El aumento de la altura del terreno en el maximo con esta variacion sera igual
a h por el multiplicador de Lagrange.

193 Si estamos ante restricciones de desigualdad tenemos un problema “no clasico”, pero podemos convertir

este tipo de problemas al caso clasico afadiendo variables auxiliares. Por ejemplo, una restriccion del tipo

2

fix1, X2, ..., x,) = 0 puede ser rescrita como fi(x, X, ..., X,) — X;,; = 0; y también podemos rescribirla como

fix1, X2, ...y X,) — X1 = 0 siendo x,+; una variable no negativa. Las restricciones de signo de las variables
pueden ser tratadas como el resto, con su multiplicador de Lagrange, pero a menudo resulta 1til no incluirlas
en el lagrangiano y escribir las condiciones de maximo con el signo correspondiente, que es la opcion que
hemos escogido al plantear nuestros modelos porque esta perspectiva nos permite entender mejor las reglas
de los signos.

Tratando las restricciones de signo como en este trabajo, es facil demostrar (por ejemplo, como hemos hecho
con nuestros modelos en §11.5 y §11.6) que el cuadro que escribimos en §17.2 para las economias dptimas
es aplicable a todo problema de maximizacion restringida, de manera que

x;i~0 - %~0 x[%20

0ox; Ox;
2 oL, o,
oy, oy

donde substituiremos los caracteres ~ de acuerdo al esquema
> en una expresion implica < en la correspondiente
= en una expresion implica = en la correspondiente
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17.4 Valores y balances contables

Pasemos ahora al problema de una economia dptima. En nuestro caso las restricciones son
los balances materiales, y una variaciéon en los mismos puede ser entendida como la
adicion de una pequefia cantidad de materia al sistema, por lo que el multiplicador que se
corresponde al balance de una materia, al que llamamos valor de la materia, es la tasa a la
que se incrementa la funcion objetivo en el mdximo ante una variacion en el balance

material correspondiente.

En el problema de una economia Optima las variables son las intensidades de los procesos
y las condiciones de maximo los balances contables, y éstos implican la adicién de dos
términos. El primero 0®/0X,, la contribucion marginal directa, es la tasa a la que se
incrementa directamente la funcién objetivo ante una variacion en la intensidad del
proceso. El segundo término, la contribuciéon marginal indirecta, podemos dividirlo a su
vez en dos. Llamaremos ingresos marginales a B¢ Y41, a las cantidades de materias que
produce marginalmente el proceso multiplicadas por sus valores, y que por lo tanto es la
tasa a la que se incrementa la funcion objetivo en el maximo indirectamente por el hecho
de que el proceso produce materias, de forma andloga a si las introdujéramos desde el
entorno al sistema. Llamaremos costes marginales a A¢ Yy, a las cantidades que consume
marginalmente el proceso multiplicadas por sus valores, y que por lo tanto es la tasa a la
que se reduce la funcidon objetivo en el maximo indirectamente por el hecho de que el
proceso consume materias, de forma andloga a si las extrajéramos del sistema al entorno.

Hay que subrayar que estos términos son siempre contribuciones marginales, se

Expresado con palabras

variable ~0 < condicion de maximo ~ 0 variable - condicién de maximo =0
restriccion ~0 < —multiplicador de Lagrange ~ 0 restriccion - multiplicador de Lagrange = 0
De acuerdo con el esquema, el signo de la condicion de maximo se corresponde con el de su variable, y al
menos una de ellas se anula; ademas el signo del multiplicador de Lagrange se corresponde con el de su
restriccion, y al menos uno de ellos se anula. Estas son las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker
generalizadas para todos los signos posibles de variables y restricciones.

En Kuhn y Tucker [1] se demuestra que bajo determinados supuestos sobre la funcién objetivo y las
restricciones estas condiciones son suficientes para la existencia de un maximo absoluto. Pero nosotros no
hacemos esos supuestos, y por lo tanto s6lo tenemos condiciones necesarias para un maximo relativo; en
nuestro caso ademas debemos tener en consideracién unas condiciones de regularidad y de orden superior,
aunque no las estudiaremos aqui.

Nuestro cuadro se corresponde también a las condiciones de primer orden de un problema de punto de silla,
donde se maximiza el lagrangiano con respecto a las variables y se minimiza con respecto a los
multiplicadores de Lagrange, sometidos variables y multiplicadores a sus signos correspondientes. Que
existan unos x; e y; que son solucién de este problema de punto de silla es una condicién suficiente para que
estos x; sean solucion del problema de maximizacion restringida; y si unos x; son una solucion del problema
de maximizacion restringida y se cumplen ciertas condiciones de regularidad existirdn unos y; junto con los
que tendremos una solucién del problema de punto de silla.
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corresponden a la tasa a la que se incrementaria la funcién objetivo en el méximo si
variaramos levemente la intensidad del proceso. Para los procesos que operan la tasa a la
que contribuyen a incrementar la funcion objetivo directamente mas la tasa en la que lo
hace indirectamente, con la produccion y el consumo, es igual a 0; y para los procesos que
no operan es menor o igual a 0. Por lo tanto, un proceso puede contribuir directamente al
incremento de la funcién objetivo aunque no produzca nada, o puede contribuir
indirectamente con la produccion y el consumo de materias aunque no afecte directamente
a la funcién objetivo, o puede contribuir de ambas formas simultineamente. En
consecuencia en nuestro caso la condicion de maximo, a la que llamamos balance
contable del proceso, es la tasa a la que se incrementa la funcion objetivo en el maximo

ante una variacion en la intensidad del proceso.

En definitiva, los procesos que operan deben tener un balance contable nulo, ya que si éste
fuera positivo incrementando la intensidad del proceso podriamos aumentar la magnitud
de la funcidn objetivo, y si fuera negativo lo conseguiriamos reduciendo la intensidad. Y
los procesos que no operan deben tener balances contables no-positivos, porque si los
tuvieran positivos incrementando su intensidad podriamos aumentar la magnitud de la
funcién objetivo; pero pueden tenerlos nulos o negativos, porque como su intensidad ya es
0 no podemos reducirla mas. Como vemos en toda economia 6ptima puede definirse una

contabilidad que facilite el cdlculo economico de la asignacion usando los valores.

17.5 Ejemplos de economias 6ptimas

Para unas recetas dadas todas las economias Optimas posibles tienen en comun las
condiciones de balance material, aunque en algunos casos nos limitemos a intervalos
temporales concretos, pero se diferencian en las distintas funciones objetivo que se
aplican. Por lo tanto para unas recetas dadas podemos construir tantas economias dptimas
como funciones objetivo podamos imaginar. Describiremos algunos casos particulares.
17.5.1 La economia de Robinson Crusoe

Un ejemplo de economia 6ptima seria la de Robinson, si éste establece una asignacién con
el fin de maximizar su “utilidad subjetiva”. Para modelizar la asignacion que estableceria
Robinson tendriamos que escribir pues una funcioén objetivo que codificara su “utilidad”
(prescindiremos del problema de establecer esta funcion) y las restricciones estarian

determinadas por las recetas que puede usar. Dado que Robinson no puede modificar el
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pasado, las intensidades que tendria que tomar en consideracion, él y nosotros, se refieren
solo al presente y al futuro. Por lo tanto matematicamente el problema podemos escribirlo
max O(X,)
X'

Q — X() A() =0
X() B0 — X1 A] =0
X1 B1 — Xz Az =0
X2 Bz—Xg, A3:0 {173}
X3 B3 — X4 A4 =0
X()a X], XZ: X3: X47 e 2 0
donde Q es el vector de materias de las que dispone en el momento presente, que

supondremos conocido, y donde los A¢ y By son las recetas que puede aplicar Robinson en

el momento 7.

Las condiciones de maximo resultan

0D/0Xo+ By Y1 —Ag Yo <0
oD/oX;+B1Y,—-A1 Y1 <0
00/0X; +B Y3 - A Y2<0
0D/0X;3+B3Ys—A3Y3<0
Yo, Yi, Y2, Y3, Yy, ... 20

y si alglin proceso opera se aplica =.

Por supuesto, no estamos diciendo que Robinson para resolver su problema escribe estas
ecuaciones, o unas similares, y aplica un algoritmo en un ordenador para encontrar la
asignacion 6ptima. Robinson usa su experiencia y su ojo de buen cubero, pero no por ello
debemos pensar que su célculo, basado a menudo en conocimiento imperfecto y nebuloso,
es diferente del que estamos modelizando. En esencia estamos ante el mismo problema,
solo que Robinson usa su inteligencia e intuicién para plantearlo y obtener una
aproximacion a su soluciéon mientras que nosotros modelizamos su célculo de forma

matemética y radicalmente simplista'®*,

14 Obviamente estamos planteando solo el caso mas simple, pero Robinson necesitaria tomar en
consideracion las probabilidades de obtener una mala cosecha, las indivisibilidades, las no linealidades, etc.,
y nosotros para modelizar su economia deberiamos pues plantear un problema mucho mas complicado. De
hecho sabemos como modelizarla teniendo en cuenta muchas de las complicaciones a las que se enfrenta
Robinson, pero no hacemos esto aqui para no alargar la exposicion.

Fijémonos no obstante en que hemos modelizado el problema de una manera tan radicalmente simplista que
segun nuestro planteamiento Robinson no tendria que efectuar mas que un calculo en el momento ¢ = 0 para
saber como tendria que organizar la asignacion a lo largo de toda su vida. Pero es obvio que cuando la
produccién es probabilistica, o si Robinson modificara su funcién objetivo con el tiempo, el problema de
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Cada restriccion de este problema tiene su correspondiente multiplicador de Lagrange, el
valor de la materia, que es la tasa a la que se incrementaria la “utilidad” de Robinson si
pudiera disponer de una pequeia cantidad mas de la materia. Asi que para nuestro
Robinson las materias tienen valor segun contribuyan a incrementar su “utilidad”. Si
introducir en su economia una pequefia cantidad de trigo en un instante dado permite
aumentar la “utilidad” de Robinson el triple que introducir una pequeiia cantidad de hierro
en otro instante el valor del trigo en el primer instante sera el triple que el del hierro en el

segundo (en sus correspondientes unidades fisicas de medida).

Vimos que las condiciones de méximo de toda economia Optima implicaban la suma de
unos términos. Ahora el término 0®/0X¢ es la tasa a la que aumenta directamente la
“utilidad” de Robinson por el hecho de que el proceso correspondiente opere. Por ejemplo,
un proceso puede reducir la “utilidad” si requiere trabajo del propio Robinson o puede
aumentarla si implica que disfruta de algiin alimento. Ademas B¢ Y1 — A¢ Y¢ puede
interpretarse como la tasa a la que aumenta indirectamente la “utilidad” de Robinson por
el hecho de que el proceso produzca y consuma materias. Un proceso que resulte
indiferente de forma directa a Robinson puede sin embargo contribuir indirectamente al
incremento o decremento de su “utilidad” al producir y consumir materias, de la misma

manera que lo haria la introduccioén y retirada de las materias que produce y consume.

Para maximizar su “utilidad” Robinson tiene que establecer una asignacion con la que la
adicion de estos términos sea nula para los procesos que operan y no-positiva para los que
no operan. Por lo tanto si Robinson conociera los valores y estos términos podria calcular
muy facilmente si un proceso le conviene que opere o no, o si le conviene que el proceso
aumente de intensidad, porque su balance contable es positivo, o que la reduzca, porque su
balance contable es negativo. Como vemos incluso en una economia tan sencilla como la
de Robinson es concebible una contabilidad que facilite el calculo de la asignacion optima,
usando para ello los multiplicadores de Lagrange o valores y las condiciones de maximo o

balances contables.

establecer una asignacion implica tener que actualizar el calculo en cada paso temporal. Por esto Robinson
no puede planificar su economia de una vez y atenerse fielmente a lo calculado, sino que tiene que corregir,
actualizar y modificar sus calculos en el tiempo. Para Robinson el problema de la asignacion también esta
condicionado por la dificultad de pronosticar el futuro.
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17.5.2 Maximizacion de la satisfaccion de las necesidades

Estudiemos una asignacién que maximiza la satisfaccion de las necesidades de la gente
codificadas en la funcién objetivo ®. Por lo tanto estamos en una economia en la que de
todas las asignaciones posibles, de todas las asignaciones factibles, se escoge aquella que
maximiza ®, aquella que maximiza la satisfaccion de las necesidades de la gente
(prescindimos de nuevo del problema de definir esta funcion). En realidad el ejemplo de
Robinson anterior es un caso particular del nuevo, y podemos escribir las mismas
ecuaciones {17.3} para modelizar el problema en una primera aproximacion (y tendriamos

que hacer parecidas reservas a nuestra simplificacion extrema).

El valor Y¢ en nuestra economia es la tasa a la que aumentaria la satisfaccion de las
necesidades de la gente en el maximo si afiadiéramos una pequenia cantidad de la materia
correspondiente al sistema. Si en un determinado instante afiadiendo una cantidad pequefia
de trigo (en arrobas) la tasa a la que aumenta la satisfaccion de las necesidades de la gente
es el triple de la que se consigue anadiendo una cantidad pequena de hierro (en toneladas)
en otro momento, entonces el valor del trigo (en arrobas) en el primer instante sera el triple

que el del hierro (en toneladas) en el segundo.

Un pequetio incremento en la intensidad de un proceso aumentara la satisfaccion de las
necesidades de la gente directamente en una tasa 0®/0X;, e indirectamente mediante la
produccion de materias en una tasa B¢ Y41 y también mediante el consumo de materias en
una tasa —A¢ Y. Los balances contables determinan que los procesos que operan en esta
economia serdn aquellos en los que la suma de estos términos sea nula y los que no operan
no-positiva. En nuestra economia un proceso puede operar aunque no produzca nada, y asi
pueden destinarse recursos a un parque natural del que no se obtiene ninguna produccion
porque la gente desee que se mantenga. También un proceso puede operar aunque no
afecte a la satisfaccion de las necesidades de la gente directamente, y por ejemplo puede
producirse wolframio si sirve para que puedan operar otros procesos. Y de nuevo vemos
que es posible desarrollar una contabilidad en nuestra economia basada en las condiciones

) 165
de maximo y en los valores.

195 podemos llamar socialismo a aquel sistema social en donde el control de la asignacion lo tiene la
sociedad (y es obvio que un sistema asi no tiene nada que ver con los “socialismos reales”). Se han
distinguido varias formas de socialismo segun el objetivo con el que se establezca la asignacion y la
distribucion: la sociedad sin explotacion que queria Proudhon (aunque a éste no le hubiera gustado el
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17.5.3 Maximizacion de la produccion ponderada final

Plantearemos ahora la asignacion a lo largo de un intervalo temporal finito, 0 < ¢ <n. La
produccion de cada materia al final del intervalo temporal es X, B,, y la suma de estas
producciones multiplicadas con unos coeficientes Z, que llamamos ponderaciones, resulta
X, By Z. Como esta expresion es la funcion objetivo el problema queda

max X, B.Z

Xo X1 Xy XX,

Q — X() A() =0
XoBo—X;A;1=0
XiBi—-X;A;=0

X3 By — X3 A3:0 {174}

Xn2 Bn2 — Xp-1 Ap1 =0
Xp-1 B —Xn Ap =0
XO, Xl, XZ, ooy Xn_l, Xn 2 O

donde suponemos conocidas las recetas y también Q, las cantidades disponibles en el
momento inicial, y Z, las ponderaciones. Estamos ante un programa lineal con un nimero

finito de variables, ya que hemos delimitado un intervalo temporal finito'®.

Las condiciones de maximo de este problema resultan

apelativo de socialista), el socialismo igualitario donde cada persona recibiria lo mismo que las demas, o la
sociedad orientada a la satisfaccion de las necesidades de la gente de Marx; pero generalmente los autores
socialistas, también los citados, suelen combinar en diferentes proporciones estos ingredientes. Ademas hay
discrepancias en lo que respecta al mecanismo econdmico a usar, la planificacion, el mercado, etc.

Nuestra economia de §17.5.2 puede entenderse como un socialismo segun el planteamiento de Marx, aunque
no hemos especificado el mecanismo econémico que usa. Un modelo del socialismo de Proudhon bajo
condiciones de comportamiento simple lo tenemos en TE cuando el factor de explotacion es 1. No obstante,
si limitamos el comportamiento al estado estacionario o al ciclo estacionario, podemos modelizar con TE un
socialismo mas cercano al que queria Marx si en vez plantear el problema con las recetas que efectivamente
se observan lo escribimos con unas recetas que tomen ya en consideracion la satisfaccion de las necesidades
de la gente, con un consumo mas igualitario e incluyendo las necesidades generales (por ejemplo, como
flujos impuestos). Entonces TE nos informaria de como tendria que ser la estructura econdmica para que las
jornadas laborales ademas se redujeran lo méximo posible. Dado que TE no presupone ningiin mecanismo
de asignacion su solucion podria interpretarse tanto como un socialismo mercantil o como uno planificado.
166 Este problema también podria plantearse para un intervalo temporal infinito, > 0, como el visto con
Robinson, manteniendo como funcién objetivo X, B, Z. Pero si para una produccion cualquiera en el
instante n es posible establecer alguna asignacion para ¢ > n las restricciones que se corresponden a los
instantes posteriores a n no afectan al problema, de manera que por ejemplo los Y; correspondientes son 0.
Entonces podemos limitar el intervalo temporal a 0 < ¢ < n. Pero si las restricciones para ¢ > n si afectaran al
problema, porque condicionaran la asignacion en los instantes anteriores, entonces habria que tomarlas en
consideracion y los Y, correspondientes no serian necesariamente 0. Para simplificar la exposicion aqui
trataremos solo el caso en el que podemos prescindir de las restricciones que se corresponden a los instantes
posteriores a 7.
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BoYi—AoYo<0

BiY:-A1Y <0

B:Y;-AY;<0

(17.5}
Bn-] Yn - An-] Yn-l < 0
B.Z-A,Y,<0

Yo, Y1, Y2, ..., Yor, Ya= 0

y para los procesos que operan se aplica =.

El valor Y, ahora es la tasa a la que aumentaria la produccion ponderada final en el
maximo si afiadiéramos una pequefia cantidad de la materia correspondiente al sistema. Si
en un determinado instante afiadiendo una cantidad pequefia de trigo (en arrobas) la tasa a
la que aumenta la produccion ponderada final es el triple de la que se consigue afiadiendo
una cantidad pequena de hierro (en toneladas) en otro momento, entonces el valor del trigo
(en arrobas) en el primer instante sera el triple que el del hierro (en toneladas) en el

segundo.

La funcioén objetivo X, B, Z solo implica a las intensidades de los procesos que operan en
el momento final n. Para los procesos que operan en un momento anterior al final # < » un
pequefio incremento en su intensidad no aumentara la produccion final directamente, pero
si indirectamente mediante la produccién de materias en una tasa B¢ Yq y también
mediante el consumo de materias en una tasa —A¢ Y. Para los procesos que operan en el
momento final # = n un pequefio incremento en su intensidad aumentara la produccion
final directamente en una tasa B, Z, e indirectamente mediante el consumo de materias en
una tasa —A, Ya. En cualquier caso los balances contables determinan que los procesos
que operan seran aquellos en los que la suma de estos términos sea nula y los que no

operan no-positiva.
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18: Mecanismos economicos, valor y contabilidad

18.1 Dificultad de la asighacion

18.1.1 Dificultad del problema matematico de la asignacion

En general resulta muy dificil plantear y resolver las ecuaciones de una economia Optima,
también en el caso de la economia de Robinson vista en §17.5.1. Podemos entender esta
dificultad sélo con intentar escribir las ecuaciones correspondientes, incluso en nuestro
caso extremadamente simplista y usando datos imaginados o inventados. Primero
necesitamos conocer la funcion objetivo en forma de expresion matematica precisa, y no
de una manera intuitiva como Robinson. Segundo, necesitamos conocer las restricciones,
y es obvio que para una economia medianamente compleja estariamos ante un numero
enorme de ecuaciones y variables. Tercero, una vez escrito el problema o almacenada la
informacion correspondiente en un ordenador, tendriamos que buscar su solucion
aplicando un algoritmo; pero en general es muy dificil resolver sistemas grandes y a veces
imposible con los ordenadores actuales. En definitiva, esta claro que plantear y resolver las
ecuaciones de una economia Optima no es en absoluto sencillo, incluso sobre el papel.
18.1.2 Dificultad del problema real de la asignacion

Si resolver las ecuaciones sobre el papel no es sencillo establecer la asignacion en la
realidad lo es aun menos. Imaginemos que proveyéramos a nuestro Robinson con un
potente ordenador y con la asistencia de los mejores economistas y matematicos, y que le
sugiriéramos que efectuara el calculo de la asignacion resolviendo las ecuaciones que
vimos con anterioridad u otras similares. Es evidente que Robinson hubiera tenido muchos
problemas para especificar matemdticamente su funcion objetivo, para recopilar la
informacion necesaria sobre las materias y recetas disponibles y para resolver el problema
resultante. No seria de extrafiar que hubiera muerto de hambre antes de poder calcular lo

que tenia que sembrar.

En una economia mas compleja que la de Robinson, por ejemplo en la que vimos en
§17.5.2, el problema resulta aun mas inabordable. Primero tenemos que conocer la funcion
objetivo real, una expresion matematica explicita que codifica las necesidades de la gente,

. . ., . . 167
lo que a primera vista quiz4 parezca ya una tarea imposible ~'. Segundo, deben conocerse

'7Y se han construido argumentos para intentar demostrar que efectivamente es una tarea imposible. Pero
en realidad si pueden concebirse formas que permitan aproximar una expresion matematica de una funcion
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las restricciones, los datos sobre las recetas y las cantidades iniciales disponibles, lo que
no es imposible desde un punto de vista 16gico pero desde luego supone recopilar una
cantidad improba de datos, supone disponer de un aparato estadistico muchisimo mas
avanzado de los que existen en la actualidad. Tercero, tendria que resolverse el problema
matematico con algun algoritmo, y ya sefialamos que esto no es en absoluto sencillo con
los problemas grandes. Y cuarto, como tarea anadida al problema matematico, una vez
efectuado el calculo habria que llevarlo a la practica, habria que organizar la produccioén
para llevar a cabo la asignacion calculada, ejecutando los trabajos de la manera
correspondiente. Por lo tanto, tenemos las siguientes dificultades para establecer una
asignacion en la realidad:

1° establecer la funcidn objetivo,

2° establecer las restricciones,

3° efectuar el calculo,

4° 1levar a la practica la asignacion calculada.

Parece claro que ninguna de las cuatro tareas que hemos detallado son posibles hoy en dia
en una economia humana so6lo medianamente compleja efectudndolas con lo que
llamaremos una asignacion explicita, planteando y resolviendo las ecuaciones; aunque no
por razones logicas sino practicas y si son imaginables sociedades muchisimo mas
avanzadas que operasen estableciendo la asignacion mediante un célculo explicito de la

. P roq: ’ ~n 168
misma (por lo que quizé los extraterrestres si disfruten de una economia ast).

18.2 Necesidad de los mecanismos de asignacion

Pero el hecho es que Robinson establece una asignacion con bastante éxito, y sin disponer
de ordenadores ni de economistas que le ayuden. Robinson organiza su economia de

acuerdo a lo que llamaremos una asignacion directa. Robinson sabe mas o menos lo que

objetivo asi, por ejemplo usando mercados de bienes de consumo. Las personas recibirian unas monedas o
unos bonos, en funcion de sus necesidades o de lo que hubieran trabajado, y comprarian con ellas los bienes
de consumo en unos mercados. En éstos el precio de lo que se vende bien se subiria y el precio de lo que se
vende mal se bajaria, con lo que se establecerian de manera continua unos precios. Con ellos tenemos una
aproximacion de la funcidon objetivo como una funciéon lineal. Afiadiendo algunos supuestos mas, por
ejemplo la evolucion de estos precios en el tiempo con una tasa de descuento o la atribucion a los trabajos de
un precio negativo, podria maximizarse el consumo de las personas ponderado en estos precios.

'8 En algunas empresas muy avanzadas se asigna de forma explicita, se plantean y resuelven problemas del
tipo de §17.5.3 para establecer la asignacién. Esta es la razon por la que las técnicas de programacion lineal
y no lineal son habituales en el entorno empresarial, alli donde es posible usarlas de forma explicita. Pero
esté claro que esto no es posible mas que donde la produccion sigue pautas regulares y el control sobre ella
es extraordinario.

No obstante alli donde la asignacion se establezca de manera explicita la aplicacion de los algoritmos
matematicos tendrda a menudo como consecuencia la toma en consideracion de los multiplicadores de
Lagrange, y por ello ésta es una via para que la categoria valor tome cuerpo en la realidad.
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quiere (conoce su funcidn objetivo, su “utilidad subjetiva”), obtiene informacién acerca de
las materias que puede usar a través de sus sentidos y estima las recetas que puede utilizar
gracias a su experiencia pasada o mediante experimentos (establece sus restricciones),
calcula la asignacion que le interesa gracias a su imaginacion e inteligencia con su
prodigioso cerebro, quiza solo con la ayuda de pluma, papel y la aritmética (efectiia el
calculo), y tiene el poder para obligarse a si mismo a trabajar y modificar la realidad (lleva
la asignacion a la practica). La asignacion directa no se limita so6lo a la economia de
Robinson y, por ejemplo, un pequeiio grupo de cazadores-recolectores o una familia
también pueden organizar su economia asi, aunque ahora las decisiones tengan que
tomarse colectivamente. Pero el problema de la asignacion es dificil ya para Robinson, y
no es extrafio que éste se equivoque muy a menudo y que tenga que estar corrigiendo
constantemente sus calculos. No obstante, Robinson puede ayudarse en sus calculos con la
contabilidad especifica que se corresponde a su problema, en la que los multiplicadores de
Lagrange juegan un papel esencial. Los posibles calculos de Robinson son una via para
comprender que la categoria valor juegue un papel en la realidad, ya que éste en buena
medida tendrd que resolver un problema similar al que hemos modelizado de manera

matematica, tendrd que aproximar con su inteligencia e intuicion su solucion.

Esté claro que la asignacion directa esta limitada a economias no demasiado complejas, y
que superado un tamafio no muy elevado resulta imposible asignar de esta manera, porque
esta tarea supera lo que pueden calcular los cerebros humanos, aun trabajando “‘en
paralelo”. Pero el desarrollo tecnoldgico sélo es posible con una gran especializacion y en
economias de un tamafio y complejidad considerables'®. Por ello los mecanismos de
asignacion se vuelven imprescindibles. Esto es aun mds cierto con la alta tecnologia, y
para que existan aviones, ordenadores, rascacielos, etc. es necesaria la operacion
coordinada de un gran numero de personas especializadas en muchas tareas concretas. El
problema de la asignacion en estas condiciones es abrumador, y en una economia moderna
implica un niimero enorme de procesos y materias, superior en muchos 6rdenes de
magnitud a los que podemos resolver en nuestros modelos por ahora o al que puede

170
computarse con los cerebros humanos'”’.

'% La necesidad de una tecnologia compleja conlleva también una economia de tamafio considerable cuando
estan presentes las indivisibilidades.

7% Sin embargo el mecanismo mercantil consigue que se establezca una asignacién. Por supuesto no estamos
diciendo que lo consiga de manera perfectamente eficiente (cuando estudiemos el mecanismo mercantil en
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En el caso de la colmena se plantea también el problema de establecer la asignacion, sélo
que ahora dependiendo de los pequefios cerebros de las abejas. Es obvio que estos drganos
tienen una capacidad de coOmputo muy limitada y que no son capaces de dar una
aproximacion a la solucién del problema, como si puede hacerlo Robinson en su pequeia
economia. Asi que en la colmena los mecanismos de asignacion son aun mas

imprescindibles ya que no es posible la asignacion directa.

18.3 Mecanismos econdmicos, valor y contabilidad

18.3.1 Los mecanismos de asignacion como algoritmos reales

Como vemos, los mecanismos econdémicos son imprescindibles en la tarea real de
establecer una asignacion, también en las economias humanas medianamente complejas,
ya que entonces una asignacion explicita o directa es impracticable. Ahora bien, estos
mecanismos tienen que efectuar una tarea similar desde un punto de vista logico a lo que
nosotros hacemos planteando las ecuaciones de una economia Optima y aplicando un
algoritmo matematico para resolverlas. Podemos decir pues que los mecanismos
economicos actuan como algoritmos reales, pueden ser entendidos como procedimientos
reales para encontrar la soluciéon del problema de la asignacion. Cada mecanismo
econémico buscard el maximo de una funcidn objetivo concreta sometida a sus
condiciones de balance material, y lo hard mediante procedimientos particulares,
diferentes de los que aplican otros mecanismos. La tarea de los mecanismos econdmicos
tiene su contrapartida légica en la que nosotros efectuamos con los algoritmos
matematicos, y por ello se comprende que algunos de estos algoritmos reales se parezcan a
ciertos algoritmos matematicos en su forma de operar.

18.3.2 Valor y contabilidad en una economia éptima

Desde un punto de vista ldgico hay infinitas funciones objetivo posibles (podemos
construir tantas como dicte nuestra imaginacion) y por lo tanto hay infinitas economias
Optimas posibles. Pero toda economia 6ptima esta sometida a las condiciones de balance
material y a las restricciones de signo, y por lo tanto desde un punto de vista logico en las
economias Optimas la asignaciéon es un problema de maximizacion restringida. Como
vimos, en estos problemas para que exista una solucion tienen que cumplirse ademas de

las restricciones unas condiciones de maximo en las que intervienen unas variables

otro trabajo veremos que es precisamente su forma de operar la que provoca las crisis economicas). Pero el
solo hecho de que consiga establecer una asignacién mas o menos coherente resulta en si impresionante.
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auxiliares, los multiplicadores de Lagrange. Comprobar si unas determinadas variables y
multiplicadores forman una solucién 6ptima resulta sencillo simplemente comprobando si
se cumplen las restricciones y las condiciones de maximo. Muchos algoritmos
matematicos que intentan la solucion de los problemas de maximizacion restringida usan
este hecho de forma sistemdtica, comprueban si unas variables y unos multiplicadores
satisfacen las restricciones y las condiciones de maximo, y si no es asi los modifican
intentando que las incumplan menos. Por lo tanto la solucién de los problemas de
maximizacion restringida se facilita mucho, desde el punto de vista matematico, con el

estudio de los multiplicadores de Lagrange y las condiciones de maximo.

No es de extrafiar pues que en algunos de los algoritmos econdmicos reales se observen
conceptos con un papel similar al que juegan los multiplicadores de Lagrange y las
condiciones de méaximo en los algoritmos matematicos, porque al problema real de la
asignacion le corresponde logicamente el problema matematico. Asi en una economia
optima el conocimiento de los multiplicadores de Lagrange del problema matemadtico
correspondiente, de los valores, seria muy util, ya que por ejemplo con ellos se podria
decidir muy sencillamente los procesos que conviene usar y los que no, sélo cotejando las
condiciones de maximo, los balances contables. Por ello se comprende que en
determinadas economias reales los valores y la contabilidad jueguen un papel
fundamental, ya que permiten simplificar el problema del célculo de la asignacion. Con el
conocimiento de los valores el problema de determinar si una asignacion es la Optima se
reduce al problema de comprobar si se cumplen las condiciones de méaximo, si se cumplen
los balances contables. En consecuencia no debe extrafiarnos que en una economia optima
la categoria valor juegue un papel en la realidad y que la contabilidad sea usada de manera

. . 171
sistematica 7 .

! Ya hemos sefialado en el capitulo 16 el parecido de la forma de operar de los mecanismos mercantiles
con un algoritmo como el simplex, y ya hemos hecho referencia también en §17.3 al algoritmo del gradiente.
Pero en una economia Optima las variables son las intensidades x; y los términos 0£/0x; los balances
contables correspondientes; y los multiplicadores de Lagrange y; son los valores y 0£/0y; los balances
materiales correspondientes. Asi que si aplicaramos el algoritmo del gradiente al problema de una economia
optima procederiamos aumentando las intensidades cuyos balances contables fueran positivos (en el
capitalismo, los procesos con beneficios) y reduciendo las intensidades cuyos balances contables fueran
negativos (en el capitalismo, los procesos con pérdidas). Igualmente se aumentarian los valores cuyos
balances materiales fueran negativos (los de las materias con déficit) y se reducirian los valores cuyos
balances materiales fueran positivos (los de las materias con superavit). Se entiende que un mecanismo
economico o algoritmo real imite o se comporte de forma parecida al algoritmo matematico del gradiente, y
no creemos necesario subrayar la similitud de la forma de proceder de este algoritmo matematico con la
forma de operar del algoritmo real que llamamos mecanismo mercantil.
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En definitiva, en los textos de Matematicas al tratar la maximizacion restringida es
habitual la interpretacion de los multiplicadores de Lagrange como los valores de una
economia (y podrian interpretarse también las condiciones de maximo como una
contabilidad). Nosotros en cambio al tratar las economias interpretamos los valores y las
contabilidades como los multiplicadores de Lagrange y la comprobacion de las
condiciones de maximo de un problema de maximizacidn restringida.

18.3.3 Valor y contabilidad en los capitalismos

En VN vimos que si interpretamos los multiplicadores de Lagrange como precios las
condiciones de maximo eran la ley de la rentabilidad. Para comprobar si tenemos una
solucion de VN, para unas intensidades y unos precios dados, basta con que las
intensidades cumplan los balances materiales y que se cumplan las condiciones de
maximo, basta con comprobar si los procesos que operan tienen beneficios (actualizados)
nulos y los que no operan beneficios (actualizados) no positivos; basta con que se cumplan
lo que hemos llamado balances contables. En las empresas capitalistas con la contabilidad
se comprueba si un proceso obtiene pérdidas o no, se comprueba si se cumple la ley de la

rentabilidad.

Vemos que en el mecanismo capitalista los precios juegan el papel de los multiplicadores
de Lagrange y la contabilidad el de las condiciones de mdximo. Este mecanismo opera
pues de forma parecida a alguno de los algoritmos matematicos para resolver los
problemas de maximizacion restringida, opera como un algoritmo real. Es por ello que los
precios y la contabilidad son tan importantes en el capitalismo, porque es con la
comprobacion de los balances contables con lo que se establece la asignacién, con lo que
se intenta aproximar la solucion del problema. Desde luego la importancia de los
procedimientos contables en el capitalismo no ha pasado desapercibida y muchos autores
han subrayado que el capitalismo es el triunfo de la contabilidad.

18.3.4 Valor y contabilidad en otros sistemas

Pero habria que precisar la afirmacion anterior, en el sentido de que el capitalismo es el
triunfo de una determinada contabilidad, justo la que se deduce de las condiciones de
maximo de VN (y ésta es una prueba mas del parecido de este modelo con esa sociedad).
En efecto, un socialismo como el visto en §17.5.2 también puede entenderse como una

economia Optima en donde se maximizaria una funcién objetivo, y por ello también
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existen unos multiplicadores de Lagrange y unas condiciones de méaximo. Es concebible
pues una contabilidad especifica asociada a esas condiciones y a esos multiplicadores. Por
lo tanto no es correcta una asociacion entre capitalismo y contabilidad entendida como
algo exclusivo, ya que en un socialismo también podria usarse una contabilidad. No
obstante la contabilidad y los valores socialistas serian diferentes de los capitalistas,
porque las funciones objetivo son distintas y por ello lo son también las condiciones de

maximo y los multiplicadores de Lagrange.
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19: Crecimiento maximo como asignacion optima

19.1 VN como asignacion optima

Queremos encontrar alguna asignacion optima que se corresponda con la solucion de VN.
Hay varias maneras de atacar esta cuestion y algunas de las mds iluminadoras implican
matematicas poco habituales, pero también podemos escribir problemas sencillos, ademas
con un nuamero finito de variables y restricciones, con las que obtendremos la asignacion

de VN y para los que podremos dar una interpretacion clara y simple.

Planteemos por ejemplo la maximizacion de la produccion ponderada final vista en
§17.5.3. Hagamos que las cantidades iniciales sean Q = X4 B.; y que la ponderaciones
finales sean Z = Yyu41, donde suponemos conocidas las recetas y también X4 € Yni1.
Obviamente las condiciones de maximo resultan las mismas que las vistas en §17.5.3, ya

que seguimos ante el mismo problema.

Si planteamos el problema con recetas que no cambian con el tiempo y X € Yyu41, que
tratamos como datos, son precisamente las intensidades y los precios soluciéon de VN para
estas recetas, por simple sustitucion en las restricciones y en las condiciones de maximo se
comprueba que la solucion de VN sera también una solucion de la maximizacion de la
produccion ponderada final a lo largo de su intervalo temporal, aunque es posible que
ademds existan otras. Y este problema puede ser interpretado facilmente como la
maximizacion de la produccion al final del intervalo temporal ponderada con unos precios,
Xn Bn Y4, partiendo de unas materias disponibles al inicio del intervalo temporal,
X1 B.;. Por lo tanto la solucion de VN se corresponde con una economia que maximiza la
produccion ponderada al final del intervalo temporal de andlisis, cuando las cantidades
iniciales y las ponderaciones se corresponden con las intensidades y precios solucion de
VN. Las intensidades de VN a lo largo del tiempo (creciendo con el factor-VN) son
precisamente las que se corresponden a la maximizacion de la produccion ponderada final,
los precios de VN (decreciendo con el factor-VN) son los valores, las tasas a la que se
incrementa la produccion final ante una variacion en el balance material de las materias, y
el balance contable de un proceso es la tasa a la que se incrementa la produccion final ante

una variacion en la intensidad del proceso correspondiente. También es facil comprobar
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que si en la maximizacién de la produccion ponderada final escribimos recetas que

cambian periddicamente con el tiempo una solucion serd la correspondiente a VNC.

Recordemos el ejemplo de las mujeres anadidas de §7.1.3, donde dijimos que el valor-
reproductivo era proporcional a la contribucidon al crecimiento de la poblacion a largo
plazo. Si planteamos la maximizacion de la produccion ponderada final con la matriz de
Leslie del ejemplo de §7.1.3, partiendo de una poblacién inicial X, igual a la solucién de
VN y usando como ponderacion de la produccion final Yae los valores-reproductivos, la
solucion serd precisamente la que se corresponde a VN. Los valores-reproductivos se
corresponden realmente a los valores de nuestro nuevo problema, y también la
interpretacion que dimos del precio de una materia como el precio de lo que va a producir.
Pero esta interpretacion es aplicable a cualquier tipo de produccidon, de manera que el
precio de una materia en un instante, el multiplicador de Lagrange, es la tasa a la que se
incrementa la produccion final ponderada (en un futuro cualquiera) si afiadiéramos al

sistema una pequefia cantidad de la materia en el instante correspondiente.

En realidad estas ultimas propiedades siguen siendo ciertas para cualquier solucion de la
maximizacion de la produccion ponderada final, también cuando plantemos el problema
con unos X € Yp+1 que no se corresponden a la solucion de VN. De hecho VN y VNC
pueden entenderse como formas de encontrar soluciones sencillas a la maximizacion de la
produccion ponderada final cuando las recetas no cambian con el tiempo o cuando lo
hacen de manera periddica. Pero recordemos que ademas de estas soluciones simples

pueden existir otras que no lo sean'’?, es perfectamente posible que existan otras

: 173
soluciones que no s correspondan aVN .

19.2 Comparaciéon entre VN y otras economias 6ptimas

Comparemos los balances contables de la economia que maximiza la produccion

ponderada final que vimos en §17.5.3, cuando se corresponde a VN, con los de las

172 Ademas se puede demostrar, aunque no lo haremos aqui, que bajo determinadas condiciones la
trayectoria que describe la maximizacion de la produccion ponderada final con recetas constantes se
parecera a la descrita en VN incluso cuando planteamos este problema con unos X; ¢ Y, que no se
correspondan a la solucion de VN, lo que se conoce como feoremas de la autopista. Bajo determinadas
condiciones, recordémoslo, la estructura de la economia evolucionara desde su forma inicial hasta la de VN,
y permanecera en ella hasta que se desvi¢ de la misma al final de la trayectoria para adaptarse a la
ponderacion final particular. Véase McKenzie [3].

'3 Pusimos un ejemplo en §10.4.2 de unas recetas que no cambian con el tiempo para las que sin embargo es
posible una solucion ciclica. Esta tltima solucién no lo es de VN, aunque si de VNC.
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economias que maximizan la satisfaccion de las necesidades de Robinson de §17.5.1 o de
la gente de §17.5.2. En los tres casos, en realidad en toda economia optima, tenemos que
contribucion marginal directa + ingreso marginal — coste marginal <0
y si el proceso opera se aplica =, donde recordemos que hemos llamado contribucion
marginal directa a 00/0X, ingreso marginal a B¢ Y1 y coste marginal a A¢ Y. Pero en la
maximizacion de la produccion ponderada final la contribucion marginal directa sélo
existe para las intensidades de los procesos que operan en el ultimo instante temporal. Asi
que para las intensidades en el resto de instantes, 0 < < n, tenemos
ingreso marginal — coste marginal <0

y si el proceso opera se aplica =, que es por supuesto la ley de la rentabilidad capitalista'™.

En la economia de Robinson de §17.5.1 o en la de §17.5.2 que un proceso opere o no esta
determinado por un balance contable en donde, ademds de los ingresos y costes
marginales, se toma en consideraciéon la tasa a la que contribuye directamente a
incrementar la satisfaccion de las necesidades, las de Robinson o las de la gente. Pero en
las economias que se parecen a la vista en §17.5.3 o a VN no se maximiza la satisfaccion
de las necesidades de la gente (y, fijémonos bien, tampoco la satisfaccion de las
necesidades de una clase dominante), se maximiza la produccion ponderada final. Por lo
tanto el balance contable de VN so6lo tiene en cuenta los beneficios marginales. Mientras
que en la economia de §17.5.2 se destinaran recursos a un parque natural si eso es lo que
desea la gente, aunque estos recursos no vayan a producir nada, en VN se destinan
recursos solo a las actividades que permitan obtener ingresos que compensen sus costes,
en VN no hay lugar para consumos si no producen ingresos (salvo que impongamos al

sistema unos flujos de materias).

Ademas los valores de las materias en la economia de Robinson de §17.5.1 o en la
economia orientada a la satisfaccion de las necesidades de §17.5.2 seran diferentes de los
de una economia que maximiza la produccion ponderada final de §17.5.3 y de los de VN.
En aquellos sistemas los valores son la tasa a la que se incrementa la satisfaccion de las

necesidades ante el afiadido de una pequefia cantidad de la materia correspondiente, pero

174 Para las intensidades en el Gltimo instante, ¢ = n, nos queda

contribucion marginal directa — coste marginal <0
y en §17.5.3 la contribucion marginal directa es B, Z, la tasa con la que el proceso incrementa la produccion
final ponderada.
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en §17.5.3 y en VN los precios son la tasa a la que se incrementa la produccion ponderada
final. Asi que tenemos que en general los valores de una economia que maximiza la
produccion ponderada final, los de VN, no tienen porqué coincidir o incluso parecerse a
los valores de Robinson o a los de una economia orientada a la satisfaccion de las
necesidades. El hecho de que estemos ante funciones objetivo diferentes determina esta
distancia, incluso aun cuando escribamos las ecuaciones con recetas iguales y por ello las
restricciones sean las mismas.
19.2.1 Un ejemplo; valor de una materia duradera
Veamos el caso de una materia duradera de n edades. Las condiciones de maximo que se
corresponden a los procesos que la usan resultan, en toda economia dptima,

6(1)/6x0,[ — a0, Yt T bot Yer1 1041 <0

0D/ 0x,,,,— A1,t¢1 Yer1 — V0,41 T brgr1 Yerz + Y142 <0

0D/ 0x,, ., — Azp+2 Yer2 — V1+2 T Dogra Y3 + 32,43 <0

OD/0X,,_| 1t — An-Ltrn-1 Yernd = Yn2s4n1 + Dot trn1 Yern T Vot 0 < 0

oD/ ax,,,m — Ant+n Yen — Vo-le4n T bn,t+n Ye+nt+1 = 0
donde hemos anotado x,,, como la intensidad del proceso que usa la materia duradera con
edad 7 en el instante ¢, y,., como el precio de la materia duradera de edad r en el instante ¢,
a,¢ Yy by el resto de materias usadas como insumos y productos, e ys como los precios del
resto de materias en el momento ¢. Si substituimos desde abajo hacia arriba nos queda

n
yr,t+r+l 2 Z(aq)/axk,Hk - ak,t-¢-kyt-¢-k + bk,t+kyt+k+1 ) {19 1}
k=r+1

y substituyendo de arriba abajo resulta

Visarsl < Z (_aq) / axk,tJrk + ak,t+kyt+k - bk,t+kyt+k+1) {192}

k=0

Pero en §17.5.3 la tasa a la que aumenta la funcion objetivo ante la operacion de un
proceso que use la materia sera 0 (en el caso de que la vida de la materia duradera no
alcance el final del intervalo temporal). Por lo tanto las féormulas {19.1} y {19.2} en este
caso quedan

n
yr,t+r+l 2 z (_ak,t+kyt+k + bk,t+kyt+k+1 )

k=r+1

.
Viera S z @Y e ~PreaY o)

k=0
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Resulta facil comprobar que estas formulas se corresponden a las que vimos en §6.1.1, se
corresponden con las férmulas de los precios en VN. Por lo tanto en la maximizacién de la
produccion ponderada final de §17.5.3, como en VN, una materia vale exactamente tanto
como las materias que habrd de rendir y también tanto como las materias que cuesta

adquirirla.

Pero esto no serd asi en otras economias Optimas, ya que entonces los valores de las

materias duraderas incluyen los términos

D od/ex,,,, {19.3}

k=r+1

—> 0D/ ox,,., {19.4}
k=0

El término {19.3} es la tasa a la que aumenta la funcién objetivo ante una variacion en los
procesos que usan la materia a partir de la edad , y {19.4} es la tasa a la que disminuye la
funcion objetivo ante una variacion de los procesos que utilizan la materia duradera hasta
la edad ». Si la funcion objetivo fuera la satisfaccion de las necesidades de Robinson, y
forzando un poco el lenguaje, podriamos llamar a {19.3} incremento marginal de la
utilidad subjetiva con su uso futuro o “utilidad marginal futura”, y a {19.4} decremento
marginal de la utilidad subjetiva con su uso pasado o “desutilidad marginal pasada”. En la
economia de Robinson se cumple que, para todos los procesos disponibles,

utilidades marginales futuras + ingresos marginales < valor < desutilidades
marginales pasadas + costes marginales

y para los procesos que efectivamente operan

mayor (utilidad marginal futura + ingreso marginal) = valor = menor (desutilidad
marginal pasada + coste marginal)

Pero en VN las utilidades marginales futuras y las desutilidades marginales pasadas son 0,
y las materias se valoran solo por sus ingresos marginales y sus costes marginales, como
vimos, s6lo se valoran por las materias que se pueden obtener con su uso y por las
materias que se necesitan para adquirirla. En la economia de Robinson, sin embargo, si
existira la utilidad marginal futura y la desutilidad marginal pasada. Una materia para
Robinson no sdlo vale las materias que va a producir, sino también lo que le permite

aumentar la satisfaccion de sus necesidades el hecho de que puedan usarse los procesos
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que la necesitan, y no sélo vale las materias que cuesta producirla, sino también lo que

disminuye la satisfaccion de sus necesidades el hecho de que tiene que producirse.

En resumen, vemos que los valores, los balances contables y por lo tanto la asignacioén en
la maximizacion de la produccién ponderada final de §17.5.3 y en VN pueden ser muy
diferentes de los que se corresponden a la economia de Robinson de §17.5.1 y a la de una
economia orientada a la satisfaccion de las necesidades de §17.5.2. Asi que las formulas
de los precios de VN no son en absoluto generalizables al resto de economias Optimas,

175
como tampoco lo son sus balances contables'’

. No obstante, es posible un célculo
economico en toda economia Optima, pero la contabilidad y los valores que se
corresponden a una economia pueden ser muy diferentes de los de otra.

19.2.2 Un experimento mental; el “robinsén productivista”

Para ilustrar la distancia entre VN y otras economias Optimas, imaginemos que un
robins6n se comportara como indica §17.5.3 o VN, que estableciera la asignacion
maximizando la produccion final ponderada (para un instante prefijado y con unas
ponderaciones dadas), no su “utilidad subjetiva”. Entonces nuestro “robinsén

productivista” tendria las jornadas laborales mas prolongadas e intensas posibles, y el

consumo mas limitado y barato posible, porque es con esta conducta con la que se

"> En la economia de Robinson o en la economia de §17.5.2 el valor es la tasa a la que se incrementa la
satisfaccion de las necesidades, de Robinson o de la gente, si afiadimos una pequefia cantidad de la materia
al sistema. Por lo tanto en estas economias si tiene cierto sentido lo que podriamos llamar una vision
“subjetivista” del valor, ya que las materias se valorarian por cdbmo contribuyen a satisfacer las necesidades
(aunque en §17.5.2 no estemos hablando de “utilidades subjetivas” personales o individuales sino mas bien
colectivas o sociales). En estos sistemas puede mantenerse la concepcion del valor de Menger, por lo menos
como ilustracion, y una materia puede ser un “bien de consumo” porque como tal contribuya a aumentar
directamente la satisfaccion de las necesidades de la gente, o puede adquirir valor como “medio de
producciéon” porque contribuya a producir “bienes de consumo”. Una materia adquiere su valor por como
aumenta la “utilidad”, bien directamente bien indirectamente mediante los procesos de produccion.

Pero en VN o en un capitalismo, sin embargo, las materias se valoran por como contribuyen a incrementar
los beneficios, la produccion final ponderada en precios, no por como contribuyen a satisfacer las
necesidades de la gente. Por lo tanto una vision “subjetivista” de los precios en VN, o en los capitalismos, es
incorrecta. Los precios en VN no son valoraciones subjetivas directas o indirectas. En VN todas las materias
son “medios de produccion”, también las consumidas por los humanos o incluso los propios humanos, en
cuanto contribuyen a maximizar el crecimiento.

Por otra parte, en la economia de Robinson y en los capitalismos no se puede modificar el pasado. Por eso
para Robinson una materia existente en el momento inicial # = 0 vale la mayor utilidad futura mas el ingreso
de consumo que puede obtenerse de ella, con independencia de cuales hayan sido sus costes de su
produccion; en un presente determinado el valor de una materia depende s6lo de su futuro y no de su pasado,
precisamente porque no puede influir en éste. Pero las materias que Robinson estima que puedan existir en el
futuro también tienen un valor para él, que dependen de cual sera su futuro posterior pero también de lo que
costara producirlas en términos de desutilidad y de materias necesarias. En el capitalismo se mantiene esta
dependencia temporal y por eso en este sistema las materias realmente existentes en un instante presente
valen justo las materias que van a producir, con independencia de lo que haya costado producirlas; pero las
materias que (se espera que) existiran en el futuro se valoran, ademas de por lo que van a producir, también
por lo que costara producirlas, como se deduce de §17.5.3.
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obtendria la mayor produccién final, como se deduce facilmente de §17.5.3 y VN. Un
“robinsén productivista” se comportaria pues de una manera totalmente diferente a la que
cabe esperar de Crusoe. Los valores serian muy distintos, porque con el “robinséon
productivista” las materias se valorarian por cémo se incrementa la produccion final
mientras que con Crusoe se valorarian por como se incrementa la satisfaccion de sus
necesidades, en ambos casos con la introduccioén de una pequenia cantidad de la materia en
el sistema. Ademas los balances contables de los procesos serian también muy diferentes,
ya que el del “robinsén productivista” seria sélo el beneficio marginal mientras que el de
Crusoe incluiria la tasa con la que la operacion de un proceso aumenta directamente la

satisfaccion de sus necesidades.

Analicemos las economias de nuestros dos robinsones con TE. Crusoe cabe esperar que
establezca la asignacion ahorrando su trabajo, de manera que con las recetas que escogeria
el factor de explotacion estaria cercano a 1; para Crusoe no tiene sentido trabajar mucho
mas que lo necesario. Pero la economia del “robinsén productivista” operaria sin esta
tendencia, y la jornada laboral seria la de mayor intensidad y extension posible, siempre
que el trabajador pudiera seguir operando para maximizar la produccion final. La solucion
de TE con las recetas que operan en este caso implica un factor de explotacion que no
necesariamente estard cercano a 1. Vimos que TE podia usarse como un estudio del
control de la asignacién por los trabajadores. La economia de Crusoe es la que cabe
esperar alli donde es el propio trabajador quién tiene el control de la asignacion, pero la
economia del “robinson productivista” se corresponde mejor a una en donde el control de
la asignacidn estuviera en otras manos. Parece evidente que si un robinson tuviera el
control de la asignacién no se comportaria de manera productivista sino como Crusoe, y
que si observaramos que se comporta como se deduce de §17.5.3 o de VN es porque existe
alguna fuerza ajena a sus deseos que le obliga a ello.

19.2.3 Un segundo experimento mental; la economia robotica

Imaginemos ahora una economia en la que el avance tecnologico pudiera desplazar el
trabajo humano de manera progresiva hasta una total automatizacion y robotizacion. Por
ejemplo, supongamos que las recetas de §1.1 evolucionaran de manera que V disminuyera

progresivamente hasta que resultaran
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70 12 0 0 575 0
C=|30 8 V=0 0 B=| 0 20
70 12 0 0 400 O

Con estas recetas VN tiene como solucion a = 2.0578, X, = 2.0578' [0.1253, 0.8747, 0],
Y, =2.0578"[0.0112, 0.1958]. Es posible pues un crecimiento maximo sin seres humanos
presentes y con precios perfectamente definidos. Como vemos el comportamiento que
impera en VN es completamente a-humano, no depende de que existan o no personas en el
sistema. VN puede tener solucion, y pueden estar definidos los precios, con independencia

. . 176
de que exista 0 no el consumo y el trabajo humanos. '’

Ademas, aun cuando estén presentes en las recetas, en VN los humanos son tratados como
insumos en igualdad de condiciones con otros insumos, no hay ninguna diferencia en el
modelo entre la manera en la que es tratado un trabajador y una maquina. VN describe una
economia que no es antropocéntrica y en donde los seres humanos son materias como las
demas. En VN se dedican recursos para mantener a los trabajadores s6lo cuando usar éstos

en la produccidn permite obtener un mayor crecimiento, y si no fuera éste el caso no se les

176 Por supuesto, nuestro experimento mental tiene como inspiracion la imagen de Sismondi, usada para
criticar a Ricardo, de una Inglaterra totalmente mecanizada en la que el rey pusiera en marcha los automatas
girando una manivela ([1] tomo II, nota en la pagina 330); el capitulo sobre la maquinaria afiadido por
Ricardo a la tercera edicion de los Principios, quizéa influido por criticas como la de Sismondi; los esquemas
de reproduccion de Tugan sin seres humanos (véase [1] capitulo IX, y también [2], en especial la nota en la
pagina 219); los calculos de los precios de economias automaticas en Dmitriev [1]; y, ya fuera del terreno
propiamente econdémico, los telares que tejen solos de Aristoteles o la Teoria de los automatas
autorreproductivos iniciada por Von Neumann.

Hacemos notar que en nuestro experimento mental no hay ni consumo ni trabajo humano, y en consecuencia
no existe solucioén para TE; los precios en VN no s6lo no son valoraciones subjetivas directas o indirectas
(no hay humanos presentes ni por lo tanto “utilidades subjetivas”) sino que tampoco son trabajo humano
transformado. Es evidente que estas dos concepciones del precio en el capitalismo resultan
antropocentrismos injustificados desde el momento en que en este sistema el consumo y el trabajo humano
son tratados de igual manera que el resto de los consumos y trabajos. Podemos imaginar otros sistemas
sociales en donde los consumos o los trabajos humanos si fueran tratados de manera diferenciada y que por
ello los trabajos o las “utilidades subjetivas™ si fueran determinantes en la valoracion, por ejemplo en un
socialismo como el de Marx, pero éste no es el caso en el capitalismo.

Un error comun es confundir un ideal con la realidad, confundir el “deber ser” con el “ser”. Algunas veces se
razona en un mundo ideal y se aplican las conclusiones que se obtuvieron de ese estudio a la realidad de una
forma no muy critica, porque la realidad no siempre se parecera al ideal. Como hemos dicho, en una
economia organizada para satisfacer las necesidades humanas estd claro que las “utilidades subjetivas” son
fundamentales; pero en VN y en el capitalismo la asignacion no se establece para satisfacer las necesidades
humanas sino de acuerdo con la produccion por la producciéon misma. En aquel mundo ideal las cosas se
valorarian por cémo contribuyen a satisfacer las necesidades, directa e indirectamente; pero en los
capitalismos reales las cosas se valoran por como contribuyen a aumentar los beneficios. Por lo tanto una
vision “subjetivista” del valor es aceptable para el socialismo que queria Marx pero incorrecta en un
capitalismo. Menger se equivoca al aplicar unas ideas que si tienen cierto sentido alli donde la economia esta
orientada a satisfacer las necesidades, como en un socialismo o en la economia de Robinson, a un sistema
como el capitalismo en donde la asignacion no obedece ese fin.
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mantendria, como podria decirse de una maquina o de un animal. En cambio en la
economia de Robinson o en la orientada a la satisfaccion de las necesidades de §17.5.2 si
estamos ante unas economias antropocéntricas, ya que los seres humanos determinan la
funcién objetivo y la asignacion se establece para satisfacer sus necesidades. Es obvio que
la economia de Robinson no tendria sentido si no existe el propio Robinson, o que §17.5.2
no tendria sentido si no hay personas, y esto tiene su expresidn matematica en que en
ambos casos no estaria definida la funcion objetivo. Pero la asignacion de VN si tiene
sentido incluso aunque no haya humanos presentes y la funcion objetivo no se establece en

relacion con los seres humanos ni depende de ellos.

19.3 VN y la contabilidad en los capitalismos

Si observamos que en una economia real se usa una determinada contabilidad podemos
intentar dar una estimacion de la funcion objetivo del problema matematico
correspondiente y obtener con ello las ecuaciones de una asignacion optima con las que
intentar modelizar esa realidad. En efecto, como la contabilidad se corresponde a las
condiciones de maximo, de su conocimiento podemos intentar reconstruir la funcion
objetivo. Recordemos las condiciones de maximo {17.2} para toda economia 6ptima

5% + B¢ Yeo1 — A Y <0 y si el proceso opera se aplica =

t
Observando las derivadas 0®/0X¢ en la contabilidad de la economia real podemos intentar

reconstruir la funcién objetivo O(X).

La contabilidad capitalista se caracteriza por la ley de la rentabilidad, los procesos que
operan obtienen beneficios marginales nulos y los que no operan beneficios marginales no
positivos. Como los beneficios marginales resultan B Y1 — A¢ Y¢ esta ley empirica puede
escribirse

BiYir1i — A Y <0 y si el proceso opera se aplica =
Comparando esta expresion con {17.2} vemos que ambas se corresponden si 0D/0X¢ = 0.
La ley de la rentabilidad es pues una contabilidad que se corresponde por ejemplo a una

funcién objetivo que no depende de las intensidades (como una funcién nula).'”’

77 También llegariamos a unas condiciones de maximo que se corresponderian con la ley de la rentabilidad

si la funcion objetivo fuera Y (X1 By — X¢ A¢) Zy, siendo Z, unas ponderaciones dadas proporcionales a los

Y:. En definitiva, si en una economia se maximiza el beneficio establecido con unas ponderaciones que son k

veces los multiplicadores de Lagrange, donde £ es un nimero positivo, las condiciones de maximo resultan
BiZi1—A¢Zi B Y1 — A Y <0 y si el proceso opera se aplica =
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Notemos que los balances contables de la economia que maximiza la produccion
ponderada final de §17.5.3 para los procesos entre 0 < ¢ < n también son precisamente
estas condiciones (y por lo tanto si §17.5.3 lo plantedramos para un » infinito
obtendriamos la ley de la rentabilidad). En definitiva, la contabilidad capitalista se
corresponde a las condiciones de maximo de VN o también a las de una economia que
partiendo de unas cantidades iniciales maximiza la produccion ponderada al final de un

intervalo temporal.

Podria pensarse que, dado que la contabilidad capitalista se aplica en las empresas, §17.5.3
0 VN se aplicarian s6lo a la asignacién a este nivel, pero no para el conjunto de una
sociedad capitalista. Pero, como vimos en §12.3, si un conjunto de subsistemas que
obedecen cada uno VN se coordinan mediante intercambios produciran de forma global la
asignacion de VN también a ese nivel, y es facil ver que éste también es el caso con las
ecuaciones de §17.5.3. Por lo tanto, aunque la contabilidad en el capitalismo se establezca
en las empresas, el vinculo mercantil determina una asignacion que no se diferencia de la
que se estableceria de forma global, si el mecanismo mercantil consiguiera la coordinacion

de los subsistemas.

19.4 VN como asignacion éptima (apéndice)

En §19.1 vimos que VN podia interpretarse como una solucion del programa lineal de
§17.5.3, la maximizacién de la producciéon ponderada final'”® a lo largo del intervalo
temporal 0 < ¢ < n. Sin embargo existen otros problemas para los que VN también resulta

su solucion bajo determinadas circunstancias.

Por ejemplo, estudiemos una economia 6ptima donde la funcidon objetivo no dependa de
las intensidades (como una funcion nula). Definiendo la matriz F y los vectores X ¢ Y

como

y por lo tanto, dado que Z; = Y k, obtenemos de nuevo la ley de la rentabilidad.

178 Al igual que VN esté vinculado a la maximizacion de la produccion ponderada final para unas cantidades
iniciales dadas, es facil comprobar que también esta vinculado con la minimizacion del consumo ponderado
inicial para unas cantidades finales dadas. Los precios también son la tasa a la que disminuye el consumo
ponderado inicial ante una variacion en los balances materiales. Como vemos existe una simetria temporal
en las ecuaciones, pero dejamos su estudio para otros trabajos.
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~A, B, 0 0 0 0 Y,

0 -A, B, 0 0 0 Y,

. 0 0 -A, B, 0 0 v_| Y
0 0 o0 -A, B, 0 Y,

0 0 0 0 -A, B, Y,

0 0 0 0 0 -—A, Y,

Xx=[. X, X X, X, X, X .]
las condiciones de primer orden quedan

X~0 - FY~0 X"-FY=0
XF~0 o -Y~0 XF-Y'=0 {195}
que implican que se cumplen los balances materiales y los balances contables en el
intervalo temporal (—o0, ) en correspondencia con los signos de las intensidades y valores
segun el tipo de proceso y de materia'”’. Por supuesto, no hay dificultad en escribir la
matriz F para las recetas en tiempo discreto o en plantear estas condiciones con las

funciones de produccion o en tiempo continuo.

En el caso de que las recetas no cambien con el tiempo por simple substitucion se
comprueba que los X¢ e Y¢ solucion de VN satisfacen también estas condiciones, y cuando
las recetas cambian de manera periodica lo hacen los de VNC. Por lo tanto si encontramos
una soluciéon de VN o VNC para unas recetas que no cambian en el tiempo, o que lo hacen
de manera periddica, estd solucion satisfard también {19.5} con esas mismas recetas. VN
y VNC pueden entenderse pues como una manera de encontrar algunas soluciones para

este nuevo problema, las que se corresponden a los comportamientos simples.

Pero este problema es mas dificil de interpretar que §17.5.3, aunque s6lo sea porque ahora
estamos ante infinitas variables y restricciones. Por eso hemos preferido exponer una
generalizacion de VN con §17.5.3, porque éste es un programa lineal finito y
perfectamente habitual. Ademds nuestro nuevo problema puede entenderse como una

generalizacion de §17.5.3 para un intervalo temporal infinito y también como un problema

179 I I : sz : [ IS

" También hubiéramos llegado a {19.5} si hubiéramos escrito las condiciones de una economia 6ptima
donde se maximizara X F Z, siendo Z unas ponderaciones proporcionales a los Y; en definitiva, donde se
maximizaran los beneficios ponderados en unos “precios” proporcionales a los multiplicadores de Lagrange.
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de punto de silla en donde los beneficios a lo largo del tiempo X F Y se maximizan con

. . e 1
respecto a las intensidades X y se minimizan con respecto a los valores Y. '*

Fijémonos en que este problema puede tener otras soluciones, ademas de las de VN y
VNC, aunque las recetas no cambien en el tiempo o que lo hagan de manera periddica, y
que puede plantearse sin suponer un comportamiento simple, con recetas que cambian con
el tiempo de forma no periddica, con funciones no lineales, con indivisibilidades, etc. En
definitiva, podemos entenderlo como una generalizacion de VN aplicable no sélo a los
comportamientos simples sino también a los comportamientos no simples. En otros

. . . ’ . 181
trabajos estudiaremos sus propiedades y como calcular sus soluciones.'®

180 Forzando la notacion matematica para intentar facilitar la comprension, hubiéramos podido escribir este
problema también como

max
X XFY
min
Y
X~0
-Y~0
Dependiendo de cémo escribamos las recetas (o las funciones de produccion) los beneficios a lo largo del
tiempo quedan

un paso temporal {1.1} tiempo discreto {8.8} tiempo continuo {8.13} funciones de produccion {9.2}

0

D XeAcH XeaBe)Ye DD Xeefinr Vo f f X(=nfa=rnydr YOd | Y DG, XD i i
r=0 t i J

t P 0

En todos los casos las condiciones de este problema implican que:

se cumplen los balances materiales (que resumimos en una nota en §11.1),

se cumplen los balances contables (que resumimos en una nota en §11.6),

o la intensidad (el insumo) o el balance contable correspondiente o ambos se anulan,

o el balance material o el valor correspondiente o ambos se anulan.
Para el caso escrito con las recetas A; y B; en la forma estandar escribimos ya estas condiciones en §11.7.
181 podemos plantear este problema para un intervalo temporal diferente de (—oo, ©). Suponiendo conocidas
las intensidades en el instante 7 = 0, con el intervalo temporal [0, o) tendriamos un problema de
“condiciones iniciales”, lo que nos permite estudiar la influencia de un presente determinado en la
asignacion futura. También podemos plantearlo para un intervalo temporal (—o, 0], con unas “condiciones
finales”, lo que nos permite estudiar el pasado que ha generado un determinado presente. Ademas la
maximizacion de la produccion ponderada final de §17.5.3 puede entenderse como su solucion parcial para
el intervalo temporal [0, n], conocidas las cantidades disponibles en el momento 0 y los valores en el
momento 7 (y si conocemos los valores en el momento 0 y las cantidades en el momento 7 la minimizacion
del consumo ponderado inicial también resulta su solucion parcial).
Fijémonos en que VN es una teoria que no depende de unas condiciones iniciales o de un estado presente, en
VN estudiamos la estructura econdmica que crece mas y €sta no depende de la historia, pero al limitarnos a
un comportamiento simple estamos también prescindiendo de la influencia de un determinado presente sobre
el futuro. En cambio con este nuevo problema si podemos establecer un presente concreto como dato y
estudiar como influye éste en el futuro, o también cual ha sido el pasado que lo ha provocado. En este
sentido resulta mucho mas 1til que VN a la hora de tratar economias reales, aunque a costa de una mayor
complicacion y dificultad matematica. Por ejemplo, la evolucién de una ciudad esta determinada por su
historia (asi es habitual que las calles de una ciudad contemporanea reproduzcan en parte el mapa de la
ciudad hace siglos), lo que podemos considerar con nuestro nuevo problema pero no con VN. En el caso de
una colmena de abejas esto no es tan importante, porque las colmenas comienzan su ciclo vital desde cero,
pero en el caso de las sociedades humanas la estructura econdmica si estd muy influida por el pasado.
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20: Introduccion

En este trabajo queremos estudiar en una primera aproximacion la estructura y la
evolucion de las sociedades, esto es, como funcionan las sociedades y por qué han llegado
a funcionar como lo hacen. Para analizar su estructura hemos planteado un modelo
teorico, el crecimiento proporcional maximo o VN, y hemos afirmado que su
comportamiento es similar al de algunas sociedades reales, y mas especificamente al que
muestran los capitalismos y algunas sociedades bioldgicas. Sin embargo no hemos
explicado debidamente el motivo por el que estas sociedades reales se comportan de esta
manera tan peculiar, ni tampoco hemos dicho nada de los procesos evolutivos que han

regido su aparicion.

Para tratar estos aspectos empezaremos planteando dos cuestiones concretas:

1? ;por qué VN se parece a los capitalismos?

2% ;por qué los humanos viven en capitalismos?
Fijémonos en que éstas son dos preguntas diferentes, ya que VN podria parecerse a los
capitalismos aun cuando los humanos vivieran en otros sistemas, y los humanos podrian
vivir en capitalismos aunque estos sistemas no se parecieran a VN. No obstante veremos
que resulta mas sencillo contestarlas si las vinculamos entre si (hubiéramos podido
englobarlas en la cuestion de por qué los humanos viven en un sistema que se parece a
VN), y también que respondiéndolas entenderemos mucho mejor las estructuras de las
sociedades al concebirlas como resultado de un proceso evolutivo. Aunque responder a
estas cuestiones pudiera parecer muy sencillo, comenzaremos mostrando que éste no es

necesariamente el caso descartando algunas posibles respuestas.

20.1 ¢ Por qué VN se parece a los capitalismos?

Nuestra primera cuestion acepta implicitamente como cierto que VN se parece a los
capitalismos reales, algo que no es evidente y que hay que probar. Pero en los capitulos
anteriores hemos dado numerosas pruebas de que esto es efectivamente asi, ya que a partir
de este modelo podemos dar cuenta de muchas leyes empiricas que se observan en estos
sistemas, como por ejemplo:

e la propia existencia de los precios (véase §2)

e los procesos cumplen la ley de la rentabilidad (§2)

e los desperdicios que hay que eliminar con costes tienen precio negativo (§4)
e las materias son mas baratas alli donde son producidas originariamente (§5)
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los precios de las materias duraderas obedecen las féormulas de depreciacion (§6)
el precio de la tierra es su renta perpetua (§6)

el coste laboral es igual al ingreso que se va a obtener con el trabajo (§7)

el precio de una empresa es su valoracion fundamental (§8)

para cada insumo se cumple la ley de la rentabilidad marginal (§9)

la ley del interés compuesto se cumple en cada fase de una economia ciclica (§10)
se cumplen las leyes de los signos segun el tipo de materia (§11)

los precios son proporcionales a las tasas de intercambio de los mercados (§12)

el precio de una materia es su ingreso mas rentable y su coste mas barato (§13)

la contabilidad de los capitalismos es la que se deduce de VN (§19)

Fijémonos en que éstas son leyes cuantitativas precisas y que incluso alguna de ellas tiene
una formulacion matematica que no es en absoluto trivial. Ademads, aunque s6lo hemos
escogido una o dos de estas leyes por capitulo, desde el texto o desarrollando VN en
mayor medida hubiéramos podido detallar muchas otras. Por lo tanto a partir de VN
podemos deducir muchas leyes cuantitativas precisas que se observan empiricamente en
los capitalismos. No puede ser una casualidad que todas estas leyes que podemos deducir
como propiedades del crecimiento méaximo se observen en los capitalismos reales. Esta es

una sefial inequivoca de que VN vy los capitalismos tienen mucho en comun. '*?

No obstante recordemos que también hemos dicho que VN no es una teoria exacta de los
capitalismos, sino s6lo una aproximacion muy grosera, y que ya hemos sefialado algunas
diferencias sistematicas entre este modelo y estas realidades. Pero por el momento no nos
detendremos en estas diferencias porque algunas de ellas las entenderemos mejor

comprendiendo antes la similitud.

Ahora bien, el parecido entre estas sociedades y este modelo puede resultar en una primera
impresion cuando menos sorprendente, ya que VN es solo el estudio del crecimiento

mdximo y no resulta en absoluto obvio que este comportamiento tan peculiar tenga que

82 Debemos notar que estas leyes no s6lo nos permiten afirmar el parecido entre los capitalismos y VN, sino
también la distancia con otros modelos. Asi en TE se cumplen algunas de las leyes empiricas que se
observan en el capitalismo, porque TE sirve como modelo para una produccion mercantil simple, sistema
que puede entenderse como un capitalismo primitivo. Pero es evidente la distancia entre TE y los
capitalismos, ya que en estas realidades tiende a existir un crecimiento y no un estado estacionario, se
cumple la ley de la rentabilidad y no la ley ricardiana, los precios son diferentes de los valores-trabajo, existe
un tipo de interés, las materias duraderas con eficiencia constante se deprecian segun {6.1} y no de forma
lineal, etc. También hemos sefialado en §19.2 la distancia de VN, y por lo tanto de una economia en la que
se cumplan estas leyes, con las economias orientadas a la satisfaccion de las necesidades, de la gente o de
Robinson. En unas economias asi no se cumpliria la ley de la rentabilidad sino que existiria otra contabilidad
vinculada a otras condiciones de maximo, el valor no seria la tasa a la que se incrementan los beneficios, el
de las materias duraderas no coincidiria ni con el coste de produccion ni el ingreso de consumo, etc.
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parecerse a los capitalismos. Para insistir en lo curioso de esta circunstancia descartaremos

algunas explicaciones que pudieran darse de este parecido.

Podria pensarse que VN describe el unico comportamiento l6gicamente posible y que por
lo tanto los sistemas reales siguen las pautas del inico comportamiento coherente. Pero
éste no es el caso porque ya vimos que para unas recetas habitualmente existiran muchas
asignaciones posibles, y muchos comportamientos simples posibles, y que por lo tanto las
sociedades no estan obligadas por razones de coherencia logica a un comportamiento
determinado. Ademds podemos definir otras sociedades hipotéticas posibles desde un
punto de vista 16gico y que podrian llegar a funcionar de una manera muy distinta a VN
(por ejemplo como TE). Asi que la explicacion de que VN es el Ginico comportamiento

logicamente posible podemos descartarla.

Quizd VN se parece a los capitalismos porque habriamos afiadido como supuestos las
leyes que hemos citado, como la ley de la rentabilidad o la del interés compuesto, y eso
determinaria que modelo y realidad se parecieran. Pero esto tampoco es asi, ya que no
hemos supuesto en absoluto estas leyes, no las hemos afadido a nuestro modelo para que
se parezca a la realidad como hipdtesis ad hoc, no hemos supuesto que tengan que existir
los precios, ni que tenga que cumplirse la ley de la rentabilidad, etc. Nosotros hemos
deducido todas estas leyes como propiedades del crecimiento maximo, pero en ningin

caso las hemos afadido como supuestos.

Quiza es que en VN hemos modelizado el mecanismo de asignacioén de los capitalismos,
por lo que estariamos reproduciendo la forma en la que se establece la asignacion en estos
sistemas. Pero no hemos hecho tal cosa, no hemos afiadido la forma en la que surgen los
precios, ni la propiedad privada, ni la forma en la que funcionan las empresas, etc. En VN
no hemos hecho referencia a ninglin mecanismo de asignacion, ni al mercantil-capitalista
ni a ningun otro, y s6lo hemos supuesto el crecimiento maximo. Asi que la razén del
parecido no estriba en que hayamos modelizado el mecanismo de asignacion de los

capitalismos.

Hemos descartado estas posibles respuestas, pero haciéndolo no so6lo no hemos dado una

solucion a nuestra primera cuestion sino que hasta cierto punto pudiera parecer que hemos
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incrementado el misterio que la rodea. Resulta que tenemos un modelo logico y unas
realidades, VN y los capitalismos. Y resulta que el modelo 16gico muestra una serie de
propiedades que se observan empiricamente en esas realidades. Pero esto no puede
explicarse ni porque el modelo sea el Unico comportamiento légicamente posible, ni
porque hayamos afadido estas propiedades como supuestos, ni porque hayamos

modelizado el mecanismo que establece la asignacidon en esos sistemas.

20.2 ¢Por qué los humanos viven en capitalismos?

La segunda cuestion resulta también una circunstancia curiosa, ya que tampoco parece
existir ninguna razon obvia que la explique. De nuevo comenzaremos descartando algunas

posibles respuestas.

Podria pensarse que los humanos viven en capitalismos porque estos sistemas son las
unicas sociedades que se adecuan a su naturaleza. Quiza el ser humano se ve compelido a
comportarse de manera capitalista porque lo lleva escrito en los genes. Pero desde luego
esto no es asi, ya que la Historia ha visto nacer y morir muchas otras sociedades que no
eran capitalismos, y si estas sociedades fueron posibles en el pasado no hay razon para
pensar que éstas u otras no sean posibles hoy. De hecho desde que el ser humano ha
surgido ha vivido la mayor parte del tiempo en sistemas no capitalistas, y todavia existen
grupos de humanos que viven en sistemas distintos. Asi que podemos descartar que los

capitalismos sean las Uinicas sociedades que se adecuan a la naturaleza de los humanos.

Quizad los humanos viven en capitalismos porque han disefiado estas sociedades para
organizar su economia. Esté claro que la inteligencia y la capacidad de los seres humanos
los alejan mucho de otro tipo de animales. Quizé han usado su inteligencia para disefiar los
capitalismos como un medio de organizar su economia. Pero resulta evidente que éste no
es el caso, desde luego no podemos citar a los inventores de los capitalismos porque estos

sistemas no han sido el resultado de un disefio consciente.

Quizé por lo menos los humanos han escogido los capitalismos de entre una serie de
alternativas, quiz4d los humanos usaron su inteligencia para decidir que preferian los
capitalismos a otras sociedades posibles. Pero de la observacion de la Historia se evidencia

que esto no ha ocurrido, no se puede decir que el capitalismo surgi6 en tal fecha en la que
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los humanos decidieron vivir en un sistema asi. Estas sociedades no so6lo no surgieron
como resultado de una decision consciente de los humanos sino que en realidad a éstos ni

se les planteo la posibilidad de escoger entre tal o cual sociedad.

Por lo tanto los capitalismos no son las tnicas sociedades que se adecuan a la naturaleza
humana, ni son sociedades que los humanos hayan disefiado para su vida, ni tampoco que
hayan escogido de entre una serie de alternativas. No podemos entender que los humanos
vivan en capitalismos con estas explicaciones'™. Nuevamente pudiera parecer que

descartando estas respuestas hemos incrementado el misterio de la segunda pregunta.

Con esta pequeia introduccion hemos intentado subrayar que nuestras dos cuestiones no
tienen en absoluto unas respuestas evidentes y para ello hemos descartado algunas de las
que podrian intentarse. En definitiva, no resulta evidente la razén del parecido entre VN y

los capitalismos, ni tampoco la razén de que los humanos vivan en estos sistemas.

Pero es posible que no sepamos dar una respuesta clara a nuestras dos cuestiones porque
los capitalismos son sistemas que nos abruman con su complejidad. Quizd obtengamos
alguna pista para resolver nuestros misterios si intentamos desentrafiarlos en el caso de
sociedades mucho mas simples. Dijimos con anterioridad que VN se parecia también a las
colmenas y seria interesante preguntarse por qué esto es asi y por qué las abejas viven en
una sociedad como en la que viven y no en otra. Es posible que buscando la respuesta en
un sistema social mas sencillo, como el de las abejas, podamos encontrar pistas para el
caso de las complejas sociedades humanas. Asi que comenzaremos analizando dos
cuestiones paralelas a las que planteamos con relacion a los capitalismos:
1* ;por qué VN se parece a la colmena?

2% ;por qué las abejas viven en un sistema que funciona como la colmena?

'8 Ademas, aunque esto es opinable, incluso parece que muchos humanos viven en capitalismos a su pesar,
muy a menudo parece como si estuvieran bastante disconformes con el funcionamiento de las sociedades en
las que viven. El capitalismo tiene algunos defensores, pero muchos de los pensadores en el terreno social lo
atacan o por lo menos sefialan un gran niamero de sus problemas y dificultades. Y los que han disefiado o
sugerido sociedades hipotéticas alternativas casi siempre lo han hecho tomando una gran distancia del
capitalismo, o incluso en oposicion clara a este sistema, precisamente por el descontento que les produce la
sociedad en la que viven. Incluso los que dicen defender el capitalismo a menudo suelen vincularlo a utopias
tan distantes de los capitalismos reales como las postuladas por los criticos (como una produccion mercantil
simple o una economia similar a §17.5.2).

Otros autores también han detectado este descontento; véase por ejemplo Schumpeter [2]. No obstante la
opinion general sobre el capitalismo es fluctuante y parece depender mucho de la fase del ciclo econdomico
en la que se observe, pero incluso en los auges las criticas solo se acallan parcialmente.
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21: Las sociedades bhiolégicas™

21.1 El funcionamiento de la colmena

Dijimos que el comportamiento de la colmena también se parece a VN, pero nos hemos
limitado a sefalar que estas sociedades obedecen la reproduccion por la reproduccion
misma como la Unica razén de que esto sea asi y no hemos explicado realmente los
motivos por los que la colmena sigue este comportamiento. Responder a la pregunta de
por qué las colmenas de la abeja melifera funcionan como lo hacen, obedeciendo este
comportamiento concreto, pasa por averiguar quién o qué ha disefiado la colmena. Pero

detengdmonos primero a analizar el funcionamiento de la colmena.

Si hubiera que resumir el funcionamiento de la colmena en la naturaleza en una expresion
sin duda la mas adecuada seria la de eficiencia reproductiva. La colmena, todos los
investigadores que la han estudiado coinciden en ello, es un sistema extremadamente
eficiente en donde todo est4 orientado a la reproduccion de la propia colmena'®. Existen
muchos ejemplos que podriamos sefialar para ilustrar esta afirmacion, pero escogeremos

solo algunos de los mas conocidos, hasta el punto de ser lugares comunes.

Uno de los aspectos mas espectaculares de la colmena es el disefio maravillosamente
eficiente de los panales. Estos estan disefiados de tal forma que un ingeniero humano no
podria construir nada mejor con los materiales de los que pueden disponer las abejas, e
incluso para disenar algo similar tendria que hacer numerosos calculos muy dificiles.
Aunque no parece que las abejas sepan muchas Matemadticas, sus panales son prismas
hexagonales practicamente perfectos y, aunque no parece que tengan grandes
conocimientos de Fisica, las celdas son de hecho 6ptimas desde el punto de vista del
ingeniero y los panales estan construidos minimizando la cantidad de cera usada para un

volumen de almacenamiento dado.

'8 Aunque ya he advertido sobre esto, quiero recordar que sélo soy economista, que no tengo conocimientos
suficientes de otros campos, y que no he tenido ocasion de distribuir el texto entre expertos que hubieran
podido corregir los errores mas graves. Esto, que se aplica a mucho de lo expuesto en otros capitulos, es mas
cierto si cabe en lo que respecta a los temas que trataremos en éste vinculados a la Biologia. El lector debe
tener en cuenta estas circunstancias a la hora de valorar lo que se plantea.

185 1 a sociedad de la abeja melifera ha sido la mas estudiada de todas las biologicas, desde la Antigiiedad
hasta nuestros dias, y la bibliografia sobre la misma es inmensa. Aun asi es evidente que nuestro
conocimiento de la colmena es aun menor que el que tenemos sobre el capitalismo y que quedan muchos
aspectos fundamentales por descubrir. En este trabajo intentamos usar la colmena para entender mejor el
capitalismo, pero también el capitalismo para entender mejor la colmena.
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En la colmena vemos que también se plantea el problema econdémico, hay que establecer
una asignacion, y para ello hay que coordinar a un nimero muy grande de individuos.
Observamos toda una serie de mecanismos para realizar esta tarea, algunos de los cuales
son verdaderamente ingeniosos, como por ejemplo el uso de los olores o la regulacion de
la temperatura en la colmena. Pero quiza el mas famoso de todos sea la danza que analizo6
Von Frisch, con la que las abejas se comunican la direccidon y la distancia a una fuente de
alimento. Asi las abejas ahorran una buena cantidad de trabajo al no tener que buscar al

azar las fuentes de alimento que han descubierto sus compaiieras.

Otro aspecto muy bien conocido es el hecho de que las abejas almacenan alimento durante
el verano para que la colmena pueda sobrevivir durante el invierno. No parece que las
abejas tengan capacidad para comprender el ciclo de las estaciones, y de hecho pocas de
ellas sobrevivirdn hasta ver el nuevo afio, y sin embargo su actividad est4 orientada para la
supervivencia de la colmena en un futuro del que ellas no son conscientes e incluso del
que a menudo no van a participar. Las abejas de alguna manera organizan su economia de

forma previsora o aparentemente previsora.

También es bien sabido que en la colmena sélo se destinan recursos a aquello que sirve
para la reproduccion de la misma. Asi los zdnganos, los machos reproductores, una vez
que han dejado de tener utilidad reproductiva son expulsados de la colmena para morir de
hambre o frio porque entonces solo resultan una carga, y lo mismo les ocurre a las obreras
cuando se detecta que estdn enfermas. En la colmena no hay sitio para consumos

improductivos.

Ademas todos los miembros de la colmena se sacrifican completamente por ella. Las
obreras, por ejemplo, se dedican a un trabajo incansable, son el paradigma mismo de la
laboriosidad, e incluso estan dispuestas a usar su aguijon para defender la colmena a pesar
de que esto les cuesta la vida. Y las reinas o hembras reproductoras estan enclaustradas en
la colmena y no la abandonan salvo para la fecundacion o para formar un nuevo enjambre,
viven s6lo para la puesta de huevos y podriamos decir que son solo parte del o6rgano
reproductivo de la colmena. Todos los individuos de la colmena estan completamente

sometidos a la reproduccion de la misma.
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En definitiva, la colmena es un productivismo extremo en donde todo esta subordinado a
la reproduccion de la propia colmena. Este es el fin al que estan orientados todos los
comportamientos en la colmena y al que estan subordinados todos sus miembros. Los
disefios eficientes, los complicados mecanismos de comunicaciéon y asignacion, la
conducta aparentemente previsora, la inexistencia de consumos improductivos, el
sacrificio a la reproduccion, son s6lo algunos ejemplos de la adaptacion a ese fin que
conoce todo el mundo. Pero realmente un estudio detallado de la colmena no hace mas que
confirmar el lugar comin de que ésta funciona con una asombrosa eficiencia reproductiva.

Todos los cientificos que han estudiado la colmena han llegado a esta misma conclusion.

Fijémonos bien en lo que hemos dicho: una gran eficiencia reproductiva. La colmena no es
un sistema en donde la asignacion se establezca para el bienestar de sus miembros, no
funciona para que las abejas lleven una vida comoda ni para que disfruten de su existencia,
no es precisamente una utopia apicola. La colmena es un productivismo extremo en donde
las abejas estdn completamente subordinadas a la reproduccion de la propia colmena y en
donde son sacrificadas a este fin. Incluso algunos bidlogos hablan de la colmena como de
un superorganismo, usan una analogia en donde las abejas juegan el papel de las células
en un organismo, tan dispuestas a la muerte para la reproduccién del mismo como por

1186

ejemplo lo estan las células de la piel de un animal . La colmena es un totalitarismo de la

reproduccion, las abejas individuales no importan y lo tUnico fundamental es la
reproduccion del sistema. En definitiva, las colmenas tienden a comportarse con una gran

— 187
eficiencia reproductiva.

18 Por supuesto, el cuerpo humano es una sociedad de células; igualmente una célula es una sociedad de
pequeiias subcélulas, como el nicleo, las mitocondrias, etc.; una mitocondria es una sociedad de proteinas y
otras moléculas; una molécula una sociedad de atomos; un atomo una sociedad de particulas, como
electrones, protones, neutrones, etc. Desde este punto de vista el estudio de los diferentes niveles de
organizacion de la materia podemos entenderlos como una Sociologia particular, y también la Sociologia
bioldgica o humana como una Fisica especifica.

'8 Limitando la aplicacion del término “sociedad” como los bidlogos (sélo a los sistemas en los que no hay
relaciones de tipo depredador-presa o parasito-huésped, y no a todos los sistemas concebibles, como es
también el uso comun), éste sera el caso también del resto de sociedades bioldgicas, aunque a menudo sera
necesario tomar en consideracion otras tendencias, como detallaremos mas adelante.

Pero hacemos notar ya en este punto que en otras sociedades la tendencia a la eficiencia reproductiva del
conjunto coexiste, a veces en oposicion, con la tendencia a la eficiencia reproductiva de los individuos que la
forman. Por eso en otras sociedades las cosas no estan tan claras como en la colmena, y a veces se observan
fuertes conflictos internos, por ejemplo por la presencia de jerarquias sociales como las que existen en una
manada de lobos. No con todas las sociedades bioldgicas conviene hablar pues de superorganismos, aunque
haya algunas que superan a las colmenas en complejidad y en espectacularidad en la subordinacion al fin
reproductivo, como por ejemplo los termiteros o los hormigueros.
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21.2 El disefio de la colmena

Lo dicho nos plantea una serie de cuestiones: ;quién ha sido el ingeniero, con una amplia
formacién en Fisica y en Matematicas, que ha disefiado el panal?; ;cémo saben las abejas
que tienen que almacenar miel durante el verano para que la colmena pueda sobrevivir al
invierno?; ;quién ha sido el economista que ha disefiado los complejos mecanismos de

asignacion y comunicacion en la colmena como el lenguaje de las danzas?

Desde Darwin y Wallace tenemos una respuesta clara a estas cuestiones: el ingeniero que
ha disefiado los panales y el economista que ha establecido los mecanismos de asignacion
en la colmena ha sido, por supuesto, el proceso de la seleccion natural. La colmena

funciona de manera eficiente porque es el resultado de un proceso evolutivo.

Existen buenas razones para afirmar que en un pasado remoto los ancestros de las abejas
meliferas eran animales solitarios, como lo son muchos otros insectos o incluso otras
especies de abejas. Las sociedades de la abeja melifera surgieron a través del conocido
proceso de mutacion genética y seleccion de las mutaciones mas aptas, como el resto de
sociedades bioldgicas, porque cada mutacion seleccionada supuso un incremento de la
capacidad reproductiva. Surgieron por mutaciones genéticas aleatorias sociedades simples
de abejas que se reproducian mejor que los insectos solitarios y que por ello los

desplazaron'®. El mecanismo de la seleccién natural determin este primer paso. Pero la

Ademas no todos los sistemas bioldgicos tienden a la eficiencia reproductiva, ya que por ejemplo algunos
consisten en relaciones de tipo presa-depredador, y en éstos el funcionamiento del sistema no tiende a la
eficiencia reproductiva del conjunto, porque el depredador reduce el crecimiento de la presa. El crecimiento
maximo del conjunto del sistema implicaria pues la inexistencia del depredador.

Como vemos el término “sociedad” es problematico y ambiguo, porque no siempre resulta sencillo delimitar
su aplicabilidad. Desde el grupo formado por una osa y su osezno, pasando por una manada de lobos, hasta
un termitero, no esta claro donde podemos establecer un limite en el que puede aplicarse este concepto, y es
evidente que existen muchos tipos y grados diferentes de sociabilidad. Y ya hemos sefialado que incluso un
organismo solitario puede entenderse como una sociedad de células.

Fijémonos también en que hemos dicho eficiencia reproductiva y no eficiencia termodinamica. Estos
aspectos hubiéramos querido tratarlos en la parte dedicada al estudio de los sistemas desde un punto de vista
fisico, que desgraciadamente no hemos tenido tiempo de incluir. Pero en otros trabajos posteriores veremos
que la eficiencia reproductiva no siempre coincide con la eficiencia termodinamica porque por ejemplo para
alcanzar ésta los procesos deben ser cuasi-estaticos y por lo tanto de duracidn cuasi-infinita. Para obtener la
eficiencia reproductiva, en cambio, hay que tener en cuenta la duracion de los procesos (salvo cuando el
factor-VN es 1), y si en un sistema todos los tiempos de produccion se redujeran a la mitad el factor de
expansion maxima se elevaria al cuadrado. En definitiva, la eficiencia termodinamica esta definida con
independencia del tiempo pero no la eficiencia reproductiva y por ello en general no coinciden.

'8 Para que las sociedades desplacen a los organismos es necesario que éstos cooperando y especializandose
sean capaces de reproducirse mejor que de forma solitaria. La cooperacion a través de la especializacion es
pues la clave del origen de la complejidad. En futuras ediciones estudiaremos mas profundamente estos
aspectos.
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seleccidn natural siguid privilegiando la supervivencia de las sociedades de abejas que se
reproducian mejor frente a las que lo hacian peor. Como consecuencia de este proceso las
sociedades mas productivas de abejas desplazaron a las sociedades menos productivas. En
definitiva, al igual que la compleja anatomia de un organismo surgié de pasos progresivos,
cada uno de ellos suponiendo una mejora en la aptitud reproductiva, la compleja estructura

., . 1
de la colmena surgié de forma similar'®’,

Desde el momento en que somos conscientes de que la colmena es el producto de la
seleccion natural podemos entender por qué el comportamiento de las abejas se parece al
optimo desde el punto de vista reproductivo; simplemente porque son las colmenas que

muestran un comportamiento parecido a éste las que sobreviven y se reproducen.

Por lo tanto la seleccion natural es un proceso que consiste en una continua solucion de un
problema de optimizacion, que escoge de todas las sociedades que surgen las que se
reproducen mejor, las mas cercanas al optimo reproductivo. La seleccion natural podemos
concebirla pues como un magnifico algoritmo'®’ que escoge las sociedades mas

productivas y desecha las menos productivas. En definitiva, las colmenas tienden a la

1% Podemos intentar reconstruir el surgimiento de las modernas sociedades de insectos partir de animales
solitarios, y a este fin se han sefialado dos posibles vias evolutivas (véase Wilson [1b], pagina 414-415). En
la secuencia parasocial (que se ha sugerido como la que han seguido las abejas) “los adultos que pertenecen
a la misma generacion se ayudan entre si en diversas medidas. En el nivel mas inferior, pueden ser
meramente comunitarios, lo que significa que cooperan en la construccion del nido, pero crian a su
descendencia por separado. En el nivel siguiente, la quasisociabilidad, la prole es atendida de forma
cooperativa, pero cada hembra atin pone sus huevos en algin momento de su vida. En el estado semisocial,
la cooperacion cuasisocial se ve mejorada por la adicion de una auténtica casta obrera; en otras palabras,
algunos miembros de la colonia nunca intentan reproducirse. Finalmente cuando las colonias semisociales
persisten el suficiente tiempo como para que los miembros de dos o mas generaciones se solapen y
cooperen” tenemos la colonia eusocial moderna. La secuencia subsocial (que se sugerido para hormigas,
termes, avispas sociales, y unos pocos grupos de abejas sociales), en cambio, estaria basada en una
“asociacion cada vez mas estrecha entre la madre y la descendencia. Al nivel mas primitivo, la hembra
proporciona un cuidado directo [de sus descendientes, a diferencia de los insectos que abandonan los huevos
después de la puesta] durante un cierto tiempo, pero se marcha antes de que los jovenes alcancen la edad
adulta. Es posible entonces que el cuidado se extienda hasta el punto en que la madre aun esté presente
cuando su descendencia alcance la madurez, y que entonces pudiera ayudarla en la cria de una nueva prole.
Sélo queda que algunos miembros del grupo sirvan de obreros permanentes”. Estas secuencias permiten
entender como pasos progresivos pudieron construir la gran complejidad que observamos hoy a partir de
animales solitarios, siendo cada uno de los pasos una mejora en la eficiencia reproductiva, y también la
importancia que tiene en este proceso el progresivo aumento de la especializacion y la cooperacion.

%" De hecho los mateméticos imitan el proceso de la seleccion natural para resolver problemas de
optimizacion con los llamados algoritmos genéticos. Podriamos decir que éstos son algoritmos 1dgicos
mientras que la seleccion natural es un algoritmo real. También se han desarrollado muy recientemente
algoritmos para resolver problemas de optimizacion que imitan el funcionamiento de los mecanismos de
asignacion que se observan en las sociedades animales. El hecho de que algunos de estos algoritmos sean
muy eficaces es una prueba indirecta de que realmente los mecanismos de asignacion en las sociedades
animales tienden a ser también eficientes.
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eficiencia reproductiva porque han sido disefiadas por el proceso de la seleccion

191
natural.

21.3 La seleccion natural y VN

La seleccion natural es pues la gran matematica, la gran economista, la gran optimizadora.
Por ello el gran libro de la Historia biologica también estd escrito en lenguaje matematico,
y mas concretamente en el lenguaje de la Optimizacion, porque su autor principal (aunque
no el tnico) es el proceso de seleccion natural. El disefio hexagonal tan espectacular que
vemos en los panales, las danzas, las conductas aparentemente previsoras, la optimizacion

. e 192
que observamos por doquier en la colmena, son el resultado de la seleccion natural ™.

Pero nosotros al plantear VN estamos de hecho imitando a la seleccion natural. Si ésta
escoge las sociedades que mejor se reproducen, nosotros hacemos eso mismo al escoger el
crecimiento con el mayor factor de expansion. Y es por ello, porque actuamos imitando a
la seleccion natural, por lo que nuestro VN se parece a las colmenas, porque modelo y
realidad son ambos el resultado de un proceso de optimizacion de la reproduccion. Por lo
tanto no es s6lo que VN se parezca a las colmenas; es que la seleccion natural disena
colmenas que tienden a parecerse a VN, que tienden a ser productivismos mas y mas
perfectos. Las sociedades biologicas producto de la seleccion natural tienden a parecerse a

VN porque éste es el crecimiento “mads apto” desde un punto de vista ldgico. Y es por eso

1 Nos referimos a la seleccion natural porque éste es el proceso que los bidlogos han concluido como
determinante en el disefio de las sociedades bioldgicas. Pero hacemos notar que otros procesos, como el
descrito por Lamarck, también provocarian la eficiencia reproductiva de las colmenas. Para ello s6lo es
necesario que estos procesos supongan una sucesiva mejora en la aptitud reproductiva.

12 Por ejemplo, sobre el panal Darwin en [1b], capitulo VIII, pagina 292, dice que “Obtuso debe ser el
hombre que pueda examinar la exquisita estructura de un panal, tan primorosamente adaptado a su objeto,
sin admiracion entusiasta. Sabemos, por los matematicos, que las abejas han resuelto practicamente un
problema dificil, y han hecho sus celdas de la figura conveniente para que contengan la mayor cantidad
posible de miel, con el menor consumo posible de preciosa cera para construirlas. Se ha observado que un
obrero habil, con todos los instrumentos y medidas a proposito, encontraria muy dificil hacer celdas de cera
de la verdadera forma; y esto lo ejecuta una muchedumbre de abejas que trabajan en una colmena oscura”.
También, pagina 301, que “Mas alla de este estado de perfeccion en la arquitectura, no podria llevar la
seleccion natural; porque en cuanto se nos alcanza, el panal de la abeja de colmena es absolutamente
perfecto para economizar trabajo y cera. [...] la seleccion natural por grados lentos ha llevado a las abejas
cada vez mas perfectamente a ahuecar esferas iguales a una distancia dada unas de otras en una doble fila, y
a construir y excavar la cera entre los planos de interseccion; las abejas naturalmente no saben que ahuecan
sus esferas a una distancia particular unas de otras, como no saben cudles son los diferentes angulos de los
prismas exagonales y de las planchas rombicas de las bases; el poder del procedimiento de la seleccion
natural ha sido la construccion de celdas de la fuerza debida y del tamafio y figura convenientes para las
larvas, haciendo esto con la mayor economia posible del trabajo y cera. El enjambre individual que hiciera
de este modo las mejores celdas con el menor trabajo y con menos gasto de miel en la secrecion de la cera,
seria el victorioso, y trasmitiria sus instintos econdémicos nuevamente adquiridos a nuevos enjambres, los
cuales a su vez tendrian las mayores probabilidades de triunfo en la lucha por la existencia”.
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que las colmenas se parecen a VN, porque el proceso de seleccion natural escoge las
colmenas mas productivas frente a las menos productivas, escoge precisamente aquellas

que se parecen mas a VN.

No hemos estudiado aqui ninguno de los mecanismos de asignacion en las sociedades
biologicas, y por supuesto somos conscientes de que una teoria precisa de la colmena de
una especie determinada requiere que estudiemos los mecanismos particulares que operan
en ella, diferentes de los que operan en otras especies. Pero como sabemos que estos
mecanismos son también resultado de la seleccidon natural, que escogera aquellos mas
aptos, podemos tener cierta seguridad de que acabaran produciendo una asignacién no
muy diferente de VN, sea como fuere su forma de operar. La seleccion natural escoge
estos mecanismos de manera que aquellos que produzcan una asignacion que se parezca
mas a VN desplazaran a los que produzcan una que se parezca menos. Asi que, aunque no
estudiemos los mecanismos de asignacion concretos, tenemos cierta garantia de que la

asignacién que produzcan se parecer a la que resulta de VN.'"

Entender pues que la seleccion natural ha disefiado las colmenas es fundamental porque
nos ayuda a comprender la estructura de estas sociedades, al igual que comprender el
papel de la seleccidon natural al disefar el cuerpo de una gacela nos facilita entender su

anatomia.

En definitiva, las colmenas pueden ser aproximadas con VN porque son el resultado de la
seleccion natural, porque este proceso es un algoritmo de seleccion de las sociedades mas
productivas, de las que mas se parecen a VN (si no cuantitativamente, porque el sistema
analizado no siga un comportamiento simple, si al menos cualitativamente). Al construir
VN escogiendo de todos los comportamientos simples posibles el de mayor factor de
expansion estamos imitando a la seleccion natural, y la seleccion natural al escoger de
todas las sociedades las que se reproducen mejor imita a VN. En consecuencia la seleccion

o . 194
natural disefia colmenas parecidas a VN.

193 Si el mecanismo mercantil ha embelesado a algunos economistas, los mecanismos de asignacion en la
colmena lo han hecho con los bidlogos, los mecanismos del organismo humano con los médicos, etc.

1% Por supuesto, los bidlogos son plenamente conscientes de que el proceso de seleccion natural disefia
sociedades aproximadamente optimas desde el punto de vista reproductivo y han utilizado profusamente esta
circunstancia para explicar la estructura de las sociedades con modelos de optimizacion. Un ejemplo lo
tenemos en Wilson [1], pagina 300 y siguientes, en donde se calcula la distribucion de las hormigas entre las
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21.4 Las propiedades de VN y las sociedades bioldgicas naturales

La seleccion natural tiende a producir sociedades parecidas a VN, y hemos deducido que
VN implica que se cumplan determinadas leyes. Por lo tanto cabe esperar que estas leyes
se cumplan aproximadamente también en la colmena y en las sociedades biologicas
naturales, porque son condiciones necesarias desde un punto de vista ldgico, por lo menos
en aquellas sociedades que se comporten de forma parecida a una simple y en las que
exista una tendencia a la maximizacion del crecimiento del conjunto del sistema. Si la
colmena la ha disefiado la seleccidon natural y si €sta es un proceso de optimizacion de la
reproduccion y disefia sociedades parecidas a VN, entonces las colmenas deben cumplir,
por lo menos aproximadamente, las leyes que se deducen de VN, como la propia
existencia de valores, ley de la rentabilidad, la del interés compuesto, las leyes de los

signos, etc.

castas que maximiza la producciéon de reinas y machos con un programa lineal (como el visto en §17.5.3;
dado que el hormiguero parte de una reina y un macho este problema equivale a calcular la distribucion que
maximiza el factor de expansion); ademads este autor ha hecho experimentos retirando individuos de la
colonia para estudiar la medida en la que ésta obedece el optimo reproductivo. También han intentado
explicar el comportamiento de animales individuales con modelos de optimizacion, por ejemplo tratando los
“presupuestos energéticos”, que son un caso particular de nuestros balances contables cuando los insumos y
los productos pueden expresarse ambos en términos de energia. Tenemos otro caso en Demografia humana y
biolodgica, con el estudio de la poblacion exponencial y de los valores-reproductivos; ya vimos en el capitulo
7 que este estudio es un caso particular explicito de VN, para las matrices de Leslie, y que los valores-
reproductivos son un caso particular de los precios-VN, los multiplicadores de Lagrange del problema de
calcular el crecimiento maximo. Igualmente Fisher planted el problema del célculo de los valores-
reproductivos para el caso en tiempo continuo, y explico el papel que estas magnitudes juegan en relacion
con el proceso de seleccion natural. También, en Wilson [1] pagina 96, véase algunos usos la ecuacion
Euler-Lotka {8.23}, a veces en su version en tiempo discreto, como en el estudio de la duracién 6ptima de la
vida maximizando el factor de expansion. Incluso el propio Darwin, aunque no formulara sus ideas
matematicamente, era consciente de que la seleccion natural era lo que hoy llamamos un problema de
optimizacion, aunque no usara términos matematicos para estudiar la seleccion del mds apto. Y ya vimos
cOomo si hablaba explicitamente de “instintos econémicos” y como sefialaba que las abejas habian resuelto un
dificil problema matematico en el panal construyéndolo con la “mayor economia de trabajo y cera”.

Por lo tanto el uso de modelos de optimizacion para estos fines es un lugar comun entre los bidlogos, y por
ello no somos precisamente originales al plantear el vinculo entre la l6gica de la optimizacion matematica y
el proceso de seleccion natural, porque los bidlogos llevan mucho tiempo escribiendo problemas de
optimizacion para tratar el comportamiento de individuos y sociedades disefiados por la seleccion natural.
Ademas, como la seleccion natural esta fundada casi siempre en las mutaciones genéticas, una mutacion que
suponga un cambio radical a menudo, pero no siempre, supone también la imposibilidad del sistema para
mantenerse o por lo menos un empeoramiento en su eficiencia. Como resultado la seleccion natural es un
algoritmo que frecuentemente acaba encontrando méaximos relativos y no maximos absolutos. Por ejemplo,
la seleccion natural ha determinado en los vertebrados unos ojos en los que generalmente una pequefia
modificacion implicaria un empeoramiento en su disefio; pero esto no significa que no sea posible una gran
modificacion que si supusiera una mejora, y asi se ha sefialado que en los ojos de los vertebrados las células
fotosensibles estan ubicadas de manera que la luz que incide en aquellas es obstaculizada, frente al disefio de
los ojos de otros animales mas eficiente porque esto no ocurre. Por ello al estudiar las soluciones de nuestros
modelos debemos considerar los maximos relativos, y no sélo los absolutos, porque debido al proceso que
las han disefia