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ResumEN
Sea X una variedad algebroide sumergida en K=, es decir

X =V (I) = Spec. (K [[Z,, ..., 2,11/ D)

con I ideal radical. En estas condiciones llamamos primer exponente caracteristico-
de la variedad algebroide X, al ntimero

3(X) = sup. {3 (X, W)}, con W curva algebroide regular

donde 8 (N, W) es el exponente de contacto de las variedades W’ y X. Con el fin
de estudiar mejor estos exponentes de contacto introduciremos el concepto de expo-
nente idealistico. de importancia esencial en el proceso de desingularizacion.

Ll objetivo de este trabajo es el estudio de la caracterizacion, propiedades v cons-
truccién de los exponentes idealisticos en las distintas variedades algebroides.

§ 1. DEFINICION Y CARACTERIZACION DE LOS EXPONENTES IDEALISTICOS.

1.1. DerrFiNiciox.—Sea W un esquema noetheriano regular. Consi-

deraremos pares del tipo (J, b), donde J es un haz coherente de ideales
y b es un entero positivo.

Dados dos pares (J,, b)), (J., b,) definiremos una relacién de equi-
valencia entre ellos de la siguiente manera:

(Jn b]) ~ (Jz; bz) < Y A
anillo de valoracion y V i morfismo

h: Spec (A) — W
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se verifique
val(LA) val(Ju A)
b, b,

(donde val () representa el valor (aditivo) con respecto a la valoracién
y Ji A se define por medio de k).

1.2. Prorosicion.—Las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) (J]: bl)"’ (Jz: bz)'

(2) Existe una transformacion birracional

g: W — W

S -

tal que
(J1 0w = (J; 0w

(8) Sea =,: W, —> W (resp. =,: W,—> W) la explosién norma-
lizada de J, (resp. J,). Entonces se verifica que

vy

(J] 0\-\-.‘)52 = (.Iz 0\'\"1)

(resp. (J, 0w, = (Jo 0,)).
4) JP y J,br poseen el mismo cierre integro de Zariski en W.

DEMoSTRACION.—Probaremos

=1 =>4 =>3 <> 2,

Si consideramos el diagrama

3 => 1.
. 7
W, ——— W
A
Spec (A)

pueden ocurrir los dos casos siguientes:

Caso 1.—Imagen (i) € subesquema definido por J,. En este caso

val (b A)
b,
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Caso 2.—Existe un &’ {nico que hace conmutativo el diagrama

W, ——W
N4’ Sk
Spec (/)
y tal que
val(LA) - val ((a 0w) A)
b, b, ’
val (J, N) — val ((J; 0w,) N\)
b, b, ’
por la condicion (3)
val (o 0w) A)  _ val ((Ja 0w,) A)
b, by
y entonces
val (J; \)  wval(J, A)
b, o b,

Luego en ambos casos se verifica

val (J; /\) . val (J, )

b, b,

1 =—>4. Si x€W, lamaremos I, I, a los ideales localizados
{(J,29)s, (J.b1)x respectivamente. La condicidén (1) nos dice que para toda
valoracion

val (I,) = val (I,)
y ademais, para todo f€ I, tenemos

val (f) > val (I,) = val (I,)

-desigualdad que se deduce obviamente de la definicién de val (I,) como
el minimo de los valores.
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Probaremos que si f € I, entonces f es Z-integro sobre I,. Consi-
deremos el ideal

L=(1/00w:{L/fl
Para toda valoraciéon finita en 0w, , tenemos
val (L) < 0.

Entonces L = by . [L, /f] vy, si I, = (m,, ..., 115) Ow, x, se tendra

L= SV 0m /P g Om ) fyoems /) & my /ooy s /) € O e Lo/ f]

=1
y entonces para N suficientemente grande se tendrd

f = 2‘ wy (N7 gamy / f, ooy s /),

i=1
y por lo tanto
M+a, "+ ... +a=0 donde a €T,

Por simetria podemos probar que todo elemento de [, es Z-integro
sobre I,. Por lo tanto se verifica (4).

4 => 3. Se deduce trivialmente de las propiedades de las explo-
siones.

3 =—> 2. Sea W, la unién de las componentes irreducibles de W
en las que J, J, no es idénticamente nulo. Entonces z;: W —» W, es
birracional y propio, W = W, U W, disjunto, donde W'y = W — W,
En estas condiciones sean p,: Wo ——> W, la unién de los =;, i = 1, 2;
2o W, —> W', la identidad; W’ = W, U W’,, union disjunta y g:
W' ——» W la aplicacion dada por p, y p’,. Se verifica que g posee la
propiedad (2).

2 ==>3. Considcremos el siguicnte diagrama:
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donde W’;, W, son las explosiones normalizadas de J, bw y J, w res-
pectivamente. En esta situacion § es birracional y (3) se deduce de la
igualdad

J]b: by = ]2bl Ow
y de que J,» 6w es localmente principal en W,.

1.3. DerinicioN.—Un exponente idealistico ¢ en W es una ~ clase
de equivalencia de pares (J, b). Si ¢ es la clase de (J, b), escribiremos

e = ((J, b))-
1.4. CONSECUENCIAS DE LA DEFINICION DE EXPONENTE IDEALISTICO.
a) Siv es un entero positivo, se verifica que
(1, 8)) = (J* b V).
b) Sea 2€ W. Entonces definimos

ord, (Jz) = sup {v | m* 2 J,}

donde m es el ideal maximal de 8w, x.
Si e = ((J, b)), definiremos

ord ; (¢) = _E’E]’I‘T.U_")ﬂ

Demostraremos que esta definiciéon es independiente de los represen-
tantes. De hecho, debido a la regularidad de fw, ., existe una dnica va-
loraciéon v tal que, para todo f'€ bw, s,

val (f) = ord: (f fw, ).

Si A, es el anillo de valoracion correspondiente se tendrd

val (J Av)

ord; (¢) = )

y por definicion de ~ — equivalencia, ord; () es independiente de los
representantes.
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1.5. PROPIEDADES DEL TRANSFORMADO DE UN EXPONENTE IDEALISTI-
co.—Sea W un esquema regular excelente y X una hipersuperficie en
W. Supongamos que J es el haz de ideales de X y consideremos el
exponente idealistico ¢ = (J, b), donde

b = max {mult, X}.

x€eX

Entonces definimos

Singe={r€X |ord,e>1} = {# € X | ordm, (J:) > b} =
= {r € X | mult, X es maximal} = {x € X | mult: X = b}.

Sea ahora D un subesquema cerrado irreducible de W, que es regu-
lar en W, supongamos que

D < Sing (¢)

y sean = y p las explosiones de W y X con centro D,

tal que X’ es el transformado estricto de X por medio de =. En estas
condiciones si ¢ es el transformado de = por =, ¢ = ((J’, b)). Se ve-
rificara:

(1) g’ es el ideal correspondiente de X’ en 6y:.

(2) Sing (¢) = {# € X’ | mult X' = b}.

§ 2. Los EXPONENTES IDEALISTICOS EN LAS VARIEDADES ALGEBROIDES
2.1. TEOREMA DE EXISTENCIA DEL EXPONENTE IDEALISTICO EN VARIE-
DADES ALGEBROIDES.—Sea

R = K{[Z,, ..., Ze, Wi, ..., Wa]] = K [[Z, W]]

con ¢ + d'= n, el anillo de series de potencias formales en las indeter-
minadas Z,, ..., Z,, W,, ..., W; sobre um cuerpo K algebraicamente
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cerrado de caracteristica cualquiera. Sea X una variedad algebroide
sumergida en K,, es decir

X=V({) =Spec(K[Z, W]]/])

con I ideal radical. Sean W una variedad algebroide regular transver-

sala Xy X = N H® la descomposicién de X en una interseccién

i=1
tangencial adecuada de hipersuperficies. En estas condiciones existe un
ideal coherente J de 6w y un entero positivo b tal que, para toda fun-
cion de prueba i de W, se tiene

8 (Hu Wo) =ve (T )/ b

donde vo () es el orden en el origen.

DEMOSTRACION. — Para cada i, 1 <i<m, sea f, =0 la ecua-
cion de HW

fo= 3 Gz (F €K [[WII.

¢
Aezo

En esta situacion, sean

1) b = ﬁ (Vz!) donde Vi = Yo (fg).

i=

i) = (T o

1£igm
Aez
VLA Ly~

Probaremos que J, b verifican las condiciones del teorema. Sabemos
que para toda funcién de prueba h de W se verifica

8 (X4, Dy) '=l ;n:ul m{5 (Ha, Dy)}.

Asi, si construimos para todo 7, 1 <i < m, el poligono de Newton
para H,”, poniendo los exponentes de la ¢ en el eje horizontal y los
exponentes totales de las z en el eje vertical, tendremos que el primer
segmento del poligono estari situado en la linea de minima pendiente
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que una (o, v;) con un punto de la forma (vo ((fi)a), | A |). Tendremos

1
5 (H,®, D)

= min %W_[-‘/}—[—, 1<i<m

vziar2y-1] vo (fi)a)

y entonces

. 1 )
3 (H,, D,) = min vo ((fi)a)
oglAar Ly~ v — | A
1cigsm

Finalmente se tendri

1 _
——————vo ((fi)a) = (1 / b) vo AR LEASTREESE
°Z|X]év1--1
qg.e. d
2.2,

EJEMPLOS DE EXPONENTES IDEALISTICOS:

1) Sea X la hipersuperficie algebroide sumergida en K* de ecuacion
725+ W, W2, 2% + W, Z + W7, = 0.
El exponente idealistico de X serd
(T, b) = (W, W2,z x2 (W6 )5 (W7,)%, 5 x 4).
2) Sea X la variedad algebroide sumergida en K?,
X=H NH,NH,
donde H,, H,, H, son las hipersuperficies de ecuaciones
H=WW,—-Z2"=0,H, =W, W,—-7Z3=0, H, =W, 7% + W,Z*=0.

El exponente idealistico de X sera

(3, b) = ((Vvl W2)r (W1 Ws)’ (W3)2s (Wz)z: 2)'
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