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UN LEMA SOBRE MODULOS

por

PEDRO ABELLANAS

1. Introduccién.

Sea I un mddulo libre con base finita sobre el anillo A = & [#]

de polinomios con una variable sobre un cuerpo de coeficientes,
k, arbitrario.

Si x* e y* son homomorfismos de 9T en A y x un elemento
arbitrario de I, se define:

I. x*+y)x=x*x+ y*x.

Si f(#) es un polinomio arbitrario de A se define:

I (f (@) x*) x = [ () [x*x].
Respecto de estas definiciones el conjunto T* de todos los homo-
morfismos de 9T sobre & es otro modulo libre sobre A, llamado

dual del médulo IT.

Si
@ B = {uy ..., us}
es una base de I, los homomorfismos:
(2) B* = fu® w0,
definidos por

(3) u*u =3y,

en donde las 3;; son las 3 de Kronecker, constituyen una base de
I*, llamada base dual de la base B de IN.
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Si 1, es un submodulo de I y x* un homomorfismo arbitrario
de I en A, se verifica [1] que x* ]{ es un ideal de A.

2. Un lema.

LeEMA.  Siu* v v* son dos homomorfismos arbitravios de I+,

se puede construir otro homomorfismo w* tal que se wverifiquen
las dos relaciones siguientes :

WO, » wWEILDVER.
DemosTRACION.,  Por ser los ideales de k [#] principales sera:

" \ wr =Ak, VEIW=AI
& ( W¥xe==f, wEy=.J[; X, Y€ .
Sea

Ald) =AMD, d=ah+bl

¥y h(®) = h, (®)d(#), I{(#) =d(¥)],(x); de donde ah, + b, =L
Sean

(-')) x:'rlul F awe o Wy e y:_\'lu, A o +ynuu,-
las expresiones de x e y mediante la base B (1) vy

%

6 B =2 E 0 L V=W e aT

las de u* y v* respecto de su base dual (2). Supongamos que
2pF0ey,+0, v sea

(M) A@nF— 3y Yn o — Vo Xy oy Va g — Yuy ) = A (D)

1. Vawmos a construiy dos homomorfismos, w,* v w,* que ve.
vifiguen las signientes condiciones:

(%) wix=0 w¥y=90; wrx=0 wiy=10,
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Sea
(8) Wit =y W o e RS W €A 1= 1,8 el ms

Las condiciones (8) dan lugar a las siguientes relaciones en A:

(10) (a)

Poniendo
Wy =Wt 121,20 =1, . u—1,

resulta que los sistemas (10) se transforman en los siguientes:

() f W (Y — Y ¥0) = §,
a

l Wy = *'ﬂ',.[ Mi
(11)

(b) Whyn = ==y X ;
Wy —a ) =8 1= 1, oun—1;
lo que prueba que:
1

(12) Wy =Wy, i=1,.,n—1,

son los polinomios solucion de la ecuacion

(13) Xl (yll ‘xl “yj .1‘,,:) + 1 + x?l«l (;\‘Il .\’,," sl »\’N»[ ,1'”\) == : .

Ecuacion que tiene solucion, perteneciente a k [x], en virtud

de (7).
Sea
(14) Lo ,?(/., . "gq/..

la descomposicion de { en producto de potencias de polinomios
primos, g,, ..., 9,, sobre k [x]. De (7) y (14) se deduce:

Vai— Vi 4, =0(As)
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y llamando x; e 37.- a las clases de restos de a; e y;, respectivamen-
te, respecto de A ¢,, y teniendo presente que por ser A ¢, ideal pri-
mo maximo es A/A ¢, un cuerpo, de

yn s _V i Vg = 0 )

se deduce

de donde

lo que da lugar a la relacion:
(16) ri=ayi+ 29, i=1,...,n a=a(Ag).
Poniendo
z=2zu,
las igualdades (16) dan lugar a la igualdad:
17 xX=ay+ 9 2,
de donde:
(18) Vo — i = 1 (VB — Y ) |

Llevando (18) a (7) y teniendo en cuenta (14), resulta:

1 oy
(19) ‘A (,\'n Sy N Sy ey 5’;1 Sy ~\'u_l ":m) = A ("?;‘1 C? Wy ’.9“') .
Supongamos demostrado que

4 x=((1~{—a1?1—l—...+d\v‘9?’..."JT"'IJ:H)_V
(20) A
ﬁ'—@?'...rg'f"w'“t- ¥ < s EE D,

7 T4+ 1



P. AmeLpanas.—Un lema sobre madulos 179

siendo

A' (_’)'nltl ——3’1 f", LR} 1\’,, f11—1 _yn-l tn)
s X (cp'liﬂ B ‘?:r) .

f4+1 TE2

En virtud de (17) y (19) se puede construir un elemento s €
tal que

(22) t=0y + 9,8,
en donde, si 2;,, = y + 1 figuraria ¢;,, en lugar de o,,,, siendo :

‘A (:\’” Sl '—-yl Sy veny _’,\'11 sn-l “—*_\’u,l Sn)

= A (w’f”"(“?) gILE .. cpf_").

Vi+1 i+2

Por consiguiente, queda demostrado que se puede construir un
elemento q € I(, tal que:

28) x=(stao+t. ..+ .ot )y +La,
siendo
(24) A (.Vﬂ Gy — Vi Gns s Y Quey — Yoy (IH) = A

De (15) se obtiene:

de donde

ysib=b(Ag),

(25) vi=bx + &9 .
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Procediendo a partir de (25) de modo analogo a como se ha pro-
cedido a partir de (17), se obtiene:

(26) 'y :(/) T S B AT et ')x Lrg
27) AN @y == F Qo ey Ty Qg — Ty Ya) == AL

Poniendo

V1

i y B il
g[’(.l»):a_*_([lr‘h{_'”‘{—(lm(‘g?',..@“/ 1?:‘,

(28) ¢

( ¢ @) =b+ b0, + ... + by L?T‘ e :‘o:'"fll "a:‘"‘ 1’
se pueden escribir (23) y (26) del siguiente modo :
(29 x=p@y+lqg y=qg@)x+1lq .

De (24) se deduce que se pueden calcular los polinomios w’;,,
t=1,..,n—1, de modo que

(80) Wy (e~ Gu) F co+ Wiy e Bra —Vau @) = 1.

Sea wy ;= WiV, I=1,..,0—1y w, =—w,; V. De estas re-
laciones y de (30) se deduce que si

(31) wF = w,u® + . wu¥,
se verifica que

(32) wi*q=1 w*y =10,

v teniendo en cuenta (29):

(33) w¥x=p@w¥ y+lw*q=2¢.

Analogamente, de (27) se deduce que se pueden calcular los poli-
nomios w',;, 1 =1, ...,n—1, de modo que

“212/21 (xn (]’1 -— (],n) T i F 7‘/2.72—1 (}l‘,, (]’n—l — q,n) = 1L,
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Poniendo

Wy 22 Whppy V= L vy el

Wop = —W 51 %y, Wi* = waw®,
resulta que

(34)

w, y =

o<

, Worx =10,

Las expresiones (32), (33) y (34) demuestran la proposicion 1.
Aplicando u* a (29) se obtiene:

(35) ux =p@ury + Lu¥q,

© bien, recordando que u*x = /i, y poniendo u*y = h, (¥), u¥q
= o da) 2

(36) hx) =p @) h @)+ Ch,(2).
Sea el homomorfismo :
(37) w,* = p () u* + I, (r) w¥
De (36) v (37) se deduce que:
(38)

w,iy =P (v)uty + b, (9) wxy = p(2) b, (%)
+ hy (N = h(2).

2. El homomorfismo :

(39)

e,

w¥ =aw,* + bv

cumple las condiciones del lema. En efecto:
(40) w¥y =aw, y + bvy =a(x)h(r)
+ b (@)1l =d(@),

de donde resulta que

d() =0(w*n),
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y como d (x) | h (x) y d (%) |1 (x), resulta:

W =ALCAdC W, VvV =A/dCACW*X.
0. E D

De este lema se deduce inmediatamente que entre todos los idea-
les u* K{,. cuando u* recorre IP(* existe uno maximo absoluta,

El ideal maximo absoluto u,* W = A f, () determina de modo
unico el polinomio f, (x), siempre que se suponga €ste normalizado
de modo que el coeficiente del término de mayor grado sea la uni-
dad. El polinomio f, (x), que estd unicamente determinado por i,
se llama el primer factor invariante (el Gltimo factor invariante) del
submodulo 1.
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