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UN LEMA SOBRE MODULOS 

p o r 

P E DR O ABELL ANA S 

1. Introducción. 

Sea :m: un módulo libre con base finita sobre el anillo A = Ji [ z J 
ele polinomios con una variable sobre un cuerpo de coeficien:tes, 
J~ , arbitrario. 

Si x* e y* son homomorfismos de :m: en 1A y x un elemento 
él rbitrario de :m:, se define : 

I. (x* + y -X-) X = x* X + y* X . 

Si f (z) es un polinomio arbitrario de A se define : 

II . (f (z) x*) x = f(x) [x l(- x ]. 

Respecto ele estas definiciones el conjunto :m:* de todos los homo­
morfismos de :m: sobre Ji es otro módulo libre sobre A, llama<lo 
dual del módulo :m:. 

Si 

(1) fB = {u l' ... , Un} 

~s una base de '.m: , los homomorfismos: 

(2) fB* = {u 1*, .. . , u,,*}, 

definidos por 

(3) U i* U¡= O¡¡' 

en donde las o;¡ son las o de Kronecker , constituyen una base de 
'.m: *, llama-da base dual de 1a base fB de '.m:. 
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Si 1t es un submódulo de ~ y x* un homomorfismo arbitrario 
de ::JJl en A, se verifica [1] que x -r.· K es un ideal de A. 

2. Un lema. 

LEMA . Si u* '.Y v* son dos homomorfismos Mbitrarios de ~"' . 

se P'itede construw, otro homomorfisnio w * t'a,[ q1,~e se verifiqiten 
frr.s dos re laciones siguientes: 

w* 1t ~ u* 1t y w* 1t ~ v* 1t . 

DEMOSTRACIÓN. Por ser los ideales de k [.1:] principales será : 

(4) 
u* 1t =A lt, v* 1t = Al ; 

u*x=li, v * y = l; x, y E it,. 

Sea 

A (d) = A (h , l), d = ah + b l 

y li (.x) = h1 (x) d (x), l (.x) = d (x) l, (x); ele donde a h1 + b 11 = 1. 

Sean 

X = .rl U 1 + ... + ,.t',,, U ,, e y = y l u 1 + . " + y,, u ,, ' 

la s expresiones de x e y mediante la base 93 (1) y 

(G) u ·X- = u,, U 1·X- + ... + U.n u ,,·* , v '* = V1 U 1* + .. . + 7J,, u ,,*' 

la s de u* y v* respecto de su base dual (2) . Supongamos que 

· .t·n * {) e y ,, *O, y sea 

l. Vamos a constn1,ir dos honiomorfismos, w ,* y w/', q,ue ·ve ­

rifiquen las signientes condiciones: 
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Sea 

(9) w/' = ·w; , u/· + + "iC' ;,. u ,,*; ·:t •¡¡ E ·A; i = J, 2; j = 1, .. ., ·11 . 

Las condiciones (8) clan lugar a las sig uientes relaciones en A: 

(10) 

Po niendo 

'W¡; = '7 l '', ; y ,, : j = 1, 2 .: i = 1, .. ., n - ] , 

resulta c¡ne los sistemas (JO) se transforman en los siguientes: 

r ·w', ; (y.,,i-; -- 31 ; xJ = ~ 
(a) l - "l.c l ,.¡ y ¡, 1UJn = 

(11) 

(b) { 
'1.U2 n = -'ic/ 2 i. .1:¡, 

'W ' 2i ('.\' n .1:; - y ; X 11 ) 1: · 1, .... n - ] ; = . ' •= 

lo que prueba que: 

(12) "ZV
1

1 1 = ·7c1':?i ; i :::: 1 . .. . , n - 1 , 

son los polinomios solució n de la ecuació n 

Ecuación qu e tiene soluci ón, perteneciente a h [ x J, en virtud 

de (7). 
Sea 

L == ~r1. 1 
. ' l 

la descomposición de ~ en producto de potencias de polinomio . .; 
primos. q¡ ,, . . ., q¡,. sobre k f ci-]. D e (7) y (14) se deduce : 
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y llamando -V; e y; a las clases de res tos de .i·; e )1 ;, respectivamén ­
te, re ·.;pecto de A 'fu y teni endo prese tl'te que por ser A cp 1 ideal pri­

mo máximo es A / A cp1 un cuerpo, de 

Yn X ¡ - Y¡ X n = O , 

se deduce 

( 15) 
..-t:¡ Z u 

----=:- = ----=:- = a ' 
.Yi J' ,, 

de donde 

X ; - a y; = O, i = 1, ... , n , 

lo que da lugar a la relación : 

(Hi) s; = ay; + :::; cp ,, i= J , . . . ,n. a =:= a(Aq¡i). 

Poniendo 

Z = Z; U ;, 

la s ig ualdades (16) clan lugar a la ig ualdad : 

(17) X = G Y + 'P1 Z , 

de donde: 

(18) Yn -1"; - y ; .'V,, = 91 (vn Z;. - y; .z,. ) . 

L leva nd o (1R) a (7) y teniend o en cu enta (J4) . resulta : 

Supongamos demostrado que 

(2-0) 
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siendo 

A (Yn t, - Y1 t,,, .. . , Yn t n- 1 - Yn-1 t,,) 
(21 ) 

- A ( "i+1 - (T + l ) I a.¡ + ~ ª··) 
- r.pi + l :Pi+ 2 ••• r.p , • 

E n virtud de (J7) y (19) se puede construir un elemento s E ~ 
tal que 

(22) t = b y + Cf'i +1 s ' 

en donde, si 0. 1+1 y + 1 fi g urarí a cp; +2 en lugar de cp ;+" siendo: 

A. (y ,, s, - y 1 s,,, ... ,y,, s,,_, - y"_' s,,) 

- A ( ª ; + 1. - C1 + 2¡ ª i + 2 ª•·) - r.pi+l r.pi +2 • •. r.p ,. . 

Por consiguiente, queda demostrado que se puede construir un 

elemento q E ~' tal que: 

(23) ( + _L + "• ª r - 1 '< ,- - l)Y + " . X= a ª1 f 1 1 ··· a,,, 'f\· · ·r.p,. _ l r.p ,. '">q , 

siendo 

(24) A (y ,, q, - y , q,,, · · ·; y ,, q"_' - y,,_1 q,, ) = A . 

D e (15) se obti ene: 

..!._!__ = ) ' ,, = ¡; 
- - , 
.i-·1 :r

0 

de donde 

:v, - b :r, = O, i = 1, ... , n , 

y si b ::=:: b (A cp,) , 

(25) y, = b :i:.1 + z'1 ;¡> , . 
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:- $ ... 

Procediendo a partir ele (25) el e modo análogo a co mo se ha pro-
cedido a partir de (17), se obtiene: 

(2B) 

Poniendo 

(28) 
) P (:~-) = a + a , ~ , + 

( q (x) = h + b, '?t + ... 

.. -.:,;''-1 - l wªr 
~ • r - l 1 r 

a, + a,,, <f1 

+ h,,, '.Oª' 
't 

r¡/J.r-1 r1.,. - j 

· · · 11· - 1 Cf r 1 

'.O• r - 1 r.!)a ,. - 1 
. ' - 1 1' , 

se pueden escribir (2.'.l) y C36) del siguiente modo: 

(29) x = p (x) y + ~ q, y = q (:r) x + ~ q ' . 

De (24) se deduce que se pueden calcular los polinomios 1v/1 1, 

i = 1, . . . , n - l , de modo que 

(30) ·w'11 (v 11 q1 - y , q,,) + ... + 11' 1,, _ 1 (y,, q,,_, -y,,~ , q,,) = 1 

.Sea "<111 ¡ = "<V
1
,; '." '" i = 1, . .. , 1i -- l y ·w ,, .. = -·w',; y 1• De es tas re­

laciones y de (:-W) se deduce que si 

(31) 

se verifica qu e 

(32) w ,* q = 1, w J* y = () , 

y teniendo en cuenta (29) : 

(33) W 1* x = P (;¡;) w ,·* y + ~ w ,·x· q = ~. 

Análogamente, ele (27) se deduce que se pueden calcular los poli­

nomios 7.Ú2 1, ·i = ] , . . . , n - 1, de modo que 
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Pon iendo 

resulta que 

(34) 

Las expresiones (32). (X8) y (84) demu estran la proposición 1. 
Aplicando u* a (29) e obtiene: 

(35) u ·:l- x = f' (.r) u* y + ~ u* q , 

o bien, recordando que u* x = h, y poniendo u'' y = h, (x), u* q 
= h2 (.-v) : 

(R6) /¡ (x ) = f' (.r) /1 1 (.r) + ~ h2 (:r) . 

Sea el homomorfismo : 

De (36) y (~7) e deduce que : 

(3S) w3 * y = P (x) u "° y + li 2 (.-v) w/ y = p (--r) h, (x) 

+ "2 (,-¡,·) ~ = /¡ (.1:) . 

2. El homomorfism o : 

cmnp!e las cond·icioncs del lema . E n efecto : 

(40) w ·* y = a W :i-l(· y + b v y = a (.-r) h (.-v) 

+ b (x) l (s) = d (.-v) , 

de donde resulta que 

d (.r) =: O (w* lt) , 
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y como d (x) 1 h (.i-) y d (x) l 1 (.i-), resulta : 

u* 1t = A ¡, e A:rt e w* 1{, , v *.1~ .= A I d C A e w* l{, . 

Q. E. D 

De es te lema e deduce inmediata mente que entre todos los idea­
les u * 1t. cuando u * recorre !)}(* existe uno máximo ahsolutc.. 

El idea l máximo absoluto u/ Tt = A f, (x) determina de modo 
único el polinomio f, (x), siempre que se suponga éste normalizado 
de modo que el coeficiente del té rmino de mayor grado sea la uni ­
dad. E l polinomio f 1 (x), que está únicamente determinado por 1(,, 
se llama el primer factor invariante (el último factor invariante) del 
::;ubmódu!o 1t . 
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