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INTRODUCCION.

1. Antecedentes.

Desde un punto de vista personal deberia citar en primer lugar lo que
ocuparia el ultimo atendiendo al orden de importancia: el tratamiento que del
problema de la elevacion de derivaciones sobre una variedad a su fibrade tan-
gente haciamos en nuestra tesina [16]. Porgue una tesina no representa en ge-
neral mis que el primer encuentro con un paisaje nuevo, no extrafarid que quede
abierto a futuras expleraciones y, asi, explicitamente se ammciaba en ella
que el estudio realizade en aquel fibrado "podria extenderse a otres fibrados
y. en particular, a fibrados vectoriales generales, tema que aparece came mis
directamente inducido por el de los fibrados tangentes".

La elaboracion de esta memoria significa, pues, el cumplimiento aue ahi
se eshoza. Naturalmente, el problema es mis camplejo y las técnicas mis suti-
les. Aguel estudio queda como un caso particular inicial, pero también lo son
alqunos otros que se habian venido haciendo, obteniéndose asi una teoria uni-
ficadora que, a su vez, puede dar 1ugir a nuevas sugerencias para otros tipes
de fibrados. Por otra parte, estudiadas las elevaciones a la luz de la teoria
aqui construida, surgen nuevas interpretaciones y una mavor riqueza de propie-
dades .

Pasemos de los antecedentes personales a los histéricos. en la breve
historia que estos problemas pueden exhibir. Las primeras estructuras estudia-
das en el fibrado tangente fueron la métrica, dada por Sasaki en 1958, y la
estructura casi caompleja definida por una conexién lineal sobre la variedad,
introducida en 1962 por Dambrowski [14]. Posteriormente, 1066-67. Yano. Koba-
yashi e Ishihara definieron la prolongacién de campos tensoriales v de conexio
nes de la variedad base al fibrado tangente. Con el lenguaje de las elevacio-
nes, la métrica de Sasaki resulta ser la elevacion diagonal de una metrica de

-I-
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1a base. Un estidio paralelo se realiza igualmente en el fibrado cotangente [352].

Fl paso al fibrado de los 2-jets es tambien obra de Yano e Ishihara, en
1065, y Morimoto, en una serie de trabsjos puhlicados entre 1968 v 1070 extien
de las elevaciones a fibrados de r-jets v pr-velocidades. haciendo hincapié en
los campos tensoriales. conexiones v G-estructuras. En esta linea se inscriben
posteriores trahajos, camo [ 54] pa~s los fibrados de r-jets v [36) para los de
p'-velocidades.

La elevacion de pseudoconexiones lineales al fibrado tangente se inicia
con los articulos [22) y [26] y nosotros la hemos extendido (18] a fibrados de
r-jets. relacionindola también con la de derivadas. Algunos precedentes de es-
te estudio habian sido desarrollados en [16] para el fibrado tangente, punto
de partida ya sef\alado de nuestro trabajo.

Técnicas diferentes han permitido definir otras conexiones en ciertos
fibrados, conexiones que hoy podemos considerar como elevaciones. Asi, Bowman,
(3] a [5]. ha estudiado las extensiones diferenciables del fibrado tangente y
las conexiones indhicidas en ellas, obteniendo las conexiones de segundo orden.
Un poco antes, Vilms [50] habia estudiado las conexiones en fibrados tangentes
v, en particular, ciertas conexiones que en nuestro lenguaje denominaremos
elevaciones tangentes. Todo ello sin salirnes de fibrados vectoriales, va que, .
paralelamente, se iban también encontrando resultados similares en fibrados
principales, como en [5].

Pues bien, ciféndonos a los vectoriales, que es el objeto de nuestro es-
tudio. nos encontramos de entrada con la delicada cuestion de decidir cuil es
el concepto de conexidn en un fibrado vectorial que conviene elegir. Ha de ser
una definicion suficientemente amplia para aque abarque todos los ejemplos con-
siderados antes, al tiempo que permita obtener autdnomamente, sin recurrir a
ella, resultados correspondientes a las conexiones particulares ocue engloba.

La idea primaria es la de conexién lineal en una variedad. Seguramente
su presentacion mis sencilla, formulada mediante leyes de derivacion, es la
dada en 1960 por Koszul [34), y todas las demis son generalizaciones de esta
concepcion. Asi tenemos:

a) Conexiones no lineales u homogéneas, si se prescinde del caracter 1l:-
neal. Las tratan, sucesivamente, Barthel [1), Kandatu [31). Yano y Okubo [53].
Yano e Ishihara [52} v Mok y Wong [3@].

b) Las anteriores conexiones homogéneas lo son en un cierto sentido, des
contado el cual resultan las conexiones no homogéneas, como las estudiadas por
Grifone [2%) o en el anterior trabajo [30].

c) Una generalizacion en otra direccion de las propiedades del operader

que define la conexion lineal da lugar a las casi-conexiones lineales de Worg
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[£1) v Vamanu [48-40) e, independientemente, a las pseudoconexiones lineales,
que comprenden a las anteriores, y que Di Comite establece en [12-13), asi co-
mo a las gue llamaremos fere-conexiones.

Todos estos tipos de conexiones estin definidos en el fibrado tangente.
Si pasamos a fibrados vectoriales arbitrarios encontramos dos tipos principa-
les de conexiones:

d) Las conexiones infinitesimales definidas por Vilms [50). Coinciden
con las conexiones en un fibrado localmente trivial estudiadas por Hermann
[20], Crampin [10} y otros, [37), [7), [11) y [38). Estas definiciones genera-
lizan la clisica de conexidn en un fibrado dada por Ehresmann [15) en 1950 .

e) Las conexiones generalizadas debidas a Spesivykh, que contienen a to-
das las demis y estin definidas mediante un campo tensorial de tipo (1,1), sin
mids resticciones.

Estas iiltimas van a constituir, por su generalidad, el inst.rumento prin-
cipal de nuestra teoria. Han sido introducidas en unos articulos, {45) a [47),
al parecer poco conocidos o divulgados y cuya consecucién nos ha resultado ex-
tremadamente dificil y trabajosa, tras largo tiempo de busqueda [24].

2. Descripcidn de la memoria.

El capitulo 0 se consagra al estudio de las conexiones, en sus diferen-
tes versiones, para compararlas y establecer sus relaciones. Resultan fundamen
tales tres tipos de conexiones: las pseudoconexiones lineales definidas en una
variedad, las conexiones infinitesimales en un fibrado vectorial y las conexio
nes generalizadas, también en un fibrado vectorial. La razdn de su importancia
estriba en que en todos los ejemplos manejados se tienen conexiones de uno de
los primeros tipos v en aue el tercero engloba todas las definiciones de co-

nexion.
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La introduccion de las conexiones infinitesimales como restriccion de
conexiones definidas en fibrados localmente triviales queda justificada por la
mayor riqueza conceptual y por el traslado que podamos hacer de estas técnicas
a situaciones mis generales. Esto exige haber presentado con anterioridad el
formalismo del corchete de Frélicher-Nijenhuis, cuvo uso simplifica posterior-
mente muchos cdlculos.

Como corresponde a un capitulo introductorio, apenas hay resultados des-
conocidos. Mis novedosa es la introduccion de las conexiones generalizadas, de
finidas por Spesivykh camo un campo tensorial de tipo (1,1) sobre la variedad
total del fibrado. Es sorprendente que con esta definicién tan general se pue-
dan obtener propiedades aprovechables. Los unicos resultados originales que
aportamos son la caracterizacion de las conexiones infinitesimales dentro de
las generalizadas (proposicion 0.4.) vy una leve modificacién en la definicidn
de derivada covariante de una conexién generalizada.

Finalizamos el capitulo con dos apéndices: las relaciones entre los di-
ferentes conceptos de conexidén y, por otra parte, entre las diversas notacio-
nes empleadas.

E1 capitulo | es totalmente original. 'Esta' consagrado al estudio de los
buenos cuadrados. concepto que introducimos en la definicidén 1.1. Nuestro ob-
jetivo en esta memoria es el estudio de la elevacion de conexiones en fibrados
vectoriales. En el capitulo 0 recopilabamos las definiciones de conexiones y
en el 2 y en el 3 daremos el concepto de elevacion. Este canitulo 1 se dedica
a estudiar cémo estin definidos los fibrados vectoriales en los aue se definen
las conexiones que queremos elevar.

Bisicamente, un buen cuadrado es un diagrama conmutativo (#)

en el que Y v ® son fibrados vectoriales ien los que se definiran las conexio-
nes), a v B son fibrados localmente triviales y de modo que existen triviali-
zaciones para los cuatro fibrados a la vez.

Damos un enunciado algebraico v una interpretacion geométrica antes de
hallar familias de buenos cuadrados. que engloban los casos esperados (ejem-
plos 1.1. v 1.2., proposiciones 1.1., 1.2. y 1.3.). La segunda parte del capi-
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tulo se dedica a la definicién de seccidn proyectable: X, seccidn de v. es pro
yectable sobre X, seccion de v, si aeX = Xe8. En los ejemplos 1.3. a 1.7. com
probamos que este concepto coincide con otros en casos conocidos.

El orden de exposicion de los resultados en la memoria no se corresporxie
con el de su gestacion. Lo natural es empezar con casos mis simples (por lo
menos, conceptualmente mis simples) para ir después a los generales. Asi, pri-
mero obtuvimos una definicién muy aceptable sobre elevacion de conexiones in-
finitesimales, que presentamos en el VI Coloquio Internacional de Geometria
Diferencial de Santiago [20), y después otra para la elevacién de conexiones
generalizadas. Estas definiciones, dadas autd nte, tienen la virtud de
que coinciden cuando se aplican al concepto de conexidn mis pequefo, esto es,
a las infinitesimales. Incluso para las conexiones no homogéneas, que son las
infinitesimales en variedades, se puede dar una definicidén particular que cein-
cide con las anteriores (proposicién 3.13.).

A la hora de presentar los resultados hemos escogido, come tantas veces
se hace, la otra via: iremos de lo general a lo particular. Quiero hacer cons-

tar que nuestra atencion se centrari en la elevacion de conexiones generaliza-
das (capitulo 2) y en la de conexiones infinitesimales (capitulo 3), pudiéndo-
se hacer un estudio similar para otras definiciones. Nos hemos restringido a
estos dos casos porque consideramos que son los fundamentales y porque las co-
nexiones infinitesimales tienen una riqueza estructural (curvatura, torsién)
de la que carecen las generalizadas. Los resultados de estos dos capitulos son
también integramente originales.

En el capitulo 2 se introduce la elevacién de conexiones generalizadas:
e 'I'i(A) es elevacion de F e T:(C) respecto del buen cuadrado (#) si o F =
Fea, . Con esta definicidn tan sencilla se obtiene el comportamiento deseado

-

de la derivada covariante (proposicion 2.1.) y una caracterizacion en coorde-
nadas locales (proposicién 2.4.). A continuacién estudiamos algunas conexiones
particulares, camo las infinitesimales (proposiciones 2.5. y 2.6.) con vistas
a obtener la relacién que debe ligar a dos conexiones infinitesimales F y F

para que la primera sea elevacién de la segunda (proposicién 2.7.). La propo-
sicién 2.8. establece algunos casos en que la elevacién queda univocamente de-
terminada. En § 2.3. estudiamos el problema de existencia y unicidad de eleva-

ciones.
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"elevacion” o "de orden superior" caben en nuestra teoria. Un ambicioso obje-
tivo seria, por ejemplo, encontrar relaciones con las conexiones superiores.
incluso de orden infinito, que desarrollo Ver Ecke.

La técnica de los buenos cuadrados se ha mostrado fructifera porque ha
permitido costruir 1la teoria aqui expuesta y porque ha servido para hallar
nuevas propiedades de objetos conocidos con anterioridad (como las elevaciones
de campos a TZH del ejemplo 1.7. y, especialmente, las construcciones de § 4.1.
y § 4.2.). Creemos que se abre asi un amplio campo de trabajo: buscariamos la
aplicacion de ideas anilogas en el caso de G-estructuras y en el de elevacio-
nes a otros fibrados. Para este iiltimo propésito introdujimos en el capitulo 0
la definicion de conexién infinitesimal como restriccion de 1a de conexion en
un fibrado localmente trivial. Pero nuestro trabajo queda, por ahora, cortado
aqui.

Me gustaria terminar con un recuerdo histérico. Hace ahora 50 afos, el
31 de mayo de 1909, un eximio matemitico espailol, don Julio Rey Pastor, firma-
ba €l manuscrito de su tesis doctoral que leeria poco después de un mes. Y lo
hacia dirigiéndose al Tribunal con las siguientes palabras, de las que deseo
atrevidamente apropiarme camo colofdn del mio: "Yo confio en que sabri discul-
par muchos de sus defectos la benevolencia que siempre insﬁiu a los maestros
la labor de los principiantes. (Acaso sin contar con ella tendria la osadia de

oresentarlo?®



CAPITULO 0. CONEXIONES.

$ 0.1. FIBRADOS VECTORIALES.

1. Conceptos bésicos.

La teoria general de fibrados vectoriales ha sido desarrollada nor nu-
-erosos autores. Aqui recogemos una coleccion de resultados, que utilizaremos
en lo que sigue, y que tomamos de [2], (30], [35], [44] y [50].

I. Sea n: E » M un fibrado vectorial cde rango r sobre una variedad ce
dimensién n. »

Dada una aplicacion diferenciable f: X + M.existe un unico fibrade vec-
torial pr, : -“(x) + X,de rango r. que verifica la siguiente oropiedad uni-
versal :

(i) existe una aplicacién diferenciable or, : " HX) + E de mede que
uprl = f.prz.

(ii) para toda terna ( Y, ’ 02) que verificue (i), existe una arlica-
cion diferenciable ¢: Y =« 1'11)() tal gue Prie¢ = ¢, .Prpet =0, ; esto es.

conmuta el diagrama siguiente:

~1-
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La construccién efectiva de ( » }(X), pr,, pr,) es la siguiente:
7UX) s (e,x} @ EX / we) = f(x) @ M}
Y pr,, pr, son las restricciones a 7 HX) de 1as provecciones de ExX
sobre E y sobre X.
A 271(X) se le denaminari producto fibrado de E y X sobre M.

) II. A partir de un fibrado vectorial s: E + M se obtiene una sucesion
exacta de fibrados vectoriales sobre E, dada por:

() 0 —= VE —=1E A ey

donde VE = ker », y ' es la aplicacion inducida ovor la propledad universal
del producto fibrado a“(m), al considerar el diggrama

Asi, considerando la inclusién de x }(TM) en ExTM. resulta que ' =

= e, ‘nM)*) y que VE = ker x', con lo que la sucesion es ciertamente exac-
ta.

La estructura de fibrado vectorial aue tiene VE sobre E es la dada por
la restriccion de = a VE. Las secciones del fibrado 'E‘\'E: \F. = E se denomi-
nan campos vectoriales verticales. y no son sino los campos de F tangentes a



las fibras de ».

Ademis de esa estucturs fibrada, se puede definir candonicamente una
aplicacidn diferenciable o : VE » E: se consideran el isomorfismo de fibrados
sobre E, VE 2 »~1(E) y 1a inclusidn + " (E) « ExE y se define
Py
6: VE 2 v NE) ExE ——2= E

Resulta que (0, 1) es un morfismo de fibrados sobre ( 'F'i’ v) eato es

aue cormuta el cuadrado
VE o

wei

m,
[o [ R,
. ."'l"‘l

v
III. Otra construccion candnica es la que define el campo vectorial de
Liouville, que denotaremos por L. Dado e e =~ (x), como -’lfx) es un espacio
vectorial, consideramos el vector &, al dotar a +"Hx) de 1a estructura
afin candnica. Asi, definimos N
-1
; = c;&)ee T,(x " (x)) « TE
La interpretacion geométrica de p y L es la dada en el siguiente dibujo
b4
e .

\\‘

M -
) -
. -
[ .’
[
X

se verifica la relacion

3si. p asigna a un vector el punto de £ obtenido al trasladarlo al ori-

p(Le\ =

gen de la fibra, y L asigna a cada punto su vector de posicion. (bsérvese que

e
v que el campo de Liouville es vertical, pues es tangente a las fibras. El

camo de Liouville puede definirse tamhién como el cue genera el flujo de las



dilataciones positivas en E:
a®xp t (V) =exp te¥, y v @ "‘(x), yxe M, yteR.

Las construcciones de ¢ y L se basan en la identificacion de M con la
seccion nula del fibrado s: E « M. E1 complemento de dicha seccién constituye
un fibrado localmente trivial oue denotaremos por x:(E), = M, siendo ésta
restriccion de la anterior. Grificamente ha sido denominado fibrado " slit",
esto es, " rajado" o " cortado®, ror Mok v Wong en [30). Va a jugar un impor-
tante papel en nuestra construccion. Por lo pronto, digamos ocue sigue tenie-
do sentido la sucesion (¥*) v los conceptos después definidos.

El campo de Liouville vermite dar las siguientes definiciones:

Sea £ la derivada de Lie en E;

fe T3(E),) es hamogénea de grado k si satisface la identidad de Euler

£(F) = K f
X e TL((E),) es hamogineo de grado k si verifica
.le = (k-1) X
we T;l(E).\es homogénea de grado k si

£Lu=ltu

IV. Estudiemos ahora las expresiones locales.
El fibrado vectorial =: E «Mse expresa’loc.al.mente por
w URT — "
(xi, a®) — f_xi)
donde n v r son las dimensiones.
Adootarmos el siguiente convenio de notacion:

n
xe U

3'319320 R i,je {1,...,n}

c.fe {i,....r}

c,cl .C,,C. € Rn
La sucesion exacta del fibrado. (*), viene dada por
N VE L 1€ . ) —

"R =R"

0~ UMR x{01x R = t"xR" xR xR" o

(x,a‘ .0,32\ — (x,al .0.32!

————————
(x.al.c.az) (x.al.c)



La aplicacién es

p: VE E
U"R % { 0} xRT —— U"xR"

lx,al,o,az) — (x,a
y el campo de Liocuville es

?
a
L, :L—u) - 8 (e)
a
lle

que se puede expresar como seccion del fibrado vertical ! VE « E del siguien
te modo:

2)

L: E VE
(1492 lf'-lf'x(ohlt"
(a}) —— (xa},0,a})

V. En el caso de que el fibrado vectorial dado sea el fibrado tangente
de una variedad, ™? T™ « M, se pueden realizar algunas construcciones mis.

En primer lugar, recordemos aue TIM admite dos estructuras de fibrado
vectorial sobre TM: las definidas por " ¥ Por llq).- Se expresan en coorde-
nadas locales por

L T™ ety TM l-M),:m ™
R R? R ' xR RR —— "R
(x,cl,cz,cs) —olx,cl) (x,cl,cz,c3)——olx,c2)

Kobayashi introdujo en [32) una involucion en TIM, que permuta las dos
estructuras, pues esta dada localmente por
(g .9 .g) = (x.g.q .q)
La denominaremos automorfismo de Kobayashi ( en [2) se 1lama involucidon cand-
nica) . Observese que el fibrado de los 2-jets, o tangente de segundo orden,
TZM, puede sumergirse en TTM camo el conjunto de puntos invariantes por el au-
tomorfismo de Kobayashi ( cfr. (2], [4] o § 4.2. de esta memoria ).

VI. Jambién es interesante sefialar que al considerar el fibrado vecto-
rial "yt ™ - M, la sucesiion exacta resultante es
0 —=vIM = TT™ <ty —o0

VvV que. en este caso, el isomorfismo VIM = -,j‘lfm) permite definir una estruc-
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tura casi-tangente canonica en ™, J, dada por J = i--;‘ « cfr. [28])

ot .
™ =4, .P"'(m) : i

"

aque localmente es

'."'-d'-ll'-ﬁ‘——ou”-a"«" Lpii‘X(O)-“ ——’d‘-“ﬂ(‘-"

{x.c ) —n lx,cl,c )-lx.c‘,o,cz) —_— fx,c‘,o,cz)

1°2°C3 2

Asi Jz(x,cl,cz,c:;) = lx,cl,’),o\ con lo nue ..‘2 = 0.
También en este caso es posible definir de modo particular el campo de

Liouville.[ 28 Si &6: ™ ~ -;'lm) es la aplicacion diagonal é&(z) = /z,z).
obtenida al considerar -i‘(‘m) < T™x*TM, entonces L = i.§. En efecto,

™M
u Y
™ —S .;'(m) - .;‘(m) v —E2 eI

(x.¢) = ({x,c),(x.c))=(x.c,c) = (x,c,0.c)—>(x,c.0.c)

VII. &n el fibrado tangente i ™ < M es posible definir la elevacin

vertical de campos
ve 1hoy —<1hme
i, \

=Pt . xixtiehy (x"'.c:.(\.xl)

XIx \

Esta construccion no es posible en fibrados vectoriales arbitrarios

w: E + M. ¥l campo de Liouville verifica las dos nrooiedades siguientesf10':

(i) [L.xYY - X", para todo campo X de M

(ii) 8i X es un campo vertical, entonces
X = X existe X ¢ TIO(M\ tal que X = X'.



2. Corchete de Frélicher-Nijenhuis.

Una herramienta poderosa de cilculo es el corchete de Frolicher-
Ni jenhuis. Fué introducido por estos dos autores en {27). Su cons*.ruccién
consiste en asociar a dos campos tensoriales, ¢ de tipo {1,r) v ¢ de tipo
(1,s) . un campo tensorial [e¢,s) de tipo (1,r+s). Con la notacion moderna su
expresion es, [38) ,

Lol 1 1
(o) 2 T M) x T (M) e T (M)

le.v] (uyeeem ) =

1
,(r’s\ ! : lo] ¢ | o(uo‘”,...,uc(r), ““o(rol)’“"“u(r.s)) ] -
-r o f%“‘,...,ua(r.l), [uo('_]. v‘“a(r«l)""’ucfhs)) 1=
rs+1 . -
- (1) s Mua(l)”"’"o(s-l)’ [uo(s), .(uc(s’l)""'“a(s-rll-

rs
T ““a(l)""’uu(r-l)’ 0“[“c(r)’ucl(rd)]’

Ya(re2)?* " Mo (rast’

rs+1 sr -
P ey ey gy 918 (5) 1Y (01!

yesesll

Ys(s+2) o(s-r1'

donde el ccrchete que aparece en la definicidn es el corchete de Lie de cam—
pos vectoriales, ¢ es una permutacion de {1,...,r+s} y lo| es su indice.

Las proniedades fundamentales de este corchete son:
(1) [o.0) = - ue) ,sieeTiMve T;(M\

(2) Jdentidad de Jacobi. Sean
¢ e T:‘(M), ve I;(M\, v e I:lM\. Entonces

=D ([o,01,0] « (=D [[w.4],6] + (D)5 [[v.0le) = 0

f3) Si eve ‘Ié(M), [e.v] e 'l‘é(M) y coincide con el corchete de Lie

1

O(M) y ve T:(M), entonces [¢,v] e T:(M\ y resulta

(4) 8i e e



Tewl(X) = [0, (X)) ~ w[X,¢] = (£.o)(x). para todo campo X de M.
Asi es
[e.d] = £.0
donde £ denota la derivada de lie.

(8) Si ¢ v @ T:(M) se tiene aue [o.v] e ‘I;‘M) v para cuslesquiera campos
X e Y de M resulta que

fe. e T(X,Y) = & {{&(X).0(Y)] -~ {e(Y).9(X)] + oe{X,Y] - ve{Y.X) -
- oIX,0(¥)] + oY, 6(X)] = o[X,0(Y}] « ¥[Y, ¢(X)]) } =

=N. ,V‘X'Y)

con lo que [¢,v] es ¢l tensor de Nijenhuis. En particular, =i ¢ = ¢ ,
N .
[0.0) = !\..

La proviedad (4) se generaliza del siguiente modo: Si ¢ e 1(‘,m} y
v e T;(M), entonces
4 A
fe.y! 2.0

Comn ejemplo de aplicacion de estos calculos resulta cue al considerar
el fibrado vectorial s,: ™ - M y la estructura casi-tangente canonica .| e
e 1:(_.“.), se tienen las“siguientes relaciones, '28):

[2,3] = 0 e ()
I} =Je Ti!m)

La técnica se generalizé en los trabajos [11], [37) v [34 donde se de-
finié el corchete de Frélicher-Nijenhuis para fibrados vectoriales arbitrarios.
Como siempre, el usado en variedades es el mismo que el ahora definido en es-
nacios vectoriales, pero restringido a ios fibrados tangentes de las varieda-
des. Seguimos el trabajo de Mangiarotti y Modugno. [27].

Sea w:E « M un fibrado vectorial. Se denotzn nor

i
= e y por f = L]
M e M B ocicn
las dlgebras de formas en M y en E. ((Msérvese cue la definicion dada de 2
depende de la dimension de M v no de la de F).

Se definen 2. v VE como los conjuntos de campos proyectables v de cam-
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pos verticales, de modo que

] . H
PE-T:“E) i Pp = (X - — ix) o — Pfx,all }
ax )
1 ? a
Ve = Pg -‘IO(E) iV - (X = — X fx,a‘) }
3!1

siendn w: E « M localmente t‘x,ll) = X.
Un campo X e 'I;(E) se dice proyectable si estd x-relacionado con un cam-~
po X e T(‘)‘,H), [11]. Al campo X se le denomina nroyeccién de X.

Se def inen entonces los conjuntos
F = fy ® Pe, espacio de las formas proyectables con valores vectoriales.

v:aMoVE,esplciodelufamvertimle.cmulorecvecWhle‘.

Resulia aque F es un médulo no localmente libre sobre ‘lg(b}) vaque Ves
un midulo sobre TQ(E).

Asi, - n; o PE -T;(E) .y se tiene la siguiente expresién local:

. ? 3 i
Fei‘ssz[—IF!ﬁ L (x) « — P2 .(x,al) odx ‘A ...ndx S
axt Jpreoedg 2a] Jyrecoadg
con
P ) 10
3peredg x) e Ty,

0
" . (x,a ) e T./E).
31,...,35( 1’ % o )

Entonces F se proyecta en F e n.: °® ‘I‘é(b‘.) <= '[;(M\ . dado localmente por

2 i, i
F= — F* . (x) o dx A ... A dx
2Jg

ixl Jl,...

Se define entonces el corchete de Frolicher-\ijenhuis de dos formas pro-

vectables FeF y&eF como [F.6] e F'® , la unica forma proyectable
1 PN

que para cada Upeeesou @ ‘Io(m verifica

[F,G) ‘ul ""'ur+s“ =
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. L) 3 -
= prar Bleb tlFluyyeecci )y Blug ey (y))

-r F(u\v(l)""""c'l(l'-l)’ [ua(r)’G(ua(rol)""'ualr‘s))])-

8 GO IFlu yyreetig ()]s Yo(ra) J¥erra2) 72 Y0 rus) 1°

. ':,?- Fluy, D Yee g ) G”“ct' )'“ce-.1)])’“oe~.2)""’“u§-.s}”’
< B GCFu e gy [y

)% (r-1)! s (r-2)""’uo(r»s)n °

donde F v G son las provecciones de F y & .

Este corchete generalizado ver:fica las mismas propiedades que hemos
dado con anterioridad, (cfr. [11]y [37) ).
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§ 0.2. CONEXIONES, PSEUDO- , CASI- Y FERE-CONEXIONES LINEALES EX
VARIEDADES .

Las conexiones lineales en variedades han sido estudiadas desde michos
nun*os de vista. Hemos escogido introducirlas mediante una p-esentacion de
+ipo Koszl .l 34]. pues asi podremos abordar rividamente el problema de su ge-
neralizacién a las pseudo- , casi- v fere-conexiones. De hecho. en el epigra-
fe 5 0.3. obtendremos las conexiones lineales como casos particulares de otras
conexiones y, por tantg, se nodrd aplicar a douellas lo aue de éstas digamos.

Definicién. Se llama derivada sobre la variedad diferenciable M a un
endomorfismo R-lineal 3: T(M) = T(M) <al cue
(i) ur:mn -T:‘M\ , para cada r.s

(ii) 3(eed') = 3008' + 6m36' , opara cualesquiera campos tensoriales.

(iji} 3 cormmuta con toda contraccions

Como es bien sab‘do, una derivada cueda determinada por su actuacidén so-

Yre Tg-‘M‘. v ‘l(l’!M‘. De hecho, actia sobre Tg'H‘. y se nmuede asociar a cada de-
rivada el campo asi deteminado, oue se suele denominar campo de direccidn de

la derivada.

Nenotaremos por D/M) el conjunto de derivadas sohre M

M.

Definimos una conexion lineal en M como una aplicacioén

v T a i) —k ’Ié’?ﬂ

[\ 0

que verifica las siguientes condiciones:

(1) Z:vlvaZ

YxeY) X

(2) .Y = f-va

£X

Z

(2 2 =%y v
N (Y-2) VY LV
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()] vx(ﬂ') = (XEYeY f.'.YY
siendo f e 'rg'm v reoresentando V'X,Y) - v\.Y.

Si definimos
- O, si £ e ToM)

WauY i Ye ThM

ohtenemos una derivada. Nos nermite definir en*onces una canexidn lineal camo
une aplicacidn
90T M e DM

en aue a cada camno se le hace corresoonder ina derivada en la direccidn de
ese campo v re modo one se verifiquen las cuatro propiedades anteriores. h-
sérvese aue las propicdades 1) y (2) hacen que ¢ sea una aolicacidn T MYa
lineal de 1 (H\ en DIM) y que las (3) v (4} se deducen ahora del ‘\echo de ser
vx una dernada

Por lo tanto, podemos definir una conexion lineal como una anlicacién
To(M)-lineal entre 13(M) v D/M), aue hace corresponder a cada campo una der-
vada en la direccion de dicho campo.

Localmente una conexion lineal ocueda caracterizada nor los simholos de

Caristoffel , r;i . definidos oor

? ] i
v - = -7 rk. .
3 3X3 ax 3
—_
Bx"

A una conexién lineal se le asoc*an dos camoos tensoriales: T e 'll'\ﬂ
1lamado tensor de torsion vy R e T M), el tensor de curvatura. Sus def*mc*o-

nes son:

'I’X,Y‘-VY-V - [X,¥] :

™

V2 = 1 -
RIX ¥3Z [vx,v‘,, 7 v{x'”z

Las generalizaciones de este concepio de conexion lineal han aparecido
de modo v en afos diferentes,  segun los ‘autores cue las han t-arado. En prin-

cinio. se mueden distinguir dos caminos: uno consiste en estudiar el operador
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v tratando de debilitar alguna de las condiciones v el otro en llevar la si-
“uacion dada en el fihrado tangente i ™ « M a un fihrado vectorial arbitra-
rio. El orimer camino serd el cue estudiemos ahora; el segundo lo veremos en
el enig~fe 5§ 0.3, , vy en el §.0.4. obtendremos una visidn coniunta de ambas

vias.

Camo es bien sah’do, la smma afin de conexiones lineales es conexidn li-
neal: t ¢ 9+ (1-t'+ 7' ., Sin emhargo, el conjunto de conexiones lineales no
alcanza la estructura de médulo sobre ‘IO'M\ Nefinimos entonces una pseudo-
conexién lineal de campo fundamental F e 'l' (M) como una aplicacién ‘Io(d)-
lineal

v ¢ Ty} —————e D(M)

tal oue a cada campo vectorial X le haga corresponder una derivada en la di-
reccidén del camoo F(X), considerado F como endoworfismo de camoos.

Resulta que el conjunto de pseudoconexiones lineales forma un midulo
sobre el anillo de funciones 'Io"ﬂ [21].

fi el camro fundamental F es no degenerado, esto es, si es un artamor-
fismo de campos vectoriales, la pseudoconexién lineal se llama casi-conexién
lineal.

Si la anlicacién v definida por una nseudoconexién lineal se puede des-
comone= camo ¥ = T O F , donde ¥ s una conexién lineal. se dice cue ¥ es

una pseudoconexién lineal candnicamente engendrada.

(bsérvese cque una conexion lineal es una pseudoconexién lineal de campo
fundamen*.al el tenso— identidad (de Kronecker!.

4 una pseudoconexidn lineal se le asocian unos sirholos de CThristoffel
del mismo modo mie a wna conexion lineal. E1 campo fundamen-al de la pseudo-
conexién influyve en la ley de cambio de carta de los simholos ‘cfr., por eiem-
plo [12],[1%].110]).

ta expres‘dn local de va es la signiente:

Sean Y- 2. xt, v vt rl o Flad

1 1 ax* 3

Entonces.
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3 i, 3 i 3 <3
= (SoeV = PR TY 'S ) =
TG = Oy (=2 ¥ = 9y (-2aey 3 Y

X Y ax ax? ax
N - A . . i
- -’.;-r‘:. Sy, 2 o°.!i r“‘ ™ . li'”llti yi rg 1B
i ad ax ax : ad

Como hewos dicho, 1os concept.os de casi-conexion y pseudoconexion han
aparecido separadamente: las casi-conexiones fueron introducidas por Wong.
[§1)], y estudiadas d és por V. .[48) y [40), Las pseudoconexiones lo
fueron por Di Comite, [12] y[12]. Esto ha llevado a dar definiciones distin-
tas de torsion y curvatura. En efecto. se tiene

(a) Pseudoconexiones lineales de campo fundamental F:

TOY) = 9, - 9X - LLUX,Y) ,Te T;fM)

1
RIX,Y) = [9,,9.) - @ » Re T3M) N. = ©

Le(X,Y) F

siendo LF(X,Y! - [F(X),Y] + [X,F(Y)] - F(IX, YY) ¥ NF el tensor de Nijenhuis.

ih) Casi-conexiones lineales de campo fundamental F:

Ty = 0¥ - o x - FHFO RN (Te 1t

X

ROXLY) - To,.0 ,Re Igtnm

v = Ve R B0
Las relaciones entre unos v otros campos de tensores fueron estudiadas
en [17].

Otra generalizacion del concepto de conexion lineal se debe a Mok y Wong,
[39], Tntrodujeron el concepto de M-tensor y de conexién de tipo (p,0). Mis
recientemente, (Obideanu.{41], ha ohbtenido parecidos resultados al trabajar
con pseudoconexiones candnicamente engendradas.

(tro t:po de planteamiento es ¢l aue lleva a prescindir. en el concep-

to de conexion lineal. del caracter Tg‘M\—lineal de la aplicacion

v - 1étm s W)
Obtenemos asi las derivaciones, vy s$15 correspondientes generalizaciones. las

pseudode~ivaciones. [217.



-18-

Finalmente anunciamos un ultimo punto de vista, consistente en conside-
rar un operador Vv al que se halla ligado un campo tensorial F e ‘I:lM\ v de
modo oue verifica las siguientes leyes:

(1) 9y yo ¥ = UgV %y, Y

Y + 9.Y

(2) Vx(YoY') = vy X

(3) Vexl = £o0,Y
(4) fofY) = f'va + (XE)+F(Y)

A un tal operador lo denominaremos fere-conexidén lineal. Obsérvese que
si F es el tensor de Kronecker. entaonces obtenemos una conexion lineal. Este
nosbre. que introducimos acqui, sirve para evitar la ambigiiedad oue se vresen-
ta en este campo, pues hay nomhres jguales que definen distintos conceptos y,
al revés. hay conceptos llamados de modo diferente por diversos autores. El
apéndice II Ge este capitulo O ofrece una clasificacién de las distintas no-
taciones. E1 origen del nombre oroviene del adverbio latino “fere", casi. En
efecto, estas fere-conexiones son anroximadamente conexiones, v 1la relacidn
que existe entre conexiones vy fere-conexiones es la misma que entre conexiones
v pseudoconexiones. Difieren. solamente. en la actuacion del campo F, ora so-
bre X, ora sobre Y.

Y es la siguiente:

La expresion local de vx

six=2 ¢ | y-2 v Fe Lo ad

ax T xt 3
entonces
. i
v - vx(-3~ ¥ - vxl-l-.)-Y-1 . EXE b QLT
~ ax” ax? ax ax
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Compirese esta ultima expresion con la de una pseudoconexién lineal.
A un operador vx: 1(‘,01) - 1("(m que actie como las propiedades (3) v
(4) de una fere-conexidn lineal le llamaremos fere-derivada. v si lo hace como

una pseudoconexidn lineal . pseudo -derivada. Estas definiciones son anilogas
a las que cda Spesivykh en [3§], aunque los nambres difieren (ver el apéndice II).
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§ 0.3. CONEXIONES INFINITESIMALES.

1. Definiciones.

Este concepto es el clasico de conexion en un fibrado vectorial. Le da-
mos el nambre de infinitesimal para distinguirlo del de conexidn generalizada
que estudiaremos en ~l epigrafe siguiente. La idea bdsica es que una conexidn
infinitesimal es una distriibucién diferenciable de espacios horizontales. cam-
plementaria a la vertical (cfr. [10}).

Sea »: E - M un fibrado vectorial sobre una variedad real diferenciable
M de dimension n y sea r el rango del fibrado. Consideremos la sucesion exac-
ta de fibrados sobre E

()  0—evEdete %) — 0
Primera definicion [50): Una conexidn infinitesimal en el fibrado vec-
torial s: E + M es una escisién diferenciable por la ‘zquierda V: TE « VE de

la sucesidn (*). esto es, tal que Vei = id\’E'

Evidentemente, equivale a dar una escisién por la derecha de (®),

u: 271 (TM) « TE. esto es, tal que »'eH = 5d_-1 1y, Asi se define en [37].

Se llama aplicacion de conexidon a la comnosicién
K=pV:TE-E
Este conceoto fue definido en primer lugar para las conexiones en fibrados
tangentes por Dombrowski, en [14]. Se verifican las siguientes propiedades:
(1} (!(."4) es un morfismo de fibrados sobre (w,,r).
2} (K.x,) es un morfismo de fibrados sobre (xp,%).

3) KIVE=° : VE - E.

Asi que por (1) y (2) commutan los cuadrados
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1€ XK.k 16 g

'rl 1' y 'Ei 1‘

™ == M E ——eM
'M L 4

Las tres propiedades anteriores caracterizan la aplicacion de conexion
K de una conexién dada V. A la aplicacion de conexién también se le da el nom-
bre de conector (cfr. [2]).

Una escision de la sucesion (¥ proporciona una descomposicion de TE en
suma de Whitney de los fibrados VE y t-‘!TM) . Esto nos lleva a la siguiente
definicion, mis geométrica

Segnda definicidn: Una conexidon infinitesimal en »:E « M esta dada por
un subfibrado HE de W TE - E que verifica
TE = HE e VE

S€i ademis HE es homogéneo. en el sentido de que
uk’.“e!’: ® erE

siendo k e R, e e E, u la multiplicacion por un escalar en el fibrado , u

e
k
= ke. v HeE la fibra en e de FE <« E . diremos que la conexion es invariante
por dilataciones. Asi es como se definen las conexiones en [14).(Mis adelante
veremos gue estas conexiones invariantes son las conexiones lineales en fibra-

dos vectoriales. que definiremos con posterioridad).

A HE se le llama fibrado horizontal. La manera de relacionar estas dos
primeras definiciones de conexion infinitesimal estd dada por la igualdad
HE = ker K

La descomposicion del fibrado tangente TE permite definir las provec-
ciones vv h , paracada e e E

VE- T E-DeuE
e e e

Observese que v = \'; la proveccion vertical es la escision por la izquierda.
La otra definicion aue vamos a dar proviene del estud:io de conexiones

en fibrados localmente triviales arbitrarios, iniciado por Ehresmann, [15].

Como demostro Hermann en (20} una conexién de Ehresmann en un fibrado vecto-
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rial es una conexion infinitesimal en el sentido de la primera definicion (ver
{11)). Ahora hien, tiene interés poraque se puede aplicar las técnicas del cor-
chete de Frolicher-Nijenhuis. Tenewmos asi la siguiente definicion

Tercera definicidn [7),[11),{29,(37) y [35%): Una conexidn infinitesi-
mal en x: E - M esta dada por una 1-forma proyectablehei‘l tal que su pro-
yeccion h' es la identidad

h’xid.[M

El hecho de llamar h a la conexion proviene de que im(h) es el espacio
horizontal de acuerdo con la segunda definicion. Ademis. h queda caracteriza-
do nor h(TM) =TE, que produce la escision TE = im(h) e VE . [237].

Con esta definicidn se pueden anlicar las técnicas de Frilicher-Nijen
fuiis para hallar la curvatura y la derivada covariante. camo veremos mis ade-
lante.

La equivalencia entre las tres definiciones queda patente cuando toma-
mos coordenadas locales. En efecto, si vartimos de la sucesion exacta (¥#)

(m o VE —ie g —2 ,lmM) —— 0

una conexion infinitesimal en »: E + M define las siguientes aplicaciones

HE

th
0 'e—*—n—-‘—' T —— o0

LA b

que localmente se expresan por




n

S RORNR

h
r —________.i n —..." r
R {0 " ("R T————— /R"
v 1
lb h-V:F

l’nx Rr l,n: er Rnl Rr

Sabiamos cue
i(x,a‘.(‘.a:) = lx,al.(‘.az)
-'(x,al,c,a ) = (x,al,c)
a(x,al.(\_.az) = (x,az)
v recuerdo la notacidén: X e Ln', aja, e R\: ceR" ;s i,de{l,...,n} ;

a,8 e {l,..., r}) .
Entonces resulta

\'(x.a‘,c,a,,) = lx.al,(‘, a, - w'x.al\c ) . donde w: " R L'RP.RM. AW

se le llama componente local de la conexidn. [5C). Como w es linecal resulta

a L ie o i
{ ) = (e dx.a e b o=w. ix.a e .
( w x,al)c ) (w,(x.a wilx.a,

Kix.a .c.a,) = {x,a, + wix.a 'c !}

1 1

hix.a .c.a,) = (x.a,.c,wix adc ) . Asi resulta aue

1 1
3 3 a 3 ' 3 .
h=lew - wix.a))edx' .conloqueh' = —®dx" =1 .
J [N 1 R M
ax aal X

Obsérvese que “(TM) estd generado por los campos vectoriales horizontales

{ =+ - 2 Bix.a el }
. e ) 1
X aal

ohtenidos al hallar h(-s—“ i
X



H(x,al,c) = "x.a|,c,-«u‘x,al)c )

F‘x,al,c,az) = 4x,ll,c,-az—2m(x,al‘.c )

Obsérvese que h = § (I.F)
vV =} (I-F)
donde T es el tensor de Kronecker, idemtidad en 1E.

Asi pues, una conexion infinitesimal queda determinada al dar una de
las aplicaciones V, K, h, Ho F, y cada una de ellas determina todas las de-
mis. A una conexidn infinitesimal la denotaremos de modo genérico por T.

Considérense ahora h, Vy F como aplicaciones de TE en si mismo. Resul-
ta que

h(dect + .a%) - 2t 2% x,a et )
1 e 2 c i 1
ax 2a x a
1 1

? i 3,0 ? a a i
{ . — = — ( \
Vi=gec + aaz) —*(a, + o;(x,a,)c )

33X 38‘ iﬂl

LJ 1 aa'a;) = —aI'(:1 + L"—az -Zu;(x,al\c“' }
ax 2a IxX iaal

Entonces a h, V v F les corresponden las siguientes expresiones locales:

3 i 3 ., .8 i
h = —{.dx - —; (-oi(x,al) ) o dx
ax ’a

1

3 .,a i 3 a
V-—:uj(x,al)odx »——uodal

aa] aal
F = -L.odxlq-a—v(-u‘.'(x,a ) ) e dx -2 eda
1 a i 1 a 1
ax 3a ea
1 1
En general, a
Froo 2oect oax’ - oM o da® o Bev® o ax? . 2B o da
P, | Lt 1 e J a 1
X ex da a

1 1
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se le puede hacer corresponder la matriz

i 3.
CJ. M ,
a
'j B‘

Asi a h, V y F les corresponden las siguientes expresiones matriciales:

i

i
8 0 8
h H Ve H F:
a a a) a [}
{ ) )
s x.a‘) [\ uj(x,al) [ '“j(x’al' s

Este runto deja ya preparado el terreno para definir las conexiones ge-
neralizadas. Sin embargo, continuaremos ahora con las propiedades de las co-

nexiones infinitesimales, posponiendo. para el proximo epigrafe § 0.4. , el
estudio de las generalizadas.

2. Casos particulares.

Vamos a estudiar ahora algunas conexiones infinitesimales en particular.

Sea T una conexién infinitesimal en el fibrado vectorial »: E + M. Como

w € LIR*.R") resulta que w es lineal en las nE—fibras. esto es.

w(x.alc = ui‘x.a)c‘

Si w es también lineal en las ‘u“‘,—fibras, y verifica por lo tanto cue

‘wix,.a)e )8 - r?afx) a® !
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se dice aue T es una conexion infinitesimal lineal, [50'. Esta condicién equi-

vale a oue
=1 =
le (L,F] = 0
donde £ es la derivada de Lie, L el campo de Liouville y el corchete el de
Frolicher-Nijenhuis.

Al estudiar la derivada covariante veremos que en el caso de gue sea
I una conexién infinitesimal lineal en el fibrado tangente de una variedad,
este concepto coincide con el de conexién lineal en la variedad ocue definimos
en § 0.2.

Y los I} (x) son los simbolos de Christoffel de la conexin infinitesi-
mal lineal.

Veamos ahora que las conexiones infinitesimales lineales son las que
antes denominamos invariantes por dilataciones. Debemos comprobar que la con-
dicion de que el espacio horizontal se preserve por multiplicaciones equiva~
le a que w sea lineal en la segunda variable.

En efecto, si X es un campo vectorial en M, X e ‘I;fM), se define su
elevacién horizontal X" e 'I‘é(E) camo el unico campo horizontal »n-relacionado

con X. [44). Las expresiones locales son:
xtxh = ot xh
ia) . iayi_a 3
X“(x ,al) x .al.x ,-uj(x.al)x )
Entonces .
Mew XH(xl,a:) = (x‘.k'gl,xl,‘k'u;(x,al)xs’ )
mientras aque
i i,,a.d a j
K = ( M . N hd
x"(x k al) x Lk a X ,-uJ(x,k al)x )

Luego debe ser w; lingal en el segundo factor para que se preserven los espa-
cios horizontales.

En lo que sigue, trabajaremos con una conexion infinitesimal T definida
en el fibrado vectorial
w:(E), = M

€i v es homogénea de grado 1 en las (a,‘l).-fibras. se dice que T es una
conexidn infinitesimal homogénea. [50]. Estas conexiones. cuando E = M v el
fibrado es el tangente a la variedad M, son las que también se denominan, en
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1) 1)1 20),[52) y {53). conexiones no lineales. Se puede encontrar en [ 20}
la relacion entre las diferentes definiciones de conexiones no lineales. Son

conexiones invariantes por dilataciones (cfr. [10Y y [52)).

Los siguiates estudios tratan de conexiones definidas en el fibrado

M (Mg = M

Para empezar, una conexién infinitesimal homogénea ' en dicho fibrado
viene caracterizada por la siguiente condiciéon, [28): Sea F: ™M - M la apli-
cacién definida por I'. Entonces I' es homogénea si F es homogénea de grado 1.
en el sentido de aque

siendo L el campo de Liouville.

Resulta asi que si una conexidn infinitesimal homogénea dada por F, es
ademas de clase Cl sobre la seccion nula. entonces la conexion es infinitesi-
mal lineal en el fibrado ny ™M J28].

Las construcciones anteriores permiten definir una clase mis amplia de
conexiones. las no homogéneas. que comprenden a las lineales vy a las homogé-
neas. Seguimos la notacion de Grifone. [2%). También han sido estudiadas por
Mok y Wong en [20]. obteniendo una eouivalencia entre las conexiones no homo-
Zéneas en el sentido de Grifone v las '1.1)—conexiones en (TM}, = M por
ellos definidas.

Definicion [26]: Se llama conexion no hamogénea sobre M a una 1-forma
vectorial F sobre T, C” sobre (TM), v tal que

(a) JF = J
(b} F) = J

siendo J la estructura casi-tangente candnica sobre T™.

(bsérvese aque se puede considerar F como endomorfismo de TIM. pues
.1} . 1l
F : Iciml IO.IM)

pero F e 'I:(M) en general, puesto que F solo es C” sohre (TM),.

Fl siguiente resutado tiene importancia en si mismo. v poroue obtendre-
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mos uno andlogo que caracterice las conexiones infinitesimales (serd la pro-
posicion 0.4 del epigrafe s 0.4.)

Proposicion 0.1. [28): Una 1-forma vectorial F scbre T™ es una conexién
(no homogénea) sobre M si y solamente si F define una estructura casi-producto
sobre ™ (i.e. F2 = id ). C” sobre (TM), y tal que para cada z e ™ el subes-
pacio de rz correspondiente al valor propio -1 es el subespacio vztm) de vec-
tores verticales, tangentes en z a i:l(vM(z)).

Estudiemos ahora las expresiones locales. Advirtamos primero que para
oue una conexion no hamogénea defina una escision por la derecha en la suce-
$ién

"
0 —— v —i—-m—’h;'(m\ —0

es necesario cue M sea una variedad paracompacta (cfr. (28], prop. I.10).

Una conexion no homogénea F induce las siguientes aplicaciones-

HT™
lh
i v
VI ™ —— .:1‘ (T™)
v H b
[ F
K
™ ™

Las relaciones entre unas y otras aplicaciones son:

h=4(I-F) :Vz}%(T-F) ;F = 2Hew, -1

f
M
y H = heH' , donde H' es cualquier escision de '.Ull {aue existe por ser M pa-
racompacta) y no depende H de la eleccion de H', [2§&].

En coordenadas locales se expresa asi el diagrama precedente:
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Un-Rn-Np-Rn
h
n n i n *
u xkn-((\}-k Uan xln-Rn _M'——’U"-Rn-ltn
v H
[] lF
LS
U"R" U R R R
v las aplicaciones son:
F(x.cl,cz,cJ\ = (x,cl,cz,-hglx,cl)c% -c; )
- i i i
V(x‘cl,cz,cs) = (x,cx,o ,uj(x.cl\c2 . c3 A
h‘x.c‘_.c,.,,cs) = (x,cl,cz,-«;(x,cl\c‘; )
l!(x,cl,cz) - (x,cl,cz,-w;(x,cl\cg 3
o‘x,cl,(\ ,c3) = ‘x.cs)
- i el Lot
K(x'cl' 2.c3 (x,uj(x.c‘ < c3 )
con u; funcion de ™, c” sobre (TM), .
Asi la forma local de la conexidn es
( . | ]
«ux,clic2 = uj(x,cllc:
v F admite la expresidon matricial siguiente:
& 0
J
F :
-2 il - i
""j x,cl) aj

(bservacion: Las conexiones infinitesimales en una variedad son las co-~
nexiones no homogéneas de clase Cl sobre 1la seccion nula. En el caso de que

la conexion sea lineal, resulta aue
i i L3
(x.c ) = Axy o
'"k X Cl I‘kJ x cl

v.de modo reciproco,
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i
ri i wk(x,cl)
k3 3Cl

Obsérvese que h(TM) estid generado por

a i 2 i J
—rC, - e (x,c )C
' 2 ac; 1
que son también generadores del conjunto de soluciones de las ecuaciones pfa-
ffianas
i J 3
) -
uj(x.cl dx’ « dcl =0

que es como se introducen los espacios horizontales en [ 52].

3. Derivada covariante.

Sea T una conexion infinitesimal en el fibrado vectorial »: E « M y sea

Sec () el conjunto de secciones de dicho fibrado.

Se 1lama derivada covariante, [ 50], definida por T al operador

Tz‘fM\ x Sec (¥) ———— Sec (7)

(x ,2) —— VZ:K’t*!x

X

donde I, es la aplicacidn tangente de I , y K la aplicacién de conexidn.

£l siguiente diagrama expresa la situacion:

r‘I'
TE «————— ™

Kl H " ”x

E ‘.——-—*\1

"



Las expresiones locales son:
xixdy = oxd xhy

tixty = xt )

P . R S
i i i a i
E(x",c7) = (x ,I" ,c c’)
= » b H,C !

axd

K(xl,a‘:

aue nos da la de la derivada covariante:

i a i e a, i &, i
€« ,a,) = (x7,a, + ui(x .a‘)c )

. PR S
(VXI) (x’) = (x“.n—1 S u:. xj)
Ix~ "

Obeservacion: En el caso de que T sea una conexion lineal en el fibrado

tangente a M (esto es, una conexion lineal en M) resulta
P S .
R EPRINN AL SE TN A o
ixJ J

que coincide con la formula clisica.

En este caso se puede introducir también la derivada covariante va e
€ ‘I(l‘m\ como el campo tal aue.[10],

] WV H .V
9y = [X7,Y') e Vim

La construccién no se puede generalizar a fibrados vectoriales pues la eleva-
cién horizontal (respecto de una conexion) si esta definida, pero no la ver-

tical.

Esta definicion de derivada covariante admite una generalizacion v una
restriccién: La generalizacion es la dada por Poor.en [44], cuando define el
operador derivada covariante a partir de una conexion infinitesimal lineal en
x: £ +M y una aplicacion diferenciable f: N = M. Es lo aue denomina derivada
covariante a lo largo de f v estd dada en

To(K} x Secplw) —mm—m Secy(s)
donde las secciones de s a lo largo de f son

Secf(a)={c:?€-E /wo=f)

La restriccion es la derivada covariante de una conexidn no homogénea,

definida por Grifone. [2%f). Se trata de una definicion especifica para este
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tipo de conexiones, obtenida sin usar la aplicacion de conexidén K. En el fon-
do la construccion es la misma. puesto gque sustituye K por otros dos operado-
res. de modo que el resultado final coincide.

Gmitimos detallar ambas construcciones.

Las propiedades bisicas de la derivada covariante son las de las conexio
nes lineales en ‘'una presentacién de tipo Koszul, como la que hicimos en § 0.2.
Con detalle:

La derivada covariante de una conexion infinitesimal verifica

Vx.y)t = VxE v UyE
fot = f'Vx:
v si ademis la conexién es también lineal, verifica
vﬂta'\zvﬂ ‘vg'
Vx(f‘t) - f-vxz + (Xf)ez

siendo X,Y @ T)(M) ; I e Sec(s) : fe o0M)

De modo reciproco, {44!. si V es un operador derivada covariante (que
verifica las cuatro propidades anteriores) en el fibrado vectorial z: E = M,
entonces existe una conexion lineal unica T en dicho fibrado tal aue, dados
I eSec(n) yXe I‘é(H\, resulte que

I‘QXSHEG-%VXI =0

{Recuerdo que HE = ker K ).

Estudiemos ahora la diferencial covariante.
Sea T una conexion lineal en la variedad M. T viene definida por un ope-
rador derivada covariante. A partir de €l se puede definir la diferencial co-

variante como



v 1 M) — tim)
o 1
Y —— oY

donde (9Y) (X) = 9,Y , ¥ Xe T:)(M\.

La siguiente proposicién justificara la definicion de diferencial cova-
riante.

Proposicion 0.2.: Sean T una conexion lineal en M, h: TT™M - TTM la pro-

veccion horizontal definida por T'y X e Y campos en M. Entonces
(') ofh - eV

donde el corchete es el de Frilicher-Xijenhuis.

Demostracion.

YY) oY - orVonadh) - ned Y.
como vimos en § 0.1.2.

En una observacion precedente, dijimos que [KH,YV] es vertical y, por
lo tanto, su parte horizontal es rnula.

Y h(XH\ = \’H , por ser horizontal.

Luego ,
ERUNE SRS NN R 4 IR T RSN

Esta proposicion hace natural definir
. YY)
Pues bien, esta es la definicion general:

Definicion [7),{11),{37] v [38]: Se llama diferencial covariante de

c
GerF a

v = [h,6] e F !
siendo h 1a proveccion horizontal definida por la conexion T.

Propiedades:
M (37} e, veer

(21 (37] TiF.G} = (WF.G] + (-1)" [F9G] ,siFef yGer
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(3) wvh =v[h,h] = [vh,h] - [h,%h] =
= [[h9h]'h] - (hv[h9h}] = Z[Ihvh]’h] =0

por la propiedad de Jacobi.

4. Curvatura y torsidn.

Torsion y curvatura son objetos de caracteristicas distintas: mientras
que la curvatura estd definida para cualquier conexion infinitesimal, la ter-
sion sbélo lo estd para las infinitesimales en variedades (esto es, para las
conexiones no homogéneas). Empezames por el estudio de la curvatura.

Definicién{7).[11],[37) ¥ [38): Se llama curvatura R de una conexién
infinitesimal I' a la diferencial covariante de su proyeccién horizontal afec-
tada del factor (-3}).

R= -4 (hh] = -4 N

donde Nhes el tensor de Nijenhuis.

En el caso de las conexiones no homogéneas (en variedades) la misma de-
finicién se da también en [25].

La curvatura de una conexidén actia sobre pares de campos X,V e I‘l)(E)

del modo siguiente.[11]:

R(X,T) = ~(h(2),h(D)] = h2([X.F]) + h([1(X),T]) + h([K,h(D]).

Si X es provectable resulta que h(X) - X es vertical, pues localmente



se tiene:

K(x,a,) = (xj'.a:,ii(x),r(x,al))

1
(hli))lx,ﬁ\ = lx’,a:,i"(x\,-u:(x,al) Xx) )

con lo que
h(X) - i)(x,alb - (xi,a:.o,-x‘.lx,all - u:(x.al) x) )

que es un campo vertical.

Y resulta, de modo anilogo, que si { es provectable entonces es verti-
cal el campo
h%),f] - [X,1) = (XY - %,7)

siendo ¥ un campo cualquiera.proyectable (el corchete de Lie de un campo ver-
tical ¥ uno mroyectable es vertical).

Entonces si X e ¥ son dos campos provectables, se obtiene la expresion
R(X,P) = -[h(X),h(D)] - h([X,T]) - 2n(IK, YD) -
= -[hli}th(?)] - h({X,t .

Esta es la expresion dada en [37).

En coordenadas locales es

a(u‘;(x.al)) a(.‘;(x.al))

R = S - s ua.(x.al) ) o A e dxta dxd
ax 2l J :a‘;

Hemos obtenido la expresion local de R para una conexion infinitesimal
arbitraria. S§i ésta es ademas lineal resulta que

Y

a a
= {
"'i("al) riv x) a,

con lo aue la exoresion de la curvatura es

oI, Ix) 6 ¢ 3 i .

R=( = a? . (x) 1°.(x) a o2 @ dx' A dx?
1 1 18 [} 1 ..a
ax °a

1

Suponiendo aue la conexidn es lineal, sean X e Y campos nrovectables.



de expresiones locales
% - 2 .xix) . 2Pix.a,)
1 a 1
Ix 3a
1
7 0 -L'Y"x,a )
8 1
X' a
1
Entonces resulta oue

i (x) S (x)
My 3

RILE) = 2 o0 0 L3 % rfx) - 1% B (x) )RS
a 1 3 is Jv j8 iy 1
aal X ax

Mis adelante utjlizaremos esta expresion.

Veamos la relacion que tiene esta curvatura con la clisica definida en
conexiones lineales en variedades y que estudiamos en $ 0.2. Aquélla definicion
se extiende a la siguiente

Definicién [50}y [44]): Sea I una conexion infinitesimal lineal en un

fibrado véct,orial. Llamaremos curvatura clisica de T a

R (X,Y)L = {v T~V
C

x'y) (x,y)%

1

siendo X,Y e 'I0

(M) v L e Sec(x).
La relacion entre ambas curvaturas viene regida por la siguiente

Proposicion 0.3.: Sea una conexion infinitesimal lineal y sean
X e ¥ campos proyectables de Té(E) v X e Y sus proyecciones en 1'(1)(!‘1). Sea
I e Sec(w). Entonces

ooR(X,T)e I = RC(X,Y)‘Z
Demostracion.
La expresion local de R(X.¥) es la que hemos hallado antes de definir
la curvatura clasica.
Al ser X e ¥ campos proyectables sobre X e Y, resulta que localmente
se relacionan por
Fix) - X : Pix) - Yix)

Entonces,
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(0+RIX,T) 2)(x) - ofR(X,¥V(xE,1%)) -

o1 (x) ar‘; (x)
= {x ,( —J!-— - .1

a a 8 i y) .0
(x) T (x) =T (x) I (x) )X Y1)
ax ax 18 v a8 H

aue es la expresion de (Rcfx,l')t)(x\.

En el caso de que el fibrado vectorial dado fuera el fibrado tangente
de una variedad, resulta esta proposicion una generalizacion del resultado
correspondiente emunciado por Grifone en [28].

Una propiedad geométrica que conserva la curvatura de conexiones infi-
nitesimales es la siguiente, [37]: La distribuciin de espacics horizontales
es integrable (en el sentido del teorema de Frobenius) si y sélo si la curva-
tura es nmla. El correspondiente para la curvatura clasica de una conexion
infinitesimal lineal aparece en [44]. También se conservan las identidades
de Bianchi.

Como habiamos dicho, la cuestion es diferente para la torsién, pues sé-

lo se define para conexiones infinitesimales definidas en variedades.

Definiciones: Sea I' una conexion infinitesimal en el fibrado Wi ™ « M.
(1) [50) Se 1lama torsién a 7:TTM + M . 7= I(KK-S) . donde S es el
automorfismo de Kobavashi.
(2) [44) Si T es una conexién lineal, se llamara torsidn clisica a
.1y Loy o 1lemy
Tc. 10,.\1] x To(.\ﬂ IO M
TXY) = 0¥ - 0X - (X,
(31 i28] Si T es una conexidén no homogénea. se llama torsion débil a
t: TIM x TIM~ TIM . t = 3{1.h] . siendo J la estructura casi-tangente

canonica v h la proveccidén horizontal de la conexiédn.

(4) 125] Si T es una conexién no hamogénea, se 1lama torsion fuerte a
T: TIM - TIM tal que -} oel =7 .



Aln es posible encontrar mis torsiones, camo la torsion homogénea defi-

nida en [20], aue se anula sobre conexiones no lineales.

Las relaciones entre unas y otras son ficiles de establecer, partiendo

de las expresiones locales:
sos s s c i .
o IS L 3 x¥

1.0 Gl xhod vy - od ok Sy 9 v

Jak kj
e E el gy ol v ) ) - (b, ’ék - 'ij y x3 ¥
. - .
T(xl,ci,xl,x ) = (xi,c1,0,( l‘;.'k - !':j ) J Xk)

(btenemos los siguientes resultados:
Sean X e Y campos provectables sobre X.e Y. Entonces

T_{X,Y) = oet(X,0) = T(P)-X = -27(])X
Tt =T-T=7T=0

Las demostraciones son directas.

Dada una estructura casi-tangente, J' ; en la variedad M , se puede de-
finir otra torsién. {11]:
TJ, = [ha')

En el caso de que la estructura J' sea la candnica, la torsion asi definida
es el doble de la débil. Como no vamos a emplearla, no le damos nombre.




0.4. CONEXTONES GENERALIZADAS.

El concepto de conexion generalizada fue introducido por V.L. Spesivyvkh
en [45],{46) ¥y {47). Su idea basica consiste en encontrar una definicion que
generalice las de conexion infinitesimal en un fibrado vectorial y las de
pseudo- y fere-conexion en una variedad, (Recuerdo el problema planteado por
la confusa notacion: nuestras pseudoconexiones son las gue Spesivykh denomi-
na casi-conexiones, y nuestras fere-conexiones son sus pseudoconexiones. La
eleccion que hemos hecho de la notacion es acorde con la tradicién de las es-
cuelas de Wong y Di Comite. En el apéndice 1I de este capitulo aclaramos las
diferentes denominaciones).

1. Definiciones.
Sea un fibrado vectorial r#: E = M,

Definicion [47): Se 1lama conexion generalizada en el fibrado n: E <
a todo campo tensorial F e 'I:(E_\.

A un tal campo se le llama "affinor" en algunos contextos.

$i localmente se expresa s como
o:t™R" - "

(x*.a®) - (x")
entonces F admite como expresion local

F:—avocx.de'-ivoMidaao—a-o!?deo-a—oBadae.
1 a 1 B a J a 8
X ax sa 2a

que se puede expresar matricialmente por



-27-

Mediante el fibrado vertical \T se definen los siguientes tipos de co-
nexiones generalizadas:

(1) Conexién generalizada fibrada: si F(VE)= VE.
{2) Psexdoconexidn: si VE < ker F.

(3) Fere-conexién: si im F& VE.

Localmente estas condiciones se expresan asi
(1) Conexién gemeralizada fibrada: M, = 0.

(2) Pseudoconexion: M: =0 v I\: = 0.

=0 v c;:o.

(3) Fere-conexién: .\1:

Asi resulta de modo inmediato que las pseudo- y fere-conexiones son co
nexiones generalizadas fibradas. Estos nombres auedarin justificades mis ade-
lante. Las demostraciones del camportamiento local son muy senciilis . Come
ejemplo, hacemos la de (1):

2
VE - {(x.a,0.3,)) = (-—;oa;)
i
1
2l b, L et oo
a 2 18 "2 a 8 2 ‘8
aa‘ ax aal

Del mismo estilo son las otras demostraciones.

Otras conexiones especiales son las conexiones generalizadas lineales:
aquéllas para las que la derivada de Lie respecto del campo de Liouville es

nula : f‘_F = 0 . Las estudiaremos al final de esta secciéon § 0.4.

En un trabajo anterior, [45], Spesivvkh habia abordado la definicidn
de pseudo- v fere-conexiones como aplicaciones definidas en la sucesion
exacta del fibrado vectorial w: E - M.

En efecto, consideremos la sucesion (%)

L e M) ——=0

1) [\ VE TE



Las pseudo- v fere-conexiones definen los siguientes morfismos:

Si F es una fere—conexion, entonces. como im Fc= VE . podemos considerar

F=V:TE~- VE

Si F es una pseudoconexidén, entonces se expresa localmente por

i
C [\
F = . :F:Locldx‘]o—a—o!".dx')
1 a J
a X ial
Y ¢

¥=L0C1.dx‘]'—a—°.\'°.dxj -a-i-ci—y —%‘C;clo%‘!u.c‘),
ax 3 2] J ax axt 3 3} J
esto es,
i o i i e i j o)
W (x »a) € Y= x ,.l,cij,vij)

A las aplicaciones dada F y asi definida W les corresponde la misma

expresion matricial.

Asi aque, considerando la sucesion (#), una fere-conexion queda definida

por una aplicacion V. mientras oue una pseudoconexion queda definida por W:

i v
(¥) 00— VETTS TE oo Tr (M) —= 0
\Y w

Estas son las definiciones que da Spesivykh en [45}.

Obsérvese que una conexién infinitesimal es una fere—conexion tal que
V es escisién, V i - idy , v es también una pseudoconexin con W escisién.
' W= id'—l(m‘ .

Por lo tanto, las conexiones infinitesimales son conexiones generaliza-
das fibradas, fere-conexiones y pseudoconexiones. En el siguiente resultado
establecemos una caracterizacion de las conexiones infinitesimales, que supo-

ne una generalizacion de la proposicién 0.1.
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Proposicion 0.4.: Una 1-forma vectorial F sobre E, esto es F e ‘I:(E),
es una conexion infinitesimal en »: E - M si y sdlo si F define una estructu-
ra casi-producto sobre TE . F> - id , tal oue para cada e e E, el subespacio
de ‘IeE correspondiente al valor opropio -1 es el subespacio VeE de vectores

verticales en E.

Observacion: Hemos mantenido la notacién de la proposicion 0.1. para
que se vea que ésta la generaliza. Podriamos haber dicho que una conexidn
generalizada F es infinitesimal si y sOlo si se verifica la condicidén enun-
ciada.

Demostracion.

Sea F una conexion infinitesimal v sean h v V sus proyecciones horizon-
tal y vertical, con loque F = h -V,

Entonces, si & e TeE , resulta

F2E) = (h - Vi(h = V)(&) = h2(&) - hV(S) = Vh(E) + VE(2) = hi2) + V(&) =
2 .
luego F™ = id .

Y ademis,

Fle) = — &@h(e) - V(&) = -h(e) - V(e) e h(e) = 0de e VE .

"
Reciprocamente, sea F e Ii(E) con F” = id y tal que el subespacio de

l’eE correspondiente al valor propio -1 sea VQE.

Definimos entonces h = (X - F) y V= 4(I - F)
Resulta que

2 2 2
h® = Y(I° + IF « FI » F*) = 3T + F)

2 2 : 1 !
VO HI°-IF-FL+F) = 8I-F) =V

h

a 2
heV = 3(I"-F+F -F)=0=2>3imVekerh

R
Vih = HI" . F-F-F) =0 D imheker V
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Y vie) e VE si e T,E , pues, por hipdtesis Fle) - - eedee v E,
con lo aue

FV(E) = BF(T - F)E) = 3(F - FEN@) = M(F - 1)) = -V(2)
implica aue

vie) e v E

Asi que F es una conexion infinitesimal de provecciones V y h.

Mis ain, recordemos aque al definir una conexion infinitesimal vimos que
era equivalente dar F , H , h o V, y obtuvimos ¢l diagrama

TE
h '
i »
[\ VE ‘v"ltz“..' (T™M) ——>0
1F=h—v
TE
cuyas expresiones locales son
F(x,al,c,az\ = !x.al.c,-32 -2 m(x,al\c i

\"x,al,c,az\ = (x,al,o,a:, - wfx,al\c )

hlx.al,c.a,‘\ = (x,al,c.-c»lx,a ‘e )

1

H(x,a‘ <) = fx.al,c,-u(x,a c )

1

Entonces V define una fere-conexion, H define una pseudoconexidn v el
paso de h a H es el mismo aue hemos dado al definir la aplicacion W para una

En este sentido, con las conexiones infinitesimales ocurre lo mismo
que pasaba con las lineales en una variedad: oue se pueden considerar como
pseudo~ y como fere-conexiones. En este mismo epigrafe § 0.4. veremos que las
pseudo- y fere-canexiones en un fibrado vectorial son generalizacidn de las
correspondientes en una variedad (con lo cual quedarian plenamente justificadas
las denominaciones que les hemos dado).

Hagamos notar, ver [45], antes de pasar al estudio de la derivada cova-
riante, aue dada una pseudoconexion W

1

16 =X=="1imn N
-

(B3} Q * \E
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en los puntos de E, 1la imagen QF - im W determina subespacios de las fibras
de "l TE - E, generados localmente por

X, = -l{‘ci. - -—a:"o. ,
J X J 3;1 J

aue son, en general, linealmente dependientes. Ademis, OF o VE = TE es, tam-
bién en general, un subfibrado no localmente trivial.

Del mismo modo se procede con las fere-conexiones, V,

t
0 —\E T.'&.‘!TE-—'——'n-l(IM) — 0
v

considerando PE = ker V. Resulta que PE esti generado por las 1-formas

o°=v:dx‘.n:dx .
también linealmente dependientes en el caso general.

Si V y W son las pseudo- y fere-conexién definidas por una conexidn in-
finitesimal, los espacio horizontales asi obtenidos coinciden.

2. Derivada covariante.

Acabamos de ver cdmo una conexidén infinitesimal queda definida por F,

V v H. que son tres conexiones generalizadas. Llamemos
¥ .0

a los operadores derivada covariante por ellos definidos (todavia no sabemos
camo}. Nos custaria encontrar una definicion de derivada covariante inducida
por una conexion generalizada de modo que se conservara la relacién F = h-V.

Eso va a ser posible, pues obtendremos una definicidén oue verifique:



TEIRE R N &

Y

siendo X e ‘léﬂt\ vIeSec (). En (1) se entiende el primer miembro camo
la derivada covariante de la conexidn infinitesimal (la aue definimos en la
seccién 3§ 0.3.3.).

Sea F e T:lE\ una conexion generalizada en un fibrado vectorial s: E « M
yseanXe‘lé(M) ¥ £ @ Sec (1). Entonces se define la derivads covariante de
la seccidn I respecto del campo X, gue denotaremos por W, del siguiente
modo :

Se considera el diagrama

F
CTE-- -n- ---.E

t t

: '

L™ :I* . :t

-4 ]
1*- -—" -----

donde D estid definido como
D= (ZovngF -F )i Xen

y cuya expresion local es

s : a A a by .
D(xl,a‘;) = (xl,a:,ﬁ.( a_l'." Mt 3—2—1 c-p® 3, i)
ax axd ot J ax J
siendo
I: M « E y X:M - ™
() - (x*,1%) (x') - (x*xh

Obsérvese que. aunque no lo he~cs escrito explicitamente, D depende del
campo X v de la seccion I escogidos.

Con esta definicidn resulta que D(x).al;i e \E siempre. finalmente defi-
nimos
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vx; = (LpYeDel' : M E
. . a A a A .
I ol e 3l (B, |
()« (x, 3 M B L 2§ -)x) )
’ ax" 3x" ix" 3 A i—xj J

donde L' es una seccién cualquiera de ». (No depende de la seccidon escogida).

Esta definicién discrepa de la dada por Spesivykh en [46] v [47) en
el factor }, pero seri la que adoptemos para conseguir aue coincida la deri-
vada covariante de una conexion infinitesimal, al considerarla camo tal v co-
mo conexién generalizada.

En efecto, si F e T:(E) es una conexién infinitesimal

i i i
I3 0 ( Mt
J k] 8

F = =
a a a a
-sz -4 Y By

la derivada covariante considerada como conexién generalizada es

N . a by a A .
bty - o, BES o LBt 0 L e -
axt o Xt 3 x? J
. o Y .
- (x, A :E? EN AL
X ax™ 3

- a .
o, AL Whixd )
P xJ J

que coincide con la derivada covariante de la conexidén infinitesimal.

Hallemos ahora las expresiones de las derivadas covariantes de la fere-

conexidén V v la pseudoconexion H asociadas a la conexidn infinitesimal:

Y

n
=
"
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Entonces,

et

"

i g1 avgdi i
odop i e ) - oty
i i, 1% a3 i
= — ) = )
Foeh = (x A5 ) -y «5;.(: )
Asi resulta que gxr. = Px: - yxz , lo cual mantiene la relacion F -h-V.

Otra cuestion que no debe confundirse con la anterior es la siguiente:
dada una conexién infinitesimal F, ;existen algunas pseudoconexion W y fere-

conexion V' tales que

i i
[ [\ 28, [\ 0 0
J 3
F = 3 W= s V' =
_a 0 9 K. a8 _ag0
L 2, ‘B ij J g 28,

Si llamamos Hy V a la pseudoconexién v a la fere-conexion definidas

por F resulta que

W =2H H LAY
por lo que definen las mismas derivadas covariantes que F. (hsérvese que tam-
bién se tienen las relaciones

W=F+1 s V'=F-1
donde T es el tensor identidad de 1:(E) . Un resultado mds amplio oue garan-
tiza la igualdad de esas derivadas covariantes es el siguiente:

Proposicion 0.5. [47]: Dos conexiones generalizadas F v F' tales que
F' - F = g°I
para alguna funcion g e Ig(E) , siendo I el tensor identidad en ‘I:fE) , defi-

nen las mismas derivadas covariantes.

La demostracion es trivial.
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Una clase importante de conexiones generalizadzs es la d® las lineales.
Su definicién extiende de modo natural la dada para conexiones infinitesima-
les. En efecto:

Definiciaon [46] y {47]: Una conexiin generalizada se dice lineal si F
es homogéneo de primer grado, esto es, !'.LF:O, siendo L el campo vectorial
de Liouville.

La expresion local de F es entonces, [46] y [47), la siguiente:

P i i
Cj(x,a') Ml(x"‘l) Cj(x) [\]
F = =
a a a A a
!J.(x,al) B‘(x,al\ ijlx)al B.(x)

y de hecho, de modo reciproco, si F admite esta expresidon local es lineal.
Obsérvese que C = (C“) e Tl(M) y que B'= (B)) e (E)."
3 N s End,(E).

Ademds, si F es lineal, resulta que

vx(f-t) = f-vxz + HCIX)(F)er - F(XF)-B(T)

Estudiemos ahora las pseudo- y fere-conexiones lineales en el fibrado
tangente de una variedad diferenciable M.

SiGe I:(M) ; X ,Ye ’I‘;(M), las expresiones locales son (ver § 0.2.):
(1) Pseudoconexion de campo fundamental G
T T O B PRI
0¥ = e (TlLY .—‘c"()x

Xt W ax?

(2) Fere-conexion de campo fundamental G

P . i
? iJ i sY', .k
VY = —eeir YV - c.-_-ﬁ)x
X axl ki J ax

Si consideramos la pseudoconexidn lineal



a6h 0
J
F =
-2rt o
J
con Y‘; = r;k ak , F define la siguiente derivada covariante:
i
by Zoepoo . X -o~2r§1Y5 ) .
x 3xJ ~

i . . .
s L q vk,
X 31‘] 3

cue coincide con la expresion obtenida antes. Asi.

Y - 5x¥ ,

la primera camo derivada covariante en la pseudoconexién y la segunda como
derivada covariante en la conexidn generalizada F (que es una pseudoconexidn
en el sentido definido en esta seccidn). (ueda de este modo justificado haber
1lamado pseudoconexiones a este tipo de conexiones generalizadas.

Y lo mismo ocurre para las fere-conexiones: considerando
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)

Explicacion de simbolos del Apéndice I:

A —=B significa

A swm——bp significa

(®) significa

(=) significa

A incluido en B. En todos los casos ocurre aue
la restriccion de B a A es exactamente A {por
ejemplo, las conexiones infinitesimales en el

fibrado tangente son las no hamogéneas).

el concepto A se restringe a la situacion en
que estd B: las conexiones de Ehresmann en
fibrados vectoriales son las infinitesimales.

es cierta la inclusidén si es de clase Cl sobre
la seccién nula.

" no son exactamente equivalentes las definicio-

nes de todos esos autores (ver [29)).

El mmero gue aparece en cada cuadro indica el epigrafe § 0.n. en que

se estudia.

En mawisculas se indican las conexiones cuyvas elevaciones estudiaremos

detalladamente: las generalizadas en el capitulo 2 v las infinitesimales y

no hamogéneas en el 3.



Apéndice II: Distintas notaciones.
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vx(f°\')= vx(f-Y) = vx(f'Y) =
Concepto AF(XINF) Y « =AF(X)IEVY « =(Xf)*F(Y) +
f*va f'va t"va
F invertible F cualguiera € cualquiera
» Yo casi -conexién pseudoconexidn fere-conexidn
v
s Spesivykh casi-conexion pseudoconexion
°
- Wong
Vamanu casi-conexion - -
[ Peralta
]
Di Comite ‘s
- Peralta - pseudoconexion -
z . ..
Otros casi-conexion casi—conexion
autores invertible




CAPITULO 1. SOBRE LOS BUENOS CUADRADOS DE FIBRADOS.

En este capitulo se describe el marco en €l que vamos a trabajar. La

idea es considerar diagramas del tipo

donde vy y » son fibrados vectoriales, para abordar la cuestion fundamental:
dadas sendas conexiones (en el sentido que sea) en v y ¥, ;cuindo podremos
decir aue la dada en Yy es elevacion de la dada en »? En los capitulos 2 v 3
abordaremos esta cuestion. Ahora vamos a estudiar este tipo de diagramas,
sin aludir a las conexiones que podamos introducir en ellos.

Los primeros resultados son la definicion del concepto de buen cuadra-
do y la obtencion de familias de buenos cuadrados. El resto del capitulo se
dedica al estudio de las secciones proyectables.

§ 1.1. BUENGS CUADRADOS.

i. Definiciones.
Definicion 1.1.: Se dice que
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es un buen cuadrado de fibrados si se verifican las siguientes cinco propie-
dades:

1) o y 8 son fibrados localmente triviales, no necesariamente vectoria
les.

(2) vy y v son fibrados vectoriales.
(3) El cuadrado es commutativo: vea = Bey.

(4) Se cumple la siguiente condicidn: para todo d e D existe U, entorno
de d en D, tal que U es entorno de trivializacién para s y 8, --l(l}\ lo es
para a y 871) 10 es para y.

(5) Commuta el cuadrado

VA —2 <A
O‘l ]ﬂ
v¢ —£—=C

donde ¢ ¥ o son los morfismos canénicos.

Notacidn: Distinguiremos conceptos analogos en los fibrados vy ¥ s colo-

cando una barra sobre los correspondientes a vy, como hemos hecho con o y .

Las propiedades (1) y (3) son naturales. La (2) se exige para poder de-
finir conexiones en y v r, mientras aque la (4) y la (5) para poder manejar

coordenadas locales. En efecto, consideremos la propiedad (4') siguiente:

(4') Localmente se expresa el diagrama por

A—Y .3 PR G5 RY s Gs (x,a,g,b) ———>(x.g)

T 1 | l |

! )4 n r n

¢ ——D xR —————> (x.aj == x
Resulta entonces aue, supuestas las condiciones (1), {2) v (3), equiva-

len (4') & (4) vy (5) .



En efecto, la implicacion (4') =»(4) resulta por construccion y la im-
plicacion (4') =(3) se obtiene usando coordenadas locales:

VA = ker Yy = UanruGsuRtx{O)erl(O)-Rt

VC = ker v, = U"sR'x(0}xR"

Hallemos las expresiones locales de o y 5.

Sea o, el isomorfismo entre VCy »~'(C). Entonces, considerando *~'(C) =
< CxC v siendo pry la proveccién segqunda de CxC en C, se define p = pry-oc ¥y
obtenemos el diagrama

. pr
ve S iy —2e ¢

cuva expresion local es

(x,al.(‘,az\ - ’fx.al\,fx,az\\ - ‘x,az)
+ ¢

1t —
,x,al) x

que da ofx. al,l‘,az] = (x,az)

De modo andlogo se razona en el fibrado v: A = B, resultando que o =

= 2“A’ con lo que

pr

l.,

O v
]

A =2 v lia)
or

!
A ——
se expresa localmente por

‘xyaly‘tblvorazroybz) he ‘(x,al,g,b]\,(x,az,g,b,:\) he (x!azv"bz)
+ +

(x.al.g,blb (x.g)

de donde ;(x,al.g,bl,o,a:.o.bz’ = (x.a,.8,b,)

Entonces el cuadrado dado en (5) es conmitativo, pues su expresion lo-

cal conmuta:
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VA —2—ua (x,a‘,g,bl,o,a,,o,bz) —_— ‘x,az,g,bz)
o) !
v —£—¢ (x,ll ,0,.2) — et (X , &)

De modo reciproco, si se verifican las propiedades (4) y (5) también
se verifica la propiedad (4'), pues por la propiedad (4) el buen cuadrado se
puede expresar localmente por

VLR GRS —ee (G (x,a,g,b) ——(x,g)
e l! 1
t"R" z v (x,8) ———>x

El unico problema se plantea si G® - R". Entonces hay que garantizar
aue las proyecciones a y y sean sobre distinto factor:

Unlﬂri Rrxkt JR, S Unikr
[ 8
Uanr z Un

Y, precisamente, es la propiedad (5) la que lo garantiza. En efecto:
Si son distintas proyecciones, ya hemos visto que se cumple (5).

Si son la misma, resulta o = v y
(x,a,,8,,b ) —— (x,a)
al lﬁ
(x,al) —_—T
con lo que
VA = ker v, = UxRTxR™=REx{0)x{01R" <R

aue nos da

[
VA —2s lia)y —24 2

cuya expresion local es
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(x,a‘,az,bl,(‘,o,as,bg) - (""al’a2’hl"{"’al’a:~'b2“ - lx,a].as,bz)

! |

(x,al,a b )} ————————— Ix,a !

2’71 1

Por lo tanto. resulta

E(x,al,a bl,o,(‘,a bzﬁ = (x,al,a.l,bz)

21 3,
Y asi obtenemos la no conmutatividad del diagrama, poraque queda:
oy (x.a,,3,,b,0,0,a,,b,) = (x,a))

p.o‘(x,a‘,az,b‘,(‘,(‘,as,b2| s plx,al,(‘,o) = (x,0)

Hemos probado la equivalencia deseada.

Notacion: Un buen cuadrado se expresari localmente como

Un-Rr-GsxRt X Unsz

ol 18

R ————— "
siendo rango a = S-t H rango vy = r-t
rango » = r H rango 8 = s

y donde los superindices indican la dimension de las variedades.
La expresion en coordenadas es

(x,a,.8,5) = fxl,a:,gx,bz) — e it gh) = ixge)
a 8
(x,al) = (xl,a:)————l——o(xll = x

¥, en todo lo que sigue, emnlearemos los siguientes indices:

i.je {1.....n} : xe e D

C'CI'CZ’CR"" € r"
a.B e 1..... r} : a.ai,a:,a\.‘,... e R
Aow e {1,...,s8) : ge'Cs )

d.d,.d.ciy... @ R®

CoT € ilyennatl : b ,bab.,... e ]t




Observaciones:

(1) Aunque parezca mis natural introducir los buenos cuadrados con la
propiedad (4') que con la {41 y la (§), hemos escogido este orden para dejar
bien claro oue la (4) y la ‘4') no son propiedades equivalentes: es mis fuer-
te la 14'). AMdemas, apreciese aue la propiedad (%) sdlo devende de a. Y v 7 |
y no de 8. Asi podriamos preguntarnos camo definir # para oue dadas o, Y ¥y ¥
sea

—_—
o
S SN

Oe:ce-

O e >

un buen cuadrado. En los ejemplos de este capitulo presentaremos parecidos
planteamientos.

(2)'nterpretacion geométrica de un buen cuadrado.
La condicién local (4') se traduce geométricamente en el siguiente di-
bujo (hecho parar = s = t = 1}:

con los siguientes significados:
pAeA:uBeB:p(e(':pDeD.

SNTNERTNE§ : v pg1 > (o R <R
{p, 1eG® ' : pP-€ T D) : P, € B !
n’ : C D . B

S -1 -1
- !pc‘x(‘-- R H p_\ e v 'pBI Ao 'p(.h



Asi. las fibras de o v de y se cortan trasversalmente v su interseccién
. . t
es un espacio difeomorfo a R,

La interpretacion geométrica de la condicion (35) revela otra faceta de
la rigidez de la estructura. Recordemos primero el significado de los morfis-
mos candnicos » v 6: » lleva un vector w tangente en un punto de w"(pD) al
punt.o de -"(pn) definido como Pp ° .Y, andlogamente, para o. Fntonces

resulta

‘eaveV y Y py . alpy) -

Sea v e \pAA v sean y(nA Py alp,) « pe

Ydentificamos \’p A con vy lfpﬁb. Entonces definimos
A

- - - -1
Yoo oplv) o - v { . ' alp')
Py = ¢! - pg - v ev ipg ¥ Pc = elpy
. . o
Por otra parte. oi(\) e \n: on 4pb)

N - -
La nropiedad t3) e¢stablece que clag vy p& , #sto es. aue

n

- 'i = M
a, i p(_
Como se ve. esta propiedad ! 3) establece que las fibras o~|lnC\. o'lmé»

"mantengan" la separacion entre ¢llas. Ciertamente esto significa que se pue-

da exoresar localmente el cuad-ado de acuerdo con lo formilado en la condi-



-57-
cion (4').

(3) Los buenos cuadrados en relacidon con otros conceptos.

Modugno, en [ 3], define los siguientes conceptos:

Una variedad fibrada ("fibred manifold") es una submersion suprayecti-
va v: E » M. En este sentido, los fibrados localmente triviales son varieda-
des fibradas.

Una variedad doblemente fibrada ("double fibred manifold") estid consti-
tuida por dos variedades fibradas, y: A+« By 8: B+ D, Entonces, B.Y: A+ D
también es una variedad fibrada.

Y una variedad doblemente fibrada y proyectable ("projectable double
fibred manifold") estd constituida por cuatro variedades fibradas

b

—_r"n

_4—'

e
O e

tales aue conmuta el diagrama: wa = 8y .

Se dice que es lineal si v v » son fibrados vectoriales v a es un mor-

fismo lineal fibrado sobre €.

Obsérvese que nuestro concepto de buen cuadrado es todavia mias restrin-
gido: los buenos cuadrados son variedades doblemente fibradas, proyectables
y lineales.

Mdgo propone como ejemplo de variedad doblemente fibrada, provectable
y lineal el siguiente:

c -—‘——* C
C
En la proposicion 1.1. veremos que, si o es un fibrado localmente trivial,

también es éste un buen cuadrado.



2. Ejemplos y resultados.

Hemos visto, al probar la implicacion (4) y (5) = (4') , cue se pueden
presentar problemas cuando tenemos un cuadrado

Y

A ————B
al 1!
¢ —2—n
ves B = C: Siayy son proyecciones sobre distintos factores, es un huen

cuadrado: si & = v, no lo es. Los dos ejemplos con los que iniciamos esta

seccion estdan en esta situacion.

Ejemplo 1.1. Consideremos el diagrama de fibrados

]

o l 1'.'4

™M—"M

M

donde a = (:“\‘ 6 a = T -
En cualquiera de los dos casos este diagrama verifica las propiedades

£1) a (4) de buen cuadrado. Las aplicaciones o v o son:

o : \TM ™

R {07 xR ——e (LR

Ix,cl,o,c,,\ —_— (x,c,}

Y c: \TIM ——————— 1™

R RT R 101 { 01 R R (" R™ <R SR

(x.cl,c,‘.c...(‘,O,c:;1

,c:‘—*(x,c‘,ci,c;\

Sia = 4«“)* se verifica la vropiedad (3}, pues queda el sisuiente dia
grama: _
VITM = 1™
0*1 2
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expresado localmente por

]
-’x.cl ,cz,cs,O,O,CA,cS\ —_— lx,cl ,ci,c_:\

(") en M

Vs (X €

)
4 0 4

(x.cz,o.c
mientras que si a = Ty MO es un buen cuadrado, pues cueda

lx.cl,cz,cs,o,o,c.‘,cs)L—» (x.cl ,c4,c5)

(lm). l "™
(x,cl)
(x,cl,0,0) ——;——*(x, 0)

Obsérvese gue localmente se expresan, en uno y otro caso, los diagramas

asi
) ]
b ™
(x.cl,cz,c3)—m(x,cl\ (x,cl,cz,czi—O(x,cl)
l!M’* LY v "1™ "
(x,cq\_—.x (X,C, ) —————x
2 '\1 1 T

Cabria pensar aiin en otro cuadrado: el definido por

M — M (X,€14€4,€ ) = (x,c,}
™ ——M {x.C,) =——————x
“\4 N

que verifica la propiedad (4') vy, también, la (3)



-60-

(]
(x,cl,c,_,,cy(‘.o,ci,c;)-———o 1x‘cl.c €}

F SN

-~

Py 3

mar——————e . )
(x.cs,(\,csl 3 x,cs

Hemos llamado § a ese morfismo por ser generalizacidon del o (es una ex-
tension de o a todo TIM).

£l hecho de no dar mayor importancia a este buen cuadrado se debe a que
en el capitulo 4 encontraremos que las mis conocidas elevaciones lo seran en

nuestro sentido en el buen cuadrado

L]
ﬂﬁ-—lﬁ" ™

(vy) »

TV e M

™

pero no hav ejemplos significativos en la literatura matemitica de elevacio-

nes en el otro buen cuadrado (ver el ejemplo 1.3.1.

Ejemplo 1.2. NDel mismo modo que en el ejemplo orecedente. se¢ razona en

el diagrama
te )
M 2
1™ ——=T™
o| |
™ —M
M
cona = tm b 6 o = Ve Obtenemos las siguientes expresiones locales:
‘ (=)
" ). * .
(x.cl,cz,c.‘,'_ﬂ_:'(x,c:» cx,cl,cz,czi_.(x,czi
BN T\ "1 ‘1"\1
IXLC, | e x '\'.c]’i—-—-—-.x
- e M

kn el primer caso no es un buen cuadrado: en el segundo si.



01
Mbsérvese que en este ejemplo r esta definida asi.

0 R RannN(‘hRnH O)an "R R™R"

‘x’cl’c'.”c:;'o'ci'o'cs} (x,<‘4,C2,CS

pues resulta de la composicidn

b = 6?;~011M
dada por
\VTT™ T a7t a2 ™
SF; (IMD.
™ WM ™

(x,c‘,cz,c:,o,ci,o,c:\ - l¢x,cl,c2,c3),(x,cd,cz,cs\) - fx,cj,c._,,c:\

Asi. si o - (x,)  resulta

M %
f-M\,-a ¢x,cl,c2,c3,0,c4,0,c5‘ . "'M'i 'x,c4,c2,cs\ B lx,c:)
p-tanl" ix,c],cz.c.‘,(‘,c‘,o,c;b . o 4'x.c2,(\ ,0 0 ix,0 )

por lo que no se verifica la propiedad (5).
Mientras gue si o . "M €ntonces si se verifica, porque obtenemos

LO TR Py ‘x.c‘,cg,cs,o.ci,(‘.csl "1y ')"CA’CPCS) lx,cd)

pelw X.€1,€4:05,0,¢,,0,0! o e, 0 et e

™'

los siguientes resvitados establecen 1a existencia de familias grandes

de huenos cuadrados



Proposicién 1.1.:
(i) Sea x: E « M un fibrado localmente trivial. Entonces
L
1f —E—
WLl
E ———a—— M
es uz buen cuadrado.
(ii) Sea »: E «+ M un fibrado vectorial. Entonces

T
TE ————TM™

'}:1 l'n

| E—v}

es un buen cuadrado.

Demostracion.
(i) Sea la expresion local de s: E « M la siguiente:
v f ————sM
G —— "
(xi.g‘) —+lx'i]
Entonces el diagrama dado verifica las propiedades (1), (2) v (3) de buen
cuadrado. Veamos que también verifica la (4'): La expresion local del diagra-

ma es:

UGS RPRS ———a 1" G° (x.g,c,d) ——— (x,g)

! | } }

UK —— "

(X_.C' — X

con lo que cumple todas las propiedades.

{ii} La demostracion es similar: Sea la expresion local del fibrado vec-
torial v: E « M la siguiente:
% f ———M
R —— "
lxi'.au)-—-olxil
Verifica las tres primeras propiedades de huen cuadrado v también la
(4'1. mues localmente es:

R R RS —— 1",R" (x,al,c,a,,l —ix.C)
LNWR —— (7 1,8, 1 —



t1 resultado que acabamos de prohbar se utilizara repetidamente en el

capitulo 4 En la misma linea estd la siguiente

Proposicion 1.2.: Sean »: C - Dn fibrado vectorial v 8: B + D un fibra-
do localmente trivial. Entonces

1_1‘5) Y .8
a
l 8
c —— 'la

donde o v Y son las dos proyvecciones, es un buen cuadrado.

Demostracion.

Por las propiedades del producto fibrado (estudiadas en § 0.1.) resul-
ta que se verifican las propiedades (1), (2) v (2) de huen cuadrado. Veamos
oue se verifica también la (4').

Recuerdo uue

+'(B) - ((p,q) e CxB - wip) - 8(a) }
Sean las expresiones locales de los fibrados s y 8 las siguientes:
s: C ——= 1D g: B ——=D

" UGS —— "

"R —— ¢
(x,a) ~———e x (x,g) ~———x
Entonces localmente es
ey - eRTaGS

v la expresion del diagrama es

™RG3 LGS ix,a,g) i(x,g)
UH'RP Un 1%X.3) ~——x

ced

Obsérvese que la expresion local del diagrama aue acabamos de obtener
es la misma cue la general aue vimos al comienzo de este capitulo, al dar la
propiedad (1'' salvo que en este caso ha desaparecido el factor R, Esto se
debe a que + 1Bl es el minimo espacio mque se fibra sobre B v ¢ dando lugar
a un buen cuadrado.

(na situacion mds particular que las anteriores. pero que también uti-

l).zaremos mas 1arde es la recogida en la siguiente proposicion.
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”
Proposicion 1.3.: Sea M una variedad diferenciable y sea '6: 12!'1 - M
el fibrado de 2-jets sohre M. Entonces

[~ N F]

.

M —m
2 |
1

o L

es un buen cuadrado, siempre acue se haya definido una conexién infinitesimal

en M .

Obeservacion. El mismo resultado es vilido para r-jets, considerando

Demostracion.

Recuerdo, como dijimos en § 0.1. , que T M puede sumergirse en TTM como
el conjunto de puntos invariantes por el autam;vfiswo de Kobavashi. {(Para una
mis amplia descripcién de TM ver [5) o [52]).

Asi se tienen las siguientes expresiones locales:

"

wgz '['2.‘1 —_—M w:: ‘I:M — ™
"R —— ! URSR? —— "R
fx.cl,cz)——o x cx,cl,c,.,l——-le,cli

Veamos aue se verifican las cinco condiciones de la definicion de buen
cuadrado:

La (1) ¥ la (23} lo hacen trivialmente.

La (2) se verifica porque al estar definida una conexion infinitesimal

en ny: ™ + M (esto es una conexion no hamogénea en M) resulta que

vg: T:.“l - M
alcanza la estructura de fibrado vectorial. En efecto. resulta ‘cfr. '61) que

la aplicacion de conexion X de la conexion dada. K: TIM - TM, v la la“"liz ™ -

+ ™ restringidas a T.M definen un isomorfismo de fibrados
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Ke (s : T Me Me ™

M‘*
aque dota a I2M de estructura de fibrado vectorial sobre M.
La expresi6n local del diagrama es

U AR ——— ll!n lx.cl,cz) — X
UR? —— " (x.lcl) ——o£

con lo que se verifica (4).

Y también se verifica la propiedad (5) pues tenemos localmente

VI M = ker (13", = U“I!R"‘nknn{0)::Ilnx«f'I

v 5t VIM M
U™ R™xR%x {0} xR"xR" — U"xR"=R"

(x.cl,cz,o,c4,cs) —_— (x,c",cs)

2 - .
de donde resulta la commutatividad '; e =0 (wf)' buscada. En efecto

""°1’°2’°’°4’°5) —-—-——p—o(x,t:‘,cg)
2 2
("1)} )
‘x,cl,o,c4) i lx,c4)

Observaciones.

(1) En esta proposicién, a diferencia de los demis resultados de este
capitulo, hemos necesitado definir una conexion no homogénea en M para que
resulte el diagrama un buen cuadrado. Esto no va a presentar ningun problema
en las aplicaciones, puesto que solo la utilizaremos en 1la seccion § 4.3.3.
para elevar una conexién no haomogénea definida en M.

(2) A diferencia de las demostraciones de las proposiciones precedentes.
hemos comprobado que se verifican las propiedades (1) y (5) en vez de la (4').
Mejor dicho. realmente hemos comprobado gue se verifican todas ellas. Se debe
a oue la expresion

wg(x,cl,cz) = x
hace un poco costoso ver si efectivamente se verifica la propiedad (4'). Oh-

sérvese aue respecto de la notacion general se tiene en este caso
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general proposicion 1.3.
Rr B L T L UtR PP, Rn
6 im0}
R e, R"

r+«s+ts=2n

Resulta en este caso la siguiente interpretacion geométrica (dibujada

para n - 1)

v p)

u-i(u]
ae™ \
peM  (p)
u/ e TH

Py
IM—T .M M ‘o M
- hed
o] |s | | id
™ ——————— M ™ ————— 4
: ™

Aunaue se puede considerar o li(qg) < v'l‘p) , si niq) = o . esas fibras
se siguen cortando transversalmente. puesto cue la dimension total de 0S-y)'llp) =
< (%017 (p) es 2n. igual a la dimensién de v~ '(p).

En el capitulo 4 utilizaremos estos resultados con trecuencia.
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§ 1.2. SECCIONES PROYECTABLES.
La siguiente definicion de seccion proyectable se utilizara con frecuen-
cia en los capitulos posteriores:

Definicion 1.2. Sea un buen cuadrado de fibrados

Una seccion X del fibrado v: A « B se dice proyectable si existe una
seccion X del fibrado v: C + D de modo que ¢ X = X 8 . Se dice entonces aque
X es la proyeccién de X.

Nota: Como ya advertimos tras la definicién 1.1. , distinguimos los con-
ceptos definidos en y de los andlogos en » mediante el uso de una barra en

los primeros.

La siguiente proposicién expresa la condicién local para aue X sea pro-

vectable:

Proposicion 1.4.: Sea un huen cuadrado dado localmente por

A—1 3 L =R xGSxR® "xG®
o{ lﬂ l
c—Lt—n R ——— "

(x.a,g,b) ——— (x,g)

!

(x.a} x

Sea X una seccion de y: A -+ B , dada localmente por

.“Jx".gx\ = (xl.f“fx.g\.g)‘.ﬁo(x,g“
Entonces X es provectable si vy solamente si i“ix.g) depencie solamente
fie X, ¥, en este caso. se provecta sohre la seccion X de n: C - D dada local-

mente por

vixty oot ® (x,g)

La demostracion es trivial.
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Observacion: Podriamos haber dado esta definicion en supuestos mis ge-
nerales (exigiendo sdlo aue el diagrama fuera conmutativo) ., pero nos hemos
restringido a loé buenos cuadrados ya aue s6lo la necesitaremos en este caso.

La nocién de campo o seccion proyectable ha sido dada por muchos auto-
res, v siempre del mismo modo. El interés de los ejemplos que se proponen a
contimuacion radica en corprobar cue esas definiciones conocidas coiciden con
la nuestra cuando se escoge un determinado buen cuadrado. Asi ird manifestin-
dose la idea de que los buenos cuadrados constituyen una herramienta comim
utilizable en situaciones distintas. Fsta idea quedari plenamente expuesta
en el capitulo 4, cuando se demuestre que muchas de las elevaciones conocidas
de conexiones son casos particulares de la teoria general de elevacion de co-
nexiones en buenos cuadrados.

Asi proponemos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.3.

Cuando se estudian las elevaciones de campos vectoriales al fibrado
tangente ( [22),[52]) se definen los campos proyectables ¥ e Té(m) como aqué-
1los que verifican la siguiente condicion: Existe un campo X e ‘Iém) de modo
oue X - XC es un campo vertical, siendo Xc la elevacion completa de X.

Asi

(% - XSeYy <o
para toda funcién f e TO(M) , denotando f' = f v, la elevacién vertical & f.

En coordenadas locales. la definicion anterior se traduce asi:

Xix,c) = irilfx\ v —a‘—'ih"ix.c\
X ac

con Xix) e 1‘8(}1) . Y 1a proyeccion de X es el camoo X dado en la definicidn.

que tiene como expresion local

Nix) . =X ix)
1
X

. < 1 .
Pues bien. resulta que un campo provectable \ e ’.O‘I‘H es una secc.on

del fibrado wp,:
plo 1.1i) 1M
TIM —=— T™™

‘WM)‘l luM
¥

™ ————

TIM - TM provectable respecto del buen cuadrado (ver ejrm-
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En efecto, empleando coordenadas locales, resulta
X

fxi,ci,?ilx,c),Ri'"fx,c))o— (x*,eh)
"M)' 1]
(xi.ii(x,c)‘

M

(xi,xifx))-—————i—‘xi)

Para que X se proyecte en X debe ser X (x,c) = X'(x) , que no depende de c.

Este ejemplo proporciona un dato importante: las clisicas elevaciones
al fibrado tangente dependen de la estructura del buen cuadrado

]

l'M),l l'M (%)
™ —— M
"™
En la seccién § 4.1. detallaremos el papel desempeilado por este buen

cuadrado en las elevaciones de conexiones.

Por lo que acabamos de ver, resulta en particular que las elevaciones
completas de campos al fibrado tangente son campos proyectables y secciones
proyectables en el buen cuadrado anterior. Podriamos preguntarnos del mismo
moco qué pasa con las elevaciones horizontales y verticales de campos. Para
las primeras hace falta introducir una conexidén. Se estudiaran, con mayor ge-
neralidad. en el ejemplo 1.6. Veamos las verticales:

La elevacion vertical X' e 13(TM) de un campo X e Ty(M) viene dada lo-
calmente por

. .
XV ix,c) - Zxtn)
X

Entonces X\ es proyectable sobre el campo mulo respecto del buen cuadrado an-
terior (#) , pero se proyecta sobre el campo X si se toma el buen cuadrado
(ver ejemplo 1.1.) siguiente
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Ejemplo 1.4.

De modo anilogo ocurre en el fibrado cotangente: un camoo ¥ e 1;(1'}1)
es proyectable, [52], si existe X e T((M) de modo aue X - xC sea vertical.
en coordenadas locales, X es proyectable si

g gt g i .0
B v, con X' e 1°(H)

con & o T0M).
{Para detalles sobre las coordenadas locales ver la seccion § 4.3.1.)
Con nuestra definicion resulta cue X es proyectable si lo es como sec—
cién en el buen cuadrado (proposicién 1.1.):
e
. ™
TIM—1TM

Al
a)

Ejemplo 1.5.
Vilms considera en [ 50] la elevacién X de una seccién X de un fibrado
vectorial s: E « M como 1a seccion X = X, del fibrado vectorial v,: TE - TH.
5i localmente el fibrado dado es

2t f ——— M
"R — "
(xi,a")—-(xi)
y si X(x) = (x*,X%(x)) , entonces X esta dado localmente por

Xb(xl,cl\ =z x’(xl,cl\ = fxl,x°(xb,c‘,l£1}-l ch

3x
expresion obtenida sin mis cue generalizar la dada por Nombrowski en [11].
Entonces x" es una seccion proyectable en el buen cuadrado

‘l
TF —————T™

Ik

f —Tt—y

Este buen cuadrado se utilizara en la seccion § 4.3.2.



Ejesplo 1.6.
Generalizando los ejemplos ).3.y 1.4., y de modo dual al 1.5. , tenemos
el buen cuadrado (proposicidén 1.1.) siguiente

'E

TE ——*E

Wk

™ ——— M

donde ¢ es un fibrado vectorial. Las secciones provectables de este buen cua-
drado son los gque denominamos campos proyectables en § 0.1.2. , siguiendo
las notaciones de {11] y [37].

Supuesta una conexidn infinitesimal en el fibrado vectorial s: E - M
obtuvimos en § 0.3.2. la elevacién horizontal de campos X' e To(E). El campo
XH asi definido es proyectable sobre el campo X respecto del buen cuadrado
anterior.

Ejemplo 1.7. -

Consideremos los tres diagramas obtenidos al variar ¢ en {2,1,0) en este
orden:

TT,M —ET ‘l URRGRRRT —— 0" R%R"
3 0
™Mty PR o

donde localmente a, estd definido asi:

"
oz(x,cl,cz,cs,c‘,cs) = (x,c3) =»a, = (-8).
°l(x’cl’°2’c3’c4’c5) = (x,c4)
“o‘x‘c1’°2’°3’°4’c5) = (x,cs)

La eleccion de los indices quedard justificada mis adelante.
Recuerdo que
"l'z.‘i(x’cl’CZ’cyc"cS) = (x,cl,cz)
con lo que ciertamente los tres son buenos cuadrados. (De hecho, por la pro-
posicién 1.1. sabiamos va que el primero lo era).
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Resulta cue 5 estd localmente dada por
o Vo=
p.x,c‘,cz,cs,c‘,cs,(‘,(‘,o,cg,cm,cll, { x,c‘,cz,cq,cm,c“)
con lo que
s 0 =0 fa),

en los tres casos:
cz.S(x,cl,cz,c3,c‘,cs,o,o,o,cg,cw,c,I) = uz(x,c‘,cz,co,cm,c”) = Ix,cq)

o-(oz), x.€),¢,,¢ 0,0,0,64,€,0s¢,, Y = 0 (x,0,,0,c0) = Ix,cq)

3":‘ ,csr

- . ~
ol.olx,cl,cz,c-:,c‘.c. ,O,O,O,CQ,clo,c“; = ol(x.cl.cz.cq,cm,c“\ = lx,cm\

odal\, (x.cl,c2.c3,c‘,c5.O,O,O,cg,cm,cl|\ =p (x,cA,O,clo\ = (x,cw\

ao.alx,cl,cg,cs,c4,cS,O,O,O,cg,clo,cll) = oo‘x,cl,c:,cg,cw,c”\ = (x,c“‘

90(60). ’x,c’,cz,c 0,0,0,¢4.c

3+€4%5> 5 lO’Cll) ) lx,c;,o,c“‘, = (x,c, )

11

Sea X e 'lé(M\. Entonces X tiene tres posibles elevaciones X‘O). .\" D v

(2) a T M, {52], dadas localmente asi:

‘s

x(x) = (x4, x4 (x))

(Q) i i i i, .

X 0‘(x,cl,c2,\ = (xl,ci,c;,(\,o,xl(xl‘l

1) N NS U i 3 xUx)

X lx,cl,c.,) = (x ,c],cz,o,x (x}, c‘l\

- ax"

. ; ”s

() iiod i, 3 Xx) 38 Xex)§ X x) i ok

X T xie ,e,) = (x N e I ;’,__r 3 i — c‘; e )
ax> ax"’ ax

éx 3xX

(e)
Entonces resulta aue X ¢ es nrovectahle sobre X en el diagrama



para cada ¢ = 2,1,0.

Este resultado es una generalizacion de lo oue hahiamos dicho en el
ejemplo 1.2. para las elevaciones vertical y completa de campos al fibrado
tangente.

Mis ain, resulta que X'®’
MR

se oroyecta en el campo nulo en los diagramas
definidos por a, ya,, Vv hace lo propio en el diagrama definido por -2.
Y, en general, X(z) no resulta proyvectable en los diagramas deterwminados vor
A ]
aoycl,mx eneldadopov'co.
Podemos resunir los datos en el siguiente cuadro, en el que indicamos,
en su caso, el campo scbre el que se proyecta:

ELEVACION
0] | (2

%co X 0 0
&
<
aul * X 0
5
£ a * * X

2

y donde * indica que en general no se proyecta. Queda ahora ijustificada la

eleccion de los indices, oue se corresponden con las elevaciones.

En la seccion § 4.2. emplearemos estos resultados.



CAPITULO 2. ELEVACION DE CONEXTONES GENERALIZADAS.

El planteam’ento de este capitulo es partir de un buen cuadrado

A —T

8 :

C —1

y sendas conexiones generalizadas F e 'I’:’Cl yfe T:(A‘. Diremos que F es
elevacion de F si

a,oF = Fea,

Con esta definicion tan sencilla obtendremos reultados sobre la derivada co-
variante, expresiones locales. conexiones particulares y sus elevaciones.

Vedmoslo con orden.

§ 2.1. PROPIEDADES GENERALES.

1. Definicién y primeros resultados.

Sea un huen cuadrado

B
] ls
D

Y
P

w
—————

O3>

~74-



-75-

v sean F e I:lC) una conexion generalizada en »: C - Dv F e I:fA\ una co-

nexién generalizada en y: A + B.

Definicién 2.1. En estas condiciones se dice que F es una elevacién de
F (respecto del huen cuardrado dado) si conruta el diagrama simuiente:

1A ——F—o‘IA

También diremos que F se proyecta en F.

Observacion. Realmente, para la definicién anterior sdlo es precise ha-
ber definido o, F y f y no hay noraué pensar en conexiones ni buenes cuadra-
dos. Sin embargo, fuera de este contexto, la definicién no tiene interés. Por
etra parte, veremos camo esta definicién tan general aporta muches resultados.

Veamos como la definicién respeta las derivadas covariantes, en el sen-
tido de la siguiente

Propesicion 2.1.: Sean un huen cuadrado de fibrados

At B

| e

C —— D
vFie T:M\. Fe ‘I:'C\ sendas conexiones en y: A+ B v s: C + D tales que
F es elevacion de F (respecto del citado buen cuadrado). Sean las siguientes

secciones:
I . seccién de y que se proyecta sobre I. seccidn de =.

X . seccién de "' 1B - B que se provecta sobre X, seccidén de LY 1D - N,

Entonces Vi.i se proyecta sobre V,I , siendo 7 v v las derivadas cova-
riantes asociadas a las conexiones generalizadas F y F.

Demostracién.
Por hipdtesis se sabe mue
I8

Q
3
~
[

con lo cue

* L
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Consideremos el diagrama

FO

1C e C
i i
#|Fx '
\ 9\ £
] 1)
n--—x------n

o))
donde D(F) v D(F) son los operadores que aparecen en la definicion de Gif y
Tels
D(F) = (T oyof - FlofeXey

D(F) = (I,ruaeF - F)c[*oXo'

Por ser un huen cuadrado, resulta que
%ca = Bey é-,-u‘ = B*-v*
v por ser f elevacién de F resulta que
agF = Feay
Lo primero que probamos es que N(F) se provecta sobre D(F), esto es,
que se tiene

aoDiF} - DiFlea

fn efecto, nor cdlculo directo obtenemos esa igualdad, sin mas que te-

ner en cuenta todas las cue va hemos establecido:
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q.cﬁ(rj = q*of‘oy‘-F-f{-x.y -ay F-f.oi.v =

= z‘.a*-y‘- Fcf*¢Xay - Ftn*lfiax.Y =

L

l'.t‘.n.-F-f’.X-v - FoZ -8,Xey =

= TorgoFia ol oRey - FoL oX o8oy =

= l‘.,-t’-Ftt‘ol"xov - FeZ sXeowea =

= LavoFel oXoBoy - Fol cXovea =

= Lo eFel oXonea - Fol eXevwea = D(Flen
Probemos va que fo se proyecta sobre 9,I . Recuerdo que
7

I =} o.B(F).T 5 9. =} ooD(F).I®

X X

siendo I' y L' secciones cualesquiera de Y: A= By »: C~ D.

Las tomamos entonces de modo que ' se proyecte sobre L' , esto es, aue

a.I' = I'.8
Resulta asi, por la propiedad (5) de buen cuadrado, la igualdad buscada:

I=4acBEVeDr

- § o.agBUF).E*

= } peDIFleasl’

= 4 peD(F)eI'B = V I.8

X

"

Observacion: Fn esta demostracion hemos utilizado explicitamente la
nropiedad (5) de buen cuadrado. ts interesante hacerlo notar, porque cuando
dimos la definicién, en § 1.1.1. , no parecia miv natural exigir la citada
condicién.
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Facilmente se establecen los dos siguientes resultados (en los aue se
supone la notacion precedente) :

Proposicidn 2.2.: Si F‘ y F, son elevaciones de F, vy F, , entonces
F‘ . FZ es elevacidn de F, + F, .

Demostracién.

Es trivial: G.‘{_flo Fz) = a.-}'l + G‘-rz = Fl.a' + ono‘ = (Flon\ca‘

qed

Para establecer el otro resultado necesitamos definir primero el con-
cepto de elevacidn vertical de funciones:

Definicién 2.2. Dados un fibrado localmente trivial a: A+ C y una
funcidén g e ‘!g(C) se llama elevacidn vertical de g a la funcién ‘V definida
como

¢ -gae rgu)

Le damos ese nombre como generalizacion natural de la elevacion de fun-
ciones al fibrado tangente ([52]).

Proposicién 2.3.: Seanle'l‘ (A) eIeT (c) losrespectwostensores
de Kronecker !considerados como conexmnes generahzadas\ vgel ‘A) Enton-
ces, existe alguna funcion g e T ‘C) tal aue g - g si y sOlo si resulta
aue g es elevacion de gl .

Demostracidon.
Es inmediata. pues para que conmite el diagrama

w—EL .1

| |2

I _Q_.Tc

debe ser g igual a g". Fn efecto:

SeanpeA ,q=-calp)leC ¥ v‘veTpA.

(c*-(gv-I))(;) = a*((g.a).i(;)) = a,l(geaiip)e w) = (g.u)‘p)-o*(;'l =

= glq)ea,(w) = (geIMa (W) = t{g-Iha,Min) .
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Reciprocamente, si gl es elevacion de gI. resulta, con la notacién pre-
cedente, que conmuta el diagrama y, por lo tanto, que

g(plo, (W) = glq) o (W
cualesquiera que sean De A , we TPA v q=alp).
Asi oue para todo p de A,
&(p) = (gea)(p}
con lo que se tiene la igualdad buscada.
qed

Este resultado tiene relacion con la proposicion 0.5. en que se probaba
que dos conexiones generalizadas que diferian en el producto de una funcion
por el tensor de Kronecker tenian las mismas derivadas covariantes. En efec-
to, obtenemos el siguiente

Corolario: Sean F, F' o T)(A) conexiones generalizadas en v: A+ B y
Fe ‘I:(C) una conexion generalizada en »: C < D tales aque

(a) F* = F + g1 , para alguna Z e Tg(A)

(b) F se proyecta sobre F

Entonces F' es elevacion de alguna conexidén genmeralizada F' e T:IC) si
y sdlo si g',:gvparaalgunage'tg’cl y, en este caso, F' = F + gI .

La demostracion se sigue ficilmente de las proposiciones precedentes.

fs importante advertir que dadas dos conexiones generalizadas F v f°'
como en el corolario, aque definen la misma derivada covariante (por la pro-
posicién 0.5.) , auncque F sea elevacién de una conexidén generalizada F. a F!'
no tiene por mqué pasarle lo mismo. Pero si efectivamente F' es elevacion de
una conexion F' | entonces F y F' también definen la misma derivada covarian-

te.



2. Expresiones locales.

El objetivo de esta seccion es llegar a la caracterizacion local de la
elevacion de conexiones generalizadas, que demostrarewos en la oroposicién
2.4. En la prictica, son las expresiones locales las que permiten identificar
las elevaciones, como veremos reiteradamente en el capitulo 4, También utili-
zaremos la proposicion 2.4. en este capitulo, para probar la 2.7.

Sea un buen cuadrado, dado localmente por las siguientes expresiones
{conformes con la notacién general que establecimos en § 1.1.1.):

A—2IY _on Unllr-Gs-Rt — "G
cl 8
C —TI—p t"-R" (i

(x,al "’bl) —(x,g)

l |

(x,nl) —

ea F e T:(C\ una conexion generalizada en »: C + D. Entonces, camo vi-

mos en § 0.4. , F admite una expresion matricial del tipo

W 2ot axd 2o da
a 8 1 i 1 8 1
X ox
F = -
L 2 e ax’ e’ da
3 8 a ; 8 1
%a da
1 1
v resulta aque
F(x,a‘,c,a.,\ = Pt Lﬂ-;:) -
- ax @, -
1
s Ity L) -
1 8 a 8 "2
3x 33!
i i i B8 .6 3 a B
= (x .al,Cj c- .V.E az,"j c' . Be a.ll

Mhsérvese como alternamos la notacion como campo vectorial en A v como
seccion del fibrado tangente a A. Seain resulte mis cémodo emplearemos una
u ora notacidn sin advertirlo previamente.
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Podemos representar matricialmente la actuacién de F del siguiente

modo: , o , :
i i
s, O [+] 0
j x x
a a
0 6‘ 0 0 3, a
F(x,al,c,az) = . . = ' .
e o c; " c il W o
a o o o j (]
k(\ 0 ’j B" L 8, ij c’ « B: a2‘

Ne modo anidlogo razonamos con T e ‘l‘:lh_\ , obteniendo en primer lugar
su expresion matricial:

cgc aog

) » k¢
coesen
- i 8 e -
S S WP P Y -
LR A Eu E‘
M O S
i 8 uw
] )
( 3‘0(’5’&)(1 li-of'gda: i;oﬁ"dg" —Lloﬁ:db;
ax’ 1 X X ¥ ax
I SN Loﬂadg" LI
[ i ..0 8 1 a " a 1 1
2a h sa 3a sa
= 1 1 1 1
—aioi:dx‘] —aio;:da: —%—oﬁxdg" —%oﬁtcb';
g : g g v (]
_a—o.;:de -a—uo;:dag —a-:oﬁng" -!-a-oﬁ‘:db;
QLY ab) wy W] J

Y razonando comn antes se obtiene matricialmente la actuacién de F, oue
daremos explicitamente a continuacién.

Antes quiero hacer observar que el hecho de desarrollar estas expresio-
nes se debe al papel cue desempefian en la demostracion de la oroposicion 2.4.,
me cueda asi recucida a un nroducto de matrices.



Veamos la expresion matricial de la actuacion de f:

F‘xy.‘,Gvbl vc'.z -‘d’bz) b

1 ( r
a§ o o o o o o of [ Xt
e -] [}
[\ 6' 0 [\] 0 [\] [ [\] .l a,
o o a: o o o o of |& g
o o o s: c o0 o o b‘: b‘:
= i i ' il PRI S G i op gl t
F
o o ¢ o T, T i: f; c Cjc +C’azoﬂ:d + S0 b,
a 3 8 m 1
o o o o C:i c: E: ﬂ: a; (‘Sc .C:az.ﬂ:d.ﬂ:bz
> WY A A F a8 LR A 1
o o o o T 7 ﬁ: B, Vel fay B d B
6 =0 o o J o0 .8 " T
o 0 o o ¥ ¥ S: 5‘; (%) [« .vs.z.EZd .Ej_bz

Finalmente obtengamos la expresion de a,: TA + TC. Camo sabemos es
u.(x,al,g,bx,c,az,d,bz\ =z (x,al,c,az\

que se puede expresar matricialmente camo

r iy

X
a
a
e’;ooooooog‘ x
a o a
o & 0 0 0 0 o of fn| o |a]
ooooa’;ooOci e
ooooos:co.—.‘; a;
dl
bﬂ
{ 2.

Entonces la igualdad

o"l-’ = Fea,

se traduce en la izualdad de dos productos de matrices. Operando. resilta:
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4 0 0 o 0o 0 o0 o0
0 s: o o o o0 o0 O
F-a= .

* o o o o c M o o

5 8

(] o
Lo o o o vj B o0 o0

(i

64 0 0 o o o o o0
0 e: 6 0o o0 o0 o0 o
R A T o -
i [} " 14
L. 0 0o o o C; C: ﬂ: ﬁ:

L

Asi hemos probado la siguiente proposicién (supuesta la notacién prece-

dente) :

Proposicién 2.4.: En las condiciones anteriores, f es elevacién de F

si y s6lo si se verifican las siguientes igualdades:

6d G s Ko

Observacion: Veremos en § 2.2. la expresion local

i
.o

“::0

de las conexiones ge-

neralizadas fibradas en vy: A - B y comprobaremos aue verifican

ct - ﬁi - i; - B: -0

Hago notar esto para que no se viense que resultan milas las ¥ (pues entonces
resultaria que la elevacion de una conexidn generalizada seria siempre una

conexidn fibrada).
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$ 2.2. CASOS PARTICULARES.

1. Conexiones en vy: A+ B

Vamos a hallar las expresiones locales de los distintos tipos de co-
nexiones generalizadas en y: A + B, supuesto que tenemos un buen cuadrado

y que empleamos las coordenadas inducidas. (Conservamos la notacidn constan-
te de este capitulo).
Localmente resulta que

VA = ker v, = UxR"xGxRx(0)xR" x(0)=R" =

A
- 10xh 03,8 0,0,83,0,63))
Entonces, teniendo en cuenta la expresion local de una conexién genera-
lizada F en vy: A » B (dada en § 2.1.2.) y las definiciones de los distintos
tipos de conexiones generalizadas (dadas en § 0.4.1.) resultan las siguientes

expresiones locales:

(1) Conexién generalizada fibrada: F(VA) = VA

C§ o ® o
0o-¢ -8 |l g s %
Y A F= -R) -:
0=% =8 L N ] B [\
[ T J M

v ¥ B 7
Al 8 W T
{2) Pseudoconexién: VA < ker F
C; \ ﬂt \
0-0G -7 N A
. F = v
L Y L ¥ o0 B o
T < T v i v
¥V o B o
i u



3! Fere—conexion: im F VA

P I A ol el -
3 8 ] 1 J 8 M t
0P .9 .8 . Frle o o o
B TR T "R ¢
-0 =0
TR 5 5

Obsérvese cue no es cierto aue todas las elevaciones de una conexién ge-
neralizada de un cierto tipo sean conexiones generalizadas de ese mismo tipo.

\amos a hallar ahora la expresién local de una conexion infinitesimal
en el fibrado v: A - B. El siguiente teorema da la expresion buscada:

Proposicidn 2.5.: Una conexion infinitesimal en el fibrado y: A~ B es
una conexion generalizada F cuva exoresién local es del tipo

i
& o o o
J

a

p |G % R0

o o & o
'}

¥ o B -&°
3 v o

Demostracidn.
=2
Por la proposicidn 0.4. hay que probar que F° = id y que para todo pun-
to o de A el subespacio de 'IDA correspondiente al valor propio -1 es VDA .

Lo primero se comprueba de modo inmediato.

Para lo segundo, fijemos p = (x“,a';,g)‘,b:\ e A e impongamos la condi-
cioén

=i A,0 i a .0 i & 2,0 i a A 0
Fix .a:,g ,b‘,c ,a,_,,d ,b2\ = Ix 18,8 ,bl,-cA,-a,_,,-d ,-bz)
Por la expresion local de F, resulta que

F(xl -a‘; ,gk sb: ,C’ ,a?nd)‘ ,b;\ =

I S T B J e L N N LA U - LA P R S
= ix.a,g ,bl.sjc,cjc ssaz Mvd,:svd,\r c Bud 5Tb2 =

i a A,0 i xa } ] L]
= (% a8 b0, T el- a, - % d*.d F o ; )
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La condici1on buscada entonces ¢s que para todo ¢.a,,d,b, de
R™ R %R se verifiquen las siguientes igualdades

< - !
L R s
_dk dl

La primera v tercera condiciones imponen que ¢ ¢ d, y entonces,
la segunda y laamrta no suponen ninguna restriccion. Estas cond:ciones son
las aue cumplen los elementos de VA, camo vimos al principio de esta seccion
s 2.2.1.
qed

Vamos a ampliar nuestro conocimiento de la expresidén local de una cone-
xion infinitesimal en y: A - B , vinculando la expresion local de la aplica-
cién de conexion v 1a de la proposicidn precedente. Estudiemos la derivada
covariante de una conexion infinitesimal: Viepe dada por el siguiente diagra-
ma (ver § 0.3.3.!

TA —— 18
i I 1 S 3
!\l i X Ul = ReIeX
Ae—it—p
P‘ ’I
(53
siendo T una seccion de y: A - B v X e T(l‘l‘B)
Recuerdo aue localmente se tiene
Yu
IA —> 1B u‘x,al,g,bl,c,az,d,bzl —ix,g,C,d}
A 1 [ "n l |
A —t— 3 ‘x,a, ,2,b Vi g]

1
Vv aue
!:’/x.a‘ Wb i, dib

B Y- Yrs v1 H.al,g,blﬂc,d),g.b,, -Dntx,a',z_,b‘tlc.d'

!

Fsta expresion se obtiene mediante «| 1somort ' sm



)

DIRSRS Rk RRS R RS &
que permite escribir

8 io .0, UNRNGhR — LR RRY) 5 LR R L LS RS

Ahora bien, si ademis consideramos los isomorfismos
L(R<R®,R") = L(R";R™) « L(R®,R")
LRR®,&Y) = LR",RY) » L(RS /DY

podemos representar

8 = ((Q,l ),(a + 8 UanrlexRt—-——-o

22)):
——e (L(R",R) L(R®,R)) » (LIR,RY) = L(RS,85)

* 8y,

21

v se expresarin localmente del siguiente modo:
8, U R G3xRY = L(K",KT)

a a i
n“(x.al,g,bl)c = (nn(x,a),g,bl\c) = (nni(x,al,g,bl\c )

8,,° USR5 xR —+ L(RS ,R)

= (% ¢ . o
Q lx,al,g,b‘)d = mlzvx,al,g,bl\d) (Q

A
12 122 (%5328 )d7)

2, (xR GHRE — LR, R

(-] (-] i
nzl(x.al,g,bl)c = (QZl(x,al,g,bl\c) = (azii(x,al,g,b‘)c )
2,,: UR xGSxR%—s L(R® %)

) ° A
nz_‘,lx,al ,g,b‘ )d fnzzlx,al ,g,b] a) (;zzz)‘(x,a1 ,g,b‘ W

Asi. la expresién local de la aplicacién de conexidn es la siguiente

,g,b, 1"

= 1 _a a 1 a .
Hx.a‘,g,b‘.c,a?,d,b,z; €x >3, Qui-x.a‘,g,b,lc gl:x“’a| '

C 2 i ~C
F4 .b2 r“‘n”"al’g’b!w “22;“'31"’”"! d



Calculemos la expresion de la derivada covariante. Sean
Tl g o oL,
1 2
i O o
x(‘l" ) - ‘xl -4 -iisxé;’

Entonces I, : TB - TA actia del siguiente modo:

= = i A g
I, X-1I,x'.g ,i:,i;) =
=a =a ] =0
. Y of Y ;
i -0 A -0 gi 1 g 1 aA 2 2
SEE R i R At AP o o}
ax g ax g
Y, finalmente,
Tl -RE, X
P Y
Y of
it 1 g - - -
Lt 2 AT R A YT A nl"x‘x’:l'g’IZ)X;'
ax g
= =0
i . af? .
=2 . 22 . i e fox L0 ix,E e, R .
axt 1 agl 2 i 1 271 22 1 27

De la proposicion 2.5. y de los razonamientos que acabamos de hacer se
sigue la

Proposicion 2.6.: Con la notacion precedente, una conexidn infinitesi-

mal en vy: A - B tiene como expresion matricial

s 0 0 0
i
a0 _6* -2 o
. g s e O
0 o & 0
w
o o a
“Wayy O s, S

Demostracion.

La idea de la misma consiste en partir de la expresion hallada en Ja
proposicion 2.5. v obtener la derivada covariante asociada a F camo conexion
generalizada. Y. haciendo uso de la igualdad de las derivadas covariantes in-

ducidas por la conexion considerada como generalizada v como infinitesimal
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figualdad que prohamos en § 0.4.2.) obtendremos la igualdad de las expresio-
nes de las proposiciones 2.5. v 2.6.

Sea
st o 0 0
i
a

E C: -4 Ly 0

0 0 s 0
']

¥ o B
3 W t

y sean [ seccion de y: A+ B v X e ‘I;(B). Hallemos la expresidn local del
wmorfismo B(F): A + TA
B(F) = (Tpvef - F)'f.tﬁ'?

Hallamos ordenadamente los términos que intervienen en esa relacidn.

Y(‘val '¢.bl\ = (‘9‘)

o0 i 334 334
I 'x"f‘xralv‘»b ) = (X 92 !‘ »L 29 ’—} x:* —: x;’i;’—%ﬁ + —‘iz‘i;)
ax g X g
Fel oXov(x »a,:8:b)) = (xt ,zl,g , z,ijl‘,
-a
. a: L
Gk e i)t 8 - 2 B (x5 e % L T,
axt g - -
=0 -0
. L . al
Fx,,,60,)8 « B 60,8 - — & - —= %),
St Sad A | 1’82727 %2 axt 1 agx 2
con lo que obtenemos
f;v,,?-f;-fw(x,al,g,bl) =
-a =a =0 -
ipapwaiag Maatha Ma
= LI E ’zz’gx"_' ke s %= X o %)
g ax g -

cue nos vermite averiguar la expresién de D(F):



ﬁ(f)(x,al,g,bl) =

o .
RN PR RNV Sl § S THE ) ol SR SR 2% o
Ll B4 '2":3‘ ;;rz i’l"ZI al’vzzv
=0 =]
(13 t13
0..2(;% R§ . ;-‘-% X;) - "‘i(x,fl,z,fz)ﬁ - B:fx.fl.c.fz\f;) .

Por lo tanto, como V.xf = § o.D(F)eI' | siendo I' una seccién cual-
qiera de vy , resulta que

Vol =
- -
[} . oI
T St > S | - s = -
= (x ,;;{ xl - ;—‘l. g - K'i(x,zl,‘,!z)ljl' - K(x’tlvgstz)fz )

¥z oI
2 i 2 =0 = = xj - =
f,;? X‘ + :‘—l Xg - ;Yi(!,tl,‘,!z) 1° iﬁ:(x,tl.g,tz)xz ).

Comparando esta expresion con la cue obtuvimos antes de enunciar esta
proposicién, resulta que

a nal
C; = -2y, ﬁ: = -y
=) (-] =0

Y5 My B, = -3,

que es 1o que gueriamos probar.
qed

Recordando la relacion F = h - V (ver § 0.3.1.) se obtiene de modo in-
mediato la expresién local de la proyeccion horizontal y la de la vertical
de una conexion infinitesimal. En efecto:

Corolario. Sea una conexién infinitesimal F en v: A ~ B, de caomponentes
locales 8, =8, + nxz y 02 = B,
zontal vy vertical asociadas a f . Entonces sus expresiones locales son:

+ %,,. Sean h y V las proyecciones hori-
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[ i
6 0 0
a 3
-2 o -a 0
f- 13 12 - JEY)
0 ) ¢ 0
»
o (]
(23 O O O
o 0 0 0
(] a a
2 ) ) 0
7 - 113 8 12 - ¥I-F)
0 0 o 0
o (-] -]
| %215 © 89, 4

2. Elevacion de conexiones infinitesimales.

El unico resultado que compone esta seccidn. la proposicién 2.7.. es
de gran importancia: da la condicidn local para que una conexidn infinitesi-
mal F en vy: A + B sea elevacion de una conexion infinitesimal dada en »: C -

< D f(respecto de un buen cuadrado también fijado). La importancia menciona-
da radica en el hecho de que en el capitulo 3 se estudiard la elevacién de
conexiones infinitesimales. sin necesidad de utilizar las conexiones genera-
lizadas, v esta proposicién 2.7. serda la que asegure aue ambas construcciones
son equivalentes.

La demostracion de la proposicién que vamos a enunciar se sigue de la
expresion local de las elevaciones, dada por la proposicién 2.4. , v de la
de las conexiones infinitesimales obtenida en 2.6.
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Proposicidn 2.7.: Sea un buen cuadrado de fibrados

A —l—ap

al lﬁ

c —— D
y sean T una conexion infinitesimal en »: C + D de camponente local w= (05.')
y ¥ una conexién infinitesimal en v: A = B de componente local 8= (nl,nz) =
=g, +8, .8, +8, ). Entonces T es elevacién de 7 (consideradas camo
conexiones generalizadas) si y sélo si en las correspondientes cartas induci-
das estin ligadas por la relacién

nl(x,al,g,bl)(c,d) = -lx,al)c

nu(x,al,‘,bl)c = ulx,nl)c

ﬂu(x,al,‘,bl)d =0
Demostracion.

Las expresiones matriciales de F y F (esto es, de I y T consideradas
como conexiones generalizadas) son

s; 0 0 0
-2q® LY
- § 0 y F- 1j % My O
2.° -° o 0 , 0
3 W
o (] [-]
My, 0 My, oS

bl
(la expresiéon de F es la obtenida en la proposicién 2.6.)
Entonces, por la proposicién 2.5., resulta que F es elevacion de F si

o J ° J
-Zﬂuj(x,al,g,bl)c = ~2-j(x,§l)c
« u
-2012“(x.al,g,bl)d = Q
Por lo tanto resulta que

= - ( =
s‘(x.al,g,b])fc,d) . n”(x,a.x,g,bl)c nl: x.a).g,bl)d
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= n“(x,al,g,b‘)c = o(x,al)c.

3. Conexiones inducidas en el producto fibrado.

Consideremos el buen cuadrado (ver proposicién 1.2.) definido por

'-I(B)—L*B
ol le
¢ —=—p
donde »: C = D es un fibrado vectorial y vy: B + D es un fibrado localmente
trivial.
Como vimos en la demostracion de la proposicion 1.2., su expresion lo-
cal es

Uk R G ——— "G (x,a,g) ——————— (x,g)

} | |

t".R" " (x,a) ——— x

Entonces, sin mds que olvidar lo que afecte al factor Rt en las defini-
ciones generales, resulta en este caso que una conexién generalizada F en
v: v 1(B) + B viene dada por

o (’.‘i @
3 8 B
F = & o a
J 8 L]
=\ =3 =A
'j Y Bu

y que las conexiones particulares vienen dadas por-



[ ¢t 0 T
h] v
F conexion fibrada F- C: (‘.: ﬂ:
i"‘ 0 Y
. J v
(¢t 0 al
3 "
¥ pseudoconexion F - C; 0 ﬂ:
i o B
] v
(o 0 0 )
f fere-conexién F- (‘,; C: i:
0 0 o)
sl 0 o )
J
s s a e o
F conexién infinitesimal F = -Zn“j -8y <28,
L O 0 Gx
u

Por otra parte, en virtud de la proposicion 2.4., dada una conexion ge-
neralizada F en ¥: C -~ D de expresion local

i i
C. M
S NI
Yj Ba

resulta que una conexidn generalizada F en v: w'lfB) - B es elevacion de F

si y solo si su expresion local es

i i
(':i MB 0
= a a
F - YJ. Bs I\
.y -y =X
L 4
yj Ya By

£l resultado que buscamos es dar una definicidn candnica de elevacion
en alguno de estos casos. Asi obtenemos la siguiente proposicién:



Proposicion 2.8.:
(a) Sea Fl una conexidn infinitesimal en v: C - D. Entonces existe una

unica conexidn infinitesimal Fl en v: a—l(B) < B que sea elevacion de Fl' Sus

expresiones locales son:

. & o 0
53 0 2 o
F‘ = 2 o H F‘ = -ZHj -6‘ [\
-l N
0 0 5,

(b) Sea F2 una fere-conexion en s: C = D. Entonces existe una unica
fere—conexion fz en y: s 1(B) + B que sea elevacién de F,. Sus expresiones

locales son:

(J 0
0 (4]
e a
Fz = N . H Pz = 'j BB 0
'j B'
-0 0 0
Demostracion.

La unicidad queda garantizada por la proposicion 2.4. , como hemos co-
mentado antes de enunciar ésta.

La existencia se demuestra camprobando que Fl v F: son ciertamente cam-
pos tensoriales de tivo (1.1), supuesto que lo son Fl v Fz. La demostracion
para ?2 es trivial, pues tiene los mismos cambios de carta que F,. Y para f-"l
también, pues el término
Lx ° 6x dgv
EP g
es invariante por cambios de cartas.

qed

Observacion. Para las pseudoconexiones no se puede garantizar el resul-
tado anilogo, porque dada una pseudoconexidn en »: C + D de expresién local

i
: 0

F- %
% 0

h]

cualquier pseudoconexion del tipo

c: o 0
a

v 0 )
i

¥ o 8
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seria elevacion de la anterior. Un modo de definir una elevacion candnica se-

ria el considerar la elevacién

ct 0 0
i

F- © ° 0
3

o 0 s

M

Obaervacion. Ademis la proposicidon anterior cuando da unicidad es para
elevaciones que sean del mismo tipo. En general, habra michas conexiones ge-
neralizadas que sean elevacién de una conexion infinitesimal dada o de una

fere-conexion dada.

El motivo por el que hemos buscado este tipo de resultado es el siguien-
te: existe un resultado anilogo para fibrados principales (cfr. [33), tras la
proposicion 11.6.2.) , enunciado por Kobayashi y Nomizu, que establece que da-
dos un fibrado principal P(M.G) y una aplicacidén f: M* = M , toda conexidén en
P define una conexién en el fibrado inducido £ '(P). Con nuestra notacidn, es-

te resultado puede ser considerado camo un ejemplo de elevacion candnica.
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§ 2.3. CUESTIONES DE EXISTENCIA Y UNICIDAD.

Como hemos visto, es la proposicién 2.4. la que da las condiciones lo-
cales que deben verificar sendas conexiones F y F para que la segunda sea ele-
vacién de la primera. El problema mis natural que se plantes al obtener esa
expresion es el de existencia y unicidad de las elevaciones. Y la respuesta
es, en ambos casos. negativa.

Existencia: dada una conexion generalizada F, localmente se pueden de-
finir muchas F que verifiquen la proposicién 2.4. Sin embargo queda pendien-
te el probar que ciertamente esas F verifiquen la ley del cambio de cartas de
un campo tensorial de tipo (1,1) y sean realmente conexiones generalizadas.
Ademis, y en cualquier caso, la elevacion resulta interesante cuando f veri-
fica alguna buena propiedad. En la seccion § 2.2. acabamos de probar un caso
interesante de existencia (y unicidad) de elevaciones. El capitulo 4 esti de-
dicado por entero a dar ejemplos de elevaciones conocidas, expresados de
acuerdo con la teoria aqui expuesta.

Unicidad: hemos visto camo en ciertas condiciones se puede alcanzar
(ver proposicion 2.%.). Sin embargo, en general no se tiene unicidad e. in-
cluso, veremos cimo dos conexiones distintas (las elevaciones completa y ho-
rizontal al fibrado tangente) son elevacién de una misma conexidn respecto
de un mismo buen cuadrado (ver § 4.1.). Lo interesante no es tanto obtener

la unicidad como el que la elevacidn goce de buenas propiedades.

El punto de vista seguido en este capitulo 2 es el global, buscando
propiedades comunes a todas las elevaciones. Esto nos ha permitido abordar
Ae modo conjunto las cos estructuras mis frecuentes: l2s conexiones infinite-
simales y las pseudoconexiones. Asi. el capitulo 3 se (onsagrara al estudio
de las conexiones infinitesimales, v en el 4 veremos, como aplicacidn. ele-
vacion de pseudoconexiones (seccion § 4.2.) v de conexiones infinitesimales.

Como es logico. al restringirnos a las conexiones infinitesimales ob-
tendremos michas mias propiedades. Ademias. nuestro planteamiento permite es-
rudiarlas autonomamente, sin necesidad de las generalizadas.

Y las oseudoconexiones tienen como ejemplo mds rico de elevacion el de

las elevaciones al fibrado de r-jets. Esta construccion ha sido efectuaca de-
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talladamente en '15) v [10). En la seccién § 4.2. recogeremos algunos de los
resultados alli obtenidos y los vincularemos con la teoria de elevaciones en
buenos cuadrados.



CAPITULO 3. ELEVACION DE CONEXIONES INFINITESIMALES .

Estudiamos en este capitulo la elevacion de conexiones infinitesimales
en un buen cuadrado, considerando que tanto la conexion dada como sus eleva-
ciones son infinitesimales. En 1a proposicion 2.7. del capitulo precedente
ya obtuvimos la expresién local que han de tener las conexiones infinitesima-
les elevadas. Ahora queremos llegar a ese mismo resultado (llegaremos en la
proposicion 3.4.), definiendo la elevacidn de conexiones infinitesimales sin
utilizar el marco global de las conexiones gv.:neralizadas. El proceso serd
hastante mis largo, pero reportarid dos ventajas: la obtencion de una defini-
cion "natural® propia. que no precise del uso de la poca difundida nocién de
conexidn generalizada y conllevard un conocimiento mis profundo de las rela-

ciones aue existen entre la conexién dada v la elevada.

Como dijimos en § 2.3. , al concretar nuestro estudio, reduciéndolo a
las conexiones infinitesimales, obtendremos mayor riaueza de proniedades, en
especial, en lo que se refiere a curvaturas vy torsiones. Finalmente. de modo
andlogo a lo cue ocurre entre conexiones generalizadas e infinitesimales, se
tiene una relacidn entre infinitesimales y no homogéneas: éstas son las infi-
nitesimales en variedades. Por ello podria pensarse una elevacidn particular
para conexiones no homogéneas, y, efectivamente, tal definicién existe y coin-
cide con la restriccién de la que aqui damos, como veremos en el epigrafe
3 3.3.

Quisiera indicar también que algunos de los resultados de este capitulo
y algunos de los ejemplos del préximo han sido vresentados como comunicacién
en el VI International Colloquium on Differential Geometry. {20}.
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S 3.1. PROPIEDADES GENERALES.

1. Definiciones y su equivalencia.

Supongamos dado un buen cuadrado

O e O

—_—
b
—_—

Ol

y sendas conexiones infinitesimales, T en y: A= B y I en s: C - D. Entonces
si K v V son las aplicaciones de conexién y escision definidas por T y Ky V
las definidas por T, tenemos las siguientes sucesiones exactas para T

i

0 ——e VAT TA —X "1 (1B) 0

AN
P
A

vV para T

c
a/ K
0 — VCE==1C —++7 (D) 0
i

La colocacién de los diagramas no es caprichosa; tratamos de obtener
la siguiente definicion de elevacion: T sera elevacion de T si existen mor-
fismos verticales "naturales" que cierren el diagrama haciéndolo conmutativo.

Antes de continuar, hago mencidn de que esta hisqueda la hacemos plan-
teando el problema con la primera definicidn de conexidn infinitesimal que
dimos en § 0.3.1. Veremos en la proposicidon 3.1. cue cualquier otro modo de

definir una conexidn infinitesimal conduce a la misma definicién de elevacidn.

Nescribimos cuidadosamente el camino para llegar a la definicion de ele-
vacion. Fl proceso sera un poco largo, porque lo hacemos todavia sin emplear
coordenadas locales. Seflalamos los tres pasos en aue lo dividimos hasta lle-

gar a la definicién.
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Priser paso: Definicién de 8': vy lasy « ol
Se basa en la propiedad universal del producto fibrado (ver § 0.1.1.).
Consideremos el diagrama

‘TB‘ “ 'IB
’
4
P
/ 1 .
/ RSNy AN
8,/
/
’/
S
I T A

I/

C“D

donde Tys Ta (resp. " %,) son la primera y segunda proveccion al considerar

v 111B)= A = 1B (resp. «"1(IDVe C x D).
Consideramos entonces los morfismos
sy By -1
By Tt Y D
-1
acy ry (1B) - C

Resulta que tﬁ(e,' Ya) = wd ae 11).(Hay igualdad entre los morfismos
indicados con trazo fuerte). En efecto. sabemos que
108y = B (trivial)

Yev, = ome, (por ser el producto fibrado)
Tew o= mw, { analogamente)

B¢y = mea {por ser buen cuadradol



-102-

Entonces se tiene que

= . = . = % B
Yev, vB-Yz-’c-vvl °'a"z-'°"| ' 'Yz

que es 1o que aqueriamos probar.
Y por la propiedad universal del producto fibrado existe entonces

lm

B' : y—l(TB) - %
tal que

-2.30 = ‘.l‘YZ) y 'l.gv 2 l,.yl\.

Segundo paso: Conmutatividad 8'-y' = s'.a

Para probarla consideramos el siguiente diagrama, que amplia el prece-
dente:

Obsérvese que en principio conmutan todos los cuadrados y tridnguios
salvo el sefalado con trazo fuerte, que es precisamente el que nos interesa
estudiar. (Detallaremos la conmutatividad de todo el diagrama después de di-
bujarlo).

c -

A [

B EEa— §1]

1/ 7|

€ o———
) D

El diagrama cue vimos en el paso primero era commtativo. Los teidngu-
los que hemos afiadido también lo son nor la propiedad universal de los pro-
ductos fibrados aplicada a los morfismos » v v'

LU S A = w8t
2

C 1

- v
ﬁ‘ = Yl;Y

<
ol

*
= [
Yy YZ-Y

<
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Y también es conmutativo el cuadrado
ByrYy = G oy
por la propiedad (3) de buen cuadrado (By=ew) y, de modo trivial, el cuadrado

chﬂ‘ = Qo

A
Veamos la conmstatividad deseada v’%.a, = 8'.y'

Oono-“‘(‘l‘b\cC-TD yr vy son las dos proyecciones de C x TD en

C y en TD, bastari probar que

2

J“-Y’)

"-(l‘.o’) ="

'zil‘oc.) = vz"t'-v')

Pues bien. tenemos

' ‘= L) = - = ot
".S .Y -e.vlq = °"A 'C L% lll L%

:2-5'.y' s 8,7,_,.1' = Bae¥, = VG, = '2.1'- a,
como queriamos.

Tercer paso: Comprobacién de que u,(VA)aVVC
Nos basamos en el paso anterior y en cue
VA = ker v, = ker y°'

VC = ker w, = ker =’

como vimos en § 0.1.1.
Entonces se sigue el resultado de modo trivial:

peVA=-ker y'=>peker (B'y') = ker (x' ¢,) => a (p) e ker »*' = VC.

Conclusion:

Con estos tres pasos hemos podido definir todos los morfismos buscados
al comienzo de esta seccidén (los aue cierran las sucesiones exactas definidas
por las conexiones en v y en ). (Obsérvese que para esta construccion no he-
mos empleado ninguna conexién.

Obtenemos el siguiente diagrama:
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[ -
0 wem—1m —2—y ) —— ¢

+HTD) —— 0

1 !

Como hemos visto en el segundo paso, conmuta el cuadrado de la derecha
8'sy' = 3'sa, . También conmuta el cuadrado a,-i = i.a, , por ser 1 e i inclu-
siones. Y también lo hace a.p = 6.a, , por la propiedad (5) de buen cuadrado
(y nuevamente vemos la utilidad de haber mencionado explicitamente esta pro-
piedad).

Las anteriores igualdades han sido establecidas independientemente de
las conexiones que se quisieran comsiderar.

Dadas sendas conexiones , si conmutara

0,V = Vea,
también lo haria

acK = Kea
pues resultaria

a:K = 60047 = pea ¥ = 0oVea, = Keay

Por lo tanto, para que conmute todo el diagrama anterior sélo es preci-
50 que lo haga o,V = V.a,. Esto nos permite dar la siguiente

Definicién 3.1. Sea un buen cuadrado de fibrados

8

—Y—-‘B
° |

___'_.D

) 4 3»

v sean T una conexién infinitesimal en v: A - B de aplicacidn de escision
V: 1A = VA ¥ T una conexidn infinitesimal en n: C = D de aplicacién de esci-

sion V: 1C = VC. Diremos que T es elevacion de T si
o,V = Vea,

También diremos aue T se proyecta en T.
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Para ver las otras posibles definiciones equivalentes recuerdo lo que
dijimos en 3 0.3.1.: Una conexion infinitesimal queda determinada por uno
cualquiera de los cinco morfismos V, F. h, X o H, que recogemos en el siguien-
te diagrama:

A ---4»55

+ HTD) ———— 0

°—T/ ]

donde se dan las siguientes relaciones:

=

(1) Ve = idye (5) h=3I.F
(1) vt = id o1 6) V=41I-F)
(3) K=oV (7) ker K =imH
(1) F=h-V () ker V = im H

Andloga construccién se hace para una conexion T definida en v: A - B.
Asi, para cada uno de los cinco morfismos se podria pensar en una definicidn
de elevacion, dada por la conmutatividad de un cierto diagrama. Pues bien,
la siguiente proposicidon prueba que las cinco posibles definiciones son equi-

valentes.

Proposicién 3.1.: Sea un buen cuadrado

Y

A ———-—eB
ol lB
cC—2—n
v sean © una conexidén infinitesimal en v: A ~ B de elementos V. F, h, K v A

v T una conexion infinitesimal en #: C + D de elementos V. F. h, X v H.

Entonces si conmuta uno de los cinco cuadrados siguientes. conmutan todos:
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1A "'l—'“v.\ TA —-F——b‘l.\
°|1 @ 1°l “-l @ 1“:
1C ———— VC TC 1C
v F
1A _i__. HA TA -E—-OA
“f @ . w| @ b
TC ——?‘-——0 HC 1C X C

vlas) =P L

ﬂ'l @ la’
« (1p) —_—1C

Demostracion.
Vamos a probar la equivalencia, sin usar coordenadas locales, de acuer-

do con el siguiente esquema:
€ ®
NS
VAN
® 6

Si emplearemos las propiedades enunciadas antes de la proposicién y nos
remitiremos a ellas indicando simplemente el mimero, (n), de la propiedad que
apliquemos .

El orden estd escogido de modo que las demostraciones triviales se ha-
gan en primer lugar. Las no triviales son la 4 =5y la =], que las hare-

mos por caza por el diagrama.

©0=0
Utilizamos (6): V = 4(7 - FY = F _ J - 2V
Entonces. como por hipdtesis o, V = Va, , resulta que

aF = apl - 20) = a,eF - 20,V = Jea, -2Vea, - Fea,
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®©=0

Por (5) resulta que

oph =a 3T 4+ F) = do ol - a,eF) = §(Iw, + Fea)) = hea
=0
Por (5) resulta que F = 2h - I , y sustituvendo en (6) obtenemos

V=I-h
Luego

*

n‘.v = u‘dl - R = Iiay = haay = V.o'
=0

Ya lo habiamos probado antes de la defimnicion 3.1. , sin mis que haber
utilizado (3) y la quinta propiedad de buen cuadrado.

®=0

Consideremos el siguiente diagrama:

1A &v"(m)

/-/' .

A

01 o, 8"
C

\ 1c ==t

nt

Debemos probar que u,-i_‘; = He8' , sabiendo que a«K = Kio .
Sea
pe v )

[
Q

Entonces Hip) € TA v, por (7), resulta que K. H(p)
Por tanto,

0 = oKl (p) = Kea ol (p) =D o.H (D) e ker K = im H

Jae o HID) tal que Hior - ag i (p



Veamos que q = 8' (p).
Utilizando (2) vy la conmutatividad s'.a, = 8% 7' (cierta siempre, como

vimos en el paso segundo previo a la definicion de elevacion) , resulta:

q=v"H{(q) = v A (p) =8y H (p) =8"' (p)

Entonces tenemos el resultado deseado, pues para cualquier p e v-l(TB)

a,efl (p) = H (q) = He8' (p)

©=0

Consideremos el diagrama

VA S A v lam)
v H
a.l 0.1 G'l
1 w! 1
vC C = (1ID)
A H

Por hipétesis a,H = He8' . Debemos probar a,.V = V.o, .

Sea p e TA. Entonces p admite las siguientes descomposiciones:

(1:V (py) - (p - 1.V (p))

"

p

p = (p - Hy' (p)) + Rey' (p)

Probemos en primer lugar que

p - 1V (p) = Buy' (p)

En efecto, teniendo en cuenta (1), resulta que
Vip -1V (p)) =¥ip) - VIV (p) = Vip) - Vip) = 0
con lo que, por (8), se tiene

(p-3.Vipleker V:-im#
Asi, existe q e v H1B)  de modo que
filg) = p - 1.V (pi

Veamos entonces que q = Y'ip) . En efecto, por medio de (2) v de la

exactitud y' I = 0 . obtenemos
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g =y (q) = vy'(p - IV (p)) = v'(p) - v'I.V (p) = v'(p)

Entonces,

Hey' (p) = fi(q) = p - 1.V (p)

Usando este resultado, la hipitesis, la propiedad (1) y la exactitud
VeH = 0 probamos ya la igualdad buscada:

\&o' (p) = v.u,-i‘v (p) + V-n,-(p - 1.¢ (p)) =
= Veiea oV (p) « VeagRoy! (p) =
=0,V (p) + VoHas'% Y (p) =

c,.V (P)

Observaciones:

(1) La condicién de que conmute el cuadrado @ es justamente la que
dimos en la definicién 2.1. . restringida a las conexiones infinitesimales.
Asi oue va hemos logrado el objetivo que nos proponiamos en la seccion § 2.2
de comprobar que esta definicidon es, simplemente, la restriccién de la 2.1.
Cuando utilicemos coordenadas locales volveremos a obtener la proposicidn
2.7.

(2) La demostracién de esta proposicién es de caracter puramente alge-
braico, y permite dar cinco defin'iciones diferentes de elevacion de conexio-
nes infinitesimales. El siguiente resultado proporciona una imagen mucho mas

geométrica de la definicidon de elevacion:

Corolario. En las condiciones de la proposicién 3.1. , sean T v T sen-

das conexiones infinitesimales en Yy: A+ By »: C « D, v sean
TA = VA o HA y TC = VC e HC

las descomposiciones originidas por ellas {en el sentido de la segunda defi-
nicion de conexion infinitesimal dada en § 0.3.1.). Entonces T es elevacidn

de I si v sdlo si a, respeta las citadas descomposiciones, esto es.

0, (VA) = vC

‘o

a,(BA) = HC
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Demostracion.
Sabemos que o (VAle \C. por el paso tercero previo a la definicion de
elevacion, y que la descomposicion 1C - VC @ HC estd dada por (ver § 0.3.1.)

p - Vip) - hip)
Probamos el resultado por doble implicacién:

=
Por hipdtesis, a, .V : Via, y .agh  heaa,
Sea p e TA. Entonces,

a,lp) = agdTip) « Ripi) Vea, (p) - hea, (p}

Luego a (VA}= VC v o (HAY= HC . Y como a, es suorayectiva se

tienen las igualdades buscadas.

&
Suponemos que se dan las igualdades a (VA) = VC y o {HA) - HC .
Sea p e TA. Entonces,

a (p) = a,(V(p)) - a (Rip)) , habiendo descompuesto p;

a,{p) = Vla_ip}) - hia lp)) , habiendo descompuesto a (p).

<

Como a,(V(p)) e VC : V(a (pi) e \C
a,(hip)) e HC : hia (p}) e HC

v como TC = \C e HC . resulta aue

oV ip) . Vea, 1p)

c:_.ﬁ (o} . hea, Ip}

Esta sexta definicion es. camo deciamos,de caracter geométrico: - es
clevacion de T si a, lleva espacios verticales en verticales tlo cual siempre

ocurre ! v horizontales en horizontales

Podria pensarse que partiendo de la tercera definicion de conexion in-

finitesimal . que dimos en ¢ 0.3.1. una conexion infinitesimal queda determi-
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nada por una 1-forma provectable cue se provecta sobre la identidad), podria-
mos obtener una séptima definicion de elevacion. Sin embargo no es asi, pues-
to que llegaremos a la conmutatividad del cuadrado @ de la proposicién 3.1.
En efecto:

Lo primero que camprobamos es que la condicion de que h: TC « TC, i-for-
ma proyectable, se proyecte en h' = idﬂ’: TD « TD se reduce a la cormutativi-
dad del cuadrado

h

C ——1C

| ks

D ~—> 1D
h'

(Suponemos que la conexion estid definida en un fibrado vectorial s: C < D).
En efecto, empleando coordenadas locales (como vimos en § 0.3.1.) tenemos:

lx,al,c,az) — (x,a,,c,-w(x,a, )c)

(x.¢) =t (% ,C )

Entonces la definicion natural de elevacion, que seria la conmutativi-
dad del siguiente diagrama, se reduce a la corrutatividad del cuadrado @ :




2. Algmnos resultados.

El primero de estos resultados es el buen comportamiento de la deriva-
da covariante en relacion con la elevacion de conexiones v las secciones pro-
vectables. Asi. establecemos un resultado similar a la proposicion 2.1 ,
siendo en el caso presente la demostracién directa sensiblemente mis sencilla
que en aquél. De hecho, como dijimos en § 0.4.-2., la derivada covariante de
una conexion infinitesimal coircide con la obtenida al considerar la conexion
como conexidén generalizada. Remitiéndonos entonces a § 0.4.2. v a la proposi-
cién 2.1. obtendriamos una demostracion de la que ahora vamos a enunciar.

Sin embargo, fieles a 1la idea de que en este cépit.ulo daremos reultados auto-

contenidos, que no precisen del capitulo 2, probaremos el resultado de modo
directo.

Proposicién 3.2.: Sean un buen cuadrado de fibrados
A _J_._.B

o] le

¢ ——p

”
-
<

r sendas conexiones infinitesimales en y: A« By en r: C - D tales

que T es elevacién de T (respecto del citado buen cuadrado) <ean las siguien-
tes seccinnes:

I, seccion de vy que se provecta sobre I. seccién de »
¥, seccion de gt 1B = B que se provecta sobre X, seccidn de n): TD + D

Entonces 5-)-;5 se proyecta sobre "% . siendo V y ¢ las derivadas co-

\ariantes asociadas a las conexiones infinitesimales T v 7.

Demostracion.
£l siguiente diagrama resume todos los datos:
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Como X se proyecta en X, es 8,:X = X.8
Como I lo hace en I, resulta que ool = I8 , y que a I, = I08, (con

lo que f! se provecta sobre I, en ese buen cuadrado tangente del dado).

Debemos probar que 7<I se proyecta sobre vxx . esto es. que

X
u-liif) = {'VXZJ-B
Pues bien,

0e¥gl = 0oRaD X = Koo oD eX = Kol o8,eX = KeIoXed = (9,2)e8 ,

sin mds que haber aplicado la definicién de derivada covariante y la de ele-

vacién .

qed
El siguiente resultado se establece de modo inmediato:

Proposicion 3.3. fide transitividad de las elevaciones): Sea el siguien-
te diagrama conmutativo:



en el que todos los cuadrados son buenos cuadrados, vy sean ri (i=1,2,3) cone-

xiones infinitesimales en e Ai - Bi . tales que I, es elevacion de rl yt

2 3

lo es de T,. Entonces Tes elevacion de T, .

Nota. Se supone aque las elevaciones se realizan en los correspondientes
buenos cuadrados.

Sean V‘1 las aplicaciones de escisién de las r,- Entonces. por hipdtesis

a -\’2 = vl°°2*

1% v a:”.v3 = \':-u:’
v, como 03 = 8,08, , resulta que
a:‘,‘.aV3 = a”,-o:'.\’3 = °l"v2.°2* = \’l.u“-c:' = \'1003’

por lo que r3 es elevacion de T,
qed

Observacion: Se podria pensar en el siguiente problema. en cierto modo
reciproco del anterior: con el mismo planteamiento. si r,! es elevacién de rl
v !‘3 también es elevacidn de l'x, :sera necesariamente !';‘ elevacion de 1'2? La
respuesta es en general negativa. Vamos a dar rapidamente un ejemplo, sin de-
sarrollar los calculos, que posponemos para la seccion § 4.2.

Consideremos una conexion lineal vV en M v sus elevaciones comoleta vc
v horizontal VH al fibrado tangente. v campleta v' al fibrado de los 2-jets
rtodas ellas en el sentido clasico de Yano e Ishihara. 32]!. Tomemos enton-

ces el diagrama
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TOIM)

que estd en las condiciones de la proposicién 3.3.

VesmucmexiénenwnzmeM

vc y v" son conexiones en ' T « ™

* .
V¥ es una conexion en 11.2”. T(TZM) - TzM

Entonces vc y ol son elevaciones de ¥, con nuestra definicidn, (lo ve-
*
remos en § 4.1.), ¥ 1o es de ? (lo veremos en § 4.2.), entendiéndose en cada
caso el buen cuadrado en el aque trabajamos. Pues bien, respecto del tercer

®
buen cuadrado. ¥ es elevacion de vc y no lo es de vH.

Obsérvese tambien que anilogos proposicién v comentarios podriamos ha-
ber dado en el caso de conexiones generalizadas. Omitimos hacer alli esta cons

truccion por carecer de ejemplos propios suficientemente relevantes.
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3. Expresiones locales.

El resultado fundamental de esta seccion es la expresion local de la
elevacion (proposicion 3.4.). gue sera ignal a la obtenida en la proposicidn
2.7.

Para hallar las expresiones locales de una conexion infinitesimal y
cualquiera de sus elevaciones debemos obtener, en primer lugar, la expresidm
local del diagrama siguiente, que nos permitird hallar la expresion local
de 8°':

Si " es una carta local en D, las cartas inducidas en los demis espa-

cius son éstas:
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S ot

U"- er Gs‘ gt ; Rn‘ er \
*-Rrxﬂslltxlntk --Pl;'nxﬂsl Rnl Ks

y las aplicaciones son entonces las siguientes:

(x,a,.8,5,¢,3,,d,b,)

\.

(x,al,g,bl ,C,d) =¥ (x,g,c,d}

2°

A Y
‘xval 1$sb1"" —{x,g}

L/

4x,al,cj——->(x,c)

|/

(x’a‘)_—-—‘;x

(x,al,c,a,,\

TN
N

Asi, en coordenadas locales tenemos:
VA - ker v = ker v, = {(x.a,.£.5,.0,3,.0,b,1} = R G R x {01 <R" x {03 AR"
VC - ker «' = ker »_ = ((x,al,o,au) = VLR e (01R"

Recuerdo shora. como vimos en la seccién § 0.3.1., que la aplicacion

de conexidon K de una conexion infinitesimal T definida en «: C ~ D tiene como
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expresion local

K(x.al,c,azi S IX,a, "'"‘"1 e

donde w: U™xR" - L(R".R7).
Razonando de modo similar, para una conexién infinitesimal T definida
en v: A+ B se obtiene la componente local, que denotaremos por &

8: U xGSRY —e LiR™R® R7=RY 2 LIRRS.RT) « LIRS :RE)

con lo que podemos escribir 8= lﬂl,nzb. iFfsta construccion es la misma que
hicimos en § 2.2.1.)

Entonces el diagrama

I v

0 v—’n—-—'v (1) —— 0

/A
/N

0 Ve ¢ — » M) —— 0

i !
se expresa localmente por

4x.a],g‘,b1,0,a., - 8, Ob - a »4——— Ix.a .g, 19€- a,,.d b \—,»m a8, b c,d)

.3,, - nlcev
o, a 1 a, g
x.a,: B ;-!'
oA, wiN.d ¢

L
'x.al.x‘,a: . :.'11 o LS
v v
e

a0, «-’x.a] B Ca, ——————— N
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donde 8, denota “i‘x’al'g’bl)(c’d) ,parai =1, 2.

Asi hemos probado la siguiente

Proposicion 3.4.: Con la notacion precedente, T es una elevacion de T
si v s6lo si sus componentes locales f= (ﬂl,nz) y @ estin relacionadas en
las cartas inducidas por

glfx,al,g,bl)‘c,d) = D(X,a‘\c

Obeervaciones.

(1) Hemos obtenido el mismo resultado que en la proposicidn 2.7.

(2) Se puede demostrar también que cualquiera de las otras cinco defi-
niciones de elevacion de conexiones infinitesimales conduce a la misma condi-
cion local. Directamente se obtiene este resultado aplicando la proposicién
3.1. (en su caso, el corolario siguiente) y esta proposicion 3.4.

(3) Los comentarios sobre existencia y-unicidad son los mismos que hi-
cimos en la seccién ¥ 2.3.

4. Curvaturas.

\Vamos a estudiar el comportamiento de las curvaturas, comenzando por
unos lemas de caraicter técnico. Supongamos dado un buen cuadrado
Y

A —————t B

l ls

C —T—Dp

v emplearemos las coordenadas locales en el modo acostumbrado.
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Lema 3.5.: Sea s: E = M un fibrado vectorial y sean X,¥ e T(‘,‘E) campos
que se proyectan sobre X,Y e 'I:)(M) . Entonces [X,Y) se provecta sobre {X,Y].

Desmostracion.
En este caso no hay duda de que al decir que X e ¥ son provectables se
entiende que lo son respecto de

™ ————sM
que es un buen cuadrado por la proposicion 1.1.(ver ejemplo 1.6.)
Por hipétesis, ek = Xew 5 2.0 = Yor

Debemos probar que  r_o{X,7) = [X,Y) o»

Empleando coordenadas locales resulta que
x(xby = xx))

Y(xi) = (xi,Yi(x))

gt 2 - xda® xE(x) , P x,a))

?(xi ,a%)

(xi,au,\'i(x).ﬁa(x,ai)

Como es conocido,

. : 3 . i .
(0] = Zpexin), oevin) o X0 gy L 22 X 0y
Ix axJ ax" 3X ax axX
que podemos expresar camo
. . i . i .
X.Y] (xh) = (200D i) - 2XN) iy
ax ax

Por otra parte obtenemos

KI) = (Lpxton - 2ePixial i - 2 tixan]
X ¢a ZxJ ’a

Operando se tiene:

. . 1 . A .
1)K ,a%) - (xl,a“,i—‘—-‘,x—) Wix) - L;‘_i:.’.yhx) .

X" ax-
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? Y“(x.a) i ? ia(x.a) i, 2 Pix.a) o8 ? Pix.a)
—r= xix) - _“..._v x) - = Bix.a) - —F—Y‘(x.a) )

de donde se sigue trivialmente el resultado buscado.
qed

Para los dos siguientes lemas suponemos que estin definidas sendas co-
nexiones infinitesimales Fen y: A= By Ien v: C+ D. Como puede presentar~
se cierta ambigiiedad al hablar de campos proyectables, especificaremos siempre
€l cuadrado respecto del cual lo son.

Lema 3.6.: Sea [ elevacion de T. Sea X e Té(A) un campo proyectable res-
pecto del buen cuadrado
]
A

TA ————= A

B’ a

L

y sea X su proyeccién. Sean fi y h las proyecciones horizontales de las cone-
xiones infinitesimales ¥ y . Entonces (X) es provectable sobre h(X) respec-
to del buen cuadrado indicado.

Gbservacion. Considerando X e 1(;‘.0 no es proyectable en el fibrado
Yy : A+ B (no es un campo provectable en el sentido de 3 0.1.2.) pues lo se-
ria si v,.X = X'ev para algin campo X' de B. Por eso indicamos con cuidado
el buen cuadrado sobre el que trabajamos.

Demostracion.
Por hipédtesis, a,eX = Xea .
Por la proposicién 2.1., al ser T elevacion de T, resulta que 0*-}-1 = heo

Debemos probar que a*-ﬁoi = heXea . Y esto es trivial sin mis que con-

siderar
TA h TA X A
0* 1 0‘_ ‘ l a
(e
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El tercer lema es todavia mias sencillo:

Lema 3.7.: En las condiciones del lema anterior,

o feh = hehea

Demostracion.
Es trivial: a,cfieh = heaef = hohaa,

qed
Mis aiun. heh - h y heh = h por ser proyecciones.

Finalmente, el siguiente lema cueda establecido suponiendo dada una co-

nexién infinitesimal en un fibrado vectorial arbitrario :

Lema 3.8.: Si T es una conexion infinitesimal en el fibrado vectorial
s: E~MyXTe 'Ié‘E) son campos cualesquiera, entonces R(X.¥) e Té(E\ es
proyectable en el cuadrado

sobre el campo nulo 0 e Té(M).

Demostracion.
Como vimos en ¢ 0.3.4., 1la expresion local de R es

V)

awiix.a ) alwd(x.a
3 1 i

R ={ T . sl w.(x,a H-a—od.xln dxd
J 1 a
ax aa] 331

por lo que R(X.¥) es un campo vectorial cuya expresion local es del tipo

-a-'lufx.a 1]
a 1

dal

provectable, por tanto,sobre el campo nulo de M fver § 0.1.2.).
qged

Obsérvese ar este resultado también era conocido de otro modo (ver § 0.3.4.):
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R--4(hh] =-4vher?

es una 2-fams provectable y vertical.
Llegamos asi al resultado fundamental:

Proposicion 3.9.: Sean un buen cuadrado (a)

A—T—aB

.

¢ —2—=p
dos conexiones infinitesimales, T en y: A= By T env: C+ D, tales que I es
elevacion de T respecto del cuadrado (a) y sean X,¥ e ‘I‘l)(A) campos oroyecta-
bles sobre X.Y e Ié(C) respecto del buen cuadrado (b)

A

A ——2 A,

a, la (b)
c

C————C

Entonces. si R y R son las curvaturas de T v I', conmuta el siguiente

diagrama:

R(X.Y)[

C————tap

v, en particular. R(X.¥) se provecta sobre R(X.Y) respecto del cuadrado th?.

(Se entiende gue 0 indica la seccidén nula’.
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Demostracion.
(i) Las bases conmutan porque son el buen cuadrado (a) v su tangente.

(ii) La cara lateral derecha lo hace trivialmente.
(iii) Las caras delantera y trasera conmutan por el lema 3.8,

(iv) la cara lateral izquierda precisa una demostracion mis detallada:
Por hipdtesis sabemos que

o.-i = Xea c‘-Y = Yea u*‘- = hea,
y debemos probar que
a s R(X,T) = R(X.Y)eu
La expresion de la curvatura (ver § 0.3.4.) es
ROX,Y) = ~[h(X),h(Y}] - h2[X,¥] + h{h(X),Y] -« h{X.h(Y))
Entonces. aplicando los lemas 3.5.,3.6.v 1.7.. obtenemos el reultado:

0@ RET) = R AMD] - aphP(X,2] - ag RIRR,T] + a AILAD) «

- (h(X) 8T Jea - h2ea [K,F] - hea JR(R).T7 - hea [K,6(T)]

[
H

= [%(X),h(Y)Jea - h% [X.¥]ea = h [h(X),Y1ea ~ h [X.h(Y)] =

=R(X,Y)ea
qed

Observaciones.

(1) £1 caso en el que las conexiones infinitesimales sean lineales se-
ra tratado en la proposicion 3.12.. donde estudiaremos la curvatura clasica.

t21 El lema 3.35. ha sido demostrado de modo directo. usando las exore-
siones locales. Se nuede nrobar también de un modo muyv sencillo utilizando

este otro resultado auxiliar:

Lema 3.10.: Sea =: £ - M un fibrado vectorial. Entonces X e T\’\IEI €s

provectable sobre un campo X e I\:N\ . resnecto del buen cuadrado
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"E

TE ~——E
.,i l
]
m_—M_.M

si y sdlo si X(f") = (Xf)v, para toda funcion f e ‘l’g(M), siendo t‘v = fen.

Demostracion del lema 3.10.
Empleando coordnadas locales es trivial:

Rifen) =(2r X¥(x) « - Pix,a)) fer) = (2 XE(x)lew = (XFlow .
;{ 30' axl

Nueva demostracion del lema 3.5.
Por hipétesis, I‘.x = Xew H !‘OY =z You

Aplicamos el lema 3.10. y resulta

(R.I1EY) = (RIV(F o) = RP(Ex)) - TXE.0)) = KU(YE)ow) = FOOXE)ow) =

X(Y(E))ew - Y(X(E))ew = ([X.Y1F)ew = (IX,¥]E)Y .
qed

Vamos a estudiar una Wltima propiedad de la curvatura antes de pasar a
las conexiones lineales:

Sea r: E + M un fibrado vectorial v sean X,Y e 'Ié(E) campo proyvectables
sobre X',Y' e I;(M) en el buen cuadrado del lema 3.10. Vimos en § 0.3.4. aue
la expresion de la curvatura R de una conexion infinitesimal T definida en

w: £ +« M se simplifica, en el sentido de que

R(%,T) = <[h(X),h(D)] « h[K,T)

Supongamos entonces que tenemos un buen cuadrado de fibrados

Y

A———=B

v sendas conexiones infinitesimales T en y: A« By Fen n: C - D, tales aue
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T es elevacion de T y sean X,¥ e 'I(l)(.ﬂ campos proyvectables en los dos senti-

dos posibles, esto es, respecto de los buenos cuadrados (c) y (b):

. v
TA-....-.TL.----.A T -_--..TA_--__'.
X.¢ X.r
{c) T, Y o, a (b)
" '(
o= ==-——=—"23238 b\ ey m—————— o
xﬁ, * X,Y

Entonces resulta por la proposicion 3.9. que
a R(X,T) = R(X,Y)eo
y por la observacion que acabamos de hacer, que

(X, - [ .8 ) . RIX,ED
Luego, R(X.Y)eo = —o [RiX) ,R(T)] + o RIX,T) =0 -[hix) h(Y)] + niX,Y]Ieo

iSignifica esto que X e Y son provectables en el buen cuadrado (d)?

T

1€ ————————> T

XY L X'y fd)

C
C

3
'
)
]
i

Efectivamente, v la demostracion viene dada en el siguiente

Lema 3.11.: Sea un buen cuadrado de fibrados

. < 1 !
v sean X e TQH). X'e TO(B) . Xe ’IO(C\ tales que

vaoX = X'oy c;‘-i = Xea

FEntonces existe X' e Il\lDi de modo que
AN
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8,'?' =X%8 Yy wgeX = X'ex

Demostracién.
Considérese el diagrama

Entonces localmente resulta:

X(xi.a°) = (xi.au ,Xi(x,a),x“fx,al)

Tl L) - (ri.g).)-(‘ifx.g),ﬁ')(x.g:l)

Tt ) - (xR (x.a.g,b), P (x,a,g,b),% (x,a,g,b)

¥(x.a,g,b))

Ahora bien:
(x,a,g,b) = ' Mix,g)

Como 1§0X= i'.7${ N N
£ (x.a,g,b) = X" (x,g)

xi(x,a,g,b) = Xi(x,a)
y como a,+X = Xea =
‘f’(x.a.g,h\ = X*(x.a)

Luego £ sélo depende de X, Mues a v g representan coordenadas trans-
versales (como vimos en § 1.1.) y podemos definir el campo

X'(x) = (xi.ii(x)'l

aue cbviamente verifica todo lo pedido.
qed



Para finalizar esta seccion nos vamos a ocupar de estudiar la curvatu-

ra cldsica de las conexiones lineales, obteniendo el resultado esperado:

Proposicion 3.12.: Sean un buen cuadrado (a)

Y

A ——=8B

7 e

C —2—"p

dos conexiones infinitesimales lineales, T en y: A« By T en v: C - D, ta-
les que T es elevacion de T respecto de (a) y sean X,¥ e 'I:)(B) campos proyec-
tables sobre X,Y e ‘lé(D) respecto del buen cuadrado (e)

he]
™

y I una seccion de y: A - B proyectable sohre una seccion I de »: C = D res-
pecto del buen cuadrado (a).

)

—_————

(e)

g @

——

D

Entonces, si ﬁc Y R, son las curvaturas clisicas de Ty r, resulta que
F—tc()-(,Y)- I se proyecta sobre RC(X.\')- I en el buen cuadrado (a).

Demostracién.

Recuerdo que RC(X,Y)-I =[vx,vY].t - v[‘(,\'].x
Por hipotesis sabemos aque

8K = Xes ; 8, ¥ = Yoo H ael = Ic8B

Por la proposicion 2.2. resulta oue

oL} - {U.I1eE

aut TSI} = (v Thes H a-(E\ y

X
v por el lema 3.3. se tiene

8, 1%,¥] = [X,Y]es
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Entonces, aplicando esos resultados cbtenemos:

o-(ic(X,Y]E) = °‘€x”—’yf‘ - Fyfﬁxf) - VIX;Y]E) =

= (vx(vyz))-s - (vY(vxz))- 8 - (v[x,vlt)" = (Rc(x,Y)t)'a

qed

Obeervacion. En la proposicién 0.3. establecimos la relacidn entre Ry
Rc, y en la 3.9. vimos el caomportamiento de R respecto de las elevaciones. Po-
driamos haber usado esos resultados para probar la proposicién 2.11., pero te-
nemos dos motivos para haber escogido esta otra demostracion: ésta es mis sim-
ple que la otra v, ademis. puede hacerse conociendo s6lo la teoria de conexio-

nes infinitesimales lineales.
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§ 3.2. CONEXIONES EN VARIEDADES.

Consideraremos definido un fibrado localmente trivial »: E < M, que fi-
jamos a lo largo de toda la seccion. E1 primer resultado cue vamos a probar
sirve para definir, de un modo ecuivalente al empleado en la definicion 2.1.,
la elevacion de una conexion infinitesimal T en M a una conexion infinitesi-
mal T en E. (Recuerdo que las conexiones infinitesimales en variedades son
las conexiones infinitesimales en sus fibrados tangentes, vy coinciden con las
llamadas conexiones no hamogéneas ).

Proposicién 3.13.: Sean T una conexién no homogénea en E y T una cone-
xién no homogénea en M. Entonces T es elevacion de T respecto del buen cuadra-

do (%)
'.l Jw (®

si y sdlo si el siguiente diagrama es commutativo

TTE F TTE
'ﬂl l’H (&)
™™ ———TTM
'F

donde F y F son las 1-formas vectoriales definidas vor [ v T.

Demostracién.
(%) es un buen cuadrado por la provosicion 1.1.

ta expresion local del diagrama !##) es la siguiente:

U R xR =R 2RXRT xR AR 3 17 xR xR™ xRT =R =R xR <R"

|

URRR! U R R R
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(x,al,cl,az,cz,as,cs,a4)~ ‘x’al <y ,az,cz,-cs-ml,ay—a‘-‘.’nz)

""°1'°2"°3’2°1)

(x.c:l ,€ ,c3) —— (x,cl ,cz.—rs—:’u(x,c‘)cz)

2
donde e, = ai(x,cl,a‘,az)(cz,as)

Entonces la cormutatividad de (#*) se expresa localmente por la misma
condicién que 1a de que T sea elevacién de T en (%), sin mis que considerar
las proposiciones 2.7 6 3.4. y la correlacién entre los simbolos del caso
general (izquierda) y los del presente (derecha):

X ceceeX € .eeeecy
3).....0) 8,0y
'3 ceeeedy d .....a3
bl’.""aZ bz.....a‘

qed

Obsérvese que en este caso podriamos tomar como definicion de elevacidn
la conmutatividad de (#%) y proseguir el estudio omitiendo todo lo conocido
del comportamiento de conexiones infinitesimales y generalizadas.

Los siguientes lemas preparan el terreno para la demostracion de la
proposicién 3.17., que es la que establece el buen comportamiento de las tor-
siones respecto de la elevacién de conexiones. (Estudiamos las torsjiones en
s 0.3.4.).

Lema 3.14.: Si v: £ + M es un fibrado localmente trivial y SE' SM son

los automorfismos de Kobavashi en E y en M, conmrta el diagrama

s
T1E —E—T1E

N

TM e TT™M

_il)
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Demostracion.
Usando coordenadas locales resulta

( {
lx.a‘,c‘ ’32’c2"a3'c3'34) — (x,a, ,cz.a:;,cl .az,c3,a4\

(x,c‘,cz,c )—————-lx,cz,cl,cS)

3

Observacion. De hecho. para aque este lema sea cierto basta con aue

2: E + M sea una aplicacion diferenciable (cfr. [32]).

Lema 3.15.: Sea v: E » M un fibrado localmente trivial v sean 1y J las
estructuras casi-tangentes canonicas en E y en M. Entonces conruta el diagra-

TIE —-J—»TTE

-.,.[ J l-,,

™ ——— T

Demostracion.
En coordenadas locales es:
(:r..a1 +€1934,C,:2

cs,ai) —_— (x,al,c ,az,o.o,cs,al\

KN 1

(x,cl,c,,.c.x)————b (x,cl,O,CQ)

Lema 3.16.
(a) Sea x: E = M un fibrado localmente trivial v sean F: TTE - TTE y
F: TTM - T , X: TE =« TTE v X: ™ + TTM tales que conmuten los diagramas

1TE “—t— TIE e 1€
'Hl 1‘*{ Tax l l"}
F X
™ «~——TT™ ™ *-—————T™

Entonces 7 oF(X) = FiXtem,
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(b) Si ademids se definen G: TTE - T1E, G: TIM = TIM, ¥: TE - TIE e
Y: ™M+« TIM de modo que

:H-C=G.l“ y l"'Y-:Ycl‘

entonces
1.0 F.6] (X,9) - [F,G] (X,Y)eru,
Demostracion.

La parte (a) es trivial, porque F(X) = FoX
Y la parte (b) también es immediata, desarrollando el corchete de Frﬁl'&
cher-\ijenhuis y aplicando la parte (a) v el lema 3.5.:

W F QUKD = de ((FXVLED)-[F(D, 5. FGIX,T)- GF[Y,X)-FIX,E(T)-
+FL1,8(%))-8(X,F(T)). G 1, F D)=

= F,GIX,Y) o w,

qed

Proposicion 3.17.: Sea »: E ~ M un fibrado localmente trivial y sean T
y T conexiones no homogéneas en E y en M tales que T es elevacion de T'. Sean
T, Tc (en el caso de que la conexion sea lineal), t y T (resp. 7, T1,tyD
la tcrsion, la torsidn clasica. la torsidn débil y la torsidn fuerte de T

(resp. de T). Entonces conmutan los cuatro diagramas siguientes:

T RX9D

M ———T———— 1 1E E
(1) v“l lr, -{1 1: (2)
T (X,Y)
™ z ™ ™ —S——
me —XH g TIE 1 1€

£(X,Y)

donde en (2): X,FeTy(E) ; X.Ye 15(m v se verifica que
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ui-i = Xew I’OY = Yeu

mientras que en (3): X,¥ e 13(1[) ;s X,Ye Ié(’m) y se verifica
wH-).( = Xewy 3 1“07 = Yer

Demostracian.
(1) Basta aplicar la definicién de 7, 1la de elevacion y el lema 3.14.:

L4 =t'-§(R-RoSE) = 5(-‘.R--..Kesc) = &(K"“—K.'H‘SE) = %(Kcl"—xo%‘nt
=7o'“

{2) Por la definicidn, 1a proposicion 3.2. v el lema 3.5. resulta

:..Tcli,?) =1;(5X?-57X-[g,7}) = TC(X,Y\. ]

(3) Por los lemas 1.15. y 3.16. se obtiene directamente, al ser
t =1 1J.h)

i4) Su demostracion exige desarrollar las expresiones de Ty T, v no
ofrece ninguna dificultad.

qed

Ligados al concepto de torsion estdn los siguientes tcfr. [50]):
Se llama conexion conjugada ; de una dada T a la que tiene como aplica-
cion de conexion
i-( = KeS
Se dice que ura conexidn T es simétrica si T = ; , 0 de modo equivalen-
te. si 7 = Q.

Dada una conexion T se !lama conexion simétrica asociada a T a

r

Hr - T)

Resulta que
K:=3(K-XS) v =20

Es inmediato gue si I es una conexiom lineal. su conjugada T tiene sim-
) Jug

)



bolos locales

Proposicion 3.18.: Sea v: E « M un fibrado localmente trivial y sean f
y T conexiones no homogéreas en E v en M tales que T es elevacion de . En-
tonces :

(a) T es elevacion de T.

(b) T es elevacion de T.

(c) Si T es simétrica, entonces T también lo es.

Demostracion.

(a) I‘-i - l.-KlSE = K"H'St = K'SH‘I" =z Kd“ .
(b) "-i =} 'l;(R + K'SE) = 4 (Rew, » K-"*"'SE) = 4 (Kewy, + KeSpes )=

= Ker

-~
(2]
-
mn
-
»
"

K , entcnces

i
]
on
"

K -o...K.sE = 2 eR =K., = X - K=K

En todos los apartados hemos utilizado el lema 3.14.
aed

Obsérvese gue en (c) no decimos que todas las elevaciones de una conexién
simétrica sean simétricas. Asi, en [52], se prueba cue siendo ¢ simétrica (V
una conexion lineal en M), su elevacidn horizontal al fibrado tangente, VH. es

simétrica si y sélo si la curvatura de v es nula.



CAPITULO 4. APLICACIONES.

Nos planteamos en este capitulo dos propdsitos: por una oarte mostrar
que nuchas elevaciones de conexiones y pseudoconexiones dadas en la litera-
tura son casos particulares de la teoria que hemos desarrollado. Esto nos
permite ver, en un dnico esquema, situaciones dispares. El otro interés es
obtener propiedades nuevas de las elevaciones conocidas. Asi se comprenderin
mejor la definicidén de tales elevaciones y el papel, hasta ahora ignorado,
que jugaban los huenos cuadrados.

§ 4.1. ELEVACIONES AL FIBRADO TANGENTE.

1. Buenos cuadrados relacionados con el fibrado tangente.

Vamos a trabajar con objetos definidos en »,: ™ = My en n T™ - ™.

' ™
huscando definiciones de elevaciones de conexiones y pseudoconexiones del pri-
mer al segundo fibrado. Para desarrollar esta teoria consideramos los dos bue-
nos cuadrados que obtuvimos en el ejemolo 1.1.:

]

]
™ LB TT™ % 1y
(%) l‘ﬁM)_,_t . L v ] l ., l " | #)
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cuyas expresiones locales son:

(x.cl,cz,c:;)—-o(x,cl) (x,cl,cz,c3)—- (x,cl)
(%) l l y l l (##)
(x.c,V ~—————wx (x,c3)——-—o x

Considerando cualquiera de esos dos buenos cuadrados tenemos:

o: VIM « M : p(x.cl,(\,cz) = (x,cz\

5: VITM« TIM S«x,cl,c:,cs,o,o,c4,c5) = (x,e ¢ ,0,)

Obsérvese que. con respecto a 1o gue ocurria en la teoria general (ex-
puesta en los capitulos 2 y 3) aparecen intercambiadas las coordenadas segun-
da y tercera en la expresion de v = L2E Obtenemos asi las siguientes expresio

nes para las conexiones generalizadas en el fibrado Ty TIM + ™ (que son in-
dependientes del buen cuadrado escogido):

(1) Conexidon generalizada:

S .

3 jen o T§e20 T§edn)

g gim g gin
PR don T§edn edn| o1 oo
£2 |- g gien i.znj® 1T

i T Biam By

si*3n Si+3n zi-dn zi+3n

i n o0 BT

j jen  j-2n Cje3n

(2) Conexién generalizada fibrada:

» » o o

* » 0 I
F-

* * #* ®

® % 2 ®

donde las * indican los correspondiente términos de la expresion (1).



(3) Fere—conexion:

(3) Conexidén infinitesimal

-
"

.

6t
J

o

i
=2
I

i
-"
*fori

J-n
263"
j+n

"
-2}
22;

o

G
J
si G = ion
g
3
<84, 8,y + 8

J-n
i-n

3-n

(6) La condicidn para que F sea elevacion en el buen cuadrado (#) de

©5 que s€a

o
J-n

Bl-n

i-n

—
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En efecto, para comprobarlo hay que proceder como en la demostracion de
la provosicién 2.4., obteniendo la expresion matricial de a, = ('M)* , que es

i

o o 0 ) 0 ) 0 0
( ) 0 a; 0 0 0 0 )
e ) 1) 0 0 ag ) 0 0

0 0 0 0 ) 0 o; 0

y hallando Fea, = o oF . Nos da 1la condicién buscada.

(7) La condicién para que F sea elevacion en el buen cuadrado (**) de F
(F tiene la expresion local dada en (6)) es que sea

d o o o
J Jn
» » s o»
F-
- » I »
i.n i-n
'j \] 0 Bjtn

En efecto, basta tener en cuent.a cue en este casoa = § , con lo aque la

expresion matricial de a, es

f s;.' 0 0 0 0 0 0 0

) 0 0 0 s; 0 0 0 0
a7 P T 0 0 0 0 a; 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ot

Asi, la igualdad Feo, = a,eF nos lleva a la condicién descrita.
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2. Elevaciones completa y horizontal de conexiones lineales.

Comenzamos estudiando la cliasica elevacion completa de una conexién li-
neal sobre una variedad a su fibrado tangente (cfr. por ejemplo { 52]). Denota-
mos por ¥ una tal conexion lineal v por VC su elevacion completa. (Obtenemos,
entonces, el siguiente resultado:

Proposicion 4.1.: Sea ¥ una conexion lineal en una variedad M y sea v¢
su elevacion (ompleta a ™. Entonces Vc es elevacion de ¥ respecto del buen
cuadrado (#)

A d
M —D s v

(% (*)

we "M
TM et M
"™
Gbaervacién. Vamos a dar dos demostraciones: la primera ahora, siguien-
do los resultados del capitulo 3 ‘es decir, considerando cue ¢ v vc son cone-
xiones infinitesimales); la segunda en la seccion § 4.1.3.. considerindolas

como conexiones generalizadas.

Primera demostracion de la proposician 4.1.
Vamos a desarrollarla por completo para que se vean las técnicas que se
utilizan. Fn otras demostraciones similares omitiremos las partes mis pesadas

de los calculos.

los simbolos de vC son ([352}):

i i

A - i N Fi - . T Y - T P
&3 7 Ts 5 N gen = © P Tken g f * Tken gon * €
si-n 4 .C . osien i . ogiem ol . Fi-n .

g MG ke "G Teen i T Tkengen 70

Vamos a hallar la aplicacidn de conexién K de Vc a partir de los simbo-
bolos dados.
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Como
C ? ? .1 9 _zi+n
V' oy = oe® + —tl
ok axt K ac, kj

WG AL i L 2 piC
Tk oxd ax LA it kj
X 1

A A —°{ 0 .2 -r;
K ac x ac 3
ax 1 1

G ..o .2l

? x act K
ec 1
1

v _'3 - _'.i.- 0 . _'{- 0

:clf ey ax ac,

Sean X,Y e ‘I;(‘m). Localmente se expresaran por:

X = .i’: Xt . ._'; D SRS X(x,e ) = (x‘,c},x‘,x‘*")
X ac
1

Y = _3_{ Y. -1{ Yy e Yix,c,) = (xl,c:,Y‘,Yhn)
X 3c

1
Entonces resulta:

vi\' = Kcy‘.x =

Ls s s A S S A L Lyien i«
. R‘xl.ct,Yl.‘lvnyxl’xlvn.ig Y. i XJ'n’nY - xd g Y
ax” ac axvy ac‘}

S, 2 1d den JFoien i Lde
CXER S W O S 4 22,

con notacion mas cémoda en la Gltima expresion.
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Por otra parte resulta:

_ C itj a.j¢n _
V%-v(a.xjt’a.xk~n)(—-3‘l~—¥ ) =
ix
aIx ic

Como X e Y son campos cualesquiera, resulta que

1

L]
J J J
- ax? axd 2 ek e e ax
. J . . j+n
oy oG 2 gen 2ondgen gnG 2 e 2t
K ax? ax? ac ac acd ac
3Cl 1 Icl 1 1 1

i 3. i i C
el Xy T - Xy (g
‘Xi Ci Xk 3!1 [\] ) -

Wy —'I »
X

i . .
(x ,c:, ) , XX ydm rij )«

P i+n
(xl,c;, o N 21.1‘-. ) -

ax
orel, o XKyd gl oy
1 k
an Yt
(xl,ci, xk n .—It » [\] ) +
3c
1

(xl,c:, 0 y 0 } .

. 1+Nn
(xl,c:, \ , xkon Y ) =

acy

i gyl o kv gen ot

(x -€)s Y rkj.x —x - X - -
ax ac,
. . . . . i+n i+n
J i ,C j+n i -n 3 i Y -n aY
ka (rkj) ,xk\ ijoxk Y rkj»xk-:r¢)3‘ -:;r)
e
Ced dph Moei g od € ok o b gk yden _ ken o i-n
= (x ’cl’rkj X Y.z .(rkj) XUy . rkj(x Y - X Y - 277



R (x,cl ,cz,cs,c4,c5,c6,c7) =

i i i i
= (x +€1sCq + rkj c

i i i
= (x €1iCe * rkj ¢

o

-1423-

\"/
o [ 4
™
(0 s (n) 5 (n) uu
A .
A
0 VIM X 7™
i !

se expresa localmente como:

ol ——o0



Ae,..u.-.xw - A:,..v;.m...:
W

N ,, ‘ A ! '
/ J

.8 My

\ ¢
.m... -.... ¢ ~... ¥y x)
:._.-

Anc..vc.m.v.v.u.v..u.m... _.-.xv — .Mu v.v :__

au.pz_.

S144~

A
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C

con lo que,por lo visto en el capitulo 3, es ciertamente vV una elevixion de ¢

respecto del buen cuadrado (¥).
qed

Pasemos a la elevacion horizontal de conexiones lineales (cfr. por ejem-
plo {52]). Obtenemos un resultado miy parecido:
Proposicion 4.2.: Sea V una conexidn lineal en una variedad M y sea o
su elevacion horizontal a ™. Entonces v" es elevacion de v respecto del buen
cuadrado (%)

.
rm——m—o'm

(!M),l l ™ (#)
M

™ ———M

Demostracion.
Seguimos las técnicas de la nroposicién anterior, aunque abreviamos mu-
cho la exposicién.

Los simbolos de VH, {52], son los mismos que los de vC salvo
i
. a T . .
zien _ kj _ gl L
Mg = ot Rukj'c1

donde R es el tensor de curvatura de la conexién dada V.

Entonces resulta que

le,c‘,cz,c3,c4,c5,c6,c7) =

i k.4 i ok PTG i kg ik g
= (xT,el.c o rkj €4 €30C7 * rkj €5 (—”-‘T - Ry ) N rkj 4 c3)

de donde se obtienen directamente las igualdades

uM)H.V = \'.(uM\H v ”M"*’K = K.uM\,ﬂ

que prueban el resultado.
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Obeervacion. Si la conexion dada v tiene curvatura R no nula es vC # v“.
Asi que existen elevaciones distintas respecto de un mismo buen cuadrado. Este
resultado demuestra lo que camentamos sobre la unicidad en la seccion § 2.3.

3. Otro punto de vista: las conexiones generalizadas.

Hemos realizado con todo detalle la demostracion de la proposicion 4,1.
para que se vea cGmo se aplica en un caso particular la teoria general que he-
mos construido. Esa demostracion se basaba en los resultados obtenidos en el
capitulo 3. al considerar v como una conexidn infinitesimal en el fibrado vec-
torial v,: T < M. Veamos ahora camo se aborda el problema al considerar v co-

M
mo conexion generalizada:

Segunda demostracion de la proposicidn 4.1.
Hallemos la expresion de vc como conexion generalizada, esto es., consi-
deremos v o T} (TTM).

Teniendo en cuenta que
K(x,cl,cz,cs.crcs,cb,cy) =
i

i i i i i
=(x 2€12Cg + nl‘x,cl,cz,cs)(c4,cs),c7 - nz(x,cl,c:,cs\(cl‘,csi) =

i3 1 i k i k
=(x +€sCq + B (x,cl,cz,cs)c - nl:k(x,cl,c,.,,c:;)cs.

11k 4
i i k i k
s v nnk(x,cl,cz,c3)c_4 - nzm‘(x,cl.cz,cs)cs)

resultan las siguientes igualdades:



-147-

i )
8y (Xe€yacpicy) = Ty

i
nlzk(x,cl,c..,,cs) =0

i
: s .. . :
i _ ki J .t i 3
nzlklx,c‘,cz,c3) = . €3 € ¢+ rkj 3
i IS S |
nzzk(x,c‘,cz,cs) = rkj <2
Asi vc tiene la expresion local
i
‘k 0 0 0
0 § O 0
o - sord o3 o -t o e T
kj 2 k 1 )
[] l'i
kj i ¢ i k] i J i
-2(-——'_--1 €y ¢ - rki c3) -21'}”. < 0 -ck
X 3x d . Y,
Y ccmo Vv tiene la expresion local
i
ﬁk 0 .
v = . . e T,(M™)
3 S R Iy !
kj 2 k

C

resulta por la propiedad (6) de § 4.1.1. que Vv  es elevacion de V.

qed

Observacion. Adviértase que al ser 1wM\*(x,c1,cz,c3\ = (x,cz\, las coor-

denadas de ? vienen en funcién de x y Cye-

Del mismo modo se razona con la elevacidn horizontal v se puede obtener
una nueva demostracion de la proposicién 4.2.

Esta consideracion de V y vC como conexiones generalizadas no sirve so-
lamente para dar la segunda demostracion de la proposicion 4.1. En efecto. aca
bamos de ver que V e I:IIM) v VC e I:(T’IM) considerados como conexiones gene-

ralizadas. Y si nos fijamos s6lo en su aspecto tensorial, ;no estaran tambien
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asi relacionadas ¢ y v*2

Dada una variedad diferenciable N, es conocida la teoria de elevaciones
de campos tensoriales a su fibrado tangente TN (cfr. por eiemplo [52]). En
particular si N = ™y F e ‘l:('ﬂﬂ se expresa localmente por

i e
F = J ja-h
Fi:m Fi..n
J Jon

se definen las elevaciones siguientes, cuyvas expresiones locales en las cartas
inducidas son:

(a) Elevacién vertical:

[ I\ [ 0 \
F ) 1 0
v j i-n
F' =
0 o 0 o
Fien 0 i 0
i isn

i

Fr ) F 0
i j-n
(e ST SR A
c i i j-n iwn
- ) .
g o P 0
i j-n
(Fi-mC fpin (pienC 1en
i 3 j-n jon |

(c) Elevacidén horizontal respecto de una conexion ¥ lineal definida en
™ y de simbolos

=i+-an

B0 keyn con a.8,.vy e {0,1}
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i i
F 0 F. V]
b j-n
=i «an i =k+8n i =i k+an i <k+8n i
" “Tkean Fl: * Frn Ty Fi “Tkan Fien " Freon Tjon Fien
i+n i+n
Fj [\] Fjon 0
_zi-n ~an i+n Zk-+8n Fim _F:’.on k+an i+n k+Bn i-n
| “keon ' j T Tketn ' i k-an ' jen * k-8n ' j-n jen
) iean _ ziean k] ivan k]
d fkcvn - rj k+yn b I fjm k+yn c3

En los tres casos se tiene que Fv,l“c,l-‘H e ‘I:l‘!’!‘i)

Entonces el siguiente resultado estahblece una simolificacién conceptual
muy grande, pues reduce la elevacion de conexiones a elevacidn de campos ten-
soriales de tipo (1.1):

Proposicion 4.3.: Sea V e T:('IM) una conexion lineal en M y sean VC,VH e
e I:( TTM) sus elevaciones completa y horizontal al fibrado tangente. Entonces
se verifica:

(1) ve es, salvo permitacion de las variables ¢, y c,, la elevacion com-

1
pleta de ¢ como camno tensorial de tipo (1.1).

(2) VH es, salvo permutacion de las variables €y ¥ <y la elevacion ho-
rizontal de ¢ como campo tensorial de tipo (1,1) respecto de la conexién li-

neal VH definida en ™, si se supone gue V no tiene torsion.

Observacion. La permutacion de las variables c, yc,es el automorf:ismo
de Kobayashi en TTM (ver § 0.1.1.)

Demostracion.
(1) Pecuerdo que la expresion matricial de ¢ es

i
[ [\

v = k
ot "
"rkj G ék
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. c .
Es sabido que f = ( si f es constante y que

(f(x,c HC = '_f < - Lg et
1 12 13
ax ac
1
Entonces,

S arrt e arrdl o4y atl. .
(arpoedy Lokt AL & - 2(—pl e} o
J ax - ax ax -

i i

pues rkj = rkj(x) .

Asi resulta que Vc elevada como campo tensorial es

{ i 1
Gk [\ [\} [\
i,C i
vc ) (Gk) Gk [\] [\ i
i i i
-2!‘k S 0 -8, 0o
_apd 3,C  _apl d ,_,3,C i
\( 'rkj cll -rkj 3 ék) -ék
i
ek e 0 0
i
) [\ Gk 0 \}
TS| el
) ’rkJ 3t Q ek o
i
Mej 0 34 i3 i
_n J . _a 3 -
{ 2( o €, rkJ cs\ -rkj 9 [\ 6“}

3

que es la expresion que obtuvimos en la segunda demostracion de la proposicion

4.1., salvo la permutacién de € ¥ €,

(2) Esta parte es de cilculo mids lento. Comenzamos hallando las cuatro

X . H
expresiones largas que anarecen en la matriz de v :
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=i +~an i sk+8n
T kean F;‘ * Flaon l.j
i 2 =i L i t ken =i t ken
"rtkcz}l;;-rbnkcjrl;'zkmczrg "unk.ncsr‘; v
« Ft Fk cl . Fi f“ (3 Fl =k-.n 2 i =k+n (3

ki 2 e Ten 53 Fean Tty <2 ° Fuen Teen jS3

i Lk i k ¢
=-r"‘czcj-o-0-o.(ckr‘jcz)-09040-

Razonando del mismo modo, obt.enemos:

_fi Flf’cn . Fi flfoan -0
ke<n jen ke8n " jen
i
< : ar .
=i+n +an +n  =keBn l,j i {2 i t
-Tan F‘; . Flluan rJ. = =2( > - Rpl.j) €, €y - :r'_j <3
_Fi'n wan Fion Fkoan =0

k«an  jen k+Bn " jen

Entonces v" elevada como campo tensorial tiene la siguiente expresion
matricial:

e; 0 0 o)
i
0 & 0 0
VH = J
--..rgk <, 0 -s; o
-"((—aﬁ T X c* !‘i C"} -2!'i ck 0o -6i
P pri’ "1 727 ej 3 k1 R
\

N < - H .2
que coincide con la expresion de V elevada como conexion salvo en la vermuta-

c s . 3. L . ..
cién de €, ¥ €, ¥ en que aqui aparece r”. <5 mientras que, como conexién.

resulta f?j" c,t.‘ . Pero camo por hipdtesis ? no tieme torsion, es
i i
.= I
rl.J Jr



4. Elevacion de pseudoconexiones lineales.

Vamos a estudiar ahora la elevacion de las pseudoconexiones lineales al
fibrado tangente. Dichas elevaciones, vertical y completa, fueron introducidas
por Falcitelli, lanus y Pastore, {26}, del siguiente modo:

Dada una pseudoconexién lineal ¥ en M de campo fundamental G e T)(M),
existen )

una unica pseudoconexion lineal 7', 1lamada elevacién vertical, aue tie-
ne como campo fundamental C-v e 'I:(‘IY.) v que verifica

v;c YC = (vx\')v , para cualesquiera X.Y e ‘I;(M)
una Unica pseudoconexién lineal vc, llamada elevacion completa, que tie-
ne como campo fundamental Gc e T:‘TM\ y aque verifica

vc YC = (v Y)C , para cualesauiera X.Y e ‘Il(M)
xC X 0
. . v C
Por nuestra parte, en [18] y {10], establecimos los simbolos de v y ¢,
aque son:
V, zi-an _ el yfo-B-y-11)
v k+Bn j-yn “kj"
R . ‘rijlo—s—y)
“<+8n j-vyn k3’

con los siguientes convenios de notacidn:

a,B,y e {0.1}

v si 1lamamos (s) = (a-8-v-1) en el caso de ' y (s) = {a-B-v) en el de Vc,

se tiene

zi+an

s<0 kebn joyn = O

s-0 i-en e M
‘k-8n j-yn ki %j

i

. 3T, .

s -1 gi-on - (r‘.\c - k3 ot
k-8n j-yn kj ax" 1

Como son pseudoconexiones lineales las aque consideramos. resulta ocue los
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simbolos de una tal ? son

i _ gl J
fk‘X.cl) = l‘kj(x) ]

vde unaV en™

R

3.l 3

i+ n i+ n
i Y -
Mo n X1€y1€90€, fl(o n 2 ke n jon

{
X x,cl) c

{
j ,x,cl) c
Sean G e 1:(‘1) vGe T:(‘I‘M\ los campos fundamentales de ¥V y 7. Entonces,
segin vimos en § 0.4.2. y en § 4.1.1., resulta que ¥ v ¥V consideradas como
conexiones generalizadas tienen las siguientes expresiones locales:

i
2G \]
v = %
i 3
-21'1,‘j L 0
( axl i
zr’km 0
i-n HELen A
_ Iq( 2.n C
v gl JdLk g aifl J ot ch ¢
“'%i €2 7 'k jon €3 “wen i €27 'ken jon O3
_aqFi-n 3 zien K o Fl-n j"' sien i
'“kj €y ¢ Ty i-n c3) !\'k_n 5 €2 rkon j-n cy) J

Resumimos en una unica oroposicién todos los resultados referentes a las

elevaciones de nseudoconexiones:

Proposicion 4.4.: Sean V una pseudoconexion lineal en M, de camoo funda-

mental G e T:(M). v Vv v VC sus elevaciones vertical v completa al fibrado

tangente. Sean los buenos cuadrados

n "

™ Tag
TIM ————— ™ TIM ——=— ™
(%) {w“)%} oy g LY ()
+ 14
™ — M ™ ———eM
A .

M ]

F S ——
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Entonces se verifica:

(1) vc es elevacion de ¥, consideradas ambas camo conexiones generaliza-
das. respecto del buen cuadrado (%),

(2) A no es elevacion de V. al considerarlas como conexiones generali-
zadas, respecto del buen cuadrado (%),

(3 VC es la elevacion completa de v, salvo permutacion de las variables
€y ¥ Coe consideradas como camnos tensoriales de tipo (1,1).
(a) W es la elevacién vertical de V. salvo permutacion de las variables
€Y Ch consideradas camo campos tensoriales de tipo 1.1V,

Demostracién.

A partir de los simholos de v v ¢ se ohtienen sus expresiones locales,

consideradas como conexiones generalizadas. que son:

[} [\ [\} 0
lGi Q [\} [\
\Y
v =
[V} [\ 0 Q
i i
-2r . ct Q Qo
NG < [\
26, 0 0 o)
i
aG, .
k ¢ i
"_.. o
2—f Ca -("‘ 0 \}
c ax
vo= apd i a
‘rkj c2 Q Q 0
i,
—”(—‘la k el N S S [\ Q
- ax" 1 72 kj 2 ki 2

Entonces, como conexiones generalizadas:

o es elevacion de ¥ por (6) de § 4.1.1.

\

?¥ no es elevacion de v por (7) de § 4.1.1., pues la primera fila de v

es toda de ceros: si es elevacion en el caso de que sea ¥V una pseudoconexion

banal, esto es, de campo fundamental mulo.
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Y consideradas como campos tensoriales de tipo (1,1) se tiene el resul-
tado, sin mis que considerar las expresiones locales de Fv y FC dadas en § 4.1.3.
Y Que

. . a(ri. cj) a(r:, cj)
-url‘d ci)c - -2( “J‘ 1t “J" ! c;) -
x “ ic,
”:ij; PG oy T i
= 2(37 €y €+ rkj & c3) = -2(——1”._ €y €yt rkj c3)

qed

Cbeervacion. El apartado (2) de la proposicién anterior tiene caricter
negativo: contra lo esperado, vV no es elevacién de ¥ en el cuadrado (*#). Lo
que si resulta es que Vv es elevacién de la pseudoconexion idénticamente nula,
respecto del cuadrado (#). Esta proposicion pone de manifiesto, una vez mis,
las buenas propiedades de la elevacion completa. En particular, si vV es una
conexidn lineal, esto es, si G es el campo tensorial de Xronecker, las eleva-
ciones completas de YV como conexion y como pseudoconexion definen sendas cone-
xiones generalizadas que difieren tan sdlo en el campo de Kronecker. Entonces,
aplicando la proposicion 0.5., ambas definen la misma derivada covariante. Ha-
biamos probado este resultado con otras técnicas en {15} v [19].

Las proposiciones de este epigrafe se resumen del siguiente modo:

Elevaciones a ™ conexiones lineales rseudoconesiones lineales
COMPLETA
como conexion gener. | Es elevacion en (%) Es elevacion en (%)
Como_campo tensorial | Coincide modulo S | Coincide modulo &
VERTICAL
como conexion gener. No es elevacion en (#%)
Si lo es en (*) de 0
como campo tensorial| | Coincide modulo S
HORIZONTAL
como conexidn gener.| Es elevacidon en (#)
como campo tensorial | Si T-0, coincide mo- | 1
dulo S. i
|




S 4.2. ELEVACIONES AL FIBRADO DE 2-JETS.

1. Buenos cuadrados relacionados con el fibrado de 2-jets.

Advierto en primer lugar aue los resultados gue demos en esta seccion
$ 4.2. son generalizables al fibrado de r-jets. El hecho de tamar r = 2 se de-
be a la simplificacién, muy de agradecer, de los cidlculos. También se pueden
extender estos resultados a los fibrados de velocidades, estudiados en [ 36) .

Podemos partir de la idea de ocue 12.“! esta sumergido en TIM como el con-
junto de puntos invariantes por el automorfismo de Kobayashi fcfr. [2] y [4]);
para una exposicién mis acorde con la teoria de jets, ver [ 52].

Comenzamos estudiando las diferentes expresiones de conexiones generali-
zadas definidas en el fibrado vectorial

LI T‘IZM - TZM
z

Una tal conexion vendra dada por T e 'I':('I'l‘zM\, con lo que su expresion matri-
cial sera del tipo

(¢d i iog g gi
i j-n  "je2n j-3n j-an i-5n

i+n i-n ien gisn gi.n gien

Cj j-n Cjo‘Zn "3-3n Tj-4n " i-5n

ci»Zn i-2n xisln Gisln Gieln gie2n o
3 jen  “je2n 'je3n j-4n j.5n oI

F= : . R =

=i-3n -ie3n si+sn =i+3n i+3n i+3n V

i Yim Tian B Bilaa By 8
FioAn gidn gldn gl-dn glodn g

J j+n j+2n Tj«3n  Tj+dn Tj+in

gioon gieon gien gloon gleon gleon

L J jon J+2n Tj+3n "j+4n " j+5n

Sea localmente

H M — M
’T,,H' TIZW Tz’l

-

(x,cl,c,,,c.:,c ) - (x,cl,cz)

453
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Entonces \112.‘4 = ker ( " 1")' viene dado localmente por
n

\'ITZH = ((x.cl,cz,cyc 5.0,(),(),c

4 9°%10°11
con lo que resultan las siguientes expresiones locales para F (en las que *
denotara el correspondiente término de la expresidn general):

(1) F conexion generalizada fibrada

f‘(\T’I’zM) < \11‘2!1

f=0

® % % % x ¥
®x %X % ®% x =
* % % % X X
® %X % © O O
* x ®» O O O
% % % O O O

(2) F pseudoconexién de campo fundamental G e T:(‘IzM)

i i i .
. 26, 6, By O 0 0
VIT MG ker F 6t g o6itn 0 0
2 J J+n J+2n
agir2n ggi-2n gpi-2n 0 0
B “Ti+n i+2n
F=
* » * [ 0 0
M=0=:=8 * * * 0 0 0
L = * #* [\] 0 \
(3) F fere-conexién
3
o 0 ] 0 0 o
im F< VIT M 0 0 o 0 0 0
_ o 0 0 0 o 0
F= * #® * * & »
C=0=¥ # #* # #* ¥ »
\ & * * » * »
/
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(4) F conexion infinitesimal

i
'3 [\ 0 0 o )
3 0
0 s o 0 0 °
b
o o a: ) o o
rs E % * i
st 0 0
J
i
* » » 0 -4 ¢
i
| * . . 0 o -t
3 )

Estas expresiones son generalizacion de las que hallamos en la seccidn
§ 4.1. Apréciese aue para obtenerlas no hemos tenido que introducir ningun
buen cuadrado: s6lo un fibrado vectorial (el tangente a ‘[zM\.

Consideramos ahora los tres buenos cuadrados que estudiamos en el ejem-

plo 1.7. (de la seccion § 1.2.). a saber:

¢ = 2,1,0 (en este orden)

T .M
T, M ZeTM U RSRRRSR ——  RK?
a '2
€ 0
™ ey M Un!Rn Cn
"™
donde localmente o esta definida asi:
2
uﬁ(x’cl’CZ’c:,’c.l’cS) = (x,c3) = o, = (-0).
°l(x’cl’cz’c3'04’c5) = (x,c“)
uc(x,cl,c:,cs,ci,cs) = (x,cs)
Llamemos a esos tres buenos cuadrados ((2)), ((1)) y ((0}), respectiva-
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Sea F una conexidon generalizada en v,: T - M, dada localmente por

M

oM
. I
= i-n _i-n
] B
h] Jon

Sea F una conexion generalizada en s y TT2M - TM. Entonces se tiene:

T 2 2

(5) F es elevacion de F respecto del buen cuadrado ((2)) si y sdlo si
localmente se expresa por

i
c: 0 0 M ) o)
J Jn
* * - * * -
* * #* * * »
F- i+n i-n
Y [\ 0 B ( o
j jQﬂ
* » * * * *
L * * * * * )

(6) F es elevacion de F respecto del buen cuadrado ((1)) si v sélo si
localmente se expresa por

{ ct o I\ M 0 )
i a+n
#* * * * * *
* * * * #* *
F=
* * * * #* *
v "o o st " o 0
J j-n
C * 3* #* -3 * * J
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(7) F es elevacion de F respecto del huen cuadrado ((0)) si y sdlo si
localmente se expresa por

c ) 0 M 0 o )
3 Jjn
* »* * * *
* * » » * E J
F-
* t 3 * * * *
» * * * * *
yion o i o o
\ J Jon J

La demostracion de las propiedades (5), (6) y (7) se puede hacer del si-
guiente modo: obtener la expresion matricial de (u‘)’ y comprobar (como en la
demostracién de la proposicién 2.4.) que F (s ), = (a ), F.

Resulta asi que la demostracién de la proposiciéon 2.4. es constructiva,
pues nos sirve de modelo pa~a comprobar en cada caso. En estas situaciones
particulares es casi mds sencillo demostrar de nuevo el resultado que adecuar
a €l la teoria general. Sin embargo, v s6lo en uno de los casos, veamos cimo
se adopta la teoria general:

Demostracién de (5).
Con la notacién general de la proposicion 2.4 deben ser:

¢ .d & g

3 3 S=HB u;o M‘=0
-0 [ - -0
h] 3 8 [ '} T

con los indices variando en los conjuntos

i.je {l....,n} A, e {1,...,s])

a,8 e {1,....r} o,t e {1,...,t]

En nuestro caso son:

"
n=n s=2n=rango(16)

r:n:rango(w“) t = 2n
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Asi. teniendo en aenta que la exnresion local del teorema general es

(a:,;l ,g,bl\ —— (% ,E)

! ]

(x,al) ——— X

P

y que. mientras. en nuestro caso tenemos que la g y la y juegan papeles inter-
cambiados, pues son

TN
1’12M = ‘IZM (x,c‘.cz,cs,c4,c5)—s(x.cl,c,_,)
2 2
('-) I l ‘. l [
o= [\]
™ ———aM (x,c,) =———————x
™ 3

resultan las siguientes igualdades entre los términos del teorema general 2.4.
(a la izquierda) y los de nuestra construccion (a la derecha):

i oA wi ol i i o i i i
. = . H = M, 3 = 1€, .C, M= (M M. .
EJ CJ 'Cs c‘.1»3» ’ﬂu CJvn (J'Zn)'qr (q;dn’qso;n)
©LFE g gl g it gieiey g (giedn gicdn,
it & = B e (5 T By By

- { _i+2n] € i ien ) ci-n gi-n )
¢i-n Mivan gi-n g gr ogi-n
- 3 - J~3n N Jen “jeln) J-4n " j+5n
'j = 9l = jﬁ = :B*=
gin & gi-3n " | gi~2n gis2n | gi-2n gi-2n
L% 5 3n) (Gion Civm) | %ioan %l
7 . P \ . . . s R
yiodam gi-4n (givdn gisn)  [gi-dn gi-dn
-0 J - J+3n g J-n j+2n 5 J+dn "3-5n
v = iy = M b =
3 Si-n 8 gi-5n v Gie5n ;ivsa T | givin gi-sn
L"5 | 3+3n] | Y5-n Yje2n) | "j-4n "5+3n)

con lo aue la matriz de F se divide del siguiente modo para adaptarse a la es-

tructura del teorema general 2.4.:



-162-

& I ot 1 o [ at
J ! J+n C.]'2"' ; j+3n ! j-4n j-5n
1] . 1
R S A
: 1] . 1] .
g o ogen g ogen ) ogienoogitn
i ! j-n Cr?-n , J+¢3» | "j-4n "j+5n
' ' t
" ' ;s 2 ' i A ' 2 -ie2n
bR i At B oI raal
P i ﬂJ*3ﬂ b Mjean Yyesn
' ' :
F- | Tt " Tmemsresce--o (e i a
. ' . . Ve .
;1‘31’\ ! =i+3n 51’3[1 f 5103’1 N El'.)n i+3n
i1 T T3-In p 3e3a 0 Ujesn TjeSn
' . '
ittt it g T ""-"'-‘_—
; - :
giedn ' i-4n zi-4n 1 zie4n ] gie4n gie4n
4 Tim i p Bae ! B By
. ' 4
cie3n b cie3n cie3n | gieSn . gie3n xieSn
L 3 1 Y . .
i T Tiaa @ B 1 Byl B |
.
(& & @ g
3 “u 8 T
V.8 @ B
= 3 v en la notacion general.
g % g =
=0 =0 =0 =0
Y B o B, |

Las condiciones generales de la proposicion 2.4. para que F sea elevacién
de F se convierten en las dadas en (3).

qed

Obsérvese también que de esta expresidn podemos obtener las que corres-
ponden a las conexiones fibradas, pseudo- v fere-conexiones v a las conexiones
infinitesimales. sin mas que aplicar la teoria general. Obtendriamos entonces
las expresiones halladas al camienzo de esta seccion § 4.2.1.

Utilizaremos las técnicas desarrolladas en esta demostracion al dar la
secunda prueba de la proposicion 4.5.
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2. Elevacion de conexiones lineales.

La elevacion de conexiones lineales al fibrado de los 2-jets ha sido de-
finida por Yano e Jshihara,[ 52), camo la nica que verifica

. foY)c

e
siendo X,¥ o Thw) y XC - x'? £ € - Y(”. sus elevaciones de miximo orden
(completas). De hecho, en [ 52] se define ¥ localmente. pero no resulta difi-
cil ver que la condicion que hemos dado caracteriza v" (ver [18]).

Se verifica entonces la siguiente

Proposicion 4.5.: Sea ¥V una conexion lineal en una variedad M y sea v'
su elevacion a T M, .en el sentido anterior. Entonces v" es una elevacion res-
pecto del buen cuadrado ((2)):

'T.,” .
TIM ———1M

2 2
(:o)’l I L

™ ————> M

™M

Primera demostracidn.

Consideramos ¢ y V’ como conexiones infinitesimales, para aplicar las
técnicas del capitulo 3. Procedemos camo en la primera demostracién de la pro-
posicién 4.1., para obtener la aplicaciéon de conexién de v’t a partir de sus
simbolos. Estos vienen dados en [52] y son:

Fiean _ (i ()
L

ki
sien <i-2n =i+2n i (1)
- = . = . = _‘
P‘(J rk*l‘l 3 l'k jon (rkJ‘
fi - fi‘n - fi*n " ]-.1»2n - fn'.’n <i+2n =1

ki~ ken j - K jen = 'Ken jen = k+2n i = 'k j-2n T 'kj

y los demis simbolos son todos nulos.
(Los numeros entre paréntesis (1) y (2) son las I-elevaciones y II-eleva
ciones definidas en [52)).
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Entonces por un cilculo largo pero directo se obtiene:

Rlx,cl.cz.cs,cd,cs.cb,c7.cs.cq,clo,c”\ =
Cod A il ke d i (0 & ik _§ . kj i
(x .cl,cz,fkj 6 €3 ° co.(l‘kj_\ 6 €3 * rkj(cb €3 <y cs) * €00
i (2 k i),k 5 k% G. i kK 3 k. i k._j i
(rkj) e c3 . (l‘kj) ((:6 c4 + € c3) 'rkj{cb g < c4 - cg c3) . c“).
De modo directo se comprueba entonces la conmutatividad
2
(K-('o)“)(x.cl.c2.c3.c4,cs,c6,c7,c6.c9.cl°,cl‘) =
I PSS S R SO N
= (x ’rkj €6 €3 * c9) = ((-0)’l K)(x,cl,cz.c3,c‘,c5.c6,c7,c6,c9.cm,c‘l).
qed

Segunda demostracion.

Este otro modo de probar el resultado es considerar V y v como conexio-
nes generalizadas y hallar V’ e 'I:lT‘Iz!'I), esto es, hallar su expresion tenso-
rial.

De la teoria general, puesto que estamos en el huen cuadrado ((2)) y,
por lo que vimos al probar la propiedad (5) de § 4.2.1.. resulta que la expre-
sion de una conexién infinitesimal en TZM es:

4 i ' . Y i, .
s 10 oioio o st 0 o J 0 ' o0 0
J | ! R | '
e b —- ———— o vl - e cremedere e e e - - - - —t— - ca——
ti [ i i ' !
ol o010'0 o0 I 0 , 0 ' 0 0
+J [ b i . '
! S . Lo !
oto 21010 o 0« 0 & o 1 o 0
' i : i ! :
e e S s = - Pesmseoooes s Sadray R
ool b aod ! i) gk 1 _oi e i
2,5 05085 ¢ 0 gy Py 40 00
e e A T S i e
' 1 1 1 b f i
A N I S —2at .20l 0 20 o 182 o
_2“:112 ’N:Z': v 213 : 2213 2223 ) : h]
- =4 i i-ny ,.i+n i ! ' i
: PO -85l | Mgl Bagyy Myl O 0 Sy
\ 7/
Y K(x,cl,cz,c:‘,ci,cs,cé,c7.c5,cg.cm.cl‘\ =
Cedioiodi i i 3 a0 i 3
= (x7.€1:€50Cq + Byy5 €5~ Tpay 7 ¢ 2y SR
i i3 i i g j i _gien j _gien i gien i
€lo T a1 % < Fa2j €7 7 Fazag SOyt T2y o 7 Bamys 67 7 Tamgg ) s
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pues basta recordar la expresion general dada en la proposicién 2.4. v consi-

derar que en este caso son

"

c

o
[

€ = fc).c,) ; a = (¢ .cS\ i c=cq

1 3 4

I e : by = leyie,)) s
y que los 8 se pueden descomponer asi:

2 s UR - LR

2,0 USR - LR 2 LR« LRLRY)

8, : UMk - LR B2 5 L) = LRLE)

8,,: k™"« LR 2 (LR R

con lo que 2= (ﬂ‘,nz) =z (ﬂll * 0‘2' ﬂ2‘ * 322) y

-

812285 * B2

_ i i-n
8,y = (83308, )
i i i-n i-n
Bap = 890y * Faan = 1830; = 8a5a0 Bagy + B5))
*
Resulta asi que la matriz de Vv es
i i i
( > | o«
] . t
0 ' 61 ]
: k :
! l
0 . 0 1
v'> = ' !
. ! ,
-orl o3 ' 0 .
ki3 : \
i (1) 3 i 3. i 3 !
—Z(H'kj) c3 + l'kch] : -21'kic3 !
1
i (25 i (1) i Gy i (1) 5 i i
_2{(r} LIS Jooord oy oaqrt, B Ao
‘ 24 kj‘ 3 ( kJ) <y * Teycsh 2{¢( RJ) 3 kiCa

2T

o 0 0 0o
0 0 ¢ 0
e,i( 00 @
) -e‘i(o e
0 o-c;o
‘i(jcg;o 0 -8

Por otra parte. como V se expresa localmente como conexion generalizada

i
K



0
[N
4

resulta, por la propiedad (5) de § 4.2.1., que v' es elevacion de v respecto
del buen cuadrado ((2)).
qed

Observacion. Ciertamente con una de las demostraciones basta para probar
el teorema. La primera es mas sencilla. Tncluimos la segunda por varios moti-
vos: porque informa mas detalladamente de la estructura de V' {al hacer la des
composicion de los 2 ), porque sirve de ejemplo para ver cimo se utilizan es-
tas técnicas y porque, de hecho, al estudiar las pseudoconexiones lineales en
’Iz)hos encontraremos con una situacion aniloga.

*
El siguiente resultado relaciona v con las elevaciones completa v hori-
zontal. vc v vH, de v al fibrado tangente. Con él probaremos la observacion

hecha tras la proposicion 3.3.

Proposicion 4.6.: Sean las siguientes conexiones lineales:
V en M,

vc y v‘,’ sus elevaciones completa v horizontal a T,

Vf la elevacion de a ‘I,.,M.

Y sea el buen cuadrado

™
. 2
I‘TZH ——— TZM
2 2
(1‘)'1 l!l
™ ™
"™

*
Entonces ¥ es elevacion de vc en dicho buen cuadrado. pero si la curva-
*
tura de V es no nula. entonces ¥V no es elevacion de VH (respecto de ese mismo
buen cuadrado) .
Observacién. Si R=0, entonces vc=v" (ver las expresiones locales de VH
en la demostracion de la proposicién 4.2.).
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Demostracidn.

*
Sean K’, l(c y K" las aplicaciones de conexion de ¢

Si probamos aque
ek - xfendy, st6d),,

»
suponiendo R § 0, entonces, por la proposicion 3.1., tendremos que V¢

vacion de vc y no lo es de VH. Pues bien:

Por la proposicion 4.5.:

(+3), + K% )
'l)"'K X1€15€9sC35€45C¢sC4sC71C5:C00€ 5C ) =

2 i AL NELIUSE I k.3,
= (- e (x ,c‘,cz,rkj c6 3°* S ‘rkj 6 €3 * kJ c6 i
i (2 k j i) k §
(l‘kj) <6 <:3 ¢‘ (rkj) (c6 ri ) - rkj(cﬁ
C iyl okl dod (D) kG i h] ]
= (x .c‘, ki ¢ c3 - ”kj, c <:3 . rkj‘c6 € c7 3
Por la proposicion 4.1.:
Kc-(vz) (Xy€, 4Cp3CnsyC € 3Cs 3CmyCpcyCprsC nsCy ) =
[ . ik aul Riad 24 3) " S’ 6’ 7° 134 9’ 10°711°
= Kc(xc Cay€,3C;3€0sCayC ) =
T1°7374776°7 709100 T
- PUI c h] k j
= (x ’cl’rkJ 63" co,(r ) c6 3 . r ( 6 4 7 3)
y por la proposicién 4.2.:
H 2
K -ltl)”fx,cl,c:,cs,cd,cs,cé,c./.,cs,cg,cm,c“) =
= Kfo c]’°"°4’c6’°7'°9'c10 =
i C k i i k ) 1
= fx ’cl’kJ 6 3¢c (rkJ) €6 €3 - Rl.kJ c6c o *l‘

Vc y V“‘

)»c)

+ c )

es ele
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donde la primera es la l-elevacidn al fibrado ‘12.‘1 y la otra es la completa al
fibrado tangente. Pero precisamente esta es la definicién de l-elevacidn dada
en | 52]. En coordenadas locales ambas expresiones dan

? rk. &
L 1
ax

3. El isomorfismo T(TZH) - rz(m).

Morimoto establece en [40) la existencia, para cualesquiera r y s, nime-

ros no negativos, de un difeomorfismo

a : T (T M) - T_(T M)
rs rs s r

- id. . - id. Ma . ‘- PR
de modo que LY N, id %’ %er id. Mas aun, su construccion esta he

cha para los fibrados de p'-jets. y es usada en trabajos posteriores como [%)
y [9].

El difeomorfismo LI queda caracterizado por la conmutatividad del si-
guiente diagrama. para toda funcién f e Ig(M):

a
T(T M) el 5 T (T M)
r's s,r

(f(n))((:}) l.flu:).’((n))

dorxde los paréntesis indican las elevaciones de funciones siguientes:
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e e {0,),...,r) ;ne {0,1,...,s)

(€) : 100 - 13T M)
(n) :TI9M) - TOT M)
((e)): 1T M) = THT (T M)
((a)): THT M) = 1T (T M)

Las elevaciones estin definidas a los respectivos fibrados como en [52].
Nuestro proposito es hallar la expresion local de

LIPS T(TZH) - Tz(‘l'ﬂ)

Proposicion 4.7.: La expresién local de 8,5 8

LIPS T(TzM) Tz(m)

(x,cl.cz,cyc‘,cs) - (x,cs,cl,c4,c2,c5)
Demostracion.
Se trata de ver la conmutatividad del diagrama anterior. Vamos a desa-
rrollar toda la demostracion. Camenzamos indicando cdmo son las diferentes

elevaciones de funciones:
Sea f e TYM) , £ = £ (x)

(\]
(n)s Tg(M) - TQ(TM) 5 e (0,1,2)

f(o)(x,cl,c,,) = f(x)

(1) _of i
f (xycl-Cz) = —i-Cl
X

. 2 .

f‘z)(x,cl,c.,) = —3§-c; + —-;—f——-c; c;l'
< ax axt axd
(s} Q
(e): TO‘M) To('IM) : e e {0,1}

f(O)(x.cl) = f(x)

f(“(x,cl)

"
e



Seaf e Tg(m) , = fix,c))

0 \]
((n)): Io(‘m) - TO(TZ(IM)‘

(o) _
f lx,cl,cz,cyc‘.cs) = f(x.c!)
(1)) W F i i
£ (x,c, ,c,,c,,c,.c,) = C, + == C
1727374778 a2 ac: 3
21 s F i af i
£ (X,€.,€,.€45,C,,C.) = == €, + =—w C+
17727737475 axl 4 ac; 5
2 c s 2 s 2 PO .
R S T L O i .
u“ axJ x ch u:l axJ acl 3c‘l)
¥, finalmente, sea f e Tg(TzM) , £ = ffx,c‘.cz)
(e 12 « 121 ;¢ e (0,1}
i oY 07 4 ’
en s
f (x,cl,cz,c3,c4,c$) = f(x,cl,cz)
(1)) 3f i af i af i
f (X,€, 1€ yCayC,sCp) = T Cy + = ¢, - = ¢
12.’45“13“’{4“:5
Se sigue va el resultado, considerando:
Elevacianes (£"))( () ¢ 10c1cr )
(0),((0)) ~
(£°7) (x,cl,cz,c3,c4.c5) = f(x)
0),((1 3 f
O D ixe epeqiepeg) = 15 e
3x
(1), ((0)) 2 f i
( S
(£ ") ‘x'cl’c2'c3’c4'c5) =3 <,
x
2 . .
c'f(”)((‘H(x,cl,c,,.c.,crcs) = __-—-,: f c?‘ c: - u c:
< 9 axt ax? ° ax
(f(:))((o)\ Laf 3°f i {

(x,c‘.cz,cs,crcs)
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s ne{0,1,2)



2 s . :
(2),((tH 3°f i i °f ik i
(f ) ‘XCCC.,C c,.) = -—-——rcC&i—————rC‘Cc
TITT2YTSTATS axlax"31 axlix"ax 1173
"-l:c§, &—-—-.zzf c: c: +§—-——-.:2 c} ci
axt axt axd xt axd
mientras que por otra parte se tiene:
Elevaciones (£'°1) (") ¢ 10c1 (7))
(0),((0)) R
(£ 77) (x,cl,cz,ca,c‘,cs) = f(x)
0 2 f
(f( ))((l))"1c1|c21c31c‘,c5) = ;i’ C;
2
(0),((2)) i f i 3°f i3
(€£°77) (X,€,,€,,€,,€,,C.) = ~= C 4 ———c, c
TS 2 awxtad 22
1 [\ a f
(f( ))(( ))(x,c‘,cz,cyc‘,cs) = — c’l'
x
2 . .
(1), (1) [ 4 i j e f i
(£ ") (X4C 4€,3C0C,,Cp) = ~mpmememy €, €, + =+ C
TRTZTITAYST gl g 12 1 3
9
L(1),0(2)), : 3°€ i j of i
(£ ") (X,C,,Cps€nayC,yCp) = ey € C, + ~2 C, +
08 S0t S0 It A TN WO B e N 2
PSS I SR S SN T SO W R S
axt ax? ax LE A axt ax 273 axt ax 372
Entonces, camparando las expresiones se obtiene el resultado.
Ohservaciones. .
(1) Resulta entonces que conmutan los diagramas
s,
T M)—————*T (™) T(T )——-———’T (T™)

NN

donde To ) es la aplicacion inducida por el fibrado de 2-jets. dada local-
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mente por
Tg(-u)(x,cl,cz,cz,c‘,cs) = “,c:.CA)

(2) Enel casode ser r = s = 1, el difeomrfismo
LITH ™™ » TIM

es el automorfismo de Kobayashi, que introdujimos en § 0.1.1.

Otro punto de vista para estudiar el isomorfismo 8 q° 'I('IZH) - Tzl‘m)
es considerar ambos conjuntos como subfibrados de TTTM. Las inclusiones vienen
dadas localmente por

'NTZM) TTIM
(x.c‘,cz.c3,c‘,cs) - (x.cl,cl,cz,c3,c4.c ,cs)

y por
sze) S TTT™

-

\
lx,cl,cz.cyc‘,cs,

(x.cl,cz,c3,c2,c3,c4,cs)
puesto que T(T M) es el subconjunto de TTTM invariante por {S“l* v ‘!‘2(1.!11 el
invariante por Sm. donde S indica el automorfismo de Kobayashi en el espacio
correspondiente.

Pues bien, obtenemos la siguiente

Proposicidn 4.8.: 8,, es la restriccién de (5, <S4 a 'I‘(T,ZML
P tracidn.
Obvio, pues basta considerar el diagrama
(5.), -
™™ e S > TTTM
] %12 I
T(T,M) T,(T™)

cuva expresion local es
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(x.cl.c‘,c..,,c €,.C) = lx.cz,cl,c‘,cl,cl,cz,gs)

3°%4°€4C5

I |

(x,cl ,cz,cs,c‘,csl — (x.t:s,c:l ,c4.c2,c5)

Mis aiin, resulta que
peT(TM) 4o (S, Sy (p)eT,(T™)
puesto que si
p= (x,cl,cz,c3,c‘.c5,c6,c7)

(SM\.-smlp) = lx.c‘,c‘,cs,cz,cb,cs,c7l
Por otra parte
peT(Tzn) L2 € =€ ¥ €c=c¢

Y (S)s Spy (P) @ T,(MM) <> (c,,c) = (cp,cq)
. Qed

4. Elevacion de pseudoconexiones lineales.

Tratamos la elevacion de pseudoconexiones lineales definidas en una va-
riedad al fibrado de r-jets sobre esa variedad en los trabajos [1&] y [10].
De tal construcciéon vamos a tomar aqui solo la definicidon de elevacion para el

caso de los 2-jets*

Definicion 4.1. Sea ¢ una pseudoconexidn lineal en M de campo fundamen-
tal G e ‘I;l.\ﬂ. Entonces, para cada n e {(,1,2} existe una unica pseudoconexion
lineal o'"' en 1,4 de campo fundamental e e T)(T,M) aue verifique
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v'?;) Y(Z) = (vx\')(") , para cualesquiera X,Y e 'Ié(M)
X
Sellmav(") la n-elevacion de v y, en el caso de ser n = 2, también se

llamari elevacién completa.

La demostracion de que la definicion es correcta pasa por la obtencidn
de los sinbolos de la nseudoconexion elevada en funcién de los de la dada, re-
sultando, {18} y {19], para la n-elevacidn los siguientes:

=i«an - (l'i \(c—c—vobn)
k-8n j-yn ki’

siendo a,8,y e {0,1.2)
Obtenemos la siguiente

Proposicion 4.9.: Sean ? una pseudoconexién lineal en M de campo funda-
mental G e T/(M) v el buen cuadrado ((2))

TM
T M 2 .71
2 M
2 2
I:o)‘l lto
™
M
Entonces V‘z) es elevacion de ¥ respecto de ((2)) como conexidn genera-
(
lizada, pero v“) no lo es de ¢ en ((1)), ni V‘O) de v en ((0)).

n e {0.1,2) las elevacion=s de V e T:('LV.) a 1}(12(13«)) como
campo tensorial. Entonces

82t T(TZH) - 12(m)

(n)

lleva los coeficientes de ¢ e 'I:(’I(T,,MH en los de F(“) e T:(T,,(‘!MH .

Observacion. Los buenos cuadrados (1)) y ((0)) fueron definidos en

{
$ 4.2 1. Las elevaciones ¥ " son como pseudoconexiones v las F(n) como campos
tensoriales.
u‘m’ O Y.
De las expresiones de los simbolos de Christoffel de la pseudoconexion
(n) (n)

elevada v se deduce la expresion matricial de ¢ ' . para cada ne {(.1.2},
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obteniéndose
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Entonces resulta por la propiedad (5) de § 4.2.1. que ¥'2)
de ¥ respecto del buen cuadrado ((2)) y por (6) y (7) que v'!)
no es elevacion de V en el buen cuadrado ((1)) (resp. en ((0)) ).

la segunda parte del teorema se sigue de un modo directo.

es elevacién

(0))

(resp. ¢

qed

Obeervacion. También es cierto que si ¥ es una conexidn lineal en M v
v' e T:(T('lz!)) es su elevacion a T2M (como conexion generalizada) y F. e
e T:(TZ(N)) es su elevnciét; como canpo.t,ensorial de tipo (1,1), entonces TP
lleva los coeficientes de vV a los de F .

A este respecto, también es cierto. como probamos en [18] y [19), que v
v 0‘2), considerada la primera camo conexion infinitesimal lineal y la segunda
camo pseudoconexion lineal de campo fundamental el de Kronecker, son dos cone-
xiones generalizadas que definen la misma derivada covariante.



§ 4.3. OTRAS ELEVACIONES.

1. Elevaciones al fibrado cotangente.

El fibrado cotangente y las elevaciones completa y horizontal de una co-
nexion lineal en una variedad a su fibrado cotangente estin estudiadas en [52].
Recuerdo someramente la notacion que necesitamos:

Si U es una carta local de M de coordenadas (x'), la carta inducida en
771(U) tiene coordenadas locales (xi,pi). Asi, si w ¢ T?(L‘). se expresa

“=p dax* = (x‘,pi)

Y una base de ‘I;(T’L’) esti dada por ('li"a—:-) . Por lo tanto, se tiene
la siguiente expresion local: x
T .
. . . . :
' —IM g M (xl,pi,c:,c;‘) —— ‘xl’pi)
M et M (xi,ci) ———_—)(xi)
L") 1 »

donde el diagrama es un buen cuadrado en virtud de la provosicion 1.1.
Por analogia con la empleada para TM, utilizaremos la siguiente notacidn
- »*
para los simbolos de una conexién lineal ¢ definida en T M :

§a 2 o o, 3 i
a—xE“J axt K3 Ry K
= 3 3 =i 3 =i-n
Vo o— = T, . + = T .
%P, :? k j=n " 3p; k j-n
ax b
73 sggaxfioni*%_;*gj
ap 3x X - i
7 s 3 =1 3 =1+n
0. 1 ken jen 30, ken i-n



Resulta entonces que si ?. conexion lineal en M, tiene simbolos r:j las
elevaciones campleta vc v horizontal VH tienen los siguientes simbolos, coin-

cidentes entre si salvo el

a a a
. T ar.. ar .
F;'." = na( ';i - %1 - ki 2r:t ri.} , para o
3 ax ax ax? 3
a
aT..
ji g8 t a t H
= pa(- —a-y rit rkJ + rjt l‘(] , para ¢
=i i si s si
i "™ ° Tkion ™ Tken i ™ Tken don ©
gi-n  _ S ?ion . rk . ‘-.ion -0
k jon ki * 'k-n i T ij ' ken jen U °

Establecemos entonces la siguiente

Propasicion 4.10.: Sean V una conexidn lineal en una variedad M y v(‘ Yy

v" sus elevaciones completa y horizontal al fibrado cotangente. Entonces vC y
VH son elevaciones respecto del buen cuadrado

L

*
1M —IM 1™

J;
™

Demostracion.
LlLamando a las coordenadas de TTI*M

(xi o.,cbel cictclel
(00 4 S-, o
. L . C . H C.H
resultan las siguientes aplicaciones de conexion K- v K para v~ v ¢ :

C
K (x,p,cl ,cz,cs,c4,c5,c6) =

i i 3 i
= | D, . + C.
x Dx’rkJ <2 9 CJ



a a
ar . e I.. L2 ¢ . L .
k3 kj ji ki .3 t k _j L3 TS | i
c, ¢t p( - - + 21 r ) - (e, ey - c, cIT, .+~ c,)
21 Fa o “k x it Tkj 372 4 "17°kj 6
K“(x.p,cl,cz,cs,c4,cs,c6) =

i i k3§ i

= (x ’pi’rkj 3 € ¢ cs,
)t

k 3j ji a .t . t _q k 3 L3 Y § i\
€3¢ p.(- —t - Tie 'kj l';c rik‘ €3 €3 * €4 rkj v cg

x

Entonces resulta
- .C i 4 k. 3 4
v oK (x,p,cl,cz,cs,c‘,cs,cb) = (x ’rkj €y €y ¢ cs\ =

;‘.KH(x,p,c‘,cz,c3,c4,cs,c6) = l(.;‘"(x,p.,cl ,cz,c3,c4,c5,c6)

2. Elevaciones tangentes de Vilms.

Vilms establece en [5C] la siguiente construccion: dados un fibrado vec-
torial ¥: E « M v una conexion infinitesimal T en €1, definida por sus aplica-
ciones de escision V y de conexion K. se obtiene de modo unico una conexidn
infinitesimal T en el fibrado vectorial »,: TE = T™, definida por sus aplica-
ciones de escision UV y de conexién R, que son:

s

Vs v,s y R - Ky S

E
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Llamaremos a la conexion [ elevacion tangente de la conexion dada. Resul
ta. ver [50). que si la conexion dada es haomogénea (resp. lineal). también lo
es la indcida.

Establecemos la siguiente

Proposicion 4.11.: Sea una conexion infinitesimal T en un fibrado vecto-
rial »: E - M. Entonces su elevacion tangente T es una elevacion respecto del
buen cuadrado

M

£ —————=

.El l'"

E ————M

Demostracién.
El anterior es un buen cuadrado por la proposicién 1.1. Sea su expresion
local la siguiente:

( )
(x,a’ T .82) —(x,c,)

|

(x,al)———— X

Entonces si V v K se expresan localmente camo

V(x,al,cl,azl = (x.al,o.az . m(x,al,\cl)
le,al,cl,az) = lx.a2 + utx.al)cl)
se hallan V y K, cuyas expresiones son, [50].

Vix. (.
Vix al,cl,az,cz,as,cs,a4

= (x,a‘,cl,a:,(‘,a3 + wix,a )cz,o,a + u(x.a‘\c3 N m'[x,al)(cl,az)cz)

1 4

R(x,a,,C ,3,,Co,8.,C,,a,! :
1131’2’273‘374

1,34 - "'"\"allc3 - u'4x.a‘l(cl.a,‘»c~|

= x.a. - GiX.a 10,
3 2

Entonces se sigue de modo inmediato aue



Kenp, = 'E‘K ¥ Verp, = 'E‘.V

qed

Una situacion nmarticularmente interesante se presenta cuando el fibrado
dado »: £ « M es el fibrado tangente de una variedad ™: ™ < M. Entonces,
por la proposicién que acabamos de probar. la elevacién tangente es una eleva-
cién en el buen cuadrado

(ny,)
™ _L'.m
M l 'M
]

M

™ ——=M

Como vimos en las proposiciones 4.1. y 4.2.,.las elevaciones completa vy
horizontal de una conexién lineal en M al fibrado tangente son elevaciones en
el buen cuadrada

v,
m—m‘m

"H" "™
"M

™ ————=M

En los eiemnlos 1.1. y 1.2. vimos que estos son los dos unicos buenos

cuadrados definidos en TIM con las aplicaciones fibradas = FExiste

™Y e
una relacion mis estrecha entre esos dos huenos cuadrados, anticipada (sin em-

plear este lenguaje) por el propio Vilms. cuando establecio la siguiente

Proposicidén 4.12. {50:

(i) Para cada conexién infinitesimal en M, el automorfismo de Kobayashi
transforma la elevacion tangente de la conexion (definida en ( 'M) gt TIM - T
en una conexion infinitesimal en ™ I™ + T™ que tiene camo aplicacion de
conexidn S KysSpe(S),), ¥ como aplicacién de escision (S,oSyy) @ Vit SpyeSyy)

(ii) Si la conexion infinitesimal dada es homogénea. lineal o lineal si-
métrica, también lo es (resvectivamente® la inducida por (i).

Obtenemos. como conseciuencia de éste, el siguiente resultado:

Corolario: Sean ¥V una conexién lineal en M, 7 la elevacion tangente in-
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ducida en "q)" TM- T v vc 1a elevacion completa definida en »

Entonces el automorfismo de Kobayashi transforma 7 en vC.

™ ™ - ™.

Demostracion.
Basta emplear las proposiciones 4.1. v 4.12.:

Sy Ky S ) =

Sy _m.lSM),(x,cl,c2,c3,c4,c5,c6,c7

= SM-K‘-S.m(x.cz,cl.c3.c‘,c6,c5,c7' =
SM'K!(X’CI’CA’C()'CI’CS‘CS’C7’ a
= S”(x,c6 . u(x,cz\c4,cl,c7 - «.(x,cz)cS .'u'(x,czl(cl,c3\c4) =

- (x.cl,c:6 - u(x,cz)c - ulx,cz\cs - u'(x,cz)(ci,c Ye,) =

4'%7 3’

wx
n
wu
+
w
]
I«.’T"‘
0

o
- X
19 L,

k j i i
4c2,¢:7 + l‘kjc

Observacion. La elevacidon tangente queda caracterizada., como demuestra
Vilms en {30}, por la relacién

i_c - (vvz)b
x A
siendo X e Té(m vy I e Sec(x) ; b es la elevacion que estudiamos en el ejem-
plo 1.5,

La provosicién 4.12. nos permite definir la elevacion campleta de una

conexion en M al fibrado tangente, aunque la conexidn no sea lineal.



3. Conexion de segundo orden de Bowman.

Bowman consagra varios trabajos al estudio de conexiones definidas en
fibrados tangentes de orden superior: [3]},[4),[5) y [6). Vamos a fijarnos en
su construccion para el fibrado de los 2-jets lg! ‘IzM - M.

Como vimos en la demostracion de la proposicién 1.3., cada conexidén in-
finitesimal en M, esto es, en ! T™ « M, determina una unica estuctura de fi-
brado vectorial en 1i: T,M + M. Esto permite definir conexiones infinitesima-
les en el fibrado de los 2-jets. Asi, Bowman en {4) da la siguiente definicidn:

Una conexidn infinitesimal en el fibrado de 2-jets, de aplicacién de
escision V, es una conexién de segundo orden en M sj existe una conexion infi-
nitesimal en M de modo gque su aplicacion de escision V haga coomutativo el
diagrama

VM — .M

2 2
"l)’l l "‘)'
\4

VIM «——T™

Obsérvese que si consideramos el buen cuadrado (#)/que lo es, por la pro
posicién 1.3.)

'2
M —e
2
'fl 1id (%)
"M

™ ———eM

entonces resulta que una conexion de segundo orden en M no es sino la eleva-
cion de una conexidn en M respecto del buen cuadrado (%),

En el mismo trabajo.{4], Bowman obtiene una conexién T (de segundo orden)

”
en '5: 1.8 -+ M inducida candnicamente por cada conexién T en ! ™ - M, € K
es la aplicacion de conexion de T v K es la de T, ambas van ligadas por la re-

lacion
R-1% Syt Kt Sy (S Iy

siendo I la inclusion de T,M en TTM dada localmente por
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I(x,c ,cz) = (x,O,cl,cz)

1
que no es la obtenida al considerar ‘le= {pe TIM : SM(p) = p)

Obtenemos la siguiente

Proposicién 4.13.: Sea T una conexion infinitesimal en M y sea T la co-
nexion de segundo orden inducida. Entonces T es elevacion de T en el buen cua-
drado

Demostracién.

Trivial, pues esto es cierto para toda conexion de segundo orden. Lo
inico que habria que probar es que es ciertamente elevacién de la conexidn da-
da. En efecto, u:.iliundo la demostracion de la proposicion 4.11., resulta

Rix.c } =

29€3:€45C4:C9

-1
re SM'K*'SN"SM)&J*("C2’c3’c4'c6’c7) =

. SM.K'cS.m.(SM),(x.0,c2,c1,c‘,0,c6,c7.\ =

(]

-1
I ’SM'K"S‘IM‘x’°2’°’°3’c4'°6’0’c7) =

"

17 5 (x,¢4 + W(x,€,1¢,,0,c5 + 8(x,¢,)0 = u'(x,c,)(0,c )e,) =

-1
I (x,(\,c6 - u(x,cz)c

2% * u'(x,cz\((‘,cs\cd) =

‘c,) .

(x,cq + u(x,cz)c‘,c7 - u'(x,c,_,)‘o,c3 s

Se tiene entonces

2 i -
LA k(x,cc,cs,c4,cf‘,c7\ = Ix,cq - w(x,cz\CAl = Ux.c:,cd,cﬁi =

”
K (uI).(x,cz,cs,c4,c6,c7) .
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Obeervacién. Si T es una conexién lineal, también lo es T, pues resulta

i*rx k j i

= G J J
K(x,cz,ca,CA,cé,c7\ = (x,cq kj €4 €227 ).

in ckc
ki 4 "3

Asi, de las proposiciones 4.11.,4.12. v 4.13. hemos obtenido las siguien
tes conexiones inducidas por una dada T en M, de aplicacion de conexidn K:
T elevacion tangente, definida en (IH)‘S TIM - T™M, con K‘ = K‘-S.m.

rz. elevacion completa, definida en ' TIM - ™,con I(2 = SM'K*'S‘IM'
(S)y = Sk e(S), -

T,» conexién inducida de segundo orden, definida en va: T,M + M, con
Ky = 178 §0KyeSpe(Sy), Tam I8 Kpel,

Las aplicaciones de conexion vienen dadas en el siguiente diagrama:

TT™ =_TT(T™) T = TIT™
(8, J X, lx,
TTT™ ™
T
™M ™
-1
K, lI

-3
K 4

”
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4. Elevacion completa al fibrado de referencias.

Mok definid en [3%) la elevacion comoleta de una conexidn lineal en una
variedad M al fibrado de las referencias lineales sobre M, 'M: M < M, Con
otra técnica definieron Cordero y de Ledn, (%], esa misma elevacion. Como en
todos los demis casos tratados en esta seccidn 4.3., vamos a demostrar que esa
elevacion es una elevacion en nuestro sentido, respecto de un cierto buen cua-
drado. E1 buen cuadrado es

M — gy

‘3..494 . lin ()
M

aue es un buen cuadrado por la proposicién 1.1. Lo expresamos localmente por

"<@L(n,R) xRgl(n,R) e U"«GL(n.R) (x,6.c.g) — (x,G)
R U (%) —————x

adoptando camo convenio de notacion el siguiente:

G, G;' e Gl(in.R) ; ge glin.R)

¥ todos los indices que se consideren variaran en {1.....n) .
chmoXo'Ié(m) se representari por
jk

.

S

xl

|~

X =

or

”
[

a

donde se entiende que se suma en los indices i.j v k.

Dada una conexién lineal v en M de simbolos locales :ij‘ la conexion T
elevacion completa a FM, tiene los siguientes simholos en la carta inducida.
ver 3%}



h
~h ar,. ~h <h
T;i = "‘;x ; ’jg =G —L rjti - 8 ‘Jj'i 3 ";jt it ‘: "Qi
X a a

S S A B
J a Ja Ja ib Ja lb
entendiéndose que
e .k L apt
J ij ij
axl 33X X %
o 3 3 Tk ] 'kc
L Sy PR S AP A
3"1 aGa IX a aGt, a
o 3 3 Tk 3 "'kt
V_Ir —1.- = -—E‘ri ) + ?.ri 3
G X ax a k] " a
- 3 3 Tk ] "kt
[ ao Hliown S U M -3t U
aG: °’b ax a ‘b art a b

Entonces establecemos la siguiente

Proposicion 4.14.: Con la notacidn anterior. ¢ es elevacién de V respec-
to del buen cuadrado (%).

Demostracidn.
Desarrollando la expresién de la aplicacién de conexidn K, obtenemos,

por uvn largo proceso. aue

VRN R
Rixt,6),vt.y ki x ki 7K.
. . . . 9 r‘] . . J
- gLl P . 2, L ye . Sy YK, o, LU
IxX

con lo que se obtiene de modo directo la igualdad (%), K=K (iM)_“
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Los cdlculos efectuados en este capitulo 4, como deciamos a su comienzo,
sirven para reunir en una sola teoria elevaciones obtenidas a partir de pro-
piedades especificas de los fibrados o variedades involucradas en su defini-
cion. No hemos pretendido hacer un estudio exhaustivo: creemos que la diversi-
dad de los ejemplos presentados sirve para hacer provechosa la teoria y, al
mismo tiempo, pensamos que se podrin aplicar estas técnicas a otros casos no
tratados aqui.
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