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INTROOUOCION.

ce
%i

1. Antécédentes.

Desde un punto de vista personal deberia citar en priser lugar lo ̂ ue 
ocuparia el ûltis» atendiendo al orden de importancia: el trataadento que del 
problema de la elevaciôn de derivaciones sobre una variedad a su fibrado tan­
gente haciamos en nuestra tesina ( 16]. Porque una tesina no représenta en ge­
neral «as que el primer encuentro con un paisaje nuevo, no extraAarâ que quede 
abierto a futuras expleraciones y, asi, explicitaaente se anunciaba en ella 
que el estudio realizado en aquel fibrado "podria extenderse a otros fibrados 
y. en oarticular, a fibrados vectoriales générales, tema que aparece corne mas 
directamente inducido por el de los fibrados tangentes".

La elaboracion de esta memoria signifies, pues, el cisnplisdento eue ahi 
se esboza. Naturalmente. el oroblema es mâs complejo y las técnicas mis suti- 
les. Aquel estudio queda como un caso particular inicial, pero también lo son 
algunos otros que se habian venido haciendo, oht«niéndose asi una teoria uni- 
ficadora que, a su vez, puede dar lugar a nuevas sugerencias para otros tipos 
de fibrados. Por otra parte, estudiadas las elevaciones a la luz de la teoria 
aqui construida, surgen nuevas interpretaciones y una mayor riqueza de propie­
dades.

Pasetnos de los antecedent es persona les a los historiens, en la breve 
histoeia que estos problemas pueden exhibir. Las primeras estructuras estudia­
das en el fibrado tangente fueron la métrica, dada por Sasaki en 195?» y la 
estructura casi compleja definida por una conexiôn lineal sob^e la variedad, 
introducida en 1Q62 por Doenbrowski [14]. Posteriormente, 1966-67? Yano. Koba- 
yashi e Ishihara definieron la prolongaciôn de campos tensoriales y de conexio 
nés de la variedad base al fibrado tangente. Con el lenguaje de las elevacio­
nes. la métrica de Sasaki résulta ser la elevaciôn diagonal de una metrica de
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ia hase. Un estudio paralelo se realiza ipialmente en el fibrado cotangente [52]
El paso al fibrado de los 2-jets es también obra de Yano e Ishihara, en 

1Q6S, y Morimoto, en una serie de trabajos puhlicados entre 1966 y 1070 extien 
de las elevaciones a f'brados de r-.iets y p^-velocidades, haciendo hincapiê en 
los campos tensoriales. conexiones y G-estructuras. En esfa linea se inscriben 
nos^eriores trabajos, con» [54] pa^a los fibrados de r-jets y [36] para los de 
p*'-velocidades.

La elevaciôn de pseudoconexiones lineales al fibrado tangente se inicia 
con loa articulos [22] y [26] y nosotros la henos extendido [l6] a fibrados de 
r-jets. relacionândola también con la de derivadas. Algunos précédantes de es- 

estudio habian si do desarrollados en [l6] para el fibrado tsngente, punto 
de partida ya seAalado de nuestro trabajo.

Técnicas diferentes han permiti<lo définir otras conexiones en ciertos 
fibrados, conexiones que hoy podemos considerar cobk> elevaciones. Asi. Bowman,
[3] a [5]. ha estudiado las extensiones diferenciables del fibrado tangente y 
las conexiones inducidas en ellas, obteniendo las conexiones de segundo orden. 
Un poco antes, Vilms [50] habia estudiado las conexiones en fibrados tangentes 
y, en particular, ciertas conexiones que en nuestro lenguaje denominaremos 
elevaciones tangentes. Todo ello sin salimos de fibrados vectoriales, va que, 
paralelamente, se iban también encontrando resultados similares en fibrados 
principales, como en [5].

Ries bien, ciBéndonos a los vectoriales, que es el objeto de nuestro es- 
tudio. nos encontramxis de entrada con la delicada cuestiôn de decidir cuil es 
el concepto de conexiôn en un fibrado vectorial que conviene elegir. Ha de ser 
una definiciôn suficientemente amplia para que abarque todos los ejemplos con- 
siderados antes, al tieaqx> que permita obtener aut^nomamente, sin recurrir a 
ella, resultados correspondientes a las conexiones particulares oue engloba.

La idea primaria es la de conexiôn lineal en una variedad. Seguramente 
su presentaciôn mis sencilla. fornulada mediante leyes de derivaciôn, es la 
dada en I960 por Koszul [34], y todas las demis son generalizaciones de esta 
concepciôn. Asi tenemos:

a) Conexiones no lineales u horaogéneas, si se prescinde del caricter li­
neal. Las tratan, sucesivamente, Barthel [1], Kandatu [3l]. Yano y Okubo [531. 
Yano e Ishihara [52] y Mok y Kong [39].

b) Las anteriores conexiones homogéneas lo son en un cierto sentido, drs 
contado el cual resultan las conexiones no homogéneas, como las estudiadas por 
Grifone [25] o en el anterior trabajo [3°].

c) Una generalizaciôn en otra direcciôn de las propiedades del operadcr 
que define la conexiôn lineal da lugar a las casi-conexiones lineales de Korg
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[ 51] y Vamanu [45-49] e, independientemente, a las pseudoconexiones lineales, 
que conprenden a las anteriores, y que Di Comité est.ablece en [ 12-13], asi co­
mo a las que llamaremos fere-conexiones.

Todos estos tipos de conexiones estin definidos en el fibrado tangente. 
Si pasaaos a fibrados vectoriales arbitrarios encontramos dos tipos principa­
les de conexiones:

d) Las conexiones infinitésimales definidas por Vilms [50]. Coinciden 
con las conexiones en un fibrado localmente trivial estudiadas por Hermann
[20], Crampin [10] y otros, [37], [7], [11] y [3&]. Estas definiciones genera- 
lizan la clisica de conexiôn en un fibrado dada por Ehresamnn [15] en 1950 •

e) Las conexiones generalizadas debidas a Spesivykh, que contienen a to­
das las demas y estan definidas mediante un campo t.ensorial de tipo (1,1), sin 
mâs resticciones.

Estas ultimas van a constitui r, por su generalidad, el instnxaento prin­
cipal de nuestra teoria. Han si do introducidas en unos articulos, [45] • [47], 
al oarecer poco conocidos o divulgados y cuya consecuciôn nos ha resultado ex- 
tremadamente dificil y trabajosa, tras largo tiemoo de husqueda [24].

2. Descripciôn de la memoria.

El capitule 0 se consagra al estudio de las conexiones, en sus diferen­
tes versiones, para compararlas y establecer sus relaciones. Resultan fundamen 
taies très tipos de conexiones; las pseudoconexiones lineales definidas en una 
variedad, las conexiones infinitésimales en un fibrado vectorial y las conexio 
nés generalizadas, también en un fibrado vectorial. La razôn de su importancia 
estriba en que en todos los ejemplos nanejados se tienen conexiones de uno de 
los primeros tipos y en que el tercero engloba todas las definiciones de co­
nexiôn.
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La introduceiôn de las conexiones infinitésimales como restricciôn de 
conexiones definidas en fibrados localmente triviales queda justificada por la 
mayor riqueza conceptual y por el traslado que podanos hacer de estas técnicas 
a situaciones mâs générales. Esto exige haber presentado con anterioridad el 
formalismo del corchete de Frolicher-Kijenhuis, cuyo uso sûqplifica posterior­
mente muchos câlculos.

CooK) corresponde a un capitulo introductorio, apenas hay resultados des- 
conocidos. Mâs novedosa es la intro&iccion de las conexiones general izadas, de 
finidas por Spesivykh como un campo tensorial de tipo (1,1) sobre la variedad 
total del fibrado. Es sorprendente que con esta definiciôn tan general se pue- 
dan obtener propiedades aprovechables. Los ûnicos resultados originales que 
aportamos son la caracterizaciôn de las conexiones infinitésimales dentro de 
las generalizadas (proposiciôn 0.4.) y una leve modificaciôn en la definiciôn 
de derivada covariante de una conexiôn generalizada.

Finalizamos el capitulo con dos apéndices: las relaciones entre los di­
ferentes conceptos de conexiôn y, por otra parte, entre las diversas notacio­
nes empleadas.

El capitulo 1 es totalmente original. Estâ consagrado al estudio de los 
buenos cuadrados. concepto que introducimos en la definiciôn 1.1. \uestro ob- 
jetivo en esta memoria es el estudio de la elevaciôn de conexiones en fibrados 
vectoriales. En el capitulo 0 recopilahamos las definiciones de conexiones y 
en el 2 y en el 3 daremos el concepto de elevaciôn. Este capitulo 1 se dedica 
a estudiar cômo estân definidos los fibrados vectoriales en los oue se definen 
las conexiones que queremos elevar.

Bâsicamente, un buen cuadrado es un diagrama conmutativo (*)

B

<*)

en el que ir y  « son fibrados vectoriales i en los que se definirân las conexio- 
nesl, o y 6 son fibrados localmente triviales y de modo que existen triviali- 
zaciones para los cuatro fibrados a la vez.

Damos un enunciado algebraico y una interpretaciôn gecmétrica antes de 
hallar familias de buenos cuadrados. oue engloban los casos esperados iejem- 
d Io s  1.1. y 1.2., proposiciones 1.1., 1.2. y I.J.). La segunda parte del capi-
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tulo se dedica a la definiciôn de secciôn proyectable: X, secciôn de t , es pro 
yectable sobre X, secciôn de «, si o»X = X»B. En los ejemplos 1.3* a 1.7. com- 
probaons que este concepto coincide con otros en casos conocidos.

El orden de exposicion de los resultados en la memoria no se corresponde 
con el de au gestaciôn. Lo natural es empezar con casos mâs simples (por lo 
■mnos, concepcualiaente mâs siiaples) para ir después a los générales. Asi, pri­
mera obtuvimos una definiciôn muy aceptable sobre elevaciôn de conexiones in- 
finitesiamles, que present maos en el VI Coloquio Jnternacional de Geometria 
Diferencial de Santiago [ 201, y después otra para la elevaciôn de conexiones 
generalizadas. Estas definiciones, dadas autônommaente, tienen la virtud de 
que coinciden cuando se aplican al concepto de conexiôn oms pequeAo, esto es, 
a las infinitésimales. Incluse para las conexiones no hosxigéneas, que son las 
infinitésimales en variedades, se pmde dar una definiciôn particular que coin­
cide con las anteriores (proposiciôn 313.). ‘

A la hora de presenter los resultados hemos escogido, corne tantas veces 
se hace, la otra via: iremos de lo general a lo particular. Quiera hacer cons- 
tar que nuestra atenciôn se centrarâ en la elevaciôn de conexiones generaliza­
das (capitulo 2) y en la de conexiones infinitésimales (capitulo 3), pudiéndo- 
se hacer un estudio similar para otras definiciones. Nos hemos restringido a 
estos dos casos porque consideraraos que son los fondamentales y porque las co- 
nexiones infinitésimales tienen una riqueza estructura1 (curvatura, torsion) 
de la que carecen las generalizadas. Los resultados de estos dos capitulos son 
también integramente originales.

En el capitulo 2 se introduce la elevaciôn de conexiones generalizadas:
F e t |(A) es elevaciôn de F e tJ(C) respecte del buen cuadrado (*) si =
= E»** . Con esta definici&i tan sencilla se obtiene el con^rtamiento deseado 
de la derivada covariante (proposiciôn 2.1.) y una caracterizaciôn en coorde- 
nadas locales (proposiciôn 2.4.). A continuaciôn estudimuos algunas conexiones 
particulares, como las infinitésimales (proposiciones 2.5. y 2.6.) con vistas 
a obtener la relaciôn que debe ligar a dos conexiones infinitésimales F y F 
para que la primera sea elevaciôn de la segunda (proposiciôn 2.7.). La pr<̂ x>- 
siciw 2.8. establece algunos casos en que la elevaciôn queda univocamente de- 
temdnada. En I 2.3. estudiamos el problema de existencia y unicidad de eleva­
ciones.
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"elevaciôn" o "de orden superior" caben en nuestra teoria. Un ambicioso obje- 
tivo séria, por ejemplo, encontrar relaciones con las conexiones superiores. 
incluso de orden infinite, que désarroi16 Ver Ecke.

La têcnica de los buenos cuadrados se ha mostrado fructifera porque ha 
permitido costruir la teoria aqui expuesta y porque ha servido para hallar 
nuevas propiedades de objetos conocidos con anterioridad (coan las elevaciones 
de campos a T^M del ejemplo 1.7. y, especiahænte, las construcciones de I 4.1. 
y 1 4.2.). CreesKis que se abre asi un amplio campo de trabajo: buscariaiaos la 
aplicaciôn de ideas anâlogas en el caso de G-estructuras y en el de elevacio­
nes a otros fibrados. Para este ultimo propôsito introdujimos en el capitulo 0 
la definiciôn de conexiôn infinitesimal como restricciôn de la de conexiôn en 
un fibrado localmente trivial. Pero nuestro trabajo queda, por ahora, cortado 
aqui.

Me gustaria terminar con un recuerdo histôrico. Hace ahora SO aAos, el 
31 de mayo de 1909, un exiaûo mateamtico espaAol, don Julio Rey Pastor, firma- 
ba el manuscrito de su tesis doctoral que leeria poco después de un mes. Y lo 
hacia dirigiéndose al Tribunal con las siguientes palabras, de las que deseo 
atrevidaaiente apropiarme como colofôn del mio: "Yo confio en que sabra discul­
per muchos de sus defectos la benevolencia que siempre inspira a los maestros 
la labor de los princioiantes■ ^Acaso sin contar con ella tendria la osadia de 
presentarlo? "



CAPITULO 0. CONEXIONES.

* 0.1. FIBRADOS VECTORIALES.

I. CanœptOB bâsiocM.

La teoria general de fibrados vectoriales ha sido desarrollada por nu- 
-wrosos autores. Aqui recogenos una coleccion de resultados, que utilizaremos 
en lo que sigue, y que tomamos de [2], [30], [35]. [44] y [50].

I. Sea n : E M un f ibrado vectorial rie rango r sobre una variedad rie 
dimension n.

Dada una aplicaciôn diferenciable f: X ♦ M,existe un linice fibrado vec­
torial pr̂  : *” (̂X) •* X,de rango r, que verifica la siguiente propiedad uni­
versal :

<̂i) existe una aolicaciôn diferenciable pr̂  : *”Vx> » E de mode que 
x.pTj = f«pr̂ .

(ii) para toda tema ( Y, , a,) que verifioue (il. existe una aolica­
ciôn diferenciable a: Y - »“ (̂X) tal que pr^»a = , pr.̂  a = a., ; esto es.
coranuta el diagrama siguiente:

-1-
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E H

La construcciôn efectiva de ( pr̂ , pr̂ ) es la siguiente:
»~Vx) = ( (e,x) • E>OC / «(e) = f(x1 e M )

Y pr^, pr^ son las restricciones a « *(X) de las proyecciones de E»X 
sobre E y sobre X.

A «~*(X) se le denoninarâ prockicto fibrado de E y X sobre M.

U. A partir de un fibrado vectorial »! E •» M se obtiene una sucesiôn 
exacta de fibrados vectoriales sobre E, dada porr

- 1 ,(*) \'E ■TE VTM)

donde VE = ker »^ y » es la aplicaciôn inducida oor la propiedad universal 
del producto fibrado » *(TM), al considerar el dĵ gracia

TE

M *

TM

pr

ME

Asi, considerando la inclusion de » (̂TM) en E*TM. *’esulta que »' =
' *£’ y d'Jr VE = ker »', con lo que la sucesiôn es ciertamente exac-

La estructura de fibrado vectorial oue tiene sobre E es la dada por
la restricciôn de a VE. Las secciones del fibrado : \T ■» E se denomi-

cM^xis vectoriales verticales, y no son sino los campos de E tangentes a



las f ibras rte ».
Artenâs de esa estocturs flbrada, se puede définir canônicamente una 

aplicaciôn diferenciable » s VE ♦ E : se constderan el isomorfismo de fibrados 
sobre E, VE S »**(£) y la inclusion »~^(E)« E«E y se define

\"E : *■*«£) E»E
Résulta que lo , «) es un morfisaio de fibrados sobre ( i, «  ̂,esto es 

nue corimita el cuadrado

VE

III. Ot.rs construcciôn canônica es la que define el campo vectorial de
con 
-li

Liouville, que denotaresns por L. Dado es como »~^lx) es un espacio
vectorial, considermsos el vector x%, al rtotar a »" fxl de la estructura 
afin canônica. Asi, definimos

* (xl)^e T^(*”*(x)) « T^E
La interpretaciôn gecmétrica de p y L es la dada en el siguiente dibujo

Asi. p asigna a un vector el punto de E obtenido al trasladarlo al ori- 
gen de la fibra, y L asigna a cada punto su vector de posicion. Obsérvese que 
se verifica la relaciôn

pCL̂ l = e
y que el canno de Liouville es vertical, pues es tangente a las f ibras- El 
campo de Liouville puede definirse tanéïién como el oue genera el flujo de las
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dilataciones positivas en E;
^exp f (y) _ gxp t.v, f vo » (̂x). Y * ®  M, V t e R.

Las construcciones de p y L se basan en la identificaciôn de M con la
secciôn nuls del fibrado c  E « M. El conpleamnto de dicha secciôn constituye 
un fibrado localmente trivial oue denotaremos por « :(E), * M. siendo esta 
restricciôn de la anterior. Grâficamente.ha sido denoaûnado fibrado " slit", 
esto es, " rajado" o " cortado", nor Mok y Kong en ( .IP] • Va a jugar un impor­
tante papel en nuestra construcciôn. Por lo pronto, digamos oue sigue tenie-
do sentido la sucesiôn (*) y los conceptos después definidos.

El campo de Liouville permite dar las siguientes definiciones;
Sea £ la derivada de Lie en E;
f e T2(iE),^ es homogènes de grade k si satisface la identidad de Euler

£(f) = k f
X s T*((E),i es homogéneo de grado k si verifica 

£^X = (k-1) X 
w e 1^i(E),les homogénea de grado k si

= k •

IV. Estudiemos ahora las expresiones locales.
El fibrado vectorial « ; E ■* M se expresa localmente por

, u "kR‘'  li"
<x̂ , a“) — ► (x̂ )

donde n y r son las dimensiones.
Adootanos el siguiente convenio de notaciôn;

X e u"
a . . . . . .  f  '  j «  I '  n )

c.c,.c;,c.. R"

La sucesiôn exacta del fibrado, (*), viene dada por

- 1/\T ----    TE   * » ^TM)

u"xR " R ^  —  u"kR^*r"kR^ -------- U^kR"kR"

(x,aj -0,a.,' — ' (x.aj ,0-a,, i

(x.aj.c.a,,) — — —  fx.â .c)



La aplicaciôn es
p: VE

ü"«r'*«{0)»R*'---  u"kR*'

y el campo de Liouville es
f%,a^,0,ag) — r (%,â )

‘f e ) .  ■
que se puede expresar cosk> secciôn del fibrado vertical VE * E del siguien 
te modo:

L: E a VE
i/'.RT — —  iP.lfxiOlxlf 
(x*,a“) — — — -a (x̂ ,a®,0,a®)

V. En el caso de que el fibrado vectorial dado sea el fibrado tangente 
de una variedad, IM ■» M, se pueden realizar algunas construcciones mâs.

En primer lugar, recordenos que TIH adodte dos estructuras de fibrado 
vectorial sobre TM; las definidas por y por Se expresan en coorde-
nadas locales por

ITM ---------- ► TM f»^),:TTM "TM

i f x i f . l f x l f  ----- "ifxRP ifxRP.RP.lf

(x,C^,C^,C^) »^X,C^) (x,C^,Cg,C^)— — *fx,Cg)

Kobayashi introdujo en [32] una involucion en TTM, que penmita las dos 
estructuras, pues estâ dada localmente por

S(x,<̂  ,(̂ ,<g ) = (x,<̂  ,tj ,ĉ )
La denoaûnaremos automorfismo de Kobayashi ( en [2] se llama involucion canô­
nica) . Obsérvese que el fibrado de los 2-jets, o tangente de segundo orden, 
TjM, puede susergirse en TTM como el con junto de puntos invariantes por el au- 
tomwfismo de Kobayashi ( cfr. [2], [4] o i 4*2. de esta memoria ).

VI. lanbién es interesante seAalar que al considerar el fibrado vecto­
rial IM M, la sucesiôn exacta résultante es

0 — VTM  ̂• TTM — -»ir̂ ĵ (TM) "» 0

y que. en este caso, el isomorfismo \TM = »„^^TM) permite définir una estruc-
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tura caai-tangente canônica en TM, J, dada por J = f cfr. [îSl > :

«2 1 iTTM — ,~'(TM) - \TM — -----  TTM
que localmente es

x f  x f  x f  — e = i T x f x l O x f   ► i T x f x l P x i r

(x.Cj.C^.Cj) --" fx,Cj,Cj)**^X.Cj ,0,c,) — ► fx,ĉ ,0,Cg)

Asi J^fx,c^,Cg,c^) = (x,Cj,?,0> con lo nue = 0.

Taabién en este caso es posible définir de modo oarticular el campo de
Liouville. [ 28]: Si «: TM •» w~*lTM> es la aplicaciôn diagonal 6(i' = f z,z). 
obtenida al considerar »̂ *(TM) « TMxTM, enfonces L = i-6. En efecto,

TMxTM
Ü

TM -- ^  -"TTM

(x.c> — ^  ((x,cK(x.c Osfx.c.c) = (x,c,o.c> — » (x,c,0.c>

VII. En el fibrado tangente TM * M es posible définir la elevaciôn
vertical de r ampiia

V: li/M> --- vlliTM'

X̂ x̂ ' = * x'fx^.cM . (%- .cj.O.X̂ )

Esta construcciôn no es posible en fibrados vectoriales arbrtrarios
»; E ■» M. FI campo de Liouville verifies las dos orooiedades siguientes{lO’;

f i ) (L.x'l - -x'. para todo campo X de M

üi) Si X es un campo vertical, enfonces
;L.X] = -X existe X c 7‘iMl tal que X = x'.



2. Corchete de Frolicher-Mijenhuis.

Una herramienta poderosa de câlculo es el corchete de Frolicher- 
Nijemhuis. Fué jjitroducido oor estes dos autores en [27]. Su construcciôn 
consiŝ -e en asociar a dos campos tensoriales, ♦ de tipo f 1 ,r) y ♦ de tipo 
il,s) .un c Mspn tensorial [* ,*] de tipo i 1 ,r+si. Con la notacion modems su 
expresiôn es, [38] ,

( , ] : iJfM) X T*(M) --------- - ij: giM)

[♦,«.] (Uj,...,U^^^) .

*(71177 o ‘  ̂♦^“o(l)’*--’“e(r)’ *^“o(r»l)’” *’“e(r*s)^  ̂"

■ ♦ “̂o (n’-'*’“o(r-l)’ '“o(rr *^"o(r*l)'"''"o(r,s)- ^

- (-l)”   ̂ s   “ o ( s - l ) ’ [ % ( s ) '  * ^ " o ( s r l ) ' " ' ' " o ( s , r  /

* T  ♦^“ o ( l ) ’ ***»“ o ( r - l ) ’ * ' ^ c ( r ) ’“ o ( r + l ) ^ ’
%(r+2) • * ’ ' (r-fŜ  '

* y  *<“o(i)’---“o(s-l)’

^0 ( s-i-2 ) ’ "  ' ' %  ( s-r 1

donde el corchete que aparece en la definiciôn es el corchete de Lie de cam­
pos vectoriales, o es una pemutaciôn de {l,...,r*s> y loi es su indice.

Las prwiedades fundaraentales de este corchete son:

(1) [$.»] = (-n^®*^[i..#] , si ♦ e e lj(Ml

(2) Identidad de Jacobi. Sean
$ e T^(M). y e , w e T^fMl. Entonces

(-1)*^ l[y,y],w] + (-1)®*' [[w,*],v] ♦ (-1)'"® [[y.!».].♦] = 0

'3) Si y.y e , [y.y] e 1q(M) y coincide con el corchete de Lie

<4) Si y e I^(M) y y e entonces [ y , y ]  e tJ(M1 y résulta
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;y,y](X) = [y,y(X)] » y[X,y] = (£^y)<X). para todo camoo X de M.
Asi es

lt.i1 = £̂ i
donde £ dénota la derivada de Lie.

(5) Si y,i e t|(M) sc tiene oue [y.il e 1 y para eiaiesquiera canfos 
X e Y dc- M résulta que

f<.il(X,Y1 - i {(♦(X).i(Y)] - [y(V).i(X)) ♦ yi(X,Yl - iilYXl -
- y[X,i(Y)l , é[Y,i(X)l - i[X,#(Yî] , i[Y, yfXll ) X

con lo que [♦,♦} es el tensor de Kijenhuis. En particular, si y = i ,
{y.y] X ŝ .

La propiedad (4) se generaliza del siguiente modo: Si y * T̂ (M) y 
i e T^(M), entonces

[y.i^ =

Conn ejemplo de aplicaciôn rie estos câlculos résulta rv.e al considerar 
el fibrado vectorial TM ♦ M y la estructura casi -tangente canônica .1 e 
e tJ(.M), se tienen las siguientes relaciones, [2S]:

(J,J1 X 0 e

[L,J1 =-J e  l{<TM)

La técnica se generalize en los trabajos [II], [37’ y [3^ donde se de- 
fini ô el corchete de Frolicher-Sijenhuis para fibrados vectoriales arbitrarios. 
Como siempre, el usa do en variedades es el "lisrao que el ahora definido en es- 
pacios vectoriales, pero restringido a los fibrados tangentes de las varieda­
des. Seguimos el trabajo de Mangiarotti y Modugno, (37].

Sea »:E * M un fibrado vectorial. Se denotan tx>r

= •  Q» y por  n = •  o i
0<i«n 0<i<n

las algebras de formas en M y en E. (Obsérvese oue la definiciôn dada de 
riepende rie la dimensi ôn rie .M y no rie la rie F ).

Se definen ?p y  cono los con juntos rie ramprw proyectables y de c am-



pQ« verfeicales, de modo que

I 9 . 3
P- «K'E) ; 3f̂ (x) ♦   3f*(x,a,l )
^  ^ ^  >x^ ja* ^

: 'e - * * - —  >
**1

siendo « : E * M localmente »^x,a^) = x.
Un campo H e T̂ fE) se dice proyectable si esta «-relacionado con un cam­

po % e , [11]. Al campo X se le denomina proyecciôn de X.

d,’»

Se definen entonces los con juntos
F = 0|̂  o Pp, espacio de las formas proyectables con valorem vectoriales.

y X * Pg, espacio de las formas verticales con valorem vectoriales.

Résulta oue F es un modulo no localmente libre sobre l^CM) y que V es 
un module sobre T^fE).

Asi, F* = 0^ e Pg «T^(E) . y se tiene la siguiente expresion local:

F e F® m  F = r— r . (x) - --- ^  . (x,a,)l • dx *a ...
Lax^ Ji’*--'Js aa“ :»r  ̂J

con

f], j, <«' «

Entonces F se proyecta en F e 0^ • T^fM) es . dado localmente por

* '■’l jgF = — r Ft . (x) • dx A ... A dx
ax- ^r-'-’̂ s

Se define entonces el corchete de Frolicher-Vijenhui.s de dos formas pro­
yectables F e F*~ y fi e F® como IF.fi ] e F^*® , la ùnica forma proyectable
que para cada Uj...., u^^^ e verifica
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=  F T ' i T  i * ®'  “ o ( r ) ^ ’ ® ^ * * o ( r . n ’ - - - - “ e ( r . s ) ' ^  *

■'■ ^^“ o ( D  “ o ( r - l ) ’ t“ ff(r)’^ ^ “ o ( r - l ) ...... “ s(r-s)^^^"

-s C( lF<«o(i).--->“ o(p.)'* **o(r-l) ^ ’“ e(r.E2)’“ ” **o(r-sl

* T  I)*•••’“ci- 4 )’ )’“oi- ♦ l)̂ ’̂“oi- * 2)’^” ’“oi-

* y  *"̂“c (!)’•••’“ (r-l)’ :r)-“ (r-iy ' ’“o (r-2)’•••’“ ( r>s) •’•

donde F y G son las proyecciones de F y fi .

Este corchete general:zado verif’ca las mismas propiedades que hemos 
dado con anterioridad, (cfr. (ill y (371 '•
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1 0.2. CONEXIONES, PSEUDO- , CASI- Y FEXE-CONEXIONES LINEALES EN 
VARIEDADES.

Las conexiones lineales en variedades han sido estudiadas desde mzchos 
•xjn*'os de vista. Hemos escogido introducfrlas mediante una tr-esentaci6n de 
tipo Koszol.r 34]. pues asi podrevos abordar râp'danente el problema de su ge­
neral! zacion a las pseudo- , casi- y fere-conexiones. De hecho. en el epigra- 
fe f 0.3. obtcndremos las conexiones lineales como casos particulares de otras 
conexiones y, por tantp, se nodrâ apiicar a âouellas lo oue de estas digaaos.

Definiciôn. Se llama derivada sobre la variedad diferenciable M a un 
endomorfisB» R-lineal 3: T<H) •* tal c*ue

fi) 8(T^(M>) — , para cada r s

fii) )(*#*'1 X 30#*' * *#30' , para cualesquiera campos tensoriales.

fiiil 3 cormita con toda contracc.idn»

Cono es bien sab-do, una derivada oueda rieterminada por su actuaciôn so­
bre Tq 'M'i y Tq(M'. De hecho, actûa sobre Tq^M', y se puede asociar a cada de­
rivada el campo asi detemni nado, oue se suele denominar campo de direcciôn de 
la derivada.

Denotaremos por Z)(M) el conjunto de derivadas sobre X.

Definimos una conexiôn lineal en M como una aplicaciôn

7 : iJfM' K tJ(M' ---- * tJ'XI

que verifica las siguientes condiciones:

' r s . T ) ' - V * V

’fx’ ‘ f - V

'31 MY-?' . 'jï . 'jZ
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ui = fxn*Y * f'v^Y

siendo f e T '̂Ml y rroresentando 9'X,Yl - v̂Y.

definimog
Jf = Xlf' , si f e Tp'Ml
jY = 7^Y , sr Y « îJfM)

ohtenenos iina derivada. Kos nerar'te def’ni'' «1 onces una conexion lineal como 
una apl cacion

y : 1
en one a cada camno se le hace corresoonder »ma derivada en la direcc'dn de 
ese canpo y de modo one se verifionen las cuatro propiedades anterlores. Oh- 
sérvese oue las propiedades !̂) y (2) hacen que ? sea una aol'cacion 
lineal de en y que las fjly (4) se deducen ahora del hecho de ser
7^ una derivada.

Por lo tanto, podemos définir una conexion lineal como una aplicacion 
Tp(M'-lineal entre y que hace corresponder a cada camuo una deri­
vada en la direccion de dicho campo.

localisente una conexion lineal oueda caracterizada nor los simbolos de
r-iristoffel. . def^nidos oor

3 3
3 3x̂  ax̂

A una conexion lineal se le asocian dos camoos tensoriales: T e 
llamado tensor de torsion y R e , el tensor de curvatura. Sus défini clo­
nes son:

T'X,Y' = V^Y - 7yX - [X,Y] :
RiX Y'.Z . 7 - 7^x yyZ .

Las generalizaciones de este concepto de conexion lineal han aparecido 
fie modo y en anos diferentes, ,segûn los autores oue las iian t- at ado. En prin- 
crnio. se oueden distinguir dos caminos: uno consiste e n  e s t u d i a r  el operador
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7 tratando de debilitar algima de las condiciones y el otro en llevar la si- 
•̂ iiacion dada en el fib'-ado tangente TM •* M a un frbrado vectorial arbitra- 
rio. El orimer casiino sera el cue estudiemos ahwa; el segundo lo veremos en 
el eoig^fe I 0.3, , y en el 1.0.4. obtendremos una vision con.iunta de anbas 
vias.

tamo es bien sab^do, la sums afin de comexlones lineales es conex-'dn li­
neal : t*7-(l-t'*7' . Sin embargo, el conjunto de conexiones lineales no
alcanza la estructu-a de modulo sobre . Pefinimos enf onces una paeudo-
oonexion lineal de r — po ftmdaaental F a t|(M) cccbo una aplicacion Tg(M)- 
lineal

V : tJimI — -- -D(n)

tel oue a cada campo vectorial X le haga corresponder una derivada en la di- 
reccidn del camoo Ff X), considerado F como endcmorfisno de canpos.

?esilta que el con junto de pseudoconex i ones lineales forma un nodulo 
sobre el anillo de funciones [21]-

Si el camoo fundamental F es no degenerado, esto es, si es un autoraor- 
fismo de campos vectoriales, la pseudoconex:on lineal se llama casi-conexion 
lineal.

Si la aplicacion 7 défini da por una nseudoconexion lineal se puede des- 
comoone- ccmo 7 » 7 O F , donde 7 es una conexion lineal, se dice oue 7 es 
una pseudooonexion lineal canonicamente engendrada.

Cbservese que una conexion lineal es una pse**doconex:6n lineal de campo 
fundaatenr.al el tenso*' identidad fde Kronecker'.

A una pseudoconex!on lineal se le asocian unos siirbolos de Christoffel
del mismo modo oue a una conexion lineal. El campo fundamental de la pseudo-
conexion inflirye en la ley de canbio de carta de los simbolos f cfr., por ejem- 
plo [12],[iej.FlOl).

La exores'on local de 7^Y es la sign!ente:

Sean X = - L  X  ̂ , Y = - L  Ŷ  , F = -i,. • Ft dx"
ax ax̂  ax̂  ^

Fntonces.
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7 Y = 7 . 7 , * .(y-Y'̂ 1 =
ax’ ax'̂  ax^

' j'V'w.i ^  ~ï 't ^  = “ î*̂ *i.i fj!  ̂ •

fono heiros dicho, los conceptos de casi-conexion y pseudoconexiôn han 
aparecido separadamente : las casi-conexiones fueron introducidas por Wong.
[5ll, y estudiadas después por Vaaanu.[4Sl y [49], Las pseudoconexiones lo 
fueron por Di Comité, ( 12] y( 13] • Esto ha llevado a dar definiciones distin­
tas de torsion y curvatura. En efecto. se tiene

Fa> Pseudoconexiones lineales de campo fundamental F;

T a.Y) = V^Y - 7yX - Lp(X,Y) , T • T^M)

R(X,Y) = (7̂ ,9y] - »l^(x ,Y) ’ ^ **F = ®

siendo Lp(X,Y> = [F(Xl,Y] ♦ (X,F(Y)] - F([X,Yj) y K̂. el tensor de Si.ienhuis.

<b) Casi-conexiones lineales de campo fundamental F:
Î(X,V) = 7^Y - 7̂ JC - F*‘((F(X),F(Y1]1 . T e l̂ iMl

BlX.ÏI - , «  .  lî'Ml

Las relaciones entre unos y otros campos de tensores fueron estudiadas 
en [17]

Otra generalizaciàn del concepto de conexion lineal se debe a Mok y Wong, 
[39], Tntrodu.ieron el concepto de .M-tensor y de conexion de tipo (p,o). Mas 
recientemente, Obâdeanu,[4l], ha obtenido narecidos resultados al trabajar 
con pseudoconexiones canénicamente engendradas.

flt.ro t’po de olanteanûento es el nue lleva a prescindir. en el concep-

o'to de cone xi ôn lineal, del caràcter iĵ lM'-lineal de la aplicacion
7 : TpiMl ---- -D'Mi

Obtenemos asi las derivaciones, y sus correspond!entes generalizaciones. las 
pseudode’'i vaciones. [21].
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Finaljaente anuncianos un ultimo punto de vista, consistente en conside- 
rar un operador V al que se halla ligado un campo tensorial F e I y de 
modo que verifies las siguientes leyes:

'x.x' « ' V ' V

(2) «jiy.ï'i . . ,jï'

(3),„y. f - v

(1) Xj'fïl • t-Vjt » (Xf>-F(ïl

A un tal operador lo dencminaremos fere-oonexiôn lineal. Qbsérvese que 
si F es el tensor de Kronecker. entoncea obtenemos una conexion lineal. Este 
nombre, que introduciaos aoui, sirve para evitar la anbigüedad oue se oresen- 
ta en este campo, pues hay nombres iguales que definen distintos conceptos y, 
al rêvés, hay conceptos llamados de modo diferente por diversos autores. El 
apéndice II de este capitule 0 ofrece una clasificaciôn de las distintaa no- 
taciones. El origen del nombre proviene del adverbio latino "fere", casi En 
efecto, estas fe^e-conexiones son aproximadamente conexiones, y la relacion 
que existe entre conexiones y fere-conexiones es la misma que entre conexiones 
y pseudoconexiones. Difieren, solamente. en la actuaciôn del cao^ F, ora so­
bre X, ora sobre Y.

La expresiôn local de V^Y es la s’guiente:

Si X = -L X̂  , Y = -L. Y^ . F = - i r e F ’. dx̂
ax' ax

entonces

v^Y = ? (-L Ŷ i = V x*‘*-L-F^ =
ax̂  * ax̂  ax ax ^

- ;4-F; g  ‘
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Conpârese esta ultima expresiôn con la de una pseudoconexiôn lineal.

A un operador 7̂ : que actue como las propiedades (3) y
(4) de una fere-conexiôn lineal le llamaremos fere-derivada. y si lo hace como 
ima pseudoconexiôn lineal, pæudoderivada. Estas definiciones son anâlogas 
a las que da Spesivykh en [ $6], aunque los nombres difieren (ver el apéndice II)
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I 0 3 OMEXIOiœS INFINITESIMALES.

1. Definiciones.

Este concepto es el clâsico de conexion en un fibrado vectorial. Le da­
mns el nombre de infinitesiaïal para distinguirlo del de conexion generalizada 
que estudiaremos en « 1 eofgrafe siguiente. La idea bâsica es que una conexion 
infinitesimal es una distribuciôn diferenciable de espacios horizontales, com- 
plementaria a la vertical (cfr. [10]).

Sea «: E - M  un fibrado vectorial sobre una variedad real diferenciable
M  de dimension n y sea r el rango del fibrado. Consideremos la sucesion exac­
ts de fibrados sobre E

(») 0 — -N'E-^TE-i'x'^TM)---* 0 '

Prisera definiciôn ( 50] : Una conexion infinitesimal en el fibrado vec­
torial «: E * M es una escisiôn diferenciable p w  la iztpiierda V: TE « VE de 
la sucesion (♦). esto es, tal que V«i = id̂ .̂ .

Evidentemente, équivale a dar una escisiôn nor la derecha de (*).
M: » Ntm) - TE. esto es, tal que «'«H = id̂ -l̂ .p̂ j. Asî se define en (37]*

Se llama aplicaciôn de conexiôn a la composiciôn 
K = 0.V : TE * E

Este conceoto fue definido en priser lugar para las conexiones en fibrados 
tangentes par Doné>rowski, en [li]. Se verifican las siguientes propiedades:

(l) fK.*̂ ) es un morfismo de fibrados sobre (x^,x).

■2' (K.«„) es un morfisn» de fibrados sobre (»̂ ,w).

"lyE = p : \E -» E.

Asi que por <I) y l2) consutan los cuadrados
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TE —  E IE E

’ *1 1* y ’ e I 1*
TM — > M E — M

*M *

Las tres propiedades anteriores caracterizan la aplicaciôn de conexiôn 
K de una conexiôn dada V. A la aplicaciôn de conex'ôn tanbién se le da el nom­
bre de conector (cfr. [3]).

Una escisiôn de la sucesiôn (*) oroporciona una desconposiciôn de TE en 
é Whitney de los fibr 

definiciôn, mas geometries
suma de Whitney de los fibrados NE y » *'TM). Esto nos lleva a la siguiente

Segunda definiciôn: Una conexiôn infinitesimal en « E ■» M esta dada por 
un subfibrado HE de «g: TE * E oue verifies

TE = HE e NE

Si ademas HE es homogéneo. en el sentido de oue

"k. V  = w
siendo k e R, e e E, u la nuit iplicac iôn por un e scalar en el fibrado , -
= ke. y H^E la fibra en e de HE * E . diremos oue la conexiôn es invariante 
por dilataciones Asi es como se definen las conexiones en [lil.iMas adelante 
veremos oue estas conexiones invariantes son las conexiones lineales en fibra­
dos vectoriales. que definiremos con posterioridad).

A HE se le llama fibrado horizontal. La manera de relacionar estas dos 
primeras definiciones de conexiôn infinitesimal esta dada por la igualdad

HE = ker K

La desconqmsiciôn del fibrado tangente TE permite définir las proyec-
ciones v y h . para cada e e E

V E T E H E e e e

Obsérvese que v - N; la proyecciôn vertical es la escisiôn por la izquierda.

La otra definiciôn oue vamos a dar proviene del estudio de conexiones 
en fibrados localmente triviales arbitrarios, iniciado por Ehresmann, [15]- 
Como demostrô Hermann en [20] una conexiôn de Ehresmann en un fibrado vecto-
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rial es una conexiôn infinitesimal en el sentido de la primera defiiniciôn (ver 
[ 11]'. Ahora bien, tiene interés poroue se puede api’car las técnicas del cor- 
chete de Frolicher-Xijenhuis. lenemos asi la siguiente definiciôn

Tercera definiciôn (7],[11],[29’,[37] y [3S]: Una conexiôn infinitesi­
mal en w: E M esta dada por una 1-forma proyectable h e f * tal que su pro­
yecciôn h* es la identidad

El hecho de llamar h a la conexiôn proviene de que jjn(h) es el espacio 
horizontal de acuerdo con la segunda definiciôn. Ademas. h queda caracteriza- 
do por h(TM) “ TE, que produce la escisiôn TE = ’jn(h) • \’E . [37].

Con esta definiciôn se pueden aolicar las técnicas de FrdlitAer-Xijen 
huis para hallar la curvatura y la derivada covariante. como veremos mâs ade- 
lanta

La equiValencia entre las très definiciones queda patente cuando toraa- 
mos coo'xienadas locales. En efecto, si oartimos de la suces'ôn exacta (*)

(*) 0 \T TE (TM)

una conexiôn infinitesimal en * : E * M define las sigu'entes aplicaciones

HE
]h

\ E Y = é =  TE * ii'V tM) 
H

h-V=F

TE

que localmente se expresan por
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r\R'

i' r̂‘'xr'’.r''

c"kr‘'«r'̂»r

U* xR xR"

Sabiaiaos que 
i(x,aj .O.a.,) • (x.â .C.a.,)

i'(x,aj,c,a ) = (x,aj,c)

p«x,aj.P,a,) = (x,â )

y recuerdo la notacion: x e L’"; â  ,â  e R** ; c c r" ; i, j e ( 1,... ,n)
a ,fl e {1,..., r)

Entonces résulta

'■(x.aj .c.a.,) = fx,aj,0, a, * uf x.a^ 'c ) , donde w : u” R*̂- L R^.R^'. A u 
se le llama ctmponente local de la conexion. [5P] • Como w es lineal résulta

K'x .3j .c.a.,1 = (x.a, + w/x.a^ )c I

h'x.aj ,0,3.,) = (x.3j.c,-«(x 3jlc 1 . Asi résulta oue

h = '-2-, - -i_ (ii®(x.a 1 ) * dx̂  , con lo que h' = * dx^ - id.̂  ̂.
3x̂  3a®  ̂ 3x-̂

Observese que MTV.) esta generado por los canpos vectoriales horizontales 

( -% c^- w®ix.a )ĉ  }.1 1

ohtenidos al hallar h(-i- c''
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H(x,aj,c) = <x.aj,c,-ta)̂ x,aj)c ) 

F(x,a^,c,a^) z fx,a^,c,-ag-3w(x,a^)c )

Qbsérvese que h = § (I-F)
V = è (I-F)

donde I es el tensor de Kronecker, identidad en TE.

Asi pues, una conexion infinitesimal queda determinada al dar una de 
las aplicaciones V, K, h, H o F, y cada una de ellas détermina todas las de- 
mas. A una conexion infinitesimal la denotaresK>s de modo genérico por r.

Considérense ahora h, V y F como aplicaciones de TE en si mismo. Résul­
ta que

h(-î-r*c^ * _2_»a*) = - ^ ' c ^  ♦ - l - ' f - * ? ( x , a  'c^ ) 
ax̂  aa*  ̂ ax^ aa*  ̂ ^

V(-^-*c* ♦ —i-*a“) = -i_*(a® ♦ w?(x,a,)c^ )
ax^ aa* 2 aa“ "  ̂ ^

F(-^*c^ ♦ -2_«a®) = -2,'c^ + (-a_ -2w?(x,a 'ĉ  )
ax^ aa*  ̂ aa®  ̂  ̂ ^

Entonces a h, V y F les corresponden las siguientes expresiones locales:

h = -i, # dx^ ♦ -î-*(-«®(x,a ) ) • dx^ 
ax̂  aa“

V = -^'w?(x,a ) • dx^ * da®

F z I • dx f —— *(-2*». (x,a, ) ) • dx" - —  • da,
ax̂  aa®  ̂  ̂ aa® ^

En general, a

F ’ z # dx̂  - • da® ♦ -l— *»® # dx^ - _Î— »B® # da®



se le puede hacer corresponder la matriz

H,

Asi a h, V y F les corresponden las siguientes expresiones matriciales:

‘i0 0 0 0
h; V: ; F:
-̂ ®(*.aj) C -“(x,a,) .-2»j(x,aj'

Este runto de.ja va preparado el terreno para définir las conexiones ge- 
neralizadas. Sin eetargo, continuarenos ahora con las propiedades de las co- 
r>exiones infinitésimales, posponiendo. para el proximo epigrafe I O.g. , el 
estudio de las generalizadas.

2. Casas particulares.

Vamos a estudiar ahora algunas conexiones infinitésimales en particular.

Sea r una conexiôn infinitesimal en el fibrado vectorial »: E * M. Como 
u) € L(R*̂ .R̂ ) résulta que w es lineal en las »^-fibras. esto es.

ui(x.a)c z w^Fx.a'c^

51 w es tanbién lineal en las ( x̂ '̂,-fibras, y verifica por lo tante oue 
ûi(x.a)c )® z r? (x) a® ĉ
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se dice oue r es una conexiôn infinitésimal lineal, [ 50̂  • Esta condiciôn équi­
vale a oue

f^F = [L,F] = 0

donde £ es la derivada de Lie, L el cainpo de Liouville y el corchete el de 
Frolicher-Ni jenhuis.

Al estudiar la derivada covariante veremos que en el caso de que sea 
r una conexiôn infinitesimal lineal en el fibrado tangente de una variedad, 
este concepto coincide con el de conexiôn lineal en la variedad oue definimos 
en I 0.2.

Y los r®̂ (x) son los siatmlos de Christoffel de la conexiôn infinitesi- 
aml lineal.

Veamos ahora que las conexiones infinitésimales lineales son las que 
antes denominamos invariantes por dilataciones. Debemos conprobar que la con­
diciôn de que el espacio horizontal se preserve por nultiplicaciones équiva­
le a que w sea lineal en la segunda variable.

En efecto, si X es un campo vectorial en .M, X e l^fM), se define su 
elevmciôn horizontal e Tg(E) como el ônico campo horizontal n-relacionado
con X. [4i]- Las expresiones locales son: 

X(x^) = (x̂ .X̂ )

x"(x',a“) = fx^.a®.X^,-w®(x.a^)X^ )

Entonces.

“u* = fx^.k'a^,X^,-k«w®(x,a^)X^ )
mientras que

X^(x^.k*aj) = (x^,k"a®.X^,-Wj(x,k'a^)X^ )

Luego debe ser Wj lin»al en el segundo factor para que se preser\en los espa­
cios horizontales.

En lo que sigue. trabajaremos con una conexiôn infinitesimal T definida 
en el fibrado vectorial

»ME>„ - M

Si w es homogênea de grado 1 en las («y),-fibras. se dice que r es una 
conexiôn infinitesimal homogênea, [50]. Estas conexiones. cuando E = IM y el 
fibrado es el tangente a la variedad M, son las que también se denominan, en
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f U 5l].( .( 52] y [53]. conexiones no lineales. Se puede encont.rar on [30]
la relacion entre las diferentes definiciones de conexiones no lineales. Son 
conexiones invariantes por dilataciones 'cfr. [lOl y [521)

Los siguiortes estudios tratan de conexiones definidas en el fibrado 
(TM), ♦ M

Para empezar, una conexion infinitesimal homogênea T en dicho fibrado 
viene caracter i zada por la siguiente condiciôn, [2&]: Sea F : TM ■» TM la apli­
caciôn definida por r. Entonces r es homogênea si F es homogênea de grado 1. 
en el sentido de que

f^F = [L,F] = 0
siendo L el caïqpo de Liouville

Résulta asi que si una conexiôn infinitesiaml homogênea dada por F, es 
ademâs de clase C sobre la secciôn nula. entonces la conexiôn es infinitesi­
mal lineal en el fibrado TM * M ,[25].

Las construcciones anteriores permiten définir una clase mâs amplia de 
conexiones. las no homogéneas. que comprenden a las lineales y a las homogé 
neas. Seguimos la notaciôn de Grifone. [25]. Tanbién han sido estudiadas por 
Mok y Wong en [39]. obteniendo una eouiValencia entre las conexiones no homo­
géneas en el sentido de Grifone y las '1.1>-conexiones en <TM), - M por 
ellos definidas.

Definiciôn [28]: Se llama conexiôn no homogênea sobre .M a una 1-forma 
vectorial F sobre TM, C* sobre 'TM',,.y tal que

(a) -IF = J

(b) FJ = -J

siendo J la estructura casi-tangente canônica sobre TM.

Obsérvese oue se puede considerar F como endomorfismo de TTM. pues 
F : tJiTM) - Tp'TMl

pero F e tÎ(.M) en general, puesto oue F sôlo es c" sobre (TM',.

El siguiente resutado tiene importancia en si mismo. y poroue obtendre-
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mos uno anâlogo que caracterice las conexiones infinitésimales (sera la pro- 
posicion 04 del epigrafe 1 0.4.)

Propoaicioo 0.1. [28]: Una 1-forma vectorial F sobre TM es una conexion 
(no homogênea) sobre M si y solamente si F define una estructura casi-producto 
sobre TM (i e. F̂  = id ), c" sobre (TM), y tal que para cada z e TM el subes- 
pacio de correspondiente al valor propio -1 es el subespacio V̂ (TM) de vec- 
tores verticales, tangentes en z a î̂ (*ĵ (z)).

Estudiemos ahora las expresiones locales. Advirtamos priamro que para 
oue una conexion no homogênea defina una escisiôn por la derecha en la suce- 
siôn

es necesario oue M sea una variedad paracompacta (cfr. [28], prop. 1.19). 

Una conexiôn no homogênea F induce las siguientes aplicaciones

TTM

‘(TM)

Las relaciones entre unas y otras aplicaciones son:

h = è (I.F) : V = i (T-F) ; F = - I

y H = haH' , donde H' es cualquier escisiôn de «y (oue existe por ser M pa­
racompacta ) y no depende H de la elecciôn de H', [28].

En coordenadas locales se express asi el di.agrama precedence;
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ir'»R .{0>.R' : 5 = = » u"xr".r"

y las aplicaciones son:
Pfx.Cj.r^.c^) = (x,Cj,C2,-2a^<x,Cj)c^ -ĉ  )

Vïx.Cj.C^.C.) = fx,Cj,0 ,Wj(x.c^'c^ ♦ c’ )

hfx.Cj^c^.Cj) - fx,c^,Cg,-Wjfx,c^^c^ )

HCx.Cj.Cj) - fx,c^,c^,-Wjfx,c^'c^ '

0< X , C j,0 ,c^) = ^x.c,)

K(x.Cj,c,,c,^ = (x,Uj(x.Cj^c^ c\ )

con wij funcion de IM, C sobre (TM)„ .

Asi la forma local de la conexion es

u(x,c^)c, = u)̂ (x,Cj Iĉ  

y F admite la expresiôn matricial siguiente:

F :

■‘jj

Observacion: Las conexiones infinitésimales en una variedad son las co­
nexiones no homogéneas de clase sobre la secciôn nula. En el caso de que 
la conexiôn sea lineal, résulta oue

y.de modo reciproco.
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131
Observese que h(TM) esta generado por

1
que son también generadores del con junto de soluciones de las ecuaciones pfa- 
ffianas

•jfx.Cj' dx^ ♦ dc^ = 0 
que es como se introducen los espacios horizontales en [ 52] •

3. Derivada covariante.

Sea r una c<wiexion infinitesimal en el fibrado vectorial •»: E - M y sea 
Sec (») el con junto de secciones de dicho fibrado.

Se llama derivada covariante, [50], definida por r al operador

TgfM) » Sec it) # Sec («)

(X  , I ) » V̂ r = K.r^.X

donde es la aplicaciôn tangente de I , y K. la aplicaciôn de conexiôn.

El siguiente diagrama expresa la situaciôn:

TE «----  TM
4  I "Jî*
E * ==»M
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Las expresiones locales son;

Xfxh = ix\x^)
Ifx̂ ) =

i -o _i @r
'17

r,(x^,c^) % ix',l“,C^,î^ c’)

K(x^,a“,c*̂ ,a“) = x̂̂ ,a® ♦ w?(x^.a")c^ ) 

nos da la de la derivada covariante:
(x’) = (x’.ii, x̂  ♦ »* x̂ ) 

ax“ ^

Observacion: En el caso de oue T sea una conexion lineal en el fibrado 
tangents a M festo es, una conexion lineal en M) résulta

V Y fx̂ i = (x^,lL X̂  * r̂ . X̂  Y** 1 
 ̂ ax̂  J**

(ffe coincide con la formula clasica.
En este caso se puede introducir tanbién la derivada covariante V^Y e 

e T*(Mi como el campo tal oue,[10],
<7̂ Yi'' = [x“,y''i e

La construccion no se puede generalizar a fibrados vectoriales oues la eleva- 
cion horizontal (respecte de una conexion) si esta definida, pero no la ver­
tical .

Esta definiciôn de derivada coxariante admite una generalizaciôn y una 
restricciôn: La generalizaciôn es la dada por Poor,en [4i], cuando define el 
operador derivada covariante a partir de una conexiôn infinitesimal lineal en 
«: E ♦M y una aplicaciôn diferenciable f : N - M. Es lo oue denomina derivada 
covariante a lo largo de f y esta darla * n

TplK) K Seĉ ( w) "■ - - Sec^(»>

donde las secciones de x a lo largo de f son

SeCj.(») = (o : \ - E / »o = f ) .

La restricciôn es la derivada covariante de una conexiôn no homogênea, 
definida por Grifone, [2S], Se trata de una definiciôn especifica para este
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tipo de conexiones, obtenida sin usar la aplicacion de conexion K. En el fon­
de la construccion es la misma. puesto que sustituye K por otros dos operado- 
res. de modo que el resultado final coincide, 

ûni.timos detallar aabas construcciones.

Las propiedades basicas de la derivada covariante son las de las conexio 
nes lineales en una presentacion de tipo Koszul, como la que hicimos en I 0 2 
Con detalle;

La derivada covariante de una conexiôn infinitesimal verifica 

’(X.Y)* = ' Yyt

V  ■ f -V

V si ademas la conexiôn es también lineal, verifica

7^(fT) - f'7̂ 1 - (Xf)-r 

siendo X.Y e ; I e Sec(x) : f e .

De modo reciproco, [44;. si 7 es un operador derivada covariante (que 
verifica las cuatro propidades anteriores) en el fibrado vectorial ■; E •» M. 
entonces existe una conexiôn lineal unica r en dicho fibrado tal oue, dados
I e Sec(x) y X e T̂ (M), resuite cue

X e HE 7̂ 1 = 0

( Recuerdo que HE = ker K ).

Estudiemos ahora la diferencial covariante.
Sea r una conexiôn lineal en la variedad M. T viene definida por un ope­

rador derivada covariante. A partir de él se puede définir la diferencial co­
variante como



V ; lJ(M) --- » t [(M)

donde (vY) (X) = »„Y , V X e .

Y ■ -* VY

o‘

La siguiente proposiciôn justificarâ la definiciôn de diferencial cova­
riante.

Proposiciôn 0.2.: Sean r una conexiôn lineal en M, h: TTM - TTM la pro­
yecciôn horizontal definida por r y X e Y campos en M. Entonces

(h.Y'̂ 1 fx") = <VjY>''
donde el corchete es el de Frolicher-Xi jenhuis.

Deaostraciôn.
[h,Y''l (X*’) = -[Y'',h(x“)] - h([x”,Y'']). 

como vinos en f 0.1.2.
En una observaciôn precedente, dijinos oue (X̂ ,y'̂] es vertical y, por 

lo tanto, su parte horizontal es nula.
Y h(X*̂ l - X^ , por ser horizontal.
Luego
[h.Y'l (x“) = -[Y^,x"] = [x”,y'̂] = (7„Y)''’

qed

Esta proposiciôn hace natural définir 

VY^ = [h.Ŷ ]

Pues bien, esta es la definiciôn general:

Definiciôn [7],[H],[37] y [35] : Se llama diferencial covariante de
r. e y'* a

VG = [h,G] e
siendo h la proyecciôn horizontal definida por la conexiôn r.

Propiedades:

(1) [37] 7G € , t G e f'■

(2» [37] ViF.G] c [VF.G] * (-1)'' [F.vG] , si F e f ' y G e F
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(3) vvh =v(h,h] = (7h,h1 - [h,7h] = 

= [[h,h].hl - (h,(h,h]l = 2[[h,h],hl = 0 

por la propiedad de Jacobi.

4. Curvatura y torsion.

Torsion y curvatura son objetos de caracteristicas distintas: mientras 
oue la curvatura esta definida para cualquier conexion infinitesimal, la tor­
sion sôlo lo esta para las infinitésimales en variedades (este es, para las 
conexiones no homogéneas ). Empezames por el estudio de la curvatura.

Definiciôn[ 7] •( 11] ,137] y [36]; Se llama curvatura R de una conexiôn 
infinitesimal r a la diferencial covariante de su proyecciôn horizontal afec- 
tada del factor ( -1).

R = -i [h,h] = -§ 

donde X^es el tensor de Nijenhuis.

En el caso de las conexiones no homogéneas (en variedades) la misma de­
finiciôn se da también en [26].

La curvatura de una conexiôn actua sobre pares de campos X,Ÿ e Î fE) 
del modo siguiente.[il]:

R(X,Î) = -ih(X),h(î)] - h-([X.Î]) + h([h(X),î]) - h([X,h(T)]).

Si X es protectable résulta que h(X) - X es vertical, pues localmente



se tiene;

X(x,ajl = (x’.a“,X̂ (x),3f*(x,aj))

(h<î))lx,ajl = <x̂ ,a“,X̂ (x>,-<u*(x,ajl x’ix> ) 
con lo que

(h(X) - X)(x,ajl - (x^,a*,0,-X“tx,aj) - w?(x,a^) X̂ (xl ) 
oue es un campo vertical.

Y résulta, de modo anâlogo, que si X es protectable entonces es verti­
cal el campo

[h(X),Ÿ] - (X,T] = [h<X) - X,7]
siendo T un campo cualquiera■ proyectable (el corchete de Lie de un campo ver­
tical y uno proyectable es vertical).

Entonces si X e T son dos campos proyectables, se ohtiene la expresiôn 
R(X,n = -[h(Xl,h(Ÿ)l - h({X,T]) , 2h((X,î]) =.

= -[h(X),h(f)] * h([X,T])

Esta es la expresiôn dada en [37] •

En coordenadas locales es

3(w“(x.a )) )(w?(x,a )) s i i
R = ( * - ■ — - ■ * ■ ■- u.(x.a ) t • —  • dx A dx^

3x^ ia\ J ‘ sa“

Henos obtenido la expresiôn local de R para una conexiôn infinitesimal 
arbitraria. Si esta es ademâs lineal résulta que

w“(x,aj) = a][
con lo nue la expresiôn de la curvatura es

R = ( — - T? Ix) r®.(x) a' i*-i- # dx^ a dx^3x' I XB C3 1 .̂ a

Suponiendo oue la conexiôn es lineal, sean X e Ÿ campos protectables.



de expresiones locales

X - -L'X^fx) , -L-'if (x.a,)
3x^ aa“ ‘

î = -L'9^(x) * -L*î®(x,a,)
3x̂  ïa® *

Entonces résulta oue

r(X.T) = ^  . r“j(x) r^/x) - r]/x) rĵ (x) )x̂ Ÿ̂ â

Mas adelante ut) lizaremos esta expresiôn.

Veamos la relaciôn que tiene esta curvatura con la clâsica definida en 
conexiones lineales en variedades y que estudiamos en & 0.2. Aquélla definiciôn 
se extiende a la siguiente

Definiciôn [ 50Îy [44] : Sea r una conexiôn infinitesimal lineal en un 
fibrado vectorial. Llamaremos curvatura clarnica de T a

siendo X,Y e v i e  Sec(»).

La relaciôn entre ambas curvaturas viene regida por la siguiente

Proposiciôn 0.3. : Sea una conexiôn infinitesimal lineal y sean 
X e Ÿ campos oroyectables de Tq(E) y X e Y sus proyecciones en Tq(M). Sea
I e Sec(«X Entonces

DoP<X,Ÿ).r = R^(X,Y). I

Deaostraciôn.
La expresiôn local de R<X.Ÿ) es la que hemos hallado antes de définir 

la curvatura clâsica.
Al ser X e T can^s proyectables sobre X e Y, résulta que localmente 

se relacionan por

fix) . X̂ (x( ; ÿj(x) = Y^fx)
Entonces,
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(cR(X,T) r)(x) - o(R»X,YUx^,r®>) -

sr*. (x) ar“ (x) . .
= (x\(  ^  - r“̂(x) r!yx) - r-^(x( rĵ fx̂  . x̂  Ŷ» z“l

oue es la expresiôn de (R (X,Y)l)(x).
qed

En el caso de que el fibrado vectorial dado fuera el fibrado tangente 
de una variedad, résulta esta proposiciôn una generalizaciôn del resultado 
correspondiente enunciado por Grifone en [25].

Una propiedad geooâtrica que conserva la curvatura de conexiones infi- 
nitesizales es la siguiente, [37]: La distribuciôn de espacios horizontales 
es integrable (en el sentido del teorema de Frdbenius) si y sôlo si la curva­
tura es nula. El correspondiente para la curvatura clâsica de una conexiôn 
infinitesimal lineal aparece en [44]• También se conservan las identidades 
de Bianchi.

Como habiamos dicho, la cuestiôn es diferente para la torsiôn, pues sô­
lo se define para conexiones infinitésimales definidas en variedades.

Definiciones: Sea r una conexiôn infinitesimal en el fibrado TM - M.
( 1 ) [ 30] Se llama torsiôn a T:TTM - TM ,7= 1(K-K»5) , donde S es el 

automorfismo de Kobayashi.

(2) [44] Si r es una conexiôn lineal, se llamarâ torsiôn clâsica a 
T̂ ; T*(M) K Tp(M) - T̂ fMI 

T^'X,Y)  ̂7^Y - - [X,Y1

[26] Si r es una conexiôn no homogênea. se llama torsiôn débil a 
t: TTM * TTM - TTM . t = If.T.h] . siendo J la estructura casi-tangente 
canônica y h la provecciôn horizontal de la conexiôn.

(4) f 25] Si r es una conexiôn no homogênea, se llama torsiôn fuerte a 
T; TTM - TTM ^1 que -J c«T - 7 .



Aun es posible encontrar mas torsiones, cono la torsion homogênea defi­
nida en [30], oue se anula sobre conexiones no lineales.

Las relaciones entre unas y otras son faciles de establecer, partiendo 
de las expresiones locales:

Zfx^y ) ĉ  X*̂)

T̂ l (x ,̂x^»;(x\ yM) = ) x̂

t( rx^,ç^,x‘.5^);(x',c',Y^,T^) ) = (x^,c^,0/ ) X̂  Y**)

T(x^,c^,x^,X^) = (x\c^,0,( - rĵj ) C^ X**)

Obtenemos los siguientes resultados:
Sean X e 7 campos proyectables sobre X e Y. Entonces
T^(X,Y) = p.t(X,7) = T(7)-X = -27(7).X
T't = T*T = 7.T = 0

Las desnstrac iones son directas.

Dada una estructura casi-tangente, J' ; en la variedad M , se puede dé­
finir otra torsion. [11]:

Tj, = [h.J'l
En el caso de que la estructura J* sea la canônica, la torsiôn asi definida 
es el doble de la débil. Como no vamos a emplearla, no le damos nombre.

00ü:
>



— iÔ—

0.4. CONEXIONES GENERALIZADAS.

El concepto de conexiôn generalizada fue introducido por V.L Spesivykh 
en [i5].(i6] y [47]. Su idea basica consiste en encontrar una definiciôn que 
generalice las de conexiôn infinitesisml en un fibrado vectorial y las de 
pseudo- y fere-conexiôn en una variedad, (Recuerdo el problema planteado por 
la confus# notaciôn: nuestras pseudoconexiones son las que Spesivykh denoni- 
na casi-conexiones, y nuestras fere-conexiones son sus pseudoconexiones. La 
elecciôn que hemos hecho de la notaciôn es acorde con la tradiciôn de las es- 
cuelas de Wong y Di Comité. En el apéndice 11 de este capitulo aclaramos las 
diferentes denosânaciones).

1. Definiciones.

Sea un fibrado vectorial e: E * M.

Definiciôn f 47] : Se llama conexiôn general i zada en el fibrado n; E • M
a todo campo tensorial F e 1î(E ).

A un tal campo se le llama "affinor" en algunos contextes.

Si localmente se expresa * como

(x̂ .a“) ■* (x̂ ) 

entonces F admite como expresiôn local

F = -L • C^ dx̂  -i» • da® ♦ -i- • dx-’ - —  • B® da® 
îx^ 8x^ ® aa® J aa® ®

oue se puede expresar matricialmente por



Mediante el fibrado vertical se definen los sigiiientes tipos de co- 
nexiones generalizadas:

(I) Conexidn SBfieralizada fibrada: si F(VE)e=\'E. 

f2) Pwudooanexion; si VE erker F.

(3) Pere-conexian: si im F e  VE.

LocaLsente estas condiciones se expresan asi 
(l> Conexion generalizada fibrada: = 0.
(2) Pseudoconexion: = 0 y = 0.

13) Fere-conexion: » 0 y C*=0.

Asi résulta de modo inmediato que las pseudo- y fere-conexiones son co 
nexiones generalizadas fibradas. Estos nombres ouedarin justificados mas ade- 
lante. Las deraostraciones del comportamiento local son nuy sencillâs ■ Come 
ejefoolo, hacenos la de (l):

VE = {(x.a^O.a^)) ̂  {-~»a“)

F( -!g.a% ) = -L.Mg a® + -L.B% a% e VE = 0

Del mismo estilo son las otras demostraciones.

Otras conexiones especiales son las conexiones ceneralizadas lineales: 
aquéllâs para las que la derivada de Lie respecte del campo de Liouville es 
nula : f, F = 0 . Las estudiaremos al final de esta secciôn § 0 4.

En u n  traba.io anterior. [45]? Spesiwkh habia abordado la definiciôn 
de pseudo- y fere-conexiones como aplicaciones definidas en la sucesion 
exacta del fibrado vectorial r: E • M.

En efecto, consideremos la sucesion (*)

I») 0---- - XT— ---   0



-39-

Las pseudo- y fere-conexiones definen los siguientes laorfismos:

Si F es una fere-conexiôn, entonces, como im F cr VE . podemos considerar

F = V : IE * VE

Si F es una pseudoconexion, entonces se express localmente por

F = /  ̂ \ ; F = -ir • dx^ ♦ # T j dx^
11 ax as.

'i 0 /

y podemos définir W ; - TE , dada por

V - -2, # dx̂  » -Î- e dx^ ; -ij- c^ » c“ ♦ ,
ax

esto es,
W fx^,a",c^l = < x^,a“,CjĈ ,T®c-̂ )

A las aplicaciones dada F y asi definida W les correstxmde la misma 
expresiôn matricial.

Asi oue, considerando la sucesion una fere-conexion queda definida
por una aplicacion V. mientras que una pseudoconexion queda definida por W;

i ,
( • )  0— v E . , i n r  T E - m r r . w ’ N T M ) — ► o

V w

Estas son las definiciones que da SpesixA-kh en [45].

Obsérxese que una conexion infinitesimal es una fere-conexiân tal que 
V es escision, V i = id̂.̂. , y es también una pseudoconexion con W escision.
'' ^ •

Por lo tanto, las conexiones infinitésimales son conexiones generaliza- 
das fibradas, fere-conexiones y pseudoconexiones. En el siguiente resultado 
establecemos una caracterizacion de las conexiones infinitésimales, que supo- 
ne una generalizacion de la proposicion 0.1.
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Proposiclôn 0.4. : Una 1-forma vectorial F sobre E, esto es F e lJ(E), 
es una conexion infinitesimal en «: E ■> M si y solo si F define una estructu- 
ra casi-producto sobre TE . F̂  = id , tal oue para cada e e E, el subespacio 
de T^E correspondiente al valor oropio -1 es el subespacio V^E de vectores 
verticales en E.

Obaervaciôn: Hemos mantenido la notacion de la proposiciôn 0.1. para 

que se vea que esta la generaliza. Podriamos haber dicho que una conexion 
generalizada F es infinitesimal si y solo si se verifies la condiciân enun- 
ciada.

Deaostracion.
Ses F una conexion infinitesimal y sean h y V sus proyecciones horizon­

tal y vertical, con lo que F = h - V.
Entonces, si e e T^E , résulta

F“(e) = (h - VUh - V)̂ e) = - hV^îl - Vh(e) ♦ V^fe) = hd) + V(e)
= e.

Luego F^ = id .
Y ademâs.

Fiel = -e abh(ê) - V(e) = -h(e) - V^e)Oh(e) = O O e  e V^E .

Reciprocamente, sea F e 11 f E) con F" = id y tal que el subespacio de
T^E correspondiente al valor propio -1 sea V̂ E.

Definimos entonces h = itT. F) y V = - F)
Résulta que

= i(I" + IF  ̂ FI . F‘> - à<I ♦ F) = h

= i(Î  - IF - FI F”) - è(I - F) = V

h.V = i(I” - F F - F") = 0 im V c ker h

V.h = i(T" - F - F - F‘  ̂. 0 ^  im h <= ker V

h V = I

h - V = F
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Y Vie) e V^E si e e T^E , pues, por hipôtesis Fie) - - e4» e e V̂ E, 
con lo oue

F Vie) = &FII - F)(ê) - è(F - F̂ )lê) = ilF - T)(e) = -Vie) 
implies que

Vie) € V E

Asi que F es una conexion infinitesimal de proyecciones V y h.
qed

Mis aûn, recordemos que al définir una conexion infinitesimal viaxis que 
era équivalente dar F , H , h o V, y obtuvimos el diagrams

TE
i . M  •• ,

0  \E «-g-^ TE ̂ =.."*(TM) ----*-0V I H
; F-h-V 
TE

cuvas expresiones locales son
Flx,â .c,a.,) = Ix.â  c,-a^ -2 wlx,a^)c

)c )\'ix,â  ,c,â ) = lx,aj,0,a., ♦ «fx,a^ 
hlx.aj,c.a.,) = lx,a^,c,-wlx,a^^c )

Hlx,aj,c) = Ix.Sj,c,-ulx,aj)c )

Entonces V define una fere-conexiôn, H define una pseudoconexion y el 
paso de h a H es el misao que hemos dado al définir la aplicacion W para una 
pseudoconexion.

En este sentido, con las conexiones infinitésimales ocurre lo mismo 
que pasaba con las lineales en una variedad: oue se pueden considerar como 
pseudo- y como fere-conexiones. En este mismo epigrafe I 0.4. veresx» que las 
pseudo- y fere-conexiones en un fibrado vectorial son generalizaciôn de las 
correspondientes en una variedad (con lo cual quedarân plenamente justificadas 
las denominaciones que les hemos dado).

Hagamns notar, ver [45]> antes de pasar al estudio de la derivada cova- 
riante, que dada una pseudoconexion W

(*) 0 ----- \E— *TE ITM) ---
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en los puntos de E, la imagen QE - im \i détermina subespacios de las fibras 
de I t TE - E, generados localmente por

oue son, en general, linealnente depend!entes. Ademâs, QE • VE *= TE es, N  
bien en general, un siâifibrado no localmente trivial.

Del mismo modo se procédé con las fere-conexiones, V,

considerando PE = ker V. Résulta que PE esta generado por las 1-formas 

•® = dx^ ♦ bJ dx , 

también linesImente dependientes en el case general.

Si V V W son las pseudo- y fere-conexiôn definidas por una conexion in­
finitesimal, los espacio horizontales asi dbtenidos coincides.

2. Derivada covariante.

Acabamos de ver cômo una conexiôn infinitesimal queda definida por F,
V y H. que son très conexiones generalizadas. Llamemos

^ , y , 5
a los ooeradores derivada covariante por ellos definidos (todavia no sabemos 
cômo). Nos gustaria encontrar una definiciôn de derivada covariante inducida 
por una ctmexiôn generalizada de modo que se conservara la relaciwi F = h-V. 
Fso va a ser posible, pues obtendremos una definiciôn que verifioue;
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"> 'x ‘ ^

ifx ■ • »x • x̂ • »x - »,

siendo X e v i e  Sec («). En (I) se entiende el primer mieabro como
la derivada covariante de la conexion infinitesimal (la oue definimos en la 
secciôn f O.3.3.).

Sea F e t |(E) una conexion generalizada en un fibrado vectwial * : E •* M 
y sean X e y £ e Sec (■). Entonces se define la derivada covariante de
la secciôn X resnecto del campo X, que denotaresxM por V̂ X , del siguiente 
modo:

Se considéra el diagrama

IM* — — — — —

donde D esta défini do como
D = ( ly F - F )»X̂ *X*x

y cuva expresiôn local es

D(x\a“) = (x^,a®,0,( C® - B® - T®)X*̂  )
av-J a V J 9X

siendo
X: M * E 
(x̂ ) • (x",X®)

X: M - TM 
(x̂ ) - (x̂ ,X̂ )

Obsérvese que. aunque no lo he-»os escrito exolicitamente, D depende del 
campo X y de la secciôn I escogidos.

Con esta definiciôn résulta que Dlx^.a®) e \E siemore. Finalmente défi-
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 ̂ : M ------------------- ►£

(K̂ ) . c®. - Bj - Y-)xj )
ax ax^ ax  ̂ ax^ ^

donde X' es una secciôn cualquiera de ». (No depende de la secciôn escogida).

Esta definiciôn discrepa de la dada por Spesivykh en [46] y [47] en 
el factor 1, pero sera la que adoptemos para conseguir que coincida la deri­
vada covariante de una conexion infinitesimal, al considerar la cono tal y co­
mo conexiôn generalizada.

En efecto, si F e t|(E) es una conexiôn infinitesimal

F =

la derivada covariante considerada como conexiôn generalizada es

(L e )(xM  = (x̂ , l(ii- 0 il, . ii! ^  ) =
' ax‘ ax̂  x*-  ̂ x̂  J

etj 0

1 <

= (x̂ , &iiL . Ü, . .
ax̂  ax̂  ^

. (x^,(iL )
ax-̂ ^

que coincide con la derivada covariante de la conexiôn infinitesimal.

Hallemos ahora las expresiones de las derivadas covariantes de la fere- 
conexiôn V y la pseudoconexiôn H asociadas a la conexiôn infinitesimal:

V . ,  "
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Entonces,

(y^)(x^) = (x^,-i(ii! ) = -& (0)(*M
* »x̂   ̂ *

(If^XxS = ) = i <̂ t)(x̂ )
* JX^ J X

Asi résulta que = ^jX - ŷX , lo cual mantiene la relacion F h-\

Otra cuestion que no debe confundirse con la anterior es la siguiente: 
dada una conexion infinitesimal F, ^existen algunas pseudoconexion W y fere- 
conexiôn V  tales que

f = y  = y ?
La respuesta es afirmativa: basta considerar

.i
F = ; w =

-2w
; V  =

.1

Si llamamos H y V a la pseudoconexion y a la fere-conexiôn definidas 
por F résulta que

W = 2H : V  = -:V
por lo que definen las mismas derivadas covariantes oue F. Obsérvese oue tam­
bién se tienen las relaciones

W = F ♦ I ; V  = F - I
donde I es el tensor identidad de lJ(E) • Un resultado mâs amplio oue garan- 
tiza la igualdad de esas derivadas covariantes es el siguiente:

Proposiciôn 0.5- [47] : Dos conexiones generalizadas F y F' taies que 
F' - F = g'I

para alguna funciôn g e 1^(E) , siendo I el tensor identidad en iJfE) , defi­
nen las mismas derivadas covariantes.

La demostraciôn es trivial.



Cj(x,a^) Mj(x,aj) C^Cx) 0

,;,(x)a^ bJ(x>
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Una clase importante de conexiones generalizadas es la de las lineales. 
Su definiciôn extiende de modo natural la dada para conexiones infinitésima­
les. En efecto:

Definiciôn [46] y [47]: Una conexiôn generalizada se dice lineal si F 
es honogéneo de primer grado, esto es, £^F = D, siendo L el campo vectorial 
de Liouville.

La exfxvsiôn local de F es entonces, [46] y [47], la siguiente:

F =

y de hecho, de modo reciproco, si F adnite esta expresiôn local es lineal. 

Obsérvese que C - (ct) e t J(M) y que B = IB*) e End̂ (̂E).

Ademâs, si F es lineal, résulta oue

7j.(f-r) = f-V^ + i(C{X))(f)*E - i(Xf)'Bll)

Estudiemos ahora las pseudo- y fere-conexiones lineales en el fibrado 
tangente de una variedad diferenciable M-

5i G e l|(M) ; X ,Y e Tq(M) , las expresiones locales son (ver I 0.2.)

(1) Pseudoconexiôn de campo fundamental G

(2) Fere-conexiôn de campo fundamental G

Si consideramos la pseudoconexiôn lineal
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F =
2G.

con fj = a , F define la siguiente derivada covariante:

y„Y = JL'&(0 Î1» 2Ĉ  - 0 ♦ 2T̂ . )X** ) .
* îx̂  »x̂  “•»

oue coincide con la expresiôn obtenida antes. Asi.

'  V  '
la primera como derivada coxariante en la pseudoconexiôn y la segunda como 
derivada covariante en la conexiôn generalizada F (que es una pseudoconexiôn 
en el sentido definido en esta secciôn). Queda de este modo justificado haber 
llamado pseudoconexiones a este tipo de conexiones general izadas.

Y lo mismo ocurre para las fere-conexiones: considerando

F =

résulta que = f̂ Y .

-2ct
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Explicaciân de siobolos del Apéndice I: 

A *B significa A incluido en B. En todos los casos ocurre nue 
la restricciân de B a A es exactaænte A 'por 
ejeaplo, las conexiones infinitésimales en el 
fibrado tangente son las no hcmogéneasl.

signifies el concepto A se restringe a la situation en 
que esta B: las conexiones de Ehreanann en 
fibrados vectoriales son las infinitésimales.

(*) signifies es cierta la inclusion si es de clase C sobre 
la secciôn nula.

(**) signifies no son exactaaente équivalentes las définieio-
nes de todos esos autores (ver [39])•

El numéro que apareee en cada euadro indiea el epigrafe f O.n. en que 
estudia.

En mayûsculas se indiean las conexiones cuvas elevaciones estudiareax» 
detalladamente: las generalizadas en el capitulo 2 y las infinitésimales y 
no hcanogéneas en el 3*
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Apéndioe II: Distintas notaciones.

7^(f.Y) = » (̂f*Y) =

Concepto --<F(X))(f)*Y + =(F(X))(f^-Y + =rXf)*F(Y) ♦

^•v f - V fV^Y

F invertible F cualquiera F cualquiera

31
Yo casi -conexian peeudoconexiôn fere-conexiôn

Z Spesivykh casi-conexiôn pseudoconexiôn
0

\>iong
Vamanu
Peralta

casi-conexiôn - -

Z

Di Comité 
Peralta - pseudoconexiôn -

Otros
autores

casi-conexiôn 
invertible casi-conexiôn 1

j------------



CAPmiX) 1. SOBRE LOS BUENOS CUADRADOS DE FIBRADOS.

En este capitulo se describe el marco en el que vamos a trabajar. La 
idea es considerar diagramas del tipo

■1 . 1
donde t y « son fibrados vectoriales, para abordar la cuestiôn fundamental: 
dadas sendas conexiones <en el sentido que sea) en y y ^cuando podremos 
decir que la dada en y es elevaciôn de la dada en »? En los capitulos 2 y 3 
abordaremos esta cuestiôn. Ahora vamos a estudiar este tipo de diagramas, 
sin aludir a las conexiones que podasios introducir en ellos.

Los primeros resultados son la definiciôn del concepto de buen cuadra- 
do y la obtenciôn de f ami lias de buenos cuadrados. El resto del capitulo se 
dedica al estudio de las secciones pro\ectables.

1 1.1. BIENOS CUADRADOS.

I. Definiciones.

Def iniciôn 1.1.: Se dice oue

-50-
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1 . I
es un buen cuadrado de fibrados si se verifican las siguientes cinco propie- 
dades:

M) a y 0 son fibrados localisente triviales, no necesariasKnte vectoria
les.

(2) Y y » son fibrados vectoriales.

(3) El cuadrado es coraïutativo: «a - 0»Y.
fil Se cuaple la sigui ente condition; para todo d e D existe U, entomo 

de d en D, tal que U es entomo de trivializaciôn para « y 0, (El lo es 
para o y 0 *(U) lo es para y •

( S) Cormita el cuadrado
VA ----     A

vc

donde p v o son Los morfismos canônicos.

Notation: Distinguiremos conceptos anâlogos en los fibrados y y » colo- 
cando una barra sobre los correspond!entes a y , cano hemos hecho con o y o.

Las propiedades fil y f3) son naturales. La f2l se exige para poder dé­
finir conexiones en y y », mientras que la fi) y la f p a r a  poder manejar 
coordenadas locales. En efecto, consi deremos la propiedad fi'l sigui ente :

f 4'1 Localmente se expresa el diagrams por 

A  ï— »B (x,a,g,b) ------►fx.gl
0

l‘'»R‘ ---------   l" fx.a
I 1

Résulta entonces oue, supuestas las condiclones 1̂), >2) y (3), equiva- 
len ! 4 ' 1 fil y f 5 ) •



En efecto, la inplicaciôn f4'l =»f4) résulta por construccién y la im- 
plicaciôn f4'l ̂ <51 se obtiene usando coordenadas locales:

VA s ker Y, = u"xR'*«G*»R*̂ k{01«R*'k{0)-R̂

VC = ker ., = u"xR''k(0}»r'‘

Halloaos las expresiones locales de p y p.
Sea el isomorfiamo entre \*C y » (G', Entonces, considerando »” (Cl =

=  CkC y siendo pr, la proyecciôn seginda de C*C en C, se define p = pr., »̂  y 
dbtenemos el diagraaia

vc . i L  , " * ( c ï  c

“■ij 1'

cuva expresiôn local es

(x,a^.O,a,l * Mx,a^l,(x,a^ll - (x,â l

(x.â )

oue da p'x.a^.O.a^l = (x,â l

De modo anâlogo se razona en el fibrado y : A * B, resultando que p
= pr, . p̂ , con lo que

se expresa localmente por

'x,â ,g,b ,̂0,a^,0,b̂ l - <(x,a ,̂g,b^l,(x,a^,g,b^l) ♦ (x,a,,g,b,)
4 4

(x,aj ,g,bj I — — —  (x.g)

de donde p(x,3j .g,bj ,0,a.,.C.b., l  ̂ix.a^,g,b^)

Entonces el cuadrado dado en < 51 es conwjtativo, pues su expresiôn lo­
cal conmuta:
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VA (x,aj,g,bj,0,a,,0,b2) ------ ► (x.â .g.b̂ )

“•1 , 1 *  i iVC — ®— ►€ (x,a^,0,a^) »(x,g)

De modo reciproco, si se verifican las propiedades (4) y ( 5) tanbién 
se verifies la propiedad (4*), pues por la propiedad (4) el buen cuadrado a 
puede expresar localmente por

U"«R^ «G*«R^--ï— ► ü"«G* (x,a,g,b>-----**(x,g)
• i l »  i  i
U".lf------ ï---- ^ü"--------------- (x.a)--------- e x

El ûnico probleaia se plantes si = if. Entonces bay que garant izar
oue las proyecciones a y y sean sobre dist into factor:

u"«R*' «R** k R ^  1- - ► u " k R*'
oj \t
U".R** ï eu"

Y, precisamente, es la propiedad (5) la que lo garantiza. En efecto: 
Si son distintas proyecciones, ya hemos visto que se cunple (5)- 
Si son la misma, résulta o = y y

(x,a^,a^,b^) -- 1— ► (x,â )

• i  .  1 ‘
(x,aj)--------- ex

con lo que
VA = ker y. = u"»R*'kR''xR^k{01k{0}xR"xR̂

oue nos da
% ,  -lVA  ^  y ‘(A) =+ A

i
cu>'S expresiôn local es
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(x,aj,a.,,bj ,0,0,a,,b̂ l * ( (x.â  ,a.,,bj ),(x,Sj ,a.,b^>1 - (x.â  ,a,,b.,)

' I i "  '
(x.aj.a^.b^l ---------   'x.ajt

Por lo tanto. résulta 
o(x,a^,a^,b^,0,0,a^,b^i . fx,â ,â ,b̂ l

Y asi obtenemos la no romutatividad del diagrama, poroue queda:

o.p (x,â  ,a.,,b̂ ,0,0,â ,b̂ )  ̂(x,â  1 

p.a^(x,aj,a^,bj.C.C.a^.b^l - p(x,a^,0,01 = (x,0)

Hemos probado la equiValencia deseada.

Notacion: Un buen cuadrado se expresarâ localmente como 

u".R"xG^.R^ ---     u"xG®
4 ‘

u".r''------:----   u"
siendo rango a - s-t ; rango y = r-t

rango » = r ; rango 8 = s

y donde los superindices indican la dimension de las variedades. 
La expresiôn en coordenadas es

(x,a ,g,b ) = (x ,̂a“,ĝ ,b°)  ^  'x̂ ,ĝ ) = <x,gl

(x,ajl = (x̂ ,a“)--------  ►(x^l = X

y, en todo lo que sigue, eirolearemos los siguientes indices;

i.j e ( 1.... n) : x e u"= D
C.C.,C^,C.,.#. € R

* ' y0.0 e '1.... r} ; a .a .a., ,a.,. . . e R
s' 'À .p e (1,...,s} g e C

d.dj .d„.c*.,... e R^ 
c .1 e {1,... .T ; : b .bj ,b., ,b. ,... e
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Obaervacianes:
<1 ) Aunque parezca mas natural introducir los buenos cuadrados con la 

propiedad U') oue con la <4t y la <5'. Sersos escogido este orden para de jar 
bien claro oue la M) y la O') no son propiedades eouivalent^s: es mas fuer- 
te la <4’>. Ademàs, aprêciese oue la propiedad f <) solo deoende de a. ï y » . 
y no de B. Asi podrianos preçuntamos côno définir B para <a»e dadas a, y y * 
sea

B

i*
D

un buen cuadrado. En los ejemplos de este capitulo presentaremos parecidos 
planteamientos.

<2) n̂terpretacién geométrica de un buen cuadrado.
La condiciàn local O'i se traduce geométricanente en el siguient« di- 

bujo (hecho para r = s = t = l':

8

on los siguientes significados:

r --Pp. S (p̂ ).R'

e D .

- ‘Pn* ' <Pn'"G

y’ * (Og>' (Op »R* “R'

p  ̂r-'.ppi Po e 6 'Pr

’’a « "f ''Pg' A “ ''Pp'



Asi, las fibras de a y ri<* y se cort-an trasversalmente y su int^rsecciôn 
es un espacio difeomorfo a .

La interpretaciôn geométrica de la condiciàn (5> révéla otra faceta de 
la rigidez de la estructura. Recordemos primero el significado de los morfis­
mos canônicos p y p: p 1leva un vector w tangente en un punto de * *fpg) al 
jwnto de » *(pp) definido como p^ » w . Y, anilogamente, para p. fntonces 
résulta

D,'D

5ea V e A y sean Y( )  p^ . a f p^ i = 

Tdentificamos A con y Lntooces definimos

- ê'v) Pg - V e Y~ fpg' y Pç =

Por otra oarte. a^(\1 e ) »’ ^p^i

La propiedad (;i establece que e I \  t' , este es. que

Pn • a . ‘ ' = pi

Como se \e. esta propiedad <5i estabiece nue las fibras a”*'n^).

"mantençan" la separaciôn entre ellas. Ciertamente esto significa oue se pue- 
da exoresar localmente el cua'^-ado de acuerdo con lo formulado en la condi-
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ciôn < 4'1.

(3) Los buenos cuadrados en relacion con otros conceptos.
Modugno, en [ 3̂ 1> define los siguientes conceptos:
Una variedad fibrada ("fibred manifold") es una submersion suprayecti- 

va «: E * M. En este sentido, los fibrados localmente triviales son varieda­
des fibradas.

Una variedad doblemente fibrada f"double fibred manifold") esta consti- 
tuida por dos variedades fibradas, y : A * B v B: B*D. Entonces, B.y: A • D 
también es una variedad fibrada.

Y una variedad doblemente fibrada y proyectable ("projectable do%Ale 
fibred manifold") esté constituida por cuatro variedades fibradas

B

■1 !•

taies oue conmuta el diagrams : «a = By *

Se dice que es lineal si y y » son fibrados vectoriales y a es un mor- 
fismo lineal fibrado sobre 6.

Obsérvese que nuestro concepto de buen cuadrado es todavia mas restrin- 
gido: los buenos cuadrados son variedades doblemente fibradas, proyectables 
y lineales.

propane como ejemplo de variedad doblemente fibrada, proyectable 
y lineal el siguiente;

TA -- -— ►A

'1 I"
En la proposiciôn 1.1. veremos que, si a es un fibrado localmente trivial, 
también es este un buen cuadrado
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2. EjoBplos y resultados.

Hemos visto, al probar la implicacion (ll y t5)=s<4*l , oue se pueden 
presentar problemas cuando tenemos un cuadrado

y e s B - C : S i o y Y  son proyecciones sobre distintos factores, es un buen 
cuadrado: si a - y. no lo es. Los dos ejemplos con los que iniciamos esta 
secciôn estân en esta situaciôn.

Ejo^plo 1.1. Considerenos el diagrams de fibrados 

TTM —
"I h
TM ------- M

*M

donde a = ô « = "■jy •

En cualquiera de los dos casos este diagrama verifica las propiedades 
n )  a (4) de buen cuadrado. Las apLicaciones p y p son:

p : \TM ------------- ‘■TM

i:"xr"x{0’.r" -----   l">r"

(X,Cj,0,C.,l ------- X (x,c^l

Y ê; \T1M  ‘ TTM

u”xR".r"xR"x{0}x(0)xR"»r"- l"«r"xr"xr"

(x.Cj ,c.,.c..C',C,Cj,c.'--*-(x,Cj ,Cj ,c.)

Si o - se ver? f ica la propiedad i5*. pues queda el si gui ente dia
grama:

n i M   ------  TTM

M M  ------   "TM



e x p r e s a d o  localmente p o r
fx.Cj,c^,c^,0,0,c^,cJ -Î— ► ix.Cj ,Ĉ ,Cjl

(x.ĉ .O.ĉ l- x̂,C4>

mi e n t r a s  (ÿfe si a = n o  e s  u n  b u e n  cua d r a d o ,  p ues cjueda

(X.C, , C , , C , , C , 0 , C ^ , C . ) ----- ► ix.Cj.C^.Cj)

TM

(x,Cj,C,C)

(x.Cj)
Ik 

(x, 0)

G bs é r x e s e  q u e  l o c a l m e n t e  se exp r e s a n ,  e n  u n o  y  o t r o  caso, los d i a g r a m a s

■•Cj ,c^,c )̂— ^(x,Cj ’

■'N'*

(x,C„l

iM(x,c^,c^,c^l (x,Cj)

TM

C a h r i a  p e n s a r  aiin en o t r o  c u a d rado: el d e f i n i d o  p o r

TTM -- — --»TM (x,c ,c,,c.)I " (x.Cjl

TM

q u e  v e r i f i c a  la pro p i e d a d  <4') y, t a m b i é n , la (5> :
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IX.Cj

(x.c,,C,Cj)

Hemos llamado p a ese morfismo por ser generalizacion del p (es una ex­
tension de p a todo TTM).

El hecho de no dar mayor importancia a este buen cuadrado se debe a que 
en el capitulo 4 encontraremos que las mas conocidas ele\aciones lo seran en 
nuestro sentido en el buen cuadrado

TIM--

pero no hay ejemplos significatives en la literatura maternât ica de elevacio­
nes en el otro buen cuadrado 'ver el ejemplo 1.3-'•

Ejemplo 1.2. Del mismo modo que en el ejemplo precedente. se razona en 
el diagrama

T T M  ^ T M

l I'M
TM

con o ■ 'ty'* 6 a = Obtenemos las siguientes expresiones locales:

Ix.ĉ ,c,,c,«‘j:vî ix Co' '"•Cl

’’■IM

■^1’ "y

En el primer caso tk» es un buen cuadrado: en el segundo si.



M

Obsérvese que en este ejemplo p esta defirida asi.

p R", R". R". f M  Xif X f 0}xR" -------  1'"»r''xR"xR”

( X ,c j jC., f ̂ f14f ̂ »cç ) " X * * *^4*^2 *̂ 5

pues résulta de la composicion
p X pr,*4

dada por

\ T W *TIM

2 ’TTM

ITM

-TIM

•TM

(x,c^,c^,c.,0,04,0,0.) - 'lx,C^,C^,C.),(X,C4,Ĉ ,Cg)) * fx,C4,Ĉ ,Cç)

Asi. si a - f r é s u l t a

0,04,0,0.» : Ity', <x,C4,C2,Cç' - <x,c,)

‘x>Cj,c,,c,,0,04,0,0.» c (x.c,,0 ,0 I •x,0 )

por lo que no se verifica la propiedad 15'•
Mientras oue si a entonces si se verifica, porque obtenemos

* 0 x,Cj,c.,,c.,0,04,0 ,c ̂ " jy x,C4,c.,,Cç) » X $^4 )

(x,Cj,0 ,0 4 » '\.C4 »

ios siguientes resultados estableren ta existencia de familias grandes 
de huenos cuadrados
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Proposicion 1.1.:

<i) Sea ■; E « M un fibrado locabnente trivial. Entonces

es m  ouen cuadrado.
(ill Sea «: E M un fibrado vectorial. Entonces

»*IE - ■ «TM

■E 1 I'M
E— '■ M

es un buen cuadrado.

Deaostracion.

<i) Sea la expresion local de « : E * M la siguiente;
. E -- ....
U"«G*— —  L’"
(xV) ---

Entonces el diagrams dadoverlfica las propiedades (1), (2) y (3) de buen 
cuadrado. Veamos que taobién verifies la (4'i: La expresion local del diagra­
ms es:

L »̂G®«r”«R®--- •‘l/'xG® 'x.g,c,dt---- - ix,g)
i l  J I

(x,ci -----------   X

con lo que cunple todas las propiedades.

fii) La demostracion es similar: Sea la expresion local del fibrado vec­
torial V: E * M l a  siguiente:

,: E -----
i r \ R "
/x’.a®) --*(x^>

Verifies Las très primeras propiedades de buen cuadrado v taobién la 
<1'I. pues localmente es•

L xR xR^xR ' ' • L xR ix.a,,c,a^i ■ t * x ,c •

1 1 1 ■ I
l"xR*' --------   l" 'x.a, .    X ^
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H  result ado que acabamos de probar se ut’lizari repet i dament e en el
capitule 4 Ln la misma linea esta la siguiente

Proposiciôn 1.2.: Se an i; C ■» D m  fibrado vectorial y 8 •- B « D un fibra­
do localmente trivial. Entonces

" 1 1*
C ---

donde a y y son las dos proyecc iones, es un buen cuadrado 

Demostracion.
**or las propiedades del producto fibrado (estudiadas en 1 0.1.) résul­

ta que se verifican las propiedades fl), <21 y <31 de buen cuadrado Veamos
eue se verifies taobién la <4'1 

Recuerdo oue
* '<B) - {(p,q) e C»B *<p) - 8<q) >

Sean las expresiones locales de los fibrados • y 8 las siguientes:
» : C ------» D 6 : B ------  D

. t " l"»G®    g"
<x,al- ■■ » X <x,gl » X

Entonces localmente es

y la expresion del diagrama es

l"xR*'xG^   l"xG® <x,a,g)   <x,g). 1  1 1li'xR' -------  U" 'x.al

qed

Obsérvese que la expresion local del diagrama oue acabamos de obtener 
es la misma oue la general oue vimos al comienzo de este capitulo, al dar la 
propiedad ii'• salvo que en este caso lia desaparecido el factor R^. Esto se 
debe a que n ''Bl es el minino espacio que se fibra sobre R v T dando lugar 
a un buen cuadrado

Ina siriiaciôn mis particular que las anteriores. pero que también uti 
lizaremos mâs larde es la recogida en la siguiente proposiciôn
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Proposiciôn 13.: M una variedad diferenciable y sea •• M
el fibrado de 2-jets sobre M. Entonces

T^M ° M

id

es un buen cuadrado, siempre oue se baya definido una conexiôn infinitesimal 
en M .

Obaervaciôn. El mismo resultado es vàlido para r-jets, considerando

'"A id

Demostraciôn.
Recuerdo, como dijimos en I 0.1. , que T.,M ouede sumergirse en TTM. como 

el conjunto de puntos invariantes por el automorfisno de Kobayashi. (Para una 
mâs amplia descripciôn de T.,M ver [5] o [52}).

Asi se tienen las siguientes expresiones locales;

'1‘ "̂ 2̂  ---- '  'ÏM

i"kR"xR” — — ► l"«r"xR" —  g"xR"

(x.Cj.Cj) » X IX,C|,C^I---x(X,Cjt

Veamos oue se verifican las cinco condiciones de la definiciôn de buen 
cuadrado:

La <l) y la <31 lo hacen trivialmente.
La <2) se verifica porque al estar definida una conexiôn infinitesimal 

en TM - M <esto es una conexiôn no horaogénea en M) résulta que

alcanza la estructura de fibrado vectorial. En efecto. résulta 'cfr. [6}) que 
la aplicaciôn de conexiôn K de la conexiôn dada. K; TTM - TM. y la TTM
- TM restringidas a T..M definen un isomorfismo de fibrados
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K • : T„M ♦ TM • TM

oue dota a T^M de estructura de fibrado vectorial sobre M. 
La expresion local del diagrama es

u"xR"kR"------   U" fx.c ,c_) ------]1 I1
u " * r " if (x.Cj)

con lo que se verifica
Y también se verifica la propiedad < 5) pues tenemos localmente

\T^M = ker = if*lfkR"k{C}*r''kR"

P ; NTjM T«M

i f  » r " « r " x ( 0 1 k R " » r " - -   l f » R " * R "
(x.Cj.Ĉ .O.C .̂Cj)

de donde résulta la cormutatividad »“ 0 = 0 buscada. En efecto

'x,Cj,0,ĉ ) <x,ĉ l

qed

Observaciones.
<1) En esta proposiciôn, a diferencia de los demas resultados de este 

capitulo, hemos necesitado définir iina conexiôn no bomogénea en M para oue 
resuite el diagrama un buen cuadrado. Esto no va a presentar ningun problema 
en las aplicaciones, puesto que sôlo la utilizaremos en la secciôn i 4 3 3 
para elevar una conexiôn no honogénea definida en M.

(2) A diferencia de las demostraciones de las proposiciones precedentes. 
hemos comprobado oue se verif ican las propiedades ( 4 ) y ( 5 ) en vez de la ( 4 ' 1 • 
Mejor dicho. realmente hemos conqirobado que se verifican todas ellas. 5e debe 
a que la expresiôn

1,gfx,Ĉ .Ĉ ) = x
hace un poco costoso ver si efectivamente se verifica la propiedad (4')- Ob- 
sérvese oue respecto de la notaciôn general se tiene en este caso
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general

G*

proposiciôn 1.1.

r "
iC)

r"
r ♦ s ♦ t = 2n

Résulta en este caso la siguiente interpretaciôn geométrica (dibujada 
para n i )

a e TM
P

e

TM TM

Aunoue se puede considerar a"*(a)<= , si wfq) = p . esas fibras
se sjguen cortando transversalmente. puesto oue la dimension total de iS*y) *(p) 
- f».ol *(p) es 2n. igual a la dimension de y *fp).

En el capitulo 4 utilizaremos estos resultados con Irecuencia.
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I 1.2. SBOCIOiœS FROYBCTABLES.

La siguiente définieî6n de secciôn proyectable se utilizarâ con frecuen- 
cia en los capitulos posteri ores :

Definicién 12. Sea un buen cuadrado de fibrados

■1 1
Una secciôn X del f ibrado Y : A ■> B se dice proyiect.able si existe una 

secciôn X del f ibrado » : C •* D de modo que a % = X @ .Se dice entonces que 
X es la proyecciôn de X.

Nota: Como va advertimos tras la definiciôn 1.1. , distinguimos los con- 
ceptos definidos en y de los anâlogos en « mediante el uso de una barra en 
los primeros.

La siguiente proposiciôn expresa la condiciôn local para oue X sea pro­
yectable :

Proposiciôn 1.4.: Sea un huen cuadrado dado localmente por 
A  ï—  B l"xR'‘xG®«r5--------  u"xG®

“i l ®  i ^
C — 2—  n it"xr''--------- > u"

fx.a,g,b)--------   fx.gt

l I(%.a ï  M - - , X

Sea X una secciôn de y : A * B , dada localmente por

= (x̂  .x“fx,gl.ĝ  .55“fx,g> '
Entonces X es proyectable si y solamente si x“(x.g) depenrie solamente 

de X, y, en este caso, se oroyecta sobre la secciôn X de ir: C * D dada local­
mente por

v'x^'t - <x’ .x“ fx,glt

La demostraciôn es trivial.
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Observacion: Podriamos haber dado esta definiciôn en supuestos mâs gé­
nérales (exigiendo solo oue el diagrama fiiera conmutativo) , nero nos hemos 
restringido a los buenos cuad^ados va nue sôlo la necesitaremos en este caso.

La nociôn de campo o secciôn proyectable ha sido dada por muchos auto- 
res, y siempre del mismo modo. El interés de los ejemolos que se proponen a 
continuacinn radica en cororobar oue esas definiciones conocidas coiciden con 
la nuestra cuando se escoge un determinado buen cuadrado. Asi ira manifestin- 
dose la idea de que los buenos cuadrados const ituyen una herramienta comun 
utilisable en situaci ones di.stintais. Esta idea quedarâ plenamente expuesta 
en el capitulo 4, cuando se denuestre que nuchas de las elevacinnés conocidas 
de conexiones son casos particulares de la teoria general de elevaciôn de co- 
nexiones en buenos cuadrados.

Asi proponemos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.3-
Ctiando se estudian las ele\aciones de campos vectoriales al fibrado 

tangente ( [22],[52]) se definen los rimyos proyectables X e T f̂TM) como »qué- 
llos que verifican la siguiente condiciôn: Existe un campo X e 1*<M) de modo 
oue X - es un campo vertical, siendo X^ la elevaciôn compléta de X.

Asi

para teda funciôn f e T ÎM) , denotando f'̂ = f la elevaciôn vertical tfe f.

En coordenadas locales, la definiciôn anterior se traduce asi:

X̂ x,c) = (xï ♦ -2̂ *X̂  "(x.c)
)x^ 3c

con X t̂xï e Tg(M) . Y la proyecciôn de X es el camoo X dado en la definitiôn.
que tiene como expresiôn local

XI x) - L - f ' x ï  
Sx̂

Pues bien, résulta que un campo proyectable \ e I es una secc.ôn
del fibrado ITM - IM prox'ectable respecto del buen cuadrado Iver ejfm-
plo 1.11)

IIM --— --► TM1
TM  ---  M
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En efecto, enoleando coordenadas locales, résulta

i -i »i/_ ci-n, _,, X i

(x*’.X^(x,c)ï

(xi,xi(x)).----------- -— fxi)

Para que X se proyecte en X debe ser X (̂x,c) = X^fx) , que no depende de c.

Este ejemplo proporclona un dato importante: las clasicas elevaciones 
al fibrado tangente dependen de la estructura del buen cuadrado

TIM  ^ I M
*M^*[ [*M

IM  ►M
"M .

En la secciôn 1 4 1 detallaremos el panel desewpeftado por este buen 
cuadrado en las elevaciones de conexiones.

Por lo que acabamos de ver, résulta en particular que las elevaciones 
complétas de campos al fibrado tangente son canqx)6 proyectables y secciones 
projectables en el buen cuadrado anterior. Podriamos preguntamos del mismo 
modo que pasa con las elevaciones horizontales y verticales de campos. Para 
las primeras hace falta introducir una conexiôn. Se estudiarân, con mayor ge­
nera lidad. en el ejemolo 1.6. Veamos las verticales:

La elevaciôn vertical X^ e IplTMÏ de un campo X e viene dada lo­
calmente por

x''(x,c) = -L'X'-fxl
ÔX̂

VEntonces X es proyectable sobre el campo nulo respecto del buen cuadrado an­
terior (*> , pero se proyecta sobre el campo X si se toma el buen cuadrado 
fver ejemplo 1.1.) siguiente

TTM  ^ T M

TM
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Ejoaplo 1.4-
De modo anâlogo ocurre en el fibrado cotangente: un camoo X e M)

es proyectable. [52], si existe X e rte modo que X - X̂  sea vertical,
en coordenadas locales, X es proyectable si

. ,  ^ cqnX^eTS(M)
con X̂  e 1q<K).

iPara detalles sobre las coordenadas locales ver la secciôn I 4-3 *1 
Con nuestra definiciôn résulta oue X es proyectable si lo es como sec­

ciôn en el buen cuadrarto iproposiciôn 1.1.):. .n  M  » T M

TM

Ejemplo l.S.
Vilns considéra en f 50] la elexaciôn X^ de una secciôn X de un fibrado 

vectorial *; E * M como la secciôn ^  del fibrado vectorial TE - TM.
Si locabnente el fibrado dado es

« E  ► M
11"

(x^.a*)— » fx* )

y si X( X  ) = ( x̂  ,x“ ( X ) ) , entonces esta dado localmente por

X̂ (x^,c^) - X^(x^,c )̂ = f x ^ , X ® ( x i , c ' c M
3x̂

expresiôn obtenida sin mâs oue generalizar la dada por nor*>ro%»ski en [1-1]. 
Entonces X^ es una secciôn proyectable en el buen cuadrado

TE ►TM

Este buen cuadrado se utilizarâ en la secciôn I 4 3 2.
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Ejemplo 1.6.
Generalizando los ejemplos 1.3.y  1.4., y  de modo dual al 1.5* , t e n o n s  

el buen cuadrado fproposiciôn 1.1.) siguiente

TE1 1'I M - - -
donde « es un fibrado vectorial. Las secciones proyectables de este buen cua­

drado son los que dencodnaons campos proyectables en I 0.1.2. , siguiendo 

las notaciones de {11] y  [37].
Suguesta una conexiôn infinitesijnal en el fibrado vectorial «: E « M  

obtuvimos en f 0.3-2. la elevaciôn horizontal de campos if e T^fE). El campo 

asi definido es proyectable sobre el campo X  respecto del buen cuadrado 

anterior.

Ejemplo 1.7 .
Considereans los très diagramas obtenidos al variar c en {2,1,0) en este

orden:

u " » r " x r " » r " x r " k r "  - - -   ü " « r " « r "

TM u ".r "

donde localmente esta definido asi:

«2(x,c^,c^,c^,c^,Cg) . fx.Cg) -*«2 * (*o *̂

o j (x ,c j ,C2 ,ĉ  ,ĉ  ,c j.) = (x,ĉ )

- ^ 1 *  (x*Cg)

La elecciôn de los indices quedari justificada mâs adelante.

Recuerdo que

*T ’̂ 1’̂ 2*^3*^4’̂ 5̂  * *̂,Cj,C2)
con lo que ciertaawnte los très son buenos cuadrados. (De hecho, por la pro­

posiciôn 1.1. sabiamos va que el primero lo era).



Résulta cue p esta localmente dada por 

con lo que

P = P fOg),

en los très casos:

Bj»p(*?Cj,Cj,Cj,c^,c,,0,0,0,Cç,CjQ,Cjj) - B2(x,Cj,C2»Cg,cjQ,CjI) = (x,Cq)

P-^B,)* (x,Cj,C2,C^,C^,Cj,0,0,0,C(j,Cjp,Cjj) = p fx.C^,0,0^1 = ^X.Cq '

b .̂?(x ,Cj,C2,c ,,c ,̂c ,,0,0,0,Cq ,Cjq,Cjj'. = .C2,ĉ ,,c,j,,c,, 1 =

*̂>̂ 1 > * - 2 1  ̂ ” ** *' 4̂'̂ ' Î0  ̂ "

B q x p ^ x . C i , C 2 , c « , C j , c ^ , 0 , 0 , 0 ,C q , C j o » C j j ) - B p ( x , c ^ C 2 , C p , C j Q , C j  j )  - ( x , C j j '

P'fap)* 'x.Cj,C2,Cj,c^,Cç,0,0,0,CQ.Cjp,c^j) - p fx,c.,0,Cjj> =

Sea X e 1^(M). Entonces X tiene très posibles elevaciones y
a T\M , [32], dadas localmente asi:

X(x) = (x',X̂ (x))

,'0)X fx,C|,C2) = (x^,Cj,C2,0,0,X̂ (x M

x’*'u,c ,c,) = <x',Cj ,c^,0,X^(x),Lî-^ c‘i>
* ” * ■ ix' ‘

. , x ‘ . c ; , 4 , é u . . î - ï i < i i  c i . u i i i i  c ’ - i î î ^  C-; e - ; ,
‘ ‘ * ovJ * nv* av'̂ * *

Entonces résulta oue X es oroyectahle sobre X en el diagrama
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'TjM
TT^M — i-t-TyM

‘‘ 1 I "
TM ----- - M

para carta c = 2,1,0.
Este resultado es una getteralizacion rte lo oue hahiamos dicho en el 

ejemplo I.?, para las elevaciones vertical y compléta de campos al fibrado 
tangente.

Mas aûn, résulta oue se proyecta en el campo nulo en los diagraaaa
definidos por a y a , y X**' hace lo propio en el diagrama definido por a . (2>Y, en general, X no résulta proyectable en los diagramas deteminados tior 
*Q y «I I ni X en el darto por â .

Portemos resumir los datos en el siguiente cuadro, en el que indi 
en su caso, el campo sabre el que se proyecta:

E L E 
x(o)

V A c  ]

x(i)
0 N
x':)

i “0
X 0 0

i .z
* X 0

« X

y donde * indica oue en general no se proyecta. <̂ ieda ahora justificada la 
elecciôn de los indices, que se corresponden con las elevaciones.

En la secciôn ! 42. emplearemos estos resultados.



CAPITULO 2. ELEVACION DE CONEXIONES GENERALIZADAS.

El plantea»": ento de pgte capitulo es partir de un buen cuadrado

y sendas conexiones generalizadas F e y F e iJfA'. Diremos oue F es
elevaciôn de F si

B,* F = F'B*
Con esta definiciôn tan sencilla obtendremos reultados sobre la derivada co- 
variante, expresiones locales, conexiones particulares y sus elevaciones. 
Veâmoslo con orden.

i 2.1. PROPIEDADES GENERALES.

1. Definiciôn y primeros resultados.

Sea un buen cuadrado

■I . 1-
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y sean F e tJ(C) una conexiôn general!zada en » : C ■» D y p e 1J i A) una co­
nexiôn general!zada en y : A * B.

Definiciôn 2.1. En estas condiciones se dice que F es una elevaciôn de 
F (respecto del >xien cuadrado dado) si conmuta el d'agraro siguiente:

TA --

TC -- ^-^TC

Taobién diremos que F se proyecta en F.

Obaervaciôn. Realmente, para la definiciôn anterior sôlo es precise ha­
ber definido a, F y F y no hay poroué nensar en conexiones ni buenes cuadra­
dos. Sin embargo, fuera de este contexto, la definiciôn no tiene interés. ^or 
etra parte, veremos cômo esta definiciôn tan general aporta muchos resultados.

Veamos cômo la definiciôn respeta las derivadas covariantes, en el sen- 
tido de la siguiente

Proposiciôn 2.1.: Sean un huen cuadrado de fibrados
YA :--  B

1 ® 
D>l .  1'

y F e t J(A), F e iJtC) sendas conexiones en Y: A - B y «: C * D taies oue
F es elevaciôn de F (respect o del citado buen cuadrado'. Sean las siguientes 
secciones:

î . secciôn de y que se proyecta sobre £, secciôn de x.

X . secciôn de TB » B que se projecta sobre X, secciôn de x̂ : ID - Ti.

Entonces se proyecta sobre , siendo 7 y V las derivadas co\a-
riantes asociadas a las conexiones genera1izadas F y F.

Demostraciôn.
Por hipôtesis se sabe que

a*Z = £• 6
con lo oue 

y que
a „* î = Xr6



-76-

GMislrieremos el diagrama

O . 5(F)

TB

F
D(F)

donde D(F) y D(F) son los operadores que aparecen en la definiciôn de y

'XZ:
5(F) - <î̂ *Tĝ »F - F)»Î̂ *X*"y 

D(F) = (I.'h .'F - F)*t_»X«»

Por ser un huen cuadrado, résulta que
«.a = e»T a, - B;:?*

y por ser F elevaciôn de F résulta qiœ
o,*F = F*o^

Lo primero nue probamos es que Ô(F) se proyecta sobre D(F), esto es, 
que se t i ene

o jj* n* F ) - ni F l« o

En efecto, por câlculo directe obtenemos rsa igualdad, sin mâs que te- 
tier en cuenta todas las que ya hemos establecido:



-77-

ni FT = DgT X Y - a F" ï,« %«T *

= î * 8̂ «Ŷ « F«r^»X«Y - =

= î j»*̂ »ô .F«r̂ »X»Y - f»£̂ »6̂ j»X»y =

= £̂j« F»o^»£^»X«y — F»£^»X »#«Y =

= £^«t^.F*£^*B^«X»Y - F»£^«X»**a =

» £^ F« £^*X • B*Y — F» £̂ c X • *»a *

= £̂ » t^»Fe£^»X • »«o — F» £^*X • *ro « D(F)»a

Probemos ya que Vĵ £ se proyecta sobry . Recuerdo que

9̂ £ = è P.5(FUÎ' ; V^t = i p.D(F).£'

siendo £' y £' secciones cualesqiiiera de Y : A * B y « : C - * D .
Las tomamos entonces de modo que £ ' se proyecte sobre £ ' , esto es, que

a.£' = £'.B
Résulta asi, por la pw'opiedad (5) de buen cuadrado, la igualdad buscada: 

o«7̂ £ - i a«o«D(Ft*£' =

= i p„a|fD(F)*£' =

= i p* n( F) f a «£ ' =

= * p.T)fF),£’.B = Vjj£.B
qed

Observaciôn; Fn esta demostraciôn Viemos utilizado explicitamente la 
propiedad (5) de buen cuadrado. Es interesante hacerlo notar, porque cuando 
dimos la definiciôn, en I 1.1.1. , no parecxa irtry natural exigir la citada 
condiciôn.
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Fâcilwftte se establecen los dos siguientes resultados (en los oue se 
supone la notaciôn precedentel ;

IVopooiciôn 2.2.; Si y F, son elevaciones de Fj y F̂  , entonces
Fj ♦ Fj es elevaciôn de Fj ♦ Fj .

Demostraciôn.
Es trivial: a ^ F ^ *  F^) = a*«F^ * a^.F^ = fj'®* * ^2*** ^

qed

Para establecer el otro resultado necesitanos définir primero el con- 
cepto de elevaciôn vertical de funciones:

Definiciôn 2.2. Dados un fibrado localmente trivial a: A * C y una 
funciôn g m T f̂C) se llama elevaciôn vertical de g a la funciôn g^ definida 
como

= g*« e T°(A)
Le damos ese nosÈire como general izaciôn natural de la elevaciôn de fun­

ciones al fibrado tangente ([52]).

Proposiciôn 2 3 : Sean I e tJ(A) e I ♦ tJ(C) los respectivos tensores 
de Kronecker ( considerados como conexiones general izadas) y g e T®* A). Enton­
ces, existe alguna funciôn g e T^fC) tal oue g = g^ si y sôlo si résulta 
que gï es elevaciôn de gl .

Demostraciôn.
Es inmediata. pues para que conmute el diagrama

TA  TAJL

•*1 j l “*
TC —

debe ser g igual a g'. En efecto:
Sean p e A , q = a ( p ) e C  y w e  T^A .

(ô * (g'̂ «I))(w) = (g.o)«î(w) ) - Ojj( (g.a‘(p) * w) = (g.a)(p)»a^(wl -

- g(q)*a*(w) = (g«I)(o-(w)) = ((g.I).a )(w) .
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Recîprocamente, si gl es elevaciôn de gl. résulta, con la notaciôn pré­
cédante, que comuta el diagrama y, por lo tanto, que

g(p)a,(wl = g(q)

cualesquiera que sean p • A , w • T^A y q = afpl.
Asi oue para todo p de A,

g<pl » (g>«)fp) 
con lo que se tiene la igualdad buscada.

qrd

Este resultado tiene relaciôn con la proposiciôn 0.5. en que se probaba 
que dos conexiones generalizadas que diferian en el producto de una funciôn 
por el tensor de Kronecker tenian las mismas derivadas covariantes. En efec­
to, obtenemos el siguiente

Corolario: Sean F, F* e lJ(A) conexiones generalizadas en y; A ♦ B y 
F e lf(C) una conexiôn generalizada en «: C * D taies que

fa) F ’ » F ♦ gl , para alguna g e T?(A)
(b) F se pro>'ecta sobre F

Entonces F* es elevaciôn de alguna conexiôn generalizada F* e  iJfC) si
0,
0y sôlo si g = g^ para alguna g e iS^C) y, en este caso, F’ = F ♦ g l  .

La demostraciôn se sigue facilaente de las proposiciones precedentes.
F.s importante advertir que dadas dos conexiones generalizadas F y F* 

con» en el cwolario, que definen la misma derivada covariante fpor la pro­
posiciôn 0.5.) , aunoue F sea elevaciôn de una conexiôn generalizada F, a F' 
no tiene por que pasarle lo mismo. Pero si efectivamente F' es elevaciôn de 
una conexiôn F' , entonces F y F' también definen la misma derivada covarian­
te.
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2. Expresiones locales.

El objet!VO de esta secciôn es llegar a la caracteri zaciôn local de la 
elevaciôn de conexiones generalizadas, que demost>*aresos en la oroposiciôn 
2.4. En la prâctica, son las expresiones locales las que penaiten identificar 
las elevaciones, como veremos reiteradamente en el capitulo 4, Taatoién utili- 
zarenos la proposiciôn 2.4. en este capitulo, para probar la 2.7.

Sea un buen cuadrado, dado localmente por las siguientes expresiones 
(conformes con la notaciôn general que establecinos en f 1.1.1.):

A ------2-----►B  ►iT kG®
- 1 1 »  I l
C ------2 > D L’"«r'* * u"

g,6%)---»(x,g)

LSea F e T^fC) una conexiôn generalizada en »: C •» D. Entonces, como vi- 
mos en i 0.4> , F adtaite una expresiôn matricial del tipo

y résulta oue

Ffx,a ,c,a.,) = F(-L»c^ ♦ -i-*a“) ^
3x̂  aa“ "

= cj + a:) » cj + 6% a,) =

= (x^,aj,Cj c^. Xg c'̂  - B® a® 1

nbsérvese cômo altemamos la notaciôn como campo vectorial en A y como 
secciôn del fibrado tangente a A. Segùn resuite mas côraodo emplearemos una 
u otra notaciôn sin advert irlo previamente.
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Podemos representar raatricialmente la actuacion de F del siguiente
modo:

F(x,aj,c,a,)

4 0 0 0

0 •; 0 0

0 0 4 <

0 0 ’•i <

’

.®

cj.1

a: »! B 2

Oe modo anilogo razonamos con P • t J(A' , obteniendo en primer lugar 
su expresion matrici al:

M X

'5 W
6'M <

1 1 6®
V

r - ^ . c ’ dx'
3X

dx"

_3
as
3

3b®

, ♦

• dx̂

3
3X* f; a.;

qda;

3 •
3x^
3 #

3a“
3 # 5^

ag^
3 g®

< V

-ir • db!
3X

-i- • if db!
3a,

ag
3

3b®
• r  eft)

Y razonando como antes se obtiene matricialmente la actuacion de F, oue 
daremos explicitamente a continuâtion.

Antes ouiero hacer observar que el hecho de desarrollar estas expresio­
nes se debe al papel cue desenpenan en la demostracion de la proposicion 2.4., 
oue oueda asi reducida a un nroduct» de matrices.
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Veaaos la expresion matricial de la actuacion de f:

Ffx ",'C.bj.c *

‘5 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 < 0 0 0 0 0
0 0 c 0 0 0 0
0 0 c 0 '5 'i M
0 0 c 0 K K
0 0 0 0 '1 K K
0 0 0 0 1 1 K

1

b®

' j ' ( j 4 - ^ . s j b;

d“ ■ K 4

n
c l • n 4  - <

d“ 4

R
c l - 1 4 - ' : d“ b :

Finalnente obtengamos la expresiôn de â ; TA •* 1C. Como sabemos es
g,b^,c,a^,d,b^) - (x.â .c.â )

que se puede expresar matricialmente como

‘5 0 0 0 0 0 0 0
0 4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 't 0 0 0
0 0 0 c 0 4 c 0

X -

4

x i '

4

c ' c i

4 . 4

d '

b :

Entonces la igualdad
F = F*«*

se traduce en la igualdad de dos product os de matrices. Opérande, reailtar
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F«o_ z

•i 0 0 0 0 0 0 0
0 4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 4 4 0 0
0 0 0 0 4 4 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0
0 4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 4 4 4 4
0 0 0 0 4 4 4 4

..F

Asi heans probado la siguiente proposicion (supuesta la notaciôn prece- 
dente) ;

Proposiciôn 2 4.: En las condiciones anteriores, P es elevaciôn de F 
si y sôlo si se verifican las siguientes igualdades:

C^.cj : i - 4  i rJ

f] :

; a; = 0 

; fiÇ = 0

Observaciôn: Veremos en i 2.2. la expresiôn local de las conexiones ge­
neralizadas fibradas en y: A * B y comprobaremos que verifican

cj = Mj = ÿ; = g; z 0
Kago notar esto para que no se oiense que resultan nulas las M (pues entonces
resultaria que la elevaciôn de una conexiôn generalizada séria siempre una
conexiôn fibrada).
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t 2.2. CASOS PARTICULARES.

1. Conexiones en y : A

Vamos a hallar las expresiones locales de los distintos tipos de co­
nexiones generalizadas en y: A ■* B, supuesto que t«neaos un buen cuadrado

A  1— .B"1 . !"
c  — n

y que enpleamos las coordenadas inducidas 
te de este capitulo).

Localmente résulta que

VA = ker = u"»r'’»G®><R̂ »{01»R^«{0)«R^ = 
i _x

(Conser\-aflK>s la notaciôn constan-

= »a“,g",b“,C,a“,C,bp)
Entonces, teniendo en cuenta la expresiôn local de una conexiôn genera­

lizada F en y : a ■> B (dada en f 2.1.2.) y las definiciones de los distintos 
tipos de conexiones generalizadas (dadas en I 0.4.1.) resultan las siguientes 
expresiones locales:

(1) Conexiôn generalizada fibrada: P(VA) =  VA

0 = Cl -
F =

4
R® - B*

(2) Pseudoconexiôn: \A c: ker F

ci 0 m’ 03
C® C® ff A®3 B w

t" 0 B̂ 03 V
î® B® g®3 8 V

ci 0 Ri 03 w

C® c A® 03 u
0 03

4
0 S® 0



: I Fere-conexiôn: im F VA

0 0 0 0
c®. C® f fj e M t
0 0 0 0

4 4 5®y 4 ,

ObsérA-es oue no es cierto oue todas las elevaciones de una conexiôn ge­
neralizada de un cierto tipo sean conexiones generalizadas de ese nismo tipo.

Vamos a hallar ahora la expresiôn local de una conexiôn infinitesimal 
en el fibrado y: A * B. El siguiente teoreaia da la expresiôn buscada:

Proposiciôn 2.5.: Una conexiôn infinitesimal en el fibrado y: A * B es 
una conexion generalizada f cuva exoresiôn local es del tipo

4 0 0 0

4 ify 0

0 0 y 0
Q B®yj

Demostraciôn.
Por la proposiciôn 0.4. Iiay que probar oue F“ = id y que para todo pun- 

to p de A el siibespacio de T^A correspond!ente al valor propio -1 es V^A .

Lo primero se con^rueba de modo inmediato.

Para lo segundo, fijemos p = (x^,a®,g^,b®) e A e impongamos la condi­
ciôn

F(x^.a“,g^,b®,c^,a“,d̂ ,b̂ ) = (x^,a“,g^,b®,-c^.-a^.-d^.-b^)

Por la expresiôn local de F, résulta que 

F(x^.a®,g^,bj,c’,a®,d̂ ,b®) =

= i x\a“,g\b®,«^ C^,C“ c^-6® a! - M® d*,6^ d“,?® ĉ  - B® d** -6® b%) =1 I J 1 D t p y 1 y T m

 ̂ ' \',a®,g^,b®,c^,C! c'̂ - a® - M® d^.d^ ,?° c'̂ * B® d̂  - b®)



La condinôn buscada entonces es que para todo < .â ,d,b̂  de 
R”rR''<tR*«R̂  se verifiquen las siguientes igualdades

-a® C® c ’ - a- . f  d'

d" - h:

La priiæra y tercera condiciones inponen que c 0 d, y entonces, 
la segunda y laastrt.a no suponen ninguna restricciôn. Estas condiciones son 
las oue cunplen los elementos de VA, como vimos al principio de esta secciôn 
f 2.2.1

qed

Vamos a aaïoliar nuestro conocimiento de la expresiôn local de una cone­
xiôn infinitesimal en y: .A B , vinculando la expresiôn local de la aplica­
ciôn de conexiôn y la de la proposiciôn precedence. Estudiemos la derivada 
covariante de una conexiôn infinitesimal: Viene dada por el siguiente diagra­
ma (ver I 0.3 3"'

î.TA 4----- TB

K 1 - î 5C Vçï .
A 4—  ---  B *

siendo î una secciôn de Y : A * B y X e 1̂ (8)

Recuerdo oue localmente se tiene 

Y*lA  *■ TB ix.a ,g,b ,c,a,,d,b, I ------   x,g,c,d'

- a  l ' n 1 ■ 1
•\ —   k v.a,,g,bj'  gl

y oue
K'x.a^,g.b|,( .â .d.ĥ

•x.a., -ftj i x,aj ,g,bj »<c,d),g,b., JJ„i x.a^ ,g,bj ‘ 1 c .d *

Esta expresiôn se otatiene mediante e| t somort ' smc



kl

! (R".R® r ' ’«r* r" . r*  r*" r" « r® r^

due permute escribir

a f0|.0^, L'”*R*’«G*xR^--- ¥ LfR".R",R'".R^) ? I (r"«R*.r''> • L(R"»R*,R^'

Ahora bien, si sdemés consideraaos los isosorfisbos 
L(Hf’»R*,Rr) : L(r";R'‘) « L(R*,R**)

L(r"«R*,R^) s LfR**,R*̂ ) » L(R*,R^I 

podenos representar

0 . ((Ojj . o,2>’̂ “2i " *22)): u"»r'*-g“«R^----- -
   ( L C f  .R"") x L ( R * , r '')) « ( L ( r " , R ^ )  . L ( R * , R ^ '

y se expresarân localmente del siguiente modo:

O j j t  u" kR'*kG®*R^— ►LCR^.R^)

0;,<%,a,,g,b|tc = (Q®j(x,aj,g,bj>c) = (0®j^(x,a^,g,bj

u"xR*'xGfxR*" * .L (R ® ,r '*)

û j 2 'X r a , ,g , b j ) d  -- ( 0 ® 2 ^ x ,a j ,g ,b jM )  (0 ® 2 ^ rx ,a j ,g ,b j ) d ^ )

i " xR‘'«G®xr '^— fL (R " ,R ^ '

02j(x.aj,g,bj)c = (0®j(x,aj,g,bj)c» - (Q®j^(x,aj,g,bj)c^t

Q , , :  u" xR''«G®xR^— ♦  L(R®,R^»

°22'*'*l'3'b;)d (0®2<x,aj ,g,bj »d> ( O^^j^fx.aj ,g,bj td* >

*si. la expresion local de la aolicaciôn de conexiôn es la siguiente 

Kl x.â  ,g,b̂  .c,a^,d,b^ , lx̂ ,a® 0®j. • x.â  ,g,bj'c’ Q®̂ î >x,a, ,g,b, td'

= b% r^j. x,a, ,g,b, îc ‘ n̂ ĵ̂ ix.a, ,g,b, >ri



Calculemos la expresiôn de la derivada covariant-e. Sean 

Entonces : TB -> lA actûa del siguiente modo:

î* % - î,fx\g\xj,X^) =

X (xi,r;v,f:,xj.i 5  s; ♦ 5  t)
* “ * Jx̂  * ïg 3x̂  ‘ Jĝ  ^

Y, finalmente,

Ÿjï = R î, X .

= f x \ ^  Xj ♦ ^  . 0*j^(x,îj,g,ZjXj *

De la proposiciôn 2.$. y de los razonamientos que acabamos de hacer se 
sigue la

Proposiciôn 2.6.: Con la notaciôn precedente, una conexiôn infinitesi­
mal en Tî A B tiene cono expresiôn matricial

F =

Dcmostraciôn.
La idea de la misma consiste en partir de la expresiôn hallada en la 

proposiciôn 2.5. y obtener la derivada covariante asociada a F cotno conexiôn 
generalizada. Y. haciendo uso de la igualdad de las derivadas covariantes in- 
ducidas por la conexiôn considerada cocno generalizada y como infinitesimal

0 0 0

-20* . -«* -20® 0llj B I2y
0 0 6̂ 0y

0 ■“°22y -6*
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figualdad que prohamos en I 0.4.2.) obtendrenos la igualdad de las expresio- 
nes de las proposiciones 2.5. y 2.6.

Sea

' j

0

0
0

A

y sean Ï seccion de y : A * B y X a l^fB). Halleons la expresiôn local del 
Morfisno B(P); A ♦ TA

B(F) 5 ( Z ^ y y P  - F)»Z^*X»y

Hallaaos ordenadamente los ténainos que intervienen en esa relaciôn.

ï(x,ajtg.bj) = (x,g)
. 3ZT . ar

2»*5f»Y(x,aj ,g,bj ) = (x^,Z^,g ,Z^,Xj,— ^ X^+ — i ^  * ~ T
3x 8 g  8x

! 5
3ĝ

F«Z^»X»y(x,a^,g,bj) = (x^,Z^,g^,Z^,^,

C?(x,z^,g,z^)X^- — i Xj - — i X^ ♦ ÿ^tXfZ^.g.ZgXXg » 2̂ ’

^(x.Zj.g.Z^lX^ * B^(x,z^.g.z^lx^  J Xj --- ^ X̂ ).

con lo que obtenemos

F-Z^»X»Y(x,aj,g,bj) =

aï® at® at® at®, i =@ X =o =i "l çi "l -X çX ’^2 çi "2 aX.= (x ,I,,g ,I\,X,,— T X + — - X,,X_,— , XT ■» — - X,)
 ̂  ̂ * 8X̂  ' ag*  ̂  ̂ax̂  * aĝ  ‘

oue nos nermite averiguar la expresiôn de D(F);
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6(P)(x,aj,g,bj) =

af® af®
= (x̂  ,g ^ Xj » X̂ ) - ̂ ^x,f ̂ - ^^XjfpgjfjlX^,

af® af®
0,2(-^ Xj ♦ —Ÿ X̂ ) - Ÿ^(x,fj,g,f,)Xj - ^(x,f j,g,f,)X̂ )

Por lo tanto, coao Vj^ =  ̂p.Dfpl.f' , siendo f ' una seccion cual- 
qiera de y , résulta que

V  '
af® aï®

= (x^,— i  Xj ♦ — i  ^  - K^(x,f^,g,Zg)Xj - ^(x,f^,g,fg)X^ , 

aï® aï®
»— Y X̂ ♦ — ^ ^  - iŸ^fx,tj.g.îjlX^ - ifî (x,fj.g.fjlX̂  ).

Comparando esta expresiôn con la eue obtuvimos antes de enunciar esta 
proposiciôn, résulta que

■ - “ " . j  K *

1  - -“ 2.J ^  • -42.

que es lo que ouerianos probar.
qed

Recordando la relaciôn F = h - V (ver I 0.3.1.) se obtiene de modo in- 
mediato la exp-esiôn local de la proyecciôn horizontal y la de la vertical 
de una conexiôn infinitesimal. En efecto;

Corolario. Sea una conexiôn infinitesimal F en y: A - B, de coeiponentes 
locales Oj = Bjj ♦ Oj2 y 0, = Q.,̂ B,,. Sean fi y V las proyecciones hori­
zontal y vertical asociadas a F . Entonces sus exprèsiones locales son:
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11 j  

0

*21j

12m

22m

llj
0

*21J

12m

0

2. Elevacion de conexiones infinitesiaales.

El unico resultado que compone esta seccion. la proposiciôn 2.7 - • es 
de gran iî x>rtancia: da la condicion local para que una conexiôn infinitesi­
mal F en y : A * B sea elevacion de una conexiôn infinitesimal dada en *: C »
- D f respecto de un buen cuadrado tanbién fijado). La importancia menciona- 
da radica en el hecho de que en el capitulo 3 se estudiarâ la elevaciôn de 
conexiones infinitésimales, sin necesidad de utilizar las conexiones genera- 
lizadas, y esta proposiciôn 2.7. sera la que asegure eue anbas construcciones 
son équivalentes.

La demostracion de la proposiciôn que vanos a enunciar se sigue de la 
expresiôn local de las elevaciones, dada por la proposiciôn 2.4. , y de la 
de las conexiones infinitésimales obtenida en 2.6.
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Ppoposiciôn 2.?.: Sea un buen cuadrado de fibrados

A -- -̂-"B
• l  1*
C    "D

y sean r una conexiôn infinitesiaial en «: C -* D de conponente local w« (su) 
y f una conexiôn infinitesimal en y : A -* B de cowponente local 0= °
= * ®i2 ' * ®*>2 )' Entonces f es elevaciôn de T fconsideradas como
conexiones generalizadas) si y solo si en las correspondientes cartas induci- 
das estin ligadas por la relaciôn

Oj(x,aj,g,bj)(c,d) = wfx,a^)c

0,,(x,aj,g,bj)c X M(x,a^)c

Demostraciôn.
Las expresiornes matriciales de F y F festo es, de T y f consideradas 

como conexiones generalizadas) son

F = F =

'j
-20

-20:

llj
0

ij -20:

0
0
0

- 6®

(la expresiôn de F es la obtenida en la proposiciôn 2.6.)

Entonces, por la proposiciôn 2.$., résulta que F es elevaciôn de F si

-20ji^(x,aj,g,bj)c^ X -2-®U,aj)c^

Por lo tanto résulta que

Oj(x,aj ,g,bj )fc,d) = Q|j(x,a.j,g,bj)c * Oĵ fx-â  .g,bj )d
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= Ojj(x,aj,g,bj)c = *(x,a^)c.

qed

3. Conexianes inducidas e n  el producto fibrado.

Considerenos el buen cuadrado (ver proposiciôn 1.2.) definido por

 Ï-*B

donde «: C * D es un fibrado vectorial y y: B -» D es un fibrado localmente 
trivial.

Como vûnos en la demostraciôn de la proposiciôn 1.2., su expresiôn lo­
cal es

u"kR''xG®-------   u"kG® (x,a,g)  » IX,g)(x,a,g)

(x|a)

Entonces, sin mâs que olvidar lo que afecte al factor R en las defini- 
ciones générales, résulta en este caso que una conexiôn generalizada F en
y : » *(B) * B viene dada por

'1 y
F = 'S y

BŷB

y que las conexiones particulares vienen dadas por
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F conexiôn fibrada

F psetidoconexiôn

F fere-conexiôn

F conexiôn infinitesiioaL F =

c' 03 y
c“ if3 s M

0 6'3 V

c' 03 y
C® 0 ifj y
f' 0 B*3 y

0 0 0
(f c® !fj 8 y
0 0 0

«i 0 03
“ llj < -42.
0 0 y

Por otra parte, en virtud de la proposiciôn 2.4., dada una conexiôn ge­
neralizada F en %: C - D de expresiôn local

F =
’ ,1

8

résulta que una conexiôn generalizada F en y : u - B es elevaciôn de F
si y sôlo si su expresiôn local es

Tî
6

0
0

y

El resultado (pie buscamos es dar una définieiôn canônica de elevaciôn 
en alguno de estos casos. Asi obtenemos la siguiente proposiciôn:
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Propoaiciôn 2.8.:
(a) Sea Fj una conexiôn infinitesiaial en *: C • D. Entonces existe una 

ônica conexiôn infinitesiaml en y: • f̂B) - B que sea elevaciôn de F̂ . Sus 
expresiones locales son:

0

f. - I -4
0

(b) Sea Fj una fere-conexiôn en a : C - D. Entonces existe una ônica 
fere-conexiôn F̂  en y: *"*(B) * B que sea elevaciôn de F̂ . Sus expresiones 
locales son:

(i ;)
Deanstraciôn.
La unicidad queda garantizada por la proposiciôn 2.4. , como hemos co- 

mentado antes de enunciar esta.
La existencia se denuestra comprobando que y F., son ciertamente cam- 

pos tensoriales de tioo (1,1), supuesto que lo son F̂  y F.,. La demostraciôn 
para F̂  es trivial, pues tiene los mismos cambios de carta que F.,. Y para F̂  
tanbién, pues el término

es invariante por cambios de cartas.
qed

Gbservaciôn. Para las pseudoconexiones no se puede garantizar el resul­
tado analogo, porque dada una psetidoconexiôn en x : C - D de expresiôn local

F =

cualquier pseudoconexiôn del tipo

0
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seria elevaciôn de la anterior. Un modo de définir una elevaciôn canônica sé­
ria el considerar la elevaciôn

0 
0 
0

Obaervacién. Ademâs la proposiciôn anterior cuando da unicidad es para 
elevaciones que sean del mismo tipo. En general, habrâ nuchas conexiones ge­
neralizadas que sean elevaciôn de una conexiôn infinitesimal dada o de una 
fere-conexiôn dada.

El motivo por el que hemos buscado este tipo de resultado es el siguien­
te: existe un resultado anâlogo para fibrados principales (cfr. [33], tras la 
proposiciôn II.é.2.) , enunciado por Kobayashi y Nomizu, que establece que da­
dos un fibrado principal P(M.G) y una aplicaciôn f; M* M , toda conexiôn en 
P define una conexiôn en el fibrado indücido f~*(pl. Con nuestra notaciôn, es­
te resultado puede ser considerado como un ejemplo de elevaciôn canônica.
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I 2 3. CUESTIONES DE CXISTENCIA Y UNICIDAD.

Como hemos visto, es la proposiciôn 2.4. la que da las condiciones lo­
cales que deben verificar sendas conexiones F y F para que la segunda sea ele­
vaciôn de la primera. El problems mâs natural que se plantes al obtener esa 
expresiôn es el de existencia y unicidad de las elevaciones. Y la respuesta 
es, en anbos casos. negativa.

Existencia: dada una conexiôn generalizada F, localmente se pueden dé­
finir nuchas F que verifiquen la proposiciôn 2-4. Sin embargo queda pendien­
te el probar que ciertamente esas F verifiquen la ley del cambio de cartas de 
un campo tensorial de tipo (1,1) y sean realmente conexiones generalizadas. 
Ademâs, y en cualquier caso, la elevaciôn résulta interesante cuando F veri- 
fica alguna buena propiedad. En la secciôn % 2.2 acabamos de ;x70bar un caso 
interesante de existencia <y unicidadl de elevaciones El capitulo 4 esta de- 
dicado por entero a dar ejemplos de elevaciones conocidas, expresados de 
acuerdo con la teoria aqui expuesta.

Unicidad: hemos visto cômo en ciertas condiciones se puede alcanzar 
(ver proposiciôn 2.S.). Sin embargo, en general no se tiene unicidad e. in­
cluse, veremos cômo dos conexiones distintas (las elevaciones compléta y ho­
rizontal al fibrado tangente) son elevaciôn de una misma conexiôn respecto 
de un mismo buen cuadrado (ver f 4 1). Lo interesante no es tanto obtener 
la unicidad como el que la elevaciôn goce de buenas propiedades.

El punto de \ ista seguido en este capitulo 2 es el global, buscando 
propiedades conunes a todas las elevaciones. Esto nos ha permitido abordar 
de modo conjunto las dos estructu»'as mâs frecuentes: la= conexiones infinité­
simales y las pseudoconexiooes. Asi. el capitulo 3 se (onsagyarâ al e studio 
de las conexiones infinitésimales, y en el 4 veremos, como aplicaciôn. ele­
vaciôn rie pseudoconexi ones (secciôn i 4.2.) y de conexiones infinitésimales.

Como es lôgico. al restringimos a las conexiones infinitésimales ob- 
tendremos puchas mâs propiedades. Ademâs, nuestro planteamiento permite es- 
rudiarlas autônomamente, sin necesidad de las generalizadas.

Y las oseudoconexiones tienen como e.iemplo mâs rico de elevaciôn el de 
las elevaciones al fibrado de r-jets Esta construcciôn ha sido efectuada de-
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talladainente en •l5] y [10]. En la secciôn S 4-2. recogeremos algunos de los 
résultados alli obtenidos y los vincularemos con la teorîa de elevaciones en 
buenos cuadrados.



CAPITULO 3. ELEVACION DE CONEXIONES INFINITESIMALES .

Esttxüamos en este capitulo la elexaciôn de conexiones infinitésimales
en un buen cuadrado. considerando que tanto la conexiôn dada como sus eleva­
ciones son infinitesimales. En la proposiciôn 2 7. del capitulo precedente 
ya obtuvûnos la expresiôn local que han de tener las conexiones infinitésima­
les elevadas. Ahora queremos llegar a ese mismo resultado (llegaremos en la 
proposiciôn 3.4 ), définiendo la elevaciôn de conexiones infinitésimales sin 
utilizar el marco global de las conexiones generalizadas. El oroceso sera 
hastante mâs largo, pero reportarâ dos ventajas: la obtenciôn de una defini- 
ciôn "natural " propia, que no precise del uso de la poca difundida nociôn de 
conexiôn generalizada y conllevarâ un conocimiento mâs profundo de las rela- 
ciones oue existen entre la conexiôn dada y la elevada.

Como dijimos en * 23. .al concretar nuestro estiidio, reduciéndolo a
las conexiones infinitésimales, obtendremos mayor rioueza de propiedades, en
especial, en lo que se refiere a curvaturas y torsiones. Finalmente. de modo 
anâlogo a lo que ocurre entre conexiones generalizadas e infinitésimales, se 
tiene una relaciôn entre infinitésimales y no hasK>géneas: estas son las infi­
nitésimales en variedades. Por ello podria pensarse una elevaciôn particular 
para conexiones no homogéneas, y, efectivamente, tal definiciôn existe y coin­
cide con la restricciôn de la que aqui damos, como veremos en el epigrafe
i 3.3.

Quisiera indicar también que algunos de los resultados de este capitulo 
y algunos de los ejemplos del prôxirao han sido oresentados como comunicaciôn 
en el VI Int.emational Colloquium on Differential Geometry, [20].

-99-
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f 3 1- PROPIEDADES GENERALES.

1. Definiciones y su equiValencia. 

Supongamos riado un buen cuadrado

A --     B

y sendas conexiones infinitésimales, f en y : A - B y r  en x: C - D. Entonces 
si K y 9 son las aplicaciones de conexiôn y escisiôn definidas pcw F y K y V 
las definidas por r ,  tenemos las siguientes sucesiones exactas para F

.-\v
y para r

.C
0
/ v X

VC" .: > TC  r-*>x~‘(TD)

La colocaciôn de los diagramas no es caprichosa; tratamos de obtener 
la siguiente definiciôn de elevaciôn: ? sera elevaciôn de r  si existen mor- 
fismos verticales "naturales" que cierren el diagrama haciéndolo cormitativo- 

Antes de continuar, hago menciôn de que esta busqueda la hacemos plan- 
teando el problems con la primera definiciôn de conexiôn infinitesimal que 
dimos en I 0.3.1. Veremos en la proposiciôn t.l. que cualquier otro modo de 
définir una conexiôn infinitesimal conduce a la misma definiciôn de elevaciôn.

Describimos cuidadosamente el c ami no para llegar a la definiciôn de ele­
vaciôn. El proceso sera un poco largo, porque lo hacemos todavia sin emplear 
coordenadas locales. Sehalamos los très pasos en que lo dividimos hasta lle­
gar a la definiciôn.
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Priaw paao: Definiciôn de 8 ' : Y
Se basa en la propiedad universal del producto fibrado (ver f O.I.I.). 

Consldereaoa el diagrama

ÎB

11)

donde (resp. »̂ ) son la primera y segunda proyecciôn al considerar

y'*'ÎB;c  a « TB fr-esp. C x TD).

Consideramos entonces los morfismos

8* Ŷ : y'N tB) • ID

a • Yj: y”*(TB) * C

Résulta que « ^ 8 «  Y\) = wf o • Yj)-<̂ Hay ^gualdad entre los morfismos 
indicados con trazo fuerte). En efecto. sabemos que

. 9^ = ® *’b (trivial)
Y • Yj = ser el oroducto fibrado)

* ‘ ^anàlogamente)
6 . Y - « » a (por ser buen cuadradoI
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Entonces se tiene que

*'T = «*b‘̂ 2

que es lo oue querxamos probar.
Y por la propiedad universal del producto fibrado existe ententes

tal que
»2’® ' =

Se*M*do paao: Coneutatividad B ' . y ’ =

Para probar la consideramos el siguiente diagrams, que amplia el prece­
dente:

Obaérvese que en principio comitan todos los cuadrados y triângulos 
salvo el seAalado con trazo fuerte, que es precisamente el que nos Interesa 
estudiar. (Detallaresios la conemitatividad de todo el diagrama después de di- 
bujarlo).

El diagrama oue vimos en el paso primero era connutativo. Los triângu­
los que hemos anadido tamtién lo son por la propiedad universal de los p*x>- 
ductos fibrados aplicada a los morfismos v* y y '

= «2*
t. = Y..Y'
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Y también es conoutativo el cuadrado
Y* = “*'»*

por la propiedad (3) de buen cuadrado (6y^«) y, de modo trivial, el cuadrado
= « " ' A

Veamos la cormutatividad deseada « 0*<t ' :

-1 y  *2Como « *(TDleC » TD y « y «_ son las dos proyecciones de C » TD en
C y en TD, bastaré probar que

Pues bien, teneaios
«..«Va.*|.0'.y' = B.Yj*Y* - a.«A = *c*®* = '1

«2*0'*y ' * 0,Y2-y ' = 0, Y, = »*•“* =

como queriamos.

Teroer paso: Comprobacion de que o^(VA)cs VC 
.Nos hasamos en el paso anterior y en oue 

VA = ker y* = ker y '
VC = ker «, = ker «'

como vimos en l 0.1.1.
Entonces se sigue el resultado de modo trivial:

p  e VA = k e r  y ' = »  P  e k e r  (B* y ') = k e r  («' o,) = *  a,(p) « k e r  «' = VC.

Conclusion:
Con estos très pasos hemos podido définir todos los morfismos buscados 

al condenzo de esta secciôn (los que cierran las sucesiones exactas definidas 
por las conexiones en y y  en « ). Obsérvese que para esta construcciôn no he­
mos empleado ninguna conexiôn.

Obtenemos el siguiente diagrama:
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y (TB)

=  TC ----------'(TD)

Como hemos visto en el segundo paso, comuta el cuadrado de la derecha 
B'.t ' = ***®# • Tanbién conmita el cuadrado = i.a* , por ser l e i  inclu-
siones. Y tanbién lo hace a>p = p. a* , por la propiedad ( 5) de buen cuadrado 
(y nuevamente vemos la utilidad de haber mencionado explicitamente esta pro­
piedad) .

Las anteriores igualdades han sido establecidas independientemente de 
las conexiones que se quisieran considerar.

Dadas sendas conexiones , si connutara
a_»V = V»B

tanbién lo haria
at K = K.o,

pues resultaria
a-K = o»p«V = p.a^tV = p»V»o^ = K.a^

Por lo tanto, para que ccmoute todo el diagrama anterior solo es preci­
se que lo haga o^.V = V.a*. Esto nos permite dar la siguiente

Definiciôn 3 1 Sea un buen cuadrado de fibrados

■I . 1'
y sean f una conexiôn infinitesimal rn r: A - B de aolicaciôn de escisiôn 
V: TA •* \A y r una conexiôn infinitesimal en C ■» D de aplicaciôn de esci­
siôn V: TC - VC. Diremos que f es elevaciôn de T si

a^.V V.a,

Tanbién diremos oue r se proyecta en T.
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Para ver las otras posibles definiciones equivalences recuerdo lo que 
dijimos en I 0 3.1.: Una conexiôn infinitesimal queda determinada por uno 
cualquiera de los cinco morfismos V, F. h, K o H, que recogemos en el siguien­
te diagrama:

HC

I”0    vr ^ ^ e Tf g— ^  - .~VTnl ------   0

1 ^ 1 -  •p
C" TC

donde se dan las siguientes relaciones:

(1) V.i = id^ (5) h . &(I + F)

(2) ,'.H = id ;-l̂ TD) V = i(I - F)

(3) K = p . V  (7) ker K = im H

(i) F = h - V (5) ker V = im H

Anâloga construcciôn se hace para una conexiôn f definida en y. A -* B. 
Asi. para cada uno de los cinco morfismos se podria pensar en una definiciôn 
de elevaciôn, dada por la conmutatividad de lui cierto diagrama. Pues bien, 
la siguiente proposiciôn prueba que las cinco posibles definiciones son équi­
valentes .

Proposiciôn 3 1-: Sea un buen cuadrado

■1 ~  1A -- !--  B
6
n

y sean r una conexiôn infinitesimal en Y: A •* B de element os V. F, h, K y H 
y " una conexiôn infinitesimal en « : C ♦ D de elementos V. F. h, K y H. 
Entonces si conmuta uno de los cinco cuadrados siguientes. conmxtan todos:
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TA

1C

VA
'.i ®  1'

VC

TA ‘TA■ 4 © 1"
TC  r— TC

TA

TC

HA
■ > 1  ©  1'

HC

TA

TC

y' N tb) --   ►TA

•1 ©  1",-‘(TD) --   »TC

Demostracion.
Vamos a probar la equiValencia, sin usar coordenadas locales, de acuer­

do con el siguiente esquema:

/ \© ©
Si emplearemos las propiedades enunciadas antes de la proposiciôn y nos 

remitiremos a ellas indicando simplemente el numéro, (n), de la propiedad que 
apliquemos.

El orden esta escogido de modo que las demostraciones triviales se ha- 
gan en primer lugar. Las no triviales son la 4 ^ 5  y la 5^1. que las hare- 
mos por caza por el diagrama.

©  =>©
l'tilizamos (ô): V - - F) ^  F - I - 2\
Entonces. como por hipôtesis V - \ a , résulta que

a.-F - 0 •( I - 2V ) = a.’J - 2a.,-V = I»o, -2V.a, F.a.
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© = » 0

Por <5) résulta que

♦ F)  = * ® * * F )  = + F«a^) = h«a^

©=*>©

For f 5) résulta que F = 2h - I , y sustituyendo en (6) obtenemos
V = I - h
Luego

o^»V = 0^1 - fi) = - h*a* = Vrô ^

O  =^0

Ya lo habiamos probado antes de la definiciôn 3 1. , sin mâs que haber 
utilizado (3) y la quinta propiedad de buen cuadrado.

Consideremos el siguiente diagrama:

lA

A

C

Debemos probar que H - H.6 ’ , sabiendo que aïK = K.a^ .
Sea

p e y ^IIB)

Entonces H(pl e TA y, por i~), résulta que K. H(p) = 0 
Por tanto,

0 = O.K.H (p) - K.a.iH fpt a .H (p) e ker K = im II

3 a f r (TD) tal oue Hioi - a,. H (pi
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VeaiBos que q - 6' (p).
Dtilizando (2) y la cormutatividad «'.a^ = B t ' (cierta siempre, como 

vimos en el paso segundo previo a la definiciôn de elevaciôn) , résulta:

- 1,

q = «'.H (q) = (p) = B \ y A (p) = 6' (p)

Entonces tenemos el resultado deseado, pues para cualquier p e t '(TB)

o^»H (p) = H (q) - HeB ' (p)

© = > 0

Consideremos el diagrama

Y'
VA.

VC

TA y~'(TB)

TC «■‘(TD)

Por hipôtesis a*.H = H«B' . Debemos probar a*.V = V.a* .

Sea p e TA. Entonces p admite las siguientes descomposiciones : 

p = <r.V (pl) - (p - r.V (p)) 

p = (p - H»t * (p)) + H c y ' (p)

Probemos en primer lugar que

p - î»V (p) = H.y ' (p)

En efecto, teniendo en cuenta il), résulta que 

V (p - îcV (p)) = v(p) - V.îcV (p) = V(p) - V(p) = 0 

con lo que, por (S), se tiene

(p - r.V Ip1) e ker V = im H

Asi, existe q e Y (̂TB) de modo que
ff(at = p - i.V (p'i

Veamos entonces que q  ̂ r'lpi . E n  efecto, por medio de i2) y de la 
exactitud y ' i - 0 , obtenemos
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Q = Y*.H (q) = y'<P - Î»V (p)) - Y'(p) - Y'«1*9 (p) = Y'(p)

Entonces,

A*y ' (p) = H(q) = p - (p)

L'sando este resultado, la hipôtesis, la propiedad (!) y la exact itud 
V.H = 0 probamos ya la igualdad buscada:

V a, (p) = V.B^*î»y (p) ♦ V«a, (p - i#9 (p)) =

» V.i a,«9 (p) ♦ V,«,ifl.Y' (p) =

= o,»V (p) ♦ V«H«8'«y ’ (p) =

= (p)

qed

Observaciones:
11) La condiciôn de que commute el cuadrado es justamente la que

dimos en la definiciôn 2.1. . restringida a las conexiones infinitésimales.
Asi que ya hemos logrado el objetivo que nos proponiamos en la secciôn I 2.2 
de conprobar que esta definiciôn es, simplement^, la restricciôn de la 2.1. 
Cuando utilicemos coordenadas locales volveremos a obtener la proposiciôn 
2.7.

( 2 ) La demostraciôn de esta proposiciôn es de carâcter puramente alge- 
braico, y permite dar cinco definiciones diferentes de elevaciôn de conexio­
nes infinitésimales. El siguiente resultado proporciona una imagen nucho mâs 
geométrica de la definiciôn de elevaciôn;

Corolario. En las condiciones de la proposiciôn 3.1. , sean r y r sen­
das conexiones infinitésimales en y : A * B y « : C * D ,  y sean

TA = VA • HA y TC = VC e HC

las descomposic iones originidas por ellas <en el sent ido de la segunda defi­
niciôn de conexiôn infinitesimal dada en I 0.3.1.). Entonces f es elevaciôn 
de r si y sôlo si a, respeta las citadas descomposiciones, esto es.

a.(VA) = VC V o,,(HA) = HC
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Deaostraciôn.
Sabemos que a,(VA)cr VC. por el paso tercero previo a la definiciôn de 

elevaciôn, y que la descomposiciôn 1C * HC esta dada por (ver I O.j.l )
p V(p) » hep)

Probamos el resultado por doble implicaciôn;

Por hipôtesis, a,«9 - V.a, y a,.fi h.a,
Sea p e TA. Entonces,
a,(p) - a^T(p) * R(pt) V,o, (p) * h»a, (p> .

Luego a,(VA)c \<C y a,(HA)« HC . Y como a, es suorayectiva se
tienen las igualdades buscadas.

Suponemos que se dan las igualdades a,(VA) - VC y a,(HA) - HC 
Sea p e TA. Entonces,
a,(p) z o,tV(p)) - a,(fi(p)) , habiendo descompuesto p; 

y a,(p) = V(a,(pl) - h(a,(p)) , habiendo descompuesto a,(p).

Como a,(V(p)) e VC : V(a,(p») e VC

a,(h(p)l e HC h(a,(p)) e HC

y como TC z VC • HC . résulta oue

a,.V I p) '*®-x 'p'

a,,, h (pl h«a ipl

oed

Esta sevta definiciôn es. como deciamos.de carâcter georoêtrico; " es 
l'ievacion de T s' 3. lleva espacios verticales en verticales «lo cual siempre 
ocurrv I V )ioT izontales en (horizontales

Podria pensarse oue partiendo de la tercera def jr.K iôn rte conexiôn in 
! imtesimal . que dimos en i 0.3.1 una conexicwi infinitesimal queda detemu-
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nada por una 1-forma prox'pctable oue se proyecta sobre la identidad), podria- 
mos obtener una septima definiciôn de elevacion. Sin embargo no es asi, pues- 
to que llegaresos a la connutatividad del cuadrado de la proposiciôn 3-i.
En efecto:

Lo primero que conprabanos es que la condiciôn de que h: TC * TC, 1-for­
ma proyectable, se proyecte en h' - id^: TD * TD se reduce a la conmutativi-
dad del cuadrado

TC. 1  K
TD

(Suponemos que la conexiôn esta definida en un fibrado vectorial «: C ■> D). 
En efecto, esyleando coordenadas locales (como vimos en f 0 . 3 * )  tenemos:

(x.a^.c.a^)— *• (x,aj,c,-«(x,aj)c)

(x.c) »(x,c)

Entonces la definiciôn natural de elevaciôn, que séria là cormxitativi- 
dad del siguiente diagrama, se reduce a la cormutatividad del cuadrado :

TA. TA

id
TB TB

TC

TD TD
id
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2. Al0 ymo8 resultados.

El primero de estos resultados es el txien comport ami ento de la dériva 
da covariante en relacion con la elevacion de conexiones y las secciones pro- 
yectables. Asi. est.ablecemos un resultado similar a la proposicion 2.1 ,
siendo en el caso presente la demostracion directa sensiblemente mas sencilla 
que en aquél. De hecho, como dijimos en 1 0.4-2., la derivada covariante de 
una conexiôn infinitesiaml coincide con la obtenida al considerar la conexiôn 
cnmo conexiôn generalizada. Remitiéndonos entonces a 1 0.4-2. y a la proposi­
cion 2.1. obtendriamos una demostracion de la que ahora vamos a enunciar.
Sin embargo, fieles a la idea de que en este capitulo daremos reultados auto- 
contenidos, que no precisen del capitulo 2, probaremos el resultado de modo 
directo.

Proposicion 3.2.: Sean un buen cuadrado de fibrados

* 1  J®
C --   »D

> f y r sendas conexiones infinitésimales eny; A-* By en*: C - D taies 
que f es elevaciôn de r (respecto del citado buen cuadrado» Sean las siguien­
tes secciones:

r. secciôn de y que se pro\ecta sobre I, secciôn de *

T. secciôn de IB •» B que se proyecta sobre X, secciôn de *g: TD - D

Entonces se proyecta sobre VyZ , siendo 7 y V las derivadas co-
variantes asociadas a las conexiones infinitésimales f v r.

Demostraciôn.
El siguiente diagrama resume todos les datos:
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TA

IB

TC

TO
D

Como X se proyecta en X, es S,«% = X»6

Cano £ lo hace en I, résulta que a«î = £.* , y que <**•!* = ĉon
le que £^ se proyecta sobre I*en ese buen cuadrado tangente del dado).

Debemos fx-obar que V̂ sî se proj'ecta sobre . esto es. que

Pues bien.

m * 9 ÿ £  = o » K « ï ^ » X  = K » a ^ t ï ^ « X  = K « £ ^ « 6 ^ « X  = K * £ ^ « X « 6  = ( 7 ^ ) » 0  ,

sin mas que haber aplicado la définieion de deri\ada covariante y la de ele­
vaciôn .

qed

El siguiente resultado se estahlece de modo inmediato:

Proposicion 3*3. 'de transitividad de las elevaciones): Sea el siguien­
te diagrama connaxtativo:



-114-

1

1

en el que todos les cuadrados son buenos cuadrados, y sean 7̂  = 1,2,3) cone­
xiones infinitesijnales en •• . taies que es elevaciôn de y
lo es de r,. Entonces 7̂  es elevaciôn de 7̂

Nota. Se supone que las elevaciones se realizan en los correspond!entes 
buenos cuadrados.

Demostraciôn.

Sean las aplicaciones de escisiôn de las 7̂ . Entonces. por hipôtesis

"i*"': - 'i'"2* = V̂ .O,

y, como Oj = 9 *̂0, , résulta que

= *1***2*"^; ' - '..a.1* 2 2* ■ 1 1 *  2* ' 1 3 *

por lo que 7̂  es elevaciôn de 7̂ .
qed

Qbservaciôn; Se podrîa pensar en el siguiente problema. en cierto modo 
reciproco del anterior: con el mi.smo planteamiento, si 7̂  es elevaciôn de 7̂  
y 7̂  tambiên es elevaciôn de 7̂ , ;serâ necesariamente 7.̂ elevaciôn de 7̂ ? La 
respuesta es en general negativa, Vamos a dar râpidamente un ejewplo, sin dé­
sarroi lar los cilculos, que posponemos para la secciôn 5 4 2.

Consideremos una conexiôn lineal V en M y sus elevaciones comoleta 
y horizontal 7‘* ai fibrado tangente, y compléta T al fi brade de los 2-jet s 
ttodas ellas en el sentido clâsico de Yano e Ishihara. 32 ) >. lomenos enton­
ces el diagrama
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TjM

TMTIM TM

f,,M

M

que esta en las condiciones de la prt̂ x>siciân 3.3.

7 es una conexion en TM * M 
C H7 y 7 son conexiones en TTM * TM
7* es una conexion en T(TgM) ■» T,M

Entonces 7̂  y 7^ son elevaciones de 7, con nuestra definiciôn, flo ve- 
remos en * 4.1.1, 7 lo es de 7 (lo vereax» en I 4.2.), entendiéndose en cada 
caso el buen cuadrado en el que trabajamos. Pues bien, respecto del tercer 
buen cuadrado. 7 es elevaciôn de 7 v no lo es de 7 .

Obsérvese tambiên que anâlogos proposicion y cornentarios podriaraos ha­
ber dado en el caso de conexiones generalizadas. Omitinos hacer alli esta cons 
trucciôn por carecer de ejemplos propios suficientemente relevantes.
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3. Expresiones locales.

El resultado fundamental de esta secciôn es la expresiôn local de la 
elevaciôn (proposiciôn 3-4->. que sera ig>ial a la obtenida en la proposiciôn
2 . 7 .

Para hallar las expresiones locales de una conexiôn infinitesiaal y 
cualquiera de sus elevaciones debemos obtener, en primer lugar, la expresiôn 
local del diagrama siguiente, que nos pennitirâ hallar la expresiôn local 
de 6 ' :

TA

TB

TC

Si u" es una cart a local en D, las captas inducidas en los demâs espa* 
cios son estas:
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•-R‘

r'* KG®i.R%i^Hg^^u"«fi**R"»R^

y las aplicaciones son entonces las siguientes:

(x,a ,g,b ,c,d)— ^(x,g,c,d>

.a,

Asi, en coordenadas locales tenemos:

VA = ker t ’ -- ker = {(x,â  ,g,bj ,P,a^,0,b^ i} = l'"xR*'j<G®i>R̂ >t{P)><R̂ *{0}»R̂

VC - ker It ' = ker - {(x,a j ,0,â  i ) = L’*'xR''>t{0}*R̂

Recuerdo ahora. con» vimos en la secciôn Ï 0.3>1>> oue la aplicaciôn 
de conexiôn k de una conexion infinitesimal r definida en «; C •» D tiene como



II'-

expresiôn local
K(x.aj,c,*2> - ♦ «(x.ajic»

donde w: u"*r'' • LIR",r''K
Razonando de modo similar, para una conexiôn infinitésimal f definida 

en Y : A •» R se obtiene la coraponente local, que denotaremos por 0

Q: 1:"kR*'«G*«R*^  e LtR"«R®,R'’«R'^' S L<r” kR * .r ' ' |  % L i R''»R®;R^I

con lo que podemos escribir Q= 'Fsta construcciôn es la misma que
hicimos en 1 2.2.1.)

Entonces el diagrama

VA. :iA

VC TC
i

y'‘<TB)

se expresa localmente por

1 1 '

u' x.a, >c t

,d)
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donde 0̂  dénota Q^(x,a^,g,b̂ )(c,d) , para i  ̂1, 2.

Asi hemos probado la siguiente

Proposiciôn 3 4«: Con la notaciôn precedente, f es una elevaciôn de r 
si y sôlo si sus conponentes locales 0= Y " estan relacionadas en
las cartas inducidas por

o/x,a^,g,b^)fc,d) = *(x,â lc

Obaervaciones.
(1) Hemos obtenido el mismo resultado que en la proposiciôn 2.7-
(2) Se puede demostrar taatién que cualquiera de las otras cinco défi - 

niciones de elevaciôn de conexiones infinitesinales conduce a la misma condi- 
ciôn local. Direct-amente se obtiene este resultado aplicando la proposicion 
3.1. (en su caso, el corolario siguiente) y esta proposition 34.

(3) Los cornent arios sobre existencia y unicidad son los mismos que hi­
cimos en la secciôn * 2.3.

o?!

4. Curvaturas.

\amos a estudiar el comportamiento de las curvaturas. comenzando por 
unos lemas de carâcter técnico. Supongamos dado un buen cuadrado

y etnplearemos las coordenadas locales en el modo acostumbrado.
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3 5.: Sea »: E •» M un fibrado vectorial y sean e campos
que se proyectan sobre X,Y e 1q(M) . Entonces se proyecta sobre [X,Y].

Demostracion.
En este caso no hay duda de que al decir que % e Ÿ son proyectables se 

entiende que lo son respecto de
•f

que es un buen cuadrado por la i»*oposiciôn 1.1.(ver ejemplo 1.6.)
Por hipôtesis, = X v ; = Y.»

Debemos probar que = [X,Y] •«

Empleando coordenadas locales résulta que 
X(x̂ ) = (x^,X̂ (x>)
Y(x̂ ) = (x̂ ,Y^(x))
X(x^,a“) = (x̂ ,a“ ,X̂ (x) ,3f*(x,a) ) 

î(x^,a“) = (x̂ ,a“,Y^(x),Y“(x,a) )

Como es conocido,

[X,Y] =[ -L'X^(x), -L'Y^fx)] . X*(x) - - L - U L t l l  Y^(X)
3x 3x^ 3x^ 3x 3x 3x^

que podemos expresar como

(X.Y] ( x M  = (x^,LJLt*2 X-̂ (x) -  ̂^ vj(x))
Sx-"

Por otra parte obtenemos

[X.Ÿ] = (-L-'X^fx) - I. -L,.yJ(x) - .^•Ÿ®(x,al]
3x^ 3a° 3x^ 3a

Opérande se tiene:

lX,îl(x\a“) - , x \ a \ ! J L ^  \j(x) - Ŷ .x) .
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%i,xl _ X«(x,a) - L £ 4 ^ î « ( , . a l
)x 3% 3a

de donde se sigue trivialmente el resultado buscado

3a

qed

Para los dos siguientes lemas suponenos que estân definidas sendas co­
nexiones infinitesiaules r e n Y : A * B y r e n * : C * D .  Como puede presentar- 
se cierta anbigüedad al hablar de campos proyectables, especificaremos sieâ |x% 
el cuadrado respecto del cual lo son.

3.6.; Sea f elevaciôn de T. Sea % e 1q(A) un campo proyectable res­
pecto del buen cuadrado

TA

1C

y sea X su proj'ecciôn. Sean fi y h las proyecciones horizontales de las cone­
xiones infinitésimales T y r. Entonces fi(X) es proyectable sobre h(X) respec­
to del buen cuadrado indicado.

Qbservaciôn. Considerando X e l̂ f A) no es proyectable en el fibrado 
Y : A  ̂B (no es un campo proyectable en el sentido de î 0.1.2.) pues lo sé­
ria si Y*»X = X'«Y para algûn campo X' de B. Por eso indicamos con cuidado 
el buen cuadrado sobre el que trabajamos.

Demostraciôn.
Por hipôtesis, =^»X = X«a .

Por la proposiciôn 3.1., al ser T elevaciôn de r, résulta que ®**h = h.o^

Debemos probar que ô .fi.X = h«X«o . Y esto es trivial sin raâs que con­
siderar

h X .TA TA

TC TC

qed
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El tercer lema es toriavia mas sencillo:

Lo m  3 7 : En las condiciones del lema anterior,

fi.fi = h«h»a^

Demostraciôn.
Es trivial: a*.fi.fi - h.â .fi = h.h.a^

Mas aun. fi.fi = fi y h.h = h por ser proyecciones.
qed

Finalmente. el siguiente lema oueda establecido suponiendo dada una co­
nexiôn infinitesimal en un fibrado vectorial arbitrario :

3.8.: Si r es una conexiôn infinitesimal en el fibrado vectorial 
e lp)E) son 

protectable en el cuadrado
»:E-»MyX,?e l̂ Ê) son camoos cualesquiera, entonces R(X.Î) e T̂ Êl es

sobre el campo nulo 0 e

Demostraciôn.
Como vimos en f 0.3>4*, la expresiôn local de R es

R ={
3(11).(x.â )) 3(wu(x,â l) g

<D .(x,a ) ) —  * dx̂  A dx'̂

por lo que R(X,Î) es un campo vectorial cuya expresiôn local es del tipo

J.j-Z“(x.a,)
.ai

provect.able,por tanto,sobre el campo nulo de M (ver î 0.1.2. l.
qed

Obsérvese eue este resultado también era conocido de otro modo (ver I 0.3-4.)'



-123-

R=-§[h.h] c - i 9h ef-

es una 2-fama proyectable y vertical.
Llegamos asi al resultado fundamental:

Proposicion 3 9«: Sean un buen cuadrado (a)

A    » B

e (a)

dos conexiones infinitésimales, Fenv: A* B y  T en«: C* D, tales que f es 
elevacion de T respecto del cuadrado fal y sean X,T e 1q(A) campos proyecta­
bles sobre X.Y o Tq<C) respecto del buen cuadrado (b)

fb)

Entonces. si R y R son las curvaturas de F y T, connut a el siguiente 
diagrama:

TA •TB

R(X,Y)

TC

SIX.Y I

y, en particular. R(X,Î) se proj’ecta sobre R(X.Y) respecto del cuadrado ibi 
(Se entiende que 0 indica la secciôn nula'.
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Oeanstracion.
fi) Las bases coimutan porque son el buen cuadrado fal y su tangente.

fii) La cara lateral derecha lo hace trivialmente.

fiii) Las caras delantera y trasera coraoutan por el lema ].&.

fiv) La cara lateral izquierda précisa una demostraciôn mâs detallada: 
Por hipôtesis sabemos oue
m,«X = X«o ; = Y«a ; o^»h = h«o^

y debemos probar que

= R<X.Y).o

La expresiôn de la curvatura (ver 1 0-3-4.) es

R(X,Y) = -th(X),hfYf] - h'IX.Y] * h[h(X),Y] - h[X.htY)l

Entonces. aplicando los lemas 3-5*.3-6.y 3*7.. obtenemos el reultado:

®,'R(X,Ÿ) = -o;[fi<Xl.h(Ÿ)] - o^.fi^(X,î] - o^. R[fi(X),Ÿ] - a,.h[X,Rf?)] =

- - [hfX) .hfY)].o - h".o^[X.Î] - h ‘o^[fi(X) .î^ - h.a^[X,fi(Ÿ) ] =

= - ih(X),hlY)].o - h “ [X.Y].o - h [hfXt,Y].a - h [X,h(Y)]-o =

=R(X,Y)*a
qed

Observaciones.
< 1 ) El caso en el que las conexiones infinitésimales sean lineales se­

ra tratado en la proposiciôn 3-12.. donde estudiaremos la curvatura clâsica.
I2 I El lema 3-5- ha sido demostrado de modo d'iecto. usando las expre­

siones locales. Se nuede orobar tanbién de un modo nxiy sencillo utilizando 
este otro resultado auxiliar:

Lema 3 10 : Sea i:: E * M un fibrado vectorial. Entonces X e t Î̂iE i es 
projectable sobre un campo X e . respecto del buen cuadrado



-125-

si y solo si X(f̂ ) = (Xf)̂ , para toda funcion f e siendo = f»«.

DeiKMtraciôn del lema 3 10.

Empleando coordnadas locales es trivial:

Xff.,) = ( - L  3^(x) ♦ - i -  X“ (x,a))ff.*) = f-Lr X^fx)).w = (Xf).* . 
ax^ aa® ax^ qed

Nueva demostracion del lema 3-5-

Por hipôtesis, = X « ; » T.*

Aplicaaos el lema 3-10. y résulta

(X,7](f'') = (X.YÎ(f.*i = -î(Xff.«)) = X((Yf).x) -îffXf),») =

= X(Y{f)).x - Y(X(f)).w = f [X.YlF)., = (fX,Y]f) .
qed

Vamos a estudiar una ultima propiedad de la curvatiu'a antes de pasar a 
las conexiones lineales:

Sea It: E ♦ M un fibrado vectorial y sean X,Y e campo proyectables
sobre X',Y' e T*(M) en el buen cuadrado del lema 3.10. Vimos en 1 0 3 4" Que 
la expresiôn de la curvatura R de una conexiôn infinitesimal r definida en 
w; E •» M se simplifies, en el sentido de que

R(X,Y) = -[h(X),h(Y)] + h[X,Ÿ]

Supongamos entonces que tenemos un buen cuadrado de fibrados

y sendas conexiones infinitésimales r en y; A-*By r en r: C * D, taies que
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r es elevacion de  ̂y sean X,Ÿ e campos proyectables en los dos senti-
dos posibles, esto es, respecto de los buenos cuadrados <c) y (b);

« »A______TA.--

cl % y

TB« . B
X',f' X,Y

fb)

Entonces résulta por la oroposiciôn 3*9- que

= RfX,Y)»“

y por la observaciôn que acabamos de Itacer, que

P.(X,?) = - [ f î ( X ) . h f î ) l  ♦ R [ x , î l  

Luego, R(X,Y)*« = [fi( X) , f l ( î )  1 * « - f i l x . î l  =l  - I h f X t . h f Y ) !  » h[ x,Y l> -®

^Significa esto que X e Y son proj ectables en el buen cuadrado (dI ?

1C---------------►TD
aI
I X',Y' fd)jX.Y

Efectivamente, y la demostraciôn viene dada en el siguiente

Lema 3 11.: Sea un buen cuadrado de fibrados

V sean X e T^lAf, X' e . X e T^IC» raies que

Y*'X - X'»Y ; a,»X 1 X*a 

Entonces existe X* e T^(Dl de modo que
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» X*.8 y •= X’.i

Deaostracion.
Considéreap el diagram*

TA ,TB

TC ID

Entonces localmente résulta:
X(x̂ ,a“ ) = ,x\x,a),f fx.aM

= (xî ,X'̂ fx.gl,S'̂  (x.g))
Xfx^.a® ,1̂  .b®) = (x^,a“ ,ĝ  .b®,X^(x.a.g,hl,ÿ*(x,a,g,b),5^ (x,a,g,b>

}? (x.a,g,b))

Ahora bien:

Como Tf_»X = X'.T

y COSÊO @*.X = X«o

X^(x,a,g,b) = X'̂ fx,g) 

X^(x,a,g,b) = X'̂ (x,g)

X^(x,a,g,bl = X̂ (x,al 

l ^ ( x . a . e , b l  = x“ ( x , g )

Luego X̂  sôlo deoende de x, pues a y g representan coordenadas trans­
versales (como vimos en I 1.1.) y podemos définir el campo

X'(x) = (x̂ .X̂ (x)l

oue obviamente verifies todo lo pedido.
qed
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Para finalizar est.a secciôn nos vamos a ocupar de estudiar la curvatu­
ra clâsica de las conexiones lineales, obteniendo el resultado esperado:

Proposiciôn 3 12 : Sean un buen cuadrado (a>

A — ï— B

(a)

dos conexiones inf init̂ esimales lineales, f en y : A » B y T e n » :  C-* D, ta­
ies que f es elevaciôn de r respecto de (a) y sean e T̂ B̂) campos proyec­
tables sobre X,Y e Tq(D) respecto del buen cuadrado (el

TB

TD

(e)

y Z una secciôn de y : A ■* B projectable sobre una seccrôn I de » : C - D res­
pecto del buen cuadrado (a).

Entonces, si y son las curvaturas clâsicas de f y F, résulta que 
R (X,Yl- î se proyecta sobre R (X,Y>* Z en el buen cuadrado (al.

Deanstraciôn.

Recuerdo que R^(X,Y1*I " ®[x Y]*^

For hipôtesis sabemos oue

6/ X = X*8 ; 8*.? . Y«e ; a.î = Z«6

Por la proposiciôn 3-2. résulta oue

: ?̂ îl = ( V̂ r i«6 ; a*(Vçï) -■ i?yZi.6

y por el lema 3*5* se tiene

S-«[X,Ÿ] = [X.Y].S
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Entonces, aplicando esos resultados obtenemos: 

o.(R^(X,î)r) = o(Vjj(Vçîl - 9p(9%î) - =

qed

Obaervaciàn. En la proposiciôn 0.3- establecimos la relaciôn entre R y 
R̂ , y en la 3-9- via»s el comportamiento de R respecto de las elevaciones. Po- 
driaraos haber usado esos resultados para probar la p-oposiciôn 3.11., pero te- 
neoK» dos mot i vos para haber escogido esta otra demostraciôn: esta es mâs sija- 
ple que la otra y, ademâs. puede hacerse conociendo sôlo la teoria de conexio­
nes infinitésimales lineales.
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f 3.2. CONEXIONES EN VARIEDADES.

Consideraremos definido un fibrado localmente trivial i; E •» M, que fi- 
jamos a lo largo de toda la secciôn. El primer resultado oue vamos a probar 
sirve para définir, de un modo eouivalente al enpleado en la definiciôn 3.1., 
la elevaciôn de una conexiôn infinitesimal r en M a una conexiôn infinitesi­
mal r en E. (Recuerdo que las conexiones infinitésimales en variedades son 
las conexiones infinitésimales en sus fibrados tangentes, y coinciden con las 
1 lamadas conexiones no homogéneas ).

Proposiciôn 3 13 : Sean f una conexiôn no homogénea en E y F una cone­
xiôn no homogénea en M. Entonces F es elevaciôn de F respecto del buen cuadra­
do (*)

si y sôlo si el siguiente diagrama es comutativo

FTTE

TIM

►TTE

•TTM

donde F y F son las 1-formas vectoriales definidas oor f y F. 

Demostraciôn.
(*) es un buen cuadrado por la proposiciôn 1.1.

La expresiôn local del diagrama i e s  la siguiente:

u"xr'*.r".r" •lfxR"xR".R"
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( x , 3 j , C j — ► <x.a^,c^,a,,C2,-c^-2aj,a ,̂-â -20,)

(x.o .̂Cgj-Cj-ZO;)

(x.Ĉ  «Ĉ iCgl ' (x,C^,C^,-Ty2w(x,C^)Cg)

donde = 0^(x,c^,a^,ag)(c^,a^)

Entonces la connutatividad de (**) se expresa localmente por la misaa 
condicion que la de que f sea elevacion de r en (*), sin mis que considerar 
las proposiciones 2 7 6 3-4- y la correlacion entre los siabolos del caso 
general (izquierda) y los del presente (derecha):

c  c

â * • # .'.c 
d 

b.
qed

Obsérvese que en este caso podriamos tomar como definiciôn de elevaciôn 
la conexitatividad de (•*) y proseguir el estudio omitiendo todo lo conocido 
del comportamiento de conexiones infinitésimales y generalizadas.

Los siguientes lemas preparan el terreno para la demostraciôn de la 
proposiciôn 3.17., que es la que establece el buen comportamiento de las tor­
si ones respecto de la elevaciôn de conexiones. (Estudiamos las torsiones en 
I 0.3-4.)-

3.I4-: Si «: E - M es un fibrado localmente trivial y 5̂ , ^  son 
los automorfismos de Kobayashi en E y en M, connuta el diagrama

ITE •TIE

TTM • TTM
-M
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Demostraciôn.
L’sando coordenadas locales résulta

,C2-a^,C|.a^iCg,a^)

( X tCj ,C J ,Cg)
qed

Observaciôn. De hecho, para oue este leaia sea cierto basta con oue
«: E * M sea una aplicaciôn diferenciable (cfr. [32]).

3.15 : Sea * : E ♦ M un fibrado localmente trivial y sean 1 y J las 
estructuras casi-tangentes canônicas en E y en M. Entonces comita el diagra-

TTE --   "TTE

TIM   TTM

Demostraciôn.
En coordenadas locales es:

(X.â  .cj .a,,,c,,,â ,ĉ ,â ) * x̂,â  ,Cj ,a,̂ ,0.0,c-,â l.... j

(x,Cj,C2,c.j)------------ (x,Cj,0,c^)

qed

3 . 16.

(al Sea »: E - M un fibrado localmente trivial y sean F: TTE - TTE y 
F: ITM - TTM , X: TE - TTE y X: TM * TTM taies que cormuten los diagramas

TTE

TTM

TTE

-TTM

TTE

TTM

TE

-TM

Entonces r..»F(XI = FtXUn.
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(b) Si adenâs se definen C: TTE - TTE, G: TTM * TTM, Ÿ: TE - TTE e 
Y: TM * TTM de modo que

w = G.

entonces
y % *  ? l ", 

(%,?) = [F,G] (X,Y).*.

DesKwtraciân.

La parte (al es trivial, porque F(X) = F*X
Y la parte (b) tæfcién es inmediata, désarroilando el corchete de Froli 

cher-N'ijenhuis y aolicando la parte (a) y el lema 3-5-î

= i»„{(fiX ',S (T il-[F (T i,C (X ll. Pr.(X,?l- ?ïl?,X]-FIJf.C(în> 

.-P[Ÿ,C(X)]-C(5l,F(?)l* eiŸ,P(Xl]) =

= IF,G](X,Y> .

qed

Proposiciôn 3 17-: Sea t; E ■» M un fibrado localmente trivial y sean f
y r conexiones no homogéneas en E y en M taies que ? es elevaciôn de F. Sean
y , (en el C£<so de que la conexiôn sea lineal 1, t y f (resp. T, T̂ , t y II 
la tcrsiôn, la torsion clâsica. la torsiôn débil y la torsiôn fuerte de f
(resp. de F). Entonces conmutan los cuatro diagramas siguientes:

TTE "TE TE

(1 ) % (2)
7" T (̂X,Y)

TTM •TM r i
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TTE

TTM

tiX.Tl

t(X,Yl

TTE

TTM

TTE

TTM

■4'

donde en (21: X,Ÿ e T^/E) ; X.Y e T^Oîl y se verifies que
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X  ̂ X.» ; = Y»»

mientras que en (31: X,Ÿ e T^fTE) ; X,Y e 1q(TM) y se verifies

***** = X ** ; = Y **

Demoatracién.
(Il Basta aplicar la definiciôn de 7*, la de elevaciôn y el lema 3-14-:

=*̂ « i(R-R*Ŝ ) = - 1(K«» gg-K«*gg« Ŝ l - h> Kf * gg-K*Sĵ »# m

^ * *

(2) Por la definiciôn, la proposiciôn 3-2. y el lema 3-5- résulta 

*,.T̂ <X,Y) .,̂ (9̂ Y-9y%-|%,Ÿ11 = T̂ (X,Y1. .

(3) Por los lemas 3-15- y 3-16. se obtiene directamente, al ser

t = i [J.h]

(41 5u demostraciôn exige désarroilar las expresiones de T y T, y no 
ofrece ninguna dificultad.

qed

Ligados al concepto de torsiôn estân los siguientes (cfr. [30]1:
Se llama conexiôn conjugada f de una dada r a la que tiene como aplica­

ciôn de conexiôn
K = K-S

Se dice que una conexiôn r es simétrica si F = f , o de modo équivalen­
te. si ^ - 0.

Dada una conexiôn F se 1 lama conexiôn simétrica asnciada a F a

r = 1(F - F)

Résulta que
K -- i (K - K S) y X  - 0 

Es inmediato que si F es una conexiôn lineal. su conjugada F tiene sim-
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bolos locales
li -i 
jk - k̂j •

Proposicion 3.I8.: Sea «: E * M un fibrado localmente trivial y sean f 
y r conexiones no homogéneas en E y en M traies cue F es elevaciôn de T. En­
tonces;

(a) î es elevaciôn de F.

(b) f es elevaciôn de F.

(c) Si F es simétrica, entonces F tanbién lo es.

Demostraciôn.

(a) = K*Sy»"*, “ ***** *

(b) #,*K = I ♦ R*s_) = § *** * ****»*^Ê  - è ^*‘‘*** * *'\«****)"

= K»«,

(c) Si K = K , entonces

K.Sg = R ^  K'Sg = v^R K.S^ = X K = K

En todos los apartados hemos utilizado el lema 3-14.
oed

Obsérvese que en (c) no decimos que todas las elevaciones de una conexiôn
simétrica sean simétricas. Asi, en [52], se prueba oue siendo 9 sijnétrica 1 ? 
una conexiôn lineal en M), su elevaciôn horizontal al fibrado tangente, 9 , es 
simétrica si y sôlo si la curvatura de 9 es nula.



CAPITULO 4- APLICACIONES.

Nos plantemsos en este capitulo dos propôsitos: por una oarte mostrar 
que muchas elevaciones de conexiones y pseudoconexiones dadas en la litera- 
tura son casos particulares de la teoria que hemos désarroilado. Esto nos 
permite ver, en un dnico esquema, situaciones dispares. El otro interés es 
obtener propiedades nuevas de las elevaciones conocidas. Asi se congirenderân 
mejor la definiciôn de taies elevaciones y el papel, hasta ahora ignorado, 
que jugaban los buenos cuadrados.

; 4 1. ELEVACIONES AL FIBRADO TANGENTE.

1. Buenos cuadrados relacionados con el fibrado tangente.

Vamos a trabajar con objetos definidos en TM * M y en TTM * TM.
buscando définieiones de elevaciones de cwexiones y pseudoconexiones del pri­
mer al segundo fibrado. Para désarroi lar esta teoria consideramos los dos bue­
nos cuadrados que obtuvimos en el ejemplo 1.1.:

TTM

(*) "M**
TM

TM IM TTM TM

TM

■TM

'M y 5

_ N  . L ’'m

-136-
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cu>'as e x p r e s i o n e s  locales son:

(x.Cj.Cj.Cj) — *  (x,Cj)

(*) 1 1
fx.C.l

fx.Cj)

^,03)

(**)

Considerando ciialquiera de esos dos buenos cuadrados tenenos:

0: \TM * IM ; plx.CpO.Cj) = (x/Cgl

pt VTTM • TIM ; p(x,c^,c^,03,0,0,0̂ ,c^) = (x,Cj.c^,Cj)

Obaérvese que. con respecto a lo que ocurria en la teoria general fex- 
puesta en les capitules 2 y 3) aparecen int«rcaiti>iadas las coordenadas segun- 
da y tercera en la expresiôn de y » Obtenemos asi las si gui entes expresse
nés para las conexiones generalizadas en el f i b r a d o T I M  - TM (que son in- 
dependientes del buen cuadrado escogido) :

(1) Conexiôn generalizada:

6 Tj(TTM)

F =

1
xi-̂ n
j

*i*n
j-n

-i*2n
j

-if2n
j-n

=i+2n
®j‘3n

=i»3n
j

ji*3n
j+n

âda fibrada;

» 0 0'
* 0 c

donde las * indi.can les correspondiente téminos de la expresiôn ( I )



I 5( Fere-conexiôn;

-1'‘-

<4) Pseudoconexjon de campo fundamental G e

4 4 - n  " 0

r =
0

* •

(5) Conexiôn infinitesimal de forma local 0= (

‘5 C 0 0

0 0
F =

-‘j 0

■-“22.i ^ .1

(6) La condiciôn para que ' sea elevaciôn en e]

4-"
F

. 4 "
que »f a

J '4n 0 '

S-
F =

•,r 0

: si G
f 4 4 - .

=j" 4 ::

11 1 2 ’ 21
* 0_):
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En efecto, para coaprobarlo hay que procéder como en la demostracion de
4., obteniendo la expresiôn matricial de = que

4 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 4 0 0 0

0 0 0 0 0 0 4 0

y hallando = a*'F . Sos da la condiciôn buscada.

(7) La condiciôn para que P s e a  elevaciôn en el buen cuadrado (**) de T 
(F tiene la expresiôn local da da en (6)) es que sea

P =

Cj

j+n

En efecto, basta tener en cuenta que en este caso o = p , con lo (we la 
expresiôn matriciel de o, es

'j
0
0
0

'j

'j

'j

Asi, la igualdad F»a_ = P nos lleva a la condiciôn descrita.
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2. Elevaciones coiq>leta y horizontal de conexiones lineales.

Comenzamos estudiando la clasica elevaciôn compléta de una conexiôn li­
neal sobre una variedad a su fibrado tangente (cfr por ejemplo [52]). Dénotâ­
mes por V una tal conexiôn lineal y por 9^ su elevaciôn compléta. Obtenemos, 
entonces, el siguiente resultado:

Proposicion 41. :  Sea V una conexiôn lineal en una variedad M y s«a 9^ 
su elevaciôn compléta a TM. Entonces 9^ es elevaciôn de 9 respecto del buen 
cuadrado i*)

(»)

Obæ r vaciôo. Vamos a dar dos demostraciones : la primera ahora, siguien- 
do los résulta dos del capitulo 3 decir, considerando oue 9 y 9^ son cone­
xiones infinitésimales); la segunda en la secciôn » 4,1.3. considerândolas 
como conexiones generalizadas.

Primera demostracion de la proposiciôn 4 1
Vamos a desarrollarla por completo para que se vean las tecnicas que se 

utilizan. En otras demostraciones similares cmitiremos las part.es mas pesadas 
de los calculos.

Ix)s sinbolos de 9^ son ([52]):

k-n j ^k-n j-n '

kj k j-n kj k-n j kj 'k-n j-n = ^

Vamos a ha liar la aplicaciôn de conexiôn K de 9 a oartir de los simbo- 
bolos dados.
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Como

%  à  ‘

y anâlogaoente en los demis casos, obtenemos:

'%  Î? '

- ÿ "  q ' w

vS -L = - L 0 ♦ ^  0

Sean X,Y e 1*(TM). Localmente se expresarin por

X = .2^ J ,  X^*" — s X(x,Cj) = (x^,cJ,X^,X^"")
3x 3C

Y . -L " - 4  Y(x,Cj) = (x^,cJ,Y^,Y^"")
3x acj

Entonces résulta:

9^ = K'Yj^.X =

. K(x4c;,v\i'-,x\x^-.i4 xj - îlt x^-",il^ xj $ !liZ x^-)
ÎX'' 3ĉ  3x" 3ĉ

= K(x\c|,Y\Y^'".X- ,X^'",Z\Z^"") ,

con notacion mis comoda en la ultima expresiôn.
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Por otra parte résulta:

. A:-*"-"''.-?'’' ■ 6 " ' " ' '  *'.•7 * *.•7

. ± , . ^  JU-ilii . rl-" ,c, A  . 7  A - Î Ï
.i-n

, 7  ."7 ; 7 '^ 3cY 3x

-i, - J^-Ul , %k " yJ-VS  ̂xk-n _3̂ .
3x^ 3c9

3 YJ-n

3C-; 3c,

• ( x S c { ,  7  f) Y^ (rj

. <x‘ ,c;. 7
3 X ’ 0

- (x ’̂ .cj, 0 . ^
Y j - n  ,

- ( x \ c j ,  0
3yi - n

- (x^,c^, 0 . x ^"" yj ]

. ( 7 , 0 *  7 - "  -4
* a»>

, 0

(x\c\

kj

kj

-n 3 Y

(x^ , c j ,  x^ Y-1 r j  -  i i .J<*n 3Y^

x*̂ Ŷ  (r^.)^ - X** Y^*" r̂ . - x^"" Ŷ  r̂ . - x^ ÎI-_ * x^'" i L ^  )
‘‘J I T  1%^

X** Y^* z^,(r^ ^  Ŷ  - r^xx*' Y^"" - x**'" ŷ ) - ẑ "").

Como X e Y son canpos cualesquiera, résulta que
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K ( x y C ^ =

- <xSci.cj . r̂ . cj c{,c) > r̂ j 4  . u 4 ^ < 5  4  4'

= (x\cj,cj. rjj cj cJ,cj ♦ 4^ 4  4  4  4  4  * ""kj u  4^'

Entonces el diagrams

TM
\TIM rriM

TTM

M**

TM

\TM TTM0
i

se express localmente como:
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con lo que,por lo visto en el capitule 3» es ciertamente V una elevMCi^n de V 
respecto del buen cuadrado (*).

qed

Pasenos a la elevaciôn horizontal de conexiones lineales (cfr. por ejem­
plo [5Zl). Obtenemos un resultado auy parecido;

Proposiciôn 4*2.: Sea V una conexiôn lineal en una variedad K y sea 9^ 
su elevaciôn horizontal a TM. Entonces 9^ es elevaciôn de 9 restkteto del buen 
cuadrado (*)

T T M  2 L $ T M

(*)
TM

Demostracion.
Seguimos las tecnicas de la proposiciôn anterior, aunque abreviamos mu- 

cho la exposiciôn.
Los simbolos de 9*̂ , [52j, son los nismos que los de 9^ salvo

KT • •
donde R es el tensor de cumatura de la conexiôn dada 9. 

Entonces résulta oue

- (X

K( X,cJ,c^,Cj,c^,cJ,c^,c«) =

. rj. c j  c J . c j  - rj. 4 . ( ! j i  - Rj,., 4 4 . rj.

de donde se obtienen directamente las igualdades

que prueban el resultado.
qed
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Obeervaciôn. Si la conexiôn dada V tiene curx'atura R no nula es 9^ é 9̂ . 
Asi que existen elevaciones distintas respecto de un mismo buen cuadrado. Este 
resultado deauestra lo que comentamos sobre la unicldad en la secciôn 1 2.3»

3» Otro punto de vijsta: las conexiones generalizarias.

Hemos realizado con todo detalle la demostraciôn de la proposiciôn 4,1 » 
para que se vea cômo se aplica en un caso particular la teoria general que he­
mos construido. Esa demostraciôn se basaba en los resultados obtenidos en el 
capitulo 3» al considerar 9 como una conexiôn infinitesimal en el fibrado vec­
torial TM • M. Veamos ahora cômo se aborda el problems al cons’derar 9 co­
mo conexiôn generalizada:

Sepsida demostraciôn de la proposiciôn 4 1 ■
Hallemos la expresiôn de 9^ como conexiôn generalizada, esto es, consi- 

deremcÆ 9^ e iJCTlM).

Teniendo en cuenta que

K( X ,c J ,c., ,ĉ  ,ĉ  ,ĉ  ,ĉ  ,ĉ  ) =

C 7 . a

,C2 ) (c^ jC ̂ ) yCy + 0^( X ,C ,C^ ) ) =

jĵ (x,Cj,C,,C,>C4 - Cj^(x,Cj,C2,C^)c..

resultan las siguientes igualdades:
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" k̂j ^2 

J fi. .
“2lk^*’'l’*̂ 2’*̂3' " *̂2 *̂l * ^kj 'i

°22k^*'^r^2'^3' " k̂j ^2

Asi 7^ tiene la exoresion local

v^ = e TjCTIMl

Y CCI» 9 tiene la expresiôn local

~‘*'kj *"2

0
e Tj(lM)

résulta por la propiedad (6) de i 4 1 1 »  que 9 es elevaciôn de 9.
qed

Observaciôn. Adviértase que al ser ( ,c., ,c,i = (x.c^i, las coor­
denadas de 9 vienen en funciôn de x y c^.

Del mismo modo se razona con la elevaciôn horizontal y se puede obtener 
una nueva demostraciôn de la proposiciôn 4,2.

Esta consideraciôn de 9 y 9 como conexiones generalizadas no sirve so- 
lamente para dar la segunda demostraciôn de la proposiciôn 4-1 • En efecto. aca 
bamos de ver oue 9 e t J/TM) y 9^ e t J(TTM) considerados como conexiones aene- 
ralizadas. Y si nos fijamos sôlo en su asoecto tensorial, £,no estarân también
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asi relacionadas 9 y 9 ?
Dada una variedad diferenciable K, es conocida la teoria de elevaciones 

de campoa tenaoriales a su fibrado tangente TN (cfr. por ejemplo [52]). En 
particular si K = TM y F o t |(TM1 se exoresa localmente por

F = f i

,i'"

i-o

i:"

se definen las elevaciones siguientes, cuvas expresiones
inducidas son:

(a) Elevaciôn vertical:
0 0 0 0

-
0 0

0 0 0 0
pi*n pi+n
j

<̂b) Elevaciôn compléta:

i 0 i - 0

i 'i..''

i'" 0 i:: 0

i'" 'i:'' i::

(c) Elevaciôn horizontal respecto de una conexiôn 9 lineal definida en 
TM y de sinbolos

k,vn con a.8,Y e (0,1}
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V
'j °

=i Jt«on pi = k + 4 n  pi =i p k *@n pi =k*4n pi
" k » @ n  J ^ \ » e n  J ■ ‘̂ k ^ n  '^j.n * *‘k * 6 n  j-n

fV" 0 F^" 0J 1-n
si-n pk»on pi+n y k - 6 n  pi»n = i-n pk-an p i+n =k-8n pi-n
k , c n  J * ’̂ k»6n j j " k - a n  ’̂ k-Bn j - n  j.n

donde " *'j k-rn ̂ 2 * ^j*n k.yn *=3

En los tres cases se tiene que F^,F^,F*^ e ijfTIM)

Entonces el siguiente resultado estahlece una sûnolificacion conceptual 
muy grande, pues reduce la elevaciôn de conexiones a elevaciôn de campos ten- 
soriales de tipo (1.1):

Proposiciôn 4-3- : Sea V e t J(IM) una conexiôn lineal en M y sean 9^,9^ e 
e t J(TTM) sus elevaciones compléta y horizontal al fibrado tangente. Entonces 
se verifies:

(1)9 es, salvo penmitaciôn de las variables Cj y c.,, la elevaciôn com­
pléta de 9 como campo tensorial de tipo (1.1).

(2) 9^ es, salvo penmitaciôn de las variables Cj y c^, la elevaciôn ho­
rizontal de 9 como campo tensorial de tipo ( 1,11 respecto de la conexiôn li­
neal 9** definida en TM, si se supone que 9 no tiene torsiôn.

Observaciôn. La penmitaciôn de las variables c^ y c., es el automorfismo 
de Kohayashi en TTM (ver I 0.1.1.)

DesDstraciôn.
(1 ) Pecuerdo que la expresiôn matricial de 9 es

0

4 -‘i
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Es sabido que f = 0 si f es constante y oue

(f(x,c ^  T L.I
3% - 3cJ

Entonces,

(-=r̂ j cj) - 2 ( h4-Lct) . -2(
ar",
^ ^ 2 - 1  'kj -3^ c t  cf -rÿ cCl

Asi résulta que V elevada como campo tensorial es

9C =

iV i. I

0 0 0

d j l ' ^ «i 0 0

<  4 0
■ * k

0

4 ‘' <  4 <

< c 0 0

0
4

0 0

-■ij 4 0
- 4

0

*̂2 ‘̂ l " " k j  4 ^ - = 4 j  4 0
- 4

que es la expresiôn que obtuvimos en la segunda demostraciôn de la proposiciôn 
4.1., salvo la penmitaciôn de Cj y c.,.

(2) Esta parte es de câlculo mas lento. Comenzamos hallando las cuatro 
expresiones largas que aoarecen en la matriz de 9 :
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_i =k*en 
" *^k^n "j

-fh ct _ f!tk 2 "&n k "3 j & k̂ ii "2 'j - rt+n k*n 3 j

• 4 4 j 4 ' 4 4 . n j 4 ♦  4 « 4 r 4 •  '
1 fk^n t 
k+n t*n j 3

■"tk 4  - 0 - 0 - 0 ♦ (ej cJ) - 0 ♦ 0 ♦ 0

Razonando del mismo modo, obtenemos:

-fi pk*@n
j-̂ n •4..„

=k-Bn
j * n

. 0

pk-Fon
j

Î^-Bn
j - i . i > 4 4 - = 4 j  4

pk+@n
j-n - 4 %

=k-8n
j-n » 0

Entonces V elevada como campo tensorial tiene la siguiente expresiôn 
matricial:

9« =

-2((.

4
0 0 0

0
4

0 0

- = 4 r  4
0

- 4
0

4 m ' 4  4  • 4 j  4 ' 4
0

■ ‘ .i

oue coincide con la exnresiôn de elevada como conexiôn salvo en la permuta- 
ciôn de Cj y c., y en que aqux aparece c^ mient.ras que, como conexiôn.
résulta _ c^ . Pero como por hipôtesis 7 no tiene torsiôn, esjt

oed
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4. Elevaciôn de peeudoconexiones lineales.

Vasx>s a estudiar ahora la elevaciôn de las pseudoconexiones lineales al 
fibrado tangente. Dichas elevaciones, vertical y compléta, fueron introducidas 
por Falcitelli, lanus y Pastore, I 26], del siguiente modo:

Dada una pseudoconexiôn lineal 9 en M de campo fundamental G e ij(.M), 
existen

una ûnica pseudoconexiôn lineal 9 , llamada elevaciôn vertical, oue tie­
ne como campo fundamental e iJfTK) y oue ver if ica

9 ^  = (9^1)^ , para cualesffiiera X.Y e Tq(M)

una ûnica pseudoconexiôn lineal 9̂ , llamada elevaciôn colleta, que tie­
ne como campo fundamental G^ e y cxie verifies

9^ç = (9^Y)^ , para cualesouiera X.Y e

.. F.., --     _  _v _ rPor nuesr.ra
oue son:

ri-on
k-Bn

„c ri-on
<-6n9 :

con los siguientes convenios de notaciôn: 

a,6,Y e {0.1)

y si llamaisos (s) - (o -6-y -1) en el caso de 9̂  y (s' = (a-B-y) en el de 9̂ ,

" °  4 %  j.,n - °

®  ̂ "k-Bn j-yn ° = "kj

* = ‘ "ilfln j-Yn = ("kj'^ = 4

Como son pseudoconexiones lineales las oue consideramos. résulta oue los
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sisAiolos de una tal 9 son

y de una 9 en TM

"k* ^ cj - ^ j^^(x.Cj) cj

Sean G o lJ(M) y G e tJ(TM) los campos fundamentales de 9 y 9. Entonces, 
segun vimos en f 0 4 2. y en # 4 11», résulta nue 9 y 9 consideradas como 
conexiones generalizadas tienen las siguientes expresiones locales:

-2T. . c

4 < n 0 0

0 0

-='"kj4^"kj-n4^ 4.n j 4  * 4-n j-n 4' 0 0

-2(%" 4  - cj) .14 -  4 : j-n 4' 0 0

0 1

Resumiffios en una ûnica proposiciôn todos los resultados referentes a las 
elevaciones de pseudoconexiones:

Proposiciôn 4 4- : Sean 9 una oseudoconexiôn lineal en M, de camoo funda­
mental G e t J(M), y 9^ y 9^ sus elevaciones vertical y compléta al fibrado 
tangente. Sean los buenos cuadrados

"TV
TU»  TM

"tm
TTM -----— ' TM

'
N  p

’
( **>

TM TM
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Entonces se verifies:
( 1 ) 9  es e l e v a c i ô n  d e  9, c o n s i d e r a d a s  a m bas c o m o  c o n e x i o n e s  g e n e r a l i z a ­

das. r e s p e c t o  del b u e n  c u a d r a d o  ( *1.

(2) 9 n o  e s  e l e v a c i ô n  d e  9. al c o n s i d e r a d a s  c o m o  c o n e x i o n e s  g e n e r a l i ­
zadas, r e specto del b u e n  c u a d r a d o  (*»).

(3' 9"' e s  la e l e v a c i ô n  c o m p l é t a  d e  9, s a l v o  o e m x i t a c j ô n  d e  las v a r i a b l e s
c y  c.,, c o n s i d e r a d a s  c o m o  c a m p o s  i e n s o r i a l e s  d e  t i p o  (1,11.

V(4 ) 9 e s  la e l e v a c i ô n  v e r tical d e  9. s a l v o  p e r m u t a c i ô n  d e  las v a r i a b l e s  
Cj y c.,, co n s i d e r a d a s  c o m o  c a m p o s  t e n s o r i a l e s  d e  t ipo (1.1'.

Demostraciôn.
A partir d e  los s i n h o l o s  de 9 y 9 se o h t i e n e n  sus e x p r e s i o n e s  locales, 

c o n s i d e r a d a s  c o m o  c o n e x i o n e s  g e n e r a l ? z a d a s . q u e  son:

0 0 0

.V -s

0

ar.

ax
-2r,kj

a r
-2(.

0

*̂2

Entonces, c o m o  c o n e x i o n e s  genera l i z a d a s :

9^ e s  e l e v a c i ô n  d e  9 p o r  (6) d e  1 4*1-1-
9 no es elevaciôn de 9 por IT) de 1 41-1-, pues la primera fila de 9 

es toda de ceros; si es elevaciôn en el caso de que sea 9 una pseudoconexiôn 
banal, esto es, de campo fundamental nulo.
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Y consideradas como campos tensoriales de tipo (1,1) se tiene el resul­
tado, sin mas que considerar las expresiones locales de F y F dadas en f 4.1 3-
y que

.. c®)
3c.

qed

Observaciôn. El apartado (2) de la proposiciôn anterior tiene carâcter 
negative: contra lo esperado, no es elevaciôn de 9 en el cuadrado (**). Lo 
que si résulta es que 9^ es elevaciôn de la pseudoconexiôn idénticamente nula, 
respecto del cuadrado (*). Esta proposiciôn pone de manifiesto, una vez ams, 
las buenas propiedades de la elevaciôn compléta. En particular, si 9 es una 
conexiôn lineal, esto es, si G es el campo tensorial de Kronecker, las eleva­
ciones complétas de 9 coax> conexiôn y coon pseudoconexiôn definen sendas cone­
xiones generalizadas que difieren tan sôlo en el caiapo de Kronecker. Entonces, 
aplicando la proposiciôn O.S., anbas definen la misaia derivada covariante. Ha- 
biamos probado este resultado con otras técnicas en [iS] y [l9].

Las proposiciones de este epigrafe se resumen del siguiente modo:

Elevaciones a TM conexiones lineales pseudoconesiones lineales

COMPLETA
como conexiôn gener. Es elevaciôn en (*) Es elevaciôn en (*) 

Coincide modulo Scomo campo tensorial Coincide môdulo S
VERTICAL

como conexiôn gener.

como campo tensorial

No es elevaciôn en (**) 
Si lo es en (*) de 0 
Coincide môdulo S

HORIZONTAL
como conexiôn gener. Es elevaciôn en (*)
como campo tensorial Si T=0, coincide mô­

dulo S.
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S 4.2. ELEVACIONES AL FIBRADO DE 2-JETS.

t. Buenas cuadrados reLacionados con el fibrado de 2-jets.

Advierto en primer lugar nue los resultados oue demos en esta secciôn
I 4-2. son generalizables al fibrado de r-jets. El hecho de tomar r = 2 se de-
be a la simplif icaciôn, nuy de agradecer. de los càlculos. También se pueden 
extender estos resultados a los fibrados de velocidades, estudiados en [ 36] .

Podemos partir de la idea de que T^M esta sumergido en TTM como el con-
junto de puntos invariantes por el automorfismo de Kobayashi (cfr. [2] y [ 4l );
para una exposiciôn mâs acorde con la teoria de jets, ver [ 52].

Comenzamos estudiando las diferentes expresiones de conexiones generali­
zadas definidas en el fibrado vectorial

Una tal conexiôn vendra dada por F e t J(TT.,M', con lo nue su expresiôn matri­
cial sera del tipo

F =

'4 4-n
fij-2n 4-3. «i-in "is.

»i*n *i-n
j-n

»i-n
j-2n

jji-n
^j-3n

qi -n
j-5n

*i»2n
j

*i-2n
j-n

»i-2n
j-2n

qi-2n
j-3n M

ÿi-3n fi-3n
j-n

»i-3n
j+2n

si-3n
®j-3n 4 : :

si-3n
j-5n ■1, B

gi-4n
j

ÿi-4n
j-n

fi-4n
j-2n

si-4n
®j-3n

si-4n
®j-4n

«i-in
^•-5n

ffi-5n
. j

ÿi-5n
j-n

fi-5n
j-2n

«i-5n
J-3n

ôi-5n
j-4n

; )

Sea localmente

T„M: TT„M T.M

( x , C j , c ^ , c . , c ^ , c . )  -  ( x , C j , C 2 »
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Entonces ITT^M = ker viene dado localmente oor

VTTjM = {(x.ĉ  ,c.,,c^,c^,c^,O,O,O,Cç,C|0,Cj  ̂)}

con lo que resultan las siguientes expresiones locales para F (en las cue * 
denotara el correspondiente ténaino de la expresiôn general ) :

(1) P conexiôn generalizada fibrada

* « * 0 0 0 '
Fivti m̂ ) <= • # » 0 0 0

• • * 0 0 0
P = » * * • « •

fl » 0 • * « » * *
* * * • * *

(2) F pseudoconexiôn de campo fundamental G e iJdjM)

4 4 - n 4-2n 0 0 0

m.,MC= ker F 4  " 4 : 4: L. 0 0 0

F =
2gV ^ 4 : : 0 0 0

« « * 0 0 0

M = 0 = B * * * 0 0 0

* * 0 0 0 >

(3) F fere--conexiôn

0 0 0 0 0 0
im P c  \TT.,.H 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
F = »

C = 0 = M »
*
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<4) P conexiôn infinitesimal

4 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0

0 0
‘ i

0 0 0

* •
- ' j

0 0

• • 0
4

c

• 0 0 - 6^

Estas expresiones son genera 11 zaciôn de las oue hallamos en la secciôn 
I 4 1 Apréciese oue para obtener las no henns tenido que introducir ningun 
buen cuadrado: sôlo un fibrado vectorial (el tangente a T̂ Ml.

Consideramos ahora los tres buenos cuadrados que estudiamos en el ejem­
plo 1.7. (de la secciôn * 1.2.). a saber:

c = 2,1,0 (en este orden)
T M

TT.,M ---- ^  T,,M

TM

donde localmente esta definida asi :

02(x,Cj,C2,c.,Cj,c.l = (x,ĉ ) =» @2 "

a^(x,c^,C2,ĉ ,ĉ ,Cg) = (x,ĉ )

x,c J ,c., ,ĉ  ,ĉ  ,c . ) =■ ( X ,c , '

Llammsos a esos tres buenos cuadrados l<2)), 1 ( 1 ) ) y respectiva-
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Sea F una conexiôn generalizada en TM •* M, dada localmente por

4
-i-n _i-n 
’j ®j-n

Sea F una conexiôn generalizada en ^ : TT^M - T̂ M. Entonces se tiene:

(5) P es elevaciôn de F respecte del buen cuadrado ((2)) si y solo si 
localmente se express por

j-n

L *

(6) P es elevaciôn de F respecto del buen cuadrado ((D) si y sôlo si 
localmente se expresa por

F =

C. "i-n °

J-n
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(7) P es elevaciôn de F respecto del buen cuadrado ((C)) si y sôlo si 
localmente se expresa por

P =

0 0 0 0

• • « *

« • « *

« • « *

• *

c 0
4 : :

0 0

La demostraciôn de las propiedades (5), (6) y (7) se puede hacer del si­
guiente modo; obtener la expresiôn laatricial de (ŝ ),̂  y comprobar (como en la 
demostraciôn de la proposiciôn 2.4.) que F (a^)» = («g), P.

Résulta asi que la demostraciôn de la proposiciôn 2.4. es constructiva, 
pues nos sirve de modelo pa^a comprobar en cada caso. En estas situaciones 
particulares es casi mâs sencillo demostrar de nuevo el resultado que adecuar 
a él la teoria general. Sin embargo, y sôlo en uno de los casos, veamos cômo 
se adopta la teoria general:

Desnmtraciôn de (S).
Con la notaciôn general de la |xx>posiciôn 2.4 deben ser;

et = etJ 3
M = 0

= cM

con los indices variando en los conjuntos

i.j e {!....,n) 
a,B e (1,...,r)

.. ,s)

. .,tî

En maestro caso son: 

r = n = rango (w )

s = 2n = rango (»“) 

t = 2n
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Asi. teniendo enoKrta que la expresiôn local del teorewa general es

B 1 <»»«)

y que. mi entras. en nuestro caso tenesK>s que la a y la  ̂.iuegan pape les inter- 
canbiados, pues son

•TlM (x,Ĉ

'V.j
TM

"M
(x,ĉ )

resultan las siguientes igualdades entre los términos del teorema general 2.4. 
(a la izQuierdal y los de nuestra construcciôn (a la derecha):

j-4n' j-3n'4  = ^j-5n =u ■ ' U ,9î  ̂(

^-5n fii-3n
j-jn ;«*=u

*i-n
j
pin
L j

4 -
'4::
-i-3n 
. j-3n

;Sû

*i-n
j-n

pi-2n
, j""

pi-n ' 
j-2n

pi+2n
j-2n

^j-4n '^Vsn

M: M.

■ -i-4n
’j

gi-in
j-5n

'-i-4n 
j-n

-i+ln'
’j-2n

r si"̂ 4n 
®j-4n

;B"=
-i-5n

I’j J
8 si-5n

®j-3n
V -i-5n

j-n
-i-5n
j-2n

T si-3n 
, j-4n

con lo cue la nvatriz de F se divide del siguiente modo para adaptarse a la es- 
tructura del teorema general 2.4.:
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4 'j-2» i 4 # “i-Sn

*i.n
j

*i-n
j-n

»i»n ! 
j-2n ; ni*n

J*3n
jji *n 
j-4n

ni-n
j-5n

«i*2n
j

mi-2n
j-̂ n

,i.2n ; 
j^2n 1

gi.̂ 2n
j-3n

gi*2n
j-4n

gi*2n
^♦Sn

-i-3n
j

-i-3n
j+n

zi-3n 1 
j-2n :

«i-3n
j*3n

«i»3n
j»4n

----
-i*in
j

-i-4n
j*n

—i+4n 
j-2n j

si*4n Ki-4n
j-4n

gi*4n
j*5n

zi’5n
j

si + 5n =i+5n 
j*2n :

«i*Sn
î 3n

fii»5n
j-4n

«i*5n
j-5n

'S

6”

en la notaciôn general,

Las coodiciones générales de la proposiciôn 2.4. para que F sea elevaciôn 
de F se convierten en las dadas en (5).

qed

Obsérx'ese también que de est^ expresiôn podemos obtener las que corres- 
ponden a las conexiones fibradas, pseudo- y fere-conexiones y a las conexiones 
infinitesîjoales. sin mâs que aplicar la teoria general. Obtendriamos entonces 
las expresiones halladas al comienzo de esta secciân i 4.2.1.

Ltilizaremos las técnicas désarroiladas en esta demostraciôn al dar la 
segunda prueba de la proposiciôn 4.5.
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2. Elevaciôn de conexiones lineales.

La elevaciôn de conexiones lineales al fibrado de los 2-jets ha sido de- 
finida por Yano e Jshihara,[52], c<aso la ônica que verifica

Ÿ  ■ "x” '
siendo X,Y • Tg(M) yX^ =X*^^eY^ = Ŷ ^̂  sus ele\’aciones de maximo orden 
fcomplétas). De hecho, en ( 52] se define 7* localnente. pero no résulta difi- 
cil ver que la condition que henos dado caractérisa V* (ver (iSl).

Se verifica entonces la siguiente

Proposiciôn 4 5  : Sea 7 una conexiôn lineal en una variedad N y sea 7 
su ele\aciôn a T\M, en el sentido anterior. Entonces 7 es una elevaciôn res­
pecte del buen cuadrado ((2)):

TTjM

"%).
IM

T„M

Prisera desostraciôn.
Consideramos 7 y 7 coau conexiones infinitésimales, para aplicar las 

técnicas del capitule 3. Procedemos como en la prisera denx>straciôn de la pro­
posiciôn 4.1., para obtener la aplicaciôn de conexiôn de 7 a partir de sus 
sioÉiolos. Estes vienen dados en [52] y son:

=i+2n
kj ■ "w'
-i^n =i-2n
'‘kj ° i

=i -i-n
Vi ■ ^k-n j

=i*2n

= r. = r;

y los demis simbolos son todos nulos.
• Los nümcos entre paréntesis f1) y f s o n  las I-elevaciones y Il-eleva 

ciones definidas en [52]).
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Entonces por un calcule largo pero directe sc obtiene:
R)X , C J . C , , C J , C ^ , C J , C ^ , C ^ . C g - C ç  t C j q ,cI J ) =

■  ' ' ^ - < 4 4 , 4  4  • 4  4  •  ' ^ ' 4  4  • 4  4 '  • 4 o -

4  4  • ' 4 j ' ' ” ' 4  4  • 4  4 >  4 , <  4  • 4  4  • 4  4 '  • 4 . ' -

De modo directo se comprueba entonces la coraaitatividad

qed

Se*mda deaostracion.
Este otro modo de probar el resultado es considerar V y 7 como conexio­

nes generalizadas y hallar 7 e t JctT^M), esto es, hallar su expresiôn censo­
rial .

De la teoria general, ouesto que estamos en el huen cuadrado ((2)) y, 
por lo oue vimos al probar la propiedad ( 5) de * 4*2.1.. résulta que la expre­
siôn de una conexiôn infinitesimal en T^M es:

6̂. ! 0 0 J I ,

0 10 6: I J

-^22j

0 
— I
-e'

0 0 

0 0 

0 0 

0 0

-6: 0

0 -6j

= (x ,Cj,C2,Cg ♦ Qjjj c;̂  - °12I

4 I
0 0 1 0 0 0

0 : 4 0 î 0 0 0

0 1 0 ...4  1 0 0 0

- X i j  i ■ ^ 122.1 |_ 4
0 0

- 4 i j  i ■“ “ 221.1 ■“ “ 222j  !
0

- 4
0

■“ “ : 2i j - : “ 2: i  i
0 0 -1

7 -^5 ,C(J.^ lO '^ l l ^ -

22.1 4 -

j  ^ - 2U 4 “  4 ;? .^ ^7 " “ 222.1 4 )
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pues basta recordar la expresiôn general dada en la proposiciôn 2.4. y consi­
derar que en este caso son

c = c, :; bj =

d = (Cy.Cg) ; '2 ' «=9 : “2 = ^'lO’*=ll

y que los a se pueden desconponer asi:

“ir ü"«r5" * l(r",r")

“12" l(r^, r") : L(R",r”) « l(r",r")

“21 = u"»r5” * l(r",r^) s L(Î ',r") « L(R",lf)

“22: u"»r '̂  - L(R^,R^) ;ï (LfR? ,R̂

con lo que! 0 - (ûj.“2> ' '“11 ^ ®12* “21 “ ®22  ̂ y

®12 ° ®121 * “122

“21 = (“214;"'

“22 = “221 " °: ■ '=221 ' 4 : 2 '  4 n  • 4 :2'

Résulta asi que la matriz de 7 es

4 0

0 4

0 0

-:4j4 0

' 4j4> < A

♦ 4,4> -:"4j»"'4 - 4,i4'

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 -«J 0 0

0 o - é ^ o

r?-.ĉ  0 0

Por otra parte, como 7 se expresa locabnente como conexiôn generalizada
por
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'‘kj *"3

résulta, por la propiedad (5) de % 4 2 1., cue 9 es elevaciôn de 7 respecto 
del buen cuadrado 1^2)).

qed

Obaervacion. Ciertamente con una de las demostraciones basta para prohar 
el teorema. La primera es mâs sencilla. Tncluimos la segunda por varios moti- 
vos; porque informa mâs deta 1 ladamente de la estructura de 7 (al hacer la des 
composicion de los Q ), porque sirve de ejemplo para ver ccmo se utilizan es­
tas técnicas y porque, de hecho, al estudiar las pseudoconexiones lineales en 
T^Mnos encontraresMss con una situacion anâloga.

El siguiente resultado relaciona 7 con las elevaciones compléta y hori- 
l. 7^ y 7", de 7 al fit 

hectia tras la proposiciôn 3
zontal. 7^ y 7^, de 7 al fibrado tangente. Con él probaremos la obser\aciôn

Proposiciôn 4-6.: Sean las siguientes conexiones lineales: 
7 en M.
7^ y 7^ sus elevaciones compléta y horizontal a TM,
7 la elevaciôn de a T,M.
Y sea el txien cuadrado

T,M
T2M

TTM •TM
IM

Entonces 9 es elevaciôn de 7 en dicho txien cuadrado. pero si la curva- 
tura de 7 es no nula. entonces 7 no es elevaciôn de 7^ (respecto de ese mismo 
buen cuadrado)■

Obaervaciôn. Si R=0, entonces 7^=7^ (ver las expresiones locales de 
en la demostraciôn de la proposiciôn 4-2.).



—167~

Demostraciôn.
* „CSean K % y las aplicaciones de conexiôn de 7*, 7^ y 7**.

Si probamoa que

(vj),* K* = X K* »

suponiendo R / 0, entonces, por la proposiciôn 3.1., tendrenos que 7* es ele
vaciôn de 7^ y no lo es de 7**. Rms bien:

Por la proposiciôn 45.:
( W j ) ^ » I C  ( x , C j  j C j . C ^ . C ^ . C j . C ^ j C ^ . C ^ . C ç . C j Q t C j  j )  =

' 4 "=3 " ■‘'‘̂6 ‘̂*3 " ̂kj'=6 * 4 4̂ \4o'
4  " 4  "  4  4 ^  -  ^ i j ^ 4  4  * 4 4 "  4  4 ^  *  4 i

= c|; cl . c| . c^ . c^) . ĉ ,)

Por la proposiciôn 4.1.:

I .Cj .C3 ,C4 ,t 5 ,̂ 6 ♦‘'7 •'"8’'■q1011

r''3’''4’''6’'"7’'̂ 9’‘̂10- 

. (x\ci,ri. c^ c: . c^,(r^jiC C^ cj . r^j(ck c^ . c" c|) . c|,)

y por la proposiciôn 4.2.:

• *̂ *l̂ *»̂ ’̂>*̂ l»̂ 2’*̂ 3’̂ 4**'5’̂ 6’̂ 7’̂ 6’̂ 9'*'10’̂ ll̂  ”

= K**(x,Cj,c.,ĉ ,ĉ ,ĉ ,Cg,CjQ) =

= ^x\c|,r^. c^ cj . c^,(r^ .)C c^ cj - R^. ck c| c| . r^yck C^ - c^ c|) . c|,) 

Para probar el resultado solo nos falta denostrar que

^ *c_,c.,c ,c_,c,. ,C_,Cc,C-,C,_,C, , ) =

- K (x.c ,c«,c ,c.,c_,c_,c,_) -
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donde la primera es la 1-elevaciôn al fibrado y la otra es la compléta al 
fibrado tangente. Pero precisamente esta es la definiciôn de 1-elevaciôn dada 
en (52]. En coordenadas locales ambas expresiones dan

1
ki tc

qed

3- El isomorfismo T ( T ^ )  3 T^(TM).

Morimoto establece en [40) la existencia, para cualesquiera r y s, numé­
ros no negativos, de un difeomorfismo

a : T (1 M) ♦ T (T M) rs r s s r

de modo que o • a = id. a »a = id. Mâs aûn, su const rucc ion esta he- sr rs rs sr
cha para los fibrados de p -jets. y es usada en trabajos poster lores como [8] 
y [9].

El difeomorfismo a queda caracterizado por la conmutatividad del si-
0guiente diagrama. para toda funciôn f e T_(M):

T^(T^M) 1 (T M>

(ti I, ( c M

donde los paréntesis indican las elevaciones de funciones siguientes:
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c e (0.11,...,r} ; n e

(e) : T > )  -

(n) : i " "  - ’§ < V

((«)): -

((n)): -

Las elevaciones estin definidas a los respectivos fibrados coa» en ( 52] 
Suestro proposito es hallar la expresiôn local de

*12'

Proposiciôn 4 7.: La expresiôn local de es
TdjM) --------------   T^(IM)

( X,Cj .C^ ,C J ,C^,C j) "*■ ( XjC^jC J jC^jCjfC j)

Deanstraciôn.

Se trata de ver la connutatividad del diagraaia anterior. Vanos a désa­
rroi lar toda la demostraciôn. Conenzamos indicando câno son las diferentes 
elevaciones de funciones:

Sea f e T°(M) , f = f (x)

(r): Tq(M) - ; n e {0,1,2}

f^^\x,c^,c^) = f(x)

f^^\x,c^.c^) =

4 cj

(c): T°fM) - T̂ fTM) ; c e {0,1}

f(^\x,c^} = Jl c |
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Sea F e , F = f(x,Cj}

(fu)): Tq (TK) * iJdjdM)} ; n « 10,1,2}

F̂ °̂̂ 'lX,Cj .CjjCj.Ĉ .Cj) = Flx.Cj) 

F^^‘'^x ,Cj,C2,Cj,c .̂c , 

F'^“*\x,Cj,C2.Cj,c ,̂c ,

9 -F
»cj ax^

C1.C2)

e  10,1}

f(x,Cj,C2>

li c" - ii
; 7  3' K  ^

Se sigue va el resultado, considerando:

Elevaciones e T°{T(T,M})

ff̂ 0^)^^®')(x,Cj.C2,c,,ĉ .c,) = f(xl

(f(0)l((l))lx,c^,c2.c^.c^,c^) = ^

,c^,c.,c ,c ) - !-C C^ - i cj
 ̂  ̂ ^ ^ 3X *• ÏX^ 3x^  ̂ ^
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1 7 4 ax axJ  ̂ ^

mientras que por otra parte se tiene:

,(c;

, (0)

.(0)

:(1)

.<1)

Jl)

((0))

( ( D ) ,

( (2)) ,

( ( 0) ) ,

( ( D ) ,

((2))

(x,c^,C2»ĉ ,ĉ ,Cg) = f(x)

( X»CJjCj*CJ,Ĉ ,Cj) =

3,
& ( î

3x̂  ax̂  ax^ *

: - ? 4

iSc^  ̂ i , c^ c-
; 7  4 a * i  ax j :  =

U c |
ax

a^f c-i ,  L i
ax^ ax^ :  ; 7  3

a ‘ f c i cJ .  L i  c i
3x^ 3x^ *=1

a 4 i  k  ̂ !
:  ax  ̂ ax“  ̂  ̂ ax'

c: c:>

Entonces, comparando las expresiones se obtiene el resultado.

Observaciones.
( 1 ) Résulta entonces que conmutan los diagramas

qed

T(T,M)

T„M

T.DM) TfTgM) T,(TM)

T.M
O'TM

donde es la aplicaciôn inducida por el fibrado de 2-jets. dada local-
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mente por
Tq( ( X  ,C J jCj ,c = lx,c ,̂ĉ )

12) En el caso de ser r = s = 1, el difeomrfismo 
Ojj: TTM - TIM

es el automorfi — o de Kobayashi, que introdujimos en I 0.1.1.

Otro punto de vista para estudiar el isomorfismo KT^M) * T ÎTM)
es considerar asbos conjuntos como subfibrados de TTTM. Las inclusiones vienen 
dadas localaente por

TlTgM)  -------- t TTTM
(x ,C J jCj .c^ ,c^,c^ ) — (x.c J ,C J ,C., ,C^ ,C^ .C^.C ç)

y por
I^ITM) "  TTTM

1X »C J ,0^ .C^ ,C^ ,C^ / * 1X.C J .C^ ,C^ yC^ ,c^,c^)

puesto que T(T.,.M) es el subconjunto de TTTM invariante por y T l̂TMl el
invariante por donde S indica el autonorfisno de Kobayashi en el espacio
correspondiente.

Pues bien, obtenemos la siguiente

Proposiciôn 4-8.; es la restricciôn de a T(T„MK

Denostraciôn.
Obvio, pues basta considerar el diagrams

TTTM ------- — --- — ---------   TTTM

T(T„M) ----------     T„(TM)

cu>'a expresiôn local es
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x̂,c J .c J ,ĉ  , C ^  ,ĉ  ,ĉ ,ĉ  $c^*̂ 2I
3̂t jC J-Cj »Ĉ  ,Ĉ  jĈ ) * gC^.Ĉ Ĉ̂ )

Mis aun, résulta que
p e T(TgM) 4» (S^), Sj„(p) e T^CTM)

puesto que si 

entonces

Por otra parte
p • KT^M) *». *̂1 “ *̂2 y ®5 * '6
y (S|̂ )* (p) « TjdM) <» <Cj,Cj) * (c^,c^)

qed

c

4* Elevaciôn de pæudoconexiones lineales.

Tratamos la elevaciôn de pseudoconexi ones lineales definidas en una va­
riedad al fibrado de r-jets sobre esa variedad en los trabajos [l&l y (lO]- 
De tal construcciôn vamos a tomar aqui sôlo la definiciôn de elevaciôn para el 
caso de los 2-jets*

Definiciôn 4 1 Sea V una oseudoconexiôn lineal en M de canpo fundamen­
tal G e tJ'M). Entonces, para cada n e (0,1,2) existe una ûnica pseudoconexiôn 
lineal 9^* en I.,M de campo fundamental Ĝ ^^ e lJ(T.,M) oue verifique
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^^(2) , para cualesquiera X,Y e 1q(M)

Se llaau a la a-elevaciôn de V y, en el caso de ser n = 2. también se
llanari elevaciôn conpleta.

La desostraciôn de que la definiciôn es corrects pasa por la obtenciôn 
de los sistolos de la pseudoconexiôn elevada en funciôn de los de la dada, re- 
sultando, {l6] y [19], para la n-elevaciôn los si^iientes:

=i*an ,_i y—2»n)
k,»n j-rn ° k̂j

siendo a,B,r • 10,1,2}
Obtenemos la siguiente

Proposiciôn 4>9>- Sean V una pseudoconexiôn lineal en M de campo funda­
mental G e t |(M) y el buen cuadrado ((2))

2

'S>4
IM

Entonces V es elevaciôn de V respecto de ((2)) como conexiôn genera­
lizada, pero no lo es de T en (( 1 )), ni 9'®̂  de 9 en ((0)).

Sean n e 10.1,2) las elevaciones de 9 e a ccmo
canpo Censorial. Entonces

aj2- TIT^M) *

lleva los coeficientes de 9^’’̂ e lJ(T(T.,MU en los de e tJiT,,(TMU .

Obaervaciôn. Los buenos cuadrados 1(1)) y 1(0)) fueron definidos en 
1. Las 

Censoriales.
S 4 2 1. Las elevaciones 9^”  ̂son como pseudoconexi ones y las como campos

Oemosbracion.

De las expresiones de los simbolos de Christoffel de la pseudoconexiôn 
elevada 9̂ ^̂  se deduce la expresiôn matricial de 9*"*. piara cada ne {0.1.2}.
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.10)

0

0

4
0

-2r

.(1)

kj *"3

A
- ■ %  4

.12)

K

0

0

0

0

0

0

0

0

K

0

"“’’kj ^3

0

3X

-2r, . c

\  t

kj 3
-2r,kj ''2 

*

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

K

0

■"’’kj *̂3

siendo *

a2 . U m 'l *"4 " ’'kj 4^
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Entonces résulta por la propiedad (5) de I 4.2.1. que 9^^^ es elevaciôn 
de 9 respecto del buen cuadrado ((2)) y por (6) y ( que 9* * ̂ (resp. 9^®^) 
no es elevaciôn de 9 en el buen cuadrado ((D) (resp. en ((0)) ).

La segunda parte del teorema se sigue de un modo directo.
qed

Obaervaciôn. También es cierto que si 9 es una conexiôn lineal en M  y 
J d d j M ) )  es su elevaciôn a T^y9 e T | d d , M ) )  es su elevaciôn a T.M (como conexiôn generalizada) y F e

e îJd^dM)) es su elevaciôn coo» campo tensorial de tipo (1,D, entonces 
lleva los coeficientes de 9 a los de F .

A este respecto, tartaién es cierto. con» probamos en [iS] y [19l, que 9 
y 9^"^, considerada la prijaera conu conexiôn infinitesimal lineal y la segunda 
como pseudoconexiôn lineal de campo fundamental el de Kronecker, son dos cone­
xiones generalizadas que definen la mimaa derivada covariante.
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I 4 3. onus ELEVACIONES.

1. Elevaciones al fibrado cotangente.

El fibrado cotangente y las elevaciones compléta y horizontal de una co­
nexiôn lineal en una variedad a su fibrado cotangente estin estudiadas en ( 52]. 
Recuerdo somerasente la notaciôn que necesitaans :

Si U es una carta local de M de coordenadas fx^), la carta indücida en 
■“*(1') tiene coordenadas locales (x^,p^). Asi, si * c T®(U), se expresa

w . p. dx^ . (x̂ ,p̂ )
Y una base de Iq(T L') eati dada por • Por lo tanto, se tiene

la siguiente expresiôn local: ** ’

• *
1T*M —  — -*T*M (x',p^,cj,c”)    (x̂ ,p̂ )

='l h  j .  [
TO -— ■ -  » M (x̂ ,Cj)  fx̂ l

donde el diagrama es un buen cuadrado en virtud de la proposiciôn 1.1.
Por analogia con la empleada para TO, utilizaremos la siguiente notaciôn 

para los simbolos de una conexiôn lineal V definida en T M :

'y  ' ^

r d . r, ♦ 1—— r,7T Pj J"" *Pi k 3-n



-178.

Résulta entonces que si 7. conexiôn lineal en M, tiene sûnbolos r. . las 
C Hele\aciones compléta V y horizontal V tienen los siguientes simbolos, coïn­

cidentes entre si salvo el 
.a

’‘kj
» r.

"kj = \ j  = f: j-n - \ - n  j = ^ L n  j-n = «

= -n!. -r" ; fj-k j*n " ki ’ k-n j ij ’ k-n j-n 

Establecemos entonces la siguiente

= 0 .

Proposiciôn 4 10. : Sean 7 una conexiôn lineal en una variedad M y V y 
7^ sus elevaciones compléta y horizontal al fibrado cotangente. Entonces 7̂  y 
7^ son elevaciones respecto del buen cuadrado

TT M

4

T M

IM

Demostraciôn.
LLamando a las coordenadas de TTI M

/ i i i i :  1  ’fx .o.,c,,c^,c,.r^.r.,c^,

resultan las siguientes aplicaciones de conexiôn y para 7^ y 7^;

K (x,p,c^,c^,c.,c^,c,,c^)

(X c, cj - c..
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. . 3 3 r”  ̂ 9 rr.
C*î cJ- ' . ' i f - i f - i f  "= • - ' " I - 4 '

K^(x,p,c J

*. Pi'\j .3 * .5’

V eJ . rl ,J,) - -c5 4 . cj cJ-r*j , c‘

Entonces results

- „Cn*K (x,p,c^,C2,Cj,c^,c^,c^) = (* *̂ kj ^3 * 5̂^ *

•.ii»lf (x,p,Cj jCj »ĉ ,ĉ  ,c j,ĉ ) = K*x^(x,p,c^ ,C2,c^,c^,ĉ ,ĉ )

qed

2. Elevaciones tangentes de Vilms

Vi Ins establece en [50] la siguiente construccion: dados un fibrado vec­
torial «; E •* M V una conexiôn infinitesimal r en él, definida por sus aplica­
ciones de esc.’.siôn V y de conexiôn K. se obtiene de modo unico una conexiôn 
infinitesimal f en el fibrado vectorial TE ■* TM, definida por sus aplica­
ciones de escisiôn 9 y de conexiôn R, que son;

V = 5̂  V, y R - K» Se
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Llaaarenos a la conexiôn F elevaciôn tangente rie la conexiôn dada. Resul 
ta. ver ( 50]. que si la conexiôn dada es homogénea (resp. lineal), también lo 
es la inducida.

Establecemos la siguiente

Proposiciôn 4 1*.: Sea una conexiôn infinitesimal T en un fibrado vecto­
rial ■: E « M. Entonces su elevaciôn tangenta F es una elevaciôn respecto del 
buen cuadrado

TE  M ♦ tM

l ’H

Desostraciôn.
El anterior es un buen cuadrado por la proposiciôn 11. Sea su expresiôn 

local la siguiente:

(x,aj ,Cj .a^)— ►(x,Cj)

(x.â )-

Entonces si V y K se expresan localmente como 
V(x,aj ,Cj ,a, l = (x.aj.O.a., - w(x,a^)c^)

Kfx.a^.Cjja^) = (x.â  + w(x.a^)c^)

se hallan V y R, cuyas expresiones son, (50].

V(x.a^,cJjSj,C2,a«,c,,â  • -

= (x,â ,ĉ ,a.,,0,â  - w(x,â )c.,,0,â  - w(x.a^)c^ - w'(x,a^)(c^,a2)c2)

K ( X , a ̂ , c ̂ , a , c , a , c ̂ , a ̂ )

= IX.a. - u:i x.a, ir.,,c ,a - uix.a le, * u ' i x.a i ic .a., ic., Il a . i « 4  i J

Entonces se sigue de modo inmediato oue
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K*«F* . «j.«R y Vwg,
qed

Una situacion particularmente interesante se présenta cuando el fibrado 
dado It; E •* M es el fibrado tangente de una variedad TM * M. Entonces, 
por la proposiciôn que acabamos de probar. la elevaciôn tangente es una eleva­
ciôn en el buen cuadrado

( V .

Ccmo vimos en las proposiciones 4.1. y 4.2., .las elevaciones compléta y 
horizontal de una conexiôn lineal en M al fibrado tangente son elevaciones en 
el buen cuadrado

En los e.iemnlos 1.1. y 1.2. vimos que estos son los dos ûnicos buenos
cuadrados definidos en TDi con las aplicaciones fibradas »TM )_. ExisteN ’*-
una relaciôn mâs estrecha entre esos dos buenos cuadrados, anticipada (sin em- 
plear este lenguajei por el propio Vilms. cuando establecio la siguiente

Proposiciôn 4.12. [50]:
(i) Para cada conexiôn infinitesimal en M, el automorfismo de Kobayashi 

transforma la elevaciôn tangente de la conexion (definida en (x̂ )̂ : TTM * TM) 
en una conexiôn infinit̂ esimal en TTM •» TM que tiene como aplicaciôn de 
conexiôn Ŝ * y coo» aplicaciôn de escisiôn (

(ii) Si la conexiôn infinitesimal dada es hon»génea. lineal o lineal si - 
métrica. también lo es (resoectivamente) la inducida oor ( i ).

Obtenemos. con» consecuencia de éste, el siguiente resultado:

Corolario: Sean 7 una conexiôn lineal en M, 7 la elevaciôn tangente (n-
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ducida en TTM - TM y 7^ la elevaciôn compléta definida en TTM - TM.
Entonces el automorfismo de Kobavashi transforma 7 en 7̂ .

IVjmostraciôn.
Basta emplear las proposic iones 4.1. y 4.12.: 

S(''^*'-TM^*'^2'^1*^3'^4'^6'^5'^7 * ^

S^«*Kjj(x ,C2,c ^, c ^ . C j ,c . , C j ,c ^» =

Sĵ (x,ĉ  - «(x.c^'c^.Cj.c^ - w(x,C2>Cj - «'(x.c^Hr^.r^lc^l 

(x.c^,c^ ♦ » ( x , c , ) c ^ , c ^  - w f x . C g l c .  - w ' f x . c ^ K c ^ . c ^ l c ^ )  =

■ ‘ « ‘ - Î - 4  ♦ ' i j  %  4 4  •  ' i j  4  4  •  - f  4  4  4  •  ' i j  4  4 '

qed

Gbservaciôn. La elevaciôn tangente queda caracterizada. como denuestra 
Vilms en [$0], por la relaciôn

7 1**= (7.,.lf
r

siendo X e T f̂Ml y I e Sec(«) ; b es la elevaciôn que estudiamos en el ejem­
plo 1.5.

La prooosiciôn 4.12. nos permite définir la elevaciôn compléta de una 
conexiôn en M al fibrado tangente, aunque la conexiôn no sea lineal.
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3. Conexion de ægundo orden de Bawaan.

Bowman consagra varios trabajos al estudio de conexiones definidas en 
fibrados tangentes de orden superior: [3],l4],(Sl y I 6] . Vamos a fijamos en 
su construccion para el fibrado de los 2-jets - M.

Como vians en la deanstraciân de la proposiciôn i.3>, cada conexiôn in­
finitesimal en M, esto es, en TO •* M, détermina una unica estuctura de fi­
brado vectorial en TjM - M. Esto persdte définir conexiones infinitesism- 
les en el fibrado de los 2-jets. Asi, Bowman en [4l da la siguiente definiciôn: 

Una conexiôn infinitesimal en el fibrado de 2-jets, de aplicaciôn de 
escisiôn 9, es una conexiôn de an^aido orden en M si existe una conexiôn infi­
nitesimal en N de axxlo que su aplicaciôn de escisiôn V haga conmitativo el 
diagrama

9 TTjM

"'4  ,  l ' - ' ’*
VTO « —  TTO

Obsérvese que si consideramos el buen cuadrado (*)(que lo es, por la pro 
posiciôn 1.3.)

T^M--

■î
TM M

id (*)

entonces résulta eue una conexiôn de segundo orden en M no es sino la eleva­
ciôn de una conexiôn en M respecto del buen cuadrado (*).

En el mismo trabajo.[4]. Bowman obtiene una conexiôn T (de segundo orden) 
en T.,M * M inducida canônicamente por cada conexiôn r en x̂ : TO * M. Si K 
es la aplicaciôn de conexiôn de T y R es la de î, ambas van ligadas por la re­
laciôn

siendo I la inclusion de T M en TTM dada locahmentc por
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Kx.Cj.c^) = (x.O.Cj.Cj) 
que no es la obtenida al considerar = (p e TIM : S (̂p) = p)

Obtenemos la siguiente

Proposicioo 4.13.: Sea r una conexion infinitesiaml en M y sea f la co­
nexion de segundo orden inducida. Entonces f es elevaciôn de F en el buen cua­
drado

TjM --'■1 1 “  
TM -----* M

Demostraciôn.
Trivial, pues esto es cierto para toda conexiôn de segundo orden. Lo 

ônico que habria que (srobar es que es ciertamente elevaciôn de la conexiôn da­
da En efecto, utilizando la demostraciôn de la proposiciôn 4 11., résulta

R(‘X .Cj jĈ  ,Ĉ  jĈ jCy ) =

= l . Ŝ »K̂ j.Sĵ .(S|̂ )̂ .T̂ (x ,C2,c ,,c ,̂c ,̂c_) =

= I • ̂ .K,»&ĵ »(Sĵ ),(x .0,C2,Cj,c^,0,c ,̂c )̂ =

= l”*. S^(x,c^ ♦ u(x,C2'ĉ ,0,ĉ  * ui(x,c,)0 - w'fx.c^lfO.c.^c^) =

= l~*(x,0,c^ + u(x,C2)ĉ ,ĉ  + u’(x,c,)(0,c.̂ )ĉ ) =

= (x,c^ * w(x,C2)ĉ ,c., * w'(x,c.,)(0,ĉ  'ĉ ) .

Se tiene entonces

TTj K(x,c.,,c.,ĉ ,ĉ ,c,) = - ulx.c^^c^) - Kfx.c^.c^.c^» =

K ( » J )|j(x ,C2 ,c« ,ĉ ,ĉ  ,c«).
qed
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Obærvacion. Si T es itna conexiôn lineal, tautién le es f, pues résulta 

K(x,C2,c^,c^,c^,C7l = (x,c^ ♦ '"kj ^4 * ^kj ^4 ^3''

Asi, de las proposiciones 4.11.,4.12. y 4.13* hemos obtenido las siguien 
tes conexiones indücidas por una dada r en M, de aplicaciôn de conexiôn K:

Tj, elevaciôn tangente, definida en TTM ■» IM, con Kj =

Tj, elevaciôn compléta, definida en TTM * TM,con K,#

r̂ , conexiôn inducida de segundo orden, definida en «g: T^M - M, con 

K3 = i l VVSp^*(s^), V  I - .

Las aplicaciones de conexiôn vienen dadas en el siguiente diagrama:

TTTM =JT(1M) TTfTMl = TTTM

(

TTM

r“M
TTM
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4> Elevaciôn compléta al fibrado de referencia».

Mok definiô en [ jSb) la elexaciôn coapleta de una conexion lineal en una 
variedad M al fibrado de las referenciaa lineales sobre M, FM • M. Con 
otra técnica definieron Cordero y de Leôn, [S], esa minas ele%aciôm Coo» en 
todos los demis casos tratados en esta secciân 4>3>* vaaos a deanstrar que esa 
elexaciôn es taia ele\aciôn en nuestro sentido, respecto de un cierto buen cua­
drado. El buen cuadrado es

TFM  2Î---

TM

oue es un buen cuadrado por la proposiciôn 1.1. Lo expresamos localisente por 

ü"«GL(n,R> KifMgKn.Rl - - » U**»<3.(n.R) (%,G.c,g) ■ --* fx,GlI I Iu".r" --------------  \f fx.cl

adoptando como convenio de notacion el siguiente:
G, Gj e GL(n.R) ; g e gl(n.R)

y todos los indices que se consideren xariarân en {1 n)

Un campo X e Tq(FM) se representara por

X . -L - -L

donde se entiende que se suns en los indices i.j y k.

Dada una conexiôn lineal V en M de siobolos locales . la conexiôn T 
ele\aciôn compléta a FM, tiene los siguientes siaholos en la carta inducida. 
ver 58b! :
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- 'Si '
_h r*t ^  *. *'ji f't . t ^  A  ,t _h

Ji ’ 0 i ° *a

entendiéndose que

1 ,x3 '

' Ù  A  "

Entonces establecemos la siguiente

Proposicion 4-14>: Con la notaciôn anterior. 7 es elevaciôn de 7 respec­
te del buen cuadrado (*).

Demostraciân.
Désarroilando la expresiôn de la aplicaciôn de conexiôn K, obtenemos, 

por l'ji largo nroceso. oue

= (x^,(ÿ,r\ + z^,— —  cf Y^ + x̂  y^  + r" x^  y*" + z'̂ îK ab g^a K ap at

con lo que se obtiene de modo directe la igualdad (îr̂ )̂  ̂K = K (#̂ )

qed
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Los calculos efectuados en este capitulo 4, como deciamos a su ccmienzo, 
sirven para réunir en una sola teoria elevaciones obtenidas a partir de pro- 
piedades especificas de los fibrados o variedades involucradas en su defini- 
cion. No hemos pretendido hacer un estudio exhaustive: creemos que la diversi- 
dad de les ejemplos presentados sirve para hacer provechosa la teoria y, al 
misno tienpo, pensamos que se podrân aplicar estas técnicas a otros cases no 
tratados aqui.
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