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LOS ORIGENES DEL ANALISIS FUNCIONAL

Fernando Bombal

1.-Introduccién y algunos antecedentes.

El Analisis Funcional ha sido definido por J. Dieudonné [D1] como “..el estudio de
los espacios vectoriales topologicos y de las aplicaciones definidas entre subconjuntos de los
mismos, sujetas a distintas condiciones algebraicas y topoldgicas.” Esta definicion, aunque
formalmente correcta, tiene la desventaja de estar hecha desde el punto de vista actual,
cuando la teoria esta perfectamente desarrollada y metodolégicamente organizada, pero
dice muy poco sobre sus contenidos concretos y la clase de problemas que la originaron.

Dentro de su ambigiiedad, la definicién de Dieudonné pone de manifiesto alguna de las
caracteristicas mas importantes del Anélisis Funcional: La tendencia hacia la algebrizacion
del Analisis, el énfasis en los resultados de caracter estructural y la fuerte influencia de la
topologia. De hecho, como el propio Dieudonné senala, es practicamente imposible disociar
los comienzos de la Topologia General y del Analisis Funcional.

En cualquier caso, como toda otra teoria matematica, el Analisis Funcional surge de
la necesidad de encontrar nuevas técnicas para abordar una serie de problemas que los
métodos tradicionales no podian resolver. De ellos principalmente trataran estas notas,
en las que intentaré mostrar algunas de las raices en las que se sustenta esta parte de las
Matematicas.

Al final se incluye una Bibliografia sucinta. El lector interesado puede encontrar en
[BK], [M] y, sobre todo, en [D1] una relacién muy completa de referencias bibliogréficas.

Ya desde el comienzo del Calculo Diferencial fue poniéndose de manifiesto la conve-
niencia de considerar conjuntos cuyos elementos, a diferencia de lo que sucede en el Analisis

clasico, no son puntos del espacio euclideo ordinario, sino funciones. Y éste es el origen
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mismo del nombre de Anélisis Funcional: el estudio de los “Espacios Funcionales”, es de-
cir, conjuntos formados por funciones, dotados de determinadas estructuras que permiten
realizar en ellos gran parte de las operaciones habituales del Andlisis (limite de sucesiones,
continuidad de funciones sobre ellos, etc.). Si se tiene en cuenta que la nocién de funcién
arbitraria, tal como hoy la entendemos, no aparece claramente hasta mediados del pasado
siglo, podremos darnos cuenta facilmente de lo novedosas que son las ideas que llegan a
configurar las nociones del Analisis Funcional.

Sin embargo, no hay duda de que se pueden encontrar antecedentes claros del modo
de hacer del Analisis Funcional desde el mismo comienzo del Célculo Diferencial, pues el
estudio de las Ecuaciones Diferenciales lleva inmediatamente a la necesidad de considerar
el conjunto de las soluciones y, eventualmente, al estudio de sus propiedades. En este
sentido puede entenderse, por ejemplo, el famoso “principio de superposicion”, enunciado
por Daniel Bernouilli en torno a 1750, que afirma que la forma mas general que puede
tomar una cuerda homogénea de longitud 7, mantenida en tensién y sometida a vibracién
en un plano, puede obtenerse como “superposicion” de las posiciones mas sencillas que
puede adoptar. Teniendo en cuenta que, para pequenas vibraciones, la posicién u(z,t) que
ocupa el punto de abscisa x de la cuerda en el instante t viene dada, aproximadamente,

por la solucién general de la ecuacion diferencial

0’u  0%u du
2 = ErEk con u(z,0) = p(x), a(%o) = ¢(z), 1

donde ¢ y ¢ son la posicion y velocidad iniciales de la cuerda, el principio de superposicién

establece que la solucién general de (1) se puede escribir en la forma

o0
u(x,t) = Z apsen nx cosn(t — by),
n=1
para elecciones adecuadas de a,, y b,. En terminologia actual, esto significa que el conjunto
de soluciones de (1) es un espacio vectorial, cerrado para alguna topologia, generado por

una familia numerable de funciones.
2.- El paso de lo finito a lo infinito: Sistemas de infinitas ecuaciones lineales.

Como ya hemos dicho, uno de los rasgos distintivos del Analisis Funcional es la alge-
brizacion del Anélisis. Los métodos algebraicos se han desarrollado casi siempre antes que
los analiticos y, al considerar esencialmente conjuntos finitos, suelen ser mas faciles de usar.

Por ello, una idea reiteradamente utilizada por los analistas ha sido la de considerar las
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ecuaciones funcionales como casos limites de ecuaciones algebraicas, cuya solucion es mas
sencilla. Asi, por ejemplo, la deduccién que hace D. Bernouilli en 1750 de la solucion gene-
ral de la cuerda vibrante, se basa en sustituir la cuerda por n masas puntuales, calcular la
posicién general del sistema a lo largo del tiempo, y hacer tender formalmente n a infinito.
El descubrimiento por D’Alembert de la ecuacion diferencial que rige el movimiento y el
desarrollo de las técnicas analiticas, relegé el método de Bernouilli a un segundo plano.
Sin embargo, la idea persistié y tuvo una influencia decisiva en los trabajos sobre Fisica
de Lagrange y, sobre todo, de Fourier, para la obtencién de las ecuaciones diferenciales
que controlan los fenémenos de transmision del calor. Al mismo tiempo, esta idea del
paso de lo finito a lo infinito, fue sistematicamente utilizada por Fourier para la obtencién
concreta de soluciones. Pero mejor serd ilustrar el método con un ejemplo, de los muchos
que aparecen en La théorie analytique de la chaleur (1822): Consideremos el problema de

encontrar una solucién de la ecuacion diferencial

0%u n 0%u —0 .
ox2  Oy?
en el dominio z > 0, —5 < y < 3, que sea igual a 1 para x = 0 y se anule para
y=—%, y =735,y para x tendiendo a co. Se trata de un modelo matemdtico de la

temperatura estacionaria en el interior de una placa infinita de forma rectangular, cuyos
bordes se mantienen a la temperatura prefijada.

Para resolver este problema, Fourier utiliza su método favorito de separacion de varia-
bles (ya empleado por D’Alembert y Bernouilli con anterioridad): Tratemos de encontrar
soluciones de la forma u(z,y) = v(z)w(y). Sustituyendo en la ecuacién (x), resulta que ha

de cumplirse
V(@) w(y)
v(z) w(y)

Como el primer miembro depende sélo de = y el segundo de y, s6lo pueden ser iguales si

ambos son una constante A\. Obtenemos asi dos ecuaciones diferenciales ordinarias, faciles

“

de resolver. Pero Fourier es mas directo y, simplemente, dice vemos que podemos
tomar v(z) = e™® y w(y) = cosny.” Sustituyendo en (*), se obtiene m? = n?(= \). De la
condicion (iii), resulta m < 0, y de la (ii) que n = (2k — 1) (k € N) y m = —n. Asi pues,
las funciones

up(z,y) = e~ PPV co5(2k — 1)y (k € N),
satisfacen todas las condiciones, salvo la (i). Retomando el “principio de superposicion”,
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Fourier trata entonces de buscar una soluciéon como “superposicion” de las anteriores, es

decir, de la forma

U(.T, y) = Z anun(sc, y);
n=1

para unos coeficientes (a, ) adecuados. Para determinar estos coeficientes, Fourier utiliza

la condicién (i), obteniendo

™

oo
T
1= a,cos(2n — 1)y, T ey<
n_la cos(2n — 1)y, para 5 <Y<y

A continuacion, emplea formalmente el método habitual de eliminaciéon de parametros,

derivando la serie término a término y haciendo y = 0, lo que le conduce a las ecuaciones

Q.

3
I
H

(2n — 1)%a,.

N
Il
MR

(2n — 1)*a,,.

S
I
=

esto es, un sistema de infinitas ecuaciones lineales con infinitas incégnitas. Para resolverlo

Fourier propone truncar el sistema, considerando sélo las n primeras ecuaciones con n

incégnitas, que resuelve, obteniendo las soluciones agn),aén) a\™. Finalmente, ha-

ciendo tender n a infinito, obtiene el “verdadero valor” aj = lim,, .~ algn), para cada k,

g0 e ey

resultando
4 (—1)k1

T 2k —1

Obviamente, se pueden poner serias objeciones al proceder de Fourier: Deriva término

ap —

a término una serie, cuando sabemos que, en general, este proceso no es correcto. De
hecho, cuando se sustituyen los valores calculados para aj en el sistema (2), las series
resultantes son divergentes (a partir de la segunda). El mismo Fourier no parece estar
muy convencido de la correccién del método empleado, pues anade: “Como estos resultados
parecen desviarse de las consecuencias ordinarias del cdlculo, es necesario examinarlos con
cuidado e interpretarlos en su verdadero sentido”. Y prueba directamente que la suma de la

serie obtenida para x = 0 es constante e igual a 1 en el intervalo senalado (primera vez que
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aparece explicitamente el concepto de campo de convergencia de una serie). Finalmente,
afirma que la serie obtenida para u es solucién del problema de contorno propuesto.

Incidentalmente, hay que decir que la postura de Fourier sobre la nocién de conver-
gencia de una serie funcional, es muy novedosa para la época, ya que a lo largo del siglo
XVIII, los matematicos habian utilizado las series sin ninguna restriccién, operando con
ellas como si fueran polinomios. Sin embargo, Fourier no disponia de criterios para ase-
gurar la convergencia, por lo que, con gran habilidad, haciendo uso de su conocimiento de
resultados previos en sumacion de series numeéricas, tuvo en cada caso que calcular la suma
de los m primeros términos de cada serie directamente. El avance sustancial en este campo
iba a venir de manos de Cauchy, quien iba a desarrollar una serie de criterios generales de
convergencia, basados en el llamado “criterio de Cauchy” (enunciado poco antes, en 1817,
por B. Bolzano en un importante, pero muy poco conocido trabajo, publicado en las Actas
de la Real Sociedad Cientifica de Bohemia.)

Aparte de las objeciones formales, el método de truncamiento de Fourier fue muy
importante en relacién con el problema de resolver sistemas de infinitas ecuaciones lineales
y resulté muy fecundo para la teoria, como reconocié un siglo mas tarde F. Riesz, quien le
dio el nombre de principio de las reducidas. Este principio puede entenderse como un paso
“de lo finito a lo infinito” y resultara también, convenientemente modificado, muy 1til en
la teoria de las ecuaciones integrales, como veremos mas adelante.

Hay que hacer notar que el método de truncamiento usado por Fourier para resolver

el sistema (2), no siempre conduce a una solucién, como muestra el ejemplo

1 +ro+a3+...=1
To+x3+...=1
cuyas soluciones truncadas son (0,0,...,1), que convergen a la ”solucién” x; = 0, para

todo 7 € N, resultado obviamente falso.
Después de Fourier, los sistemas de infinitas ecuaciones lineales no fueron estudiados
en los siguientes 50 anos, pero a partir de 1870 volvieron a aparecer en relacién con dis-

tintos problemas algebraicos y analiticos, estos dltimos motivados fundamentalmente por

oo

ne1 Gnl, de determinadas ecuaciones diferen-

la bisqueda de soluciones del tipo u =

ciales. Durante el ultimo tercio del siglo XIX se hicieron diversos intentos para resolver
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los sistemas lineales de infinitas ecuaciones con infinitas incégnitas (Poincaré, 1895; Van
Koch, 1896, etc.), pero con un éxito discreto. Hubo que esperar a la publicacién de la
Memoria definitiva de F. Riesz Les systemes d’equations a une infinité d’inconnues (Paris,
1913), para conseguir una teoria satisfactoria. El punto fundamental es la clarificacién de

la nocién de solucion. Volveremos mas adelante sobre este tema.
3.- El Problema de Sturm-Liouville. El comienzo de la Teoria Espectral.

Los trabajos de Fourier influyeron decisivamente en el tratamiento posterior de las
ecuaciones diferenciales. El método de separacién de variables, aplicado a otras ecuaciones
diferenciales (en general no homogéneas), conduce al estudio de la ecuacién diferencial

ordinaria de segundo orden

Yy’ —q(x)y+ Ay =0, 3

donde A es un pardmetro complejo, g(z) es real, y la funcién incégnita es de clase 2 en un

intervalo [a, b] y satisface unas condiciones de contorno

ary(a) + 1y’ (a) = 0, asy(b) + B2y (b) = 0.

Ch. Sturm (1836) y J. Liouville (1837) desarrollaron una teoria general para abordar este
tipo de problemas (llamados desde entonces problemas de Sturm-Liouville). Los resultados
obtenidos tuvieron una gran influencia en el desarrollo posterior. La contribucion principal
de Sturm fue la demostracién de que el problema planteado solo tiene soluciéon para una
sucesién estrictamente creciente, (A, ), de valores reales del pardametro A (los autovalores del
problema), con lo que se sientan las bases de la moderna teoria espectral. Las propiedades
de ortogonalidad de las correspondientes autofunciones (u, ), llevaron a Liouville a tratar
de generalizar el desarrollo en serie de Fourier, y expresar cualquier funcién continua w

como una serie Y a,u, , donde
[ uuy,

-

(nétese la analogia con los coeficientes de Fourier). Liouville logra demostrar la conver-

Qn

gencia de la serie, siempre que la serie de Fourier de u sea convergente. Finalmente, la
demostracién de que la funcién U = > a,u,, coincide con u se reduce a probar que las rela-
ciones ff(U —u)u, = 0 para todo n, implican U = u (primera aparicién de la propiedad de
completitud de un sistema ortonormal), lo que solo logra demostrar Liouville bajo hipétesis

restrictivas. A lo largo de este estudio, aparece por primera vez una ecuacién integral de

6



Los Origenes del Analisis Funcional Fernando Bombal

sequnda especie (terminologia de Hilbert), es decir, en la que la funcién incégnita aparece
tanto dentro como fuera del signo integral. Asimismo, se obtienen tambien por primera
vez propiedades de las soluciones sin integracion explicita de las mismas.

Gran parte de los esfuerzos de los analistas del XIX, se dirigieron a tratar de extender
la teoria de Sturm-Liouville para distintos tipos de ecuaciones en derivadas parciales con

3 0 mas incognitas.
4.-El Calculo de Variaciones y el Problema de Dirichlet.

Probablemente los antecedentes mas claros del Analisis Funcional se pueden encontrar
en el Célculo de Variaciones. Con este nombre se conoce una serie de problemas en los que
se trata de maximizar o minimizar no ya una funcién real definida sobre un subconjunto

de R™, sino una expresién del tipo

siendo F' una funcién regular, y las “variables” ¢ un adecuado conjunto de curvas regu-
lares parametrizadas en [a, b]. Es en este contexto donde aparece primero la idea de campo
funcional, como conjunto de funciones admisibles, y la de distancia entre funciones. Con-

sideremos, por ejemplo, el problema de encontrar una funcién que minimice el funcional

cuando ¢ recorre el conjunto de “funciones admisibles” formado por las funciones de clase
2 sobre [a, b] que toman valores fijos en los extremos: p(a) = cy ¢(b) = d. Si ¢, minimiza
a (4), ha de ser J(¢) > J(¢,) para toda ¢ admisible. Parece natural considerar funciones

"préoximas” a ¢, las de la forma

pe(r) = po(z) + en(w), 5

con 7 de clase 2 y tal que n(a) = n(b) = 0. Es obvio entonces que la expresién H(€) = J ()
debe tener un mimino en € = 0, luego 0H/0¢|__, = 0, para todo 1 (en lenguaje actual,

la derivada de Gateaux de J es 0 en ¢,). Tras una integracién por partes, se obtiene la

d <8F)_8F' ;

famosa Ecuacion de Euler:

dz \d¢') ¢
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Habitualmente, por la naturaleza del problema concreto estudiado, se podi a establecer a
priori la existencia de una soluciéon admisible, que, por tanto, habia que buscar entre las
soluciones de la ecuacién diferencial (6).

En el caso general, para estudiar problemas de extremos de funcionales de la forma
(4), se solia razonar por analogia al caso de funciones reales. Asi, por ejemplo, se solia
admitir como evidente que si F' estaba acotada, J alcanzaba su mdximo o minimo en
alguna funcion admisible. Sin embargo, el programa de rigorizacién del Analisis iniciado
por Weierstrass, puso pronto de manifiesto la debilidad de estos argumentos. Asi, por

ejemplo, tratemos de minimizar la expresion

ﬂmz/u%va 7

—1
entre las funciones ¢ de clase 1 en [-1,1], tales que p(—1) = a # b = ¢(1) (Weierstrass,
1870). Para cada € > 0, la funcién

1 arctan(z/e)

pe() = %(a +b)+ 5(6 —a) arctan(1/e)

es admisible y cumple que lim. g J(¢.) = 0, luego inf J(¢) = 0. Pero si p € C1([-1,1])
es tal que J(¢) = 0, de la continuidad de ¢’ resulta que ha de ser ¢’ =0 en [—1,1], y por
tanto ¢ es constante. Asi pues, jno hay ninguna funcién admisible en donde J alcance su
minimo!

Ademas de sus aplicaciones geométricas y fisicas, el Célculo de Variaciones esta
intimamente ligado a uno de los problemas mas importantes del Analisis del siglo XIX: el
llamado Problema de Dirichlet. Este problema (para la ecuacién de Laplace) consiste en
encontrar una funcién w, arménica en un dominio €2 (del plano, por ejemplo; e.d., verifi-
cando Au = % + giy% = 0 en ), que toma valores prefijados en la frontera I' de Q. Este
problema y su analogo en 3 o mas variables, esta relacionado con multitud de problemas
fisicos (calculo de potenciales, etc.) y matemaéticos, y a lo largo del siglo XIX se hicieron
muchos intentos para solucionarlo. Citemos, por ejemplo, la conocida férmula de Poisson,
que resuelve el problema cuando €2 es el disco unidad y los valores frontera son suficiente-
mente regulares. Pero el método que nos interesa destacar ahora es el llamado Principio
de Dirichlet, segin el cual la solucién del problema es la funcién u tal que su restriccion a

I" es el valor prefijado, digamos f, y hace mimina la llamada integral de Dirichlet:

o) = [ [ G0+ (G| avay e
8
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en el conjunto F = {v € C(Q)NCHQ) : v |r= f y D(v) < oo}. En efecto, si eviste u € F
que hace minima a D sobre F, y ademds u es de clase 2 en 2, la ecuacion de Euler implica
entonces que Au = 0 en ).

Este principio fue ya utilizado por Gauss en relacién con problemas de determinacién
de funciones analiticas en 1839, y posteriormente por Lord Kelvin en 1847, en conexién
con la teoria del potencial. El nombre de principio de Dirichlet fue dado por Riemann,
quien lo us6 en sus importantes trabajos sobre funciones holomorfas y abelianas. La
trascendencia de estos resultados, contribuyé decisivamente a la popularizacién entre la
comunidad matematica del principio en cuestién. Puesto que en este caso la funcién
subintegrando en (8) es siempre > 0, para Riemann era evidente que D alcanzaba su
mi nimo en F. Sin embargo, pronto se pusieron en evidencia los defectos del argumento
utilizado. Asi, por ejemplo, F. Prym di6é en 1871 un ejemplo de una funcién continua sobre
la circunferencia unidad que no se puede prolongar a una funcién v, continua sobre el disco
unidad, de modo que la integral (8) sea finita. jEsto prueba que el conjunto F puede ser
vacio, aunque, como en este caso, el problema de Dirichlet tenga solucién!. Sin embargo,
Poincaré probo que, para poder resolver el problema de Dirichlet, se podia suponer siempre
que la funcién f prefijada era de clase 2 y estaba definida en un entorno de 2.

Asi pues, bajo condiciones “razonables”, la mayor dificultad en la demostracién del
principio de Dirichlet, estriba en probar que el minimo de (8) se alcanza en alguna funcion
admisible. (Por otro lado, la necesidad de imponer alguna restriccién a la frontera del do-
minio, fue puesta en evidencia por los ejemplos de problemas de Dirichlet insolubles dados
por Zaremba (1911) y Lebesgue (1912). Este ltimo ejemplo es especialmente contundente,
pues el dominio en cuestién (el interior de la esfera de radio 1 en R3, que queda fuera de

la “espina de Lebesgue” ,
1
(@ +9y*)"? =exp(—-), 2>0),

es homeomorfo a una bola).

Los esfuerzos de Weierstrass y su escuela (Du Bois-Reymond, Zaremba, etc.) consi-
guieron fundamentar rigurosamente la mayor parte de los resultados y argumentos clasicos
del Célculo de Variaciones, salvo el principio general de existencia de extremo. Desde nues-
tra perspectiva, este fallo es perfectamente comprensible: los teoremas generales que impli-
can la existencia de extremos de una funcién real (continua), estan basados en la nocién de

compacidad. De hecho, la primera demostracion rigurosa del principio de Dirichlet, dada
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por Hilbert alrededor de 1900, se basa en la posibilidad de extraer una subsucesién uni-
formemente convergente de una sucesion (u,) C F tal que (D(uy,)) \, inf{D(v) : v € F}.
Para ello, Hilbert tuvo que redescubrir una versién del que puede considerarse uno de los
primeros teoremas del Andlisis Funcional: el teorema de Ascoli-Arzeld.

Uno de los primeros problemas planteados con la rigorizacion del Analisis, fue estudiar
condiciones bajo las cuales el limite (puntual) de una sucesién de funciones, conserva las
buenas propiedades que pudieran tener las funciones de la sucesién (continuidad, derivabili-
dad, etc.) Los primeros intentos en esta direccién, consistieron en imponer condiciones més
restrictivas sobre la forma de converger de la sucesion. Asi surgié la nocién de convergencia
uniforme (Weierstrass, 1841; Stokes, 1847; Von Seidel, 1848; Cauchy, 1853). La postura
de los italianos Dini, Ascoli y Arzeld, fue radicalmente diferente. En lugar de modificar la
nocién de convergencia empleada, dieron una condicién general sobre el conjunto formado
por la sucesién de funciones (la equicontinuidad: Ascoli, 1883), de tal modo que el limite
puntual es necesariamente continuo. Los trabajos posteriores permitieron demostrar que
toda sucesion equicontinua de funciones acotadas sobre un cerrado y acotado de R™, posee
una subsucesion uniformemente convergente, extendiendo asi el clasico teorema de Bolzano
para conjuntos acotados de R a conjuntos de funciones. Una versién de este teorema de
compacidad en espacios funcionales es la que redescubrié Hilbert para su demostracién del

Principio de Dirichlet.

5.- Las ecuaciones integrales y su influencia en el desarrollo del Analisis Fun-

cional.

El ejemplo mas representativo y, probablemente, més influyente en el establecimiento
del Analisis Funcional, es el de las Ecuaciones Integrales. A lo largo del siglo XIX se
habian planteado algunas ecuaciones integrales especiales, habitualmente en relacién con

cuestiones de la Fisica. Asi, por ejemplo, Abel habia resuelto en 1823 la ecuacion

)
f@) = [ 2y
relacionada con la tautocrona. Este es un ejemplo de ecuacion integral de primera especie
en notacién de Hilbert, ya que la funcién incégnita ¢(z) aparece sélo bajo el signo integral.
Otra importante clase de ecuaciones integrales aparece en relacion con el llamado método
de Beer-Neumann para la soluciéon del problema de Dirichlet. En efecto, en 1865 A. Beer

interpreta el problema de Dirichlet como la obtencién del potencial correspondiente a una

capa de “dipolos” normal en cada punto a la superficie I' del dominio € (véase la Seccién
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4), reduciendo el problema al cdlculo de una funcién de densidad o sobre I' adecuada. Si

I' es suficientemente regular, o debe verificar una ecuacién del tipo

b
a@%ﬁ/k@wwwMy=ﬂ@, 9

siendo k£ un nicleo continuo y simétrico, y f la funciéon dada sobre I'. Esta es una ecuacion
integral de sequnda especie, pues la incégnita aparece tanto dentro como fuera de la integral.
Si consideramos la integral como un operador sobre un cierto espacio funcional, la

ecuacién (9) toma la forma

(I+ K)o =/,

cuya solucién formal es
oc=(I+K) 'f=f-Kf+Kf-Kf+...

Aplicando esta idea, Beer utiliza el “método de las aproximaciones sucesivas”, definiendo
inductivamente o, = f, y 0, = (—K)o,—1 = (—K)"f. Si la serie Y >~ 0, converge
en algin buen sentido a una funcién o, ésta es la soluciéon. Pero Beer no pudo probar
la convergencia. C. Neumann utilizé la misma idea en 1877, obteniendo algunos éxitos
parciales para dominios converos y acotados.

Fue en 1888 cuando P. du Bois-Reymond sugirié el nombre de ecuaciones integrales
para designar este tipo de problemas, y propuso desarrollar una teoria general de tales
ecuaciones como método alternativo para resolver problemas de ecuaciones diferenciales.

Los primeros resultados generales en esta direccién, fueron obtenidos por J.M. Le
Roux (1894) y V. Volterra (1896). Ambos establecieron teoremas de existencia y unicidad

para ecuaciones del tipo
f@)+ [ 070 d = g(a),

mediante hipdtesis adecuadas sobre el ntcleo k. Los resultados son muy similares, pero
el trabajo de Volterra tuvo una mayor influencia posterior, al destacar las propiedades
algebraicas del operador, lo que le permite obtener la solucién en términos de una nueva
ecuacién integral de segunda especie, cuyo ntcleo (nicleo resolvente) viene dado por la
suma de la serie de nucleos iterados. Al final de una de las notas de Volterra, se hace notar
la semejanza de la ecuacion integral considerada con un sistema de ecuaciones lineales con

matriz de coeficientes triangular (sustituyendo la integral por sus sumas de Riemann.).

11
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Esta aparentemente inocua observacion, iba a influir decisivamente en el trabajo funda-
mental de Fredholm.

I. Fredholm, estudiante de Mittag-Leffler y més tarde su colega en Estocolmo, realizé
una visita a Paris en 1899, entrando en contacto con Poincaré y otros famosos matematicos
de la época. En 1900 publicé una nota, titulada Sur une nouvelle méthode pour la reso-
lution du probleme de Dirichlet, completada dos anos mas tarde por un articulo en Acta
Mathematica, que iban a provocar un gran impacto en la Comunidad Matematica. Como
indica el nombre de la nota de 1900, la intencién original de Fredholm es dar un nuevo
método de resolucion del problema de Dirichlet. Para ello, considera el método de Beer-
Neumann y trata de resolver la ecuacion integral (9). Siguiendo a Poincaré, introduce un

parametro complejo A\ y escribe la ecuacion de la forma

b
(@) +/\/ k(2. ) (£) dt = g(x), 10

para estudiar las propiedades de la solucion en funcién de A\. A partir de aqui, menciona
brevemente la analogia de (10) con un sistema lineal, y empieza a escribir sus férmulas de
“determinantes”. Fue posteriormente, en una conferencia dada en 1909, cuando Fredholm
reconoci6 la gran influencia que tuvo la nota de Volterra en su trabajo. Podemos intentar
reconstruir el argumento seguido por Fredholm.

En primer lugar, reemplacemos la ecuacion (10) por las sumas de Riemann asociadas

a una particién del intervalo [a,b] en n partes iguales a < y; < ... <y, =b:

f(y;

yJ —g(yj) 1<j<n. 11

A continuacién, escribamos el determinante del sistema como suma de menores principales,

utilizando una férmula debida a Von Koch:

b— (YkisYke)  EWhy» Yko)
1 + )\— k ’ _|_ >\2 19 1 17 2
Z Yi yz 2' 2 Z ‘ ykg , yk1 k(ykz ’ yk2>

Si ahora hacemos tender n a infinito, formalmente las sumas se convierten en inte-

grales, y obtenemos lo que Fredholm llama el ”determinante” del ntcleo:

A()\):1+>\/abkssds+—// < )d51d52+

2 <31 Sg - Sn) = det(k;ij)7 siendo k;; = k(Siatj)'

donde
ty ty et

12
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Fredholm escribe a continuacién el “primer menor” D(x,y, A), usando el mismo método de
paso al limite formal en el sistema lineal, y prueba que ambas series asi definidas convergen
uniformemente en cada compacto de C. En particular, A es una funcién entera. Por tanto,
sus ceros son aislados y a lo méas existen en cantidad numerable. En completa analogia
con la teoria de sistemas de ecuaciones lineales, prueba a continuacién:

(I) Si A(X,) # 0, la ecuacién (10) tiene una solucién tnica

f = (I - )\OR)\O)ga

donde R, es el operador integral con niucleo
D(z,y, o)
(@, y,Ao) = AN
Ademads, si la ecuacién homogénea asociada a (10) s6lo tiene la solucién trivial para A = A,
entonces necesariamente A(\,) # 0, y por tanto existe en este caso solucién dnica de (10)
para cada g continua.

Como consecuencia del principio del méaximo de funciones armoénicas, resulta que el
problema de Dirichlet tiene como tnica soluciéon v = 0 cuando el valor en I' es 0. De ello
deduce Fredholm inmediatamente que el problema de Dirichlet tiene solucion unica para
todo dominio £ acotado del plano, con frontera suficientemente reqular.

En el articulo de Acta Mathematica de 1903, Fredholm completé los resultados
obtenidos, probando:

(IT) La ecuacién (10) tiene solucién tnica, para cada funcién continua g, si y sélo si la
ecuaciéon homogénea posee solamente la solucién trivial. Esto sucede siy sélo si A(X) # 0.

Ademds, si A es un cero de orden m de A, la ecuacién homogénea asociada a (10) tiene

exactamente m soluciones linealmente independientes. En este caso, (10) tiene solucién si

y solo si g satisface la “condicién de ortogonalidad”

b
/ g(x)h(z)dxr =0

para toda solucién h de la “ecuacién transpuesta” homogénea

b
)+ A [ k(g 2)h(y) dy =0,
a
lo que supone una analogia total con la teoria de los sistemas de ecuaciones lineales.
La elegancia y potencia de los resultados de Fredholm causaron un profundo impacto,
poniendo la teoria de ecuaciones integrales en el centro de interés de los matematicos
contemporaneos. Estos resultados supusieron el punto de partida de la moderna teoria

espectral e influyeron decisivamente en el desarrollo posterior del Analisis Funcional.

13
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6.- La contribucién de Hilbert. El establecimiento del Analisis Funcional.

Los sensacionales resultados de Fredholm se extendieron rapidamente. En el invierno
de 1900-1901 E. Holgrem expone estos resultados en Gottingen, en el Seminario de Hilbert,
quien se interesé vivamente por el tema y entre 1904 y 1910 publico seis articulos sobre el
Ecuaciones Integrales en el Gottingen Nachrichten, que fueron posteriormente reunidos en
forma de libro, en 1912. El libro contiene también numerosas aplicaciones matematicas y
fisicas. En él aparecen nociones y directrices novedosas que posteriormente, en manos de
matematicos como E.Schmidt y F. Riesz, van a convertirse en los fundamentos del Analisis
Funcional.

El primer articulo de Hilbert se refiere a la Ecuacién Integral (10) con niicleo continuo y
simétrico, es decir, k(x,y) = k(y,z). Reemplazando la integral por las sumas de Riemann,
Hilbert obtiene de (10) el sistema (11), que resuelve en forma de cociente de determinantes.
Haciendo despues tender n a infinito, se obtiene de esta manera la férmula probada por
Fredholm. Pero Hilbert llega mas lejos. En efecto, el andlisis del sistema (11) le lleva a

introducir las formas cuadraticas

n n

Qn(x) = Z Z K(x;,xj)xix;,
i=1 j=1

y su posterior reduccion a sus ejes principales. A continuacién, utilizando la misma idea del
paso de lo finito a lo infinito, demuestra que el paso al limite cuando n +— oo, funciona, y le
permite obtener al menos un autovalor (en términos modernos, el inverso de un autovalor)
de la E.I. (10), probar la ortogonalidad de las autofunciones 1, y ¥,,, correspondientes a
autovalores distintos y la generalizacion del teorema de reduccién a los ejes principales de
una cudadrica:

oo

/ / ) (@) didy = S 5= (Fotbn) () 12

n=1
donde )
(Fm) = [ 16buls) ds

son los “coeficientes de Fourier” de la funcién f respecto al sistema ortogonal normalizado
(Vn)y (Vntm) = dpm v €l segundo miembro de (12) converge uniformemente cuando f y
g varian, satisfaciendo la condicion f; f? <1, f: g < 1 (primera aparicién de la “bola

unidad en el espacio de Hilbert”.)
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También traté Hilbert de extender estos resultados para nicleos menos regulares,
pero la solucién completa no se lograria hasta el descubrimiento del llamado “Teorema de
Fischer-Riesz” en 1907.

Hilbert demostré también que toda funcién de la forma

b
o(z) = / k(e.y)f(y)dy  (f contimua),

tenia un desarrollo en serie de autofunciones

o0

g(x) = 2(9’ V)P (),

n=1
absoluta y uniformemente convergente, lo que permitié abordar la resolucién de (10), via la
representaciéon (12). La validez de este desarrollo para toda funcion continua fue probada
por uno de los mejores discipulos de Hilbert, E. Schmidt, en su Tesis (1905).

Los trabajos segundo y tercero de Hilbert sobre Ecuaciones lintegrales se dedican a
aplicar los resultados a distintos problemas de contorno en ecuaciones diferenciales y a la
teoria de Sturm-Liouville.

El articulo cuarto es uno de los mas apreciados de Hilbert. En él aparece claramente
el espiritu actual del Anélisis Funcional y la Teoria Espectral. En efecto, en este articulo
Hilbert da un salto cualitativo: abandona deliberadamente el marco de las ecuaciones
integrales y trata de crear una teoria general de formas bilineales y cuadraticas de infinitas
variables que es aplicable en particular al estudio de E.I. En efecto, Hilbert introduce la

nocién de “sistema ortogonal completo de funciones” como una sucesion (1,,) de funciones

continuas en [a,b] tal que (Vn, V) = dpm y que cumple la “relacién de completitud”
siguiente:
(£.9) = D (£, ) (9, 9n).
n=1

para todo par de funciones continuas f y g. Si (¢,) es uno de tales sistemas (p.e., el
sistema trigonométrico), y f es una solucién de (10) con A = 1, entonces si consideramos

los “coeficientes de Fourier”

b b
Fipg = / / k(e g (@)0g(g) dedy, by = (9.00) 25 = (f 1),

los (x,) satisfacen el sistema infinito

xp—i—kanxn:bp (p=1,2,...) 14

n=1
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De la desigualdad de Bessel resulta que > Y k2, < oo, > b2 < coy >, z, < oo.

Reciprocamente, si (z,) satisface ) 22 < oo y es solucién de (14), la serie

o0 b
> [ ke w)n(o)dy

converge absoluta y uniformemente, y define por tanto una funcién continua u(zx). Es
inmediato que la funcién f = g — u satisface (f,v,) = x, y, de la completitud del sistema
(1), resulta que f es solucién de (10).

A partir de aqui, Hilbert abandona deliberadamente el punto de vista de las Ecuaciones

Integrales para concentrarse en el estudio de la forma cuadratica general

Qx) = Z Z kpqxptq (kpg = kgp),

p=1g=1

donde Y>° 22 < co. La forma cuadrdtica es “completamente continua” si

lim Q,(x) = Q(z),

n—oo

uniformemente para todos los x = (z,,) tales que > 2 22 <1, donde

n n
Qn(z) = Z Z Kpqptq-

p=1qg=1
(Nétese que esta condiciéon permite asegurar el éxito del método de truncamiento de
Fourier, siempre que las soluciones parciales obtenidas tengan normas en ¢, uniformemente

acotadas, en lenguaje actual).

Es obvio que el espacio real 5 de las sucesiones (x,,) de nimeros reales de cuadrado
sumable, estd implicito en todos estos desarrollos. Més ain, por analogia con la norma

eucli dea en R, Hilbert introduce en ¢y la distancia

- 1/2
d(z,y) = (Z(mn - yn)2> 5

n=1

y extiende, para funciones escalares sobre /5, las nociones de continuidad, limites, etc.
Réapidamente aparece el hecho crucial de que no se cumple el analogo del teorema de
Bolzano-Weierstrass en la “bola unidad” de /5, lo que lleva a Hilbert a considerar el

equivalente a la nocién actual de “topologia débil” en f5, y prueba su famoso principio

16



Los Origenes del Analisis Funcional Fernando Bombal

de eleccion, que permite extraer de cada sucesién acotada en f5 una subsucesion conver-
gente “débilmente”. Hilbert generaliza en este contexto las transformaciones ortogonales
y prueba que toda forma cuadratica completamente continua puede reducirse a sus ejes

por una transformacién ortogonal:
o0
Qx) = Z A2,
n=1

Ademéds, en el caso completamente continuo, Hilbert probé que el sistema infinito (14) se
comporta exactamente igual que los sistemas lineales con un ntimero finito de incégnitas:
O bien el sistema homogéneo tiene como tnica solucién la trivial, en cuyo caso (14) tiene
solucién tnica para cada b = (b,) € {2, o bien el sistema homogéneo tiene un nimero
finito de soluciones linealmente independientes, en cuyo caso el sistema transpuesto tiene
el mismo nimero de soluciones linealmente independientes y (14) tiene solucién si y sélo
si b = (bp) es ortogonal a todas las soluciones del sistema transpuesto.

Hilbert tambien consideré el caso de formas cuadraticas no necesariamente completa-
mente continuas, sino simplemente continuas (o equivalentemente, acotadas sobre la bola
unidad) e incluso formas no acotadas, estableciendo asi el germen de la moderna teoria es-
pectral. De hecho, en el trabajo de Hilbert aparecen ya (en términos de la forma cuadratica
asociada) algunas de las clases mds importantes de operadores (de Hilbert-Schmidt, nu-
cleares, etc.), aunque la formulacién moderna en lenguaje de operadores lineales, en lugar
de formas cuadréticas, se debe a F. Riesz (véase la préxima seccion.)

Es evidente, con una perspectiva actual, que estos resultados estan prefigurando la
teoria de los espacios de Hilbert en su version canodnica de espacio £5. Por otro lado, en
1906 aparece también la famosa Tesis Doctoral de M. Fréchet “Sur quelques points du
calcul fonctionnel”, que tuvo una tremenda influencia, tanto para el desarrollo del Analisis
Funcional como para el de la Topologia. En su Tesis, Fréchet introduce la nocién abstracta
de distancia en un conjunto, lo que permite extender las nociones habituales de entornos,
limites, continuidad, etc. en conjuntos abstractos. Tambien introdujo Fréchet las nociones
de compacidad, completitud y separabilidad, y las estudio en distintos espacios funcionales
(C([a,b]), H(D), B([a,b]), etc.), mostrando la importancia de las mismas.

Estas ideas topolédgicas se difundieron rapidamente. No es extrano, pues, que se
intentaran aplicar en el contexto de los importantes trabajos desarrollados por Hilbert.
Este programa fue llevado a cabo por el mismo Fréchet y uno de los mejores discipulos

de Hilbert: E. Schmidt quien, en un articulo publicado en 1908, definié el “espacio de
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dimensién infinita” ¢, con las nociones actuales de producto escalar, norma, ortogonali-
dad, etc. Introdujo también el lenguaje geométrico moderno, probando el teorema de la
proyeccion ortogonal y el proceso de ortogonalizacién que lleva su nombre. Este lenguaje

geométrico le permitié abordar el sistema de ecuaciones lineales mas general posible en /5:

oo
(ap,x) = Z apnTn =¢p (p=1,2,...),
n=1

siendo a, = (apn) € ¢2. La manera de resolver este problema, recuerda el método empleado
por Fourier para resolver problemas concretos analogos (véase Seccion 3): Primero Schmidt
“trunca” el sistema y, utilizando la proyeccién ortogonal, obtiene una solucién x,,, de norma

minima del sistema truncado

(ap,z) =¢cp, (p=1,2,...,m).

Si esas soluciones tienen normas uniformemente acotadas, el “principio de eleccion” de-
mostrado por Hilbert (es decir, la compacidad débil de la bola unidad de ¢5), le permite ex-
traer una subsucesion que converge a una solucion del problema. Esta resulta ser condicion
necesaria y suficiente, y puede reformularse (lo que hace Schmidt) en términos de los datos
del problema, lo que permite su soluciéon completa y elegante. Como veremos méas adelante,
este argumento se va a repetir en diferentes contextos. La busqueda de resultados analogos
al “principio de eleccién” de Hilbert en otros espacios normados va a ir conformando la
idea general de la topologia débil y las técnicas de dualidad.

Otros dos jévenes matematicos, E. Fischer y F. Riesz, también compartieron esta
visién geométrica y topoldgica del espacio de Hilbert, lo que les llevé a descubrir (indepen-
dientemente) el llamado “teorema de Fischer-Riesz”, que a su vez establece una inesperada
relacién de estos temas con otro gran descubrimiento de la época: la Teoria de integracion
de Lebesgue. El teorema en cuestion establece que, fijado un sistema ortonormal completo
de funciones (¢,,), la aplicacién f — ((f,%n)),—, es un isomorfismo hilbertiano entre el
espacio La([a,b]) de las (clases de) funciones de cuadrado integrable Lebesgue sobre [a, b]
(que se define en estos trabajos), y el espacio de Hilbert 5. Como importante subproducto,
resulta que los resultados de Hilbert se pueden aplicar a cualquier ecuacién integral con
niicleo k € Lo([a, b]?), objetivo perseguido infructuosamente por distintos matematicos de
la época (Hadamard y Hilbert entre ellos.) Las consecuencias de este resultado estructural,

hicieron ver la importancia del nuevo Anélisis, y abrieron el camino hacia la introduccién
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de los espacios L, y ¢, por Riesz y, en definitiva, la aparicién de la nocién general de

espacio normado.
7.- Los anos decisivos. La aportacion de F. Riesz.

Probablemente, uno de los mayores responsables del desarrollo del Analisis Funcional,
tanto por la variedad de aplicaciones como por la profundidad y originalidad de sus con-
tribuciones, es el matemético hingaro Frédéric Riesz (1880-1956). Ya hemos comentado
el famoso teorema de Riesz-Fischer, descubierto independientemente por Fischer y Riesz
(a la sazén Profesor de Ensenanza Media en una pequena ciudad de Hungria) en 1907, y
que supuso la primera contribucion de Riesz en este campo. En el mismo ano, Fréchet y
Riesz, independientemente, obtienen la representacion de cualquier forma lineal continua

T sobre el espacio Lo en la forma

TU%%ﬁmz/#wMWMx

para alguna g del mismo espacio.

Dos anos mas tarde, en 1909, Riesz resuelve completamente un problema abordado
por Hadamard y Fréchet en 1903 y 1904, probando que cualquier funcional lineal continuo
T sobre el espacio C([a,b]) de las funciones reales continuas sobre [a, b], puede escribirse

en forma de integral de Stieltjes:

b
ﬂﬁzfﬂmmw,

donde a es una funcion de variacion acotada. Como el mismo Riesz indica, la correspon-
dencia T' < « puede hacerse biyectiva, (imponiendo, por ejemplo, que « sea continua
a la derecha y a(a) = 0). Este el el famoso “teorema de representaciéon de Riesz”, que
tendria gran influencia en el desarrollo posterior de la teoria de la integracién abstracta.
Punto de partida de sucesivas generalizaciones por Radon y muchos otros, este teorema se
tomé como definicion basica en la “Teoria de medidas de Radon” desarrollada por el grupo
Bourbaki a mediados de los 40. Por otro lado, el teorema signific6 un paso importante
en la clarificaciéon de las ideas de dualidad, ya que es el primer ejemplo en el que el dual
topoldgico no puede identificarse con el espacio base (como sucedia con f3 y Lo).

En 1910, Riesz introduce los espacios L,, 1 < p < 0o, como generalizacién natural de

Ls. Se plantea Riesz la resoluciéon de un sistema de infinitas ecuaciones del tipo
b
/ fi(x)g(x)dz =¢; (i €1), 15
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donde las f; y los escalares ¢; son los datos, y se trata de encontrar una solucién g. Despues
de referirse a trabajos precedentes de Hilbert, Schmidt y Fisher, quienes consideraron el
caso f € Ly = Lo([a,b]), Riesz estudia el problema para una clase mas general de funciones
(no usé la palabra “espacio”), a saber, la clase ("Klasse”) de funciones f tales que | f |”
es integrable en sentido de Lebesgue, que denot6 por [LP] (p > 1). Riesz hace notar la
linealidad de esta clase. Para que el problema tenga siempre sentido, Riesz muestra que la
solucién g debe buscarse en la clase [L9], siendo ]% + % = 1. Para p = 2, Riesz hace notar
que sus resultados pueden deducirse de los de Schmidt (véase final de la Seccién 6), via el
teorema de Fischer-Riesz. Introduce la norma usual en estos espacios y, utilizando la idea
de Schmidt, logra probar la existencia de soluciones de norma minima de un niimero finito
de ecuaciones. Para seguir el paralelismo con el método de Schmidt, necesita probar un
“principio de eleccién” en L,([a,b]), lo que le lleva a introducir la nocién de convergencia

débil en la forma
(fn) = f < / fn(t)dt—>/ f(t)dt, Yx € [a,b).

(Posteriormente, Riesz prueba que esto es equivalente a que f fng converja a f fg, para
cada g de Ly([a,b])). De esta manera, aunque sin usar la palabra dual, Riesz establece
la dualidad Ly = Ly (py g conjugados) y prueba que toda sucesién en L, acotada en
norma, posee una subsucesién débilmente convergente a alguna funcién de L,. La condicién
necesaria y suficiente para que (15) tenga solucién, se traduce entonces, como en el caso
de Schmidt, en una condicién de acotacién uniforme de las normas de las soluciones de los
sistemas “truncados”, que, a su vez, puede expresarse en términos de los datos inicamente.

Esta idea se va a repetir varias veces en la obra de Riesz. Por ejemplo, es central en el
libro Les Systemes d’Equations Linéaires a une Infinité d’Inconnues, publicado por Riesz
en Paris en 1913, y que supone una contribucién fundamental al estudio de los sistemas

de infinitas ecuaciones lineales, con infinitas incognitas, de la forma
o0
g AinTn =c¢; (1=1,2,...), 16
n=1

donde a; = (a;n) € ¢, (precisamente se definen aqui estos espacios, por analogfa a los L,)
y la solucién z = (z,,) se busca en ¢4, con ¢ conjugado de p. La resolucién del problema
pasa tambien por un proceso de truncamiento, més un criterio de compacidad para alguna

topologia adecuada (en este caso, la topologia débil).
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Vemos pues que en la obra de Riesz se van conformando nociones bésicas del Analisis
Funcional, como son la nocién de norma, espacio dual, convergencia débil, etc. Pero no
acaba aqui el trabajo seminal de Riesz, ya que en un articulo fundamental sobre ecuaciones
funcionales lineales, publicado en 1918 en Acta Mathematica, Riesz crea su famosa teoria
de operadores compactos, versién lineal de gran parte de las nociones introducidas por
Hilbert en su 42 articulo sobre Ecuaciones Integrales, pero sin disponer de la herramienta
de la ortogonalidad y la geometria del espacio de Hilbert. Aunque el desarrollo de la teoria
lo hace Riesz en un espacio de Banach concreto, el espacio C([a,b]), él mismo senala que
ésto no es esencial, y los resultados son validos en otros espacios funcionales. De hecho,
toda la teoria se desarrolla en términos de la nocién de norma, cuyos axiomas se introducen

tambien en este trabajo, para el caso concreto de C(]a, b]).

A la vista de la dualidad entre L, (resp., £,) y Lq (resp., ¢;), los problemas (15) y
(16) pueden interpretarse también asi: Encontrar una forma lineal continua T que tome
los valores prefijados c; en los elementos dados f; (0 a;). Como ya dijimos, éste no fue el
punto de vista adoptado por Riesz, pero si el que, en conexién con el problema (16), tomé
el matematico austriaco E. Helly en 1912, quien obtuvo una nueva demostracion de los
resultados de Riesz. Helly particip6 en la Primera Guerra Mundial y fue hecho prisionero,
por lo que no volvié a la actividad investigadora hasta 1921. En su importante trabajo, dio
un salto cualitativo significativo, considerando en lugar de espacios concretos, “espacios
normados de sucesiones”, es decir subespacios vectoriales de CN dotados de una cierta
nocion de norma. En este marco abstracto, investigd las nociones geométricas ligadas a la
convexidad, y su relaciéon con la “norma”. Llevado por esta idea geométrica, introdujo un
cierto “dual” (el equivalente a lo que hoy se conoce como a-dual), y planteé por primera
vez el problema de la extensién de una forma lineal continua definida sobre un subespacio,
a todo el espacio, conservando su norma. La solucion general de este problema, en el marco

de un espacio normado completo abstracto, fue dada por Hahn en 1927.

Las contribuciones fundamentales a que nos hemos venido refiriendo, preparan el
camino para el desarrollo de una teoria general de espacios normados, funcionales y ope-
radores lineales entre ellos. Esto acontecié en la Tesis de S. Banach, defendida en 1920
y publicada dos anos despues en Fundamenta Mathematicae. En la Introduccién, Banach
declara su intencién de demostrar un serie de resultados validos en distintos “campos fun-
cionales”, para lo cual establece un conjunto de teoremas en un marco muy general que,

por especializacién, dan lugar a los distintos resultados buscados. El marco general en
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cuestion es precisamente lo que hoy conocemos como espacio normado completo. Banach
da la definicién axiomatica de espacio vectorial real, normado y completo y la Tesis con-
tiene, entre otros, el principio de acotacion uniforme y la forma general del principio de
contraccion en espacios métricos completos.

En 1922 se publica el libro Lecons d’Analyse Fonctionnelle, por P. Levy, alumno de
Hadamard, en donde por primera vez aparece el nombre de Andlisis Funcional. Con su

bautismo oficial, podemos considerar, pues, que termina el proceso fundacional.
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