Analisis de brotes epidémicos

ANA DE GARAY SELDAS

Prof. Ana Carpio
Universidad Complutense de Madrid

2018






Indice

1. Introduccién
2. Marco histérico-médico
3. Conceptos previos de ecuaciones diferenciales
4. El modelo epidémico SEIJR
4.1. Ecuaciones . . . . . . . . . ...
4.2. Puntos de equilibrio . . . . ... ... ... oL
4.3. Condiciones iniciales . . . . . .. ... ... ... ... ....
5. Resolucién numérica
6. Analisis de estabilidad
6.1. Modelo epidémico compartimental para una poblacién hete-
TOZEMEA .+ v v v v e e e e e e e e e e e e e
6.2. Ritmo reproductivo bésico . . . . . . . ... ... ... ..
6.3. Punto de equilibrio libre de enfermedad . . . . . ... .. ..
6.4. Punto de equilibrio endémico . . . . .. ... ... ... ...
6.5. Estabilidad del equilibrio endémico con difusién . . . . . . ..
6.6. Puntos de bifurcacién del equilibrio endémico del sistema sin
difusion . . . . . ..
6.7. Puntos de bifurcacién del equilibrio endémico del sistema con
difusiéon . . . . . .
7. Apéndice
Referencias

10
11

13

27

27
30
34
37
42

49

52

55

58






Abstract

A detailed explanation of an epidemiological mathematical paper ("Nu-
merical study of SARS epidemic model with the inclusion of diffusion in the
system”) is carried out. Theoretical background is provided when needed, as
well as its practical application to the case of study. Calculations, graphics
and numerical results are also included.

1. Introduccion

Este trabajo consiste en la explicacion detallada del articulo "Numerical
study of SARS epidemic model with the inclusion of diffusion in the system',
escrito en 2013 por Afia Naheed, Manmohan Singh y David Lucy, investi-
gadores de la facultad de Ingenieria y Ciencias Industriales en la Swinburne
University of Technology (Australia)[l]. En dicho articulo se lleva a cabo
un estudio numérico de un modelo de poblacién basado en la epidemia pro-
vocada en 2002 por el Sindrome Respiratorio Agudo Grave (conocido por
SARS, sus siglas en inglés). El modelo se basa en los datos acerca de la
enfermedad registrados en Toronto, Hong Kong y Singapur. Se considera un
modelo compartimental SEIJR por el cual la poblacién se divide, segin su
estado con respecto a la enfermedad, en susceptible (S), expuesta (E), infec-
tada (I), diagnosticada (J) y recuperada (R). Se analiza la transmision de
la enfermedad resolviendo numéricamente las ecuaciones diferenciales que
rigen el modelo, y se establece la estabilidad de las soluciones. Asimismo,
se incluye difusién en el sistema para observar los efectos que ésta tiene en
el desarrollo de la epidemia. Finalmente se estudian puntos de bifurcacion
para determinados parametros.

De cara a explicar el proceso desarrollado en el articulo, comenzamos
dando algunas nociones béasicas de ecuaciones diferenciales. A continuacion
desentramamos el planteamiento de las ecuaciones que gobiernan el modelo
propuesto, comentamos brevemente las diferencias entre las distintas con-
diciones iniciales empleadas y hallamos numéricamente las soluciones del
sistema con y sin difusion.

Tras ello, abordamos y sentamos las bases teéricas del concepto de ritmo
reproductivo basico (Rp), que se define como el nimero medio de infeccio-
nes secundarias producidas por un individuo infectado a lo largo de su vida.
Este es un elemento clave para los modelos epidemiologicos, dado que se
considera el umbral que determina cudndo una enfermedad puede invadir
una poblacién y persistir (sucedera si Ry > 1). Calculamos cudl es el ritmo
reproductivo basico de nuestro modelo. Discutimos la estabilidad de los pun-
tos de equilibrio del sistema con y sin difusién empleando las condiciones de



Routh-Hurwitz, asi como su relacién con el valor de Ry. En el caso del siste-
ma con difusién, aplicamos teoria de ecuaciones en derivadas parciales para
llegar a determinar la estabilidad de las soluciones. Por tltimo explicamos
brevemente el concepto de valor de bifurcaciéon y hayamos puntos y curvas
de bifurcacién para tres de los parametros del sistema. Incluimos ademas un
breve marco histérico-médico del virus del SARS.

2. Marco historico-médico

La epidemiologia es el estudio de la distribucién y los determinantes de
estados o eventos (en particular de enfermedades) relacionados con la salud y
la aplicacién de esos estudios al control de enfermedades y otros problemas
de salud. Hay diversos métodos para llevar a cabo investigaciones epide-
miolégicas: la vigilancia y los estudios descriptivos se pueden utilizar para
analizar la distribucion, y los estudios analiticos permiten estudiar los fac-
tores determinantes. Los modelos epidemiolégicos son de gran importancia,
dado que llevan a un mejor entendimiento de la historia natural de la enfer-
medad, juegan un papel fundamental a la hora de computar y estimar los
parametros que son importantes para comprender la dindmica de transmi-
sién, pueden emplearse para simular brotes de forma que podamos conocer
la efectividad de diferentes estrategias de intervencién/prevencién, etc.

La epidemiologia matematica tiene una larga historia, remontdndonos al
modelo de la varicela de Daniel Bernouilli en 1760. Gran parte de la teoria
basica fue desarrollada entre 1900 y 1935, y ha seguido desarrollandose has-
ta ahora. La epidemiologia matematica difiere de la mayoria de las ciencias,
dado que no se presta a la validacién experimental de los modelos. Los ex-
perimentos son normalmente imposibles, y probablemente serian antiéticos.

Durante la epidemia del SARS se gener6 un gran interés entorno al uso
de modelos matematicos para predecir el curso de una enfermedad infec-
ciosa, comparando los efectos de diferentes estrategias de control. Con la
epidemia del SARS comenzé a hacerse evidente que para que la modeliza-
ci6on matematica sirviera para influir en la politica de decisiones de salud,
seria necesario aumentar el niimero de personas dedicadas a ella, asi como
convencer a las instituciones a cargo de la salud publica de su utilidad.

El sindrome respiratorio agudo severo (SARS) es una enfermedad respi-
ratoria que fue identificada por primera vez en la provincia de Guangdong,
al sur de China, en noviembre de 2002. A finales de febrero de 2003 se in-
formaron los primeros casos en Hong Kong, y a mediados de marzo de este
mismo afo el virus habia llegado a Canadé. Se trata de una enfermedad



viral, altamente contagiosa, causada por el coronavirus del SARS. La en-
fermedad se propagé rapidamente hacia otros continentes, siendo Asia del
Sur la zona mas afectada. Entre noviembre de 2002 y julio de 2003, el brote
iniciado en China afect6 a un total de 8098 individuos, con 774 muertes, a
lo largo de 37 paises. No se han reportado casos de SARS desde 2004 [11].

Sus sintomas son similares a la neumonia u otras enfermedades respi-
ratorias, e incluyen fiebre alta (superior a 38°C), dificultad para respirar,
tos seca, dolor de cabeza, dolor muscular, fatiga y diarrea. No obstante, los
sintomas no son uniformes. Por ejemplo, en América, la enfermedad pare-
ce ser mas suave que en Asia. El SARS ha sido y es hasta el momento un
diagnéstico de exclusion, es decir, se basd en la presencia de los sintomas
clinicos en conjuncion con la posibilidad de exposicién a una fuente conocida.

El periodo de incubacién de la enfermedad es de entre 2 y 7 dias. La
mayoria de los individuos infectados se recuperan al cabo de 7-10 dias. En
otro caso, sufren una mortalidad superior al 4 %. Las personas con sintomas
activos de la enfermedad son contagiosas, pero no esta claro durante cuanto
tiempo una persona puede ser contagiosa antes o después de que aparecen
los sintomas. El SARS es mds grave en personas entorno a 40 anos de edad,
especialmente aquellas que sufren otros problemas médicos relacionados con
corazén o higado. Se considera que el 80-90 % de las personas con SARS se
recuperan sin necesidad de intervencién médica. Los tratamientos incluyeron
antibidticos para tratar las bacterias que causan neumonia (hasta descartar
una neumonia bacteriana o que esta se presentase ademds del SARS), me-
dicamentos antivirales, esteroides y soporte respiratorio.

Se cree que el SARS se transmite por el contacto cercano entre personas,
especialmente a través de las pequenas gotas expulsadas por un individuo
infectado al toser o estornudar. Ademés, también podria ser transmitido a
través de objetos contaminados. La hipétesis actual es que el SARS se trans-
mite principalmente de persona a persona, lo que ralentiza la transmision.
Se cree que el virus evolucioné de un coronavirus presente en animales, pre-
sumiblemente murciélagos.

3. Conceptos previos de ecuaciones diferenciales

Sea x = x(t), consideremos un campo vectorial auténomo (es decir,
independiente de t)
2 = f(z),r € R" (1)

Un equilibrio de (1) es un punto z € R"™ tal que f(z) = 0, es decir, es una
solucién constante para todo tiempo.



Sea Z(t) una solucién de (1). Se considera que Z(t) es estable si soluciones
que se encuentran cerca de Z(t) (para un ¢ determinado) permanecen cerca
de z(t) para todo tiempo posterior. Se dice que es asintéticamente estable
si las soluciones cercanas convergen a Z(t) cuando ¢t — co. Formalicemos un
poco estas ideas:

Decimos que Z(t) es estable (o estable en el sentido de Liapunov) si,
dado € > 0 existe un 6 = §(¢) > 0 tal que, para cualquier otra solucién y(t)
de (1) que cumpla |z(tg) —y(to)| < 0 (siendo |-| una norma en R™), entonces
|Z(t) —y(t)| < e Vt > to, to € R. Diremos que una solucién que no es estable
es inestable.

Decimos que Z(t) es asintéticamente estable si es Liapunov esta-
ble y para cualquier otra solucién y(t) de (1) existe b constante tal que
si |z(to) — y(to)| < b entonces lim;_,o |Z(t) — y(t)| = 0.

Por tanto, para determinar la estabilidad de Z(t) debemos conocer la
naturaleza de las soluciones cerca de z(t). Sea

r=z(t)+y (2)

Sustituyendo (2) en (1) y expandiendo por Taylor entorno a Z(t), se tiene

o' ='(t) +y = f(@(t) + DF(E())y + O(lyl?). 3)

Siendo Df la derivada de f (que suponemos es de clase 2). Puesto que
Z'(t) = f(z(t)), se tiene que podemos expresar (3) como

y' = Df(a(t))y + O(lyl*) (4)

Esta ecuacién describe la evolucién de las trayectorias de las soluciones cer-
canas a Z(t). Para determinar la estabilidad, necesitamos conocer el com-
portamiento de soluciones arbitrariamente cercanas a Z(t), por lo que parece
razonable estudiar el sistema lineal asociado

Y =Df(x(t)y ()

Por tanto, para determinar la estabilidad de Z(¢) necesitamos comprobar
(7) si la solucién y = 0 del sistema linealizado (5) es estable y (ii) mostrar
que la estabilidad (o inestabilidad) de dicha solucién implica la estabilidad
(o inestabilidad) de z(t). Si Z(¢) es un equilibrio, es decir, z(t) = Z, entonces
Df(z(t)) = Df(z) es una matriz con todos sus elementos constantes, e
integrando llegamos a que la solucién de (5), suponiendo y(to) = yo, es

y(t) = ePT @y, (6)



Por tanto, es facil comprobar que y(t) es asintéticamente estable si todos
los autovalores de D f(Z) tienen parte real negativa (mas tarde lo veremos).
El siguiente teorema (de Lyapunov) establece cuando (ii) se satisface.

Teorema 1 Si todos los autovalores de D f(x) tienen parte real negativa,
entonces el equilibrio x = & del campo vectorial no lineal (1) es asintdtica-
mente estable [13].

4. El modelo epidémico SEIJR

4.1. Ecuaciones

En base a los datos numéricos disponibles acerca del transcurso de la
epidemia y las medidas adoptadas, se define un sistema de ecuaciones di-
ferenciales que reproduzca el comportamiento de la enfermedad. En este
caso, se ha escogido un modelo compartimental (SEIJR), segtn el cual la
poblacién se divide en susceptibles (S), expuestos (E), infectados (I), diag-
nosticados (J) y recuperados (R). Intervienen ademds en dicho sistema una
serie de pardmetros cuyo valor se ha extraido de otros dos articulos ([3],[7]),
estimados mediante la variacién y optimizacién de modo que se ajustasen
a los datos existentes, mediante la observacion de los datos, o de manera
aleatoria.

Esta divisién compartimental da lugar a 5 funciones, S(z,t), E(z,t), I(z,1t),
J(x,t) y R(x,t), que representan el nimero de individuos susceptibles, ex-
puestos, infectados, diagnosticados y recuperados, respectivamente, en un
espacio y un tiempo determinados.

Llamamos N al total de la poblacién, y el nimero de individuos presentes
en cada compartimento se expresara en proporcién al total (de forma que
S+E+I+J+R=N <1). Como es evidente por su definicion, el valor
de estas funciones es no negativo para cualquier tiempo o espacio. Nues-
tro sistema consta por tanto de 5 ecuaciones diferenciales, una asociada a
cada compartimento, de forma que cada una de ellas describe la evolucién
espacio-temporal de la proporcién de individuos en dicho compartimento.
Obsérvese por tanto que nuestro dominio es

D={(S,E,1,J,R)|S>0,E>0T1>0,J>0,R>0S+E+I+J+R=N<1}

El dominio es positivamente invariante!, puesto que ninguna trayectoria de
las soluciones S(z,t), E(z,t), I(z,t), J(z,t) y R(x,t) saldrd del dominio
(por su definicién). Dado que las trayectorias no pueden abandonar el domi-
nio, las soluciones existen para todo tiempo positivo. Por tanto, el modelo

'Decimos que un conjunto D es invariante si Vo € D la solucién z(t,z0) € D,Vt € R,
y positivamente invariante cuando nos referimos dnicamente a tiempos positivos, i.e.,
t e R,



estd bien definido matemdaticamente [13].

La dependencia espacial de cada una de estas funciones es consecuencia
de que nuestro modelo incorpora la difusién, es decir, recoge la existencia de
desplazamiento espacial de la poblacion a lo largo del dominio considerado
(unidimensional, [—2,2] en concreto). El término que representa dicho des-
plazamiento en cada ecuacion es la derivada segunda con respecto al espacio
de la funcién compartimental correspondiente. Veamos por qué:

Supongamos que un individuo se mueve aleatoriamente a lo largo de una
linea (estamos considerando una tnica dimensién) un nimero de pasos Az
en un tiempo At. Supongamos que la probabilidad de que camine a la iz-
quierda es a y de que camine a la derecha es b . Queremos la probabilidad
p(z,t) de que un individuo cuyo paseo empieza en x = 0, ¢ = 0 alcance el
punto z tras ¢t unidades de tiempo. En el momento ¢t — At la particula estara
en x — Az o en x + Azx. Asi,

p(z,t) = ap(x — Az, t — At) + bp(z + Az, t — At) (7)

Supongamos a = b =
Taylor se tiene que

1. Expandiendo el lado derecho de (7) en serie de

op _ (Ax)?0%p  Atd%p
ot 2At 9x2 0 2 2 7

2
Si ahora tomamos Az — 0y At — 0 de forma que lima ;0 At—0 % =

D, se tiene que
op 0*p
ot 0x2
D se corresponde con cada una de las constantes de difusién que se emplean
en el sistema.
Pasemos ya a conocer cada una de las ecuaciones que gobiernan el sistema.

Individuos susceptibles, S(z,t)

Nuestro modelo incorpora algunos efectos demograficos, asumiendo una tasa
de muerte natural p (% tiempo medio de vida, en dias) en cada una de las
5 subpoblaciones, de manera que el niimero de decesos representa la mis-
ma proporcién en cada una de ellas, y un flujo de entrada en la regién de
individuos susceptibles, a una tasa 7. Este parametro incluye nacimientos,
inmigraciones y emigraciones.

La poblacién susceptible se incrementa con la entrada de individuos en la
region y disminuye a raiz de la muerte natural o por la accién de la infeccion,
adquirida a través del contacto con individuos infecciosos, que pueden ser
asintomadticos (pertenecientes al compartimento E), sintomaticos (pertene-
cientes al compartimento I), o diagnosticados (pertenecientes al comparti-
mento J). Los coeficientes de transmisién para cada una de estas tres clases



de individuos infecciosos (es decir, con capacidad de contagiar la enferme-
dad) son ¢, B y I3, respectivamente. Se emplea por tanto un coeficiente
de transmisién S (que modeliza tanto la infecciosidad del SARS y la tasa
de contactos, y se calcula como producto del nimero de contactos por la
proporcién de éstos que son infecciosos) con factores de modificaciéon para
expuestos y diagnosticados; ¢ (medida relativa de infecciosidad para indivi-
duos expuestos) y [ (medida relativa de infecciosidad para individuos diag-
nosticados).

A pesar de que se cree que el coronavirus del SARS se transmite Gnicamente
a través de individuos sintomaticos, una tasa suficientemente baja de trans-
misiones a través de asintométicos (o expuestos) no puede ser descartada
aun. El modelo tiene en cuenta esta posibilidad a través del parametro de
modificacion [. El parametro de modificacién ¢ tiene en cuenta las variacio-
nes en las medidas de higiene y de aislamiento que fueron implementadas.
La interaccién entre individuos susceptibles e infecciosos (expuestos, infecta-
dos o recuperados) se ha modelizado empleando una "mezcla proporcional"de
subpoblaciones, en términos de la poblacién total. Asimismo, la poblacién
susceptible varia por el efecto de la difusién, con constante de difusién d.
La tasa de variacién de la poblacién susceptible puede ser representada como

0S8 I+ qE+1J 925

Individuos expuestos o asintomdticos, E(x,t)
Los individuos asintomaticos han sido expuestos al virus, pero aiin no han
desarrollado los sintomas clinicos del SARS. Dichos individuos surgen a raiz
de las nuevas infecciones entre susceptibles, y disminuyen a medida que
manifiestan sintomas (a una tasa k, que podemos entender como tasa de
progresion de expuestos a infectados) y por muerte natural. También varia
por el efecto de la difusién, y se considera una constante de difusion dy. Asi

—p

OF

23 BI—i—qE—l—lJ O%FE
ot

N S—(,LL—G—H)E—i—dQW (9)

Individuos infectados o sintomdticos, 1(x,t)

La poblacién sintomatica se genera tras la aparicion de sintomas clinicos del
SARS en los individuos de la poblacién expuesta o asintomatica. Disminuye
por cuatro factores: (i) el paso al compartimento de diagnosticados (a una
tasa «), (ii) la recuperacion de la enfermedad (sin necesidad de diagnéstico,
a una tasa 1), (iii) la muerte inducida por el SARS, a una tasa  y (iv) la
muerte natural. Variard ademas por el efecto de la difusiéon, con constante
de difusién ds. Se asume que a > -1, es decir, que el niimero de infectados
diagnosticados es mayor que el nimero de infectados recuperados por dia.
Se tiene pues
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Figura 1: Representaciéon esquemaética del flujo de individuos entre compar-
timentos

or 0?1
Esz—(u+6+a+vl)I+d3@

Individuos diagnosticados, J(t,z)
Son aquellos individuos que han desarrollado sintomas y han sido aislados,
por ejemplo, a través de su hospitalizacién. Estos provienen de la clase in-
fectada (sintomética), y disminuyen a raiz de su recuperacién (a una tasa
v2), la muerte inducida por el SARS y la muerte natural. Se asume que
1 11

= T w68 decir, que los individuos diagnosticados (J) se recuperan a
11,1

la misma tasa que los no diagnosticados (I). Obsérvese que Y Voo e
presentan los dias que tarda un individuo en recuperarse una vez ha sido
diagnosticado, recuperarse sin haber sido diagnosticado y pasar de sintoma-
tico a diagnosticado, respectivamente. La constante de difusién es dg. Asi

(10)

oJ 02J
ol — e
5 = @ (u+6+72)J+d48x2

Individuos recuperados, R(t,x)
Se asume que los individuos recuperados han adquirido inmunidad al virus,
aunque hasta ahora esto no ha sido establecido ni contradicho. Por tanto,
este compartimento crece a medida que sintométicos y diagnosticados se
recuperan y disminuye mediante la muerte natural (no se considera que

(11)



exista un ciclo en el cual los recuperados vuelvan a ser susceptibles). La
constante de difusion es ds.

OR 9*°R
— T _ g
Ere +72J — pR +ds 92

(12)

Por tanto, nuestro sistema incorpora 15 parametros. A la hora de dar
valor a dichos parametros se distinguen 4 casos, en cada uno de los cuales se
varian los valores de v1,v2 y 3, de modo que podamos observar la incidencia
que dichas variaciones tienen. Reflejamos dichos valores en la tabla 1.

Parametro | Valor caso 1 | Valor caso 2 | Valor caso 3 | Valor caso 4
m(dia~ 1) 3,3x107° 3,3x107° 3,3x107° 3,3x107°
B(dia=1) 0,75 0,75 0,75 0,7
p(dia=t) 3,4x107° 3,4x107° 3,4x107° 3,4x107°

l 0,38 0,38 0,38 0,38
k(dia™1) 0,33 0,33 0,33 0,33

q 0,1 0,1 0,1 0,1
a(dia™t) 0,33 0,33 0,33 0,33
7 (dia=t) 0,125 0,125 0,175 0,125
yo(dia=1) 0,2 0,25 0,2 0,2
§(dia=1) 0,006 0,006 0,006 0,006

Tabla 1: Interpretacién de pardmetros (por dia)

El valor p (tasa de mortalidad natural por dia) indica que se ha tomado
como esperanza de vida media i% = 83,03 anos. El coeficiente de riesgo
reducido entre diagnosticados [ indica en qué porcentaje se atenta la posi-
bilidad de que un diagnosticado transmita la enfermedad (con respecto de
un infectado, disminuye a un 38 %). Anélogo para el coeficiente de riesgo
reducido entre individuos expuestos ¢ (10 %). Los valores de &, o, 71 y 72
indican que de media transcurren % = 3 dias para que un individuo progrese
de expuesto a infectado, é = 3 dias para que un individuo progrese de infec-

tado a diagnosticado, X = 5,71 u 8 dias (dependiendo del caso) para que un

71
individuo progrese de infectado a recuperado, ,%2 =4 6 5 dias (dependiendo

del caso) para que un individuo pase de diagnosticado a recuperado. Durante
el periodo en que el individuo padece la enfermedad, existe una mortalidad
inducida por el SARS del 4,8 %, como refleja la tasa § = 0,006 = % (con-
siderando que durante 8 dias de enfermedad un individuo es susceptible de
morir a causa del virus).

Ademas, se consideran los valores de las constantes de difusién d; = 0,025,
ds = 0,01, d3 = 0,001 ,dy = d5 = 0.



4.2. Puntos de equilibrio

Fijémonos ahora en el sistema sin difusion, es decir,

08  T+qE+1J
= A S-uS+m
OF  _I+qE+1J
Tl R UL
oI
E:/ﬁE—(M+6+O‘+’Yl)I (13)
0J

G = (u+6

5 = @ (H+6+72)J

OR

9T _

5 — +y2J — pR

Se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineal, y
ahora que hemos dotado de valores constantes a los pardmetros podemos
determinar sus puntos de equilibrio resolviendo el sistema homogéneo aso-
ciado

_ﬁI+qE+lJ
N
LB G (i gm = »
KE — (u+6+a+y) =0
ol —(u+3d+7)J =0
Ml +vJ —pR=0

S—puS+m=0

Hemos empleado la funcién interna de Matlab vpasolve para hallar los pun-
tos de equilibrio (soluciones constantes del sistema para todo tiempo) P =
(5* JE I, J, R) para cada una de las cuatro combinaciones de parametros.
Obtenemos tres soluciones al sistema: la trivial, que no tendremos en consi-
deracién, una con E,I,J,R=0y S = %, ie., Py = (ﬁ,0,0,0,0) (equilibrio
libre de enfermedad, dado que no hay individuos en los compartimientos
infecciosos) y una ultima, cuyos valores para cada uno de los casos es

P, = (0,33370883, 0,00006561,0,00004696, 0,00007522, 0,61512984)

P, = (0,35931614, 0,00006297, 0,00004507, 0,00005809, 0,59289915)
P3 = (0,36794131, 0,00006208, 0,00004009, 0,00006421, 0,58407395)
P, = (0,35785314, 0,00006312, 0,00004518, 0,00007236, 0,59181007)

(punto de equilibrio endémico). Més adelante estableceremos las condiciones
que han de darse para que dichos equilibrios (libre de enfermedad y endé-
mico) sean o no estables.
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Figura 2: Condiciones iniciales (i) y (ii)

4.3. Condiciones iniciales

Se consideran 4 casos de condiciones iniciales para ¢ = 0, que vienen
dadas por funciones de x, las cuales nos indican la cantidad de individuos
de cada compartimento que hay en cada posiciéon del dominio espacial con-
siderado ([—2,2]) en el momento inicial. Evidentemente, por estar represen-
tandose el momento inicial, Ey, Jo, Ry = 0 en todos los casos, dado que la
situacién que se estd representando es la introduccién de unos pocos infec-
tados en una poblacion susceptible, con lo que aun no ha habido tiempo de
que surgan expuestos, diagnosticados ni recuperados. Dichos casos son:

i)Sp = 0,98sech(bx — 1), -2 <z < 2
FEy=0,-2<x<2
Iy = 0,02sech(bz — 1), =2 < x
Jo=0,-2< <2
Ry=0,-2<2<2
Observamos que una gran proporciéon de la poblacién susceptible se encuen-

tra ligeramente a la derecha del dominio, y ocurre de igual manera para la
poblacién infectada.

N

2

ii) Sy = 0,98exp(—522%)3, —2 < = < 2
Ey=0, -2<xz<2
0 si —2<z<-04

Ip=4¢ 0,02 si —04<2<04
0 st 04<x<2

Jo=0,-2<xr <2
Ry=0,-2<2x<2

Observamos que una gran proporcién de la poblaciones susceptible e infec-
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tada se encuentran concentradas entorno al origen del dominio.

iii) Sy = 0,97exp(—5(x — 1)?), -2 < < 2

Ey=0,-2<z<2

In = 0,03exp(—5(x +1)?), —2< 2 < 2

Jo=0,-2<x <2

Ry=0,-2<z<2

Observamos que una gran proporcién de la poblaciéon susceptible se encuen-
tra concentrada al lado derecho del dominio, mientras que una gran propor-

cion de la poblacién infectada se encuentra concentrada al lado izquierdo
del dominio.

iv)Sy = 0,96sech(15z), =2 <z < 2
Ey=0, —2<2<?2
0 st —2<x<—-006

Ip=4¢ 0,04 si —0,6<z<0,6

0 st 0,6<x<<2
Jo=0,-2<x <2
Ry=0,-2<z<2
Observamos que una gran proporciéon de la poblacién susceptible estd muy
concentrada entorno al origen. La poblacion infectada se encuentra entorno
al origen del dominio de igual manera, pero menos concentrada, extendién-
dose a lo largo de una porciéon de dominio mayor que los susceptibles.
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Ademas se consideran las condiciones de frontera

0S(=2,t) _ OE(-2,t) _ 0I(-2,t) _ dJ(-2,1) _ OR(-2,1)

ox ox ox ox ox =0 (15)
05(2,1) B 0E(2,t) B 0I(2,t) B 0J(2,t) B OR(2,1) _0
or Oz Ox Oz  Or

Estas condiciones, conocidas como condiciones de Neumann de no flujo, ga-
rantizan que no haya intercambio de poblacién con el exterior del dominio
[—2,2], es decir, el flujo de individuos en los extremos es 0.

5. Resolucion numérica

Pasamos a resolver el sistema de ecuaciones diferenciales numéricamen-
te, apoyandonos en métodos numéricos que ejecutaremos en MATLAB (Ver
codigos en el Apéndice). Observaremos las soluciones del sistema sin difu-
sién y con difusiéon para cada uno de los 4 casos de condiciones iniciales, y
a su vez para cada una de las 4 combinaciones de parametros.

Para la resolucién del sistema sin difusion implementaremos tanto el me-
todo de Euler como Runge-Kutta de orden 4. Consideraremos un intervalo
temporal [0, 40], con un paso At = 0,03, y un intervalo espacial z = [—2, 2],
con un paso x = 0,1. Se obtienen soluciones practicamente idénticas para
ambos métodos.

Para la resoluciéon del problema con difusién emplearemos la técnica
splitting-operator (es decir, separacién del operador), de la misma manera
que en [9] v [8], que resulta muy 1til para resolver ecuaciones de reaccién-
difusion. Por este método, la ecuacion del modelo se divide en subecuaciones,
que pueden ser resueltas aplicando algoritmos numéricos simples, con lo que
nos evitamos los problemas de estabilidad que podria suponer aplicar el mé-
todo directamente a la ecuacién completa [15].

El caso més simple de aplicacién de la técnica splitting seria el lineal, de
modo que
w'(t) = Aw(t)
con A = Ay + Ag. Sea At = t,, 11 —t,, se tiene que w(t, 1) = e~Aw (™). Se
consideran los subproblemas

dw*(t)

= Ajw*(t
ot 1w ()
con t, <t <tpp1y w(tn) =wp; y
ow**(t)
ot 2w (1)

13



con ty, <t <ty y w(ty) = w*(tp+1), uno tras otro, y tomamos wy1 =
w**(tn41) para completar el paso de integracién de ambos subproblemas.

Reemplazando en la solucién exacta se introduce un error de trunca-
miento p,, (diferencia entre la solucién exacta y la aproximada)

w(tn1) = it AtA2w(tn) + Atpp,

Se tiene que

1
AT+ AA + A)) + 5(&)%41 + A9)? +

AL A T L A(AL + Ay) + %(Atﬁ(A% + 2404, + A2) +

de manera que Atp, = (e~ — Bt A2)y)(t,) y por tanto
1 1 2 2 At 2
pn = Zrw(ta)[5(A8)" (Ards — A2 A1)+ O((A1)7) = w(ta) - [Ard2 — A2Aa] + O((A2)7)

Similarmente, pueden considerarse sistemas us(z,t) = f(z,u(z,t)), don-
de f sea un operador diferencial con respecto a x. Escribiremos u; = f(u)
por conveniencia en la notacién, suprimiendo la dependencia de x. Consi-
deremos el operador solucién del sistema Sa;, tal que la solucién exacta
venga dada por u(t+ At) = Sa(u(t)). Este operador generaliza el operador
exponencial expuesto en el caso anterior [17]. Asumamos ahora que

f(u) = fi(u) + fa(u)

y asociemos con u; = fi(u) el operador solucién Sy a¢. Asi, el método split-
ting basico expuesto en el caso lineal es ahora reformulado como

Uns1 = So,n¢(S1,n¢(Un))

con u, aproximacién de u(t,). Insertando la solucién exacta del problema
se tiene la relacion con el error de truncamiento,

u(tni1) = S2,at(S1,00(u(tn)) + Dtpy
y desarrollando por Taylor llegamos finalmente a la expresién

pn = ultn) SO = 22 ) 1 o((at?)

Pasemos pues a analizar nuestro caso concreto. Sea

ou 9%u
a—f(u)‘i'D@a (16)

14



donde u = u(z,t) = (S(z,t), E(x,t),[(2,t), J(x,t), R(x,t)), t > 0, x €
[-2,2], D = (d1,da,d3,dy,ds) Isps y f la funciéon de C(R?,R?) que asigna
a cada u; un f; para ¢ = 1,...,5 segin vimos en la descripcién del sistema

(8)-(12).

Para la resolucién numérica del problema dividiremos el intervalo espa-

cial de igual manera que en el caso sin difusién, con x = —2 + jAz. En

cuanto al intervalo temporal, consideraremos un paso At =1t 1 — ty, es
2

decir, se tendra la malla ¢t = 0 ot At, 2 , mas adecuada al método de

) RS
resolucién utilizado. En este caso hemos dividido la ecuaciéon en dos partes,

es decir, consideraremos por un lado el sistema no lineal (de reaccion)

ou
= fw) a7)
y por otro el sistema lineal de difusién
ou 0%u
o Yo (18)

Las ecuaciones (17) y (18) son resueltas numéricamente aplicando el esquema
de Euler explicito en cada una de ellas. Dichos procesos se unen empleando
la solucién obtenida en una ecuacién como dato inicial de la otra, sucesiva-
mente. Sea

n+tsz n n

la solucién aproximada de la ecuacién (17), y sea

At n+% n+i n+%

1
ntl _ "2 4 p —2u; Pt 7, (20)

Uy =Y @(uj,l
la solucién aproximada? de (18), en la posicién x = j y tiempo ¢t = nAt .
Puesto que contamos con dos iteraciones para obtener la solucién completa
del sistema, hemos considerado el paso temporal fraccionado.

La estabilidad del método dependerda de la de (20), cuya condicién es
% < 0,5, para i = 1,...,5 [21]. Dicha condicién se satisface para los

pasos escogidos: At = 0,03 y Ax = 0,1.

Veamos qué ocurre con las soluciones para el Caso I de pardmetros:

U
2Por el método de Euler realizamos las aproximaciones, 2% ~ 41— 9 — f(y”
T At j
1 1 1
nt3 ntz ,  nt3 nt+l_ nt+1/2
%u o Yot T2y Thu uy
az2 ™ Ax2 - At
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Figura 4: Evolucién temporal con condicién inicial i), en los Casos 1, 2, 3 y
4 de combinaciones de parametros, para x=0,2 (punto de valor méximo)

Susceptibles (S):
Sin difusion: En la condicién inicial i) la poblacién se encuentra distribuida
simétricamente entorno a x=0,2 ocupando principalmente el dominio [-1,3,
1,5], de manera que el nimero maximo de individuos se encuentra en x=0,2
para todo tiempo, partiendo de una proporcién de 0,98 en el momento inicial;
similarmente, en las condiciones ii) y iv) la poblacién se encuentra distri-
buida simétricamente entorno a x=0, ocupando principalmente el dominio
[-0,6, 0,6] en el caso de ii), con valor méximo 0,98 en x=0 en el momento
inicial, y en [-0,5, 0,5], en la condicién iv), partiendo de una proporcién de
0,96 en x=0 en el momento inicial. En la condicién inicial iii) la poblacién
susceptible se encuentra al lado derecho de x=0 ocupando principalmente el
dominio [0, 2], de manera que el nimero maximo de individuos se encuentra
en el origen para todo tiempo, partiendo de una proporcién de 0,97 en x=1
en el momento inicial. El hecho de que la gran mayoria de infectados se
encuentre al lado izquierdo de x=0 hace que la proporcién de susceptibles
apenas se altere en los 40 dias. Para tiempos superiores (a partir de 70 dias
aproximadamente) se va apreciando una mayor presencia de susceptibles en
[-2, 0]. En las otras tres condiciones i), ii) y iv), se observa un decrecimiento

16



=0

=10
=20
1=30
=40

08

prop. poblacion susceptible(S)
prop. poblacion susceptible(S)

=0 |
— =10
=20 I\
=30
=40

o
©

o

©

)
®

o
®

o
3

o

3

o

@
o
@

o
-

o o
o

o
w

o

©

prop. poblacion susceptible(S)
o
E

prop. poblacion susceptible(S)

Figura 5: Evoluciéon con respecto al espacio de la poblacion susceptible sin
difusion, condiciones iniciales i), ii), iii) y iv) caso de pardmetros 1

rapido de individuos en los primeros 20-25 dias, cayendo hasta una propor-
cién entorno a 0,2 en sus puntos de maximo valor, y méas lento en los 20
dias siguientes, quedando en 0,0490 en la cond. i) y 0,07 en las cond. ii) y
iv) . Se observa por tanto una gran similitud en las condiciones i), ii) y iv),
difiriendo principalmente en la amplitud del dominio en el que se acumula la
poblacién. La condicidn iii) presenta una situaciéon completamente diferente,
con una poblacién susceptible que se mantiene practicamente inalterada a
lo largo de los 40 dias.

Con difusion: La situacién inicial de la que partimos es la misma que en
el caso sin difusién para todas las condiciones iniciales. Se observa un decre-
cimiento de la poblacién mas rapido que en el caso sin difusiéon. En los cond.
i), ii) y iv), en los 10-15 primeros dias la poblacién cae rapidamente hasta
valor entorno a 0,15 para las cond. i) y ii) y hasta 0,02 en la cond.iv) (en sus
respectivos puntos de valor méximo para todo tiempo). Sigue decreciendo
més lentamente (salvo en los extremos del dominio, donde se experimenta
un ligero crecimiento con un posterior decrecimiento) en los siguientes dias
con valores muy similares para todo el dominio [-2,2], quedando finalmente
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Figura 6: Evolucién con respecto al espacio de la poblacién susceptible con
difusion, condiciones iniciales i), ii), iii) y iv) caso de pardmetros 1

entorno a 0,0180 en la cond. i), entorno a 0,0120 en la cond. ii) y entorno a
0,0050 en la cond. iv). En la cond. iii) la poblacién se encuentra concentrada
a la derecha del eje, con valor méximo en x=1. La proporcién de individuos
situada en valores alrededor de x=1 decrece durante los 40 dias. El resto
de la poblacién, situada principalmente en [-2, 0,5], crece ligeramente hasta
el dia 15 aproximadamente, tras lo cual empieza a decrecer. Finalmente la
poblaciéon mas a la derecha permanece en valores mas altos, 0,2786 en x=2,
y va siendo menor a medida que nos desplazamos hacia la izquierda en el
dominio, 0,0117 en x=-2.

Se observa una disminucién més rapida y pronunciada que en el caso sin
difusén para las cond. i) , ii) y iv), especialmente en la cond. iv). En cuanto
a la cond. iii), se observa como el efecto de la difusién hace que los suscepti-
bles estén mas distribuidos a lo largo de todo el dominio y por tanto sufren
el efecto de la infecciéon en mayor medida que en el caso sin difusiéon, donde
la poblacion apenas decrece en los 40 dias.

Expuestos (E):
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Figura 7: Evolucién con respecto al espacio de la poblaciéon expuesta sin
difusion, condiciones iniciales i), ii), iii) y iv) caso de pardmetros 1

Sin difusion: En 1), ii) y iv) se observa un rapido crecimiento de individuos
en los primeros 17 dias (14 en el caso de iv)), alcanzando una proporcién de
0.1435 para i) y ii), y 0,1465 para iv), y un decrecimiento posterior en los
siguientes dias ,cayendo hasta 0,0088 para i), 0,0080 para ii) y 0,0045 para
iv) (todo en sus puntos x de valor maximo para todo tiempo). En la cond.
iii) la poblacién expuesta se mantiene muy baja durante los 40 dias, y va
aumentando desde valores entorno a x=0 y va tomando valores mayores a
medida que avanza el eje x, creciendo mas rapidamente a partir de los 20
dias, creciendo desde una proporcién de 0,0019 en x=0,1 a 0,011 en x=0,2
en el dia 40. Se observa de nuevo un comportamiento muy similar para i),
ii) y iv), con un crecimiento ligeramente més rapido y alto para iv).

Con difusion: Se observa una mayor heterogeneidad en las condiciones, cre-
ce durante los 13 primeros dias, llegando a un valor maximo de 0,0462 para
la cond. i), durante los 10 primeros dias, llegando a 0,0424 para ii) y duran-
te los 4 primeros dias parra iv) llegando a un valor méximo de 0,0365. En
i), ii) y iv) hasta aproximadamente el dia 20 la poblacién en los extremos
del dominio sigue creciendo ligeramente, mientras que decrece para espacios
alrededor del punto de valor maximo y durante los siguientes dias toda la
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Figura 8: Evoluciéon con respecto al espacio de la poblacién expuesta con
difusion, condiciones iniciales i), ii), iii) y iv) caso de pardmetros 1

poblaciéon decrece llegandose a valores muy similares en todo el dominio,
quedando finalmente entorno a 0,0017 para i), 0,0012 para ii) y 0,0001 para
iv). En el caso de la condicién iii), la poblacién crece durante los 40 dias,
de manera que los valores maximos para cada tiempo se van desplazando a
la derecha del dominio, llegdndose finalmente a 0,0384 en x=0,9. De nuevo
se observan diferencias entre el caso con y sin difusién, principalmente en el
hecho de que se alcanzan valores mucho més bajos en el caso con difusion,
pero la poblacién se encuentra més dispersa a lo largo del dominio.

Infectados (I):

Sin difusion: La poblacién se encuentra distribuida de igual manera que la
poblacién susceptible para los casos i), ii) y iv), en un intervalo ligeramente
més grande en el caso de iv), partiendo de 0,02 individuos en el momento
inicial las condiciones i) y ii), de 0,03 para iii) y 0,04 para iv), en sus puntos
de méximo valor para todo tiempo. En i), ii) y iv) se observa un decrecimien-
to de individuos en los primeros 2 dias, con un posterior crecimiento hasta
el dia 19 en el caso de i), alcanzando una proporcién de 0,0986, hasta el dia
20 para ii), alcanzando 0,0976 y hasta el dia 15 para iv), alcanzando una
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Figura 9: Evolucién con respecto al espacio de la poblacién infectada sin
difusion, condiciones iniciales i), ii), iii) y iv) caso de pardmetros 1

proporcién de 0,1006, con un decrecimiento posterior en los siguientes dias,
cayendo hasta 0,008 para i) y ii) y hasta 0,0049 (en sus puntos de méximo
valor). Para la cond. iii), la poblacién infectada se encuentra inicialmente
a la izquierda del origen, partiendo de una proporcién 0,03 en el momento
inicial en x=-1. La poblacién decrece hasta practicamente anularse durante
los primeros 10 dias. A partir de ahi observa un crecimiento de manera que
el nimero maximo de individuos va avanzando en el eje x a medida que pasa
el tiempo, alcanzandose una proporcién de 0,064 en x=0,3 mientras que el
nimero maximo de individuos va avanzando en el eje x a medida que pasa
el tiempo. Se observa por tanto un comportamiento similar para i), ii) y iv),
con una presencia de la infeccién ligeramente mas acentuada en iv), y un
comportamiento en la cond. iii) que refleja la situacién de aislamiento de los
infectados en en el momento inicial, de manera que el niimero decrece hasta
casi anularse, aunque a medida que avanzan lentamente hacia la derecha del
dominio van provocando nuevas infecciones.

Con difusion: En las cond. i), ii) y iv) crece ligeramente durante los 15 pri-
meros dias, llegando a un valor méximo de 0,0317 para i), durante los 11
primeros dias, llegando a 0,0288 para ii) y durante los 12 primeros dias, lle-
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Figura 10: Evolucién con respecto al espacio de la poblacién infectada con
difusion, condiciones iniciales i), ii), iii) y iv) caso de pardmetros 1

gando a un valor méximo de 0,0225 para iv). La poblacién en los extremos
del dominio sigue creciendo ligeramente, mientras que decrece para espacios
alrededor del punto de maximo valor. Durante los siguientes dias toda la
poblaciéon decrece llegandose a valores muy similares en todo el dominio,
quedando finalmente entorno a 0,002 para i) y entorno a 0,001 para ii) y iv).
En la cond. iii) decrece rdpidamente durante los primeros 10 dias. En los
siguientes dias crece de manera que los valores maximos para cada tiempo
se van desplazando a la derecha del dominio, llegandose finalmente a 0,0258
en x=0,7. Se aprecian unos valores maximos mucho mas bajos que en el caso
sin difusién, pero con individuos més esparcidos a lo largo del dominio. En
el caso iii) vemos como la infeccién coge fuerza més rapidamente que en el
caso sin difusién.

Diagnosticados (J):
Sin difusion: La poblacién se encuentra distribuida de igual manera que la
poblacién susceptible para los casos i), ii) y iv), partiendo de 0 individuos en
el momento inicial en todas las condiciones. Se observa crecimiento de indi-
viduos en los primeros 13 dias, alcanzando una proporcién de 0,1378 para i),
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Figura 11: Evolucién con respecto al espacio de la poblaciéon diagnosticada
sin difusién, condiciones iniciales i), ii), iii) y iv) caso de pardmetros 1

23 dias, alcanzando una proporcién de 0,1378 para ii) y en los primeros 20
dias para iv), alcanzando una proporcién de 0,1403. Se da un decrecimiento
posterior en los siguientes dias, cayendo hasta 0,0360 para i) y ii), y hasta
0,0230 para iv) (es sus puntos de maximo valor). En la cond. iii) la poblacién
diagnosticada se mantiene en una proporcién muy baja durante los 40 dias.
Durante los primeros 10 dias crece a lo largo del dominio [-2, 0,2], alcanzan-
do su valor maximo (0,0045) en x=-1. En los siguientes 10 dfas disminuye,
y su valor maximo en el dia 20 pasa a situarse en el lado derecho del eje, en
x=0,1. En los siguientes 20 dias crece méas rapidamente, alcanzando su valor
maximo (0,0063) en x=0,3 en el dia 40.

Con difusion: En las cond. i) , ii) y iv) crece durante los 19 primeros dias
para i), llegando a un valor maximo de 0,04501, durante los 17 primeros dias
para ii), llegando a un valor méaximo de 0,0399 y durante los 16 primeros
dias para iv), llegando a un valor maximo de 0,0365. La poblacién en los
extremos del dominio sigue creciendo ligeramente, mientras que decrece pa-
ra espacios alrededor de los puntos de maximo valor. Durante los siguientes
dias toda la poblacion decrece llegandose a valores muy similares en todo el
dominio, quedando finalmente entorno a 0,007 para i), 0,004 para ii) y 0,01
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Figura 12: Evolucién con respecto al espacio de la poblaciéon diagnosticada
con difusién, condiciones iniciales i), ii), iii) y iv) caso de pardmetros 1

para iv). En el caso de la cond. iii), crece durante los 40 dias, de manera
que los valores maximos para cada tiempo se van desplazando a la derecha
del dominio, llegandose finalmente a 0,0344 en x=0,5. De nuevo se aprecian
unos valores maximos mucho més bajos que en el caso sin difusién, pero con
individuos més esparcidos a lo largo del dominio. En el caso iii) el efecto que
la difusién tiene en los infectados se refleja de igual manera en la propor-
cion de diagnosticados, con un avance mas rapido que en el caso sin difusion.

Recuperados (R):
Sin difusion: La poblacién se encuentra distribuida de igual manera que la
poblacién susceptible en los casos i), ii) y iv), partiendo de 0 individuos en el
momento inicial en todas las condiciones. Se observa un crecimiento rapido
de individuos en los primeros 20-25 dias, alcanzando una proporcién entorno
a 0,63 para i) y entorno a 0,66 para ii) y 0,7 para iv). Se observa un creci-
miento posterior méas lento en los siguientes dias , llegando a una proporciéon
0,8421 para i) y ii), y 0,8664 para iv) en el dia 40. En cuanto a la cond.
iii), la poblacion crece rapidamente durante los primeros 10 dias situdndose
principalmente en la parte izquierda del eje, y crece mas lentamente hasta
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Figura 13: Evolucién con respecto al espacio de la poblacién recuperada sin
difusion, condiciones iniciales i), ii), iii) y iv) caso de pardmetros 1

el dia 40, con valores maximos en x=-1 (0,0291 para el dia 40). No obstante,
segin pasa el tiempo se observa una tendencia de crecimiento en la pobla-
cién que va aumentando a medida que va avanzando en el eje x, de manera
que en x=0,1 se alcanza una proporcién 0,0184 en el dia 40. Se intuye que
el valor maximo a medida que avance el tiempo pasara a situarse en el lado
derecho del eje x. Se observa comportamiento similar para las condiciones
i), ii) y iv) y unos valores muy bajos para iii), debido a la lentitud con la
que se producen casos infectados.

Con difusion: Para i), ii) y iv) la poblacién crece durante los 40 dias, de ma-
nera mas destacada para posiciones entorno a los puntos de maximo valor,
alcanzédndose finalmente un valor de 0,2904 en x=0,2 para i), 0,2445 en x=0
para ii) y 0,1672 en x=0 para iv). Para iii) los valores maximos aparecen en
los primeros dias entorno a x=-1. Crece durante los 40 dias, de manera que
los valores maximos para cada tiempo se van desplazando a la derecha del
dominio, llegdndose finalmente a 0,0344 en x=0. Se observan unos valores
mucho mas bajos que en el caso sin difusién, salvo para la condicién iii),

donde la difusion acelera el proceso de la infeccién, aiin asi manteniéndose
en valores bajos.
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Figura 14: Evolucién con respecto al espacio de la poblacién recuperada con
difusion, condiciones iniciales i), ii), iii) y iv) caso de pardmetros 1

La condicién inicial iii) es la més diferente, puesto que al partir las po-

blaciones infectada y susceptible desde puntos espaciales opuestos en el eje,
el proceso de contagio es mas lento, y la mayoria de poblacién susceptible
permanece susceptible a lo largo de 40 dias. Seria necesario que transcurriese
mas tiempo para llegar a situaciones similares a las de las demas condicio-
nes.
En general, para las 4 condiciones iniciales se observa que en los casos 2
y 3 existe una menor proporcién maxima de diagnosticados, debido a la
variacion de los parametros de recuperaciéon 1 y 2. El caso 4 es bastante
similar al 1 en cuanto a comportamiento, aunque se observa que los suscep-
tibles decrecen mas lentamente y los recuperados aumentan més lentamente
de igual manera, asi como que el nimero maximo de infectados es inferior.
Esto se debe a que se ha aminorado la tasa de transmisién 5. En la figura
4 observamos la similitud en el comportamiento de las soluciones con los
diferentes casos de pardmetros con la condicion inicial i).
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6. Analisis de estabilidad

En primer lugar expondremos la teoria béasica necesaria para después
pasar a analizar el caso concreto que nos ocupa.

6.1. Modelo epidémico compartimental para una poblacién
heterogénea

Consideremos una poblaciéon heterogénea cuyos individuos se distinguen
por edad, comportamiento, posicién espacial, sexo, etc., pero en la que a su
vez pueden ser caracterizados por una tinica variable discreta que determina
su estado con respecto a la enfermedad. Agrupemos pues la poblacién en
n compartimentos homogéneos en base a estos estados o fases de la enfer-
medad. Sea x = (z1,...,x,) , donde x; >0 el nimero de individuos en el
compartimento . Agrupemos los compartimentos de forma que los m pri-
meros correspondan a individuos infecciosos (cada compartimento infeccioso
se asocia con una fase de la infeccién, incluyendo sintomaéticos y asintomé-
ticos). La distincién entre compartimentos infecciosos y no infecciosos ha de
ser determinada desde la interpretacién epidemiologica del modelo, es decir,
no puede deducirse uinicamente de la estructura de las ecuaciones que lo
gobiernan.

Siguiendo [5] y [19], definimos el conjunto de los estados libres de enferme-
dad como Xg = {x > 0lz; = 0,i = 1,..,m}. Ahora, definimos las funciones
Fi(z) como la tasa de aparicién de nuevas infecciones en el compartimento ¢,
V" (z) la tasa de entrada de individuos en el compartimento i por cualquier
otro método (progresion a otra etapa de la enfermedad, muerte, recupera-
cién, etc.), y V; (x) la tasa de salida de individuos del compartimento i.
Asumimos que cada una de estas funciones es continuamente diferenciable
al menos dos veces en cada variable.

El modelo de transmision de la enfermedad consiste en unas condiciones
iniciales no negativas junto con el siguiente sistema de ecuaciones:

x'l- :f,(ac) :.FZ(LL')—VZ({L') ,i: 1,...,77,. (21)

donde V; =V, — V;".

La obtencion del ritmo reproductivo béasico se basa en la linealizacién del
sistema (21) entorno a un equilibrio libre de enfermedad (lo veremos en el
siguiente apartado). Para asegurar la existencia de dicho equilibrio y que el
modelo esta planteado correctamente, asumimos que se cumplen las siguien-
tes condiciones:

1) Si z > 0 entonces F; , V; , Vi" > 0 para i = 1,...,n (dado que cada
funcién representa un traspaso de individuos, son no negativas).
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2) Si z; = 0 entonces V, (z) = 0. En particular, si z € X, entonces
V; (z) =0parai=1,...,m (si un compartimento esta vacio no pueden salir

de él individuos).

3) Fi =0sii>m (ya que en estos compartimentos no hay presencia de
infeccion).

4) Si 2 € X, entonces F;(z) = 0y Vi"(z) = 0 para i = 1,...,m (si
la poblacién esta libre de enfermedad permanecera libre de enfermedad, es
decir, todas las nuevas infecciones seran infecciones secundarias que surjan
de individuos infectados, no habiendo inmigracién a compartimentos infec-
tados).

5) Sea zp un punto de equilibrio libre de enfermedad del sistema, si
F(z) = 0, entonces todos los autovalores de D f(x) tienen parte real nega-
tiva, es decir, los autovalores de DV(zg) tienen parte real positiva.

Por las condiciones 1) y 2), se tiene que si x; = 0 entonces f;(z) > 0, y
por tanto el cono no negativo x; > 0 es positivamente invariante. Por tanto,
para cada condicién inicial del modelo hay una tnica solucién no negativa
[13]. La condicién 4) asegura que el conjunto libre de enfermedad X es inva-
riante, es decir, cualquier solucién sin individuos infectados en un momento
t estard libre de infeccién para todo tiempo posterior.

Para clarificar el apartado 5), definimos un punto de equilibrio libre
de enfermedad (ELE) del sistema como un equilibrio (asintéticamente
estable) solucién del modelo libre de enfermedad, es decir, del sistema (21)
restringido a X;. Consideremos una poblacién cerca del ELE zq: si la intro-
duccién de unos pocos individuos infectados no resulta en epidemia, entonces
la poblacién volverd al punto de equilibrio libre de enfermedad zg de acuerdo
con el sistema linealizado

& = Df(xzo)(x — x9), (22)

donde Df(xzg) es la matriz jacobiana de f en xg. Es decir, el ELE z( sera
asintéticamente estable. Por el teorema (1) la condicién 5) garantiza que el
sistema sea estable en ausencia de nuevas infecciones.

Estas condiciones nos permiten particionar la matriz D f(xg) como se
muestra en el siguiente teorema.

Teorema 2 Sea xg un ELE de (21) y sea f;(x) satisfaciendo las condiciones

de 1) a 5), se tiene que DF(xg) = ( g 8 ),DV(xo) = ( y g ), donde
3 Ja

F y V son matrices m x m definidas por
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6]:i aVi
= [333.(550)] Vo= [8:1:-(560)]
J 1>i,5>m J

Donde F' es no negativa, V es una M-matriz y todos los autovalores de Jy
tienen parte real positiva.

1>i5>m

Demostracion:

Sea xp € X5 un ELE.

Por 3) y 4) se tiene que (gfj)(azo) =0sii>mosij>m,yaque, sea e; la

columna j-ésima de la matriz identidad n x n, con j > m, se tiene que

o0F; (l‘ ) _ lim Fi<370 + h@j) — .7:>(330)
a.%'j 0/ = h—0 h

donde F;(zp) = 0 para todo i por definicion de F; y de zg , y en particular
para i > m, y de la misma manera Fi(xg + he;) = 0 para j > m.

Por tanto, DF(zg) = ( g 8 )

donde F' es una matriz m x m, y cuya no negatividad se desprende de 1) y

4).
Similarmente, se tiene que g}f (xg) =0 parai <my j>m,yaque
J

oV; L Vi(xo + hej) — Vi(xo)
8.7}j ($O) o flzli% h

donde V;(xo) = 0 para i < my Vi(xo+ he;) =0 parai <my j > m por 2)
y 4). Asi,

V o0
DV(%()) = < JS J4 ),
donde V' es una matriz m x m. Veamos que V' es una M-matriz no singular.
En primer lugar, definamos

Sea A € M,, tal que a;; < 0 para todo i # j, A puede expresarse de la
forma A = sI — B, con s > 0 escalar, B > 0, matrizn x n e I la matriz
identidad n x n. Diremos que A es una M-matriz si s > o(B), donde o(B)
representa el radio espectral de B.

Ahora, observemos que como se ha comentado arriba, por 2) y 4) Vi(zo) =
0 para i < m, y si j # 4 la componente i-ésima de xo + he; es 0, con lo que
Vi(zo + hej) < 0 (ya que V; (zg + hej) = 0 por 2) y V; = V; — V;", con
V" >0 por 1)). Asi,

(a) S%(z0) < 0 parai <m ei# j, conlo que V es de la forma v;; < 0
J
para todo ¢ # j.
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(b) Puesto que D f(xo) = DF(xg) — DV(xq), por 4) y por 5) se tiene que
todos los autovalores de V' tienen parte real positiva.

Que V satisfaga (a) y (b) equivale a que V' sea una M-matriz singular
[12]. De la misma manera, por 5) se tiene que todos los autovalores de Jy
tienen parte real positiva.

X

6.2. Ritmo reproductivo basico

El ritmo reproductivo basico, R, es una medida del potencial que tiene
para propagarse una enfermedad en una poblaciéon. Mateméaticamente, Ry,
marca un umbral de estabilidad para puntos de equilibrio libres de enferme-
dad, y estd relacionado con el punto dlgido y el tamano final de una epidemia
[6].

El ritmo reproductivo basico se define como el nimero esperado de ca-
sos secundarios producidos, en una poblacién completamente susceptible,
por un individuo infectado tipico durante todo su periodo de infeccién. Por
tanto, intuitivamente, si Ry < 1, entonces un individuo infectado produce,
de media, menos de una nueva infecciéon durante el curso de su periodo in-
feccioso, y por tanto la infeccién no puede propagarse. Contrariamente, si
Ry > 1, entonces cada individuo infectado provoca més de una nueva in-
feccién de media, por lo que la enfermedad puede propagarse e invadir la
poblacién °

El ntimero de infecciones secundarias producidas en un modelo con un tinico
compartimento infeccioso puede expresarse como el producto de la duraciéon
esperada del periodo de infeccién y la tasa a la que se producen infecciones
secundarias. Sin embargo, para un modelo mas complejo con varios com-
partimentos infecciosos, esta definicién resulta insuficiente. Podria definirse
mas generalmente como el nimero de nuevas infecciones producidas por un
individuo infectado tipico introducido en una poblacién que se encuentra en
un ELE.

Para determinar el destino de un individuo infectado introducido en una
poblacién, consideramos el sistema linealizado (22) entorno al ELE z, des-
cartando la posibilidad de reinfeccién (i.e., DF(zg) = 0). Esto es,

& = DV(x0)(x — x9). (23)

Por 5) y por el teorema 1, xg es un punto de equilibrio asintéticamente es-
table en dicho sistema, por lo que podemos emplearlo para determinar el
destino de un pequeiio nimero de infectados introducidos en una poblacién
libre de enfermedad.

Sea ¢;(0) el nimero de individuos infectados inicialmente en el compar-
timento i, y sea ¢(t) = (¢1(t), ..., dm(t)) el nimero de individuos infectados
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restante en cada uno de los m compartimentos infectados a lo largo de ¢
unidades de tiempo, de forma que el vector ¢ constituye las m primeras
componentes del vector x = (¢, Tp+1, .-, Tn) (que comprende la poblacién
de infectados y de no infectados).

Por la particién de la matriz DV(x() vista en el teorema 2, se tiene que
si & = DV(x0)(z — xo), entonces ¢ (t) = —V(t).
Esta EDO tiene como solucién tinica ¢(t) = e~V$(0).
Esta solucién muestra el recorrido de los individuos infectados a través de los
m compartimentos infectados, donde ¢;(t) = e~V¢;(0) puede interpretarse
como la probabilidad de que los individuos infectados introducidos en ¢ = 0
se encuentren en el compartimento infectado ¢ en el momento ¢.
La exponencial de una matriz se define mediante la serie de Taylor

A2 A3 AF
A
et=T4+A4+—+—+ ..+ —+ ..
+ +2+3!+ +I<:!+ )
que esta bien definida, es decir es convergente para todo t. Por tanto,
¢i(t) = e=V¢(0); converge para todo t.
El tiempo esperado que un individuo pasa en cada compartimento vendra
dado por

> < vt eV -1
|t = [~ e o)t = o(0) l—VtLo = vy

Por el teorema 2, V' es una M-matriz no singular y, por tanto, invertible.
Recordemos que definimos V' como la matriz de las derivadas parciales de
V en los compartimentos infecciosos evaluadas en el punto de equilibrio
libre de enfermedad. Recordemos también que V representaba el traspaso
de individuos de un compartimento infectado a otro por causas ajenas a
una nueva infeccién. Por tanto, esto nos lleva a pensar que los coeficientes
que determinan dichos traspasos contendran tnicamente informacion de la
tasa de duracion (1/dia) de un individuo en un determinado compartimento
infeccioso. Por su definicién, los elementos de V' seran dichos coeficientes.
Asi, la entrada (i,7) de la matriz V! puede interpretarse como el tiempo
esperado que un individuo inicialmente introducido en el compartimento
(infectado) j pasa en el compartimento (infectado) i.

De manera similar, la entrada (i,j) de la matriz F' es la tasa a la cual un
individuo introducido en el compartimento j produce infecciones secundarias
en el compartimento . Asi, el nimero esperado de infecciones secundarias
producidas por los individuos infectados inicialmente introducidos a lo largo
de periodo de infeccién vendra dado por

/ - Fo(t)dt = / - Fe Vip(0)dt = FV ¢y
0 0
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Denominamos K = FV~! matriz de la siguiente generacién del sis-
tema en el punto de equilibrio libre de enfermedad [14]. La entrada (7, j) de
K es el nimero esperado de infecciones secundarias en el compartimento ¢
producidas por individuos inicialmente introducidos en el compartimento j.
Para dotar de mayor sentido a esta definicién, consideramos generaciones
de individuos infectados, como vectores ¢ cuya componente j-ésima corres-
ponde al nimero de casos en el compartimento infectado j. El vector que
describe la siguiente generacién se obtiene a partir del vector que describe
la generacién actual aplicindole la matriz K, de forma que

m . .

nuevo __ _ _wiejo

2 = § kzg‘ﬂj
j=1

es el nimero de individuos infectados en la siguiente generacién en el com-
partimento ¢, por los individuos inicialmente infectados en compartimentos
j=1,...,m. Asi,

nuUevo __ K viejo
=np

¥
es decir,
P = Ko,
Por tanto, ¢" = K" 1 = KKo" ! = K?¢" ! = .. = K", Asumamos

que K es una matriz no negativa (luego lo veremos). Para estos vectores,
consideramos la norma

m
llell = > lesl-
j=1

donde ||p|| es el nimero total de casos infectados en la generacién descrita
por el vector ¢. Ahora definamos la norma para matrices

Ko
1] = swp G 1kl

lelizo el =1
Podemos interpretar ||K|| como el niimero multiplicativo méximo (de paso
de una generacion a otra) para el niimero total de casos, cuando permitimos
que la distribucién con respecto al compartimento (infeccioso) tome todas
las formas posibles. Puesto que este nimero ||K|| puede variar mucho en
funcién de la generacion (representada por el vector ¢) considerada, no es
demasiado fiable para medir el crecimiento de la enfermedad. Esto nos lleva
a poner nuestra atencién sobre la multiplicaciéon de los casos a lo largo de n
generaciones, y considerar su media para identificar el comportamiento me-
dio por generacion. Es decir, consideramos la n-ésima potencia de la matriz
de crecimiento en n generaciones, ||K™||'/". Como nuestro interés es deter-
minar el niimero esperado medio de infecciones secundarias en la poblacion
a largo plazo, hacemos n — oo. Asi, ya estamos en disposicién de definir el
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ritmo reproductivo basico Ry como el radio espectral de K, o(K), es decir,
el mayor de los autovalores de K en valor absoluto [4],

Ro = nh—>Igo [[K™||M™ =30(K) = {\* : [\*] > |\, VA € Autovalores(K)}.

Si el ELE zg es asintoticamente estable, entonces la poblacién retornara
a él pese a la infeccién cuando t — o0, es decir, la infeccién no resultara
en epidemia. Por el teorema de Lyapunov (1), 2 es asint6ticamente estable
si todos los autovalores de la matriz D f(xo) tienen parte real negativa, e
inestable si algtin autovalor de D f(xg) tiene parte real positiva.

Como hemos visto, los autovalores de D f(xo) pueden dividirse en dos
conjuntos, los correspondientes a los compartimentos infectados (F' — V)
y los correspondientes a compartimentos no infectados (—Jy), dado que el
teorema 2 establecia que

Df(xzo) = ( F__JBV _(?]4 )

Puesto que por 5) tenemos que los autovalores de —J4 tienen parte real
negativa, la estabilidad de xy vendra unicamente determinada por los au-
tovalores de ' — V. El siguiente teorema muestra que Rg marca el umbral
para la estabilidad de xg.

Teorema 3 Sea el modelo de transmisién de enfermedad dado por el siste-
ma (21), con f(x) satisfaciendo las condiciones 1)-5), y sea x¢ un equilibrio
libre de enfermedad del modelo, entonces xy es localmente asintéticamente
estable si Rg < 1, e inestable si Ry > 1.

Demostracion:
En primer lugar, veamos que K = FV ! es no negativa:
Por el teorema 2 tenemos que F' > 0 y que V' es una M-matriz no singular.
Veamos que vV-1>o0:
Sea A una M-matriz no singular, entonces A = sI — B con B > 0, [ la
matriz identidad y s > o(B).
Sea T = % > 0, entonces o(T") < 1.
Podemos escribir A=sI — B=sl —sT =s(I—T).
Asi, por el Teorema de Neumann (versién matricial) 4,

3F6rmula de Gelfand (1941)
4La matriz no negativa T es convergente, es decir, p(T) < 1 & (I —T)~ " existe y

e}

(I-1)"'=) 1">0

k=0
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(I-T

-1 0
Al = ) ZEZT’“2O
5 k=0

S

Por tanto, puesto que F, V™1 > 0, se tiene que FV~1 > 0.
Ahora, sea J; = F' — V, se tiene que —J; =V — F es de la forma A € M,,
tal que a;; < 0 para todo ¢ # j, A puede expresarse de la forma A = sI — B,
ya que v;; < 0 para todo i # jy F' > 0.
Asi, —J; es una M-matriz no singular <= s(—J1) = maz{Re(\) : X €
Autovalores(—J1)} >0 <= s(J1) <0 [22].

Ahora, puesto que FV~! > 0, se tiene que —J; V1 =T — FV~! tiene
todas sus entradas no diagonales no positivas, y que por tanto —Jj es una
M-matriz no singular si y solo si —J;V ! es una M-matriz no singular ([12]

y [22]).

Es decir, tenemos que —.J; es una M-matriz no singular <= si I—FV !
es una M-matriz no singular.

Dado que FV~! >0, o(FV~1) > X para todo A autovalor de FV 1.
Asi, finalmente, I — FV ! es una M-matriz no singular <= si o(FV 1) < 1
(ya que I — FV ! es de la forma sI — B con s = 1, y definimos que una
matriz de de estas caracteristicas, era M-matriz si o(B) < s).

En conclusién, hemos demostrado que los autovalores de J; tienen todos
parte real negativa si y solo si Rg = o(FV 1) < 1.

Similarmente se prueba que s(J;) > 0 si y solo si Ry > 1.

X

Por tanto, ya tenemos las herramientas necesarias para decidir cuando un
equilibrio libre de enfermedad de nuestro sistema (13) es estable o inestable.

6.3. Punto de equilibrio libre de enfermedad

Sea P = (S, E, 1, J, R) el vector poblacién, que consta de 5 compartimen-
tos, identificamos F, I, J como los compartimentos infecciosos, de manera
que el vector poblacién P queda reordenado como P = (E,I,J, S, R). Re-
cordemos que en nuestro caso, cada compartimento viene determinado por
la proporcién de individuos contenidos en él con respecto a la poblacién to-
tal, en lugar de por el nimero de individuos que contiene. En la seccién 4.2
vimos que nuestro sistema tenia un punto de equilibrio libre de enfermedad
(para cada caso). En primer lugar estudiaremos la estabilidad del sistema
en el punto de equilibrio libre de enfermedad Py = (0,0, 0, %, 0) donde la po-
blacién es tnicamente susceptible (E = I = J = R = 0). Podemos suponer
que p = 7 (el nlimero de muertes naturales coincida con el de nuevos indivi-
duos en la region), de manera que analizaremos el punto Py = (0,0,0,1,0)
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Pasamos ahora a calcular los vectores F y V

plrattllg 0 wE + kE
0 kE ol 4+ pl +al +711
F= 0 VT = al VT = pd +6J + o d
0 T MSJFI@WS
0 Y1 + voJ uR
pE + KE (u+k)E
6T + pl + ol + I — KkE —kE+ (0 +p+a+m)l
V=Y -V = pd +0J +v2J — al = —al + (p+6+72)J
pS + LS — « (u + BHHEHD)S —
pR =l —yJ 1 — 2 + pR

teniendo en cuenta que en F Unicamente se registra la tasa de aparicién de
nuevas infecciones. Comprobemos que se cumplen las condiciones 1)-5):

1) Todas las entradas de F, VT y V= son no negativas.

2) Se tiene que

0
0
V (P)=] 0
1
0
es decir, si Pi =0, entonces V; (Pp) = 0.
3) Fs =Fr=0.
4) Se tiene que
0 0
0 0
F(P)=|0 |, vt=[0
0 0
0 0

y en concreto Vi, =V =VI =0,y Fg=F;=F; =0.
5) Como ya hemos visto en 4), F(FPy) = 0, y por tanto D f(Fy) = —DV(F).
Veamos los autovalores de DV(F):

pAt 0 0 0 0

-k d+pt+a+m 0 0 0

DV(Ry) = 0 —o p+o+v 0 0
qB B g w0

0 N —72 0 w

Claramente, se tienen los autovalores
M=p+r, =0+p+a+y,3=p+d+nya=p
todos ellos positivos, ya que cada uno de los pardmetros que involucran son
positivos por definicién. Por tanto los autovalores de D f(Fy) son todos reales
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negativos.

Dado que ya hemos visto que se satisfacen las condiciones anteriormente
impuestas, el problema esta bien definido y podemos disponernos a calcular

Ro. En primer lugar, calculemos F' y V segtin su definiciéon en el teorema 2
para Py. Seran matrices 3 x 3 donde

8@(

OF 0.
59}.5 Po) 78,9171]5 (Fo) 8BJE (Po) Bqg B Bl
S 0N TN 0N R W
8EJ(P0) e (FPo) + (FPo) 0 0 O
GEP) FER) ZE(R) pt s 0 0
V= BB—‘;{(PO) f’{gg (Po) 2L (P) | =| -r d+ptoatm 0
SL(R) SE(PR) S (Po) 0 —a w8+
y por tanto
1
(+r) 0 0
V*l _ K 1 0
- (ptr)(0+p+at+) (6+ptatm) )
aK (0]
(pt+r)(0+ptaty)(p+o+y2)  (S+ptatyi)(p+o+y2)  (p+d+72)
y
aB(6+ptat~1) (p464+v2)+B8r(p4+d+y2) HlaBr  B(utd4+v2)+laf 18
1 (n4r)(0+p+atyr)(p+o+72) (0+p+aty1) (n40+7v2)
0 0 0

— — ga(tptaty)(ptdtye)+r(ptdtye)Hak
Ya tenemos que Ry = o(K) = (ET¢FTEy oy mey .

Ro también puede expresarse como:

1
Ro = qf +5 u

+l6 oK
ktp o (k+tp)@+p+atmn)

(k+ )0+ p+a+y)(p+3d+72)

de manera que fijAndonos en las matrices £y V! y teniendo en cuenta
sus definiciones, interpretamos que los individuos enfermos permanecen en
el compartimento E ﬁ unidades de tiempo de media, donde la tasa de

infeccién es ¢fS. Una fraccién ﬁ de ellos continua al compartimento I,

donde pasan m unidades de tiempo de media, y donde la tasa de
infectividad es . Una fraccién G 5j’$ e de ellos pasa al comparti-
mento J, donde estan de media m unidades de tiempo, y donde la tasa
de infectividad es [8. La suma de estos tres factores da lugar al nimero de

casos secundarios producidos por un individuo infectado tipico durante todo
su periodo de infeccion.

Puesto que se ha verificado que el sistema (13) se ajusta a las condiciones
de la teoria anteriormente expuesta, estamos en disposicion de afirmar que
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el ELE Py es asintoticamente estable para Ry < 1, donde Rg depende de 10
parametros. Comprobémoslo:

Sea la matriz jacobiana del sistema (13)

—p —qp —B —1p 0
0 gB—r—up B g 0
Df(Py) = 0 K —p—a—y1—90 0 0
0 0 « —p—"v—-90 0
0 0 T V2 —p

por el teorema 1 se tiene que Fy es asintéticamente estable si todos los
autovalores de D f(Py) tienen parte real negativa. Es facil ver que dichos
autovalores son —p (doble), ¢8 — k — p,—p —a —y1 — 5y —pp — y2 — 0.
Puesto que todos los parametros son positivos, los autovalores anteriores
son negativos salvo, quizés, q8 — k — u.

Si Ry < 1 se tiene que BL0HE J&Tj:;&;ﬁ:igfg:géi;iﬁ;f)HM < 1 y enton-
ces qB(0 + p+a+y1)(w+ 6+ v2) + Br(p + 0 +72) + Blarx < (n+ K)(6 +
w+a+y1)(p+ 0+ 72) y por tanto ¢f8 < (k + (), es decir, g8 — k — p < 0,
con lo que ya hemos comprobado que para Ry < 1 se tiene que el punto
de equilibrio libre de enfermedad Py es asintéticamente estable (es decir,
cuando la poblacién parta de puntos cercanos a Py permanecera cerca de Py
a lo largo del tiempo, y de hecho convergera a Py cuando t — oo, con lo que
la, infeccién no prosperard), e inestable si Rp > 1 (una poblacién que parta
de un punto cercano a Py se alejard de éste a lo largo del tiempo, es decir,
la introduccién de individuos infecciosos puede resultar en epidemia).

6.4. Punto de equilibrio endémico

Los puntos de equilibrio endémico son soluciones constantes del sistema
en los cuales la enfermedad persiste en la poblacién (todos los comparti-
mentos contienen una cantidad positiva de individuos). Supongamos que

* = (8%, E*, I*,J*,R*) es un punto de equilibrio endémico del sistema
(13) (previamente se han calculado para distintos valores de los pardmetros
B, 71y 72), veremos que se trata de un punto estable. Para estudiar la
estabilidad aplicaremos el criterio de Routh-Hurwitz.

Teorema 4 (Criterio de Routh-Hurwitz) Sea la ecuacion caracteristi-
ca de orden n: A" +p N+ .+ pr_1 A+ p, = 0. Se cumple que sus raices
yacen en el lado izquierdo del plano complejo si y solo si los elementos de la
primera columna de la siguiente tabla son estrictamente positivos:
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i1 | T2 | T3 | T4 | T15
T2l | 122 | 723 | T24 | 725
31 | 32| 733 | T34
41 | T42 | T4,3

Tn+1,1

Donde r11 =1, r12 = p2, 112 = P4, ...

2,1 =P1, 22 = P3, 23 = P5, ---

. _ Ti—2,1
ypara vt > 2, ri1 = Tri_92 — e

Ti—2,1

Ti—1,1

ri—1,2, 73,2 = Ti—23 — ri—1,3, 73,3 =

Ti—2,1
Ti—24 —

Tii1a Ti—1,4,---

Consideremos pues la matriz jacobiana del sistema lineal asociado a (13)
evaluada en el punto P* (también denominada matriz variacional del siste-
ma) y apliquemos el criterio anterior para comprobar si se tiene que la parte
real de los autovalores de dicha matriz es negativa en todos los casos.

as,s as,p  as; as, asR
ag,s GgE Qg1 GEJ GER
Df(P*)=| ars are arr arj GLR
ajs aje ajr ajj GjR
aRr,S GRrE GRI GRJ GRR

ass =p (s*(igﬂ**ﬂj:lsg*)2 —B (ngggf;jff?f;*) K

as.e = B(S*(fl;fl**ﬂﬁﬁ;)? - B(S*+E*f}9**+J*+R*)

asy = f3 (s*(igﬂ**ﬂj:f;*ﬁ - (S*+E*+§:+J*+R*)

as.g =p (s(i;ﬁﬂjﬁzv -5 (S*+E*+IIS**+J*+R*)

as,r = (s(i;(ﬂﬂjﬁ%ﬁ

aE,.s = _ﬂ(s*(i;:ﬁ**ﬂﬁfg*ﬂ + /B(S*+E*+Il*+J*+R*)

ap.E = —ﬁ(s*(f;ﬁiﬂﬁli*)z + 5(5*+E*fﬁ*+J*+R*) — K=l
e, = _B(S*(igﬂ**ﬂj:li*)2 + B(S*+E*+§:+J*+R*)

ap,g =—B (s(ig(lﬁiljﬁ%)? + BT TR
apr=—f (s*(igﬁ**ﬂj:li*)2

ars =arg=arr =0
aj g =K
arrj=—-0—p—a—-m
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ajs=aje=ajgr =70
ajr=a

ajj=—p—0—"y

ars =arp =0

AR ="
aRr,J = 72
GR.R = —H

Pasamos a calcular el polinomio caracteristico de grado 5 de D f(P*).
Segun [23],

n

pa(N) = Z /\”’k(—l)ktr(AkA),
k=0
donde tr(A* A) es el k-ésimo producto exterior de A, y se tiene que tr(AFA) =
> My, es decir, la suma de los menores principales de orden k. Asi, en nues-
tro caso

Pos(py(A) = X+ piX* + peX® + psA? + pad +ps = A — tr(Df(Px)) A+

+ D MNP = > MsA® + ) T My — det(D f(Px)).
(24)

Nuestra matriz tiene (Z) = 5 menores de orden 4, (g) = 10 menores de or-
den 3 y (g) = 10 menores de orden 2. Puesto que ya sabemos la forma de
los coeficientes del polinomio caracteristico, podemos pasar a determinar la
estabilidad para el punto de equilibrio endémico P*

Por tanto las condiciones para la estabilidad de Routh-Hurwitz para
n =25 en P* son:

pP1p2—p3
ps(p1p2—ps)? >0
p1(p3(P1p2—p3)—p1(P1P4—D5))

(C1)
(C2)
(C3) ps — P1(P1P4—Ps5) >0
(C4)
(C5)

Pasamos a comprobar que se satisfacen en el caso concreto de nuestro
problema;:
Se ha dado valor a los pardmetros que definen nuestro sistema consideran-
do cuatro combinaciones. A partir de cada una de ellas hemos obtenido un
punto de equilibrio endémico.

Caso 1
Ro=2,8439 > 1
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P, = (0,33370883, 0,00006561, 0,00004696, 0,00007522, 0,61512984)

—0,00007607 —0,02634964 —0,26370178 —0,10019253  0,00002281
0,00004207  —0,30368435  0,26370178 0,10019253  —0,00002281

Df(P)) = 0 0,33 —0,461034 0 0
0 0 0,33 —0,206034 0
0 0 0,125 0,2 —0,000034

Coeficienetes del polinomio caracteristico:
p1 = 0,970862428685
p2 = 0,210653171179
p3 = 0,000034722911
p4 = 0,000002010945
p5 = 0,000000000068

Condiciones de Routh-Hurwitz:
P11 > 0
2) po — B3 =0,20448052647015 > 0

(C1) p
(C2)
(C3) ps _ nilmim) _ = 0,0000052047612 > 0
(C4) p
(C5)

P1p2—p3
: N2
C4) pr = paph — oA Bal s = 0,0000000000073 > 0
Ch ps >0
Asi, el punto de equilibrio endémico P; es estable, dado que todos los
autovalores de D f(P)) tienen parte real negativa.

Caso 2
Ry = 2,6505 > 1
P, = (0,35931614, 0,00006297, 0,00004507, 0,00005809, 0,59289915)

—0,000070 —0,028274 -0,282939 —0,107503 0,000021
0,000036 —0,301759 0,282939  0,107503 —0,000021

Df(Py) = 0 0,33  —0,461034 0 0
0 0 0,33  —0,256034 0
0 0 0,125 025  —0,000034

Coeficienetes del polinomio caracteristico:
p1 = 1,018931709228
po = 0,241159560975
p3 = 0,000036866134
pq = 0,000002228989
ps = 0,000000000075

Condiciones de Routh-Hurwitz:
(C1) p1 > 0
(C2) pa — B8 =0,245688257526 > 0
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p1(p1pa—ps) _
(C3) py — BERIPES) — 0,000006743468 > 0

_ _ ps(p1p2—p3)® _
Egg P 164;)5 PR (000000000011 > 0
ps >

Asi, el punto de equilibrio endémico P> es estable, dado que todos los
autovalores de D f(P;) tienen parte real negativa.

Caso 3
Ro = 2,6879 > 1
P; = (0,36794131, 0,00006208, 0,00004009, 0,00006421, 0,58407395)

—0,000068 —0,028959 —0,289792 —0,110107 0,000021
0,000034 —0,301074 0,289792  0,110107 —0,000021

Df(Ps) = 0 0,33 —0,511034 0 0
0 0 0,33 —0,206034 0
0 0 0,175 0,2 —0,000034

Coeficienetes del polinomio caracteristico:
p1 = 1,018244244830
po = 0,225654317143
p3 = 0,000034338801
p4 = 0,000001913199
ps = 0,000000000065

Condiciones de Routh-Hurwitz:

(C1)

(C2) pp — & = 0,2297368709512 > 0
p1(P1pa—ps) _

(C3) ps — BUEELES) — 0,0000059053085 > 0

(C4)

(C5)

_ _ ps(p1p2—p3)? _
C4) p1 = PaD5 — S s pey] = 0,0000000000081 > 0

Asi, el punto de equilibrio endémico Ps es estable, dado que todos los
autovalores de D f(P3) tienen parte real negativa.

Caso 4
Ro=2,6543 > 1
Py = (0,35785314, 0,000063123, 0,00004518, 0,00007236, 0,59181007)

—0,000070 —0,026350 —0,263702 —0,100193  0,000021
0,000036 —0,303683 0,263702  0,100193  —0,000021

Df(Py) = 0 0,33 —0,461034 0 0
0 0 0,33 —0,206034 0
0 0 0,125 0,2 —0,000034

Coeficientes del polinomio caracteristico:
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p1 = 0,970855756684
p2 = 0,210646518287
p3 = 0,000032621795
pa = 0,000001802648
ps = 0,000000000061

Condiciones de Routh-Hurwitz:
po — B3 =0,2044747631087 > 0

(C1)
(C2) B =
(C3) py — BLEIPI=PS) 000004971287 > 0
(C4)
(C5)

pP1p2—p3
_ _ ps(p1p2—p3)> _
D1 — P4Pd P (pa(Pipa—ps)—p1ipai—ps)) — 0,0000000000061 > 0

Asi, el punto de equilibrio endémico P, es estable, dado que todos los
autovalores de D f(Py) tienen parte real negativa.

Asi, para los cuatro casos de combinaciones de parametros contemplados,

se tiene que el punto de equilibrio endémico es asintéticamente estable, es
decir, que para una poblacién P que parta de un punto cercano a P*, P —
P* si t — oco. La estabilidad asintdtica del equilibrio endémico supone que
los tamanos de los compartimentos se aproximan a un valor fijo para cada
uno de ellos. Si el equilibrio fuese inestable, podrian existir oscilaciones, que
en el marco de un modelo epidemioldgico se traducen en fluctuaciones en el
nimero de casos esperados.
Por tanto, la enfermedad se mantiene controlada a lo largo del tiempo, con
una proporcién de poblacién en compartimentos infecciosos muy pequena,
(0,000187 para el caso 1, es decir, un 0,0187 % de la poblacién total en la
region considerada; 0,0166 % para el caso 2; 0,0166 % para el caso 3; 0,0181 %
para el caso 4) de manera que, dependiendo del tamano de la poblacién,
podria ser despreciable.

6.5. Estabilidad del equilibrio endémico con difusiéon

Consideramos ahora el sistema con difusién (8-12). Sea el punto de equi-
librio endémico P*, veremos que satisface las condiciones de Routh-Hurwitz
que garantizan su estabilidad, que dependera ahora de la nueva componente
espacial introducida.

Tenemos el sistema

0*u
U, = f(U) + D@?
donde v = u(z,t) = (S(z,t), E(x,t),[(z,t), J(x,t), R(x,t)), t >0,
z €[-2,2]y D= (di,d2,d3,da,ds5) I5gs.
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Ademads, como vimos en (15) se tienen las condiciones de contorno del
sistema

Ou(—2,t)  Ou(2,t)
or Oz

Estas garantizan que en nuestro sistema no existen entradas de individuos
desde fuera del dominio [—2,2] (condicién de no flujo de Neumann).

~0. (25)

Ahora, consideramos el punto de equilibrio P* cuyas entradas son posi-
tivas y tal que f(P*) = 0. Nos interesa la estabilidad de este punto, que serd
unicamente dependiente del desplazamiento espacial, dado que en ausencia
de difusion ya hemos comprobado que es estable.

Recordemos que, linealizando el sistema v’ = f(u) entorno a P*, to-
mamos w = u — P*, con lo que, para |w| pequeno y aplicando Taylor, nos
quedamos con el sistema lineal

wy = Aw, (26)

donde A es la matriz jacobiana (variacional o de estabilidad) de f = f(u)
en v = P*. Las soluciones del sistema lineal seran de la forma w = ce?t, con
¢ constante, y asi

w = ceAl — PP
(asumimos que A es factorizable de la forma A = PDP~! con D matriz
diagonal de autovalores). Por el desarrollo en serie de la exponencial de una
matriz se tiene que

 PDP :[_i_PDp—l_FW_F_”jL(PDkﬂnL...:I—i—PDP_l—i—

pPD2p—1 PDkp—1 -
PP+ EEE 4 =Pl P!
Por tanto,
w = cPeP'P~! es decir, los elementos del vector solucién w serdn de la

At

forma w o e*', con lambda autovalor de A.

El equilibrio w = 0 es asintéticamente estable si Re(\) < 0, para todos
los autovalores A de A, dado que en este caso la perturbacién w — 0 cuando
t — oo (ya que eM = e M (cos(Im(N\)t) +isen(Im(N)t)). Sustituyendo en

el sistema (26), obtenemos los autovalores A como soluciones de |[A—\I| = 0.

Consideremos ahora el sistema con difusién y de nuevo linealicemos en-
torno al punto de equilibrio, que por w = u — P*, es w = 0. Se tiene

wy = Aw + Dwy, (27)
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Para resolver este sistema sujeto a las condiciones de contorno (25), en
primer lugar definimos W (z) como la solucién del problema espacial de au-
tovalores adjunto (independiente de t):

W" + kW =0,
con W'(=2) = W'(2) = 0 [16]. Se denomina problema de autovalores
dado que sea el operador L = —D? tal que L(W) = —W", nos interesa

encontrar autovalores (k) de manera que LWy = kW}, y que satisfagan las
condiciones de no flujo de Neumann impuestas (la derivada primera se anula
en la frontera del dominio, en nuestro caso 9[—2,2] = {—2,2}). Sea W # 0,
multiplicando por W se tiene que —W (z)-W"(x) = kW?(x), con x € [-2,2].
Integrando por partes,

2 2 2
k[ wWr@yds == [ W)W @)de == [ V(@) Ww)de +

=0 por W'(—=2)=W"'(2)=0 (28)
+/ (W' (x dx—/ (W (2))2dz > 0
2

ya que (W’(z))2 > 0. Por tanto, & > 0, por lo que a partir de ahora podemos
tomarlo como k2, es decir, pasamos a considerar el sistema

W 4+ kW =0, (29)

con W/(—=2) = W'(2) = 0. Asi, la ecuacién caracteristica asociada a la ecua-
cién diferencial lineal (29) es 22 4+ k% = 0, con lo que z = +ki.

Por el principio de superposicién , el conjunto fundamental de soluciones
serd, Y. = L[e¥®, e=#] = Llcos(kx), sen(kz)], con lo que una solucién W (x)
de (29) sera de la forma

W(z) = Cicos(kzx) + Casen(kx)
Sabemos ademas que

W'(=2) = —Cyksen(—2k) + Cakcos(—2k) = 0

W' (2) = —C1ksen(2k) + Cokcos(2k) = 0 (30)

Supongamos que k # 0 (si lo fuese, tendriamos la solucién constante W (z) =
C). Se tiene que —@ = tg(2k) = tg(2m — 2k), por lo que 2k = 27 — 2k +nm
para todo n entero. Por tanto k = 7r2+" por lo que podemos tomar k = “F,
Vn € Z. Con esto queda resuelto el problema de autovalores (29).
Obsérvese que % es una medida de la longitud de onda, por lo que po-
demos pasar a referirnos al autovalor k& como nimero de onda. Cada auto-

funcién Wy (z) asociada al nimero de onda k (es decir, k = Z* para un n
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concreto), satisfara las condiciones de frontera (25).

A cada n se le denomina modo normal o de excitacién del sistema
oscilatorio, y determina la frecuencia a la cual el sistema oscilara al ser
perturbado. Se les denomina normales en el sentido de que son independien-
tes, de manera que la excitacién de un modo no puede causar movimiento
en otro, es decir, son ortogonales dos a dos:

Sea W, (z), consideramos el producto escalar en L'

2
< Wy, Wi, >:/ Wy ()W, (x)dz
-2

Multiplicando, respectivamente, por W,,, y W, se tiene que

W)W, = kW, W,
W)Wy = kWi Wy,
Integrando por partes de la misma forma que en (28):

2

2 2
- [ W) W (a)de = / (Wi (2)W'.(z)) dz + [ W)W (a)de =

)
= /_22 W/ (2)W] (x)dz
(31)

Y de la misma forma ky, [, Wi (2) Wy (z)dz = [2, W (z)W, (z)dz.
Asi, sean m # m, y por tanto k, # ky, :

2
(i — Fom) / W (2) Wi (2)dz = 0
— ]2
0
Con lo que ya hemos visto que < W,,, W,,, >= 0, (por tanto, las autofuncio-
nes constituyen una base ortogonal, a través de la cual puede ser expresada

la solucién general del sistema como combinacion lineal de los elementos de
la base, por ejemplo en forma de serie de Fourier).

Ahora, dado que el problema que nos interesa resolver es lineal, busca-
mos soluciones de (27) de la forma

w(z,t) = Z e Wi ()

k

donde las constantes ¢, quedan determinadas por la expansion de Fourier
de las condiciones iniciales en términos de Wy (z), y A es el autovalor que
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determina el crecimiento temporal. Sustituyendo en (27) y cancelando e,
se tiene, para cada k:

MWV, = AW, + D(Wy) o = AW}, — DE*W,

Queremos soluciones no triviales para Wp, de manera que los A quedan
determinados por las raices del polinomio caracteristico

|A — Dk* — \I| =0,

donde obtenemos los autovalores en funcién del nimero de onda k. Resol-
vamos la ecuacion:

ass —dik? — X asg asr asJ asr
ags app — dok? — X aET apJ GER
0 arg arr —dsk? — \ 0 0 =0
0 0 a43 a4q — dak? — X 0
0 0 as3 asq ass — dsk? — \

Resulta en A% + ¢1A\* + @2 A3 + 3A? + qu\ + ¢5 = 0. Nos ahorraremos
escribir las expresiones de estos coeficientes por ser excesivamente largas. Su
forma serd similar a la de (24).

Veamos ahora a partir de estos coeficientes si se satisfacen las condicio-
nes de Routh-Hurwitz, que serdn a su vez funciones de k, de manera que
determinaremos la estabilidad del punto endémico P* para cada uno de los
cuatro casos de valores de parametros y en presencia de difusion.

Caso 1
P, = (0,33370883, 0,00006561, 0,00004696, 0,00007522, 0,61512984)

Coeficientes del polinomio caracteristico:
q1(k) = 0,036k2 + 0,9708624286854.
q2(k) = 0,000285k* + 0,0314512680712k2 + 0,2106531711798.
q3(k) = 0,00000025k5 + 0,0001815807496k* + 0,0062777029220k> +
0,0000347229118.
qa(k) = 0,0000000515170k5 + 0,0000253177325k* + 0,0000004692699%2 +
0,0000020109451.
g5(k) = 0,0000000000017%5 + 0,0000000008605k* + 0,0000000172797k? +
0,0000000000683.

Condiciones de Routh-Hurwitz:

(C1) qi(k) >0

(C2) ga(k) — gjg’,jg =1,001e5kS + 1,227e 3k + 3,184e2k2 + 2,044e~1 > 0
k k k)—qs5(k — _

(C3) gs(k)— 2O QORI =60 — 3 502e~1251242,057¢ ~k104-2,572e Tk +

46



1,171e79k5 +2,131e~%k* 4 1,284 3k? + 5,204 > 0 .

(C4) a1(k) = a1 (k)p5(k) = G e atB) g (O a7, =
4,6e721 k20 4+ 6,222e 18K 4 2 516 10k10 4 3,196 13k + 1,798 k12 +
4,955¢ 71010 + 6,481 7%® + 3,168 78k6 + 9,389¢~10k? + 1,786 k2 +
7.303¢712 > 0

(C5) g5(k) >0

Las condiciones se satisfacen para todo k =
para n = 1 tendriamos

(C1) 0,9930690385 > 0

(C2) 0,2245908153 > 0

(C3) 0,0008812651 > 0

(C4) 0,0000000098 > 0

(C5) 0,0000000110 > 0

Asi, el punto de equilibrio endémico P; con la inclusién de difusion es estable.

nm

1T, conn =12, .. Por ejemplo,

Caso 2
P, =(0,35931614, 0,00006297, 0,00004507, 0,00005809, 0,59289915)

Coeficientes del polinomio caracteristico:
q1(k) = 0,036k + 1,0189317092282911046405005833094
q2(k) = 0,000285k* + 0,033201160159061998969100668501551 k2 +
0,24115956097520796640139899750436
q3(k) = 0,00000025k5 4 0,00019578257244983370368057245333796k* +
0,0072856495620838956080826229329376k2 +
0,00003686613490319179154462577502852
q4(k) = 0,000000064016999999999995953474407096861%5 +
0,000031448448853704016026952704243545k* +
0,00000052840351109603435202775681015263k> +
0,0000022289895071330669137622093522087
g5(k) = 0,0000000000021%5 + 0,0000000010690k* 4 0,0000000206235k2 +
0,0000000000757

Condiciones de Routh-Hurwitz:
(C1) q1(k) >0

(C2) galk) — 03 = 1,001~k + 1,289¢ 3k + 3,522¢ 2k + 2,456 > 0

k) (g1 (k)qa (k) —qs (k) _ - - _
(C3) gy (k) — 2B Bab=6l) _ 9 5095¢~121242,199¢~k10+2,888¢ Tk +
1,398¢°k0 + 2,721 4k* 4+ 1,790 3k? + 6,743¢ 76 > 0

_ _ g5 (k) (q1(k) g2 (k) —gs(k))? _
(C4) qu(k) = q1(k)P5 — Cm @ R el o) 0 B Rt g m@) —
=5,7e 21 k20 4 8,064e 1818 4+ 3,379¢ 1916 4 4,485 13k 14 + 2,662 11 k12 +
7,782 10,1041 087 8k8+5,755e 8 k041,483 k142,824 k2 +1,074e~ 11 >
0

(C5) g5(k) >0
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Las condiciones se satisfacen para todo k = “f*, con n = 1,2,... Por
ejemplo, para n = 1 tendriamos
(C1) 1,041138319 > 0
(C2) 0,267910452 > 0
(C3) 0,001218138 > 0
(C4) 0,000000017 > 0
(C5) 0,000000013 > 0
Asi, el punto de equilibrio endémico P, con la inclusién de difusion es estable.

Caso 3
P3 = (0,36794131, 0,00006208, 0,00004009, 0,00006421, 0,58407395)

Coeficientes del polinomio caracteristico:
q1(k) = 0,036k% + 1,018244244830
q2(k) = 0,000285k* + 0,033133313827k? + 0,225654317143
q3(k) = 0,00000025k5 4 0,000194015413k* + 0,006755318719k2 +
0,000034338801
q4(k) = 0,00000005151k% + 0,000027880118%* + 0,000000488725k2 +
0,000001913199
g5(k) = 0,0000000000017k5 + 0,000000000947k* + 0,000000018125k2 +
0,000000000065

Condiciones de Routh-Hurwitz:
(C1) qi(k) >0

(C2) go(k) — gj(? =1,001e7 k5 4 1,288 3k* + 3,510e2k2 4 2,297~ > 0

(k)(g1(k)ga(k)—gs(k)) _ —127.12 —97.10 —71.8
(C3) q3(k)—L ql(q,;)qz(",j)fqggj) = 2,502 1212421977 9k104+2.865¢ kB +
1,347¢°kS + 2,528¢4k* + 1,552 3k2 4+ 5,905¢ 6 > 0

45.(K) (91 (k) g2 (k) — g3 (K)?
(C4) q1(k) — a1(k)P5 — o Gm @ E ) (o) —ar (k) (@ (B —as (o))

4,641e=20k20 46,718 18k18 42,923 1°k16 43 900e 13k 14 + 2,284~ 1 E12 +
6,527¢10k10 4 8,825 9k8 4 4,422¢8k0 + 1,169¢2k* + 2,0698¢ k2 +
8,072¢712 > 0

(C5) g5(k) >0

Las condiciones se satisfacen para todo k =
para n = 1 tendriamos

(C1) 1,040450854 > 0

(C2) 0,251884856 > 0

(C3) 0,001062985 > 0

(C4) 0,000000013 > 0

(C5) 0,000000011 > 0

Asi, el punto de equilibrio endémico P3 con la inclusién de difusion es estable.

—~
]

nm

> conn =12, .. Por ejemplo,

Caso 4
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P, = (0,35785314, 0,000063123, 0,00004518, 0,00007236, 0,59181007)

Coeficientes del polinomio caracteristico:

q1(k) = 0,036k2 + 0,9708557566842.

q2(k) = 0,000285k* + 0,0314511814208%2 + 0,2106465182873.

q3(k) = 0,00000025k5 4 0,0001815806696k* + 0,0062776389910k2 +
0,0000326217959.

q(k) = 0,0000000515170k% + 0,0000253177160k* 4+ 0,000000456456%>

+ 0,0000018026480.

g5(k) = 0,0000000000017%5 + 0,0000000008605k* 4 0,0000000166102k2 +
0,0000000000612.

Condiciones de Routh-Hurwitz:
(C1) q1(k) > 0.

(C2) go(k) — gfgﬁ) = 1,001e5kS + 1,227 ~3k4 + 3,184e2k2 + 2,04de~ ! > 0.

(k)(q1(k)ga(k)—gs (k) _ - - 7
(C3) g3 (k)= i s (q,j) = 2,502e 121242 057 k1042 572e TkS+
1,171e75k% + 2,131 4k + 1,284 3k? + 4,971e 6 > 0.

_ _ g5 (k) (q1(k)g2(k)—q3(k)) _
(€4) q1(k) — q4(k)95 — G GE @R aE) —w®)—a @ Dam-Gm) —
4,641e721k%0 46,222 1818 42,516 1°k16 4+ 3,196~ 13k 14 + 1,798 1 k12 +
4,955 10k10 4 6.4807e k8 + 3,167 8k6 + 8,740~ 10k* + 1,554 k2 +
6,138¢712 > 0.
(C5) g5(k) > 0.

N

Las condiciones se satisfacen para todo k = “, con n = 1, 2, ... Por ejemplo,

para n = 1 tendriamos
(C1) 0,993062366 > 0
(C2) 0,224584760 > 0
(C3) 0,000880973 > 0
(C4) 0,000000009 > 0
(C5) 0,000000011 > 0
Asi, el punto de equilibrio endémico P, con la inclusién de difusion es estable.

Se tiene por tanto que el sistema tiene dos puntos de equilibrio, uno libre
de enfermedad, que para todos los casos de pardmetros es inestable, puesto
que Ry > 1, y otro endémico, que para todos los casos es estable (con y sin
difusion).

6.6. Puntos de bifurcacién del equilibrio endémico del siste-
ma sin difusién

Consideremos el sistema (13). Es evidente la dependencia entre parame-
tros y soluciones, de modo que la variacién de los parametros conlleva una
variacién en los tamanos de S, F, I, J y R.
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Sea nuestro espacio de pardmetros €2, con (u, 5, @, v1,7v2, 7, 0,4, 1, k) € Q,

una bifurcacioén es un punto del espacio de pardmetros donde un punto de
equilibrio z( aparece, desaparece (bifurcaciones silla-nodo) o cambia con res-
pecto a su estabilidad (bifurcacién transcritica), es decir, sucede un cambio
cualitativo en la dindmica de la poblacién [20].
Las bifurcaciones son de gran importancia desde el punto de vista cientifico,
puesto que proporcionan transiciones y cambios de estabilidad de nuestro
modelo a medida que variamos un parametro de control (o varios). Los pa-
rametros del sistema describen consideraciones biologicas para un modelo.
Los autovalores de la matriz del sistema linealizado entorno a un punto de
equilibrio, que determinan la estabilidad del mismo, son funciones de estos
pardmetros. A medida que los parametros cambian, reflejando cambios en
las condiciones biolégicas, los autovalores cambian también.

Si consideramos un punto de equilibrio estable, algunos de los autovalo-
res podrian moverse del lado izquierdo del plano complejo al lado derecho.
El punto en el cual al menos un autovalor tiene parte real igual a cero se
denomina punto de bifurcacion. Una vez los autovalores se adentran en
la parte derecha del plano complejo, el punto de equilibrio pierde su esta-
bilidad y avanza hacia otro estado. Este proceso se denomina bifurcacién
transcritica [18].

Normalmente solo se considera variar uno o dos parametros a la vez
para entender sus efectos sobre el sistema. Las bifurcaciones que sélo invo-
lucran la variacién de un pardmetro (se dota a todos los demds de valores
constantes) se denominan bifurcaciones de codimensién 1. Nos disponemos
a calcular los puntos de bifurcacién en el equilibrio endémico (en cada uno
de los 4 casos) en funcién del pardmetro [ (coeficiente de transmisién), y
después realizaremos la misma operacién para y; (tasa de recuperacion de
individuos infectados) y también para 7y, (tasa de recuperacién de individuos
diagnosticados). Puesto que el cdlculo de los autovalores es una tarea com-
plicada para un sistema de dimensién 5, recurriremos de nuevo al criterio
de Routh-Hurwitz.

Procederemos como en [2] y [10]. En primer lugar, calculamos la matriz
variacional en funcién del parametro 5. A continuacién se calcula el polino-
mio caracteristico y se consideran las condiciones de Routh-Hurwitz. Cada
condicién es igual a una funcién g;(/3). Hallamos las raices de cada funcién,
es decir, los valores de 8 para los cuales g; se anula, de manera que dichos
valores marcaran cambios de signo para la funcién (ya que todas las g; son
continuas en todo su dominio al ser polinomios), y por tanto, el equilibrio
pasa de ser estable a inestable o viceversa. Debido a la definicién del para-
metro 5, descartamos todos las raices que sean cifras "grandes” o negativas.
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Figura 15: Valores de bifurcacion para 3, 1 y 2 en el sistema sin difusiéon

Una vez obtenidas las raices validas de todos los g;, determinamos a partir
de cual de ellas cambia la estabilidad del punto de equilibrio. Se realizara el
mismo proceso para vy y 7.

Caso 1, valor de bifurcacién para

P, = (0,33370883, 0,00006561, 0,00004696, 0,00007522, 0,61512984)

—0,00005683 — 0,000034 —0,0351323 —0,3516028 —0,1335903  0,0000308

0,0000563 0,0351328 — 0,330034  0,3516023 0,1335908  —0,0000303
Dfg(P1) = 0 0,33 —0,461034 0 0
0 0 0,33 —0,206034 0

0 0 0,125 0,2 —0,000034

Sea el polinomio caracteristico A> + q1(8)A* + q2(B)A3 + g3(B)A3 + qa(B)\ +
g5(8) = 0. Se tiene:

q1(B) = 0,997170 — 0,0350763

¢2(B) = 0,315211 — 0,13941173

q3(B) = 1,401e=*% — 0,0417815 + 0,031370

q4(B) = 3,503e~6 32 — 0,000000163 4 0,00000213

q5(B) = —5,345¢=°1 32 + 0,0000000000423 + 0,000000000036

Condiciones de Routh-Hurwitz:
(C1) g1(B) > 0 VB < 28,428222.
Se obtiene un valor demasiado grande para ser consistente con la definicién
de B, por lo que podemos descartarlo y considerar que esta condicién se
satisface.
(C2) g2(B) > 0 VB € (—00,3,026443) U (19,118669, c0).
Por tanto, como tnicamente consideramos valores de 3 positivos y no de-
masiado grandes, podemos considerar que esta condiciéon se satisface.
(C3) g3(B) > 0Vp € (—00,0,750609) U (3,026618,19,118671) U ...
Puesto que el segundo y el tercer intervalo de la soluciéon corresponden a va-
lores demasiado grandes, inicamente tendremos en cuenta el primero. Asi,
para 3 > 0,750609, el equilibrio P; es inestable.
(C4) g4(B) > 0 Vp € (—00,0,750437) U (3,026618, 13,184643) U ...
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Unicamente consideramos el primer intervalo por aportarnos un valor de bi-
furcacién de § consistente. Asi, P; serd inestable si > 0,750437, (obsérvese
que este valor es menor que el obtenido C3, por lo que esta condicién sobre
[ garantiza tanto el cumplimiento de (C4) como de (C3)).

(C5) g5(B) > 0 VB € (—0,846722, 8,006755¢%)

Es decir, podemos considerar que (C5) se cumple para cualquier valor de
consistente con la definicion.

Por tanto puede concluirse que el punto de equilibrio endémico P; es
estable si la tasa de transmisién 5 < 0,750437, e inestable si g > 0,750437,
por lo que el punto de bifurcacién (transcritica) serd 5 = 0,750437.

No detallaremos el procedimiento para los puntos de equilibrio P», Ps,
P, ni para ;1 y 2 por ser analogo a este, por lo que nos limitamos a recoger
sus valores de bifurcacion en la tabla 1.

6.7. Puntos de bifurcacién del equilibrio endémico del siste-
ma con difusion

Como vimos en la seccién 6.5, las condiciones de Routh-Hurwitz del sis-

tema con difusion (8)-(12) vienen determinadas por funciones de k (k = ™),
donde k representa el nimero de onda para el modo n. Por tanto, para hallar
los puntos de bifurcaciéon de 5 en cada caso, expresamos dichas funciones
en términos de (3, y observaremos distintos valores de n para determinar el
primer modo de excitacién, es decir, el valor de n para el cual la curva g;(3)
(t = 1,...,5) es mas cercana al eje § (realizaremos el mismo proceso para
determinar los puntos de bifurcacién de 7, y 72 en cada caso).
Recordemos que la ecuacién caracteristica cuyas soluciones dictaminan la
estabilidad del sistema con difusién viene dada por |A — Dk — M| = 0,
siendo A el jacobiano evaluado en punto de equilibrio, D la matriz diagonal
de los coeficientes de difusién e I la matriz identidad de orden 5.

Caso 1, valor de bifurcacién para j
P, = (0,33370883, 0,00006561, 0,00004696, 0,00007522, 0,61512984)

Sea el polinomio caracteristico A’ +q1 (8)A*+g2(B) A3 +q3(B8) A3 +qa (B) A+
q5(B) = 0. Nos ahorraremos escribir los valores de ¢;(8) y de ¢;(8) (i =
1,...,5) por tratarse de expresiones excesivamente largas y de poca relevan-
cia.

Se tienen las condiciones de Routh-Hurwitz (mostraremos los resultados
paran =1,2,3 y 4, téngase en cuenta que para n = 0 tendriamos los resul-
tados de los puntos de bifurcacién sin difusiéon obtenidos anteriormente):

(C1):
Paran =1, ¢1(8) > 0 V3 < 29,061308.
Para n =2, q1(f) > 0 V3 < 30,960567.
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Para n =3, ¢1(f) > 0 V3 < 34,125997.

Para n =4, ¢1(8) > 0 V3 < 38,557600.

Los cuatro son valores demasiado grandes para ser consistentes con la defi-
nicién de 8, por lo que podemos descartarlos y considerar que esta condicion
se satisface para los cuatro modos de excitacién considerados.

(C2):

Paran =1, g2(8) > 0 VB € (—o0,3,217312) U (19,289583, 00).
Para n =2, g2(8) > 0 Vf € (—00, 3,821949) U (19,791612, 00).
Paran = 3, ga(8) > 0 Vf € (—00,4,934626) U (20,591952, 00).
Para n =4, g2(8) > 0 Vf € (—00,6,710284) U (21,630328, 00).

Asi, para 8 < 3,217312 positiva, se satisfaria (C2), no obstante, es atin un
valor demasiado grande para ser consistente con la definicién de 5, por lo
que podriamos considerar que esta condicién se satisface para los cuatro
modos de excitacién.

(C3):

Para n =1, g3(8) > 0 Vj € (—00,0,845663) U (3,059164, 19,311386) U ....
Para n = 2, g3(8) > 0 V8 € (—o0, 1,158789) U (3,157010, 10,889634) U ....
Para n =3, g3(8) > 0 VS € (—o0,1,769413) U (3,320771, 20,853694) U

Para n = 4, g3(8) > 0 VB € (—o0, 2,797423) U (3,551446, 22,203968) U

Asi, para f < 0,845663 (no negativo) se satisface (C3) para los cuatro mo-

dos de excitacién.

(C4):

Paran =1, g4(8) > 0 Vf € (—o0,0,767327) U (0,846747, 3,059164) U ...

) >0 VY8 € (—00,0,810918) U (1,159036, 3,157011) U ....

) > 0 V8 € (—00,0,886480) U (1,769504, 3,320780) U

Para n = 4, g4(8) > 0 V5 € (—00,0,994003) U (2,797426,3,551492) U ....
Asi, para § < 0,767327 (no negativo) se satisface (C4) para los cuatro mo-
dos de excitacion.

(C5):

Para n =1, g5(8) > 0 V5 € (—1,433180e2, 2,192325).
Para n = 2, g5(f8) > 0 V3 € (—5,753556¢3, 2,306664).
Para n = 3, g5(8) > 0 V3 € (—1,294360e*3, 2,517379).
Para n = 4, g5(8) > 0 V3 € (—2,298764¢*3,2,818178).

Asi, para f < 0,767327 (no negativo) la condicién establecida en (C4), se
satisface también (C5) para los cuatro modos de excitacion.

Por tanto puede concluirse que el punto de equilibrio endémico P; en
presencia de difusion es estable si la tasa de transmisiéon § < 0,767327, e
inestable si 8 > 0,767327, por lo que el punto de bifurcacién (transcritica)
serd § = 0,767327. También podemos establecer que el primer modo de
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Figura 16: Valor de bifurcaciéon para (3 en el caso con difusiéon

Pardmetro | Pto. equilibrio | Valor considerado | Pto. bifurcacién sin dif. | Pto. bifurcacién con dif.
P 0,75 0,750437 0,767327
3 Py 0,75 0,750370 0,766989
! Ps 0,75 0,750389 0,766819
Py 0,7 0,700383 0,715899
Py 0,125 0,124707 0,113720
Py 0,125 0,124750 0,113861
n Ps 0,175 0,174709 0,162747
Py 0,125 0,124725 0,113902
P 0,2 0,199654 0,187203
Py 0,25 0,249579 0,232086
72 Ps 0,2 0,199690 0,187448
Py 0,2 0,199676 0,187401

Tabla 2: Valores de bifurcacién con y sin difusion para los parametros 5, 1
Y 72

excitacion es n = 1, dado que es el que genera curvas mas cercanas al eje 3,
es decir, el que impone condiciones més restrictivas para la estabilidad de
P, de forma que si éstas se cumplen se satisfacen también las del resto de
modos (lo hemos visto para n = 2, n = 3 y n = 4, puede comprobarse que
ocurre en general).

No detallaremos el procedimiento para los puntos de equilibrio P», Ps,
P, por ser analogo a este, por lo que nos limitamos a recoger sus valores de
bifurcacién en la tabla 2.

Valores de bifurcacién para v; y 7o

Por ser el proceso analogo al realizado con [, nos limitaremos a dar los
valores de bifurcacién para cada caso (tabla 2). Para ambos casos se ha ob-
servado que el primer modo de excitacién es n = 1, por lo que los puntos de
bifurcacién se han hallado evaluando en n = 1.
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Se aprecia que el valor de bifurcacién de 3, para todos los casos considera-
dos, es mayor en presencia de difusiéon. Por tanto, en presencia de difusion,
es necesario un valor mas grande de la tasa de transmisién de la enfermedad
para desestabilizar el sistema, en comparacién con el sistema sin difusién.
En cuanto a la tasa de recuperacién de individuos infectados 7y, se tiene
que en presencia de difusién un valor mas bajo que sin difusion estabiliza el
sistema. Ocurre de igual manera para la tasa de recuperacion de individuos
diagnosticados, 2. Asi, en un sistema con difusion, se puede mantener bajo
control una epidemia incluso con unas tasas de recuperacién mas bajas que
en un sistema sin difusién, y con una tasa de transmision de la enferme-
dad mas alta. Por tanto, la difusién contribuye a reducir la intensidad de la
enfermedad.

7. Apéndice

Adjuntamos los cdédigos de Matlab que se han empleado para implemen-
tar los métodos de Euler y Runge-Kutta para la resolucién del sistema sin
difusiéon y el método del operador splitting para el sistema con difusion.

1 %% Metodo de EULER (explicito)

2 function [t,y]=eulertfg(f,It,x0,N)
3 % Argumentos

«+ % f: funcion

5 % It: Intervalo de tiempo

6 %x0: Condiciones iniciales

7 %N: Numero de pasos para el tiempo

9 % Salida: Matriz de soluciones del sistema

10

1 t0 = It (1) ; % Inicializa t

T It (2);

13 K= size(x0, 2); % Pasos de la variacion del espacio

1u h = (T-t0)/N; % Paso de la discretizacion del tiempo
t
A

12

= t0:h:T; % Vector de tiempos con paso h

16 = zeros (5 ,K,N); % Array de matrices para la solucion
17 A(:,:,1) = x0;

18

19 % Resolvemos por el metodo de Euler

20 for j=2:N

15

21 for i=1:K

22 A(r,1,)) =A(:,1,5-1) + hxf(t(j—1),A(:,1,j-1))
23 end

24 end
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% Generamos la matriz de soluciones

y = [];
for i = 1:N
y = [y; AC,,1)];
end
end

% RUNGEKUTTA 4 pasos
function [t,y]=rk4tfg(f,It,x0,N)

% Argumentos

% f: funcion

% It: Intervalo de tiempo

% x0: Condiciones iniciales

%N: Numero de pasos para el tiempo

% Salida: Matriz de soluciones del sistema

t0 = It (1) ; % Inicializa t

T =1t(2);

K = size(x0, 2); %Pasos de la variacion del espacio
h = (T-t0)/N; % Paso de la discretizacion del tiempo
t = t0:h:T; % Vector de tiempos con paso h

= zeros (5 ,K,N); % Array de matrices para la solucion
(:,:,1) = x0;

> >

% Resolvemos por el metodo de Runge—Kutta 4 pasos

for j=2:N
for i=1:K
Fl = f(t(J_l)v A(:,i’j_l));
F2 = f(t(j—1) + h/2, A(:,i,j—1) + (h/2)xF1);
F3 = f(t(j—1) + h/2, A(:,i,j—1) + (h/2)xF2);
F4 = f(t(j—1) + h, A(:,i,j—1) + hxF3);
A(:,i,j) =A(:,i,j—1) + (h/6)*(F1+2«F2+42xF3+F4
)
end
end

% Generamos la matriz de soluciones
y = [];
for i = 1:N
y = [y; AC,:,1)];
end

56



37

38

e ow

oo ~ (=2} ot

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

end

%% Metodo de operator splitting
function [t,y]=splittfgdiff(f,It,x0,N)
global dl1 d2 d3 d4 db

t0 = It (1); % inicializa t

T =1t(2);
K = size(x0, 2);
deltax = 0.1; % paso de la discretizacion de x

h = (T-t0)/N; % paso de la discretizacion de t
D = (h/((deltax)”2))*[dl d2 d3 d4 d5]; % constantes de
difusion
t = t0:h:T; %t=intervalo(1l):h:intervalo (2)
A = zeros(size(x0,1),size(x0,2) ,N); % array de
matrices solucion para cada t
A(:,:,1) = x0;
for j=2:N
for i=2:K-1
Tij = A(,i,51)" + hef(6(j—1),A( 1] -1));
Timinuslj = A(:,i—1,j—1)" + hx (t(J—l),A( )1
-1,j=1));
Tipluslj = A(:,i+1,j—1)" + hef(t(j—1),A(:,i+1,
i=1));
A(:,i,j) = Tij + D.#(Timinuslj — 2+Tij +
Tipluslj);

end

% Condiciones de frontera de no flujo
A(:717j):A(:72?j);

A K, j) = A(:,K=1,j);

y = [?a A(r,0, 1) ]

end
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