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RESUMEN

El origen de la conspicuasimetría pentámeraexistenteen los equinodermoses
objetodedebate.Sinembargo,la organizaciónde estosorganismospentarradialesja-
más ha sidocaracterizada,a ningún nivel de estudio,desdeun punlo de vista matemá-
tico. Partiendodeuna ecuación de formade gradiente,triadasde ondasresonantesín-
teraccionandoentre sí determinan el diagramade estabilidadde los patronesde simetría
pentámerageneradospor cinco ondas planasconfinadasen regionescirculares.En
estesistema,cada onda planapuedeserdesarrolladacomo uíia serie infinita de modos
de Bessel. Sin embargo,las condicionesdel límite reducenel númeroposible de modos
deBessel a un conluntodiscreto.Estaaproximacióngeneralal problema dc los patro-
nesde simetríaradial esdesarrolladaenestetrabajoparaestudiarla distribucióny es-
tructurade los elementosesqueléticosque integranlos cálicesglobosos o en forma de
bol decrinoidesCamerados.Bajolas mismascondicionesleoricasgeíiera]esla dispo-
síclon de las placasen estosorganismospuedensercomparadasconexperimentoshi-
drodinámicos.Laestructuramultimodal de estructuradel cáliz de los crinoideoscon-
sideradosdemuestraque varios estados propios coexistenbajo un conjunto discreto de
condicionesdel límite, lo cual esel sellodeun procesoaltamenteno lineal y por lo tan-
to de un patrón altamenteno trivial.

Palabrasclave: Simetría.Estructuramultimodal, Cuasicristales,Pentamerismo,
Morfometría, Crinoidea. Camerata.
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ABSTRACT

The origin of the conspicuouspentamerismof echinodermsremainscontroversial.
Curiously,theorganizationof dieseliving fivefoid structureshasnotbeencharacte-
rized from a matitematicalpoint of view in any case,at any level. Startingfrom an
amplirudeequationof grandientform,triad rcsonarninieractionsdeterminePiesta-
bility diagramof fivefoid pattemsgeneratedby five planewavesin circularregions.
Eachplane wavecan bedevelopedas an infinite seriesof Besselmodes.However,
boundaryconstraintsreducethe numberof modesto a discreteset. This generalap-
proach is usedhere to studythe skeletonplate arrangementof bowl or globosecup
crínoids.Thebiological samplesare comparedlo hydrodynamicalexperimcntsunder
the sarnegeneralconditionsof patternselection.The muhimodalstructureof plate
anangemenrshowsthatmany elgenstatescoexistfor a singleset of boundarycondi-
tions which is tite signatureof a highty nonlinear,andhence,highíy nontrivial pat-
lern.Thepresentmathematicaltool could be analogouslyuseful lo studyechinoidske-
letons.

Key words:Symetry, Multimodal Structure,Quasicristals,FivefoidPattems,Pen-
tamerism,Morphometry,Crinoidea,Camerata.

INTRODUCCIÓN

El propósitodeestetrabajoesdescribirdesdeun puntodevistamatemático
ladisposiciónde lasplacasen loscálicesdealgunoscrinoideoscameradosglo-
bososy analizarlaestabilidaddeestasestructurasa la luz de la teoríade for-

macióny selecciónde patrones.
Los equinodermossonel ejemplozoológicopor excelenciade organismos

con simetríaradial pentámera.El origen de la conspicuasimetríapentámera
existenteenestosanimaleses en la actualidadobjetode debate.Sin embargo,
desdeun puntode vistamatemáticola organizaciónde estosorganismospen-
tarradialesjamásha sidocaracterizadaa ningúnnivel. La simetríaradialhasido
consideradatradicionalmentecomo unamerarepeticióndeelementosestruc-

turales(antímeros)alrededorde un eje de simetría.La caracterizaciónde este
tipo de estructurasbasicamentesehalimitado al establecimientodel númerode
orden(o lo quees lo mismo,el númerodeantímerosquecomponenla estruc-

tura), el gradode asimetríade los antírneroso incluso lospropioscriterosde
definición de antímeros(HICKMA.N. 1967; BECKLEMI5HEV, 1969). Este con-

ceptode simetríaradial es trivial y puedesercorrectoparaalgunosorganismos,

sin embargo,la formaen queseengarzanlos elementosesqueléticosdealgu-
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nosequinodermoses,como demostramosen este trabajo, algo muchomás
complejoqueobedecea normasno lineales.

Comounaaproximacióngeneralalproblema,y partiendode unaecuación
de lbrtnade gradiente,encontramosquetriadasde ondasresonantesqueinte-
raccionanentresí, determinanel diagramade estabilidadde lospatronesde si-
metríapentámerageneradospor cincoondasplanasconfinadasen regionescir-
culares.En estesistema,cadaondaplanapuedeserdesarrolladacomounaseríe
infinila de modosde Bessel.Sin embargo,las condicionesdel límite reducenel
númeroposiblede modosa un conjuntodiscreto.Estaaproximacióngeneralal
problemade los patronesde simetríaradial de cualquiernúmerode orden,pue-
de aplicarseal casoconcretode [adisposiciónpentarradialde los elementoses-
queléticosque integran los cálicesde algunos crinoideos.Bajo las mismas
condicionesteóricasgenerales,ladisposiciónde lasplacasen estosorganismos
puedensercomparadascon experimentoshidrodinámicosde ondasde Faraday,
en los cualesuna laminadelgadade fluido densoes sometidoparametricamente
a vibraciónvertical (TORRESaal., 1 995a, 1 995b).

En estetrabajoproponemosunanuevatécnicamatemáticaparadescribirla
morfologíade organismosque muestranun alto gradode simetríaradial. En
estesentido,los cálicesde algunoscameradosprimitivos muestranun patrón
de simetríapentámeraaltamenteregularquecomoconsecuenciade su forma
generalglobosa,es susceptiblede sersometidoa esta técnicaanalítica.Para
poderanalizarla estructuray disposiciónde las placasqueconformanel es-
queletodel cáliz, digitalizamosel diagraínateselarcodificandolas placas
medianteun sistemabinario (unosy ceros).A continuación,expandimosesta
función binariacomoun desarrollotruncadodeFourier-Bessel.Los desarro-
líos así obtenidosse correspondenaladisposiciónregularde cincoondaspla-
nasqueinteraccionanentresí. La estructuramultimodalde las imágenesob-
tenidasa partirde las ecuacionesmuestrael carácterno lineal de los patrones
analizados.Tal y comoes demostradoapartirde una ecuaciónde forma de
gradiente,estepatrónesaltamenteestable.La estructuramultimodalde la es-
tructuradel cáliz de loscrinoideosconsideradosdemuestraquevariosestados
propios coexistenbajo un conjuntodiscretode condicionesdel límite. Lo
cual es el sellode un procesoaltamenteno lineary por lo tanto de un patrón
altamenteno trivial.

Adicionalmente,laposibilidadde caracterizarmatemáticamentela estruc-
tura radial de estosorganismosofrecepotencialmenteunasnuevasposibili-
dadesanalíticasqueseránde aplicacióninmediataen el estudiode tendencias

evolutivasde estirpesde organismosdotadasde un alto grado de simetría
radial.
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DEFINICIÓN Y CÁLCULO DE LA FUNCIÓN TESELAR

Parapoderestablecerunacorrespondenciaentrela distribuciónde placasen
los cálicesdecrinoidesy la función de simetríaradialpentámeraapropiada,de-
finimos la función T(r, e) comoel desarrollo

“‘=4

T(r, O) ~ J6kr) [c5<,cos(5n8)+ s5,sin(5n0)] (1)

donder y 6 soncoordenadaspolares,k es el númerode onda(k 2 it/X; siendo
X la longitud de onda) y It5 son las funcionesdeBesseldeprimeraclasey or-
denSn. Por motivosdesimplicidad decálculo,estaserieestruncadae incluye
sólo cincotérminos(desden O a n = 4).

El digramateselarrepresentaladisposiciónde los elementosesqueléticos.
Estediagramaesdibujadoen disposiciónradial y digitalizadoposteriormente
en unamatriz de 100 x 100 pixelsen lacual las placassecodificancomonegro
fi) y el fondocomoblanco(O), la elecciónde uno u otro valor es arbitrana.La
función teselarT(r, O) es calculadacomoel mejorajuste,en el sentidodel error
mínimocuadrado,sobreel diagramateselarbinario.Por lo tanto, la función te-
selares unafunción ondulatoriaque esajustadaal diagramateselar.

CÁLCULO DF LAS CONSTANTES C51 Y 55

Paracalcularlas constantesC5 y 55 del sistema(1), resolvemosel sistema
lineal

A x (2)

dondeA es la matriz numéricade las funciones,de dimensión1O~ x 9, en la

quela fila i-esinaes:

[.k(kr), J4kr)cos(563,.15(kr)sin(5O.) J~>(krjcos(200),JÁkr)sin(200~)];x
es el vectorcolumnade dimensión9 x 1 cotilas nueveconstantesdesconoci-
das: [c0,c5, s5,...,c20,~23; b esel vectorcolumnaconlosvaloresbinariosmedi-
dos, de dimensiónlO~ x 1:

[T(r1,6~) T(r1~, O con los 10~ valoresbinados(uno o cero)de los
pixels del diagramateselardigitalizado.

Coloquios ¿le Paleontología 1 20
tq~q. 50, IL2-t25



Manuel Torres llernan:, et al. Patrones inultimodales estables con sínretria

Empleandométodosanalíticosnuméricos(PRESSet al., 1992), la solución
del sistema(2>, en el sentidodel errormínimocuadradoes:

x = (A1 A)-’ A’ b, (3)

RESULTADOS Y DISCUSION

Parailustrar estametodologíahan sido seleccionadoscincoespeciesco-
rrespondientesa otros tantosgénerosde la SuperfamiliaRitodocrinitacea
(CrinoideaCamerata)los cualeshansido estudiadosrecientementepor W. 1.
Ausui’H (ALSICE, 1986).Todosellos tienencálicesglobososo en formade bol

de pocaaltura. En la Hg. 1 aparecela disposiciónesquemáticade los ele-
mentesesqueléticosde loscálicesde Deocrinusasperatus(BtLLINGS. 1859),
Diamenocrinus¡ouani OEHLER’í, 1891, Rhodocrinúes kirbvi (WACIISMUTI-1 &
SPRINGER, 1897). Sphaerotocrinus ornatus GOLDRING, 1923 y de un Rhodo-
crinitidae aún no descrito (Rhodocrinitidaegen. nov. sp. nov.) procedente
del Caradocde El Viso del Marqués(GIL aol., 1996). Los diagramasdigita-
lizados y codificadosbinariamentehan sido sometidosa cálculo computen-
zado.Los valoresde lasconstantesC

0, C C 20 y ~ 20 calcttladospara
cadacrinoideohansido normalizadosy representadosrespectivamenteen las

Figs. 2.ay 2.b. Con los valoresde lasconstantespodemosproducir imágenes
que representanla función ondulatoriade cadadiagramateselar.Paramostrar
la exactituddel métodoempleado,en la Fig. 3 apareceel buenajusteentreel

diagramateselarde Rhodrocrinitidaegen.nov. sp. nov. y la función de onda
correspondiente.

El análisisde clusterde los valoresde las constantes& y S~, de la Fig. 2
ml

demuestraquelos valoressignificativossonC 0~ C ~, C 21> (valorespares),8 y
815 (valores impares).Así, teniendoen cuentael bien conocidodesarrolloen
funcionesde Besselde cincoondasplanascorriendoa lo largodel ejex:

e’
4’ = J/kr) + 2 ¿“ ¡ dr) e”” 0—0) (4)

dondeO, es unafase.La disposicióndelas placasen loscálicesdelos crinoi-
deosconsideradosrepresentanla superposiciónlineal decinco ondasplanasco-
rriendosegúnuna disposiciónpentagonalregular(estructuragerminal cuasí-
cristalina) tal y como ha sido descubiertarecientementeen experimentos

ondulatorioshidrodinámicos(TORRES el al., l 995a, 1 995b y BARRIO d al.,
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~ a

Diamenocrinus Deocrinus

RhodoCrinitidae
gen.nov. sp. nov

Sphaerotocrinus Rh d er n /

Figura 1 —Diagramna teselar dc los crinoideos estudiados (Cr¡/íoidea Ca Rh
docrinitacea). Familia Anthracccrinidac SrRIMPI.E & WÁrK¡Ns. /955: Diamenocrínus
jouani OEHLERr, /89/. Familia Rlíodocrinitidae Rol-iMER, 1855: Rhodocrinus asperatus
BlílíNos, 18.59: Rhodocriniteskirbyi (WACIISMUTI-i & SPRINGER, 1897): Sphaerotocri-
nus ornatus GOLDRING, 1923 y Rhodocrinitidae gen. nov. sp. nov.
Figure 1 —Teselar diagrain o/studied cr,no¡d5 (Crinoidea Camera/a Rhodorínitaí.eo),
Familv ,4,ítlíracocriííidae SiRIMPLE & WArKíNs, 1955: Diamenocrinusjouani QELILERí.

1891. Farnilv Rhodocrinitidae ROEMER, 1855: Rhodocrinusasperatus BILI,iNGs. 1859;
Rhodocriniteskirbyi (WÁCIIsMUTH & SPRINGER. 1897); SphaerotocrinusornatusGor
DRINO. 1923 aud Rhodocrinited gen. nov. sp. nov.

1997).Partiendode unaecuaciónde forma de gradiente,lacstabilidadde esta
estructuracuasicristalinapentámeraha sido demostradarecientementepara
ciertasregionesdel espacioparamétrico(CIJEN & VIÑALS, 1997).La estabilidad
de estepatrónpentámerotiene caráctergeneralenla teoríade selecciónde pa-
tronesno lineales.

Cntoquio~ e/e P«/eor,to/ogía í 22
1999, 50. I 17-125



Manuel Tm res Her-nariz, el al. Patrones rnultimodales estables con simetría

0,6
fu

¡ ~J,—r h

a
0,2 • Rhodocrinites

o . ‘~ : .Sphaerotocrinas ¡
Deocrinus

0,2 Diamenocririus

-0,4 gen. nov. sp. nov.,’

-0,6 A

¡ -0,8

‘a CO C5 010 015 C20

04
A

0,2

o t ¡ • Rhodocrinites u
• A• ¡ Sphaerotocrinus u

—0,2 ¡ • Deocrinus ¡¡

Diemenocrinus
-0,4 ‘ gen. nov. sp.

-0,6

-0,8
S5 SiO S15 S20

Figura2.—-Valores de las constantes de los desarrollos de Fourier-Bessel a—Tcrmaíox
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Figure 2.—Constant values cf Faurier-Bersel developinenis a.—Cosinus ter¡ns. h.—--Si-
¿/11V teítns.
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Figura 3.-Ajuste entre el diagramu?eselar de Rhodocrinoidea. gen. nov. sp. nov. y la 
función ondulatoria correspondiente. 
Figure 3.-Fitting between plate arrangement and undulatory interpretation of Rho- 
docrinitid gen. nov. sp. nov. 

CONCLUSIONES 

La estructura que determina la organizac@n y disposición de los elementos 
esqueléticos de los crinoideos considerados ha sido caracterizada matemática- 
mente por primera vez. Esta estructura muestra un patrón pentámero no trivial 
altamente estable que emerge desde algún proceso no lineal desconocido. En un 
futuro próximo esta posibilidad de caracterizar matemáticamente la estructura 
de un organismo radial podrá desarrollarse como una herramienta morfométrica 
capaz de analizar y comparar los patrones de disparidad morfológica en ten- 
dencias macroevolutivas de grupos con simetría radial. 
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