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RESUMEN

El origen de la conspicua simetria pentamera existente en los equinedermos es
objeto de debate. Sin embargo, la organizacion de estos organismos pentarradiales ja-
mas ha sido caracterizada, a ningun nivel de estudio, desde un punto de vista matema-
tico, Partiendo de una ecuacion de forma de gradiente, triadas de ondas resonantes in-
teraccionando entre si determinan el diagrama de estabilidad de los patrones de simetria
pentdamera generudos por cinco ondas planas confinadas en regiones circulares. En
este sistema, cada onda plana puede ser desarrollada como una serie infinita de modos
de Bessel. Sin embargo, las condiciones del limite reducen el niimero posible de modos
de Bessel a un conjunto discreto. Esta aproximacién general al problema de los patro-
nes de simetria radial es desarrollada en este trabajo para estudiar la distribucion vy es-
tructura de los elementos esqueléticos que integran los cilices globosos o en forma de
bol de crinoides Camerados. Bajo las mismas condiciones ledricas generales la dispo-
sicion de las placas en estos organismos pueden ser comparadas con experimentos hi-
drodindmicos. La estructura multimodal de estructura del ciliz de los crinoideos con-
siderados demuesira que varios estados propios coexisten bajo un conjunto discreto de
condiciones del limite, lo cual es el sello de un proceso altamenie no lineal y por lo tan-
to de un patrén altamente no trivial.
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ABSTRACT

The origin of the conspicuous pentamerism of echinoderms remains controversial.
Curiously, the organization of these living fivefold structures has not been characte-
rized from a mathematical point of view in any case, at any level. Starting from an
amplitude equation of grandient form, triad resonant interactions determine the sta-
bility diagram of fivefold patterns generated by five plane waves in circular regions.
Each plane wave can be developed as an infinite sertes of Bessel modes. However,
boundary constraints reduce the number of modes to a discrete set. This general ap-
proach is used here to study the skeleton plate arrangement of bowl or globose cup
crinoids. The biological samples are compared to hydrodynamical experiments under
the same general conditions of pattern selection. The multimodal structure of plate
arrangement shows that many eigenstaies coexist for a single set of boundary condi-
tions which is the signature of a highly nonlinear, and hence, highly nontrivial pat-
tern.The present mathematical tool could be analogously useful to study echinoid ske-
letons.

Key words: Symetry, Multimodal Structure, Quasicristals, Fivefold Patterns, Pen-
tarnerism, Morphometry, Crinoidea, Camerata,

INTRODUCCION

El proposito de este trabajo es describir desde un punto de vista matemadtico
la disposicidn de las placas en los cdlices de algunos crinoideos camerados glo-
bosos y analizar la estabilidad de estas estructuras a la luz de la teoria de for-
macion y seleccién de patrones.

Los equinodermos son el ejemplo zooldgico por excelencia de organismos
con simetria radial pentdmera. El origen de la conspicua simetria pentimera
existente en estos animales es en la actualidad objeto de debate. Sin embargo,
desde un punto de vista matemadtico la organizacion de estos organismos pen-
tarradiales jamas ha sido caracterizada a ningan nivel. La simetria radial ha sido
considerada tradicionalmente como una mera repeticion de elementos estruc-
turales (antimeros) alrededor de un ¢je de simetria. La caracterizacion de este
tipo de estructuras basicamente se ha limitado ai establecimiento del niimero de
orden {0 1o gque es lo mismo, el nimero de antimeros que componen la estruc-
tura), el grado de asimetria de los antimeros o incluso los propios criteros de
definicidén de antimeros (HicKMAN, 1967; BECKLEMISHEY, 1969). Este con-
cepto de simetria radial es trivial y puede ser correcto para algunos organismos,
sin embargo, la forma en que se engarzan los elementos esqueléticos de algu-
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nos equinodermos es, como demostramos en este trabajo, algo mucho mas
complejo que obedece a normas no lineales.

Como una aproximacion general al problema, y partiendo de una ecuacién
de forma de gradiente, encontramos que triadas de ondas resonantes que inte-
raccionan entre si, determinan el diagrama de estabilidad de los patrones de si-
metria pentamera generados por cinco ondas planas confinadas en regiones cir-
culares, En este sistema, cada onda plana puede ser desarrollada como una serie
infinita de modos de Bessel. Sin embargo, las condiciones del limite reducen el
ndmero postble de modos a un conjunto discreto. Esta aproximacidn general al
problema de los patrones de simetria radial de cuaiquier nimero de orden, pue-
de aplicarse al caso concreto de [a disposicion pentarradial de los elementos es-
queléticos que integran los cdlices de algunos crinoideos. Bajo las mismas
condiciones tedricas generales, 1a disposicién de las placas en estos organismos
pueden ser comparadas con experimentos hidrodindmicos de ondas de Faraday,
en los cuales una lamina delgada de fluido denso es sometido parametricamente
a vibracion vertical {TORRES et al., 19954, 1995b).

En este trabajo proponemos una nueva técnica matemitica para describir la
morfologia de organismos que muestran un aito grado de simetria radial. En
esie sentido, los calices de algunos camerados primitivos muestran un patrén
de simetria pentdmera altamente regular que como consecuencia de su forma
general globosa, es susceptible de ser sometido a esta téenica analitica. Para
peder analizar la estructura y disposicién de las placas que conforman el es-
queleto del caliz, digitalizamos el diagrama teselar codificando las placas
mediante un sistema binario (unos y ceros). A continuacion, expandimos esta
funcion binaria como un desarrollo truncado de Fourier-Bessel. Los desarro-
llos asi obtenidos se corresponden a la disposicion regular de cinco endas pla-
nas que interaccionan entre si. La estructura multimodal de las imdgenes ob-
tenidas a partir de las ecuaciones muestra el cardcter no lineal de Jos patrones
analizados. Tal y como es demostrade a partir de una ecuacion de forma de
gradiente, este patrén es altamente estable. La estructura multimodal de la es-
tructura del cdliz de los crinoideos considerados demuestra que varios estados
propios coexisten bajo un conjunto discreto de condiciones del limite. Lo
cual es el sello de un proceso altamente no linear y por 1o tanto de un patrén
altamente no trivial.

Adicionalmente, la posibilidad de caracterizar matematicamente la estruc-
tura radial de estos organismos ofrece potencialmente unas nuevas posibili-
dades analiticas que serdn de aplicacin inmediata en el estudio de tendencias
evolutivas de estirpes de organismos dotadas de un alto grado de simetria
radial.
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DEFINICION Y CALCULO DE LA FUNCION TESELAR

Para poder establecer una correspondencia entre Ja distribucién de placas en
los cdlices de crinoides y la funcién de simetria radial pentimera apropiada, de-
finimos la funcion 7(r, 8) como el desarrollo

=4

T, 0)= Y J (k) e, co8(5n6) +

. &, SIn(5n8)] (H
n=0)

donde r y 8 son coordenadas polares, £ es el nimero de onda (k = 2 n/A; siendo

A la longitud de onda) y J._son las funciones de Bessel de primera clase y or-

den 3n. Por motivos de simplicidad de cdlculo, esta serie es truncada e incluye

sOlo cinco términos {(desde n=0an=4).

El digrama teselar representa la disposicién de los elementos esqueléticos.
Este diagrama es dibujado en disposicion radial y digitalizado posteriormente
en una matriz de 100 x 100 pixels en la cual las placas se codifican como negro
(1) y el fondo como blanco (0}, la eleccion de uno u otro valor es arbitraria. La
funcién teselar 7(r, 9) es calculada como el mejor ajuste, en el sentido del error
minimo cuadrado, sobre el diagrama teselar binario. Por lo tanto, la funcién te-
selar es una funcidn ondulatoria que es ajustada al diagrama teselar.

CALCULO DE LAS CONSTANTES C, ¥ S|

Para calcular las constantes C_ y S, del sistema (1), resolvemos ¢l sistema
lineal

Ax=bh, (2)

donde A es la matriz numérica de las funciones, de dimensién 10* x 9, en la
que la fiia i-esina es:

[J (kr,), J(kr)cos(56,), J (kr)sin(50)),..., ], (kr)cos(200,), T, (kr)sin(200)]; x
es el vector columna de dlmemron 9 x 1 con las nueve constantes desconoci-
das: {¢, ¢, BaeeesCopy § IR b es el vector columna con los valores binarios medi-
dos, de dimension 10° x 1:

[T(r,, 6 )., T(r g0 © o0 ]+ €oN 108 10# valores binarios (une o cero) de los
pixels del diagrama teselar digitalizado.
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Empleando métodos analiticos numéricos (PRESS ef al., 1992), la solucion
del sistema (2), en el sentido del error minimo cuadrado es:

x = (AT Ay AT b, (3)

RESULTADOS Y DISCUSION

Para tlustrar esta metodologia han sido seleccionados cinco espectes ¢o-
rrespondientes a otros tantos géneros de la Superfamilia Rhodocrinitacea
(Crinoidea Camerata) los cuales han sido estudiados recientemente por W. L
AUSICH (AusicH, 1986). Todos ellos tienen cdlices globosos o en forma de bol
de poca altura. En la Fig. | aparece [a disposicion esquemitica de los ele-
mentos esqueléticos de los calices de Deocrinus asperatus (BILLINGS, 1839),
Diamenocrinus jouani OBHLERT, 1891, Rhadocrinites kirbyi (WaACHSMUTH &
SPRINGER, 1897), Sphaerotocrinus ornatus GOLDRING, 1923 y de un Rhodo-
crinitidae aun no descrito (Rhodocrinitidae gen. nov. sp. nov.) procedente
del Caradoc de El Viso del Marqués (GIL et al., 1996). Los diagramas digita-
lizados y codificados binariamente han sido sometidos a cdfculo computeri-
zado. Los valores de las constantes C . C ..., C ¥y S ...S calculados para
cada crinoideo han sido normalizados y representados respectivamente en las
Figs. 2.a y 2.b. Con los valores de las constantes podemos producir imagenes
que representan fa funcion onduiatoria de cada diagrama tesetar. Para mostrar
la exactitud del método empleado, en la Fig. 3 aparece el buen ajuste entre el
diagrama teselar de Rhodrocrinitidae gen. nov. sp. nov. y la funcion de onda
correspondiente.

El andlisis de cluster de los valores de las constantes C, vy S, de la Fig. 2
demuestra que los valores significativos son C |, C | C, (valores pares). Sy
Sl 5 {valores impares). Asi, teniendo en cuenta el bien conocido desarrolfo en
funciones de Bessel de cinco ondas planas corriendo a lo largo del eje x:

m=4

etk :JUUG.) +72 Z f”'.f-.n(k‘h} eim((Hi\) (4)

m=l)

donde §_es una fase. La disposicién de las placas en los cdlices de 1os crinoi-
deos considerados representan la superposicion lineal de cinco ondas planas co-
rriendo segiin una disposicion pentagonal regular {estructura germinal cuasi-
cristalina) tal vy como ha sido descubierta recientemente en experimentos
ondulatorios hidrodinamicos (TORRES er al., 1995a, 1995b v BARRIO et al.,
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Rhodocrinitidae
gen. Nov. sp. ROV,

Sphaerotocrinus Rhodocrinites

Figura | .—Diggrama reselar de los crinoideos estudiados (Crinoidea Camerata Rho-
docrinitacea). Familia Anthracocrinidae STRIMPLE & WATKINS, {955 Diamenocrinus
jouant QEHLERT, 189/ . Familia Rhodocrinitidae ROEMER, /835 Rhodocrinus asperatus
Bnrings, /859 Rhodocrinites Kirbyt (WACHSMUTH & SPRINGER. [897); Sphaerotocti-
nus ornatus GOLDRING, /923 y Rhodocrinitidae gen. nov., sp. nov,

Figure 1.—Teselar diagram of studied crinolds (Crinoidea Camerata Rhodocrinitacea).
Family Anthracocrinidae STRIMPLE & WATKINS, 7955 Diamenocrinus jouani QEHLERT,
1891 Familv Rhodocrinitidae ROPMER, F855: Rhodocrinus asperatus Bioanes. 1859,
Rhodocrinites kirbyi (WactsmuTH & SPRINGER. /897); Sphaerotocrinus ornatus Got -
DRING, 7923 and Rhodocrinited gen. nov. sp. nov.

1997), Partiendo de una ecuacidn de forma de gradiente, 1a estabilidad de esta
estructura cuasicristalina pentdmera ha side demostrada recientemenie para
ciertas regiones del espacio paramétrico {CHEN & VINALS, 1997). La estabilidad
de este patron pentamero fiene cardcter general en la teoria de seleccion de pa-
trones no lineales.
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Figura 2—Valores de lay constantes de los desarrollos de Fourier-Bessel a—{ érminoy
de los cosenos, b—Términos de los senos.

Figure 2.—Constant values of Fourier-Bessel developments a—Cosinus terms. h—5i-
Uy terms.
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Figura 3.—Ajuste entre el diagrama-teselar de Rhodocrinoidea. gen. nov. sp. nov. y la
funcién ondulatoria correspondiente.

Figure 3.—Fitting between plate arrangement and undulatory interpretation of Rho-
docrinitid gen. nov. sp. nov.

CONCLUSIONES

La estructura que determina la organizacidn y disposicion de los elementos
esqueléticos de los crinoideos considerados ha sido caracterizada matematica-
mente por primera vez. Esta estructura muestra un patrén pentdmero no trivial
altamente estable que emerge desde algtin proceso no lineal desconocido. En un
futuro préximo esta posibilidad de caracterizar matematicamente la estructura
de un organismo radial podréa desarrollarse como una herramienta morfométrica
capaz de analizar y comparar los patrones de disparidad morfol6gica en ten-
dencias macroevolutivas de grupos con simetria radial.
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