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Resumen

El objetivo de esta Tesis Doctoral consiste en e disefio de una metodologia para €l
modelado de registros de geo-radar eficiente en términos de potencia y tiempo de célculo. Esta
metodologia es completa, en € sentido en que incluye tanto el efecto de la difraccion como la
presencia de reflexiones multiples, asi como efectos laterales en problemas tridimensionales.

Para € desarrollo de estos algoritmos se emplea una novedosa metodologia hibrida del
filtrado de Fourier y e trazado de rayos, implementandose agoritmos para la resolucion
numérica del Problema Directo y €l Problema Inverso en dosy tres dimensiones, proponiéndose
una metodologia para el adecuado tratamiento de |os datos de campo.

Para € desarrollo de estos algoritmos se busca relacionar el perfil que se mediria en la
superficie con la distribucion de reflectividad en la subsuperficie, mediante la aplicacion de un
filtro en e dominio frecuencial.

Dada la necesidad de trabagjar con transformadas de Fourier e interpolar los espectros, se
estudia la forma apropiada de redlizar ésta, desarrollandose la técnica para la interpolacion en €l
espectro mediante la generalizacion del Teorema de Shannon. Esta es una técnica muy costosa
computacionalmente, por lo que tras un exhaustivo estudio se elige como aternativa la
interpol acién mediante splines clbicos.

Dadas las caracteristicas de la técnica empleada, |a difraccion aparece en forma naturdl. Las
reflexiones multiples se obtienen en & Problema Directo mediante la introduccion, previo a
filtrado en e dominio frecuencial, de una coleccion de reflectores ficticios asociados a cada
reflexion mdltiple, que son determinados mediante un procedimiento andlogo a trazado de

rayos.

Estos algoritmos se implementan en el lengugje de programacion de MATLAB, y se disefian
para ser ensamblados fécilmente en un programa mas completo de modelado y andlisis de
radargramas.

En la aplicacion de los algoritmos a datos sintéticos y datos de campo se aprecia como,
aunque no son apropiados para la extraccion de conclusiones de carécter cuantitativo en lo que
refiere alas amplitudes y fases, si lo son pararealizar andlisis cuantitativos en lo que refiere ala
geometria de las sefiales y tiempos dobles de recorrido, en el Problema Directo, y profundidades
en e Problema Inverso.

En todos los casos los tiempos de computo son suficientemente cortos como para que la
metodol ogia resulte operacionalmente eficiente en un PC portétil o de sobremesa.



Introduccion

El geo-radar es un método de Prospeccion Geofisica de alta resolucion basado en la emision
y propagacion de ondas electromagnéticas en forma de pulsos de corta duracion y en el rango de
frecuencias de 10-3000 MHz, y la posterior recepcion de las reflexiones en discontinuidades,
habil para el estudio no destructivo de la estructura de la region subsuperficial y la localizacion
de objetos enterrados, que empieza a desarrollarse en la segunda mitad del siglo XX.

El geo-radar consiste esencialmente en una unidad central, que sirve para coordinar el
funcionamiento del resto de componentes, una serie de antenas encargadas de emitir impulsos
electromagnéticos de corta duracion (entre 1 y 10 ns) y captar sus reflexiones en el subsuelo
(cuyo diagrama de radiacion se considera, en general, contenido en un cono dirigido hacia el
subsuelo), asi como un soporte para visualizar los resultados y un sistema de grabacion de
sefiales que facilite el almacenamiento de los datos para su posterior analisis o reproduccion (en
la actualidad se emplea un ordenador portatil como medio de almacenamiento y visualizacion).

Las primeras contribuciones en la literatura cientifica en relacion a este método se centran
en la metodologia que lo caracteriza. Se hace hincapi¢ en la necesidad de determinar
convenientemente los parametros de adquisicion y efectuar una buena caracterizacion del equipo
(se realizan estudios sobre la base de experimentos de campo, en que se analizan diferentes
frecuencias y potencias de emision), y se resuelve el Problema Directo, aunque unicamente en
modelos simplificados.

Una vez conocidas las bases fisicas del método aparecen contribuciones relacionadas con el
tratamiento e interpretacion de los datos, haciéndose uso de las técnicas tradicionalmente
empleadas en la Prospeccion sismica de reflexion para la migracion, la interpolacion, etc., para
conseguir una interpretacion cuantitativa mas fiable.'

En la década de los 90 se produce un aumento en la apariciéon de colaboraciones sobre
aplicaciones del geo-radar, alcanzando suficiente importancia como para ser protagonista de
sesiones propias en los congresos internacionales. Existe, incluso, un congreso dedicado
exclusivamente al geo-radar (International Conference on Ground-Penetrating Radar) iniciado a
finales de los 80, que se realiza cada dos afios.

" En ambos métodos se estudia la propagacion de ondas en la subsuperficie, existiendo una mayor analogia
entre las ondas S y las ondas electromagnéticas, dadas las caracteristicas de polarizacion de estas Gltimas.
Mientras que en la Prospeccion sismica son las propiedades elasticas de los materiales las que rigen la
propagacion de las ondas, en el caso de la Prospeccion con geo-radar las propiedades determinantes son las
electromagnéticas. Asi mismo, el geo-radar emplea ondas de frecuencias mucho mayores en o6rdenes de
magnitud que las utilizadas en sismica: 10—1000 MHz frente a 10—1000 Hz (Pérez Gracia, 2001).
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Asi mismo, se incrementan y diversifican los campos de aplicacion, por ejemplo:

e Antenas (Carcione, 1998; Jiao et al., 2000; Lampe y Holliger, 2003; Lee et al.,
2004a; Uduwawala et al., 2004; Yarovoy, 2004; Ellefsen y Wright, 2005).

e Aplicaciones forénsicas (Hammon et al., 2000; Bugaev et al., 2004; Instanes et
al., 2004; Koppenjan et al., 2004; Modroo y Olhoeft, 2004).

e Arqueologia (Pérez Gracia et al., 2002a; Cerdefio et al., 2004; Radzevicius et
al., 2004; Whiting y Orvald, 2004; Whiting y Hackenberger, 2004; Lorenzo y
Arias, 2005; Vafidis et al., 2005).

e Caracterizacion de medios (Sénéchal et al., 2000; Pérez Gracia et al., 2002b;
Pipan et al., 2003; Paniagua et al., 2004).

e Contaminacion y medio ambiente (Lorenzo et al., 2001; Orlando y Marchesi,
2001; Teixeira et al., 2002; Lopes y Gomes, 2003; Chang et al, 2004; Jol et al.,
2004; Lorenzo et al., 2004).

e Deteccion (Sun y Young, 1995; Zeng y McMechan, 1997; O’Neill, 1997 y
2000; Beres et al., 2001; Allred et al., 2004; Utsi, 2004).

e Deteccion de minas y otro armamento (Gader et al., 2001; O’Neill, 2001;
Zhan et al., 2001; Aubry et al, 2002; Fischer et al., 2003; Perrin et al., 2004).

e Estratigrafia (Carredn et al., 2003; Asprion et al., 2004; Cunningham, 2004;
Jordan et al., 2004; Xia et al., 2004; Pedersen y Clemmensen, 2005).

e Exploracion planetaria (Leuschen et al., 2001 y 2002; Ciarletti et al., 2003;
Pettinelli et al., 2003; Rey et al., 2003; Markus et al., 2004).

¢ Geodinamica (Busby y Merritt, 1999; Bano et al., 2000; Anderson et al., 2003;
Slater y Niemi, 2003; Bennet et al., 2004; Grasmueck et al., 2005).

e Geomorfologia (Antunes et al., 2002; McMechan et al., 2002; Skelly et al.,
2003; Young et al., 2003; Blumberg et al., 2004; Kjaer et al., 2004; Pelpola y
Hickin, 2004).

e Geotecnia (Audru et al., 2001; Osorio et al., 2002b; Giang, 2004; Giroux et al.,
2004; Hugenschmidt, 2004; Park et al., 2004).

e Glaciologia (Arcone, 1996; Ekes y Hickin, 2001; Legarsky et al., 2001;
Jakobsen y Overgaard, 2002; Bennet et al, 2004; Navarro et al., 2005).

e Hidrologia (Huisman et al., 2002; Scmalz et al., 2002; Kowlasky et al., 2004;
Travassos y Menezes, 2004; Comas et al., 2005; Doolittle et al., 2005;
Turesson, 2005).

e Ingenieria civil (Lorenzo y Cuéllar, 1995; Ekes y Friele, 2004; Grivas et al.,
2004; Lee et al., 2004b; Szynkiewicz y Grabowski , 2004; Benedetto et al.,
2005; Grote et al., 2005).

e Localizacion de biomasa enterrada (Niltawach et al., 2003 y 2004).

e  Mineria (Francké y Yelf, 2003; Jha et al., 2004; Triltzsch et al., 2004; Strange
et al., 2005).
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e Paleontologia (Main y Hammon, 2003).

e  Patrimonio (Pérez Gracia, 2001; Binda et al., 2003; Nuzzo, 2004; Pieraccini et
al., 2004; Ranalli et al., 2004; Tallini et al., 2004).

e Produccion agricola (Freeland et al., 1998).

e Recursos naturales (Carcione y Seriani, 2000; Fullagar et al., 2000; Osorio et
al., 2002a; Tronice et al., 2002; Elkhetali, 2003b; Liu y Sato, 2004).

e Radar aplicado a sondeos (Bellefleur y Chouteau, 2001; Giroux et al., 2004;
Kim et al., 2004).

e  Vulcanologia (Rust y Russell, 2000; Cagnoli y Ulrych, 2001).

Este auge en el desarrollo de la técnica del geo-radar da idea de la importancia adquirida por
este método de estudio en la Gltima década. Esto es debido, en gran medida, a que se trata de un
método no destructivo y a la relativa simplicidad del proceso de adquisicion de datos, lo que lo
hace un método de Prospeccion rapido, barato en comparacion con otros métodos, eficiente y el
de mayor resolucion dadas las altas frecuencias que emplea.

En Geofisica Aplicada los métodos numéricos juegan un papel fundamental, ya que al
conocimiento directo del subsuelo no puede accederse sin un enorme costo en excavaciones o en
perforaciones; que son, ademas, métodos destructivos. Al contrario de lo que ocurre en otras
disciplinas, en las que se pueden construir prototipos para chequear un nuevo concepto o
procedimiento, en Geofisica s6lo se dispone de simulaciones numéricas para examinar la
efectividad de un método en la biisqueda de un objetivo en la subsuperficie.

Existen diversas metodologias para el modelado de registros de geo-radar, encontrandose
referidas en la literatura:

e Diferencias finitas (Grinin, 1997; Chen y Huang, 1998; Teixeira et al., 1998;
Giirel y Oguz, 2000; Oguz y Giirel, 2000; Wang y Oristaglio, 2000a; Kumar et
al., 2003; Oguz y Giirel, 2003; Klysz et al., 2004; Liu y Sato, 2004).

e FElementos finitos (Di y Wang, 2004; Zdunek y Rachowicz, 2004; Ledger et
al., 2005).

e Filtrado de Fourier (Stolt, 1978; Stolt y Weglein; 1985; Haizhong y Xiaojian,
1997; Bitri y Grandjean, 1998; Grandjean et al., 2000; Grasmueck et al.,
2005).

e Pscudo espectral (Liu, 1997; Yang et al., 1999; Carcione et al., 1999; Liu y
Fan, 1999 a-b; Fan et al., 2002; Arcone et al., 2003).

e Redes neuronales (Brooks et al, 1997; Elkhetali; 2003a; Caorsi y Cevini;
2004).

e Transformada de Radon (Riiter, 1987; Wang y Oristaglio, 2000b; Leparoux et
al., 2001; Trad, 2003; Nuzzo y Quarta, 2004; Sava y Guitton, 2005).
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e Trazado de rayos (Cai y McMechan, 1995; Bohidar y Hermance, 2002;
Baradello et al., 2004; Gloaguen et al., 2004; Goodman, 2004; Malcolm et al.,
2005).

e  Otros métodos (Bancroft et al., 1998; Shrestha et al., 2001; Guangyou y Pipan,
2003; Kurk et al., 2003; Moran et al., 2003; Kim y Kim, 2004; Rubio et al.,
2004; Lu et al., 2005).

Estas metodologias pueden englobarse, en general, en dos familias bien diferenciadas (Zeng
et al, 1995):

e Basadas en la resolucion de la Ecuacion de Ondas en el dominio natural:’
diferencias finitas, trazado de rayos...

Se supone la existencia de capas, con geometria mas o menos complicada,
dentro de las cuales los parametros electromagnéticos permanecen constantes.
Los algoritmos basados en estas técnicas permiten determinar las amplitudes
debidas a la reflexion, incluidas las reflexiones multiples, pero no incluyen
efectos tipicamente ondulatorios tales como la difraccion.

e Basadas en la resolucion de la Ecuacion de Ondas en el dominio frecuencial:
filtrado de Fourier, transformada de Radon...

Se supone que los reflectores se encuentran constituidos por la superposicion
de puntos difractores en una matriz caracterizada por parametros
electromagnéticos constantes. Los algoritmos basados en estas técnicas
permiten determinar los efectos ondulatorios (difraccion), pero no permiten
tener en cuenta el patron de emision de la antena ni la existencia de
reflexiones multiples.

En general puede afirmarse que, asi como las metodologias pertenecientes a la primera
familia producen resultados mas ajustados numéricamente, también llevan asociado un elevado
tiempo de computo, mayor que el correspondiente a las metodologias pertenecientes a la
segunda familia.

En la bibliografia consultada, en s6lo 30 de 95 publicaciones se trata el problema
tridimensional y, de éstas, en 9 en 2,5 dimensiones y en 21 con efectos laterales. En éstas
ultimas se desarrollan metodologias que, salvo en una, pueden enmarcarse en la primera familia
anteriormente expuesta, que son complejas y requieren gran potencia y tiempo de calculo (desde
los 40 minutos de ejecucion indicados por Bourgeois y Smith, 1994, hasta las 4 horas indicadas
por Klysz et al., 2004).

2 A los efectos de esta Introduccion, se entiende por DOMINIO NATURAL el conjunto de valores (X, Y, Z, '[)
en los que se busca la solucion de la Ecuacion de Ondas. Asi mismo, se entiende por DOMINIO FRECUENCIAL
el conjunto de valores de las frecuencias (U,V, W, a)) asignadas por la Transformada de Fourier a los valores

que definen el dominio natural (Cf. §4.1.1).
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Los tiempos de célculo referidos resultan prohibitivamente elevados en la practica. Como
ejemplo cabe sefialar que durante el proceso de adquisicion de datos, tras cada jornada de
trabajo, resulta interesante revisar los perfiles obtenidos, con objeto de redirigir el estudio en el
caso en que fuera pertinente. Dado el volumen de datos que se obtiene diariamente,’ se requiere
una metodologia rapida y que pueda ser implementada para su ejecucion en el campo (en un
ordenador portatil). En la literatura consultada no aparece referida ninguna metodologia que
cumpla con estas caracteristicas que la validen como herramienta de caracter practico.

El objetivo de esta Tesis Doctoral consiste en el disefio de una metodologia para el
modelado de registros de geo-radar eficiente en términos de potencia y tiempo de célculo. Esta
metodologia ha de ser completa, en el sentido en que ha de incluir tanto el efecto de la difraccion
como la presencia de reflexiones multiples, asi como efectos laterales en problemas
tridimensionales.

Para el desarrollo de estos algoritmos se empleara una novedosa metodologia hibrida del
filtrado de Fourier y el trazado de rayos, implementandose algoritmos para la resolucion
numérica del Problema Directo y el Problema Inverso en dos y tres dimensiones, proponiéndose
una metodologia para el adecuado tratamiento de los datos de campo. El filtrado de Fourier es
una metodologia basada en la resolucion de la Ecuacion de Ondas en el dominio frecuencial, por
lo que la difraccion serd tratada en forma natural. Las reflexiones multiples seran obtenidas en la
resolucion del Problema Directo mediante la introduccion, previa a la resolucion de la Ecuacion
de Ondas, de una coleccidn de reflectores ficticios asociados a cada reflexion multiple, que seran
determinados mediante un procedimiento analogo al trazado de rayos.

Esta es una metodologia novedosa, que permite aprovechar los aspectos positivos de las
técnicas que la constituyen: la aparicion de la difraccion y los efectos laterales en los problemas
tridimensionales, del filtrado de Fourier; las reflexiones multiples, del trazado de rayos; todo ello
sin que se requiera una gran potencia de computo y con un razonablemente pequefio tiempo de
calculo, lo que le hace ser valida como herramienta de caracter practico.

Esta Tesis Doctoral se encuentra estructurada en nueve Capitulos. Los dos primeros estan
dedicados a la exposicion de los fundamentos que seran precisos en los desarrollos posteriores.

En el Capitulo 1 se exponen los fundamentos de la teoria que rige la propagacion de las
ondas electromagnéticas.

En el Capitulo 2 se describe el equipo de geo-radar, su funcionamiento en la fase de
adquisicion de los datos de campo, y se describen algunas de las técnicas de procesado de los
mismos y de conversion del tiempo doble de recorrido en profundidad.

Los cuatro capitulos siguientes estan dedicados al desarrollo de la metodologia, al disefio de
los algoritmos y su implementacion.

En el Capitulo 3 se efectiia el desarrollo de algoritmos para la sintesis numérica e inversion
de radargramas, tanto en dos dimensiones (perfiles) como en tres dimensiones (cubos). Para ello
se resuelve el Problema Inverso, empleandose una metodologia paralela a la expuesta por Stolt
(1978) para la migracion de perfiles sismicos, mediante la resolucion de la Ecuacion de Ondas
escalar en el dominio frecuencial. Este desarrollo se particulariza y amplia para la propagacion
de ondas electromagnéticas, discutiéndose las simplificaciones necesarias para la obtencion de
un algoritmo operativo. La resolucion del Problema Directo se logra mediante la inversion de los
algoritmos correspondientes al Problema Inverso.

’ En la campafia de Prospeccion con geo-radar en el Castro de El Ceremefio y la Necropolis de Herreria
(Guadalajara) que se refiere en el Capitulo 9, se obtuvieron en 3 dias de trabajo 227 perfiles de entre 4 y 26 m
de longitud, lo que da una media de 76 perfiles diarios.
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Dada la importancia de una apropiada determinacion numérica de las transformadas de
Fourier directa e inversa, y la necesidad de efectuar interpolacion en los dominios frecuencial y
natural, en el Capitulo 4 se desarrolla el formalismo matematico de estas transformaciones en su
aplicacion a las funciones muestreadas con soporte acotado, efectuandose particularizaciones
para las funciones constituidas por suma de impulsos, que son las tratadas en la presente Tesis
Doctoral.

Las metodologias de interpolacion en las transformadas de Fourier expuestas en el Capitulo
anterior son muy costosas en términos de potencia y tiempo de calculo, estudidndose en el
Capitulo 5 metodologias alternativas a éstas.

En el Capitulo 6 se expone la estructuracion de los algoritmos para la resolucion de los
problemas directo e inverso, en dos y tres dimensiones, en sus modulos constituyentes. Estos
algoritmos se implementan en el lenguaje de MATLAB® Version 6.5.0.180913a (R13),
desarrollado por la compafiia The MathWorks, Inc. (Hanselman y Littlefield, 2001).

Los dos capitulos siguientes estan dedicados a la aplicacion de los algoritmos y sus
resultados numéricos, tanto en modelos sintéticos como a datos de campo.

En el Capitulo 7 se aplican los algoritmos a diversos modelos sintéticos sencillos.

En el Capitulo 8 se discute la aplicacion de los algoritmos a datos de campo, atendiendo a
los resultados descritos en el Capitulo anterior.

El altimo Capitulo esta dedicado a la discusion general y la exposicion de las conclusiones.
En él se recopilan y discuten los principales resultados obtenidos en los capitulos precedentes.
Se incluye la discusion general de las cuatro vertientes fundamentales que se tratan en este
Trabajo: diseflo, implementacion, resultados numéricos y tratamiento de datos de campo; la
exposicion de las conclusiones finales y las futuras lineas de investigacion.

A continuacion de las referencias bibliograficas citadas en la memoria, con la finalidad de
completar la bibliografia sobre geo-radar, se adjunta un compendio de referencias clasificadas
por materias que incluyen las que, habiendo sido consultadas, no han sido citadas en ella.

En los capitulos 3 y 4, las definiciones y resultados matematicos mas importantes se
delimitan mediante los simbolos P y <. Las demostraciones matematicas que se desarrollan en
el Capitulo 4 son omitidas del texto con el objeto de facilitar su lectura y comprension, y se
exponen en el Anexo 4.A delimitadas mediante simbolos m.



Capitulo 1

Fundamentosdela
teoria eectromagnética
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En este primer Capitulo se exponen los fundamentos de la teoria que rige la propagacion de
las ondas el ectromagnéticas.

Se encuentra dividido en tres Secciones dedicadas, respectivamente:

e A laexposicién de las Ecuaciones de Maxwell.

e Al estudio de la propagacion de las ondas electromagnéticas, derivandose la
Ecuacion de Ondas, estudiandose la reflexion y transmision de ondas planas
monocromaticas y la atenuacion de las ondas el ectromagnéticas.

o Al estudio de los parametros de los medios que caracterizan su
comportamiento el ectromagnético.

11
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1.1.

Ecuaciones de Maxwell

1.1.1.

Las ecuaciones de Maxwell representan el compendio de las leyes del electromagnetismo
(Ward y Hohmann, 1987; Sadiku, 1994; Reitz et a., 1996). Esta Seccién esta dedicada a su
presentacion y estudio en los dominios natural y frecuencial.

Ecuaciones de Maxwell en el dominio natural

La propagacién del campo electromagnético (EM) estd descrita por las ecuaciones de
Maxwell:

VAE:—E}—B
ot
VAH =J+6—D (2.1.2)
ot
V'])=pv
VB=0

Donde E denota la intensidad de campo eléctrico (V-m™), H la intensidad de campo
magnético (A-m™), D el desplazamiento eléctrico (C:m?), B la induccién magnética (T 6
Wb-m?), y J ladensidad de corriente (A-m®).? Asi mismo, p, denotala densidad voltmica de
cargalibre en el medio (C-m®).

L as relaciones entre estos campos en €l interior de medios lineales, homogéneos e isitropos
vienen dadas por las relaciones constitutivas:

D=c¢E
B=uH (1.1.2)
J=cE+J'

La Ultima de las relaciones constitutivas expresa la densidad de corriente J como suma de
las densidades de corriente de conduccién, J = oE, y la asociada a la fuente del campo EM,
J' . En edas relaciones ¢ denota la permitividad eléctrica (F-m?), # la permeabilidad
magnética (H-m™) y o laconductividad eléctrica (S m™) del medio.

L El dominio natural hace referencia alas coordenadas de posicion X, Y, Z y al tiempo t, mientras que el
dominio frecuencial hace referencia a los nimeros de onda U, V, W y lafrecuencia angular @ . Ambos
dominios se denominan conjugados, tal como se expone en la 84.1.

2 Hay autores que, en determinadas disciplinas, se refieren a B como campo magnéticoy H como poder
imanador.

13
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De las ecuaciones de Maxwell (1.1.1) y las relaciones constitutivas (1.1.2) se deducen las
condiciones que |os campos deben satisfacer en una zonainterfacial entre dos medios 1y 2:

(E,~E,)Anz=0
(H,—H,)Anz =K
(D,-D,)nzz = p,
(B,~B,)n2 =0

(1.1.3)

Donde K denotala densidad de corriente en lainterfaz (A-m™), P, ladensidad superficial

de carga libre en lamisma (C-m?), y ni2 e vector unitario en la direccion normal alainterfaz,
con sentido del medio 1 al medio 2.

Como casos particulares de las condiciones en la frontera (1.1.3) puede citarse €l caso de un
conductor perfecto, o =0, en d interior del cual la componente norma de la induccién
magnética y la componente transversal del campo eléctrico son nulas, asi como €l caso de un

dieléctrico perfecto, o ~ 0, en cuyo caso ladensidad de corriente en lainterfaz es nula.

En los desarrollos subsiguientes se asume que los campos vectoriales son dependientes de la
posicién y e tiempo, mientras que las magnitudes escalares son independientes del tiempo,
temperaturay presion, pero pueden depender de la posicién.

1.1.2. Ecuaciones de Maxwell en el dominio frecuencial

Si se efectlia una transformacion de Fourier unidimensional® de las ecuaciones de Maxwell
(1.1.1) respecto del tiempo,* se obtienen |as ecuaciones de Maxwell en el dominio frecuencial:

VAE, =—ioB,

VAH,=J,+ioD, 114
VD, =p,
VB, =0

Donde E,, H,, D, B, y J,, denotan |as partes espacidlesde E, H, D, B y J,

respectivamente y, a su vez, @ = 2 f representa la frecuencia angular, o pulsacion, de las
ondas el ectromagnéticas (rad-sY).

3 Un estudio detallado del andlisis de Fourier se expone en el Capitulo 4.
* Lo cual equivale a asumir que la dependencia temporal de los campos EM es arménica
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Asi mismo, las relaciones constitutivas (1.1.2) se reescriben de laforma:

D, =¢E,

B, =uH, (1.1.5)
J.=0E_+J!
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1.2. Propagacion de ondas electromagnéticas

En esta Seccion se estudia la propagacion de ondas EM, tanto en €l interior de medios
materiales como en las interfaces entre medios distintos.

1.2.1. Propagacion de ondas planas monocrométicas

En esta primera Subseccion se estudia la propagacion de ondas planas monocromaticas en
diversos medios.® Para ello, en primer lugar se consideran medios dieléctricos generales vy,
posteriormente, se particularizan las expresiones obtenidas para diel éctricos perfectos, € vacio y
conductores perfectos.

1.2.1.1. Ondas planas en medios dieléctricos

En medios dieléctricos en los que no hay presentes cargas ni corrientes libres (o, =0,
J'= 0), las ecuaciones de Maxwell (1.1.4) pueden escribirse, teniendo en cuenta las
relaciones constitutivas (1.1.5), de laforma:

VAE,=-1ouH,

VAH, =(o+iwe)E,

VE, =0
V-H, =0

(1.2.1)

Tomando nuevamente rotacionales a ambos lados de | as dos primeras ecuaciones (1.2.1), se
obtiene:

VAVAE,=-1ouvV AH,

. (122)
VAV AH, :(O'+|a)g)V/\Ee

® Se asume la propagacion de ondas planas pues, en € rango de longitudes de onda en que trabaja el
geo-radar, es valida la aproximacién de grandes distancias para los campos radiados (Cf. §2.3.2.2).

17
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Aplicando en las ecuaciones anteriores la identidad vectorial en coordenadas cartesianas
(Harrisy Stocker, 1998):

VAVAV=V(V:V)-V?V (12.3)

Y teniendo en cuenta las dos Ultimas ecuaciones de Maxwell (1.2.1), se obtienen las
Ecuaciones de Ondas:® ’

V’E, = y°E
, =7 , ¢ (1.2.4)
V He = 7 He
Donde 7 denotalaconstante de propagacion dada por:
72 =iou(o+iwe) (1.2.5)
Al ser ¥ unamagnitud compleja, es posible descomponerla en forma bindmica:
y=a+ip (1.2.6)
Donde las partesrea e imaginariade ¥ vienen dadas por:
& o ?
a=w He 1+, ]| — | -1
2 we
1.2.7)

Sin pérdida de generalidad, se supone que las ondas EM se propagan en la direccion y
sentido del ge OZ positivo, y que e campo eléctrico Unicamente tiene componente no nula en

ladireccion del ge & En este caso es posible escribir:
E.=E (2)x (1.2.8)

Donde E, ( Z) denota la componente X del campo eléctrico, dependiente de la coordenada
Z,y ;( el vector unitario en ladireccion y sentido del gje & positivo.

En este caso la solucion fisicamente aceptable de la Ecuacion de Ondas (1.2.4) viene dada
por:

E(zt)= Re[ E, (2)€"€e”* )A;} = E,-e“*-cos( ot —ﬂz)-;( (1.2.9)

® Las Ecuaciones de Ondas se deducen como corolario de las Ecuaciones de Maxwell y las relaciones
constitutivas de los medios. No todas las soluciones de las Ecuaciones de Onda verifican las Ecuaciones de
Maxwell, no siendo éstas Ultimas fisicamente admisibles como solucién del problema.

" Estas Ecuaciones de Ondas estan definidas en el dominio frecuencial. En la §3.1 se exponen las Ecuaciones
de Ondaen el dominio natural.
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Considerando la expresion para el campo eléctrico E dada por (1.2.9) y las ecuaciones de
Maxwell (1.2.1), se obtiene parael campo magnético H :

H(zt)= Re[ H,€" -e‘”-ﬂ (1.2.10)

Donde:

H, = & (1.2.11)
n

Y 1 denota una cantidad compleja denominada impedancia intrinseca del medio (ohm),
dadapor:

= |2 (1.2.12)
o +lwe

Al ser 17 unamagnitud compleja, es posible descomponerla en forma polar:
n=nl€" (12.13)

Donde € médulo y lafase de 77 vienen dados por:

(1.2.14)
tan20, =—, 0<f, <=
wE 2
Sustituyendo (1.2.11) y (1.2.13) en (1.2.10) se obtiene para el campo magnético H :
H(zt)= Re[| |E°i9 g7’ §] = ﬁ-e‘”-cos(a)t - Bz-6, )§ (1.2.15)
nje” U

En las expresiones (1.2.9) y (1.2.15) puede apreciarse que, conforme la onda se propaga en

ladireccién y sentido del eje OZ positivo, su amplitud decrece de acuerdo con el factor € **.
Por ello, € pardmetro @ se denomina constante de atenuacion del medio (Np-m™ 6
dB-m?)8, y es unamedida de la tasa espacial de decaimiento de laondaen el medio.

Ladistancia 0 alacual laamplitud se reduce en un factor e‘l, se denomina penetracion
nominal del medio o efecto superficial, y viene dada por:

S== (1.2.16)

8 Una atenuacion de 1 Np equivale a una reduccion de e e valor original (aproximadamente un 37%). La
equivalencia entre nepersy decibelios viene dada por 1Np = 20-l0g,, e= 8,686 dB.
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Asi mismo, el pardmetro £ es una medida del desplazamiento de la fase por unidad de
longitud, y se denomina constante de fase (m™). En términos de [, la velocidad de
propagacion C y lalongitud de onda A vienen dadas por:

w 1
C= E =
2
Helqv 1+ (O-j
2 wE
1.2.1
2r 27/ (1217
i - 7 -
2
Kol 1y |1+ (O-j
2 wE

Comparando las expresiones (1.2.9) y (1.2.15) puede apreciarse que, en cualquier instante
de tiempo, los campos E y H estén desfasados una cantidad 0}7 debido a la impedancia

intrinseca del medio.

Es posible expresar la tasa entre las magnitudes de las densidades de corriente de
conduccién y de desplazamiento de laforma:

el _ loE] _ o _iang (1219
[Boel e e

Donde tané se denomina tangente de pérdidas y @ angulo de pérdidas del medio.
Delacomparacién de (1.2.14) y (1.2.18) se deduce:

=20, (1.2.19)

Estos parametros tan@ y 6 permiten caracterizar si un medio es 0 no un buen conductor.
Un medio serd un dieléctrico perfecto s tan@ es muy pequefia o, eguivalentemente,

o <K we , y un conductor perfecto si tané es muy grande o, equivalentemente, o > ¢ .
Asi pues, desde € punto de vista de la propagacion de las ondas, el comportamiento de un medio
depende no sblo de sus parametros constitutivos, sino también de la frecuencia de operacion.
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1.2.1.2. Ondas planas en dieléctricos perfectos

Como ha sido mencionado en la §1.2.1.1, un medio serd un dieléctrico perfecto si tané es
muy pequefia o, equivalentemente, o << we . Este es un caso particular del considerado en
dicha Subseccién, donde:

oc=0
E=¢&.¢, (1.2.20)
M= fy

L os parametros adimensionales &, y £, denotan, respectivamente, la permitividad relativa
y permeabilidad relativa del medio, y expresan la permitividad eléctrica y permeabilidad
magnética del medio en relacion a la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética del
vacio, &, y M, respectivamente, cuyos valores se exponen mas abgjo.

Teniendo en cuenta estos valores, las expresiones obtenidas en la §1.2.1.1 para las
constantes de atenuacion y fase (1.2.7), € médulo y la fase de la impedancia intrinseca del
medio (1.2.14) y la velocidad de propagacion y la longitud de onda en el medio (1.2.17), se
reescriben de laforma:

a=0, P = o\ us (12.21)
1

6, =0, 7= (12.22)
&

ce_1 1= (1229

1.2.1.3. Ondas planas en el vacio

Este es un caso particular del considerado en la Subseccion anterior, donde o =0 vy
g = u, =1, deta formaque:

c=0
£=&,=8,85410"" F-m* (1.2.24)
U=y =4710" H-m*
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Teniendo en cuenta estos valores, las expresiones obtenidas en la §1.2.1.2 para las
constantes de atenuacion y fase (1.2.21), el médulo y la fase de la impedancia intrinseca del
medio (1.2.22) y la velocidad de propagacion y la longitud de onda en el medio (1.2.23), se
reescriben de laforma:

a=0, P =0\ 1y = “ (1.2.25)
CO
0,=0, 7= oy, (1.2.26)
&o
c= ! =Gy, A= 2—” (1.2.27)

\ Ho&o

Donde 77, = 377 ohm denota laimpedancia intrinseca del vacio y ¢, = 2,99810° m-s™

la velocidad de la luz en €l vacio. El hecho de que las ondas EM viagjen en e espacio a la
velocidad de la luz es significativo, pues muestra que la luz es una manifestacion de una onda

EM.

1.2.1.4. Ondas planas en conductores perfectos

Como ha sido mencionado en la §1.2.1.1, un medio serd un conductor perfecto si tané es
muy grande o, equivalentemente, o >> @¢ . Este es un caso particular del considerado en la

81.2.1.1, donde:

O =0
£=¢¢&, (12.28)
ﬂ = ,Urﬂo

Teniendo en cuenta estos valores, las expresiones obtenidas en la §1.2.1.1 para las
constantes de atenuacion y fase (1.2.7), € médulo y la fase de la impedancia intrinseca del
medio (1.2.14) y la velocidad de propagacion y la longitud de onda en € medio (1.2.17), se
reescriben de laforma:

a=p= |22 (1.2.29)
2
V4 o
0 ==, = == 1.2.30
=5 hl=y= (1230)
c= 2_0), ,1=2_” (1.2.31)
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1.2.2.

Reflexion y transmision de ondas planas monocromaticas
en el caso de incidencia normal

Cuando una onda plana atraviesa la interfaz que separa dos medios diferentes, es
parcialmente reflgjada y parcialmente transmitida. La proporcién de la onda incidente que es
reflgjada o transmitida depende de los parametros constitutivos de ambos medios.

En la presente Subseccién, atendiendo a las consideraciones que seran efectuadas en los
capitulos siguientes, puesto que el trabgjo esta referido a observaciones redlizadas en la
modalidad monoestatica (emisor y receptor coincidentes), se asume que la onda plana incidente
esnorma alainterfaz que limita ambos medios.

Es posible realizar un desarrollo andlogo para €l estudio de la reflexion y transmision de
ondas planas en incidencia oblicua, teniendo en cuenta en este caso los angulos de incidencia,
reflexion y transmisién. Este desarrollo conduce alaley de Snell paralos angulosy las leyes de
Fresnel para los coeficientes de reflexion y transmision, y puede consultarse en la 810.9 de
Sadiku (1994) y 1a 818.2 de Reitz et d. (1996), entre otros.

1.2.2.1. Estudio de las amplitudes de los campos:

Coeficientes de reflexion y transmision

Sea una onda plana monocromética que se propaga a lo largo de la direccién y sentido del
ge OZ positivo, incidente normalmente en la interfaz dada por e plano Z=0 que separa €l
medio 1 (Z<0), caracterizado por los parametros o,, & y 4,y € medio 2 (2> 0),

caracterizado por los parametros o, , &, y M, , tal como se muestraen laFigura 1-2-1.
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A
X
Medio 1. oy, &, 14 Medio 2: 0,, &,, (4,
A
Ei
A
Et
z
H, ()— >
Onda
incidente
y/
\ HO— -
Onda
E, transmitida
2 ) >
P H, ij z
Onda
reflelada

Figura 1-2-1: Ondas planas incidente (subindice i), reflejada (subindice r) y transmitida
(subindicet) en la interfaz que separa los medios 1 y 2. El simbolo © (vs. ®) representa un
vector normal al plano de la hoja dirigido hacia €l exterior (vs. interior).

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la 81.2.1, la parte espacial del campo
eléctrico incidente viene dada por:

E.(2)=E,€""x (1.2.32)

Detal forma que la parte espacial del campo magnético incidente viene dada por:

H.(2)=H,€e""y= %-e”l y (1.2.33)
1

Laondareflegjada se propaga en el medio 1, alo largo de ladireccion y sentido del gje &
negativo. Si la parte espacial del campo eléctrico reflejado viene dada por:®

E.(2)=E,€"x (1.2.34)

®Seasume que E; y E_ tienen la misma direccion y sentido, lo cual equivdle aque E;, E_ y E,
tengan la misma polarizacion.
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La parte espacial del campo magnético reflgjado viene dada por:

H,(2)=-H,e"y= S0 g y (1.2.35)

T

La onda transmitida se propaga en € medio 2, alo largo de la direccion y sentido del ge
OZ positivo. Si la parte espacial del campo €l éctrico reflejado viene dada por:

E.(2)=Eq€e7"x (1.2.36)

La parte espacial del campo magnético reflgjado viene dada por:

H,(z)=H, ety 5‘0 €7 (1.2.37)
2

Las condiciones en la frontera (1.1.3) implican en este caso que las componentes
tangenciales de los campos eléctrico y magnético se conservan en lainterfaz z= 0, luego:

E, (O)+Er (O) =E, (O)

H, (0)+H, (0)=H,(0) (1239)

Teniendo en cuenta las expresiones para los campos (1.2.32) a (1.2.37), las expresiones
anteriores se reescriben de laforma:

Eio+ ErO = E[O

1 1 (1.2.39)
_(EiO - Ero) =—E,
m m,
Detal formaque es posible escribir:
E,=L—LE,
+
7722 L (1.2.40)
n
Eo = 2 Eo
T, + 1

Se definen los coeficientes de reflexién 1 y de transmisién t mediante los cocientes:

rEEro —n
Eo m+tm (1.2.41)
t=Bo__ 21,

Eo mt+m
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Obsérvese que ambos coeficientes son adimensionales, y pueden ser complegjos, cumpliendo
las propiedades:
1+r =t

0<|r|<1 (1.2.42)

En el caso particular en que el medio 2 es un conductor perfecto, o, = oo y, por (1.2.30),

n,~0.Enestecaso I =—1y t =0, siendo laondaincidente completamente reflejada.

En lapresente Tesis Doctoral se estara interesado en determinar 10s coeficientes de reflexion
y transmision tanto para ondas que se propagan desde el medio 1 hacia el medio 2, como para
ondas que se propagan en sentido contrario, desde el medio 2 hacia el medio 1. Teniendo en
cuenta las expresiones (1.2.41), es posible determinar los coeficientes de reflexion y transmision

para el primer caso, que se denotaran como I, y t,, y parael segundo caso, que se denotarén

como I, y t,,, delaforma:

r _L— r _n-n
12 7, +1 21 7+
22 1 22 ! (1.2.43)
17 1]
t, = 2 = :
n,+m M+,

Es posible reescribir las expresiones anteriores en términos del coeficiente de reflexion I, ,

delaforma:
7, =1
I, = L Iy =—Ty
n,+mn _q (1.2.44)
t. =1 t21 =1-1,
=110,

En este desarrollo se han determinado los coeficientes de reflexion y transmision para el
campo eléctrico. Es inmediato obtener los coeficientes correspondientes para e campo
magnético, sin mas que expresar 1os campos eléctricos en (1.2.41) en funcién de los magnéticos,
a través de las impedancias, haciendo uso de los resultados obtenidos en la §1.2.1 (Lorenzo,
1994).

1.2.2.2. Estudio de la energia: Reflectancia y transmitancia

En el caso en que no se desee estudiar las amplitudes de los campos, sino latransferencia de
la energia asociada a los campos, es posible determinar unas expresiones analogas a (1.2.41),
empledndose en lugar de los campos eléctrico y magnético e vector de Poynting (W-m?),
definido por:

P=EAH (1.2.45)
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Cuyo médulo representa el flujo de potencia en cada punto asociada a campo EM, en la
direccion de propagacion del campo. Sustituyendo en la expresion anterior los campos el éctrico
y magnético dados respectivamente por (1.2.9) y (1.2.15), haciendo uso de la identidad
trigonométrica (Harrisy Stocker, 1998):

1
cosAcosB = E[cos( A-B)+cos(A+B) ] (L.2.46)
Se obtiene para el vector de Poynting la expresion:

P= % g2z [cosé?n + cos( 20t -2p7-06, )]2 (1.2.47)

El vector de Poynting promedio P es una magnitud de mayor utilidad préctica, y se
determina integrando (1.2.47) en el tiempo, alo largo del periodo T = 27r/ @ , obteniéndose la
expresion (Sadiku, 1994):

- E .
P=—0e??c0sf, z (1.2.48)
2Jn|

Es posible definir unos vectores de Poynting promedio correspondientes a las ondas

incidente, Fi , reflejada, Fr, y transmitida, P, haciendo uso de la expresién anterior. En
términos de sus médulos se definen la reflectancia R y transmitancia T, mediante los

cocientes:
— 2
Re D {u} Ly
i +
_ 2 Th (1.2.49)
TE&: A, _ _Thye
Pi (772 + 771) 2
Ambos coeficientes son adimensionales y reales, cumpliendo la propiedad:
R+T =1 (1.2.50)

Estaidentidad es una expresion de la conservacion de la energia en la zonainterfacial.

1.2.3. Atenuacion de ondas electromagnéticas

En la presente Seccion se estudian |os fendmenos que rigen la propagacion de las ondas EM
mas representativos. Estos afectan a la energia portada por la sefia y, por ello, alas intensidades
de las sefid es registradas en la antena receptora, limitando la aplicacion del método.
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1.2.3.1. Dispersion de frecuencias

En los desarrollos expuestos en las §81.2.1 y 1.2.2 se estudia la propagacién de ondas
monocrométicas. En general, como se verd en la §81.3, los parametros EM serén funcién de la
frecuencia, de tal forma que la propagacion de cada componente de la sefial sera diferente, y sus
aportaciones a la amplitud y fase del impulso resultante variardn alo largo del desplazamiento a
través del medio, y en funcion de éste (Lorenzo, 1994). Un estudio detallado de este fenébmeno
puede encontrarse en la obra de Reitz et al. (1996).

1.2.3.2. Dispersién geométrica

La emision de las ondas de radar se produce en forma de un haz de energia
aproximadamente cdnico, con seccion eliptica, de tal forma que la energia radiada se reparte en
una superficie cada vez mayor. En el caso en que el medio por el que se propaga es homogéneo
y no absorbente, la reduccion de la energia es inversamente proporcional a cuadrado de la
distancia recorrida (Pérez Gracia, 2001). Este fendmeno sera tratado en mayor detalle en la
82.2.2, dedicada ala Ecuacién del Radar.

1.2.3.3. Enfoque y dispersion en las interfaces

La reflexién en una interfaz que contiene aristas o concavidades puede bien enfocar, bien
dispersar la energia, dependiendo de su orientacion y la localizacion de la antena sobre la
superficie (Conyersy Goodman, 1997). Este efecto se ejemplificaen laFigura 1-2-2:
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Superficie

Horizonte
# subsuperficial

Pequena
dispersion
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Superficie

Horizonte
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Gran
dispersion

(b)

Horizonte
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(©

Figura 1-2-2: Seccion transversal de una interfaz subsuperficial, ilustrando el enfoquey
dispersién en diferentes posiciones de la antena (Conyers y Goodman, 1997).

(a) Cuando la antena est& localizada sobre una superficie convexa, se produce una pequefia
dispersion.

(b) Cuando la antena esta localizada sobre un foso, se produce una gran dispersion, pueslas
ondas son reflejadas miltiples veces en el interior del foso antes de ser dispersadas fuera de .
(c) Cuando la antena esta localizada sobre una superficie concava, se produce un efecto de
enfoque.
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1.2.3.4. Absorcion

En las ecuaciones (1.2.9), (1.2.15) y (1.2.48) puede apreciarse como los mddulos de los
campos eléctrico y magnético y del vector de Poynting promedio decrecen exponencia mente
con la distancia recorrida, de acuerdo con la constante de propagacion del medio « . Esta
depende, como se aprecia en (1.2.7), de los parametros EM del medio y de la frecuencia de la
radiacion. Un estudio detallado de este fenébmeno puede encontrarse en la §83.3.2 de Lorenzo
(1994) y 1a 84.2.2 de Pérez Gracia (2001).

1.2.3.5. Dispersion (Scattering)

Este fendmeno se produce cuando la energia electromagnética incide en elementos cuyas
dimensiones son del mismo orden de magnitud que la longitud de onda, esto es, cuando las
propiedades electromagnéticas del medio™ cambian en una longitud del orden de la longitud de
onda (Born y Wolf, 2002, Capitulo I11).

El efecto de la dispersion sobre la sefial se manifiesta en una disminucion de la amplitud de
laonday la generacion de un ruido aleatorio de fondo en €l radargrama, debido alas reflexiones
en las particulas que producen la aparicion de pequefias ondas propagandose en direcciones
aleatorias. Este efecto es mas evidente cuando en € estudio se utilizan antenas de més ata
frecuencia. (Lorenzo, 1994; Pérez Gracia, 2001)

19| as inhomogeneidades del material en e que se propaga la energia o del reflector en el que incide la
radiacion EM.



1.3.

Parametros electromagnéticos

En & mas general de los casos las ecuaciones constitutivas (1.1.2) pueden escribirse en la
forma (Ward y Hohmann, 1987):

D=¢(o,Er,tT,P,..)E
B=u(wH,rtT,P,..)H (1.3.1)
J= g'(a),E,r,t,T, P,...)E

Donde & , ;1 y c denotan, respectivamente, los tensores permitividad eléctrica,
permesabilidad magnéticay conductividad eléctrica, como funciones de lafrecuenciaangular @ ,
el campo eléctrico E , e campo magnético H , la posicion r, e tiempo t, latemperatura T ,
lapresion P, etc. Cada uno de los tres tensores sera complejo en el caso general, permitiendo

que las fasssde D y E, B y H, J y E sean diferentes. En los problemas de
electromagnetismo de aplicacion en la Geofisica, se realizan las siguientes asunciones con €l
objeto de simplificar los andlisis:

Todos los medios son lineales, homogéneos e isdtropos, y poseen propiedades
el ectromagneéticas que son independientes del tiempo, |a temperatura o la presion.

La permeabilidad magnética se asume igual a la del vacio, esto es, 1 = .

Atendiendo a las precedentes consideraciones, es posible reescribir las relaciones
constitutivas en la forma (1.1.2), donde la permitividad eléctrica y conductividad eléctrica
pueden ser funciones complejas de la frecuencia angular, de la forma (Ward y Hohmann, 1987,
Keller, 1987; Grégoire y Hollender, 2004):

e(w)=¢'(w)-ie"(w)
o(w)=0'(o)+ic" (o) (1.3.2)

n

Donde &', o'; &", o" representan, respectivamente, las partes rea e imaginaria de la
permitividad y la conductividad eléctricas.

31
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Otra posible parametrizacion de la permitividad eléctrica es la expresada mediante la
expresion (Coley Cole, 1941; Keller, 1987; Zeng et a., 2000):

e(w)=¢e, +

0

(1.3.3)

Donde &, representa la permitividad eléctrica del vacio, y los cuatro parametros &, &

@, y «a, describen la dependencia de la permitividad eléctrica con la frecuencia de la fuente,
.

En lo que respecta a la conductividad, a las frecuencias a las que opera el geo-radar, puede
asumirse que la conductividad toma un valor rea independiente de la frecuencia, igual a la

conductividad de corriente continua o (Keller, 1987, Xu y McMechan, 1997; Irving y
Knight, 2003), de tal forma que:

o'(0)=0g

134
o' (@)=0 (39

Estas parametrizaciones no son Unicas, sino que existen diferentes aternativas en la
literatura (Rappaport y Weedon, 1996; Grandjean et a., 2000; Wang y Oristaglio, 2000. Un
compendio de las més representativas puede encontrarse en e articulo de Bano, 1996),
incluyendo, en algunos casos, otros efectos como la anisotropia (Carcione y Schoenberg, 2000;
Wilson y Thiel, 2002). El estudio detallado de los pardmetros electromagnéticos y los
mecanismos fisicos subyacentes a las distintas parametrizaciones puede encontrarse en las obras
de Blakemore (1985), Ibach y L iith (1996) y Myers (1997), entre otros.

Los vaores de los pardametros eectromagnéticos pueden ser determinados
experimentalmente, mediante ensayos de laboratorio (Pérez Gracia, 2001, Capitulo 10).
También es posible estimarlos mediante modelado de trazas de geo-radar (Lorenzo, 1994,
Capitulo 7; Pérez Gracia, 2001). Valores tipicos pueden encontrarse tabulados en la literatura
(Hipp, 1974; Carmichael, 1982 ab y 1984, entre otros), halldndose tablas recopilatorias de
interés parael geo-radar en las obras de Lorenzo (1994) y Pérez Gracia (2001).
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con geo-radar






Introduccién

En este segundo Capitulo se describe el equipo de geo-radar, asi como su funcionamiento en
la fase de adquisicién de datos de campo. Este tema es tratado en amplitud en diversas
publicaciones, tales como las de Lorenzo (1994), Conyers y Goodman (1997), Daniels (2000),
Pérez Gracia (2001), Olhoeft (2003) o Daniels (2004). Asi mismo, se describen algunas de las
técnicas de procesado de los datos de campo y de conversion del tiempo doble de recorrido en
profundidad.

Se encuentra dividido en cinco Secciones dedicadas, respectivamente;

e A laenumeracién de sus componentes.

e A unabreve descripcion de su funcionamiento.

e Al estudio de las antenas, estudiandose sus caracteristicas fisicas, derivandose
la Ecuacion del Radar y estudiandose la resolucion horizontal y vertical del
geo-radar.

e A lastécnicas de procesado de los datos de campo.

e A laconversion del tiempo doble de recorrido en profundidad.
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2.1

Componentes del geo-radar

El geo-radar es un método de Prospeccion Geofisica de alta resolucion basado en la emision
y propagacion de ondas el ectromagnéticas en forma de pulsos de corta duracion y en el rango de
frecuencias de 10-3000 MHz, y la posterior recepcion de las reflexiones en discontinuidades,
habil para el estudio no destructivo de la estructura de la region subsuperficial y la localizacion
de objetos enterrados.

Un equipo de geo-radar consiste, esencialmente, en:

e Unidad central

Su funcion es la de realizar el control y coordinaciéon de las antenas y de la sefial
emitida, asi como coordinar el almacenamiento de la sefid en algun tipo de soporte. En
ella se selecciona € rango de tiempo de registro y €l nimero de muestras por traza.
Estos aspectos seran tratados con mayor detalle en la 82.2, en la que se redliza una
breve descripcion del funcionamiento del geo-radar.

También permite realizar alglin tratamiento basico de las sefiales durante €l proceso de
adquisiciéon de datos, o preprocesado (Lorenzo, 1994; Brunzell, 1998; Pérez Gracia,
2001; Roth et al., 2003), disponiéndose de filtros pasa-alto para eliminar parcialmente
el ruido, amplificadores de la sefid (funciones de ganancia) para facilitar la
identificacion de las reflexiones mas profundas, que Ilegan con una amplitud mas baja,
superposicion de trazas (stacking) o eliminacion automatica del ringing. Estos aspectos
seran tratados con mayor detalle en la §2.4, dedicada a las técnicas de procesado de las
sefiales de geo-radar.

e Antenas emisoray receptora

Estan encargadas de emitir impulsos electromagnéticos de corta duracién (entre 1y
10 ns) y captar sus reflexiones en el subsuelo.

A édllas, por su especial influencia en la adquisicion de los registros de geo-radar, esta
dedicadala §2.3.

e Unidad de almacenamiento y visualizacion

Como unidad de almacenamiento y visualizacién se emplea un ordenador portétil,
pudiendo almacenarse |os registros bien en la memoria RAM del ordenador, bien en €
Disco Duro.

Para la visualizacion de los registros es preciso seleccionar la frecuencia de la antenay
un valor para la permitividad relativa del medio (para determinar un valor aproximado
de la velocidad de propagacion que permita efectuar la conversion del tiempo doble de
recorrido a profundidad). Este aspecto se trata en mayor detalle en |a §2.5.
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Estos elementos se muestran en la Figura 2-1-1:

@)

(b)

©

(d) &

Figura 2-1-1: Elementos de un geo-radar.
Fotografias procedentes del sitio web de Radar Systems, Inc. (http://mww.radsys.|v)

(2) Unidad central de geo-radar Zond-12e. Sobre €lla, ordenador portétil para almacenamiento
y visualizacion..

(b) Antena de 2 GHz

(c) Antena de 500 MHz.

(d) Sistema de antenas de 150-75-38 MHz



2.2.  Breve descripcion del funcionamiento del geo-radar

El geo-radar es un dispositivo electronico complgjo. En la Figura 2-2-1 se muestra un
esguema simplificado de su estructura:

Ordenador portatil

Sincronizader Conversor

estroboscépice

Antena Superficie / Antena

Figura 2-2-1: Estructura esquemdtica de un geo-radar (Grigoriev y Zelenkov, 2004).

De acuerdo con Lorenzo (1994) la emision de sefiales por |a antena emisora se coordina en
la unidad central mediante un reloj interno (sincronizador) que emite pulsos de entre 1y 10 ns
con una frecuencia de 50 KHz (cada 20 ps). Cada pulso activa el dipolo o dipolos de la antena,
gue pasa a emitir con € diagrama de radiacion y frecuencia central caracteristicos de cada
modelo. La antena emisora radia ondas electromagnéticas con un ciclo y medio, cuya forma
aproximada se muestra en la Figura 2—2-2:

Figura 2—-2-2: Forma de la onda electromagnética radiada (Grigoriev y Zelenkov, 2004).
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Mientras no emite estos pulsos, la unidad central permanece recibiendo las sefiades
procedentes de los diferentes reflectores presentes en la subsuperficie, registradas en la antena
receptora. Ademas de estas ondas reflgjadas, siempre aparecera una onda directa que recorre la
distancia més corta desde la antena emisora hacia la antena receptora. Asi pues, la sefial de
salida consiste en un pulso transmitido, seguido de los pulsos reflgjados, como se observa en la
Figura2—2-3.

Figura 2-2-3: Ejemplo de la sefial de salida. El pulso transmitido se puede observar claramente
en el extremo izquierdo del registro (Grigoriev y Zelenkov, 2004).

El proceso de reconstruccién de la sefial procedente del receptor es llevado a cabo por un
conversor estroboscopico, empleandose una técnica de muestreo con la informacion recibida,
empledndose |a misma frecuencia de 50 KHz que en el caso de laemision.*

! Debido a las caracteristicas de la sefial como funcién muestreada con soporte acotado, su tratamiento
presentara las caracteristicas que corresponden a este tipo de funciones. Algunas de estas caracteristicas se
expondran en los capitulos 4 y 5, dedicados respectivamente al formalismo matemético de la transformada de
Fourier de funciones muestreadas con soporte acotado y a la interpolacion en las transformadas de Fourier
mediante métodos alternativos.



2.3.

Antenas

2.3.1.

Aparte de en las publicaciones citadas en la Introduccion del presente Capitulo, las antenas
son tratadas con amplitud en publicaciones referidas al radar aerondutico, como las de Berkowitz
(1965) o Gonzdlez y Marcello (2002), asi como en publicaciones especificas, como la de
Cardamaet al. (1998).

En la presente Seccion tras la descripcién de las caracteristicas fisicas mas relevantes, se
derivara la Ecuacion del Radar, finalizandose con € andlisis de la resolucién vertical y
horizontal.

Tipos de antenas

Se define una antena como aquella parte de un sistema transmisor o receptor disefiada
especificamente para radiar o recibir ondas electromagnéticas (IEEE Standard 145-1983). Si
bien sus formas son muy variadas, todas las antenas tienen en comdn el ser una regiéon de
transicion entre una zona donde existe una onda €electromagnética guiada y una onda en €
espacio libre, ala que ademés se puede asignar un carécter direccional (Cardamacet al., 1998).

Cada tipo de antena debe escogerse debidamente de acuerdo con las necesidades de su
utilizacién. En la §2.3.2.6 se muestra una clasificacién de las antenas en funcion de su
frecuencia. También es posible otra agrupacién de las antenas basadas en sus caracteristicas
estructurales:

e Antenas alambricas: Estan construidas mediante hilos conductores que
soportan las corrientes que dan lugar alos campos el ectromagnéticos radiados.
La disposicién y geometria de estos hilos puede ser diversa, pudiendo
constituir en hilos rectos, espiras o hélices.

e Antenas de apertura y reflectores: La onda radiada se genera gracias a
una disposicion de campos que se excitan mediante guias de ondas. Este tipo
de antenas es muy usual en telecomunicaciones cuando se asocian a algin tipo
de reflector, siendo €l parabdlico el més coman.

e Agrupaciones de antenas: Engloban todas las asociaciones de antenas que
pueden realizarse utilizando cualquier tipo de antena.

En e caso del geo-radar, los hilos se disponen rectos, formando dispositivos dipolares, o
bien en forma de espira triangular o mariposa (Lorenzo, 1994; Pérez Gracia, 2001), como puede
apreciarse en laFigura 2-3-1:
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Carcasa protectora

Dipolo emisor"
Esquema de una Antena de 100 MHz

Figura 2-3-1: Esquema de una antena de 100 MHz de “ GSS” (Pérez Gracia, 2001).
La espira es del tipo mariposa.

Asi mismo, para estudios de geo-radar se realiza otra diferenciacion entre antenas, segun la
posicion relativadel transmisor y receptor:

e Antenas monoestaticas: En este caso bien se emplea una antena comin
para emitir y recibir (antenas de conmutacion), bien se emplean dos antenas
ubicadas en el mismo punto (antenas de dos dipol 0s).

e Antenas biestéaticas: En este caso se emplea una antena emisora y una
antena receptora, algjadas entre si.

2.3.2. Caracteristicas fisicas

2.3.2.1. Impedanciay eficiencia

La antena ha de conectarse a un transmisor y radiar el maximo de potencia posible con un
minimo de pérdidas en ella, habiendo ambos de adaptarse para una méaxima transferencia de
potencia.

A la entrada de la antena puede definirse la impedancia de entrada, dependiente en
general de la frecuencia, mediante relaciones tensién—corriente en ese punto. Dado que la antena
radia energia, hay una pérdida neta de potencia hacia €l espacio debida a radiacion, que puede

ser asignada a una resistencia de radiacion R, definida como el valor de la resistencia que

disiparia la misma potencia que la radiada por la antena. Asi mismo, superpuestas a éstas se
encuentran las pérdidas que puedan producirse en la antena, habitualmente 6hmicas en los

conductores. Todas éstas pueden globalizarse en una resistencia de pérdidas R, . Laresistencia
de entrada es la sumade las de radiacion y pérdidas.
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La existencia de pérdidas en la antena hace que no toda la potencia entregada por el
transmisor sea radiada, por 1o que se puede definir la eficiencia de la antena 77, , mediante la

relacion entre la potencia radiada y la entregada o, equivalentemente, entre la resistencia de
entrada de esa antena, si hubiera sido ideal (sin pérdidas) y la que presenta realmente:

77| = Pradiada — R (231)
Pentregada Rr + RQ

2.3.2.2. Intensidad de radiacion y potencia total radiada

Laintensidad de radiacion K se define como la potencia radiada por unidad de angulo
sdlido en una determinada direccion (W-sr®). A grandes distancias es independiente de la

distancia ' y solo depende de los angulos cenital y acimutal, € y ¢ . Su relacion con € flujo
de potenciaradiada P es:®

K (0,4)=P(0,¢)12

(2.3.2)

La potencia total radiada se puede obtener como la integral del flujo de potencia en una
superficie esférica que encierrala antena:

R = [[.dS-P(6,9) (233)
O bien integrando laintensidad de radiacion en todas las direcciones del espacio:®

R =JJ, doK (0.9)

(2.3.4)

Laintensidad de radiacion puede determinarse en términos del vector de radiacion N de
laforma

__n 2 2

K(91¢)—4/12 (|Ne| +|N,| ) (2.35)

Donde 77 representa la impedancia intrinseca del medio, A la longitud de onda, y N, .
N 4 Son las componentes cenital y acimutal del vector de radiacion:;

2 Se corresponde con € médulo del vector de Poynting (Cf. §1.2.2.2).

3 El diferencial de angulo solido en coordenadas esféricas viene dado por dQ = dS/r? = seng dg dé .
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N= (N-f)-f‘+(N-@)-@+(N-;75)'(B

A ~ ~ (2.3.6)
=N, r+N,-0+N,¢
Definido mediante la expresion:
N= mV,dV’-J (r') e (237)

Donde J representa el vector densidad de corriente eléctrica, K e nimero de onda
k= 27r/ A,y los pardmetros con prima representan los puntos fuente, y los pardmetros sin
primalos puntos campo, de acuerdo con la Figura 2—3-2.

Estas expresiones son vdlidas en la aproximacion de grandes distancias para los campos
radiados (a grandes distancias los campos inducidos son despreciables frente a los radiados).

Para ello se asume:

kR>1 , r>r' (2.3.8)

Donde R= ||R|| y R=r-r', deacuerdo con laFigura2-3-2:

A

Oz

Figura 2-3-2: Sstema de coordenadas con puntos fuente y puntos campo.
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2.3.2.3. Diagrama de radiacion

El diagrama de radiacion es una representacion grafica de las propiedades de radiacion de la
antena, en funcion de las distintas direcciones del espacio, a una distancia fija. Se define €
diagrama de radiacion normalizado mediante el cociente:

t(0,4)= w (2.3.9)

max

Si bien la informacién de la radiacion es tridimensional, puede ser de interés, y en muchos
casos suficiente, representar un corte del diagrama. Los mas habituales son la representacién de

t vs. @ paraunvalor de ¢ constante (denominado patron vertical o patron en € plano E) y la

representacion de t vs. ¢ parae valor € = /2 (denominado patrén horizontal o patrén en e
plano H).

En un diagrama de radiacién tipico se aprecia una zona en la que la radiacién es maxima, a
la que se denominaldbulo principal, y unas zonas que rodean alos maximos de menor amplitud,
denominadas |6bul os secundarios. Son pardmetros importantes del diagrama de radiacion:

e Ancho de haz a -3 dB: Separacion angular de las direcciones en las que €
diagrama de radiacion tomael valor mitad del maximo.

e Relacién de I6bulo principal a secundario: Es € cociente, expresado en
dB, entre el valor del diagrama en la direccion del méximo y en la direccidn
del méximo del 16bulo secundario.

e Relacién delante—atras: Es el cociente, también en dB, entre € valor del
diagrama en la direccion del maximo y €l valor en la direccién diametralmente
opuesta.

Se denomina antena isétropa a una antena ideal que radie la misma intensidad de
radiacion en todas las direcciones del espacio. El flujo de potencia que radia una antena isotropa

con potenciatotal P aunadistancia I' puede determinarse mediante la expresion:

P

P(0.¢)= it (2.3.10)

Aungue no existe ninguna antena de estas caracteristicas, es de gran utilidad para definir los
parametros de las siguientes Subsecciones.

En el caso del geo-radar, € diagrama de radiacion se asimila a un cono con seccién eliptica,
enfocado en la direccién perpendicular a la antena, cuyo e mayor se encuentra orientado en la
direccion de desplazamiento de la misma. Una representacion esquematica se muestra mas
adelante en la Figura 2—-3-8.
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2.3.2.4. Directividad y ganancia

La directividad D de una antena se define como la relacion entre € flujo de potencia
radiada en una direccion y € flujo de potencia que radiaria una antena isétropa que radiase la
misma potencia que la antena, de acuerdo con (2.3.10), a una distancia dada:

D(0'¢): P;EZZ?Z)

(2.3.11)

Si no se especifica la direccion angular, se sobreentiende que la directividad se refiere ala
direccién de maxima radiacion:

P
ax (2.3.12)

Conociendo la directividad méxima Dy el diagrama de radiacion normalizado t(6,¢)., la
directividad en cualquier direccién se obtiene mediante €l producto de ambos:

D(6,¢)=Dt(0,¢) (23.13)

La ganancia de la antena G se define de forma similar a la directividad, pero
estableciendo la comparacion no con la potencia radiada sino con la potencia entregada a la
antena, lo cual permite tener en cuenta las posibles pérdidas en la antena. La ganancia 'y la
directividad estan relacionadas, pues, através de la eficiencia de la antena:

G(6.4)=1,-D(6.9) (2.3.14)

2.3.2.5. Polarizacién

La polarizacion de una antena en una direccion es la de la onda radiada por ella en esa
direccién. La polarizacion de una onda es la figura geométrica descrita, a transcurrir e tiempo,
por el extremo del vector campo eléctrico en un punto fijo del espacio en €l plano perpendicular
a la direccién de propagacion. Para ondas con variacion temporal sinusoidal esa figura es, en
genera, una dipse, pero hay dos casos particulares de interés: s la figura trazada es un
segmento, la onda se denomina lineamente polarizada, y s es un circulo, circularmente
polarizada.
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2.3.2.6. Ancho de banda y frecuencia nominal

Todas las antenas, debido a su geometria finita, estén limitadas a operar en una banda de
frecuencias. Este intervalo de frecuentas, en el que un parametro de antena determinado no
sobrepasa unos limites prefijados, se conoce como el ancho de banda de la antena. Puede ser
definido respecto amdiltiples parametros: diagrama de radiacion, directividad, impedancia, etc.

La frecuencia nominal de la antena se corresponde con agquella en la que se sitGa el
maximo de la distribucion de frecuencias. Esta se sitUa, en general, en el centro de la banda de
frecuencias, como se muestra més adelante en la Figura 2—3-8.

Lafrecuencia de la antena debe escogerse debidamente de acuerdo con las necesidades de su

utilizacién. En la Tabla 2-3-1 se muestra la divisién del espectro de ondas electromagnéticas
paralas més altas frecuencias:

Tabla 2-3-1: Denominacién de las bandas de frecuencias por décadas (Cardama et al., 1998).

Longitud de onda

Banda Frecuencia . Denominacién
en el vacio

ELF <3KHz > 100 Km Extremely Low Freguency
VLF 3-30KHz 100-10 Km Very Low Frequency

LF 30-300 KHz 10-1 Km Low Frequency

MF 0,3-3 MHz 1.000-100 m Medium Frequency

HF 3-30 MHz 100-10 m High Frequency
VHF 30-300 MHz 10-1m Very High Frequency
UHF 0,3-3GHz 100-10 cm UltraHigh Freguency
SHF 3-30 GHz 10-1cm Super High Frequency
EHF 30-300 GHz 10-1 mm Extremely High Freguency

El geo-radar utiliza bandas de frecuencias situadas aproximadamente entre 10 MHz y 3
GHz, es decir, que trabgjan entre las bandas HF y UHF (correspondientes a las radiofrecuencias
y microondas).

2.3.2.7. Area efectiva

La antena en recepcion extrae potencia del frente de ondas incidente, por 1o que presenta una
ciertadrea efectiva A , definida como larelacion entre la potencia que entrega |la antena a su

carga, vy € flujo de potencia de la ondaincidente.

Es posible expresar €l area efectiva en términos de la directividad de la forma (Cardama et
al., 1998):

A, (0.6)= j—ﬂ-D(9,¢) (2315
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Ecuacién de propagacion: Ecuacion del Radar

La Ecuacion del Radar permite determinar |a potencia reflgjada por un blanco que capta una
antena de radar. Supongamos que sobre un reflector, situado a una distancia R, del emisor,
incide una onda. Parte de la potencia de la misma es interceptada y rerradiada hacia el receptor,
situado aunadistancia R del reflector. Lasituacion se muestra en laFigura 2-3-3:

Emisor Receptor

Constante de atenuacion: o

R, R

Reflectancia R
Seccion radar equivalente: o,

Figura 2-3-3: Diagrama para la determinacién de la Ecuacién del Radar.

El flujo de potencia radiada desde €l emisor se obtendra multiplicando la que habria
producido una antena isotropa por ladirectividad:

P
Arr?

D(0.¢) (2.3.16)

Esta expresién puede reescribirse en términos de la ganancia, teniendo en cuenta (2.3.14), de
laforma

P G(6,¢
B (6.9) (2.3.17)

47y A

Donde 77, y G representan, respectivamente, la eficiencia y la ganancia del emisor. Asi
mismo, debe tenerse en cuenta que la amplitud de la sefial se atentia con la distancia recorrida de

acuerdo con e factor € “', como se estudié en el Capitulol. La caida de potencia dependera del
cuadrado del factor anterior, obteniéndose la expresion:

L.M.e‘zw (2.3.18)

2

47y 1,

El flujo de potenciaen €l reflector viene dado por la expresion:

P G -
—C (2.3.19)
4zR; 1,
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2.3.4.

Donde G, representa la ganancia del emisor en la direccion del reflector. La energia
reflggada por € mismo esta limitada por la superficie eficaz que presenta a frente de ondas
(seccion radar equivalente, 0,) y su reflectancia R, de tal forma que la potencia rerradiada
viene dada por:

P
L &-e‘me o, R (2.3.20)
ArR 7,

En e camino hacia el receptor la potencia se distribuye sobre una superficie esféricay se
atenlia de acuerdo con € factor exponencial anteriormente expuesto. Asi pues, € flujo de
potencia rerradiada viene dada por:

P 1
a e 2ar R (2.3.21)
4zR; 1, Arr

Si la antena receptora tiene un 4rea efectiva en la direccion del reflector A, , la potencia
recibida por e receptor viene dada por:

P G
L = —rz._e.ei‘?glRe 'GA'R
4zR; 7,

Esta expresion puede reescribirse, teniendo en cuenta (2.3.15) y (2.3.14), de laforma:

e 2R, 2.3.22
47 R? © A ( )

__R G
" 4R 7,

2
1 _e—2aR, i.&

e’®.c,-R >
ArR Az n,

(2.3.23)

Donde 77, y G, representan, respectivamente, la eficienciay la ganancia del receptor en la

direccién del reflector. Reorganizando los términos en la expresion anterior, es posible escribir
larazén entre la potenciarecibiday la potenciaradiada, de laforma

P {12 G G} g 24(R+R)
P |47 7 1. |(47RRY

r
Donde se han separado los factores correspondientes a dispositivo, ala propagacion y alas
caracteristicas del reflector.

{oaR] (2.3.24)

Capacidad de resolucion

La resolucion se define como la capacidad para diferenciar elementos independientes en el
subsuelo, ya sea en la direccion vertical u horizontal. La resolucién se ve afectada por los
pardmetros fisicos de los medios que atraviesa la sefial, las caracteristicas técnicas del equipo
empleado, eincluso por el tratamiento realizado sobre |a sefial.*

* Por gjemplo, si se realiza un stacking sobre el radargrama para mejorar la relacion sefial—uido, la resolucion
horizontal empeora (Pérez Gracia, 2001).
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2.3.4.1. Resolucion vertical

La resolucion vertical permite conocer la sensibilidad del equipo para diferenciar dos
sefiales adyacentes en € tiempo como dos eventos diferentes y, por ello, como originadas en dos
reflectores diferentes.

Laresolucién vertical puede definirse como el espesor minimo que es capaz de distinguir el
equipo en un modelo de tres capas para la capa intermedia (L orenzo, 1994), como se muestra en
laFigura2-3-4:

MEDIO 1 ANTENA

MEDIO 2
MEDIO 3

~\ N\

S

Figura 2-3-4: Representacion esgquematica del registro obtenido en un modelo de tres capas
(Lorenzo, 1994). A partir de un cierto espesor de la capa intermedia pueden diferenciarse dos
eventos diferentes.

La resolucion vertical depende de la frecuencia de la antena y la duracion del pulso.
Teniendo en cuenta que para que sea posible resolver la capa intermedia es necesario que en €
momento en que la sefia originada por lareflexion en la carainferior alcance la cara superior se
haya reflejado la totalidad de la sefial primaria, la resolucion vertical Rv podra expresarse de la
forma (Lorenzo, 1994):

Rv= V'—ZAt (2.3.25)

Donde V representa la velocidad de propagacion de las ondas en el medioy At laduracion
del pulso. Este resultado se muestra en la Figura 2—3-5:
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1E+4 5

1E+3

1E+2

Velocidades
v=3.3 cm/ns (agua)

v=5 cm/ns (arenas humedas)

Espesor minimo detectable, Rv (cm)

1E+1
] v=10 em/ns (caliza)

v=15 em/ns (hiela)

v=30 cm/ns (aire) )

1 +rrrr-r-rr T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

Duracién del pulso, At (ns)

Figura 2-3-5: Resolucion vertical vs. duracion del pulso para diferentes valores de la velocidad
de propagacion (Pérez Gracia, 2001).

Bajo ciertas condiciones es posible resolver reflectores separados una distancia menor que

RV . Esto puede ocurrir en € caso de que la amplitud de la segunda reflexién sea mucho mayor
que lade la primera (por g.emplo, cuando €l medio 3 de la Figura 2—3-4 sea metdlico). En otras
ocasiones, es posible separar las sefiales superpuestas siempre que se conozca la forma de la
sefial emitiday s la superposiciéon se produce en e primer cuarto de ciclo de la primera sefial
reflgjada (Lorenzo, 1994).

Laresolucion vertical del equipo puede mejorarse, teniendo en cuenta la expresién anterior,
bien aprovechando la presencia de medios con una baja velocidad de propagacién, bien
empleando antenas con un pulso de menor duracion.

No obstante, una disminucion de la longitud del pulso At lleva asociado un incremento del
ancho de banda del haz Af , tal como se muestra en la Figura 2-3-6, pues ambas magnitudes se
encuentran ligadas por larelacion:

At-Af =1 (2.3.26)
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|
=

1 1
ot Ax=vat 1 1
ESPACIO. x TIEMPO 1 FRECUENCIA, {

Figura 2-3-6: Relacion entre la longitud del pulso y el ancho de banda (Lorenzo, 1994).

Asi pues, una reduccién de lalongitud del pulso en un cierto factor, conlleva un incremento
del ancho de banda de acuerdo con el mismo factor. Puesto que € centro de frecuencias de dicha
banda corresponde aproximadamente a la frecuencia de la sefial en € medio, esto conduce a la
necesidad de aumentar el centro de frecuencias de emision, limitdndose pues la penetracién de la
sefial en la subsuperficie.

En la préctica la resolucion vertical es algo inferior a la dada por (2.3.25), debido a que €l
ancho de banda del equipo es tal que distorsiona los pulsos (Gonzalez y Marcello, 2002), tal
como puede apreciarse en la Figura 2—3-7:

(©

{——‘ Inicio del pulsc transmitido

=]

n =
w —
o
o ]
@ —
- =
o —
© —

T T T T T T T T T Tl
10 11 12 13 14 15 16 17 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 a4 (D)

505
| I I I I L I ] I I I

0 500 1000 1500 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000  (d)

516

Figura 2-3-7: Pulso transmitido y distribucion de frecuencias correspondiente a una antena de
500 MHz (Conyers'y Goodman, 1997).

(a) Pulso ideal, en funcion del tiempo (ns).

(b) Pulso real, en funcion del tiempo (ns).

(c) Distribucién de frecuencias (Hz) del pulso ideal (a). Centro de frecuencias en 516 MHz
(d) Distribucion de frecuencias (Hz) del pulso real (b). Centro de frecuencias en 505 MHz.
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2.3.4.2. Resolucion horizontal

La resolucion horizontal permite conocer la sensibilidad del equipo para diferenciar dos
sefidles adyacentes en el espacio (en e mismo tiempo) como originadas por elementos
separados.

Existen diferentes criterios para definir la resolucion horizontal. Lorenzo (1994) considera
gque un elemento de dimensiones finitas queda resuelto cuando el nimero de trazas que lo
alcanza Nt es suficientemente grande, pues si este nimero es demasiado pequefio, estas trazas
guedarén recogidas en el radargrama como ruidos. Este nimero de trazas puede determinarse
mediante la expresion:

nt = ¢2 (2.3.27)
V.

a

Donde Z representa la profundidad del elemento, V, la velocidad de arrastre de la antena

sobre la superficie y ¢ e nimero de trazas registradas en la unidad de tiempo que puede
seleccionarse en launidad central durante el proceso de adquisicion de datos.

La expresién anterior ha sido determinada suponiendo que la semianchura del |6bulo
principal es un angulo de 45° (Pérez Gracia, 2001). Esta expresion podria modificarse
empleando €l criterio de Conyers y Goodman (1997), que emplean la huella eliptica definida por
la interseccion entre el cono de radiacion de la antena® y la superficie reflectora, como se
muestra en la Figura 2—3-8, a que se asigna una longitud:

A z

A=l L
4 Jl+e,,

(2.3.29)

Donde A representa la longitud de onda de la radiacion, z la profundidad del reflector y
&, |a permitividad relativa promedio de los materiales presentes entre la superficie y el
reflector.

Antena

Superficie

Huella

Figura 2-3-8: Cono de radiacion de un geo-radar (Conyersy Goodman, 1997),

donde A representa el semigje mayor dela hudlaelipticay Z la profundidad desde la
superficie.

® Cf. diagrama de radiacion en 1a §2.3.2.3.
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Pérez Gracia (2001, 84.3) recoge otro criterio para determinar la resolucién horizontal,
considerando que la primera zona de Fresnel describe e area minima detectable, de tal forma
que los rasgos del medio con dimensiones menores ho son detectables. Por ejemplo, en un suelo
humedo en el que se propaga la onda con una velocidad de 0,06 m-ns?, el radio de la primera
zona de Fresnel es de 43 cm si se utiliza una antena de 500 MHz y la superficie reflectora estéd a
1,5 m de laantena. Esto indica que se pueden detectar elementos de didametro medio mayores de
90 cm (Pérez Gracia, 2001, §4.4.2).



24. Técnicas de procesado de los datos de campo

Los datos brutos obtenidos durante el proceso de adquisicion contienen, junto a las sefiales
gue son relevantes para la investigacion que se esta realizando, otras sefiales espurias que
constituyen un ruido superpuesto a las sefiales de relevancia® Asi mismo, estos datos no se
encuentran atribuidos, usualmente, a las profundidades o escalas horizontales apropiadas. El
objeto de la fase de procesado es resolver estos inconvenientes y, en definitiva, mejorar la
relacién—ruido’ y resaltar |os eventos para su reconocimiento (Dascalu y Franti, 2003).

Este tema es tratado en amplitud en diversas publicaciones, tanto desde el punto de vista del
desarrollo tedrico (Sheriff y Geldart, 1983; Sheriff, 1989; Teldorfd et al., 1990; Haizhong y
Xiaojian, 1997; Zoubir et al., 2002; Xiaet al., 2003) como del de la aplicacion préactica (Conyers
y Goodman, 1997; Pérez Gracia, 2001, Capitulo 7; Neal, 2004).

En los siguientes apartados se describen algunas de |as técnicas de procesado mas relevantes
para el procesado de los datos de campo.® Todas ellas pueden encontrarse en diferentes pagquetes
informéticos de caracter comercial, modificaciones, en general, de aquellos disefiados para la
prospeccion sismica.’

2.4.1. Visualizacién de los registros

Pese a no poder considerarse, en sentido estricto, una técnica de procesado, una conveniente
representacion de los datos puede ayudar a identificar adecuadamente las estructuras que se
desea detectar. Entre las distintas formas de representacion de los datos cabe sefiadar:

e Sucesion de trazas de amplitud (wiggle-plot): Se representan las trazas
en sucesion, tal cual han sido obtenidas alo largo del perfil.

e Mapa de color: Se asignan diferentes colores a diferentes bandas de amplitud
relativa del perfil.

® En el caso del radar, se refiere a las sefidles no deseadas, constituyentes del ruido, con la denominacion
genérica de clutter, literalmente “ desperdicios’ (Gonzdlez y Marcello, 2002, Capitulo 5; Daniels, 2004, §2.4).
Cf. clutter en1a §8.2.5.

" Donde por sefid se refiere al tipo de elementos que se desea observar en los datos y por ruido a resto
(Sheriff, 1989).

8 Otras técnicas menos habituales son descritas en la §8.2.5.

® Por gemplo, Suny Young (1995) refieren el software de pulseEKK O, desarrollado por Sensors & Software,
Inc.; Grandjean y Durand (1999) desarrollan el software Radar Unix, referido por Grandjean et a. (2000);
Sénéchal et al. (2000) refieren a Stratimagic, desarrollado por CGG-Petrosystems; Pérez Gracia (2001) y
Rashed et al. (2003) refieren el software Radan, para € geo-radar de GSSI; Witten (2002) desarrolla el
software Geophysica; Grigoriev y Zelenkov (2004) describen el software Prism, para el geo-radar Zond de
Radar Systems, Inc.; Rucker y Ferré (2004) desarrollan el software BGPR_Reconstruct; Sandmeier (2004)
describe el software Reflexw, desarrollado por Sandmeier Scientific Software.
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24.2.

2.4.3.

Capitulo 2 — Prospeccién geofisica con geo-radar

Los perfiles pueden ser exagerados en |as direcciones vertical u horizontal, la paleta de color
puede ser determinada por € usuario, incrementédndose 0 decrementandose el contraste de la
imagen, con objeto de remarcar ciertos aspectos de la estratigrafia o la presencia de elementos
subsuperficiaes (Conyersy Goodman, 1997).

Asi mismo, es posible aplicar alos perfiles una funcion de gananciaalo largo de cada traza,
amplificandose eventos asociados con reflexiones profundas, 0 poco energéticas, aumentando
las amplitudes que, por su pequefio tamafio, no serian tenidas en cuenta durante la interpretacion
delosregistros (Pérez Gracia, 2001, Capitulo 7).

Remuestreo o interpolacion en el eje espacial

Este procedimiento se aplica para corregir las variaciones en la velocidad de arrastre de la
antena durante el proceso de adquisicién de datos, siendo €l objetivo la obtencién de un registro
con trazas igualmente espaciadas (Granjean et a., 2000; Grigoriev y Zelenkov, 2004).

Filtros espaciales

Estos procedimientos se aplican en la direccion espacia del registro, siendo € objetivo la
eliminacion de la sefial del fondo. Este ruido puede ser de alta frecuencia, generado al dedlizar la
antena por una superficie irregular, o de baja frecuencia, ocasionado por un reflector externo.

Estos filtros pueden ser:

e Filtro pasa baja: Consiste en la determinacion del promedio de varias trazas
consecutivas, siendo lasalidadel filtro latraza promedio.

e Filtro pasa alta: Consiste en la determinacion del promedio de varias trazas
consecutivas, siendo la salida del filtro la diferencia entre la traza central y la
traza promedio.

Otro tipo defiltro horizontal parala eliminacion de la sefial de fondo es aquel que elimina el
bandeado horizontal presente en algunos registros de geo-radar.

El proceso de eliminacion consiste en restar a cada traza la traza promedio de todo el perfil.
La traza promedio contendra Gnicamente |as sefiales horizontales de caracter sistematico, de tal
forma que e perfil filtrado contendra Unicamente las reflexiones no horizontales, o aquellas
reflexiones horizontales de corta longitud.
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244,

245,

Es preciso ser cuidadoso en la aplicacion de este tipo de filtros, pues s se emplea en
registros correspondientes a regiones de la subsuperficie con estratigrafia horizontal o casi
horizontal, podria perderse casi toda lainformacién correspondiente a las reflexiones (Conyersy
Goodman, 1997).

Filtros temporales

Estos procedimientos se aplican en la direccion temporal del registro, siendo € objetivo la
eliminacion ddl ruido presente en cada traza.

Estos filtros pueden ser:

e Pasa baja: Consiste en la eliminacion de las sefiales con frecuencia superior a
la esperada.

e Pasa alta; Consiste en la eliminacion de las sefiales de baja frecuencia,
consideradas como ruido del sistema.

e Pasabanday supresion de banda: Combinaciones de los anteriores.

En la aplicacion de estos filtros es conveniente realizar un estudio de frecuencias previo y
posterior a la misma, con objeto de comprobar que se ha realizado correctamente y no ha sido
perdidainformacion Util (Pérez Gracia, 2001, Capitulo 7).

Correccion estatica

Este tratamiento tiene por objetivo corregir los efectos que se producen sobre un registro a
consecuencia de la topografia de la superficie o debido a variaciones bruscas de la velocidad en
el medio. Si no se consideraran estas dos circunstancias, podrian producirse errores importantes
en lainterpretacion de los registros (Pérez Gracia, 2001, §7.7.1).
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24.7.

2.4.8.
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Deconvoluciéon

La deconvolucion es una técnica basada en el hecho de que, conforme la sefial del radar es
transmitida en la subsuperficie, la onda electromagnética cambia de forma por el efecto de
diversos agentes, de tal forma que la sefid registrada es el resultado de la convolucion de la
sefial original con los filtros que caracterizan cada uno de estos agentes. El prop6sito de este tipo
de metodologias es eliminar de la sefid registrada los efectos de los agentes no deseados,
mediante la convolucién de la misma con su filtro inverso (Sheriff y Geldart, 1983; Conyers 'y
Goodman, 1997; Pérez Gracia, 2001, §7.6.1; Xiaet a., 2003).

Migracion

Los registros de geo-radar contienen una imagen distorsionada de la estratigrafia y
elementos subsuperficiales (Conyers y Goodman, 1997). Estas distorsiones estén causadas por
las reflexiones producidas en superficies inclinadas, por difracciones en elementos puntuales o
discontinuidades laterales, y la variacion de la velocidad de propagacion de la onda en el medio,
especialmente en el caso de variaciones laterales de velocidad (Pérez Gracia, 2001, §7.6.2).

El propésito de esta técnica es facilitar lainterpretacion de los radargramas, trasladando a su
posicion real los efectos de inclinacién de las reflexiones registradas y colapsando las hipérbolas
dedifraccién a punto de la subsuperficie en que fueron originadas.

Superposicién de trazas (Stacking)

El stacking consiste en la construccién de un registro mediante la combinacion de trazas
(Sheriff, 1984). Este procedimiento se emplea para mejorar la relacion sefial—uido cuando éste
es adeatorio, pues la superposicion de varias trazas hace que los efectos debidos a fenémenos
aleatorios (incoherentes) se reduzcan, realzandose los eventos coherentes. Hay que tener en
cuenta que este procedimiento empeora la resolucion horizontal del estudio (Pérez Gracia,
2001).
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2.4.9. Correccién del normal moveout (NMO)

El norma moveout es un término que refiere a la variacion del tiempo de llegada de las
reflexiones debido a la distancia entre emisor y receptor. Es el tiempo adicional requerido por la
energia para vigiar desde €l emisor a reflector y de éste a un receptor situado a una cierta
distancia del emisor, comparado con el tiempo que se obtendria si el receptor estuviera situado
en laposicion del emisor (Sheriff, 1984).
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25. Conversion tiempo doble de recorrido—profundidad

Los registros de geo-radar se muestran en funcion del tiempo doble de recorrido (el
correspondiente a vigje de las ondas electromagnéticas desde la antena emisora al reflector, y
desde €l reflector hasta la antena receptora). El interés de lainvestigacion se situara en relacionar
el tiempo doble de recorrido en el que aparece una determinada sefial con la profundidad a la
gue se encuentra el elemento que la origina. Esta conversion de tiempo doble de recorrido a
profundidad puede establecerse mediante el conocimiento de la velocidad a la que vigjan las
ondas electromagnéticas en €l interior de la subsuperficie (Conyers y Goodman, 1997).

En la determinacion de la distribucion de velocidades en el interior de la subsuperficie
pueden emplearse diversas técnicas, algunas de las cuales son descritas en las siguientes
Subsecciones. Un estudio detallado puede encontrarse en la obra de Pérez Gracia (2001,
Capitulol11).

2.5.1. Métodos de onda reflejada (reflected—wave methods)

Estan basados en la identificacion en los perfiles de geo-radar de reflexiones originadas por
objetos 0 zonas de interés situadas a profundidades conocidas. Estos métodos permiten la
determinacién directa de la velocidad de propagacion promedio en la region comprendida desde
la superficie hasta dicha profundidad.

Pueden emplearse diversas técnicas (Conyers y Goodman, 1997):

e Test de la barra: Consiste en la introducciéon de una barra metélica por €
lateral de unaexcavacion, y su identificacion en el perfil de geo-radar.

e Test del muro: Es andlogo a anterior, empledndose en la identificacion la
cara superior de un muro enterrado, uno de cuyos extremos ha sido expuesto
€en una excavacion.

e Correlacion estratigrafica: Incorpora la informacién derivada de la
medicion de la velocidad mediante los test anteriores para ayudar en la
identificacion de reflexiones generadas por los horizontes expuestos en
sondeos.

En estas técnicas las sefiales registradas tendran la forma de una hipérbola, siendo posible
determinar lavelocidad de propagacion de las ondas en €l medio a partir de su ecuacion.
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2.5.2. Métodos de onda directa (direct—-wave methods)

Aunque no tan precisos como los métodos de onda reflgjada, estas técnicas proporcionan
métodos adicionales para determinar la velocidad de las ondas. En estos métodos las antenas
estan separadas, encontrandose € material a testar entre ambas. El tiempo que las ondas tardan
en alcanzar |a antena receptora desde |a antena emisora puede determinarse experimental mente,
de tal forma que, s la distancia entre ambas antenas es conocida, la velocidad puede ser
calculada

Pueden emplearse diversas técnicas (Conyers y Goodman, 1997; Pérez Gracia, 2001,
85.4.4):

e Transiluminacién: Este método es aplicable en medios donde hay dos
superficies paraéelas en las que se pueden situar las antenas (muros,
emplazamientos arqueoldgicos donde se encuentran dos excavaciones
préximas, redes de tdneles 0 minas con dos tlneles paraelos, etc.). Las
antenas emisora y receptora se ubican en superficies diferentes, dirigidas la
una hacia la otra. Una de las antenas permanece fija, mientras la otra se
desplaza alo largo de la superficie opuesta. La posicion de ambas antenasy la
distancia existente entre ambas debe ser conocida en todo momento, de tal
forma que se puede conocer la velocidad de propagacion de las ondas para
cada una de estas posiciones.

e Punto medio comun (Common Midpoint, CMP): Se realiza colocando las
antenas emisora y receptora juntas en la superficie, separandolas
paulatinamente en sentidos opuestos respecto a un punto central equidistante a
ambas.™® El registro tiene la forma de una hipérbola en e caso en que hay
presente un Unico reflector bajo e punto medio, siendo posible determinar la
velocidad de propagacion de las ondas en el medio a partir de la ecuacion de
dicha hipérbola.**

2.5.3. Ensayos de laboratorio

En algunas ocasiones pueden extraerse muestras de las distintas unidades de que consta la
regiéon subsuperficial (por gemplo, mediante un sondeo mecanico o en e transcurso de una
excavacioén arqueoldgica), de tal forma que es posible determinar experimentalmente los valores
de la permitividad eléctrica, permeabilidad magnética y conductividad eléctrica. Estas
mediciones pueden ser utilizadas para estimar la velocidad y la atenuacion que les caracteriza.
(Conyersy Goodman, 1997; Pérez Gracia, 2001, Capitulo 10).

19 Existen diversas variaciones de este método, por ejemplo, manteniendo una antena fija mientras la otra se
separade ellaalo largo de unalinearecta

1 En generdl, si la geometria de la region subsuperficial puede ser deducida (de tal forma que sean conocidos
los recorridos de las distintas sefiales), puede ser determinada la velocidad de las capas més proximas a la
superficie.
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Introduccién

En este tercer Capitulo se efectiia el desarrollo de algoritmos para la sintesis numérica e
inversion de radargramas, tanto en dos dimensiones (perfiles) como en tres dimensiones (cubos).
Para ello se resuelve el Problema Inverso, empleandose una metodologia paralela a la expuesta
por Stolt (1978) para la migracion de perfiles sismicos, mediante la resolucion de la Ecuacion de
Ondas escalar en el dominio frecuencial. Este desarrollo se particulariza y amplia para la
propagacion de ondas electromagnéticas, discutiéndose las simplificaciones necesarias para la
obtencion de un algoritmo operativo. La resolucion del Problema Directo se logra mediante la
inversion de los algoritmos correspondientes al Problema Inverso.

Esta técnica permite determinar los efectos ondulatorios (difraccion), pero no permite tener
en cuenta la presencia de reflexiones multiples. En la resolucion del Problema Directo éstas
seran obtenidas mediante la introduccion, previa a la aplicacion de los algoritmos
correspondientes, de una coleccion de reflectores ficticios asociados a cada reflexion multiple.
En la resolucion del Problema Inverso, en cambio, no se procedera a la eliminacion de las
multiples. Estos aspectos seran discutidos en el Capitulo 6, dedicado a la implementacion de los
algoritmos.

El presente Capitulo se encuentra dividido en tres Secciones dedicadas, respectivamente:

e A la exposicion de las ecuaciones que rigen la propagacion del campo
electromagnético y la Ecuacion de Ondas para el geo-radar.

e Al planteamiento y resolucion del Problema Inverso.
e A la exposicion, a modo de compilaciéon, de los principales resultados

obtenidos, tanto para la resolucion del Problema Inverso como la del Problema
Directo.

Asi mismo, se incluyen dos Anexos dedicados, respectivamente:

e A laexposicion de algunos elementos de Calculo Diferencial.

e A laresolucion de la Ecuacion de Ondas en el dominio frecuencial en un caso
mas general, en el que emisor y receptor no son coincidentes.

65



66

Capitulo 3 — Disefio de algoritmos para la inversion y sintesis de radargramas



3.1. Propagacion del campo electromagnético: Ecuacion de Ondas

Tal como fue expuesto en el Capitulo 1, dedicado a lo fundamentos de la teoria
electromagnética, la propagacion del campo electromagnético (EM) en el interior de medios
lineales, homogéneos e isotropos esta descrita por las ecuaciones de Maxwell (1.1.1) y las
relaciones constitutivas (1.1.2)."

. . . f

En el caso del geo-radar la densidad de corriente asociada a la fuente del campo EM, J | es
la antena emisora. Puesto que la deteccion del campo EM en la antena receptora comienza una
vez finalizada la emision en la antena emisora, ésta se efectia en unas condiciones tales que

J' =0 entodo punto del espacio (Lorenzo, 1994; Pérez Gracia, 2001).

Teniendo en cuenta esta consideracion, y operando en las Ecuaciones de Maxwell (1.1.1) de
forma analoga a como se operd en la §1.2.1,” es posible escribir las Ecuaciones de Onda para los
campos eléctrico y magnético en el dominio espacial de la forma (Ward y Hohmann, 1987; Chen
y Huang, 1998):

E,+E,+E, =pucE, + uok,
3.1.1
H,+H, +H,=ueH, +ucH, G

Donde los subindices denotan derivacion respecto de las variables indicadas, definidas en la
Subseccion siguiente.

De acuerdo con Chen y Huang (1998), se considerara el campo EM como la superposicion
de los modos ortogonales transversal eléctrico y transversal magnético (modos TE y TM).

Es preciso tener en cuenta que las antenas emisora y receptora de un geo-radar estan
formadas por dipolos de media onda, caracterizados por radiar un campo EM maximo en la
direccion perpendicular al plano del dipolo y nulo en éste. Los dipolos emisor y receptor estan
orientados de tal forma que la direccion del campo eléctrico E de ambos sea paralela, y
perpendiculares a la direccion de cada perfil (Lorenzo, 1994). En el caso en que las antenas son
dipolos eléctricos, la sefial registrada en la antena receptora es el campo eléctrico; mientras que
en el caso en que las antenas son dipolos magnéticos, la sefal registrada es el campo magnético
(Cardama et al, 1998).

' Aqui aparece la primera de las aproximaciones que se consideran en el desarrollo:

| Se considera que los medios que constituyen la regién subsuperficial son
I lineales, homogéneos e is6tropos.

* Donde se dedujeron las Ecuaciones de Onda los campos eléctrico y magnético en el dominio frecuencial.

67



68 Capitulo 3 — Disefio de algoritmos para la inversion y sintesis de radargramas

Teniendo en cuenta estas consideraciones, asi como la similitud formal de las ecuaciones
(3.1.1), se esta interesado en la resolucion de la Ecuacion de Ondas escalar (Chen y Huang,
1998):

VTV, tW, = Uey, + LUOY, (3.1.2)

Donde ¥ representa la componente no nula del campo eléctrico, en el caso de dipolos
eléctricos, o la componente no nula del campo magnético, en el caso de dipolos magnéticos.



3.2.

Resolucion del Problema Inverso

3.2.1.

Planteamiento y notacién

A A A

Sea (O; X,Y, Z) un sistema de referencia, donde el origen O se sita sobre la superficie

de la Tierra, el eje OZ (con vector unitario Z ) se sitia en la direccion de la vertical, con

—_— —_— A

sentido positivo hacia el interior de la Tierra, y los ejes OX y OY (con vectores unitarios X e

A —_—

y respectivamente) se sitdan sobre la superficie, ortogonales con OZ y entre si, como se
muestra en la Figura 3-2-1.

v
2

re:(xe’yeyze o :(Xr,yr,zr)

r#(x,y,z)

v

oz

Figura 3-2-1: Sstema de coordenadas. Los vectores r° y r’ denotan, respectivamente, la
posicién del emisor y el receptor; I' denota la posicién de un punto genérico de la subsuperficie.

De acuerdo con Stolt (1978), se considera que cada traza representa, medida sobre un punto
de la superficie, la amplitud de una de las componentes del campo eléctrico o magnético en
funcion del tiempo. Esta se representa mediante una funcion escalar ¥/, que se considera que

depende de las posiciones del emisor, 1° = (Xe, ye, Ze) , y receptor, r' = (XIr R yr ,Z ) ,y del

tiempo, que se denota:

w = y/(xe, ye, 2% x’,yr,z';t) (3.2.1)
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De tal forma que un perfil estd constituido por un conjunto de trazas medidas a lo largo de
un segmento de linea sobre la superficie, y un cubo por un conjunto de trazas medidas sobre una
superficie. De aqui en adelante se referird a ambos casos con el nombre genérico de SECCION.

Obsérvese que en este planteamiento Uinicamente se tiene en cuenta la existencia simultanea
de un Unico emisor y un tnico receptor. Al definirse la SECCION como un conjunto de trazas,
cada una de éstas corresponde al campo propagado desde un emisor y registrado por el receptor
asociado a éste.

El objetivo del presente Capitulo es hallar la relacion entre esta funcion escalar (3.2.1) y la
distribucion de reflectividad de la region subsuperficial, dada por una funcién escalar R

funcion de la posicion ¥ = (X, Y, Z) , ¥ cuya dependencia angular es obviada.

Esta distribucion de reflectividlad R se estima como el valor de la funcién ¥ que se

observaria en cada punto, en el caso en que emisor y receptor se aproximan hacia el punto I' de
la subsuperficie, haciéndose cero el tiempo de recorrido; de tal forma que (Claerbout, 1971;
Stolt, 1978):*

R(XY,2)=y (X ¥.ZXY,20) (322)

De aqui en adelante se referird al conjunto de trazas (3.2.1) que determinan una SECCION

como SECCION MEDIDA, y se denotard M ; y al conjunto de valores (3.2.2) que caracterizan

. . . . DR
la region subsuperficial como DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD, y se denotard i/ .

3.2.2. Cambios de variable y transformaciones de la Ecuaciéon de Onda en el
dominio natural

Obsérvese que, en el mas general de los casos, la SECCION MEDIDA (3.2.1) depende de siete
parametros y la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (3.2.2) de tres. Con el objeto de reducir el
nimero de grados de libertad del problema y facilitar su resolucion, se realizan sucesivas
aproximaciones al Problema Inverso planteado:

e En un primer paso se considera la superficie constituida por un plano
horizontal. Asi mismo, las posiciones del emisor y del receptor son
coincidentes.

e En un segundo paso, se considera que la velocidad de propagacion es
constante en todo el medio.

3 Este formalismo supone que:

I Los reflectores estan constituidos por elementos difractores puntuales.

De tal forma que cada uno de ellos, una vez es alcanzado por la radiacion EM, se convierte a su vez en emisor
de radiacion (Claerbout, 1971; Stolt, 1978; Zeng et al., 1995). La implementacion del modelo, desarrollada en
el Capitulo 6, esta de acuerdo con esta consideracion.
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e En un tercer paso se elimina parcialmente la aproximacion anterior,
considerandose que la velocidad de propagacion solo varia con la coordenada
de profundidad.

Con el objeto de expresar estas aproximaciones de forma sencilla, se realizan sucesivos
cambios de variable que obligan a efectuar en la Ecuacion de Ondas sendas transformaciones,
que son desarrolladas en los siguientes apartados.

3.2.2.1. Primera transformacion

Como ha sido mencionado anteriormente, esta primera transformacion responde a la
expresion de las aproximaciones:

Se considera que la superficie esta definida por € plano horizontal Z=0, de
tal formaque z°=0, Z' =0.

Se considera que emisor y receptor son coincidentes, de tal forma que
Xe:Xr, ye:yr.

La primera aproximacion tiene sentido en muchas aplicaciones en las que emisor y receptor
se mueven sobre una superficie plana o poco curvada (suelo asfaltado u hormigonado, paredes,
etc.), no siendo asi cuando se mueven sobre superficies rugosas o con ondulaciones muy
pronunciadas. En todo caso, siempre sera posible efectuar un filtrado espacial o una correccion
estatica por la topografia, previa al tratamiento de los datos de campo, para corregir este efecto.

La segunda aproximacion es mucho mas restrictiva, pues el emisor y el receptor no son
coincidentes en la mayoria de aplicaciones, salvo cuando se opera en modalidad monoestatica.
Fuera de esta modalidad de operacion, esta aproximacion tendra sentido en los casos en que la
profundidad de exploracion sea mucho mayor que la distancia relativa receptor—emisor, o en los
casos en que se efectiie una superposicion de trazas (stacking),” previamente al tratamiento de
los datos de campo, bajo la consideracion de que las secciones obtenidas seran equivalentes a las
secciones normales (Stolt, 1978).

La adecuacion de estas aproximaciones dependera de la cuantificacion de la ondulacion de
la superficie y la separacion receptor—emisor, y debera ser evaluada en cada caso concreto. Los
resultados obtenidos bajo estas aproximaciones seran discutidos en los capitulos 7 y 8, dedicado
a la aplicacion de los algoritmos disefiados en el presente Capitulo.

Y Cf. §§2.43y2.4.5.
SCf. §2.4.7.



72 Capitulo 3 — Disefio de algoritmos para la inversion y sintesis de radargramas

(1) Cambio de variables

En el sistema (Xr , yr , 2 X, ye, z°%; t) se efecttia el cambio de variables:

r e
r' +r
; R=
r 2
N (3.2.3)
r° r —r°
' =
2

De tal forma que R = (X,Y,Z) representa la posicion del centro del dispositivo y

2r' = Z(Xre, yre, Zre) la posicion relativa receptor—emisor. Téngase en cuenta que, en la

mayor parte de aplicaciones se trabaja en la modalidad en que emisor y receptor se mueven

simultaneamente a lo largo de la SECCION, de tal forma que r'® permanece constante.

En este nuevo sistema, la funcion {7 expuesta en (3.2.1) se reescribe de la forma:

Z(X,Y,Z; X,y 2% t) = z,y(xe, y©, Z% x“,yr,zr;t) (3.2.4)

Bajo la primera de las aproximaciones anteriormente expuestas, =0, Z =0, de tal
forma que la SECCION MEDIDA (3.2.1) y la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (3.2.2) se
reescriben, respectivamente, de la forma:

2 (XY, 00Xy, 0:t) =y ™ (X7, 5,0, X, ', 05 t)

(3.2.5)
2°F(X,Y,Z;0,0,0;0) =y " (X, ¥, Z X ¥, 2 0)

Bajo las segunda de las aproximaciones anteriormente expuestas, X = x5, Y= ye;

X®=0, yre =0. Teniendo en cuenta este resultado, la SECCION MEDIDA (3.2.1) y la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (3.2.2) se reescriben, respectivamente, de la forma:

7™ (X,Y,0:0,0,0;t) =3 (X, y©, 0 X, ¥°, 05 )

(3.2.6)
2°R(X,Y,Z;0,0,0;0) =y (X, ¥, Z X, Y, Z0)

Obsérvese que la posicion del centro del dispositivo coincide con la posicion del punto, y la
posicion relativa receptor—emisor es el vector cero, al ser ambos coincidentes.

Tras estas aproximaciones, una vez efectuado el cambio de variables, se ha reducido el
nimero de grados de libertad del problema a cuatro, correspondientes a las variables

(X,Y, Z;t), presentes tanto en la SECCION MEDIDA como en la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD.
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(2) Transformacion de la Ecuacion de Ondas

Dado el cambio de variables (3.2.3), es preciso modificar la Ecuacion de Ondas (3.1.2) para
transformar las derivadas respecto de las variables antiguas y expresarlas en términos de
derivadas respecto de las nuevas variables. Este cambio de derivadas se efectia teniendo en
consideracion los resultados de calculo diferencial expuestos en el Anexo A del presente
Capitulo (Cf. 3.A). Asi pues, teniendo en cuenta las expresiones para el cambio de variables en
las derivadas parciales expuestas en (3.A.1) y (3.A.4) se obtiene, para el cambio expuesto en

(3.2.3):
6 1o 10 0 _10 10
X' 20X 20X ox° 20X 20x°
a_laz+laz 1 o 1o 1.8 1.8
(axr)z 40X* 2 0Xox*® 4(axre)2’ (axe)2 40X? 2 0Xox*® 4(@Xre)2
(3.2.7)

.z . ) r e r e
Obteniéndose expresiones analogas para el resto de coordenadas Y , ¥, Z , Z°.

Se propone una nueva aproximacion:

re

I Se desprecian las derivadas parcialesrespectoa X', y'°, Z

Stolt (1978) considera dificil de justificar esta aproximacion, cuya necesidad tiene un
caracter meramente operativo. En el caso que se esta tratando en esta Tesis Doctoral, es preciso
tener en cuenta que, bajo las aproximaciones anteriormente realizadas, estas variables han sido
fijadas a cero en todo el dominio de estudio, de tal forma que carece de sentido tener en cuenta
las derivadas parciales respecto de éstas.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, asi como el resultado expuesto en (3.2.7), en este
nuevo sistema la Ecuacion de Ondas escalar (3.1.2) se reescribe de la forma:

X T X + Xz =dusy, +4uocy, (3.2.8)

Obsérvese que, en general, los coeficientes presentes en el segundo miembro de la Ecuacion
de Ondas escalar (3.2.8) no son constantes, pues pueden depender de las coordenadas de
posicion X, Y y Z . La resolucién de la misma se simplifica notablemente en el caso en que
éstos son constantes, lo cual motiva las siguientes transformaciones expuestas en la §3.2.2.2 y la
§3.2.2.3.
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3.2.2.2. Segunda transformacion

Esta segunda transformacion responde a la expresion de las aproximaciones:

Se considera que los parametros electromagnéticos son constantes en todo €l
medio.
El emisor es una fuente de radiacion monocromatica.

Estas aproximaciones equivalen a considerar que la velocidad de propagacion, dada por
(3.2.10), es constante en todo el medio. Esto carece de sentido fisico en términos estrictos,
puesto que la existencia de reflectores se ve condicionada a la presencia de discontinuidades en
los parametros electromagnéticos del medio y, por ello, en la velocidad de propagacion. No
obstante, hay autores (p.e. Zeng et al., 1995) que consideran que esta aproximacion es aplicable
en diversos casos, citandose el caso de rocas igneas donde la compactacion diferencial respecto
a la profundidad no es significativa, o terrenos calcareos. Este no es el caso que se da en la
mayor parte de las aplicaciones; no obstante, serd tenida en cuenta con el objeto de simplificar
convenientemente el presente desarrollo, y serd parcialmente eliminada en la tercera
transformacion expuesta en la §3.2.2.3.

(1) Cambio de variables

En el sistema ( xX,Y,Z,; t) se efectiia el cambio de variables:

nt, g Gt (3.2.9)

Donde C,, representa la velocidad de propagacion de las ondas electromagnéticas en el

medio, dada por (1.2.17):

1
m (3.2.10)
2
Hofmpy f14| Fm
WE,,
Donde 4, &,, O, representan, respectivamente, la permeabilidad magnética,

permitividad eléctrica y conductividad eléctrica constantes y, a su vez, @ =27 f representa la
frecuencia angular, o pulsacion, de las ondas electromagnéticas (rad-s™).

Obsérvese que la velocidad de propagacion dependeria de la posicion, a través de los
parametros electromagnéticos del medio, y de cada frecuencia contenida en la emision de la
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antena. Unicamente en medios no conductores, al ser la conductividad nula, desaparece la
dependencia de la frecuencia, y la velocidad de propagacion se expresa de la forma:

C, =—— (3.2.11)

En este nuevo sistema la variable d sustituye a la profundidad Z, y la variable D
representa el doble del promedio entre la profundidad real y la profundidad asociada al tiempo
doble de recorrido. Este cambio carece de sentido fisico, y se introduce con el objeto de
simplificar la posterior resolucion de la Ecuacion de Ondas en el dominio frecuencial.®

La funcion ) expuesta en (3.2.4) se reescribe de la forma:

#(X.,Y,d,D)= x(X.,Y,Z;0,0,0;t) (3.2.12)

Teniendo en cuenta esta aproximacion, la SECCION MEDIDA y la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD expuestas en (3.2.6) se reescriben, respectivamente, de la forma:

#* (X,Y,0,D) = g™ (x,v,o,cltj = 2™ (X,Y,0;0,0,0;t)
2 (3.2.13)

#°%(X,Y,D,D) = ¢ (X,Y,Z,Z) = °*(X,Y,Z;0,0,0;0)

Tras esta aproximacion, una vez efectuado el cambio de variables, se ha reducido el numero
de grados de libertad del problema a tres, correspondientes a las variables (X Y, D) s
presentes tanto en la SECCION MEDIDA como en la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.

(2) Transformacion de la Ecuacion de Ondas

Dado el cambio de variables expuesto en (3.2.9), es preciso modificar nuevamente la
Ecuacion de Ondas (3.2.8) para transformar las derivadas respecto de las variables antiguas y
expresarlas en términos de derivadas respecto de las nuevas variables. Teniendo en cuenta las
expresiones para el cambio de variables en las derivadas parciales expuestas en (3.A.1) y (3.A.4)
se obtiene:

® En la siguiente Subseccion, donde se elimina parcialmente la aproximacion, cobrara sentido la definicién de
las nuevas variables d y D .
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0_0. 90 0 _GJ
oz od oD’ ot
JER . 5 5 (3.2.14)
7= t2 MPTSE N2 4 AR2
oZ° od odoD oD ot 4 oD

Asi pues, es posible reescribir en este nuevo sistema la Ecuacion de Ondas escalar (3.2.8) de
la forma:

Pyx + Py + Psa + 2040 + Iop = /umgmcr2n¢DD + 24,005 (3.2.15)

Teniendo en cuenta el valor de la velocidad de propagacion C, expuesto en (3.2.10), es

posible reescribir esta ecuacion de la forma:

1
Py T Py + Pop + 2004 + P = 2(F¢DD +%¢Dj (3.2.16)

Donde han sido definidas:

(3.2.17)

Obsérvese que los coeficientes presentes en la Ecuacién de Ondas escalar (3.2.16) son
constantes, lo que simplifica notablemente su resolucion. Esta expresion de la Ecuacion de
Ondas escalar serd la empleada en la §3.2.3 para determinar la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD conocida la SECCION MEDIDA.

3.2.2.3. Tercera transformacion

Esta tercera transformacion responde a la eliminacion parcial de las aproximaciones
efectuadas en la §3.2.2.2, introduciéndose la aproximacion menos restrictiva:

Se considera que los parametros electromagnéticos de los medios s6lo varian
con la coordenada de profundidad Z .

Esta aproximacion equivale a considerar que la velocidad de propagacion sélo varia con la
coordenada de profundidad Z , lo que permite estudiar medios constituidos por estratificaciones
horizontales. Los resultados obtenidos bajo esta aproximacion seran discutidos en los capitulos 7
y 8, dedicados a la aplicacion de los algoritmos disefiados en el presente Capitulo.
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(1) Cambio de variables

En el sistema ( X, Y, Z; t) se efectlia el cambio de variables:

(3.2.18)

Donde C= C(Z) representa la velocidad de propagacion de las ondas electromagnéticas

en el medio, dependiente de la coordenada de profundidad Z, y C. una velocidad de

propagacion promedio, que se definira de forma conveniente en el punto siguiente.

Obsérvese que la definicion de las nuevas variables d y D expuesta en (3.2.18) es similar

a la expuesta en (3.2.9) para la §3.2.2.2, exceptuando lo que respecta a la variable d.” En el
caso en que la velocidad de propagacion es constante en todo el medio y no depende de la

frecuencia, C(Z) = C,,, este cambio de variables se reduce al expuesto en (3.2.9), reduciéndose

el problema expuesto en la presente Subseccion al expuesto en la Subseccion anterior.
La definicion de la variable D es tal que los tiempos dobles de recorrido que se obtienen
con esta coordenada y la velocidad de propagacion promedio C coinciden con las que se

determinarian con la profundidad Z vy la velocidad de propagacion C = C(Z) . Este resultado

se ejemplifica en la Figura 3-2-2.

7 En esta Subseccion la definicion de esta variable cobra sentido fisico, pues se define en
forma similar a como se define la altura geopotencial en Fisica Atmosférica (Holton, 1992):

Z= ngz
g,

Donde g=¢ ( Z) representa la aceleracion de la gravedad, dependiente de la coordenada

de altura Z,y (, el valor medio de la gravedad en el nivel medio del mar. En el caso de la

Fisica Atmosférica, este cambio se realiza para eliminar la dependencia de la gravedad con la
altura en la Ecuacion de Conservacion del Momento Lineal; en este caso, el cambio se realiza
para posibilitar la eliminacion la dependencia de la velocidad de propagacion con la profundidad
en la Ecuacion de Ondas.
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Emisor Receptor

- \ /
Medio a: C, c

=27, D, = C_: Za
Medio b : G,

C C

Z=27, Dbc:C_mZab+_m(Zbc Z,)

Medio C: C, @

Figura 3-2-2: Ejemplo para la relacion entre los tiempos dobles de recorrido calculados
mediante las coordenadas Z y D .

- D
Enestecaso {, ZZ[Z;ab—i-M],ytD =2i=tz.
Ca G

En este nuevo sistema, la funciébn ) expuesta en (3.2.4) se reescribe de la forma
anteriormente expuesta:

$(X,Y,d,D)= x(X,Y,Z;0,0,0;t) (3.2.12)

Teniendo en cuenta esta aproximacion, la SECCION MEDIDA y la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD expuestas en (3.2.6) se reescriben, respectivamente, de forma andloga a(3.2.13):

#% (X.Y,0,D) = g™ (X,Y,o,%{j:;ﬁw (X.Y,0:0,0,0:t)
DR _ DR ZCm Zc:m _ ~,DR . .
#™(X,Y,D,D)=¢ (x,v,jo ?dz,jo ?dzj_;( (X,Y,Z;0,0,0;0)

(3.2.19)

Tras esta aproximacion, una vez efectuado el cambio de variables, se ha reducido el nimero
de grados de libertad del problema a tres, correspondientes a las variables (X Y, D) ,
presentes tanto en la SECCION MEDIDA como en la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.

(2) Transformacion de la Ecuacion de Ondas

Dado el cambio de variables (3.2.18), es preciso modificar nuevamente la Ecuacion de
Ondas (3.2.8) para transformar las derivadas respecto de las variables antiguas y expresarlas en
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términos de derivadas respecto de las nuevas variables. Teniendo en cuenta las expresiones para
el cambio de variables en las derivadas parciales expuestas en (3.A.1) y (3.A.4) se obtiene:

9 G0, 0) 2.6 0
0z clad oD )’ 20

D
c, o

ot
2 c 5 o . . . (3.2.20)
2 (_m] >t 2 + 2 |’ ~2 4 2
oz c od odoD oD ot 4 oD

Asi pues, es posible reescribir en este nuevo sistema de coordenadas la Ecuacion de Ondas
escalar (3.2.8) de la forma:

2
C
Pyx + Py + (?mj (¢dd + 205 + Poo ) = /ugcr2n¢DD +2ucc, g, (3.2.21)

Obsérvese que, en general, los coeficientes presentes en la Ecuacion de Ondas escalar

2
(3.2.21) no son constantes. No obstante, en el caso en que (Cm / C) =1,* el cambio de

variables expuesto en (3.2.18) se reduce al expuesto en (3.2.9), y la Ecuacioén de Ondas (3.2.21)
se reduce a la expuesta en (3.2.15), con coeficientes constantes. Con el objeto de poder llevar a
cabo esta reduccion se considera:

La velocidad de propagacion promedio C., se define de tal forma que sea

(c./c)’ =1 en promedio sobre la SECCION.

La permeabilidad magnética 1 se asume igual a la permeabilidad magnética
del vacio, u = u, (Wardy Hohmann, 1987).

La permitividad eléctrica ¢ y la conductividad eléctrica o se aproximan por
unos valores promedio, &, y O, respectivamente, y se considera un valor

caracteristico de la pulsacion de las ondas electromagnéticas, @, de tal forma
gue se verifique la expresion:

1
- (3.2.10)

2
2 e

m

Cm

¥ Esto es equivalente a elegir C,, como la velocidad cuadrética media, pues:

E[(cm/c)z}:lzl/E[(cm/c)z} :1:>1/(C§,/E[cz]):1: E[¢’]=c =c, :m

Esta velocidad cuadratica media serd media espacial o temporal, en funcion de como se determine el
promedio.
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Teniendo en cuenta las simplificaciones anteriores, es posible reescribir la Ecuacion de
Ondas escalar (3.2.21) de la forma (3.2.16) expuesta en la Subseccion anterior, con coeficientes
constantes. Como se mencioné anteriormente, la dependencia de los parametros
electromagnéticos y, por ende, la velocidad de propagacion con la profundidad ha sido
eliminada de la Ecuacion de Ondas escalar, encontrandose ésta en la definicion de las variables
d y D, tal como se expone en (3.2.18). Asi mismo, como se ha mencionado anteriormente, la
definicién de la variable D es tal que los tiempos dobles de recorrido que se obtienen con esta

coordenada y la velocidad de propagacion promedio C., coinciden con las que se determinarian

con la profundidad Z vy la velocidad de propagaciéon C = C(Z) .

Bajo estas condiciones el problema expuesto en la presente Subseccion se reduce al
expuesto en la Subseccion anterior, por lo que la expresion de la Ecuacion de Ondas escalar
(3.2.16) sera la empleada en la §3.2.3 para determinar la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD
conocida la SECCION MEDIDA.

3.2.3. Resoluciéon de la Ecuacion de Ondas en el dominio frecuencial

Tras las aproximaciones efectuadas en la §3.2.2, el Problema Inverso planteado queda bien
definido por las aproximaciones que determinan las condiciones bajo las cuales se produce la
propagacion y las relaciones que rigen la propagacion. En este planteamiento no se emplean las
Ecuaciones de Maxwell, sino la Ecuacién de Ondas, mas sencilla que las primeras.’

En esta Subseccion la relacion entre la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD y la SECCION
MEDIDA expuestas en (3.2.13) se determina via sus transformadas de Fourier, a través de la
transformada de la Ecuacion de Ondas escalar (3.2.16) obtenida tras los cambios de variable y
las aproximaciones efectuadas en la Subseccion anterior. Para ello, se determina la transformada
de Fourier de la SECCION MEDIDA y se determina un filtro que permite transformar este espectro
en el de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondiente, siendo posible determinar la
DISTRIBH)CION DE REFLECTIVIDAD mediante la transformada de Fourier inversa del espectro
filtrado.

La metodologia desarrollada en la presente Subseccion puede emplearse para la resolucion
de la Ecuacion de Ondas en un caso mas general, en el que emisor y receptor no son
coincidentes. Este desarrollo se expone en el Anexo B (Cf. §3.B).

 Como se citd en el Capitulo 1, la Ecuaciéon de Ondas se deduce como corolario de las Ecuaciones de
Maxwell y las relaciones constitutivas de los medios. No todas las soluciones de la Ecuacion de Ondas
verifican las Ecuaciones de Maxwell, no siendo éstas ultimas fisicamente admisibles como solucion del
problema.

' No es posible realizar el desarrollo inverso, en que se determina la transformada de Fourier de la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD y se determina un filtro que permite transformar este espectro en el de la
SECCION MEDIDA correspondiente, siendo posible determinar la SECCION MEDIDA mediante la transformada
de Fourier inversa del espectro filtrado. Esto se debe a que es posible generalizar la Seccion Medida,

o (U ,V, 0, D), permitiendo a la variable d tomar un valor arbitrario no nulo, ¢(U ,V,d, D), y

. . DR . .,
determinar la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD, ¢ (U,V, D, D), particularizdndolo con el valor

d = D ; mientras que en el desarrollo inverso no es posible efectuar esta generalizacion, al estar las dos
ultimas variables obligadas a tomar el mismo valor, de tal forma que si se anula la tercera, la cuarta también.
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3.2.3.1. Generalizacion de la SECCION MEDIDA en funcién de su
transformada de Fourier

Sea la transformada de Fourier de la SECCION MEDIDA expuesta en (3.2.13):"!
AUV,Q) =" dX [ dY [  dD e P4 (X,Y,0,D) (3.222)

Donde U, V y Q representan, respectivamente, las frecuencias asociadas a las
coordenadas X, Y y D.

Dada la transformada (3.2.22), es posible recuperar la SECCION MEDIDA mediante la
transformada de Fourier inversa:

3
#™ (X,Y,0,D) = (%} J'w du '[w dv Jm dQ e ®LAULV,Q) (3.223)
T —0 —0 —0

Es posible generalizar la expresion anterior, definiendo:
1Y '

¢(X,Y,d,D)=(2—jj du ["dv | dQe™ ™™ ®LAUV,Q) (224)
/ —o0 —o0 —o0

Donde ( representa la frecuencia asociada a la coordenada d. Obsérvese que si se

sustituye d =0 en la expresion anterior, se obtiene (3.2.23).

La nueva frecuencia (| debe ser tal que se verifique la Ecuacion de Ondas escalar (3.2.16).
Esta se expresa en el dominio frecuencial de la forma (Ward y Hohmann, 1987):

()" +(iV) +(iQ) +2(ia)(iQ)+(ia)’ [®(U,V,q,Q)=
(3.2.25)

-2/ -0+ 219 jo(u.V.0.0

Donde @(U ,V,q,Q) representa la transformada de Fourier de ¢(X,Y,d, D). Asi

pues, se obtiene la relacion de dispersion:
U2+V2+Q2+2Qq+q2:2(%Q2—%iQ] (3.2.26)

De tal forma que es posible obtener la nueva frecuencia ( en términos del resto de
frecuencias de la forma: '

1 2 g- 2 2
q=—Qi\/2(?Q —Tqu—(u +V?) (3227)

"' Cf. Capitulo 4, dedicado al formalismo matematico de la transformada de Fourier.
2 En esta expresion y en las siguientes el doble signo distingue la propagacion de las ondas descendentes y
ascendentes, habiéndose de realizar en cada caso la eleccion pertinente.
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3.2.3.2. Obtencién de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

Es posible obtener una expresion para la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD expuesta en
(3.2.13), sustituyendo la expresion de (] expuesta en (3.2.27) en la generalizacion (3.2.24),

considerando el caso particular d = D , de la forma:

¢™(X,Y,D,D)=

1Qz_gioj_(uz+vz)] (3.228)

I P e

Es posible reescribir la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD arriba expuesta para expresarla en
la forma de una transformada de Fourier inversa. Para ello, se efectia el cambio de variable:

_ 1 g.
K=+ 2[FQ2_?IQJ_(U2+V2) (3.2.29)

Y se sustituye la frecuencia QQ en la integral (3.2.28) por esta nueva frecuencia K,

conjugada de la nueva coordenada introducida D .

Es posible invertir la expresion anterior. Elevando al cuadrado y operando se obtiene:

2
2_%@_%:0 (3.2.30)

1
F
Donde se ha definido:

H>=K?+U?+V? (3.2.31)
De tal forma que es posible expresar la frecuencia Q de la forma:

: 2 2
Q-|'9ty2H" —9 £ (o) (3.232)

B 2

. 2 . .
Teniendo en cuenta el valor de H~ expuesto en (3.2.31), tomando diferenciales en ambos
miembros de la expresion anterior se obtiene:

dQ=+——"(w)dK (3.2.33)
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Asi pues, es posible reescribir la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (3.2.28), sustituyendo el
valor de Q expuesto en (3.2.32) y el valor de la diferencial dQ expuesto en (3.2.33), de la
forma:

3
¢™(X,Y,D,D) =(2ij [Tdu [ av [ dk e "™ B(u,V,K) (234
V4 —00 —00 —o0

Donde se ha definido el nuevo espectro filtrado:

B(U.,V.K)= (j—gj A(U.V,Q(U.V,.K)) (3.2.35)

Es importante observar que, en las aplicaciones numéricas, se parte de un espectro

A(U,V,Q) definido en puntos equiespaciados en el dominio frecuencial. No obstante, el

nuevo espectro filtrado B(U WV, K) dado por la expresion anterior no se encontrara definido

en puntos equiespaciados en el dominio de la nueva frecuencia K, dada la forma funcional de
las transformaciones (3.2.32). Obsérvese que el rango de variacion de la nueva frecuencia K
en funcion de la frecuencia Q depende de los valores de las frecuencias espaciales U y V , de

tal forma que si el sumando U > +V? es cero (en el centro del espectro) el rango es maximo, y

va disminuyendo conforme U y V crecen (hacia los bordes del espectro). Esta variacion
tendra una especial relevancia en los resultados que se obtengan, ya que influyen decisivamente
en la interpolacion del espectro.

Debido a que el célculo numérico de la transformada de Fourier inversa requiere que el
espectro se defina en puntos equiespaciados, sera preciso interpolar adecuadamente el espectro
obtenido mediante (3.2.35). Esta es una de las razones que motivan los desarrollos que se
efectuaran en los capitulos 4 y 5, dedicados al formalismo matematico de la transformada de
Fourier y las técnicas de interpolacion.
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3.3.

Recapitulacion

3.3.1.

En esta Seccion se exponen, a modo de compilacion, los principales resultados obtenidos en
el presente Capitulo. En primer lugar se expondran las aproximaciones y simplificaciones
efectuadas. A continuacion se expondra, de forma ordenada, el método de resolucion del
Problema Inverso y seguidamente, mediante inversion de éste, el método de resolucion del
Problema Directo correspondiente.

Aproximaciones efectuadas

En el desarrollo expuesto en el presente Capitulo han sido efectuadas las siguientes
aproximaciones y simplificaciones:

1. Los medios que constituyen la region subsuperficial son lineales, homogéneos
e is6tropos.

2. Los reflectores estan constituidos por elementos difractores puntuales.
3. La superficie esta definida por un plano horizontal.
4. El emisor y el receptor son coincidentes.

5. Las derivadas parciales respecto a las coordenadas relativas receptor—emisor
son despreciables frente al resto.

6. Los parametros electromagnéticos de los medios solo varian con la
coordenada de profundidad.

7. La permeabilidad magnética £/ se asume igual a la permeabilidad magnética

del vacio, £t = 4, .

8. La permitividad eléctrica & y la conductividad eléctrica 0 se aproximan por
unos valores promedio, &, y O, respectivamente, y se considera un valor
caracteristico de la pulsacion de las ondas electromagnéticas, @, de tal forma
que se verifique (3.2.10), y la velocidad de propagacion promedio resultante

2
C,, sea tal que se verifique (Cm / C) =1 en promedio sobre la SECCION (esto

es, la velocidad cuadratica media).

En los Capitulos subsiguientes estas aproximaciones seran discutidas, y se indicara la
metodologia necesaria para soslayarlas.
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Es preciso sefalar que en el desarrollo del filtro, se ha tenido en cuenta la existencia
simultanea de un tnico emisor y un {inico receptor, ambos coincidentes. Asi mismo, la SECCION
MEDIDA se define como la superposicion de las sefales registradas por los pares Emisor—
Receptor que se sitiian en cada punto de la superficie.

Esta situacion debe diferenciarse de aquella en la que se sitia un Gnico emisor y un conjunto
de receptores sobre la superficie, definiéndose la SECCION MEDIDA como la superposicion de las
sefales registradas en los receptores, procedentes de todos los emisores (No como en el caso
anterior, en el que cada receptor registra las sefiales procedentes de su emisor).

Ambas situaciones se muestran en la Figura 3-3-1:

E/R ER ElR ER ER ER ER ER ER R R R R R R R R R
TR RN AAA AT TR N AAAAT
L] L]
@ (b)

Figura 3-3-1: Representacion de |as situaciones a que hace referencia la §3.3.1.

(a) Existencia simultanea de un Gnico emisor y un Unico receptor, ambos coincidentes. La
SECcION MEDIDA se define como la superposicion de las sefiales registradas por los pares
Emisor—Receptor que se sitlian en cada punto de la superficie.

(b) Existencia de un Gnico emisor y un conjunto de receptores. La SEcCION MEDIDA se define
como la superposicién de las sefial es registradas en los receptores, procedentes de todos |os
emisores.

En todos los casos E/R simboliza un par Emisor—Receptor, R un receptor. Las flechasindican el
sentido de la propagacion.

Una distincion importante entre ambos casos radica en el hecho de que en el primero (Figura
3-3-1 (a)) se obtienen valores correctos para los tiempos dobles de recorrido, mientras que es en
el segundo (Figura 3-3-1 (b)) en el que se obtienen valores realistas para las amplitudes de las
sefales (Baradello et al., 2004).

En el caso de reflectores planos y horizontales, las aproximaciones son validas, en el sentido
en que la interferencia de las hipérbolas de difraccion se corresponde con la reflexion. En el caso
de reflectores planos inclinados o curvados, las aproximaciones dejan de ser validas, en el
sentido en que la interferencia de las hipérbolas no se corresponde con la reflexion en el
reflector, pues las trayectorias que se consideran no cumplen, en general, la Ley de Snell.

Atendiendo a estas consideraciones, unicamente tendrd sentido considerar modelos
constituidos por estratificaciones horizontales que incluyan difractores puntuales.
Adicionalmente, seran considerados modelos constituidos por yuxtaposicion lateral de modelos
con estas caracteristicas.



3.3. — Recapitulacién 87

3.3.2. Resolucion del Problema Inverso: Determinacion de la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD a partir de la SECCION MEDIDA

En esta Subseccion se expone, de forma operativa, la metodologia desarrollada en el
presente Capitulo para la resolucion del Problema Inverso tras la tercera transformacion.

1. Se determinan unos valores promedio de la permitividad eléctrica y la
conductividad eléctrica, &, y O, respectivamente, y se considera un valor

caracteristico de la pulsacion de las ondas electromagnéticas, @, buscando
que la velocidad de propagacion promedio determinada mediante:

1
= (3.2.10)

2
M 1+ 1+ &
2 W&,

Cm

2
Donde 4, representa la permeabilidad magnética del vacio, sea (Cm / C) =1

en promedio sobre la SECCION.

2. Se efectian los cambios de variable necesarios para trasladar los datos de la

SECCION MEDIDA desde el sistema (Xe, ye,ze; Xr,yr,Zr;t) al sistema

( X,Y,d, D) , de acuerdo con (3.2.3) y (3.2.18), obteniéndose la funcion :

™ (X,Y,0,D) =y ™ (x,y,0; X, y,0; ) (3.2.1), (3.2.6), 3.2.19)

3. Se determina, en este sistema, la transformada de Fourier de la SECCION
MEDIDA:

AUV, Q)=["dX [ dY [ dDe' " ®y™(X,Y,0,D) (222

4. Se filtra la transformada de Fourier anterior, obteniéndose el nuevo espectro:

B(U.V.K) E(j—gj A(U.,V,Q(U.V,K)) (3.2.35)

Donde dQ/ dK se determina de acuerdo con (3.2.33) de la forma:

dQ K
— =t 3.3.1
K SIERp (o) (3:3.1)

Donde, a su vez, K (U ,V,Q) se determina mediante (3.2.29), H” mediante
3231y f = f(®) y g mediante (3.2.17).
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Se interpola el nuevo espectro para determinar su valor en puntos
equiespaciados del nuevo dominio frecuencial.

La DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD se determina mediante la transformada
de Fourier inversa del nuevo espectro filtrado:

3
#™(X,Y,D, D)=(2i) [Tdu [ av [ dk e B(u,v,K)
V4 —00 —o0 —00
(3.2.34)

Finalmente, se efectiian los cambios de variable necesarios para trasladar los

datos de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD desde el sistema (X ,Y,d, D)

al sistema (Xe,ye,Ze; Xr,yr,Zr;'[), de acuerdo con (3.2.3) y (3.2.18),

obteniéndose la funcion:
R(X.Y,2)=y (XY, % Y,20)=¢"(X,Y,D,D) (3.22),(3.2.6), (3.2.19)

Para pasar de las coordenadas D a Z es necesario conocer las velocidades de
propagacién en cada uno de los medios. "

En la resolucion del Problema Inverso no es posible asegurar que una determinada eleccion

. . 2 .
de los parametros promedio &, y 0, sea tal que se verifique (Cm / C) =1 en promedio sobre

la SECCION. Esta es una limitacion inherente a esta metodologia, y sera discutida en los capitulos

8y0O.

La técnica de interpolacion en el nuevo espectro sera discutida en los capitulos 4 y 5,
dedicados al formalismo matematico de la transformada de Fourier y las técnicas de
interpolacion.

13 Como ejemplo, obsérvese que es posible invertir las expresiones que se exponen en la Figura 3-2-2, de tal

forma que:
C
Dab = Zab
Ca
C C
D,=—"2Z,+—"

C
= Zo= 2D,
(Zbc Zab) = Ly = aDab+C&(Dbc Dab)
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3.3.3. Resolucion del Problema Directo: Determinacion de la
SECCION MEDIDA a partir de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

En esta Subseccion se expone, de forma operativa, la metodologia para la resolucion del
Problema Directo tras la tercera transformacion, consistente en la inversion de la expuesta en la
Subseccion anterior para la resolucion del Problema Inverso.

1. Se determina la velocidad de propagacion promedio C,, de tal forma que sea

2
(Cm / C) =1 en promedio sobre la SECCION, esto es, como la velocidad

cuadratica media espacial.

2. Se determinan unos valores promedio de la permitividad eléctrica y la
conductividad eléctrica, &, y O, respectivamente, y se considera un valor

caracteristico de la pulsacion de las ondas electromagnéticas @, de tal forma
que se verifique:

1
- (3.2.10)

2
Mok 1, 1{%]
2 wE

m

m

Donde ¢, representa la permeabilidad magnética del vacio.

3. Se efectian los cambios de variable necesarios para trasladar los datos de la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD desde el sistema

(Xe, ye, 2% Xy, Zr;t) al sistema (X,Y,d, D) , de acuerdo con (3.2.3)

y (3.2.18), obteniéndose la funcion:
g™ (X,Y,D,D) =y (X, Y,z %Y, 20)=R(X Y,Z) (3.22),(3.2.6), (3.2.19)

4. Se determina, en este sistema, la transformada de Fourier de la DISTRIBUCION
DE REFLECTIVIDAD:

B(U,V,K)=["dX ["dY [ dDe ™" 4(x,y,D,D) (32

5. Se filtra la transformada de Fourier anterior, mediante inversion de (3.2.35),
obteniéndose el nuevo espectro:

A(U.V,Q) E(S—S] B(U.V.K(U,V.,Q)) (33.3)
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Donde (dQ/ dK)71 se determina de acuerdo con (3.2.33), aplicando el

teorema de la funcion inversa (Harris y Stocker, 1998, §12.2.15; Marsden y
Hoffman, 1999, §7.1.1), de la forma:

-1 / 2 42
(d—Qj :iu (3.3.4)

dK K-f (o)

Donde, a su vez, H? se determina mediante 323y y f=f1 (a)) y O
mediante (3.2.17).

6. Se interpola el nuevo espectro para determinar su valor en puntos
equiespaciados del nuevo dominio frecuencial.

7. La SECCION MEDIDA se determina mediante la transformada de Fourier
inversa del nuevo espectro filtrado:

1 ! *© *® © I +VY+
¢sv| (X,Y,O, D) :(Ej LOdU LOdV Lon gl (UXY QD)-A(U,V,Q)
(3.2.23)

8. Finalmente, se efectiian los cambios de variable necesarios para trasladar los
datos de la SECCION MEDIDA desde el sistema de coordenadas (X,Y, d, D)

al sistema de coordenadas (Xe, ye, z°% X, yr ,Z': t) , de acuerdo con (3.2.3)

y (3.2.18), obteniéndose la funcion:

™M (% Y,0; %, y,0;t) = ¢ (X,Y,0,D) (3.2.1), (3.2.6), (3.2.19)

Obsérvese que la SECCION MEDIDA asi determinada puede tomar valores complejos, no
obstante, la sefial registrada en el geo-radar es una magnitud real. Asi pues, en lo que sigue, se
tendra en consideracion unicamente la parte real de ésta.

Como se mencioné anteriormente, la técnica de interpolacion en el nuevo espectro sera
discutida en los capitulos 4 y 5, dedicados al formalismo matematico de la transformada de
Fourier y las técnicas de interpolaciéon. Asi mismo, la metodologia para la determinacion de las

ondas reflejadas multiples y la velocidad de propagacion promedio C,, asi como los valores

promedio de la permitividad eléctrica y la conductividad eléctrica, &£, y O, serd discutida en

el Capitulo 6, dedicado a la implementacion de los algoritmos.
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Anexo A:
Elementos de Calculo Diferencial

Los cambios de derivadas en la Ecuacion de Ondas se efectiian teniendo en consideracion la
siguiente particularizacion de la Regla de la Cadena (Harris y Stocker, 1998, §12.2.10; Marsden
y Hoffman, 1999, §6.5.1):

» REGLA DE LA CADENA (CASO PARTICULAR). Sea Ac R" un abiertoy f: A— R"
una funcién diferenciable en X € A, y sea B R™ un abierto y g: B — R una funcién
diferenciable en Y= f(X)e B. Entonces, la matriz jacobiana de la funcién compuesta

h=gof = g|: f (X):l en el punto X es el producto de la matriz jacobiana de g evaluada en

f (X) con la matriz jacobiana de f evaluada en X, en este orden, de tal forma que las

derivadas parciales de h vienen dadas por la expresion:

(.A.1)

Las derivadas parciales de segundo orden se determinan mediante iteracion, de la forma
(Harris y Stocker, 1998, §12.6.1; Marsden y Hoffman, 1999, §6.8):

o'h _i(a_hJ
OX;0%  OX; \ 0%

Vi,je{lnl

(3.A.2)

Bajo ciertas condiciones, las derivadas parciales cumplen una propiedad de simetria (Harris
y Stocker, 1998, §12.6.1):
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» LEMA DE SCHWARZ (CASO PARTICULAR). Sea A R" un abiertoy h: A— R™ una

funcién diferenciable dos veces en X & A, con derivadas parciales segundas continuas.
Entonces se da la igualdad:

oh o°h
OXOX;  OX;0%

(3.A.3)
Vi, je{l,---,n}

<

Aplicando nuevamente la regla de la cadena (3.A.1) en (3.A.2), teniendo en cuenta el Lema
de Schwarz (3.A.3), las derivadas parciales de segundo orden se determinan en la forma que se
expone a continuacion:

» DETERMINACION DE DERIVADAS PARCIALES SEGUNDAS (CASO PARTICULAR). Sea
Ac R" unabiertoy f : A— R™ una funcién diferenciable en X € A,y sea B R™ un

abierto y §:B — R una funcién diferenciable en y = f (X) € B. Entonces, las derivadas

parciales de segundo orden de h vienen dadas por la expresion:

o°h _Zmlzm: %, 0h oy, oy, oh 0 (Gya]
aX,-aX b=1 a=1 aX]- aybaya a)ﬂ aXJ aya aXl ayb
(3.A.4)

. m . .
Obsérvese que, en el caso habitual en que las coordenadas {yi }i: , son independientes entre

si (basta que sean linealmente dependientes), la expresion para las derivadas segundas (3.A.4),
se reduce a la expresion habitual:

o’h Zm:’“ o’h oy, oy,
OX;0X 151 a0l OY0Y, 0% OX;

(3.A.5)
Vi, je{l-,n}
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Anexo B:
Resolucioén de la Ecuacion de Ondas en el dominio frecuencial
en un caso mas general, en el que emisor y receptor no son coincidentes

En este Anexo se determina la relacion entre la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD y la
SECCION MEDIDA expuestas en (3.2.5) via sus transformadas de Fourier, a través de la
transformada de la Ecuacion de Ondas escalar inicial (3.1.2).

En este caso se considera la primera aproximacion expuesta en la §3.2.2.1:

Se considera que la superficie viene dada por el plano horizontal z=0, de
tal formaque z°=0, Z =0.

Obsérvese que en este caso carece de sentido suponer emisor y receptor coincidentes.

Con el objeto de simplificar el desarrollo se considerara, de forma similar a como se realizod
en la segunda transformacion expuesta en la §3.2.2.2:

Se considera que los parametros electromagnéticos son constantes en todo €l
medio.

Siendo posible efectuar un desarrollo analogo al correspondiente a la tercera transformacion
expuesta en la §3.2.2.3 para considerar que los parametros electromagnéticos sélo varian con la
coordenada de profundidad.

3.B.1. Generalizacion de la SECCION MEDIDA en funcién de su
transformada de Fourier

Sea la transformada de Fourier de la SECCION MEDIDA expuesta en (3.2.5):
AU,V,u,v,0)=

= Ij:o dX J-_O:O dy J':O dxre J-_O; dyre J‘_":O ot e—i(UX+W+ux’e+vyfe+(ut)_ZSM (X, Y, 0; Xre, yre, 0; t)
(3.B.1)

Donde U, V, U, V y @ representan, respectivamente, las frecuencias asociadas a las
coordenadas X, Y, X, y*©yt.
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Dada la transformada (3.B.1), es posible recuperar la SECCION MEDIDA mediante la
transformada de Fourier inversa:

7 (X, Y, 0; X, y', 0; t) =
(L) T oo v o o™ o
(3.B.2)

Es posible generalizar la expresion anterior, teniendo en cuenta las definiciones de Z y Z'°
expuestas en (3.2.3), de la forma:

. 27+ . . Z-Z7°
XaYa 9X D 7—7t =
i ( 2y 2 j

(o] U [ v ] daf” v oA v o)

(3.B.3)

r e . . .
Donde 0 y Q representan, respectivamente, las frecuencias asociadas a las coordenadas

z y Z°. Obsérvese que si se sustituye Z' = 7° =0 en la expresion anterior, se obtiene(3.B.2).

. r e . . . .y
Las nuevas frecuencias 0 y (  deben ser tales que verifiquen las relaciones de dispersion

que se deducen de la Ecuacion de Ondas (3.1.2) particularizada para las posiciones de receptor y
emisor:

Vg Wy H Wy = Bl + OV

(3.B.4)
l//xexe + Wyeye + erze = /umgml//tt + /umo-ml//t
Dadas por:
2 2 2 .
(ur) +(V’) +(qr) = p .0 —ip. 0.0
5 5 5 (3.B.5)
(ue) +(Ve) +(qe) =u & 0 —iy o o
Invirtiendo el cambio de variables (3.2.3) se obtiene:
. R+r" e R-r"
r =——, r =——— (3.B.6)
2 2
De tal forma que es posible expresar las frecuencias:
. U+u e U-u . V+v e V-v
u = u®=——; vV = , Ve=— (3.B.7)

2 7 2 7 2 2
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. . r e r . .
Y es posible obtener las nuevas frecuencias (0 y (  en términos del resto de frecuencias

de la forma:
] s (U +u) (V+v) .
q =+ Hp&n @ — - —lu, 0,0
2 2 GBS
.B.
qQ° == ng_(U—u —(V_V —ip o o

3.B.2. Obtencidon de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

Es posible obtener una expresion para la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD expuesta en

(3.2.5), sustituyendo las expresiones de q’ y qe expuestas en (3.B.8) en la generalizacion

(3.B.3), considerando el caso particular 7 =2=7Z s X' = yre =0, de la forma:
27(X,Y,Z;0,0,0;0) =

_ (%)5 [“au” av" auf” v do e Pl AU,V, U v, 0)
T —o0 —0 —00 —0 —®©
(3.B.9)

Es posible reescribir la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD arriba expuesta para expresarla en
la forma de una transformada de Fourier inversa. Para ello, se efectia el cambio de variable:

Q=q +q° (3.B.10)

Y se sustituye la frecuencia @ en la integral (3.B.9) por esta nueva frecuencia Q,

conjugada de la nueva coordenada introducida Z .

Es posible invertir la expresion anterior. Sustituyendo los valores de C]r y qe dados en
(3.B.8), operando convenientemente para eliminar las raices, se obtiene:

Q' +2Q*(A+B-2C)+ A’ +B*+2C’-2(A+B)C=0 (3.B.11)

Donde se han definido:
AE(U +uj+(V+vJ’ B
2 2

Es posible reescribir (3.B.11) de la forma:

+ 5 CE mgma) —1 mO-ma)
( 2 j ( 2 J # #

(3.B.12)

2C*-2C(A+B+2Q*)+ A'+B*+Q"' =0 (3.B.13)
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De tal forma que es posible despejar el valor C en funcién de la frecuencia Q de la forma:

A+B+2Q? J_r\/(A+ B+2Q°) —4(A+B+2Q°)(A +B* +Q")
- 2

C

(3.B.14)

Y es posible expresar la frecuencia @ en funcion de la frecuencia Q a través del valor C,

a partir de la definicion de C expuesta en (3.B.12), de la forma:

C O t ot
w=1 - +i (3.B.15)
HoEm \ 26, 2¢

m

Tomando diferenciales en ambos miembros de (3.B.10) se obtiene:

dQ=,um(2gm—iam)(Lr+iejda) (3.B.16)
a q

Asi pues, es posible reescribir la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (3.B.9), sustituyendo el
valor de @ expuesto en (3.B.15) y el valor de la diferencial d@ que resulta de aplicar el

teorema de la funcion inversa (Harris y Stocker, 1998, §12.2.15; Marsden y Hoffman, 1999,
§7.1.1) en (3.B.16), de la forma:

DR . =L S * * i(UX+VY+QZ) |
2" (X,Y,Z;0,0,0,0) :(ﬂ [Cdu[ av| dQe B(U,V,Q)
(3.B.17)
Donde se ha definido el nuevo espectro filtrado:

B(U,V,Q)= (%} jidujidv(d—Qj_ A(U,V,u,v,0(U,V,u,v,Q))

T ) - dw
(3.B.18)

Donde (dQ/ da))fl se determina de acuerdo con (3.B.16), como se ha mencionado

anteriormente, aplicando el teorema de la funcion inversa, de la forma:

-1 re
(99] _ a4 — (3.B.19)
do ,um(2gm—lam)(q +0q )

Analogamente a lo expuesto en la §3.2.3, es importante observar que, en las aplicaciones

numéricas, se parte de un espectro A(U ,Vou, v, Q) definido en puntos equiespaciados en el

dominio frecuencial. No obstante, el nuevo espectro filtrado B(U ,V, Q) dado por la
expresion anterior no se encontrara definido en puntos equiespaciados en el dominio de la nueva
frecuencia Q, dada la forma funcional de la transformacién (3.B.10), por lo que serd preciso
interpolar adecuadamente el espectro obtenido mediante (3.B.18).



Capitulo 4

Formalismo matematico

dela transformada de Fourier
de funciones muestreadas

con soporte acotado






Introduccién

En este cuarto Capitulo se realiza un estudio del analisis de Fourier. Existen numerosas
publicaciones en que este tema es tratado en amplitud, ya sea desde el punto de vista
analitico-matematico (Tranter, 1956; Papoulis, 1962; Kaiser, 1994; Debnath, 1995; Partington y
Unalmis, 2001), de sus aplicaciones (Udias y Lopez Arroyo, 1970; Brigham 1974; Andrews y
Shivamoggi, 1988; James, 1995; Rockmore, 2000) o los problemas de caracter numérico que
surgen en éstas (Hamming, 1973; Harris, 1978; Nuttall, 1981; Ricard y Blakely, 1988; Rioul y
Vetterli, 1991; Dixon y Powers, 1996; Gumas, 1997; Lyons, 1998 a y b; Masta, 1999;
Xiangchun y Yaozu, 2003). En este Capitulo se realizara un estudio aplicado a las funciones
muestreadas de soporte acotado,' efectuandose particularizaciones para las funciones
constituidas por suma de impulsos, que son las tratadas en la presente Tesis Doctoral. Todos los
desarrollos se efectuaran para funciones en una inica dimension, pudiendo realizarse de forma
trivial la extension a dimensiones superiores.

Se encuentra dividido en seis Secciones dedicadas, respectivamente:

e A la definicion de la transformada integral de Fourier y la exposicion del
Teorema Integral de Fourier. Asi mismo, en el camino hacia la determinacion
de versiones de dicho Teorema en forma discreta, se definen las series de
Fourier.

o Al muestreo y acotacion del soporte de funciones mediante la aplicacion de
ventanas, y a la definicion formal de funciones muestreadas con soporte
acotado.

e A la determinacion de las transformadas de Fourier directa e inversa de
funciones muestreadas con soporte acotado, y su relacion con las
transformadas que son determinadas computacionalmente.’

e Al estudio de la interpolacion en las transformadas de Fourier, mediante
generalizaciones del Teorema del Muestreo para funciones con soporte
acotado por la aplicacion de una ventana general.

e Al estudio de las relaciones entre las transformadas de Fourier y la funcion
original.

e A la exposicion, a modo de compilacién, de los principales resultados
obtenidos para el estudio de las transformadas de Fourier de funciones
muestreadas con soporte acotado por la aplicacion de una ventana cuadrada.

' Se define el soporte de una funcién f como el cierre del conjunto de valores de los argumentos para los

cuales T esno nula (Weisstein, 1999).

? En el desarrollo de este Capitulo, se entendera que las transformadas determinadas computacionalmente se
calculan con MATLAB (Cf. §6.1).
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4.1. Transformada integral de Fourier

4.1.1. Transformadas de Fourier directa e inversa. Teorema Integral de Fourier

» DEFINICION (TRANSFORMADA DE FOURIER). Dada una funcién f, se define su

transformada de Fourier, y se denota por TF [ f (x)](u) =F (u), mediante la integral
(Papoulis, 1962; Brigham, 1974):

F(u)=| dx f(x)ye™ @.1.1)

<

La transformada de Fourier inversa puede determinarse haciendo uso del Teorema Integral
de Fourier en forma exponencial:

» TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER. Dada una funcion f absolutamente integrable, esto
es:

[ dx|f (x)] <+ (4.12)
Tal que ella y su derivada son continuas a trozos, se cumple (Debnath, 1995):
1 * jux [ ’ ’ —iux’
f(x):z—j du € J dx' f(x')e (4.1.3)
T ¥ —o0

<

En la §2.3 de la obra de Andrews y Shivamoggi (1988) puede consultarse una demostracion
rigurosa de este Teorema, en su forma habitual en términos de cosenos.

Obsérvese que la integral mas interna de (4.1.3) representa la transformada de Fourier de

f (X) , de tal forma que, mediante sustitucion, ésta se reescribe de la forma:

f (x):L “ du F(u)e™ (4.1.4)

27 9

Esta expresion permite definir la transformada de Fourier inversa:
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» DEFINICION (TRANSFORMADA DE FOURIER INVERSA). Dada una funcion F definida
sobre la recta real, se define su transformada de Fourier inversa, y se denota por

TF! I:F (u)](x) =f (X) , mediante la integral (4.1.4).

|

Al conjunto de valores X donde la funcion T esta definida se le denomina genéricamente

DOMINIO NATURAL. Al conjunto de valores U donde la funcion F estd definida se le
denomina genéricamente DOMINIO FRECUENCIAL. Las variables X y U asi relacionadas se
denominan VARIABLES CONJUGADAS. En el caso en que X sea una coordenada de posicion, su
frecuencia asociada U sera un numero de onda, mientras que en el caso en que sea un tiempo, su
frecuencia asociada sera la frecuencia angular.

Las transformadas de Fourier directa e inversa existiran si se satisfacen las condiciones de
Dirichlet (James, 1995):

e Las transformadas F y f son funciones univaluadas en todo su dominio.
e Las funciones F y f son continuas a trozos.

e Las funciones F y f son de cuadrado integrable, esto es:
I:du |F (u)H2 <+, _[_i dx|| f (X)H2 <+ 4.1.5)

e Las funciones F y f estan acotadas superior e inferiormente.

Estas condiciones, pese a ser muy restrictivas, se cumplen en el caso de funciones
muestreadas de soporte acotado, que son las tratadas en esta Tesis Doctoral.

Es interesante mencionar que la condiciones de Dirichlet son suficientes, aunque no
necesarias, para la existencia de la transformada de Fourier (por ejemplo, la 0 de Dirac no es
una funcion acotada, pese a lo cual si tiene transformada de Fourier). Existen generalizaciones
de la definicion de transformada de Fourier (Lighthill, 1958; Jones, 1982) que permiten incluir
funciones que no cumplen estas condiciones. Una exposicion mas detallada puede encontrarse
en la obra de Champeney (1987).
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4.1.2. Hacia la discretizacion del Teorema Integral de Fourier.
Series de Fourier.

El Teorema Integral de Fourier demuestra ser una herramienta enormemente util en los
desarrollos que involucran las transformaciones integrales en general, y la transformada de
Fourier en particular. En esta Tesis Doctoral se tratan funciones muestreadas con soporte
acotado, por lo que resulta necesario desarrollar una version de este Teorema en forma discreta.

Como primera etapa de este desarrollo, aparecen de forma natural las series de Fourier, tanto
para la funcion f como de la funcion F | por lo que éstas seran expuestas en primer lugar.

4.1.2.1. Serie de Fourier de funciones en el dominio natural

En el caso en que la funcion f tiene soporte acotado, es posible reescribir (4.1.3) de la

forma:
1 e jux ' 1\, o iux’
f(x):ELﬁdue vadx f(x)e (4.1.6)

Donde VX representa el recinto que soportaa .

Es posible aproximar la integral en U de esta expresion por un sumatorio aplicando la
férmula del rectangulo (Harris y Stoker, 1998; Spiegel et al., 2000), lo que equivale a operar de
forma inversa a como lo hace en su obra Debnath (1995) para pasar de sumatorios a integrales,
reescribiéndose esta expresion de la forma:

f(x)

BV

— 27[ k__Ooeik-EU.x_J‘vX dxr .I: (Xr)_efiux' (417)

Donde EU representa el espaciado que caracteriza la discretizacién en el dominio
frecuencial.

Esta Gltima expresion permite definir la serie de Fourier de f :

» DEFINICION (SERIE DE FOURIER DE FUNCIONES EN EL DOMINIO NATURAL). Dada una
funcién f con soporte acotado, se define su serie de Fourier mediante la suma:

f(x)= i ¢ € (4.1.8)
k=—0

Donde los coeficientes @, se determinan mediante la integral:
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4= %Lx dx f (x)e™ = (4.1.9)

<

Aplicando un procedimiento analogo al empleado anteriormente, es posible aproximar la
integral en X de (4.1.9) por un sumatorio, reescribiéndose esta expresion de la forma:

_EUEX S

P/

&, f (nEX)e™ = (4.1.10)

Donde EX representa el espaciado que caracteriza la discretizacion en el dominio natural.
El sumatorio se extiende entre los indices N y N, que caracterizan los valores X = N-EX

contenidos en el recinto VX .

4.1.2.2. Serie de Fourier de funciones en el dominio frecuencial

Es posible escribir una version del Teorema Integral de Fourier para la transformada de

Fourier F , multiplicando (4.1.4) por la exponencial e’ e integrando respecto X, teniendo en
cuenta la definicién de Transformada de Fourier (4.1.1):

» TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER PARA EL DOMINIO FRECUENCIAL. Dada una funcion
F absolutamente integrable, tal que ella y su derivada son continuas a trozos, se cumple:

F(u)=i idx e“”X-Iidu’ F(u')ev (4.1.11)

<

En el caso en que la funcién F tiene soporte acotado, es posible reescribir (4.1.11) de la
forma:

F ()= dxe™ [, du F(u)e” @.1.12)

Donde VU representa el recinto que soportaa F .

Aplicando un procedimiento andlogo al empleado en el apartado anterior, es posible
aproximar la integral en X de esta expresion por un sumatorio, reescribiéndose de la forma:

F(u)

EX & e
— e|unEX

— [, du F(u)ere (4.1.13)
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Donde EX representa el espaciado que caracteriza la discretizacion en el dominio natural.

Esta tltima expresion permite definir la serie de Fourier de F :

» DEFINICION (SERIE DE FOURIER DE FUNCIONES EN EL DOMINIO FRECUENCIAL). Dada
una funcién F con soporte acotado, se define su serie de Fourier mediante la suma:

Z O e (4.1.14)

nN=—o0w

Donde los coeficientes @ = se determinan mediante la integral:

n

o, =2 du F(u)e"™ (4.1.15)

"oogdw

<

Aplicando un procedimiento analogo al empleado anteriormente, es posible aproximar la
integral en X de (4.1.15) por un sumatorio, reescribiéndose esta expresion de la forma:

F(kEU ) e (4.1.16)

Donde EU representa el espaciado que caracteriza la discretizacién en el dominio
frecuencial. El sumatorio se extiende entre los indices K y K, que caracterizan los valores
U=Kk-EU contenidos en el recinto VU .

4.1.2.3. Discretizaciones del Teorema Integral de Fourier

Es posible reescribir el Teorema Integral de Fourier, enunciado para funciones definidas en
el dominio natural, sustituyendo (4.1.10) en (4.1.8):

f(x) =t ZZf (NEX e mex gheux (4.1.17)

k=-o0 n= n

Si se evalta la funcion f en valores de la forma X = MEX", se obtiene la discretizacion
del Teorema Integral de Fourier:
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» LEMA (DISCRETIZACION DEL TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER PARA FUNCIONES EN
EL DOMINIO NATURAL). Dada una funcion f con soporte acotado, que verifica las hipotesis del
Teorema Integral de Fourier, se cumple:

EU ‘EX sz nEX) —|kEUnEX e|kEU mEX’ (4.1.18)

2r k=—o0n=n

f (mEX') =

<

Asi mismo, es posible escribir una expresion analoga para funciones definidas en el dominio
frecuencial, sustituyendo (4.1.16) en (4.1.14):

EX-EU Z ZF k- EU |k EU-n-EX  -iun-EX (4.1.19)

n=—o0 k=k

F(u)=

Si se evalta la funcién F en valores de la forma U= (FEU’, se obtiene la discretizacion
del Teorema Integral de Fourier:

» LEMA (DISCRETIZACION DEL TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER PARA FUNCIONES EN

EL DOMINIO FRECUENCIAL). Dada una funciéon F con soporte acotado, que verifica las
hipotesis del Teorema Integral de Fourier, se cumple:

o0 E
S EXEY ——— > D F(kEU)g®mBgiarume (4.1.20)

n=—o k=k

F(qEU’)

|

Obsérvese que no es posible acotar simultaneamente el recorrido de ambos indices en los
sumatorios de (4.1.18) y (4.1.20) y mantener dichas identidades pues, dadas las relaciones de
conjugacion entre los dominios natural y frecuencial, si una funcién tiene soporte acotado su
transformada no lo tiene, y viceversa (Papoulis, 1962; Brigham, 1974).



4.2. Muestreo de funciones y acotacién del soporte

42.1. Muestreo de funciones

» DEFINICION (FUNCION MUESTREADA). Dada una funcién f , se define la funcion
muestreada con periodo o espaciado EX | y se denota por =", mediante el producto de la

funcién y la serie infinita de impulsos unitarios equiespaciados A~ , definida mediante la
expresion:

A = i 5(x—nEX) 42.1)

n=-w

Donde se define el impulso unitario:

5 (x—nEX)

1 x=nEX
YneZ (4.2.2)

0 x#nEX’
De tal forma que (Brigham, 1974):

f&(x)= f(x)A™ (X) =

o 4.2.3)
=Y f(nEX)S(x-nEX)
Esta funcion esta representada por los valores:
f& (nEX)=f (nEX), VneZ (4.2.4)

<

Este resultado se ejemplifica en las figuras 4—2—1 a 4-2-3:
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X (b) 7 7 7 7 X

08 1

© :
Figura 4—2-1: Muestreo de funciones, Ejemplo I:

2 10

(a) Funcién f (X) = (ex _%exz ] +i (GHZ _lef\xfz\ + iex4j .

(b) Serie de impulsos unitarios equiespaciados A%

(c) Funcion muestreada f 005

Larelacion entrefigurases (a) x (b) = (c).

En todos |os casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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Figura 4—-2-2: Muestreo de funciones, Ejemplo I1:
(@) Funcion g(X) =(0,8—-0,61)5(x—2)+(-0,5+0,4i)5(x—3)+
+(—0,5+0,2i)5(x—4,2)+(0,2+0,1)5(x-5).

(b) Serie de impulsos unitarios equiespaciados A%

(c) Funcion muestreada g°’°5.

Larelacion entrefigurases(a) x (b) = (c).

En todos los casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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Figura 4-2-3: Muestreo de funciones, Ejemplo I11:

(a) Funcion k(X) = (0,8—0,6-i )-5(X—1)+(—0,5+0,4-i )-5(X—2)+

+(=0,5+0,2i)5(x-3).

(b) Serie de impulsos unitarios equiespaciados A%

(c) Funcion muestreada K%

Larelacion entrefigurases(a) x (b) = (c).

En todos los casos se muestra en azul la partereal, enrojo la parte imaginaria.
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4.2.2. Acotacion del soporte de funciones. Ventanas

La acotacién del soporte de una funcion f se consigue mediante la aplicacién sobre la
misma de una ventana:

» DEFINICION (VENTANA). Se define la ventana con soporte en el intervalo [0, VX ] como

una funcion W, de soporte en dicho intervalo, esto es (Daubechies, 1992; Kaiser, 1994):

V(x)#0 (4.2.5)

v(x)  0<x<VX
0 X<0vVX<x’

Obsérvese que, dada la acotacion del soporte de la ventana, la aplicacion de la misma sobre
una funcién T tiene por resultado una funcién con soporte acotado:

» DEFINICION (FUNCION CON SOPORTE ACOTADO POR APLICACION DE UNA VENTANA).
Dadas una funcion f y una ventana \, , se define la funcién con soporte acotado por

aplicacion de la ventana, y se denota por f al producto (Daubechies, 1992; Kaiser, 1994):

A
e (X) =W (X= 2 ) T () (4.2.6)

El valor de y y la longitud de la ventana VX determinan el soporte de la funcion f

dado por intervalo [ 7, VX + )(] :

|

Este resultado se ejemplifica en las figuras 4-2-4 a 4-2-6, empleandose la ventana de

Hanning (Press et al., 1992, 1996). Esta ventana, con soporte en el intervalo [O,VX], viene

dada por la expresion:

l 1+cos(2—”x—7z) 0< x<VX
2 VX (4.2.7)

0 X<0vVX <X

(%)
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Figura 4-2-4: Acotacion del soporte de funciones mediante la aplicacion de ventanas,
Ejemplo I:

(a) Funcion .
(b) Ventana hy (X + 0,025) .

(c) Funcidn con soporte acotado fo,ozs "

Larelacion entrefigurases (a) x (b) = (c).

En todos los casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.



114 Capitulo 4 — Formalismo matematico de la transformada de Fourier

1
08t — !
0Br 4
0ar
04r . 4
o2t o R 06
a
02t i X 04t
sl ]
02r
0B . E
08} = 1
-711D 8 B 4 2 0 2 4 B 8 10 10 8 6 4 2 1} 2 4 [ 8 10
Gl " (b) .
Y
0s
04
03
02
o1 .
1}
01
02
03
04
05
-10 EI é n‘i 2‘ 6 2‘ 4 [ 8 10
(© :
Figura 4-2-5: Acotacion del soporte de funciones mediante la aplicacion de ventanas,

Ejemplo I1:

(& Funcién g .

(b) Ventana hy (X +0, 025) .

(c) Funcidn con soporte acotado g ,s. h "
Larelacion entrefigurases (a) x (b) = (c).

En todos los casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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Figura 4-2-6: Acotacion del soporte de funciones mediante la aplicacion de ventanas,
Ejemplo I11:

(a) Funcion K .
(b) Ventana hy (X +0,025).

(c) Funcién con soporte acotado kO 025:h, -

Larelacion entrefigurases (a) x (b) = (c).

En todos |os casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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4.2.3. Funciones muestreadas con soporte acotado

El muestreo y la acotacion del soporte de una funciéon f se consigue mediante la aplicacion

simultdnea sobre la misma de la serie infinita de impulsos unitarios equiespaciados y una
ventana:

» DEFINICION (FUNCION MUESTREADA CON SOPORTE ACOTADO). Dadas una funcion f

y una ventana VW, , se define la funcion muestreada con periodo o espaciado EX y soporte

acotado por aplicacion de la ventana, y se denota por f ZDV(VX , al producto:

Frmtne (X) = Voo (X = 2) £ (XA (%) =

= 3 Vi (WEX — 1) F (WEX )5 (x— EX)

n=—o

(4.2.8)

El valor de y vy la longitud de la ventana VX determinan el soporte de la funcién f ZBV(VX s

dado por intervalo [ 7, VX + )(] :

Dada la acotacion del soporte de la ventana, es posible reescribir (4.2.8) de la forma:
i
f o (%)= Vix (MEX = 7) f (WEX )6 (x—nEX) (4.2.9)
n=n

De tal forma que esta funcion esta representada por los valores:

f e, (MEX) =Wy (MEX = ) f (nEX)

(4.2.10)
vne{n n+1 - A-1 m}
Donde se ha definido:’
nz[iw, HE{VXJJ 4.2.11)
- | EX EX
Y se define el numero de puntos en el ¢je:
PEzcard{g n+l - n-1 ﬁ} (4.2.12)

<

Este resultado se ejemplifica en las figuras 4-2—7 a 4-2-9:

? Se denota (X—I el menor entero mayor o igual que X,y LXJ el mayor entero menor o igual que X.



4.2. — Muestreo de funciones y acotacién del soporte 117

- .
"o !
i
oaf
06+
X 04t
02f
o
0w 8 B 4 2 0 2 4+ & 5 1
X *
@) (b)
005
i
005
o1k
015
a2k
i
025 ! !
0 8 6 4 2 2 4 & 8 10
(© -
005 : :
il 4‘.
006
01
. ..-":
015 fS
;2
./ ;
s C
l'.‘.'
025 ! !
| 2 3 4 5 F 7
(d) ’

Figura 4-2-7: Funciones muestreadas con soporte acotado, Ejemplo |:

(a) Funcion muestreada f 005

(b) Ventana h (X +0,025).

- 0,05
(c) Funcién muestreada con soporte acotado 0,025:h, -

Larelacion entrefigurases (a) x (b) = (c).

(d) Valores representativos de fo%gss;hg en el intervalo (—O, 025; 7,975) . En este gjemplo
PE =160.

En todos los casos se representa en azul la partereal, enrojo la parte imaginaria.
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Figura 4-2-8: Funciones muestreadas con soporte acotado, Ejemplo |I:

(a) Funcién muestreada g°’°5 .

(b) Ventana hy (X + 0,025) .

0,05
0,025;h, *

(c) Funcion muestreada con soporte acotado
Larelacion entrefigurases(a) x (b) = (c).

(d) Valores representativos de 93,’3255@ en el intervalo (—O, 025; 7,975) . En este gjemplo
PE =160.

En todos |os casos se representa en azul la parte real, en rojo la parte imaginaria.
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Figura 4-2-9: Funciones muestreadas con soporte acotado, Ejemplo 111:

(a) Funcién muestreada K™% .
(b) Ventana h, (x +0,025).

(c) Funcién muestreada con soporte acotado ko(”(?js_,k .

Larelacion entrefigurases (a) x (b) = (c).

(d) Valores representativos de kg,’(())zss;rk en el intervalo (—0,025; 7,975) . En este gjemplo
PE =160.

En todos |os casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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: . ] EX
En los casos que se tratan en esta Tesis Doctoral, siempre serd y =——— y VX un

2
miltiplo entero de EX de tal forma que, una vez fijado PE, sean N=0, n=PE-1.

Nétese que los PE valores donde se calcula la transformada se extienden desde X =0 hasta
X= ( PE — 1)' EX , siendo la longitud del eje muestreado:

LX =(PE-1)EX (4.2.13)

Y la longitud de la ventana:

VX =LX +EX =PEEX (4.2.14)

Este resultado se ejemplifica en la Figura 4-2-10:

x = —EX 0 EX 2EX  (PE-2)EX (PE-1)EX PEEX
n=0 1 2 PE-2 PE-1=n
z LX = (PE-1)EX
VX = PE-EX

Figura 4-2-10: Elecciénde y y determinacionde LX , VX ylosindices N.



4.3.

Transformadas de Fourier de funciones muestreadas con soporte acotado

4.3.1.

En esta Seccion se exponen las expresiones pertinentes para la determinacion de las
transformadas de Fourier directa e inversa de funciones muestreadas con soporte acotado, y se
expresa la relacion entre estas transformadas de Fourier y las transformadas de Fourier discretas
que se determinan computacionalmente.*

El desarrollo de las demostraciones es, en ambos casos, paralela al desarrollo que realiza
Papoulis (1962) en la §3-2 de su obra.

En la ultima Subseccion se exponen, a modo de compendio, las relaciones entre las
magnitudes que describen las funciones en los dominios natural y frecuencial, como referencia
para las secciones subsiguientes.

Transformada de Fourier directa

» PROPOSICION (TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA FUNCION MUESTREADA CON
. EX .
SOPORTE ACOTADO).” Dada una funcion muestreada con soporte acotado f P definida en el

dominio natural, dada por (4.2.9), se determina su transformada de Fourier, y se representa por

ex &V . .
( Fz Yo ) , mediante la expresion:

(FZE,VXVx )EU (u)= EUE: (Zn:v\,x (MEX - x) f (nEX )e e ™ J.(g(u_ KEU)

k=—00 \_n=n
4.3.1)
Representada por repeticiones ciclicas de los valores:
ex \EY [y e\ . £ ey ). ik-EUNEX
(Fo )UJW (k-EU)=EU ;vvx (NEX - y)-f (nEX)e
4.3.2)
vke{k k+l - k-1 k}
Donde se ha definido el espaciado en el dominio frecuencial:
2z
EU = V_X 4.3.3)

* En el desarrollo de este Capitulo, se entendera que las transformadas determinadas computacionalmente se
calculan con MATLAB (Cf. §6.1).
> La demostracién puede encontrarse en la §4.A.1.1 del Anexo.
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Y el conjunto de indices {K K+1 - k-1 R} cumple la condicién:
cmﬂ{K K+1 k-1 E}:PE (4.3.4)
<

.I:EX

s, tiene Unicamente PE valores independientes, su

Puesto que la funcion

EU
transformada de Fourier (F wa ) 1 también tendra PE valores independientes, siendo el
v,y

resto repeticiones ciclicas de éstos. Esto equivale, formalmente, a la aplicacion sobre la

EU
transformada ( F ) de una ventana cuadrada, dada por la expresion:

/Zﬂ\l\/x
1 O<u<WVU

Iy (u)= (43.5)
0 u<OvVvU<u

En los casos que se tratan en esta Tesis Doctoral, siempre se elegird U = —7 y la

longitud de la ventana VU = PE-EU , de tal forma que K=0 y k=PE-1.

Obsérvese que los valores de la transformada dados por (4.3.2) son EU veces los valores

de la transformada de Fourier discreta que se determina computacionalmente, dada por
(Brigham, 1974):

FU]VU kEU :i nEX—;()f(nEX) -ik-EU -n-EX

(4.3.6)

Estos resultados se ejemplifican en las figuras 4-3—1 a 4-3-3:
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10 10
5] o 5]
1 ...'l'_ _“'f 0 \,r,’:f"‘::-:.r**;-'rr-q—,.-4*»‘»-.4/-»1‘-.4-
) )
-10 10
o Z‘El A‘D EIEI S‘El 160 WéEl a é :1 I% é WIEI 1‘2 1‘4 ‘\‘E 1é il
@ ’ ’ (b)
10 10
5 5L
0 _':'__ ﬁ:f ok B e L e
: b
10 10
o 2‘0 4‘0 BID 8‘0 160 12‘0 0 2‘ :1 b“ é 1‘0 1‘2 1‘4 1‘6 1‘8 20
(© ’ ’ (d)

Figura 4-3-1: Transformada de Fourier directa de funciones muestreadas con soporte acotado,

Ejemplo I:

/4
(a) Transformada de Fourier ( Fo(f(’)gss; h )”/8' L, ' y (b) detalle.
~ /4
(c) Transformada de Fourier discreta F /3.1, , y (d) detalle.

En todos |os casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacién de las tendencias.

Obsérvese que los valores en (a), (b) son 72'/ 4 veceslos valores en (c), (d) respectivamente.
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124

(b)

(@)

L
120

80

L
20

(d)
Figura 4-3-2: Transformada de Fourier directa de funciones muestreadas con soporte acotado,

Ejemplo I1:

(©

,y (b) detalle.

/4

;hg)
~ /4

(c) Transformada de Fourier discreta G/s;1,,. .y (d) detalle.

0,05
0,025

(a) Transformada de Fourier (G

7/8; Lo

ineas

enrojo la parteimaginaria. Las|

En todos los casos se representa en azul la parte real

delastendencias.

6n

punteadas se incluyen para facilitar la observaci

Obsérvese que los valores en (a), (b) son 77 / 4 veceslos valores en (c), (d) respectivamente.
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2 2
15+ 15+ 1
1t 1+ B
4k i ]
15 L L L L L L 15 L L L L L L
o 20 40 B0 80 100 120 1) B 10 12 14 16 18 20
@ ’ ' (b)
2 2
15+ 15+ 1
1F 1F 4
At At ]
15 : ] : : ! ! 15 . ! ! : : .
20 40 &0 an 100 120 -] 10 12 14 16 18 20
(© ’ ’ (d)

Figura 4-3-3: Transformada de Fourier directa de funciones muestreadas con soporte acotado,

Ejemplo I11:

(a) Transformada de Fourier ( K

~ /4
(c) Transformada de Fourier discreta K 5.1, , y (d) detalle.

)”/&140”

v (b) detalle.

En todos |os casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacién de las tendencias.

Obsérvese que los valores en (a), (b) son 77 / 4 veceslos valores en (c), (d) respectivamente.




126 Capitulo 4 — Formalismo matematico de la transformada de Fourier

4.3.2. Transformada de Fourier inversa

. . EU
En este caso se considera una funcion muestreada con soporte acotado FU o ? resultado de

muestrear con periodo o espaciado EU , y aplicar una ventana V,, sobre una funcion F

definida en el dominio frecuencial, dada por una expresion analoga a (4.2.9):

P (U) = 2 My (KEU —0) F (kEU S (u-kEU) (43.7)

k
k=k

Representada por los valores:

FU',E\L,JVU (k-EU ) =V, (k-EU —v)-F(k-EU)

(4.3.8)
vkelk k+1 - k-1 k|
v — VU +vo ) EU
Donde K= —— | y K=| ————|. En este desarrollo se considera U =——— vy
EU EU 2

VU miltiplo entero de EU de tal forma que K=0, k=PE—1. Notese que los PE
valores se extienden desde U=0 hasta U Z(PE—I)'EU , siendo la longitud del eje

muestreado:
LU =(PE-1)EU 43.9)

Y la longitud de la ventana:

VU =LU + EU = PE-EU (4.3.10)

» PROPOSICION (TRANSFORMADA DE FOURIER INVERSA DE UNA FUNCION MUESTREADA
CON SOPORTE ACOTADO).® Dada una funcién muestreada con soporte acotado Ff\z . definida
en el dominio frecuencial, dada por (4.3.7), se determina su transformada de Fourier inversa, y
se representa por ( fUI’E\L,JVU )jx , mediante la expresion:

Jlyx

N=—w

o k
(157 = [sz (KEU —0)F (KEU )&= ]-5<x— nEX)
k=k
@43.11)

Representada por repeticiones ciclicas de los valores:

® La demostracién puede encontrarse en la §4.A.1.2 del Anexo.
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1 <& KEUn
(12 )7 (NEX) =3V, (KEU ) F (KEU ye =
VWU Zalvx VU st
(4.3.12)

vne{n n+l1 --- A-1 A}
Donde se ha definido el espaciado en el dominio natural:

2
EX =~ (4.3.13)

VU
Y el conjunto de indices {D n+l - n-1 ﬁ} cumple la condicion:
card{n n+1 - A-1 N}=PE (4.3.14)

|

. EU . .. . .
Puesto que la funcion F) v, tene unicamente PE valores independientes, su

EX

. EU o . . . .

transformada de Fourier (fu i ) 1 también tendra PE valores independientes, siendo el
’ Z>vx

resto repeticiones ciclicas de éstos. Esto equivale, formalmente, a la aplicacion sobre la

EX
EU .
transformada ( fU oy ) de una ventana cuadrada, dada por la expresion:

1 0< x<VX

L’X(X)E{O X<0vVX <X (#4319

En los casos que se tratan en esta Tesis Doctoral, siempre se elegira y =——— y la

longitud de la ventana VX = PE-EX , de tal formaque N=0 y h=PE—1.

Obsérvese que los valores de la transformada dados por (4.3.12) son 1/ EU veces los
valores de la transformada de Fourier inversa discreta que se determina computacionalmente,
dada por (Brigham, 1974):

~ K -
»lyx PEk:K
(4.3.16)
‘v’ne{g n+l - fA-1 ﬁ}

Estos resultados se ejemplifican en las figuras 4-3—4 a 4-3-6:
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@)

: : (b)

Figura 4-3-4: Transformada de Fourier inversa de funciones muestreadas con soporte acotado,
Ejemplo I:

/4 0,05
(&) Transformada de Fourier (( f0060255, h ) ) .
T a8 Lor [ 0,005;1,

N F0.05 g 005 V74
(b) Transformada de Fourier discreta f 0,05;1, delafuncion (Fo,bzs; h )”/8_ L

En todos |os casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.

Obsérvese que los valores en (a) son 4/72' veces los valores en (b). (Cf. Figura 4-2—7 (d) ).
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a5

04

03

0z

o1

a5

04

03

0z

o1

0.1
02
03
0.4
05

0.1
02
03
0.4
05

2 3 4 5 B 7 8 1} 1 2 3 4 5 B 7 8
(@) : : (b)
Figura 4-3-5: Transformada de Fourier inversa de funciones muestreadas con soporte acotado,
Ejemplo I1:
. 0,05\ 0.0
(a) Transformada de Fourier ( 9o 02s: h ) .
T a8 aor )0,005 1,
. ~0,05 . 005 /4
(b) Transformada de Fourier discreta g, o,s. 1 dela funcion (GO 025 hy ) P
’ > ’ ’ /85 Lao
En todos |os casos se representa en azul la parte real, en rojo la parte imaginaria.
Obsérvese que los valores en (&) son 4/72' veces los valores en (b). (Cf. Figura 4-2-8 (d) ).
05 05
04 04
03 03
02 02
a1 a1
0 0
a1 01
-0.2 -0.2
03 0.3
-04 -04
05 -0.5
2 3 4 5 B T 8 0 1 2 3 4 5 B T 8
(@) : : (b)

Figura 4-3-6: Transformada de Fourier inversa de funciones muestreadas con soporte acotado,
Ejemplo I11:

0,05
/4
(a) Transformada de Fourier (( 0’8255“) ) .
T a8 Laor /0,025,1,

o ~0.05 ) 005\
(b) Transformada de Fourier discreta Ko,02s:1, delafuncion (Ko’ozs-m) /8140,
’ ’ /S 40,

En todos |os casos se representa en azul la parte real, en rojo la parte imaginaria.

Obsérvese que los valores en (a) son 4/7[ veces los valores en (b). (Cf. Figura 4-2-9 (d) ).
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4.3.3. Relaciones entre las magnitudes de los dominios natural y frecuencial

En esta Subseccion se compilan las relaciones entre las magnitudes fundamentales que
describen las funciones en los dominios natural y frecuencial. En la Tabla 4-3-1 puede
observarse la simetria entre el espaciado y la longitud de la ventana en ambos dominios, dada la
especial relacion de conjugacion entre €stos.

Tabla 4-3-1: Relaciones entre las magnitudes fundamentales en los dominios natural y
frecuencial. En todos los casos PE indica el ntimero de puntosen e gje.

Dominio natural Dominio frecuencial
X = 2_7[ = 2—72- (4.3.13) Espaciado 433) EU-= 2—72- = 2—72-
VU PE-EU VX PE-EX
LX = ( PE - 1)'EX (4.2.13) Longitud de eje muestreado 439 LU= ( PE - 1)'EU

VX = PEEX = 2% @214 Longitud de la ventana 43.10) VU = PE-EU =2~
EU EX




4.4. Interpolacion en las transformadas de Fourier

Como se ha mencionado anteriormente, la interpolacion en la transformada de Fourier es un
paso necesario en el proceso del algoritmo expuesto en el Capitulo 3, ya que al aplicar éste se
obtiene un espectro filtrado definido en puntos no equiespaciados. Debido a que el célculo
numérico de la transformada de Fourier inversa requiere que el espectro se defina en puntos
equiespaciados, serd preciso interpolar adecuadamente este nuevo espectro.

Esta cuestion, en el contexto mas amplio de las transformaciones integrales, es tratada
ampliamente y en primer lugar por Whittaker (1915 y 1927 entre otras, culminacién con la obra
de 1935) en términos de funciones cardinales.’

En esta Tesis Doctoral se considera en primer lugar la interpolacion de las transformadas de
Fourier teniendo en cuenta el Teorema del Muestreo de Shannon para la transformada inversa:

» TEOREMA DEL MUESTREO. (SHANNON). Dada una funcion F(u) nula fuera del

intervalo (—U ,U ), es posible determinar univocamente su transformada de Fourier inversa

n
f (X) mediante el conocimiento de los valores f, = f (—Uj , mediante la expresion:

o ; sen(Ut —nr) =, . senz(2Ut—n)

f(x)=S f 4.4.1
= Ut-nr (x) n;; " z(2Ut—n) @40

La demostracion de este Teorema puede encontrarse en el articulo de Shannon (1949).*

Este teorema, que considera la aplicacion como ventana de un pulso rectangular, aqui se
generaliza para funciones muestreadas de soporte acotado mediante la aplicacion de una ventana
cualquiera.

El desarrollo de las demostraciones es, en ambos casos, paralela al desarrollo que realiza
Papoulis (1962) para la transformada inversa en la §3—5 de su obra.

7 Puede consultarse un “estado del arte” en el articulo de McNamee et al. (1971).
¥ Puede consultarse un “estado del arte” en el articulo de Unser (2000).
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4.4.1. Interpolacion en la transformada de Fourier directa

EU
El objetivo de esta Subseccion es, dada una funcion (FZE’QX ) ] en la forma (4.3.1),
U, lw

EU’
. ., EX . .
definir una nueva funcion (FZ Vo ) que interpola a la primera en PE valores en el

v’ Iy
.. . . . . . ! . .
dominio frecuencial, equiespaciados una distancia EU’ y contenidos en el intervalo

(v',VU'+0).

Para ello, en primer lugar se expondra una generalizaciéon del Teorema del Muestreo para la
transformada directa, mediante el cual es posible determinar la transformada de Fourier de una
funcién muestreada y con soporte acotado mediante la aplicacion de una ventana cualquiera.

A continuacion, se determinara explicitamente la transformada en los anteriormente citados
PE valores en el dominio frecuencial, aplicando un desarrollo analogo al expuesto en la §4.2.3.

4.4.1.1. Generalizaciéon del Teorema del Muestreo para la transformada directa

» TEOREMA. (GENERALIZACION DEL TEOREMA DEL MUESTREO PARA LA
sz EX .
TRANSFORMADA DIRECTA).” Dada una funcién muestreada con soporte acotado f 2% definida

en el dominio natural, dada por (4.2.9), su transformada de Fourier puede ser determinada
univocamente mediante el conocimiento de los PE valores:

(F EX )EU (kEU ) =EU -iﬂvx (nEx _ Z)f (nEX ),e—ik'EU'n-EX

Z>lvx

v, 1y s

(4.4.2)

vkelk k+1 - k-1 k|

Y las funciones:

q EX ﬁ

Vi (Ul 20X) = EU- Y (WX — gy 10
(4.4.3)

YgeZ

Mediante la expresion:

’ La demostracién puede encontrarse en la §4.A.2.1 del Anexo.
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qEX

(FEX ) 2\%2( 2w )EL:VU (aEV) Vi (u] x,VX) (4.4.4)

<

EU
Obsérvese que los valores (Fz T ) ] dados por (4.4.2) son, como se menciond en la
’ vl

§4.3.1, EU veces los coeficientes de la serie de Fourier de f ZE,f/X dada por (4.3.6), con la

ventana ]VX .

La extension del indice del sumatorio en (4.4.4) para todo (| € Z hace referencia a la

periodicidad de esta transformada de Fourier, tal como se discutié en la §4.3.1. Esta extension
infinita del indice no es operativa computacionalmente, por lo que en lugar de (4.4.4) se emplea
la expresion acotada:

qEX

(Fzsvx) =%ZK:(F;¢E1XW): (FBEU NV 2w [(ul 2,VX) (4.4.5)

a=k

Donde el indice ( se extiende Gnicamente a los PE valores independientes que se

ex \EY
calculan de la transformada ( F- )
2% b Ty

qEX

~

Es importante seflalar que no serd posible expresar las funciones |V .1, | dadas por

(4.4.3) como transformadas de Fourier de ninguna otra funcion en forma genérica, pues se
7 ! . .. . 2
evaluaran en puntos U= K-EU" tales que el nuevo espaciado en el dominio frecuencial EU

no sera conjugado del espaciado en el dominio natural EX , y no se cumpliran las relaciones
expuestas en la Tabla 4-3-1.

Asi mismo, en el caso particular en que la ventana inicial \,,, fuera un pulso cuadrado ]vx ,

el resultado expuesto en (4.4.4) se reduciria a la formula de interpolacion a la que conduce el
Teorema del Muestreo tradicional, equivalente a (4.4.1), donde la transformada de Fourier de la
ventana seria un miembro de la familia de los senos cardinales.

Estos resultados se ejemplifican en las figuras 441 a 4—4-3:
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Figura 4—4-1: Interpolacion en la transformada de Fourier directa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (1), Ejemplo I:

. /4
@ Valoresde(F 33825;]8 ) o .y (b) detalle.
/85 Laon

q0,0S

(c-h) Transformadas de |as ventanas desplazadas | No,o2s; 1, (U|0,025; 8) para algunos

valoresde (.
(i) Detalle de la transformada de |a ventana desplazada con ( = 54 .

. /4
(j) Transformada de Fourier ( F 8825 h )”/8. l (puntos) y transformada de Fourier para

407

interpolar (F*gjgzs;m )(u) (lineas continuas), y (k) detalle.

Figura 4—4-2: Interpolacion en la transformada de Fourier directa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (1), Ejemplo I1:

% /4
(@ Valoresde(G 83325;13 )

,y (b) detalle.
/8 Loz y®)

q0,0S

(c-h) Transformadas de |as ventanas desplazadas | No,o2s; 1, (U|0,025; 8) para algunos

valoresde (.
(i) Detalle de la transformada de | a ventana desplazada con ( = 54 .
# /4
(j) Transformada de Fourier (G 8:825; h ) 5 (puntos) y transformada de Fourier para
765 Laon

interpolar (G*gjggs;m )(u) (lineas continuas), y (k) detalle.

Figura 4—4-3: Interpolacion en la transformada de Fourier directa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (1), Ejemplo I11:

) /4
() Valores de (K s )”/8.I .y (b) detalle.

40
q 0,05

(c-h) Transformadas de |as ventanas desplazadas | No,o2s; 1, (U|0,025; 8) para algunos

valoresde (.
(i) Detalle de la transformada de |a ventana desplazada con ¢ = 54 .

* /4
(j) Transformada de Fourier (K 8:825*% ) . (puntos) y transformada de Fourier para
/651407

interpolar ( K*gjggs;m )(u) (lineas continuas), y (k) detalle.

En todos | os casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria. Laslineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacién de las tendencias.
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Figura 4—4-1: Interpolacién en la transformada de Fourier directa mediante €l Teorema del
Muestreo generalizado (1), Ejemplo I.
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Figura 4—4-2: Interpolacion en la transformada de Fourier directa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (1), Ejemplo I1.
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Figura 4—4-3: Interpolacion en la transformada de Fourier directa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (1), Ejemplo I11.
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4.4.1.2. Interpolacion en la transformada directa

» DEFINICION (TRANSFORMADA DIRECTA INTERPOLADA). Dada una funcién muestreada

con soporte acotado f ZE@X definida en el dominio natural, dada por (4.2.9), se define la nueva

E
funcion (FZV\/X) . resultado de la interpolacion en la transformada de Fourier
’ v’ Iy

ex \Y . .
( F ) mediante la expresion:
X -Wix 0,1y

(F2 ) ()= Ly (){F2, )(uya™ (u) 4.6

o' Iy

Esta expresion se reescribe, sustituyendo el valor de }[VU, dado por una expresion analoga a

(4.3.5), el valor de (F;)\Z/x )(U) dado por (4.4.4) y el valor de AEU’(U) dado por una

expresion andloga a (4.2.1), de la forma:

(F), (u)=

V' Iy
Ex \EU'
1 k > EU A
=31 > (F,) (GBEUYV,u, (KEU'| 2,VX) |5 (u-kEU’)
VU ] et X Avx
o' Iy
(4.4.7)
EU
De tal forma que la funcién ( F;i:/x )U, 1 viene representada por los valores:
a5 \EY
' 1 S BU ¢ '
(FW )] (k-EU ):wq_z‘go(ﬁfjvx ) (GEU)| V 1ay (kEU'| 2,VX)
V' Iy

vke{k k+l - k-1 k}

(4.4.8)
Donde el conjunto de indices {K k+1 k-1 E} cumple la condicion:
kEU (v VU'+0'), Vke{g k+1 - k-1 E} (4.4.9)

<
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Atendiendo a la consideracion efectuada en el Epigrafe anterior acerca de la extension del
indice del sumatorio para todo ( € Z , en lugar de (4.4.8) se emplea la expresion acotada:

EU’
vex \EU’ 1 & 4= ,
(FzEvix)U N (k-EU") :w§(FEX ) (GEU){ V 1 (kEU'| 2,VX)
V' Iy
vke{k k+l - k-1 k}
(4.4.10)
Donde el conjunto de indices {K kK+1 --- k-1 E} cumple la condicion (4.4.9).

En los casos en que se estd interesado en la interpolacion de PE valores en la region del

dominio frecuencial mas préxima al origen, desde U= 0 hasta U= (PE - 1)'EU ', se elegird
!

! ;o . .y
U' = ———— En los casos en los que se esta interesado en la interpolacion de PE valores en la

regién del dominio frecuencial mas alejada del origen, desde U =(PE —1)(EU — EU')

!

hasta U Z(PE—I)'EU , se elegira U’ :(PE—I)(EU — EU')—

. En ambos casos

se elegira VU' = PE-EU’, de tal forma que LU'Z(PE—I)'EU', k=0 yEZ PE-1.

Es importante sefialar que, como es de esperar, se cumple:

» LEMA (CONSISTENCIA DE LA TRANSFORMADA DIRECTA INTERPOLADA).' La funcion

EU
(FZFj(vx )(U) dada por (4.4.4) toma los valores (FZQ )U,lvu (k'EU ) en los puntos
u = k-EU , dados por la transformada de Fourier expresada en (4.3.2).

<

Estos resultados se ejemplifican en las figuras 444 a 4-4-6:

' La demostracion puede encontrarse en la §4.A.2.2 del Anexo.
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(@)

(©

’ ’ (b)

L
20

L L L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L L
40 1) a0 100 120 0 2 4 B E 10 12 14 16 18 2

’ - (d)

Figura 4—4-4: Interpolacion en la transformada de Fourier directa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (y I1), Ejemplo I:

* z/4
(a) Transformada de Fourier (F g’ggs,hg) 51 (puntos), transformada para interpolar
TS S8 Lo

*0,05 w005 \i7/4
(F 0.025: )(u) y transformada inter polada (F 0,025 h )3”/8_ ‘[ (circulos), y (b) detalle.
4 ’ ‘2407r
1
. s00s  \* .
(c) Transformada de Fourier (F 0,025; hy ) 1 (puntos), transformada para interpolar
’ ’ /8 L4072

oo sformeda interpolada  F 0%, )"* irculos), y (d) detall
0,025; hy (u) y transformada inter polada 0.025:h, ) 5.1 (circulos), y (d) detalle.

0,3:196,0

En todos los casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.




142 Capitulo 4 — Formalismo matematico de la transformada de Fourier
2 2
) (b)
. D @ @ am m e R R R N L R
(© ’ ’ (d)

Figura 4—4-5: Interpolacion en la transformada de Fourier directa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (y I1), Ejemplo I1:

005 V74 i
’ ) (puntos), transformada para interpolar

(a) Transformada de Fourier ( 0,025:h,
TS T 7[8 140

V4

* * l”/4
(G g:ggs;hg )(U) y transformada inter polada (G g:g;s;hg ): (circulos), y (b) detalle.
)

73,
4407!

#0,05 )”/ 4

(c) Transformada de Fourier (G 0025, ) e (puntos), transformada para interpolar
/631407

G sformada i jada (G705 ) freul d) detall
0,025:h (u) y transformada inter polada 0,025;h ‘ (circulos), y (d) detalle.

0, 5"96,0

En todos los casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.




4.4. — Interpolacion en las transformadas de Fourier 143

g L L L L L L L L L L L L L L L
o 20 40 B0 a0 100 120 1} 2 4 B g 10 12 14 16 18 20

(@) ’ ’ (b)

(© ’ - (d)

Figura 4—4-6: Interpolacion en la transformada de Fourier directa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (y I1), Ejemplo I11:

* z/4
(a) Transformada de Fourier (K g’ggshg ) . (puntos), transformada para interpolar
B TLH T

3
*0,05 . 0,05 \i%/4 ]
(K 0.025:h )(U) y transformada inter polada (K 0.025:h )%7[/8;;[ . (circulos), y (b) detalle.
407

s00s  \* .
’ ) (puntos), transformada para interpolar

(c) Transformada de Fourier ( K 002sn
T 784,

K005 formada i jada (K00 )" ireul d) detall
0,025:h (u) y transformada inter polada 0,025;h 03 (circulos), y (d) detalle.

En todos los casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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4.4.2. Interpolacion en la transformada de Fourier inversa

EX
El objetivo de esta Seccion es, dada una funcion ( fUE\z ’ ) en la forma (4.3.11), definir
’ Z>lux

EX’

., EU . . ..
una nueva funcion (fu Vi ) que interpola a la primera en PE valores en el dominio

2 1vx

frecuencial, equiespaciados una distancia EX' y contenidos en el intervalo ( 7 X'+ ;(').

El procedimiento a seguir es analogo al expuesto en la §4.4.1. En primer lugar se expondra
una generalizacion del Teorema del Muestreo para la transformada inversa, mediante el cual es
posible determinar la transformada de Fourier de una funcién muestreada y con soporte acotado
mediante la aplicacion de una ventana cualquiera.

A continuacion, se determinara explicitamente la transformada en los anteriormente citados
PE valores en el dominio natural, aplicando un desarrollo analogo al expuesto en la §4.2.3.

4.4.2.1. Generalizacién del Teorema del Muestreo para la transformada inversa

» TEOREMA. (GENERALIZACION DEL TEOREMA DEL MUESTREO PARA LA
TRANSFORMADA INVERSA)."" Dada una funcién muestreada con soporte acotado FUE\L,J

definida en el dominio frecuencial, dada por (4.3.7), su transformada de Fourier inversa puede
ser determinada univocamente mediante el conocimiento de los PE valores:

2 s dkEUn
(fo,) . (nEX) :V—z (kEU —0)F (k-EU )g*® &

v,Iyy T
(4.4.11)
Vne{g n+l - n-1 ﬁ}
Y las funciones:
mEU .
Vo, 1y, (X| L, VU Z k EU — ) |k EU (x-m-EX)
(4.4.12)
vmeZ

Mediante la expresion:

"' La demostracion puede encontrarse en la §4.A.2.3 del Anexo.
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. mEU

(f, )(x)=EU-> (fEU )ZW (MEX) Vou, |(X]0,VU) (4.4.13)

v, 1y
mM=—w0

<

EX
. EU .
Obsérvese que los valores ( fu I ) 1 dados por (4.4.11) son, como se menciono en la
AW

§4.3.2, 1/EU veces los coeficientes de la serie de Fourier de F, ) dada por (4.3.16), con la

v,y

ventana I[VU .

La extension del indice del sumatorio en (4.4.13) para todo Me& Z hace referencia a la
periodicidad de esta transformada de Fourier inversa, tal como se discutié en la §4.3.2. Esta
extension infinita del indice no es operativa computacionalmente, por lo que en lugar de (4.4.13)
se emplea la expresion acotada:

mEU

(fow )(x)=EU- Z(fEU )jxl (MEX){ Vo, |(X|0,VU) (4.4.14)

Donde el indice M se extiende micamente a los PE valores independientes que se

EU \EX
calculan de la transformada ( fu I ) .
Zslvx

Es importante sefialar que, tal como ocurria en la seccion anterior, no sera posible expresar
EU
m

las funciones | V.1, | dadas por (4.4.12) como transformadas de Fourier inversas de ninguna

., Jon , !
otra funcién en forma genérica, pues se evaluaran en puntos X=N-EX' tales que el nuevo
. .. ! , . . ..
espaciado en el dominio natural EX' no serd conjugado del espaciado en el dominio
frecuencial EU , y no se cumpliran las relaciones expuestas en la Tabla 4-3-1.

Asi mismo, en el caso particular en que la ventana inicial V;;, fuera un pulso cuadrado

I[vu , el resultado expuesto en (4.4.13) se reduciria a la férmula de interpolacion a la que

conduce el Teorema de Muestreo tradicional, equivalente a (4.4.1), donde la transformada de
Fourier inversa de la ventana seria un miembro de la familia de los senos cardinales.

Estos resultados se ejemplifican en las figuras 4-4—7 a 4-4-9:
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Figura 4—4-7: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (1), Ejemplo I:

. ”/4 0,05
(a) Valores de(( foosn ) ) ) . (Cf. Figura 4-3-4 (b) ).
7/8La0x /09,0251,

m/r/ 4

A

(b-g) Transformadas de las ventanas desplazadas | 1/s:1,,, ( X| 72'/ 8,407 ) para algunos

valoresde M.
(h) Detalle de la transformada de |a ventana desplazada con M= 54 .

0,05
0,05 )”/4 )

(i) Transformada de Fourier (( fo 025t ) s (puntos) y transformada de Fourier
T )8 40,

0,025;1,

N 7/4
inversa para interpolar ((f 8:825;hg) )(X) (lineas), y (j) detalle.

7/8; 140

Figura 4—4-8: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (1), Ejemplo I1:
0,05
0,05 V74 .
(a) Valores de (go i ) . (CF. Figura 4-3-5 (b) ).
T a8 Laoe )0,005:14
mﬂ/4

(b—g) Transformadas de las ventanas desplazadas ]ln/g;140,, (X| 7[/8, 407[) para algunos

valoresde M.
(h) Detalle de la transformada de la ventana desplazada con M= 54 .

0,05
#0,05 )71'/4 ) s

(i) Transformada de Fourier (( 9 025t ) e (puntos) y transformada de Fourier
/AN T

0,025;1,

%0,05 )”/4

inversa para interpolar ((g 0.025:1, ) g, )(X) (lineas), y (j) detalle.
7T/05 Lao

Figura 4-4-9: Interpolacién en la transformada de Fourier inversa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (1), Ejemplo I11:

0,05
#0,05 )71'/4 ),

(a)Valoresde( 025 . (Cf. Figura 4-3-6 (b) ).
0253h 7/8 140

0,025;1
m/r/4

(b-g) Transformadas de las ventanas desplazadas | 1/s:1,,, ( X| 72'/ 8,407 ) para algunos

valoresde M.
(h) Detalle de la transformada de |a ventana desplazada con M= 54 .

0,05

. /4 ’

(i) Transformada de Fourier (( kog;;m )”/8'] ) (puntos) y transformada de Fourier
aox /0,025;14

. . 0,05 \7* ] .
inversa para interpolar ( ,ozs;hg) 1 (X) (lineas), y (j) detalle.
[0 407

En todos los casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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0.0s
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(b-9)

(h)

0sr-

ask

()
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2 &l 4 5] B 7 g o 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1
" u

()

Figura 4—4-7: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (1), Ejemplo I.
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0s B

0.3 1
0.z . 4

o1 . 1

-1 q
-0.2 4
0.3 . 4
-0.4 4
05 . 4

(b-9)

=54

ask

T8 2 22 24 26 28 3 32 34 36

(h) :

0) : - “ (i)

Figura 4—4-8: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (1), Ejemplo I1.
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0s
04
0.3
0.z
o1

-0
0.2
-0.3
-0.4
0.5

(a) N : .

(b-9)

=54

ask

RE] 2 22 24 26 28

(h) :

32

34

36

0st B
04t B

04 4
D5+ 4

() .

05

0.4

-0.4
0.5

24

25

()

Figura 4—4-9: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (1), Ejemplo I11.
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4.4.2.2. Interpolacion en la transformada inversa

» DEFINICION (TRANSFORMADA INVERSA INTERPOLADA). Dada una funcion muestreada

con soporte acotado FUE\L,i . definida en el dominio frecuencial, dada por (4.3.7), se define la
iy e\ . . .
nueva funcion (fu Vvu) 1 resultado de la interpolacion en la transformada de Fourier
’ 7

eu \EX . L
Y mediante la expresion:
> WU l’]VX

(1507, (0= e (= 212 ) 09 (9 @419

ARG

Esta expresion se reescribe, sustituyendo el valor de 1\,)(, dado por una expresion andloga a

(4.3.15), el valor de (ff\L,JVU )(X) dado por (4.4.13) y el valor de AEU’(U) dado por una

expresion andloga a (4.2.1), de la forma:
EX'
EU _
( fu,V\,U )Z',]vx' (X) B

EX’
mEU

:EU-Zﬁ: i (122 )7 (MEX) Vo, (NEX'|0,VU) |§(x—nEX’)

n=n| m=-o

7 Iuxe
(4.4.16)
. eu \& .
De tal forma que la funcién ( fu,Vvu ) ., Viene representada por los valores:
s hyx!
mEU &
(12)7 (nEx)=eu-Y (12 )7 (mEX)| v (MEX' |, VU )
MU/ 1 - v,y 0w ’
m=—o0
VG

vne{n n+l1 -~ A-1 A}

(4.4.17)
Donde el conjunto de indices {D n+1 n-1 ﬁ} cumple la condicion:
nEX'e(y VX'+7'), vne{n n+1 -~ A-1 7} (4.4.18)

<



152

Capitulo 4 — Formalismo matematico de la transformada de Fourier

Atendiendo a la consideracion efectuada en el Epigrafe anterior acerca de la extension del
indice del sumatorio para todo M€ Z , en lugar de (4.4.17) se emplea la expresion acotada:

mEU EX
. EX’ ’
(fujvjj )mw(”'EX = EU- Z(fEU ) (MEX){ Voui,, (MEX'[0,VU)
Z,a‘*[vx'
vne{n n+l - A-1 A}

(4.4.19)

3l

Donde el conjunto de indices {D n+1 -1 ﬁ} cumple la condicion (4.4.18).

En los casos en que se esta interesado en la interpolacion de PE valores en la region del
dominio espacial mas proxima al origen, desde X =0 hasta X = (PE - 1)'EX' , se elegira

!

. En los casos en que se estd interesado en la interpolacion de PE valores en la

X ==

region del dominio espacial mas alejada del origen, desde X = ( PE - 1)( EX - EX') hasta
!

:(PE—I)-EX , se elegira )(':(PE—I)(EX —EX')—%. En ambos casos se

elegira VX' = PE-EX', de tal forma que LX':(PE—I)'EX', n=0yn=PE-I.

Es importante sefialar que, como es de esperar, se cumple:

» LEMA (CONSISTENCIA DE LA TRANSFORMADA DIRECTA INTERPOLADA).'? La funcién

(ff\l,iu )(X) dada por (4.4.13) toma los valores (f £ )X

. (nEX) en los puntos

X =n-EX, dados por la transformada de Fourier expresada en (4.3.12).

<

Estos resultados se ejemplifican en las figuras 4-4-10 a 4-4-12:

2 La demostracion puede encontrarse en la §4.A.2.4 del Anexo.
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(@)

©

015

0.2

028

-0.3

' (b)

0

0151

02k

D25

03¢

L L L L L L L L L
1} o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

i i (d)

Figura 4—4-10: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (y I1), Ejemplo I:

0,05
* ”/4 ’

(a) Transformada de Fourier inversa (( fo 82’211@ ) ) (puntos), transformada para
T a8 La0r )0,00511,

* /4
interpolar ((f mgm) 51 )(X) (lineas) y transformada interpolada
7/65 L4072

30,05
0,05 V7 o
(( fo,ozs;nK ) _ ) .Y (b) detalle.
7/8: 140, %0,025;];8
4

0,05
" /4

(c) Transformada de Fourier inversa (( fo (())2’(5),5% ) ) (puntos), transformada para
T a8idaor Jo,00501,

i | o0 Y7 Ii sformadai lad
interpolar 0,025; hy /8L (X) (lineas) y transformada interpolada

0,036
005\ ’
(( fo,ozs;rk) - ) .y (d) detalle.
840z /0,018:14 0

En todos los casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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@ (b)
2‘ é A é é 7" 8 15 1‘5 1‘7 1‘8 1‘9 2‘ 2‘1 2‘2 2‘3 2‘4 25

(© ' ’ (d)

Figura 4—4-11: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (y I1), Ejemplo I1:

0,05 \74 005
y ) (puntos), transformada para

(a) Transformada de Fourier inversa (( 9o,025:n,

7/8:Laox ] 0,025:1,
. 20,05\ ]
interpolar {{ J 0.025:h ) g1 (X) (lineas) y transformada
0,05 ¥4 30,05
interpolada (go’o’zm) - y (b) detalle,
7[5 407

3 .
20’025*1%3

vo0s V74 0,05
y ) (puntos), transformada para

(c) Transformada de Fourier inversa (( 9 025:h,
B B 7[/8;}[40,, 0’025;18

. 20,05 V7 ]
interpolar (| J 0,025 ) g1 (X) (lineas) y transformada

0,036
0,05 )7[/4 ) 5

interpol ada(( oo .y (d) detalle.

7/8: 140, 0,018;15 769

En todos |os casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.




4.4. — Interpolacion en las transformadas de Fourier 155

(@)

©

0sr

1 05k 4

(b)

g 04} E
i o5l i

i i (d)

Figura 4—4-12: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante el Teorema del
Muestreo generalizado (y I1), Ejemplo I11:

0,05
* /4 ’
(a) Transformada de Fourier inversa (( ko’g’zoss;m ) ) (puntos), transformada para

840z 10,0251
. 0,05\ .
interpolar (k0,025;h& )”/8.140 (X) (lineas) y transformada
wos V4 O
interpolada ( ,o’zs;m )”/841 , Y (b) detalle.
24407

30,0251y,

0,05
# /4 ’
(c) Transformada de Fourier inversa (( ko g’zoj.m ) 1 ) (puntos), transformada para
TR A8 wr ] 0,005

/4

) ( X) (lineas) y transformada
7/8 140

interpolar ((k;,g’zoss;m )

vogs \FE |06
|nterpolada((ko’o’zs;hg )7[/8;140,, )0 . y (d) detalle.

En todos los casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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45.

Relaciones entre las transformadas directa e inversay la funcion original

En los casos que se tratan en esta Tesis Doctoral, se emplean funciones muestreadas con

soporte acotado representadas por los valores f ZE)\:/X dados en (4.2.10), y se calcula su

EU
transformada de Fourier, representada por los valores (FZE)\Z/X ) 1 dados en (4.3.2), tal como
Mox o1,

se expuso en la §4.3.1.

Para recuperar nuevamente la funcioén original tomando la transformada de Fourier inversa
de su transformada directa, se ha de tener en cuenta el resultado expuesto en la §4.3.2 segln el
cual, dada una funcién muestreada de soporte acotado en el dominio frecuencial representada

EU .
por los valores FU Vi dados en (4.3.8), se calcula su transformada de Fourier inversa,

eu \EX
representada por los valores ( fU’Vvu ) ] dados en (4.3.12).

X5t

En la primera Subseccion, con el objeto de comprobar la consistencia de los resultados
EX

obtenidos en la §4.3, se calcula la transformada inversa de la transformada directa de f o

Eu \ EX
dada en (4.3.1), representada por los valores (( f ZD\Z/X ) ) , debiendo darse la igualdad:
Z-lvx

(2)7) (re)=12, (nex)

Z-lvx
(4.5.1)

vne{n n+1 .- A-1 n}

Asi mismo, se pretende hallar una relacién entre la funcién original f y los valores

()]

Z-lux

En la siguiente Subseccion, con el objeto de comprobar la consistencia de los resultados
obtenidos en la §4.4.1, se estudia el resultado de considerar la transformada inversa de la

EU’
transformada interpolada (FZE’QX ) dada por la evaluacion de (4.4.4) en los puntos de la

eu’\BX
forma U=K'EU’, con K entero, representada por los valores (( f ZEQX ) ) ,
AR
determinados mediante una expresion analoga a (4.3.12), debiendo darse una igualdad analoga a

(4.5.1).
Asi mismo, se pretende hallar una relacion entre la funcién original f y los valores de la

transformada inversa de la transformada interpolada. Obsérvese que, dado que la interpolacion
modifica el espaciado y la longitud de la ventana en el dominio frecuencial, la transformada

157
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. ’ ! . .
inversa estara representada por valores en puntos X =N'EX’ no coincidentes con los puntos
X =n-EX donde se define la funcién original muestreada con soporte acotado.

En la siguiente Subseccion, con el objeto de comprobar la consistencia de los resultados
obtenidos en la §4.4.2, se estudia el resultado de considerar la interpolacion de la transformada

EU’
inversa de la transformada interpolada ( f ZE)\Z/X ) ] dada por (4.4.10), representada por los
5 '

>y’

EUr \EX
valores (( szXva) g ) , determinados mediante (4.4.17), debiendo darse una igualdad
I A

analoga a (4.5.1).

Asi mismo, se pretende hallar una relacion entre la funcién original f y los valores de la

transformada inversa de la transformada interpolada. Obsérvese que esta nueva interpolacion en
el dominio natural permite obtener los valores de la transformada inversa en los puntos

originales X = N"EX donde se define la funcion original muestreada con soporte acotado.

45.1. Relacién entre la transformada inversa de la transformada directa
y la funcién original

» PROPOSICION (RELACION ENTRE LA TRANSFORMADA INVERSA DE LA TRANSFORMADA
DIRECTA Y LA FUNCION ORIGINAL)." La relacion entre una funcion muestreada con soporte

acotado representada por los valores f ZEQX dados en (4.2.10), y la transformada inversa de su

EU
transformada directa (FZE\T/X) dada en (4.3.1), representada por los wvalores

EX EU X . .
( f P ) , viene dada por la expresion:
, e

. o \EU\E
fz,wx(n'Ex):((fz,va) )N (n'EX)

(4.5.1)
vne{n n+1 - A-1 n}

La relacion entre la funcion original muestreada representada por los valores f B dados en
(4.2.4), y la transformada inversa de su transformada directa, viene dada por la expresion:

" La demostracion puede encontrarse en la §4.A.3.1 del Anexo.
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= 01-{(12 (000 futrex -

7,1
(4.5.2)
vne{n n+l1 - A-1 A}

<

EX
EU
Es importante sefialar que los valores de la transformada inversa (( f ;gExv\,x ) ) no

Z>lvx
EX

. L Bx \EY .
tienen por qué coincidir con los valores |( f o que se determinarian calculando la
? v,y
Z-vx

EU
transformada inversa de los valores (FZE\),\(M) 1 expuestos en (4.3.2). La acotacion en el
Wx ol

dominio frecuencial podria conducir a que no se diera una igualdad del tipo (4.5.1).

Este resultado se ejemplifica en las figuras 4-5-1 a 4-5-3:
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(@

- - (b)

Figura 4-5-1: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa y la funcion
original, Ejemplo I:

(a) Valores de la funcién muestreada con soporte acotado fo%ozss; h (puntos) y valores de la

/4 0,05
. *0,05 . .
transformada inversa (( f0 025:h, ) ) (circulos) en el intervalo
B i 7[/8;140,, 0’025;18

(-0,025;7,975).

(b) Valores de la funcion muestreada f 009 (n-O, 05) (puntos) y valores de la transformada

. 0,05
inversa corregida (( 0*:82,2;5% ) /4 ) (n-O, OS)/h8 (n-O, 05+0, 025) (circulos),

/8:Laox /0,025;1,

contenidos en el intervalo (—0,025; 7,975).

En todos |os casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.




162 Capitulo 4 — Formalismo matematico de la transformada de Fourier
05 1
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Figura 4-5-2: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa y la funcion
original, Ejemplo I1:

(a) Valores de la funcién muestreada con soporte acotado gg 8255 h (puntos) y valores dela

0,05
0,05 )7!/4 ) >

transformada inversa ((go 0250 ) s (circulos) en € intervalo
T w840

0,025;1,
(~0,025;7,975).

(b) Valoresdelafuncion g (puntos) y valores de la transformada inversa corregida

. 0,05
(( g;(())zosshg ) h )0 - (n-O, 05)/|’]8 (n-O, 05+0, 025) (circulos), contenidos en el

7/8 140,

intervalo (—0, 025; 7, 975) .

En todos |os casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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05

0.4F o8- ®
o3r 0B+
02r @ ® 1 04k &
ot1r
02r &
0
u]
o1k
nzb
02k
& -
Eik]® 0.4 . .
a4l R -0BF ®
05k -08F
-1
2 3 4 5 [ 7 =] 1} 1 2 3 4 a 5 7 8
H X
(@) (b)

Figura 4-5-3: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa y la funcion
original, Ejemplo I1I:

(a) Valores de la funcién muestreada con soporte acotado k(())’gzss,m (puntos) y valores dela

/4 0,05
. *0,05 . .
transformada inversa ((k0 025;h ) 51 (circulos) en €l intervalo
T /8o /00051
s sig

(-0,025; 7,975).

(b) Valores de la funcién k (puntos) y valores de la transformada inversa corregida

. 0.05
(( k(;k,(())’zoss;hx ) h ) (n-O, 05)/h8 (n-O, 05+0, 025) (circulos), contenidos en el
0,025:14

7/8:140

intervalo (—O, 025; 7, 975) .

En todos los casos se muestra en azul la partereal, enrojo la parte imaginaria.
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45.2. Relacién entre la transformada inversa de la transformada directa
interpoladay la funcién original

» PROPOSICION (RELACION ENTRE LA TRANSFORMADA INVERSA DE LA TRANSFORMADA
DIRECTA INTERPOLADA Y LA FUNCION ORIGINAL)." La relacion entre una funcién muestreada

con soporte acotado representada por los valores f EX

P dados en (4.2.10), y la transformada

EU’
inversa de su transformada directa interpolada (FZF?V(VX ) dada por la evaluacion de (4.4.4) en

los puntos de la forma U=KEU’ con K entero, representada por los valores

eu | EX

EX . .,

(( f Vo ) ) , viene dada por la expresion:
21k

! ’ VX ’ = & ’
flt?\z/x (n'EX ):(Vxlj (( f;»)‘Z/x) ) , (nEX)
(4.5.3)
vne{n n+1 - n-1 n}

La relacion entre la funcion original muestreada representada por los valores f =" dados en
(4.2.4), y la transformada inversa de su transformada directa, viene dada por la expresion:

2 A\ EX!
o o) = (1)) () s (nx =)
2 dyxe

(4.5.4)
vne{n n+1 - A-1 A} : nEX'e(y VX+y)
<
: . ex \EU\T
Es importante sefialar que los valores de la transformada inversa ( f Pros ) no
AR
eur \EX
. T *EX I
tienen por qué coincidir con los valores (( f v ) . ) que se determinarian
' vaiw gy 1y
. EU’
calculando la transformada inversa de los valores (f 2 ) . expuestos en (4.4.10). La
v’ Iy
acotacion en el dominio frecuencial podria conducir a que no se diera una igualdad del tipo
(4.5.3).

Este resultado se ejemplifica en las figuras 4—5—4 a 4-5-6:

' La demostracion puede encontrarse en la §4.A.3.2 del Anexo.
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(@)

©

(b)

’ ’ (d)

Figura 4-5-4: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada
mediante el Teorema del Muestreo generalizado y la funcion original (1), Ejemplo |:

(a) Funcién con soporte acotado fo,ozs;hg (lineas) y valores de la transformada inversa
2 2/30

8 |. ( f o0 )Zﬂ/4 (circulos) en el intervalo (—1/30, 319/30) .

0,025; .
32/3 s,
1/30:13,)

(b) Funcién f (lineas) y valores de la transformada inversa corregida
g 2 2/30 5 5
* l”/4
—— 11 (forsn ). n= | /h|n=-+0,025 | irculos),
32/3 5 > %71'/8;1%40” 1/3().1 30 30
>132/3

contenidos en el intervalo (—0,025; 7,975).

(c) Funcién con soporte acotado fo,ozs hy (lineas) y valores de la transformada inversa

8 2 . 0.6 27/96
(( £70.05 ) ) (circulos) en el intervalo (—1/30, 319/30) :

0,025:h | 4.
472-/3 0,352[96,0 72'/96;]4”/3

(d) Funcién f (lineas) y valores de la transformada inversa corregida

2
8 ) [[ero0s \o¢ ) 27 27 )
—47[/3 (( fo,ozs;hz2 )0’3;]%0 )”/96;14”/3 n% hg n% +0,025 | (circulos),

contenidos en el intervalo (—0,025; 7,975).

En todos los casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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05 1
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-0.5 -0.8
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Figura 4-5-5: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada
mediante el Teorema del Muestreo generalizado y la funcion original (1), Ejemplo [1:

(&) Funcion con soporte acotado (), 025:h, (puntos) y valores de la transformada inversa
2/30
(circulos) en € intervalo (—1/30, 3 19/30) :

2
8 0,05 \i7/4
—_— of g > ) ,
[32/3) ( 0,025;h )47;/8;1340” a0
5132/3

(b) Funcion g (puntos) y valores de la transformada inversa corregida
2/30

2
& ] %0,05 27/4 2 o) ’
(32/3} (g°»°25;h8 )%H/S;Ilw” (n:,,oj h, (n30 +0 025] (circulos),

4 1305135

contenidos en el intervalo (—0,025; 7,975).

(©) Funcién con soporte acotado g 025:h (puntos) y valores de la transformada inversa

8 : 005 \0:6 27/96
(_47[/3] .((go,ozs;n; )073;]%70 )ﬁ/96‘14,[/3 (circulos) en el intervalo (—1/30, 3 19/30) ,

(d) Funcion g (puntos) y valores de la transformada inversa corregida
2
8 ( ‘005 0.6 27/96
— | 11 9y g>s. n—+0 025 | (circulos),
[472'/3} ( 0.023h )0’3?]96.0 7:/96;14:r/z hﬂ
contenidos en el intervalo( —0,025; 7, 975

En todos |os casos se muestra en azul la partereal, enrojo la parte imaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacién de las tendencias.
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02k [+
' 045 = a

03+ o o

04+ 0B
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. 4 .
i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 B 7 8
X X

© (d)

Figura 4-5-6: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada
mediante el Teorema del Muestreo generalizado y la funcion original (1), Ejemplo [11:

(a) Funcién con soporte acotado ko 025:h, (puntos) y valores de la transformada inversa
2/30
(circulos) en € intervalo (—1/30, 31 9/30) .

* 37/4
(ko ?Jzoss;hg ): .
[32/3) zﬂ/&l%;;o/r 1/30;]32/3

(b) Funcién k (puntos) y valores de la transformada inversa corregida

2/30
8 0,05 3z/4 2 ) ’
(32/3] (koozs;rk )iﬁ/g;]im (n:;()j hB (n30+05 Ozsj (circulos),

1/30;1[32/3

contenidos en el intervalo (—O, 025;7, 975) .

(c) Funcion con soporte acotado ko 025:h, (puntos) y valores de |a transformada inversa

8 . 0.6 27/96
(47[/3j ((ko gzoss;hs )0,3;195,0 )”/%;]w/z (circulos) en el intervalo (—1/3(), 3 19/30) _

(d) Funcién k (puntos) y valores de la transformada inversa corregida

8 2(( %0,05 )0,6 )W% hﬂ n 0 025) |
e ) 74_ circulos),
47[/3 0250 /o 3:146 ﬁ/96;14n/3 | |

contenidos en el intervalo( —0,025; 7, 975

En todos | os casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parteimaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacién de las tendencias.
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En los paneles (a) y (c) de las figuras 4-5—4 a 4-5-6 se aprecian fuertes discrepancias entre
los valores de las funciones de soporte acotado y las transformadas inversas, siendo este efecto
mas notorio en el caso correspondiente al Ejemplo I, donde la funcion en el dominio natural no
estd constituida por suma de impulsos. Estas discrepancias pueden ser debidas, como ya se
adelantd, a la acotacion introducida en el dominio frecuencial, asi como al hecho de que las
discretizaciones del Teorema Integral de Fourier expuestas en (4.1.18) y (4.1.20) no dejan de ser
aproximaciones de las integrales expuestas en (4.1.7) y (4.1.11).

Estas diferencias a su vez se traducen en una fuerte discrepancia entre los valores de las
funciones originales y las transformadas inversas corregidas, como se aprecia en los paneles (b)
y (d) de dichas figuras.

En importante sefialar que este efecto se produce independientemente de la ventana que se
emplee para acotar la funciéon en (4.2.6) 6 (4.2.8). La eleccion de la ventana tiene una
importancia capital en el estudio de funciones en el dominio frecuencial (Harris, 1978; Nuttal,
1981; Gumas, 1997; Lyons, 1998 a y b),"> pero pierde su importancia en los casos en que se
efectuan transformaciones del dominio natural al frecuencial y se retorna del frecuencial al
natural.

En las figuras 4-5-5 (a-b) y 4-5-6 (a-b), se observa como, en el caso de funciones en el
dominio natural constituidas por suma de impulsos, las transformadas inversas son, a su vez,
funciones constituidas por suma de impulsos, localizados en las abscisas correspondientes de la
funcion original. Este fenomeno ocurre en el caso en que el espaciado de interpolacién en el
dominio frecuencial, EU", es submultiplo del espaciado original, EU . En otro caso, las
transformadas inversas no tienen la forma de suma de impulsos, tomando valores no nulos en
una amplia region de su dominio, como puede observarse en las figuras 4-5-5 (c-d) y 4-5-6,
(c-d). Este fenomeno se conoce con el nombre de leakage o fuga de frecuencias (Brigham,
1974).

En los paneles (b) y (d) de las figuras 4-5-4 a 4-5—6 pueden apreciarse fuertes divergencias
entre la funcion original y la transformada inversa corregida en los extremos del intervalo. Esto
es debido a que se divide entre los valores de la ventana que, en este caso, correspondiente a la
ventana de Hanning dada por (4.2.7), tienden a cero en dichos extremos. Este efecto podria
evitarse mediante la utilizacion de otra ventana en el dominio natural, como por ejemplo el pulso

cuadrado lvx dado por (4.3.15).

"> En el caso que se trata en esta Tesis doctoral, en la forma de efectuarse la interpolacion en el dominio

frecuencial.
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En el caso de funciones constituidas por suma de impulsos es posible determinar, en forma
empirica, una expresion equivalente a (4.5.3) que permite relacionar idénticamente la funcion
muestreada de soporte acotado con la transformada inversa de su transformada interpolada, en la

forma:
! ' VX * = =X ’
s (WEX) = (Wj(( o o )M (MEX')
(4.5.5)
vne{n n+1 .- A-1 n}

De tal forma que, atendiendo a las consideraciones anteriormente efectuadas, es posible
relacionar idénticamente la funcién original muestreada y dicha transformada inversa mediante
una expresion equivalente a (4.5.4), en la forma:

= o)z T (00 o

Vsl 2l

(4.5.6)
Vne{g n+l - n-1 ﬁ} : n~EX'e(;(,VX+;()

Este resultado se ejemplifica en las figuras 4-5-7 y 4-5-8.

Obsérvese como las correcciones empiricas anteriormente expuestas son validas en el caso
. . ., - . ] y 1. .
en que el espaciado interpolacién en el dominio frecuencial, EU’, es submultiplo del espaciado
original, EU ; no siendo asi en otro caso.
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Figura 4-5-7: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada
mediante el Teorema del Muestreo generalizado y la funcion original (y 11), Ejemplo I1:

(&) Funcion con soporte acotado g, 025:h, (puntos) y valores de la transformada inversa

=)

(b) Funcion g (puntos) y valores de la transformada inversa corregida

=)

contenidos en el intervalo (—0,025; 7,975).

3

g*o,os )4
0,025; i
hy %;r/&l%m”

3
g*o,os )4
0,025:h 3.
4”/8’1%4()”

2/30

1/30;‘132/3

2/30

1/30:135

(circulos) en el intervalo (—1/30, 319/30) .

(n;()j hg(n320+0 025) (circulos),

(¢) Funcidn con soporte acotado g 025;h, (puntos) y valores de la transformada inversa

8

8
4ﬂ/3

((

47/3

(d) Funcién g (puntos) y valores de la transformada inversa corregida

27/96
’ ) h8 n—+0 025 | (circulos),
03560 n/96;14,,/3

{

27/96
*0,05 1\ ; .
9o,025:, (circulos) en él intervalo (—
TR /035106 196314475

*0,05
9o.025: n;)

contenidos en el intervalo ( —0,025; 7, 975

1/30,319/30).

En todos | os casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parteimaginaria. Las lineas

punteadas se incluyen para facilitar la observacion de las tendencias.
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Figura 4-5-8: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada
mediante el Teorema del Muestreo generalizado y la funcion original (y 11), Ejemplo [11:

() Funcién con soporte acotado ko,ozs; h (puntos) y valores de la transformada inversa
2/30
(circulos) en el intervalo (—1/30, 31 9/30) )

+0.05 /4
(32/3) (ki ), Py,
1/305155)5

(b) Funcién k (puntos) y valores de la transformada inversa corregida
2/30

£0,05 \i7/4 2 2 ,
(32/3] (koozs;hx)%,,/g;um (n30j hg(n30+0,025j (circulos),

4 1/30:1555

contenidos en & intervalo (—O, 025;7, 975) .

(c) Funcién con soporte acotado ko 025:h, (puntos) y valores de la transformada inversa

27/96

8
47r/ 3

8
47r/ 3

(i
<<ks

0,05 )
025;h, 03:10c0

0,05 )
025;h, 031560

(circulos) en el intervalo (—1/30, 319/30) .

/96;14743

(d) Funcién k (puntos) y valores de la transformada inversa corregida

27/96
/h8 n—+0 025) (circulos),

7/96; 14;:/%

contenidos en el intervalo( —0,025; 7, 975

En todos |os casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parteimaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacién de las tendencias.
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45.3. Relacién entre lainterpolacion de la transformada inversa de la
transformada directa interpoladay la funcion original

» PROPOSICION (RELACION ENTRE LA INTERPOLACION DE LA TRANSFORMADA INVERSA
DE LA TRANSFORMADA DIRECTA INTERPOLADA Y LA FUNCION ORIGINAL).'® La relacién entre

., EX
una funcién muestreada con soporte acotado representada por los valores f o dados en

(4.2.10), y la interpolacion de la transformada inversa de su transformada directa interpolada

EU’
(F;:f:/x ) dada por la evaluacion de (4.4.4) en los puntos de la forma U=K-EU’ con k

EX

Ex \EY' ' y
entero, representada por los valores | ( f Pae , viene dada por la expresion:
75 lux

VX ) Eu’\BX
2, ve) =[5 (02 (o)
(4.5.7)
vne{n n+1 - n-1 n}

La relacion entre la funcion original muestreada representada por los valores f & dados en
(4.2.4), y la transformada inversa de su transformada directa, viene dada por la expresion:

0= (1207 (v fue (- z)

7.1
(4.5.8)
vne{n n+1 - n-1 n}
|
eu’\EX
Es importante sefialar que los valores de la transformada inversa (( f v ) ) no
l’]VX

EX
EU
. C *EX o
tienen por qué coincidir con los valores (( f P ) . ) que se determinarian calculando
’ vl 1
Xl

. EU’

expuestos en (4.4.10).

o', Iy
La acotacion en el dominio frecuencial podria conducir a que no se diera una igualdad del tipo
(4.5.7).

la interpolacion en la transformada inversa de los valores ( f P )

Este resultado se ejemplifica en las figuras 4-5-9 a 4-5-11:

'® La demostracion puede encontrarse en la §4.A.3.3 del Anexo.
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(@)

(©

(b)

: : (d)

Figura 4-5-9: Relacion entre la interpolacion de la transformada inversa de la transformada
directa interpolada mediante el Teorema del Muestreo generalizado y la funcién original (1),
Ejemplo I:

() Funcién con soporte acotado fo,ozs;rk (lineas) y valores de la interpolacion de la
2 0,05

. £0,05 \37/* ] .
transformada inversa : ( fo 025;h, ) (circulos) en €l intervalo

3 .
37/8;1
4 / ’ %40#

32/3

0,025;1,
(~0,025;7,975).

(b) Funcién f (lineas) y valores de la interpolacion de la transformada inversa corregida
2 0,05

8 * 27/4
% . ( fo,(())z’(s);sng )i”/&lim (n-0,0S) h, (n-0,0S +0, 025) (circulos),

0,025;1
contenidos en el intervalo (—0,025; 7,975).
(c) Funcion con soporte acotado f0 025:h (lineas) y valores de la interpolacion de la
8 vons \06 0,05
transformadainversa | ——— | - ( f, 025:h, ) ‘ (circulos) en el intervalo
47[/3 ’ ’ 0’3;‘196.0 01025;]8
(-0,025;7,975).

(d) Funcién f (lineas) y valores de la interpolacién e la transformada inversa corregida
2

] vons 106 0.05
(( oo ) ) (n0,05) /h, (0,05 +0,025) (circulos),

4”/3 0,3;1960 0,025;1¢

contenidos en el intervalo (—O, 025; 7, 975) )

En todos |os casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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0s : : : : : : : 1

04 . 4 08

(@) (b)

© ’ ’ (d)

Figura 4-5-10: Relacion entre la interpolacion de la transformada inversa de la transformada
directa interpolada mediante el Teorema del Muestreo generalizado y la funcién original (1),
Ejemplo I1:

(&) Funcion con soporte acotado ), 025;h (puntos) y valores de la interpolacion de la

2 0,05

+0.05 \i7*
transformada inversa : (go o’zs-hg ) (circulos) en € intervalo

3 .
4 7[/8’1[%407r

32/3

0,025;15
(-0,025; 7,975).
(b) Funcion g (puntos) y valores de la interpolacion de la transformada inversa corregida
2 0,05
8 . (g;%’z‘? )%”/4 (n0,05) /h,(n0,05+0,025) (circulos)
32/3 o ST 0,025;1
contenidos en el intervalo (—0,025; 7,975).

(¢) Funcién con soporte acotado g 025:h, (puntos) y valores de la interpolacion de la

2

0,05

. 8 0,05 \*0 ) .

transformada inversa | ——— | - (go 0’25% ) (circulos) en el intervalo
47/3 T 03 0 g 02511,

(-0,025;7,975).
(d) Funcién g (puntos) y valores de la interpolacion de la transformada inversa corregida
2

8 [ { ~¥0.05 %0
472_/3 ((90,025% )0’3;]%70 )

contenidos en el intervalo (—O, 025; 7, 975) )

0,05

(n-O, ()5)/h8 (n-0,05+0, 025) (circulos),

0,025;1,

En todos | os casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parteimaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacién de las tendencias.
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05 O
(a (b)
2 3 4 5] B 7 8 -WD:‘ 1‘ 2 3 4 a B 7 8
(© ' ' (d)

Figura 4-5-11: Relacion entre la interpolacion de la transformada inversa de la transformada

directa interpolada mediante el Teorema del Muestreo generalizado y la funcién original (1),
Ejemplo I11:
(a) Funcién con soporte acotado k0 025:h (puntos) y valores de la interpolacion dela

0,05
. 8 0,05 i/ : ;
transformada inversa (ko 025:h, ) (circulos) en €l intervalo

2/3 %”/8;1%4%

0,025;1,
(-0,025;7,975).

(b) Funcién k (puntos) y valores de la interpolacion de la transformada inversa corregida
0,05

37/8;1
4 3,
07 0,025:1,

32/3
contenidos en el intervalo (—0,025; 7,975).

(c) Funcion con soporte acotado ko 025:h, (puntos) y valores de la interpolacion dela

0,05
transformada inversa (( k;gzosshg )0 - ) (circulos) en € intervalo
7[/3 9.0 /0,025:1

(=0,025; 7,975).

(d) Funci (’)n k (puntos) y valores de la interpolacion de |a transformada inversa corregida
0,05

8 *0,05 . . )
472'/3 ((kooz“‘&)ou%o)oozs] (n0,05) /h;(n0,05+0,025) (circulos),

contenidos en el intervalo (—0,025; 7,975).

En todos |os casos se muestra en azul la partereal, enrojo la parte imaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacién de las tendencias.

8 (kggzof;hg )%”/4 (n‘O, 05) h, (n-O, 05+0, 025) (circulos),
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Analogamente a lo expuesto en la Subseccion anterior, en los paneles (a) y (c) de las figuras
4-5-9 a 4-5-11 se aprecian fuertes discrepancias entre los valores de las funciones de soporte
acotado y las transformadas inversas, siendo este efecto mas notorio en el caso correspondiente
al Ejemplo I, donde la funcion en el dominio natural no esta constituida por suma de impulsos.
Estas discrepancias pueden ser debidas, como ya se adelanto, a la acotacion introducida en el
dominio frecuencial, asi como al hecho de que las discretizaciones del Teorema Integral de
Fourier expuestas en (4.1.18) y (4.1.20) no dejan de ser aproximaciones de las integrales
expuestas en (4.1.7) y (4.1.11).

Estas diferencias a su vez se traducen en una fuerte discrepancia entre los valores de las
funciones originales y las transformadas inversas corregidas, como se aprecia en los paneles (b)
y (d) de dichas figuras.

En importante sefialar que este efecto se produce, andlogamente a lo indicado en la
Subseccion anterior, independientemente de la ventana que se emplee para acotar la funcion en
(4.2.6) 6 (4.2.8).

En las Figuras 4-5-10 y 4-5—11 se observa cdmo, en el caso de funciones en el dominio
natural constituidas por suma de impulsos, las transformadas inversas correspondientes a
funciones constituidas por suma de impulsos no tienen la forma de suma de impulsos,
independientemente del valor del espaciado de interpolacion en el dominio frecuencial.

En el caso de funciones constituidas por suma de impulsos es nuevamente posible
determinar, en forma empirica, una expresion equivalente a (4.5.7) que permite relacionar
idénticamente la funcién muestreada de soporte acotado con la transformada inversa de su
transformada interpolada, en la forma:

VX * eu \FX
15, 020 (G, ) e
(4.5.9)
vne{n n+l --- A-1 A}

De tal forma que, atendiendo a las consideraciones anteriormente efectuadas, es posible
relacionar idénticamente la funcién original muestreada y dicha transformada inversa mediante
una expresion equivalente a (4.5.8), en la forma:

fEX(n-Ex):(V%}((f*%W)EU' )EX (n-EX)/vVX(n-EX—;()

vl Z>lux
(4.5.10)
vne{n n+l - A-1 A}

Este resultado se ejemplifica en las figuras 4-5-12 y 4-5-13.

Obsérvese como las correcciones empiricas anteriormente expuestas son validas en el caso
. . ., .. . ’ I .
en que el espaciado interpolacion en el dominio frecuencial, EU ", es submultiplo del espaciado

original, EU ; siendo mejor el ajuste correspondiente al Ejemplo III que el correspondiente al
Ejemplo II.
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Figura 4-5-12: Relacion entre la interpolacion de la transformada inversa de la transformada
directa interpolada mediante el Teorema del Muestreo generalizado y la funcién original (y 11),
Ejemplo I1:

(@) Funcion con soporte acotado J, 025;h, (puntos) y valores de la transformada inversa

0.05
8 ( *0,05 )%”/4

m 1( 9o.025:h, (circulos) en € intervalo (—0,025; 7,975).

37/8;1
4 273,
$07 J0,0251

(b) Funcién muestreada g°’°5 ( n-o, 05) (puntos) y valores de la transformada inversa

0,05
8 vos 4
coregeh | 73 1 (9000 )iﬂ/&liw (n0,05) /h, (n0,05+0,025)

0,025;1

(circulos), contenidos en €l intervalo (—O, 025; 7, 975) )
(©) Funcién con soporte acotado g 025;h, (puntos) y valores de |a transformada inversa

8 . 0.6 0,05
S g )
72'/3 0,3:196 ¢

0,025;1,

(circulos) en é intervalo (—0,025; 7,975).
(d) Funcién muestreada go,os (n-O, 05) (puntos) y valores de la transformada inversa

8 . 0,6
e (( Y )0,3;1%’0) (n0,05) /hg(n-0,05+0,025)

(circulos), contenidos en el intervalo (—0, 025; 7,975).

0,05

0,025;1,

En todos | os casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parteimaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacion de las tendencias.




4.5. — Relaciones entre las transformadas de Fourier directa e inversa y la funcioén original 179

(@)

©

s

04t

nef @
o
|

(b)

i i (d)

Figura 4-5-13: Relacion entre la interpolacion de la transformada inversa de la transformada
directa interpolada mediante el Teorema del Muestreo generalizado y la funcion original (y 11),
Ejemplo I11:

(a) Funcidn con soporte acotado ko,ozs;hd (puntos) y valores de la transformada inversa
. 0,05

32/3 (k;gzogm )Z (circulos) en € intervalo (—0,025; 7,975).

4 0,025;1,

(b) Funcién muestreada K05 (n-O, 05) (puntos) y valores de |a transformada inversa

0,05

1 (ko bren )W (n0,05) /h,(n0,05+0,025)

381,

corregida

2/3

7 Jo,025:1,

(circulos), contenidos en e intervalo (—O, 025; 7,975).

(c) Funcién con soporte acotado k0 025;h, (puntos) y valores de la transformada inversa

0,05

472-/3 ((kg(())zoghg )0 - )0 - (circulos) en el intervalo (—0,025; 7,975).

(d) Funcién muestreada K05 (n-O, 05) (puntos) y valores de |a transformada inversa

0,05

((ké?n(’fhg o ) (n0,05) /h, (1:0,05+0,025)

0,025;1

corregida

/3

(circulos), contenidos en €l intervalo (—O, 025; 7,975).

En todos | os casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parteimaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacién de las tendencias.
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4.6.

Recapitulacion
En esta Seccion se exponen, a modo de compilacion, los resultados principales expuestos en
el presente Capitulo para el estudio de las transformadas de Fourier, directa e inversa, de
funciones muestreadas con soporte acotado por la aplicacion de una ventana cuadrada.
4.6.1. Transformadas de Fourier directa e inversa

e En esta Tesis Doctoral se tratan funciones constituidas por suma de impulsos,
con soporte acotado por aplicacion de la ventana cuadrada ]lvx dada por

(4.3.15). Dada una funcion f zE;i/x con las citadas caracteristicas, representada

por los valores dados por una expresion analoga a (4.2.10):

(5, (WEX)= 1 (nEX)

(4.6.1)
vne{0 1 .- PE-2 PE-I}
Se determina su transformada de Fourier mediante una expresion analoga a
(4.3.2):
Ex \EY 3 =EU .
(F, )., (KEU)=EU-Fui, (KEU)
(4.6.2)
vke{0 1 - PE-2 PE-1}
~EU
Donde F.,1,, representa la transformada de Fourier discreta que se determina
computacionalmente, dada por una expresion analoga a (4.3.6):
=EU S _ik-EU-n-EX
Foi, (KEU)=>" f(nEX)e
n=0
(4.6.3)
vke{0 1 - PE-2 PE-1}

181
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., EU . .
e Dada una funcién F 1, con las citadas caracteristicas, representada por los

valores dados por una expresion analoga a (4.3.8):

FU'?IL\J/U (k-EU ) =F (k-EU )
(4.6.4)

vke{0 1 - PE-2 PE-1
Se determina su transformada de Fourier inversa mediante una expresion
analoga a (4.3.12):

EX 1 ~ex
(.5, )uw (nEX) TR (mEX)
(4.6.5)

vne{0 1 PE-2 PE-1}

~EX
Donde f 2.1, Tepresenta la transformada de Fourier discreta que se determina

computacionalmente, dada por una expresion analoga a (4.3.6):

FEX S jk-EU -n-EX
f o (MEX)=—=> F(kEU)€
slyx PE —
(4.6.6)
vne{0 1 - PE-2 PE-1}

46.2. Interpolacion en las transformadas de Fourier

e La interpolacién de la transformada de Fourier en PE valores del dominio
frecuencial viene representada por los valores dados mediante una expresion

analoga a (4.4.10):

N EU’ ,
(F5,. )] (kEU") =
EU’
EX REZ! EU EEX ’
:EQZO(F"E’“XW o (@EU)| Lo | (KEU'|2VX) 67
o' Iy

vke{k k+1 - k-1 k}



4.6. — Recapitulacion

183
Donde el conjunto de indices {l_( k+1 - k-1 E} cumple la
condicion:
k-EU' (v, VU'+0'), VKe{K k+1 - k-1 E} (4.4.9)
EU
Los valores (Flalvx ) 1 vienen determinados por una expresion analoga a
v,y
(4.4.2), que se reescribe de la forma (4.6.2).
q& EU
Asi mismo, los valores | 1,1, vienen determinados por una expresion
o' Iy
analoga a (4.4.3):
EEX = PE-1 (U )
|PRW (KEU")=EU-) e aEm=
n=0
[N IVYE
(4.6.8)
vke{k k+l - k-1 k}

e La interpolacién de la transformada de Fourier inversa en PE valores del
dominio natural viene representada por los valores dados mediante una
expresion analoga a (4.4.19):

U\ ey _
(f ol )MW (nEX') =
RE X mEY &
— . .| 1 . 4
=EU-Y> (5 )W (MEX )| Lo, (nEX'|v,VU) 469)
m=0
l'»]vx'
vne{n n+l1 -~ A-1 A}
Donde el conjunto de indices {D n+l - n-1 ﬁ} cumple la
condicion:
nEX'e(x,VX'+%'), Vvne{n n+l - n-1 A} (44.18)

EX

EU . . . .
Los valores fu Iy vienen determinados por una expresion analoga a

Z-Ivx
(4.4.11), que se reescribe de la forma (4.6.6).
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Ex’
mEU

Asi mismo, los valores | 1,,1, vienen determinados por una expresion

7'
analoga a (4.4.12):
EX’

mEV PE_I

Loy (I’PEX'):\% z eik‘EU(n-EXLm.Ex)

, k=0
2y

(4.6.10)
vne{n n+l

3l
|
—_
3l
——

4.6.3. Relaciones entre las transformadas de Fourier y la funcién original

e La relacion entre la funcidn muestreada con soporte acotado representada por

los valores f zEj(vx dados en (4.6.1), y la transformada inversa de su

EU
transformada directa (FZE?VX) dada por (4.6.2), representada por los
’ v

’IVU
EX
valores (( fl,]vX )

U \BX
, viene dada por una expresion analoga a (4.5.1):

PRNY A

EX

(5 EX)=((12 )7 ) (mEx)

Z-lvx
(4.6.11)

vne{0 1 -~ PE-2 PE-I}

e La relacion entre la funcidn muestreada con soporte acotado representada por
los valores f ZE;(VX dados en (4.6.1), y la transformada inversa de su

EU’
transformada directa interpolada (FIE;(Vx ) 1 dada por (4.6.7), representada
> U', W'

. \EX
EU
por los valores (( f Py ) l ) , viene dada por una expresion analoga a
> v )
X shvx

(4.5.5)y (4.5.6):

, , VX . v \EX ,
(21, (o) =z, ) (e
(4.6.12)
vne{0 1 .- PE-2 PE-1} : nEX'e(x,VX+y)
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La relacion entre la funciéon muestreada con soporte acotado representada por

los valores f ZE;(VX dados en (4.6.1), y la interpolacion de la transformada

EU’
inversa de su transformada directa interpolada (F £x ) , dada por (4.6.7),
>y’

2 )y
U \BX
*EX .
representada por los valores ((f 1 ) ) , viene dada por una
Z>hux v Iy 2l
expresion analoga a (4.5.9):
VX . eu \&X
25, (mEX) = (2,0 ) ()
’ VX ARV AW
(4.6.13)
vne{0 1 - PE-2 PE-I}
La relacion entre la funciéon muestreada con soporte acotado representada por
los valores f ZE}VX dados en (4.6.1), y la transformada inversa de su
transformada directa interpolada mediante splines cubicos representada por los
o VVEU EX
valores (fl’]vx) g , viene dada por una expresion analoga a
’VU’ 2l
(4.6.12):
X’
/ VX sgx \/EY’
f 5 (n-EX’):(— (655 (nEX')
2 s hvxe er ARV SV AIN
7y
(4.6.14)
vne{0 1 -+ PE-2 PE-1} : nEX'e(x,VX+y)
La relacion entre la funcion muestreada con soporte acotado representada por
los valores f ;i{x dados en (4.6.1), y la interpolacion de la transformada
inversa de su transformada directa interpolada representada por los valores
sgx | BV = . .
( f P ) g , viene dada por una expresion analoga a (4.6.13):
v Xslvyx
EX
VX gx ) EY’
fE (NEX)= (55 (nEX)
Z>lvx VX' XXy Ty
Z~]vx
(4.6.15)

vne{0 1 - PE-2 PE-1}
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4A. Anexo:
Demostraciones de los resultados matematicos

4.A.1. Transformadas de Fourier de funciones muestreadas con soporte acotado

4.A1.1. Transformada de Fourier directa

m DEMOSTRACION (TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA FUNCION MUESTREADA CON

SOPORTE ACOTADO). Para determinar la transformada de Fourier de la funcion f ZE)\:/X dada en

(4.2.9), se considera su extension periodica:

prX (X) = Zw: fZEilx (X_ I‘I'VX) =
s (4.A.1)

~(F2 +a)(x)

Z>Wix

Donde el simbolo * representa la convolucién de funciones, definida mediante la integral
(Spiegel et al., 2000):

(h*h)(1)=]" dyh(t-y)h(y) (4.A2)

Dada la expresion (4.A.1), se cumple:

2 (x)=f, (X),  ¥xe(x,VX+y) (4.A.3)

Obsérvese que, puesto que la funciéon f ;?\Z,x dada por (4.2.9) viene representada por los
PE valores dados por (4.2.10), la funcién prX contendra unicamente PE valores

independientes, siendo el resto repeticiones ciclicas de éstos.

La transformada de Fourier directa de una funcion periodica es otra funcion periddica, que
viene dada por la expresion:

F (u)z27ri O, 5(u-kEU) (4.A.4)

k=—0

Donde se ha definido el espaciado en el dominio frecuencial de la forma (4.3.3) y los
coeficientes @, vienen dados por la expresion:

187
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CI)k IW+1 dx prx (X),e—ik-EUx —

V4

1
VX

o (4.A.5)

Donde se ha tenido en cuenta (4.A.3) para escribir la ultima igualdad.

Estos coeficientes pueden ser determinados explicitamente, sustituyendo el valor de f ZE@X

dado por (4.2.9) en la expresion anterior:

1 VX+y n o
D, :WL dX[nZ;VVX (NEX - y)f (n'EX)'é'(X—n-EX)}e KEUX _

1 n VX + CIKEU-x
=W;va (n'EX—)()'f(n-EX)-L ded(x—n-EX)-e WEUX
:VLXZH:VVX (MEX - x) f (nEX)e ™

(4.A.6)

Sustituyendo esta ultima expresion en (4.A.4) se obtiene la transformada de Fourier:

F (u)=EU- i (Zn:vvx (MEX — x) f (MEX ) e E e }5(u— k-EU)

k=—o0 \ n=n

(4.A.7)

EX

PR teniendo en

Esta tltima expresion permite determinar la transformada de Fourier de f

cuenta (4.A.3), obteniéndose la transformada (4.3.1).

- EX . .. . .
Puesto que la funcion fp tiene tinicamente PE valores independientes, su transformada

. EU ., , . . . .
de Fourier Fp también tendra PE valores independientes, siendo el resto repeticiones

ciclicas de éstos.

Asi pues, la transformada de Fourier de f P vendra determinada por repeticiones ciclicas

Mix
de dichos PE valores independientes de FpEU . Esto equivale, formalmente, a la aplicacion

sobre ésta de una ventana cuadrada, dada por la expresion:

I 3 1 0O<u<VU 435
w(U)= 0 u<ovVU<u (43.5)
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EU
De tal forma que los valores de la transformada (FZE\T/X ) Lose determinan multiplicando
Mx S 1y

(4.A.7) por la ventana }[vu (u - U) obteniéndose, dada la acotacion del soporte de la misma: '’

v, Iy
k n
=EU-Y I, (kEU —U)'[ZVVX (MEX = x) f (HEX e = ]-5(u —k-EU)
k=k n=n
(4.A.8)

Obsérvese que la longitud de la ventana VU , con el objeto de garantizar que el sumatorio
en K de (4.A.8) contenga PE términos, debe cumplir la condicion:

(PE-1)EU <VU <(PE+1)EU (4.A.9)

Sustituyendo en (4.A.8) el valor de la ventana J[vu dado por (4.3.5), se obtiene:

(FzFﬁ/x )EU (u) =

v,y

(4.A.10)

n

=EU -E(Zvvx (MEX = x) f (MEX e E e ]-5(u— k-EU )

k=k \_n=n

Representada por los valores (4.3.2).

4.A.1.2. Transformada de Fourier inversa

m DEMOSTRACION (TRANSFORMADA DE FOURIER INVERSA DE UNA FUNCION
MUESTREADA CON SOPORTE ACOTADO). Para determinar la transformada de Fourier de la

., EU . . g
funcion FU iy dada en (4.3.7), se considera su extension periddica:

0

F(u)= > F, (U—kWU)=
k=0 (4.A.11)

=(FEU *AVU)(U)

LMy

Donde el simbolo * representa la convolucion de funciones definida en (4.A.2).

'7 El subindice 0, I[VU en la transformada mantiene la consistencia de la notacion, y permite observar que la

limitacién en los indices K es equivalente a acotar en el dominio frecuencial la transformada de Fourier de

f

EX .
2wy > due yaes una funcion muestreada.
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Dada esta expresion se cumple:

Foo(u)= fou (u), vue(v,VU +0) (4.A.12)

p

) ., EU
Obsérvese que, puesto que la funcion Fu,Vvu

dada por (4.3.7) viene representada por los
PE valores dados por (4.3.8), la funcién FpEU contendra tunicamente PE valores

independientes, siendo el resto repeticiones ciclicas de éstos.

La transformada de Fourier inversa de una funcion periddica es otra funcion periodica, que
viene dada por la expresion:

f2(x)= i ¢, (x—nEX) (4.A.13)

n=—o

Donde se ha definido el espaciado en el dominio natural de la forma (4.3.13) y los
coeficientes ¢n vienen dados por la expresion:

(4.A.14)
1 W+

ol R, (wens

Donde se ha tenido en cuenta (4.A.12) para escribir la ultima igualdad.

Estos coeficientes pueden ser determinados explicitamente, sustituyendo el valor de FUE\L,J

dado por (4.3.7) en la expresion anterior:

+v R
4, :% " au (ZVVU (KEU —0)F (KEU )& (u-kEU )] e

k=k
1 k VU + |unEX_
g2 Viy (KEU —0)F(KEU ) [ “dus(u-kEU)e"™ =
1

K
_Z kEU—U) (kEU) gk EUnEX

<

(4.A.15)

Sustituyendo esta tltima expresion en (4.A.13) se obtiene la transformada de Fourier:

0= 3 [ (KU -0 ()& =7 (-

(4.A.16)

Esta ultima expresion permite determinar la transformada de Fourier inversa de Fuv

teniendo en cuenta (4.A.12), obteniéndose la transformada (4.3.11).
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., EU .. . . .
Puesto que la funcion Fp tiene tinicamente PE valores independientes, su transformada

de Fourier inversa fp también tendra PE valores independientes, siendo el resto

repeticiones ciclicas de éstos.

’ . . EU , . ..
Asi pues, la transformada de Fourier inversa de F, oy vendré determinada por repeticiones
ciclicas de dichos PE valores independientes de fp . Esto equivale, formalmente, a la

aplicacion sobre fp de una ventana cuadrada, dada por la expresion:

1 0<x<VX

ﬂw(@E{O X<0vVX <X (@319

EX
De tal forma que los valores de la transformada ( fUE\L,JVU ) Lose determinan multiplicando
’ X lvx

(4.A.16) por la ventana ]lvx (X -X ) obteniéndose, dada la acotacion del soporte de la misma:'®

(f5,), (%)=

X tvx
n k
:\%Zlvx(n-EX -Z)-[ZVW (k-EU —v)F(k-EU )&= “EX](s(x—nEx)
n=n k=k
(4.A.17)

Obsérvese que la longitud de la ventana VX debe cumplir la condicion:
(PE-1)EX <VX <(PE+1)EX (4.A.18)

Con el objeto de garantizar que el sumatorio en N de (4.A.17) contenga PE términos.

Sustituyendo en (4.A.17) el valor de la ventana ]vx dado por (4.3.15), se obtiene:

(ffbiu ) (-

x>
(4.A.19)

n

(Zk: (k-EU —v)F(k-EU) "‘EU”EXJé(x—n-EX)

VU n=n\ k=k

Representada por los valores (4.3.12).

'® E] subindice x> ]vx en la transformada mantiene la consistencia de la notacion, y permite observar que la
limitacion en los indices N es equivalente a acotar en el dominio natural la transformada de Fourier inversa

EU .
de FU W, »que ya es una funcién muestreada.
2 YWU
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4.A.2. Interpolacién en las transformadas de Fourier

4.A.2.1. Generalizacion del Teorema del Muestreo para la transformada directa

m DEMOSTRACION (GENERALIZACION DEL TEOREMA DEL MUESTREO PARA LA
TRANSFORMADA DIRECTA). La obtencion de la expresion (4.4.4) requiere separar, al tomar la

transformada de Fourier de la funcion f ZEQX dada por (4.2.9), los efectos del muestreo y de la

ventana que acota el soporte, W, . Para ello se descompone esta ventana en la forma:

Vix (X) = Tuy (X) Vo (X) 1y (X) (4.A.20)

Obsérvese que la ventana lex , definida en (4.3.15), tiene la propiedad de ser el elemento

neutro en el producto de ventanas de longitud VX en el dominio natural.

Asi pues, la funciéon f P puede reescribirse de la forma:

£ (x)= 3 T (WEX — )V (FEX — 7 ) £ (REX):5(x— EX)

Z-Wix ~ z-1
7 (4.A21)
Donde ha sido definida la nueva funcion f ZEi/x :
fo (x)= i]lvx (MEX - x) f (MEX )-8 (x— mEX) (4.A.22)

m=n

Obsérvese que el efecto de la ventana permanece en la funcion f ZEQX dada por (4.A.21),

. , . . .y EX
mientras que el efecto del muestreo en ésta se encuentra incluido en la funcién f 41y » COMO

puede apreciarse en su definicion (4.A.22).

La funcion f 20y €S> POr su definicion, una funciéon muestreada y de soporte acotado. Su

transformada de Fourier puede determinarse mediante (4.3.2), que en este caso se reescribe,
teniendo en cuenta el valor de la ventana ﬂvx dado por (4.3.15), de la forma expresada en
(4.4.2).

. . .z EX . . .
Por otra parte, es posible expandir la funcién f 71, N unaserie de Fourier en el intervalo

( 7, VX +y ) mediante (4.1.8), que en este caso se reescribe de la forma:

fo (X)= i ¢ €T, Ixe(x, VX +y) (4.A.23)
g=—o
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Los coeficientes ¢q vienen dados por (4.1.10), que en este caso se reescribe de la forma:

1 4 EX —ig-EU -n-EX
3 :En:ﬂ f o (n- EX )~e a (4.A.24)

Sustituyendo en esta expresion el valor de f xE,)l(vx dado en (4.A.22), ésta se reescribe de la

forma:

¢ = ézﬂw (nEX — ) f (nEX)-e @& & (4.A.25)

n=n

Comparando (4.4.2) y (4.A.25) se concluye que:

1 EU
¢q = w( F;;(VX )U’IVU (q-EU )

v,y

(4.A.26)
vge{k k+1 - k-1 k|
De tal forma que, sustituyendo (4.A.26) en (4.A.23), la suma:
I < e atux
fo(x)= YU (F.) . (aEU)e™ (4.A.27)
g=-—x©

Representa una repeticion periodica de f ol @ lo largo del dominio natural, y coincide en

valor con ésta en el intervalo ( 7, VX +y ) .

Asi pues, es posible expresar la funcion f 1E,>\/(\/x dada por (4.A.21), teniendo en cuenta esta

consideracion y sustituyendo el valor de fp dado por (4.A.27), de la forma:

fEX (X)

2 Wix

5 Z (L, ey

Zn: L (MEX = 2)Vy (MEX ) €905 (x— nEX) (4.A.28)

n=n

vxe(x, VX +x)

Si se define, para cada valor del indice (], la nueva ventana desplazada dada por la funcion:

g .
V(X] 2, VX) =Wy (X— ) €75 (4.A.29)

Esta ultima expresion puede reescribirse de la forma:
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frw (X)=
1 n X
STl (FEuXW)M (GFEU)D 1y (WEX = ) V(nEX | 7,VX)-8(x—nEX)
e wu n=n
VXE(Z,VX+;()

(4.A.30)

La funcion f zE,>v(vx dada por (4.A.30) es suma (en () de funciones muestreadas de soporte

acotado, a cada una de las cuales le es aplicable idénticamente el desarrollo expuesto en la
§4.3.1. La transformada de Fourier de cada elemento en esta expresion vendra dada pues,

comparando (4.A.30) con (4.2.9), por una expresion analoga a (4.3.1), que en este caso se
reescribe de la forma:

qEX

07(,"v>< (U|Z»VX)

=TF 2}1 )q(nEX|;(, VX )-8 (x—nEX) |(u)=
=Eu-i Zﬁ:lvx(n-EX—Z)q(nEXU(, VX ) e TEC LS (u-k-EU)

(4.A.31)

Es posible reescribir esta expresion, teniendo en cuenta el valor de la ventana ]vx dado por
2

(4.3.15) y sustituyendo la funciéon V por su valor dado por (4.A.29), obteniéndose la

expresion (4.4.3).

Teniendo en cuenta estas consideraciones, la transformada de Fourier de (4.A.30) vendra
dada por (4.4.4).

4.A.2.2. Consistencia de la transformada directa interpolada

® DEMOSTRACION (CONSISTENCIA DE LA TRANSFORMADA DIRECTA INTERPOLADA). Para
comprobar esta afirmacién, se evalia (4.4.8) en los puntos de la forma U=KEU,

EU
) 1 dados por (4.4.2) y los valores

sustituyéndose explicitamente los valores (FEX
v,lw

Z5lvx
EX

q
V ;1,4 | dados por (4.4.3):



4.A. — Anexo: Demostraciones de los resultados matematicos 195

(FZ ) (kEU)=

M v,y
Z ZJ[ MEX — y) f (MEX)-g & meX.gatume (4.A.32)

vke{k k+1 - k-1 k|

Es posible reescribir esta expresion, sustituyendo la ventana lex por su valor dado en
(4.3.15), de la forma:

(F2 )" (KEU)=

ZWx Sy, Iy,

2 1 ul _ik-EU -n-EX gl —ig-EU-mEX _Aiq-EU-n-EX
== EX - ) : f (MEX )€™ €l
VX I:)En nV (n Z)e q;wn;\ (m )e ©

vke{k k+1 - k-1 k|
(4.A.33)

Es posible reescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (4.1.18) de la forma:

g(nEX) :—ZZQ (MEX )& mex. gafume (4.A.34)

g=—com=n

Asi pues, tomando g(mEX) Ty (m EX - ;() f (m- EX) en (4.A.32), aplicando la

expresion anterior se obtiene:

(F= ) (KEU) = EU-Y Ve (WEX - 7) f (X )i ke

ZMx S 1y, -
(4.A.35)
vke{k k+l - k-1 k}

Obsérvese que esta expresion conduce a los mismos valores que la transformada de Fourier

EU
( F & ) dada por (4.3.2), como se queria comprobar.
ZsWix 0.y
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4.A.2.3. Generalizacion del Teorema del Muestreo para la transformada inversa

m DEMOSTRACION (GENERALIZACI()N DEL TEOREMA DEL MUESTREO PARA LA
TRANSFORMADA INVERSA). La obtencion de la expresion (4.4.13) requiere separar, al tomar la

transformada de Fourier de la funcion FUI,E\l,JVU dada por (4.3.7), los efectos del muestreo y de la

ventana que acota el soporte Vvu . Para ello se descompone esta ventana en la forma:

Viu (X) = Ly (U)Vey (X) Ly () (4.A.36)

Obsérvese que la ventana ]vu , definida en (4.3.5), tiene la propiedad de ser el elemento

neutro en el producto de ventanas de longitud VU en el dominio frecuencial.

Asi pues, la funcioén la funcion FU puede reescribirse de la forma:

ilw KEU ~ 0}V, (kEU —0)F2 (kEU)s(u-kEU)

U Vvu
k=k
(4.A.37)
Donde ha sido definida la nueva funcién Ff]li ’
k
FUEIL\J,U = ZJIVU (0EU —v)F(aqEVU)Ss(u-gEU) (4.A.38)

a=k

Obsérvese que el efecto de la ventana permanece en la funcién FUI’E\L,\J/ 5 dada por (4.A.37),

. . L . EU
mientras que el efecto del muestreo en ésta se encuentra incluido en la funcion FU I, » Como

puede apreciarse en su definicion (4.A.38).

., EU o .
La funcién FU L, ©Ssporsu definicion, una funcion muestreada y de soporte acotado. Su

transformada de Fourier inversa puede determinarse mediante (4.3.12), que en este caso se
reescribe, teniendo en cuenta el valor de la ventana }[vu dado por (4.3.5), de la forma expresada
en (4.4.11).

. . . EU . . .
Por otra parte, es posible expandir la funcion F I, €N una serie de Fourier en el intervalo

(U, VU + l)) mediante (4.1.14), que en este caso se reescribe de la forma:

Z © e, Vue(v,VU +v) (4.A.39)

mM=—o0

u ]vu

Los coeficientes @, vienen dados por (4.1.16), que en este caso se reescribe de la forma:

Kk
Z o, (KEU ) s me (4.A.40)

k=k
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Sustituyendo en esta expresion el valor de FUI,EKU dado por (4.A.38), ésta se reescribe de la

forma:
CDm=LZJ[VU(k-EU —v)F (kEU )e<®me (4.A.41)
PE &
Comparando (4.4.11) y (4.A.41) se concluye que:
— . EU X
®, =EU(f7 )Z’va (mEX)
(4.A.42)

vme{n n+1 - A-1 A}
De tal forma que, sustituyendo (4.A.42) en (4.A.39), la suma:

(4.A.43)

= EU- Z(fEU ) N (MEX e

M=—o0

L., . EU .. L.
Representa una repeticion periodica de F) L, @ lo largo del dominio natural, y coincide en

valor con ésta en el intervalo (U, VU + U) .
dada por (4.A.37), teniendo en cuenta esta

, . - EU
Asi pues, es posible expresar la funcion Fv,Vvu

consideracion y sustituyendo el valor de Fp dado por (4.A.43), de la forma:

(4.A.44)

YUue (U,VU +U)

Si se define, para cada valor del indice M, la nueva ventana desplazada dada por la funcion:

Vm(u lo,VU)=V,, (u-v)e™m (4.A.45)
Esta iltima expresion puede reescribirse de la forma:

Forve (U) =

_ EU-miw( (5,) (mEX) glw (KEU —u)V (KEU —0)6 (u—kEU)

Vue(v,VU +v)
(4.A.46)
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La funcion FUI,E\l/i ’ dada por (4.A.46) es suma (en M) de funciones muestreadas de soporte

acotado, a cada una de las cuales le es aplicable idénticamente el desarrollo expuesto en la
§4.3.2. La transformada de Fourier inversa de cada elemento en esta expresion vendra dada
pues, comparando (4.A.46) con (4.2.9), por una expresion andloga a (4.3.11), que en este caso se
reescribe de la forma:

mEU

A

Vol [(X|O,VU) =

K X
=TF" Z}Ivu (k‘EU _U)V (k‘EU —U)'5(U— k-EU ):|(X) - (4.A.47)

© K m )
_ L I (KEU -0V (K-EU —0)}e® & |5 (x—n-EX
VU

Es posible reescribir esta expresion, teniendo en cuenta el valor de la ventana ]vu dado por
m

(4.3.5) y sustituyendo la funcion V' por su valor dado por (4.A.45), obteniéndose la expresion
(4.4.12).

Teniendo en cuenta estas consideraciones, la transformada de Fourier de (4.A.46) vendra
dada por (4.4.13).

4.A.2.4. Consistencia de la transformada inversa interpolada

m DEMOSTRACION (CONSISTENCIA DE LA TRANSFORMADA DIRECTA INTERPOLADA). Para
comprobar esta afirmacion, se evalia (4.4.17) en los puntos de la forma X=nEX,

EX
sustituyéndose explicitamente los valores (fUEKU ) ] dados por (4.4.11) y los valores
’ Zolvx

mEU
Vu.l,, | dados por (4.4.12):

1 1 &
:WEKZ;]V“ (k-EU —v)-F(kEU )
. Z.O: ZE:VVU (qEU _U)_eiq-EU-n-EX_eik-EU-m-EX_e—iq-EU-m-EX (4.A.48)
m=—o g=k
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Es posible reescribir esta expresion, sustituyendo la ventana JIvu por su valor dado en
(4.3.5) de la forma:

(150, (n-Ex>=

1 1 C .
- I: k EU \ EU — —v |q EU -n-EX elkEU-mEX .e—lq-EU<m-EX
VU PE & m§w§ (@ e

3l

vne{n n+l -1 n}

(4.A.49)

Es posible reescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (4.1.20) de la forma:

G(kEU)=— Z ZG (qrEU )gremeX gk Ermex (4.A.50)
m_—ooq k
Asi pues, tomando G(C]‘EU) (q EU — l)) gIEUTEX o (4.A.48), aplicando la

expresion anterior se obtiene:

k

(f5) (MEX)= Z (KEU —»)F (KEU y&eme
»YWU 2-1ux

(4.A.51)
vne{n n+l1 --- A-1 A}
Obsérvese que esta expresion conduce a los mismos valores que la transformada de Fourier

EX
( ff\l/i 5 )l,]vx dada por (4.3.12), como se queria comprobar.

4.A.3. Relaciones entre las transformadas directa e inversay la funcién original

4.A.3.1. Relacién entre la transformada inversa de la transformada directa
y la funcién original

m DEMOSTRACION (RELACION ENTRE LA TRANSFORMADA INVERSA DE LA
TRANSFORMADA DIRECTA Y LA FUNCION ORIGINAL). La transformada inversa de la funcion

EU
( FzF:vax ) dada por (4.3.1) y representada por la repeticion ciclica los valores dados por:
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(FZI?/(VX )EU (kEU ) =EU .ZH:VVX (nEX —)()f (nEX ).e*ik'EU-n‘EX

n=n

(4.A.52)
VkeZ

Se determina mediante (4.3.11), y esta representada por la repeticion ciclica de los valores
expuestos en (4.3.12), que en este caso se reescribe, comparando (4.3.8) con (4.A.52) de la

forma:
EU \EX
(( ZEQX) ) . (nEx):
lva
:Ek_z 2 Yo (MEX — ) £ (MEX e g™ (4.A53)
vne{n n+l n-1 nj

Obsérvese que la ausencia de ventana en el dominio frecuencial en (4.3.2), indicada en el
hecho de que el indice K puede tomar todos los valores enteros, no permite acotar la extensién
del sumatorio correspondiente en (4.A.53).

Es posible reescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (4.1.18) de la forma:

g(nEX)= i Zn: g(mEX)e ' FmEX g EumEX (4.A.54)

L
PE k=—0 m=n

Asi pues, tomando g(mEX) =V (mEX — )() f (mEX) en (4.A.52), aplicando la
expresion anterior y comparando el resultado con los valores de la funcion muestreada con
soporte acotado f ZE’QX dados en (4.2.10), se obtiene (4.5.1).

Obsérvese que los valores de la transformada inversa son (n~EX - ;() veces los

., .. EX . .
valores de la funcion original muestreada f = en los mismos puntos. Teniendo en cuenta que,

para los valores de N expuestos en (4.5.1), la ventana es no nula por su propia definicién(4.2.5),
es posible recuperar los valores de la funcion original muestreada dividiendo (4.5.1) entre los
valores de la ventana, obteniéndose (4.5.2).
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4.A.3.2. Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa
interpolada y la funcién original

m DEMOSTRACION (RELACION ENTRE LA TRANSFORMADA INVERSA DE LA
TRANSFORMADA DIRECTA INTERPOLADA Y LA FUNCION ORIGINAL). La transformada inversa

EU’
. EX ., .
de la funcion (F ) representada por los valores dados por una expresion analoga a

ZMix
(4.4.4):

qEX

(GEU){ Vi [(KEU'| 2,VX)

v,lyy

(F2 )" (kEU’ _VL i (F )

vkeZ
(4.A.55)

Se determina por (4.3.11), y esta representada por los valores expuestos en (4.3.12), que en
este caso se reescribe, comparando (4.4.10) con (4.3.8) de la forma:

((t2)") (nex)=

Z,’HVX'
EU’
q EX

:%i VL_i(FEX ) qEU) Oz,lvx (kEU |Z’ ) |kEU nEX’

vne{n n+l --- A-1 A}
(4.A.56)

Obsérvese que la ausencia de ventana en el dominio frecuencial en (4.4.10), indicada en el

hecho de que el indice K puede tomar todos los valores enteros, no permite acotar la extension
del sumatorio correspondiente en (4.A.56).

Las relaciones expuestas en la Tabla 4-3-1 entre las magnitudes EX , EU |, VX y VU

, . . . ' ' ' ' ‘s
seran las mismas existentes entre las magnitudes EX’, EU', VX' y VU’ pues son también
provenientes de dominios conjugados.

EU
Es posible reescribir la expresion anterior, sustituyendo ( FZ T ) por sus valores dados
xS 1

qEX

~

por (4.4.2) y las funciones | V ;1. | por sus valores dados por (4.4.3) de la forma:
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—ik-EU"mEX IkEU ‘n-EX',
vx mEX ;()

ZZH — x ) f(rEX)e dE e darime (4.A.57)
vne{n n+l1 - A-1 n}

Sustituyendo en la expresion anterior la ventana lex por su valor dado por (4.3.15), ésta se
reescribe de la forma:

\ EX’
((12.)° )N (neX)-

:VX’(PlE) Vx mEX Z) g Ik EUmEX Gk EUnEX',

ZOO: Zn:f r- EX —|q EU r-EX eIq‘EU'm-EX (4A58)
g=—0r=n

vne{n n+1 - A-1 A}

Es posible reescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (4.1.18) de la forma:

g(mEX) :—ZZg rEX)e!dE e gaEme (4.A.59)

g=—ocor=n

Asi pues, tomando g(r~EX) =f (r-EX) en (4.A.57), aplicando la expresion anterior se

obtiene:
eu’\EX’
(£5)7) | (mex)=
\ﬁiiiv (mEX Z)f(mEX) —ik-EU"-m-EX elk-EU’-n-EX' (4A60)
VX PEk:—oom_n o
vne{n n+1 - A-1 n}

Es posible reescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (4.1.18) de la forma:

\\//xx,é i ig(mEX) —ik-EU"-m-EX e|k<EU"n-EX' (4.A.61)
k=—00 m=n

g(nEX’)=
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Asi pues, tomando g(mEX) (mEX ;() f (mEX) en (4.A.60), aplicando la
expresion anterior y comparando el resultado con los valores de la funcion muestreada con

soporte acotado f =

o dados por una expresion andloga a (4.2.10), se obtiene (4.5.3).

Obsérvese que los valores de la transformada inversa son (n-EX’— )() veces los

valores de la funcion original muestreada f B en los mismos puntos. Teniendo en cuenta que,
para los valores de N expuestos en (4.5.3), la ventana es no nula por su propia definicién(4.2.5),

es posible recuperar los valores de la funcién original muestreada en el intervalo ( 7, VX +y )

dividiendo (4.5.3) entre los valores de la ventana, obteniéndose (4.5.4).

4.A.3.3. Relacion entre la interpolacion de la transformada inversa de la
transformada directa interpolada y la funcion original

® DEMOSTRACION (RELACION ENTRE LA INTERPOLACION DE LA TRANSFORMADA
INVERSA DE LA TRANSFORMADA DIRECTA INTERPOLADA Y LA FUNCION ORIGINAL). La

transformada de Fourier interpolada de la funcion f ZEQX esta representada por los valores:

qEX

(FE )™ (kD) =g (L, (GBU)) Vi |(KEU' 23%)

v,Iyy

VkeZ
(4.A.55)

La interpolacion en su transformada de Fourier inversa vendra dada por (4.4.17), que en este
caso se reescribe de la forma:

((fE@)E“')ZW(n-Ex>=

N\ EX
mEU

© EX’ ~
Z((fEX ) ) (mEX')| 1 (nEX |0, VU') (4.A.62)

Z-lvx
vne{n n+l1 - n-1 n}

eu \ &X'
Donde los valores (( f ZE:Z/X ) ) vienen dados por una expresion analoga a (4.4.11), que

en este caso se reescribe de la forma:
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((fIEQX)EU')EX (nEX _\%i(FEX )E kEU) gk BV EX’

(4.A.63)
vYneZ
mEU’
Asi mismo, los valores | 1 vienen dados por una expresion analoga a (4.4.12), que en
este caso se reescribe de la forma:
mEU’ | <
Jl X | U’,VU ! — eik'EU'(Xfm'EX')
( )=
(4.A.64)

YmeZ

£u\ EX
La expresion (4.A.62) se reescribe, sustituyendo los valores (( f ZE)\:/X ) ) dados por

mEU’

A

(4.A.63) y los valores | 1 dados por (4.A.64) de la forma:

Zﬂuw
— \%é i (FZBV(VX )Eul(k,EUr). i i gk B mEX" -iq:BUmEX’ g BUn-EX
k=— m=—o0 g=—w0
vne{n n+l n-1 n}

(4.A.65)

Es posible reescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (4.1.18) de la forma:

g(nEX 2 =3 z Z g mEX I EU mEX’ Jq EU N EX (4.A.66)

Asi pues, tomando (m EX’ ) gk BV mMEX o (4.A.65), aplicando la expresion anterior

se obtiene:
Eu’\EX 1] & EU o "
((szwa) )Z’]Vx (n-EX :V_:Z(FEX ) kEU ) k-EU"n-EX
vne{n n+1 - A-1 n}

(4.A.67)

EU’
Es posible reescribir la expresion anterior, sustituyendo el valor de (FZE)\:/X ) dado por

una expresion analoga a (4.4.8) de la forma:
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IlVX
q EX EU’
R Rt T L T
VU VU’ == 2 lux 72-lvx X

vne{n n+l n-1 nj

(4.A.68)

. . . . . ex \EY
Es posible reescribir la expresion anterior, sustituyendo (Fz,lvx ) por sus valores dados
q EX

~

por una expresion analoga a (4.4.2) y las funciones | V ,,1,, | por sus valores dados por (4.4.3)

de la forma:
EU’\EX
(15 )Nw(n-EX):
VX' 1 ,
r ‘EX — —ik-EU"r-EX e|k-EU ‘nEX |
VX (PE) =5 2y
i i f (MEX)-g @& me.gaeurex (4.A.69)
g=—0 M=—
vne{n n+1 - A-1 n}

Es posible reescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (4.1.18) de la forma:

g(r-Ex) Z PE, Z Z g(mEX)e = mEX . gaEre (4.A.70)

Asi pues, tomando g(m- EX) = f (mEX) en (4.A.69), aplicando la expresion anterior

se obtiene:
(12)7) (0=
Zﬁékimivw<r'Ex ) T (rEX)e et g s 4.AT1)
vne{n n+1 - A-1 n}

Es posible reescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (4.1.18) de la forma:

Vx Z zg r. EX —|kEU T-EX e|kEU ‘n-EX (4.A.72)

g(nEX)= P
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Asi pues, tomando g(r-EX) = Vi (r-EX —Z)'f (r-EX) en (4.A.71), aplicando la
expresion anterior y comparando el resultado con los valores de la funcion muestreada con

X dados en (4.2.10), se obtiene (4.5.7).

E
soporte acotado <

Obsérvese que los valores de la transformada inversa son V. (I”I' EX'— ;(') veces los

., .. EX' . .
valores de la funcion original muestreada f en los mismos puntos. Teniendo en cuenta que,

para los valores de N expuestos en (4.5.7), la ventana es no nula por su propia definicion (4.2.5)
es posible recuperar los valores de la funcion original muestreada dividiendo (4.5.7) entre los
valores de la ventana, obteniéndose (4.5.8).
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Introduccién

Como ha sido mencionado anteriormente, la interpolacion en la transformada de Fourier es
un paso necesario en el proceso del algoritmo expuesto en e Capitulo3, ya que a aplicar éste se
obtiene un espectro filtrado definido en puntos no equiespaciados.

L as metodol ogias mas apropiadas para tratar este tipo de situaciones, en las que las muestras
no se encuentran uniformemente espaciadas, 0 existen intervalos sin datos, son la la
interpolacién en las transformadas de Fourier basada en € Teorema del Muestreo generalizado,
expuesta en el Capitulo 4, y la evaluacién directa de las transformadas de Fourier discretas no
uniformes (NDFT, nonuniform discrete Fourier transform; NIDFT, nonuniform inverse discrete
Fourier transform):

F(kEU)=EU Pi‘; f(x,)e™ ™, ke{—L%J,---,[%—‘—l}

1 [PE/2]-1 _
f(nEX)=— > F(u)e*“"™, ne{0, -, PE-1

k=-| PE/2]

(5.1.1)

Donde las posiciones de las muestras, X, o U,, no se encuentran uniformemente
espaciadas.*

Ambas metodologias tienen una complejidad computacional O(PEZ), sensiblemente

superior a O( PE-log, PE) , correspondiente a los algoritmos de las transformadas répidas de

Fourier (FFT, fast Fourier transform; IFFT, inverse fast Fourier transform; Cooley y Tukey,
1965). Este incremento de la complejidad computacional respecto a las transformadas répidas de
Fourier hace que ambas metodologias sean muy costosas en términos de potencia 'y tiempo de
célculo.

Otro método, presente en la literatura cientifica desde la Ultima década (Dutt y Rokhlin,
1993y 1995; Liu, 1998; Liuy Tang, 1998; Duindam y Schonewille, 1999; Edelman et al., 1999;
Fessler, 2003) es el correspondiente a las transformadas rapidas de Fourier no uniformes
(NUFFT, nonuniform fase Fourier transform; NUIFFT, nonuniform inverse fase Fourier
transform), consistente en la aplicacion del Teorema de la Convolucion (Brigham, 1974) en la
siguiente forma:

1. Serediza la convolucion de la funcion origina y una cierta funcién filtro,
siendo la funcidn resultante uniformemente muestreada.

2. LaDFT (vs. IDFT) de esta nueva funcién y €l filtro, una vez uniformemente
muestreado, se calculan mediante el algoritmo de laFFT (vs. IFFT).

! Los factores EU y 1/VU reflejan la relacion entre las transformadas discreta y continua (CF. (4.3.2) y

(4.3.12)), y representan en el espaciado y el inverso de lalongitud de la ventana en el dominio frecuencial que
corresponderiaen el caso en que las muestras si estuvieran equiespaciadas.
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3. Latransformada de la funcion original es estimada mediante la division de
estas dos transformadas cal culadas en el paso anterior.

Esta metodol ogia proporciona una estima de los valores de la transformada en frecuencias
que diferirdn en nimero y valor de atribucion de las esperadas, siendo €l tiempo empleado por
los algoritmos de la NUFFT menor que el empleado en laevaluacion directade laNDFT.

Diversos autores proponen emplear metodologias similares a la interpolacion en las
transformadas de Fourier basada en € Teorema del Muestreo generalizado, empleando
funciones interpoladoras distintas de la transformada de Fourier de la ventana® (Posadas, 1998;
Fu, 2004). Wen et al. (1988) o Haizhong y Xiagjian (1997) proponen emplear unainterpolacion
geométrica. También es posible emplear técnicas de interpolacion mas generales (Lancaster y
Salkauskas, 1986; Spéth, 1995). Este tema es tratado en amplitud por Unser (2000) en su
articulo recopilatorio.

De entre todas las metodol ogias de interpolacién y familias de funciones interpoladoras, se
estudian en este quinto Capitulo las transformadas répidas de Fourier no uniformes (NUFFT y
NUIFFT) y las metodologias de interpolacion implementadas en MATLAB (Hanselman y
Littlefield, 2001), empleandose como ventana un pulso cuadrado.

Este Capitulo se encuentra dividido en cuatro Secciones dedicadas, respectivamente;

e Al estudio de las transformadas rapidas de Fourier no uniformes (NUFFT y
NUIFFT).

e Al estudio de la interpolacién en las transformadas de Fourier mediante
técnicas generales.

e Al estudio de las relaciones entre las transformadas de Fourier directa e
inversainterpoladasy lafuncién original.

e Al andlisis de los resultados obtenidos y a la eleccion del método de
interpolacion en latransformada de Fourier.

2 En el caso que se trata en esta Tesis Doctoral la ventana es un pulso cuadrado, cuya transformada de Fourier
es un miembro de lafamilia de los senos cardinales (Cf. 8§4.4.1.1, §4.4.2.1).



5.1

Transformadas rapidas de Fourier no uniformes (NUFFT y NUIFFT)

En esta Seccion se desarrollan numéricamente las transformadas répidas de Fourier en
puntos no uniformemente espaciados (NUFFT y NUIFFT). Este método consisten en la
aplicacion del Teorema de la Convolucién (Brigham, 1974) en lasiguiente forma:

1. Se rediza la convolucion de la funcién original y una cierta funcién filtro,
siendo lafuncion resultante uniformemente muestreada.

2. LaDFT (vs. IDFT) de esta nueva funcion y € filtro, una vez uniformemente
muestreado, se calculan mediante el algoritmo dela FFT (vs. IFFT).

3. Latransformada de la funcion original es estimada mediante la division de
estas dos transformadas cal culadas en €l paso anterior.

En esta Seccion se muestra que, en €l caso en € que los datos estan equiespaciados, €l filtro
puede ser elegido apropiadamente de tal forma que la transformada estimada coincida con la
transformada analitica dada por (5.1.1). En otro caso, este método proporciona una estima de los
valores de la transformada en frecuencias que diferirdn en nimero y valor de atribucién de las
esperadas.

La teoria muestra que debe realizarse un muestreo incrementado, con tasa sobremuestreo
tsSm> 2, de tal forma que deben definirse unos nuevos parametros en los dominios natural y

frecuencial (Dutt y Rokhlin, 1993). En esta Seccion se muestra que € filtro que debe
convolucionarse debe tener soporte acotado, y que su longitud expresada en unidades del nuevo

espaciado, If , influye en e incremento del ndmero de puntos en e que se determina la

transformada, y en el valor de las frecuencias en que son atribuidas; de tal forma que |f debe
ser minimizada con objeto de minimizar estos efectos espurios. Asi mimo, se muestra que un
mayor valor de tSM no conlleva un decremento sensible de If , sino un considerable

incremento del tiempo de célculo, de tal formaque e valor minimo tSM= 2 seré considerado.

Con objeto de comparar las transformadas obtenidas por los algoritmos de la NUFFT y la
NDFT, se definen unos errores relativos de forma apropiada. Se muestra que estos errores

relativos dependen de If , pero su dependencia en PE puede ser obviada; y puede ser

determinada una regla préctica para determinar el valor minimo de If que ha de considerarse
para cometer alo sumo un cierto error relativo.

Con objeto de hallar €l filtro optimo que debe emplearse para minimizar € error relativo
para una If dada, se analiza una coleccion de funciones filtro. Se muestra que la eleccion

Optima es tomar como filtro la funcidn gaussiana con la aplicacion de la ventana de Hanning,
resultado que se encuentra en acuerdo con los mostrados por Duijndam y Schonewille (1999).

A lavista de los resultados obtenidos, se expone un algoritmo practico parala determinacion

delaNUFFT y NUIFFT D -dimensionales, de tal forma que pueda ser obtenida la transformada
con un error relativo menor que un cierto valor méximo admisible dado, minimizandose los

efectos espurios debidos alamagnitud de If .
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Metodologia

5.1.1.1. Teoria para la transformada directa unidimensional

Sean PE, VX y EX =VX/PE, respectivamente, el nimero de puntos, lalongitud de la

ventana en el dominio natura y €l espaciado que seria obtenido s la funcion estuviera
uniformemente muestreada.

Una vez |a tasa de incremento del muestreo, tST> 2 en el caso més general, y lalongitud
del filtro, If , han sido fijadas, € nuevo nimero de puntos, espaciado y longitud en el dominio
natural se definen en laforma (Duijndam y Schonewille, 1999):

PE' =tsmPE +1f -1

EX’ _EX (5.1.2)
tsm
VX' = PE"-EX’ =M‘.\/X

tsm-PE

Obsérvese que estas definiciones tienen sentido Gnicamente en el caso en que € filtro tiene
soporte acotado, de tal formaque |If s un nimero natural no nulo finito, que se tomaimpar por
conveniencia.

Asi pues, € nuevo espaciado y longitud de la ventana en el dominio frecuencial vienen
dados por:

27 tsmPE

VX' tsmPE+If -1 (5.1.3)
VU’ = PE"EU’ = tsm\VU

EU’

Una vez estos nuevos parametros han sido fijados, se define una nueva transformada en la
forma

PE-1

F(KEU')=EU"> f(x,)e" ™™
n=0

ked— {PE+” _1J 2|, [PE+” _ﬂ 2|-1
tsm tsm
Donde los limites en e indice K se eligen de tal forma que los puntos K-EU' se
encuentren contenidos en laventana de longitud VU en el dominio frecuencial.

(5.1.4)

Obsérvese que, de (5.1.2) y (5.1.3), es VX' >VX , deta formaquees EU'<EU y d
nimero de indices K definidos en (5.1.4), digamos PE;, es PE; > PE . Las desigualdades
saturan en igualdades si y solo si If =1. Obsérvese que la necesidad de tomar filtros con

longitud If >1 implica necesariamente que la transformada es determinada en un ndmero de
puntos mayor que e nimero de puntos original, en frecuencias diferentes de las expuestas en
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(5.1.1). Estos son efectos espurios inherentes a esta metodologia, que no pueden ser evitados
sino Unicamente minimizados.

Estos resultados se muestran en la Figura 5-1-1, en la que se ilustra como, conforme |f

crece, asi 10 hacen los efectos de la reduccion del espaciado de frecuencias y del incremento del
ndmero de puntos. Esta es la razon por la que debieran ser elegidos filtros lo méas cortos posible,

siendo esta eleccion menos critica cuando el ndmero de puntos PE es suficientemente grande.

125 PE=64
08a -

09r

PE,/PE
&
EU'/EU

PE=128 085+

PE = 256 08+

PE=1512
PE = 1024

n L ' 075 L L L L L L
o 5] 10 15 20 25 30 s 0 5 0 15 20 25 30 35

(a) If If (b)
Figura 5-1-1: Variacion de (8) EU'/EU vy (b) PE(')/PE vs. I para algunos valores del
ntmero de puntos PE . En ambos casos tsm= 2.

Unavez lafuncion filtro con soporte acotado g ha sido elegida (esta el eccidn sera discutida

en la siguiente Subseccion), la DFT de su extension periddica Z g(x—jVX'), una vez
jeZ

uniformemente muestreada en €l nuevo dominio natural expuesto en (5.1.2), viene dada por los

PE' valores:

PE'-1
G(k-EU ’) =EU" Z [Z g(n-EX'— j_\/x’):|_eik-EU'-n-EX’

ke {—|_PE'/2J,---,=fPE’/2—|—1}

Donde e sumatorio en | remarca el hecho de que se trata de la transformada de la

(5.1.5)

extension periodica de esta funcién (Brigham, 1974). La convolucion de lafuncion original  y
el filtro g viene dada por lanueva funcién:

PE-1

h(x)=>" f(x)a9(x-x,) (5.1.6)

n=0
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La DFT de su extension periddica, una vez uniformemente muestreada en nuevo dominio
natural expuesto en (5.1.2), viene dada por los PE' valores:

PE'-1 | PE-1
H(kEU")=EU" 3 {Z f (M){Zg(n-EX'— X~ j-\/x’)}}eik-EU'-n-EX'
n=0 m=0

ke{-| PE/2], [ PE/2]-1
(5.1.7)

Siendo posible reescribir la expresién anterior en laforma:

H(k-EU’)=

PE-1

PE'-1 o ,
= EU 2) f(x,)e ™ 5. Z; {Z g(nEX' =%, -] -\/X')}-e'k'EU (X'

ke {—LF;E'/zj,-.-,[PE'/ﬂ—l}
(5.1.8)

Obsérvese que esta reescritura no supone una factorizacién, pues € segundo sumatorio debe
ser evaluado paracadavalor me {0,---, PE—1}.

Puesto que la expresiéon anterior es la transformada de Fourier de la convolucion de dos
funciones, ésta serd, de acuerdo con e Teorema de la Convolucién, € producto de las
transformadas de cada una de ellas. Es posible operar en el segundo sumatorio de (5.1.8), bajo la

suposicion de que para cada me {O,-~-, PE-1} existe un 1, €{0,-, PE’—l} de tal
forma que es posible expresar Xm:rm-EX’. Suponiendo ademas que, para cada
me{O,---,PE—l}, el soporte de la funcion g(X—X,) se encuentra contenido en el

interior de la ventana de longitud VX', con objeto de eiminar el aliasing, y teniendo en cuenta
la periodicidad de la extension de estas funciones (implicitamente asumido y explicitamente
remarcado en el sumatorio en | ), asi como la periodicidad de la exponencial compleja, la

expresion precedente puede reescribirse en laforma:

H (k-EU") =
PE-1 ) , PE'-1 ) , ,

— EU /{Z f (Xm)_eflk-EU m}{ Z |:Zg(s_EX!_ j_\/xl):|_e—|k-EU -s-EX } (519)
m=0 s=0 | jeZ

ke{-| PE/2], [ PE/2]-1

Donde el indice S agrupael indice N de(5.1.8) y €l indice I, expuesto en ladiscusion del

parrafo precedente. A lavista de las transformadas (5.1.4) y (5.1.5), la expresion anterior puede
reescribirse en laforma:

F (k-EU')G(k-EU")
EU’

et el

H(k-EU')=
(5.1.10)
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Donde la limitacion en la extension de K se encuentra impuesta por (5.1.4). Asi pues, es
posible determinar latransformadade f enlospuntos K-EU’ mediante la expresion:

H(k-EU’)
G(k-EU’)

et el

Obsérvese que, en el caso en que todos los X, originales estuvieran uniformemente

F(k-EU")=EU’
(5.1.11)

espaciados, lafuncion g podria ser elegida como un impulso unitario, de tal formaque If =1,
y latransformadade f podria determinarse mediante la expresion:

H (k-EV)
G(k-EU ) (5.1.12)
ke{-| PE/2],-,[ PE/2]-1}

Cuyos valores son coincidentes con los expuestos en (5.1.1).

F(kEU)=EU

Si no todos los X, originales se encuentran uniformemente espaciados, este resultado es
analiticamente correcto en € caso en que la suposicion anterior es vélida, de tal forma que, para
cada me{0,~--,PE—1} existe un I, e{O,m,PE'—l} de tal forma que es posible

expresar X, =T,.-EX’. Obsérvese que esta suposicion no se verificara usuamente, de tal
forma que serén obtenidos valores aproximados.

5.1.1.2. Determinacion del filtro 6ptimo

Con objeto de hallar € filtro éptimo, una coleccion de funciones filtro, mostradas en la
Tabla 5-1-1 han sido testadas. Todas €ellas son funciones de simetria impar que dependen de un
parametro b, de tal forma que conforme éste crece, |as funciones se estrechan. Este pardmetro
serd elegido de tal forma que € filtro resultante sea Gptimo en un cierto sentido. Alguno de los
filtros también dependen de un parametro C extra, pues representan una familia completa de
funciones; de tal forma que cadavalor de C define un filtro.
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Tabla 5-1-1: Funcionesfiltro testadas. Sobre todas ellas han sido aplicadas las ventanas de
Hanning, Triangular y Cuadrada. La funcién | A (X) representa la funcion indicatriz de A

(|A(X)=1si xeA, |A(X)=Oenotrocaso).

Familia gaussiana: g (X) - l{\x\%} (X).e—b\x\c
Familiat: g(x)= I{‘X‘%} (x).(1+ b-|X|C )71
B sen(b-x)
g (X) - I{\x\<x0} (X) b-x
sen(b-x)

Familia de senos cardinales: g(X) - I{\x\<x0} (X)T

9(%) = ey (X){WI

b a(b+1 (x/Ax+(q+1)/2—|)(j
B-Spline centrado: 9(x)= ;(_1) q b!
(Donde X! = I{x>0}( x):x7)
Cuadrada: g(X)— {[}<min{xy,1/b}} ( )
Triangular: g(X)_ {IX4<min{xy,1/b}} (1 b|X|)
Hanning: g(x)= | icringo. v E[1+ COS(;z-b.X)]

Con objeto de realizar € andlisis numérico, se implementan algoritmos de optimizacién en
el lenguaie de MATLAB ® Version 6.5.0.180913%R13), desarrollado por la compafiia The
MathWorks, Inc. (Hanselman y Littlefield, 2001). Los programas se gjecutan en un ordenador
Compag AlphaServer GS160 6/731 ALPHAWILDFIRE (730 MHz) con 16 CPU.

En este andlisis se consideran 100 funciones f con PE puntos, distribuidos a lo largo del

intervalo [0,1] de acuerdo con una distribucion de probabilidad uniforme. Sus valores,

asimismo, tienen partes real e imaginaria distribuidas alo largo del intervalo [—1,1] de acuerdo
con distribuciones de probabilidad uniformes. Obsérvese que esta eleccion no representa una
pérdida de generalidad, puesto que cualquier otro caso se reduce a éste mediante la aplicacién de
unos apropiados factores de amplitud y escala. Las transformadas de estas funciones f son

determinadas mediante dos métodos: |a estimacion del algoritmo de la NUFFT dada por (5.1.11)
y la NDFT dada por (5.1.1) que, con € objeto de comparar con la primera, se calcula en los

mismos PE(; puntos mostrados en (5.1.11). Ambas transformadas se comparan mediante los

errores relativos con las normas L, y L, definidos por Dutt y Rokhlin (1993) que, con la
notacion expuesta en esta Seccidn, se reescriben en laforma:
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Z{EU’-H(KEU’)—F(KEU’)T 2

. G(k-EU")

E,= 2
2[F(agu)]
mfx{ EU'-Z((E::JJ:))—F(k-EU’)}
E = (5.1.13)

max {|F (qEU")|
e el

El pardmetro b éptimo se determina mediante recurrencia para cada filtro, para cada valor
de PE, tsmy If ; y se elige como aquel que minimiza e error relativo E, medio para las

100 funciones f .

Los resultados obtenidos con esta metodologia se discuten en esta Subseccién para la
transformada directa con PE =512 . Resultados andlogos son obtenidos para la transformada
inversay otros valoresde PE.

En la Figura 5-1-2 se muestra la variacion de los errores relativos con | . Obsérvese que

Gnicamente €l filtro gaussiano (miembro de lafamilia gaussianacon C = 2) con la aplicacion de
las ventanas de Hanning o Cuadrada, proporciona errores relativos menores que 10°%. El filtro
gaussiano con la aplicacién de la ventana de Hanning es la mejor eleccion, en € sentido de que
se necesita un filtro més corto para obtener un error relativo dado. Este resultado se encuentrade
acuerdo con Duijdam y Schonewille (1999), quienes realizan esta comparacion para una familia
de filtros mas pequefia. Ambos errores relativos se comportan de una forma similar, de tal forma

que en lo siguiente Ginicamente se tendré en cuenta el error relativo E,, y queda justificada la

eleccion del pardmetro b éptimo mediante la minimizacion de este error relativo.

Es importante sefialar e hecho de que la dependencia del error relativo con PE puede ser
obviada, siendo significativa tinicamente su dependencia con If . Este resultado ser4 mostrado
en la siguiente Subseccion.
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Figura 5-1-2: Variacion del (a) E2 medio y (b) EO0 medio vs. |f para los filtros mostrados
en la Tabla 5-1-1. En aquellos filtros que dependen del parametro C, se estudian los valores

Cce {l, 995;1,999; 2, 2,001 2, 005} . En todos los casos se compara la transformada

directa, PE=512 y tsm=2. S distinguen cinco casos; Filtro gaussiano (lineas
punteadas) con la aplicacién de la ventana de Hanning (izquierda) y la ventana Cuadrada
(derecha), el filtro B-Spline (lineas a trazos) con aplicacion de la ventana de Hanning y la
ventana Cuadrada (izquierda, ambas coincidentes) y la ventana Triangular (derecha).

En la Figura 5-1-3 se muestran la variacion del E, medio vs. If para algunos valores de

tsm, asi como la variacion del tiempo de célculo medio vs. tSM. Obsérvese que conforme
tSM crece, es necesario un filtro méas corto para obtener un error relativo dado. Sin embargo,
conforme tSM crece también crece el tiempo de célculo. Puesto que la mejora que supone un
filtro més corto no compensa el inconveniente que supone el incremento en el tiempo de céculo,
el valor menor tSM= 2 serd el considerado en lo que sigue. Esta eleccion esta de acuerdo con
laliteratura anteriormente referida.

Yaer (8]

@)

M tsm =2
038 4 =
2 tsm=4
it \ tsm=6 | |
0% . - |

034 4 o

ke R 1 o |
030 1 o
0.8
0% . 1 Wl
.24

022

0.20 1 1 1 n n 1 o'

tsm If (b)

Figura 5-1-3: (a) Variacion del E, mediovs. If para tsme {2, 4, 6} . (b) Variacion del
tiempo medio de célculo vs. tSM. En todos los casos se compara la transformada directa,
PE =512 y se considera d filtro gaussiano con la aplicacion de la ventana de Hanning.
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Unavez han sido elegidos €l filtro gaussiano con la aplicacién de la ventana de Hanning y la
tasa de incremento del muestreo tSM= 2, se determina el valor 6ptimo del paréametro b para

cada valor de PE vy If . Estos valores dptimos, asi como los errores relativos E, asociados

con ellos y los resultados correspondientes al tiempo de célculo medio, seran expuestos en la
siguiente Seccioén.

5.1.2. Resultados numéricos

En esta Seccion se muestran los resultados correspondientes al valor del méximo error
relativo E, y el valor dptimo del pardmetro b mencionados en la Seccion anterior, asi como
los resultados correspondientes a tiempo de célculo medio.

La metodologia anteriormente expuesta se aplica a la transformada unidimensiona y a
valores PE e {64,128, 256,384,512, 640, 786,896, 1024} .

5.1.2.1. Error relativo maximo y valor éptimo del pardmetro

En las figuras 5-1-5 y 5-1-6 se muestra la variacion del error relativo E, y e valor dptimo
del parémetro b vs. If para cada valor de PE. En la Figura 5-1-4 se aprecia un
comportamiento errético de E, paravalores If > 25, relacionado con € limite de la precision
de célculo. Asi mismo puede observarse, tal como fue mencionado anteriormente, que la
dependenciade E, con PE puede ser obviada y tnicamente es significativa su dependencia
con If . Asf pues, es posible obtener una regla préctica para la determinacion del minimo valor

de If que debe ser considerado para cometer un error relativo menor que un vaor dado. Esta
reglase muestraen laTabla5-1-2.
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@)

....
ey
Vi e
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Figura 5-1-4: Variacién dél E, medio vs. If . Los resultados para los valores de PE

considerados se muestran para (a) la transformada directa y (b) la transformada inversa. Las
lineas punteadas se incluyen para facilitar la observacién de las tendencias.

Tabla 5-1-2: Valor minimo de If  como funcién del méximo error relativo E2 admisible para

las transformadas directa e inversa.

Méximo error relativo E, admisibleen la

Transformada directa

Transformada inversa

Minimo |f

max E, > 1.3.10°
1.310° > max E, > 2.0.10"
2.010* > max E, > 1.6:10°
1.6:10° > max E, > 9.7.107
9.7107 > max E, > 5.9.10°
5.910° > max E, > 7.2.10°
7.210° > max E, > 1.3-10°
1.310° > max E, > 8.2.10™
8.210™ > max E, > 4.4.10™
4.410" > max E, > 8.3.10™
8.310" > max E, > 2.0-.10™

max E, > 1.510°
1510° > max E, > 1.010*
1.010* > max E, > 1.2.10°
1.210° > max E, > 7.4.10”7
74107 > max E, > 3.6.10°
3.6:10° > max E, > 5.2.10°
5.2:10° > max E, > 8.1.10%°
8.1.10"° > max E, > 5.8.10™
5810 > max E, > 3.3.10™
3.310% >max E, > 5.7.10"
5.710" >max E, > 1.0-10™

11
13
15
17
19
21
23
25

En la Figura5-1-5 se observa cémo el valor éptimo de b para If <5 espréximo acero, lo
que se encuentra en desacuerdo con la tendencia genera de las curvas. Asi pues, los andlisis
presentes en esta Subseccion se restringirdn a los valores 5<If <25, donde se encuentra
presente un comportamiento regular.
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Figura 5-1-5: (a) Variacion del valor éptimo de b vs If para (a) la transformada directa y
(b) la transformada inversa. Los resultados se encuentran ordenados, de tal forma que la curva

superior corresponde al valor mayor de los valores de PE considerados, la inferior al menor.
Las lineas punteadas se incluyen para facilitar la observacion de las tendencias.

El comportamiento del valor 6ptimo del pardmetro b en el rango de If restringido puede
model arse mediante una expresion de la forma:

logb=h, +b, loglf +b, (loglf )2+b3log PE

(5.1.14)

Se redliza un andlisis de regresion de los datos anteriores con el programa SPSS para
Windows Version 11.5.1 (Pérez, 2003). L os resultados obtenidos se detallan en la Tabla 5-1-3, y
los modelos gjustados para las transformadas directa e inversa se muestran, junto a los datos
originales, en la Figura 5-1-6. Las diferencias relativas entre los valores de b predichos y
observados se muestran en la Figura 5-1-7. Estas diferencias son suficientemente pequefias
como para garantizar que los errores rel ativos cometidos en la estimacién de la transformada con
€l pardmetro estimado no exceden el orden de magnitud del maximo error relativo admisible que

es considerado.

Tabla 5-1-3: Resultados de los andlisis de regresion para los val ores dptimos de b.

Transformada directa

F* 3,05 — 1.825.640

R, = 0,999 (b < 0.000)

Transformadainversa

F*3 05 = 1.889.921

R, = 0,999 (b < 0.000)

Coeficiente (bt o,))
(p < 0,000)

Variable en el modelo

Coeficiente (bt o))
(p < 0,000)

Variable en el modelo

Constante 0,534 + 0,019
log fl -0,16 = 0,04

(log fl )’ 10,270 + 0,016
logN 2,0054 + 0,0018

Constante 0,574 + 0,019
log fl -0,21 £+ 0,03

(log fl)° 0,250 + 0,016
logN 2,0047 £ 0,0018
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Vi

(b)

Figura 5-1-6: Modelo ajustado para e valor éptimo de b vs. If enel rango 5<If <25
para (a) la transformada directa y (b) la transformada inversa. Se muestran los datos originales
(puntos) y e modelo ajustado (linea continua). Los intervalos de confianza al 95% para los
model os ajustados son indistinguibles de éstos. Los resultados se encuentran ordenados, de tal

forma que la curva superior corresponde al valor mayor de losvaloresde PE considerados, la
inferior al menor.
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Figura 5-1-7: Residuos relativos correspondientes al modelo del valor 6ptimo de b vs If .Los

resultados para los valores de PE considerados se encuentran superpuestos para (a) la
transformada directa y (b) la transformada inversa. Las lineas punteadas se incluyen para
facilitar la observacion de las tendencias.

A lavista de estos resultados, el pardmetro b puede ser determinado para cada valor de If
y PE mediante |as ecuaciones de regresion:

i 0,534-0,16l0glf ~0,270-(logf )>+2,0054-log PE}
Transformadadirecta: b = 10{
(5.1.15)
Trangormada b1 0{0,574—0,21-|og|f —0,250-(Ioglf )?+2,0047-log PE}
ransformadainversa: b =
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5.1.2.2. Tiempo de célculo medio

L os resultados obtenidos muestran que la dependencia del tiempo de célculo medio con If

puede ser obviada, siendo significativa tnicamente su dependencia con PE . En este andlisis se
consideran € tiempo de céculo correspondiente a la evaluacion directa de la NDFT dada por
(5.1.1) y € correspondiente a algoritmo de laNUFFT expuesto en la Seccion anterior.

Se redliza un andlisis de regresion con el programa SPSS. Los resultados obtenidos se
detallan en la Tabla 5-1-4. Los datos originales y los model os gjustados para las transformadas
directa e inversa se muestran en la Figura 5-1-8. Las diferencias relativas entre los valores
predichos y observados de ambos tiempos se muestran en la Figura 5-1-9. Estas diferencias son
suficientemente pequefias como para garantizar que los errores relativos cometidos en la
estimacion del tiempo de célculo medio no exceden € orden de magnitud del estimado.

Tabla 5-1-4: Resultados de los andlisis de regresion para el tiempo de célculo.

Evaluacion directadelaNDFT

Transformada directa

Transformada inversa

F* 1,8~ 143865,5

= F* 1,8~ 39280,261 o
R?;. = 0,999 (b< 0.000) R4 = 0,999 (b < 0,000)
Variable en el modelo Coeficiente (b+ o) Variable en el modelo Coeficiente (D+ 0y, )
(p <0,000) (p < 0,000)
N2 (2,443 + 0,012)-10° N2 (2,372 + 0,006)-10°

Algoritmo de laNUFFT

Transformada directa

F* 2,7 1035,164

Transformadainversa

RzaJ =0.999 F* 2,7 24542,850

Ry = 0998 (p.<0,000) (p < 0,000)
ici + ici +

Variable en el modelo Coeficiente (b+ 0y, ) Variable en € modelo Coeficiente (b+ 0y, )
(p < 0,000) (p < 0,000)

N (22 + 04)-10* N (2,48 + 0,08)-107*

N2 (32 * 05)-10” N2 (2,20 £ 0,09)-10”




224

Capitulo 5 — Interpolacién en las transformadas de Fourier mediante métodos alternativos

@)

30
25
20

JORN]

05

0.0
o

30
251
20F

(OREAS

0ar

i
200

L L L 00 I L L L L
600 500 1000 1200 1} 200 400 500 800 1000
PE PE

L
400 1200

(b)

Figura 5-1-8: Modelo ajustado para € tiempo de célculo medio vs. If end rango

5<If <25 para (a) la transformada directa y (b) la transformada inversa. Se muestran los

datos originales (puntos, tiempo de la evaluacion directa; asteriscos, tiempo del algoritmo de la
convolucion), modelos ajustados (linea continua) y los intervalos de confianza al 95% para los
modelos ajustados (lineas punteadas, excepto aquellas que son indistinguibles de éstos). Los
resultados se encuentran ordenados, de tal forma que la curva superior corresponde al tiempo
de calculo medio de la evaluacién directa de la NDFT, lainferior al tiempo de calculo medio del
algoritmo dela NUFFT.
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Figura 5-1-9: Residuos relativos correspondientes al modelo ajustado para el tiempo de calculo
Optimo vs. If . Se muestran los resultados correspondientes a la evaluacion directa (puntos) y e

algoritmo de la convolucion (asteriscos) para (a) la transformada directa y (b) la transformada
inversa. Las lineas punteadas se incluyen para facilitar la observacion de las tendencias.

A lavista de estos resultados, € tiempo de calculo medio puede ser determinado para cada
valor de PE mediante |l as ecuaciones de regresion:

typer = 2,44310°°-PE?

Transformada directa:

tyeer = 2,37210°°-PE?

(5.1.16)
tyoer = 2,210 *-PE+3,210 7 -PE?

Transformadainversa:

tuueer = 24810 -PE +2,2010°7 PE?2
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Obsérvese que el tiempo empleado por € algoritmo de la convolucidn es mucho menor que
e tiempo empleado en la evaluacion directa de (5.1.1), creciendo la separacion entre ambos

tiempos de célculo conforme lo hace PE . Ambos tiempos pueden ser reducidos si e algoritmo
es implementado empleando |as ventajas de |os lenguajes de programacion matriciales.

5.1.3. Algoritmo para las transformadas directa e inversa D-dimensionales

La metodologia expuesta para € caso méas general supone la generalizacion de la
anteriormente desarrollada para la transformada directa unidimensional. En esta Subseccion f
g, h representarén funcionesy F, G, H sustransformadas directas o inversas, dependiendo
del caso.

5.1.3.1. Datos de entrada

e NUmero dedimensiones: D .

e Vector columna de nimeros de puntos en cada dimension:
PE PE,--PE, .

D
Obsérvese que el niimero total de muestras viene dado por PE; PE, .
d1

e Vector columna de longitudes de las ventanas a lo largo de cada dimensién del
dominio natural: VX = (VX,,---,VX, )t :

e Vector fila de muestras de la funcion f cuya FFT (vs. IFFT) se busca

determinar: f = ( f,, fNT).

Xll )(1NT
e Matriz de coordenadas de lasmuestras; X =| : :

1 N
XD cee XDT

Obsérvese que la matriz X puede descomponerse por columnas en la forma

- . . . t
X = (xl,~-~,xNT>,detaI formaque el i -ésimo vector columna, X' :<Xix:3> , contiene

las coordenadas de la | -ésmamuestraen f, f;.
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e  Error relativo méximo admisible: E__, .

5.1.3.2. Pardmetros prefijados

e Tasadesobremuestreo: tSm 2.

e Filtro gaussiano con la aplicacion de la ventana de Hanning.

5.1.3.3. Parametros calculados

e Longitud de filtro (en funcion de E,, ) dada por la Tabla 5-1-2:
If If E_

If 1

e Constante auxiliar: If
y2 2

e Vector columna de pardmetros b (en funcién de PE y If ) dada por
(5115:b  b,---,by ,conb, b, N,,If d 1.-,D

5.1.3.4. Algoritmo

Paso 1

Se determinan mediante (5.1.2) y (5.1.3) los vectores columna de nuevos nimeros de puntos
y nuevos espaciados en los dominios natural y frecuencia alo largo de cada dimension:
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t

PE PE,,PE, ', PE, tsmPE, If 1

EX EX,-,EX, ' , EX, VX
tsm-PE,
EU EU,-,EU,', EU, tomPE, 2 1---D
tsmPE, If 1VX,
(5.1.17)

Obsérvese que € nuevo nimero total de muestras donde va a estimarse la transformada

D
viene dado por PE[ = H PE; .
d=1

los

Paso 2

Se determina el vector columna de parametros de corte:

XO Xf,xg t ’ Xg Ifl/zExd d 11’D (5118)

Paso 3

Se determinan los D vectores fila de coordenadas equiespaci adas:

x5 = (X (1), %5 (2) -+, X (PEy )) = (I, = Iy, + 1+, PEy —If, , —1)-EX;
vde{l,-,D}
(5.1.19)

Obsérvese que la malla de puntos donde van a ser determinadas las muestras viene dada por
PE; vectores columna

X X0 e XS i i, 1--,PE ,-, iy 1--,PE,
(5.1.20)

Paso 4

Se determinael tensor D -dimensional de muestras equiespaciadas de la funcién filtro:

g G bR, O
iy 1-PEp (5.1.21)

i, 1---,PE ,-, iy 1---,PE;

1 ip

Donde, unavez € filtro unidimensional se define mediante:
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11 s X e X %
g xb,x° 2 x° (5.1.22)

0 Otro caso
Sedefined filtro D -dimensiona de laforma:
D

g X0y, %7 (5.1.23)

d 1

0

g X, Xp;b,X

Paso 5

Se determina mediante (5.1.6) € tensor D -dimensional de muestras equiespaciadas como
resultado de la convolucion del filtro y lafuncién f :

PEr

h hl,...,iD ilzl"“’PEl ) hl,...,iD ‘ fJg X .
ip 1--PEp i1 (5.1.249)

i, 1---,PE ,-, iy 1--,PE,

Paso 6

Para calcular la FFT (vs. IFFT) de ambas funciones g y h, es preciso determinar sus
valores referidos a los vectores fila de  coordenadas  equiespaciadas

x4 :(0,1,---, PE, —1)-EX£, vd e{l,---, D}.
Esto puede redlizarse, dada la propiedad de periodicidad de la extension de ambas funciones

g y h, reordenando los valores anteriormente determinados mediante el siguiente
procedimiento:

Paso 6.1
vd e {1,---, D} realizar Paso 6.2
Paso 6.2

Vije (Lo PE}, .. . Vi, ello PE,), Vi el PELY, .
Vi, €{1,---,PE}} redizar Paso 6.3

Pas0 6.3
En g yh, reordenar los elementos con indices desde iy,---,iy 1,1y, iy hasta
Iy 1y 1, PEL iy, 1, insertando los elementos desde il,-~-,id_1,|f1/2 +Lig., 05

hasta iy, ig 4, PEy, g, oip y desde  ip,ee,ig g Ly, hasta
Iy g g 1fyoig,0,7o+,1p . en este preciso orden.
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Paso 7
Las transformadas de g yh reordenadas, G Gil,---,iD i 1 PEy y
ip L--PEp
H HilmiD h 1-PE , sedeterminan mediante el algoritmo de laFFT (vs. IFFT).
ip L--PEp
Paso 8
Se estima la transformada directa (vs. inversa) de f delaforma:
ip L PEp
Hil!"'!iD 1 Hil!""iD

F . EU,---EU, vs.F . (5.1.25)

v Gi1 Jo v EU---EU, Gi1,~-~,io

Laaplicacion de este algoritmo se gjemplifica en un caso sencillo en laFigura 5-1-10.
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Figura 5-1-10: Ejemplo de la aplicacion del algoritmo dela NUFFT.

Enestecaso PE =4 y VX =1, detal formaque EX =1/4, EU =27 yVU =8r,
y sedigen tsm=2y If =5, detal formaque PE'=12, EX'=1/8, VX' =12/8,
EU'=47/3yVU'=167.

(a) Funcion f y parametros del dominio natural original.

(b) Parametros de los dominios frecuencial original y nuevo.
(c) Funcionfiltro g y parametros del dominio natural nuevo.

(o Funcien h(x)=(f*g)(x).
(e) Filtro muestreado, una vez reordenado.

(f) Funcion h muestreada, una vez reordenada.
(9)DFTde g.

(h) DFTde h.
(i) Transformada de Fourier directa de f : transformada analitica (linea), NDFT (puntos) y
NUFFT (circulos).

En este caso E, = 9.410™*, lo que se encuentra de acuerdo con los resultados que se
muestran en la Tabla 5-1-2.

En todos los casos se representa en azul la parte real, en rojo la parte imaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacién de las tendencias.
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Figura 5-1-10: Ejemplo de la aplicacion del algoritmo de la NUFFT.
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5.2. Interpolacion en las transformadas de Fourier mediante técnicas generales

Como se ha mencionado anteriormente, en este Capitulo se estudian las metodologias de
interpolacion implementadas en MATLAB (Hanselman y Littlefield, 2001): vecinos més
préximos, interpolacion lineal, interpolacion mediante splines cubicos e interpolacién mediante
polinomios de Hermite ciibicos; empleandose como ventana un pulso cuadrado.

5.2.1. Interpolacion en la transformada de Fourier directa
En esta Subseccién se realizan interpolaciones andlogas a las expuestas en las figuras 444

a4-46delagd.dl.

L os resultados obtenidos se muestran en las figuras 5-2-1 a 5-2-8:

233
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Paginas pares:

* /4
(a) Transformada de Fourier directa ( Fo 82’2‘38 ) 81 (puntos), transformada para interpolar
' ' /S L aon

’
( Fo,gég;Sla )(u) (linea continua), funcion interpoladora ( FO,gégflg ) (U) (linea punteada) y

005 |47/
transformada inter polada (Fo,oés;lg) e (circulos), y (b) detalle.
Z” ;3407r
4

* ”/4
(c) Transformada de Fourier directa ( Fo c?z’g?lg ) 81 (puntos), transformada para interpolar
! ' /S a0n

’
( Fo,gég?lg )(u) (Iinea continua), funcién inter poladora ( Fo,gég?lg ) (u) (linea punteada) y

. 005 |06
transformada interpolada ( Fo 0251 )
278 /0,31

135 lge

(circulos), y (d) detalle.
0

En todos |os casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria
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Paginas impares:

—_ G oo /4
(@) Transformada de Fourier directa ( 0,025;1 )”

. (puntos), transformada para interpolar
1407

!
(Go,odgss;na ) (u) (linea continua), funcidn interpoladora (Go,gg?na ) (u) (linea punteada) y
0,05 )7/
transformada interpolada (Go,oés;ls ) (circulos), y (b) detalle.

%ﬂ/&lg‘w”
2

* ”/4
(c) Transformada de Fourier directa (Go%’gss.]s ) . (puntos), transformada para interpolar
TR 78 0,

’
(GO’%'SSS;IB ) (u) (linea continua), funcion interpoladora (Go,gfss;ls ) (u) (linea punteada) y

10,6

transformada inter polada (Ggygg)ss; 1 ) (circulos), y (d) detalle.
.0

0,3;1gg

* 7[/4
(e) Transformada de Fourier directa ( KO%SE?]B ) e (puntos), transformada para interpolar
T8 78 g0,

’
( Ko,odgss;xg ) (u) (linea continua), funcion interpoladora ( Ko’g'zoss;lg ) (U) (linea punteada) y

005 )47/
transformada inter polada (Ko,oés;lg) e (circulos), y (f) detalle.
Z” ;340/r
4

* /4
(g) Transformada de Fourier directa ( Ko%gg-lg ) 81 (puntos), transformada para interpolar
TS w8 0,

’
( KO’%'S;IS ) (u) (linea continua), funcion interpoladora ( Ko,g'zoss;ng ) (u) (linea punteada) y

, +005 \'%6
transformada interpolada ( Ko,oés;ls ) 03]

i lgg

(circulos), y (h) detalle.
0
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15 15
-10
. g 0 & a0 o I

@) ’ (b)
15
-10 10 g 4
. g 0 e e I I . TR

© : ’ (d)

Figura 5-2-1: Interpolacion en la transformada de Fourier directa mediante el método de

vecinos mas proximos, Ejemplo 1.
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@ (b)
(© (d)
2 g3 0 w w0 0 iE T T ¥ & 0 2 14 15 @@
(e) ’ ’ ®
2 | | | | . \ P \ | \ . , . . . ,
i 20 0 &0 Eil 10 120 o 2 4 B & 10 12 14 & 18 M
)] ) ) (h)

Figura 5-2-2: Interpolacion en la transformada de Fourier directa mediante el método de
vecinos mas proximos, iemplos | y I11.
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15 15
-10 10 4
. 20 i e an T I 5 2 : B E T T R VRN R R

@) ’ ’ (b)
15 15
-10 -10 4
. 20 i & an 100 70 g 2 1 5 5w 12 14 6w ™

© } ’ (d)

Figura 5-2-3: Interpolacién en la transformada de Fourier directa mediante interpolacion
lineal, Ejemplo I.
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25 25
2 2

@ (b)

(© (d)
2 g3 0 w w0 0 iE T T ¥ & 0 2 14 15 @@

(e) ’ ’ ®

@ : “ 0

Figura 5-2-4: Interpolacion en la transformada de Fourier directa mediante interpolacion
lineal, ejemplos 1l y I11.
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@) i '

L L 5
20 40 B0 a0 100 120 [1} 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

© ; ’

(b)

(d)

Figura 5-2-5: Interpolacién en la transformada de Fourier directa mediante splines cubicos,
Ejemplo 1.
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@) (b)
(© (d)
© ()
© L . R R R R o

Figura 5-2-6: Interpolacion en la transformada de Fourier directa mediante splines cubicos,
gjemplos|l y 111,
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1)
@ ' ’ (b)
15
10 ]
20 40 B0 &0 150 1&0 : -WSD 2‘ A‘i é é 1‘0 1‘2 1‘4 1;3 1‘8 20
(©) ) ’ (d)

Figura 5-2-7: Interpolacién en la transformada de Fourier directa mediante interpolacién por
polinomios de Hermite cubicos, Ejemplo I.
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il
|H h Jh

3 | & 4 '
Iy o ¥ \ beY
R SR A S P(;?ow';i
N g3 40 = ] 100 120 i : ) ;
@ ’ ’ (b)
25 25
(© (d)
(e) ®
“ z 1 & ] 0 T 02 1 5 & w0 12 1 15 1 @
(@) ’ ' (h)

Figura 5-2-8: Interpolacion en la transformada de Fourier directa mediante interpolacidn por
polinomios de Hermite cbicos, ejemplos |1 y I11.
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5.2.2. Interpolacion en la transformada de Fourier inversa

En esta Subseccién se realizan interpolaciones andlogas a las expuestas en las figuras 4-4-10
ad4-4-12delag4.4.2.

L os resultados obtenidos se muestran en las figuras 5-2-9 a 5-2-16:
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Paginas pares:

0,05
* ”/4 '
(a) Transformada de Fourier inversa (( fo 82’251 ) ) (puntos), transformada para
02515 ) a1
/8 a0~ ] 0,025:1,

. 005 Y74 ] . o
interpolar (fo,oé5;18> (X) (linea continua), funcidn interpoladora

/8140,

£7005 e\ ] .
( 0,025;15 )”/8;140 (X) (linea punteada) y transformada interpolada

£ 0.05 ”/4 '%0,05 )

( oo )”/8.I (circulos), y (b) detalle.
Loz /] 20,0251,

7

005 V4 0%
; ) (puntos), transformada para

(c) Transformada de Fourier inversa ( fo 0251
o8 ) /8140, 0,025;1,

* 7[/4
interpolar (( fo,gég?ls )”/8‘140 )(X) (linea continua), funcion interpoladora

£7005 e\ ] .
( 0,025;1, )”/8;]40” (X) (linea punteada) y transformada inter polada

*0,05 7[/4 100%
(( fo 0251 ) ) (circulos), y (d) detalle.
el ) 18140, 0,018;15 760

En todos los casos se muestra en azul la partereal, enrojo la parte imaginaria



5.2. — Interpolacion en las transformadas de Fourier mediante técnicas generales 247

Paginas impares:

voos \F4 0,05
) (puntos), transformada para

(a) Transformada de Fourier inversa (( Jo.005:1 ‘
8/ 7/8 1wz ) 0,025:1,

*0,05 )”/4

interpolar (( g0 02515 ) g1, )(X) (Iinea continua), funcidn interpoladora

!
“005 )7 li d sformada interpolad
90,025:19 /Ly, (X) (linea punteada) y transformada interpolada

120,05

0,05 \7/4
( Oo.0251 ) (circulos), y (b) detalle.
8 ) /8140, 30,0514,

4

x005 |74 0.05
) (puntos), transformada para

(c) Transformada de Fourier inversa (( 00,0251
8/ 7/81aox /0,025;1,

*0,05 )”/4

interpolar (( Jo,025: o) st )(X) (Iinea continua), funcién interpoladora

coos V4 ] .
90,0051, . (X) (linea punteada) y transformada inter polada

*0,05 7[/4 10,086
(( Yo,025:1, ) 81 ) (circulos), y (d) detalle.
7/8 140, 0,018;15 769

005 \7* 0.5
. ) (puntos), transformada para

(e) Transformada de Fourier inversa (( k0 02515 ) 5.
' 7/ 5 407

0,025;14
. | +005 "/ ) (i . funcion lad
interpolar 92515 ) g1, ( ) (Iinea continua), funcién interpoladora
*0,05
(( 025 1 )”/8J ) (Ilnea punteada) y transformada inter polada

. 0.05 7[/4 ’3005
(( 025[) ) (circulos), y (f) detalle.
8/ /8 liox j00251,,

oos V74 O
. ) (puntos), transformada para

(9) Transformada de Fourier inversa (( k; 025:1

y 8 7[/8;]40,7 0'025;]8
. £0.05 /4 B i L, .
interpolar ( k0'025; 1y ) ( X) (Iinea continua), funcion interpoladora

”/8;]401

co0s \4 ) ) .
( ’025;18) 81 (X) (linea punteada) y transformada inter polada
/0 40,

*0,05 ﬂ/4 o
(( 0251 ) ) (circulos), y (h) detalle.
8/ 7/8 140, 0,018;15 760
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@

(©

0.2

-0.4

06

0.8

0.2

04

0B

-08

1

0,
08 i
3
06
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-1l
-t | p o
0 'l"g""i‘ B 4

K] L L L L L L L L L
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
u

1

0.8 -

0.6

0.4

0z

1}

B L L L L L L L L L
0 o1 02 03 04 05 0B 07 08 09 1
u

(b)

(d)

Figura 5-2-9: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante el método de

vecinos mas proximos, Ejemplo 1.
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@) (b)
(© (d)
© ()
9 E?D R R I a ﬂig A7 A5 Te § 7 27 5 2_5 o

Figura 5-2-10: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante el método de
vecinos mas proximos, eiemplos | y 111,
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(@ (b)

R L L L L L L L K] L L L L L L L L L
a 1 2 3 4 5 6 7 8 [1} o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
® u
© (d)

Figura 5-2-11: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante interpolacion
lineal, Ejemplo I.
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@) (b)
(© (d)
© ()
9 VD?D L E ﬂ'jg i W5t 3 2 27 3 7 2_5 o

Figura 5-2-12: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante interpolacion
lineal, ejemplos 11 y I11.
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(@ (b)

R L L L L L L L K] L L L L L L L L L
a 1 2 3 4 5 6 7 8 [1} o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
® u
© (d)

Figura 5-2-13: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante splines cubicos,
Ejemplo 1.
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@) (b)
(© (d)
© ()
9 VD?D L E ﬂ'jg i W5t 3 2 27 3 7 2_5 o

Figura 5-2-14: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante splines cubicos,
gjemplos|l y 111,
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(@ (b)

R L L L L L L L K] L L L L L L L L L
a 1 2 3 4 5 6 7 8 [1} o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
® u
© (d)

Figura 5-2-15: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante inter polacién por
polinomios de Hermite cubicos, Ejemplo I.
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Figura 5-2-16: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa mediante inter polacion por
polinomios de Hermite clbicos, gjemplos 11 y I11.
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5.3. Relaciones entre las transformadas directa e inversa interpoladas
y la funcion original

En esta Seccidén se estudian las relaciones entre las transformadas directa e inversa
interpoladas mediante métodos generales y la funcion original, asi como la relacién entre la
NUIFFT delatransformada directainterpoladay lafuncion original.

5.3.1. Relacién entre la transformada inversa de la transformada directa
interpolada mediante técnicas generales y la funcién original

En esta Subseccion se realizan las transformaciones analogas a las expuestas en las figuras
4-5-4 a4-5-8 dela 84.5.2 parala comparacion entre latransformada inversa de la transformada
directainterpoladay lafuncién original .

L os resultados obtenidos se muestran en las figuras 5-3-1 a5-3-8:
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Paginas pares:

(a) Funcién f (lineas) y valores de la transformada inversa de la transformada directa
2/30

2
137/4
*0,05 4 . .
; ( f0 0951 ) (circulos) en € intervalo
s hlg %”/8;1340”

a7 1301155

interpolada (32 /3

(-0,025,7,975).

(b) Funcién f (lineas) y valores de la transformada inversa de la transformada directa

2 27/96

005 )08 ) .

; ( f0 0951 ) (circulos) en e intervalo

025 J 0,3:Tg4
" 7[9614na

interpolad
inter pol a a(32/3

(-0,025,7,975).

En todos |os casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parteimaginaria. Laslineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacién de las tendencias.
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Paginas impares:

(a) Funcion g (puntos) y valores de la transformada inversa de |a transformada directa

2 2/30
s { (2,07

(-0,025;7,975).
(b) Funcién g (puntos) y valores de la transformada inversa de la transformada directa
2/30
interpolada[ 8 j (g*°'°5. )I%”M (circulos) en €l intervalo
32/3 0,025;14 Saf8ily,

4 1/30;133

interpolada ( (circulos) en € intervalo

37/81
4712 340,
4 1301353

(-0,025,7,975).

(c) Funcion g (puntos) y valores de la transformada inversa de |a transformada directa

2 27/96
005 |06 ) .
; (go 025:1 ) (circulos) en € intervalo
870,316
' ”/96314;[/3

32/3
(~0,025;7,975).

(d) Funcién g (puntos) y valores de la transformada inversa de la transformada directa

27/96
0,05 %6 ) .
: (go 0251 ) (circulos) en € intervalo
T8/ 0.3 g6
”/96?14”/3

interpolada (

interpolada
(32/3

(-0,025,7,975).

(e) Funcion k (puntos) y valores de la transformada inversa de la transformada directa

2 2/30
137/4
*0,05 )4 . .
j ’ ( 025.“[8) (circulos) en @ intervalo

%”/8:13407:
4 Y30:15y3

32/3
(~0,025,7,975).

(f) Funcion Kk (puntos) y valores de la transformada inversa de la transformada directa
2/30
N r§,z-/4
; ( %2055.1 ) : (circulos) en €l intervalo
et ) 37/81, .
477 J1Y30: 153

interpolada (

interpolada (32 /3

(-0,025;7,975).

(g) Funcién k (puntos) y valores de |a transformada inversa de la transformada directa

2 27/96
005 \'0® ) _
| (ko 025:1 ) (circulos) en € intervalo
278 /03166

/9614773

interpolada [32 /3

(-0,025;7,975).

(h) Funcién k (puntos) y valores de |a transformada inversa de la transformada directa

8 06 27/96

. *0,05 ' . .
interpolada . iy circulos) en € intervalo
p (32/3J (( Ko,025:1, ) 0'3;196‘0) ( )

/961143

(-0,025,7,975).
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(@)

(b) :

Figura 5-3-1: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada
mediante el método de vecinos mas proximosy la funcion original, Ejemplo I.
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Figura 5-3-2: Relacion entre la transformada inversa de |a transformada directa interpolada
mediante el método de vecinos méas proximosy la funcion original, eiemplos|1 y 111.
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(@)

(b) :

Figura 5-3-3: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada
mediante interpolacion lineal y la funcién original, Ejemplo 1.
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Figura 5-3-4: Relacion entre la transformada inversa de |a transformada directa interpolada

mediante interpolacion lineal y la funcién original, ejemplos 11 y 111.
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(@)

(b) :

Figura 5-3-5: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada
mediante splines cubicosy la funcidn original, Ejemplo .
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Figura 5-3-6: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada
mediante splines cibicosy la funcién original, giemplos 11 y [11.
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(@)

(b) :

Figura 5-3-7: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada
por polinomios de Hermite cubicosy la funcidn original, Ejemplo I.
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Figura 5-3-8: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada
por polinomios de Hermite cubicos y la funcién original, gemplos |1 y 111,
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5.3.2. Relacion entre la interpolacion mediante técnicas generales de la
transformada inversa de la transformada directa interpolada
y la funcién original

En esta Subseccion se realizan las transformaciones analogas a las expuestas en las figuras
4-59 a 4-5-13 de la 84.5.3 para la comparacion entre la interpolacion de la transformada
inversa de latransformada directa interpoladay la funcién original.

L os resultados obtenidos se muestran en las figuras 5-3-9 a 5-3-16:
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Paginas pares:

(a) Funcién f (lineas) y valores de la interpolacion de la transformada inversa de la
10,05

2
* ,3”/4
J ; (f 005 )4 (circulos) end

0,025;1 .
8 %7[/8, :[%40”

transformada directa interpolada
32/3

0,025;14

intervalo (—O, 025;7, 975) .

(b) Funcién f (lineas) y valores de la interpolacion de la transformada inversa de la

2 10,05
. . 8 0,05 |06 )
transformada directa interpolada ; ( fo 0251 ) (circulos) en €
32/3 TR/ 03l 0,025;1,

intervalo (—O, 025;7, 975) .

En todos |os casos se muestra en azul la partereal, enrojo la parte imaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacion de las tendencias.
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Paginas impares:

(&) Funcion g (puntos) y valores de la interpolacion de la transformada inversa de la
10,05

2
005 |47/ )
' (90 025;1 ) (circulos) en e
eTs %71'/8;13
Z4O7[

transformada directa interpolada
32/3
0,025;14
intervalo (—O, 025;7, 975) .
(b) Funcién g (puntos) y valores de la interpolacion de la transformada inversa de la

10,05
*0’05 ,%71'/4 .
| ( Y 025;14 ) (circulos) en el

3./8]
471'/8,173;40”

transformada directa interpolada
32/3

0,025;1
intervalo (—0, 025;7, 975) .

(c) Funcién g (puntos) y valores de la interpolacion de la transformada inversa de la

2 10,05
. . 8 005 )06 )
transformada directa interpolada : ( Jo 0251 ) (circulos) en €
32/3 TR/ 03 a0 0,025;1,

intervalo (—O, 025;7, 975) .

(d) Funcion g (puntos) y valores de la interpolacion de la transformada inversa de la

8 005 |08 o
transformada directa interpolada 1195 005 (circulos) en el
32/3 002515 ) 441
/ 00 ) 10,0251

intervalo (—O, 025;7, 975) .

(e) Funcion k (puntos) y valores de la interpolacion de la transformada inversa de la
10,05

2
+0,05 \ 474 )
; ( 0251 ) (circulos) en el
e %”/S;Héwn
4 0,025;14

transformada directa interpolada 8
32/3
intervalo (—O, 025;7, 975) .

(f) Funcién K (puntos) y valores de la interpolacion de |a transformada inversa de la
10,05

+0,05 '\ 474 )
; 025:1 ) (circulos) en e
T8 ) 34781,
=407
4 0,025;14

transformada directa interpolada 8
32/3
intervalo (—O, 025;7, 975) .

() Funcién K (puntos) y valores de la interpolacion de la transformada inversa de la

2 10,05
. . 8 0,05 |06 )
transformada directa interpolada : (ko 025:1 ) (circulos) en €
32/3 T8/ 03660 0,025:1,

intervalo (—O, 025;7, 975) .

(h) Funcién K (puntos) y valores de la interpolacion de la transformada inversa de la

8 vog (06 10,05
transformada directa interpolada ; k0 or. (circulos) en €
32/3 02515 ) 5
/ TR0/ 0,025;14

intervalo (—O, 025;7, 975) .
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(@)

(b) :

Figura 5-3-9: Relacion entre la interpolacién de la transformada inversa de la transformada
directa interpolada mediante el método de vecinos mas proximos'y la funcién original,
Ejemplo 1.
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Figura 5-3-10: Relacion entre la interpolacion de la transformada inversa de la transformada
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(@)

(b) :

Figura 5-3-11: Relacion entre la interpolacion de la transformada inversa de la transformada
directa interpolada mediante interpolacion lineal y la funcion original, Ejemplo .
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Figura 5-3-12: Relacion entre la interpolacion de la transformada inversa de la transformada

directa interpolada mediante interpolacion lineal y la funcién original, ejemplos 11 y I11.
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(@)

(b) :

Figura 5-3-13: Relacion entre la interpolacion de la transformada inversa de la transformada
directa interpolada mediante splines cllbicos y la funcion original, Ejemplo I.




5.3. — Relaciones entre las transformadas directa e inversa interpoladas y la funcion original 277
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Figura 5-3-14: Relacion entre la interpolacion de la transformada inversa de la transformada
directa interpolada mediante splines cibicosy la funcién original, ejemplos |1 y I11.




278 Capitulo 5 — Interpolacién en las transformadas de Fourier mediante métodos alternativos

(@)

(b) :

Figura 5-3-15: Relacion entre la interpolacion de la transformada inversa de la transformada
directa interpolada por polinomios de Hermite clbicos y la funcion original, Ejemplo I.
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Figura 5-3-16: Relacion entre la interpolacion de la transformada inversa de la transformada
directa interpolada por polinomios de Hermite ctbicosy la funcion original, gemplos 11 y 111.
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5.3.3. Relacién entre la NUIFFT de la transformada directa interpolada
y la funcién original

En esta Subseccion se realizan las transformaciones analogas a las expuestas en las figuras
de las Subsecciones anteriores para la comparacion entre la NUIFFT de la transformada directa
interpoladay lafuncién original.

L os resultados obtenidos se muestran en las figuras 5-3-17 y 5-3-18:
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Paginas siguientes:

Figura 5-3-17: Relacion entre la NUIFFT de la transformada directa interpolada y la funcién
original, Ejemplo |.

(a) Funcién f (lineas) y valores de la NUIFFT de la transformada directa interpolada
(circulos) en el intervalo (—O, 025;7, 975) )

(b) Funcién f (lineas) y valores de la NUIFFT de la transformada directa interpolada

(circulos) en el intervalo (—0, 025; 7,975) )

En todos casos la NUIFFT ha sido calculada para un error relativomaximo E__ = 1073,y

contiene PE "= 323 puntos, uniformemente espaciados con intervalo EX' = 0,0648.

Se muestra en azul la parte real, en rojo la parte imaginaria. Las lineas punteadas se incluyen
para facilitar la observacién de las tendencias.
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Figura 5-3-18: Relacion entre la NUIFFT de la transformada directa interpolada y la funcién
original, giemplos 1 y I11.

(a) Funcion g (puntos) y valores dela NUIFFT de |a transformada directa inter polada

(circulos) en el intervalo (—O, 025;7, 975) :
(b) Funcién g (puntos) y valores dela NUIFFT de |a transformada directa interpolada

(circulos) en el intervalo (—O, 025: 7,975) :

(c) Funcion g (puntos) y valores de la NUIFFT de la transformada directa interpolada

(circulos) en el intervalo (—O, 025; 7,975) .
(d) Funcién g (puntos) y valores dela NUIFFT de la transformada directa interpolada

(circulos) en el intervalo (—O, 025; 7,975) .

(e) Funcion Kk (puntos) y valores de la NUIFFT de la transformada directa inter polada
(circulos) en el intervalo (—O, 025:7, 975) :
(f) Funcion k (puntos) y valores de la NUIFFT de la transformada directa interpolada
(circulos) en el intervalo (—0, 025;7, 975) )
(9) Funcién k (puntos) y valores de la NUIFFT de la transformada directa interpolada
(circulos) en el intervalo (—O, 025:7, 975) :
(h) Funcién k (puntos) y valores de la NUIFFT de la transformada directa interpolada

(circulos) en el intervalo (—0, 025; 7,975) )
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(@)

(b) -

Figura 5-3-17: Relacion entre la NUIFFT de la transformada directa interpolada y la funcion
original, Ejemplo I.
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Figura 5-3-18: Relacion entre la NUIFFT de la transformada directa interpolada y la funcion
original, giemplos|l y I11.
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5.4. Analisis delos resultados:
Eleccidon del método de interpolacion en la transformada de Fourier

El método de interpolacion por vecinos mas proximos (Cf. figuras 5-2-1y 5-2-2, 529y
5-2-10) es el mas simpley, por €ello, el maés eficiente en términos de tiempo de cdmputo. Este
método puede emplearse apropiadamente para la interpolacion de funciones suficientemente
regulares que se encuentren bien definidas por sus muestras.

Los métodos de interpolacion lineal (Cf. figuras 52-3 y 524, 5-2-11 y 5-2-12) y por
splines cubicos (Cf. figura 5-2-5 y 5-2-6, 5-2-13 y 5-2-14) son los que permiten obtener, en
todos los casos, resultados mas proximos a las transformadas que se obtienen mediante la
aplicacién del Teorema del Muestreo generalizado.

El método de interpolacion mediante polinomios de Hermite cubicos (Cf. figuras 5-2—7 y
5-2-8, 52-15 y 5-2-16) permite obtener funciones interpoladoras muy proximas a las
transformadas que se obtienen mediante la aplicacion del Teorema del Muestreo generalizado en
el caso de funciones suaves. En € caso de funciones con variaciones grandes en intervalos
pequefios del dominio, tiende a producir funciones interpoladoras con extremos muy
pronunciados, por lo que este método no es apropiado para €l caso de funciones constituidas por
suma de impul sos.

En las figuras 5-3-1 a 5-3-8, correspondientes a la relacion entre la transformada inversa
de la transformada directa interpolada mediante técnicas generales y la funcién original, se
aprecian fuertes discrepancias entre los valores de las transformadas inversas y las funciones
originales, siendo este efecto mas notorio en €l caso correspondiente al Ejemplo |, donde la
funcion en e dominio natural no esta constituida por suma de impulsos. Como ya se adelant6 en
el Capitulo 4, estas discrepancias pueden ser debidas a la acotacion introducida en el dominio
frecuencial, asi como a hecho de que las discretizaciones del Teorema Integral de Fourier
expuestas en (4.1.18) y (4.1.20) no dejan de ser aproximaciones de las integrales expuestas en
(4.1.7) y (4.1.11). En los casos que se tratan en €l presente Capitulo, estas discrepancias se ven
incrementadas por el efecto numérico introducido al emplear como funcién interpoladora de la
transformada de Fourier una distinta de laindicada por €l Teorema del Muestreo generalizado.

En los casos correspondientes alos ejemplos 11 y 111, en que las funciones estan constituidas
por suma de impulsos, puede apreciarse la presencia de impulsos “fantasma’ distribuidos a lo
largo del dominio natural, siendo este efecto més importante en el caso de la interpolacion
mediante polinomios de Hermite clbicos. Este efecto, mas acusado en el caso en que €
espaciado de interpolacion en el dominio frecuencial no es submdiltiplo del espaciado original, se
minimiza en el caso en que los impulsos se encuentran distribuidos en una region més préxima
al origen (Ejemplo 111). Esto es debido a que en este Gltimo caso las transformadas son funciones
mas suaves y las funciones interpoladoras se aproximan en mayor medida a las indicadas por el
Teorema del Muestreo generalizado, como puede apreciarse en las figuras 5-2—-2, 5-2-4, 5-2-6
y 5-2-8.

En las figuras 5-3-9 a 5-3-16, correspondientes a la relacion entre la interpolacion
mediante técnicas generales de la transformada inversa de la transformada directa interpolada y
la funcion original, asi como en las figuras 5-3-17 y 5-3-18, correspondientes a la relacion
entre la NUIFFT de la transformada directa interpolada y la funcion original, se aprecian
caracteristicas andlogas a las mencionadas anteriormente para las figuras 5-3-1 a 5-3-8.

En este caso, es preciso considerar que esta metodologia (la eleccion de la longitud del filtro

Optima y el parametro del que depende la funcion filtro) ha sido desarrollada para funciones
cuyas muestras, aun no encontrandose uniformemente espaciadas, ocupan toda la longitud de la
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ventana en que esta definida. En las funciones que se tratan en esta Tesis, tal como se expone en
la Seccidon 3.2.3.2, las muestras que definen el espectro en general no se encuentran en la zona
de frecuencias altas, por |o que es de esperar que €l gjuste no sea éptimo para estas frecuencias.

Los tiempos de calculo medio de las interpolaciones expuestas en las figuras del presente
Capitulo para cada método de interpolacién se muestran en la Tabla 54-1, donde puede
apreciarse como los tiempos de calculo medios obtenidos con los algoritmos de la NIDFT o
NUIFFT son varios 6rdenes de magnitud superiores a los obtenidos con los métodos de
interpolacién genéricos.
Tabla 54-1: Tiempos de calculo medio de lasinterpolaciones expuestas en las figuras del
presente Capitulo para cada método de interpolacién.
Tiempo (s)
Vecinos mas Interpolacién Splines PoI|nom|_os
NIDFT NUIFFT o . b de Hermite
préximos lineal cubicos L
cubicos
PE =128 0,0334 0,353 0,0016 0,0017 0,0074 0,0047
PE = 256 0,0773 0,0779 0,0021 0,0022 0,0097 0,0064
PE =512 0,1965 0,1846 0,0033 0,0033 0,0146 0,0096
PE = 1024 0,5608 0,4846 0,0054 0,0057 0,0241 0,0169
PE = 2048 1,7927 1,4307 0,0099 0,0110 0,0468 0,0339
PE = 4096 6,2698 4,7068 0,0193 0,0212 0,0952 0,0693

Como ha sido anteriormente expuesto, d método de la NUIFFT es uno de los maés
apropiados para €l tratamiento de espectros con muestras no equiespaciadas. Teniendo en cuenta
lalimitacion arriba expuesta, referente al gjuste en las atas frecuencias, y los tiempos de calculo
expuestos en la Tabla 5-4-1, se opta por la interpolacién mediante splines cubicos en la
implementacién del algoritmo expuesto en € Capitulo 3y desarrollado en el Capitulo 6.

% Los tiempos referidos han sido determinados en la gjecucion en la maquina descrita en la Introduccion del

Capitulo 7.



Capitulo 6

| mplementacion de los algoritmos






Introduccién

En este sexto Capitulo se expone la estructuracion de los algoritmos para la resolucién de
los problemas directo e inverso, para perfiles y cubos, en sus modulos constituyentes. Estos
algoritmos se implementan en el lenguge de MATLAB® Version 6.5.0.180913a (R13),
desarrollado por la compafiia The MathWorks, Inc. (Hanselman y Littlefield, 2001),
empledndose una estructura modular, con objeto de facilitar las futuras modificaciones, que
pueda ser incluido en un programa mas amplio de andlisis y tratamiento de radargramas.

La metodologia empleada en el desarrollo de los algoritmos, basada en |as transformadas de
Fourier, yatiene en cuenta en forma natural la difraccion, por lo que Unicamente debe tenerse en
cuenta, previo ala aplicacion del filtro, la posible existencia de reflexiones mdltiples. Tal como
se menciond en e Capitulo 3, dedicado a disefio de los agoritmos, en la resolucién del
Problema Directo se determinan las posiciones y reflectividades de unos reflectores ficticios que
permitan su aparicion en e radargrama. En laresolucion del Problema Inverso, en cambio, no se
procedera a la eliminacién de las multiples. Estos aspectos seran discutidos en € Anexo B del
presente Capitulo.

Este Capitul o se encuentra dividido en tres Secciones dedicadas, respectivamente:

e A la descripcidn técnica del algoritmo implementado para la resolucion del
Problema Directo en dos dimensiones.

e A la descripcion técnica del agoritmo implementado para la resolucion del
Problema Inverso en dos dimensiones.

e A ladescripcion técnica del algoritmo implementado para la resolucion de los
problema Directo e Inverso en tres dimensiones.

Asi mismo, se incluyen dos Anexos dedicados, respectivamente:

e A la metodologia para la determinacion de la velocidad de propagacion
promedio parael Problema Directo.

¢ A la metodologia para la determinacion de las ondas reflejadas mltiples en
cada traza
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6.1. Descripcion técnica del algoritmo implementado para la resolucion del
Problema Directo en dos dimensiones

Este algoritmo permite resolver el Problema Directo para €l caso de un Unico perfil, cuyo

rumbo se asume en la direccién del ge & Se emplea la metodologia expuesta en la §83.3,
obteniéndose los efectos de la difraccidon, asi como la expuesta en €l Anexo B para la
determinacion de las ondas reflgjadas mltiples en cada traza.

En la Tabla 6-1-1 se exponen los médulos en que se subdivide € agoritmo, que serén
descritos en las siguientes Subsecciones.

Tabla 6-1-1: Relacion de modulos de que consta el algoritmo implementado para la resolucién
del Problema Directo en dos dimensiones. Las flechas indican llamadas a los médul os
correspondientes.

coordenadas
cZ Lz perfil - media_perfil

) ) ) coordenadas
indices 72D perfil ~ lnedia_perfil

cm LD perfil — media_perfil

indices2distribucion perfil - multiples_pd
perfil pd - natural2frecuenciall
natural2frecuencial2
ampliar perfil

indices2seccion_perfil —

Operfil
Kperfil
dKdQperfil
spline3interp

filtrar FFT2 pd -

frecuencial2natural
reducir perfil

En estos modulos se emplean las funciones implementadas por MATLAB (p.e. fftn e
ifftn para determinar las transformadas de Fourier directa e inversa, cell para definir
vectores de matrices), asi como agunas de las funciones incluidas en sus toolboxes. mean,
fftshift,ifftshift, num2str, str2numy linspace.

293




294 Capitulo 6 — Implementacién de los algoritmos

6.1.1. Modulo perfil _pd

Este es el guion del agoritmo que permite resolver el Problema Directo para un tnico perfil.
En é € usuario debe explicitar los parametros que definen el modelo fisico cuyo radargrama
sintético se quiere determinar. Todos €ellos deberan estar expresados en el Sistema Internacional
de Unidades.

(1) Parametros genéricos

Se definen |os parametros genéricos.

e Frecuenciadelaantena, @ .

e Condicion de reflectividad minima para el calculo de ondas maltiples, I ;ima
(Cf. 86.1.8).

(2) Parametrizacion de los medios presentes en el modelo

Se definen |as caracteristicas de los medios presentes en el modelo (denotados 1, 2, etc.):

e Permitividad eléctricarelativa, &, .
o  Permesbilidad magnéticarelativa, L, .

e Conductividad eléctrica, o .

Con estos valores para cada medio se calcula, de acuerdo con las expresiones expuestas en
¢l Capitulo 1:

e Permitividad eléctrica, & .

e  Permesbilidad magnética, .
e Impedancia, 77.

e Constante de propagacion, ¥ .

e Velocidad de propagacion, C.
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Y se construyen los vectores de:

Permitividades eléctricas.
Permeabilidades magnéticas.
Conductividades.
Constantes de propagacion.

Vel ocidades de propagacion.

Estos vectores se definen de tal forma que e elemento i—€simo de cada uno de ellos contiene
el valor del parametro correspondiente al medio denotado .

(3) Parametrizacion de los reflectores presentes en el modelo

Cada reflector se denota mediante un codigo de dos digitos, de tal forma que € reflector
definido por layuxtaposicién del medio @ sobre el medio b serepresentapor ab.

Para cada reflector se calcula, de acuerdo con |as expresiones expuestas en €l Capitulo 1:

Coeficiente de reflexion, I, .
Coeficiente de transmision descendente, T, .

Coeficiente de transmision ascendente, t,, .

Obsérvese que, al ser I, = —TI,, sOlo secalculael valor del coeficiente de reflexion parala

onda descendente. Esto no ocurre en el caso de los coeficientes de transmision, por 1o que se
calculan explicitamente ambos (Cf. §1.2.2.1).

Se construyen los vectores de:

Cadigos.
Coeficientes de reflexion.
Coeficientes de transmision descendente.

Coeficientes de transmision ascendente.

Estos vectores se encuentran en correspondencia biunivoca, de tal forma que los valores de
|os pardmetros contenidos en los el ementos i—€simos de | os vectores de coeficientes de reflexién

y transmision son los correspondientes a reflector cuyo codigo se encuentra contenido en el
elemento i—ésimo del vector de cédigos.
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(4) Caracteristicas geométricas del modelo

Se definen las caracteristicas geométricas del modelo para la coordenada de tiempos dobles
derecorrido:

e Numerodepuntosend ge, PET .

e Longitud del intervalo muestreado, LT .

Se definen las caracteristicas geométricas del modelo para la coordenada de distancia
horizontal en ladireccion y sentido del perfil:

e Numerodepuntosen e ge, PEX .2

e Longitud del intervalo muestreado, LX .

Con estos valores, mediante llamada a médulo coordenadas (Cf. §6.1.2.1), se calcula,
para esta Ultima coordenada:

e Espaciado entre puntos, EX .

e Vector de coordenadas de las muestras, X .

Se definen las caracteristicas geométricas del modelo para la coordenada de profundidad:
e NUmero depuntosen € ge, PEZ .
e Longitud del intervalo muestreado, LZ .

e Vector de coordenadas de las muestras, Z .

Estos parametros auxiliares permiten definir las profundidades donde se encuentran los
reflectores.®

Y El valor PET representa el niimero de muestras por traza.

2El valor PEX representa el nimero de trazas por perfil.
3 Estos pardmetros se definen de forma conjunta, de tal forma que verifiquen las relaciones expuestas en la

Tabla 4-3-1. Una forma de hacerlo es definir un espaciado entre puntos EZ y, considerando un valor de
velocidad de propagacion promedio C, estimar un valor de lalongitud del intervalo muestreada en la forma

LZ =c, LT . Unavez conocidos estos valores, e resto de pardmetros se determinan haciendo uso de las
relaciones expuestas en la Tabla 4-3-1.
Es importante notar que, tal como ha sido implementado el algoritmo (Cf. 86.1.5.2), no es necesario que los

pardmetros PEZ y LZ guarden ninguna relacion con los parametros PET y LT, siendo los unos
independientes de los otros.
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(5) Generacién de la SECCION DE INDICES

Se construye la SECCION DE INDICES, una matriz de tamafio PEZ x PEX  definida de tal
forma que el elemento (a, b) contiene el cddigo correspondiente a reflector presente a la

profundidad Z (&) bajo e punto en laposicion X (b) alo largo del perfil, o e valor Oen e
caso en que no hayareflector presente.

(6) Determinacion de la SECCION MEDIDA

Mediante Ilamadaa médulo indices2seccion perfil (Cf. §6.1.3) se determinan:

SECCION MEDIDA correspondiente al modelo.

e  Numero de puntos en €l ge de tiempos dobles de recorrido correspondiente al
perfil sintético, PET 2.

e Longitud del intervalo muestreado en el ge de tiempos dobles de recorrido
correspondiente a perfil sintético, LT2.*

e  Permitividad eléctrica promedio consideradaen € filtro, &, .
o Permesbilidad magnética promedio consideradaen € filtro, £,

e  Conductividad promedio considerada en € filtro, o, .

Con losvalores PET2 y LT 2, mediante una nueva llamada a médulo coordenadas,
se calcula, parala coordenada de tiempos dobles de recorrido:

e Espaciado entre puntos, ET 2.

e Vector de coordenadas de las muestras, T 2.

* Por construccion serda PET2<PET y LT2<LT (Cf. §6.1.9.2).
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6.1.2. Modulos coor denadas, nat ur al 2f recuenci al 1, nat ural 2frecuencial 2y
frecuenci al 2nat ur al

Estos madulos efectiian € célculo de las coordenadas en los dominios natura y frecuencial,
asi como €l paso de unas a otras. Para ello, se emplean las expresiones obtenidas en el Capitulo 4
y expuestas en la Tabla 4-3-1.

6.1.2.1. Modulo coordenadas

Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 6-1-2:

Tabla 6-1-2: Llamada al médulo coordenadas.

[EX, X] = coordenadas (PE, LX)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del modulo consta de:
e Numerodepuntosen e ge, PE.

e Longitud de! intervalo muestreado en & dominio natural, LX .

(2) Salida del modulo

Lasalidadel médulo constade:
e Espaciado entre puntos en & dominio natural, EX .
e Vector de coordenadas de los puntos en el dominio natural, X .

Estas coordenadas se definen de tal forma que la primera es X =0 y la Ultima es
X :(PE—l)-EX .
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6.1.2.2. Modulo natural2frecuenciall

Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 6-1-3:

Tabla 6-1-3: Llamada al médulo natural2frecuenciall.

[EX, X, VX, EU, LU, U, VU] = natural2frecuenciall (PE, LX)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del médulo consta de:
e Numerodepuntosen € ge, PE.

e Longitud del intervalo muestreado en el dominio natural, LX .

(2) Salida del m6dulo

Para el dominio natural la salida constade:
e Espaciado entre puntos, EX .
e Vector de coordenadas de los puntos, X .

e Longitud delaventana, VX .

Las coordenadas X se definen de tal forma que la primeraes X = —\_PE/ZJ-EX yla
dtimaes X = ([ PE/2]-1)-EX .

Para el dominio frecuencial la salida consta de:
e Espaciado entre puntos, EU .
e Longitud del intervalo muestreado, LU .
e Vector de coordenadas de los puntos, U .
e Longitud delaventana, VU .

Las coordenadas U se definen de tal forma que la primera es U =0 y la dltima es
U =(PE—1)-EU .
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6.1.2.3. Modulo natural2frecuencial?

Este médulo es una modificacion del anterior. Lallamada se muestra en la Tabla 6-1-4:

Tabla 6-1-4: Llamada al médulo natural2frecuencial?2.

[EX, X, VX, EU, LU, U, VU] = natural2frecuencial2 (PE, LX)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del médulo consta de:
e Numerodepuntosen e ge, PE.

e Longitud del intervalo muestreado en el dominio natural, LX .

(2) Salida del m6dulo

Parael dominio natural la salida constade:
e  Espaciado entre puntos, EX .
e Vector de coordenadas de los puntos, X .

e Longitud delaventana, VX .

Las coordenadas X se definen de tal forma que la primeraes X = —\_PE/ZJ-EX y la
dtimaes X = ([ PE/2]|-1)-EX .

Para el dominio frecuencial la salida consta de:
e  Espaciado entre puntos, EU .

e Longitud del intervalo muestreado, LU .
e Vector de coordenadas de los puntos, U .

e Longitud delaventana, VU .

Las coordenadas U se definen de tal forma que la primeraes U = —LPE/ZJ-EU yla
ditimaes U = ([ PE/2]-1)-EU .
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6.1.2.4. MOodulo frecuencial2natural

Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 6-1-5:

Tabla 6-1-5: Llamada al moédulo frecuencial2natural.

[EX, LX, X, VX, EU, U, VU] = frecuencial2natural (PE, LU)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del médulo consta de:
e Numerodepuntosen e ge, PE.

e Longitud del intervalo muestreado en el dominio frecuencial, LU .

(2) Salida del modulo

Para el dominio natural |a salida consta de:

e Espaciado entre puntos, EX .

e Longitud del intervalo muestreado, LX .
e Vector de coordenadas de los puntos, X .
e Longitud delaventana, VX .

Las coordenadas X se definen de ta forma que la primeraes X =0 vy la Gltima es
X = (PE—l)-EX .

Para el dominio frecuencial la salida consta de;
e Espaciado entre puntos, EU .
e Vector de coordenadas de los puntos, U .
e Longitud delaventana, VU .

Las coordenadas U se definen de tal forma que la primera es U =0 y la dltima es
U :(PE—l)-EU :
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6.1.3. Moddulo i ndi ces2secci on_perfil

Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 6-1-6:

Tabla 6-1-6: Llamada al moédulo indices2seccion perfil.

[seccion medida, PET2, LT2, &€, Hns Onl = ..
indices2seccion perfil (®, Tmininar C, & M, O, Y, seccion_indices, ..
codigo, r, t4, t., PET, LT, PEX, EX, X, LZ, Z2)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del moédulo consta de:
e Frecuenciadelaantena, @ .

e Condicion de reflectividad minima para € calculo de ondas multiples (Cf.
86.1.8), I

minima -
e Vector con los valores de lavelocidad de propagacion para cada medio, C.
e Vector con los valores de la permitividad eléctrica para cadamedio, & .

e Vector con los valores de la permeabilidad magnética para cada medio, ¢ .

e Vector con los valores de la conductividad eléctrica para cada medio, o .

e Vector con los valores de la constante de propagacién para cadamedio, y .

e SECCION DE INDICES (Cf. §6.1.1), definida en los ejes de coordenadas Z y
X.

e Vector de codigos contenidos en la SECCION DE INDICES.

e Vector de coeficientes de reflexion, I .

e Vector de coeficientes de transmision descendente, .
e Vector de coeficientes de transmision ascendente, t, .

e Numero de puntos en € eje de tiempos dobles de recorrido, PET .
e Longitud del intervalo muestreado en dicho gje, LT .

e NuUmero de puntos en €l ge de distancia horizontal en la direccion y sentido
del perfil, PEX .

e Espaciado entre puntos en dicho gje, EX .
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e Vector de coordenadas de las muestras en dicho ge, X .

e Longitud del intervalo muestreado en € e de profundidades en que esta
definidala SEcciON DE INDICES, LZ .

e Vector de coordenadas de los puntos en dicho gje, Z .

(2) Cilculo de la velocidad de propagacién promedio C_, y la longitud del intervalo del eje de

coordenadas D muestreado, LD

Se define el nimero de puntos en €l gje de coordenadas D delaforma PED = PET .

Mediante Ilamadaa médulo indices 72D perfil (Cf. 86.1.4) secacula
e Velocidad de propagacion promedio, C,.

e Nueva SECCION DE INDICES, definidaen los ejes de coordenadas D y X .°
e Longitud del intervalo muestreado, LD .
e Espaciado entre puntos, ED .

e Vector de coordenadas de las muestras, D .

(3) Determinacion de los parametros electromagnéticos promedio
Se calculan los valores promedio de los pardmetros el ectromagnéticos parad filtro:®
e Permitividad eléctrica, &,,.
e Permeabilidad magnetica, /.

e Conductividad €léctrica, o, .

® Ladefinicion de las coordenadas D se encuentraen 1a§3.2.2.3.
® Tal como se expuso en la §3.2.2.3, se asume para M., € valor de la permeabilidad magnética del vacio. Se

propone determinar el valor de o, como el promedio de las conductividades de los medios conductores no

metalicos (que se suponen de presencia mayoritaria). El valor de &, se determina, tal como se expuso en la
§3.2.2.3, de tal forma que se verifique (3.2.15).
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(4) Determinacion de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

Se determina la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondiente al modelo, incluyendo
reflexiones maltiples, mediante [lamada a médulo indices2distribucion perfil (Cf.

86.1.7). Esta DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD es una matriz de tamafio PED x PEX,
definida de tal forma que el elemento (a, b) contiene la reflectividad aparente asociada al

punto de la subsuperficie correspondiente a la coordenada D (a) bajo el punto en la posicion

X (b) alolargo def perfil.

(5) Ampliacién de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

Se determinan las coordenadas D ampliadas, manteniéndose el espaciado entre puntos,
ED, y definiendo:

e Nuevo nimero de puntosen & ge, NPED = 3 PED .

e Nuevalongitud del intervalo muestreado, NLD = (NPED —1)-ED .

Con estos valores, mediante llamada al médulo natural2frecuenciall (Cf. 86.1.2.2),
se calculapara el dominio natural correspondiente a esta coordenada:

e Vector de coordenadas de las muestras, D .

e Longitud delaventana, VD .

Asi mismo, parael dominio frecuencia conjugado:
e Espaciado entre puntos, EK .

e Longitud del intervalo muestreado, LK .

e Vector de coordenadas de las muestras, K .

e Longitud delaventana, VK .

Se definen las coordenadas X ampliadas, manteniéndose el espaciado entre puntos, EX ,
y definiendo:

e Nuevo nimero de puntosen & ge, NPEX = 2-PEX .

*  Nuevalongitud del intervalo muestreado, NLX = (NPEX —1)-EX .
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Con estos valores, mediante llamada a modulo natural2frecuencial?2 (Cf. 86.1.2.3),
se calculapara el dominio natural correspondiente a esta coordenada:

e Vector de coordenadas de las muestras, X .

e Longitud delaventana, VX .

Asi mismo, parael dominio frecuencial conjugado:
e  Espaciado entre puntos, EU .

e Longitud del intervalo muestreado, LU .

e Vector de coordenadas de las muestras, U .

e Longitud delaventana, VU .

Se determina la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD ampliada, mediante llamada al médulo
ampliar perfil (Cf. §6.1.9.1). Esta DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD ampliada es una

matriz de tamafio NPED x NPEX, definida de forma apropiada con el objeto de minimizar
los efectos de borde y evitar la aparicién de artefactos al tomar su transformada de Fourier (Zeng
et al., 1995).

(6) Determinacion del espectro

Se determina la transformada de Fourier de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD ampliada,
FFT 2, teniendo en cuenta los resultados expuestos en el Capitulo 4.

(7) Filtrado del espectro

Mediante llamada a médulo filtrar FFT2 pd (Cf. §6.1.10) se aplica a espectro
obtenido €l filtro expuesto en |a §3.3.3., obteniéndose:

e Espectrofiltrado, FFT 2,0 -

e Vector con las longitudes de la ventana en e dominio frecuencia
correspondiente a la coordenada QQ obtenida para cada valor determinado de

lafrecuenciaU .

e Vector de coordenadas interpoladas en el dominio frecuencial correspondiente
alacoordenada Q, donde se define el espectro filtrado.

Con estos valores se calcula la longitud del intervalo muestreado en el dominio frecuencial
correspondiente ala coordenada Q traslainterpolacion, LQ2.
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Mediante [lamada a médulo frecuencial2natural (Cf. §6.1.2.4), se calcula para €
dominio natura conjugado correspondiente a esta coordenada:

e Espaciado entre puntos, ED2.
e Vector de coordenadas de los puntos, D2.
e Longitud del intervalo muestreado, LD2.

e Longitud delaventana, VD?2.

Asi mismo, parael dominio frecuencial:

e Espaciado entre puntos, EQ2.
e Vector de coordenadas de los puntos, Q2.

e Longitud delaventana, VQ?2.

(8) Determinacion de la SECCION MEDIDA

Se determina la longitud del intervalo muestreado en el dominio de tiempos dobles de
recorrido, de acuerdo con 3.2.23, de laforma:
2:.LD2
C

m

LT2= (6.1.1)

De forma andloga, se determinan las coordenadas de los puntos en €l dominio de tiempos
dobles de recorrido:
_2D2

C

m

T2 (6.1.2)

Se determina la transformada de Fourier inversa del espectro filtrado, teniendo en cuenta los
resultados expuestos en € Capitulo 4, obteniéndose la SEccION MEDIDA ampliada. Esta es una

matriz de tamafio NPED x NPEX , en la que la columna b—ésima representa la traza
correspondiente al punto en laposicion X (b) alolargo del perfil.

Esta SecCION MEeDIDA ampliada se reduce, mediante Ilamada a moédulo
reducir perfil (Cf. 86.1.9.2), obteniéndose:
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e SECCION MEDIDA.’
e Nuevo nimero de puntos en el eje de tiempos dobles de recorrido, PET 2.

e Nuevalongitud del intervalo muestreado en dicho gje, LT 2.

(9) Salida del modulo

Lasdidadel médulo constade:

e  SECCION MEDIDA.
e Nuevo nimero de puntos en el eje de tiempos dobles de recorrido, PET 2.

e Nuevalongitud del intervalo muestreado en dicho gje, LT 2.

e Permitividad eléctrica promedio consideradaen €l filtro, &, .
e Permeabilidad magnética promedio consideradaen € filtro, £/, .

e Conductividad eléctrica promedio consideradaen € filtro, o, .

6.1.4. Modulo i ndices_z2D perfil

Lallamada a este médulo se muestraen la Tabla 6-1-7:

Tabla 6-1-7: Llamada al médulo indices 72D perfil.

[Cn, seccion indices, LD, ED, D] = ..
indices 72D perfil (seccion_indices, codigo, PED, PEX, LZ, Z, LT, c)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del médulo consta de:

e SECCION DE INDICES (Cf. §6.1.1), definida en los ejes de coordenadas Z 'y
X.

e Vector de codigos contenidos en la SECCION DE INDICES.

" Esta SECCION MEDIDA esta truncada de tal forma que todos los valores de sus coordenadas de tiempo dobles
de recorrido, T2, sean menores que la longitud del intervalo muestreado original, LT , de tal forma que es
unamatriz de tamafio PET 2x PEX .
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e NUmero de puntos en el dominio de la coordenada D definidaen la §3.2.2.3,
PED .

e Numero de puntos en €l gje de distancia horizontal en la direccién y sentido
del perfil, PEX .

e Longitud del intervalo muestreado en € e de profundidades en que esta
definidala SEcciON DE INDICES, LZ .

e Vector de coordenadas de los puntos en dicho gje, Z .

e Longitud del intervalo muestreado en e dominio de tiempos dobles de
recorrido, LT .

e Vector conlosvalores de lavelocidad de propagacion para cada medio, C.

(2) Estima inicial de la velocidad de propagacion promedio C_, y la longitud del intervalo del eje de

coordenadas D muestreado, LD
Mediante llamadaa médulo cz LZ perfil (Cf. 86.1.5.1) secacula
e Velocidad de propagacion promedio en la SECCION DE INDICES, C,.

e Longitud del intervalo muestreado, LZ .

Tal como se justifica en la 86.A, se estiman inicidmente la velocidad de propagacion
promedio C_, y lalongitud del intervalo en el je de coordenadas D muestreado, LD, por la

velocidad C, y lalongitud LZ , respectivamente.

(3) Determinacion de las coordenadas D

Con este valor de LD vy e valor de PED , mediante llamada al médulo coordenadas
(Cf. 86.1.2.1), se calculaparalacoordenada D :

e Espaciado entre puntos, ED .

e Vector de coordenadas de las muestras, D .

(4) Construccion de la SECCION DE INDICES definida en las coordenadas D y comprobacion de la

o o 2 . z
condicion (Cm / C) =1 en promedio sobre la SECCION

Una vez estimado el valor de la velocidad de propagacion promedio C.,, es posible

determinar la SECCION DE INDICES definida en las coordenadas D . Esta nueva SECCION DE
inDICES, de tamafio PED x PEX , se define de tal forma que el elemento (a, b) contiene e
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cadigo correspondiente al reflector presente para el valor de la coordenada D (a) bajo e punto

en la posicion X(b) a lo largo del perfil, o el valor 0 en € caso en que no haya reflector
presente.

Como seindico en §3.2.2.3., la velocidad de propagacion promedio C, debe ser tal que se

verifique (Cm / C)2 =1 en promedio sobre la SEcCION. Para garantizarlo, se emplea el método
iterativo expuesto en la 86.A.

(5) Salida del modulo

Lasalidadel médulo consta de:

Velocidad de propagacion promedio, C, .

e SECCION DE INDICES, definidaen los ges de coordenadas D y X .
e Longitud del intervalo muestreado, LD .
e Espaciado entre puntos, ED .

e Vector de coordenadas de las muestras, D .

6.1.5. MoOduloscz LZ perfil ycmLD perfil

Estos médul os determinan |as velocidades de propagacion promedio y las longitudes de los
ges de coordenadas verticales muestreados en la SECCION DE INDICES, definida en las

coordenadas Z o D .

6.1.5.1. Modulo czZ Lz perfil

Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 6-1-8:

Tabla 6-1-8: Llamada al médulocZ LZ perfil.

[cz, LZ] = cZ LZ perfil (seccion indices, codigo, 2%, LZ, LT, c)
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(1) Entrada del médulo

Laentrada del moédulo consta de:

SECCION DE INDICES (Cf. §6.1.1), definida en los ejes de coordenadas Z y

X.
e Vector de codigos contenidos en la SECCION DE INDICES.

e Longitud del intervalo muestreado en € e de profundidades en que esta
definidala SEcciON DE INDICES, LZ .

e Vector de coordenadas de los puntos en dicho gje, Z .

e Longitud del intervalo muestreado en e dominio de tiempos dobles de
recorrido, LT .

e Vector conlosvalores delavelocidad de propagacion para cada medio, C.

(2) Cilculo de la velocidad de propagacion promedio C, y la longitud del intervalo del eje Z

muestreado, LZ

La velocidad de propagacion promedio C, se determina como la velocidad de propagacion

media sobre la SECCION DE INDICES definida en las coordenadas Z . Se determina en este
maodulo como el promedio en la SECCION de la velocidad de propagacion, determinado mediante
[lamada al médulomedia perfil (Cf. §6.1.6).

Asi mismo, tal como se judtifica en la 86.A, se determina la longitud del intervalo
muestreado en el dominio delacoordenada Z , LZ , delaforma:

LZ = CZ—;‘T (6.13)

Ambos parametros C, y LZ se determinan conjuntamente mediante el método iterativo
expuesto en la 86.A.

(3) Salida del modulo

Lasdidadel médulo constade:

e Velocidad de propagacion promedio en la SECCION DE INDICES, C,.

e Longitud del intervalo muestreado, LZ .
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6.1.5.2. Modulo cm LD perfil

Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 6-1-9:

Tabla 6-1-9: Llamada al médulocm LD perfil.

[Cn, LD] = cm LD perfil (seccion indices, codigo, D, LD, LT, c)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del médulo consta de:

e  SECCION DE INDICES (Cf. 86.1.1), definida en los gjes de coordenadas D y

X.
e Vector de codigos contenidos en la SECCION DE INDICES.
e Longitud del intervalo muestreadoenel e D, LD .
e Vector de coordenadas de los puntos en dicho ge, D .

e Longitud del intervalo muestreado en e dominio de tiempos dobles de
recorrido, LT .

e Vector conlosvalores de lavelocidad de propagacion para cada medio, C.

(2) Cilculo de la velocidad de propagacién promedio C_, y la longitud del intervalo del eje de

coordenadas D muestreado, LD

La velocidad de propagacion promedio C,, se determina como la velocidad de propagacion

media sobre la SEcCION DE INDICES definida en las coordenadas D . Se determina en este
maodulo como la raiz cuadrada del promedio en la SECCION del cuadrado de la velocidad de
propagacion, determinado mediante llamadaa médulomedia perfil (Cf. §6.1.6).

Asi mismo, se determina la longitud dd intervalo muestreado en e dominio de la
coordenada D definidaenla§3.2.2.3, LD, de acuerdo con 3.2.23, de laforma:

_C,LT
2

LD (6.1.4)
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Ambos parametros C.. y LD se determinan conjuntamente mediante e método iterativo
expuesto en la86.A.

(3) Salida del modulo

Lasalidadel médulo consta de:

e Velocidad de propagacion promedio en la SECCION DE INDICES, C,.

e Longitud del intervalo muestreado, LD .

6.1.6. Modulo nedi a_perfil

Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 6-1-10:

Tabla 6-1-10: Llamada al médulomedia perfil.

Cn = media perfil (seccion_indices, codigo, %, LZ, c)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del moédulo consta de:

e SECCION DE INDICES (Cf. 86.1.1), definida en los ejes de coordenadas Z 'y
X.

e Vector de codigos contenidos en la SECCION DE INDICES.

e Longitud del intervalo muestreado en € e de profundidades en que esta
definidala SECCION DE INDICES, LZ .

e Vector de coordenadas de los puntos en dicho ge, Z .

e Vector con los valores para cada medio de la magnitud cuyo promedio en todo
e perfil sedeseahdlar, C.

(2) Calculo del valor promedio de la magnitud C en la SECCION DE INDICES, C,

En cada columna de la SEcciON DE INDICES se localizan los reflectores presentes y sus
profundidades, determinandose un promedio de la magnitud C en funcion de los espesores de
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los medios presentes, dados por las coordenadas Z .2 El valor promedio en la SEcCiON DE
INDICES, C,,, se calculadeterminando el promedio global de todos los promedios por columnas.

(3) Salida del modulo

El moédulo devuelve como salida € valor promedio de la magnitud C en la SECCION DE
INDICES, C,,.

6.1.7. MOdulo i ndi ces2di stribuci on_perfil

Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 6-1-11:

Tabla 6-1-11: Llamada al modulo indices2distribucion perfil.

distribucion = ..
indices2distribucion perfil (seccion indices, codigo, PED, PEX, Z, LD, D, ..

C, Cms Y, tasr tar Y Tninima)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del moédulo consta de:

e  SECCION DE INDICES (Cf. 86.1.1), definida en los ejes de coordenadas Z y

X.
e Vector de codigos contenidos en la SECCION DE INDICES.

e NUmero de puntos en el dominio de la coordenada D definidaen |a§3.2.2.3,
PED .

8 Si en una columna se encontraran presentes |os reflectores ab en laposicion Z = Z,, v € reflector bc en
laposicion Z = Z, ., se determinaria el valor promedio de lamagnitud C parala columna:
.  ZyCH(Zy - 2,)6 +(LZ -2, )<,

‘mcolumna
LZ

Obsérvese que e promedio depende fuertemente del valor del pardmetro LZ , pues un valor alto otorga un
mayor peso alos valores de lamagnitud C correspondientes alos medios inferiores, C, en este caso.
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e Numero de puntos en €l gje de distancia horizontal en la direccién y sentido
del perfil, PEX .

e Vector de coordenadas de los puntos en € gje de profundidades en que esta
definidala SEcciON DE INDICES, Z .

e Longitud del intervalo muestreado, LD .
e Vector de coordenadas de las muestras, D .

e Vector conlosvalores de lavelocidad de propagacion para cada medio, C.
e Velocidad de propagacion promedio en la SECCION DE INDICES, C,.
e Vector de coeficientes de reflexion, I .

e Vector de coeficientes de transmision descendente, 1, .

e Vector de coeficientes de transmision ascendente, T, .

e Vector con los valores de | as constantes de propagacion para cada medio, 7 .

e Condicion de reflectividad minima para € calculo de ondas multiples (Cf.
86.1.8), I

minima *

(2) Determinacion de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

Se construye la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondiente al modelo, incluyendo
reflexiones multiples, de tamafio PED x PEX , definida de tal forma que el elemento (&, b)
contiene la reflectividad aparente asociada a punto de la subsuperficie correspondiente a la
coordenada D (@) bajo e punto enlaposicion X (b) alolargo del perfil.

Para ello se localizan, en cada columna de la SEcCION DE INDICES, los indices de los
reflectores presentes, los valores de sus profundidades Z y los coeficientes de reflexion y
transmision descendente y ascendente. Mediante Ilamada a modulo multiples pd (Cf.

86.1.8), se determinan las coordenadas D y los valores de la reflectividad aparente
correspondientes a los reflectores reales y los reflectores ficticios asociados a las reflexiones
multiples. Estos valores de reflectividad aparente se asignan a las filas de la DISTRIBUCION DE

REFLECTIVIDAD cuyos vaores D (a) sean més proximos a los valores de las coordenadas D
calculadas.

(3) Salida del modulo

El médulo devuelve como salida la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.
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6.1.8. Modulo mul ti pl es_pd

Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 6-1-12:

Tabla 6-1-12: Llamada al médulomultiples pd.

[Dmu;t;plesl rmultlples] =
multiples_pd(Z, r, ta, ta, ¥, C, Cus LD, Tninima)

(1) Entrada del médulo

La entrada del médulo consta de:®

e Vector de profundidades de los reflectores en una columna de la SECCION DE
iNDICES, Z .

e Vector de coeficientes de reflexion, I .

e Vector de coeficientes de transmision descendente, .

e Vector de coeficientes de transmision ascendente, t, .

e Vector con los valores de | as constantes de propagacion para cada medio, ¥ .
e Vector con los valores de lavelocidad de propagacion para cada medio, C.

e Velocidad de propagacion promedio, C,.

e Longitud del intervalo muestreado, LD .

e Condicion de reflectividad minima para el calculo de ondas multiples, I i, -

(2) Caracterizacion de los reflectores

En este médul o se hace un seguimiento de la onda que parte del emisor, tal como se describe

en la 86.B, determinandose los valores de la reflectividad aparente y las coordenadas D
correspondientes a los reflectores ficticios asociadas a cada onda reflejada mdltiple.

° Si en una columna de la SECCION DE INDICES se encontraran presentes los reflectores ab en la posicion
Z =127, ye reflector bC enlaposicion Z =7, losvectores Z, I, t,, t., ¥ y C estarian definidos en
laforma:

YA :(Zab’ Zbc)' r :(rab’ rbc)’ ty :(tab’tbc)’ t, :(tba’tcb)' 7’:(7a’7’b’7c)v C:(Ca’ Cb’cc)'
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(3) Salida del modulo

Lasdidadel modulo constade:

e Vector de coordenadas D correspondientes a los reflectores ficticios,
D

multiples *

o Vector de reflectividades aparentes correspondientes a los reflectores ficticios,
r

multiples *

6.1.9. Mdodulos anpliar_perfil yreducir_perfil

Estos médulos determinan la ampliacion de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD Y posterior
reduccién de la SECCION MEDIDA.

6.1.9.1. Modulo ampliar perfil

Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 6-1-13:

Tabla 6-1-13: Llamada al modulo ampliar perfil.

seccion_ampliada = ampliar perfil (seccion, NPED, NPEX)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del médulo consta de:

e DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD, Seccion.®®
e Nuevo nimero de puntosen e gie D, NPED .

e Nuevo nimero de puntos en e ge de distancia horizontal X , NPEX .

19 En laresolucién del Problema Inverso (Cf. 6.2) este parametro de entrada representa la SECCION MEDIDA.
Andlogamente, en dicho caso el médulo devuelve como salida la SEcciON MEDIDA ampliada.
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(2) Ampliacién de la SECCION

Laforma en que se define esta ampliacion se muestra en la Figura 6-1-1:

DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD ampliada
<«— PEX — <4“—— NPEX —»
r 1
PED ™ —2> NPED/2
NPED i
NPED/3
v
NPED/6
® ' ‘0 ©
5 X X X
w N
o o o o
zZ Z zZ =z
— L 1
<«—><«NPEX2 pe—
NPEX/4 NPEX/4

Figura 6-1-1: Ampliacion de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.
Téngase en cuenta que, por definicion, se cumplen lasrelaciones NPED = 3-PED vy

NPEX = 2-PEX .

La DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD ampliada esta constituida por superposicion de
submatrices. En una primera fila aparece una submatriz de ceros de tamafio

NPED/ 2x NPEX . En una segunda fila aparecen, por este orden, una submatriz de ceros de

tamaiio NPED/3x| NPEX /8 |, una submeatriz de tamaito NPED/3x[ NPEX /8], cuyas

columnas son repeticién de la primera columna de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD, la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD, una submatriz de tamafio NPED/BX(NPEX/B—‘ , Cuyas
columnas son repeticion de la dltima columna de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD y una
submatriz de ceros de tamaiio NPED/3x| NPEX/8. En la ditima fila aparece una

submeatriz de ceros de tamafio NPED/6x NPEX .

(3) Salida del modulo

El mddulo devuelve como sdlida la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD ampliada,
seccion_ampliada.
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6.1.9.2. Modulo reducir perfil

Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 6-1-14:

Tabla 6-1-14: Llamada al médulo reducir perfil.

[seccion reducida, PET2, LT2] = reducir perfil (seccion, NPED, NPEX, T2, LT)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del médulo consta de:

e  SECCION MEDIDA ampliada, seccion.™

¢ Nuevo nimero de puntosen e ge D, NPED .

¢ Nuevo nimero de puntos en & gje de distancia horizontal X , NPEX .

e Vector de coordenadas de las muestras en e ege de tiempos dobles de
recorrido correspondientes ala SEcCION MEDIDA ampliada, T 2.

e Longitud del intervalo muestreado en € ge de tiempos dobles de recorrido,
LT.

(2) Reduccion de la SECCION

Laforma en que se define esta reduccién se muestra en la Figura 6-1-2:

1 En laresolucion del Problema Inverso (Cf. 6.2) este pardmetro de entrada representa la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD. Andogamente, en dicho caso € mddulo devuelve como salida la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD ampliada.
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SECCION MEDIDA ampliada SECCION MEDIDA
«—— NPEX —> <+ PEX —
A
T PED ==
% v
2 NPED/3
NPED l
A
NPED/3
v
© ' ‘0 ©
i 5 5
a o a o
zZ =z zZ =z
— L 1
<«—>»<«NPEX2 pe—»
NPEX/4 NPEX/4

Figura 6-1-2: Reduccién de la SEccioN MEDIDA.
Téngase en cuenta que, por definicion, se cumplen lasrelaciones NPED = 3-PED y
NPEX = 2-PEX .

La SEcCION MEDIDA esta constituida por la submatriz indicada en la Figura anterior. La
matriz asi obtenida se trunca en filas, de tal forma que son eliminadas agquellas correspondientes

a una coordenada de tiempo doble de recorrido T2 mayor que € tiempo doble méximo del
perfil, LT .

(3) Salida del modulo

La salida de este médul o consta de:
e SECCION MEDIDA, Seccion_reducida.

¢ Nuevo niimero de puntos en € €je de tiempos dobles de recorrido, PET 2.

e Nueva longitud del intervalo muestreado en el ge de tiempos dobles de
recorrido, LT2.%2

12 Obsérvese que, por construccion, sera PET2< PET y LT2<LT.



320 Capitulo 6 — Implementacién de los algoritmos

6.1.10. Modulo filtrar FFT2_pd

En este médulo se aplican los resultados obtenidos en el Capitulo 3 en & disefio del
algoritmo. Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 6-1-15:

Tabla 6-1-15: Llamada al modulo filtrar FFT2 pd.

[FFT2¢i1tradar VQ, Qinterpolada] = filtrar FFT2 pd(FFT2, K, U, ®, & Hny On, NPEX)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del médulo consta de:

e Transformada de Fourier de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD ampliada,
FFT2.

e Vector de coordenadas de las frecuencias conjugadas de la coordenada D,
K.

e Vector de coordenadas de las frecuencias conjugadas de la coordenada X ,
U.

e Frecuenciadelaantena, @ .

e Permitividad eléctrica promedio, &, .

e Permeabilidad magnética promedio, £/,.
e Conductividad eléctrica promedio, o, .

e Nuevo nimero depuntosen e gie X, NPEX .

(2) Calculos en el dominio frecuencial

Se calculan los pardmetros en el dominio de frecuencias Q:

e Matriz de frecuencias QQ, mediante llamada al modulo Qperfil (Cf.
86.1.11.1). Por columnas contiene los valores de Q en funcion de las
frecuencias K paracadavalor delafrecuencia U .

e Vector de longitudes de la ventana en el dominio frecuencial correspondiente
alacoordenada Q obtenida para cada valor determinado de la frecuencia U ,

VQ.



6.1. — Descripcion técnica del algoritmo para la resolucién del Problema Directo en 2-D 321

e Vector de coordenadas interpoladas en el dominio frecuencial correspondiente

ala coordenada Q, Q¢ - EStE Vector estard contenido en cada una de

las columnas de la matriz Q (esto es, en cada uno de los vectores de
frecuencias QQ obtenidos para cada valor determinado de lafrecuencia U ).

Para estos valores de las frecuencias interpoladas Q mediante llamada a modulo

nterpolada ’
Kperfil (Cf. 86.1.11.2) se determinan los valores de la frecuencia K asociados. Se define

una matriz. K o0, Que contiene por columnas los valores de K en funcion de las

frecuencias Q para cada valor de lafrecuenciaU .

nterpolada

(3) Determinacion de la diferencial

Mediante llamada al médulo dKdQperfil (Cf. 86.1.11.3) se determinan los valores de la
diferencia dK / dQ . Se encuentran contenidos en una matriz que contiene por columnas los

vaores de la diferencial en funcion de las frecuencias K,

interpolada PAY@ Cada valor de la

frecuencia U .

(4) Filtrado del espectro

Se interpola el espectro FFT2 en los valores de las frecuencias Q mediante

nterpolada ’
[lamada a modulo spline3interp (Cf. 86.1.12), y se determina e espectro filtrado,

multiplicando el espectro interpolado por los valores de la diferencial anteriormente
calculados.™

(5) Salida del modulo

Lasdidadel modulo constade:

e Espectrofiltrado, FFT 2,14

e Vector con las longitudes de la ventana en & dominio frecuencia
correspondiente a la coordenada Q obtenida para cada valor determinado de

lafrecuenciaU , VQ.

e Vector de coordenadas interpoladas en el dominio frecuencial correspondiente
adicha coordenada, Q donde se define €l espectro filtrado.

nterpolada

¥ Lainterpolacion se efectdia teniendo Unicamente en cuenta la parte real de las frecuencias Q y Qinterpolada

pues su parte imaginaria es constante.
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6.1.11. MOdulos Qperfil, Kperfil y dKdQoerfi l

Estos modulos efecttian el céculo de las frecuencias Q, K y la derivada dK/dQ. Para
ello, se emplean las expresiones expuestas en la§3.2.3y §3.3.3.

6.1.11.1. Modulo Qperfil

Lallamada a este método se muestra en la Tabla 6-1-16:

Tabla 6-1-16: Llamada al médulo Qperfil.

Q = Qperfil (K, U, ®, &w, MHns On)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del médulo consta de:
e Vector K defrecuencias conjugadas alas coordenadas D .
e Vector U defrecuencias conjugadas alas coordenadas X .

e Frecuenciadelaantena, @ .

e Permitividad eléctrica promedio considerada en € filtro, &, .
e Permeabilidad magnética promedio consideradaen € filtro, 4.

e Conductividad promedio consideradaen €l filtro, o, .

(2) Salida del modulo

El mddulo devuelve como salida una matriz que contiene por columnas las frecuencias Q
asociadas alas frecuencias K para cadavalor de lafrecuencia U , de acuerdo con (3.2.37).
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6.1.11.2. Médulo Kperfil

Lallamada a este método se muestraen la Tabla6-1-17:

Tabla 6-1-17: Llamada al médulo Kperfil.

K = Kperfil(Q, U, ®, &, MHn, On)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del moédulo consta de:

e Elvector Q defrecuencias conjugadas alas coordenadas D .

e Elvector U defrecuencias conjugadas a las coordenadas X .

e Frecuenciadelaantena, @ .

e Permitividad eléctrica promedio consideradaen €l filtro, &, .
e Permeabilidad magnética promedio consideradaen € filtro, z,.

e Conductividad promedio consideradaen €l filtro, o, .

(2) Salida del m6dulo

El modulo devuelve como salida una matriz que contiene por columnas las frecuencias K
asociadas alas frecuencias Q para cadavalor delafrecuencia U , de acuerdo con (3.2.34).
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6.1.11.3. Modulo dkdQperfil

Lallamada a este método se muestra en la Tabla 6-1-18:

Tabla 6-1-18: Llamada al modulo dKdQper fi |l .

diferencial = dKdQperfil(K, U, ®, €u, MHn, On)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del médulo consta de:
e Elvector K defrecuencias conjugadas alas coordenadas D .
e Elvector U defrecuencias conjugadas alas coordenadas X .

e Frecuenciadelaantena, @ .

e Permitividad eléctrica promedio considerada en € filtro, &, .
e Permeabilidad magnética promedio consideradaen € filtro, 4.

e Conductividad promedio consideradaen €l filtro, o, .

(2) Salida del modulo

El mdédulo devuelve como salida una matriz que contiene por columnas los valores de la
derivada dK/dQ asociados a las frecuencias K para cada valor de la frecuencia U , de
acuerdo con (3.3.4).
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6.1.12. MAdulo spl i ne3interp

Este médulo interpola mediante splines clbicos en una dimension, haciendo uso de la
expresion (3.3.3) delaobrade Press et al. (1992).

Lallamada a este método se muestra en la Tabla 6-1-19:

Tabla 6-1-19: Llamada al médulo spline3interp.

spline3interp(x, y, xi, ypl, ypn)
spline3interp(x, y, xi)

vi
vi

(1) Entrada del médulo

La entrada del médulo consta de:**

e Losvectores X e Y contienen, respectivamente, los valores de las abscisas y
ordenadas correspondientes a una cierta funcion.

e Elvector Xi contiene las abscisas donde se interpola dicha funcion.
e Los escalares YPl e ypn contienen, respectivamente, los valores de la

derivada primera de la funcion interpoladora en € primer y Ultimo valor de
X .15

(2) Salida del m6dulo

El médulo devuelve como salida €l vector Vi, que contiene los valores de las ordenadas
resultado de interpolar en las ordenadas Xi .

1 Seasumeque X y Xi son vectores ordenados, las abscisas X son todas distintasy que Xi est& contenido
en X.

> Los vaores ypl e ypn son las condiciones adicionales necesarias para la determinacion de la derivada
segunda de la funcién interpoladora en los puntos de X, la cual se determina mediante una rutina modificada
delarutina spline expuestaen laobrade Press et a. (1992). En & caso en que estos valores Ypl e ypn

no se incluyan, se asume la condicion de derivada segunda en el primer y UGltimo valor de Xigua a cero
(splines naturales).
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6.2. Descripcion técnica del algoritmo implementado para la resolucion del
Problema Inverso en dos dimensiones

Este algoritmo permite resolver e Problema Inverso para el caso de un Unico perfil, cuyo

rumbo se asume en la direccion del ge & Se emplea la metodologia expuesta en la 83.3,

obteniéndose los efectos de la difraccion, pero no se reducen las ondas reflejadas mdltiples en
cada traza

En la Tabla 6-2-1 se exponen los modulos en que se subdivide € algoritmo. Los modulos

gue son especificos de este algoritmo, y que no han sido descritos en la 86.1, serén descritos en
las siguientes Subsecciones.

Tabla 6-2-1: Relacion de modulos de que consta el algoritmo implementado para la resolucién
del Problema Inverso en dos dimensiones. Las flechas indican llamadas a |os médul os
correspondientes.

coordenadas

coordenadas
natural2frecuenciall
natural2frecuencial?2
ampliar perfil
perfil pi -
seccion2distribucion perfil - Kperfil
filtrar FFT2 pi — |dQdKperfil
spline3interp

frecuencial2natural
reducir perfil

En estos médul os se emplean las funciones implementadas por MATLAB, asi como algunas
de las funciones incluidas en sus toolboxes.
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6.2.1. Modulo perfil _pi

Este es el guién del algoritmo que permite resolver el Problema Inverso para un Unico perfil.

En é e usuario debe explicitar los parametros que definen el radargrama que se quiere invertir.
Todos €ellos deberan estar expresados en € Sistema Internacional de Unidades.

@

@

3

(O]

Parametros genéricos

Se define lafrecuenciade laantena, @ .

Parametrizacion del medio

Se definen los parametros el ectromagnéticos promedio:
e Permitividad eléctrica, &,,.
e Permeabilidad magnética, ..

e Conductividad eléctrica, o, .

Definicion de la SECCION MEDIDA

Se define la SECCION MEDIDA.

Caracteristicas geométricas de la SECCION MEDIDA

Se definen las caracteristicas geométricas que definen la SECCION MEDIDA para la

coordenada de tiempos dobles de recorrido:

e NUmerodepuntosene ge, PET .*°

e Longitud del intervalo muestreado, LT .

6 El valor PET representa e niimero de muestras por traza. En el agoritmo se supone que es un nimero
par, en caso contrario, debe incrementarse o decrementarse en una unidad, afiadiéndose o eiminadndose una
filaen la SECCION MEDIDA.
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Con estos valores, mediante llamada al médulo coordenadas (Cf. 86.1.2.1), se calcula,
para esta coordenada:
e Espaciado entre puntos, ET .

e Vector de coordenadas de las muestras, T .

Se definen las caracteristicas geométricas que definen la SECCION MEDIDA para la
coordenada de distancia horizontal en ladireccion y sentido del perfil:

e Numerodepuntosend ge, PEX .Y

e Longitud del intervalo muestreado, LX .

Con estos valores, mediante llamada al médulo coordenadas se calcula, para esta Ultima
coordenada:

e Espaciado entre puntos, EX .

e Vector de coordenadas de las muestras, X .

(5) Determinacion de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

Mediante llamada a médulo seccion2distribucion perfil (Cf. §6.2.2), se
determinan:

e DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.

¢ Nuevo nimero de puntosen € gje D, correspondientes ala DISTRIBUCION DE
RerLECTIVIDAD, PED2.

¢ Nueva longitud del intervalo muestreado en e gje D, correspondientes a la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD, LD2.%8

Con los vaores PED2 y LD2, mediante una nueva llamada a la funcién
coordenadas secalcula, paralacoordenada D :

e  Espaciado entre puntos, ED2 .

e Vector de coordenadas de las muestras, D2.

Y El valor PEX representa el nimero de trazas por perfil.
18 Anédlogamente a lo que ocurria en e caso del Problema Directo, los valores PED2 y LD2 serén, por
construccion, menores que losvalores PED y LD esperables.
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6.2.2. Moddulo secci on2di stri buci on_perfil

Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 6-2-2:

Tabla 6-2-2: Llamada al modulo seccion2distribucion perfil.

[distribucion, PED2, LD2] = ..
seccion2distribucion perfil (®, €., Hn, On, seccion, PET, LT, PEX, LX)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del moédulo consta de:

e Frecuenciadelaantena, @ .

e Permitividad eléctrica promedio considerada en € filtro, &, .
e Permeabilidad magnética promedio consideradaen € filtro, z¢,.

e Conductividad promedio consideradaen €l filtro, o, .

e SECCION MEDIDA (Cf. 86.1.1), definida en los eges de tiempo doble de
recorrido, T , y distancia horizontal en ladireccion y sentido del perfil, X .

e Numero de puntos en € eje de tiempos dobles de recorrido, PET .
e Longitud del intervalo muestreado en dicho gje, LT .

e Numero de puntos en €l ge de distancia horizontal en la direccion y sentido
del perfil, PEX .

e Longitud del intervalo muestreado en dicho gje, LX .

(2) Determinacion de la velocidad de propagacién promedio

Se determina, con los valores promedio de los parametros electromagnéticos en el perfil, la
velocidad de propagacion promedio de acuerdo con (3.2.15).

(3) Ampliacion de la SECCION MEDIDA

Se define para el dominio natural de las coordenadas D , definidas en 1a §3.2.2.3, &l nlimero
de puntosen € gedelaforma PED = PET .
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Se determina la longitud del intervalo muestreado correspondiente a dicha coordenada, de
acuerdo con 3.2.23, de laforma:

G, LT
2

LD (6.2.1)

Con estos valores, mediante llamada al médulo coordenadas (Cf. 86.1.2.1), se caculael
espaciado entre puntos, ED .

Se determinan las coordenadas D ampliadas, manteniéndose el espaciado entre puntos,
ED, y definiendo:

¢ Nuevo nimero de puntosen € gje, NPED = 3-PED .

«  Nuevalongitud del intervalo muestreado, NLD = (NPED —1)-ED .

Con estos valores, mediante [lamada al médulo natural2frecuenciall (Cf. 86.1.2.2),
se calculapara el dominio natural correspondiente a esta coordenada:

e Vector de coordenadas de las muestras, D .

e Longitud delaventana, VD .

Asi mismo, parael dominio frecuencia conjugado:

e  Espaciado entre puntos, EQ.
e Longitud del intervalo muestreado, LQ .
e Vector de coordenadas de las muestras, Q.

e Longitud delaventana, VQ .

Se definen las coordenadas X ampliadas, manteniéndose el espaciado entre puntos,
EX ¥y definiendo:

e Nuevo nimero de puntosen e ge, NPEX = 2-PEX.

¢ Nuevalongitud del intervalo muestreado, NLX E(NPEX —l)-EX :

19 Este espaciado se calcula mediante llamada a médulo coordenadas.
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Con estos valores, mediante llamada a modulo natural2frecuencial?2 (Cf. 86.1.2.3),
se calcula para el dominio natural correspondiente a esta coordenada:

e Vector de coordenadas de las muestras, X .

e Longitud de laventana, VX .

Asi mismo, para el dominio frecuencia conjugado:
e  Espaciado entre puntos, EU .

e Longitud del intervalo muestreado, LU .

e Vector de coordenadas de las muestras, U .

e Longitud delaventana, VU .

Se determina la SeccioN MEDIDA ampliada, mediante llamada a modulo
ampliar perfil (Cf. §6.1.9.1). Esta SECCION MEDIDA ampliada es una metriz de tamafio

NPED x NPEX , definida de forma apropiada con €l objeto de minimizar los efectos de
borde y evitar la aparicion de artefactos a tomar su transformada de Fourier (Zeng et al., 1995).

(4) Determinacion del espectro

Se determina la transformada de Fourier de la SECCION MEDIDA ampliada, FFT2,
teniendo en cuenta los resultados expuestos en € Capitulo 4.

(5) Filtrado del espectro

Mediante llamada a moédulo filtrar FFT2 pi (Cf. §6.2.3) se aplica a espectro
obtenido €l filtro expuesto en la §3.3.2, obteniéndose:

o Espectrofiltrado, FFT 2,4 -

e Vector con las longitudes de la ventana en e dominio frecuencia
correspondiente a la coordenada K obtenida para cada valor determinado de
lafrecuencia U .

e Vector de coordenadas interpoladas en el dominio frecuencial correspondiente
alacoordenada K, donde se define € espectro filtrado.

Con estos valores se calcula la longitud del intervalo muestreado en el dominio frecuencial
correspondiente ala coordenada K traslainterpolacion, LK 2.
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Mediante llamada al médulo frecuencial2natural (Cf. 86.1.2.4), se calcula para €
dominio natura conjugado correspondiente a esta coordenada:

e  Espaciado entre puntos, ED2 .
e Vector de coordenadas de los puntos, D2.
e Longitud del intervalo muestreado, LD2.

e Longitud delaventana, VD2.

Asi mismo, parael dominio frecuencial:
e Espaciado entre puntos, EK 2.
e Vector de coordenadas de los puntos, K2.

e Longitud delaventana, VK 2.

(6) Determinacion de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

Se determina la transformada de Fourier inversa del espectro filtrado, teniendo en cuenta los
resultados expuestos en € Capitulo 4, obteniéndose la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD
ampliada.

Esta DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD ampliada se reduce, mediante llamada a mddulo
reducir perfil (Cf. §6.1.9.2), obteniéndose:

e  DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD. %
e Nuevo nimero depuntosene eie D, PED2.

e Nuevalongitud del intervalo muestreado en dicho gje, LD2.

Lasdidadel modulo constade:
e DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.
e Nuevo nimero depuntosene gie D, PED2.

e Nuevalongitud del intervalo muestreado en dicho gje, LD2.

% Esta DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD esté truncada de tal forma que todos los valores de sus coordenadas
D, D2, sean menores que lalongitud del intervalo muestreado original, LD .
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6.2.3. MOdulofiltrar_FFT2_pi

En este médulo se aplican los resultados obtenidos en el Capitulo 3 en & disefio del
algoritmo. Lallamada a este mddulo se muestra en la Tabla 6-2-3:

Tabla 6-2-3: Llamada al modulo filtrar FFT2 pi.

[FFT2¢i1tradar VK, Kinterpolada] = filtrar FFT2 pi (FFT2, Q, U, ®, &, Hn, On, NPEX)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del médulo consta de;
e Transformadade Fourier de la SEccION MEDIDA ampliada, FFT 2.

e Vector de coordenadas de las frecuencias conjugadas de la coordenada D,

Q.

e Vector de coordenadas de las frecuencias conjugadas de la coordenada X ,
U.

e Frecuenciadelaantena @ .

e Permitividad eléctrica promedio, &, .

e Permeabilidad magnética promedio, /.
e Conductividad eléctrica promedio, o, .

¢ Nuevo nimero de puntosen € gje X , NPEX .

(2) Calculos en el dominio frecuencial

Se calculan los parametros en e dominio de frecuencias K :

e Matriz de frecuencias K, mediante llamada a médulo Kperfil (Cf.
§6.1.11.2). Por columnas contiene los valores de K en funcién de las
frecuencias Q paracadavalor delafrecuencia U .

e Vector de longitudes de la ventana en el dominio frecuencial correspondiente
alacoordenada K obtenida para cada valor determinado de la frecuencia U
VK.
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e Vector de coordenadas interpoladas en el dominio frecuencial correspondiente

alacoordenada K, K; 0, ESte vector estara contenido en cada una de

las columnas de la matriz K (esto es, en cada uno de los vectores de
frecuencias K obtenidos para cada valor determinado de lafrecuencia U ).

(3) Determinacion de la diferencial

Mediante llamada a médulo dQdKper£fil (Cf. 86.2.4) se determinan los valores de la
diferencial dQ/ dK . Se encuentran contenidos en una matriz que contiene por columnas los

valores de la diferencial en funcion de las frecuencias Q para cada vaor de la

nterpolada
frecuencia U .

(4) Filtrado del espectro

Se interpola € espectro FFT2 en los valores de las frecuencias K mediante

interpolada *
Ilamada a moddulo spline3interp (Cf. §6.1.12), y se determina el espectro filtrado,

multiplicando el espectro interpolado por los valores de la diferencial anteriormente
calculados.

Lasalidadel médulo consta de:

e  Espectro filtrado, FFT 2ﬁ|trada

e Vector con las longitudes de la ventana en e dominio frecuencia
correspondiente a la coordenada K obtenida para cada valor determinado de
lafrecuencial , VK .

e Vector de coordenadas interpoladas en el dominio frecuencial correspondiente

alacoordenada K, K a1 » donde se define el espectro filtrado.

?! Lainterpolacion se efectta teniendo tnicamente en cuenta la parte real de las frecuencias Ky Kinterpolada 1

pues su parte imaginaria es constante.
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6.2.4. Modulo dQdKperfi |

Lallamada a este método se muestra en la Tabla 6-2-4:

Tabla 6-2-4: Llamada al médulo dQdKperfil.

diferencial = dQdKperfil(K, U, ®, €u, MHn, On)

(1) Entrada del médulo

Laentrada del médulo consta de:
e Elvector K defrecuencias conjugadas alas coordenadas D .
e Elvector U defrecuencias conjugadas alas coordenadas X .

e Frecuenciadelaantena, @ .

e Permitividad eléctrica promedio considerada en € filtro, &, .
e Permeabilidad magnética promedio consideradaen € filtro, 4.

e Conductividad €léctrica promedio consideradaen € filtro, o, .

(2) Salida del modulo

El mdédulo devuelve como salida una matriz que contiene por columnas los valores de la
derivada dQ/dK asociados a las frecuencias K para cada valor de la frecuencia U , de
acuerdo con (3.3.1).



6.3. Descripcion técnica de los algoritmos implementados para la resolucion de
los problemas Directo e Inverso en tres dimensiones

L os agoritmos implementados para la resolucion de los problemas Directo e Inverso en tres
dimensiones son completamente andlogos a los expuestos en las 86.1 y 86.2 para la resolucion
de los problemas Inverso y Directo en dos dimensiones.

En las tablas 6-3-1 y 6-3-2 se exponen los médulos en que se subdividen sendos
algoritmos.

Tabla 6-3-1: Relacion de modul os de que consta el algoritmo implementado para la resolucién
del Problema Directo en tres dimensiones. Las flechas indican |lamadas a |os modul os
correspondientes.

coordenadas
cZ LZ cubo - media_cubo

. . coordenadas
indices Z2D cubo — .
- - edia cubo

cm LD cubo - media_cubo

indices2distribucion cubo - multiples pd
cubo_pd -~ natural2frecuenciall
natural2frecuencial2
ampliar cubo

indices2seccion_cubo -

Qcubo

Kcubo
dKdQcubo
spline3interp

filtrar FFT3 pd -

frecuencial2natural
reducir cubo

Tabla 6-3-2: Relacion de modulos de que consta el algoritmo implementado para la resolucién
del Problema Inverso en tres dimensiones. Las flechas indican llamadas a |os mddul os
correspondientes.

Coordenadas

coordenadas

natural2frecuenciall

natural2frecuencial2

ampliar cubo

cubo_pi -

seccion2distribucion_cubo — Kcubo

filtrar FFT3_pi — |dQdKcubo
spline3interp

frecuencial2natural
reducir_cubo
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Algunos de estos médulos se corresponden idénticamente con los expuestos en las 86.1 y
86.2. En €l resto, algunos objetos deben definirse con una dimensién mas, lo que se corresponde
a hecho de que la posicién sobre la superficie ya no viene determinada por una Unica

coordenada X alo largo de un perfil, sino por dos coordenadas X e Y en e plano.?? La

Capitulo 6 — Implementacién de los algoritmos

generalizacion esinmediata, por eemplo:

El resto de magnitudes presentes en los diferentes médul os se definen trivialmente de forma

andoga.

Se define la SEccION DE INDICES (Cf. §6.1.1) como un tensor de tamafio
PEZ x PEX x PEY, de tal forma que e elemento (a, b, C) contiene €l

codigo correspondiente a reflector presente a la profundidad Z(a) bajo €

punto de la superficie en la posicién (X (b), Y(C)) ,0¢l valor 0 en e caso
en que no hayareflector presente.

Se define la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (Cf. 86.1.3) como un tensor de
tamafio PED x PEX x PEY ,2 de tal forma que e elemento (a, b, C)
contiene la reflectividad aparente asociada a punto de la subsuperficie
correspondiente a la coordenada D(a) bajo € punto de la superficie en la

posicion (X (b),Y(C)) .

Se define la SeccioN MEDIDA (Cf. 86.1.3) como un tensor de tamafio
PET x PEX x PEY ,?* de tal forma que la columna dada por unos valores
b y c fijos representala traza correspondiente al punto de la superficie en la

posicién (X (b),Y(C)) :

2 |_adefinicion de los pardmetros en el dominio natural PEX , LX , EX, X, VX y los pardmetrosen e
dominio frecuencial LU , EU , U , VU es completamente andloga a la definicion de los parametros en el
dominio natural PEY, LY, EY, Y, VY vy los parametros en & dominio frecuencial LV, EV , V,

W

Zvs. NPED x NPEX x NPEY , en el caso de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD ampliada.

%vs PET2xPEX x PEY en d caso de la Seccion Mepipa truncada, o NPED x NPEX x NPEY

en el caso de la SECCION MEDIDA ampliada.



6.A. Anexo A:
Determinacion de la velocidad de propagacion promedio en el
Problema Directo

La velocidad de propagacion promedio C, se corresponde en el Problema Directo con la

velocidad cuadrética media espacial (Cf. §3.3.3), determinada sobre la SECCION DE INDICES
definida en las coordenadas D (definida en 1a §3.2.2.3). Para ello es preciso determinar, a partir
de la SECCION DE INDICES definida en |as coordenadas Z , las coordenadas D de los reflectores
presentes en el modelo y lalongitud del intervalo del €je de coordenadas D muestreado, LD ,
valores que dependen, a su vez, de la velocidad de propagacion promedio C, 2

Para solventar este problema se propone emplear un método iterativo para la determinacion
conjunta de la velocidad de propagacion promedio C., y la SECCION DE INDICES definida en las

coordenadas D , implementadaen el modulo indices 72D perfil (Cf. 86.1.4).

(1) Estima inicial de la velocidad de propagaciéon promedio C_, y la longitud del intervalo del eje de

coordenadas D muestreado, LD

Puesto que la informacion inicial disponible es la SEcciON DE INDICES definida en las
coordenadas Z , con un valor inicial de lalongitud del intervalo muestreado en dicho gje, LZ ,
se propone emplear como estima inicial de C, la velocidad de propagacion media sobre esta

SECCION DE INDICES, C, , y como estimainicial de LD el valor de LZ . Estas magnitudes C,

y LZ son conceptualmente diferentes de las magnitudes que se pretende estimar C,, y LD,

pero pueden ser empleadas como valores numéricos iniciales razonablemente proximos, y
verifican unarelacion similar a (6.1.4), también expuesta en lanota al pie 25, dada por (Sheriff y
Geldart, 1982, §3.2.2 y ecuacion 3.3):

LZ = G '2LT (6.1.3)

% Obsérvese que las integrales en (3.2.18) se reducen a sumatorios en el caso en que se considera una
estratificacion horizontal de medios homogéneos. Asi, si en una columna se encontraran presentes los

reflectores ab en la posicion Z =2 y € reflector bC en la posicion Z =27, _, las coordenadas D
correspondientes a ambos reflectores se calcularian de laforma:

C C C
D,=—"—"2, . DbC:—mZab+—m(ZbC—Zab).
Ca Ca
Asi mismo, se determina la longitud del intervalo del eje de coordenadas D muestreado, LD , de acuerdo
con larelacion entre la coordenada D y el tiempo en la SECCION MEDIDA, expuestaen (3.2.19), de laforma:
c -LT
LD=-"T
2
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Puesto que € valor inicial de LZ es un dato inicial arbitrario, se propone emplear un
método iterativo para la determinacion conjunta de C, y LZ, implementado en el médulo
cz Lz perfil (Cf.86.15.1), enlasiguiente forme

1. Se calcula, mediante llamada al médulo media perfil, la velocidad de
media C, empleandose como profundidad méximael valor LZ inicial.

2. Con este valor de C, se calcula, mediante (6.1.3), un nuevo valor de la
longitud del intervalo muestreadoene ee Z, LZ'.

Mientras ambos valores LZ y LZ' no sean suficientemente proximos,® se rediza:

3. Seredefine LZ =LZ'.

4. Serecacula C, conestenuevovalorde LZ .

5. Serecalcula LZ' con este nuevo valor de C, .

Esta metodologia permite determinar unos valoresde C, y LZ que verifican la condicién

(6.1.3) detal formaque, estimando C,, y LD por estos valores, ambos verificaran la condicién
(6.1.4).

(2) Determinacion de la velocidad de propagacién promedio C, y la SECCION DE INDICES definida

en las coordenadas D

Una vez estimado el valor de la velocidad de propagacion promedio C ., es posible

determinar la SECCION DE INDICES definida en las coordenadas D . Esta nueva SECCION DE
inDICES, de tamafio PED x PEX , se define de tal forma que el elemento (&, b) contiene e

codigo correspondiente al reflector presente para el valor de lacoordenada D (@) bajo e punto

en la posicion X(b) a lo largo del perfil, o el valor 0 en € caso en que no haya reflector
presente.

Para ello, se localizan en cada columna de la SEcciON DE INDICES original los indices de los
reflectores presentes y se calculan, de acuerdo con 3.2.18, las coordenadas D a las que se
encuentran, dados los valores de sus profundidades Z , |as velocidades de propagacion de cada
medio, contenidas en el vector C, y lavelocidad de propagacion promedio C . Estos indices se

Lz-Lz] 105

% Se propone considerar que LZ y LZ'" son suficientemente préximos cuando ——————<
min{LZ,LZ'"}
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asignan ala columna correspondiente de la nueva SECCION DE INDICES, en las filas cuyos valores
D (a) sean més proximos a los valores de las coordenadas D calculadas.

Como se indico en §3.2.2.3., la velocidad de propagacion promedio C, debe ser tal que
verifique (Cm / C)2 =1 en promedio sobre la SEccION. Para comprobarlo, mediante |lamada &l

. . . . 2
modulo media perfil se determina el valor promedio del cociente (Cm / C) en esta nueva
SECCION DE INDICES.

Mientras la diferencia entre este valor promedio y la unidad no sea suficientemente
pequefia,?’ serealiza:

1. Serecalculan, mediante llamada a médulo cm LD perfil (Cf. 86.1.5.2),
losvaloresde C,, y LD correspondientes alanueva SECCION DE INDICES.
2. Serecaculan las coordenadas D correspondientes a estos valores.

3. Seconstruye, con dichos valores, una nueva SECCION DE INDICES.

4. Mediantellamadaa médulomedia perfil sedeterminael valor promedio

, 2 ) ]
del cociente (Cm / C) en esta nueva SECCION DE INDICES.

Esta metodologia permite garantizar que la velocidad de propagacion promedio C, y la

. . 2 . .
SECCION DE INDICES son tales que se verifica (Cm/C) =1 en promedio sobre la SECCION.

El médulo cm LD perfil anteriormente referido es similar al anteriormente descrito
cz LZ perfil, en e que se propone emplear un método iterativo para la determinacion

conjuntade C, y LD enlasiguiente forma

1. Se cacula, mediante llamada al médulo media perfil, la velocidad
cuadrética media C,, empledndose como coordenada D méxima el valor

LD inicial.

2. Con este valor de C,, se calcula, mediante (6.1.4), un nuevo valor de la
longitud del intervalo muestreadoene ge D, LD'.

%" Se propone considerar que esta diferencia es suficientemente pequefia cuando es menor de 103,
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Mientras ambos valores LD y LD’ no sean suficientemente préximos,? se realiza:

3. Seredefine LD = LD’.

4. Serecacula C,, conestenuevo valor de LD .

5. Serecalcula LD’ con este nuevo valor de C,,.

Esta metodologia permite determinar unos valoresde C, y LD que verifican la condicién
(6.1.4).

|LD - LD/| <105

% Se propone considerar que LD y LD’ son suficientemente préximos cuando ————————<
min{LD,LD'}



6.B.

Anexo B:

Determinacion de las ondas reflejadas multiples

6.B.1.

En esta Seccion se estudia la metodologia para la determinacion de las ondas reflgjadas
muiltiples en cada traza, tanto en laresolucion del Problema Directo como del Problema Inverso.

Problema Directo

En la aplicacion del algoritmo para la resolucion del Problema Directo, previo a la
aplicacion del filtro, debe tenerse en cuenta la posible existencia de reflexiones multiples. Para
ello, se determinan las posiciones y reflectividades de unos reflectores ficticios que permitan su
aparicion en el radargrama.

Atendiendo a las restricciones estructurales del algoritmo, expuestas en la §3.3.1 del
Capitulo 3, Unicamente se consideran modelos constituidos por estratificaciones horizontales
que incluyan difractores puntuales. Asi pues, en la determinacion automética de las ondas
reflejadas multiples Unicamente tendra sentido considerar la propagacion en la direccion de la
vertical.

La determinacion de las ondas reflgjadas mltiples en e Problema Directo se efecttia en €l
moédulo multiples pd (Cf. §6.1.8). En este modulo se hace un seguimiento de la onda que
parte del emisor, de acuerdo con las siguientes consideraciones:

La propagacion de las ondas electromagnéticas se realiza en la direccién de
la vertical.

Las ondas que llegan a cada reflector se dividen: una parte esreflejada y otra
es transmitida, de acuerdo con |os coeficientes apropiados.

Las ondas transmitidas a través del Ultimo reflector no podran volver a
ascender y no seran registradas.

Las ondas asociadas a reflectores con coordenadas D mayores que e valor
maximo LD no serén registradas.

Las ondas asociadas a reflectores con reflectividades menores en médulo al

valor minimo r_; . . no seran registradas.
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La reflectividad aparente y e valor de la coordenada D asociada para cada onda es
calculada para cada multiple y actualizada tras cada reflexion o transmision. La forma en que se
Ilevan a cabo estos célculos se g emplifica en la Tabla 6-B-1 para el caso mostrado en laFigura

6-B-1.
Z=0
Medio a: «,, C,
=7, Reflector ab: 1, , t,, t.
Medio b: ¢, C,
=27, Reflector bc: 1., t,., t,
Medio C: «,, C,
Figura 6-B-1: Ejemplo de determinacion ondas reflejadas miltiples en el Problema Directo.
Tabla 6-B-1: Ejemplo del célculo dela reflectividad aparente'y la coordenada D asociada a
cada onda, correspondiente al caso mostrado en la Figura 6-B-1.
Paso Ondasvigieras Reflectividad aparente Coordenada D
a _ Gn
0 Oa [ =g D=227,
— A az u az — i
0a0 r=g %, g% D=222Z,
1
—a,Z —atp(Zpe—Z. — S Cn —
Oab =g es t g lfe ) D=27,+2(Z,-Z,)
2 Oaba r=g b g, g el D=2Z,+22(Zy,-Zy)
— @ 2%z 20 (Zoe ~Zap) —2| & S -
Oabal r=e"= e ™™l b, D—Z[Ca Z,+ (2, Zab)]
3

b 1ot e I D=2,132(2,2,)

En €l paso 0 se considera:

e Onda Oa, que parte del emisor y que, atravesando e medio a, alcanza €
reflector ab .
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En € paso 1 se consideran:

e Onda 0a0, correspondiente a la parte de laonda Oa reflgjada en el reflector
ab y que, atravesando e medio a, esregistrada en el receptor.

e Onda Oab, correspondiente ala parte de laonda Oa transmitida a través del
reflector ab y que, atravesando el medio b , alcanza e reflector bc.

En el paso 2 se considera:®

e Onda Oaba, correspondiente a la parte de la onda O0ab reflgjada en €
reflector BC y que, atravesando € medio b , alcanza el reflector ab.

En €l paso 3 se consideran:

e Onda 0Oabal, correspondiente a la parte de la onda Oaba transmitida a

través del reflector ab y que, atravesando e medio a, es registrada en el
receptor.

e Onda Oabab, correspondiente a la parte de la onda Oaba reflgjada en €
reflector ab y que, atravesando el medio b , alcanza el reflector bc.

En cada paso se examinan la reflectividad aparente y las coordenadas D acumuladas de
todas las ondas, eliminandose aquellas cuya reflectividad aparente no supere en médulo el valor

minimo I ;i © cuyo valor de D exceda el valor méximo LD . Este proceso finaliza cuando
todas las ondas vigjeras hayan a canzado el receptor, o bien hayan sido eliminadas.

Los reflectores ficticios asociados a cada onda reflgada muditiple, 0a0, OabaO,

Oababa0, etc., estén caracterizados por |as reflectividades aparentes Iy las coordenadas D
correspondientes.

6.B.2. Problema Inverso

Existen diferentes estrategias para el tratamiento de ondas miltiples, tal como se discute en
la 88.2.5. Estas estrategias permiten la identificacion y eliminacién parcia de las mdltiples,
aunque sin asignar su energia a la primaria que les corresponde, 1o que conlleva un inevitable
deterioro de la sefid.

# |a onda correspondiente a la parte de la onda Oab transmitida a través del reflector bC no se considera,
pues no podravolver a ascender y no seraregistrada.
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En cualquiera de los casos la eliminacién de multiples es una tarea complicada, pues no son
completamente separables de las sefiaes primarias de acuerdo con criterios como periodicidad o
espectro (Yarovoy, 2003; Nobes et a., 2005), y es requerido un modelado preciso de la
propagacion de las ondas, con una determinacion exacta tanto de los tiempos de recorrido como
de las amplitudes (Y oun y Zhou, 2001).%

Todos los métodos referidos requieren una implementacién adicional mucho més compleja
que la empleada en € disefio de los algoritmos realizado en esta Tesis Doctoral, quedando
descartada |a operacion automética. Asi pues, la eliminacién de multiples no se implementa en
esta Tesis Doctoral, y serd un aspecto atratar en la continuacion de la misma.

% Como se discute en la §7.5, con la metodologia propuesta se obtienen las sefiales en los tiempos de
recorridos precisos, no ocurriendo asi con las amplitudes.
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Introduccién

En este séptimo Capitulo se aplican los algoritmos disefiados en el Capitulo 3, con la
implementacion descritaen el Capitulo 6, a diversos modelos sencillos.*

El presente Capitulo se encuentra dividido en cinco Secciones dedicadas, respectivamente:

e A laaplicacion del algoritmo para la resolucion del Problema Directo en dos
dimensiones.

e A laaplicacion del algoritmo para la resolucion del Problema Directo en tres
dimensiones.

e A laaplicacion del algoritmo para la resolucién del Problema Inverso en dos
dimensiones.

e A laaplicacion del agoritmo parala resolucién del Problema Inverso en tres
dimensiones.

e A laexposicién y discusion de los principales resultados obtenidos, tanto para
laresolucion del Problema Directo como del Problema Inverso.

Asi mismo, se incluye un Anexo dedicado a la resolucion analitica del Problema Directo en
dos dimensiones.

En los casos estudiados en las dos primeras Secciones, dedicadas a la resolucion del
Problema Directo, se muestran y caracterizan |os resultados obtenidos mediante la aplicacién del
algoritmo, comparéndose, en los casos en que sea pertinente, con los resultados analiticos
expuestos en & Anexo.? En lo que sigue se seguira refiriendo a los radargramas obtenidos
mediante la aplicacién del algoritmo como SECCION MEDIDA, mientras que se referird a los
resultados analiticos correspondientes como SECCION ESPERADA.

En los casos estudiados en las dos Secciones siguientes, dedicadas a la resolucién del
Problema Inverso, se muestran y caracterizan |os resultados obtenidos mediante la aplicacion del
algoritmo a las SECCIONES obtenidas en las dos primeras, comparandose éstos con la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondiente.® En lo que sigue se referira a los resultados
obtenidos mediante la aplicacion del algoritmo para la resolucion del Problema Inverso a la
SECCION MEDIDA como DISTRIBUCION MEDIDA, mientras que se referira a los resultados
obtenidos mediante la aplicacién del algoritmo a la SECCION ESPERADA cOmMoO DISTRIBUCION
ESPERADA.

! Tal como se menciond en la §3.3.3, Unicamente se tendra en consideracion la parte rea de la SECCION
MEDIDA.

2 En estos casos, por simplicidad y sin pérdida de generalidad, no se tendrén en cuenta las reflexiones
multiples entre la antena y la superficie. Volvera a hacerse hincapié en este aspecto en la 87.5, dedicada a la
exposicion y discusién de los principal es resultados obtenidos.

% En laresolucién del Problema Inverso mediante el algoritmo implementado en el Capitulo 6 no se reducen
las ondas reflgjadas multiples en cada traza (Cf. 86.B), razén por la que se comparan la DISTRIBUCION
MEDIDA y la DISTRIBUCION ESPERADA con la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD, que lasincluye (Cf. §6.1.3).
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En todos los casos se empleard como referencia la frecuencia de 900 MHz, pues los
resultados obtenidos con otras frecuencias no difieren significativamente de éstos. Volvera a
hacerse hincapié en este aspecto en la 87.5, dedicada a la exposicion y discusion de los
principales resultados obtenidos.

Asi mismo, los valores de los parametros el ectromagnéticos correspondientes a los medios
han sido tomados de la Tabla 2.1 de Lorenzo (1994).

En todos los procesos se adjunta €l tiempo medio de cémputo. Los algoritmos han sido
gjecutados en un PC de sobremesa con procesador AMD Athlon™ 1,24 GHz, 384 MB de RAM
y un disco duro de 60 GB.



7.1. Aplicacion del algoritmo para la resolucién del Problema Directo
en dos dimensiones

En esta Seccion se aplica el algoritmo para la resolucién del Problema Directo a diversos
model os sencillosy representativos.

e Undifractor puntual.*
e Unasuperposicion de capas plano-paral elas sobre un semiespacio infinito.

e Modelo redista.

Con objeto de remarcar las caracteristicas fundamentales, en los dos primeros modelos se
emplean valores redlistas para los pardmetros que caracterizan los medios, pero no se emplean
éstos en la determinacion de los parametros que caracterizan e difractor o los reflectores, sino
gue se emplean otros valores dados.

En todos los casos se muestran y caracterizan los radargramas obtenidos mediante la
aplicacién del algoritmo (SEcciON MEDIDA), comparandose, en |os casos en que sea pertinente,
con los resultados analiticos expuestos en el Anexo 7.A (SECCION ESPERADA).

7.1.1. Un difractor puntual

Este modelo estd constituido por un difractor puntual aislado, inmerso en una matriz
homogénea. Este modelo es de utilidad general, pues modelos méas complejos pueden ser
estudiados a partir de éste mediante aplicacion del principio de superposicion, hallandose el
radargrama correspondiente como suma de | os obtenidos para cada difractor puntual .’

* Se considera que aparece difraccion cuando el tamafio de los cuerpos y las aberturas es del mismo orden de
magnitud que la longitud de onda, esto es, cuando las propiedades el ectromagnéticas del medio cambian en
unalongitud del orden de lalongitud de onda.

En el caso en que e tamafio de los cuerpos es mucho mayor que lalongitud de onda, cada punto del cuerpo se
comporta como un emisor de radiacién, y se observa lainterferencia entre estas sefiales como unareflexion.
En el caso en que &l tamafio de los cuerpos es mucho menor que lalongitud de onda, no son detectables.
(Borny Walf, 2002, Capitulo I11).

® Esto es de aplicacion tanto en el caso de conjuntos de difractores puntuales aislados como en el caso de
superficies reflectoras, pues en este Ultimo caso se considera que estén constituidas por elementos difractores
puntuales (Cf. §3.3.1y nota 1 del presente Capitul0).
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(1) Descripcion del modelo

En este modelo se emplean valores redlistas para los parametros que caracterizan la matriz,
pero no se emplean éstos en la determinacion del pardmetro que caracteriza el difractor, sino que
se emplean otros valores dados con objeto de remarcar |as caracteristicas fundamental es.

Ladescripcion del modelo se detallaen la Tabla 7-1-1:

Tabla 7-1-1: Descripcion del modelo bidimensional constituido por un Unico difractor puntual.

Caracterizacion del perfil:

NUmero de trazas: PEX =350
Longitud: LX =15,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,043m
NUlmero de muestras por trazaz. PET =512
Tiempo de muestreo: LT =5010°s

Espaciado entre muestras:
Caracterizacién de la antena:

ET =0,09810°s

Pul sacion:
Caracterizacion de lamatriz (Arenas):

o =2790010°s™

Permitividad el éctrica E=2¢,
Permeabilidad magnética H= Uy

Conductividad eléctrica: oc=10*Sm*

Velocidad de propagacion:® ¢, = 2,119810° ms™

Constante de propagacion: 7, =(0,0133+59,28i)m™

Caracterizacion del difractor puntual:

Coeficiente de reflexion: r, =—0,7000+ 0,0001i

Posicion: X, =7,48m, Z, =1,00m

® En este caso, a haber un Gnico medio, la velocidad promedio coincidiré con la velocidad de propagacion en
el medio, C,, =C,.
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(2) SECCION DE INDICES

El modelo consta de un Unico punto difractor. La SECCION DE INDICES (Cf. §6.1.1)
correspondiente a este model o se muestra en la Figura 7-1-1:

05— —

m
T
1

"~
T
1

Z{m) (Z maxima es estimada)

26 -

356 -

Figura 7-1-1: Seccion DE INDICES correspondiente al modelo bidimensional constituido por un
Unico difractor puntual.
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(3) DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

La DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (Cf. 86.1.3) determinada mediante la aplicacién del

algoritmo se muestra en laFigura 7-1-2:

05—

25—

D (m)

35—

450

Figura 7-1-2: DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondiente al modelo bidimensional

constituido por un Unico difractor

r =0,6805+0,0387i .

puntual. La reflectividad aparente del punto es
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(4) SECCION MEDIDA

Ladescripcion de la SECCION MEDIDA obtenida se detallaen la Tabla 7-1-2:

Tabla 7-1-2: Descripcion de la SsccioN MEeDIDA correspondiente al modelo bidimensional
constituido por un Unico difractor puntual.

Caracterizacion del perfil:

NUmero de trazas: PEX =350
Longitud: LX =15,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,043m

NUmero de muestras por trazac.  PET = 450
Tiempo de muestreo: LT =49,96610° s
Espaciado entre muestras: ET =0,11110°s

La comparacion entre la SECCION MEDIDA Yy la SECCION ESPERADA se muestra en las figuras
7-1-3y 7-14.

Paginas siguientes:

Figura 7-1-3: Comparacion entre la SEcCION MEDIDA Y la SECCION ESPERADA correspondientes
al modelo bidimensional constituido por un Unico difractor puntual.

(a) SEccION MEDIDA.
(b) SECCION ESPERADA.

(c) Logaritmo decimal del valor absoluto de la SEcciON MEDIDA.
(d) Logaritmo decimal del valor absoluto dela SECCION ESPERADA.

Figura 7-1-4: Trazas representativas de la SecCiION MEDIDA y la SECCION ESPERADA
correspondientes al modelo bidimensional constituido por un Unico difractor puntual.

(a) Seleccién detrazas.
(b) Detalle.

En todos los casos se representa, frente al tiempo doble de recorrido (ns), las trazas
correspondientes a la SeccioN MEDIDA (puntos) y las correspondientes a la SECCION ESPERADA
(circulos).
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(5) Caracterizaciéon y comparacion de resultados

El tiempo medio de computo para este modelo es de 18,5032 s.

A lavista de los resultados expuestos en las figuras del punto anterior, pueden resaltarse las
siguientes caracteristicas generales.

e La SEcciON MEDIDA presenta las caracteristicas geométricas esperables: La
sefial correspondiente a un difractor puntual es una hipérbola.

e La posicion del vértice de la hipérbola en la SECCION MEDIDA no esta
nitidamente definido, sino que la sefial es no nula en algunos puntos previos y
posteriores al maximo.

e Aun teniendo en cuenta los aspectos sefialados en e punto anterior, la
hipérbola se encuentra localizada en la posicion horizonta y tiempo doble de
recorrido que se obtiene en la SECCION ESPERADA dentro del margen de error
asumible por la naturaleza discreta de la SECCION MEDIDA.

e Las amplitudes de la sefial en la SECCION MEDIDA son inferiores a las que se
obtienen en la SECCION ESPERADA. Asi mismo, las fases difieren de las que se
obtienen en ésta.

En los modelos estudiados en las Subsecciones siguientes se obtienen resultados analogos.
L os resultados conjuntos seran discutidos en la Seccién 7.5, dedicada ala exposicion y discusion
de los principal es resultados obtenidos.
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Superposicidon de capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito

Este modelo esta constituido por dos capas plano-paralelas, superpuestas a un semiespacio
infinito. Es equivalente a considerar dos reflectores plano-paralelos, situados en las interfaces
entre capas, y entre la Ultima capay € semiespacio.

(1) Descripcion del modelo

En este modelo se emplean valores redlistas para los parametros que caracterizan los
medios, pero no se emplean éstos en la determinacion de los parametros que caracterizan los
reflectores, sino que se emplean otros valores dados con objeto de remarcar las caracteristicas
fundamentales.

Ladescripcion del modelo se detallaen la Tabla 7-1-3:

Tabla 7-1-3: Descripcion del modelo bidimensional constituido por dos capas plano-paralelas
sobre un semiespacio infinito.

Caracterizacion del perfil:

Ndmero de trazas: PEX =350
Longitud: LX =15,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,043m
NUmero de muestras por trazaz  PET =512
Tiempo de muestreo: LT =5010°s

Espaciado entre muestras:

Caracterizacion de la antena:

Pulsacion:

Caracterizacion de los medios:

1: Aire

Permitividad eléctrica:
Permeabilidad magnética:
Conductividad el éctrica:

Velocidad de propagacion:

Constante de propagacion:

ET =0,09810"°s

o =2790010°s™

£=¢,
H=Hy
o=0

c, =2,998010° ms™
7, =41,92i m*
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Tabla 7-1-3 (Continuacién)

Caracterizacion de los medios:

2. Arenas secas

Permitividad eléctrica: &=2¢,

Permeabilidad magnética: M= L

Conductividad eléctrica: c=10"Sm™
Velocidad de propagaci on: C,= 2,119910° ms™
Constante de propagacion: 7, =(0,0133+59,28i)m™
3: Arenisca seca

Permitividad eléctrica: & =064,

Permeabilidad magnética: M= Uy

Conductividad eléctrica: c=10"Sm*
Velocidad de propagacion: G =1 223910° ms™*
Constante de propagacion: 7, =102,7i m*

Velocidad de propagacion promedio: c,=1 567910° ms™
Caracterizacion de |os reflectores:

12
Coeficiente de reflexion: r, = —0,7000+ 0,0001i

Coeficiente de transmision ascendente:  t,, = 0,3000+ 0,0001i
Coeficiente de transmision descendente:  t,; =1, 7000 — 0,0001i

Posicion: Z=0,25m
23
Coeficiente de reflexion: r,, =—0,6000 — 0,0001i

Coeficiente de transmision ascendente:  t,, = 0,4000 + 0,0001i

Coeficiente de transmision descendente:  t,, =1,6000 + 0, 0001
Posicion: Z=150m




362 Capitulo 7 — Aplicacién de los algoritmos a datos sintéticos

(2) SECCION DE INDICES

El modelo consta de dos reflectores plano-paralelos. La SECCION DE INDICES
correspondiente a este model o se muestra en la Figura 7-1-5:

12

06+~ =

n

23

r
T
|

Z{m) (Z maxima es estimada)

25 —

Figura 7-1-5: SECcCION DE INDICES correspondiente al modelo bidimensional constituido por dos
capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito. Junto a cada reflector se muestra el indice
asociado.
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(3) DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

La DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD determinada mediante la aplicacion del agoritmo se
muestra en la Figura 7-1-6:

r =—0,7000+0,0001i

05— —

1 r =-0,3060-0,0001i —

r =0,1285+0,0001i

D (m)

25+ —

r =-0,0540-0,0000i

35 —

r =0,0227 +0,0000i

Figura 7-1-6: DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondiente al modelo bidimensional
constituido por dos capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito. Junto a cada reflector
se muestra la reflectividad aparente.
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(4) SECCION MEDIDA

La descripcion de la SECCION MEDIDA obtenida se detallaen la Tabla 7-1-4:

Tabla 7-1-4: Descripcion de la SsccioN MEeDIDA correspondiente al modelo bidimensional
constituido por dos capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito.

Caracterizacion del perfil:

NUmero de trazas: PEX =350
Longitud: LX =15,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,043m

NUmero de muestras por trazac.  PET = 466
Tiempo de muestreo: LT =49,96010°s
Espaciado entre muestras: ET =0,107107°s

La comparacion entre la SECCION MEDIDA Yy la SECCION ESPERADA se muestra en las figuras
7-1-7y 7-1-8.

Paginas siguientes:

Figura 7-1-7: Comparacion entre la SEccioN MEDIDA y la SECCION ESPERADA correspondientes
al modelo bidimensional congtituido por dos capas plano-paralelas sobre un semiespacio
infinito.

(a) SecciON MEDIDA.
(b) SECCION ESPERADA.

Figura 7-1-8: Trazas representativas de la SecCiION MEDIDA y la SECCION ESPERADA
correspondientes al modelo bidimensional constituido por dos capas plano-paral€elas sobre un
semiespacio infinito.

(a) Traza representativa.
(b) Detalle de la primera llegada.
(c) Detalle de la segunda llegada.

En todos |os casos se representa, frente al tiempo doble de recorrido (ns), se representan la traza
correspondiente a la SEcCiON MEDIDA (puntos) y a la SECCION ESPERADA (circul 0s).
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(5) Caracterizaciéon y comparacion de resultados

El tiempo medio de computo para este modelo es de 27,9177 s.

A lavista de los resultados expuestos en las figuras del punto anterior, pueden resaltarse las
siguientes caracteristicas generales.

e La SEcCcION MEDIDA presenta las caracteristicas geométricas esperables: La
sefial correspondiente a reflectores plano-paralelos son planos horizontales,
siendo observadas | as sefiales correspondientes a las multiples.

e Laposicion delos planos en la SECCION MEDIDA no esté nitidamente definida,
sino que la sefid es no nula en algunos puntos previos y posteriores al
maximo.

e Aun teniendo en cuenta los aspectos sefialados en el punto anterior, los planos
se encuentran localizados en los tiempos dobles de recorrido que se obtiene en
la SECCION ESPERADA, dentro del margen de error asumible por la naturaleza
discretade la SECCION MEDIDA.

e Lasamplitudes de la sefiad en la SEcciION MEDIDA son inferiores a las que se
obtienen en la SECCION ESPERADA. Asi mismo, las fases difieren de las que se
obtienen en ésta.

Estos resultados son andlogos a los obtenidos en € resto de Subsecciones. Los resultados
conjuntos seran discutidos en la Seccidon 7.5, dedicada a la exposiciéon y discusion de los
principal es resultados obtenidos.
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7.1.3. Modelo realista

Este modelo estd4 constituido por una coleccion de capas plano-paralelas y elementos
difractores, superpuestos a un semiespacio infinito. Es equivalente a considerar una coleccion de
reflectores plano-paralelos, de diferentes tamafios, situados en las interfaces entre capas, y entre
las Ultimas capas y €l semiespacio.

(1) Descripcion del modelo

En este modelo se emplean valores redlistas para los parametros que caracterizan los
medios, empleandose éstos en la determinacién de los pardmetros que caracterizan los
reflectores.

Ladescripcion del modelo se detallaen la Tabla 7-1-5:

Tabla 7-1-5: Descripcién del modelo bidimensional realista.

Caracterizacion del perfil:

NUmero de trazas: PEX =350
Longitud: LX =15,00m

Espaciado entre trazas: EX =0,043m

NUmero de muestras por trazaz.  PET =512
Tiempo de muestreo: LT =5010°s
Espaciado entre muestras: ET =0,09810°s

Caracterizacion de la antena:

Constante de propagacion:

Pul sacion: o =2790010%s™
Caracterizacion de los medios:

1: Aire

Permitividad eléctrica: E=¢,

Permeabilidad magnética: M= Uy

Conductividad eléctrica: oc=0

Velocidad de propagacion: C =2 998010° ms™

7, =41,92im™
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Tabla 7-1-5 (Continuacién)

Caracterizacion de los medios:

2: Arenas secas
Permitividad eléctrica:
Permeabilidad magnética
Conductividad eléctrica

Velocidad de propagacion:

Constante de propagacion:

3: Cobre
Permitividad eléctrica:
Permeabilidad magnética:

Conductividad eléctrica:

Velocidad de propagacion:

Constante de propagacion:

4. Arenisca seca
Permitividad eléctrica:
Permeabilidad magnética:

Conductividad eléctrica:

Velocidad de propagacion:

Constante de propagacion:

5: Granito seco
Permitividad eléctrica:
Permeabilidad magnética:

Conductividad eléctrica:

Velocidad de propagacion:

Constante de propagacion:

Velocidad de propagacion promedio:

&=2¢,
H=Hy
c=10"Sm*

c, =2,119910° ms™*

7, =(0,0133+59,28i)m™

=&,
H=Hy
o=10Sm™*

c, =9,487010°ms™
7, =5,960710° m*

e =06,
H=Hy
c=10"Sm*

c, =1,223910°ms™

7,=102,7im™

£ =5¢,
H= Hy
o=10°Sm™

C, =1,340710° ms™
¥s =17,697410 " m™

c,=1476110°ms™
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Tabla 7-1-5 (Continuacién)

Aplicacién de los algoritmos a datos sintéticos

Caracterizacion de los reflectores:

12
Coeficiente de reflexion:

Coeficiente de transmision ascendente:

Coeficiente de transmisiéon descendente:

Posicion:

23
Coeficiente de reflexion:

Coeficiente de transmision ascendente:

Coeficiente de transmision descendente:

Posicion:

24
Coeficiente de reflexion:

Coeficiente de transmision ascendente:

Coeficiente de transmisiéon descendente:

Posicion:

25
Coeficiente de reflexion:

Coeficiente de transmision ascendente:

Coeficiente de transmision descendente:

Posicion:

32
Coeficiente de reflexion:

Coeficiente de transmision ascendente:

Coeficiente de transmisiéon descendente:

Posicion:

45
Coeficiente de reflexion:

Coeficiente de transmisidn ascendente:

Coeficiente de transmision descendente:

Posicion:

r,, =—0,1716 + 0,0002i
t,, = 0,8284+ 0,0002i
t,, =1,1716— 0,0002i
0< X <LX, Z=010m

r,, = —1,0000 + 0,0000i

t,, = 0,0000 + 0,0000i

t,, = 2,0000 — 0,0000i

X =9,9713m, Z =0,48m

r,, = —0,2679— 0,0002i

t,, =0,7321-0,0002i

t,, =1,2679 + 0,0002i

0< X <4,9427m, Z = 0,50m

r,. = —0,2251— 0,0002i

t, = 0,7749 - 0,0002i

t,, =1,2251+ 0,0002i
4,9857m< X <LX, Z =0,80m

r,, =1,0000— 0,0000i
t,, = 2,0000 — 0,0000i
t,, = 0,0000 -+ 0,0000i
X =9,9713m, Z =0,52m

I, = 0,0455— 0,0000i
t,c =1,0455 — 0,0000i
t,, = 0,9545+ 0,0000i
0< X <4,9427m, Z =1,00m
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(2) SECCION DE INDICES

El modelo consta de varios reflectores plano-paralelos y dos difractores puntuales. La
SECCION DE INDICES correspondiente a este model o se muestra en la Figura 7—1-9:

12

23

05 24 . 0

25

m
T
1

"~
T
1

Z{m) (Z maxima es estimada)

26 -

356 -

Figura 7-1-9: SeccioN DE INDICES correspondiente al modelo bidimensional realista. Junto a
cada reflector se muestra el indice asociado.
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(3) DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

La DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD determinada mediante la aplicacion del agoritmo se
muestra en la Figura 7-1-10:

r =-0,1716+0,0002i

=0 280100005 r =—0,9705-0,0000i -
o5 r =-0,2185-0,0002i |
r=0,1665-0,00021

r =0,0120+ 0,0000i

r =—0,0005+0,0000i r =-0,0286+0,0001i -
7 =0,0410_0,00001 r = 0,0084+ 0,0000i

r =0,0049- 0,0000i

r =—0,0038+ 0,0000i
r =0,0003+0,0000i SRRl r =—0,0003-0,0000i

15E
r =0,0005+ 0,0000i
\ﬂ r =-0,0001-0,0000i

£
SN
r =0,0003+ 0,0000i 2

25+ =

35 ' —

Figura 7-1-10: DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondiente al modelo bidimensional
realista. Junto a cada reflector se muestra la reflectividad aparente, en el caso en que las partes
real o imaginaria sean apreciables.
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(4) SECCION MEDIDA

La descripcion de la SECCION MEDIDA obtenida se detallaen la Tabla 7-1-6:

Tabla 7-1-6: Descripcion de la Ssccion MEeDIDA correspondiente al modelo bidimensional
realista.

Caracterizacion del perfil:

NUmero de trazas: PEX =350
Longitud: LX =15,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,043m

NUmero de muestras por trazac.  PET = 469
Tiempo de muestreo: LT =49,99510°s
Espaciado entre muestras: ET =0,107107°s

La SEcCION MEDIDA se muestraen lasfiguras 7-1-11y 7-1-12.

Pagina siguiente:

Figura 7-1-11: Ssccion MEeDIDA correspondiente al modelo bidimensional realista.

(a) SecciON MEDIDA.
(b) Logaritmo decimal del valor absoluto de la SeccioN MEDIDA.
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Figura 7-1-12: Trazas representativas de la SeccioN MEDIDA correspondiente al modelo
bidimensional realista.

Deizquierda a derecha las trazas corresponden a:

Inicio del perfil.
Traza anterior alarupturaen X =5,00m.
Traza posterior alarupturaen X =5,00m.

Traza correspondiente a los difractoresen X =9,71m.
Final del perfil.

Se muestran en rojo las sefiales correspondientes a reflexiones primarias, en amarillo las
correspondientes a reflexiones miltiples, en verde las difracciones en los elementos puntuales.
Los circulos muestran |os efectos de las hipérbolas de difraccion.
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(5) Caracterizaciéon y comparacion de resultados

El tiempo medio de computo para este modelo es de 25,9936 s.

A lavista de los resultados expuestos en las figuras del punto anterior, pueden resaltarse las
siguientes caracteristicas generales.

e La SEccION MEDIDA presenta las caracteristicas geométricas esperables: Las
sefidles correspondientes a los difractores puntuales son hipérbolas y las
correspondientes a los reflectores plano-paralelos son planos horizontales,
siendo observadas | as sefiales correspondientes alas multiples.

e A lavista de los resultados expuestos en las Subsecciones anteriores es de
esperar que los vértices de las hipérbolas y los planos se encuentren
localizados en la posicion horizontal y tiempo doble de recorrido que se
obtendria en la SECCION ESPERADA, dentro del margen de error asumible por
la naturaleza discreta de la SECCION MEDIDA, teniendo en cuenta que dichas
posiciones no se encuentran nitidamente definidas.

e Asi mismo, es de esperar que las amplitudes y fases correspondientes a las
sefiales en la SECCION MEDIDA difieran de las que se obtendrian en la SEcCION
ESPERADA.

Los resultados conjuntos serén discutidos en la Seccion 7.5, dedicada a la exposicion y
discusion de los principal es resultados obtenidos.



7.2.

Aplicacion del algoritmo para la resolucion del Problema Directo
en tres dimensiones

En esta Seccion se aplica el algoritmo para la resolucién del Problema Directo a diversos
model os sencillos y representativos, andlogos a los estudiados en el caso bidimensional:

e Undifractor puntual.
e Unasuperposicion de capas plano-paral elas sobre un semiespacio infinito.

e Modelo redista.

Debido ala complejidad afiadida al calculo causada por lainclusiéon de una nueva dimension
espacial, los modelos tendrén un nimero de puntos en los gjes menor que los expuestos en la
Seccion anterior.

Con objeto de remarcar las caracteristicas fundamentales, en los dos primeros modelos se
emplean valores redlistas para |os parametros que caracterizan los medios, pero no se emplean
éstos en la determinacion de los parametros que caracterizan € difractor o los reflectores, sino
gue se emplean otros valores dados.

En todos los casos se muestran y caracterizan los radargramas obtenidos mediante la
aplicacion del algoritmo (SEcciON MEDIDA), comparandose, en |0s casos en que sea pertinente,
con los resultados analiticos expuestos en €l Anexo 7.A (SECCION ESPERADA).

7.2.1. Un difractor puntual

Este modelo esta constituido por un difractor puntual aislado, inmerso en una matriz
homogénea. Tal como se expuso en el caso bidimensional, a partir de este modelo pueden ser
estudiados modelos més complejos mediante aplicacion del principio de superposicion,
hallandose € radargrama correspondiente como suma de los obtenidos para cada difractor
puntual .
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(1) Descripcion del modelo

Capitulo 7 — Aplicacién de los algoritmos a datos sintéticos

En este modelo se emplean valores redlistas para los parametros que caracterizan la matriz,
pero no se emplean éstos en la determinacion del pardmetro que caracteriza el difractor, sino que
se emplean otros valores dados con objeto de remarcar |as caracteristicas fundamental es.

Ladescripcion del modelo se detallaen la Tabla 7-2-1.

Tabla 7-2-1: Descripcion del modelo tridimensional constituido por un Gnico difractor puntual.

Caracterizacion del cubo:

NUmero de trazas:

Longitud:

Espaciado entre trazas:

NUmero de muestras por traza:
Tiempo de muestreo:

Espaciado entre muestras:

Caracterizacion de la antena:

Pul sacion:

Caracterizacion de lamatriz (Arenas):

Permitividad eléctrica:
Permeabilidad magnética:
Conductividad el éctrica:

Velocidad de propagacion:’

Constante de propagacion:

Caracterizacion del difractor puntual:

Coeficiente de reflexion:

Posicion:

PEX =50
PEY =50

LX =1,00m
LY =1,00m
EX =0,020m
EY =0,020m
PET =128
LT =1010°s

ET =0,07810°s

® = 2790010° s*

&=2¢,
H=Hy
oc=10"Sm™

¢, =2,119810° ms™
7, =(0,0133+59,28i )m*

r,, =—0,7000+ 0,0001i
X,=0,49m, Y, =0,49m, Z, =0,50m

" En este caso, a haber un Ginico medio, la velocidad promedio coincidiré con la velocidad de propagacion en

el medio, C,, =C,.
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(2) SECCION DE INDICES

El modelo consta de un Unico punto difractor. La SECCION DE INDICES (Cf. §6.1.1)
correspondiente a este model o se muestra en la Figura 7-2-1:

-Z (m) (Z maxima es estimada)

Figura 7—2-1: Seccion D INDIcES correspondiente al modelo tridimensional constituido por un
Unico difractor puntual.



7.2. — Aplicacion del algoritmo para la resolucion del Problema Directo en 3-D 381

(3) DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

La DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (Cf. 86.1.3) determinada mediante la aplicacién del
algoritmo se muestra en laFigura 7-2-2:

08

08

o7

0B

04

03

0z

01

-0 {m)

X {mi)

Figura 7-2-2: DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondiente al modelo tridimensional
constituido por un Unico difractor puntual. La reflectividad aparente del punto es

r =-0,0196+ 0,6905i .
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(4) SECCION MEDIDA

La descripcion de la SECCION MEDIDA obtenida se detallaen la Tabla 7-2-2:

Tabla 7—2-2: Descripcion de la SsccioN MEDIDA correspondiente al modelo tridimensional
constituido por un Unico difractor puntual.

Caracterizacion del cubo:

NUmero de trazas: PEX =50
' PEY =50
L onitud. LX =1,00m
ongitud: LY =1.00m
Espaciado entre trazas: EX =0,043m
EY =0,043m
Numero de muestras por trazaz.  PET =91
Tiempo de muestreo: LT =9,97910°s
Espaciado entre muestras: ET =0,11110°s

La comparacion entre la SECCION MEDIDA Yy la SECCION ESPERADA se muestra en las figuras
7-2-3y 7-2-4.

Paginas siguientes:

Figura 7—2-3: Comparacion entre la SEccioN MEDIDA Y la SECCION ESPERADA correspondiente al
modelo tridimensional constituido por un Unico difractor puntual.

(a) Perfil dela Seccion Mepipa por e plano X = 0,49 m.
(b) Perfil dela Seccion Esperapa por e plano X =0,49m.

(c) Perfil dela SEccion Mepipa por e plano Y = 0,49m.
(d) Perfil dela Ssccion Esperapapor e plano Y = 0,49m.

(e) Perfiles de la SeccioN Mepipa por losplanos X =0,65meY =0,35m.
(f) Perfiles de la Seccion Esperapa por losplanos X =0,65me Y =0,35m.

(g) Corte de la SEccion Mepipa por € plano t = 5,5107° s.
(h) Corte de la SEccion EspErapa por @ plano t = 5,5107° s.
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Figura 7-2-4: Trazas representativas de la SEcCION MEDIDA y la SECCION ESPERADA
correspondiente al modelo tridimensional constituido por un Gnico difractor puntual.

En todos los casos se representa, frente al tiempo doble de recorrido (ns), las trazas
correspondientes a la SEccioN MEDIDA (puntos) y a la SEccioN ESPERADA (circul 0s).
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(5) Caracterizaciéon y comparacion de resultados

El tiempo medio de computo para este modelo es de 82,8182 s.

A lavista de los resultados expuestos en las figuras del punto anterior, pueden resaltarse las
siguientes caracteristicas generales.

e La SeEcciION MEDIDA correspondiente al caso tridimensional presenta
caracteristicas analogas a las correspondientes al caso bidimensional, en lo que
refierea

0 Lageometriadelasefial.

0 Localizacion de la sefid en los ges de posicion horizontal y tiempo
doble de recorrido.

o Amplitudy fase de la sefial.

e En los perfiles que no pasan por la vertical del difractor puntual aparece una
sefial correspondiente a efecto lateral causado por éste, con caracteristicas
analogas alas arriba expuestas.

En los modelos estudiados en las Subsecciones siguientes se obtienen resultados analogos.
L os resultados conjuntos seran discutidos en la Seccién 7.5, dedicada ala exposicion y discusion
de los principal es resultados obtenidos.
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7.2.2. Superposicion de capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito

Este modelo esta constituido por dos capas plano-paralelas, superpuestas a un semiespacio
infinito. Es equivalente a considerar dos reflectores plano-paralelos, situados en las interfaces
entre capas, y entre la Ultima capay € semiespacio.

(1) Descripcion del modelo

En este modelo se emplean valores redlistas para los parametros que caracterizan los
medios, pero no se emplean éstos en la determinacion de los parametros que caracterizan los
reflectores, sino que se emplean otros valores dados con objeto de remarcar las caracteristicas
fundamentales.

Ladescripcion del modelo se detallaen la Tabla 7-2-3:

Tabla 7-2-3: Descripcion del modelo tridimensional constituido por dos capas plano-paralelas
sobre un semiespacio infinito.

Caracterizacion del cubo:

i PEX =50
NUmero de trazas: PEY =50
Longitud: LX'=100m

LY =2,00m
_ _ EX =0,020m
Espaciado entre trazas: EY = 0,020m

NUmero de muestras por trazaz.  PET =128

Tiempo de muestreo: LT =1010"°s

Espaciado entre muestras: ET =0,07810°s
Caracterizacion de la antena:

Pulsacion: @ =2790010° s
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Tabla 7-2-3 (Continuacién)

Caracterizacion de los medios:

1: Aire

Permitividad eléctrica
Permeabilidad magnética
Conductividad eléctrica

Velocidad de propagacion:

Constante de propagacion:

2. Arenas secas
Permitividad eléctrica:
Permeabilidad magnética:

Conductividad eléctrica:

Velocidad de propagacion:

Constante de propagacion:

3. Arenisca seca
Permitividad eléctrica:
Permeabilidad magnética

Conductividad eléctrica:

Velocidad de propagacion:

Constante de propagacion:

Velocidad de propagaci én promedio:

E=¢,

H=Hy

c=0

c, =2,998010° ms™
7, =41,92im™*

&=2¢,
H=Hy
o=10"Sm™

c, =2,119910° ms™
7, =(0,0133+59,28i)m™

&="06¢,
H=Hy
c=10"Sm™

c,=1,223910°ms™*
¥, =102, 7im™

c,=1567910°ms™

Caracterizacion de | os reflectores:

12
Coseficiente de reflexion:

Coeficiente de transmision ascendente:

Coeficiente de transmision descendente:

Posicion:

23
Coeficiente de reflexion:

Coeficiente de transmision ascendente:

Coeficiente de transmision descendente:

Posicién:

r, = —0,7000+ 0,0001i
t,, = 0,3000+ 0,0001i
t,, =1,7000— 0,0001i
Z=0,30m

f,, = —0,6000 — 0,0001i
t,, = 0,4000+ 0,0001i
t,, =1,6000+ 0,0001i
Z=0,50m
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(2) SECCION DE INDICES

El modelo consta de dos reflectores plano-paralelos. La SECCION DE INDICES
correspondiente a este model o se muestra en la Figura 7—2-5:

-05

-Z (m) (Z maxima es estimada)

Figura 7-2-5: S=ccion DE INDICES correspondiente al modelo tridimensional constituido por dos
capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito. Junto a cada reflector se muestra el indice
asociado.
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(3) DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

La DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD determinada mediante la aplicacion del agoritmo se
muestra en la Figura 7—2-6:

0z

01

o
o

r =-0,2214-0,6641)
r=0, 3044+19,1)01%i4<

r =0,0412- 04203
a

r =—0,0421- 0, 08241 <
08

r =—0,0184+0,0128i

Dim)

¥ (m)

Figura 7-2-6: DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondiente al modelo tridimensional
constituido por dos capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito. Junto a cada reflector
se muestra la reflectividad aparente.
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(4) SECCION MEDIDA

La descripcion de la SECCION MEDIDA obtenida se detallaen la Tabla 7-2-4:

Tabla 7—2-4: Descripcion de la Ssccion MEeDIDA correspondiente al modelo tridimensional
constituido por dos capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito.

Caracterizacion del cubo:

NUmero de trazas: PEX =50
' PEY =50
L onitud. LX =1,00m
ongitud: LY =1.00m
Espaciado entre trazas: EX =0,043m
EY =0,043m
Numero de muestras por trazaz.  PET =95
Tiempo de muestreo: LT =9,966:10°s
Espaciado entre muestras: ET =0,10610°s

La comparacion entre la SECCION MEDIDA Yy la SECCION ESPERADA se muestra en las figuras
7-2-7y 7-2-8.

Pagina siguiente:

Figura 7—2-7: Comparacion entre la SEccioN MEDIDA Y la SECCION ESPERADA correspondiente al
modelo tridimensional constituido por dos capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito.

(a) Perfilesdela Seccion Mepipa por losplanos X =0,75meY =0,25m.
(b) Perfilesdela Seccion Esperapa por losplanos X =0,75meY =0,25m.
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0.4898

Traza X

0.4898, ¥

03
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o1

-0

-02

Zatolslaislesloiololalols sleltlo/aJpalsleisloiotoioolsiale itlolo]

Figura 7-2-8: Trazas representativas de la SEcCION MEDIDA y la SECCION ESPERADA
correspondiente al modelo tridimensional constituido por dos capas plano-paralelas sobre un
semiespacio infinito.

Serepresenta, frente al tiempo doble de recorrido (ns), las trazas correspondientes a la SEccioON
MEDIDA (puntos) y a la SEcCION ESPERADA (circul 0s).
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(5) Caracterizaciéon y comparacion de resultados

El tiempo medio de computo para este modelo es de 102,4582 s.

A lavista de los resultados expuestos en las figuras del punto anterior, pueden resaltarse las
siguientes caracteristicas generales.

e La SeEcciION MEDIDA correspondiente al caso tridimensional presenta
caracteristicas analogas a las correspondientes al caso bidimensional, en lo que
refierea

0 Lageometriadelasefial.

0 Localizacion de la sefid en los ges de posicion horizontal y tiempo
doble de recorrido.

o Amplitudy fase de la sefial.

Estos resultados son andlogos a los obtenidos en € resto de Subsecciones. Los resultados
conjuntos seran discutidos en la Seccion 7.5, dedicada a la exposicion y discusion de los
principales resultados obtenidos.
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7.2.3. Modelo realista

Este modelo estd4 constituido por una coleccion de capas plano-paralelas y elementos
difractores, superpuestos a un semiespacio infinito. Es equivalente a considerar una coleccion de
reflectores plano-paralelos, de diferentes tamafios, situados en las interfaces entre capas, y entre
las Ultimas capas y €l semiespacio.

(1) Descripcion del modelo

En este modelo se emplean valores redlistas para los parametros que caracterizan los
medios, empleandose éstos en la determinacién de los pardmetros que caracterizan los
reflectores.

Ladescripcion del modelo se detallaen la Tabla 7-2-5:

Tabla 7-2-5: Descripcion del modelo tridimensional realista.

Caracterizacién del cubo:

, PEX =50
NUmero de trazas: PEY =50
Longitud: LX=100m

LY=100m
. EX =0,020m
Longitud: EY = 0,020m

NUmero de muestras por trazaz.  PET =128

Tiempo de muestreo:

Tiempo de muestreo:

Caracterizacion de la antena:

Pul sacion:

Caracterizacion de los medios:

1: Aire

Permitividad eléctrica:
Permeabilidad magnética
Conductividad el éctrica:

Velocidad de propagacion:

Constante de propagacion:

LT =1010°s
ET =0,07810°s

o =2790010°s™

=&,
H=Hy
o=0

c, =2,998010° ms™
y, =41,92i m*
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Tabla 7-2-5 (Continuacién)

Caracterizacion de los medios:

2: Arenas secas
Permitividad eléctrica:
Permeabilidad magnética
Conductividad eléctrica

Velocidad de propagacion:

Constante de propagacion:

3: Cobre
Permitividad eléctrica:
Permeabilidad magnética:

Conductividad eléctrica:

Velocidad de propagacion:

Constante de propagacion:

4. Arenisca seca
Permitividad eléctrica:
Permeabilidad magnética:

Conductividad eléctrica:

Velocidad de propagacion:

Constante de propagacion:

5: Granito seco
Permitividad eléctrica:
Permeabilidad magnética:

Conductividad eléctrica:

Velocidad de propagacion:

Constante de propagacion:

Velocidad de propagacion promedio:

&=2¢,
H=Hy
c=10"Sm*

c, =2,119910° ms™*

7, =(0,0133+59,28i)m™

E=¢&,
H=H
o=10Sm™*

c, =9,487010°ms™
7, =5,960710° m*

£ =06,
H=H
oc=10"Sm™

c, =1223910°ms™

7,=102,7im™

£ =5¢,
H=Hy
o=10°Sm™

C, =1,340710° ms™
¥s =17,697410 " m™

c,=1476110°ms™
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Tabla 7-2-5 (Continuacién)

399

Caracterizacion de los reflectores:

12
Coeficiente de reflexion:

Coeficiente de transmision ascendente:
Coeficiente de transmision descendente:
Posicion:

23

Coeficiente de reflexion:

Coeficiente de transmision ascendente:
Coeficiente de transmision descendente:
Posicion:

24

Coeficiente de reflexion:

Coeficiente de transmision ascendente:
Coeficiente de transmision descendente:
Posicion:

25

Coeficiente de reflexion:

Coeficiente de transmision ascendente:

Coeficiente de transmision descendente:

Posicion:

32
Coeficiente de reflexion:

Coeficiente de transmision ascendente:
Coeficiente de transmision descendente:
Posicion:

45

Coeficiente de reflexion:

Coeficiente de transmision ascendente:

Coeficiente de transmision descendente:
Posicion:

r,, =—0,1716 + 0,0002i

t,, = 0,8284+ 0,0002i

t,, =1,1716 - 0,0002i

0< X <LX,0<Y<LY,Z=010m

r,, = —1,0000+ 0,0000i

= 0,0000+ 0,0000i

= 2,0000— 0,0000i

X =0,6531m, Y =0,8367m, Z =0,48m

t23
t32

r,, = —0,2679— 0,0002i

t,, = 0,7321— 0,0002i

t,, =1,2679+ 0,0002i

0< X <0,3061m, 0<Y <0,6531m, Z = 0,50m

r,. = —0,2251— 0,0002i

t,, = 0,7749 - 0,0002i

t,, =1,2251+ 0,0002i

0< X <0,3061m, 0,6735<Y <LY, Z =0,80m
0,3265m< X <LX, 0<Y<LY, Z=0,80m

r,, =1,0000 — 0,0000i
t,, = 2,0000 — 0,0000i
t,, = 0,0000 + 0,0000i
X =0,6531m, Y =0,836/m, Z =0,52m

f,e = 0,0455— 0,0000i
t, =1,0455— 0,0000i
ty, = 0,9545+ 0,0000i
0< X <0,3061m, 0<Y <0,6531m, Z =1,00m
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(2) SECCION DE INDICES

El modelo consta de varios reflectores plano-paralelos y dos difractores puntuales. La
SECCION DE INDICES correspondiente a este model 0 se muestra en la Figura 7—2-9:

-Z (m) (Z maxima es estimada)

Figura 7-2-9: Seccion DE INDICES correspondiente al modelo tridimensional realista. Junto a
cada reflector se muestra el indice asociado.
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(3) DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

La DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD determinada mediante la aplicacion del agoritmo se
muestra en la Figura 7—2-10:

 1=-0,8520+0,04385i
b r =—0,0527 - 0,1540i

s, r=0,0272-0,0050i

- ¢ =0,0002-+ 0,0047i

1 =-0,0008-0,0001i

r =-0,1000-0,1389i

£'=-0,0565-0,2063. - "

F =20,0007+0,008Li ..

r =-0,0075+B25651 - _ _ :
r =—0,0073+0, 00911 i
r =-0,0005+ 76001 <&
r =0,0012-0,0405i \‘/'M -

12
r=0,0023-0,0029i 7\
D {m)

¥ (m)

Figura 7-2-10: DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondiente al modelo tridimensional
realista. Junto a cada reflector se muestra la reflectividad aparente, en el caso en que las partes
real o imaginaria sean apreciables.
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(4) SECCION MEDIDA

La descripcion de la SECCION MEDIDA obtenida se detalla en la Tabla 7-2-6:

Tabla 7—2-6: Descripcion de la SsccioN MEeDIDA correspondiente al modelo tridimensional
realista.

Caracterizacion del cubo:

. i PEX =50
NUmero de trazas: PEY — 50
. LX =1,00m

ongitud: LY —100m
Espaciado entre trazas; EX =0,043m

EY =0,043m

Numero de muestras por trazaz.  PET = 76
Tiempo de muestreo: LT =19,76010° s
Espaciado entre muestras: ET =0,26310°s
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La SECCION MEDIDA se muestraen las figuras 7—2-11y 7-2-12.

Paginas siguientes:

Figura 7-2-11: S=ccioN MEeDIDA obtenida mediante la aplicacion del algoritmo correspondiente
al modelo tridimensional realista.

(a) Perfil por e plano X =0,00m.
(b) Logaritmo decimal del valor absoluto de (a).

(c) Perfil por e plano X = 0,49m.
(d) Logaritmo decimal del valor absoluto de (c).

(e) Perfil por el plano X =0,65m.
(f) Logaritmo decimal del valor absoluto de ().

(g) Perfil por el plano X =1,00m.
(h) Logaritmo decimal del valor absoluto de (g).

(i) Perfil por e plano Y = 0,00m.
() Logaritmo decimal del valor absoluto de (i).

(K) Perfil por e plano Y = 0,84m.
() Logaritmo decimal del valor absoluto de (K).

(m) Perfil por e plano Y =1,00m.
(n) Logaritmo decimal del valor absoluto de (m).

(fi) Corte por el plano t = 4,5107°s.
(o) Logaritmo decimal del valor absoluto de ().

(p) Cortepor e plano t = 7,3107° s.
(9) Logaritmo decimal del valor absoluto de (p).
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1]

0.05

Traza X

0.0s

0.28571

o

Traza X
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[

0.34694
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Traza X
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Traza X

Figura 7-2-12: Trazas representativas de la SsccioN MEDIDA obtenida mediante la aplicacion
del algoritmo correspondiente al modelo tridimensional realista.

De arriba abajo las trazas corresponden a:

Trazaen X =0,00m.
Traza anterior alarupturaen X =0,31m.
Traza posterior alarupturaen X =0,31m.

Traza correspondiente a los difractoresen X = 0,65m.

Trazaen X =1,00m.

En todos los casosla coordenada Y es Y = 0,84m.
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(5) Caracterizaciéon y comparacion de resultados

El tiempo medio de computo para este modelo es de 85,9982 s.

A lavista de los resultados expuestos en las figuras del punto anterior, pueden resaltarse las
siguientes caracteristicas generales.

e La SeEcciION MEDIDA correspondiente al caso tridimensional presenta
caracteristicas analogas a las correspondientes al caso bidimensional, en lo que
refierea

0 Lageometriadelasefial.

0 Localizacion de la sefid en los ges de posicion horizontal y tiempo
doble de recorrido.

o Amplitudy fase de la sefial.

e En los perfiles que no pasan por la vertical de los difractores puntuales,
préximos a €ellos o a los bordes de los reflectores, aparecen sefiades
correspondientes a los efectos laterales causados por éstos, con caracteristicas
andlogas alas arriba expuestas.

Los resultados conjuntos seran discutidos en la Seccion 7.5, dedicada a la exposicion y
discusion de los principal es resultados obtenidos.



7.3. Aplicacion del algoritmo para laresolucién del Problema Inverso

en dos dimensiones

En esta Seccion se aplica el agoritmo para la resolucion del Problema Inverso a los

radargramas obtenidos en la 87.1 para la resolucién del Problema Directo a diversos modelos
bidimensionales sencillos:

e Undifractor puntual.

e Unasuperposicion de capas plano-paral elas sobre un semiespacio infinito.

e Modelo redista.

En todos los casos se aplicara el algoritmo a la SECCION MEDIDA determinada con €
algoritmo para la resolucion del Problema Directo (DISTRIBUCION MEDIDA), comparandose los
resultados obtenidos con la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondiente (Cf. nota al pie

en la Introduccién del presente Capitulo). En los casos en que sea pertinente, se obrard de forma
ana oga con los resultados analiticos (DISTRIBUCION ESPERADA).

415
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7.3.1. Un difractor puntual

En esta Subseccion se aplica el algoritmo a la SECCION MEDIDA y la SECCION ESPERADA
obtenidas en la §7.1.1, mostradas en la Figura 7-1-3, comparandose con la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD correspondiente, mostrada en la Figura 7-1-2.

(1) Aplicacion del algoritmo

Ladescripcion de la DISTRIBUCION MEDIDA obtenida se detallaen laTabla 7-3-1:

Tabla 7-3-1: Descripcion de la DiISTRIBUCION MEDIDA correspondiente al modelo bidimensional
constituido por un Unico difractor puntual.

Caracterizacion del perfil:

N{mero de trazas: PEX =350
Longitud: LX =15,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,043m

NuUmero de muestras por traza.  PED = 445
Longitud de muestreo: LD =529m
Espaciado entre muestras: ED=0,012m

La comparacion de la DISTRIBUCION MEDIDA y la DISTRIBUCION ESPERADA con la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD se muestraen las figuras 7-3-1y 7-3-2.
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Figura 7-3-1: Comparacion entre la DISTRIBUCION MEDIDA Yy la DISTRIBUCION ESPERADA con la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondientes al modelo bidimensional constituido por un
Unico difractor puntual.

(a) Valor absoluto de la DISTRIBUCION MEDIDA.
(b) Valor absoluto de la DISTRIBUCION ESPERADA.
(c) Valor absoluto de |a DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.
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Figura 7-3-2: Traza representativa de la DISTRIBUCION MEDIDA, DISTRIBUCION ESPERADA y
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondientes al modelo bidimensional constituido por un
Unico difractor puntual.

Se representa, frente a la coordenada de profundidad D (m), las trazas correspondientes al
valor absoluto de la DISTRIBUCION MEDIDA (rojo), al valor absoluto de la DISTRIBUCION ESPERADA
(verde) y al valor absoluto de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (azul).
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(2) Caracterizaciéon y comparacion de resultados

El tiempo medio de computo para este modelo es de 28,8852 s.

A lavista de los resultados expuestos en las figuras del punto anterior, pueden resaltarse las
siguientes caracteristicas generales.

e Tanto la DISTRIBUCION MEDIDA como la DISTRIBUCION ESPERADA presentan
las caracteristicas geométricas esperables: El resultado de aplicar el algoritmo
correspondiente al Problema Inverso a una hipérbola es un objeto puntual.
Estos no se encuentran nitidamente definidos, pues quedan unas ramas
espurias que no convergen al punto.

e El objeto puntual se encuentra localizado en la posicion horizontal y vertical
gue se observa en la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD dentro del margen de
error asumible por su naturaleza discreta.

e Las amplitudes en |a DISTRIBUCION MEDIDA Y la DISTRIBUCION ESPERADA
difieren de las correspondientes ala DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.

En los modelos estudiados en las Subsecciones siguientes se obtienen resultados analogos.
L os resultados conjuntos seran discutidos en la Seccién 7.5, dedicada ala exposicion y discusion
de los principal es resultados obtenidos.
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7.3.2. Superposicion de capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito

En esta Subseccion se aplica el algoritmo a la SECCION MEDIDA y la SECCION ESPERADA
obtenidas en la §7.1.2, mostradas en la Figura 7-1-7, comparandose con la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD correspondiente, mostrada en la Figura 7-1-6.

(1) Aplicacion del algoritmo

Ladescripcion de la DISTRIBUCION MEDIDA obtenida se detallaen la Tabla 7-3-2;

Tabla 7-3-2: Descripcion de la DiISTRIBUCION MEDIDA correspondiente al modelo bidimensional
constituido por dos capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito.

Caracterizacion del perfil:

N{mero de trazas: PEX =350
Longitud: LX =15,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,043m

Numero de muestras por traza.  PED = 463
Longitud de muestreo: LD =3,91m
Espaciado entre muestras: ED =0,008m

La comparacion de la DISTRIBUCION MEDIDA y la DISTRIBUCION ESPERADA con la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD se muestraen las figuras 7-3-3 y 7-3-4.
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Figura 7-3-3: Comparacion entre la DISTRIBUCION MEDIDA Yy la DISTRIBUCION ESPERADA con la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondientes al modelo bidimensional constituido por dos
capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito.

(a) Valor absoluto de la DISTRIBUCION MEDIDA.
(b) Valor absoluto de la DISTRIBUCION ESPERADA.
(c) Valor absoluto de |a DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.
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Figura 7-3-4: Traza representativa de la DISTRIBUCION MEDIDA, DISTRIBUCION ESPERADA y
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondientes al modelo bidimensional constituido por dos
capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito.

Se representa, frente a la coordenada de profundidad D (m), las trazas correspondientes al
valor absoluto de la DISTRIBUCION MEDIDA (rojo), al valor absoluto de la DISTRIBUCION ESPERADA
(verde) y al valor absoluto de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (azul).
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(2) Caracterizaciéon y comparacion de resultados

El tiempo medio de computo para este modelo es de 27,0378 s.

A lavista de los resultados expuestos en las figuras del punto anterior, pueden resaltarse las
siguientes caracteristicas generales.

e Tanto la DISTRIBUCION MEDIDA como la DISTRIBUCION ESPERADA presentan
las caracteristicas geométricas esperables: El resultado de aplicar el algoritmo
correspondiente al Problema Inverso a un conjunto de planos horizontales es
un conjunto de planos horizontales. Estos no se encuentran nitidamente
definidos, sino que las DISTRIBUCIONES son no nulas en algunos puntos
previosy posteriores a maximo.

e Los planos se encuentran localizados en la posicion horizontal que se observa
en la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD dentro del margen de error asumible
por su naturaleza discreta.

e Las amplitudes en |a DISTRIBUCION MEDIDA Y la DISTRIBUCION ESPERADA
difieren de las correspondientes ala DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.

Estos resultados son analogos a los obtenidos en el resto de Subsecciones. Los resultados
conjuntos seran discutidos en la Seccion 7.5, dedicada a la exposicion y discusion de los
principal es resultados obtenidos.
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7.3.3. Modelo realista

En esta Subseccion se aplica el agoritmo a la SECCION MEDIDA obtenida en la §7.1.3,
mostrada en la Figura 7-1-11, comparandose con la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD
correspondiente, mostrada en la Figura 7-1-10.

(1) Aplicacion del algoritmo

Ladescripcion de la DISTRIBUCION MEDIDA obtenida se detallaen la Tabla 7-3-3;

Tabla 7-3-3: Descripcion de la DiISTRIBUCION MEDIDA correspondiente al modelo bidimensional
realista.

Caracterizacion del perfil:

N{mero de trazas: PEX =350
Longitud: LX =15,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,043m

Numero de muestras por trazaz.  PED = 467
Longitud de muestreo: LD =3,69m
Espaciado entre muestras: ED =0,008m

La comparacion de la DISTRIBUCION MEDIDA con la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD se
muestraen lasfiguras 7-3-5y 7-3-6.

Paginas siguientes:

Figura 7-3-5: Comparacion entre la DISTRIBUCION MEDIDA con la DISTRIBUCION DE
ReFLECTIVIDAD correspondientes al modelo bidimensional realista.

(a) Valor absoluto de la DiSTRIBUCION MEDIDA.
(b) Logaritmo decimal del valor absoluto de (a).

(c) Valor absoluto de |a DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.
(d) Logaritmo decimal del valor absoluto de (c).
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Figura 7-3-6: Trazas representativas de la DISTRIBUCION MEDIDA y DISTRIBUCION DE
ReFLECTIVIDAD correspondientes al modelo bidimensional realista.

De arriba abajo corresponden a:

Inicio del perfil.
Traza correspondiente a los difractoresen X =9,71m.
Final del perfil.

En todos los casos se representa, frente a la coordenada de profundidad D (m), las trazas
correspondientes al valor absoluto de la DISTRIBUCION MEDIDA (rojo) y al valor absoluto de la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (azul).
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(2) Caracterizaciéon y comparacion de resultados

El tiempo medio de computo para este modelo es de 13,3769 s.

A lavista de los resultados expuestos en las figuras del punto anterior, pueden resaltarse las
siguientes caracteristicas generales.

e Tanto la DISTRIBUCION MEDIDA como la DISTRIBUCION ESPERADA presentan
las caracteristicas geométricas esperables: El resultado de aplicar el algoritmo
correspondiente al Problema Inverso a un conjunto de hipérbolas y planos
horizontales es un conjunto de objetos puntuales y planos horizontales. Estos
no se encuentran nitidamente definidos, sino que en los objetos puntuales
guedan unas ramas espurias que no convergen a punto, y las DISTRIBUCIONES
son no nulas en algunos puntos previos y posteriores a los maximos de los
planos.

e Tanto los objetos puntuales como los planos se encuentran localizados en la
posicion horizontal y vertical que se observa en la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD dentro del margen de error asumible por su naturaleza
discreta.

e Las amplitudes en la DISTRIBUCION MEDIDA Y la DISTRIBUCION ESPERADA
difieren de las correspondientes ala DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.

Los resultados conjuntos serén discutidos en la Seccion 7.5, dedicada a la exposicion y
discusion de los principal es resultados obtenidos.
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7.4. Aplicacion del algoritmo para laresolucién del Problema Inverso
en tres dimensiones

En esta Seccion se aplica el agoritmo para la resolucion del Problema Inverso a los

radargramas obtenidos en la 87.2 para la resolucién del Problema Directo a diversos modelos
tridimensional es sencillos:

e Undifractor puntual.

e Unasuperposicion de capas plano-paral elas sobre un semiespacio infinito.

e Modelo redista.

En todos los casos se aplicara el algoritmo a la SECCION MEDIDA determinada con €
algoritmo para la resolucion del Problema Directo (DISTRIBUCION MEDIDA), comparandose los
resultados obtenidos con la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondiente (Cf. nota al pie
en la Introduccién del presente Capitulo). En los casos en que sea pertinente, se obrard de forma
ana oga con los resultados analiticos (DISTRIBUCION ESPERADA).

7.4.1. Un difractor puntual

En esta Subseccion se aplica el algoritmo a la SECCION MEDIDA y la SECCION ESPERADA
obtenidas en la §7.2.1, mostradas en la Figura 7-2-3, comparandose con la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD correspondiente, mostrada en la Figura 7-2-2.

435
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(1) Aplicacién del algoritmo

Ladescripcion de la DISTRIBUCION MEDIDA obtenida se detallaen la Tabla 7—4-1:

Tabla 7—4-1: Descripcion de la DiISTRIBUCION MEDIDA correspondiente al modelo tridimensional
constituido por un unico difractor puntual.

Caracterizacion del cubo:

. _ PEX =50
NUmero de trazas: PEY =50
L onaitud: LX =1,00m
ongitud: LY =1.00m
Espaciado entre trazas: EX =0,043m
EY =0,043m
NUmero de muestras por traza:  PED = 84
Longitud de muestreo: LD =107m
Espaciado entre muestras: ED =0,013m

La comparacion de la DISTRIBUCION MEDIDA y la DISTRIBUCION ESPERADA con la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD se muestraen las figuras 7—4-1y 7-4-2.

Paginas siguientes:

Figura 7—4-1: Comparacion entre la DISTRIBUCION MEDIDA y la DISTRIBUCION ESPERADA con la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondientes al modelo tridimensional constituido por un
unico difractor puntual.

(a) Perfil del valor absoluto de la DisTRIBUCION MEDIDA por € plano X = 0,49m.
(b) Perfil del valor absoluto de la DistriBUCION Mebipapor € plano Y = 0,49 m.

(c) Perfil del valor absoluto dela DistriBucion Esperapa por € plano X = 0,49m.
(d) Perfil del valor absoluto de la DISTRIBUCION EsPErADA por € plano Y = 0,49 m.

(e) Perfil del valor absoluto de la DISTRIBUCION DE ReFLECTIVIDAD por € plano X = 0,49m.
() Perfil del valor absoluto de la DISTRIBUCION DE RerFLECTIVIDAD por € plano Y = 0,49 m.



7.4. — Aplicacion del algoritmo para la resolucion del Problema Inverso en 3-D

437

@

(b)

0.03

0.025

i0.02

0.015

—0.005

0.03

0.025

0.02

0.015

—0.005




438 Capitulo 7 — Aplicacién de los algoritmos a datos sintéticos
2.2
2
1 1.8
09
s 1.6
o7
1.4
05
Eos 1.2
s
0.4 J
1
0.3
| 0.8
- 06
F —0.4
= —0.2
©
2.2
2
18
16
1.4
12
1
I =08
I —0.6
= 0.4
- 0.2
(d)

Figura 7—4-1




7.4. — Aplicacion del algoritmo para la resolucion del Problema Inverso en 3-D

439

©

(®

08~

08

o7

0B~

E 05

0.4

03

02

o1

0.7

0.5

0.4

0.3

0.7

0.5

0.4




440

Capitulo 7 — Aplicacién de los algoritmos a datos sintéticos

25

05+

D (m)

Figura 7—4-2: Traza representativa de la DISTRIBUCION MEDIDA, DISTRIBUCION ESPERADA y
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondientes al modelo tridimensional constituido por un
unico difractor puntual.

Se representa, frente a la coordenada de profundidad D (m), las trazas correspondientes al
valor absoluto de la DiSTRIBUCION MEDIDA (rojo), al valor absoluto de la DISTRIBUCION ESPERADA
(verde) y al valor absoluto de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (azul).
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(2) Caracterizaciéon y comparacion de resultados

El tiempo medio de computo para este modelo es de 73,9930 s.

A lavista de los resultados expuestos en las figuras del punto anterior, puede resatarse el
hecho de que las DISTRIBUCIONES correspondientes al caso tridimensional presentan
caracteristicas andlogas a las correspondientes al caso bidimensional, enlo querefiere a

e Lageometriade las DISTRIBUCIONES.
e Localizacién de los objetos en los ges de posicidn horizontal y vertical.

e Amplitudes en las DISTRIBUCIONES.

En los modelos estudiados en las Subsecciones siguientes se obtienen resultados andlogos.
L os resultados conjuntos seran discutidos en la Seccién 7.5, dedicada ala exposicion y discusion
de los principal es resultados obtenidos.
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7.4.2. Superposicion de capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito

En esta Subseccion se aplica el algoritmo a la SECCION MEDIDA y la SECCION ESPERADA
obtenidas en la §7.2.2, mostradas en la Figura 7-2-7, comparandose con la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD correspondiente, mostrada en la Figura 7—2-6.

(1) Aplicacion del algoritmo

Ladescripcion de la DISTRIBUCION MEDIDA obtenida se detallaen la Tabla 7—4-2;

Tabla 7-4-2: Descripcion de la DisTRIBUCION MEDIDA correspondiente al modelo tridimensional
constituido por dos capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito.

Caracterizacion del cubo:

NUmero de trazas. PEX =50
' PEY =50
L onaitud: LX =1,00m
ongitud: LY =100m
Espaciado entre trazas: EX =0,043m
EY =0,043m
NuUmero de muestras por traza:  PED = 90
Longitud de muestreo: LD =0,95m
Espaciado entre muestras: ED =0,011m

La comparacion de la DISTRIBUCION MEDIDA Yy la DISTRIBUCION ESPERADA con la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD se muestra en las figuras 74-3y 7-4-4.
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Figura 7—4-3: Comparacién entre la DISTRIBUCION MEDIDA Yy la DISTRIBUCION ESPERADA con la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondientes al modelo tridimensional constituido por dos
capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito.

(a) Perfil del valor absoluto de la DistrIBUCION MEeDIDA por los planos X = 0,75me
Y =0,25m.

(b) Perfil del valor absoluto de la DisTRIBUCION EsPEraDA por los planos X = 0,75me
Y=0,25m.

(c) Perfil del valor absoluto de la DiSTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD por losplanos X = 0,75m

eY=0,25m.
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Figura 7—4-4: Traza representativa de la DISTRIBUCION MEDIDA, DISTRIBUCION ESPERADA y
DiSTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD correspondientes al modelo tridimensional constituido por dos
capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito.

Se representa, frente a la coordenada de profundidad D (m), las trazas correspondientes al
valor absoluto de la DISTRIBUCION MEDIDA (rojo), al valor absoluto de la DISTRIBUCION ESPERADA
(verde) y al valor absoluto de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (azul).
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(2) Caracterizaciéon y comparacion de resultados

El tiempo medio de computo para este modelo es de 81,5214 s.

A lavista de los resultados expuestos en las figuras del punto anterior, puede resatarse el
hecho de que las DISTRIBUCIONES correspondientes al caso tridimensional presentan
caracteristicas andlogas a las correspondientes al caso bidimensional, enlo querefiere a

e Lageometriade las DISTRIBUCIONES.
e Localizacién de los objetos en los ges de posicidn horizontal y vertical.

e Amplitudes en las DISTRIBUCIONES.

Estos resultados son andlogos a los obtenidos en € resto de Subsecciones. Los resultados
conjuntos seran discutidos en la Seccidon 7.5, dedicada a la exposiciéon y discusion de los
principal es resultados obtenidos.
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7.4.3. Modelo realista

En esta Subseccion se aplica el agoritmo a la SECCION MEDIDA obtenida en la §7.2.3,
mostrada en la Figura 7-2-11, comparandose con la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD
correspondiente, mostrada en la Figura 7—2-10.

(1) Aplicacion del algoritmo

Ladescripcion de la DISTRIBUCION MEDIDA obtenida se detallaen la Tabla 7—4-3;

Tabla 7-4-3: Descripcion de la DisTRIBUCION MEDIDA correspondiente al modelo tridimensional
realista.

Caracterizacion del cubo:

¢ ) PEX =50
NUmero de trazas: PEY — 50
L onaitud: LX =1,00m
ongitud: LY =100m
Espaciado entre trazas: EX =0,043m
EY =0,043m

NUmero de muestras por traza.  PED = 56
Longitud de muestreo: LD =144m
Espaciado entre muestras: ED =0,026m
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La comparacion de la DISTRIBUCION MEDIDA con la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD Se
muestraen lasfiguras 7-4-5y 7-4-6.

Paginas siguientes:

Figura 7-4-5. Comparacion entre la DISTRIBUCION MEDIDA con la DISTRIBUCION DE
ReFLECTIVIDAD correspondientes al modelo tridimensional realista.

(a) Valor absoluto de la DistriBucion Mepipa por el plano X = 0,65m.
(b) Valor absoluto de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD por e plano X = 0,65m.

(c) Valor absoluto de la DistRiBUCION MEDIDA pOr € plano X = 0,31m.

(d) Valor absoluto de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD por el plano X = 0,31m.

() Valor absoluto de la DistriBUCION MEDIDA por € plano Y = 0,84 m.

() Valor absoluto de la DISTRIBUCION DE RerFLECTIVIDAD por e plano Y = 0,84m.
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Figura 7-4-6: Trazas representativas de la DISTRIBUCION MEDIDA y DISTRIBUCION DE
ReFLECTIVIDAD correspondientes al modelo tridimensional realista.

En todos los casos se representa, frente a la coordenada de profundidad D (m), las trazas
correspondientes al valor absoluto de la DISTRIBUCION MEDIDA (rojo) y al valor absoluto de la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (azul).
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(2) Caracterizaciéon y comparacion de resultados

El tiempo medio de computo para este modelo es de 30,7225 s.

A lavista de los resultados expuestos en las figuras del punto anterior, puede resatarse el
hecho de que las DISTRIBUCIONES correspondientes al caso tridimensional presentan
caracteristicas andlogas a las correspondientes al caso bidimensional, enlo querefiere a

e Lageometriade las DISTRIBUCIONES.
e Localizacién de los objetos en los ges de posicidn horizontal y vertical.

e Amplitudes en las DISTRIBUCIONES.

Los resultados conjuntos seran discutidos en la Seccion 7.5, dedicada a la exposicién y
discusion de los principal es resultados obtenidos.



7.5. Recapitulacion

En esta Seccion se exponen, a modo de compilacion, los principal es resultados obtenidos en
€l presente Capitulo.

A lavista de los resultados expuestos en las 88 7.1y 7.2, pueden resaltarse las siguientes
caracteristicas general es correspondientes a la resolucion del Problema Directo:

e Los radargramas sintetizados mediante este algoritmo presentan las
caracteristicas geométricas esperables: Las seflales correspondientes a
difractores puntuales son hipérbolasy las correspondientes a reflectores plano-
paralelos son planos horizontal es.

e Entodos los casos |as sefia es correspondientes a las multiples son observadas.
Asi mismo, en € caso tridimensional, en los perfiles que no pasan por la
vertical de los difractores puntuales, proximos a ellos o a los bordes de los
reflectores, aparecen sefiales correspondientes a los efectos laterales causados
por éstos.

e Las posiciones de los vértices de las hipérbolas y los planos no se encuentran
nitidamente definidas, sino que las sefidles son no nulas en algunos puntos
previos y posteriores a maximo. Asi mismo, las amplitudes y fases de estas
sefiales difieren de las que se obtienen en laresolucién analitica.

e Aun teniendo en cuenta los aspectos arriba sefialados, las hipérbolas y los
planos se encuentran localizados en la posicion horizontal y tiempo doble de
recorrido que se obtiene en la resolucion analitica del Problema Directo,
dentro del margen de error asumible por la naturaleza discreta de la SECCION
MEDIDA.

A lavista de los resultados expuestos en las 88 7.3 y 7.4, pueden resaltarse las siguientes
caracteristicas generales parala resolucion del Problema Inverso:

e La DISTRIBUCION MEDIDA y la DISTRIBUCION ESPERADA presentan las
caracteristicas geométricas esperables. El resultado de aplicar € agoritmo a
un conjunto de hipérbolas y planos horizontales es un conjunto de hipérbolasy
planos horizontales.

e Lasposiciones de los objetos no se encuentran nitidamente definidas, sino que
en los objetos puntuales quedan unas ramas espurias que no convergen a
punto, y las DISTRIBUCIONES son no nulas en algunos puntos previos y
posteriores alos méximos de |los planos.

455



456

Capitulo 7 — Aplicacién de los algoritmos a datos sintéticos

e Asi mismo, las amplitudes de DISTRIBUCION MEDIDA y la DISTRIBUCION
EsSPERADA difieren de las correspondientes a la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD.

e Aun teniendo en cuenta los aspectos arriba sefialados, 10s objetos puntuales y
los planos se encuentran localizados en la posicién horizontal y vertical que se
observa en la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD, dentro del margen de error
asumible por su naturaleza discreta.

Las caracteristicas obtenidas son inherentes a la metodologia empleada (Stolt, 1978; Stolt y
Weglen, 1985; Stolt, 1996; Stolt, 2002; Baradello et al., 2004), apareciendo referidas en la
literatura diferentes estrategias metodolégicas, mucho més complejas, para obtener un mayor
gjuste de las amplitudes (Zeng et al., 1995; Stolt, 1996; Slob, 2003; Guitton, 2004). Asi mismo,
en € caso de laresolucion del Problema Inverso, las caracteristicas obtenidas son inherentes al
propio proceso de inversion (Haizhong y Xiagjian, 1997; Bitri y Grandjean, 1998; Hermance,
2001), siendo causadas |las ramas espurias por componentes submigradas o sobremigradas (Pérez
Gracia, 2001, §7.6.2).

Es importante sefidlar que estas caracteristicas se encuentran en consonancia con los
resultados expuestos en la §3.3.1 del Capitulo 3, dedicado & disefio de los agoritmos, y en los
Capitulos 4 y 5, dedicados a formalismo de la transformada de Fourier y las metodologias de
interpolacién en la misma. La falta de nitidez en la posicion de las sefiales se debe a que éstas
deberian ser asignadas a muestras con un tiempo doble de recorrido que no se encuentran
presentes en la SECCION MEDIDA (Cf. 84.5), efecto que se ve incrementado por la metodologia
empleada para la interpolacion en el espectro filtrado (Cf. 885.2 y 5.3). Esto, a su vez, redunda
en la ateracion de la amplitud y fase de los maximos, pues la energia asociada a éstos se
distribuye en un intervalo amplio.

Dadas estas caracteristicas, es de esperar que sea posible realizar andlisis cualitativos de los

datos de campo, asi como andlisis cuantitativos en o que respecta ala geometria, aungue no sera
posible extraer conclusiones de carécter cuantitativo en lo que respecta a amplitudesy fases.

Los tiempos medios de computo para los modelos expuestos en el presente Capitulo se
muestran en la Tabla 7-5-1:

Tabla 7-5-1: Tiempos medios de cdmputo para los model os expuestos en € presente Capitulo.

. . . Tiempo (s)
Modelo Dimensionalidad
Problema Directo Problema Inverso
. 2D 18,5032 28,8852
Difractor puntual
3D 82,8182 73,9930
o 2D 27,9177 27,0378
Superposicion de capas plano-paralelas
3D 102,4582 81,5214
2D 25,9936 13,3769
Redlista

3D 85,9982 30,7225

Estos tiempos son suficientemente cortos como para que la metodologia resulte
operacionalmente eficiente.
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En la resolucién del Problema Directo no han sido tenidas en cuenta las reflexiones
mltiples entre la antena y la superficie. Seria posible obtenerlas mediante la introduccién en la

posicion Z =0 de un reflector ficticio asociado a la antena, con un valor del coeficiente de
transmision descendente t; =1 y unos valores del coeficiente de reflexion I' 'y coeficiente de

transmision ascendente t, apropiados. Con objeto de simplificar las figuras, los modelos

tratados en €l presente Capitulo no contenian este reflector ficticio, lo cual no supone pérdida de
generalidad ala presente discusion.

En todos los casos ha sido empleada como referencia una Unica frecuencia. Los resultados
obtenidos con otras frecuencias no difieren significativamente de los mostrados en el presente
Capitulo, siendo éste un aspecto presente en laliteratura (Bitri y Grandjean, 1998).

La frecuencia se encuentra presente en esta metodologia en la agrupacién de parametros

electromagnéticos f (a)) expuesta en (3.2.17), de la cual dependen funcionalmente el resto de

magnitudes. En el rango de variacion de los parametros electromagnéticos en los materiales de
interés, en € rango de variacién de la frecuencia en que opera e geo-radar, toma valores

f(w)= /2, con independencia de la frecuencia, lo que justifica este resultado.



458 Capitulo 7 — Aplicacién de los algoritmos a datos sintéticos



7.A. Anexo:
Resolucion analitica del Problema Directo en dos dimensiones

En este Anexo se resuelve e Problema Directo en diversos modelos bidimensionaes
sencillos:

e Undifractor puntual.

e Unasuperposicion de capas plano-paral elas sobre un semiespacio infinito.

Para ello se emplea un procedimiento andlogo al desarrollado en la 86.B del Capitulo 6,
teniendo en consideracion que las sefiales emitiday recibida no se encuentran necesariamente en
la direccion de la normal a la superficie. La direccion de los rayos reflgjados y transmitidos se
determina de acuerdo con laley de Snell.
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7.A.1. Un difractor puntual

Este modelo esté constituido por un difractor puntual, inmerso en una matriz homogénea.

Ladescripcion del modelo, mostrado en laFigura 7-A-1, sedetallaen laTabla 7-A-2:

LX

Zy,
Ca: 7a

Figura 7-A-1: Planteamiento del Problema Directo para el modelo constituido por un difractor
puntual.

Tabla 7-A-2: Descripcién del model o constituido por un difractor puntual.

Caracterizacion del perfil:

Longitud: LX
Caracterizacion de lamatriz:

Velocidad de propagacion: C
Velocidad de propagacion promedio:® €

Constante de propagacion: Va
Caracterizacion del difractor puntual:

Coeficiente de reflexion:

Posicion: X=X, Z=2,

8 En este caso, a haber un Ginico medio, la velocidad promedio coincidiré con la velocidad de propagacion en
el medio, C,, =C,.
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Para cada posicion X € [O, LX] alo largo del perfil se registra en la antena receptora una

Unica sefial. En laresolucion del Problema Directo debe considerarse la distancia desde €l punto
al difractor, dada por:

z*(x)z\/(x—x,jb)+z;b (7A.1)
Lacoordenada D asociada a esta distancia viene dada por:
D (X)=n7"(X)=2"(X) (7A2)

Asi pues, lareflectividad aparente y el tiempo doble de recorrido correspondiente a la sefia
recibida en cada posicion alo largo del perfil correspondientes a este modelo vienen dadas por:

r* (X) _ e—Z;/aZ*(X) rab
D’ (X) (7.A.3)
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7.A.2. Superposicion de capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito

Este modelo esta constituido por dos capas plano-paralelas, superpuestas a un semiespacio
infinito.

Ladescripcion del modelo, mostrado en laFigura 7-A-2, se detallaen laTabla 7-A-3:

0 LX
Cas Ja
[:12 tha Zab
Cor b
fhe Zyc

Figura 7-A-2: Planteamiento del Problema Directo para e modelo constituido por dos capas
plano-paralelas sobre un semiespacio infinito.

Tabla 7-A-3: Descripcién del modelo constituido por dos capas plano-paralelas sobre un
semiespacio infinito.

Caracterizacion del perfil:

Longitud: LX
Caracterizacion de los medios:

Velocidades de propagacion: C,,G

Constantes de propagacion: Yar Vo

Velocidad de propagacién promedio: C,
Caracterizacion de los reflectores:

Coeficientes de reflexion: lapr Toe
Coeficiente de transmision ascendente:  t,)
Coeficiente de transmision descendente: 1,
Reflector ab: Z=7,

Posiciones:
Reflector bc: Z=7,,
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En este modelo se distinguen:

e Onda 0a0: Eslaonda que, partiendo del emisor, atraviesa el medio a hasta

acanzar € reflector ab, donde es reflgjada. Atravesando nuevamente e
medio a esregistradaen €l receptor.

e Ondas Oa(ba)n 0: Son las ondas que, partiendo del emisor, atraviesan €

medio @ hasta alcanzar e reflector ab, donde son transmitidas. Atraviesan el
medio b hasta alcanzar € reflector bC, donde son reflgjadas. Un nimero
entero N>1 de veces atraviesan nuevamente el medio b hasta alcanzar €
reflector @b, donde son reflgjadas, atravesando nuevamente el mismo medio
hasta alcanzar el reflector bC, donde son reflejadas. Atravesando nuevamente

el medio b hasta alcanzar e reflector ab, donde son transmitidas, y
atravesando nuevamente el medio a son registradas en el receptor.

Las coordenadas D asociadas a las profundidades de los reflectores vienen dadas por:

O

D,=-"Z7,

C
(7.A.49)
C C
D.=—7 +2(Z_ -7
bc C ab Cb( bc ab)

a

Asi pues, las reflectividades aparentes y los tiempos dobles de recorrido correspondientes a
cada onda vienen dadas por:

Moa0 = CRE Tap A5
o2z o (ZeZ) ¢ o\ A
Foagbayo — v-e to oo (oo Toe)  toa
D
_ o
tho =2—=
) (7.A.6)
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Introduccién

Hay ocasiones en las que es posible extraer suficiente informacion, bien de los datos brutos
bien tras un peguefio procesado, como para que sea innecesario aplicarles un proceso de
inversion. En otras ocasiones, tras € procesado, quedan sefiales que no es posible identificar
como difracciones o reflexiones en objetos en lavertical del perfil, o como efectos laterales.

En estos casos la aplicacién de los algoritmos aqui desarrollados permite discriminar estas
situaciones ya que, en e caso tridimensional, las sefiales laterales convergen a elementos
situados en las posiciones reales, y €l caso hidimensional las sefiales |laterales son submigradas o
sobremigradas.

En este octavo Capitulo se discute la aplicacién de los agoritmos disefiados en €
Capitulo 3, con laimplementacién descrita en el Capitulo 6, a datos de campo, atendiendo a los
resultados descritos en el Capitulo 7, correspondientes a la aplicacién de los mismos a datos
sintéticos.

El presente Capitulo se encuentra dividido en tres secciones dedicadas, respectivamente:

e A las caracteristicas que deben presentar los registros para adecuarse a las
aproximaciones y simplificaciones de disefio e implementacién.

e A lastécnicas de procesado mas indicadas para la adecuacion de los registros
alas anteriormente expuestas aproximaciones y simplificaciones.

e A laaplicacién de los resultados anteriores a datos de campo, asi como a la
exposicion y discusién de los principal es resultados obtenidos.
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8.1.

Caracteristicas de los registros

La aplicabilidad de los algoritmos, bien los correspondientes a la resolucion del Problema
Inverso sobre los datos de campo, bien los correspondientes a la resolucion del Problema
Directo en model os propuestos para su posterior comparacion con los mismos, se ve supeditada,
en primer lugar, a la adecuacién de los registros a las limitaciones de disefio debidas a las
sucesivas aproximaciones y simplificaciones realizadas en el desarrollo de los agoritmos,
recogidas en |a 83.3.1 y aqui reexpuestas:

1. Los medios que constituyen la region subsuperficial son lineales, homogéneos
e isotropos.

2. Losreflectores estan constituidos por €lementos difractores puntuales.
3. Lasuperficie esta definida por un plano horizontal.
4. El emisory el receptor son coincidentes.

5. Las derivadas parciaes respecto a las coordenadas relativas receptor—emisor
son despreciables frente al resto.

6. Los parametros electromagnéticos de los medios sélo varian con la
coordenada de profundidad.

7. Lapermeabilidad magnética 4 se asume igua ala permesabilidad magnética
del vacio, 1 = i,

8. Lapermitividad eléctrica £ y la conductividad eléctrica o se aproximan por
unos valores promedio, &, y O, respectivamente, y se considera un valor

caracteristico de la pulsacion de las ondas electromagnéticas, @, de tal forma
que se verifique (3.2.10), y la velocidad de propagacion promedio resultante

C., seatal que se verifique (Cm / C)2 =1 en promedio sobre la SECCION (esto
es, lavelocidad cuadratica media).

De éstas, las aproximaciones 2 y 8 son aproximaciones bésicas de disefio, y la 5 es una
aproximacion de carécter numeérico. El resto de aproximaciones puede agruparse en torno a los
siguientes efectos bien diferenciados:

o Naturaleza de laregion subsuperficial: Aproximacionesl, 3,6y 7.
e Modalidad de operacién: Aproximacion 4.

¢ Naturaleza de la radiacion: Segunda parte de la aproximacion 8 (referida a
la pulsacién de las ondas el ectromagnéticas).

469



470

8.1.1.

Capitulo 8 — Aplicacion de los algoritmos a datos de campo

En segundo lugar, en €l caso de laresolucién del Problema Inverso, dada laimplementacién
de los algoritmos expuesta en €l Capitulo 6, debe tenerse en cuenta:

e Los registros deben contener trazas y muestras equiespaciadas (Cf. la
definicion de las coordenadas en |a 86.1.2).

e Los agoritmos no implementan la eliminacién de ondas multiples
(Cf. 86.B.2).

Estos aspectos, tanto los correspondientes a la fase de disefio como a la implementacién de
los agoritmos, serédn descritos en detalle en las siguientes Subsecciones. Las técnicas de
procesado mas indicadas para la adecuacion de los registros a las mismas serén tratadas en la
88.2.

Naturaleza de la regién subsuperficial

A la naturaleza de la regién subsuperficial hacen referencia las aproximaciones 1, 3, 6y 7,
donde se expresa que:

o Lasuperficie estd definida por un plano horizontal.

Esta aproximacion, como se expone en la §3.2.2.1, tiene sentido en muchas
aplicaciones en las que emisor y receptor se mueven sobre una superficie plana
0 poco curvada (suelo asfaltado u hormigonado, paredes, etc.), no siendo asi
cuando se mueven sobre superficies rugosas 0 con ondulaciones muy
pronunciadas. En estos Ultimos casos, este efecto habra de ser eliminado en la
fase de procesado de los registros.

e Los medios que constituyen la region subsuperficial son lineales, homogéneos
e isotropos, asumiéndose que la permeabilidad magnética 4 es igud a la

permeabilidad magnética del vacio, 1 = .
Esta aproximacion es adecuada en la mayoria de casos préacticos.

e Los parametros electromagnéticos de los medios sdlo varian con la
coordenada de profundidad.

Esta aproximacion, junto a la aproximacion 4 de la pagina anterior, conllevan a
la limitacion de realizar Unicamente estudios en regiones constituidas por
estratificaciones horizontales que incluyan elementos difractores puntuales.
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8.1.2.

8.1.3.

8.1.4.

Modalidad de operacion

A la modalidad de operacion hace referencia la aproximacién 4, donde se expresa que €l
emisor y el receptor son coincidentes.

Esta aproximacion conlleva la limitacién de considerar Unicamente la modalidad
monoestéatica, o bien a limitarse a aquellos estudios en los que la profundidad de exploracién es
mucho mayor que la distancia relativa emisor—receptor. En otro caso, seria preciso tener en
cuenta este efecto en lafase de procesado de los registros.

Naturaleza de la radiacion

A lanaturaleza de la radiacién hace referencia la segunda parte de la aproximacién 8, donde
se expresa que se considera un vaor caracteristico de la pulsacion de las ondas
electromagnéticas, @, lo cua es equivalente a suponer que el emisor es una fuente de radiacion
monaocromatica.

Esta aproximacion carece de sentido fisico, y habra de ser solventada en la fase de
procesado de |os registros.

Trazas y muestras equiespaciadas

Como ha sido anteriormente mencionado, los algoritmos para la resolucion del Problema
Inverso requieren gque 10s registros contengan trazas y muestras equiespaciadas.

En lo que refiere alas trazas, €l espaciado entre trazas dependeré de lavelocidad de arrastre
de la antena sobre la superficie, siendo éste uniforme en el caso en que éstatambién lo sea. En €l
caso en que la velocidad de arrastre no sea uniforme, la situacion habra de ser solventada en la
fase de procesado de los registros.

En lo que refiere a muestreo temporal, ésta es una caracteristica inherente al proceso de
adquisicion de datos (Cf. §2.2), por lo que no supone limitacién alguna.
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8.1.5. Ondas multiples

Como ha sido anteriormente mencionado, los agoritmos para la resolucion del Problema
Inverso no implementan la eliminacién de ondas maltiples.

Esto conlleva la limitacidn de estudiar registros sin sefiales correspondientes a mlltiples, o
bien a su eliminacion en lafase de procesado de los registros.



8.2. Procesado de los registros

En € caso en que los registros no se adecuen a las limitaciones de disefio e implementacion
expuestas en la Seccion anterior, debe realizarse una fase de procesado de los mismos, previa a
la aplicacién de los agoritmos.

Existen diversas publicaciones donde los autores exponen las técnicas de procesado
empleadas en los registros de geo-radar, asi como sus caracteristicas, siendo las mas rel evantes:

e Aplicacion de ganancias (Hugenschmidt et al., 1998; Overmeeren, 1998;
Pipan et al., 1999; Grandjean et al., 2000; Grandjean y Durand, 2000).

e Remuestreo en € ge espacia (Hugenschmidt et al., 1998; Grandjean et al.,
2000).

e Filtrostemporales (Hugenschmidt et al., 1998; Overmeeren, 1998; Pipan et al.,
1999; Grandjean et al., 2000; Grandjean y Durand, 2000; Dascalu y Franti,
2003).

o Filtros espaciales (Overmeeren, 1998; Pipan et al., 1999; Grandjean y Durand,
2000; Heinckle et al., 2004).

e  Correccion estatica (Hugenschmidt et al., 1998; Overmeeren, 1998; Grandjean
et al., 2000; Grandjean y Durand, 2000; Green et al., 2003; Heincke et a.,
2004).

e Eliminacion de la sefial de fondo (Brunzell, 1998; Halman et al., 1998;
Dascalu y Franti, 2003; Grandjean y Durand, 2000).

e Deconvolucion (Green et al., 2003; Roth et al., 2003; Xiaet a., 2003; Heincke
et a., 2004).

e Migracion (Hugenschmidt et al., 1998; Grandjean et al., 2000; Grandjean y
Durand, 2000; Moran et a., 2000; Witten, 2002).

e  Superposicion de trazas (Pipan et a., 1999; Green et al., 2003).

Las técnicas de procesado mas indicadas para la adecuacion de los registros a las
aproximaciones y simplificaciones de disefio e implementaci dn expuestas en la Seccidn anterior
se describen y discuten en |as siguientes Subsecciones.
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8.2.1.

8.2.2.

8.2.3.
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Superficie no horizontal

En los casos en que la superficie no pueda considerarse horizontal, tal como se menciond en
la§3.2.2.1, es posible efectuar un filtrado espacia o una correccion estética por la topografia.

En el caso en que la antena se dedliza por una superficie irregular, se introduce un ruido de
fondo de alta frecuencia, que puede ser eliminado mediante la aplicacién de un filtro espacial
pasa baja (Cf. §2.4.3).

En €l caso en que la superficie presenta una cierta topografia, es posible corregir este efecto
mediante la aplicacién de una correccién estética (Cf. §2.4.5).

Estratificaciones con reflectores planos no horizontales o curvados

En e caso de estratificaciones con reflectores planos no horizontales o curvados, la
aplicacién de los algoritmos no esta justificada, al no adecuarse a las limitaciones anteriormente
expuestas. No obstante, es de esperar que en el caso de reflectores inclinados con peguefios
buzamientos, o reflectores curvados con pequefias curvaturas, los resultados obtenidos no sean
en exceso incorrectos, debiéndose tener siempre en cuenta este hecho en la fase de interpretacion
delos resultados.

Emisor y receptor no coincidentes

En los casos en que emisor y receptor no sean coincidentes, bien porque no se operaen la
modalidad monoestética, bien porque la profundidad de exploracion sea comparable o inferior
gue la distancia relativa emisor—receptor, es posible, tal como se menciond en la §3.2.2.1,
efectuar una superposicion de trazas (Cf. §2.4.8), bajo la consideracion de que las secciones
obtenidas serén equivalentes a las secciones normales, o bien una correccién por e NMO
(Cf. 82.4.9).

En lo que refiere ala superposicion de trazas, este proceso puede realizarse bien en la etapa
de adquisicion (preprocesado), bien con posteridad a la misma. En cualquier caso, dado que se
produce un decremento de la resolucién horizontal, debe emplearse una velocidad de arrastre de
la antena suficientemente baja como para que la superposicion de trazas no suponga una pérdida
de informacion importante (Pérez Gracia, 2001, §7.7.3).
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8.2.4.

8.2.5.

8.2.6.

Emisor no monocromatico

Como ha sido mencionado anteriormente, en ninguno de los casos podra considerarse al
emisor como una fuente monocromética de radiacion el ectromagnética.

El procesado adecuado a esta situacion es la aplicacion de un filtro tempora pasa banda
(Cf. 82.4.4), con € que seleccionar un rango de frecuencias suficientemente estrecho como para
que € contenido frecuencial del registro se aproxime lo més posible a la condicién de
monocromaticidad. En cualquier caso, es conveniente realizar un estudio de frecuencias previo y
posterior a la misma, con objeto de comprobar que se ha realizado correctamente y no ha sido
perdidainformacion Util.

Un procesado inadecuado seria la deconvolucion del registro por la forma de la onda (Cf.
Figura 2-2-2) pues, debido a la dispersion de frecuencias (Cf. §1.2.3.1) y a la diferente
atenuacion de las ondas en funcién de su frecuencia (Cf. 81.2.1), la forma del pulso cambia
conforme se propaga en €l interior de la subsuperficie, en funcion de los materiales por los que
es transmitido. Asi pues, seria preciso reaizar la deconvolucién de cada sefia presente en los
registros por laforma de la onda correspondiente, quedando descartada |a operacién automatica.

Trazas no equiespaciadas

Como ha sido mencionado anteriormente, en el caso en que la velocidad de arrastre de la
antena sobre la superficie no sea uniforme los registros no contendran trazas uniformemente
espaciadas.

El procesado adecuado a esta situacion es € remuestreo o interpolacion en €l gje espacial
(Cf. 82.4.2).

Ondas multiples. Clutter

Las ondas muiltiples, a los efectos de los algoritmos implementados para la resolucion del
Problema Inverso, constituyen un ruido cuyo tratamiento puede enmarcarse entre los disefiados
parael tratamiento genérico del clutter.
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Se refiere con € término de clutter (literamente “desperdicios’) a conjunto de sefides no
deseadas presentes en los registros (Gonzdlez y Marcello, 2002, Capitulo 5; Daniels, 2004,
§2.4). Las fuentes de clutter son diversas, encontrandose referidas en laliteratura:*

e Clutter originado por reflexiones multiples (Weglein et al., 1997; Landa et al.,
1999; Youny Zhou, 2001; Alvarez y Larner, 2004; Nobes et al., 2005; Savay
Guitton, 2005).

e Clutter originado por reflexiones mltiples entre la antena y la superficie
(George y Altshuler, 1998; Salvati et al., 1998; Merwe y Gupta, 2000; Sagués
et a., 2001; Karlsen et a., 2001; Kempen y Sahli, 2001; Kolbay Jouny, 2003;
Kovaenko y Yoarovoy, 2003; Sai y Ligthart, 2003; Y arovoy, 2003; Y arovoy
et a., 2003; Zhao et al., 2003; Hu y Zhou, 2004).

e Clutter originado por raices u otras intrusiones en la subsupeficie
(El-Shenawee y Rappaport, 2002).

e Clutter originado por reflexiones externas o efectos de borde (Pérez Gracia,
2001, 8§817.2'y 17.3; Daniels, 2004, §7.10).

e Clutter doppler, originado por el desplazamiento de aviones desde los que se
adquieren los datos de campo (Jaffer et a., 2005).

En la literatura se encuentran diversas metodologias para la eliminaciéon de las sefidles
clutter de losregistros, entre ellas:

e Caracterizacion empirica del clutter (George y Altshuler, 1998; Salvati et al.,
1998; Pérez Gracia, 2001, §17.4).

e Modelado en & dominio frecuencia (Merwe y Gupta, 2000; Hu y
Zhou, 2004).

¢  Eliminacion mediante técnicas interferométricas (Sagués et al., 2001).

e Atenuacion de maltiples (Weglein et al., 1997; Landa et al., 1999; Alvarez y
Larner, 2004; Savay Guitton, 2005).

1 El més referido en la literatura es e correspondiente a las reflexiones mltiples entre la antena y la
superficie, en especia en las aplicaciones correspondientes a la deteccion de minas y armamento enterrado.
La mayoria de tecnologias en uso o propuestas para €llo padecen de una tasa de falsas alarmas
inaceptablemente alta, como consecuencia de la incapacidad de discriminacion entre las sefiales procedentes
del armamento y el clutter (George y Altschuler, 1998). De hecho, el contenido de sefia Util en los registros
dirigidos a este objetivo se estima en 5-7%, mientras que el contenido de sefial clutter se estima en 16-20%
(El-Shenawee y Rappaport, 2002).
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e  Caracterizacion del clutter mediante métodos estadisticos:?

0 Simulacion Monte Carlo (El-Shenawee y Rappaport, 2002; Y arovoy,
2003).

0 Modelos MA (Kovalenko y Yoarovoy, 2003; Sai y Ligthart, 2003;
Yarovoy et a., 2003).

0 Modelos ARMA (Kempeny Sahli, 2001; Kolbay Jouny, 2003).
0 Modelos markovianos (Zhao et al., 2003).
0 Matriz de covarianza del espectro de potencia (Jaffer et a., 2005).

o Correlacion entre los campos correspondientes a la propagacion de
las ondas en sentido descendente y ascendente (Y oun y Zhou, 2001).

0 Andisisde Componentes Principales (Karlsen et al., 2001).

En su aplicacion a las ondas multiples, estas metodologias permiten su identificacion y
eliminacion parcial, aungque sin asignar su energia a la primaria que les corresponde, 1o que
conlleva un inevitable deterioro de la sefial .

En cualquiera de los casos, tal como ha sido expuesto en la 86.2.B, la eliminacién de
mliltiples es una tarea complicada, pues no son completamente separables de las sefides
primarias de acuerdo con criterios como periodicidad o espectro (Y arovoy, 2003; Nobes et d.,
2005), y es requerido un modelado preciso de la propagacion de las ondas, con una
determinacion exacta tanto de los tiempos de recorrido como de las amplitudes (Youn y Zhou,
2001).

2 Un estudio detallado de |os procedimientos estadisticos referidos puede encontrarse en:

Series temporales (Pérez, 2001):

0 Modelos no paramétricos (Aznar y Trivez, 1993a).

0 Modelos paramétricos (Uriel Jiménez, 1985; Aznar y Trivez, 1993b).
Métodos estocasticos. Procesos de Markov, entre otros (Aznar y Trivez, 1993b, Cinlar, 1975).
Métodos de Monte Carlo (Tarantola, 1987; Scheid y Lorencez, 1991; Seny Stoffa, 1995).
Métodos multivariantes: Andlisis de la matriz de covarianza 'y andisis de componentes principales,
entre otros (Pérez, 2001; Johnson y Wichern, 2002).
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8.3.

Aplicacion a datos de campo

8.3.1.

En esta Seccion se aplica € algoritmo para la resolucion del Problema Inverso en dos
dimensiones a datos de campo extraidos de campafias de prospeccion con geo-radar realizadas
en agosto de 2004 en la huerta del Monasterio de El Paular (Rascafria, Madrid) y en septiembre
de 2003 en €l castro de “El Ceremefio” (Herreria, Guadalgjara).®

En e primer caso se estudia un perfil en € que se encuentra presente una sefial y sus
multiples, correspondientes a la difraccidn en los bordes de un muro de granito enterrado. En el
segundo caso se estudia un perfil mas complejo, en el que se encuentra presente un conjunto de
varias sefides y sus multiples, correspondientes a las difracciones en los bordes de varias
cimentaciones enterradas.

Tras la descripcion del equipo empleado, en cada caso se describe el emplazamiento donde
fueron adquiridos los datos y se exponen |os resultados obtenidos en los procesados previos ala
aplicacion del agoritmo vy tras la aplicacion del mismo, finalizandose con la caracterizacion de
los resultados obtenidos.

Descripcién del equipo de geo-radar

El geo-radar empleado es un modelo Zond-12¢, comerciaizado por Radar Systems, Inc. El
equipo se acompafia con un conjunto de antenas, de frecuencias 100 MHz, 500 MHz, 900 MHz
y 2 GHz.

En los estudios referidos, tras realizar pruebas con las antenas de diferentes frecuencias, se
eligio emplear laantena de 900 MHz.

Para €l procesado se emplea el software Prism2 de Radar Systems, Inc. (Grigoriev y
Zelenkov, 2004), realizandose tres tratamientos. Remuestreo en el ge espacial, filtrado espacial
pasa bgjay filtrado temporal pasa banda.

% Dada |a falta de gjuste en amplitudes y fases, Ginicamente se realizard un andlisis cualitativo de los datos de
campo (Cf. §7.5).
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8.3.2. Aplicacion en la huerta del Monasterio de El Paular (Rascafria, Madrid)

8.3.2.1. Localizacion del emplazamiento de estudio

El Monasterio de El Paular se encuentra situado en € término municipal de Rascafria
(Madrid), en la carretera hacia Cotos y Navacerrada. En la actualidad El Paular alberga, en €
recinto de lo que fue Cartuja, dos entidades perfectamente diferenciadas: un monasterio de
Monjes Benedictinos (constituido por la zona monasterial denominadala“monjia’ maslaiglesia
y anexos) y € Hotel Santa Maria de El Paular (constituido por la primitiva “frailia’ y la
hospederia).

La historia del Monasterio de El Paular da comienzo a finales del siglo X1V cuando, en
1390, Enrique Il de Trastamara, en su lecho de muerte, arrepentido por haber causado €l
incendio de un convento de esta orden durante sus campafias francesas, decide la fundacion de
un monasterio de cartujos, indicando a su hijo Juan | €l lugar de la primitiva ermita de Santa
Maria del Paular, que fue llamada posteriormente Capilla de los Reyes y hoy es la Capilla de
Nuestra Sefiora de Montserrat.

Juan | comienza la construccion y afiade, en 1403, un pequefio palacio de retiro con la
direccién del arquitecto Rodrigo Alonso. Durante la época de los Reyes Catdlicos € arquitecto
Juan Guas construye €l atrio de la iglesia, las portadas goético-isabelino y, posiblemente, €l
retablo de alabastro del presbiterio de la capilla del Sagrario.

En e siglo XVIII se reforma la capilla del Sagrario y se gjecuta el Transparente, obra de
Francisco Hurtado Izquierdo. A mediados de este siglo, un violento terremoto (el terremoto de
Lisboa de 1755) causo graves dafios en la torre, teniendo que ser reedificada desde el segundo
cuerpo, y en € resto del edificio, en el que hubo que cambiar el artesonado de las naves de la
iglesia por una béveda de cafién al més puro estilo rococo de fines del siglo XVIII.

Como resultado de esta constante evolucion, en el conjunto se concentran cuatro estilos muy
importantes ddl arte espafiol: gético, barroco, renacimiento y flamenco.

La desamortizacion de 1835 provoca la decadenciay abandono de la Cartuja, que es vendida
a particulares. En 1876 es declarada Monumento y en 1954 es cedida en parte a la Orden de
Benedictinos, siendo € resto utilizado como Hotel.

Es de sefidar especialmente su huerta, donde se reinen diversos elementos de arquitectura,
escultura, obras hidraulicas y €l propio elemento hortense. Se pueden destacar los estanques,
distribuidos alo largo de toda la huerta, asi como la casa de labranza.
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Figura 8-3-1: Vista lateral del Monasterio de El Paular.

8.3.2.2. Perfil estudiado

La descripcion técnica del registro bruto correspondiente a perfil objeto del estudio se
detallaen laTabla8-3-1:

Tabla 8-3-1: Caracteristicas técnicas del registro bruto correspondiente a la huerta del
Monasterio de El Paular.

Caracterizacion del perfil:

NUmero de trazas; PEX =174

Longitud: LX =15,00m

NUmero de muestras por traza:  PET =512

Tiempo de muestreo: LT =50107°s

Espaciado entre muestras: ET =0,09810°s
Caracterizacion de la antena:

Pulsacion: o =2790010°s™
Preprocesado:

Ganancia: 60dB, cuadrética.




482

Capitulo 8 — Aplicacion de los algoritmos a datos de campo

El registro bruto se muestra en la Figura 8-3-2:

Figura 8-3-2: Mapa de color en tonos de gris del registro bruto correspondiente a la huerta del
Monasterio de El Paular (el blanco corresponde al valor minimo, € negro al maximo). El gje de
ordenadas expresa el tiempo doble de recorrido, en nanosegundos, y € gje de abscisas €l niimero
de traza. Las lineas verticales muestran la distancia desde el inicio del perfil, en metros. En
amarillo seindicala sefial a analizar.

El materia presente en la subsuperficie es sedimentario (materia de relleno), y presentalas
caracteristicas de homogeneidad que son requeridas para la aplicacion de los algoritmos. En la
Figura 8-3-2 puede apreciarse, entre otras, la presencia de una sefial y sus multiples entre los
metros 3y 4, originada por la difraccion en los bordes de un muro de granito como e mostrado
en laFigura8-3-3.

Esta sera la sefid que se analizara en esta Subseccion, siendo el objetivo del procesado la
adecuaciéon del registro a las limitaciones de disefio e implementacion expuestas en las
Secciones anteriores, para posteriormente aplicar sobre é el agoritmo para la resolucién del
Problema Inverso en dos dimensiones con objeto de lograr la convergencia de las sefiales
analizadas a el ementos puntuales.
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Figura 8-3-3: Codo de muro (cortesia de Juan José Cano). Las sefiales marcadas en la Figura
8-3-2y ss. estan originadas por la difraccién en los bordes de la prolongacion del muro.

8.3.2.3. Procesado

El objetivo de las técnicas de procesado expuestas en la presente Subseccion es la
adecuacion del registro a las limitaciones de disefio e implementacion expuestas en las
Secciones anteriores. Se redlizan tres tratamientos. Remuestreo en e eje espacial, filtrado
espacial pasabgjay filtrado temporal pasa banda

(1) Interpolacién en el eje espacial

En este registro las marcas de posicion no se encuentran equiespaciadas. Con objeto de
situarlas alas distancias correctas, se realiza unainterpolacion del mismo en el gje espacial.

La descripcién técnica del registro tras la interpolacién en el gje espacial se detala en la
Tabla8-3-2:
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Tabla 8-3-2: Caracteristicas técnicas del registro correspondiente a la huerta del Monasterio de
El Paular traslainterpolacion en el gje espacial.

Caracterizacion del perfil:

Numero de trazas: PEX =169
Longitud: LX =15,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,089m

Numero de muestras por trazaa  PET =512
Tiempo de muestreo: LT =50107°s
Espaciado entre muestras: ET =0,09810°s

El registro resultante se muestra en la Figura 8-3-4:
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Figura 8-3-4: Mapa de color en tonos de gris del registro correspondiente a la huerta del
Monasterio de El Paular tras la interpolacion en el gje espacial (el blanco corresponde al valor
minimo, el negro al maximo). El €e de ordenadas expresa el tiempo doble de recorrido, en
nanosegundos, y € e de abscisas € nimero de traza. Las lineas verticales muestran la
distancia desde €l inicio del perfil, en metros. En amarillo seindica la sefial a analizar.

En este registro interpolado las marcas de posicion se encuentran equiespaciadas. Como
resultado del procesado, el niimero de trazas se hareducido a PEX =169.

(2) Filtrado espacial pasa baja

Con objeto de reducir €l efecto de la rugosidad de la superficie en € registro, se realiza un
filtrado espacial pasa baja. Para ello se emplea una ventana de 3 trazas de longitud, vaor que se
elige como aquel que maximiza €l suavizado del registro, minimizando |a pérdida de resolucion.

La descripcion técnica dd registro tras €l filtrado espacial pasa bagja se detala en la
Tabla8-3-3:
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Tabla 8-3-3: Caracteristicas técnicas del registro correspondiente a la huerta del Monasterio de
El Paular tras € filtrado espacial pasa baja.

Caracterizacion del perfil:

Numero de trazas: PEX =169
Longitud: LX =15,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,089m

Numero de muestras por trazaz.  PET =512
Tiempo de muestreo: LT =50107°s
Espaciado entre muestras: ET =0,09810°s

El registro resultante se muestraen la Figura 8-3-5:

Figura 8-3-5: Mapa de color en tonos de gris del registro correspondiente a la huerta del
Monasterio de El Paular tras € filtrado espacial pasa baja (el blanco corresponde al valor
minimo, el negro al maximo). El e de ordenadas expresa e tiempo doble de recorrido, en
nanosegundos, y € €je de abscisas €l nlimero de traza. Las lineas verticales muestran la
distancia desde el inicio del perfil, en metros. En amarillo seindica la sefial a analizar.

En esteregistro filtrado el efecto de larugosidad de la superficie ha sido reducido.



8.3. — Aplicacion a datos de campo 487

(3) Filtrado temporal pasa banda

Con objeto de reducir e contenido frecuencial en el registro a una banda estrecha, en torno a
la frecuencia mayoritaria, se realiza un filtrado temporal pasa banda. Como paso previo se
realizaun andlisis del espectro del registro, mostrado en la Figura 8-3-6:
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Figura 8-3-6: Espectro de potencia normalizado de la region del registro correspondiente a la
huerta del Monasterio de El Paular que contiene la sefial objeto de estudio, previo al filtrado
temporal. El gje de abscisas expresa la frecuencia, en MHz

L os rasgos caracteristicos del espectro se exponen en la Tabla 8-3-4:

Tabla 8-3-4: Rasgos caracteristicos del espectro del registro correspondiente a la huerta del
Monasterio de El Paular.

Densidad espectral del
espectro normalizado 0,50 0,75 1,00 0,75 0,50

Frecuencia (MHz) 208 278 362 403 487

El filtro se elige tomando como valores para |os ceros las frecuencias correspondientes a los
valores de densidad espectral de 0,50, y como vaores para los unos las frecuencias
correspondientes a los valores de densidad espectral del 0,75, como se muestra en la Figura
8-3-7:
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Figura 8-3-7: Respuesta en frecuencias del filtro temporal correspondiente a la huerta del
Monasterio de El Paular. El e de abscisas expresa |la frecuencia, en MHz

La descripcion técnica del registro tras € filtrado temporal pasa banda se detalla en la
Tabla 8-3-5:

Tabla 8-3-5: Caracteristicas técnicas del registro correspondiente a la huerta del Monasterio de
El Paular tras € filtrado temporal pasa baja.

Caracterizacion del perfil:

NUmero de trazas: PEX =169
Longitud: LX =1500m
Espaciado entre trazas: EX =0,089m

NUmero de muestras por trazaz.  PET =512
Tiempo de muestreo: LT =50107°s
Espaciado entre muestras: ET =0,09810°s

El registro resultante de la aplicacion del filtro se muestraen la Figura 8-3-8:
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Figura 8-3-8: Mapa de color en tonos de gris del registro correspondiente a la huerta del
Monasterio de El Paular tras € filtrado temporal pasa banda (el blanco corresponde al valor
minimo, el negro al maximo). El €e de ordenadas expresa el tiempo doble de recorrido, en
nanosegundos, y € e de abscisas € nimero de traza. Las lineas verticales muestran la
distancia desde €l inicio del perfil, en metros. En amarillo seindica la sefial a analizar.

En este registro filtrado e contenido frecuencia se ha simplificado notablemente. El

espectro de laregion del registro que contiene la sefial objeto del andlisis se muestraen laFigura
8-3-9:
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Figura 8-3-9: Espectro de potencia normalizado de la region del registro correspondiente a la
huerta del Monasterio de El Paular que contiene la sefial objeto de estudio, tras el filtrado
temporal. El ge de abscisas expresa la frecuencia, en MHz

Al comparar las figuras 8-3-5 y 8-3-8 se observa como en el nuevo registro filtrado las
componentes frecuenciales fuera de la banda de interés han sido atenuadas, y aguellas que
contienen lainformacion de interés permanecen.
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8.3.2.4. Resolucion del Problema Inverso

El algoritmo para la resolucién del Problema Inverso en dos dimensiones se aplica al
registro anterior. Para ello se selecciona como valor de la pulsacién de las ondas
electromagnéticas €l valor correspondiente al maximo de la densidad espectral expuesto en la

Tabla 8-3-4, y para los parametros electromagnéticos promedio los valores &, =8¢,
U=y Y O = 10% S'm™ (compatibles con el gjuste de las hipérbolas de difraccion en las
figuras previas), que son los que producen una mejor convergencia de la sefial.

El tiempo medio de computo para este registro es de 7,3872 s.* La descripcion de la
DISTRIBUCION MEDIDA obtenida se detalla en la Tabla 8-3-6:

Tabla 8-3-6: Descripcion de la DiISTRBUCION MEDIDA correspondiente a la huerta del
Monasterio de El Paular.

Caracterizacion del perfil:

NUmero de trazas: PEX =169
Longitud: LX =15,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,089m

NUmero de muestras por trazaz.  PED =511
Longitud de muestreo: LD =2,65m
Espaciado entre muestras: ED =0,005m

LaDISTRIBUCION MEDIDA resultante se muestra en la Figura 8-3-10, donde se aprecia como
la sefidl ha convergido a elementos puntuales, asociados a la reflexion primaria y a las
reflexiones multiples entre laantenay la superficie.

* Los tiempos referidos han sido determinados en la jecucion en la méaguina descrita en la Introduccion del
Capitulo 7.
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Figura 8-3-10: Mapa de color en tonos de gris de la DISTRIBUCION MEDIDA correspondiente a la
huerta del Monasterio de El Paular (el blanco corresponde al valor minimo, € negro al
méximo). El eje de ordenadas expresa la coordenada D y el gje de abscisas la distancia al
origen, ambas en metros. En amarillo seindica la sefial analizada.
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8.3.3. Aplicacion en el castro de El Ceremefio (Herreria, Guadalajara)

8.3.3.1. Localizacion del emplazamiento de estudio

Los celtiberos fueron los pueblos prerromanos de estirpe celta que habitaron, en los siglos
anteriores al cambio de era, la regién de la Celtiberia cuyos limites se extendian desde €l valle
medio del Ebro hasta € rio Duero, quedando incluido en €lla el norte de la provincia de
Guadalgjara, ocupado en parte por € Sefiorio de Molina de Aragén, donde se ubica €
yacimiento arqueol6gico de "El Ceremefio".

Este poblado fortificado o "castro" fue descubierto casualmente por vecinos de la localidad
de Herreria (Guadalgjara) durante los afios 1980 y, a lo largo de varias campafias, se han
realizado excavaciones arqueoldgicas en extension, dirigidas por la Dra. M.Luisa Cerdefio
Serrano (Departamento de Prehistoria de la Universidad Complutense de Madrid), que han
ampliado notablemente nuestros conocimientos sobre la cultura celtibérica.

Su gran interés estriba en que ha conservado las estructuras defensivas y domésticas de dos
momentos sucesivos de ocupacion. El primer asentamiento se ha fechado en €l sigloVl a. C. y
fue destruido por un incendio sobre cuyas cenizas se volvieron a asentar sus habitantes, hasta el
definitivo abandono del lugar presumiblemente en torno a siglo 1V a. C.

El poblado es un pequefio recinto de unos 2000 m? ubicado sobre un cerro testigo en la vega
del rio Sauco, lo que le confiere una buena posicion estratégica tanto desde el punto de vista
tanto econdmico como defensivo, reforzado este Gltimo por una espectacular muralla de piedra
gue rodea su perimetro. En el interior se disponen las viviendas, rectangulares y adosadas entre
si, alo largo de dos calles paraelas que atraviesan el espacio interior de este a oeste, siguiendo
el modelo habitual de muchos poblados mesetefios durante la Edad del Hierro.

L as viviendas hasta ahora descubiertas tienen un tamario que oscila entre los 30 y los 50 m?
y constan de dos 0 tres estancias interiores: el vestibulo, la gran habitacién central donde se
situaba el hogar y la despensa a fondo donde se guardaban las provisiones. En ellas se han
encontrado algunas vasijas de almacenamiento que contenian diferentes productos, como trigo,
cebada, mijo y bellota, indicadores de los productos bésicos de su alimentacion.

Aparte de la interesante informacion obtenida sobre los aspectos urbanos y domésticos,
también comenzamos a saber algo sobre las costumbres funerarias de los habitantes de El
Ceremefio puesto que en 1997 fue descubierta la necrépolis, o lugar donde enterraban a sus
muertos y en la actualidad esta siendo objeto de estudio.

Otra de las caracteristicas singulares del castro de El Ceremefio ha sido e buen estado de
conservacion general en que se encontraban sus estructuras de piedra que ha permitido acometer
su consolidacion y puesta en valor, tras ser declarado Bien de Interés Cultural, para que pueda
ser visitado por €l gran publico como muestra importante de nuestro comun Patrimonio
Arqueoldgico. La explicacion y comprension de las ruinas visitables se completa con un
pequefia Exposicion/Centro de Visitantes instalado muy cerca del yacimiento, en los locales del
Ayuntamiento de Herreria.
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Figura 8-3-11: Vista aérea y detalles del castro de “ El Ceremefio” (Herreria, Guadalajara)
(Panel superior, vista aérea cortesia de M.Luisa Cerdefio; panel inferior, vistas de detalle,
extraidas de las URL: http://mwww.molina-aragon.convhistoria/celtiberia/vista.htmy

http: /imww.molina-aragon.convhistoria/cer emeno/ceremeno.htm).
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8.3.3.2. Perfil estudiado

La descripcion técnica del registro bruto correspondiente a perfil objeto del estudio se
detallaen laTabla8-3-7:

Tabla 8-3-7: Caracteristicas técnicas del registro bruto correspondiente al castro de El
Ceremefio.

Caracterizacion del perfil:

Ndmero de trazas: PEX =430

Longitud: LX =26,00m

Numero de muestras por trazaz.  PET =512

Tiempo de muestreo: LT =50107°s

Espaciado entre muestras: ET =0,09810°s
Caracterizacion de la antena:

Pulsacion: ®=2790010° s
Preprocesado:

Ganancia 36dB, lineal.

El registro bruto se muestra en la Figura 8-3-12:
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Figura 8-3-12: Mapa de color en tonos de gris del registro bruto correspondiente al castro de El
Ceremefio (el blanco corresponde al valor minimo, € negro al maximo). El eje de ordenadas
expresa €l tiempo doble de recorrido, en nanosegundos, y €l gje de abscisas el nimero de traza.
Las lineas verticales muestran la distancia desde el inicio del perfil, en metros. En amarillo se
indican las sefiales a analizar.

Andlogamente alo que ocurria en el gjemplo expuesto en la Subseccion anterior, €l material
presente en la subsuperficie es sedimentario, y presenta |as caracteristicas de homogeneidad que
son requeridas para la aplicacion de los algoritmos. En la Figura 8-3-12 puede apreciarse, entre
otras, la presencia de varias sefidles y sus mlltiples, originada por la difraccion en los bordes de
cimentaciones enterradas. Estas serén las sefiales que se analizara en esta Subseccion, siendo e
objetivo del procesado la adecuacion del registro a las limitaciones de disefio e implementacion
expuestas en las Secciones anteriores, para posteriormente aplicar sobre €l el algoritmo para la
resolucion del Problema Inverso en dos dimensiones con objeto de lograr la convergencia de las
sefiales analizadas a elementos puntual es.

La disposicion de las cimentaciones en la region subsuperficial es andloga a la que se
muestra en el panel superior y en lavistainferior derecha del panel inferior en la Figura 8-3-11,
donde se observan cimentaciones a dos alturas (correspondientes a dos niveles de ocupacion),
Cuyos arranques no son en todos los casos coincidentes (lo que origina el espaciado irregular y €
aspecto complejo de las sefides indicadas en la Figura 8-3-12). El perfil que se estudia en esta
Subseccidn, selocalizaen laFigura8-3-13.
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Figura 8-3-13: Proceso de adquisicién de datos. El perfil mostrado en la Figura 8-3-12 es
paralelo ala cinta métrica, por la derecha.

8.3.3.3. Procesado

El objetivo de las técnicas de procesado expuestas en la presente Subseccion es la
adecuacion del registro a las limitaciones de disefio e implementacion expuestas en las
Secciones anteriores. Se realizan tres tratamientos. Remuestreo en e ge espacial, filtrado
espacia pasabajay filtrado temporal pasa banda.

(1) Interpolacion en el eje espacial

En este registro las marcas de posicién no se encuentran equiespaciadas. Con objeto de
situarlas alas distancias correctas, se realiza unainterpolacion del mismo en el ge espacial.

La descripcion técnica del registro tras la interpolacidn en el gje espacial se detala en la
Tabla8-3-8:
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Tabla 8-3-8: Caracteristicas técnicas del registro correspondiente al castro de El Ceremefio tras
lainterpolacion en el gje espacial.

Caracterizacion del perfil:

NUmero de trazas: PEX =415
Longitud: LX =26,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,063m

Numero de muestras por trazaz.  PET =512
Tiempo de muestreo: LT =50107°s
Espaciado entre muestras: ET =0,09810°s

El registro resultante se muestraen la Figura 8-3-14:
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Figura 8-3-14: Mapa de color en tonos de gris del registro correspondiente al castro de El
Ceremefio tras la interpolacion en e gje espacial (el blanco corresponde al valor minimo, €l
negro al maximo). El gje de ordenadas expresa €l tiempo doble de recorrido, en nanosegundos, y
el gle de abscisas €l nimero de traza. Las lineas verticales muestran la distancia desde € inicio
del perfil, en metros. En amarillo seindican las sefiales a analizar.

En este registro interpolado las marcas de posicion se encuentran equiespaciadas. Como
resultado del procesado, e niimero de trazas se hareducido a PEX =415.
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(2) Filtrado espacial pasa baja

Con objeto de reducir €l efecto de la rugosidad de la superficie en el registro, se realiza un
filtrado espacial pasa bgja. Para ello se emplea una ventana de 3 trazas de longitud, valor que se
elige como aquel que maximiza €l suavizado del registro, minimizando |a pérdida de resolucion.

La descripcion técnica del registro tras € filtrado espacia pasa baja se detala en la
Tabla 8-3-9:

Tabla 8-3-9: Caracteristicas técnicas del registro correspondiente al castro de El Ceremefio tras
el filtrado espacial pasa baja.

Caracterizacion del perfil:

NUmero de trazas: PEX =415
Longitud: LX =26,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,063m

NUmero de muestras por traza:.  PET =512
Tiempo de muestreo: LT =50107°s
Espaciado entre muestras: ET =0,09810°s

El registro resultante se muestra en la Figura 8-3-15:
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Figura 8-3-15: Mapa de color en tonos de gris del registro correspondiente al castro de El
Ceremefio tras €l filtrado espacial pasa baja (el blanco corresponde al valor minimo, €l negro al
maximo). El €je de ordenadas expresa €l tiempo doble de recorrido, en nanosegundos, y €l gje de
abscisas el nimero de traza. Las lineas verticales muestran la distancia desde €l inicio del perfil,
en metros. En amarillo seindican las sefiales a analizar.

En esteregistro filtrado el efecto de larugosidad de la superficie ha sido reducido.
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(3) Filtrado temporal pasa banda

Con objeto de reducir e contenido frecuencial en el registro a una banda estrecha, en torno a
la frecuencia mayoritaria, se realiza un filtrado temporal pasa banda. Como paso previo se
realizaun andlisis del espectro del registro, mostrado en la Figura 8-3-16:

075

0z

] 1000 2000 3000 4000 s000

Figura 8-3-16: Espectro de potencia normalizado de la region del registro correspondiente al
castro de El Ceremefio que contiene la sefial objeto de estudio, previo al filtrado temporal. El gje
de abscisas expresa |la frecuencia, en MHz

L os rasgos caracteristicos del espectro se exponen en la Tabla 8-3-10:

Tabla 8-3-10: Rasgos caracteristicos del espectro del registro correspondiente al castro de El
Ceremefio.

Densidad espectr_al del 0,50 0,75 1,00 0,75 0,50
espectro normalizado

Frecuencia (MHz) 208 278 362 403 487

El filtro se elige tomando como valores para los ceros las frecuencias correspondientes a los
valores de densidad espectral de 0,50, y como valores para los unos las frecuencias
correspondientes a los valores de densidad espectral del 0,75, como se muestra en la Figura
8-3-17:
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Figura 8-3-17: Respuesta en frecuencias del filtro temporal correspondiente al castro de El
Ceremefio. El e de abscisas expresa la frecuencia, en MHz
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La descripcion técnica del registro tras e filtrado temporal pasa banda se detalla en la
Tabla8-3-11:

Tabla 8-3-11: Caracteristicas técnicas del registro correspondiente al castro de El Ceremefio
tras el filtrado temporal pasa baja.

Caracterizacion del perfil:

Ndmero de trazas: PEX =415
Longitud: LX =26,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,063m

NUmero de muestras por trazaa.  PET =512
Tiempo de muestreo: LT =5010°s
Espaciado entre muestras: ET =0,09810°s

El registro resultante de la aplicacion del filtro se muestra en la Figura 8-3-18:
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Figura 8-3-18: Mapa de color en tonos de gris del registro correspondiente al castro de El
Ceremefio tras €l filtrado temporal pasa banda (el blanco corresponde al valor minimo, el negro
al maximo). El gje de ordenadas expresa el tiempo doble de recorrido, en nanosegundos, y € ge
de abscisas €l nimero de traza. Las lineas verticales muestran la distancia desde € inicio del
perfil, en metros. En amarillo seindican las sefiales a analizar.
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En este registro filtrado el contenido frecuencia se ha simplificado notablemente. El
espectro de laregion del registro que contiene la sefial objeto del andlisis se muestraen laFigura
8-3-19:
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Figura 8-3-19: Espectro de potencia normalizado de la region del registro correspondiente al
castro de El Ceremefio que contiene la sefial objeto de estudio, tras el filtrado temporal. El gje de
abscisas expresa la frecuencia, en MHz

Al comparar las figuras 8-3-14 y 8-3-17 se observa como en el nuevo registro filtrado las
componentes frecuenciales fuera de la banda de interés han sido atenuadas, y aquellas que
contienen lainformacion de interés permanecen.

8.3.3.4. Resolucion del Problema Inverso

El algoritmo para la resolucién del Problema Inverso en dos dimensiones se aplica a
registro anterior. Para €llo se selecciona como valor de la pulsacion de las ondas
electromagnéticas € valor correspondiente a maximo de la densidad espectral expuesto en la

Tabla 8-3-10, y para los parametros electromagnéticos promedio los valores &, :8-80,

o=l Y O, = 10%2Sm™* (compatibles con observaciones de una campafia anterior de

calicateo eléctrico en corriente continua 'y con el guste de las hipérbolas de difraccion en las
figuras previas), que son los que producen una mejor convergencia de la sefial .

El tiempo medio de cémputo para este registro es de 24,3080 s.° La descripcion de la
DISTRIBUCION MEDIDA obtenida se detallaen la Tabla 8-3-12:

® Los tiempos referidos han sido determinados en la gjecucion en la méaguina descrita en la Introduccion del
Capitulo 7.
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Tabla 8-3-12: Descripcion de la DISTRIBUCION MEDIDA correspondiente al castro de El
Ceremefio.

Caracterizacion del perfil:

NUmero de trazas: PEX =415
Longitud: LX =26,00m
Espaciado entre trazas: EX =0,063m

Numero de muestras por trazaz  PED = 502
Longitud de muestreo: LD =2,60m
Espaciado entre muestras: ED =0,005m

La DISTRIBUCION MEDIDA resultante se muestra en la Figura 8-3-20, donde se aprecia como
las sefiales marcadas en amarillo han convergido a elementos puntuales, asociados a las
reflexiones primaria y a las mdltiples entre la antena y la superficie. Debido a la poca
profundidad de las estructuras, éstas se encuentran solapadas con |as reflexiones multiples entre
laantenay lasuperficie.



504

Capitulo 8 — Aplicacion de los algoritmos a datos de campo

!

[EY o

Cim)

¥ (m)

nz2

P s amieh g s
N il e B°F
- X2 T

08

08

hen o st
A -
W# e 1 A e

, "

¥ {m)

Figura 8-3-20: Mapa de color en tonos de gris de la DISTRIBUCION MEDIDA correspondiente al
castro de El Ceremefio (el blanco corresponde al valor minimo, el negro al maximo) y detalle. El

e de ordenadas expresa la coordenada D y el eje de abscisas la distancia al origen, ambas en
metros. En amarillo se indican las sefiales analizadas.



8.3. — Aplicacion a datos de campo 505

8.3.4. Caracterizacion de los resultados

En esta Seccién se han presentado dos casos, de diferentes caracteristicas: un perfil con una
sefial correspondiente a un muro y otro perfil con mdiltiples sefiales correspondientes a distintas
cimentaciones a diferentes profundidades. En el primer caso, en contraposicion a segundo, la
profundidad del muro es suficientemente grande como para que la sefia llegue a un tiempo tal
gue no se superponga a paquete de multiples entre la antena 'y la superficie, por lo que es méas
f&cilmente identificable.

A lavista de los resultados anteriormente expuestos, cabe concluir que el algoritmo para la
resolucion del Problema Inverso produce, una vez adecuados a las limitaciones de disefio e
implementacion del mismo, los resultados esperables en su aplicacion sobre datos de campo:
Hace converger las hipérbolas de difraccién a elementos puntuales de tal forma que, en la
DisTRIBUCION MEDIDA fina, las hipérbolas que quedan no estan asociadas a difracciones en
elementos subsuperficiales con la velocidad de propagacion empleada en el algoritmo.

Los resultados obtenidos podrén ser mejorados a medida que aumente la correspondencia
entre las caracteristicas de los algoritmos y su implementacion y las de los radargramas. Asi
mismo, la eliminacion de las reflexiones multiples permitiria limpiar los registros y obtener
resultados mas claros.

Las posiciones obtenidas de los reflectores son utilizables en la fase de interpretacion, o
cual se ha confirmado con las excavaciones realizadas por |os equipos de arquedlogos.



Capitulo 9

Discusion general y conclusiones






Introduccién

En este noveno Capitulo se recopilan y discuten los principales resultados obtenidos en los
capitulos precedentes. En é se incluye la discusion general de las cuatro vertientes
fundamentales que se tratan en esta Tesis Doctoral: disefio, implementacion, resultados
numéricos y tratamiento de datos de campo; la exposicion de las conclusiones finales y las
futuras lineas de investigacion.

El presente Capitulo se encuentra dividido en seis Secciones dedicadas, respectivamente:

e Al andlisis de las caracteristicas de disefio de los algoritmos, debidas a las
sucesivas aproximaciones y simplificaciones realizadas en su desarrollo.

o Al andlisisde las caracteristicas debidas a su implementacion.

e Al andlisis de las caracteristicas de caracter numérico, detectadas en la
aplicacién de los algoritmos a datos sintéticos.

e A lascaracteristicas en el procesado de los registros.
e A laexposicion delas conclusiones finales.

o Alaslineasdeinvestigacion abiertasy los futuros trabajos arealizar.
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9.1. Caracteristicas de disefio

Las caracteristicas de disefio son debidas a las sucesivas aproximaciones y simplificaciones
realizadas en €l desarrollo de los algoritmos, recogidas en la 83.3.1 y aqui reexpuestas:

1. Losmedios que constituyen la regién subsuperficial son lineales, homogéneos
e isbtropos.

2. Losreflectores estan constituidos por €lementos difractores puntuales.
3. Lasuperficie esta definida por un plano horizontal.
4. El emisory el receptor son coincidentes.

5. Las derivadas parciales respecto a las coordenadas relativas receptor—emisor
son despreciables frente a resto.

6. Los parametros electromagnéticos de los medios solo varian con la
coordenada de profundidad.

7. Lapermeabilidad magnética £ se asume igual ala permeabilidad magnética
del vacio, 1= 1.

8. Lapermitividad eléctrica ¢ y la conductividad eléctrica o se aproximan por
unos valores promedio, &, y O, respectivamente, y se considera un valor

caracteristico de la pulsacion de las ondas electromagnéticas, @ , de tal forma
que se verifique (3.2.10), y la velocidad de propagacion promedio resultante

C,, seata que verifique (Cm/c)2 =1 en promedio sobre |a SECCION (esto es,
lavelocidad cuadratica media).

En la primera Subseccién se analizara cada una de estas aproximaciones individua mente.
Como podra apreciarse, las aproximaciones que suponen restricciones importantes pueden
agruparse en torno a diferentes efectos bien diferenciados, que seran tratados con mayor detalle
en las Subsecciones subsiguientes.
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9.1.1. Analisis individual de las aproximaciones

En el andlisisindividual de cada una de estas aproximaciones cabe sefialarse;

e Las aproximaciones 1, 2, 7 y 8 son aproximaciones basicas de disefio,
mientras que la aproximacion 5 es una aproximacién numérica. Ninguna de
ellas afecta negativamente a los resultados posteriores, pese a lo cua habrian
de ser objeto de un estudio mas detallado.

En agunos casos poco frecuentes, tal vez si sea necesario considerar
expresamente la falta de linealidad, homogeneidad o isotropia de los medios; o
bien la no correspondencia de la permeabilidad magnética con la del vacio. En
ellos seria necesario emplear modelos apropiados para los pardmetros
€l ectromagnéticos de los medios (Cf. §81.3).

La aproximacién de que los reflectores estan constituidos por elementos
difractores puntuales conlleva €l que la interferencia de las hipérbolas de
difraccion Unicamente coincida con lareflexion en € caso en que los reflectores
sean planos horizontales.

e La aproximacion 3 no supone una restriccion importante pues, tal como se
menciond en las 883.2.2.1 y 8.2.1, siempre serd posible efectuar un filtrado
espacial 0 una correccion estatica por la topografia para tenerlo en
consideracion.

e La aproximacion 4 si constituye una restriccion importante. Tal como se
menciond en la §83.2.2.1, obliga atrabajar en modalidad monoestéatica, o bien a
restringirse a aguellos estudios en que la profundidad de exploracion es mucho
mayor que la distancia relativa receptor—emisor, 0 en los casos en que se
efectUe un stacking previo al tratamiento de los datos de campo.

Podria eliminarse iniciando el desarrollo de los algoritmos con & expuesto en la
8§3.B, realizandose un trazado de rayos general en la determinacion de las ondas
reflejadas multiples.

e La aproximacion 6 no supone una restriccion importante pues, tal como se
expone en la 83.3.1, a considerarse en e desarrollo de los algoritmos la
existencia simultdnea de un Unico emisor y un Unico receptor, ambos
coincidentes, Unicamente tendra sentido considerar modelos constituidos por
estratificaciones horizontales que incluyan difractores puntuales. No obstante,
en e caso en que la aproximacion 4 fuera eliminada, la argumentacion
expuesta en la §3.3.1 perderia su validez, y esta sexta aproximacion deberia
ser eliminada.

En este caso seria preciso redefinir la tercera transformacion expuesta en la
§3.2.2.3, modificandose € cambio de variables (3.2.18) de tal forma que se
consideraran los posibles cambios laterales en los pardmetros
electromagnéticos. Asi mismo, en la determinacién de las ondas reflgjadas
multiples (Cf. §6.B) seria necesario realizar un trazado de rayos general.
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e La segunda parte de la aproximacion 8 (referida a la pulsacién de las ondas
electromagnéticas) carece de sentido fisico pues, tal como se expone en las
§82.3.2.6 y 2.3.4.1, & emisor no es una fuente monocromatica, sino que la
radiacion se emite en un cierto intervalo de frecuencias.

Los resultados podrian mejorarse expresando la sefidl emitida como
superposicion de frecuencias discretas, efectuando la computacion para cada
unade ellas y superponiendo los registros asi obtenidos.

9.1.2. Emisor y receptor coincidentes

La cuarta aproximacion conlleva la restriccion de considerar Unicamente la modalidad
monoestatica, 0 bien a restringirse a aquellos estudios en que la profundidad de exploracion es
mucho mayor que la distancia relativa receptor—-emisor, o a efectuar un stacking previo a
tratamiento de los datos de campo.

Como se ha mencionado anteriormente, esta aproximacion podria eliminarse iniciando €l
desarrollo de los agoritmos con el desarrollo mas general expuesto en la §83.B, continuandose
con las transformaciones expuestas en la 83.2.2, con la modificacién propuesta en la siguiente
Subseccion. Asi mismo, en la determinacién de las ondas reflgjadas primarias y multiples seria
preciso redizar un trazado de rayos general, considerando diferentes angulos de emisidn,
determinandose los angul os de emergencia de cada reflector en funcion del angulo de incidencia
y determinandose |a reflectividad aparente para cada onda vigjera en funcién de dichos angulos
(Cf. 81.2.2).

Puede apreciarse que, mientras que en el desarrollo expuesto en la §3.2.3 la transformada de
Fourier de la SECCION MEDIDA tiene tres grados de libertad, en € desarrollo més genera
expuesto en la §3.B ésta tiene cinco grados de libertad.! Este incremento en e ndmero de
variables, sumado a la necesidad de considerar emisiones en diversos angulos y la necesidad de
determinar los angulos de incidencia y emergencia de cada onda en cada reflector, supondria un
notable incremento de la complegjidad en e desarrollo de los agoritmos, y de los propios
algoritmos.

9.1.3. Modelos constituidos por estratificaciones horizontales que incluyan
difractores puntuales

Esta restriccion tiene su origen en la aproximacion 4, siendo posible considerar modelos que
contengan reflectores planos inclinados o curvados en el caso en que esta aproximacion sea
eliminada, tal como se expone en la 83.3.1. Consecuentemente, seria necesario considerar

L El ntmero de grados de libertad puede reducirse en el caso de algunas modalidades de operacion, por sus
caracteristicas geométricas. Asi, por gemplo, en la modalidad CMP (Cf. 82.5.2) la posicion del centro del
dispositivo es constante, y en lamodalidad en que una antena permanece fija mientras la otra se separa de ella
alolargo de unalinearectael centro del dispositivo se encuentra situado en el punto medio entre ambas.
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posibles cambios laterales en |os parametros el ectromagnéticos, |o que entraria en contradiccion
con la aproximacién 6.

En estas condiciones seria preciso redefinir la tercera transformacion expuesta en la
§3.2.2.3, modificandose €l cambio de variables (3.2.18) de tal forma que se consideraran los
posibles cambios | aterales en |os parametros el ectromagnéticos, tomando la forma:

Cm
z} d= .[L?dl
— (9.1.2)

DECL{+d=CL't+J' S g
2 2 “‘tc

Donde la integral de linea en la definicion de la nueva variable d se realiza alo largo del
camino L recorrido por las ondas electromagnéticas, €= C(r) representa la velocidad de

propagacion de las ondas electromagnéticas en el medio, dependiente de la posicion 1,y C

representa una velocidad de propagacién promedio, que habra de ser definida de forma
conveniente.

Laintegral habria de evaluarse en lafase de determinacion de las ondas reflejadas primarias
y multiples (Cf. 86.B), en lacual seredizaria un trazado de rayos general, tal como se mencion6
en el punto anterior.

Antenas

En lo que refiere a las antenas emisora y receptora, las aproximaciones 4 y 6, y la segunda
parte de la aproximacion 8, implican que no sea considerado ni el contenido frecuencial de la
sefial ni su diagrama de radiacion.

No se considera el contenido frecuencial de la sefia pues en la aproximacién 6 se considera
€l emisor como una fuente de radiacion monocroméatica. Como se ha mencionado anteriormente,
esta aproximacion carece de sentido fisico, pues la radiacion se emite en un cierto intervalo de
frecuencias.

Asi mismo, la consideracion de que la propagacion de las ondas electromagnéticas se
produce Unicamente en la direccion de la vertical, debida a las aproximaciones 4 y 7, es
equivalente a considerar que el diagrama de radiacion de las antenas toma el valor unidad en
dicha direccion y es idénticamente nulo en € resto, lo cua no se corresponde con la realidad
(Cf. 82.3.2.3).

El contenido frecuencial de laradiacion podria tenerse en cuenta considerando que la sefial
esta constituida por la superposicion de distintas componentes monocrométicas. El registro final
se obtendria mediante la superposicion de los registros obtenidos aplicando los algoritmos a
cada una de estas componentes, asignando un peso a cada uno en funcion de la contribucién de
la componente correspondiente al espectro de frecuencia de la sefial.

Otro posible tratamiento seria la convolucion (en el Problema Directo) o deconvolucion (en
el Problema Inverso) del registro por la forma de la onda. Este habria de redizarse de forma
cuidadosa pues, debido ala dispersion de frecuencias y a la diferente atenuacién de las ondas en
funcién de su frecuencia, la forma del pulso cambia conforme se propaga en €l interior de la
subsuperficie, en funcién de los materiales por los que es transmitido. Asi pues, seria preciso
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realizar la convolucion o deconvolucion de cada sefial presente en los registros por la forma de
la onda correspondiente, quedando descartada |a operacion automatica.

Este Gltimo tratamiento se gjemplificaen laFigura 9-1-1:
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Figura 9-1-1: Convolucion de la SeccioN MEeDIDA correspondiente al modelo bidimensional

constituido por dos capas plano-paralelas sobre un semiespacio infinito, y la forma de la onda
€lectromagnética radiada.

(a) Traza representativa de la S=ccioN MEeDIDA (Cf. Figura 7-1-8 (a)).
(b) Forma de la onda electromagnética radiada (Carcione, 1998, expresion analitica (13) con

frecuencia central f, = 900MH2z).
(c) Traza resultado de la convolucion de (a) y (b).

Larelacion entrefigurases (a) * (b) = (c).

En todos los casos en el e de abscisas se representa en tiempo doble de recorrido (ns).



516

Capitulo 9 — Discusién general y conclusiones

Asi mismo, el diagrama de radiacion de las antenas habria de tenerse en cuenta en € trazado
de rayos general que se efectuaria en la determinacion de las ondas reflgjadas primarias y
multiples, multiplicandose la reflectividad aparente obtenida para cada onda vigjera por los
valores del diagrama de radiacion de las antenas emisora y receptora, evaluados ambos en las
direcciones de emision y recepcion.



9.2.

Caracteristicas en laimplementacion

9.2.1.

Una de las caracteristicas positivas de la programacion en MATLAB es la posibilidad de
construir programas €jecutables, que puedan ser usados en maquinas que no tengan instalado
este lenguaje.

Las restricciones impuestas por la implementacion de los algoritmos, recogidas en parte en
la 88.1, son agqui reexpuestas:

e Enlaresolucion del Problema Directo, las SECCIONES DE INDICES deben estar
definidas en puntos igualmente espaciados en cada una de las
direcciones horizontales y en la vertical (Cf. la definicion de las
coordenadas en |a §6.1.2).

e En la resolucién del Problema Inverso las SECCIONES MEDIDAS deben
contener trazas y muestras equiespaciadas (Cf. la definicion de las
coordenadas en 1a §6.1.2).

e Los agoritmos para la resolucién del Problema Inverso no implementan la
eliminacion de ondas multiples (Cf. §6.B.2).

Estas restricciones pueden agruparse en torno a dos efectos bien diferenciados, que seran
tratados en las siguientes Subsecciones.

Definicién de las SECCIONES

Los agoritmos implementados suponen que las SECCIONES DE INDICES se encuentran
definidas en puntos igualmente espaciados en cada una de las direcciones horizontales y en la
vertical, y las SECCIONES MEDIDAS contienen trazas y muestras equiespaciadas.

En lo que refiere alas SECCIONES DE INDICES ésta no supone restriccion alguna, pues ésta es
laformanatural de definirlas.

En lo que refiere a las SECCIONES MEDIDAS, € muestreo temporal presenta esta
caracteristica de forma inherente, dependiendo € muestreo espacial de la velocidad de arrastre
de la antena sobre la superficie, que habrd de ser constante para conseguir un espaciado
uniforme.
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Eliminacién de ondas multiples en el Problema Inverso

Como ha sido mencionado anteriormente, las ondas mdltiples no son eliminadas en la
resolucion del Problema Inverso debido a la dificultad que este tipo de procesado, por si solo,
conlleva

La implementacion de la eliminacion de ondas multiples en € Problema Inverso pasa por la
eleccion de un modelo apropiado y una estimacion gjustada de los parametros que lo definen.
Para ello, podrian ser empleadas las técnicas de procesado de la sefial clutter que se refieren en
|a§8.2.6.
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Estas caracteristicas han sido detectadas en la aplicacion de los algoritmos a datos sintéticos,
recogidas en la 87.5, y son aqui reexpuestas.

L as caracteristicas generales correspondientes a la resolucion del Problema Directo son:

e Los radargramas sintetizados mediante este agoritmo presentan las
caracteristicas geométricas esperables. Las sefidles correspondientes a
difractores puntuales son hipérbolas y las correspondientes a reflectores plano-
paralelos son planos horizontales.

e Entodos los casos las sefiales correspondientes a las maltiples son observadas.
Asi mismo, en e caso tridimensional, en los perfiles que no pasan por la
vertical de los difractores puntuales, proximos a ellos o a los bordes de los
reflectores, aparecen sefiales correspondientes a los efectos |aterales causados
por éstos.

e Las posiciones de los vértices de las hipérbolas y los planos no se encuentran
nitidamente definidas, sino que las sefidles son no nulas en algunos puntos
previos y posteriores al maximo. Asi mismo, las amplitudes y fases de estas
sefiales difieren de las que se obtienen en laresolucién analitica.

e Aun teniendo en cuenta los aspectos arriba sefialados, las hipérbolas y los
planos se encuentran localizados en la posicion horizontal y tiempo doble de
recorrido que se obtiene en la resolucion analitica del Problema Directo,
dentro del margen de error asumible por la naturaleza discreta de la SECCION
MEDIDA.

Las caracteristicas generales correspondientes a la resolucién del Problema Inverso son:

e La DISTRIBUCION MEDIDA y la DISTRIBUCION ESPERADA presentan las
caracteristicas geométricas esperables: El resultado de aplicar €l agoritmo a
un conjunto de hipérbolas y planos horizontales es un conjunto de hipérbolas y
planos horizontales.

e Las posiciones de los objetos no se encuentran nitidamente definidas, sino que
en los objetos puntuales quedan unas ramas espurias que no convergen a
punto, y las DISTRIBUCIONES son no nulas en algunos puntos previos y
posteriores a los méximos de los planos.

e Asi mismo, las amplitudes de DISTRIBUCION MEDIDA y la DISTRIBUCION
EsPERADA difieren de las correspondientes a la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD.

e Aun teniendo en cuenta los aspectos arriba sefialados, los objetos puntuales y
los planos se encuentran localizados en la posicion horizontal y vertical que se
observa en la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD, dentro del margen de error
asumible por su naturaleza discreta.
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Tal como se menciond en la §7.5, las caracteristicas obtenidas son inherentes a la
metodologia empleada y, en €l caso de laresolucion del Problema Inverso, a propio proceso de
inversion. Estas caracteristicas se encuentran en consonancia con los resultados expuestos en la
§3.3.1 del Capitulo 3, dedicado a disefio de los algoritmos, y en los Capitulos 4 y 5, dedicados
al formalismo de la transformada de Fourier y las metodologias de interpolacién en la misma.

Las restricciones pueden agruparse en torno a dos efectos hien diferenciados, que seran
tratados en las siguientes Subsecciones. La presente Seccién finaliza con una Ultima Subseccion
dedicada a otras consideraciones de caracter numérico.

Resolucion espacial de las sefiales

La falta de nitidez en la posicion de las sefiales esta causada a que éstas deberian ser
asignadas a muestras con un tiempo doble de recorrido que no se encuentran presentes en la
SECCION MEDIDA (Cf. 8§4.5).

Este efecto es inevitable, dada la naturaleza discreta de la SECCION MEDIDA, y Unicamente
puede ser minimizado incrementando el nimero de muestras y decrementando el espaciado en

los ejes de coordenadas D, en la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD, Y de tiempos dobles de
recorrido, en la SECCION MEDIDA. Esto supondria un notable incremento del tamafio de las
matrices que definen la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD y SECCION MEDIDA (Cf. 86.1.3), lo
cual requeriria una mayor potencia de calculo y supondria un notable incremento del tiempo de
céculo.

Asi mismo, el efecto anteriormente referido se ve incrementado por la metodologia
empleada para la interpolacién en el espectro filtrado (Cf. 885.2 y 5.3). Esto podria evitarse
empleando otro tipo de funciones interpoladoras distintas de |os splines clbicos propuestos en la
presente Tesis Doctoral (Cf. 85.3), o empleando otro tipo de metodologias de célculo de
transformadas de Fourier.

Amplitud y fase de las sefiales

El efecto expuesto en €l apartado anterior redunda en la alteracion de la amplitud y fase de
los méximos, pues la energia asociada a éstos se distribuye en un intervalo amplio.
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9.3.3. Otras consideraciones

Otras consideraciones de caracter numérico, referidas a la aplicacion de los agoritmos
correspondientes a Problema Directo a model os sintéticos, son expuestas a continuacion.

9.3.3.1. Reflexiones multiples entre la antena y la superficie en la resolucion del
Problema Directo en modelos sintéticos

Ta como ha sido anteriormente mencionado, con objeto de simplificar las figuras y sin
pérdida de generalidad, en la aplicacion de los algoritmos correspondientes a Problema Directo
a modelos sintéticos no han sido tenidas en cuenta las reflexiones maltiples entre la antenay la
superficie.

Estas reflexiones podrian ser obtenidas mediante la introduccion en la posicion Z =0 de
un reflector ficticio asociado a la antena, con un valor del coeficiente de transmision

descendente t, = 1 y unos valores del coeficiente de reflexion Iy coeficiente de transmision

ascendente t, apropiados.

9.3.3.2. Frecuencia empleada en la resolucion del Problema Directo
en modelos sintéticos

Tal como ha sido anteriormente mencionado, en la aplicacién de los agoritmos
correspondientes al Problema Directo a model os sintéticos ha sido empleada como referencia en
todos los casos una Unica frecuencia.

Los resultados obtenidos con otras frecuencias no difieren significativamente de los
mostrados, siendo éste un aspecto presente en laliteratura (Cf. §7.5).
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9.4. Procesado de los registros

En el caso en que los registros no se adecuen a las restricciones de disefio e implementacion
expuestas en la Seccion anterior, debe realizarse una fase de procesado de |os mismos, previa a
la aplicacién de los algoritmos.

Es preciso redlizar un procesado muy cuidadoso de los registros, pues un tratamiento

inadecuado puede conllevar una inevitable pérdida de informacién, quedando los registros
desvirtuados.
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9.5.

Conclusiones finales

En esta Tesis Doctoral se disefia una metodol ogia para el modelado de registros de geo-radar
eficiente en términos de potencia y tiempo de célculo. Esta metodologia es completa, en €
sentido en que incluye tanto € efecto de la difraccion como la presencia de reflexiones
multiples, asi como efectos |aterales en problemas tridimensionales.

Para € desarrollo de estos algoritmos ha sido empleada una novedosa metodologia hibrida
del filtrado de Fourier y € trazado de rayos, implementédndose agoritmos para la resolucion
numérica del Problema Directo y €l Problema Inverso en dosy tres dimensiones, proponiéndose
una metodologia para el adecuado tratamiento de los datos de campo. El filtrado de Fourier es
una metodol ogia basada en la resolucion de la Ecuacion de Ondas en el dominio frecuencial, por
lo que la difraccion es tratada en forma natural. Las reflexiones multiples son obtenidas en la
resolucién del Problema Directo mediante la introduccion, previa a la resolucion de la Ecuacion
de Ondas, de una coleccion de reflectores ficticios asociados a cada reflexion multiple, que son
determinados mediante un procedimiento andlogo a trazado de rayos.

Esta es una metodologia novedosa, que permite aprovechar |0s aspectos positivos de las
técnicas que la constituyen: la aparicion de la difraccién y los efectos laterales en los problemas
tridimensionales, del filtrado de Fourier; las reflexiones mlltiples, del trazado de rayos; todo ello
sin que se requiera una gran potencia de cdmputo y con un razonablemente peguefio tiempo de
célculo, lo que le hace ser valida como herramienta de caracter practico.

En la aplicacion de los algoritmos a datos sintéticos, tanto en dos como en tres dimensiones,
se obtienen resultados que presentan las caracteristicas geométricas esperables. en la resolucién
del Problema Directo aparecen hipérbolas de difraccion como sefiaes originadas por difractores
puntuales, sefidles multiples, efectos laterales en los problemas tridimensionales, etc.; en la
resolucion del Problema Inverso las hipérbolas de difraccién convergen a objetos puntuales,
desaparecen las ramas asociadas a |os efectos laterales, etc.

Los elementos caracteristicos (vértices de las hipérbolas de difraccion, planos asociados a
reflexiones) se encuentran localizados en las posiciones correctas (coordenadas de posicion en €
plano horizontal y tiempo doble de recorrido en el Problema Directo, coordenadas de posicion
en e plano horizontal y coordenada D en e Problema Inverso), dentro del margen de error
asumible por la naturaleza discreta de la Seccién Mediday la Distribucion Medida.

La disponibilidad de una herramienta fiable para la resolucién del Problema Directo es de
gran utilidad a la hora de plantear el uso del geo-radar ya que, en los casos en que se pretende
localizar estructuras conocidas, permite determinar la tipologia de las sefidles que se han de
detectar en los radargramas.

La aplicacion de los algoritmos a datos de campo hace converger las hipérbolas de
difraccion a elementos puntuales de tal forma que, en la DISTRIBUCION MEDIDA fina, las
hipérbolas que quedan no estan asociadas a difracciones en elementos subsuperficiales con la
velocidad de propagacion empleada en el algoritmo.

Los resultados obtenidos podrén ser mejorados a medida que aumente la correspondencia
entre las caracteristicas de los algoritmos y su implementacion y las de los radargramas. Asi
mismo, la eliminacion de las reflexiones multiples permitiria limpiar los registros y obtener
resultados mas claros.

En todos | os casos la aplicacién de |os algoritmos no requiere una gran potencia de computo,
requiriéndose un tiempo de célculo razonablemente pequefio, lo que hace que esta metodologia
sea vélida como herramienta de carécter préctico, incluso en maquinas que no tengan MATLAB
instalado.
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9.6. Futuros trabajos: Lineas de investigacion abiertas

A lavista de los resultados expuestos en las 88 9.1, 9.2 y 9.3, la continuacion natural de esta

Tesis Doctoral se orientaria en las siguientes direcciones:

e Modificacion en el disefio de los algoritmos:

o

(0]

Eliminacion de larestriccién de emisor y receptor coincidentes.

Consideracion de los cambios laterales en los parametros
€l ectromagnéticos.

Consideracion del contenido multifrecuencial de la sefial, constituida
por la superposicién de distintas componentes monocroméaticas.

e Maodificacion en laimplementacion de los algoritmos:

(o]

Realizacion de un trazado de rayos general, que tenga en cuenta los
cambios laterales de los parametros electromagnéticos y el diagrama
de radiacion de las antenas.

Eliminacion de las reflexiones mdltiples en la resolucién del
Problema Inverso.

e Modificacion en € desarrollo numérico:

(o]

Estas modificaciones, pese a conllevar un incremento de la complejidad de los algoritmos y
de la potenciay tiempo de calculo, redundarian en un mejor gjuste en amplitudes y fases de los

Mejora de los resultados cuantitativos, bien modificandose la
metodologia para la interpolacion del espectro, bien implementando
otro tipo de metodologia de célculo de transformadas de Fourier.

resultados obtenidos con €llos.
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