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Modelizacién y simulaciéon del movimiento celular

Resumen:

El movimiento celular combina procesos periddicos de extension, recolocacion y contraccion de dis-
tintas partes de la célula. En este trabajo se revisa un modelo minimalista planteado en una dimensién
y formulado en términos de leyes de conservacion. El modelo se basa en un fluido de dos fases reactivo
poroviscoso, destinado a describir la reptacién mediante la polimerizacién de una red de actina que se
contrae mediante motores moleculares. A pesar de su sencillez, el modelo captura algunas caracteristicas
esenciales del movimiento celular. Bajo la hipdtesis de longitud constante, se reconstruyen las soluciones
del articulo revisado mediante un esquema numérico de diferencias finitas y upwind. Al perturbar estados
homogéneos de equilibrio, se obtienen soluciones de tipo onda viajera en las que la célula avanza unifor-
memente, y en las que el sentido del movimiento y la polaridad de la célula vienen determinados por las
condiciones iniciales. Posteriormente, se revisa una generalizacién del modelo que permite una longitud
celular variable y trata con un dominio deformable en movimiento. Se reconstruyen las soluciones numéri-
cas del modelo, que presentan oscilaciones transitorias iniciales pero no logran mantenerlas. Finalmente,
se proponen otras modificaciones al modelo que permitirian estabilizar la periodicidad en la longitud de

la célula, ofreciendo asi una descripcién mas completa y realista del ciclo de reptacion celular.

Palabras clave: Reptacién celular; modelo de fluido de dos fases; reactivo; poroviscoso;

Abstract:

Cell motility combines periodic steps of extension, translocation and contraction of different parts of
the cell. We revise a minimal one-dimensional model formulated in terms of conservation laws. The frame-
work is a poroviscous reactive two-phase fluid that attempts to describe the full crawling cycle through the
polymerization of an actin network that is contracted by molecular motors. Even this simplest 1D model
captures some essential features of cell motility and displays different type of relevant behavior. Under
the hypothesis of constant length, the solutions of the reviewed article are reconstructed using a finite
differences and upwind numerical scheme. Upon perturbing homogeneous stationary states, travelling-
wave solutions are obtained in which the cell advances uniformly, and where the direction of movement
and the cell’s polarzation are selected by the initial conditions. Then, a generalization of the model that
accommodates a variable cell length by allowing for different densities of the phases constituting the cell
(actin network and aqueous cytoplasm) is reviewed. This generalized model is formulated for a moving
domain with a variable length. The numerical solutions of the model are reconstructed, revealing initial
transient oscillations that are not sustained. Finally, additional modifications to the model are proposed
to stabilize the periodicity in cell length, thereby offering a more comprehensive and realistic description

of the full crawling cycle.

Keywords: Cell motility; cell crawling; Two-phase reactive flow model; poroviscous;
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Objetivos y plan de trabajo

El objetivo principal de este trabajo es modelar y simular numéricamente el movimiento celular me-
diante una descripcién continua de la célula como un fluido activo. Se estudian las propiedades matemati-
cas de un modelo elemental unidimensional y se evalia en qué medida la descripcién hidrodinamica
propuesta captura el ciclo de reptacién celular. Para ello, se revisa el modelo presentado en [12] y ge-
neralizado en [9], detallando los andlisis realizados en dichos articulos y reconstruyendo sus soluciones

numéricas.

La organizacién del trabajo se describe a continuacién. En primer lugar, se introducen los princi-
pios tedricos y los mecanismos basicos del proceso de reptacién celular que se desea formular y reproducir
cuantitativamente con un modelo matemético. Se revisa un modelo minimalista formulado en términos de
leyes de conservacién en un dominio unidimensional en movimiento[12]. Se deduce el sistema de ecuaciones
en derivadas parciales, se adimensionaliza, reduce y transforma a un sistema de referencia en movimiento
con la célula, lo cual simplifica las ecuaciones gobernantes, siguiendo el andlisis propuesto en [12]. En este
contexto, se construyen numéricamente soluciones de tipo onda viajera, reproduciendo los resultados ob-
tenidos en [12], pero utilizando un esquema numérico alternativo basado en diferencias finitas y el método
upwind. A continuacién, se revisa una generalizacién del modelo que permite longitud variable [9], y se
reconstruyen numéricamente sus soluciones, las cuales oscilan inicialmente pero finalmente transicionan a
soluciones de tipo onda viajera con longitud constante, similares a las del primer modelo. Finalmente, se
sugieren modificaciones a este modelo que traten de estabilizar las variaciones peridédicas en la longitud,

una descripcion més préxima al ciclo completo de reptacion celular.

1.2. Fundamentos biolégicos del movimiento celular

La habilidad de las células para reptar en su entorno es fundamental para numerosos procesos bioldgi-
cos como la cicatrizacion de heridas y el desarrollo embrionario. Comprender el movimiento celular es
crucial para aplicaciones médicas como la prevencién de la metastasis y el disefio mejorado de biomateria-
les. Aunque la locomocién celular se comprende parcialmente, sigue siendo un drea de gran interés tanto
para bidlogos experimentales como para matematicos aplicados. A continuacién, se presenta una breve
descripcion bioldgica del movimiento celular, basada en la revisién de articulos existentes [19, 15, 18]. Las
observaciones experimentales revelan una variedad considerable de formas de movimiento celular, aunque

presentan caracteristicas comunes. Nos vamos a centrar en el tipo de locomocién celular basado en la



extension, formacion y recolocacién de pseduépodos (los flagelos y los cilios son los dos otros modos de
movimiento celular). La descripcién de Abercrombie del ciclo de reptacién celular para células eucariotas

estd ampliamente aceptado y consta de un ciclo de cinco pasos [19]:

1. Se forma un saliente en la parte delantera de la célula conocido como lamelipodio o pseudépodo

que se extiende sobre el sustrato;
2. adhesion del saliente o extension al sustrato;
3. translocacién o recolocacion del cuerpo de la célula hacia la parte frontal;
4. despegue de la parte trasera o urépodo del sustrato;
5. retraccion y contraccion de la parte trasera, que empuja el volumen celular hacia delante.

Estos procesos se ilustran en el esquema 1.1a, extraido de [19]. Segin el tamano y el entorno celular,
estos pasos pueden darse simultdneamente (en células pequenas rapidas) o de manera secuencial (células
de mayor tamano), mientras que células de tamano intermedio como los osteoblastos normalmente exhi-
ben ambos tipos de movimiento [15]. La célula necesita medios para producir y soportar las tensiones
mecdnicas que permiten la retraccién o generar salientes [18]. Estd ampliamente aceptado que el principal
generador de dichas tensiones y contracciones es la red de actina-miosina. Los mondémeros de actina se
polimerizan y forman una red filamentosa que forma parte del citoesqueleto que da forma y estructura a
la célula [18], véase fig. 1.1b. La red de actina puede contraerse debido a una clase importante de proteinas
motoras, la miosina II, que generan fuerzas contractiles al deslizar los filamentos de actina entre si (como
en la contraccién muscular) [19]. Esta red se considera la parte activa responsable del movimiento celular:
las fuerzas protrusivas generadas empujan la parte delantera mientras que la red de actina-miosina en la
parte trasera se contrae para arrastrar el cuerpo celular, coordinando la adhesion al sustrato via las inte-
grinas, una clase de proteinas transmembrana [15]. Imagenes de células locomotoras como los queratocitos
(células epiteliales) muestran que la densidad de la red de actina es mayor en la parte delantera donde se
polimeriza constantemente y decrece a lo largo del lamelipodio hasta la parte en la que este pseudépodo
se une con el cuerpo celular y donde la densidad de actina alcanza otro maximo [21]. Los incrementos de
densidad de la red suponen un desplazamiento del material acuoso del citoplasma. Esta asimetria entre
la parte delantera y trasera debido a la distribucién de la red de actina definen la polaridad en la célula
[12]. Se observa también experimentalmente un flujo de la red de actina hacia atrds en sentido opuesto
al movimiento de la célula locomotora, fenémeno conocido como flujo retrégrado [19]. Este flujo guarda
relacién con la formacién de pliegues que contienen actina (ruffling) en la parte delantera de la membrana

celular que viajan hacia atras sobre el lamelipodio hacia el cuerpo de la célula [2].

1.3. Modelos matematicos de la movilidad celular. Antecedentes

Cualquier modelo de movimiento celular debe incorporar la interaccién coordinada de las distintas
componentes: la dindmica activa del citoesqueleto y la adhesién de la membrana al sustrato. Existen
distintos enfoques a la hora de modelizar el movimiento celular, que pueden consultarse en revisiones re-

cientes [18, 10]. La complejidad del proceso sugiere descomponer el problema en sus distintas componentes
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o fases para lograr una mejor comprensién. Para ello, pueden utilizarse modelos de reaccién-difusién, mo-
delos mecanicos discretos o modelos mecanicos continuos [10]. Considerar la célula como un material
continuo permite modelizar la célula como un fluido viscoso o viscoeldstico [18]. En los tultimos afnos,
se ha senalado el papel fundamental en la mecanica celular de la red interpentetrante citoesquética en
el citoplasma. Modelizar la célula como un tinico medio continuo no permite capturar la esencia de los
procesos mecanicos celulares [6]. Un marco de trabajo muy prometedor con el que vamos a trabajar es el
modelo de dos fases, poroviscoso, reactivo introducido por Drew [8] y del que Dembo, Harlow y Alt fueron
pioneros en aplicar al movimiento celular [7, 2]. Este marco permite considerar el movimiento relativo de
la red citoesquelética (actina-miosina) y del citosol (solucién acuosa), asi como el intercambio de material
entre dichas componentes. 'Reactivo’ se refiere a que recoge la polimerizacién y despolimerizacion de la
red de actina del citoplasma. Las dos fases interpenetradas del fluido celular consisten, por un lado, en
una solucién acuosa y, por otro, en la red de actina-miosina del citoesqueleto, que es responsable de
las presiones contractiles que generan el movimiento. La fase de la solucién incluye el citosol acuoso y
mondémeros de actina que fluyen pasivamente a través de la red porosa. No se consideran otros com-
ponentes o estructuras intracelulares como microtibulos, orgdanulos o el nicleo celular [2]. Usando leyes
de conservacién habituales en mecanica de fluidos, ecuaciones constitutivas adecuadas y un término de
reaccién entre ambas fases, se formula el modelo matemético correspondiente [6]. La adhesién al sustrato
se puede modelizar con un término extra de friccién en la ecuacién de balance del momento. Esta clase
de modelos es particularmente adecuada para explorar las tensiones internas en la célula y su transmi-
sién a la membrana celular [10]. Un fluido mezcla con més de dos componentes complica enormemente el

modelo, mientras que el modelo de dos fases es manejable y suficientemente detallado para ser informativo.

Los modelos de dos fases han sido ampliamente estudiados para describir diversos fenémenos biolégicos
tales como la reptacion celular, el crecimiento bacteriano en biopeliculas [4, 5] o el crecimiento tumoral [6].
Es un marco de trabajo natural cuando se desea incorporar movimiento relativo entre fases, intercambio de
material entre las dos componentes o las presiones adicionales en la red que surgen de reacciones quimicas
y por la accién de motores moleculares de miosina [18]. Esta interaccién entre fases permite el desarrollo de
estructuras emergentes y otros fendmenos observados experimentalmente. En la figura 1.2 se esquematiza

el modelo de dos fases empleado para describir la reptacion celular, que considera el movimiento retrégrado
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Figura 1.2: Esquema del modelo del flujo de dos fases que empleamos para modelizar el movimiento
celular. Tanto la fase del citoesqueleto (red de actina y miosina) como la fase del citosol se describen de
manera continua como fluidos interpenetrados, que generalmente fluyen en sentidos opuestos (flechas roja
y azul). Imagen tomada de la revisién [18].

de la célula [18]. No obstante, estos modelos se han complicado y sofisticado enormemente, con lo que
estudiar en detalle un modelo minimal nos va a permitir mejorar la comprension de estos modelos, asi
como examinar qué procesos contribuyen al movimiento celular o a definir su polaridad. Siguiendo el
modelo minimalista propuesto en [12], se formula y analiza el modelo més sencillo de dos fases para
una célula que repta libremente en un sustrato plano. Para facilitar el estudio, se considera la situacién
idealizada de una tira celular unidimensional. El objetivo fundamental es comprender las propiedades
mateméticas del modelo minimalista planteado en [12], resolverlo con un método numérico adecuado
y determinar las caracteristicas que permite capturar del ciclo de reptacién celular 1.1a. El objetivo
daltimo es anadir modificaciones y correcciones al modelo que permitan una descripcion mas completa
y cercana a la realidad del movimiento celular. Trabajar con un modelo con hipétesis reducido permite
investigar qué procesos contribuyen y en qué medida a definir la polaridad en la célula y a generar el
movimiento celular. La modelizacién y simulacién de problemas biofisicos no solo pretende reproducir las
propiedades experimentales observadas, sino que también proporcionan una plataforma computacional
que permite realizar experimentos numéricos como herramienta predictiva, al modificar las variables o
parametros del modelo. En nuestro caso particular, el modelo planteado permite explorar las relaciones
entre las componentes de la maquinaria celular y la forma celular resultante. En [10] puede seguirse
una formulacién general del modelo de flujo de dos fases reactivo poroviscoso o poroviscoeldstico, segin
la reologia considerada. En el proximo capitulo se presenta una version simplificada que es la base del

trabajo, propuesta por [12].



Capitulo 2

Modelq unidimensional minimalista del
movimiento celular

Se estudia un modelo simplificado del modelo més general de flujo bifdsico reactivo poroviscoso. Se
trabaja con el modelo unidimensional planteado por [12]. Analizando este modelo minimalista, podremos
determinar las caracteristicas que surgen de manera natural en este marco simplificado, sin necesidad
de modelizar otros fenémenos bioldgicos adicionales. Trabajando dentro de este marco, se van a predecir
numerosas caracteristicas relevantes del movimiento celular a partir de un modelo sencillo como el flujo
retrégrado, la dependencia en forma de campana de la velocidad de arrastre con la fuerza de adhesién al
sustrato o la conexion existente entre la asimetria celular y la dindmica celular. También se senalan algunas

de las limitaciones del modelo para reproducir el movimiento celular, pues supone una longitud constante.

Siguiendo [12], se trabaja con una tira de citoplasma unidimensional, libre de arrastrarse sobre una
superficie plana. Para simplificar mas el andlisis, se trabaja bajo la hipdtesis de que la longitud de la
célula no varia. A la hora de modelizar no se impone a priori una parte delantera y trasera en la tira,
permitiendo analizar cémo depende el sentido del movimiento de las condiciones iniciales. Tras formular
el modelo unidimensional y reducirlo, se plantea el sistema final de ecuaciones diferenciales, con un gran

potencial para describir una rica variedad de comportamientos, como se explica en[12].

2.1. Formulacion del modelo. Leyes de conservacion

Se detalla a continuacion el modelo simplificado del modelo de fluidos de dos fases en una dimension,
siguiendo la formulacién propuesta en [12]. Se considera un modelo unidimensional en el que x denota la
distancia medida a lo largo de la tira de citoplasma en la direccién del movimiento. Se define la variable
O(x,t) como la fraccién de volumen de la red de actina que configura el citoesqueleto a tiempo ¢. Por la
relacién de volumen excluido [6], la variable que representa la fraccién de volumen del soluto (citosol)
a tiempo t es 1 — 6(x,t). Las densidades de la red p, ~ 1,35pgum =2 y de la solucién ps ~ 1,1 pgum—3
son constantes a presiones habituales [7]. Se asume por simplicidad que ambas fases son incompresibles
(la densidad permanece constante) y de igual densidad p, = ps. El modelo de dos fases poroviscoso se
formula en términos de leyes de conservacion, que en una dimension se vuelven mas elementales. En primer
lugar, las ecuaciones de conservacién de la masa para ambas fases vienen dadas por leyes de conservacién

hiperbdlicas estandar, con un término de flujo de masa y otro término de reaccién J: [12, ec. 2.1]:

90 0 0 9
o T 0u) =T S (1=0)+ 5 ((1-0)) =/, (2.1)



donde las velocidades macroscépicas de la red y de la solucion son u(z, t) y v(z, t) respectivamente, y J es la
tasa neta de transferencia de masa entre ambas fases debido a procesos microscépicos de polimerizacién
(en cuyo caso se transfiere masa del citosol a la red del citoesqueleto J < 0) y despolimerizacién (los
monémeros de actina de la red se liberan a la solucién del citosol J > 0). Diversos experimentos muestran
que la red de actina muestra una respuesta répida eldstica a las deformaciones [6]. No obstante, la escala
de tiempo de relajacién al régimen eldstico, del orden de 1s es mucho mas corta que la escala de tiempo
de la reptacién celular [19]. Este hecho permite despreciar el comportamiento eldstico y aproximar la
red de actina como un fluido altamente viscoso. Como el niimero de Reynolds del sistema hidrostético
modelizado es muy pequeiio, Re < 1072 [7], trabajamos con la aproximacién cuasi-estatica (limite de
flujo lento, inercia o aceleracién despreciable %(Qu) ~ 0, pues las fuerzas viscosas presentes en el fluido
dominan sobre las fuerzas inerciales). En este limite, las leyes de conservaciéon del momento de ambas
fases se reducen a ecuaciones de balance de fuerzas [12, ec. 2.2]:

gi (?9\51; + 8(?1: <ugz> = H(u—v) + Pu, (2.2)
donde p(z,t) denota la presién hidrostatica efectiva, u es la viscosidad efectiva de la red, H es el coefi-
ciente de arrastre entre las fases y 3 es el coeficiente de adhesién que modeliza el término de friccién
de la célula adherida al sustrato, siguiendo la notacién introducida por [12]. La variable ¥ combina las
tensiones responsables de las fuerzas generadas por el citoesqueleto, representando presiones de contrac-
cién o de hinchazén, que quedan controladas por los motores de miosina [15]. Esta ecuacién introduce
una nueva incégnita p, mientras que considera W, u, H y 8 como funciones prescritas de la fraccién de
volumen 6. Esta ecuacion de balance de fuerzas para la fase de la red representa un equilibrio entre las
distintas fuerzas sobre la red: la presion hidrostatica, la contraccién o hinchazén de la red, el arrastre
entre la red y la solucién y la fuerza de adhesion de la célula al sustrato. La fase filamentosa del cito-
esqueleto se ha supuesto isétropa por simplicidad. Una descripcién més completa de la red de actina
en dimensiones superiores deberfa considerar la estructura de la red o la distribucién de los filamentos
en diferentes orientaciones [6]. En nuestro modelo simplificado, se asume que la fraccién de volumen 6
determina al completo las propiedades estructurales de ambas fases, puesto que esta variable modeliza
adecuadamente los procesos principales como son la polimerizacion y despolimerizacion, el hinchazén de
la célula o la accién de las proteinas de miosina[l8]. Con la interpretacién habitual de la ecuacién de
balance de momento, las presiones p y ¥ conducen el flujo de la red en el sentido de descenso de su
gradiente y este flujo es resistido por los efectos de viscosidad y rozamiento o arrastre entre la red y la
solucién o de la célula con el sustrato. Por otra parte, como ¥ depende de la fracciéon de volumen, la
fuerza inducida por el gradiente dependera del signo de la derivada ¥’(0), ya que %—\i’ =VU ="/(9)- V0.
Se tiene que si W/(f) > 0, este término conduce el transporte de la red en el sentido descendente de su
gradiente, modelizando la expansién de la red o hinchazén en la célula; mientras que si ¥/'(6) < 0, lo

conduce en el sentido ascendente del gradiente, modelizando la contraccién de la red [15].

Es habitual asumir que el citosol se comporta como un fluido no viscoso, puesto que la fuerza de
arrastre de interfase domina sobre la fuerza viscosa en el fluido [6]. Se va a modelizar la fase de la solucién
como no viscoso, siendo ademas consistente con la viscosidad de la red siendo al menos tres 6rdenes de

magnitud mayor que la del agua, componente principal del citosol [7]. El balance de fuerzas de la solucién



es una generalizacion de la ley de Darcy que describe el flujo de la solucién acuosa a través de un medio
poroso, la red de actina [12]:
0
1-0L = Huv-w . (2.3)
oz N——

. ., Arrastre red-solucién
Gradiente de presién

Sumando las ecuaciones 2.2 y 2.3, se obtiene la ecuaciéon de balance de fuerzas total en la mezcla:

1))
= _ 2.4
donde se ha definido la tension total de la mezcla ¥ como la suma de todas las contribuciones a la tension

del fluido (presién hidrostatica, presién de contraccién de la red y tensiones viscosas) [12, ec. 2.4]:

ou
Y(z,t):=—p—¥+ P (2.5)

Esta ecuacion de balance del momento total en la mezcla se puede deducir equivalentemente eliminado los
términos inerciales de la ecuacién de Navier Stokes y considerando que la unica fuerza externa aplicada
es la de arrastre por adherencia al sustrato, fu. Las fuerzas de interfase son fuerzas internas que se han
cancelado y no contribuyen al balance de fuerzas total (la fuerza de arrastre ejercida por la red sobre la
solucién es opuesta a la ejercida por la solucién sobre la red, H(v—u)+ H (u—v) = 0). Podemos considerar
como ecuaciones independientes en el sistema de EDPs a resolver la ley de Darcy 2.3 y el balance total

2.4, prescindiendo de la ecuacién de balance 2.2.

Para cerrar el modelo descrito por las ecuaciones de evolucién 2.1, 2.3, 2.4 para las variables continuas
O(x,t),u(z,t), v(x,t) y p(x,t), se deben prescribir ecuaciones o leyes constitutivas para las distintas mag-
nitues fisicas involucradas J, ¥, u, H, y 8. Se formulan las leyes constitutivas méas simples que encapsulan
los efectos principales de las interacciones microscépicas en la escala macroscépica del modelo continuo.
Siguiendo el planteamiento minimalista [12], se asume que J, ¥, u, H y [ son funciones unicamente de la
fraccion de volumen de la red 0, y modelizan el efecto medio macroscépico de un nimero considerable de
interacciones bioquimicas y biofisicas que ocurren a una escala microscépica subcelular. De manera més
general, podrian depender de cualquiera de las variables del modelo o de cualquier caracteristica adicio-
nal, pero la modelizacién planteada no pretende capturar estas complejas interacciones (los complejos de
adhesién de la membrana, la interaccién entre los filamentos de actina, los entrecruzamientos, mensajeros
bioquimicos celulares, etc. [7]). Para tener un andlisis general se asume que estas variables son funciones
arbitrarias de #. Cuando sea necesario prescribir explicitamente las ecuaciones constitutivas (como en las

simulaciones numéricas), adoptaremos las prescritas en [12] que se detallan a continuacion.

La expresion maés sencilla y estudiada para la tasa de transferencia de masas entre fases es la de una
cinética de primer orden [19, 15, 6, 12]:
0—0g
T
donde 0 define la fracciéon de volumende la red en equilibrio quimico. Todo proceso quimico de formacién

J(0) =

(2.6)

y descomposicion poseera un punto de equilibrio estable en el cual la tasa de reaccién se anula. El modelo
cinético més sencillo (primer orden) supone que la tasa de reaccién es directamente proporcional a la
concentracion del reactivo [8]. El coeficiente T' define la escala de tiempo durante el cual se relajan las
desviaciones al valor de equilibrio a través de procesos de polimerizacién y despolimerizacién. Ciertos

modelos que usan esta descripcién para el término de transferencia J, consideran el valor de equilibrio



como una funcién de la posicién, g (z) que serd mayor en el lado delantero de la célula en movimiento
donde hay una mayor polimerizacién [6]. Continuando en el camino del modelado minimalista se asume

este valor de equilibrio #g como constante [12, ec. 2.5].

La ecuacién constitutiva para la presiéon de contraccién se deduce de manera fenomenolégica [7, 15],
y debe describir el efecto de los motores. Los motores moleculares de miosina se suponen distribuidos
de manera homogénea en la red, con una concentracién proporcional a 6. Su accién es eficiente para
fracciones de volumen de red intermedios: para fracciones de volumen bajos la probabilidad de interaccién
es baja por la falta de actina mientras que para fracciones muy altas el limitado espacio y contacto entre
filamentos restringe la accién contractil de la miosina [15, 12]. Como la derivada de la presién ¥'(6) es la
que determina si el flujo de la red es en el mismo sentido o en el opuesto al gradiente de 6(z,t), la manera
mas sencilla de escribir una ecuacién constitutiva para que la tensién interna W(#) satisfaga los criterios
pedidos es fijar dos constantes positivas 0 < 67, < 0g < 1 y prescribir el comportamiento de la derivada
de la presion en funcién de la fraccién de volumen [12, ec. 2.6]:
0 —01)(0 —Or)

1-6)

Para cierta constante Wy > 0 con dimensiones que fija la escala de la funcién. El signo de la derivada

v'(0) = ! (2.7)

viene determinado por el numerador, puesto que se supone que 6 € (0,1), es decir, en todo elemento de
volumen del fluido hay alguna contribucién no nula de ambas fases, # > 0, 1—6 > 0. Por tanto, la ley
constitutiva es una funcién diferenciable bien definida de clase C*° en el intervalo abierto (0, 1), al ser un
cociente de polinomios y no anularse el denominador. Ademads, esta ecuacion fija de manera inmediata el
régimen contréctil en el que ¥/(0) <0< (0, —0)(0 —0r) > 0 < 01, < § < Og, en el cual la presién activa
U(#) transporta la red en el sentido ascendente de su gradiente de concentraciones mediante proteinas
de miosina que atraen efectivamente los filamentos de actina; y el régimen de hinchazén o expansién en
el que ¥'(0) >0< (0 —0L)(0—0r) >0« 0 <0060 >0gylatension ¥ conduce el transporte de
la red en sentido descendente de su gradiente de concentracién, diluyendo su concentracién en la célula.
Este régimen aplica para concentraciones muy bajas o muy altas de la red filamentosa, como se pretendia
capturar. El denominador (1 — #) asegura que cuando la concentracién de la red filamentosa se vuelve
muy alta (como un gel viscoso condensado) se contrarresta con una presién de hinchazén elevada que
tiende a infinito en el limite de gel condensado 8 — 1. Para poder integrar elementalmente y obtener una

primitiva de ¥/(#), expresamos el cociente de polinomios como una suma de fracciones simples:

(1-6L)(1-0r)

02 — (01, + 0r)0 + 0.0 1—60,—0r+0610
— (L R) LR:—9+(9L+93—1)+ L R LR.
0—1 1-0
Integrando esta 1ltima expresion respecto de @, se obtiene la ecuacién constitutiva para la tension interna,

[12, ec. 2.7]:

7]
w(0) = [ ¥(s)ds = o ((1 0)(1— ) In(1— 6) + (161 — 0R)0 + 92) e (0,1,

donde se ha considerado que la presién interna es nula cuando no hay red de actina, ¥(0) = 0. Se
comprueba que esta ecuacion tiene el comportamiento deseado de la tension interna, que se dispara cuando

la fracciéon de volumen de la red tiende a la unidad, girri U(f) = +o00. En la fig. 2.1 se representa esta
%



ecuacién constitutiva y se comprueba que tiene el comportamiento cualitativo deseado (se ha graficado

para una eleccién arbitraria de los pardmetros 0, = 0,1,05 = 0,3,0p = 0,5, ¥y = 2).

0.1 T T T T T L T

Régimen Contractil Régimen Hihchazon
- e

<> <

(6

0.05 - ——— -8 "

Polimerizacion, J<0  : . Despolimerizacion, J=0

-« : : ; >

-0.05 i I i I i 1 i 1 i

Figura 2.1: Representacion grafica de la presién de contraccién/hinchazén generada por la miosina, V()
y de la transferencia de masa lineal entre fases, J(6), para las ecuaciones constitutivas prefijadas en [12],
que determinan el flujo dindmico de las dos fases. Se seniala en la grafica el régimen contractil, ¥/(6) < 0,
donde los filamentos de actina de la red se atraen de manera efectiva, y el régimen de hinchazén o inflacién,
U’(6) > 0, en el que la red se diluye entre el citosol. Se muestra también los rangos en los que se polimeriza
o despolimeriza la red a partir de filamentos de actina, segtin la concentracion de la red esté por encima
o por debajo del valor de equilibrio 0.

Para la viscosidad efectiva y los coeficientes de arrastre se consideran las leyes constitutivas maés
simples fisicamente plausibles. Varios autores han probado que el nimero de cruzamientos de la red es
proporcional al cuadrado de la fraccién de volumen de la red [2]. Suponiendo que la viscosidad de la red
pesada por volumen, @y, es proporcional al nimero de cruzamientos se tiene que fu o< 2. Se emplea
entonces una ley constitutiva lineal, como en [12, 15, 19], considerando que la viscosidad efectiva es

directamente proporcional a la fracciéon de volumen de la red:

1(0) = o,

de manera que po > 0 es la viscosidad del gel de actina py = p(6 = 1). La eleccién especifica de esta
ley constituitva no afecta mucho a los resultados obtenidos y resulta la forma mas sencilla de fijar esta
ley. El coeficiente de rozamiento entre fases que multiplica la velocidad relativa entre fases en el balance
de fuerzas, se va a considerar proporcional al producto de las fracciones de volumen de ambas fases, de
manera que [12, 2]:

H(9) = Hyf(1 —0),

donde Hy > 0 es la resistencia hidraulica. Similarmente, el arrastre de la célula con el sustrato se toma



proporcional a la fracciéon de volumen de la red [12, 19] (se considera que la red es la fase adherida al
sustrato):

B(0) = Bob,
donde By > 0 es una constante positiva. La adherencia al sustrato es un componente fundamental dentro
del proceso de reptacién celular y podria resultar interesante considerar una modelizacion mas precisa,
considerando explicitamente el papel de las proteinas responsables de las adhesiones al sustrato (integri-

nas) como se estudia en [1, 2].

Condiciones iniciales y de contorno

Como cualquier sistema de ecuaciones en derivadas parciales, deben complementarse con condiciones
iniciales y de frontera adecuadas para que el problema esté bien planteado. Se detallan las establecidas en el
modelo minimalista que se esta revisando [12]. Con el fin de modelizar una célula viajera en movimiento,
se consideran las ecuaciones de evolucién planteadas en un dominio en movimiento a(t) < = < b(t).
Esto representa el interior de una tira de citoplasma alineada en la direccién del movimiento celular. La
localizacién de los extremos de la tira, a(t) y b(t), han de determinarse como parte de la solucién. No se
impone a priori la direccion de movimiento de la célula, imponiendo condiciones de contorno admisibles
fisicamente pero sin distinguir entre extremos, siendo la solucién la que identifique la parte delantera y
trasera de la célula. Se toma la hipdtesis razonable que no hay flujo de la red ni de la solucién a través
de los extremos de la célula viajera, no permitiendo procesos de polimerizacion o despolimerizacién de la
red en la frontera. La red de actina y la solucién en los extremos deben desplazarse con la velocidad de
la célula. Las condiciones de contorno para el dominio en movimiento vienen dadas entonces por [12, ecs.
2.10, 2.11]:

en T = a(t)7 u(a(t)> t) = (Z(t), U(a(t)v t) = d(t)v E(a(t)a t) =0, (28)
enz=b(t), w(b(t),t) = b(t), (b)) =b(t), S(b(t).1) =0, (2.9)
donde de aqui en adelante el punto sobre la funciéon denota una derivada temporal, - = %. La condicién de

cero estreses en las fronteras modeliza la sencilla idealizacion en el que la célula no recibe ninguna tensién
del medio externo hacia el que se desplaza. Como los puntos fronterizos del dominio de la célula x = a(t)
y = b(t) se mueven a la velocidad de la red y de la solucidn, las curvas caracteristicas de la ecuacién
hiperbdlica de conservacién 2.1 trazan el borde del dominio, con lo que no son necesarias condiciones de
contorno para 0(z,t), [12] (més detalle en el apéndice A). El sistema de ecuaciones en derivadas parciales
2.1, 2.3, 2.4, junto con las condiciones de contorno 2.8 y 2.9 se cierra con las condiciones iniciales [12, ec.
2.12:

a(0) =0, b0)=1L; 0(z,00=0"(zx); 0<z<L (2.10)

de manera que L = b(0) — a(0) denota la longitud inicial de la célula y la funcién espacial 6*(z) es la

fraccién de volumen inicial, que es un dato que se debe aportar.
2.1.1. Sistema reducido

A continuacién, se manipula y simplifica el sistema de EDPs planteado, siguiendo el estudio desa-

rrollado por [12], pues las ecuaciones no son independientes y se puede reducir el sistema. Sumando las
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ecuaciones de conservacién de masa 2.1, se tiene que:

0 0
= (Bu)+ 5 (1= 0)v) = —T +.] =0, (2.11)

por lo que se define la velocidad de la mezcla promediada en volumen como:

V(x,t) = 60u+ (1 —0)v. (2.12)
Esta combinacién de las incégnitas que dependen de dos variables espacio-temporales depende inicamente

del tiempo al tener derivada espacial nula 2.11:

0
%(ﬁu + (1 —0)v)) =0.

Es més conveniente trabajar con la funcién incégnita de una variable V (t) := V(z,t). Se puede despejar
la velocidad de la solucién v en funciéon de u, V' y 6:

V() = 0(x, t)u(x, t)
vt = =g

donde se supone sin pérdida de generalidad que en todo instante y posicién existe una fraccién no nula
de ambas fases, con lo que 0 < 6(z,t) < 1 y el cociente anterior estd bien definido (en el apéndice A se
prueba que si la fraccién inicial 0 < 0*(x) < 1, la evolucién de la ecuacién de transporte mantiene estas
cotas). Con esta nueva variable, se elimina del sistema la velocidad de la solucién v(zx,t), de manera que
las ecuaciones de conservacion de la masa de las dos fases 2.1 se reducen a una tnica ecuacién:

) ) Woo99 9
(1= 6) + - (V(D) = u) = T "B T+ = (0u) = .

Por otra parte, la ley de Darcy 2.3 expresada en términos de la velocidad media de la mezcla V() es:

(1 9)?; — H(0) Vl__(;“ —u | = H(O) (V _’916:;“”%) .

v
Con lo que se puede despejar el gradiente de la presién hidrodindmica como:

dp _ H(0)

e~ a_gr V) =a®@u-v) (2.13)

donde se ha definido una nueva funcién de la fraccién de volumen, (), con la que se trabaja a partir de

ahora [12, ec. 2.15]:
o) — H(®)  Hof(1—-6) Hyb
a(®) = (1-02"  (1-602 1-6

Se ha usado la ecuacién constitutiva prescrita para el coeficiente de arrastre, H(6). Por lo tanto, la

(2.14)

presién p(x,t) queda determinada a partir de las velocidades u(x,t) y V() con lo que puede eliminarse
esta variable del sistema. Se despeja asi el gradiente de presién dado por 2.13 en el balance de fuerzas

2.4, reduciendo el sistema:

ox _ O O 0 0N —vy- Y9 (00 Ly
ox Oz Or Oz ”ax - el Or Oz 'u('?ac = P
et

Se obtiene por lo tanto un sistema reducido de segundo orden con dos ecuaciones para 6(z,t) y u(zx,t)
[12, ec. 2.16]:

11
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En principio se mantienen como incégnitas las funciones temporales a(t),b(t) y V(¢) pero se detalla a

@_i_g(gu) = —J, —%—1—% < 8u> =a(u—V)+ Bu. (2.15)

continuacién cémo se determinan a partir de las ecuaciones y condiciones de contorno. Por otra parte, se
tiene que si la velocidad de la red es conocida u, la primera ecuacién de 2.15 es una ecuacién de primer
orden hiperbdlica para 6(x,t), habitual en las ecuaciones de transporte o de adveccién, discutida en A.
Por otra parte, si 6(z,t) y V(¢) son funciones conocidas, la segunda ecuacién de 2.15 es una ecuacién
diferencial ordinaria de segundo orden para la velocidad u (problema eliptico) planteada en un dominio
[a(t),b(t)] v con condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas, u(a) = u(b) = 0. Es un problema
cuasiestacionario, sin derivadas temporales pero en las que ¢ figura como un pardmetro adicional, y se

discute brevemente su existencia y unicidad en el apéndice A.

El anterior sistema reducido que modeliza la tira unidimensional en movimiento debe resolverse en un

dominio en movimiento, a(t) < x < b(t). Como se ha comentado, 8V§§’t) = 0 implica que V (t) no depende

de la variable espacial z, con lo que evaluando en los extremos de la tira, V() = V(a(t),t) = V(b(t), ),

que usando las condiciones de contorno 2.8, 2.9, se puede escribir como:
Via(t),t)=0a+ (1 —0)a=a, V(b(),t)=0b+(1—0)b=bh.
Es decir, los extremos de la tira se mueven sincronizados con la velocidad de la mezcla [12, ec. 2.17]:
V(t) = a(t) = b(t). (2.16)

Esto implica que la longitud de la célula L(t) = b(t) — a(t) es constante (L(t) = 0) y queda fijada por
las condiciones iniciales L(t) = L(0) = b(0) — a(0). En el capitulo 5 se revisan y modifican las hipdtesis
simplificadoras que implican la longitud constante en este modelo. Integrando la velocidad de la mezcla

2.16, la posicién del extremo izquierdo del dominio de la tira viene determinado por [12, ec. 2.18]:

a(t) = /0 V(r)dr, (2.17)

donde se ha tenido en cuenta la condicién inicial a(0) = 0. Por otro lado, b(t) = a(t) + L = a(t) + (b(0) —

a(0)). Las condiciones de contorno para el sistema reducido 2.15 se pueden escribir como:
u(a(t),t) =a=V(t), ub(t),t)=b=V(t). (2.18)

Por dltimo, la funcién V' (¢) puede determinarse integrando la ecuacién de balance de fuerzas total en la
mezcla 2.4 en todo el dominio de la célula, es decir, desde z = a(t) hasta x(t) = b:

/ " (0. t)u(e. t)da = / MOR@ ) S 1) — (8.8 = 0. (2.19)

alt) aty 0%

donde se ha usado el Teorema Fundamental del Célculo y las condiciones de contorno de estrés nulo en la
frontera, ¥(a(t),t) = X(b(t),t) = 0. Esta ecuacién fija por tanto la condicién de resolubilidad para V()
deducida en [12], pues define precisamente la velocidad de los extremos a(t), b(t). Por otro lado, integrar
la ecuacién de balance 2.4 desde el extremo izquierdo a(t) hasta una posicién x € (a(t), b(t)), proporciona

el estrés total dentro de la célula [12, ec.2.21]:

Sz, t) — Slalty T~ / :t) B(6(s,))u(s, t)ds. (2.20)
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2.2. Sistema de referencia en movimiento y adimensionalizacion

La longitud de la célula con las simplificaciones asumidas resulta ser constante y las velocidades de
las dos fases en los extremos coinciden con la velocidad de la tira de citoplasma wu(a(t),t) = v(a(t),t) =
V(t) = u(b(t),t) = v(b(t),b). Trabajar con dominios en movimiento supone una complejidad adicional y
suele resultar conveniente plantear las ecuaciones dindmicas en un sistema de referencia que se mueva con
la célula, resultando en un dominio de definicién de las incégnitas independiente del tiempo. Siguiendo
esta estrategia propuesta en [12], se definen las coordenadas espaciales para el sistema de referencia en

movimiento como: .
pime—alt) = / V(r)dr,
0

de manera que habiendo restado el desplazamiento de la célula a tiempo ¢, la nueva coordenada espacial
Z indica la posicién de la célula respecto del extremo izquierdo de la célula. Nétese que dicho sistema
de referencia se mueve con velocidad V' (t) = a(t) respecto de un sistema de referencia inercial en reposo
y se corresponde a una especificacién Euleriana de los campos que definen el fluido [9]. El dominio de

definicién de las funciones se vuelve constante, & € (0, L) puesto que:
at) <z <b(t)=0<z=x—a(t) < L=0(t)—alt).

Se trasladan correspondientemente la funcién incégnita fraccién de volumen, redefiniéndose de tal de

manera que su dominio de definicién es (0, L) [12, ec. 2.24]:
0(a.1) 1= 00 + a(t), 1) = 0(a, 1)

La condicién inicial es la misma en ambos sistemas de referencia, ya que en el instante inicial £ = x y
por tanto 6(z,0) = 6*(2). La velocidad de la red medida en el sistema de referencia que se mueve con la

célula a velocidad V' (t) debe restar su velocidad propia [12]:
W(z,t) = u(z, t) — V(¢).

En el nuevo sistema de referencia en movimiento la velocidad de la red en los extremos del dominio en

nula, con lo que las condiciones de contorno se vuelven:
w(0,t) = u(a(t),t) —V(t) =0, a(1,t) =u(b(t),t)—V(t)=0, Vt>0

Las ecuaciones constitutivas deben también redefinirse y escribirse en términos de la fracciéon de volumen
en el sistema en movimiento, de manera que 5(0) := 3(0) < B(0(&,t)) = B(0(x,t)) y andlogamente para
todas las leyes constitutivas, pues dependen unicamente de la fraccion de volumen. En el nuevo sistema
de referencia, el sistema de ecuaciones dindmicas con las que trabajaremos queda transformado en [12,
ecs. 2.25]:

0z 0% @

donde el dominio de definicién del sistema es ahora un producto cartesiano, (Z,t) € Q = [0, L] x RT. En

00 0 .. . o 9 [ 00
o Tz 00 =—J, + <u(y>—au+5(u+v) (2.21)

el apéndice Al se generaliza esta transformacién y se estudia un cambio de coordenadas arbitrario en el
sistema dindmico. Por ltimo, la restriccién para la velocidad de la mezcla dada por 2.19 en este sistema

de referencia se obtiene realizando un cambio de variable en la integral:
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, N
® T=zx—a(t), dz=dz =a(a,t)+V (t)
L
= | B, 6))(al@,t)+ V(t)di =0 < </3(a + v>> =0 Vt>0,
0

donde de ahora en adelante, (-) = fOL -dZ denota el promedio espacial de cualquiera funcién de (z,t) a lo
largo de la célula. Usando la linealidad de la integral se despeja la velocidad de la mezcla, que es constante

para la integral en posiciones [12, ec. 2.28]:

Por lo tanto, la fraccién de volumen y la velocidad de la red determinan la velocidad promedio de la
mezcla, V(t), con lo que se tiene un sistema de ecuaciones integro-diferenciales 2.21. Ademés, el modelo
muestra un flujo retrégrado, en el sentido de que la célula se mueve en sentido opuesto al flujo de la red
V - (a) < 0, puesto que el coeficiente de arrastre por construccién es positivo 5 > 0 [12]. Asi, cuando la
célula avanza V (t) > 0, el flujo de la red retrocede en promedio, (i) < 0. Para recuperar la posicién de la
célula en el sistema de referencia en reposo, se integra como se hizo previamente la velocidad del extremo

izquierdo de la célula:

Por aligerar la notacién, de aqui en adelante suprimimos el indice del gorro de las variables en el sistema
en movimiento, & = x, pero recordando su distincién con las variables definidas en primera instancia. En
los modelos fisicos es habitual trabajar con variables adimensionales. Se toman las escalas de longitud L
y de tiempo T caracteristicos del problema modelizado obtenidas a partir de estimaciones experimentales
y se reescalan las variables para obtener un sistema dindmico equivalente pero adimensional [19, 12]. Se

reescalan las variables independientes espacio-temporales como [12, ec. 2.22]:

donde la daga corresponde a variables adimensionales. Se estd transformando de manera biyectiva el
dominio de definicién de las funciones:
d: [0,L] xRt — [0,1] x RT,
(z,t) = (@), ¢7(t) = (§, )
Dada una funcién f(x,t) adimensional como la fraccién de volumen 6(z,t), definida en (z,t) € [0, L] x R
al considerar como variables independientes (T, tT) se reescala solo su argumento, definiendo fT(a:T, th) ==
fod Nz t) = fx(zh),t(th)) = f(Laxt, Tt!) (esto constituye de nuevo un caso particular de las transfor-

maciones estudiadas en el apéndice A). Por la regla de la cadena es claro que:

off TN 8f(m(:cT),t(tT)) _of Oz N of
Y andlogamente se tiene que:
oft 0
ity =L@

14



Las funciones espacio-temporales con dimensiones deben reescalarse ademas teniendo en cuenta sus di-
mensiones. Por ejemplo, las velocidades se reescalan adicionalmente usando la velocidad caracteristica del

modelo L/T, de manera que:

ot (ot 1) = %u(:ﬁ,t), Vi) = %V(t).

En este caso, las derivadas parciales se relacionan de la siguiente manera:

oul T Ou ou ou' T Ou T? Ou
Tyt T. it T = ¢
(el = F o) E=T- Sl t), Gl th = Tha 0 T = 7 S,
Maés generalmente, si una funcién g(z,t) con dimensiones fisicas se reescala a partir de una constante
caracterfstica a > 0, g (zf,t") := ag(x, 1), entonces se tiene:

.|_
dg' 0g 99" st 41y =

dg
.|.
ﬁxT( 1) = ax( 1) - alL, ott

ot

Considerando estas definiciones para las diversas funciones hidrodindmicas, vamos a deducir qué constan-

—(x,t) - aT.

tes deben tomarse en el reescalado para que las ecuaciones dinamicas mantengan la misma forma. Para
la ecuacion de conservacién de la masa 2.21:
a0 0 100t L 0 1 o6t 0
—J(0(2, 1) = = + = (0u) = —— otut — Otut
O t) =g+ 5.0 = 7o T 1o )T = T<6tT+8xT( )

—_Jt

Luego la ecuacién de conservaciéon de la masa adimensionalizada permanece invariante si y solo si se
define la versién adimensional del término de transferencia de masa como J(zf,t") := T'- J(x,t). En
la dltima ecuacién se han omitido los puntos donde se evalian las funciones, pero teniendo en cuenta
que las funciones sin daga estdn definidas en (z,t) € [0,L] x R", mientras que las correspondientes
funciones adimensionales denotadas con daga tienen como dominio (z',¢7) € [0,1] x RT. Andlogamente,
manipulando la segunda ecuacién de 2.21 con la ecuacién constitutiva dada para la viscosidad p(6) = pof,

podemos determinar las constantes con las que se deben reescalar las ecuaciones constitutivas (¥f :=

a¥,al = ba, BT := ¢B) para que dicha ecuacién diferencial mantenga la misma forma en el dominio
adimensional: 5T 3 3
U
- — (0= = V)&
8x+u03x<8x> au+ Bu+V)
2402y
1 ovf 90T 1 0u' 1 1 0%t TL "L 1 L L
_Lov, (9 tow g L O N ol Ly Ly oy, Lo L L
aL Oxt Ozt Lozt T LT 0(x1)2 b T cT oL LT T T
De manera que el sistema permanece invariante si y solo si se reescalan las ecuaciones constitutivas como:
T L? L?
\Iszi\Ila MT:ﬂv aT —Q, 5T:757
Ho Ho Ho Ho

donde se ha omitido el argumento de las funciones. Esta adimensionalizacion coincide con la fijada en
[12, ec. 2.30]. Por completitud, aunque no formen parte del sistema reducido, la velocidad de la solucién
se reescala como una velocidad, v' := T//Lo, y la presién hidrostatica como lo hace la presién contractil,
pl = T/ upp. Con este reescalado, es claro que las ecuaciones constitutivas adimensionalizadas se escriben

como [12, ec. 2.28]:

JHOY =0T —0p, IO = -0 (1—0,)1—0r)In(1—0")+ (1 -0, —0r)0+ (0)2/2), (2.22)
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junto con [12, ecs. 2.30]

ot
Tgt) = ot oy = o —— T(oty = g*ot
pl(O) =0, al(0h) = 0" g, BN =5
donde se han definido los pardmetros adimensionales positivos:
T HyL? L?
U= 0 = 5*:50 , (2.23)

Ho Ho Ho
que cuantifican los cocientes tipicos de presién de contraccion de la red, rozamiento entre red y citosol
y rozamiento entre célula y sustrato frente a las fuerzas viscosas celulares (ug), respectivamente. Estos
coeficientes pueden estimarse a partir de datos experimentales de pardmetros de mecdnica celular [18,
19]. Se trabaja con el conjunto de pardmetros experimentales aportados en [12] y recopilados en la
tabla 2.1, para poder reconstruir las mismas soluciones trabajando con la misma familia de pardmetros
adimensionales. En las simulaciones numéricas se ha considerado entonces 6 = 0,02 y se han fijado de
manera acorde los limites superior e inferior del régimen contractil en 8, = 0,01, 0g = 0,03, de manera que
01 < 0 < Or que es el rango que da lugar a soluciones con un rico comportamiento [6]. Los pardmetros
experimentales en los que se tiene més confianza son la longitud tipica de una célula L = 20um y el
tiempo de relajacion T = 1min, que combinando con el rango de valores dado en la tabla 2.1, proporciona

una estimacién de los pardmetros adimensionales dada por [12]:
U =0-5x%x10% o*=4x10"°, B*=2-2x10".

Esto define una regién extensa en el espacio de parametros del cual se investiga una parte muy reducida
en las simulaciones numéricas. La alta incertidumbre asociada a la viscosidad p, determina un rango de
parametros adimensionales muy grande al estar presente en el denominador de los coeficientes, con lo que

mejorando la precisién experimental se podria reducir el espacio de pardmetros [12].

Parametro Valores Unidades Referencia
Longitud de la célula (L) 20-100 pm [19]
Tiempo de reaccién de la red (7') 0.2-10 min [7]
Viscosidad de la red (1) 2 x107% — 2 kPa min [7]
Arrastre red-solucion (Hy) 2 x107* — 2 | kPa min ym~—2 [7]
Arrastre red-sustrato (/o) 0.26-0.4 kPa min pm=2 2]
Presién contractil (¥q) 0-102 kPa [7]

Limite inferior contractil (6r,) 0.01 - Asumido
Fraccién de volumen en equilibrio (6g) | 1072 — 107! - [19]

Limite superior contractil (6r) 0.03 - Asumido

Cuadro 2.1: Estimacién de los parametros fisicos del modelo basados en datos experimentales obtenida
de [12].

2.2.1. Sistema final de ecuaciones

Se recoge a continuacién el sistema reducido adimensional en el dominio [0,1] x RT, omitiendo las
dagas por aligerar notacion. El sistema de ecuaciones en derivadas parciales del modelo para la fraccién

de volumen 6(x,t) y la velocidad de la red u(x,t) viene dado por [12, ec. 2.25 a,b]:

0 0 ov 0 ou
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para0 <z <1, t>0,con V(t) dada por:

V(t) = _Bu (1) (2.25)

(8) ()

donde ahora el promedio es en el dominio normalizado, (-) = fo -dx, y con las siguientes condiciones

iniciales y de contorno:
u(0,t) =0,u(1,t) =0 Vt>0, 6(x,0)=0"(x) ze€]l0,1] (2.26)

para cierta condicién inicial suficientemente regular, por ejemplo 6* € C*°(]0, 1]). El planteamiento queda

cerrado prefijando las ecuaciones constitutivas [12, ec. 2.29a,b]:

JO) =005, W(H) = —@;?((1 —0,)(1— OR)In(1— 0) + (1— 07, — 0R)0 + 62/2)
_ _ HoL? ¢ _ Bl?
W) =0, a0 =L ey = B

para ciertas constantes positivas 0r,,0g, g, 1o, Ho, Yo, L, T que se pueden estimar de la tabla experimen-
tal 2.1. A pesar de las hipdtesis simplificadas tomadas para plantear este modelo minimalista, el sistema
dindmico resultante es complejo y surge la cuestién de si el problema esta bien puesto, en el sentido de
establecer la existencia y unicidad del modelo. El sistema acoplado de ecuaciones integro-diferenciales
es claramente no lineal y no local, en el sentido de que V (¢) depende de la integral en todo el dominio
de definicién de Su y w segin 2.25. Se puede obtener mas informacién a partir de una transformacién
hodégrafa que permite reescribir el sistema como una tnica ecuacién integro-parcial diferencial de tercer

orden pseudo-parabdlica, realizado en detalle en [12, Apéndice A].

En el capitulo siguiente se resuelven numéricamente las ecuaciones de movimiento, demostrando que
para un conjunto dado de pardmetros existen multiples soluciones de tipo onda viajera, reconstruyen-
do las soluciones obtenidas en [12]. Las familias de soluciones obtenidas capturan alguna caracteristica
experimental relevante: la célula avanza uniformemente con un flujo retrégrado y con una velocidad de
arrastre cuya dependencia en la fuerza de adhesién red-sustrato tiene forma de campana capturando el
comportamiento experimental obervado de que las células reptan con velocidades mayores para fuerzas

de adhesién intermedias, cuando el sustrato no es ni demasiado pegajoso ni demasiado resbaladizo [12].
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Capitulo 3

Simulacion numeérica del modelo

Tras la formulacién y reduccién del modelo planteada en [12] y desarrollada en el capitulo anterior, se
tiene el siguiente sistema acoplado de ecuaciones integro-parcial-diferenciales en el sistema de referencia

en movimiento:

09 0
E—F%(Gu) =—(0—0g), (3.1)
ovol 0 (,0u 6 f1 O(z, t)u(z, t)dr
ot 05 ) =" —5 AR 2
aeax*@x( ax) « <1_9>“+ﬂ <“ Mo de )’ 3.2)
donde se han tenido en cuenta las leyes constitutivas prefijadas, de manera que:
0—0r)(0—0g)
v(h) =T ( )
) = w2

Las incégnitas son 6(z,t) y u(x,t) definidas en [0,1] x [0,7] para T' > 0, que suponemos suficientemente
regulares. De ahora en adelante T es un tiempo suficientemente grande para que el sistema evolucione a un
estado estacionario, pues al estar la fraccién de la red en equilibrio en el régimen contractil, 07, < 0 < 0gr
y suponer una longitud celular constante, es de esperar que tras un transitorio el sistema evolucione a
perfiles estacionarios, representando células avanzando uniformemente. El sistema de ecuaciones viene
complementado por las siguientes condiciones iniciales y de contorno:
{ CL: 0(z,0)=0*(x), =ze€]l0,1],
CC: w(0,t) =u(l,t)=0, t=>0.
Se va a resolver numéricamente este sistema mediante un esquema de diferencias finitas acoplado y
upwind. La idea de discretizar el sistema usando diferencias finitas fue introducido y probado en [9]. En
dicho articulo se considera un caso mas general del modelo bajo estudio que permite una longitud variable
de la célula, que se revisa en el proximo capitulo. La estrategia basica propuesta para simular la célula

unidimensional es la siguiente:

1. Para un perfil de concentracién 6(z,t) dado a tiempo ¢, se resuelve una discretizacién por diferencias

finitas de la ecuacién estacionaria 3.2 para la velocidad u(z,t).

2. Se resuelve un andlogo discreto a la ecuacién de transporte 3.1 para 6(x,t) a tiempo t + At usando

el valor de u(z,t) estimado a tiempo ¢.

3. Se repite el paso 1, con el perfil 8(z,t + At) a tiempo t + At.
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3.1. Diferencias finitas

Sean N € N, Ny € N y consideremos los pasos de discretizacién espacial y temporal h = 1/N >
0, 7=T/Npr > 0. Se considera la malla:

G::{(xi,tj):(ih,jT), iZO,...,N, jZO,...NT}—

Denotamos por 67, u] las soluciones del problema discretizado que aproximan los valores de las soluciones,

de manera que 9{ ~ 0(xi,t)), ul

!~ wu(xz;,t;). Las condiciones iniciales y de contorno del problema

discretizado son entonces: .
CL 09 =0%(z;), i=0,...N,
{CC: up=uly =0, j=0,...Nr.
Los métodos de diferencias finitas son los métodos numéricos mas sencillos de implementar en la resolucién
de ecuaciones en derivadas parciales [16], resultando de discretizar las ecuaciones diferenciales en una malla
discreta de puntos. En algunos problemas de conservacién, son habituales soluciones débiles discontinuas
para las cuales el método de diferencias finitas no es apropiado, necesitando métodos alternativos como
el método de elementos finitos [17]. En el articulo original [12] cuyas soluciones se van a reconstruir, se
resuelve el modelo con un esquema numérico basado en elementos finitos pero se ha comprobado que el

esquema propuesto de diferencias finitas es un método eficiente para resolver numéricamente el sistema.

3.1.1. Discretizacion de la ecuacion de adveccion

Para avanzar el sistema discreto en el tiempo de acuerdo a la ecuacién hiperbdlica 3.1, usamos un
esquema explicito de Euler (monopaso) con un paso temporal 7. Para discretizar el flujo de masa %(Hu),
se usa un método upwind que es el habitual que garantiza la estabilidad al discretizar ecuaciones de
adveccién, que tiene en cuenta el sentido de propagacién [16]. Se considera diferencias finitas laterales

segun el signo de la velocidad, de manera que el perfil se actualiza apropiadamente segin el sentido de

transporte:
j+1 j J o, J,J
Y Ry Ay, . ‘
7 i+1"i+1 1 J P .
L - + Y =0p—0;, siu; <0, i=1,...,N—1,
j+1 j J . J J o,
0] — 6] Ou] — 0 jul_, ' j
—1%-1 _ J s L
C . L+ W =0p—0;, siu; >0, i=1,...,N—1.
Para los extremos ¢ = 0, N + 1, estas discretizaciones no son adecuadas debido a las condiciones de
contorno u? = ujv = 0, y en las gréaficas de las soluciones se obtienen por extrapolacién lineal pero no

son calculados con el esquema numérico [9]. Si la velocidad tiene un signo constante, se puede usar una

discretizacién progresiva (suponiendo que la velocidad es negativa, uz < 0 Vi, sila célula se mueve a

la derecha, V/(t) > 0). La existencia y unicidad del problema discreto para el perfil a tiempo ¢;41 estdn

, s . +1 . ey . .
aseguradas por ser el método explicito, al determinarse los valores 0? + para toda posicion ¢ a partir de

los valores 6!, u] obtenidos en el paso anterior:

eg+1zeg+7<0E—95— it ”;L ) i=0,...N—1, j=0,...Np—1.

La condicién CFL(Courant-Friredrichs-Lewy) definida en [16], es una condicién necesaria para la estabili-
dad del método upwind aplicado a sistemas hiperbdlicos. En cada iteracién temporal, se tiene la restriccién
sobre los pasos [22]:

, Vj=0,...Np.




Esta restriccién para la estabilidad supone que 7 = O(h) para la ecuacién de adveccién sin acoplamientos.
De las simulaciones numéricas, se encuentran perfiles estacionarios de la velocidad, u(x), con méximos
del orden de 107!, con lo que la condicién CFL no supone una restriccién adicional a 7, que puede
tomarse del orden del paso espacial h. De hecho, el paso espacial es el que da problemas de estabilidad y
convergencia, puesto que al aparecer picos pronunciados en los perfiles estacionarios de la concentracién
0(zx), se necesitan pasos de discretizacién muy pequenios h ~ 0,001 para que los picos que crecen muy

repentinamente queden bien resueltos.

3.1.2. Discretizacién del problema eliptico

Una vez actualizado el perfil, (67, 4! — 671, se resuelve numéricamente la ecuacién eliptica 3,2, pues
9 17 7 )
. , . . . . . ] ] 1+1 1
al despreciar los términos inerciales el problema resultante es estacionario (67,4 — 6771 — w/™). Las
derivadas del perfil de concentracién, 22 se discretizan mediante diferencias centradas. Al discretizar la
' Ox
derivada 2 0‘9“ , la derivada de la velocidad se aproxima con una discretizacién regresiva mientras que la
9z 1Y q
derivada exterior mediante una discretizacién progresiva, obteniendo asi un esquema final més centrado:
)
%(1‘ t') ~ u(l‘i,t]‘) - ’U,(LI?Z - h,tj)
817 1y ly) h )

u(zi+h,t;)—u(xz,t; u(x;,tj)—u(z;—h,t;

0 (,0u (eat)) 092 (x; + h,t;) — 092 (x;,t;) 0@+ hutj) ( S ”)) — 0(zi, 1) ( el ”)
0z \ o) TPt L ~ h )
Se deben especificar las reglas de discretizacién para las integrales que aparecen en la ecuacién eliptica. Se

discretiza la integral usando la regla del trapecio compuesta cerrada, que es mas sencilla de implementar y
es acorde al orden de precisién del resto de discretizaciones [11]. Se usan férmulas de integracién cerradas
al dar por conocida el perfil 8(x,t;) y al conocer los valores de la velocidad en los extremos del intervalo
de integracién, u(0,t;) = u(1,t;) = 0.

1 0w . . 0l oo NI
/ O(x,tj)u(z, t;)de = h 02 b + 91“1 s IR/ e o By ) Z Ol
0 ;

1 Y : ) 1Y
/Oﬁ(x,tj)dsc%h 50+9{+...++03V_1+?N .

El problema discreto resultante a tiempo ¢; es:

e B 00O~ 0r) (Ol =001 | O (g — ) = 01y — )
1—95 2h h?2

93 < , - 01u RN
* J xpi | .0 _ 1 N-1YN—1
041 Hjui—l—ﬂei w;

7 Y

_ 0’
i 70+9{+...+6N71 4

parai=1,...N — 1, ya que ué = ug\, = 0. Omitimos el superindice temporal j para aligerar la notacién.

Podemos reescribir este sistema de ecuaciones lineales para u; como:

—ai(h) +b;(h)(uiy1 — w;) — ci(h)(u; — ui—1) = di(h)u; + e;(h)u; — fz(h)(z Ontin),
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donde se han definido las siguientes expresiones, que dependen del paso h:

(0] —00)(6] —0R) (01, — 06, Oit1 0; 0; ,
Z:\Il : v ) T = ) T = 7o i = * ) :17N_1
a - 9? 57 b W2 c W2 d; =« 10, 1

. B*0i

ei:ﬁ 91'7 fl: PYi j : j i
DO+ O+
Agrupando las incognitas, se tiene:

N-1
citti—1 + (—=b; — ¢; — d; — ;) + bjui11 + fz(z Opun) =a;, i=1,...N—1
n=1
Este sistema lineal puede escribirse de forma matricial como Ay, - U = ap, para ap = (aq,... aN,l)T €
RNfl, U= (UI; ey uN_l)T € RNfl, Ay € M(N—I)X(N—l)(R) siendo:

§1z1 §122 élszl
201 200 ... 20N_1
Ap=Bp+Ch = : . )
In—1On—1 fn-102 ...  fn—1ONn—1
—bl—cl—dl—el bl
Co —b2 — Cy — d2 — €2 b2
cN—2 —by_2—cn_2—dy_2—en—_2 by—2
CN—1 —by_1—cn—1—dn—1 —en—1

donde se han tenido en cuenta las condiciones de contorno ug = uy = 0. Por definicién, las cantidades
bi, ci, d;, e; serian estrictamente positivas si 6; € (0,1) (debido a la restriccién §(z,t) € (0,1)). En ese caso,
la matriz C}, es una matriz de diagonal estrictamente dominante, puesto que |b; +¢; +d; +e;| > |c; +bi| ya
qued; > 0,e; >0,7=2,... N=2. También |by+c1+d1+e1| > |b1| y [bn—1+en—1+dn_1+en—1] > |en—1].

Como toda matriz de diagonal estrictamente dominante,

N-1
|| > Z laij|, Vi=1,...N—1,
=1,
es una matriz invertible [11], la matriz Cj, lo serfa. Los términos b;, ¢; son proporcionales a 1/h%, con

lo que para pasos h suficientemente pequenos la matriz A; es aproximadamente la matriz Cj, siendo la

matriz con términos dominantes. Los elementos de matriz By, = ( fﬂj)fvj_:ll cambian al refinar el mallado,
pero no crecen como lo hacen los elementos de C},. Por tanto, es de esperar que la matriz A;, sea invertible
por serlo C},. En dicho caso, el problema discreto admite una tnica solucién. La velocidad estimada

numéricamente en el mallado a tiempo j viene dada por:

Ul = (u]l e ,ug\,_l)T = A,:l -ay,.
Estos sistemas se resuelven tras actualizar el perfil de concentracién del esquema upwind. Acoplando am-
bos métodos, se resuelve numéricamente el sistema para un conjunto de parametros y para una condicién
inicial dada. Se van a prescribir condiciones iniciales para la distribucién de la red tal que su promedio
coincida con el valor de equilibrio, (6*) = 0. Se va a estudiar la evolucién a un estado estacionario en
el sistema de referencia en movimiento con la célula en el intervalo [0,1]. Usando el mismo conjunto de
condiciones iniciales y pardmetros que los fijados en [12], se van a reconstruir las mismas soluciones con

el esquema numérico propuesto, cuyo cédigo figura en el apéndice B. Las soluciones obtenidas en dicho
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articulo fueron obtenidas mediante elementos finitos, pero como se prueba en [9], un cédigo de diferencias

finitas es suficiente para la resolucion numérica del sistema.
3.2. Resultados numéricos. Simulacién

Con el esquema numérico propuesto, se considera en primer lugar una solucién al problema de Dirichlet
3.2, 3.1, con unos parametros adimensionales que caracterizan las fuerzas fisicas involucradas dados por
U* = 15000, a* = 0,4 y B* = 3, que fueron los fijados en [12] y compatibles con las estimaciones
experimentales de los pardmetros fisicos, tabla 2.1. Se considera como condicién inicial una pequena
perturbacién al perfil estacionario uniforme 0*(x) = g + ccos(mx) para ¢ = 107%, como se sugiere

n [12]. La figura 3.1 muestra la evolucién de la velocidad de la tira celular V(¢), con un crecimiento

inicial seguido de un transitorio oscilatorio hasta estabilizarse a un valor constante. Se ha calculado como
i _fol 0(z,t)u(z,t)dz

V(t) o fol 0(z,t)dx

velocidad constante calculada a tres cifras significativas es V' (t) = 0,0652. La condicién inicial considerada

, usando las discretizaciones mencionadas de las integrales. Para tiempos ¢ > 60, la

0* (z) presenta una mayor fraccién de volumen en el origen x = 0 (parte trasera de la célula por ser V> 0) y
debido a la ligera perturbacién del estado de equilibrio homogéneo 05 la célula se encuentra en el régimen
contractil, 07, < 0(x,t) < Or, con lo que el flujo de la red es en el sentido ascendente al gradiente de
concentracion, es decir, hacia = 0. La tira comienza a desplazarse con velocidades positivas V() > 0,
en sentido opuesto a la velocidad de flujo de la red, u(z,t) < 0, con lo que el modelo muestra el flujo
retrogrado celular observado experimentalmente en la escala de la tira: la red de actina se polimeriza en

la parte delantera de la célula y fluye

_— Velocidad uniforme de la célula V=0.0652

0.08 A
0.07 | -
0.06 | .‘ I‘"\.
0.05
0.04
0.03 |
0.02 |

0.01 |

0 2 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

t

Figura 3.1: Transitorio de la velocidad de la tira celular para los pardmetros ¥* = 15000, a* = 0,4y 8* =3
y como condicién inicial una ligera perturbacion a la fracciéon de volumen de equilibrio, #g. Los puntos
senalados corresponden a los instantes en los que se ha representado graficamente la fraccién de volumen
y la velocidad en fig. 3.2. Reconstruccién de la solucién de [12, fig.3], obtenida mediante elementos finitos.

La parte trasera de la célula es x = 0, a la cual se dirige el flujo de la red, de manera que el perfil
de fraccién de volumen de la red presenta un pico en esta parte trasera de la célula viajera. Por contra,

la fraccién de la red cae en la parte delantera x = 1, que al estar por debajo de la fraccién de volumen
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en equilibrio fg concuerda con las células en movimiento en las que se polimeriza constantemente la red
de actina en la parte de la delantera y esta red fluye en sentido opuesto al movimiento. Las simulaciones
numéricas muestran que el sistema dindmico planteado en el sistema de referencia en movimiento evolu-
ciona la condicién inicial hacia una solucién estacionaria. Tras un transitorio, se alcanzan unos perfiles
estacionarios constantes en el tiempo 6(z), u(x), que en el sistema de referencia original se corresponde a
perfiles moviéndose de manera uniforme a velocidad constante V', es decir u(z — Vt) y 6(z, —V't). En las
figuras 3.2a, 3.2b se han mostrado instantaneas de los perfiles de fraccién de volumen y velocidad de la red,
soluciones numéricas del sistema, para los tiempos senalados en circulos en la figura 3.1, reproduciendo

las figuras obtenidas en [12, fig.4] mediante un esquema de elementos finitos.

Perfil iode lafr ion de iodela idad de lared
0.032 T : : T T T T T T 0 p— T : T . T ——
0.03 |
002 e ]
0.028
0.026 0.04 ]
0.024 -0.06 | |
=002k B
-0.08 1 N\ =
0.02f R ™
\\-_‘7_,
0.018;)- 0.4 1 =3 | 1
=6
0.016 t=12
-012 1 t=24 | 7
0.014 =60
0.012 . . . . L . . 014 . " L . : A . L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

X

(a) Fraccién de volumen, 6.

X

(b) Velocidad de la red, u.

«107% Fuerza adimensional sobre el sustrato
T : T

8

=3
=6
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Figura 3.2: Instantaneas de varios perfiles para los tiempos indicados en la fig. 3.1. Los pardametros usados
en la resoluciéon numérica son ¥* = 15000, o* = 0,4 y 8* = 3. El cddigo de diferencias finitas empleado
se recoge en B.

Para t > 60 ya se ha alcanzado el estado estacionario, que se representan con un trazado mas grueso.
También se ha representado la fuerza adimensional ejercida sobre el sustrato por la célula reptora, que

en el sistema de referencia en movimiento con la célula viene dada por (2.21) [12]:
F(x,t) =p"0(u+V).

Esta fuerza de arrastre alcanza valores mayores tanto en la parte delantera como trasera de la célula. La
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fuerza ejercida es en el mismo sentido del movimiento en las partes delantera y trasera, mientras que tiene
la direccién contraria en la parte central de la célula, consistente con las observaciones experimentales
[12]. Una vez la tira celular alcanza la velocidad de arrastre constante, los perfiles permanecen también
constantes (estacionarios), de manera que la célula avanza uniformemente. Esto se corresponde con la
descripcién del movimiento de células muy rédpidas como los queratocitos o células epiteliales [6], en el
que los 5 pasos del ciclo de reptacién de Abercrombie ocurren simultdneamente y la célula se desliza
sobre el sustrato manteniendo su forma y longitud [19]. La emergencia de estructuras estacionaras en este
modelo (01, < O < Or) era esperable por la competicién entre las presiones contréactiles y de hinchazén
con la polimerizacién de la red. La resolucion numérica del sistema para distintas condiciones iniciales y
para distintos valores de los parametros muestra que el sistema evoluciona hacia perfiles estacionarios,
que en el sistema de referencia original son soluciones de tipo onda viajera: perfiles moviéndose de manera

uniforme a velocidad constante,

u(z,t) =u (x = Vt), 0(z,t)=0%(x—Vt),

que sugieren ser el conjunto atractor del sistema dindmico [12]. Aqui 8*(z) denota un perfil estacionario
de la ecuacién de transporte 2.1 mientras que u*(x) es la solucién del problema de contorno:

0* () Jo 9*(ar)u(m)dx> (o)

SO @) @) + 0 @ @) = (g ) ) 870 (@) <u<x> o —u(1) =0,
0 T )axr

Se procede a considerar cuando se alcanzan estas soluciones de tipo onda viajera, asi como estudiar su

dependencia con los pardmetros del modelo.

3.2.1. Miuiltiples soluciones de tipo onda viajera. Avance uniforme

Se han reproducido los experimentos numéricos propuestos en [12] usando el cidigo de diferencias
finitas que figura en B, observando que el modelo relaja tras un transitorio a estados estacionarios para
un conjunto amplio de parametros que representan ondas viajeras estacionarias, pero existen multiples
formas cualitativamente distintas que pueden adquirir dichas ondas viajeras. En la figura 3.3 se muestran
perfiles estacionarios con uno, dos o tres picos en la fracciéon de volumen, segtiin los parametros empleados
en la simulacién, reproduciendo los resultados obtenidos en [12, fig. 5]. Para validar la convergencia del
esquema numérico se parte de la misma condicién inicial, se refina el mallado espacial y se ejecuta el
codigo para diferentes discretizaciones uniformes de espacio y tiempo, obteniendo las mismas soluciones
estacionarias. Los picos son regiones en los que la red de actina, dentro del régimen contractil, ha fluido en
el sentido ascendente de su gradiente de concentracién, generando un gradiente aiin mayor en la fraccién
de volumen 6. Los picos dejan de crecer cuando la fraccién de volumen supera el limite contractil 8 > 0,
entrando en el régimen de hinchazén que se resiste a la contraccién [14]. En la primera columna de 3.3
se muestran los perfiles estacionarios de la fraccién de volumen. Es interesante notar que en todos ellos
se tiene que en los extremos, 0 < 6(1) < g y 0(0) > Og, lo que refleja que la red de actina se esta
polimerizando y contrayendo en la parte delantera z = 1 (V > 0) y estd despolimerizando y diluyendo
en la parte trasera x = 0. Los puntos en los que Or < 0(z) < O(E) definen regiones en las que la red se
despolimeriza pero se contrae. La columna final de 3.3 muestra la tension total de la mezcla, X, que se
ha calculado integrando numéricamente X(x) = [i° 5*0(s)(u(s) + V)ds. Esta presién total o tensién de la
mezcla oscila y presenta maximos locales enfrente de los picos de la fraccién de volumen [12], disminuyendo
al integrar valores mas negativos de la velocidad. La columna intermedia de 3.3 representa las velocidades

de la red u y de la fase acuosa v en la onda viajera. En todas las soluciones obtenidas la red de actina
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polimerizada en la parte delantera fluye en sentido opuesto al del movimiento de la célula, capturando el
flujo retrégrado del movimiento celular observado experimentalmente [12]. Los maximos en la velocidad
se alcanzan cuando se estd mas alejado de los limites de hinchazén 6p,0g. Cerca de los picos en todas
las soluciones, hay una pequena region donde la red de actina fluye hacia adelante , © > 0. Por contra, la
fase acuosa fluye més lentamente en el sentido de avance de la célula v,V > 0. Para que los picos de las
familias de soluciones de dos y tres picos estuvieran bien resueltos y el esquema numérico mantuviera la
estabilidad, se debid refinar el mallado con h = 0,002 y el paso temporal se ajusté de manera acorde a la
condicién CFL.

Estrés total en la mezcla
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(c) Tres picos f* = 60,V = 0,0201

Figura 3.3: Distintas soluciones numéricas estacionarias (ondas viajeras) para distintos valores del pardme-
tro f*, y con ¥* = 15000, o* = 0,4 reproduciendo las soluciones obtenidas en [12, fig.5], usando el esquema
numérico recogido en B. Para todas estas simulaciones V' > 0, expresada hasta 3 cifras significativas, por
lo que = = 0 representa el extremo trasero de la célula en movimiento. La primera columna muestra la
fraccion de volumen de la red 6, la columna del medio representa la velocidad de la red u y de la fase
acuosa v y la columna final muestra el estrés total de la mezcla X.

Dada una solucién estacionaria (6(x),u(x), V) de 3.1,3.2, se comprueba facilmente que (0(1 — x), —u(1 —

x),—V) es otra solucién del sistema. El modelo presenta esta simetria que representa el mismo perfil

25



de onda viajera avanzando en sentido contrario. Esto se debe a que el modelo formulado no impone
la restriccion de extremo delantero y trasero, sino que forma parte de la solucién. Se ha comprobado
numéricamente que partiendo de un perfil inicial perturbado 6*(1 — x) = g — e cos(wx), se obtiene la
solucién numérica simétrica de 3.1 avanzando en sentido contrario, representados en la figura 3.4. Asi, la
polarizacién adquirida depende de la condicién inicial perturbada. De hecho, un estudio de estabilidad
lineal de perturbaciones realizado en [12] prueba que perturbaciones en torno a la fraccién en equilibrio
0r que son simétricas respecto de x = 1/2 no inducen el movimiento celular, solo perturbaciones asimétri-
cas originan el comienzo de la reptacién celular, lo que se ha comprobado numéricamente partiendo de
0*(z) = 0p + esin(wz). El sentido de movimiento depende exclusivamente de las condiciones iniciales y
define la polaridad de la célula (es decir, diferencias espaciales en la forma y estructura [7]). El marco
de trabajo de este modelo permite explicar la polarizacién adquirida por las células reptantes, segin la
perturbacién asimétrica de partida que determinan el sentido del movimiento. El sentido promedio de
movimiento de una tunica célula sobre un sustrato se cree que es aleatorio [19], lo que supone la hipdte-
sis fundamental de modelos estocasticos de poblaciones celulares en movimiento basados en caminantes

aleatorios (random walks, [19]).

N . Perfil estacionario de la fraccion de volumen, =3
Velocidad uniforme de la célula V=-0.0652 0.035

0 - Perfil estacionario de las velocidades

0011 & — P

-003 \ 0.025 0.06; b

0.04

Velocidad

0015 — / N

(a) (b) Fraccién de volumen de la red wu. (¢) Velocidad de las fases u, v.

Figura 3.4: Simulacién del sistema para el mismo conjunto de pardmetros que en 3.2 pero partiendo de la
condicién inicial simétrica 6% (1 —x), dando lugar a las mismas soluciones moviéndose en sentido contrario

Por ultimo, en la figura 3.5 se representa la velocidad final adquirida por las ondas viajeras V (t) =
V(tf), t > ty, para una fuerza contractil fija U* = 15000, y un coeficiente de arrastre entre fases
o = 0,4 en funcién de la fuerza de adhesién adimensional 5*, reproduciendo con nuestro cédigo el re-
sultado obtenido en [12, fig. 6]. Como se propone en este articulo, se ha utilizado continuacién en las
simulaciones para reducir el tiempo transitorio de evolucién a los perfiles estacionarios, de manera que
los perfiles finales obtenidos en una simulacion se usan como condicién inicial para el modelo con un co-
eficiente 5* ligeramente mayor. Se han representado distintas familias de soluciones de tipo onda viajera,
obtenido soluciones cualitativamente distintas para el mismo conjunto de pardmetros dados (5* = 20),
de manera que a parte de la alta sensibilidad de las soluciones a los pardmetros del modelo, distintas
condiciones iniciales pueden evolucionar a perfiles estacionarios cualitativamente distintos incluso para
el mismo conjunto de pardmetros. Se muestra la dependencia en forma de campana observada experi-
mentalmente de la velocidad de reptacién con la adhesién al sustrato dentro de las distintas familias de
soluciones, que alcanzan mdaximos para adhesiones intermedias [12]. Las soluciones numéricas obtenidas
presentan transitorios en los que la velocidad promedio oscila V' (¢) en torno al valor final V(ts). Estas

oscilaciones se mantienen al refinar los mallados, con lo que son una manifestacién real de un transitorio
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del sistema dindmico que decae lentamente (la amplitud de las oscilaciones se amortigua con el tiempo).
Solo cuando la amplitud relativa de estas oscilaciones es menor que 5 x 107 en los dltimos 10 unidades
temporales adimensionales se acepta que las soluciones han alcanzado el estado estacionario, como se

propuso en [12].

Dependencia velocidad con adherencia al sustrato
T _,);_;I_‘JQLJ-_.-QI_,\ T
ol 0

s}

O Unpico
Dos picos | |
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0.02 : :
10° 10" 102
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Figura 3.5: La velocidad final constante de las ondas viajeras, V (tf) en funcién de la adhesién al sustrato
B*, reproduciendo el resultado obtenido en [12, fig.6] que muestra la dependencia en forma de campana
de la velocidad con la adhesién. Los parametros empleados han sido ¥* = 15,000 y o™ = 0,4.

Solo se ha explorado un conjunto reducido del espacio de pardmetros, pero es probable que existan
familias de ondas viajeras con més de tres picos[12]. De igual manera, podria haber puntos de bifurca-
cién del parametro 5*, a partir de los cuales las soluciones estacionarias se vuelvan inestables o dejen de
existir y se podria intentar explorar el sistema dinamico considerando el espacio de parametros comple-

to (en [12] se sugiere la posibilidad de que el sistema podria ser cadtico para una seleccién de pardmetros).

En este capitulo se ha revisado y desarrollado un modelo sencillo para la reptacién celular, bien
fundamentado en términos biofisicos y manejable en términos matematicos, que resulta util como punto
de partida para modelizar el movimiento celular. Resumiendo las conclusiones de [12], el modelo se
ha validado con las simulaciones numéricas, que generan soluciones de tipo onda viajera en las que
la célula avanza uniformemente a velocidad constante. Modeliza adecuadamente células rapidas que se
deslizan sobre el sustrato sin modificar su forma (ocurrencia simultédnea del ciclo de Abercrombie), el flujo
retrogrado de la red de actina, la dependencia en forma de campana de la velocidad con la adherencia
al sustrato y explica cémo la polarizacién de la red de actina de la célula conduce al movimiento. No
obstante, las sencillas hipétesis de modelado, asi como el desprecio de otros mecanismos hacen que el
enfoque sencillo planteado presente grandes limitaciones que se tratan de superar en el capitulo siguiente,

sugiriendo correcciones para mejorar el modelo.
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Capitulo 4

Modificaciones del modelo que permitan
longitud variable

Con el modelo minimo planteado en el Capitulo 2, se capturan caracteristicas béasicas del movimiento
celular, con un avance uniforme de la célula. En este capitulo se consideran variaciones al modelo mini-
malista planteado que permitan una descripcién mas realista del movimiento. Para conseguir un modelo
maés realista que describa al completo el ciclo de 5 pasos de Abercrombie, es preciso que el modelo no
suponga una longitud constante, sino que permita variaciones periédicas de la longitud que representen

la extension y recolocacién de la reptacién celular.

4.1. Variacion con longitud variable

Se va a considerar una primera generalizacion del modelo en el que no se tiene la restriccion de
longitud constante. Para ello, se revisa el modelo planteado en [9] que trabaja con un dominio unidimen-
sional en movimiento de longitud variable. La restriccién de longitud celular constante del modelo [12]
de los capitulos previos se debe a varias simplificaciones. Si ambas fases tienen las mismas densidades, la
incompresibilidad del fluido implican que:

ﬁ(@u +(1-0)v) =0, (4.1)
ox

que se deduce de la conservacién de la masa de ambas fases (ecs. 2.1). Bajo la hipétesis razonable de
flujo nulo en los extremos de la célula, u(a(t),t) = v(a(t),t) = a(t), wu(b(t),t) = v(b(t),t) = b(t), la
ec. 4.1 implica que la velocidad promedio de la mezcla es uniforme V' (t) = 6u + (1 — 0)v, y por tanto
las condiciones de contorno implican que la longitud permanece constante ya que b(t) = a(t) = V(t) =
L(t) :==b(t) — a(t) = b(0) — a(0). Una manera de relajar esta restriccién es suponer densidades diferentes
de las dos fases ps # p,. Esta fue la generalizacién propuesta por [9] que se revisa y analiza a continuacion.
Aqui, ps denota la densidad de la disolucién y p, la densidad de la red de actina. Bajo esta hipétesis, se

modifican las leyes de conservacién de masa 2.1 para considerar esta diferencia de densidades [9]:

00 0 0 0
pra"‘pr%(eu) =—J psa(l_e)"’_psa((l_e)v) =J, (4‘2)
donde la ley constitutiva para el término de masa se reformula como [9]:
60— 0
0) = ps )
J(0) = ps—

usando las mismas definiciones y variables que en el modelo del capitulo 2. Si p; = py, diviendo las

ecuaciones por sus densidades correspondientes se recuperan las ecs. 2.1. La diferencia de densidades
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implica que el momento promedio, definido como [9, ec. 2[:
P(z,t) := prOu+ ps(1 — 0)v,

no es uniforme a lo largo de la célula como lo era en el primer modelo [12]. En efecto, sumando las
ecuaciones 2.1, se tiene que:

00 0 oP
(Pr = ps) 5, = 7 (Pr0u+ ps(1 = O)v) = .

Cuando p, = ps < P(x,t) = P(t). Se define la velocidad local promedio de la mezcla diviendo el momento

entre la masa: Pla.t) 0 (1-6)
z,t prou+ ps(1 —0)v
t) = =
VD) = et = ot pa(1=0)

que en el caso ps = pr, recupera la forma constante 2.11. Usando la misma reologia y despreciando el

término inercial, las ecuaciones de balance de momento son las mismas 2.2, 2.3. Se emplean las mismas
ecuaciones constitutivas para las tensiones y viscosidades involucradas. Se mantienen también las con-
diciones iniciales y de contorno 2.8,2.9. El problema queda planteado como antes en un dominio mévil
a(t) < x < b(t) de longitud inicial L(0) = b(0) — a(0). Se reduce el modelo (eliminando las variables
p,v 2.15) y adimensionaliza las variables como antes. Adicionalmente, se escala la ecuacién de masa,
el momento y la masa de la mezcla con la densidad de la red caracteristica p,. Se define el parametro

adimensional cociente de densidades, p := %, de manera que, omitiendo ya las dagas [9]:

P Ou+p(l—0)
P(z,t) =40 1-6 Vig,t) = — = ———F—F7F 4.3
Puede despejarse el momento total de la mezcla y escribir su correspondiente ecuaciéon de evolucién:
orP ( )80
or Prae

Se despeja la velocidad de 4.3 y se introduce en la ley de Darcy para la presion, ec. 2.3, eliminado ambas

P=V(p+(1-p)o),

variables del sistema:

_Vp+Q=p))—0u _ Op _ -~
v= 1=0) ndr v Hob(u —v) = Hpb
Como se hizo en la reduccién 2.15, se tiene para el balance de fuerzas [9]:
O (,0u 0¥ _ a*O(p+ (1 p)6)
Ox \ Oz oxr p(1—0)

up(l —0) +0u+V(p+ (1 —p)b)
(1-0)p '

(u—V(x,t))+p"0u,

op

oz
donde los pardametros son ya adimensionales y se considera la ecuacién constitutiva 2.22. Por otro lado,

la ecuacién hiperbdlica adimensionalizada es: [9, ec. 12]

a0 0
5% 8?(9“) = —p(0 — Og).

Como en el capitulo anterior, como las tensiones Y se anulan en las fronteras, se tiene la condicién de
integrabilidad 2.19:

b(t)
ﬁ*/ 0(z,t)u(z,t)dz = 0.
a(t)

En este caso, las condiciones de contorno de las velocidades u(a(t),t) = v(a(t),t) = a(t) y u(b(t),t) =
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v(b(t),t) = b(t) implican [9], usando la ec. 4.3, que V (a(t),t) = a(t) y V(b(t),t) = b(t), y por lo tanto:

En general, como la velocidad de la mezcla ya no es homogénea, se tiene que b(t) # a(t) y por tanto
L(t) #cte. , como si se tendria bajo la hipétesis p = 1 < p, = ps. Finalmente, como se hizo en el capitulo
2, se trabaja en el sistema de referencia en movimiento con la célula, para simplificar el dominio de
definicién y que sea un dominio fijo independiente del tiempo. Para ello se debe restar el desplazamiento
de la célula en cada punto dado por x(z,t) fo (z,7)d7. Siguiendo la misma estrategia [12, 9], s
define el cambio de variable:
p: Q = 0,1] x R
(z,t) = (2(z,t), i(z,1)),

dado por #(z,t) = = — x(x,t) = = — fot V(z,7)dr , t(z,t) = t, donde ahora el desplazamiento de la
célula no es uniforme (en el capitulo 2 bastaba & = x — a(t)). El dominio de definicién de las fun-
ciones es Q := {(z,t):t >0, =z € (a(t),b(t)),b(t) —a(t) = L(t)} que tras restar el desplazamiento de
la célula dada por la integral de la velocidad se transforma de manera biyectiva en el producto carte-
siano [0,1] x R* (por ejemplo, Z(a(t),t) fo 7)dr = a(t) — (a(t) — a(0)) = 0, Z(b(t),t) =

— fg b(r)dr = b(t) — (b(t) — b(0)) = 1, tras adimensionalizar). Si la velocidad V(z,t) fuese una
solucién de clase C'°°, el anterior cambio de coordenadas seria un difeomorfismo con inverso dado por
¢~ (@, t) = (& + fg V (&, 7)dr,t) = (x,t). Las funciones f expresadas en las nuevas coordenadas referidas
al sistema de referencia se obtienen componiendo f = fo ¢!, < f(.fc,f) = foo Y, t) = f(z,t) (vedse
la transformacién general de coordenadas del apéndice A). Para la velocidad debe restarse ademés la

velocidad del sistema de referencia:

0(2,1) := 0(x,t), V(&) :=V(et), @b :=ulxt)—V(zt) s ulzt)=a )+ Vi)
El modelo final de ecuaciones en derivadas parciales en el sistema de referencia en movimiento para
0(z,t),u(z,t), V(z,t) definidas en [0,1] x RT viene dado por [9]:

@ 1 0(fu) 0 3l_
ot 1+D O0Ox 1+Ddxr

—p(0 —0g), D(z,t) = 3830/0 V(z,7)dr (4.4)

Y= _1+9D?£’ W(0) = —0*((1— 0,)(1— ) In(1 — 0) + (1 — 6, — 0p)0 + 02/2)  (4.6)
%:(1+D)(p—1)a—f, P=V(p+(1-p)b), (4.7)

donde por comodidad se han omitido * de las nuevas variables. Las condiciones de contorno son u(0,t) =

u(1,t) = 0, mientras que la condicién de solubilidad tras hacer el cambio de variable se vuelve [9]:

b(t) A
5/ o ulet)de = 5/9 )ula(d,1),6) 1+ D)di =0 =
&(,t), d =a(z,t) +V(t)

B*/ 0(z,t)(a(z,t) + V(2,1))(1 4+ D(&,t)dz °m“°'5/ (1+D)dz=0 Vt>0 (4.8)
0

Es claro que en el limite p = 1 < p, = p; se tiene que P(t) = V(t) y D = 0, recuperando el modelo
del capitulo 2, ecs. 2.24 de una célula unidimensional en movimiento con longitud constante. La ecuacién

para la velocidad u(z,t) sigue siendo una ecuacién eliptica sin derivadas temporales (cuasi-estacionaria),
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y la ecuacién de transporte de la fracciéon de red mantiene el signo de los términos convectivos e incorpora
un nuevo término de transferencia de masa. Se definen las funciones C(t) := V(0,t) = a(t) y B(t) :=
V(1,t) = b(t) que se corresponden con las velocidades de los extremos de la célula en el sistema de
referencia original. A la hora de resolver y desacoplar numéricamente el modelo conviene introducir [9]
la variable VO(z,t) := V(z,t) — C(t), de manera que V°(0,t) = 0, que representa la diferencia de la
velocidad en un punto x de la célula con respecto a la velocidad del extremo izquierdo z = 0, que serd el
extremo trasero si la velocidad es positiva V' > 0. En el modelo del capitulo 2 en el que ambas densidades

coinciden (p = 1) y la velocidad promedio es la misma a lo largo de toda la célula, se tiene que VY = 0.

4.2. Resultados numéricos

Se resuelve numéricamente el sistema usando el esquema numérico propuesto en el artiuclo [9], cuyo
cédigo figura en el apéndice B.2 y que constituye una adaptacién del esquema numérico descrito en el
capitulo 3 (esquema iterado de diferencias finitas y con upwind para la ecuacién de transporte). A la hora
de simular el problema se toman los mismos parametros fisicos que los propuestos en el capitulo anterior
U* = 15000, a* = 0,4, 8* = 3 y partiendo de la misma condicién inicial *(z) = 6 + ¢ cos(rx),e = 1074,
Se considera también el pardmetro p que cuantifica el ratio de densidades y que se toma como p = 0,6 para
poder reproducir los resultados obtenidos en [9]. En la figura 4.1 se muestran las soluciones numéricas

obtenidas.

En la figura 4.1a se muestra la evolucion temporal de la velocidad del extremo trasero de la célula,
V(a(t),t) = a(t) que muestra el mismo comportamiento que en el capitulo anterior: crece inicialmente,
oscila en un transitorio y finalmente evoluciona a una velocidad final constante. A diferencia de las
simulaciones del capitulo anterior, la longitud de la tira no es constante, como se observa en fig. 4,1c:
crece en el comienzo del movimiento reflejando la formacion de un lamelipodio, seguido de unas pequenas
oscilaciones en la longitud que podrian modelizar la dindamica secuencial de extensién y recolocacion que
se desea capturar (ciclo completo de Abercrombie de reptacién celular 1.1a). No obstante, el modelo
no consigue mantener este comportamiento oscilatorio en la longitud, pues transiciona rdapidamente a
una longitud constante, como las soluciones del modelo del capitulo anterior. Estas oscilaciones iniciales
se mantienen para cocientes de densidad maés cercanos a la realidad como p = 0,9. La longitud final a
la que evoluciona el sistema depende del conjunto de parametros empleados en la simulacién, como se
ha comprobado numéricamente. Las oscilaciones temporales iniciales transitorias en la velocidad y en
la longitud provienen del sistema dindmico planteado y no del esquema numérico, que se comprueba
reduciendo el paso temporal y obteniendo el mismo comportamiento. En la figura 4.1b se muestra la
trayectoria del dominio celular [a(t),b(t)], que se ha obtenido integrando numéricamente la velocidad,
a(t) = fot V(0,7)dr, b(t) = fg V(1,7)dr. Se aprecia que el extremo delantero se adelanta inicialmente
formando el lamelipodio, que en un principio oscila pero tras un breve transitorio la longitud y la velocidad
alcanzan valores constantes. En las figuras 4.1d, 4.1e se muestran los perfiles de fracciéon de volumen de
la red y de velocidad de la red en el sistema de referencia original, 8(z — x(z,t),t),u(x — x(z,t),t) —
V(xz — x(z,t),t), mostrando los perfiles en movimiento para los instantes de tiempo t = 4,8, 20, 50, 80,
que se corresponden con los tiempos senalados en circulos en las tres primeras figuras (a),(b),(c). La
longitud es tan cercana a L = 1 que no se aprecia en estas figuras las diferencias en longitud, pese a

que presentan ligeras diferencias como se deduce de 4.1c. Los perfiles de concentracién y de velocidad
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Velocidad uniforme de la célula V=0.0626

Evolucion del dominio [a(t),b(t)]
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Figura 4.1: Resolucién numérica del modelo con pardmetros ¥* = 15000, o* = 0,4, p = 0,6 y §*
reconstruyendo las soluciones obtenidas en [9, fig.2]. El cédigo de diferencias finitas empleado se recoge en
B.2. Los circulos marcados en las tres primeras figuras senalan los instantes en los que se han representados

los perfiles de las tres dltimas figuras.

evolucionan a un perfil estacionario que avanza uniformemente, recuperando las soluciones obtenidas en
fig. 3.2. Se obtiene de nuevo el flujo retrégrado en las soluciones numeéricas: la velocidad de la red de actina

u (trazado continuo) es negativa y transporta la actina polimerizada en la parte delantera hacia atras
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mientras que la velocidad de la fase acuosa v(trazado discontinuo) es positiva, en el mismo sentido que la
velocidad de la célula, V' > 0. En la figura 4.1f se ha representado la diferencia de velocidad en los puntos
de la célula con respecto del extremo trasero, que es precisamente la variable VO(z,t) = V(z,t) — C(t)
expresado en el sistema de referencia original. Los extremos poseen velocidades mayores que la parte
interna de la célula, que son los responsables del movimiento celular, V (b) — V (a) = b(t) — a(t) = L(t) [9].
Inicialmente (t=4,8), el extremo delantero avanza més réapidamente, V(b) — V(a) => 0, lo que implica la
formacién del lamelipodio en el movimiento. Pese a permitir longitud variable, sin mas modificaciones al
modelo, las soluciones reconstruidas de [9] evolucionan tras una etapa oscilatoria inicial a ondas viajeras:
perfiles estacionarios que avanzan uniformemente (para ¢ > 50 en las simulaciones de 4.1), recuperando
las soluciones del primer modelo. Convendria explorar qué modificaciones a este modelo con densidades
distintas de las fases permitirian estabilizar las oscilaciones periédicas en la longitud de la célula, que
reflejen la secuencia de los pasos de Abercrombie, y no de manera simultdnea como representan las ondas
viajeras de longitud constante. Se debe trabajar dentro de este marco de densidades distintas ps # p,
ya que en el caso contrario la incompresibilidad de la mezcla implica que la velocidad de la mezcla es

homogénea, es decir, no depende de la posicién de la célula (V () y por tanto a(t) = b(t).

4.3. Correcciones que traten de estabilizar la periodicidad en la lon-
gitud de la célula

Se proponen a continuacién diversas correcciones al modelo de longitud variable presentado en este
capitulo que traten de mantener el comportamiento oscilatorio en la longitud de la célula L(t), tratando de
capturar la dindmica secuencial del ciclo de reptacién celular basado en procesos peridédicos de extensién y
recolocacién. De todas las hipdtesis simplificadoras que conducen a la deduccién del modelo minimalista,
creemos que los efectos ignorados que podrian contribuir a estabilizar la periodicidad en la longitud de la

celula son los siguientes:

Términos inerciales

En la mayoria de las muestras celulares las velocidades son suficientemente pequenas para despreciar
los términos inerciales [6], con lo que las leyes de conservacién de momento se reducen a un simple balance
de fuerzas. Los términos inerciales de cada fase son precisamente psas, pra,, donde as = %;’, a, = %—?
son las aceleraciones correspondientes. Como se ha comprobado en las simulaciones, las velocidades son
pequenas y por ello estos términos inerciales se desprecian en la mayoria de las aplicaciones de los modelos
de dos fases a la reptacion celular. No obstante, el comportamiento oscilatorio inicial de la velocidad de
reptacién celular implicaria una aceleracién oscilatoria en el tiempo A = %—‘t/. Si se considerasen los
términos inerciales en las leyes de conservacién de momentos de ambas fases 2.2, 2.3, las aceleraciones

oscilatorias podrian mantener en el tiempo este comportamiento oscilatorio:

o ov 9 [ ou\ P e o,
_(9:1:_8:U+833<M8:c)_H(u U)+5U+Prat(eu)v (1 9>8m_H(U u)+'088t((1 0)v).

Como la velocidad de la fase acuosa es mucho menor que la velocidad que la fase filamentosa, podria
generalizarse en primera instancia el modelo incluyendo solo la aceleracién de la red pr% (fu), despreciando
el término inercial de la fase acuosa:

eﬁp ov 9 ( ou

_plP 0¥ O [ Ou o _
M@x N

o H(v—u)

>=H(u—v)+ﬁU+pr§;(GU), (1-0)
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Seria interesante reducir este modelo y construir soluciones numéricas para investigar si consiguen esta-
bilizar la periodicidad en la longitud. Esta correccién al modelo no anade ninguna incégnita ni variable

adicional y podria ser una primera aproximacién a investigar.

Efecto de los motores de miosina

Otra posibilidad es considerar explicitamente la accién de los motores de miosina, responsables de la
contraccién de la red. Al deducir la ecuacién constitutiva para la presiéon contrictil de la célula, ¥(6),
se ha supuesto que las proteinas motoras de miosina estidn homogéneamente distribuidas en la red y
por tanto la disoluciéon o contracciéon de la red se formula exclusivamente en términos de la fraccion
de volumen de la red ¥(6(z,t)). Resultados numéricos obtenidos en [9] variando los pardmetros que
determinan el régimen contractil (6, fr), revelan que cambios ligeros en estos parametros generan cambios
considerables en la longitud constante que adquiere la célula en su movimiento. Asi, el tamano de las células
en movimiento es muy sensible a los pardmetros que modelizan la actividad del citoesqueleto [9]. Estas
observaciones sugieren que incluir la modelizacién adicional de esta actividad, considerando explicitamente
el efecto y la distribucién de los motores de miosina, podria estabilizar las variaciones en la longitud. Se
podria considerar una variable adicional, la concentracién de miosina ligada a la red de actina, m(z,t), y
reformular la ecuacion constitutiva para la presion contractil de manera que dependa tanto de la fraccién
de volumen como de la concentracién de miosina ligada ¥ (A, m), modelizando directamente la contraccién
dirigida por la miosina. Una primera aproximacién seria considerar unicamente la miosina ligada m(x,t),
mientras que la miosina libre en el citosol se asume homogénea a lo largo de la célula, considerando
unicamente términos que ligan y desligan la miosina a la red [19]. Otros modelos consideran por separado la
miosina ligada a la red y la miosina libre, acopladas al resto del modelo mediante ecuaciones de transporte y
ligadura a la red. En [capitulo 5][14] se acopla precisamente el efecto de la miosina al modelo del capitulo
2 de longitud constante y podria intentar adaptarse al modelo més general de longitud variable. Una
sencilla generalizacién a la ecuacién constitutiva para ¥ sugerida en [14] serfa ¥(0,m) = ¥(0) — CHm
para cierta constante C' > 0, de manera que 37% = —C0 <0, VY(0,m) con lo que el segundo sumando
actua siempre contrayendo la red y representa la accién de los motores correctamente. El primer sumando

puede ser la ec. 2.1 o una eleccién de presién interna més sencilla como —SIn(1 — 6), de manera que

el signo %—g’ dependa de la eleccién de las constantes .S, C'. Una posibilidad de describir el transporte y

dindmica de ligadura de la miosina viene dado por [14, ecs.5.1,5.2]:

28) 1 2 (mou + ) = (mik* — mK)o(1 - 6),
A=) 4 2 (1 = 0)0) = ~(m* —mE)o - 0)+ o (D -0 5",

donde m(x,t) es la concentracién de miosina ligada, con un transporte advectivo con la red (velocidad

u) y que se asume que puede moverse también con respecto a la red con velocidad wu.(z,t). Por otro
lado, my(x,t) representa la miosina libre, transportado con la solucién acuosa (velocidad v) y difundida a
través de dicha fase, con una difusividad D > 0. Los términos de reaccién en ambas ecuaciones describen
la ligadura y desligadura a la red (K™ > 0, K~ > 0) y se han escrito segtin las ecuaciones constitutivas

prescritas en [14].

34



Otras correcciones

Otra posible mejora fue propuesta en [13] que considera los efectos eldsticos de la red de actina. El
modelo minimalista del capitulo 2 modeliza la red como un fluido viscoso, pero evidencia experimental
sugiere que la red de actina-misoina es elastica en escalas de tiempo cortas y viscosa en escalas de tiempo
mayores [14]. En [13] se incorpora una ley constitutiva viscoelastica al modelo de longitud constante,
modificando la viscosidad en el balance de fuerzas, y podria ser interesante aplicarlo al modelo de longitud
variable:

op ov 0

—9%—%+%(90):H(u—v)+ﬁu,

donde o(x,t) seria el tensor de estrés de la red adecuado a la reologia que se desee considerar en esta fase.
Por dltimo, la adhesion e interaccién de la membrana con el sustrato es un mecanismo celular controlado
por una serie de proteinas (las integrinas) que es fundamental en el proceso de reptacién celular[19]. En
los modelos con los que se ha trabajado, esta interaccién se ha modelizado como un simple término de
rozamiento (—pu). Modelizar explicitamente la dindmica de estas proteinas y acoplarlo al modelo de [9]
es otra generalizacién que podria captar el ciclo completo de reptacién. Modelos mucho més generales
y complejos del flujo de dos fases aplicados al movimiento celular consideran el efecto de las integrinas
[1, 2].
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas.

En este trabajo se ha revisado un modelo minimalista de reptacién celular [12] basado en leyes de
conservacion. Tras describir las bases experimentales del movimiento celular (ciclo de Abercrombie) se
formula el modelo de flujo de dos fases reactivo poroviscoso que, inlcuso en su forma mas reducida en
una dimensién, logra capturar caracteristicas relevantes del movimiento celular [14]. Se procede a reducir,
adimensionalizar y simplificar el modelo matemdtico, obteniendo un sistema final de ecuaciones en deri-
vadas parciales no locales, planteado en el sistema de referencia en movimiento con la célula. Se desarrolla
un esquema numeérico eficiente para dicho modelo, basado en diferencias finitas y el método upwind, que
permite reproducir las simulaciones numéricas de [12], quienes utilizaron elementos finitos. Se obtienen
distintas familias de soluciones de tipo onda viajera, en las que, tras un transitorio el sistema evoluciona
a un estado estacionario en el sistema de referencia en movimiento (fig. 3.2). Los perfiles avanzan con
una velocidad constante y uniforme, capturando algunos de los fenémenos experimentales observados de
la reptacién celular como el flujo retrégrado de la red de actina, que fluye en el sentido contrario al del
avance de la célula, o la dependencia en forma de campana de la velocidad de la célula con la fuerza de
adhesién al sustrato. Este modelo refleja una parte bésica del movimiento: la célula avanza uniformemente
con una longitud constante, representando la ocurrencia simultanea del ciclo de Abercrombie tipico de
células rapidas como los queratocitos [19]. El siguiente objetivo que se persigue es mejorar este modelo
con correcciones que permitan variaciones periédicas en la longitud de la célula, reflejando la ocurrencia

secuencial de los pasos del ciclo: extensién, recolocacién y contraccién.

Para plantear las modificaciones del modelo que permiten longitud variable, se identifican las hipdtesis
que han implicado que la longitud sea constante L(t) = L(0). La longitud constante viene dada por una
velocidad homogénea de la mezcla V' (t). En la mayoria de las aplicaciones biolégicas de modelos de mezclas
de dos fases, se asume que las densidades de ambas fases son constantes e iguales p, = ps [6]. Asumiendo
que la masa total de la mezcla se conserva (no hay fuentes externas), las ecuaciones de conservacién de
masa de ambas fases 2.1 tienen términos de transferencia de masa opuestos, —J(0) + J(0) = 0, ya que
los cambios solo pueden provenir de que una fase sea reemplazada por la otra. Por lo tanto, sumando las

ecuaciones de conservacion de masa 2.1 se tiene que la velocidad promedio de la mezcla es incompresible:

0 0

— = — 1- =0.

axv(w’ t) 5 fu+(1—-0)v)=0

Por lo que la velocidad no depende del punto de la célula, V(z,t) = f/(t) Esta restriccién es la que
determina el movimiento del dominio celular [a(t),b(t)], ya que V (a(t),t) = a(t) = V(t) = V(b(t),t) =

b(t) Si el flujo de la mezcla es incompresible, la velocidad de la célula es homogénea y por tanto la
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longitud de la célula L(t) = b(t) — a(t) es constante, L(t) = 0. Permitiendo que las densidades sean
distintas, ps # pr, la densidad de la mezcla se vuelve inhomogénea p(x) = p0(x) + ps(1 — 0(x)) y se
pierde la incompresibilidad de la mezcla, ec. 4.2:

0 00

%V({L‘,t) = (:05 - pr)ay

lo que permite longitud variable ya que a(t) = V(a(t),t)) # b(t) = V(b(t),t). Se tiene asi un dominio
en movimiento que se puede deformar y con longitud variable, L(t). Se revisa este intento de mejora
propuesto en [9], reconstruyendo las soluciones obtenidas con una adaptacién del esquema de diferencias
finitas del primer modelo. Las soluciones numéricas obtenidas perturbando un estado homogéneo reflejan
el comienzo del movimiento con la formacién del lamelipodio y afiade unas oscilaciones transitorias ini-
ciales en la longitud de la célula, pero no permiten mantenerlas [9] (fig. 4.1). Tras el transitorio, el sistema
relaja a un estado estacionario en el sistema de referencia en movimiento, recuperando de nuevo las on-
das viajeras del primer modelo[12] que avanzan de manera uniforme con longitud y velocidad constante.
Resulta interesante investigar qué modificaciones del modelo permitirian estabilizar la periodicidad en la
longitud de la célula debida a las oscilaciones en la diferencia de velocidades de los puntos frontales y
traseros de la célula. Algunas de las modificaciones que se podrian considerar son los efectos inerciales o
el efecto de los motores de miosina en la contraccién celular, que anadiria unas variables adicionales al

sistema.

Otra vertiente con la que se podria continuar trabajando es realizar un estudio analitico del sistema de
ecuaciones gobernante del modelo 2.24. A la hora de formular modelos mateméticos emerge la pregunta
de si estan ‘bien puestos’ tedricamente, en el sentido de garantizar existencia, unicidad y estabilidad de
soluciones de las ecuaciones diferenciales que gobiernan el modelo. Es de esperar que el modelo esté bien
puesto al derivarse a partir de leyes fisicas y restricciones consistentes, habiendo construido las soluciones
numéricamente. Una estrategia habitual para demostrarlo es probar en primera instancia la existencia y
unicidad de cada uno de los submodelos y luego tratar de acoplarlos. El estudio analitico de dominios en
movimiento es una tarea matemdtica desafiante incluso en una dimensién [9]. Un tratamiento analitico
de modelos méas generales de flujo de dos fases en dimensiones mayores se estudia en [4, 5]. El modelo
minimalista propuesto en este trabajo (ecs. 2.24) es un caso sencillo con dos ecuaciones acopladas y dos
incégnitas. Se deberia demostrar la existencia para cada tiempo ¢ > 0 de la ecuacién estacionaria (sin
derivadas temporales) para la velocidad u(z,t) supuesto conocida la fraccién de volumen 6(x,t), en un
dominio espacial [a(t), b(t)] parametrizado por ¢ (problema cuasiestacionario). La existencia y unicidad de
este tipo de ecuaciones elipticas ha sido estudiado en [5, sec. 4], como se discute en el Apéndice A. Luego
se deberfa probar existencia para la ecuacién de transporte para 6(z,t) supuesto conocida la velocidad
u(z,t) y el movimiento de las paredes celulares [a(t), b(t)]. El tratamiento analitico de leyes de conserva-
cién es altamente no trivial, tratado en libros como [17, 20, 3]. Algunas de las complicaciones que emergen
en este tipo de ecuaciones se discute en el Apéndice A. Una vez construidas soluciones estables de cada
uno de los submodelos con propiedades adecuadas de regularidad (acotar las normas de las soluciones
en ciertos espacios adecuados), se tendria que acoplar ambos resultados. Siguiendo la construccién de
[4, 5], se podria que disefiar un esquema iterativo usando las soluciones construidas de cada submodelo,
{0}, {un}. Suponiendo que se tienen cotas uniformes sobre estas soluciones pertenecientes a espacios de

Banach de dimensién infinita con cierta propiedad de compacidad (espacios de Sobolev [20]), se podria
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extraer una subsucesién convergente. Pasando al limite en la formulaciéon débil del problema, dicho limi-
te seria soluciéon del problema acoplado. Se tiene planteado asi otra cuestion abierta que se escapa del
marco de este trabajo pero que podria ser un futuro proyecto de estudio. Los objetivos iniciales se han
cumplido satisfactoriamente: se han revisado modelos sobre movimiento celular, reconstruido las solucio-
nes numéricas obtenidas y aprendido sobre la modelizacién matemética de problemas biofisicos y leyes de
conservacion. Ademas, se han explorado las estrategias habituales para tratar con ecuaciones en derivadas

parciales y la resolucién numérica de estas.

La principal conclusion de este trabajo es que el modelo de dos fases estudiado, incluso en su forma mas
sencilla y reducida, captura caracteristicas relevantes de la reptacién celular y muestra una rica variedad
de comportamientos, aunque presenta grandes limitaciones y plantea diversas cuestiones abiertas. Se han
propuesto correcciones y mejoras al modelo que podrian ser estudiadas dentro del marco introducido
en este trabajo, con el objetivo de estabilizar las oscilaciones en la longitud de la célula y capturar
de manera mas precisa el ciclo completo de movimiento celular, acercindose mas a la realidad. Por otra
parte, surge la cuestién de si el sistema de ecuaciones en derivadas parciales acopladas, altamente no lineal,
estd matematicamente ‘bien puesto’ (well-posedness). Este trabajo ha revelado la existencia de muchos
problemas abiertos y no triviales tales como la mejora del modelo, el estudio tedrico sobre la existencia y
unicidad del mismo, o su posible generalizacién a dimensiones superiores (2D, 3D). Aunque estos temas

escapan al marco del presente trabajo, podrian servir como punto de partida para investigaciones futuras.
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Apéndice A

Resultados auxiliares

A.1. Generalizacion del cambio de variable en el sistema dinamico

Una estrategia habitual a la hora de reducir y simplificar las ecuaciones de evolucién al trabajar con un
sistema complejo de ecuaciones en derivadas parciales es reparametrizar las incégnitas en aras de desaco-
plar las ecuaciones, reducir el nimero de incégnitas o simplificar el dominio de definicién de las funciones.
Esto se ha ejemplificado en este trabajo en numerosos pasos de reduccién como al adimensionalizar las
variables fisicas o al cambiar al sistema de referencia en movimiento. En este apéndice se va a estudiar de

manera general estas transformaciones o cambios de coordenadas.

Se considera un sistema de ecuaciones en derivadas parciales planteado en un dominio (abierto y
conexo) € C R?, como los tratados en este trabajo. Pese a trabajar con R2, los resultados enunciados se
generalizan facilmente a R™. Se considera un cambio de coordenadas, es decir, una aplicacién inyectiva

de clase C*°
Q = Q
(x,t) — (2 (x,t),t'(2,1)),

donde Q' := #(2) C R2. Por lo tanto ¢ es biyectiva y de hecho un difeomorfismo entre dos abiertos de

R2, con inversa dada por:
oL Q — Q
(@) = (2@, t).t, ).

Ejemplos de tales difeomorfismos habituales son un reescalado como ocurre al adimensionalizar el sistema,
¢(z,t) = (x/L,t/ T) o una traslacién por cierta funcién como es el caso del cambio al sistema de referencia
en movimiento, ¢(z,t) = (x — fo (z,7)dT). Sea f(x,t) una funcién incégnita definida en el dominio €2,
f:Q—=R. Lo habltual al realizar un cambio de coordenadas es expresar las funciones reparametrizadas
en el nuevo dominio, es decir definir f' := fo ¢! & f/(a/,t') == foop 2/, t)) = fx(z',t),t(2', 1))
I Esto no es més que la expresién local en las nuevas coordenadas de la funcién incégnita, ambas con la
misma regularidad. Invirtiendo, se tiene que f(z,t) = f' o ¢(z,t), y por la regla de la cadena D f(xz,t) =
Df'(a',t") o Dp(z,t) & (Vf(z,t)T = (Dop(x,t))T - (Vf'(2'(x,t),t (x,t))T. Matricialmente:

N _ (L@t L) (4 <x’<x,t>,t’<x,t>>)
(33‘“ ,>> <%’; (2,t) % (x, t)) (%{,<x’<m,t>,t'<x,t>> '

Redefiniendo de esta manera todas las funciones del sistema, se reemplazan las derivadas en las ecuaciones
gobernantes, usando las relaciones dadas por la regla de la cadena:

of _of ot off ot of _of o' 0f o

or 0z dx | OY dx’ Ot 0O Ot O ot

'La notacién de primas introducida no representa una derivada ordinaria.
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y luego se reescriben las funciones en términos de las nuevas variables independientes (z’,t), teniendo
formulado asi otro sistema de ecuaciones en derivadas parciales mas reducido si la reparametrizacién es
adecuada. Por ejemplo, el cambio de coordenadas a un sistema de referencia en movimiento simplifica
enormemente el dominio de definicién de las funciones, que pasa de ser un dominio espacial en movimiento
Q={(z,t) eR*:Vt >0, =€ (a(t),b(t)), a,be C®(RT)} aun producto cartesiano Q' = [0, L] x R*.

Esto podria interpretarse como funciones definidas en una cierta variedad bidimensional diferenciable
M?, donde se tiene definida una funcién escalar F : M? — R y donde  y € son dominios de coordenadas
en los que se tienen definidas sendas parametrizaciones ¢ : Q@ — M, 1 : Q' — M, de manera que
f, f' son las expresiones locales en coordenadas de la funcién escalar F, es decir, f(x,t) = F(¢(x,t)) y
(2, t) = F((2',t')). En este caso ¢ = Loy ¢~ = ¢~ o ¥ son los difeomorfismos cambios de
coordenadas. Para volver a las funciones originales basta deshacer el cambio de coordenadas, f = f’ o ¢.
La mayor parte de los cambios de variables son esta simple reparametrizacion, pero en algunos casos
conviene realizar una transformacién adicional. Por ejemplo, la velocidad en el sistema de referencia en
movimiento se define como v/ =uo ¢! —Vop~t o u/(2/,t') = u(z,t) — V(x,t). Usando la regla de la
cadena considerando el término adicional se pueden relacionar las derivadas parciales, u = /' o¢p+V' o =
Du(z,t) = Du'(¢(x,t)) o Dop(x,t) + DV'(p(x,t)) o Dp(x,t).

A.2. Solucién de la ecuacién de advecciéon conocida u(z,t)

De cara a argumentar que el modelo matemético propuesto con un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales acoplado estd bien puesto (en el sentido de Hadamard: existencia, unicidad y estabilidad) con-
viene probar en primera instancia la existencia de cada uno de los submodelos por separado [4], supuesto

conocidas el resto de funciones incognitas.

Consideramos en primer lugar la resolucion de la ecuacion de adveccion para la fracciéon de volumen

0(x,t) supuesta conocida la velocidad u(z,t) y el movimiento de las paredes celulares, es decir, la dindmica

de [a(t),b(t)]. Se tiene la ecuacidn, % + % = —J(6), es decir:
% + 9% —i—u% =—(0-0g), (z,t)eQ={(z,t)eR?:Vt>0, =€ (a(t),b?), abeC'(R")},

con condicién inicial 8(z,0) = 6*(x), =z € [a(0),b(0)]. Como se supone que u(zx,t) es un dato conocido,

que suponemos u € C1(Q), podemos escribir la ecuacién de transporte para 6 como:

S0+ o ule, ) = 0 07,0 + 05, V20, @€ (alt), b)),
donde f(z,t) = —1 — %(m,t) € C(f2) es una funcién conocida y 6 > 0 una constante positiva. La

resolucién clésica de las ecuaciones de transporte es mediante el método de las caracteristicas [17].
Consideremos curvas en 2 C R? parametrizadas por s € R, (z(s),t(s)) € €, con condicién inicial
z(0) = xg9 € (a(0),6(0)), ¢(0) = 0. Se considera el valor de la solucién de la ecuacién de transporte
a lo largo de dichas curvas, que se denota z(s) = 6(z(s),t(s)). Usando la regla de la cadena, su derivada

viene dada por %: I o0
2(s) = 5 (@(5),8(s)) - @'(s) + 5 ((s), £(s)) - #'(5).

2 Ahora las primas sf denotan derivadas de las funciones reales de una variable z(s),t(s), z(s).
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La ecuacién de evolucién para 6 sugiere considerar curvas parametrizadas que satisfacen el problema de

valor inicial ordinario:

{m’(s):u(m(s),t(s)), z(0) = xg € (a(0),5(0))
#(s) 21, t(0) = 0.

La ecuacion para t(s) es inmediata t(s) = s, con lo que se tiene que el pardmetro de las curvas carac-
teristicas es el propio tiempo. Para la coordenada z se tiene el PVI 2/(t) = u(x(t),t), x(0) =xz9, t>0.
Bajo la hipdtesis de que la velocidad es conocida y u € C1(€), los resultados de existencia y unicidad de
ecuaciones diferenciales ordinarias (Teorema de Picard-Lindelof) aseguran la existencia y unicidad de las
soluciones, z(t) € C%(R), z(0) = xo. Las curvas caracteristicas no pueden cruzarse, pues soluciones del PVI
x(t), £(t) que parten de datos iniciales distintos x(0) = x # %o = 2(0) no pueden coincidir en un tiempo
posterior por unicidad de soluciones. Ademads, las condiciones de contorno sobre la velocidad, u(a(t),t) =
a(t),u(b(t),t) = b(t), hace que los extremos de la célula recorran también las curvas caracterfsticas
a'(s) = u(a(s),s),b'(s) = u(b(s),s), con lo que el dato inicial puede extenderse a [a(0),b(0)] y de nuevo
por unicidad las caracteristicas no pueden salirse del dominio 2. Bajo estas hipdtesis, se extiende también
la solucién f(x,t) a Q. Por otra parte, se tiene que 2/(s) = 0(x(s),t(s)) - f(z(s),t(s)) + 0 = 2(s)g(s) +0g
donde g(s) = f(z(s),s) es una funcién conocida. Ademds, z(0) = 6(x(0),¢(0)) = 0(xo,0) = 6*(xp). Se

tiene una ecuacion diferencial lineal de primer orden para z(s), cuya dnica solucién viene dada por:
, . o o Jo g(t)dt f T)dr
2'(s) = z(s)g(s) +0r, =2(0) =20 = 2(s) = z20el0 9" 40 | ekt dt, s>0,
0

donde zg = 0*(x¢), el primer sumando es la solucién de la ecuacién diferencial homogénea asociada y el
segundo sumando una solucién particular. Se tiene que z(s) = 0(x(s), s), con lo que se desea invertir la

correspondencia:
F: [a(0),b(0)] x Rt — Q
(10.) = (w(tz0).).

Asi, se tendria garantizada la existencia de la solucién de la ecuacién de transporte, 0(x,t) = z(t; zo(z)).
Ademas, como zp,0p > 0, se tiene que z(s) > 0 y por tanto la fraccién de volumen es estrictamente
positiva, 8 > 0. Argumentando de manera andloga para la conservacién de masa de la fase acuosa, se
tendria que 1—6 > 0, por lo que la fraccién de volumen permanece acotada como debe 0 < 0(z,t) < 1y los
inversos de las fracciones de volumen estdn bien definidas. La correspondencia F' es inyectiva como se ha
comentado por la unicidad de soluciones, pero sin mas hipdtesis no se puede probar que sea sobreyectiva,
es decir, puede haber regiones de ) que no estén cubiertas por las trayectorias de las curvas caracteristicas
(podrian dejar vacios). Si se puede garantizar la inversién local gracias al teorema de la funcién inversa.
Sea z* € [a(0),b(0)], de manera que F(z*,0) = (x(0;2*),0) = (2*,0). Como la correspondencia es

diferenciable, podemos calcular la diferencial de F' en este punto:

ox oz "
F(x*,0>=<f’gt° 2%) = (§ ") = det(DFE",0) =1 £0,
8330 ot (I 0)

ya que E(m 0) = 2/(0) = u(x(0),0) = u(z*,0). Por el teorema de la funcién inversa, se puede invertir
localmente esta correspondencia. Es decir, existen dos abiertos U,V C R?, ambos entornos de (z*,0), de
manera que F' : U — V es un difeomorfismo (diferenciable biyectiva y con inversa diferenciable). Asi,
para todo (z,t) € V existe un tnico par (zg,t) tal que F(xg,t) = (z,t) y por tanto podemos garantizar
la existencia de la solucién de la ecuacién de transporte 6 para (x,t) € V. Sin hipdtesis adicionales esta
resolucién clasica no puede asegurar la existencia de la solucién en todo el dominio 2. En las ecuaciones de

conservacion con una derivada temporal y una tinica derivada espacial, pueden aparecer discontinuidades
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en las soluciones en un tiempo finito 7' > 0, que suele reflejarse en curvas caracteristicas chocédndose [17].
También puede haber rarefacciones de manera que las trayectorias caracteristicas no llenen el dominio 2,
dejando vacios. El tratamiento adecuado de leyes de conservacion formuladas con ecuaciones hiperbdlicas
no es el método clésico de las curvas caracteristicas [20]. El marco conveniente al trabajar teéricamente
con ecuaciones en derivadas parciales son los espacios de Sobolev donde se precisa el concepto de solucién
débil [3]. La existencia y unicidad de soluciones débiles podria establecerse mediante un método variacional
como con el Teorema de Lax-Milgram [3] y luego estudiar condiciones de regularidad en las soluciones
débiles que permita recuperar las soluciones clasicas. El tratamiento analitico de leyes de conservacién
en términos de soluciones débiles se estudia en libros como [20, 17]. Establecer la existencia y unicidad
del problema de transporte de nuestro modelo con herramientas habituales de andlisis funcional podria
servir para un futuro estudio. Se multiplica la ecuaciéon de transporte en el sistema de referencia en
movimiento 2.21 por una funcién con soporte compacto ¢ € C'Cl([O, 1] x R™) que se anule en los extremos
©(0,t) = ¢(1,t) = 0 y se integra la ecuacién resultante en todo el dominio de definicién de las funciones
[0,1] x RT, llegando a:

// Or(x,t)p xtdtdx—l—/ / (Ou)z(z,t)p(x, t)dzdt = // O(x,t) — 0p)p(x,t)dtdz.

Se integra por partes las dos integrales del lado izquierdo, obteniendo la reformulacion débil del problema:

- /O 19(x,0)g0(a:,0)dx+ /0 1 /0 (s s (a, £)dtd— /0 1 /0 ~ (0u) (5, ) g (a, £) it = — /0 1 /O (-0 pdtda,
(A1)

donde se ha usado que ¢(z, 00) = 0 por anularse fuera de un compacto y que u(0,¢) = u(1,t) = 0 por estar
en el sistema de referencia en movimiento. Dada una funcién u(zx,t), se dice que 6(x,t) es una solucién
débil de la ecuacién de transporte 2.21 si se da A.1 para cualquier funcién ¢ € C1([0, 1] x R*) que satisface
©(0,t) = ¢(1,t) = 0 [L7]. Es claro que cualquier solucién clésica del problema es una solucién débil. El
espacio funcional al que pertenecen estas funciones son los espacios de Sobolev WP4(Q), definidos en
[3, 20].

A.3. Solucién de la ecuacién eliptica en un dominio fijo [a(t),b(t)] su-
puesto conocido 6(zx,t)

El otro submodelo que se debe argumentar que estd bien puesto tedricamente es la ecuacién para la
velocidad u(z, t), supuesto conocido el perfil de fraccién de volumen 6(x, t) [4]. Se trata de una ecuacién sin
derivadas temporales 2.24, por lo que para cada tiempo ¢ > 0 es una ecuacioén cuasiestacionaria planteada
en un intervalo conocido [a(t), b(t)] en la que el tiempo figura como un pardmetro y no como una variable.
No obstante, la reduccién que se propuso implica una ecuacién integro-diferencial para la velocidad u, que
es la que se ha resuelto numéricamente. A la hora de estudiar la existencia y unicidad es méas conveniente
trabajar en el marco de las ecuaciones diferenciales elipticas que no tengan acoplamientos no locales por
medio de integrales. Deshaciendo la reduccién y reintroduciendo la presion p(z,t), el balance de momento
del fluido nos proporciona un sistema elitpico para la presion p y la velocidad u. La ley de Darcy 2.3

permite despejar la velocidad del citosol v en términos de la velocidad de la red u y la presién p:
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para una funcién positiva H () > 0. La incompresibilidad de la mezcla 4.1 en términos de u y p se escribe

COMmao:
B) L9 ou 9. (9, N1-00p . du D (1-0p\
5 (Out(1-0)0) = S-ut0 " us (1-6) (amu 9)> 505,105, (H(a) ax> ~0

Despejando la derivada espacial de la velocidad, se tiene que:

ou (1—-6)dp 0 o ((1—0)op\ 0 [((1—-6)*0p
aﬂ‘mmmmﬂ‘””“”m<mm%)—w<ﬂwaJ’

donde se ha usado la regla de derivaciéon del producto de funciones. Considerando por otra parte el

balance total de fuerzas de la mezcla % = Pu, se tiene en cada instante ¢ el siguiente sistema eliptico

ou 9 ((1-6)*0p op ,, 00 0 ou\
m—m<H@ax"w‘W@m+w’%E—mv (4.2)

cuasiestacionario:

con u(-,t),p(-,t) definidas en [a(t),b(t)] y condiciones de contorno:

pla(t)) = ¥(B(a(t), 1) + u(0(a(t), t)u'(a(t)) =0, p(b(t)) — L (O(b(t), 1)) + p(O(b(t), )u'(b(t)) = 0
donde las dos ultimas provienen de las condiciones de estrés total nulo en la frontera X(a(t),t) =
0, X(b(t),t) = 0. Considerando las ecuaciones constitutivas planteadas en el capitulo 2, u(0) = pob, H(0) =
Hp0(1 —0),5(0) = Bpb, este sistema eliptico para un perfil 6(x,t) conocido recuerda a las ecuaciones de
Stokes para un fluido compresible, ampliamente estudiadas y de las que existen resultados de existencia y
unicidad [4, 5, 3]. Por ejemplo, en [5, ec. 29,30] se estudia un sistema eliptico mas general en dimensiones
superiores, del cual A.2 constituye en esencia un caso particular con Q = [a(t),b(t)] y 02 = {a(t),b(t)}.
En la seccién 4 de [5] se prueba la existencia y unicidad de soluciones débiles de un andlogo de A.2 con
las condiciones de contorno enunciadas del que se podria estudiar su adaptacién: Dado 6(-,t) € L?(2)
existe una tnica solucién de 3.2, u(-,t) € HY(Q) = W1(Q), p(-,t) € HY(Q) = WH2(Q), con normas
lw|| g1 |pll ;1 acotadas por constantes que dependen de Hy, i, By, Vo, €2, ||6]| ;2. Este resultado y condicio-
nes de regularidad posteriores demostrados en [5] serian fundamentales a la hora de probar la existencia

y unicidad del modelo acoplado.
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Apéndice B
Cddigos de MATLAB

B.1. Resolucién numérica del modelo minimal. Esquema acoplado de
diferencias finitas y upwind

N=250; 7%nodos espaciales

Nt=10000; Y%nodos temporales

th=zeros (N+1,Nt+1); Yincognita fraccion de volumen

u=zeros (N+1,Nt+1); Jincognita velocidad de la red

F=zeros (N+1,Nt+1); Y%fuerza adimensional

V=zeros (1,Nt+1); Y%velocidad de la tira

T=60; %tiempo final

h=1/N; tau=T/Nt; Ydiscretizacion CFL Nt=T/tau

eps=10"(-4); thr=0.03; the=0.02; thl=0.01; alp=0.4; beta=3;
psi=15000; Y%parametros del modelo

%condicion inicial. tiempo en columnas, posicion en filas
x=linspace(0,1,N+1);

th(:,1)=the+eps.*cos(pi*x);

theti=th(:,1);

thetl=theti (2:N);

%para construir la matriz Ah
c=theti(2:N)/(h~2); b=theti(3:(N+1))/(h"2); d=alp.*(theti(2:N))./(1-theti(2:N))

e=beta.*theti(2:N); a=zeros(1,N-1);
int=sum(theti) -(theti (1) /2) -(theti(N+1)/2); Ytrapecio compuesta cerrada
f=beta.*xtheti(2:N)./int;
for i=1:(N-1)
a(i)=-psi*(theti(i+1)-thl)*(theti(i+1)-thr)/(theti(i+1)-1)%*
(theti(i+2)-theti(i))/(2%h);
end
Bh=zeros (N-1,N-1);
for i=1:(N-1)
for j=1:(N-1)
Bh(i,j)=f(i).*thet1(j);
end
end
Ch=zeros (N-1,N-1);
for i=1:(N-1)
Ch(i,i)=-c(i)-d(i)-b(i)-e(i);
end
for i=1:(N-2)
Ch(i,i+1)=b(i);
end
for i=2:(N-1)
Ch(i,i-1)=c(i); %tridiagonal dominante, domina sobre Bh
end
Ah=Bh+Ch;
u(2:N,1)=Ah\(a’); %resuelto a tiempo 1
V(1)=-(sum(u(:,1) .*xth(:,1)))/int;
F(:,1)=beta.*th(:,1) . .*x(u(:,1)+V(1));

for k=1:Nt Jexplicita en tiempo, Euler Explicito
for n=1:N
if u(n,k)>0
th(n,k+1)=th(n,k)+ tau*(the-th(n,k)+(th(n-1,k)*u(n-1,k)-th(n,k)*u(n,
k))/h);
%upwind progresivo (u<0) tiempo posterior
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else
th(n,k+1)=th(n,k)+ tau*(the-th(n,k)+(th(n,k)*u(n,k)-th(n+1,k)*u(n+1,
k))/h);
supwind regresivo (u>0) tiempo posterior
end
end

th(N+1,k+1)=th(N+1,k)+tau*(the-th(N+1,k)+(th(N,k)*u(N,k))/h);
theti=th(:,k+1);
thetl=theti(2:N); Y%se actualiza

%problema estacionaro
c=theti(2:N)/(h"2); b=theti(3:(N+1))/(h"2); d=alp.*(theti(2:N))./(1-theti(2:N))

e=beta.*theti (2: N); a=zeros(1,N-1);
int=sum(theti) - (thetl(l)/2) (thetl(N+1)/2) %trapecio compuesta cerrada
f=beta.*theti(2:N)./int;

for i=1:(N-1)
a(i)=-psi*(theti(i+1)-thl)*(theti(i+1)-thr)/(theti(i+1)-1)*(theti (i+2)-
4 theti(i))/(2xh);
en

%construccion matriz
Bh=zeros(N-1,N-1);
for i=1:(N-1)
for j=1:(N-1)
Bh(i,j)=£f(i).*thet1(j);
end
end
Ch=zeros(N-1,N-1);
for i=1:(N-1)
Ch(i,i)=-c(i)-d(i)-b(i)-e(i);
end
for i=1:(N-2)
Ch(i,i+1)=b(i);
end
for i=2:(N-1)
Ch(i,i-1)=c(i); Y%tridiagonal dominante, domina sobre Bh
end
Ah=Bh+Ch;

%resolver sistema no lineal para u:
u(2:N,k+1)=Ah\(a’);
V(k+1)=-(sum(u(:,k+1) .*th(:,k+1))) ./int;
F(é,k+1)=beta.*th(:,k+1).*(u(:,k+1)+V(k+1)); %fuerza sobre el sustrato
en
for i=1:(Nt+1)
Vt(:,1)=V(i);
end

v=(Vt-th.*u)./(1-th); Y%velocidad citosol, fase acuosa

B.2. Resolucion numérica del modelo generalizado con longitud varia-
ble

N=101; Y%nodos espaciales, 100

Nt=9000; %nodos temporales

th=zeros (N,Nt+1); Yincognita 1

u=zeros (N,Nt+1); Yincognita 2

V=zeros (N,Nt+1); %velocidad de la tira

VI=zeros (N,Nt+1) ;

C=zeros (1,Nt+1);

VO=zeros (N,Nt+1) ;

gamm=zeros (N,Nt+1); Ygamma

psim=zeros (N,Nt+1) ;

D=zeros (N,Nt+1); Ydeformacion de la tira

T=80; ¥%tiempo final basado en art culo

h=1/(N-1); tau=T/Nt; Ydiscretizacion CFL Nt=T/tau

eps=10"(-4); thr=0.03; the=0.02; thl=0.01; alp=0.4; beta=3; psi=15000; rho=0.6;
%parametros del modelo

dth=zeros (N,Nt+1) ;
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d=ones (Nt+1,Nt+1) .xtau;
d(:,1)=d(:,1)./2;
d=d-diag(diag(d))/2;
d(1,1)=0;

%condicion inicial. tiempo en columnas, posicion en filas
x=linspace(0,1,N);

%th(:,1)=th(:,end);

th(:,1)=the+eps.*cos(pi*x);

theti=th(:,1);

ps=0(x) [-psi.*((1-thl) .*x(1-thr) .*xlog(l-x)+x."2/2+x.*x(1-thl-thr))];
psim(:,1)=ps(th(:,1));
Iv=0; Ifi=1;

b=zeros (1,N);

for i=2:(N-2) Y%VECTOR DE TERMINOS INDEPENDIENTES

b(i)=(psim(i+1,1)-psim(i-1,1))/(2*h)+(gamm(i+1,1)-gamm(i-1,1))/(2*h)+beta*x(1+D(
i,1))*th(i,1)*(V0(i,1)-Iv/Ifi); Y%centradas

end

b(2)=(psim(3,1)-psim(2,1))/(h)+(gamm (3,1) ~gamm (2,1))/(h)+beta*(1+D(2,1))*th
(2,1)*(Vv0(2,1)-Iv/Ifi); %progresiva

b(N-1)=(psim(N-1,1)-psim(N-2,1))/(h)+(gamm (N-1,1) -gamm(N-2,1))/(h)+beta*(1+D(N
-1,1))*th(N-1,1)*(VO(N-1,1)-Iv/Ifi); Yregresiva

int=2*xsum(th(:,1) .*(1+D(:,1)))-(th(2,1)*(1+D(2,1))-th(N-1,1)*(1+D(N-1,1)));
f=th(:,1) .*(1+D(:,1))*beta/int;
Bh=zeros (N,N) ;
for i=2:(N-1)

for j=2:(N-1)

Bh(i,j)=2%f(i).*th(j,1)*(1+D(j,1));

end

end

Ch=zeros (N,N) ;
for i=2:(N-2)
Ch(i,i)=-(C th(i,1)/((1+4D(i,1))*(h"2)) + th(i+1,1)/((1+D(i+1,1))*(h"2)) + beta
*(1+D(i,1))*th(i,1) + alp*(1+D(i,1))*th(i,1)*(rho+(1-rho)*th(i,1))/(rho*(1-
. th(i,1))) );
en

Ch(N-1,N-1)=-(th(N-1,1)/((1+D(N-1,1))*(h~2))+th(N-2,1) /((1+D(N-2,1))*(h"2))+
betax(1+D(N-2,1))*th(N-1,1)+alp*(1+D(N-1,1))*th(N-1,1)*(rho+(1-rho)*th(N
-1,1))/(rho*x(1-th(N-1,1))));

for i=2:(N-2)

Ch(i,i+1)=th(i+1,1)/((1+D(i+1,1))*(h"~2));

end

Ch(N-1,N)=th(N-1,1)/((1+D(N-1,1))*(h"2));

for i=2:(N-2)

Ch(i,i-1)=th(i,1)/((1+D(i,1))*h"~2); Ytridiagonal dominante, domina sobre Bh
end
Ch(N-1,N-2)=th(N-2,1)/((1+D(N-2,1))*(h"2));

Ah=Bh+Ch;

Ah(1,1)=1;

Ah(N,N)=1;

u(:,1)=An\(b’); %resuelto a tiempo 1

%upwind
for i=2:(N-1)
th(i,2)=th(i,1)-taux ( (th(i+1,1)*u(i+1,1)-th(i,1)*u(i,1)) /h/(1+D(i,1)) +
rho*(th(i,1)-the) ); %u tiene signo
. dth(i,2)=(th(i,2)-th(i,1))/tau;
en

for i=2:N
div=(1-(rho-1)*d(2,2)*dth(i,2)/(rho+(1-rho)*th(i,2)) ) /h;
VT(i,2)=(VT(i-1,2)/h+(rho-1)*dth(i,2)-(rho-1)%*d(2,2)*dth(i,2)*VT(i-1,2)/h/(
4 rho+(1-rho)*th(i-1,2)))/div;
en

VOo(:,2)=VT(:,2)./(rho+(1-rho) .*th(:,2));

for i=2:N Y%deformacion
D(i,2)=(V0(i,2)-V0(i-1,2))*d(2,2)/h;
gamm (i ,2)=-th(i,2)/(1+D(i,2))*(V0(i,2)-V0(i-1,2))/h;

D(1,2)=(V0(2,2)-Vv0(1,2))*d(2,2)/h; %D(1,7j)
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gamm (1,2)=-th(1,2)/(1+D(1,2))*(V0(2,2)-V0(1,2))/h;

for j=2:Nt Jiteracion en tiempo

psim(:,j)=ps(th(:,j));

Iv=beta*h*(sum(th(:,j) .*V0o(:,j).*x(1
-1,3)*(1+D(N-1,3j))*th(N-1,3j)/2);

Ifi=beta*h*(sum(th(:,j).*x(1+D(:,3))
)/2);

b=zeros (1,N);

for i=2:(N-2) %VECTOR DE TERMINOS INDEPENDIENTES

b(i)=(psim(i+1,j)-psim(i-1,3))/(2*h)+(gamm(i+1,j)-gamm(i-1,3j))/(2*h)+beta*(1+D(
i,j))*th(i,j)*(V0o(i,j)-Iv/Ifi); Y%centradas

end

+D(:,3)))-V0(2,3)*(1+D(2,j))*th(2,3)/2-VO(N
)-(1+D(2,3))*th(2,3)/2-(1+D(N-1,3j))*th(N-1,j

b(2)=(psim(3,j)-psim(2,3))/(h)+(gamm(3,j)-gamm(2,j))/(h)+beta*x(1+D(2,j))*th(2,]
)*(V0(2,j)-Iv/Ifi); Yprogresiva

b(N-1)=(psim(N-1,j)-psim(N-2,3))/(h)+(gamm (N-1,j)-gamm(N-2,3))/(h)+beta*(1+D(N
-1,3))*th(N-1,3)*(VO(N-1,j)-Iv/Ifi); Yregresiva

int=2%sum(th(:,j) .*x(1+D(:,3)))-(th(2,j)*(1+D(2,j))-th(N-1,j)*(1+D(N-1,3)));
f=th(:,j).*(1+D(:,j))*beta/int;
Bh=zeros (N,N) ;
for i=2:(N-1)

for k=2:(N-1)

Bh(i,k)=2*f(i).*th(k,j)*(1+D(k,j));

end

end

Ch=zeros (N,N);

for i=2:(N-2)

Ch(i,i)=-(th(i,j)/((1+D(i,j))*(h~2))+th(i+1,j)/((1+D(i+1,j))*(h~2))+betax(1+D(
i,j))*th(i,j)+alp*(1+D(i,j))*th(i,j)*(rho+(1—rho)*th(i,j))/(rho*(l—th(i,j))

));
end
Ch(N-1,N-1)=-(th(N-1

,3) /7 ((C
beta*(1+D(N-2,3)) *th (N-
»30))

1+D(N-1,3))*(h"2))+th(N-2,3)/((1+D(N-2,3j))*(h"2))+
1,j)+alp*(1+D(N-1,3))*th(N-1,j)*(rho+(1-rho)*th(N-1,j

))/(rho*(1-th(N-1 ;

for i=2:(N-2)

4 Ch(i,i+1)=th(i+1,j)/((1+D(i+1,j))*h"2);

en

Ch(N-1,N)=th(N-1,3)/((1+D(N-1,3))*h"2);

for i=2:(N-2)

Cg(i,i—1)=th(i,j)/((1+D(i,j))*h‘2); %tridiagonal dominante, domina sobre Bh

en

Ch(N-1,N-2)=th(N-2,3)/((1+D(N-2,j))*h"2);

Ah=Bh+Ch;
Ah(1,1)=1;
Ah (N,N)=1;
u(:,j)=Ah\(b’); Vresuelto a tiempo j

Iu=beta*h*(sum(th(:,j).*u(:,j) . *(1+D(:,3j)))-u(2,j)*(1+D(2,j))*th(2,j)/2-u(N-1,]j
)*x(1+D(N-1,3))*th(N-1,3)/2);

C(j)=-(Iu+Iv)/Ifi;NaN

V(:,3)=C(j)+V0oC(:,3);

%upwind

for i=2:(N-1)
th(i,j+1)=th(i,j)-taus( (th(i+l,j)*u(i+l,)-th(i,j)*u(i,j))/h/(1+D(i,j)) +

rho*(th(i,j)-the) +th(i,j)*(V(i,j)-V(i-1,3))/h/(1+D(i,3)) );
%th(i,2)=th(i,1)-tau*x ( (th(i+1,1)*u(i+1,1)-th(i,1)*u(i,1)) /h/(1+D(i,1)) +
rho*x(th(i,1)-the) ); %u tiene signo

dth(i,j+1)=(th(i,j+1)-th(i,j))/tau; J%derivada

end

for i=2:N
% div=(1-(rho-1)*d(2,2)*dth(i,2) /(rho+(l1-rho)*th(i,2)) ) /h;
div=(1-(rho-1)*d(j+1,j+1)*dth(i,j+1) /(rho+(l-rho)*th(i,j+1)))/h;
suma=sum ((VO(i,1:3)-V0(i-1,1:j)).*d(j+1,1:3))./h;
VT(i,j+1)=(VT(i-1,j+1)/h+(rho=-1)*dth(i,j+1) *(1+suma)-(rho-1)*d(j+1,j+1) *dth
(1,j+1)*VT(i-1,j+1)/h/(rho+(1-rho)*th(i-1,j+1)))/div;
end

VO(:,j+1)=VT(:,j+1)./(rho+(1-rho) .*th(:,j+1));

for i=2:N Ydeformacion
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D(i,j+1)=sum((VO(i,1:j+1)-VO(i-1,1:j+1)) .xd(j+1,1:j+1))./h;
4 gamm (i,j+1)=-th(i,j+1)/(1+D(i,j+1))*(V0O(i,j+1)-VO(i-1,j+1))/h;
en

D(1,j+1)=sum((V0O(2,1:j+1)-VO(1,1:j+1)) .*xd(j+1,1:j+1))./h; ¥%D(1,3)
gagm(l,j+1)=—th(i,j+1)/(1+D(1,j+1))*(VO(2,j+1)—VO(l,j+1))/h;
en

j=Nt+1; Jultima iteracion
psim(:,j)=ps(th(:,j));
Iv=beta*h*x(sum(th(:,j).*V0O(:,j).*(
-1,3j)*(1+D(N-1, J))*th(N 1, J)/2)
Ifl)sega*h*(sum(th( ,3) . *(1+D( »3)
2 .

b=zeros (1,N);

for i=2: (N 2) %VECTOR DE TERMINOS INDEPENDIENTES

b(i)=(psim(i+1,j)-psim(i-1,3))/(2*h)+(gamm(i+1,j)-gamm(i-1,3j))/(2*xh)+beta*x(1+D(
i,j))*th(i,j)*(V0o(i,j)-Iv/Ifi); Y%centradas

end

+D(:,3)))-V0(2,j)*(1+D(2,3j))*th(2,3)/2-VO(N

e &

)-(1+D(2,3))*th(2,3j)/2-(1+D(N-1,j))*th(N-1,j

b(2)=(psim(3,j)-psim(2,3))/(h)+(gamm (3, j)-gamm(2,j))/(h)+beta*x(1+D(2,j))*th(2, j
)*x(V0(2,j)-Iv/Ifi); ’progresiva

b(N-1)=(psim(N-1,j)-psim(N-2,3))/(h)+(gamm(N-1,j)-gamm(N-2,35))/(h)+beta*x(1+D(N
-1,3))*th(N-1,j)*(VO(N-1,j)-Iv/Ifi); Yregresiva

int=2*sum(th(:,j) . *(1+D(:,3j)))-(th(2,j)*(1+D(2,3j))-th(N-1,3j)*(1+D(N-1,3)));
f=th(:,j) .*x(1+D(: ,J))*beta/int;
Bh=zeros (N,N) ;
for i=2:(N-1)

for k=2:(N-1)

Bh(i,k)=2%f (i) .*th(k,j)*(1+D(k,j));

end

end

Ch=zeros (N,N) ;
for i=2:(N-1)
Ch(i,i)=-(th(i,j)/((1+D(i,j))*(h~2))+th(i+1,j)/((1+D(i+1,j))*(h~2))+betax*x(1+D(
%,j))*th(i,j)+alp*(1+D(i,j))*th(i,j)*(rho+(1-rho)*th(i,j))/(rho*(l-th(i,j))
end ’
Ch(N-1,N-1)=th(N-1,3j)/((1+D(N-1,3j))*(h~2))+th(N-2,3)/((1+D(N-2,3))*(h"2))+beta
*(1+D(N-2,3))*th(N-1,j)+alp*(1+D(N-1,3j))*th(N-1,j)*(rho+(1-rho)*th(N-1,3))/(
thox(1-th(N-1,3j)));
for i=2:(N-2)
Ch(i,i+1)=th(i+1,3j)/((1+D(i+1,j))*h"2);
end
Ch(N-1,N)=th(N-2,3)/((1+D(N-2,3))*h"2);
for i=2:(N-2)
Cg(i,i—1)=th(i,j)/((1+D(i,j))*h‘2); %tridiagonal dominante, domina sobre Bh
en
Ch(N-1,N-2)=th(N-2,3j)/((1+D(N-2,3))*h"2);

Ah=Bh+Ch;
Ah(1,1)=1;
Ah(N,N)=1;
u(:,j)=Ah\(b’); Yresuelto a tiempo j

Tu=beta*h*(sum(th(:,j) . *u(:,j) . *(1+D(:,j)))-u(2,j)*(1+D(2,j))*th(2,j)/2-u(N-1,j
)*(1+D(N-1,j))*th(N-1,3)/2);

C(j)=-(Iu+Iv)/Ifi;

V(:,3)=C(j)+vo(:,3);

a=zeros (1,Nt+1);

for j=1:(Nt+1)

a(j)=sum(C(1:j).*xd(j,1:3)); %a(t), avance del extremo trasero de la c lula
end

B=V(end, :) ;

b=zeros (1,Nt+1) ;

for j=1:(Nt+1)

b(j)=sum(B(1:j).*d(j,1:3)); %b(t), avance del extremo delantero de la c lula
end

X=zeros (N,Nt+1) ;

for i=1:N
E=V(i,:); Y%rastrear posicion del nodo i

48




for j=1:(Nt+1)
X(i,j)=sum(E(1:j).*xd(j,1:3));

end

end

Xn=X;

for i=1:N

Xn(i,:)=X(i,:)+x(i); Y%sumar posicion inicial x \in [0,1], trayectoria de cada
punto

end

L=(b-a)+1; J%L(t)=b(t)-a(t)+L(0), L(0)=1, longitud de la tira celular
%plot (t,L)

t=linspace(0,T,Nt+1);

figure (1)

plot (t,C)

xlabel (’t’)

ylabel (’V(a)’)

hold on

xt=[450,900,2250, 5625, Nt]; %t=4,8,20,50,80
plot(t(xt),C(xt),’0’)

hold off

%velocidad de la otra fase
v=(VT-th.*u)./(1-th);

t=linspace(0,T,Nt+1);

figure (2)

plot (t,L)

xlabel (’t?)

ylabel ("L (t) )

hold on

xt=[450,900,2250, 5625, Nt]; %»t=4,8,20,50,80
plot(t(xt),L(xt),’0’)

hold off
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