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Capitulo 1
Introduccion

En este capitulo se presenta el marco en el cual se encuadra es-
ta tesis doctoral, indicandose los objetivos que se han pretendido
CONSEQUIT ast como su organizacion en capitulos. Ademds, se pre-
senta una vision general de los distintos métodos de verificacion
de circuitos légicos, introduciendo la verificacion probabilista y
mostrando su relacion con los campos de Galois. Se resalta la
importancia de estos campos finitos para su utilizacion en nu-
merosas aplicaciones técnicas.

En el ciclo de disenio de un circuito complejo, el paso de una especificacion
de alto nivel a una implementacion fisica depende fundamentalmente de la
correcta transformacién de su descripcién en alto nivel de abstraccion a des-
cripciones equivalentes en niveles mas detallados. Cuanto mas complejo sea el
sistema que se disena, mas necesaria es la utilizacion de métodos automaticos
que garanticen la correccién de dichas transformaciones. Por este motivo, el
proceso de la verificacién del diseno se esta convirtiendo recientemente en un
tema de gran interés para la industria. A nivel 16gico, el proceso de verificacion
consiste en la comprobacién de la equivalencia entre la especificacién de una
funcion Booleana y su correspondiente implementacién logica.

El método utilizado normalmente para la verificacién de circuitos relativa-
mente poco complejos ha sido la comprobacion del comportamiento del diseno
por medio de una simulacion Booleana aleatoria. Este método consiste en la
generacion de un conjunto de patrones de entrada Booleanos que se utiliza para
la comprobacién (test) de la funcionalidad del circuito. Si el circuito satisface
este test, entonces se tiene confianza sobre su correcto funcionamiento, aunque
la verificacion completa de la correccion del circuito no se puede realizar a me-
nos que se puedan generar todos los posibles patrones de entrada del circuito,
lo cual es imposible para circuitos grandes. Por lo tanto, este tipo de verifica-
cién no es satisfactorio porque para grandes circuitos sélo es posible comprobar
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una parte de su funcionalidad y porque la generacion de vectores de test de
alta calidad (capaces de conmutar los nodos criticos del circuito) es dificil. Por
este motivo se han desarrollado otros métodos de verificacién que proporcio-
nan una mayor confianza en el diseno. Uno de los objetivos principales de estos
métodos consiste en la obtencion de un nivel razonable de eficiencia, tanto en
el tiempo necesario para la realizacion de la verificacion como en la cantidad
de memoria utilizada para la representacion de los disenios a verificar.

Los procedimientos de verificacion actuales mas satisfactorios utilizan unas
estructuras de datos conocidas como Diagramas de decision binarios ordenados
y reducidos (ROBDDs) para la representacién canénica tanto de las especifi-
caciones del circuito como de los disenos logicos. Estos tipos de estructuras de
datos han evolucionado con el tiempo hasta convertirse en una técnica de repre-
sentacion de funciones Booleanas muy satisfactoria. Los Diagramas de decision
binarios (BDDs) fueron propuestos inicialmente a finales de la década de los
50 por Lee [Leeb9] y popularizados a finales de la década de los 70 por Akers
[Ake78]. Por la misma época, Fortune, Hopcroft y Schmidt [FHS78] demostra-
ron que si las variables estan ordenadas, dos funciones Booleanas representadas
por sendos grafos (ROBDDs) se pueden comparar para la determinacién de
su equivalencia en tiempo polinémico con el tamano del grafo. Sin embargo,
también demostraron que para ciertas funciones no existe un grafo ordenado
cuyo tamano sea polinémico con el nimero de entradas. Un ano antes, Payne
[Pay77] demostré que se podian obtener diagramas de decisién méas simples y
reducidos si se combinaban subgrafos ordenados idénticos. Todas estas inves-
tigaciones volvieron a ser retomadas por Bryant [Bry86] a mediados de los 80,
quien no sélo demostré que los ROBDDs se podian manipular de manera efi-
ciente por medio de algoritmos (apply y compose), sino que también mostré sus
aplicaciones en el analisis de las propiedades de las funciones Booleanas. Desde
entonces, los ROBDDs han sido objeto de un gran nimero de estudios.

Los métodos basados en ROBDDs producen resultados muy satisfactorios
en muchos problemas de verificacién de circuitos combinacionales [FFKS8S]
[MWBSV88]| y secuenciales [BCMD90], pero también presentan importantes
desventajas. Para muchos circuitos, los sistemas de verificacién que representan
las funciones por medio de ROBDDs requieren una gran cantidad de tiempo y
memoria. Para algunos circuitos, como los multiplicadores, las necesidades de
recursos son prohibitivamente elevadas [Bry86][Bry91]. Mds aun, los tamanos
de los ROBDDs son muy sensibles a la ordenacion de sus variables Booleanas
[FFK88][MWBSVS8S]. Por estas razones, se deben buscar otras alternativas de
verificacion que traten de evitar este tipo de inconvenientes.

La werificacion probabilista, basada en la teoria de Blum, Chandra y Weg-
man [BCWS80], se fundamenta en la utilizacién de transformadas algebraicas
de las funciones Booleanas, como las presentadas por Jain, Abraham, Bitner
y Fussell [JABF92][Jai95][Jai96]. El objetivo consiste en la asociacién de una



funcién con un codigo o signatura por medio de la creacion de una representa-
cion algebraica de la funcién Booleana, la asignacion de valores enteros a las
variables de entrada y la evaluacion posterior del resultado. Esta signatura se
puede calcular de una forma mas eficiente que una representaciéon basada en
grafos, consume menos tiempo y espacio y distingue cualquier par de funciones
Booleanas con una probabilidad de éxito muy elevada. Si se realizan varias eje-
cuciones (asignacion y evaluacién) utilizando distintas asignaciones aleatorias
de las variables de entrada, la simulacion algebraica resultante presenta una
probabilidad de error en la verificacion que decrece exponencialmente desde
un valor inicialmente pequeno.

La aproximacion probabilista presenta importantes ventajas sobre los mé-
todos deterministas que utilizan ROBDDs. En la verificacion determinista, los
ROBDDs constituyen representaciones canénicas de las funciones a verificar y
proporcionan estructuras eficientes de calculo. En la verificacion probabilista
la representacién de la funcién no viene dada por una estructura de datos mas
o menos grande, sino por un cédigo o signatura. Las estructuras de datos en
forma de grafo se utilizan inicamente en las etapas intermedias de evaluacion.
Se pueden usar, por tanto, estructuras de datos basadas en BDDs como re-
presentaciones intermedias eficientes, pero cuando sea 1til se pueden liberar
las propiedades de canonicidad o de ordenacion global de variables a estas
estructuras, ya que lo que finalmente importa es la signatura asociada.

Como se ha mencionado, el cdlculo de la signatura que representa a una
funcién Booleana se realiza creando una representacion algebraica de la fun-
cion, asignando valores enteros a las variables de dicha expresion algebraica y
evaluando finalmente el resultado. Los valores que se asignan a las variables de
entrada de la funcion se seleccionan aleatoriamente de cualquier campo, que
se representa por F. Computacionalmente, interesa la utilizacién de campos
finitos, como por ejemplo el campo de enteros mddulo p con p primo, Z, (por
este motivo hemos indicado que se realiza una asignacion de valores enteros a
las variables). Este campo, Z,, serd el que se utilizard en la presentacién de
los conceptos bésicos dados en el capitulo 2, y es el campo utilizado por Jain
et al. para el desarrollo de su teoria de verificacién probabilista. Sin embargo,
nosotros utilizaremos para el calculo de signaturas los campos de extension
de GF(q), representados como GF(¢™) y conocidos como campos de Galois
[Ste89][LN83] en honor del trabajo fundamental realizado por Evariste Galois
en este tema. Estos tipos de campos finitos se introduciran en el capitulo 7.

Para aplicaciones técnicas, los campos de extensién de GF(2), represen-
tados por GF(2™), son de un interés fundamental. Seleccionando una cierta
base, se tiene que los elementos del campo GF(2™) se representan por medio
de una serie de polinomios, que a su vez se representan como vectores bina-
rios. Otra propiedad importante consiste en que la aritmética en los campos de
caracteristica 2 es esencialmente una aritmética modular, con lo que la suma
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(v resta) se convierten en operaciones relativamente sencillas. Sin embargo,
la multiplicacion es la operacién aritmética mas importante y una de la mas
complejas, tanto computacionalmente como de implementacioén fisica. La com-
plejidad de la multiplicacién depende de varios factores, como son la seleccién
del polinomio irreducible generador del campo o de la base utilizada para la
representacion de los elementos del campo.

La idea de la aplicacién de los campos de Galois GF(2™) a la verificacién
probabilista surge de las ventajas computacionales que se obtienen debido a
sus propiedades, ya que se pueden efectuar determinadas simplificaciones sobre
las expresiones algebraicas obtenidas previas a su evaluacién sobre un conjunto
de elementos del campo GF(2™).

Las aplicaciones de los campos de Galois GF(2™) en otras dreas como la
criptografia [Sch93][MOVIT], los cddigos algebraicos [Bla83][ML85], el proce-
samiento digital de senal [Bla85] o la generacidn aleatoria de nimeros [WP90]
se han ido incrementando ampliamente en los ultimos anos. Por ejemplo, los
sistemas de comunicacién modernos como las redes de computadores, los en-
laces de satélites o los compact disks, utilizan aritmética sobre campos finitos
GF(2™) para la correccién de errores o para algoritmos criptograficos. Estas y
otras aplicaciones deben ser rapidas, por lo que en muchos casos se utilizaran
implementaciones sobre circuitos VLSI (Very Large Scale Integration) de las
operaciones aritméticas con el proposito de satisfacer estas necesidades de fun-
cionamiento a velocidades muy elevadas [YRT84][WTS*85][FBT96]. Reciente-
mente se estan comenzado a utilizar plataformas reconfigurables [K1i95][PR9I7]
para la implementacién, como las FPGAs (Field Programmable Gate Array) o
CPLDs (Complezx Programmable Logic Device) que tienen como caracteristicas
una gran flexibilidad y rapidez de programacion.

La necesidad de funcionamiento a frecuencias elevadas de este tipo de apli-
caciones y el hecho de que la operacién aritmética mas costosa sea la multipli-
cacion, hacen que la bisqueda de métodos de multiplicacion y de arquitecturas
eficientes de médulos multiplicadores operando sobre GF'(2™) sea de especial
importancia. Ademds, la mayor parte de las operaciones aritméticas avanza-
das, como la exponenciacion o la inversion, se basan en la multiplicacién. A su
vez, la complejidad de un médulo multiplicador depende de factores como la
seleccion de la base de representacion o del polinomio irreducible generador del
campo, como se ha mencionado anteriormente. Con respecto al tipo de arqui-
tectura, los médulos aritméticos sobre campos de Galois se pueden clasificar
en moédulos de arquitectura serie y paralela. La aritmética paralela se imple-
menta utilizando tinicamente légica combinacional, mientras que la aritmética
serie requiere una implementacién secuencial. Normalmente existe una contra-
posicion de espacio-tiempo entre ambos tipos de aritmética. Mientras que las
implementaciones paralelas tienden a ser mas rapidas, las implementaciones
serie necesitan normalmente un area menor que sus homoélogas paralelas.
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1.1. Objetivos

A la vista de lo expuesto anteriormente, en esta tesis se han establecido los
siguientes objetivos generales:

e Estudio de los conceptos basicos de la verificacion probabilista asi como de
la utilizacién de los campos de Galois GF'(2™) en este tipo de verificacién
como método alternativo a la comprobacion de equivalencia determinista
a través de los ROBDD:s.

e Desarrollo de una nueva formulacion para el calculo de operaciones sobre
funciones Booleanas representadas en formato de dos niveles que propor-
cione los resultados como una suma de productos disjuntos. Las funciones
Booleanas representadas en forma de dos niveles como suma de productos
(0o cubos) presentan una serie de ventajas, como son su generalidad y su
facilidad de implementacion computacional, lo que las hacen ser amplia-
mente estudiadas y utilizadas en numerosas aplicaciones. Por otra parte,
la representacion de funciones Booleanas en forma de cubos disjuntos es
muy importante en la verificacién probabilista sobre GF(2™) de circuitos
de dos niveles, ya que este tipo de verificacién se simplifica mucho cuando
las funciones Booleanas con las que se opera son disjuntas.

e Revision de la utilizacién de ROBDDs cldsicos en la verificacion determi-
nista de funciones Booleanas y desarrollo de un algoritmo heuristico de
ordenacion de variables que permita la obtencion de tamanos reducidos
para este tipo de grafos. Este es uno de los problemas principales que pre-
sentan estas estructuras de datos, ya que la ordenacién de sus variables
de entrada influye enormemente en su tamano y ésto afecta directamente
a su eficiencia para la verificacion.

e Desarrollo de una aproximacion hibrida de verificacion de circuitos com-
binacionales de dos niveles que combine la verificacién determinista de los
ROBDDs con la probabilista aplicada sobre campos GF'(2™), utilizando
para ello la formulacion cubica disjunta desarrollada previamente. Mien-
tras no existan limitaciones de espacio o tiempo en verificacion, el método
hibrido se debe comportar de forma determinista, pero si existe alguna
restriccién entonces la aproximacion a utilizar debe ser la probabilista.

e Aplicacion de la verificacion probabilista sobre GF(2™) a circuitos re-
presentados en formato multinivel. Para ello se utilizan las estructuras
de datos en forma de grafo conocidas como &-OBDDs. La importancia
de las representaciones de circuitos multinivel frente a las de dos niveles
es debida a la creciente complejidad de los circuitos a implementar y al
desarrollo de nuevas tecnologias, lo que hace necesaria la utilizacién de
formatos mas flexibles y adaptables a diferentes tipos de implementacion.
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e Profundizacion en el conocimiento de los campos de Galois, principal-
mente los campos de extensiéon de GF(2); estudio de los tres tipos de
multiplicacién (candnica, normal y dual) sobre GF(2™) mas utilizados y
comparacion de las complejidades tedricas de los médulos multiplicado-
res paralelos correspondientes, asi como de las experimentales obtenidas
de la implementacion de dichos multiplicadores sobre hardware recon-
figurable para distintos polinomios generadores del campo. Los campos
GF(2™) presentan grandes ventajas en la verificacién probabilista y tie-
nen muchas aplicaciones en areas tan importantes como la criptografia,
el procesamiento digital de senal o la generacion aleatoria de nimeros.
Asimismo, la multiplicacién sobre GF(2™) es la operacién mas costosa
y sobre la que se basan la mayor parte de las operaciones aritméticas
avanzadas, como la exponenciacion o la inversion, de ahi la importancia
que presenta su estudio.

e Desarrollo de un nuevo método de multiplicacion en base candnica que
trate de obtener reducciones de complejidades tanto tedricas como experi-
mentales (sobre hardware reconfigurable) de los médulos multiplicadores
paralelos correspondientes, aplicacion del nuevo método de multiplicacion
sobre distintos polinomios irreducibles generadores de GF(2™) y estudio
de las complejidades teoricas y experimentales correspondientes.

1.2. Organizacion

Tomando como eje central los campos de Galois GF'(2™), la presente tesis
se ha dividido en dos partes diferenciadas y relacionadas a través de dichos
campos: una primera parte dedicada a la Verificacion y que comprende los
capitulos del 2 al 6, y una segunda parte centrada en los Campos de Galois que
se desarrolla en los capitulos 7, 8 y 9. A continuacién presentamos brevemente
los contenidos de los distintos capitulos.

La primera parte de la tesis dedicada a la Verificacion se inicia con el
capitulo 2, en el que se introducen los conceptos tedricos bésicos de la verifi-
cacion probabilista por medio de la utilizacion de transformaciones algebraicas
de funciones Booleanas. Algunas de las propiedades y teoremas presentados
son de gran utilidad en el desarrollo de los capitulos posteriores y en la jus-
tificacion de la utilizacién de los campos de Galois como campos finitos. En
este capitulo también se pone de manifiesto la importancia de la propiedad de
disjuncion en la verificacion probabilista para la simplificacién del cédlculo de
las signaturas de las funciones Booleanas transformadas.

En el capitulo 3 se presenta una nueva formulacién para el calculo de ope-
raciones realizadas sobre funciones Booleanas representadas en forma cubica
(sumas de productos) y cuyos resultados se obtienen también como conjuntos
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de cubos que verifican la propiedad de disjuncion. Este método de calculo se
ilustra a través de un ejemplo y se presentan los resultados experimentales
obtenidos de su implementacién.

En el capitulo 4 se describen los diagramas de decision binarios ordenados
y reducidos (ROBDDs) empleados en la verificacién determinista, asi como
otros tipos de estructuras de datos en forma de grafos también usados para la
representacion de funciones Booleanas. Se introduce el problema de la orde-
nacién de variables de entrada con respecto del tamano del grafo, haciéndose
una revision de las distintas alternativas existentes para su resolucion y se pre-
senta un nuevo algoritmo de ordenacion heuristico de variables junto con los
resultados experimentales obtenidos.

Una aproximacion hibrida de verificacién que combina los métodos deter-
minista y probabilista se describe en el capitulo 5. Esta nueva aproximacion
se aplica a la verificacién de circuitos combinacionales representados en forma
de dos niveles, por lo que se hace uso de la formulacién vista en el capitulo
3 para la obtencién de una representacion en forma de cubos disjuntos. En
esta aproximacién hibrida, los ROBDDs se utilizan como estructuras de datos
intermedias, por lo que se presentan resultados experimentales para los casos
de utilizacion y de no utilizacion de estrategias de reordenacion dindmica de
variables para la reduccién de sus tamanos. En este método hibrido las sig-
naturas y operaciones aritméticas sobre las mismas se realizan utilizando un
campo de Galois GF(2™).

La verificacion probabilista aplicada a la légica multinivel se presenta en
el capitulo 6, en el que se utilizan los grafos conocidos como &-OBDDs como
estructuras de datos de representaciéon de funciones Booleanas que permiten la
manipulacion y almacenamiento de las signaturas pertenecientes a un campo
GF(2™). Se presenta un nuevo método de construcciéon de @-OBDDs que trata
de obtener tamanos reducidos para los mismos y se dan resultados experimen-
tales, realizandose una comparacion de estos resultados con los obtenidos por
otros métodos similares encontrados en la literatura.

La segunda parte de la tesis dedicada a los Campos de Galois se inicia
con el capitulo 7, en el que se presentan los conceptos tedricos basicos de los
campos finitos y de los campos de extension, asi como las diferentes bases de
representacion de los elementos del campo finito. Se estudian los importantes
campos de extension GF(2™) y los tipos de multiplicaciéon mas importantes
sobre estos campos (candnica, normal y dual), centrdndonos en la arquitec-
tura paralela de los médulos multiplicadores correspondientes y determinando
sus complejidades tedricas espaciales y temporales. También se presentan re-
sultados experimentales correspondientes a la implementacién reconfigurable
paralela sobre FPGAs de los tres tipos de multiplicadores estudiados y para
distintos polinomios generadores del campo, realizandose la comparacion de
los resultados obtenidos.
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En el capitulo 8 se presenta un nuevo método de multiplicacién en base
candnica sobre campos de Galois GF(2™) al que se le ha denominado método
transposicional. Este método se extrae a partir de una nueva formulacion pa-
ra la multiplicacién en base polinémica, basada en la utilizacion de una base
triangular de representacion y que depende del polinomio irreducible gene-
rador del campo de Galois seleccionado. La introduccién del nuevo método
transposicional se ha realizado considerando campos de Galois generados por
un tipo especial de polinomios conocidos como AOPs (all-one-polynomials), en
cuyo caso, el método también es aplicable a la multiplicacién en base normal.
Se ha comprobado que la descripcion del multiplicador proporcionada por el
método transposicional conlleva una reduccion de complejidad experimental
cuando se utiliza hardware reconfigurable para la implementacién, mientras
que la complejidad tedrica obtenida iguala, para este tipo de polinomios, los
mejores resultados encontrados en la literatura. Para ello, se ha realizado el
andlisis de complejidad tedrico de los multiplicadores construidos utilizando
nuestro método, comparandose las complejidades obtenidas con las proporcio-
nadas por otras aproximaciones similares y se han realizado implementaciones
reconfigurables sobre FPGAs y CPLDs de los multiplicadores paralelos.

En el capitulo 9, el nuevo método transposicional se aplica a la multipli-
cacién en base canénica sobre campos GF(2™) generados por determinados
tipos de trinomios irreducibles. En este caso, la utilizacién de nuestro método
para la construccion de los multiplicadores produce no sélo una reduccién de
complejidad experimental cuando se utilizan dispositivos reconfigurables para
su implementacién, sino también tedrica, en comparaciéon con los mejores re-
sultados encontrados en la literatura. Esta reducciéon de la complejidad tedrica
de los multiplicadores producida por nuestro método se demuestra realizando,
para todos los trinomios considerados, el anélisis de complejidad tedérico tanto
temporal como espacial (mostrado este tltimo en el apéndice A).

Por ultimo, en el capitulo 10 se presentan las principales conclusiones y
aportaciones de esta tesis, asi como las futuras lineas de investigacion.



Parte 1

Verificacion






Capitulo 2

Verificacién probabilista

En este capitulo se introducen los conceptos tedricos basicos de
la verificacion probabilista por medio de la utilizacion de trans-
formaciones algebraicas de funciones Booleanas.

El andlisis de funciones Booleanas o de conmutacion' es muy importante
en numerosos campos como la combinatoria, la inteligencia artificial, el di-
seno CAD (Computer Aided Design) de circuitos digitales o en la matematica
aplicada. Por ejemplo, la resolucion eficiente de cuestiones como la tautologia,
equivalencia, etc. de las funciones Booleanas tiene un gran nimero de aplica-
ciones en varios problemas de diseno automatico de sistemas como la sintesis,
verificacion, test, etc.

La funciones Booleanas se suelen representar por medio de expresiones o
férmulas en las que las variables toman valores binarios 0 (falso) o 1 (cierto)
y en las que las operaciones permitidas entre dos variables son las operaciones
binarias AND (A), OR (V), XOR (@), etc. En muchas ocasiones, el analisis de
una expresion Booleana se puede mejorar enormemente si se transforma dicha
expresion en otra en la cual se puedan utilizar las operaciones aritméticas
habituales como la suma, la resta o la multiplicaciéon. Lo que se obtendria
seria una expresion aritmética que se podria evaluar asignando, por ejemplo,
valores enteros (en lugar de valores binarios) a sus variables. Esta evaluacién
de funciones Booleanas transformadas puede ser muy util para muchos de los
problemas mencionados anteriormente.

'No se hara distincién entre funciones Booleanas y funciones de conmutacidn, y se utilizard el
término habitual de funciones Booleanas. Toda funcién de conmutacién de n variables definida
por la correspondencia {0,1}" — {0,1} también es una funcién Booleana. El dlgebra Booleana de
funciones de conmutacién se llama &lgebra de conmutacién. Sin embargo, en un dlgebra Booleana
formada por la quintupla {B, 0,1, +,-}, el conjunto portador B puede tener mas de dos elementos.
En [Bro90] se puede encontrar una clara diferenciacién entre las funciones Booleanas y las funciones
de conmutacién.

11
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Considerando el problema de la verificacion, supéngase que se desea com-
probar si la funcién Booleana f; = (z1 A T3) V (1 A x2) es equivalente a la
funcién fo = x9 A (21 V (22 A T3)). Estas dos funciones no son equivalentes, lo
cual se puede comprobar realizando una simulacién aleatoria o construyendo
sus representaciones canénicas como los ROBDDs?.

En la simulacion Booleana aleatoria, si el primer vector que se genera es
1 =1, 29 =1, 3 = 0, tendriamos que ambas funciones f; y f, se evaluarian
al valor 1. Si a continuacién se utilizan 1 = 0, xo = 0, 23 = 1y 21 = 0,
T9 = 1, x3 = 1 como vectores de test, tendriamos que las dos funciones se
evaluarian también al mismo valor 0. Podria ser necesaria la generacion de un
nimero exponencial de vectores antes de poder demostrar la diferencia entre
las dos funciones (para dos funciones equivalentes de n variables, se tendrian
que generar y probar 2" vectores para poder determinar su equivalencia). Esta
alternativa seria claramente ineficiente para un valor de n grande. En gene-
ral, la simulaciéon Booleana aleatoria constituye un método adecuado cuando
las diferencias entre las funciones a verificar son muchas. Sin embargo, para
funciones equivalentes o para funciones con pocas diferencias, es inadecuado.

De igual forma, la verificacién por medio de la utilizacion de ROBDDs es
muy costosa y puede ser necesaria la utilizacion de grafos de tamano exponen-
cial para la representacién de muchas funciones [Bry86][Bry91]. Al ser repre-
sentaciones canodnicas, cuando los ROBDDs requieren un tiempo exponencial
para su construccién, también requieren un espacio de memoria exponencial.

En cambio, considérese la siguiente aproximacion. Como veremos poste-
riormente, se pueden crear unas transformaciones aritméticas de las funciones
fi ¥ fa, que representamos como A[f1] v A[f2], vy que vienen dadas por las
expresiones A[fi] = x1 —x1 - w3+ 21 29 23y Alfo] = 19 — 19 - T3+ 11 - 9 - 3.
La ventaja que presentan estas transformaciones aritméticas es que A[fi] y
A[f2] se pueden evaluar también sobre valores no Booleanos. Por ejemplo, si
se selecciona de manera aleatoria la asignacion z; = 1, x9 = 3, £3 = 2, enton-
ces las transformaciones A[f1](2,3,1) v A[f2](2, 3,1) se evalian a los valores 5
y 3, respectivamente. Como estos dos valores numéricos (signaturas) son dis-
tintos, se puede concluir que f; # fo. Estas simulaciones numéricas pueden
distinguir cualquier par de funciones Booleanas con una alta probabilidad de
éxito. Cuanto mayor sea el conjunto del que se seleccionan aleatoriamente las
asignaciones numeéricas, menor serd la probabilidad de error de que se evaliien
a la misma signatura dos funciones diferentes. Si se efectiian varias de estas
ejecuciones con distintas asignaciones aleatorias de las variables de entrada, la
simulacion algebraica resultante presenta una probabilidad de error en verifi-
cacion que decrece exponencialmente desde un valor inicialmente pequeno. A
esta aproximacion se le conoce como verificacion probabilista y fue enunciada
inicialmente por Blum, Chandra y Wegman [BCW80].

2Los Diagramas de decisién binarios ordenados reducidos (ROBDDs) se verdn en el capitulo 4.
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Volvamos a considerar la funcién anterior f; = g1V go, donde g; = (21 AT3)
Y go = (z1Ax9), y supongamos que utilizamos las expresiones de probabilidad?
AND(z,y) = z-y, NOT(x) =1—2 y OR(z,y) = x+y—x-y. Si evaluamos f;
sobre la asignacién aleatoria z1 = 1, x9 = 3, x3 = 2, y propagamos simplemente
los valores numeéricos a cada puerta, tendriamos que los valores obtenidos
(utilizando las expresiones de probabilidad anteriores) para g1, go y f1 serian
n=1-1-2)=-1,g0=1-2=2y f=(-1)+2—(-1)-2 = 3, que es
un valor incorrecto. El motivo, como se vera en las siguientes secciones, es que
entre las entradas ¢g; y ¢» a la funcién f;, no se ha tenido en cuenta la ley de
idempotencia de la multiplicacion en la variable x1, es decir, x1 Axy = x1. Sino
se tuviera en cuenta esta importante ley de idempotencia, se podrian realizar
simulaciones numéricas que producirian signaturas distintas para funciones
que fueran equivalentes, con lo que se obtendrian unos resultados erréneos en
el proceso de verificacion.

A continuaciéon vemos los conceptos fundamentales de la verificacién pro-
babilista de funciones Booleanas, propuesta por Jain et al. [JABF92][Jai95]
[Jai%6] y que se basa en la utilizacién de transformadas algebraicas de las
funciones Booleanas. Los teoremas que se presentan se dan sin demostracién,
pudiéndose encontrar en las referencias anteriores.

Transformaciones similares han sido estudiadas por otros autores, como
por ejemplo Parker y McCluskey [PM75] y Kumar y Breuer [KB81]. En este
ultimo trabajo, se utilizan técnicas espectrales para la verificacién probabilista
de funciones Booleanas, en las que para comparar dos funciones se puede se-
leccionar, por ejemplo, un subconjunto de su espectro. Las técnicas espectrales
se encuentran fuera del estudio de esta tesis, pero se pueden consultar, por
ejemplo, en el libro de Hurst, Miller y Muzio [HMMS85].

2.1. Transformaciéon algebraica de funciones Booleanas

La signatura de una funcién Booleana (x4, ..., x,) de variables de entrada
Booleanas x; a x, se genera seleccionando un valor entero aleatorio para cada
x; y evaluando una versién transformada de [ utilizando estos valores. De
manera mas general, los valores se pueden seleccionar de cualquier campo, que
se representard, por F. La utilizacién de campos finitos* es deseable desde un
punto de vista computacional, por lo que se utilizard Z,, el campo de enteros
modulo p para algin primo p, como campo de seleccién de los valores numéricos
aleatorios de las variables.

3Estas expresiones fueron analizadas inicialmente por Boole [Boo54].

“En esta tesis utilizamos como campos finitos los campos de Galois GF(2™), que son campos de
extensidn del campo binario GF(2) y que se estudiardn en el capitulo 7. En el desarrollo tedrico del
presente capitulo se utiliza Z, como campo finito, lo que ayuda a la claridad y compresién de los
conceptos de la transformacién algebraica.
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Para poder transformar la funcién Booleana ( en una funcion de campo
equivalente definida sobre F, se define una transformacion funcional, A|[S],
que transforma /3 en un polinomio de campo (se escribird A[f](x1, ..., 2,) pa-
ra incluir explicitamente las n variables). La evaluacién de A[f3] con los valores
enteros aleatoriamente seleccionados de Z, proporciona la signatura correspon-
diente a la funcién §. La transformacién A[f5] constituye una transformacién
canonica, es decir, si dos funciones Booleanas (3; y (32 son equivalentes, entonces
sus polinomios de campo correspondientes A[3] v A[3:] son idénticos.

2.1.1. Transformada Ay propiedades fundamentales

Para poder definir la transformada A, se necesita asociar en primer lugar
un polinomio clave con cada una de las 2" asignaciones de entrada a una fun-
cién Booleana (3(z1,...,x,). Se deben sumar posteriormente los polinomios
asociados con aquellas asignaciones que producen el valor de salida cierto e in-
terpretar el resultado como una funcién entera para obtener la transformacion
algebraica.

El polinomio clave W, para una entrada (fila) de la tabla de verdad es un
producto de términos [[;_, w(b;, x;), donde cada término w(b;, z;) estd asociado
con una variable de entrada particular x;. Si b; representa el valor asignado
a z; en una fila dada de la tabla de verdad, entonces w(b;, z;) se define como
w(bi, ;) = bz + (1 —b;)(1 — x;), por lo que w(b;, x;) es x; sib; =1,y (1 — )
si b; = 0. Por tanto, b; actua como un selector.

Definicién 1 Para cualquier n > 0, se define W, : F?* — F como
Wn(bl,...,bn,xl,...,xn) = Hw(bl,xz) (21)
i=1

Por ejemplo, W, (0,1,1,0, 21, 29, x3,24) = (1 — 21)xow3(1 — x4). Por como-
didad, se escribird W, (by, ..., bn, @1, ..., 2,) como W, (b,z), donde b y z son
vectores de longitud n y se utilizard f(b) en lugar de f(by,...,b,).

Se puede definir ahora la transformada A de la funcién f, A[f], como
la suma de estos polinomios clave, cada uno multiplicado por el resultado
Booleano de su correspondiente asignacién. Por tanto, inicamente se sumaran
aquellos polinomios que se correspondan con asignaciones que producen el valor
de salida cierto.

Definicién 2 Dada una funcion f : {0,1}" — F, se define el polinomio
Alf] : F* — F como

Alfim) = D f)-W(b z) (2.2)

vbe{0,1}7



Transformacion algebraica de funciones Booleanas 2.1 15

Por ejemplo, si la funcién 3 de dos variables zy y x5 es de la forma
B(x1,29) = x1 @ X9, segun lo visto anteriormente se tendrdn los siguientes
polinomios clave:

z1 x2 | B | W

0 0 |0](@=—2z1)-(1—19)
0 1 1 (1 —IEl) I

1 0 1 I - (1 — ZEQ)

1 1 0 I1 -T2

Tabla 2.1: Polinomios clave de la funcién 8 = 21 @ x9

Como la funcién § toma valor 1 para la segunda y tercera filas de su tabla
de verdad, se deben sumar sus correspondientes polinomios clave para obtener
finalmente A[3] = (1 — z1)xe + 21 (1 — z3) = 21 + 29 — 221 25.

Se puede observar que la ecuacion 2.2 se puede aplicar a cualquier funcién
de campo y no sélo a funciones Booleanas, por lo que se puede realizar la
transformada algebraica de una funcién de campo de n variables.

2.1.2. Equivalencias entre transformadas A

Una funcién de campo f se define para entradas x; ¢ {0,1}, pero en la
definicion de la transformada A se han considerado inicamente los valores que
toma f para las asignaciones de z; € {0,1}. Por lo tanto, si dos funciones de
campo f1 v fo son iguales para todo vector Booleano, entonces sus polinomios

A[fi] v A[f2] son idénticos.
Definicién 3 La funcion fi es 0,1-equivalente a la funcion fo, representado

0,1 . , . .
como f1 = fo, si y sdlo si fi y fo son dos funciones tales que f1(b) = f2(b)
para cualquier vector Booleano b.

o
—

)

Por tanto, dadas dos funciones de campo tales que f; = f,, entonces se

0,1
cumple que A[f1] = A[f2]. Pero si fi £ fs, ise cumple que A[f] = A[fs]?
Esta pregunta se responde utilizando el hecho de que cuando una transformada
A se evalia sobre un vector Booleano, uinicamente se considera el polinomio
clave correspondiente a ese vector particular.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, se puede demostrar [JABF92] el
siguiente teorema.

Teorema 1 Para cualquier vector Booleano by € {0,1}", A[f](by) = f(bo), es
0,1

decir, A[f] = f.

Las conclusiones importantes que se pueden obtener de lo expuesto hasta
el momento serian las siguientes:
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e Aunque la aplicacién de la transformada A a una funcién Booleana [
incrementa su dominio de {0,1}" a F", A[fS] proporciona los mismos
valores que 3 cuando se evaliia sobre un vector Booleano.

e Las representaciones algebraicas de dos funciones Booleanas distintas di-
fieren en todos los vectores Booleanos que distinguen las dos funciones.
Por lo tanto, las representaciones seran diferentes, es decir, si ) # [,

entonces A[3] # A[f].

2.1.3. Calculo de la transformada A de una expresién Booleana

El célculo de la transformada A de una expresion Booleana utilizando di-
rectamente los polinomios clave no es un método conveniente porque normal-
mente se necesitaria un nimero exponencial de términos. Es preferible calcular
la transformada A de una expresion compleja de una manera incremental, cal-
culando y posteriormente combinando las transformadas A de cada uno de sus
términos componentes.

El primer paso en el célculo de A[f] consiste en el reemplazamiento de la
funcién Booleana (3 por una funcién de campo f tal que A[3] = A[f]. Para
ello, es necesario reemplazar la funcién [ por una funcién de campo f que

0,1
sea 0,1-equivalente, porque si 8 = f, entonces A[fF] = A[f]. Este es un caso
especial de la regla que se da a continuacién [JABF92] para la manipulacién
de las transformadas A.

0,1
Regla 1 (Sustitucién) Si ¢y es una subexpresion de 1 y 1y = 1)1, entonces
se puede reemplazar vy por iy en A[].

Para encontrar una funcién f que sea 0,1-equivalente a una expresion Boo-
leana dada, se pueden utilizar las 0,1-equivalencias mostradas en la tabla 2.2.
La primera columna de esta tabla indica las operaciones Booleanas ®, donde
08,51y (2 son funciones Booleanas. En la segunda columna, para cada una
de las operaciones Booleanas ® se da una funcién de campo 0,1-equivalente,
y en la tercera columna se definen las operaciones Booleanas extendidas ®#
correspondientes.

Op. Booleana ® 0,1-equivalencia Extensién ©r
- “BE1-p ~F(f) =18
Bi A By BiAB 2 BB Bi AF B = B - B
BV B2 51V52()él51+ﬂ2—51'ﬂ2 BLVFEP2= P01+ P2— 1B
B @ Ba 51®52()élﬁ1+ﬁ2—251'ﬁ2 B @®F Bo=01+ 02— 201 B

Tabla 2.2: Operaciones Booleanas extendidas
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Aunque la regla anterior permite una primera manipulacion, no es sufi-
ciente para la realizacién de un cdlculo incremental de la transformada A.
Por ejemplo, para el cdlculo de A[B; A (5], no se puede calcular simplemente
A[B1]- A|B2], ya que para B; = (3 = x esto resultaria en A[x]- Alz] = z-2 = 22,
mientras que la respuesta correcta seria A[z A x] = x, usando la ecuacién 2.2.

El célculo correcto se puede realizar utilizando la equivalencia Booleana
xAx = z, de modo que AlzAz| = A[z] = z. ;Cémo se tendria que realizar este
calculo cuando se utilizan funciones de campo? En primer lugar se reemplazaria
la operacion Booleana A por la operacion extendida Ar, con lo que se tendria

que Az Ax] = Alz-x] = Alz?]. A continuacién se utilizaria la 0,1-equivalencia
0,1 ,
22 = x para reemplazar 22 por = dentro de la transformada A, lo que resultaria

en Alx] y, por tanto, en el resultado correcto z. Este reemplazamiento hace
que se cumpla la propiedad de idempotencia de la multiplicacion, es decir,
la eliminacién del exponente de x para la obtencién del resultado correcto.
Por tanto, la transformada A es insensible al exponente ya que los exponentes

se pueden eliminar dentro de una transformada utilizando la 0,1-equivalencia
01 o
r' = a’, parai,j > 0.

Se puede establecer, por tanto, la siguiente importante regla.

Regla 2 (Reduccién del exponente) En A[], cualquier aparicién de x*
(k> 1) se puede reemplazar por x;.

Por lo tanto, se puede hacer cumplir la propiedad de idempotencia apli-
cando la transformada A después de combinar las transformadas A de las
subfunciones, es decir, se puede calcular A[3; A 2] como A[A[f] - A[B2]]. Este
ultimo paso se puede realizar para cualquier operacion Booleana extendida,
con lo que para el célculo de A[x ®f y] se pueden sustituir z e y por Alz| y
Aly], respectivamente, obteniendo A[A[z] ©®r Aly]].

Se puede establecer, por tanto, el siguiente teorema.

Teorema 2 Para cualquier operacion Booleana extendida ©f,
ALfr ©F fo] = A[ALf] ©F Alf] (2.3)

Es importante observar que la necesidad de cumplimiento de la propiedad
de idempotencia se da inicamente cuando las funciones f; y f, tienen una va-
riable en comtn. Considérese el caso en que f; y f» presentan soporte disjunto®.
Si f1 y fo tienen soporte disjunto, sus transformadas A se pueden combinar
directamente (A[f1] ®# A[f2]), sin necesidad de aplicacién de la transformada
A al resultado, como en el teorema 2.

Se puede enunciar el siguiente teorema [JABF92].

SEl soporte de una funcién es el conjunto de variables de las que depende la funcién. Por tanto,
dos funciones fi y fo tienen soporte disjunto si no tienen variables comunes.
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Teorema 3 (Teorema de soporte disjunto) Si fi y fo tienen soporte dis-
junto, entonces

Alf1 ©F fo] = Alfi]l ©7 Alf2] (2.4)

donde ®f representa cualquier operacion Booleana extendida.

Los teoremas 2 y 3 permiten la evaluacién incremental de la transformada
algebraica de una funcién Booleana. Para ello, se deben evaluar las trans-
formadas de sus subfunciones, combinarlas utilizando la operacion Booleana
extendida apropiada y aplicar posteriormente la transformada A.

Por ejemplo, sean 3; = 21 ATo y f2 = 1 V (22 A x3), cuyas transformadas
son A[31] = (1 — 22) vy A[fa] = z1 + 2923 — 212973, respectivamente. Si
B3 = 1A\ B2, entonces se tiene que A[fs] = A[A[B]ArA[fo]] = A[A[B1]- A[3]
= A[z1(1—29) (21 + 2om3 — 212923)] = A2+ 212903 — 232903 — 209 — 112373+
22rix3] = Al + 210973 — 1793 — X1 Ty — X1 ToT3 + T1T073) = Alr] — 3170] =
./4[1'1(1 - LEQ)]

En la siguiente subseccién, vemos coémo se puede obtener el polinomio una
vez que se ha calculado la transformada A[f] de la funcién Booleana f.

2.1.4. Caélculo del polinomio simbdélico de una transformada A

El calculo del polinomio simbdélico A[f] utilizando la definicién dada de la
transformada A es muy dificil, por eso se necesitan otros métodos que permitan
el calculo del polinomio A[¢)] de una expresién de campo dada .

Un método para el cédlculo del polinomio simbdlico consiste en proceder
variable por variable, utilizando un método andlogo a la ezpansion de Boole®
[Bro90] de una funcién Booleana. La ecuacion 2.2 que define la transformada
A, se puede expandir de forma parecida a la expansién de Boole de una fun-
cion Booleana para una variable particular z, agrupando por una parte todos
los términos que contengan el factor “z”, y por otra todos los términos que
contengan el factor “1 — z”.

Por ejemplo, sea la funcién ((x1,zs) y sea su transformada A dada por
Entonces, operando, esta expresion se puede factorizar de la siguiente forma
Las expresiones entre corchetes son las transformadas algebraicas de dos res-
tricciones de (3, donde x; se ha reemplazado por 0 y 1, respectivamente. Se
suele utilizar la notacién f,—r para denotar la restriccion de f en la que x se
reemplaza por R (R € F).

SEl teorema fundamental del dlgebra Booleana, introducido por Boole en [Boo54] y frecuente-
mente atribuido a Shannon [Sha49], establece que si f es una funcién Booleana de n variables
f : B™ — B, entonces se tiene que f(z1,%2,...,%Tn) = T1 - f(0,22,...,2n) +x1- f(1,T2,...,T0),
para todo (z1,T2,...,Tn) en B,
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Se puede establecer el siguiente teorema para el cdlculo del polinomio
simbdélico.

Teorema 4 (Teorema de expansién lineal) Sea A[f]| dependiente de la va-
riable x, de modo que A[f](...,z,...). Entonces,

Alf] = (1 — =) - Al famo] + 2 - Al fozi] (2.5)
donde fy—oq1) representa la restriccion de f a x = 0(1).

También es posible desarrollar un conjunto de reglas suficientes que permi-
tan el calculo del polinomio A[¢)]. Este conjunto de reglas viene dado por el
siguiente teorema [JABF92].

Teorema 5 Para cualesquiera funciones de campo fi y fa, y cualquier cons-
tante c € F, se tiene que

1. Alc- fil = c- Alfi]

2. Alfi + fo] = A[f1] + Alf]

3. Alfi = fo] = ALA] = Alf]

4. Alzi] =z

5. Alc]=c

6. Alfi- fo] = Alf1] - Alf2], si fi y fo tienen soporte disjunto

Con el conjunto de reglas dadas en el teorema 5 y con la regla 2 de reduccién
del exponente, se puede calcular el polinomio simbdlico de cualquier expresién
de campo .

2.2. Introduccion de valores numeéricos

En la seccién anterior se ha visto cémo se puede determinar el polinomio
simbdlico de una expresion de campo dada, pero el objetivo no es obtener
un polinomio sino un valor numérico o signatura que represente a la funcién,
y que sera el valor que toma el polinomio para la asignacién aleatoriamente
seleccionada de sus variables.

La introducciéon de un valor numérico en una representacién algebraica
consiste simplemente en la sustitucion del valor numérico dado por el simbolo
equivalente y en la realizacién de las simplificaciones correspondientes, obte-
niéndose de esta forma un polinomio seminumérico que se puede definir utili-
zando el concepto de restriccion funcional. Como cada variable tiene asociado
un valor numérico aleatorio, se puede especificar un conjunto de restriccion
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p que indica el conjunto de variables que seran sustituidas por sus valores
correspondientes. De esta forma, el polinomio seminumérico de una funcién f
se representa como Ay, [f]. Por ejemplo, si f = 21 AT, con asignacién aleato-
ria 21 = 2y 29 = 4, se tiene que A[f] = 21(1 — x2), y Ap[8] = 2(1 — 22),
A 18] = =321y Afa, 203[8] = —6, que es la signatura de (3 para la asignacién
aleatoria dada.

Dos polinomios seminuméricos no se pueden combinar si se restringen a una
variable comin. Por ejemplo, sea = 1 A By con 1 = x1 AN2o y (o = 21 N\ T3,
y con asignacién aleatoria z; = 2, x5 = 4 y 3 = 3. Se puede comprobar que
A{xl,m,m}[ﬁl] =8, A{$1,$2,$3}[ﬁ2] = —4y que A{m,mz,ms}[ﬁ] = —16 (Signatura
de f3), sin embargo, si se combinan los valores numéricos de las subfunciones
obtendriamos A[ Az, 25,251 [01] - Azr 20,051 [02)] = A[8 - (=4)] = =32, que es un
valor erréneo. Por lo tanto, inicamente se debe restringir uno de los polinomios
a una variable z cuando el otro polinomio no dependa de z. Una funciéon f no
depende de una variable x [JABF92] si y sélo si para todo Sy, S, € F, se tiene
que fy—s, = fz—s,, v se representa como f L x.

Se puede establecer ahora la generalizacién del teorema 2 para polinomios
seminumeéricos.

Teorema 6 (Teorema de combinacién seminumérica) Sean fi y fo dos
funciones y sea p un conjunto de restriccion. Sean py = {x € p | fo L 2} y
pe={x €p| fi Lx}. Entonces

AplAlfil 07 Alfall = App—pi—p3 [ Ay [fi]l ©7 Agpyy [ fol] (2.6)

donde — representa diferencia de conjuntos y ©F representa cualquier opera-
cion Booleana extendida.

Por lo tanto, un método para el cdlculo de la signatura de una funcion
que se obtuviera de la combinacion de dos funciones f; y fy consistiria en la
sustitucién de los valores numéricos aleatoriamente seleccionados de aquellas
variables que aparecieran en f; pero no en fy (y viceversa), en la combinacién
de los polinomios seminuméricos obtenidos Ay, 1[f1] ¥ Ay, fo] utilizando las
leyes de las transformadas A y, por ultimo, en la sustitucién de los valores
aleatorios numéricos de las variables comunes a las dos funciones f; y fo en
el polinomio seminumérico resultante, previa aplicacion de la propiedad de
idempotencia de la multiplicacion.

El caso ideal seria aquel en el que se pudieran evitar todas las compro-
baciones de la propiedad de idempotencia, de forma que la signatura de una
funcién se calculara simplemente realizando la combinacion apropiada de los
valores numéricos.

Vemos a continuacion los casos en los que es posible obtener la signatura de
una funcién f calculando en primer lugar las signaturas de sus subfunciones y
combinandolas posteriormente.
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Si dos funciones f; y f, tienen soporte disjunto”, entonces se cumple que
Alf1OF fa] = A[f1] ©F Al f2], pudiéndose aplicar cualquier conjunto de restric-
cion a ambos lados de la ecuacion. Se puede establecer por tanto el siguiente
teorema [JABF92], que seria el andlogo numérico del teorema 3 y que permite
la combinacién de las signaturas obtenidas para dos subfunciones A[f1] y A[ f2]
cuando f; y fo no tienen variables en comun.

Teorema 7 (Teorema de combinacién de soporte disjunto) Si f; y fo
tienen soporte disjunto, entonces se tiene que

A1 ©F fo] = Aiplhi] ©F Agylfl (2.7)

para cualquier conjunto de restriccion p.

Si fi v fo no tienen soporte disjunto, unicamente se puede poner que
A[fl OF f2] =cCc +C- A[fl] +c3 - A[fz] + 4 A[fl . fg], con C,...,C4 € .7,
donde ®f representa cualquier operacién Booleana extendida en forma bili-
neal, es decir, Tt Oy = ¢1 + 2 - x + ¢3 -y + ¢4 - xy. Se puede observar que el
término A[f; - f2] es el que impide la combinacién directa de las signaturas de
dos funciones cualesquiera f; y fs.

Por lo tanto, se pueden considerar las condiciones que deben cumplir las
dos funciones f; y fo para que se pueda eliminar este término. La mas simple
serfa que A[f; - fo] = 0. Se puede comprobar que esta condicién corresponde
a la necesidad de que las dos funciones Booleanas (3; y [, sean ortogonales
(o disjuntas®), es decir, 3; A B2 = 0. Cuando se cumple esta condicién de
ortogonalidad de las funciones, entonces se puede comprobar que A[3; V 35] =
A[B1]+ A[Bs], que se puede extender por induccién para establecer el siguiente
teorema [JABF92].

Teorema 8 (Teorema de ortogonalidad) Sean fi,..., [ funciones Boo-
leanas. Se tiene entonces que

ABLV -V B = AlBi] + - - - + A[By] (2.8)

st las k funciones [, ..., B son mutuamente ortogonales.

Por lo tanto, Agy[51V - -V Bi] = Ay (5] + - - - + Ay [Be] para cualquier
conjunto de restriccion p.

"Utilizando la notacién de dependencia de una funcién con respecto a una variable vista ante-
riormente, se tendria que dos funciones fi y f» tienen soporte disjunto si y sélo si para cualquier
variable z, fi L z o fo 1 z.

8Dos funciones Booleanas 1 y (2 son disjuntas cuando no tienen mintérminos comunes, por lo
que se puede comprobar que en este caso también se cumple que 51 A B2 = 0.
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2.3. Aplicacién a la verificaciéon probabilista

Las secciones anteriores permiten el calculo de la transformada A de una
funcion Booleana y su evaluacion sobre un conjunto de valores numéricos alea-
toriamente seleccionados. La comprobacion probabilista de la equivalencia de
dos funciones (3 y [, requiere la comparacién de las signaturas A[5](v) v
A[32](v) obtenidas bajo la asignacién aleatoria v (también se podria utilizar la
notacién vista anteriormente Ag,y[51] v Ay [02] si el conjunto de restriccién
p esta formado por todas las variables de las que dependen (3, y (35, es decir,
si p es igual al soporte de (3; y [(32). La equivalencia (o no equivalencia) de
las dos funciones vendra determinada por la igualdad (o desigualdad) de sus
signaturas.

Sean [3; y (35 dos funciones y sea v una asignacion numeérica aleatoriamente
seleccionada de un campo finito genérico F. El método probabilista de verifi-
cacion de la equivalencia de (3, y [» consta de las siguientes fases:

1. Calculo de las transformadas A de las funciones 31 y (.

2. Evaluacién de A[f3;] y A[fB] sobre la asignacién aleatoria v, obteniendo
las signaturas correspondientes S; = A[f1](v) v S2 = A[fs](v).

3. Comparaciéon de Sy y 99, existiendo dos posibilidades:

e Si S7 # 5, entonces se garantiza que (31 Z [s.
e Si S; = S, entonces §; = 5 (de manera probabilista).

Se puede calcular la probabilidad de error en la verificacién [Jai95], es decir,
la probabilidad de que para S; = Ss, 31 Z (.. Para ello, sea F un campo de
cardinalidad p.

Teorema 9 Sean f; y fo dos funciones de campo de n wvariables tales que
Alfi] # Alfa], v sea v un vector de longitud n de elementos aleatoriamente
seleccionados de F. Entonces

n
= Prob(Alfl(w) = ALl < 1- (227 (2.9

Si € representa el limite superior en la probabilidad del error, entonces
si p > n, que es una suposicién razonable, se tiene que € ~ n/p. En caso
contrario, e &~ 1 — e /7.

La reduccion del error € hasta un valor aceptable se puede conseguir utili-
zando varias técnicas. Una de ellas consiste en el incremento de la cardinalidad
p del campo F utilizado. Otra técnica consiste en la realizacion de varias eje-
cuciones, donde en cada ejecucion se selecciona aleatoriamente un conjunto
independiente de asignaciones de variables de entrada y se calculan las sig-
naturas de las funciones. Si los valores son diferentes, las funciones no son
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equivalentes, y si los valores son iguales, entonces se selecciona un nuevo con-
junto de asignaciones de entrada y se vuelven a evaluar las funciones. De esta
forma, la probabilidad de decidir de forma errénea que las funciones son iguales
decrece exponencialmente con el niimero de ejecuciones, de modo que después

de k ejecuciones, la probabilidad del error es €*.

2.4. Comentarios

En este capitulo se han introducido los fundamentos teéricos de la verifica-
cién probabilista por medio de la utilizacion de transformaciones algebraicas
de las funciones Booleanas. La evaluacion posterior de las transformaciones
obtenidas sobre un conjunto de elementos aleatoriamente seleccionados de un
campo finito, proporcionard unas signaturas que seran utilizadas para decidir
de una manera probabilista sobre la equivalencia de las funciones Booleanas
originales. Algunos de los teoremas vistos, como el teorema de combinacion de
soporte disjunto o el teorema de ortogonalidad, seraAn muy importantes para el
desarrollo de los capitulos de verificacién posteriores, donde se utilizaran los
campos de Galois como campos finitos y se vera la utilidad de estos campos
en el calculo y simplificacion de las operaciones aritméticas a realizar para la
obtencion de las signaturas.

En el teorema de ortogonalidad se ha visto que la propiedad de ortogona-
lidad (o disjuncidn) de las funciones permite la combinacién directa de sus
signaturas, con lo que se simplifica en gran medida el calculo de la signatura
total. Por este motivo, en el capitulo siguiente se introduce una nueva formula-
cion para el calculo de operaciones Booleanas en la que se cumple la propiedad
de disjuncion. Esta formulacién serd utilizada a su vez en el capitulo 5 para la
creacion de un método hibrido de verificacion.






Capitulo 3

Formulacion para el calculo de
operaciones Booleanas

En este capitulo se describe una nueva formulacion para el cdlcu-
lo de operaciones Booleanas realizadas sobre funciones represen-
tadas en forma cibica. Como resultado se obtiene un conjunto de
cubos disjuntos. La propiedad de disjuncion es muy importante
en la verificacion probabilista para la simplificacion del cdlcu-
lo de la signatura de las funciones Booleanas transformadas. Se
presenta un ejemplo de calculo utilizando nuestra aproximacion
y se dan los resultados experimentales obtenidos.

Las ecuaciones Booleanas o de conmutacion [Boo54] son unas de las herra-
mientas mas utilizadas para el diseno y test de circuitos digitales [SBS95]
[SBSV96]. Muchos de los problemas existentes en este tipo de aplicaciones,
como la generacion de patrones de test [BBP91] y la estimacién de probabili-
dades de senal para circuitos combinacionales [KT89], se podrian resolver de
forma eficiente si existiese un procedimiento rapido de resolucién de ecuaciones
Booleanas. Se han propuesto muchas alternativas para dicha resolucién, pu-
diéndose clasificar segin el método utilizado para la obtencion de la solucién
en métodos algebraicos, tabulares y basados en diagramas de decision.

Los métodos algebraicos [Rud74a][Rud74b] se basan principalmente en ma-
nipulaciones algebraicas de expresiones Booleanas. Sus principales ventajas son
su generalidad y su compacidad, pero no son métodos adecuados para su pro-
cesamiento por computador. Los métodos tabulares [Svo63][Pic74][TLROL93]
[Ung94] se basan en la definicién de una correspondencia de los 2" valores
de una funciéon de n variables. Su principal ventaja consiste en su facilidad
de implementaciéon computacional, aunque su necesidad de almacenamiento y
evaluacion de al menos 2" valores puede convertir a este método en impracti-
cable. Los métodos basados en ROBDDs [WM98]| representan las expresiones

25
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Booleanas en forma de grafos aciclicos dirigidos [Bry86]. Como se verd en el
capitulo 4, sus principales ventajas son su canonicidad y su facilidad de ma-
nipulacion, pero su eficiencia depende mucho de la ordenaciéon de variables
utilizada [MWBSV88|[BRKM91][Rud93] y muchas de las funciones Booleanas
con utilidad préctica tienen ROBDDs de tamano exponencial para cualquier
ordenacién de las variables de entrada [Weg94].

En [TLROL93] se desarrollé una técnica tabular para ecuaciones Boolea-
nas de la forma f(z) = 1, donde f(z) estd en forma factorizada. El método
se mejor6 posteriormente [Ung94] generalizdndolo para la resolucién de las
ecuaciones f(z) =0y f(z) = g(x). La técnica propuesta en [TLROL93] con-
vierte formas factorizadas en expresiones de dos niveles en forma de sumas de
productos o SOP (sum-of-products), representadas en forma tabular. Las ex-
presiones Booleanas en forma SOP se representan por tablas rectangulares de
0s, 1s e indeterminaciones (don’t cares), donde cada fila describe un produc-
to de literales en la representacion cubica tradicional de un término producto
[BHMSV84| y representa un conjunto de mintérminos. Esta técnica requiere
que los términos producto no tengan mintérminos comunes, es decir, los térmi-
nos producto deben ser disjuntos entre si, por lo que puede ser necesaria la
realizacion de una fase de separacion posterior para la obtencién del resultado
disjunto final.

A continuacién se presenta una nueva formulacién [IB99][IS01] para el
calculo de operaciones Booleanas realizadas sobre funciones Booleanas repre-
sentadas en forma cubica disjunta, donde los resultados obtenidos también
vienen dados en forma de conjuntos de cubos que satisfacen la propiedad de
disjuncion. En primer lugar se dan los conceptos bésicos necesarios que se
usaran a lo largo del capitulo. A continuacién se introducen unas definiciones
que se utilizaran posteriormente en los teoremas y corolarios que constituyen
nuestro método de cdlculo de operaciones Booleanas. Se da un ejemplo y se
muestran los resultados experimentales obtenidos en la implementacién del
método. Finalmente se presentan algunas conclusiones.

3.1. Preliminares

Un dlgebra Booleana [Bro90] es una estructura matemética formada por
la quintupla {B,0,1,+,-}, donde el conjunto portador B contiene al menos
dos elementos distintos 0 y 1, sobre el que se definen las operaciones bina-
rias producto Booleano o conjuncion (representado por - o A), suma Booleana
o disyuncion (representado por + o V) y la operacién unitaria complemento
(representada por — o por una linea horizontal sobre el elemento a complemen-
tar). El conjunto B representa cualquier conjunto de elementos que forman un
algebra Booleana, siendo el mas simple el formado unicamente por los dos
elementos B = {0,1}.
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Una funcién de conmutacion de n variables es una correspondencia de la
forma f: B" — B, donde B es el dlgebra Booleana de dos elementos {0,1}.
El dominio de esta funcién (también llamado espacio Booleano) tiene 2" ele-
mentos y el codominio tiene dos elementos, por lo que existen 22" funciones
de conmutacion de n variables. También se puede demostrar que toda fun-
cién de conmutacién es una funcién Booleana. Una variable Booleana v es un
simbolo que representa una senal Booleana o una coordenada del espacio Boo-
leano [Bro90]. Un literal (por ejemplo, v 0 ) es un simbolo que representa una
variable o su complemento.

Se representa con X el conjunto ordenado de variables de entrada de una
funcién Booleana, X = {x,_1,..., 21,20}, y €l soporte de una funcién Boole-
ana denota el conjunto de variables de las que depende la funcion en realidad.
Por ejemplo, si X = {x9, 21,20} y la funcién f = zy - xg, entonces se tiene que
el soporte(f) = {x1,x0}.

La funciones Booleanas se pueden expresar por medio de un conjunto de
cubos, donde un cubo se puede considerar como una n-upla de valores de
{0,1,d} (siendo d una indeterminacion) o como un conjunto de literales. Por
lo tanto, un cubo ¢ es una n-upla (o vector) de literales, ¢ = (¢,_1,--.,q1, ),
con ¢; € {0,1,d}.

Realizando una asignacién de variables a cada posicion de la tupla, un cubo
representa un término producto, es decir, la conjuncién Booleana de los litera-
les. El simbolo 0 (1) representa la aparicién en el término producto del literal
de la variable correspondiente en forma complementada (sin complementar).
El simbolo d (indeterminacion o don “t care) indica que el literal de la variable
correspondiente no esta presente en el término producto. Por ejemplo, el cubo
g = (d1d0) con el conjunto ordenado de variables {x3, x9, 21,2} representa el
término producto x,Tp.

Un mintérmino es un término producto en el que aparecen todos los litera-
les, por lo que se representa por medio de una n-upla de valores pertenecientes
a {0,1}. Un cubo que contiene el simbolo d entre sus componentes represen-
ta el conjunto de todos los cubos formados asignando 0 o 1 a d en todas las
combinaciones posibles, por lo que el vector (d,d,...,d) de tamano n repre-
senta el espacio Booleano completo n-dimensional B". Por ejemplo, el cubo
g = (0ddl) = {0001,0011,0101,0111}, y este conjunto constituye el espacio
Booleano representado por gq.

Una funcién Booleana f se puede expresar por medio de un conjunto de
cubos, de forma que {f} = {f°, f', f%,...}. Este conjunto de cubos representa
una expresién de dos niveles en forma de suma de productos (SOP) o cobertura
(cover), que es una suma (o disyuncién) de productos de literales (o cubos).
Por ejemplo, si se tiene el conjunto de cubos {ddld,01d1} con la ordenacién
de variables {x3, z9, 1, ¢}, entonces representa la expresién en forma de suma
de productos x1 + T3x2x0.
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La definicion de cubo implica la no existencia de cubos idénticos, y en el
desarrollo de nuestro método que se presenta a continuacion se asume que to-
dos los cubos pertenecientes a un conjunto de cubos son disjuntos (es decir,
sin mintérminos comunes) y que estan definidos sobre el mismo conjunto or-
denado de variables. Este conjunto de cubos disjuntos constituye una suma de
productos disjuntos o DSOP (Disjoint sum-of-products).

3.2. Definiciones basicas

Se presenta a continuacion un conjunto de definiciones basicas especificas
para nuestro método de calculo de operaciones Booleanas y que se pueden
encontrar en [IS01].

Definicién 4 (Producto) La operacion binaria ® se llama producto y se
define de la siguiente forma: 00 =0, 001 =1600=0,101 =1,
do0=00d=0,dol=10d=1ydod=d, como se muestra en la tabla
3.1 y donde () representa el conjunto vacio (producto nulo).

Para los cubos ¢ = (gn-1,---,q1,q0) Y7 = (Tu_1,-..,71,70), donde sus compo-
nentes toman los valores 0, 1 o d, se define el producto ¢ ® r como

qOT = (o1 OTp_1,--,q1 O T1,G0 O 7o) (3.1)

donde el resultado de q ®r puede ser otro cubo o el conjunto vacio O si uno de
los productos de componentes es ().

Para los conjuntos de cubos {q} y {r}, el producto {q} ® {r} es un conjunto
de cubos definido como

{o{ry = {dor|icl0,k—1], j€[0,l—1], (¢ @) # 0} (3.2)
donde {q} = {¢° q',.... "1} y {r} = {+O rt, ... 771

Segiin esta definicién, el producto! de dos cubos produce su interseccién, es
decir, sus subcubos comunes. Si los cubos son disjuntos, entonces el resultado
es un conjunto vacio.

Ejemplo 1 La figura 3.1(a) muestra el resultado de una operacion producto
de cubos sobre un mapa de Karnaugh de cuatro variables 3, 9, x1,2¢. Los
tres cubos representados son ¢ = (1d1d), r = (11d1) y s = (00d1). El producto
de q y s resulta en un conjunto vacio porque no tienen subcubos comunes
(mintérminos), pero el producto de q y r produce el mintérmino comin (1111)
a ambos cubos (drea rallada). O

INo se debe confundir la operacién producto dada en la definicién 4 con la operacién producto
Booleano o conjuncidn. En este capitulo se utilizard el término conjuncién en este ultimo caso para
evitar equivocos.
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S

T T / r
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q — q T
(a) (b)

Figura 3.1: (a) Producto de cubos. (b) Restriccién del cubo r por q.

Definicién 5 (Diferencia) La operacion binaria © se llama diferencia y se
define de la siguiente forma: 060 = 0,161 =1,061 =160 = {,
dol0=0ed=1,del=16d=0yded=d, como se muestra en la tabla
3.1, y donde () representa el conjunto vacio (diferencia nula).

©l0 1 d |0 1 d
010 0 0 00 0 1
10 1 1 110 1 0
d|0 1 d d|1 0 d

Tabla 3.1: Operaciones producto y diferencia.

Definicién 6 (Restriccién) Sean q y r dos cubos con n componentes (cardi-
nalidad del conjunto de variables de entrada) de la forma q = (¢u_1,---,q1,q0)
yr = (rp_1,...,71,70), y sear C q, es decir, el espacio Booleano representado
por r estd inclutdo en el espacio Booleano representado por q.

La restriccién de la j-ésima componente de r por ¢, representado como (q|r);,
es un cubo definido como

(qr); = (Tn—1y oo, 731,45, © T @j—15 - - -, Qo)s J € [n— 1,0] (3.3)

siy solo si (q;01;) # 0, Vj € [n—1,0]. En caso contrario, (q|r); = 0 (conjunto
vacio).
La restriccién de r por g, (q|r), es un conjunto de cubos definido como

{alr) = {(qlr); 17 €n—=1,0], (g ©r5) = O(1) con g;,r; #0(1)}  (3.4)
si y sdlo si{(q|r); # 0,Vj € [n —1,0]. En caso contrario, {q|r) = 0.
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Segtun esta definicion, la restriccion de la j-ésima componente de r por q
produce el cubo complementado de r con respecto a la j-ésima componente
que esta incluido en ¢ (o que pertenece a ¢). Por otra parte y segin la misma
definicién, la restriccion de r por q produce el conjunto de cubos incluidos
en ¢ que son distintos de 7, es decir, el complemento de r con respecto (o
restringido) al cubo q.

Ejemplo 2 La restriccion del cubo r = (d110) por ¢ = (dd1d) se muestra en la
figura 3.1(b). Esta operacidn produce los dos cubos (d01d) y (d111), represen-
tados por dos dreas ralladas diferentes, que son los (sub)cubos pertenecientes
a q pero no ar. O

Definicién 7 (Restriccién-producto) Sean {q} y {r} dos conjuntos de cu-
bos, {q} = {q® q',....d" '} y {r} = {0, . .71,y sea {1} C {q}, es
decir, el espacio Booleano representado por todos los cubos de {r} estd inclui-
do en el espacio Booleano representado por todos los cubos de {q}.

La restriccién-producto de {r} por el cubo ¢', representado por (¢' ® {r}), es
un conjunto de cubos definido como

(¢ o {r}) =) =) o...o " (3.5)

Si algin {¢'|r?) = 0, entonces éste no se incluye en el producto dado en la
ecuacién anterior. Si las restricciones (¢'|¢’) = O para todo j, entonces la
restriccion-producto serd el cubo q'.

La restriccién-producto de {r} por {q}, representado por ({q} © {r}), es un
conjunto de cubos definido como

k-1

SUICRUHES GIVRORTEY (3.6)

1=0

Segiin la definicién 7, la restriccion-producto de un conjunto de cubos {r}
por el cubo ¢* produce los cubos incluidos en ¢¢ distintos de {r}, es decir, el
complemento de {r} con respecto a ¢'. Si el conjunto de cubos {7} no estd in-
cluido en ¢*, entonces la restriccién-producto es ¢*. La restriccién-producto de
{r} por {q} produce, por tanto, los cubos complementados de {r} incluidos
en el conjunto de cubos {q}.

Ejemplo 3 La figura 3.2 muestra una representacion de la restriccion-producto
del conjunto de cubos {r} = {r% r',r?, 73} por {q} = {¢° ¢',¢*}, donde ca-
da rectangulo representa un cubo. Las dreas ralladas son los resultados de la
restriccion-producto. O
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qO

o

Figura 3.2: Restriccién-producto de {r} por {q}.

3.3. Nueva formulaciéon para el cadlculo de operaciones
Booleanas

Utilizando las definiciones dadas en la seccion anterior, a continuacion se
introducen una serie de teoremas [ISO1] que constituyen la base de nuestro
método de cdlculo de operaciones Booleanas.

Teorema 10 (Conjuncién) Sean f y g dos funciones Booleanas dadas por
sus conjuntos de cubos {f} y {g}. Entonces, el conjunto de cubos de la con-
Juncién de f y g, representado como {f A g}, es

{frgy = {ftolg (3.7)
donde {f} ={f° ..., f""Y y{gy ={9% 9" ...,g" '}

Demostracion 1 Sea n la cardinalidad del conjunto X de variables de en-
trada. Los cubos f' y ¢’ se pueden expresar por medio de sus componen-
tes f' = (fi o s fLf) vy g' = (9. 4,---,91,9), por lo que el producto
serd fLO¢ =(ff 09 ,....,[t0g], fE©gl). Cada uno de estos productos
componentes puede tomar el valor 0, 1 o d, dependiendo de los valores de los
componentes (véase la tabla 3.1). Si dos componentes son iguales, el producto
resultante es el valor de los componentes y la coordenada del espacio Booleano
permanece inalterada. Si alguno de los componentes es d, el producto resul-
tante serd el valor del otro componente, por lo que la coordenada del producto
toma el valor de la componente que es distinta de d, es decir, se obtiene la
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‘interseccion’ o el elemento comin a ambos componentes. Si el producto es (),
esto significa que los componentes tienen valores distintos (no comunes) para
la misma coordenada del espacio Booleano y ésto implica que los cubos no tie-
nen un espacio Booleano comin. Considerando un cubo como un conjunto de
estos componentes, el producto de dos cubos produce su cubo comin (si existe),
es decir, su ‘interseccion’. Por lo tanto, el producto de los conjuntos de cubos
de dos funciones da el conjunto de cubos comunes, que es el conjunto de cubos
de la conjuncion de las funciones. O

Teorema 11 (Complemento) Sea f una funcidn Booleana expresada con el
conjunto de cubos {f} = {f°, f',..., f*='}. Entonces, el conjunto de cubos del
complemento de f, representado como {f}, es

{f}=(Do{f} (3:8)

donde D = (d,d,...,d) es el cubo con todos sus componentes iguales a d,
siendo n la cardinalidad del conjunto de variables de entrada.

Demostracion 2 El cubo D representa el espacio Booleano completo, y el
conjunto de cubos {f} estd incluido en D, como requiere la definicion 7. Por
lo tanto, la restriccion-producto de {f} por D produce el conjunto de cubos
incluidos en D distintos de {f}, que es el conjunto de cubos del complemento
de la funcion f. O

Teorema 12 (Disyuncién) Sean f y g dos funciones Booleanas dadas por
sus conjuntos de cubos {f} = {f% f',..., f77'} y {9} = {¢%g".....g™ '},
respectivamente. Entonces, el conjunto de cubos de la disyuncion de f y g,
representado como {f V g}, es

{fvgt=(Do{r})o{g)u{s} (3.9)

donde el operando derecho {f} que aparece en la operacion de restriccion-
producto se selecciona arbitrariamente, es decir, se podria haber seleccionado
la funcion g para realizar la operacion de restriccion-producto, en cuyo caso,
la expresion anterior seria equivalente a aquella en la que se intercambiaran
las funciones fy g.

Demostracién 3 La restriccion-producto de {f} por D es el conjunto de cu-
bos de f por el teorema 11, y el producto del conjunto de cubos (D ® {f}) con
el conjunto de cubos {g} da los cubos comunes a (D ® {f}) y {g}, es decir,
el conjunto de cubos {g} menos el conjunto de cubos de su interseccion con
{f}. Finalmente, la unidn de este conjunto de cubos obtenido con {f}, nos da
la union de {f} y {g} menos los cubos del producto (interseccion), que es el
conjunto de cubos de la disyuncidn de fy g (descartando los cubos repetidos).
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También se tiene que utilizando expresiones Booleanas, la ecuacion anterior se
puede expresar como f+g = f-g+f (donde +, - y la linea horizontal superior
representan la disyuncion, conjuncion y el complemento Booleano, respectiva-
mente), que es la identidad de simplificacion del algebra Booleana.

Todas estas consideraciones también serian vdlidas si se intercambiaran las
funciones fy g. a

En la figura 3.3 se observa una representacién de la disyuncién de {f} y
{g}, donde los cubos se representan mediante rectangulos. El espacio Booleano
completo esta representado por el cubo D, que incluye todos los cubos. El
complemento de f ((D®{f})) es el espacio Booleano distinto de los cubos de
f v se representa como un area rallada inclinada. La operacion (DO {f})®{g}
se representa por el area rallada horizontal resultante de la interseccién del
complemento de f y del conjunto de cubos {g}. Finalmente, la disyuncién se
obtiene por la unién de los cubos resultantes de esta tltima operacién con el
conjunto de cubos {f}.

{9}
D

.

~—

(Do{f})e{g}

{r}

I~

(DoA{f})

Figura 3.3: Representacion de la disyuncién de f y g
En el siguiente corolario se da otro enunciado del teorema 12.

Corolario 1 (Disyuncién) Sean f y g dos funciones Booleanas dadas por

sus conjuntos de cubos {f} = {f° f's.... f*7'} y {9} = {¢% 0" ..., 0" "},
respectivamente. Entonces, el conjunto de cubos de la disyuncion de f y g,

representado como {f V g}, es

{Fvgr={rro{frghuig} (3.10)
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donde el operando izquierdo {f} en la operacion restriccion-producto se selec-
ciona de forma arbitraria, es decir, se podria haber seleccionado la funcion g
para la realizacion de la operacion restriccion-producto, en cuyo caso la formu-
la anterior seria equivalente a aquella en la que se hubieran intercambiado las
funciones fy g.

Demostracién 4 {f A g} es el conjunto de cubos de la interseccion de f y
g, por lo que este conjunto se encuentra incluido en {f}, como requiere la
definicion 7. También de la definicion 7 se tiene que la restriccion-producto de
{f Ng} por {f} da los cubos de {f} que no estin incluidos en la interseccion
{f A g}. Finalmente, la union con {g} da los cubos de {f} y {g} menos los
cubos de la interseccion, es decir, el conjunto de cubos de la disyuncion de fy
g (donde se descartan los cubos repetidos).

Si se intercambiaran fy g, se tendrian consideraciones similares. O

Generalmente, la operacion disyuncién realizada utilizando el corolario 1
sera mas sencilla que utilizando el teorema 12 porque las operaciones que apa-
recen en el teorema 12 involucran al espacio Booleano completo (representado
como D), mientras que las operaciones que aparecen en el corolario 1 se res-
tringen a {f} y su interseccién con {g}.

Teorema 13 (Disyuncién exclusiva) Sean f y g dos funciones Booleanas
expresadas por sus conjuntos de cubos {f} y {g}. El conjunto de cubos de la
disyuncion exclusiva de f y g, representado como {f & g}, es

{fegl=(Do{fhof{sgh)u(Do{g})o{f}) (3.11)
donde {f} ={f° f.... """ Yy {g} =1{d"g",....,g" '}

Demostracion 5 En la ecuacion 3.11, el término izquierdo de la union repre-
senta el conjunto de cubos {g} menos el conjunto de cubos de la interseccion
con {f}. El término derecho de la unién representa el conjunto de cubos {f}
menos el conjunto de cubos de su interseccion con {g}. Por tanto, la unidn de
estos conjuntos de cubos proporciona los cubos incluidos en {f} y {g} excepto
aquellos de la interseccion de {f} y {9}, que son los cubos de la disyuncion
exclusiva de f y g.

Utilizando el algebra Booleana, se tiene también que la ecuacion 3.11 se puede
expresar como f g = f-g-+ f-g (donde +, - y la linea horizontal superior
representan la disyuncion, conjuncion y el complemento Booleano, respectiva-
mente), que es la definicion de la OR exclusiva (XOR) de las funciones f y g.
Todas estas consideraciones también serian validas si se realizara el intercam-
bio de las funciones f y g. O
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En la figura 3.4 se representa graficamente la disyuncién exclusiva de los
conjuntos de cubos {f} y {g} utilizados en la figura 3.3. Los cubos resultan-
tes se representan por areas ralladas horizontales y verticales sobre el espacio
Booleano D, cuya unién proporciona la XOR de las funciones f y g.

D

I~

(Do {f}) o lg}
(Do lgh) o {f} -

I~

(Do{f})

Figura 3.4: Representacion de la disyuncién exclusiva de f y g

En el siguiente corolario se da otro enunciado equivalente del teorema 13.

Corolario 2 (Disyuncién exclusiva) Sean f y g dos funciones Booleanas
dadas por sus conjuntos de cubos {f} y {g}. El conjunto de cubos de la dis-
yuncion exclusiva de f y g, representado como {f @ g}, es

{feg=~ro{frghu({gto{fArg}) (3.12)
donde {f} ={f°, f',.... /"""y y {9} ={d%g"....,g" '}

Demostracion 6 En la ecuacion 3.12, el término izquierdo representa la union
de los cubos de {f} no incluidos en la interseccion {f A g}, y el término dere-
cho representa los cubos de {g} no incluidos en {f Ag}. Por tanto, la unidn de
estos conjuntos de cubos proporciona los cubos incluidos en {f} y {g} excepto
aquellos de la interseccion de {f} y {9}, que son los cubos de la disyuncion
exclusiva de f y g. a

Utilizando los mismos argumentos que en el caso de la disyuncidn, se tiene
que la disyuncion exclusiva aplicando el corolario 2 serd, generalmente, mas
eficiente que aplicando el teorema 13.

A continuaciéon vemos un ejemplo que ilustra como opera el método utili-
zando los teoremas y corolarios anteriores.
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3.4. Ejemplo

Sean f y g dos funciones Booleanas con conjuntos de cubos {f} y {¢}. Sea
X = {x4, 23,29, 21, 20}. Supénganse los siguientes conjuntos de cubos para
ambas funciones:

(Y = {/°%fL 72 = {ddodl,d11dd,1011d}
{9} = {¢°g"¢*} = {dddo1,0011d,d1dd0}

Las operaciones Booleanas sobre estos conjuntos de cubos se pueden realizar

como se indica a continuacién.

3.4.1. Conjuncion

Se aplica el teorema 10 para obtener el conjunto de cubos de la conjuncién

de fyg, {fAg}
{frgt={fto{g}

(ddd01) © (ddodl) = (dd0ol)
(ddd01) @ (dlldd) = (d1101)
(ddd01) & (1011d) = (1010 ) producto nulo
(0011d) ©® (ddodl) = (000 ) producto nulo
(0011d) ©® (dlldd) = (00 ) producto nulo
(0011d) ® (1011d) = (® ) producto nulo
(d1dd0) ® (dd0dl) = (d10d) producto nulo
(d1dd0) ® (dlldd) = (d11d0)
(d1dd0) © (1011d) = (10 ) producto nulo

Se obtienen, por lo tanto, los siguientes cubos para la conjunciéon de ambas
funciones:

{f A g} = {dd001,d1101, d11d0}

3.4.2. Disyuncién
3.4.2.1. Aplicacién del teorema

Aplicamos el teorema 12 y seleccionamos arbitrariamente {f} para la rea-
lizacion de la operacién de restriccion-producto

{fvgl=(Do{fhe{g)u{s
(Do {f}) =(DIf%) @(D|f") ©(D[f?)
o (D|f°) = ((ddddd)|(dd0d1)) = {dd1dd, dd0d0}
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o (D|f') = ((ddddd)|(d11dd)) = {d0ddd, d10dd}

D|f?) = ((ddddd)|(1011d)) = {0dddd, 11ddd, 100dd, 1010d}

(
(
(D|f% ® (D|f*) = {d01dd, d00d0, d10d0}
(

o ((D|f%® (D|f") ® (D|f2) = {001dd, 1010d, 000d0, 100d0, 0100, 11040}
(D ®{f}) ® {g} = {00101, 0011d, 10101, 010d0, 11040}

Finalmente, {f V g} = (D © {f}) ® {g}) U{f}, por lo que se tiene que

{fV g} = {00101, 0011d, 10101, 010d0, 11040, dd0d1, d11dd, 1011d}

3.4.2.2. Aplicacién del corolario

También se puede aplicar el corolario 1 y seleccionar {f} arbitrariamente
para la realizacion de la operacion restriccion-producto. En este caso se debe
calcular

{fye{fangh = o{frghul(flo{fAghu(fPo{fAg})

o (f°0{fAg})=(f°(dd001)) = {ddO11}
donde las restricciones {f°](d1101)) y {f°|(d11d0)) no aparecen en el pro-
ducto anterior porque ambas restricciones son ).

o (f1o{fAg})={f1(d1101)) ® (f'[(d11d0)) = {d1111}
donde la restriccién (f!|(dd001)) no aparece en el producto porque es
el conjunto vacio () y donde el resultado se ha calculado realizando el

producto de (f!](d1101)) = {d111d,d1100} con {f'|(d11d0)) = {d11d1}.

o (fPo{fAg})=f*={1011d}
donde todas las restricciones (f?|(dd001)), (f?|(d1101)) y (f?|(d11d0))
son (), por lo que el resultado es el cubo f2.

Se obtiene, por tanto,
{fyo{fAg})={dd011,d1111,1011d}
y finalmente
{fVvgl=({fto{fnrg})u{g} ={ddo11,d1111,1011d, ddd01,0011d, d1dd0}

Se puede observar que este resultado es mas reducido que el obtenido uti-
lizando el teorema 12.
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3.4.3. Disyuncién exclusiva
3.4.3.1. Aplicacién del teorema
Aplicamos el teorema 13
{fegt=(Dof{rhofshulDo{sh)e{f})
(Do {g}) =(Dlg°) ©(Dlg") © (Dlg?)

o (D|g°) = ((ddddd)|(ddd01)) = {ddd1d, ddd00}

e (D|g") = ((ddddd)|(0011d)) = {1dddd, 01ddd, 000dd, 0010}

o (D|g?) = ((ddddd)|(d1dd0)) = {d0ddd, d1dd1}

e (D|g°) ® (D|g') = {1dd1d, 01d1d, 0001d, 1dd00, 01d00, 00000, 0010}
* ((D|g°) ®(D|g")) ®(Dl|g?) =

{10d1d,11d11,01d11,0001d, 10400, 00000, 0010}
e (D®{g})®{f} = {10011,1011d,11011,11111,01011, 01111, 00011}

Finalmente, utilizando el resultado obtenido anteriormente en el calculo de la
disyuncién de f y g aplicando el teorema 12, se tiene que

{f®g} = {00101,0011d,10101,010d0,110d0,10011,1011d, 11011,
11111,01011,01111, 00011}

3.4.3.2. Aplicacién del corolario

Aplicamos el corolario 2 para obtener la disyuncion exclusiva de f y ¢

{feg={frto{frsghu({gto{fArg})
{gyo{frgh =@ o{frghulgo{frghul?o{fAg})

o (9" O {f Ag}) = (g°(dd001)) © (g°|(d1101)) = {dO101}
donde la restriccién (g°|(d11d0)) no aparece en el producto anterior por-
que es (), y donde el resultado se ha calculado realizando el producto de

(g°](dd001)) = {dd101} con (¢°|(d1101)) = {d0d01, d1001}

e (9" ©{fAg})=g" = {0011d}
donde todas las restricciones {g'|(dd001)), {¢*|(d1101)) y {g'|(d11d0)) son
(0, por lo que el resultado es el cubo g'.

o (9°©{f Ag}) = (¢°(d11d0)) = {d10d0}
donde las restricciones (g?|(dd001)) y (g?|(d1101)) no aparecen en el pro-
ducto anterior porque ambas son (.
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Se tiene, por tanto,
{g} @ {f Ag})={d0101,0011d,d10d0}

Utilizando el resultado obtenido anteriormente en el cdlculo de la disyuncién
de f y g aplicando el corolario 1, se tiene finalmente

{f@® g} = {ddo011,d1111,1011d, d0101,0011d, d10d0}

Se puede observar que el conjunto de cubos obtenido aplicando el corolario
2 es mas reducido (y las operaciones realizadas més simples) que el obtenido
utilizando el teorema 13.

3.4.4. Complemento

Aplicamos el teorema 11

{f}=(Do{f}

Esta operacién ya ha sido calculada anteriormente para las funciones f y g,
por lo que {f} y {g} seran

{f} = {001dd, 1010d, 000d0, 100d0, 010d0, 110d0}
{g} = {10d1d,11d11,01d11,0001d, 10400, 00000,0010d}

3.5. Resultados experimentales

Se han implementado en cdédigo C las operaciones de disyuncién dadas
por el teorema 12 y el corolario 1, utilizindose como benchmarks (circuitos
de prueba) los circuitos LGSynth91? dados en un formato de dos niveles en
forma de suma de productos (SOP) y que constituye un conjunto de cubos no
disjuntos. Los programas que implementan la disyuncion utilizando el teorema
12 y el corolario 1 convierten los archivos de dos niveles de los benchmarks (en
formato PLA3) en archivos en forma de suma de productos disjuntos (DSOP).
Los programas leen las entradas de los archivos PLA secuencialmente y generan
el archivo en forma DSOP correspondiente a ese circuito.

En la tabla 3.2 se muestran las caracteristicas de los circuitos de benchmark
LGSynth91 utilizados en los experimentos. El formato de datos original de los
benchmarks viene dado en formato PLA de dos niveles, en forma de SOPs. En
la tabla se indica el nimero de entradas y salidas de cada benchmark, asi como
el nimero de productos no disjuntos dados por el circuito (SOPs en la tabla).

*http : | Jwww.cbl.ncsu.edu/CBL_Docs/lgs91.html

3Formato de descripcién de circuitos que utiliza expresiones de dos niveles y que esté orientado
a implementaciones sobre estructuras regulares y compactas llamadas Arrays Ldgicos Programables
o0 PLAs (Programmable Logic Arrays).
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Circuito || Entradas | Salidas | SOPs
5xpl 7 10 75
9sym 9 1 87
addo6 12 71 1092
alul 12 8 19
alu2 10 8 87
apex4 9 19 | 1732
apex6 135 99 657
col4d 14 1 47
count 35 16 184
duke2 22 29 242
e64 65 65 65
ex1010 10 10 1471
exh 8 63 | 7620
exp 8 18 297
gary 15 11 221
rd53 5 3 32
rd73 7 3 141
rd84 8 4 411
sao2 10 4 78
sym10 10 1 837
t481 16 1 481
vg2 25 8 110
zdxpl 7 10 576
z9sym 9 1 420

Tabla 3.2: Caracteristicas de los circuitos LGSynth91

Se han comparado los resultados producidos por los programas correspon-
dientes al teorema 12 y al corolario 1 con los resultados obtenidos por el pro-
grama DJ [KDS95][Cha00], que transforma también las SOPs no disjuntas
inicialmente dadas para un circuito en expresiones DSOP disjuntas. Se ha
comparado el tiempo de ejecucién necesario para el cadlculo y el nimero de
productos disjuntos de las sumas obtenidos por los tres programas (teorema
12, corolario 1 y programa DJ) en una estacién de trabajo SUN UltraSparc-I1.

En la tabla 3.3 se muestra el nimero de términos producto disjuntos obte-
nidos utilizando el teorema 12 (DSOPs-th12), el corolario 1 (DSOPs-corl en la
tabla) y el programa DJ (DSOPs-DJ), para los benchmarks LGSynth91 dados.
De los resultados obtenidos en la tabla, se puede observar que el nimero de
productos disjuntos calculados utilizando el corolario 1 es mucho menor que
el obtenido utilizando el teorema 12 (a excepcién de los circuitos alul, vg2 y
sao2), como se indicé anteriormente en la seccién 3.3 y como se puede com-
probar considerando el nimero total de productos disjuntos medidos para los
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Circuito || DSOPs-th12 | DSOPs-corl | DSOPs-DJ
5xpl 140 75 98
9sym 307 194 199
add6 1092 1092 1092
alul 19 23 19
alu2 276 138 241
apex4 2032 1820 1749
apex6 22381 759 2503
col4d 14 14 14
count 263004 184 488
duke2 823 333 266
e64 65 65 65
ex1010 1471 1471 8670
exb 7620 7620 7620
exp 297 297 837
gary 6772 228 390
rd53 37 32 32
rd73 163 141 146
rd84 411 411 411
sao?2 212 248 147
sym10 837 837 837
481 11952 841 5168
vg2 1225 1399 283
z5xpl 576 576 576
z9sym 420 420 420
Total 322146 19218 32271

Tabla 3.3: Comparaciéon del ntimero de productos disjuntos obtenidos utilizando el
teorema 12, el corolario 1 y el programa DJ

benchmarks utilizados en ambos casos. Con respecto a la comparaciéon entre
los resultados obtenidos por el corolario 1 y el programa DJ, se encuentra que
el corolario 1 proporciona mejores resultados en general. Considerando los va-
lores totales medidos para los benchmarks utilizados, se tiene que el nimero
total de términos producto disjuntos obtenidos usando el corolario 1 es un 40 %
menor que el obtenido usando el programa DJ. En algunos de los benchmarks,
como en t481 o ex1010, el nimero de productos disjuntos obtenidos por el co-
rolario 1 es significativamente menor que el obtenido por DJ (concretamente,
un 83.7% y un 83 % menor, respectivamente).

En la tabla 3.4 se muestran los tiempos de ejecucion para los benchmarks
dados utilizando los tres programas, donde Tth12, Tcorl y T D.J representan
el tiempo (en segundos) necesario de generacién de los productos disjuntos
para los programas que implementan el teorema 12, el corolario 1 y para el
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Circuito || Tth12 | Tcorl | TDJ
5xpl 0.01 0.00 | 0.05
9sym 0.28 0.05 | 0.08
add6 6.14 0.67 | 0.81
alul 0.00 0.00 | 0.03
alu2 0.03 0.01 | 0.10
apex4 3.41 0.46 | 1.07
apex6 50.36 | 14.47 | 2.07
col4 0.01 0.00 | 0.04
count 55.69 0.30 | 0.14
duke2 0.24 0.06 | 0.14
e64 0.03 0.02 | 0.07
ex1010 3.27 0.42 | 8.49
exb 38.36 6.01 | 3.21
exp 0.11 0.04 | 0.19
gary 5.86 0.04 | 0.13
rdb3 0.00 0.00 | 0.02
rd73 0.09 0.03 | 0.07
rd84 0.77 0.16 | 0.17
sa02 0.06 0.07 | 0.08
sym10 10.36 1.15 | 1.11
t481 150.09 2.59 | 3.39
vg2 0.86 1.93 | 0.11
z5xpl 0.37 0.08 | 0.12
z9sym 2.37 0.29 | 0.31
Total 328.77 | 28.85 | 22.0

Tabla 3.4: Comparacién de tiempos de ejecucién obtenidos utilizando el teorema 12,
el corolario 1 y el programa DJ

programa DJ, respectivamente. De los resultados obtenidos, se observa que el
teorema 12 consume mucho mas tiempo que el corolario 1 en practicamente
todos los benchmarks utilizados, especialmente en el circuito t481. Con res-
pecto a la comparacion de los tiempos producidos por el corolario 1 y por el
programa DJ, se tiene que, en general, el corolario 1 consume menos tiempo
que DJ, especialmente en ex1010 (donde T'corl es un 95 % menor que T'D.J).
Sin embargo, existen dos benchmarks (ez5 y, especialmente, apex6) para los
que el programa DJ invierte un tiempo mucho menor que el tiempo necesi-
tado por el programa que implementa el corolario 1. EI comportamiento en
estos dos circuitos, exb y apex6, hace que el tiempo total de ejecucién para
todos los benchmarks sea menor para el programa DJ que para el corolario 1
(concretamente, un 23.7 % menor), a pesar de que en 19 de los 24 benchmarks
probados, el corolario 1 es mas rapido que el programa DJ.



Conclusiones 3.6 43

Para tratar de decidir si existe alguna diferencia en los tiempos de ejecucion
utilizando el corolario 1 y el programa DJ, se ha realizado un estudio estadisti-
co de los datos temporales medidos a través de un diserio factorial completo de
dos factores sin duplicacion (Two-factor full factorial design without replica-
tion) [Jai9l], en el que los dos programas, corolario 1 y DJ, constituyen uno de
los factores, mientras que los benchmarks utilizados constituyen el otro factor.
Utilizando el andlisis de la varianza (ANOVA) y para un nivel de significacion
a = 0.05, se ha encontrado que el F-ratio para los programas es menor que
el F-ratio obtenido de la tabla de la distribuciéon F'(n,m) o distribucién de
Snedecor. Consecuentemente, se concluye que la seleccién del programa (co-
rolario 1 o DJ) no tiene un impacto significativo en el rendimiento, medido
en este caso por la métrica tiempo de ejecucion para los benchmarks probados,
es decir, que ambos programas tienen el mismo comportamiento con respecto
de la métrica seleccionada (tiempo de ejecucién) y no se puede considerar que
uno de los programas sea mejor que el otro. Para una mejor comprensién de
este método estadistico, remitimos al libro de Jain referenciado [Jai9l].

Por lo tanto, considerando como métricas de comparacion el nimero de
términos producto disjuntos obtenido y el tiempo consumido de ejecucién, se
puede concluir que, en general, el programa que implementa el corolario 1
presenta un mejor rendimiento que el programa DJ, ya que genera un menor
nimero de productos disjuntos y presenta un comportamiento temporal similar
al del programa DJ.

3.6. Conclusiones

En este capitulo se ha presentado un nuevo método para la operacién de
funciones Booleanas cuando estas funciones estan representadas en un formato
de dos niveles como sumas de productos disjuntos, obteniéndose como resulta-
do de las operaciones unas representaciones que vienen también dadas en forma
DSOP. Los resultados experimentales han demostrado que cuando se tienen
representaciones en formato SOP que no cumplen la propiedad de disjuncién,
entonces se puede aplicar el método para la obtenciéon de una representacién
en formato DSOP. La comparacién de nuestro método con otra técnica de
creacion de representaciones DSOP ha probado el mejor rendimiento presen-
tado por nuestra aproximacion. Estos resultados podrian incluso mejorarse si
se utilizara algin algoritmo de seleccion de los cubos a operar, ya que como se
vio en los teoremas 12 y 13 y en los corolarios 1 y 2, es posible el intercambio
de las funciones a operar que aparecen involucradas en las ecuaciones corres-
pondientes. La misma consideracion se puede hacer con respecto del orden de
utilizacion de los cubos de cada una de las funciones en cada una de las ope-
raciones vistas. Este tipo de estudios algoritmicos constituye uno de nuestros
futuros trabajos de investigacion.
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Como se vio en el capitulo 2, la propiedad de disjuncion es muy importante
cuando se pretende calcular la signatura correspondiente a una funcién Boo-
leana por medio de la evaluacion de su transformada algebraica. La propiedad
de disjuncién permite la simplificacién del calculo de dicha signatura. Por este
motivo, utilizaremos la nueva formulacién para el cdlculo de operaciones Boo-
leanas vista en este capitulo para su aplicacion a una aproximacion hibrida de
verificacion de circuitos combinacionales representados en un formato de dos
niveles y que se verd en el capitulo 5.

En la aproximacién hibrida de verificacién se pretenden combinar los méto-
dos de verificacién probabilista y determinista (que utiliza ROBDDs clésicos).
Por este motivo, en el siguiente capitulo se describen los diagramas de decision
binarios ordenados y reducidos ROBDDs como estructuras de representacion
candnica de funciones Booleanas, asi como el problema de la ordenacién de
variables y su influencia en el tamano de los ROBDDs.



Capitulo 4

Representacion de funciones
Booleanas por medio de grafos

En este capitulo se describen las estructuras de datos en forma
de grafos mas utilizadas para la representacion de funciones Boo-
leanas, los Diagramas de decision binarios ordenados y reducidos
(ROBDDs), asi como otros tipos de grafos también usados para
representacion. Se trata el problema de la ordenacion de varia-
bles de entrada para los diagramas de decision y se presenta un
algoritmo de ordenacion heuristico.

La manipulacién de funciones discretas es una cuestién fundamental pa-
ra el diseno y test de circuitos digitales ya que muchos de sus problemas se
pueden expresar como una secuencia de operaciones sobre funciones discretas.
Con los recientes avances de la tecnologia VLSI y la cada vez mayor capacidad
de integracién, el diseno manual de circuitos es ya muy poco utilizado salvo
para aplicaciones muy concretas, y los sistemas CAD para diseno VLSI son
ampliamente utilizados. El rendimiento de estos sistemas automaéticos depende
en gran medida de la eficiencia de las estructuras de datos que se utilicen para
la representacion de las funciones discretas. En general, incluso las tareas mas
sencillas como la comprobacién de si una expresion Booleana es una tautologia
(f = 1) o la comprobacién de si dos expresiones Booleanas representan la
misma funcién, requieren la solucién de problemas NP-completo'. En el peor
de los casos, cualquiera de estos problemas puede necesitar soluciones de coste
exponencial para cualquier representacion légica. Sin embargo, en muchas apli-
caciones, una buena seleccién de la representacion y de los algoritmos puede
evitar estas complejidades de tipo exponencial.

!Estos tipos de problemas son aquellos en los que los algoritmos necesarios para su resolucién
presentan una complejidad no polinémica.

45
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Se han desarrollado varios métodos para la representaciéon y manipulacion
de funciones Booleanas, entre los que se encuentran las tablas de verdad, ma-
pas de Karnaugh [Kar53], sumas de productos (SOP) candnicas, sumas de pro-
ductos minimas [McC56)[SB90], sumas de productos basadas en OR-exclusiva
(ESOP) [SEF93][KDS95], métodos tabulares [Rud74b][TLROL93][Ung94], re-
presentaciones en forma de cubos [BHMSV84|[IB99][IS01], formas factorizadas,
Diagramas de Decisiéon Binarios (BDDs) [Lee59][Ake78] y Diagramas de Deci-
sién Binarios Ordenados y Reducidos (ROBDDs) [Bry86], entre otros.

Las tablas de verdad, los mapas de Karnaugh y las sumas de productos
canodnicas producen representaciones de tamano exponencial, es decir, su ta-
mano es proporcional a 2", siendo n el numero de variables de entrada. Las
sumas de productos minimas y las formas factorizadas son de las representacio-
nes mas utilizadas, dando buenos resultados para muchas aplicaciones, aunque
presentan inconvenientes como son la obtencién de tamanos exponenciales para
ciertas funciones o que no constituyen representaciones candnicas, es decir, que
dos expresiones Booleanas diferentes pueden representar a la misma funcién.
Las ESOPs son representaciones que estan cobrando recientemente interés de-
bido a que sus implementaciones VLSI presentan tamanos mas reducidos en
ciertos casos, aunque tienen el inconveniente de que su minimizacién es mas
dificil que en el caso de las SOPs. Los métodos tabulares y las representaciones
ctibicas son facilmente implementables para su procesamiento en computado-
res debido a su compacidad y simplicidad en la aplicacién de sus reglas de
operacion, aunque presentan problemas de evaluacion y almacenamiento.

En la actualidad, los ROBDDs tienen una gran importancia debido a que
proporcionan buenas soluciones a varios de los problemas mencionados. Cons-
tituyen una forma candnica de representacion cuyo tamano se mantiene entre
limites razonables para muchas funciones de interés, por lo que permiten el
desarrollo de algoritmos de manipulacién Booleana rapidos y eficientes. Co-
mo inconveniente tienen que pueden ser muy dependientes de la ordenacién
dada a las variables de entrada, obteniéndose diferentes ROBDDs para cada
caso. El efecto de la ordenacién de variables depende de la naturaleza de las
funciones a representar y en algunos casos el tamano de los ROBDDs puede
variar enormemente. Ademas, el encuentro de la mejor ordenacién resulta ser
un problema de tipo NP-completo.

4.1. Diagramas de Decisién Binarios (BDDs)

En esta seccién se introducen los conceptos basicos de los BDDs asi como
sus técnicas de manipulacién. En primer lugar, se comienza considerando la
descripcion de una funcién Booleana por medio de estructuras basadas en
grafos [Gou88], como &rboles y grafos aciclicos dirigidos o DAGs (Directed
Acyclic Graph).
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Definicién 8 Un Arbol de Decision Binario o BDT (Binary Decision Tree)
es un grafo dirigido, aciclico y conectado, en donde cada nodo tiene como mu-
cho dos sucesores (apuntados por dos aristas salientes de dicho nodo) y un
sdlo antecesor. Ezisten dos tipos de nodos: no terminales (o internos) y termi-
nales (0 nodos hoja). Los nodos terminales no tienen sucesores y representan
funciones Booleanas constantes. Cada nodo no terminal n; estda asociado con
una variable de decision x;. Si low(n;) y high(n;) representan los sucesores de
n; (apuntados por la 0-arista y la 1-arista salientes de n;, respectivamente),
entonces la funcion Booleana representada por n;, f™, se puede describir por
la siguiente expresion Booleana:

i =7, flowinad g, . phigh(ni) (4.1)

donde flowni) o fhigh(ni) som las funciones representadas por los sucesores
low(n;) y high(n;), respectivamente.

Para obtener el valor de la funcién Booleana en un punto o wvértice del
espacio Booleano, se debe recorrer el arbol desde el nodo raiz hasta un nodo
terminal. El camino estd definido por los valores de las variables de entrada.
Si la variable asociada con un nodo se evaltia a 1, entonces se anade la rama
high al camino, y si la variable se evalia a 0, entonces se toma la rama low.

Akers [Ake78] propuso unas reglas de simplificacién para la reduccién de la
complejidad del BDT, transformandolo en un grafo aciclico dirigido.

Definicién 9 Dos nodos de un BDT son equivalentes si son el mismo terminal
o si estdn asociados con la misma variable de entrada y sus sucesores “low”
son equivalentes y sus sucesores “high” son equivalentes.

Definicién 10 Un nodo n es redundante en un BDT si low(n) es equivalente
a high(n).

Definicién 11 Un Diagrama de Decision Binario (BDD) es un grafo dirigido
aciclico deriwado de un BDT donde se eliminan los nodos redundantes y donde
se combinan los nodos equivalentes.

La caracteristica principal de un BDD es que su tamano es mucho menor
que el de un BDT para muchas funciones. Por ejemplo, mientras que un BDT
tiene 2" nodos terminales, un BDD necesita inicamente dos nodos terminales
para representar los valores 16gicos 0 y 1. En la figura 4.1(a) se muestra un
BDT, mientras que su correspondiente BDD aparece en la figura 4.1(b), donde
“e¢” indica los nodos que se han eliminado y “c” indica los nodos que se han
combinado. En el interior de cada nodo se muestra su variable de decision.

Akers [Ake78] presentd varios ejemplos de aplicaciones de BDDs en el andli-
sis, simulacion y test de circuitos digitales. A pesar de la eficiencia de estas es-
tructuras de datos, permanecian problemas como la combinacién de dos BDDs
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: ] o]
(a) (b)

Figura 4.1: (a) Arbol de decisién binario. (b) Diagrama de decisién binario.

con los operadores légicos, la complejidad de la equivalencia légica o la com-
probacién de tautologia por medio de la utilizacién de BDDs. Bryant [Bry86]
solucioné estos problemas introduciendo la restriccion de la ordenacion de las
variables de entrada, creando la nueva estructura llamada ROBDD.

Definicién 12 Un Diagrama de Decision Binario Ordenado y Reducido, abre-
viadamente ROBDD, es un BDD en el que las variables de entrada estdn or-
denadas de tal manera que, en todo camino del ROBDD, cada variable aparece
solo una vez y en el mismo orden relativo.

Toda variable de entrada esta asociada con un indice entero que indica su
posicion en la ordenacién. De igual forma, cada nodo n del ROBDD tiene un
atributo index(n) que indica la variable con la que estd asociado. El valor de
index(n) crece desde la raiz del ROBDD hacia las hojas del grafo, por lo que
en cada camino del ROBDD los indices de los nodos deben aparecer una sola
vez y en orden creciente.

Se puede calcular la funcion asociada con un nodo interno de un ROBDD.
Sea un nodo n con index(n) = i, es decir, que el nodo n estd asociado con
la variable z;, por lo que representamos dicho nodo como n;. Sean también
low(n;) el 0-sucesor de n; (es decir, el nodo al que se llega desde n; a través
de su O-arista) y high(n;) el 1-sucesor de n; (el nodo al que se llega desde n; a
través de su I-arista). Considerando el calculo de la funcién representada por
n;, f™, para una cierta entrada, si en la entrada el valor de z; es 0, entonces
se obtiene f™ evaluando f*(") y si el valor de z; es 1, entonces se obtiene
f" evaluando fh9h(mi)  eg decir, flow(m) y fhish(ni) gon las funciones que se
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obtienen cuando f™ se evalia para x; = 0y x; = 1, respectivamente. Esto se
representa por la siguiente expresion, que coincide con la ecuacién 4.1

i =7, flowinad g, . phigh(ni) (4.2)

Usando esta ecuacion se pueden calcular las funciones representadas en los
nodos de un ROBDD. Si un nodo n; con index(n) = i representa la funcién f™,
entonces el 0-sucesor de n; representa la subfuncién (a menudo llamada cofac-
tor?) fa! vy el 1-sucesor de n; representa la subfuncién f'i. En otras palabras,
en n; la funciéon f™ se descompone por medio de la regla de descomposicion
de Shannon?:

Una de las propiedades fundamentales de un ROBDD es que constituye
una representacién candnica. Esto significa que si dos funciones Booleanas son
equivalentes, entonces sus ROBDDs son isomorfos. La equivalencia logica se
reduce, por tanto, a la comprobacién de si dos DAGs son isomorfos, que es O(s),
donde s es el tamano del DAG. Otra consecuencia importante de la canonicidad
de los ROBDDs es que la comprobacion de tautologia pasa a ser trivial: el grafo
debe ser el nodo terminal 1. El célculo del complemento de un ROBDD consiste
simplemente en el intercambio de los valores de sus terminales, que también es
O(s). En general, las operaciones entre dos ROBDDs son O(sg - s1), es decir,
proporcionales al producto de sus tamanos. En la figura 4.2 se muestran los
grafos de algunas funciones légicas simples.

4.1.1. Algoritmos sobre ROBDDs

Existen muchos algoritmos para la manipulacién eficiente de funciones Boo-
leanas representadas por medio de ROBDDs. Entre las operaciones basicas
se pueden citar la evaluacion, reduccion, equivalencia, tratabilidad, sintesis,
sustitucion y las cuantificaciones universal y ezistencial [SF96][DS01], siendo
la sintesis una de las operaciones mas importante ya que es la utilizada para
la construccién de los ROBDDs.

Los primeros algoritmos para la construccién (sintesis) y manipulacién de
ROBDDs fueron dados por Bryant en [Bry86] y se basan en dos funciones
principales, conocidas como apply y reduce. En primer lugar, la funcién apply
combina dos grafos utilizando un operador binario y la funcién reduce, poste-
riormente, lleva al ROBDD a su forma candnica eliminando todos los nodos
redundantes.

2El cofactor de una funcién f con respecto a una variable z; (Z;) es la subfuncién obtenida
cuando en la funcién f se restringe z; = 1(0), es decir, f(x1,...,z; = 1(0),...,Ty), y Se representa
como fa, (fz;) 0 como fu;—1 (fz,=0).

3Ya hemos mencionado que esta expansién fue enunciada previamente por Boole. De todas for-
mas, utilizaremos la terminologia ezpansion de Shannon ya que es asi como se conoce normalmente.
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X; AND X, X; OR X, X; XOR X, X; NAND x,
0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0 1 0

Figura 4.2: ROBDDs de algunas funciones légicas sencillas.

Brace, Rudell y Bryant desarrollaron en [BRB90] un método de sintesis
computacionalmente mas eficiente que el de la técnica apply/reduce. En este
método, las operaciones légicas se basan en el operador ternario denotado como
ite (if-then-else) que combina tres ROBDDs sin necesidad de la operacién
reduce. Este operador se define de la siguiente forma:

ite(f,9.0) = (f-g) V (f - h) (4.4)

Esta es la misma operacion que realiza un nodo de un ROBDD. La diferen-
cia consiste en que ite tiene tres funciones como parametros, cada una de ellas
descrita por un ROBDD, mientras que un nodo de un ROBDD implementa
la misma funcién pero con el parametro f reemplazado por una sola variable.
También se puede ver que todas las operaciones Booleanas se pueden simular
por el operador ite, como por ejemplo fV g = ite(f,1,9), f A\ g = ite(f,g,0)
o f®g=ite(f,g,9).

La operacion que realiza un nodo de un ROBDD se puede representar como
(i, fz;y fz;), donde z; es la variable asociada con el nodo n;, y donde f,. v fz,
son los cofactores de la funcién f (es decir, la funcién f evaluada en z; = 1
y z; = 0, respectivamente). Si z = ite(f,g,h) y v es la variable superior de
f, gy h (es decir, v es la variable con menor indice de las tres funciones, o la
variable que ocupa una posicién més elevada en la ordenacién de variables),
entonces el ROBDD de z se puede construir por medio de la utilizacion de la
siguiente expresion recursiva:

z = (Uaite(fvagvahv):ite(fi: 9w, hi)) (45)

donde los casos terminales para esta recursién son ite(1, f, g) = ite(0, g, f) =
ite(f,1,0) = f. En la figura 4.3 se muestra el pseudocédigo correspondiente al
algoritmo ite.
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ite(f,g,h) {

if (terminal)
return resultado;

else {
sea v la variable superior de (f,g,h);
T = ite(fy,gv,hu);
E = ite(f7,97,h%) ;
if (T = E) return T;

R = nuevonodo(v,T,E);

return R;

Figura 4.3: Algoritmo ite.

Un conjunto de ROBDDs que representen varias funciones se pueden unifi-
car en un solo grafo que conste de ROBDDs que compartan los subgrafos que
sean comunes a todos ellos. Esta idea permite el ahorro de tiempo y espacio,
ya que evita la duplicaciéon de subgrafos. Cuando los subgrafos isomorfos se
comparten completamente, nunca coexisten dos nodos equivalentes. Este tipo
de estructura se conoce como ROBDDs compartidos [MIY90] o ROBDDs con
multiples nodos raiz. Cuando se utiliza un entorno software de ROBDDs com-
partidos, la comprobacién de equivalencia se puede realizar de forma inmediata
simplemente considerando los nodos raiz.

En la figura 4.4 se muestra un ROBDD compartido que representa las
funciones f1 = T2 /\fl, fg =To D xIy, f3 =T y f4 =29V I.
f, f, f f,
Ge)y (), (=)
0 ° 7 1

o@ :

0 1

Figura 4.4: ROBDD compartido de las funciones f; = 2o AT, fo = 20 @ 1, f3 =T
y fa= 122 VT,
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Los algoritmos de construccién y manipulacién dados por Bryant en [Bry86]
consideran ROBDDs no compartidos (separados). En la actualidad, los entor-
nos de representacién y manipulacion de funciones por medio de ROBDDs
utilizan ROBDDs compartidos. A lo largo de la tesis, cuando hablemos de
ROBDDs supondremos que se trata de ROBDDs compartidos.

4.1.2. Aspectos de implementacion de ROBDDs

En una implementacién tipica de un entorno de manipulacién de ROBDDs,
la construccién se realiza por medio de la aplicacién del operador ite y los
nodos se almacenan en una unica tabla (llamada la tabla inica) en la memoria
principal del computador.

En la tabla 4.1 se puede observar un ejemplo de la tabla tnica corres-
pondiente al ROBDD mostrado en la figura 4.4 y que representa las cuatro
funciones f1 = Ty N\ fl,fz = I9 D l‘l,fg = 7T y f4 = 29 V T7. Cada nodo no
terminal tiene tres atributos bésicos: un indice de la variable de entrada y dos
punteros a sus sucesores, representados en la tabla como low() y high(). Cada
nodo presenta, ademas, una serie de punteros y contadores adicionales que son
necesarios para el mantenimiento de la tabla. Los nodos terminales O y 1 se
colocan al comienzo de la tabla como nodos especiales, mientras que el resto
de nodos no terminales se van generando paulatinamente como resultado de
las operaciones logicas.

Direccién | Indice | low() | high() | Funcién

Dg - - - 0
D,y - - - 1
DQ Z1 D(] D1

Ds 71 D Dy f3
D, T Dy D3 J1
Ds T2 Dy D3 f2
D¢ T2 D3 D, Ja

Tabla 4.1: Representacién de un ROBDD utilizando una tabla.

Antes de la creacién de un nuevo nodo, se comprueban las reglas de reduc-
cion. Si los sucesores low() y high() tienen el mismo destino o si ya existe un
nodo equivalente, entonces no se crea un nuevo nodo sino que se copia simple-
mente el puntero al nodo ya existente. Para encontrar un nodo equivalente, se
comprueba la tabla que contiene todos los nodos existentes con sus indices. Co-
mo técnica efectiva de aceleracion de este proceso de comprobacion se pueden
utilizar las tablas hash [Gon84]. De esta forma se mantiene la unicidad de los
nodos y toda funcién Booleana se puede identificar por medio de la direccién
del nodo raiz.
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Cuando se generan ROBDDs de expresiones Booleanas, se generan también
temporalmente muchos ROBDDs intermedios. Con respecto a la eficiencia de
memoria, es importante eliminar estos ROBDDs intermedios no necesarios.
Para poder determinar la necesidad de los nodos, cada nodo lleva asociado un
contador de referencias que indica el nimero de punteros que direccionan ese
nodo (el nimero de referencias a ese nodo). Cuando el nimero de referencias
a un nodo es cero entonces ese nodo se puede eliminar, liberando por tanto
memoria.

Otra técnica usada para la reduccion del tiempo de calculo y de las necesida-
des de memoria de los ROBDDs consiste en la utilizacion de aristas atribuidas,
es decir, aristas con un atributo que representa una cierta operacion. Se han
propuesto varios tipos de aristas atribuidas [MIY90], aunque la més efectiva y
la mas utilizada en la implementacion de entornos software de manipulacion
de ROBDDs es la arista negativa.

La arista negativa es un atributo que indica que la funciéon del subgrafo
apuntado por la arista estd complementada. Esta idea fue llamada inversor por
Akers [AkeT8| y arista caracterizada (typed edge) por Madre y Billon [MB88].
Entre las ventajas que presenta la utilizacion de aristas negativas se encuentran
la reduccién del tamatnio del ROBDD, la realizacién del complemento en tiempo
constante y la aceleracion del calculo de operaciones logicas por medio de la
utilizacién de ciertas reglas como fA f=0, fVf=1, f® f=1, etc.

En esta tesis se ha utilizado el paquete CUDD* de la Universidad de Colo-
rado, que es uno de los entornos mas eficientes de manipulacion de ROBDDs.
Este entorno utiliza también el operador ¢te para la construccion e implementa
las técnicas comentadas anteriormente para la reduccion de espacio y tiempo
de céalculo de ROBDDs.

En el paquete CUDD, todos los nodos usados en los ROBDDs se almacenan
en tablas hash especiales llamadas tablas unicas cuyo principal objetivo es
garantizar que cada nodo sea tinico, es decir, que no exista otro nodo etiquetado
por la misma variable y con los mismos descendientes (hijos). Esta propiedad de
unicidad es la que proporciona la canonicidad a los ROBDDs. Las tablas tnicas
y otras estructuras de datos auxiliares constituyen el Manager (administrador)
del entorno CUDD. La tabla tinica esta formada a su vez por tantas tablas hash
como variables se estén utilizando. Estas tablas hash se conocen como subtablas
Uunicas.

Para la manipulacion eficiente de los diagramas de decisién, el entorno
CUDD utiliza una tabla de almacenamiento de resultados ya calculados cono-
cida como la Cache. También se utilizan en el CUDD las técnicas de contador
de referencias (Cuentas de referencia) y de aristas atribuidas negativas (Arcos
complemento) ya mencionadas, entre otras.

4CU Decision Diagram Package. ftp://vlsi.colorado.edu/pub/
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4.2. Ordenacion de las variables de entrada

Los ROBDDs constituyen representaciones canénicas de funciones Boo-
leanas bajo una ordenacién fija de las variables de entrada, sin embargo, la
permutaciéon del orden de las variables puede conducir a diferentes ROBDDs
para la misma funcion. El efecto de la ordenacion de variables depende de la
naturaleza de las funciones a manejar y en muchas ocasiones el tamano de
los ROBDDs varia enormemente. Como la complejidad computacional de un
ROBDD esta muy relacionada con sus necesidades de espacio, es importante
encontrar una ordenacién que intente minimizar la memoria utilizada en todas
las fases de manipulacién de un ROBDD. La ordenacién de variables es por
tanto un problema importante para la manipulacion y generacion de ROBDDs.

En la figura 4.5 se observa la diferencia de tamano existente entre dos
ROBDDs que representan la misma funcién Booleana f = x125 V 2324 V T526
para dos ordenaciones de variables diferentes. En la figura 4.5(a) se muestra el
ROBDD correspondiente a una buena ordenacién de variables, mientras que
en la figura 4.5(b) se tiene el ROBDD para la misma funcién, pero con una
mala ordenacién.

Figura 4.5: (a) Mejor ordenacién. (b) Peor ordenacién.

El hallazgo de la mejor ordenacién posible es un problema NP-completo
[THY93]. Los algoritmos existentes se limitan a problemas con un nimero
pequeno de variables de entrada, y es dificil encontrar la mejor ordenacién
para problemas mas complejos en un tiempo limitado. Friedman y Supowit
[F'S90] utilizaron programacién dindmica en la construccién de un algoritmo
para el calculo de una ordenacion de variables que producia tamanos minimos
de ROBDDs, pero dicho algoritmo requeria tiempo y espacio exponenciales
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y s6lo podia ser aplicable a funciones con un pequeno nimero de variables.
El algoritmo fue mejorado por Ishiura et al. [ISY91] y por Drechsler et al.
[DDGY8], presentando los mismos problemas para circuitos con un nimero de
variables superior a 30. Para evitar estos problemas se han estudiado distintos
métodos de ordenacion, pudiéndose distinguir dos tipos de aproximaciones.

Con respecto a la ordenacién de variables, existen propiedades empiricas
conocidas, como son que los grupos de variables con una relacién proxima de-
ben estar también proximas en la ordenacién, y que las variables que ejerzan
un gran control sobre la funciéon deben situarse en las posiciones mas altas de
la ordenacion (por ejemplo, en el caso de los selectores de datos). Basdndose en
estas reglas empiricas, se han enunciado algoritmos heuristicos para la ordena-
cion de variables, en los que principalmente se realizan analisis topologicos de
los circuitos y se utilizan variaciones de las busquedas primero en profundidad
(depth-first) y primero en anchura (breadth-first). En este tipo de aproxima-
ciones, la funcién a ser representada viene dada por una descripcién circuital.
Fujita et al. [FFK88] y Malik et al. [MWBSV88|] presentaron métodos que re-
corren el circuito l6gico desde las salidas hacia las entradas de forma primero en
profundidad y que realizan la ordenacion segiin el algoritmo va proporcionando
las variables de entrada (de mayor a menor posicién en la ordenacién). Minato
[MIY90] ide6 otro método heuristico basado en la asignacién de pesos a los cir-
cuitos 1dgicos. Butler et al. [BRKM91] utilizaron medidas de testabilidad para
la realizacién de la heuristica, en la que se refleja la informacién tanto topoldgi-
ca como légica del circuito. Estos y otros métodos [FMK91][JPHSI91][FFM93]
pueden encontrar relativamente buenas ordenaciones de variables antes de rea-
lizar la construccién de un ROBDD, pero debido a su naturaleza heuristica,
no hay un método que produzca ordenaciones adecuadas para todos los casos.

Existe un segundo tipo de aproximaciones que tratan de mejorar las or-
denaciones calculadas por los métodos heuristicos una vez que se tiene ya
construido el ROBDD, y se basan principalmente en el intercambio de varia-
bles del ROBDD. En estos métodos se selecciona, por tanto, una ordenacién
inicial de variables (por medio de una heuristica o usando la ordenacién inicial
del circuito), se construye el ROBDD del circuito y finalmente se minimi-
za el ROBDD tratando de mejorar la ordenacién de variables. Fujita et al.
[FMK91] propusieron un algoritmo de bisqueda local y Minato [Min92] pre-
senté otro método basado en intercambio de variables que mide la anchura de
los ROBDDs como funcién de coste. En el método de ordenacion dindmica de
variables de Rudell [Rud93], el propio paquete ROBDD determina y mantie-
ne el orden de las variables, donde se ejecuta automaticamente el proceso de
reordenacién cada vez que el ROBDD alcanza un tamano determinado. Tam-
bién se estan utilizando aproximaciones basadas en algoritmos de enfriamien-
to simulado (Simulated annealing) [BLW95][GS97a] y en algoritmos genéticos
[DBGI6][GSMI6][GSI7b][GSMRIS8] para el calculo de buenas ordenaciones.
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Los algoritmos heuristicos tipicos utilizan informacién topolégica para cal-
cular la ordenacién de las variables de entrada del circuito, reflejando por tanto
su estructura. No necesitan mucho espacio de almacenamiento y el tiempo de
calculo de la ordenacion es normalmente mucho maés eficiente que la traslacion
del circuito a un ROBDD utilizando esa ordenacién. Las aproximaciones ba-
sadas en el intercambio de variables que utilizan los ROBDDs para el cédlculo
de una ordenacion 6ptima o para la mejora de una ordenacion dada, presentan
caracteristicas diferentes. En estos métodos se comprueban muchas ordenacio-
nes intermedias, por lo que no pueden competir en tiempo de calculo con las
aproximaciones heuristicas. Por ejemplo, el enfriamiento simulado se deberia
aplicar unicamente si las otras heuristicas no han proporcionado una buena
ordenacién o si interesan ordenaciones 6ptimas, ya que debido a su estrategia
de bisqueda aleatoria puede encontrar buenas ordenaciones que no se pueden
calcular directamente de la estructura del circuito.

A continuacién se presenta un algoritmo heuristico basado en la estructura
del circuito para el calculo de una ordenacion fija de variables que sea utilizada
para la construcciéon de un ROBDD de tamano reducido del circuito.

4.2.1. Una aproximacion heuristica

Nuestro metodo heuristico [IS95][ISL95] utiliza la informacién topolégica
del circuito para realizar una asignacion de pesos a cada una de las puertas que
constituyen el circuito. A partir de dichos pesos se obtendra la ordenacion en
funcién también de pesos asignados a las variables de entrada del circuito. Esta
ordenacién fija de variables serd utilizada para la construcciéon del ROBDD de
tamano reducido del circuito.

La idea basica del algoritmo consiste en encontrar no una nueva ordena-
cién de variables diferente de la ordenacion inicial dada por la descripcién
circuital, sino en seleccionar una unica variable de entrada que sera coloca-
da en primer lugar en la ordenacién, manteniendo el resto de variables en la
ordenacién original (desplazadas una posicién). El tamano de los ROBDDs
normalmente es muy sensible a la ordenacion de variables seleccionada para su
construccién, y en muchos casos la ordenacion original constituye una buena
ordenacién para la construccién del ROBDD inicial [FFM93]. Esto puede ser
cierto debido a que los datos de la descripcién original del circuito se pue-
den ordenar utilizando informacién procedente del diagrama del circuito real.
Sobre este ROBDD inicialmente construido se pueden aplicar posteriormente
otros algoritmos basados en el intercambio de variables como los mencionados
anteriormente. Nuestro método pretende realizar una modificacion incremental
de la ordenacién original seleccionando una variable dptima, cuya “influencia”
sobre el circuito se obtenga de la informacion topolégica y que se coloque en
primer lugar de la nueva ordenacién obtenida, desplazando consecuentemente
el resto de variables de la ordenacién original en una posicion.
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El método realiza dos recorridos del circuito original realizando asignacio-
nes de pesos numéricos a las puertas del circuito en cada uno de los recorridos.
Esta asignacién numérica tiene en cuenta el fanin (ntimero de entradas) y el
fanout (nimero de salidas) de cada puerta. En el primer recorrido de asig-
nacion el objetivo es la obtencién de los pesos de las puertas de salida, que
seran utilizados en el segundo recorrido para obtener finalmente los pesos de
las entradas que se usaran para seleccionar la variable éptima a situar en la
primera posicién de la nueva ordenacién final. El primer recorrido consta de
los siguientes pasos:

e Se asigna un peso de 1 a cada una de las entradas primarias del circuito.
e Se asigna un peso a cada puerta sumando los pesos de sus entradas.

e Para cada puerta del circuito, el peso de su salida es el peso de la puerta
dividido por su fanout.

De esta forma se obtienen los pesos de las salidas haciendo un recorrido del
circuito desde las entradas hacia las salidas y partiendo de una asignacion ini-
cial de pesos a las entradas. El peso de las salidas reflejaria en cierto sentido
la influencia que ejerce la estructura del circuito sobre las mismas. Esta infor-
macion es la que se utilizard en el segundo recorrido para calcular la variable
optima de entrada.

En la figura 4.6 se muestra el pseudocddigo para el calculo de los pesos de
los nodos del circuito para el primer recorrido, donde un nodo puede ser tanto
una puerta como una entrada primaria y donde nodofanin representa una de
las entradas de nodo.

asignapesol(nodo) {
if (nodo = entrada primaria)
peso(nodo) = 1;
else
while (3 nodofanin)
peso(nodo) = peso(nodo) + asignapesol(nodofanin)/fanout(nodofanin);

}

Figura 4.6: Pseudocédigo para el calculo del peso de un nodo para el primer recorrido
del circuito.

Una vez que se han asignado unos pesos iniciales a las salidas, se realiza
el sequndo recorrido del circuito en el que, comenzando con los pesos de las
salidas, se van calculando los pesos del resto de nodos del circuito hacia las
entradas del mismo hasta calcular, finalmente, los nuevos pesos para las entra-
das primarias. Unicamente se consideran los pesos de las salidas del circuito
obtenidos en el primer recorrido, realizindose una nueva asignacion de pesos
a partir de los mismos.
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En la figura 4.7 se muestra el pseudocddigo para el célculo de los nuevos
pesos de los nodos para el sequndo recorrido del circuito, donde nodofanout
representa una de las salidas de nodo.

asignapeso2(nodo) {
if (fanout(nodo) >1) {
while (3 nodofanout) {
nfanin = fanin(nodofanout);
nfanout = fanout(nodofanout);
if (nfanin = nfanout)
peso(nodo) = peso(nodo) + asignapeso2(nodofanout) -nfanin;

else

peso(nodo) = peso(nodo) + asignapeso2(nodofanout)/nfanout;

}
}

else /* fanout(nodo) = 1 */

peso(nodo) = asignapeso2(nodofanout)/fanout (nodofanout);
if (nodo = entrada_primaria)

peso(nodo) = peso(nodo)/fanout(nodo) ;
if (nodo = salida)

peso(nodo) = peso(salida);

}

Figura 4.7: Pseudocoédigo para el calculo del nuevo peso de un nodo para el segundo
recorrido del circuito.

Con la nueva asignacion de pesos de las entradas producidas por el segundo
recorrido del algoritmo, se obtiene la wvariable dptima seleccionando aquella
entrada primaria con mayor peso. La nueva ordenacion se obtendra, por lo
tanto, situando la variable éptima en la primera posiciéon de la ordenacién y
desplazando en una posicién la ordenacién original de variables (de la que se
habrd extraido la variable éptima). En la figura 4.8 se muestra un circuito
ejemplo donde Recl y Rec2 representan los pesos asignados a cada nodo por
el primer y segundo recorridos del algoritmo, respectivamente.

En el ejemplo de la figura 4.8, la ordenacion original del circuito seria
{1, 29,23, 24, x5 }. Después del primer recorrido del circuito, se obtendrian los
pesos 2.625 y 2.375 para las salidas out0 y outl, respectivamente. A partir de
esta primera asignacion de las salidas, el segundo recorrido del algoritmo ob-
tendria finalmente los pesos de las entradas primarias. El mayor peso obtenido
para las variables de entrada es 13.812, correspondiente a la variable z3, por lo
que esta seria la variable optima obtenida por la heuristica. La nueva ordena-
ci6n de variables seria, por tanto, {x3, x1, T2, x4, T5}, siendo esta la ordenacién
inicial fija que se utilizaria para la construccion del ROBDD del circuito.
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Recl=1.5 Recl =175
Rec2 = 2.375 Rec2=5 Recl = Rec2 = 2.625
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Figura 4.8: Circuito con los pesos asignados por los dos recorridos del algoritmo.

4.2.1.1. Resultados experimentales

Se ha realizado la implementaciéon en coédigo C del algoritmo heuristico
de ordenacion y se ha comparado con otras heuristicas dadas en la literatura,
utilizando como benchmarks algunos de los circuitos ISCAS85 para generacion
de patrones de test [BF85] cuyas caracteristica se muestran en la tabla 4.2.
Se ha calculado la ordenacién de variables utilizando nuestra heuristica y se
han construido los ROBDDs de los benchmarks utilizando dicha ordenacion,
comparandose posteriormente con los ROBDDs obtenidos para los mismos
circuitos usando la ordenacién original y la ordenaciéon obtenida con otras
heuristicas. Los experimentos se han realizado en una estacién de trabajo SUN
UltraSparc-11 y se ha utilizado para la construccion de los ROBDDs el paquete
CUDD de la universidad de Colorado.

Se han comparado los ROBDDs de los benchmarks obtenidos utilizando
nuestra heuristica de ordenacién con los obtenidos usando la ordenacién origi-
nal que aparece en el formato de datos ISCAS de cada circuito. Como métricas
para la comparacién se han utilizado el tamano final del ROBDD (niimero de
nodos), el tiempo (en segundos) necesario para su construccién y el tamano
maximo del ROBDD (nimero méximo de nodos) obtenido durante la cons-
truccion. En la tabla 4.3 se muestran los resultados obtenidos para este primer
experimento, donde Mdzimo representa el tamano maximo del ROBDD.

De los resultados mostrados en la tabla 4.3, se observa que la ordenacién
obtenida con nuestra heuristica es mas eficiente para la construccién de los
ROBDDs que la ordenacién original suministrada con los circuitos. Conside-
rando los valores totales obtenidos para los benchmarks, se tiene que el ta-
mano final de los ROBDDs es un 28.65 % menor utilizando nuestra heuristica,
el tiempo necesario para la construcciéon de los ROBDDs es un 17.78 % menor
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Circuito || Entradas | Salidas | Niveles | Puertas
C432 36 7 7 203
C499 41 32 11 275
C880 60 26 24 469
C1355 41 32 24 619
C1908 33 25 24 619
C3540 50 22 47 1741

Tabla 4.2: Caracteristicas de los circuitos de benchmark ISCAS.

y el tamano maximo obtenido es un 26.67 % menor que el necesitado por la
ordenacién original. Los mejores resultados se obtienen para el circuito C880,
para el cual las mejoras de nuestra heuristica con respecto de la ordenacién
original son de un 84.65 % para el tamano final, de un 86.34 % para el tiempo
de construccién y de un 86.21 % para el tamano méximo del ROBDD.

Ordenacién original Nuestra heuristica
Circuito || Tamano | Tiempo | Maximo || Tamano | Tiempo | Méximo
C432 1733 0.12 12264 1713 0.12 11242
C499 45922 0.92 62342 45922 0.92 62342
€880 346660 18.52 | 1370502 53236 2.53 | 189070
C1355 45922 2.73 | 187026 45922 2.73 | 187026
C1908 36007 3.92 | 164542 19673 1.70 91980
3540 604559 69.15 | 2907590 604790 70.41 | 2910656
Total 1080803 95.36 | 4704266 771256 78.41 | 3452316

Tabla 4.3: Comparacién de los ROBDDs obtenidos usando la ordenacién original y
usando la ordenacion obtenida con nuestra heuristica.

En la tabla 4.4 se comparan los tamatios de los ROBDDs obtenidos pa-
ra los benchmarks ISCAS85 seleccionados utilizando la ordenacién original,
la ordenacién obtenida con nuestra heuristica (Ntra. heur. en la tabla) y las
obtenidas con varias de las heuristicas mas conocidas. Los métodos heuristicos
level y fanin fueron propuestos por Malik et al. [MWBSV88]|, la heuristica
fanout se debe a Fujita et al. [FFK88] y la heuristica fault simulation fue pro-
puesta por Butler et al. [BRKM91]. El resto de heuristicas que aparecen en la
tabla corresponden a los datos dados en [BRKM91]| para las heuristicas prime-
ro en profundidad (B), primero en anchura (D), simulacién de fallos (STM),
heuristica que utiliza medidas de testabilidad (SC'), heuristica propuesta por
Malik que mejora los resultados dados en [MWBSVS88] (ucb) y heuristica pro-
puesta por Brace et al. en [BBR90] (cmu). De los resultados obtenidos, se
observa que nuestra heuristica proporciona el menor tamano total de todas las
ordenaciones indicadas, siendo especialmente significativas las reducciones de
tamano obtenidas en los circuitos C432 y C880.
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Circuitos
Ordenaciéon || C432 | C499 C880 | C1355 | C1908 | C3540 Total
Original 1733 | 45922 | 346660 | 45922 | 36007 | 604559 || 1080803
level 29801 | 48431 | 500731 | 46044 | 36012 | 502184 || 1163203
fanin 26680 | 39858 | 346762 | 58513 | 18435 | 611088 || 1101336
fanout 26680 | 57434 | 346762 | 54130 9356 | 611088 || 1105450
fault sim 31073 | 38314 | 70071 | 49980 | 18764 | 590215 798417
B 42k n.p. n.p. - 143k n.p. -
D n.p. | 238k 35k | 483k 180k - -
SIM n.p. n.p. n.p. - 228k - -
SC 80k n.p. n.p. - 342k n.p. -
cmu n.p. | 235k 29k 477k 147k - -
uch n.p. | 217k 33k 438k 147k n.p. -
Ntra. heur. 1713 | 45922 | 53236 | 45922 | 19673 | 604790 771256

Tabla 4.4: Comparacién de tamanos de los ROBDDs construidos usando la ordena-
cién original, la obtenida por distintas heuristicas y la obtenida por nuestra heuristica
(n.p. = no posible).

Como se ha mencionado anteriormente, una vez construido el ROBDD
utilizando una ordenacién inicial fija (obtenida heuristicamente o usando la
ordenacién original) se pueden aplicar otros métodos de reducciéon del ROBDD
basados principalmente en el intercambio de variables.

En la tabla 4.5 se muestran los resultados obtenidos de una segunda reduc-
cién de los ROBDDs anteriormente construidos usando la ordenacion original
y nuestra heuristica, donde se ha utilizado el algoritmo de desplazamiento
(reordering sifting) de Rudell [Rud93] para realizar la reduccién y donde las
métricas de comparaciéon empleadas han sido el tamafno final del ROBDD
(ntiimero de nodos) y el tiempo (en segundos) necesario para su construccion.
De los resultados obtenidos se observa que nuestra heuristica es, de nuevo, mas
eficiente que la ordenacion original cuando se realiza la reduccion de sus respec-
tivos ROBDDs usando el algoritmo de desplazamiento de Rudell. Las mejoras
obtenidas en este caso, considerando los valores totales medidos para los dis-
tintos benchmarks, son de un 2.45% para el tamano final y de un 11.6 % para
el tiempo de construccion. De nuevo los mejores resultados se obtienen para
el circuito C880, donde las mejoras en el tamano final y en el tiempo de cons-
truccion son del 27.8% vy del 75.5 %, respectivamente. Las mejoras totales de
espacio obtenidas por nuestra heuristica no son, en este caso, tan significativas
como las mostradas anteriormente en la tabla 4.3, aunque con respecto al tiem-
po de construccién sigue siendo apreciable. El motivo seria que el algoritmo de
desplazamiento de Rudell permite obtener resultados bastante optimizados en
tamano para los ROBDDs, estando éstos ya proximos a los mejores tamanos
obtenidos en la literatura [BLW95].
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Ordenacion original || Nuestra heuristica
Circuito || Tamano | Tiempo || Tamano | Tiempo
C432 1210 0.32 1211 0.31
C499 30775 17.99 30775 17.99
C880 7064 36.61 5098 8.97
C1355 30775 20.13 30775 20.13
C1908 7153 13.71 6522 5.09
C3540 27908 195.54 27933 198.89
Total 104885 284.3 102314 | 251.38

Tabla 4.5: Comparacién de los ROBDDs obtenidos tras reducir los ROBDDs pre-
viamente creados usando la ordenacién original y nuestra heuristica, utilizando el
algoritmo de desplazamiento de Rudell.

En la tabla 4.6 se muestran los resultados obtenidos de reducir los ROBDDs
previamente construidos usando la ordenacion original y nuestra heuristica,
utilizando el algoritmo de enfriamiento simulado. Las métricas de comparacion
utilizadas son el tamano final del ROBDD y el tiempo en segundos necesario
para su construccion. Los datos obtenidos en este caso reflejan diferencias poco
significativas, siendo practicamente inexistentes para los tamanos totales y de
apenas un 5 % de mejora en el tiempo total de construccién. Para el benchmark
(880 la mejora es temporal, siendo de un 56.3 %. Los motivos serian los mismos
que los senalados anteriormente para el algoritmo de Rudell. Los resultados
de tamano obtenidos con el enfriamiento simulado estdn ya muy optimizados
y proximos a los mejores obtenidos en la literatura [BLW95], sin embargo, se
puede observar que los tiempos necesarios para alcanzar estos tamanos 6ptimos
son excesivamente grandes comparados con los métodos heuristicos (e incluso
con el algoritmo de Rudell). Las mismas consideraciones se podrian hacer con
los métodos que utilizan algoritmos genéticos.

Ordenacién original || Nuestra heuristica
Circuito || Tamano | Tiempo | Tamano | Tiempo
C432 1209 82.0 1211 88.33
C499 25866 | 11675.06 25866 | 11724.2
€880 4054 | 2617.04 4054 | 1142.96
C1355 25866 10920.5 25866 | 10920.5
C1908 5652 1111.38 5526 974.51
(C3540 23831 | 10389.67 23836 | 10291.89
Total 86478 | 36795.65 86359 | 35142.44

Tabla 4.6: Comparacion de los ROBDDs obtenidos tras reducir los ROBDDs pre-
viamente creados usando la ordenacién original y nuestra heuristica, utilizando el
algoritmo de enfriamiento simulado.
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4.3. Otros tipos de diagramas de decision

Existen algoritmos eficientes de manipulaciéon de funciones representadas
por ROBDDs, sin embargo, hay muchas funciones para las que los ROBDDs
son excesivamente grandes como para poder ser almacenados en la memoria del
computador. Por ejemplo, Bryant [Bry86|[Bry91] demostré que los ROBDDs
para la multiplicacién de dos nimeros de n bits tienen al menos 25 nodos,
y hay experimentos que muestran que los ROBDDs de los multiplicadores
son muy grandes incluso para pequenos valores de n. Por esta razén, han
aparecido un gran nimero de extensiones del concepto basico de ROBDD que
permiten distintos tipos de representaciones de funciones. El inconveniente
que presentan estos tipos de diagramas de decisiéon es que normalmente no se
conocen algoritmos eficientes para su manipulacién.

Entre el gran nimero de extensiones del concepto de ROBDD existen-
tes, se pueden citar las extensiones obtenidas del reemplazamiento de la regla
de descomposicién de Shannon por otra regla de descomposicién diferente.
Ejemplos de estas extensiones serian los diagramas de decision funcional or-
denados (OFDDs) [KSR92|[KR93|que utilizan la descomposicion positiva de
Davio f = fls;=0 ® xi(flz;=0 D fl|z,=1), los diagramas de decision funcional
de Kronecker ordenados (OKFDDs) [DST*94] en los que en distintos nodos
se puede seleccionar entre la descomposicion positiva y la descomposicion ne-
gativa (f = fle=1 © Ti(fle;=0 ® f|z,=1)) de Davio, o los OBDDs de paridad,
tambien llamados Mod2-OBDDs o &-OBDDs [GM96][Waa97], que son repre-
sentaciones que combinan los OBDDs, los OFDDs y los OKFDDs y que se
veran mas ampliamente en el capitulo 6.

También existen extensiones obtenidas por medio de la flexibilizacion de
la condicién de ordenacién de variables del ROBDD vista en la definicién 12.
De esta forma se obtienen los BDDs libres (FBDDs) [FHS78| y los FBDDs
con ordenacion de grafo (G-FBDDs) [SW95], en los que cada variable puede
aparecer en cada camino dirigido sélo una vez, pero en los que pueden existir
distintas ordenaciones de variables para distintos caminos. También se puede
relajar la condicion dada en la definicién 12 de que en cada camino dirigido
del ROBDD aparezca cada variable como mucho una sola vez. De esta forma
se pueden encontrar los BDDs indezados (IBDDs) [JBAT97] en los que el
conjunto de nodos se puede particionar en k capas de nodos de forma que
para cada capa hay una ordenacién de variables, mientras que los kKOBDDs
[BSSW98] tienen la condicién adicional de que las ordenaciones de variables de

las k capas son iguales. También se pueden mencionar los BDDs transformados
(TBDDs) [BMS95] y los BDDs con cero suprimido [Min93], entre otros.

Las técnicas de los ROBDDs también se pueden extender para representar
funciones multivaluadas f : {0,1}" — Z en lugar de funciones Booleanas,
cuyas aplicaciones se encuentran principalmente en el area de la verificacién.
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Para poder representar dichas funciones, es necesario extender los ROBDDs de
forma que se puedan introducir valores numéricos (enteros, si se utiliza el cam-
po de enteros Z). Como ejemplos de estas extensiones, se encuentran los BDDs
multi-terminales (MTBDDs) [CFM™93] que son una extensién simple de los
ROBDDs en los que se permiten mas de dos terminales, o los diagramas alge-
braicos de decision (ADDs) [BFG193] en los que se realiza una descomposicién
Shannon entera en cada nodo. También Jain et al. [JABF92] introdujeron los
diagramas semi-numéricos de decision (snDDs) utilizando esta aproximacién.

Para tratar de incrementar la cantidad de subgrafos compartidos cuando
se utilizan nodos terminales con valores numéricos, Lai y Sastry [LS92] pre-
sentaron los diagramas de decision binarios con aristas valuadas (EVBDDs),
que son MTBDDs con aristas atribuidas con ciertos pesos, cuyos valores son
sumados a la funcién a representar. Si, ademas, se permiten pesos multiplicati-
vos para las aristas, entonces se tienen los EVBDD:s factorizados (FEVBDDs)
[TP97]. Shen, Devadas y Ghosh introdujeron los Diagramas Booleanos libres
(FBDs) [SDG95] que presentan nodos de decisién junto con nodos funcionales
para la disyuncion y la conjuncion, ademas de incluir valores numéricos en
ambos tipos de nodos.

Bryant y Chen [BC95] introdujeron los diagramas de momento binario
(BMDs) y los diagramas de momento binario multiplicativo (*BMDs). Los
BMDs utilizan la descomposicién positiva de Davio (con valores enteros) y per-
miten nodos terminales con valores enteros (de forma anédloga a los MTBDDs),
es decir, son una generalizacién con valores enteros de los OFDDs. Los *BMDs
son una generalizacion de los BMDs, ya que permiten pesos multiplicativos de
aristas (los valores de las aristas se multiplican por las funciones que repre-
sentan). Los diagramas de momento binario de Kronecker (KBMDs) [DBR96]
pueden utilizar distintos tipos de descomposicién entera por variable (de forma
analoga a los OKFDDs a nivel binario). Los K¥BMDs [DBR96] se diferencian
de los KBMDs en que pueden utilizar pesos enteros aditivos y multiplica-
tivos en paralelo (como en los FEVBDDs). Recientemente, Chen y Bryant
[CB97] propusieron los diagramas de decision hibridos de potencia multiplica-
tiva (*PHDDs), que tienen una estructura similar a los K¥*BMDs pero donde
los valores de las aristas se interpretan como potencias de una base dada.

4.4. Conclusiones

En este capitulo se han presentado los diagramas de decision binarios or-
denados y reducidos (ROBDDs), que son las estructuras de datos en forma de
grafo méas utilizadas en la actualidad para representacion de funciones Boo-
leanas. Se ha dado su evolucién histérica y se han descrito sus caracteristicas
principales, considerandose también los aspectos de implementacién de un en-
torno que utilice ROBDDs.
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Una de las caracteristicas de los ROBDDs es que constituyen representacio-
nes canonicas de funciones Booleanas bajo una ordenacion fija de las variables
de entrada, pero distintas ordenaciones de las variables conducen a diferentes
ROBDDs con distintos tamanos. Por lo tanto, la ordenaciéon de variables pa-
ra un ROBDD constituye un problema muy importante, existiendo distintos
algoritmos de ordenacién que se pueden clasificar en métodos heuristicos y
métodos dindmicos de intercambio de variables. Los métodos heuristicos ope-
ran sobre el formato de datos original del circuito y calculan una ordenacion de
variables que se utilizara para la construcciéon del ROBDD inicial del circuito.
Los métodos dindmicos de ordenaciéon operan sobre el ROBDD ya construido
del circuito y tratan de reducirlo probando distintas ordenaciones, utilizando
como funcién de coste el tamano del ROBDD obtenido.

Se ha presentado un método heuristico de ordenaciéon de variables basado
en la informacion topolégica del circuito. Este algoritmo realiza dos recorri-
dos del circuito asignando pesos numéricos a las puertas en cada uno de ellos.
El primer recorrido calcula los pesos de las salidas, que seran utilizados en
el segundo recorrido del algoritmo para el cédlculo final de los pesos de las
entradas. La variable de entrada con mayor peso (variable dptima) serd selec-
cionada para ocupar la primera posicion en la nueva ordenacion, mientras que
el resto de variables mantienen la ordenacién original, desplazadas en una po-
sicién. Se han realizado experimentos construyendo los ROBDDs de circuitos
de benchmark ISCAS85 utilizando nuestra ordenacién, la ordenacién original
y distintas heuristicas cldsicas, comprobando la eficiencia de nuestra heuristi-
ca en tamano y tiempo de construccién de los ROBDDs. Posteriormente se
han utilizado métodos dinamicos sobre los ROBDDs ya construidos heuristica-
mente con nuestra aproximaciéon y con la ordenacion original, comprobandose
también el mejor comportamiento de nuestro método.

Finalmente, se ha dado una visién de las distintas extensiones del concepto
de ROBDD para la representacién de funciones Booleanas, dando sus princi-
pales caracteristicas. También se han revisado los distintos tipos de grafos en
forma de diagramas de decision existentes en la literatura para la representa-
cion de funciones con valores numéricos. Este tipo de estructuras son las que
tienen interés para nosotros debido a que la verificaciéon probabilista utiliza
transformaciones algebraicas de funciones Booleanas, con lo que es necesario
introducir valores numéricos en este tipo de grafos para el cdlculo posterior de
la signatura que represente a dichas funciones. En los capitulos 5 y 6 se ven las
aproximaciones que hemos utilizado para el calculo de signaturas empleando
diagramas de decision modificados para la introduccién de valores numéricos.






Capitulo 5

Aproximacion hibrida de
verificacion

En este capitulo se describe una aprorimacion hibrida de verifica-
cion que utiliza la verificacion determinista que emplea ROBDDs
y la verificacion probabilista. La combinacion de ambos métodos
requiere la introduccion de valores numéricos en los ROBDDs,
que se seleccionardn de un campo finito. Nosotros utilizamos el
campo de Galois GF(2™), ya que permite la simplificacion del
calculo de las signaturas. La aprorimacion hibrida se aplica a
circuitos combinacionales de dos niveles, por lo que previamente
se utiliza el método visto en el capitulo 3 para la obtencion de una
representacion en forma de cubos disjuntos de dichos circuitos.

En los capitulos anteriores se han visto dos aproximaciones diferentes para
la verificacién de funciones Booleanas: el método probabilista y la utilizacion
de ROBDDs como representaciones candnicas de funciones Booleanas. La ve-
rificacion probabilista se basa en transformaciones algebraicas de las funciones
Booleanas en términos de polinomios definidos sobre un cierto campo, mien-
tras que la verificacion por medio de ROBDDs realiza la comparacion de dos
funciones representadas por sus ROBDDs, de modo que si éstos son iguales
(isomorfos) entonces ambas funciones son equivalentes. Este tipo de verifica-
cién que utiliza ROBDDs a veces se refiere como wverificacion determinista.

En este capitulo se utiliza una aproximacién hibrida para la verificacion de
funciones Booleanas que combina los dos métodos, de forma que mientras no
existan limitaciones de espacio o tiempo se utiliza la verificacién determinis-
ta (ROBDDs), pero si existe alguna, entonces se utiliza la probabilista. Esta
aproximacion hibrida se aplica a funciones Booleanas representadas en forma
cubica de dos niveles, para lo cual se utiliza el método de calculo de operaciones
Booleanas visto en capitulo 3 que genera conjuntos de cubos disjuntos.
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En la verificacién probabilista se calcula la signatura de una funcién Boo-
leana seleccionando un valor numérico aleatorio para cada variable de entrada
de la funcion, y evaluando una version transformada de esa funcién utilizando
esos valores. En general, la seleccién aleatoria de esos valores se puede realizar
utilizando cualquier campo, pero computacionalmente interesa la utilizacion
de campos finitos. En el capitulo 2 se ha utilizado el campo de enteros maodulo
p para algin primo p, Z,, sin embargo, para nuestra aproximacion hibrida
vamos a considerar el campo de Galois GF(2™), que es un campo finito de ca-
racteristica 2 con 2™ elementos. En este capitulo iinicamente presentamos las
caracteristicas basicas de los campos GF(2™) que nos permitan ver su aplica-
cién a la verificacién probabilista. En la segunda parte de esta tesis (capitulos
7 al 9) se estudian mas en profundidad los campos de Galois y, al ser la mul-
tiplicacion una de las operaciones mas costosas e importantes, se presentan
distintos métodos de multiplicacion de elementos pertenecientes a dicho cam-
po, que dependeran de la seleccion del tipo de base de representacion de los
elementos y del polinomio irreducible generador del campo.

Para poder combinar los dos tipos de verificacién en una aproximacion
hibrida, también es necesaria la introduccion de valores numéricos en la estruc-
tura de datos del ROBDD. Esto se podra realizar interpretando el ROBDD
como una representaciéon algebraica (para lo cual se utilizan las propiedades y
teoremas vistos en el capitulo 2) y evaluando posteriormente dicha represen-
tacién sobre los valores numéricos seleccionados del campo GF'(2™).

La aproximacién hibrida de verificaciéon se aplica a funciones Booleanas
que representan circuitos logicos combinacionales de dos niveles expresados en
forma cibica (como un conjunto de cubos o SOPs). De las propiedades dadas
en el capitulo 2, se observa que el célculo de la transformada A (y por tanto de
la signatura) se simplifica en gran medida cuando se cumple la propiedad de
disjuncion u ortogonalidad para las funciones a operar (teorema 8). Por este
motivo utilizamos el método de calculo de operaciones Booleanas dado en el
capitulo 3 para realizar la transformacion de los benchmarks dados en formato
de sumas de productos no disjuntos (SOP) a un formato de sumas de productos
disjuntos (DSOP), y realizamos la verificacién sobre representaciones distintas
en forma DSOP de dichos benchmarks para comprobar su equivalencia.

Se realizan experimentos de verificacion probabilista, determinista e hibrida,
comparandose la memoria y el tiempo de ejecucion necesarios para la verifica-
cion. El método probabilista implica el cdlculo y manipulacion de signaturas
exclusivamente, mientras que los métodos determinista e hibrido implican la
construccién de ROBDDs con valores numéricos. Por este motivo, para los ex-
perimentos realizados con estos dos modos de verificacién se tienen en cuenta
dos aproximaciones relativas a la ordenacion de variables: usando la ordenacion
ortginal fija dada por los circuitos de benchmark y utilizando la aproximacion
dindmica de reordenacién de variables por desplazamiento de Rudell.
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5.1. Aplicacion de campos de Galois a la verificacion
probabilista

Como se vio en el capitulo 2, la verificacién probabilista consiste en la gene-
racion de un cédigo numérico o signatura para una funcién Booleana, de forma
que la verificacién de equivalencia de dos funciones se realice comparando sus
signaturas. La signatura de una funcién Booleana se obtiene evaluando la re-
presentacion de dicha funcion sobre unos valores seleccionados aleatoriamente
de un campo finito. Si las signaturas de dos funciones son diferentes, entonces
no son equivalentes con seguridad, pero si las signaturas son iguales, entonces
las funciones son equivalentes con una probabilidad pequena de error.

Para poder generar la signatura de una funcién Booleana con variables de
entrada Booleanas x,_1, ..., 1, xg, se debe seleccionar un valor numérico alea-
torio (generado independientemente y uniformemente distribuido) para cada
variable x;. Estos valores se pueden seleccionar de cualquier campo, pero noso-
tros utilizaremos el campo finito GF (p™), con p primo y m € N, que representa
un campo de Galois' con p™ elementos.

La evaluacién de la funcién Booleana (con los valores aleatorios seleccio-
nados asignados a sus variables de entrada) se puede realizar por medio del
reemplazo de la funcién Booleana por una funcion aritmética equivalente defi-
nida sobre el campo finito. Este reemplazo esta determinado por una transfor-
macion algebraica (la transformada A) de la funcién Booleana en términos de
polinomios sobre el campo finito. Si A[f;] v A[f2] representan los polinomios
asociados a las funciones Booleanas 3; y (2 por la transformada A, se vio en
el capitulo 2 que se pueden establecer las siguientes transformaciones de fun-
ciones Booleanas a expresiones aritméticas (utilizando las 0, 1 — equivalencias
y las operaciones Booleanas extendidas dadas en la tabla 2.2)

-3 21— Alf]
BinBy 25 AlB]- Al
BV B 2 AR+ AlBa] — Al - AlB)]
BBy 5 AR+ AR -2 AR - AlB]

donde las operaciones aritméticas de suma, resta y multiplicacién se realizan
sobre el campo finito. En realidad, como se vio en el teorema 2, el calculo
correcto requiere el cumplimiento de la propiedad de idempotencia de la mul-
tiplicacion, por lo que habria que aplicar de nuevo la transformada A a las
combinaciones anteriores de transformadas A de las funciones 3, y fs.
Nosotros consideramos el campo de Galois GF(2™), que es un campo fi-
nito de caracteristica 2 con 2" elementos y donde cada elemento del cam-
po se puede representar como un vector de m bits. GF(2™) es un campo de

'Los campos de Galois se estudiardn en profundidad en la segunda parte de esta tesis.
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extension del campo base GF(2) de 2 elementos, es decir, GF(2) = {0,1}.
Los elementos distintos de cero del campo GF(2™) estdn generados por un
elemento primitivo o, donde « es una raiz de un polinomio irreducible pri-
mitivo g(z) = gm_12™ ' + -+ + g1z + go sobre GF(2). Los elementos dis-
tintos de cero de GF(2™) se pueden representar como potencias del elemen-
to primitivo «, es decir, GF(2™) = {0,a',a?,...,a*" 72, a®"~! = 1}. Como
a es una raiz del polinomio irreducible primitivo, se tiene que g(a) = 0y
a™ = gy @™ 4+ gra+ go. Por tanto, un elemento del campo GF(2™) se
puede expresar también como un polinomio de a con grado menor que m. Es
decir, GF(2™) = {ay_1a™ '+ +aja+ag | a; € GF(2) para 0 <7 < m—1}.
Estos polinomios se pueden representar como nimeros decimales que varian
desde 0 hasta 2™~ y donde m — 1 es el grado maximo que puede tomar cual-
quiera de los elementos. Por ejemplo, el polinomio a® +a* +1 se representa por
el nimero decimal 49, que a su vez se puede representar (con m=16) como el
nimero (o vector) binario de 16 bits 0000000000110001 si se selecciona la base
polinémica como base de representaciéon de los elementos del campo GF(2').

La aritmética en un campo finito de caracteristica 2 es esencialmente una
aritmética modular. Por tanto, la adicidn (suma) de dos polinomios (elementos
del campo) se convierte en la XOR (OR-exclusiva o disyuncién exclusiva) bit a
bit de sus representaciones binarias correspondientes, mientras que la sustrac-
cion (resta) es exactamente igual que la adicién en aritmética mddulo 2. Por
ejemplo, para un campo GF(2'%) (m = 16) y utilizando una base polinémica
de representacion, la adicién de los polinomios o® +a* +a+1y a* +ao? +a
se calcula representdndolos como los ntimeros binarios 0000000000110011 y
0000000000010110, respectivamente, y realizando la XOR. bit a bit de ambas
representaciones. El resultado obtenido seria 0000000000100101, que corres-
ponde al polinomio o® + a2 + 1. En este ejemplo, se tiene que el elemento
unidad se representaria como el vector binario 0000000000000001, por lo que
la suma del elemento unidad con cualquier otro elemento del campo se reali-
zarfa simplemente complementando el tiltimo bit (es decir, el bit menos sig-
nificativo o el de menor peso) de la representacién binaria de este elemento?.
Esta propiedad sera importante debido a que permite simplificar el cdlculo del
complemento de un elemento del campo en la verificacion probabilista, como
vemos posteriormente.

Por otra parte, la multiplicacion de dos polinomios es la operacion aritméti-
ca mas importante y una de las mas complejas y de mayor consumo de tiempo
para su realizaciéon. Su complejidad puede depender de varios factores, como
son la seleccién del polinomio irreducible o la seleccion de una base para la re-
presentacién de los elementos del campo (generalmente, base polindmica, dual
o normal).

2Esta propiedad se cumple cuando se utiliza la base polindmica como base de representacién,
pero no se cumple en otras bases, como se verd en el capitulo 7.
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En esta primera parte de la tesis no profundizamos en la multiplicacién
sobre campos de Galois GF(2™), siendo el algoritmo de multiplicacién en base
candnica de Yeh et al. [YRT84] el utilizado para su aplicacién en la verificacién
probabilista. En la segunda parte de la tesis se estudian en profundidad los
campos de Galois y el algoritmo de multiplicacion candnica aqui empleado
(subseccion 7.2.1), asi como otros tipos distintos de multiplicacién.

A partir de estas propiedades y teniendo en cuenta las transformaciones
de funciones Booleanas a expresiones aritméticas vistas anteriormente, se pue-
de justificar la utilizacién de GF(2™) como campo finito para la verificacién
probabilista:

e La sustraccion se convierte en adicion, por lo que para calcular el com-
plemento de una funcion Booleana transformada, se tendrda que sumar
el elemento unidad al polinomio que representa a la funcién Booleana
original (su transformada A).

e En la transformacion aritmética de la disyuncion exclusiva (XOR) de las
funciones Booleanas (31 y 32, aparece el término 2 - A[f;] - A[3:]. Como
el campo GF(2™) tiene caracteristica 2, este producto serd igual a cero,
por lo que el polinomio de la XOR de (3 y 5 se reduce simplemente a la

adicién de A[f] y A[B2].

Aplicando estas simplificaciones y las transformaciones vistas, se pueden
calcular las signaturas de las funciones Booleanas para las que se desea com-
probar su equivalencia evaluando las expresiones obtenidas sobre el conjunto
de elementos aleatoriamente seleccionados del campo de Galois GF(2™).

Como se vio en el capitulo 2, si Sy y S5 son las signaturas obtenidas para dos
funciones Booleanas, estas signaturas se pueden comparar para verificacién,
existiendo dos posibilidades:

e Si 7 # S5, entonces las dos funciones no son equivalentes con certeza.

e Si 57 = 55, entonces las funciones son equivalentes con una probabilidad
de error muy pequena, que se puede reducir incrementando el tamano
del campo o realizando varias ejecuciones, utilizando en cada ejecucion
un conjunto independiente de asignaciones de variables aleatoriamente
seleccionadas y calculando las signaturas de las funciones a verificar.

5.2. Interpretacion algebraica de un ROBDD

Para un nodo no terminal v perteneciente a un ROBDD, sean low(v) y
high(v) su 0-sucesor y su I-sucesor, respectivamente, y sea 1z, la variable
simbdlica asociada con el nodo v. Se ha visto en el capitulo 4 que la funcién
Booleana representada por un ROBDD se puede definir recursivamente en
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términos de fY, la funcién Booleana representada por el subgrafo rutado en el
nodo no terminal v, de la siguiente forma

U= ALY g A ] (5.1)

teniéndose que si v es un nodo terminal, entonces f” simplemente toma el valor
cierto (1) o el valor falso (0).

Ahora se puede aplicar la transformada A a la expresion anterior. Para ello,
se observa que los dos términos de la disyuncién son claramente ortogonales,
por lo que se puede aplicar el teorema de ortogonalidad visto en el capitulo 2,
obteniéndose

Alf] = Al —z,) - f°0) + Ala, - f1)] (5:2)

donde se han utilizado las 0,1-equivalencias y las operaciones Booleanas ex-
tendidas dadas en la tabla 2.2 del capitulo 2. Ademads, en esta expresién ya
aparecen operaciones aritméticas definidas sobre un campo finito (suma, mul-
tiplicacion y resta) en vez de operaciones Booleanas (disyuncidn, conjuncion
y complemento).

La ecuacion 5.2 se puede simplificar si el BDD es libre, es decir, si cada va-
riable aparece solamente una vez a lo largo de cualquier camino que transcurra
desde el nodo raiz hasta un nodo terminal. Pero esta propiedad se cumple en
los ROBDDs, ya que constituyen un caso especial de BDDs libres. Por tanto,
una variable z, no aparecera en los sub-ROBDDs, low(v) y high(v), apuntados
por las 0,1-aristas del nodo v y, por tanto, las subfunciones correspondientes
flew®) (cofactor negativo) y f9"") (cofactor positivo) no dependersn de la va-
riable z,. Como consecuencia, las transformadas A que aparecen en el segundo
término de la ecuacién 5.2 se calculan sobre el producto de dos funciones que
no tienen ninguna variable en comtn (1 —x,) - f°v®) y g, . f495() por lo que
se puede aplicar el teorema de soporte disjunto para obtener

Alf'1= (1= 2) - ALF0] + - A[fP90)] (5:3)

donde se han utilizado las reglas vistas en el teorema 5 del capitulo 2 y donde
se observa que esta expresion coincide con el teorema 4 de expansion lineal.

5.3. Calculo de la signatura de un ROBDD

Con la ecuaciéon 5.3 se puede calcular el polinomio simbdlico dado por la
transformada A de la funcién f representada por el nodo no terminal v de un
ROBDD, en funcién de las transformadas de sus cofactores negativo y positivo.
Pero el objetivo no es la obtencién de un polinomio, sino de una signatura que
represente a la funcion, y que serd el valor del polinomio calculado evaluado
para una asignacion aleatoria de sus variables.
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Como se vio en el capitulo 2, la introducciéon de valores numéricos en una
representacion algebraica consiste en la sustitucion del valor dado por el simbo-
lo equivalente y en la realizaciéon de las simplificaciones correspondientes. Un
congunto de restriccion p determina el conjunto de variables que son sustitui-
das por sus valores numéricos aleatorios correspondientes. Si el conjunto de
restriccion p estd formado por todas las variables de las que depende la fun-
cién representada por un ROBDD, se puede calcular el valor numérico de las
representaciones algebraicas dadas por la ecuacién 5.3 para todos los nodos
del ROBDD aplicando la restriccién al conjunto p, es decir

A f] = (1= ) gy - A LI + (o) oy - Agpy [F179"0] (5.4)

Se observa que en la ecuacion 5.4 se combinan los valores numéricos de los
términos involucrados sin realizar ninguna consideracion especial acerca de la
existencia de variables comunes a dichos términos. Esto es posible debido a
que la expresion 5.3 verifica el teorema 7 de combinacion de soporte disjunto
y el teorema 8 de ortogonalidad, vistos en el capitulo 2.

Partiendo de la ecuacion 5.4, si x, representa el valor numérico aleatorio
asignado a la variable z,, y flov(V) y fhigh(v) representan los valores numéricos
(signaturas) obtenidos al realizar las restricciones Ay, [f17™)] y Ay, [fhi9h)],
respectivamente, entonces la signatura £V obtenida para la restriccion Agp[f]
vendra dada por la expresion

v — (1 . Xv) . flow(v) + Xy - fhigh(v) (55)

Esta ecuaciéon determina la signatura de un nodo v de un ROBDD en
funcién del valor numérico asignado a la variable x, asociada a dicho nodo, y
en funcién de las signaturas de sus cofactores negativo () y positivo f9"v)
Por tanto, se puede calcular de forma recursiva la signatura del ROBDD que
representa a una funciéon Booleana f, siendo dicha signatura el valor numérico
obtenido para el nodo raiz del ROBDD.

5.4. ROBDDs con valores numéricos de GF(2")

En la representacién algebraica dada por la ecuacion 5.3 aparecen opera-
ciones aritméticas sobre un campo finito, pero nosotros utilizamos el campo
de Galois GF(2™), por lo que la operacién de resta que aparece en esta ecua-
ci6n se sustituye por la operacién de suma (teniendo en cuenta las propiedades
vistas en la seccién 5.1), obteniendo la siguiente expresion

A[f] = (1 + x,) - AW 4 2, - A[fhi9h(0)] (5.6)

donde aparecen sumas y multiplicaciones definidas sobre el campo GF(2™)
seleccionado. La ecuacién 5.5 también se modificara en consecuencia

v — (1 + Xv) . flow(v) + Xy - fhigh(v) (57)
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Como se ha visto en la seccién 5.1, en un campo finito GF(2™) los elementos
se representan como vectores binarios de m bits, por lo que en la ecuacion 5.7
aparecen sumas y multiplicaciones de vectores binarios. La adicion de dos
elementos del campo es simplemente la OR-exclusiva bit a bit de sus vectores
binarios correspondientes. En esta primera parte de la tesis, utilizamos la base
polinomica de representacion de los elementos del campo, en la que el elemento
unidad se representa por un vector de m bits todos cero a excepcion del bit
de menor peso, que toma el valor 1 (para m = 16, el elemento unidad es el
vector 0000000000000001). Por lo tanto, la operacién (1 + x,) que aparece en
la ecuacion 5.7 se reduce simplemente al complemento del bit de menor peso
de la representacién binaria de x,. Con respecto a la multiplicacion de vectores
binarios de m bits (elementos del campo GF'(2™)), asumimos que se utiliza un
algoritmo de multiplicacién en base candnica, sin profundizar en la estructura
de dicho algoritmo. Es en la segunda parte de la tesis donde se estudian éste
(subsecci6n 7.2.1) y otros tipos de multiplicacién sobre los campos de Galois.

5.4.1. Aspectos de implementacion

Para la realizacion de nuestra aproximacién hibrida de verificacién, es ne-
cesaria la utilizacién de ROBDDs intermedios que incluyan la signatura de las
(sub)funciones que representan en la propia estructura de datos del ROBDD.
La signatura de una funcién serd la signatura del nodo (o los nodos) raiz
de su ROBDD. Por comodidad, vamos a llamar a estos ROBDDs con valo-
res numéricos como signatura-ROBDDs o s-ROBDDs, y vamos a utilizar el
paquete CUDD de la Universidad de Colorado para su implementacion.

Utilizando la ecuacion 5.7, se observa que la signatura f¥ de la funcién
representada por el nodo no terminal v de un ROBDD, se puede calcular co-
nociendo el valor aleatorio x, asignado a la variable z, asociada al nodo v. El
valor de fV se calcula complementando el bit menos significativo de la repre-
sentacién binaria de x,, multiplicindolo por la signatura f°%() del cofactor
negativo de v y sumando el producto de x, por la signatura f?&P() del co-
factor positivo de v. En este calculo, las operaciones aritméticas de suma y
multiplicacién en el campo GF(2™) se realizan sobre vectores de m bits.

Un nodo tipico de un ROBDD consta de una serie de campos, entre los
que se encuentran el campo indice (que hace referencia a la variable asociada
con ese nodo) y los campos correspondientes al 0-sucesor y al I-sucesor (pun-
teros a los cofactores negativo y positivo, respectivamente). La inclusién de
signaturas en un ROBDD (obteniendo un s-ROBDD), se realiza incluyendo
un campo de signatura adicional de 2m bits en cada nodo v del ROBDD, es-
tando este campo signatura dividido en dos subcampos de igual tamatio (m).
Uno de los subcampos se utiliza para el almacenamiento de la signatura alea-
toriamente asignada a la variable asociada con ese nodo (xy), mientras que el
otro almacena la signatura de la funcién representada por dicho nodo (fY).
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La asignacion aleatoria de signaturas a las variables de entrada de la funcién
se realiza previamente a la creaciéon del s-ROBDD, por lo que para un nodo
v, el subcampo correspondiente a la signatura asignada a la variable asociada
a dicho nodo (xy) se almacena inicialmente cuando se crea ese nodo, mientras
que el subcampo que almacena la signatura de la funciéon representada por
el nodo v (f¥) se calcula durante la fase de sintesis (construccién) por la
aplicacion recursiva del operador ¢te, como se vio en las ecuaciones 4.4y 4.5y
en la figura 4.3 del capitulo 4, haciendo uso de la expresion 5.7. De esta forma,
el calculo de las signaturas se realiza en la propia fase de sintesis del s-ROBDD
(utilizando el operador ite), obteniéndose un ROBDD con la signatura de la
funcién representada por cada nodo almacenada en dichos nodos. La signatura,
por tanto, de una funcién representada por un s-ROBDD estard almacenada
en el campo signatura de su nodo raiz.

5.5. Aproximacion hibrida de verificacion

En la aproximacién hibrida de verificaciéon [IDB97] combinamos los métodos
probabilista y determinista de forma que mientras no existan restricciones de
espacio o tiempo, se utiliza la verificacion determinista por medio de la creacién
de s-ROBDDs, pero si existe alguna limitacion entonces se aplica la verificacién
probabilista donde se emplean las signaturas ya calculadas por los s-ROBDDs
construidos hasta ese momento para la determinacién de las signaturas de las
funciones a verificar. Ademas, el campo finito a utilizar para el calculo de
dichas signaturas es un campo de Galois GF(2™).

Esta aproximacién hibrida se aplica a funciones Booleanas representadas
como circuitos légicos combinacionales de dos niveles expresados en forma
cibica (SOP). Como se vio en el capitulo 3, una representacién en forma SOP
es la disyuncion Booleana de la conjuncion de literales, también llamados
términos producto o cubos. En el capitulo 2 también se vio que el calculo de la
transformada A (y por tanto de la signatura) se simplifica cuando se cumple
la propiedad de ortogonalidad.

5.5.1. Justificacion

Si se tiene una funcién Booleana f expresada por un conjunto de p cubos,
{f} =4 f ..., fP~1}, esta funcién viene representada por la expresion

f=rVv vy et (5.8)

Consideremos que el conjunto de cubos de f cumplen la propiedad de dis-
juncion. Al ser un conjunto de cubos disjuntos, no presentan mintérminos co-
munes, por lo que cumplen la propiedad de ortogonalidad, es decir, f*A f7 =0,

Vi,j €{0,...,p—1}.
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Si se aplica la transformada A (teniendo en cuenta lo visto en el capitulo 2)
a la disyunciéon de cubos dada por la ecuacion 5.8, se puede utilizar el teorema
8 de ortogonalidad, obteniendo

Alfl=AlfPv iV v P = A1+ Alf T+ -+ AP (5.9)

Como se vio en el capitulo 3, un cubo es una conjuncion de literales. Si
X ={zp_1,...,x1, 20} es el conjunto de variables de las que depende la funcién
f (es decir, el soporte de f), un cubo f* de f se puede representar por la
siguiente conjuncion de literales

=Ny (5.10)

jeb
donde D C {0,1,...,n — 1} es un subconjunto de indices que identifican el
soporte del cubo f', z; € X y v; € {0,1} tal que se cumple que
J fj st l/j =0 )

Por lo tanto, la ecuacion 5.10 representa un cubo como una conjuncién
de literales pertenecientes a su soporte. Por ejemplo, si X = {x3, 29,71, 20}
es el conjunto de variables de las que depende la funcién f y f° es un cubo
de la funcién f, f° € {f}, de forma que f° = z3 A T, A xg, se tiene que
soporte(f9) = {3, 71,70} C X, D= {3,1,0} y (v3,v1,15) = (1,0, 1).

En la ecuaciéon 5.9 se realiza la suma de las transformadas A de los cubos
de la funcién f. Como se vio en la ecuacién 5.10, un cubo viene dado por la
conjuncion de literales pertenecientes a su soporte, donde no aparece ningin
literal repetido. Por lo tanto, es claro que un cubo se puede considerar como
una conjuncién de subfunciones (sus literales) que presentan soporte disjunto
(no tienen variables en comun), y para el cdlculo de su transformada A se
puede aplicar el teorema 3 de soporte disjunto, con lo que se puede escribir

Alf1= AN 271 =[] Al2Y] (5.12)

jeED jeD

donde en el dltimo término de esta ecuacién se realizan productos sobre el
campo de Galois GF'(2™) y para la obtencién de esta expresién se han utilizado
las operaciones Booleanas extendidas dadas en el capitulo 2.

El cédlculo de las transformadas A de los literales que aparecen en esta
ecuacion se puede realizar utilizando el teorema 5, las operaciones Booleanas
extendidas y la expresion 5.11 de la siguiente forma

viv | Alzj] == st vi=1
as={ A2, 0 0T 51
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donde se ha tenido en cuenta que en un campo de Galois, la resta se sustituye
por la operacion de suma.

Utilizando la ecuacion 5.9 para el calculo de la transformada A de una
funcién f dada por su conjunto de cubos disjuntos y utilizando las ecuaciones
5.12 y 5.13 para el célculo de la transformada A de un cubo y de un literal,
respectivamente, se puede obtener la expresiéon polinémica correspondiente a
la funcién f definida sobre el campo GF(2™). Sin embargo, en lo que estamos
interesados es en el calculo de la signatura, no en el polinomio simbdlico. Por
lo tanto, se puede aplicar el teorema 7 de combinacion de soporte disjunto
y el teorema 8 de ortogonalidad, de forma que para cualquier conjunto de
restriccion p, se obtenga

Aplfl = Aplfov -V P = Aplfll +- -+ AP (5.14)

donde las operaciones aritméticas que aparecen en esta expresiéon se realizan
sobre un campo de Galois GF(2™). En particular, se puede calcular la signatura
de la funcion f si el conjunto de restriccion p es el total de las variables de las
que depende f, es decir, si p = X.

En la ecuacién 5.14, las restricciones A, [f], Vi € {0,...,p—1}, se pueden
calcular realizando las restricciones de las transformadas A de los literales que
componen cada uno de los cubos, segin la ecuacién 5.12

A=At \ =71 = T[] A =] (5.15)

jeD jED

Si consideramos que p = X y que x; representa el valor numérico aleatorio,
perteneciente a GF'(2™), asignado a la variable z;, entonces se puede calcular
Agpylx}’] utilizando la ecuacién 5.13 de la siguiente forma

Agpyl25] = { j{”}[xj] —a o=l (5.16)

Tl =1+% si v;=0

Si f representa la signatura obtenida al realizar la restriccién Ay f] v si fi
representa la signatura obtenida de la restriccion Ay, [f'], Vi € {0,...,p— 1},
la ecuacion 5.14 serd finalmente

f=f0+f' 4 ... 4! (5.17)

donde las signaturas f! se calculan utilizando las ecuaciones 5.15 y 5.16 y donde
las operaciones aritméticas de suma y multiplicacién requeridas se realizan

sobre vectores binarios de m bits que representan elementos del campo de
Galois GF'(2™) seleccionado.
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5.5.2. Meétodo hibrido

Para la obtencion de la ecuacién 5.17, se ha supuesto que el conjunto de
cubos que representan a la funciéon Booleana f cumplen la propiedad de dis-
juncion, con lo que la ecuacion 5.8 seria una suma de productos disjuntos o
DSOP. Si esta propiedad de disjuncién no se cumple (es decir, si la ecuacion
5.8 representa una suma de productos no disjuntos o SOP), las consideracio-
nes y simplificaciones vistas anteriormente no se podrian aplicar, por lo que
el calculo de la signatura f no seria tan sencillo como la simple aplicacion de
la ecuacion 5.17. Por este motivo, para nuestra aproximacién hibrida de veri-
ficacién, se utiliza la formulacion vista en el capitulo 3, con la que a partir de
un circuito combinacional de dos niveles representado en forma de sumas de
productos (SOPs) no disjuntos, se obtiene un formato equivalente de represen-
tacién en forma de sumas de productos disjuntos (DSOPs). Esta representacion
DSOP obtenida aplicando la formulacién vista en el capitulo 3 es verificada
hibridamente con la representacién DSOP dada por el programa DJ. Ambas
proporcionan representaciones diferentes de un mismo circuito y lo que trata-
mos es de verificar su equivalencia utilizando un método hibrido en el que se
puedan utilizar tanto signaturas como diagramas de decision.

La aprozimacion hibrida de verificacion [IDB97] combina las verificacio-
nes probabilista y determinista por medio del calculo de signaturas al mismo
tiempo que se construyen los ROBDDs de las funciones, es decir, por medio
de la creacién de los s-ROBDDs. Para ello, se habra realizado previamente la
asignacion aleatoria de signaturas a las variables de entrada de las funciones.
El método se inicia construyendo los s-ROBDDs de las funciones a verificar, y
las alternativas posibles serian las siguientes:

e Si no existe ninguna limitacién de espacio de memoria o de tiempo, en
realidad se realiza un verificacién determinista ya que se construyen com-
pletamente los s-ROBDDs de las funciones y la comparacion se realiza a
través de ellos por medio de la comparacion de los punteros a sus nodos
raiz. En este caso las signaturas no se utilizan para la comparacion.

e Si existe alguna limitacion espacial, los s-ROBDDs de las funciones se
construyen hasta que se alcanza ese limite. A partir de ese momento se
calculan unicamente signaturas, utilizandose las signaturas ya calculadas
(v almacenadas) en los s-ROBDDs de las subfunciones procesadas para
la obtencion de las signaturas totales de las funciones.

e Si existe limitacién de tiempo para la verificaciéon, también se puede se-
leccionar entre las dos aproximaciones, teniendo en cuenta que el calculo
exclusivo de signaturas presenta un mejor rendimiento temporal que el
dado por la construccion de grafos, ademas de tener un consumo espacial
constante, determinado por el nimero de salidas de los circuitos.
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El formato de datos de los circuitos a verificar es un formato PLA de dos
niveles, en el que cada entrada (o linea) del archivo indica los valores que
toman las variables de entrada que hacen que la funcién tome el valor l6gico
cierto, asi como las salidas que toman el valor cierto para esa combinaciéon de
valores de las entradas. Es decir, cada entrada del archivo especifica un cubo
y los valores que toman las salidas para ese cubo, por lo que el nimero de
entradas del archivo indica el nimero total de cubos (o términos producto)
que determinan la funcionalidad del circuito.

.i5

.03

-11-0 100
--001 100
-1101 100
--011 010
-1111 010
1011- 010
---01 010
0011- 010
-1--0 010
-0101 001
-10-0 001
.e

Figura 5.1: Ejemplo de archivo en formato PLA.

En la figura 5.1 se muestra el archivo en formato PLA de un circuito ejem-
plo. Las dos primeras entradas del archivo indican el nimero de variables de
entrada (5) y el nimero de salidas (3) del circuito. El resto de las entradas
del archivo estdn formadas por 8 columnas de datos. Los primeros 5 datos
(tantos como variables de entrada tenga el circuito) especifican un cubo, donde
el valor 0 significa que la variable correspondiente a su posicion aparece com-
plementada, el valor 1 indica que esa variable aparece sin complementar, y el
valor - (don’t care o indeterminacién) indica que la variable correspondiente
no aparece en el término producto. A su vez, los dltimos 3 datos (tantos como
salidas tenga el circuito) indican el valor 16gico que toman las salidas para ese
cubo. En este ejemplo, si las variables de entrada son {zg, z1, e, 23,24} y las
salidas son {go, g1, g2} vy en ese orden, la primera entrada de datos que aparece
corresponde a , con lo que el cubo representado seria zyx274 y la
salida para la cual este cubo formaria parte de sus términos producto seria
go. Recorriendo secuencialmente el archivo desde el principio, tendriamos, por
ejemplo, que la salida gy vendria dada por la expresiéon en forma de suma de
productos gy = T1T9T4 + ToX3X4 + T1T9T3T4.
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El método hibrido de verificacién comienza, por tanto, recorriendo de forma
secuencial los archivos en formato PLA de los circuitos a verificar y constru-
yendo sus s-ROBDDs. El s-ROBDD para un cubo se obtiene realizando la
conguncion (AND o producto légico) de los s-ROBDDs de las variables que
aparecen en su soporte (complementadas o sin complementar) por medio de la
utilizacion del operador ite, como se ha visto en la subseccién 5.4.1. El calculo
de la signatura es posible debido a que el s-ROBDD de cada variable es crea-
do con su valor numérico aleatoriamente asignado ya incluido en su campo
signatura. La signatura correspondiente a un cubo f?, representada como fi,
estard almacenada en el campo signatura del nodo raiz de su s-ROBDD, como
se vio anteriormente en la seccién 5.4. Finalmente, los s-ROBDDs correspon-
dientes a las salidas del circuito se construyen realizando la disyuncidn (OR o
suma légica) de los s-ROBDDs de los cubos para los cuales esas salidas toman
el valor logico 1.

Se puede observar que en el caso concreto de circuitos que estamos utili-
zando, dados en forma de sumas de productos disjuntos (DSOP), se cumple
que la disyuncion puede ser sustituida por la disyuncion exclusiva sin que se
modifique la funcién. Esto se puede demostrar teniendo en cuenta que la OR
se puede representar en funcién de la XOR como fV f7 = fid fI e (fi A f7),
donde f*y f7 representan dos cubos (o funciones). Por tanto, si f® A fi =0
(disjuntos), entonces se tiene que f'V f/ = fi @ f/. Esta prueba se puede
generalizar por induccién para el caso en que se tengan p cubos, obteniéndose

F=Vvive vl e fle...g ! (5.18)

cuando los cubos cumplan la propiedad de disjuncion. Por lo tanto, para la
construcciéon de los s-ROBDDs de las salidas del circuito, se puede realizar la
disyuncion exclusiva (XOR) en lugar de la disyuncion (OR) de los s-ROBDDs
de los cubos correspondientes, obteniéndose los mismos resultados.

Si no existe ninguna restriccion de espacio para la verificacion, entonces
se recorren completamente los circuitos en formato PLA y se obtienen los
s-ROBDDs completos de las funciones a verificar. En este caso, se estaria rea-
lizando una verificacion determinista ya que se utilizarian los s-ROBDDs para
la comprobacién de la equivalencia por medio de la comparacién de los punte-
ros (direcciones de memoria) a los nodos raiz de dichos grafos. Si los punteros
son iguales, entonces los circuitos son equivalentes, y si los punteros son distin-
tos, entonces los circuitos realizan diferentes funcionalidades. Las signaturas
calculadas (e incluidas en la propia estructura de datos del s-ROBDD) no se
utilizarian en este caso, y su cédlculo y almacenamiento llevarian consigo una
penalizacién tanto de tiempo como de espacio con respecto a la verificacién
determinista cldsica con ROBDDs puros. Sin embargo, la posibilidad de reali-
zar una verificacién probabilista de los circuitos (basada en signaturas) cuando
el tamano de los grafos construidos sea lo suficientemente grande, justificaria
este coste adicional.
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Si existe un limite de espacio (determinado por un tamano méximo para
los grafos construidos), entonces se recorre secuencialmente el circuito y se van
construyendo los s-ROBDDs de las funciones hasta que se alcance dicho limite.
Si una de las funciones tiene p cubos y si hasta ese momento se ha construido
el s-ROBDD de la disyuncién de ¢ cubos (¢ < p), entonces el nodo raiz de
este s-ROBDD tiene almacenada la signatura correspondiente a la suma de las
signaturas de esos ¢ cubos, es decir, fO + f! + ... 4 f4=1, Faltaria calcular la
suma de las signaturas de los (p — ¢) cubos restantes. Esto se realizaria con-
tinuando con el recorrido del archivo PLA y calculando las signaturas de los
cubos restantes y realizando su suma, como se vio en la subseccién anterior.
En este caso, no se construyen los s-ROBDDs sino que unicamente se realizan
productos y sumas de signaturas representadas por vectores de m bits que re-
presentan elementos del campo GF(2™). Como se vio anteriormente, la suma
de estos vectores es la XOR bit a bit de los mismos, y la multiplicacién se rea-
liza usando un algoritmo de multiplicacién en base polinémica sobre G F'(2™).
El coste de almacenamiento en este caso seria de m bits por cada salida del
circuito, por lo que el espacio utilizado seria una cantidad fija y mucho menor
que el necesitado para la construccién de los s-ROBDDs. La signatura final
del circuito (ecuacién 5.17) se obtendria realizando la suma de las signaturas
obtenidas con los s-ROBDDs (f®+f!+---+f9°1) y de las signaturas restantes
(f4+ fatt ... 4+ fP1) obtenidas realizando operaciones aritméticas directa-
mente sobre las signaturas de las variables. La comprobacién de equivalencia
se realizaria en este caso comparando las signaturas de los circuitos a verificar,
y actuando segun los criterios vistos en la seccion 5.1.

El célculo exclusivo de signaturas (sin construccién de s-ROBDDs) presenta
también un mejor rendimiento temporal, por lo que se podria seleccionar este
método en el caso de existir alguna limitacion de tiempo para la verificacién,
teniendo también en cuenta que de esta forma el consumo de espacio seria
constante y estaria determinado por el nimero de salidas de los circuitos.

5.5.3. Resultados experimentales

Se ha realizado la implementacién en cddigo C del método hibrido de ve-
rificacion, para lo cual se ha utilizado el entorno CUDD modificado de la
Universidad de Colorado para la construccién de los s-ROBDDs. Para la com-
probacién del método, se ha utilizado la formulaciéon vista en el capitulo 3 en
la que a partir de los benchmarks LGSynth91 en formato PLA de dos niveles,
se podian obtener sus expresiones en forma DSOP. En nuestros experimen-
tos, utilizamos algunos de estos benchmarks para comprobar la equivalencia
de sus representaciones en forma DSOP obtenidas utilizando el corolario 1
y las obtenidas utilizando el programa DJ. Ya se vio que ambas constituyen
representaciones diferentes de los mismos circuitos, por lo que tratamos de
verificar su equivalencia utilizando el método hibrido.
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Para el calculo de las signaturas se ha utilizado como campo finito el
campo de Galois GF(2'%) generado por el polinomio irreducible de grado 16
f(x) = 2'% + 25 4+ 2® + 22 + 1. La base de representacién de los elementos del
campo utilizada ha sido la base polindmica y la multiplicacion de elementos
se ha realizado usando un algoritmo de multiplicacién en dicha base. Asimis-
mo, se ha asignado a cada variable de entrada de los circuitos a verificar un
valor numérico aleatorio generado de forma independiente y uniformemente
distribuido (seleccionando el valor 1 como semilla de generacion).

La verificacién probabilista, determinista e hibrida de los benchmarks se
ha realizado sobre una estacién de trabajo SUN UltraSparc-1I. En la verifi-
cacion probabilista se ha realizado la comparacion utilizando exclusivamente
las signaturas de los circuitos, mientras que en la verificacion determinista la
comparacion se ha realizado a traves de sus s-ROBDDs. En la verificacién
hibrida, se han establecido ciertos limites para los tamanos de los s-ROBDDs
construidos. Si se alcanza ese limite, entonces se continua con la verificacién
probabilista de los circuitos.

Para los tipos de verificacion en los que es necesaria la construccion de
los s-ROBDDs, hemos realizado experimentos considerando dos aproximacio-
nes relativas a la ordenacion de variables: usando la ordenacién original fija
dada por el circuito de benchmark y utilizando una aproximacién dinamica
de reordenacion de variables para la construccion. Ya se vio en el capitulo 4
que existen métodos dinamicos de busqueda de ordenaciones de variables 6pti-
mas. En nuestros experimentos, utilizamos el algoritmo de reordenacion por
desplazamiento de Rudell [Rud93], modificdndolo con el objeto de permitir la
inclusion y calculo de signaturas.

5.5.3.1. Sin reordenacion de variables

En la tabla 5.1 se muestran los tiempos de ejecucién (en segundos de CPU)
obtenidos para la verificacion probabilista y determinista, realizadas de forma
independiente y donde en ambos casos se comprobd la equivalencia de las
representaciones DSOP generadas por el corolario 1 y por el programa DJ de
los benchmarks dados. Para el caso de la verificacién probabilista se hizo una
ejecucion, obteniendo las mismas signaturas para los dos circuitos, con lo que
se aseguraba la equivalencia con una probabilidad muy baja de error (como se
vio en el capitulo 2, este error se podria reducir, por ejemplo, realizando mas
ejecuciones con distintas asignaciones aleatorias).

En los experimentos se observé que cualquier modificacién de los circuitos
producia signaturas diferentes, con lo que el método advertia de su no equiva-
lencia. En la verificacion determinista, la comparacién se realizé construyendo
los s-ROBDDs completos de los circuitos, y comprobando que los punteros
de sus nodos raiz coincidian (en caso de no ser circuitos equivalentes, estas
direcciones serfan distintas).
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De los resultados dados en la tabla 5.1, se observa que los tiempos de
ejecucion son mucho menores para la verificacion probabilista que para la de-
terminista. Ademas, no se pudieron construir los diagramas de decisién para el
circuito de benchmark dalu, por lo que tinicamente se pudo verificar de mane-
ra probabilista. Considerando los tiempos totales de ejecucion de cada método
para los benchmarks dados (donde no se incluye en ese total el tiempo obtenido
para el circuito dalu), se observa que el tiempo de ejecuciéon consumido por el
método probabilista es un 85.2 % menor que el necesitado para la verificacion
determinista. La mayor diferencia corresponde al circuito apex6, para el que
la verificacién probabilista es un 95 % mas réapida que la determinista.

Circuito || Tprob | Tdet
9sym 0.05 | 0.21
add6 0.28 | 1.75
alu2 0.03 | 0.17
apex4 042 | 2.78
apex6 0.62 | 12.36
apex’7 1.78 | 9.83
count 0.10 | 0.69
dalu 2.05 | n.p.
duke2 0.09 | 0.78
e64 0.08 | 1.16
ex1010 1.35 | 8.22
exd 1.75 8.11
exp 0.12 | 0.53
gary 0.08 | 0.63
rd84 0.10 | 0.44
sao2 0.05 | 0.26
sym10 0.23 | 1.02
t481 1.09 5.71
vg2 0.26 | 3.12
zdxpl 0.11 0.48
z9sym 0.12 | 0.50
Total(t) 8.71 | 58.75

Tabla 5.1: Tiempos de ejecucién obtenidos en las verificaciones probabilista y deter-
minista (n.p. = no posible)(} = sin incluir el circuito dalu).

Con respecto al consumo de memoria necesario para la verificacién probabi-
lista, se utiliza una cantidad fija de memoria necesaria para el almacenamiento
de las signaturas de las salidas de los circuitos a comparar. Para los benchmarks
comprobados, se ha obtenido un consumo relativo de memoria para cada uno
de ellos de 84KB, con lo que el coste total de memoria para todos los circuitos
serfa de 1680KB (sin la inclusién del circuito dalu).
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El consumo de espacio necesario para la verificacién determinista se puede
observar en la tabla 5.2, donde para cada circuito se muestra el tamano (nime-
ro de nodos) final alcanzado, el nimero maximo de nodos obtenidos durante la
construccién, asi como la cantidad relativa de memoria necesitada (expresada
en Kilobytes).

Circuito || Tamano | Maximo | Memoria
9sym 25 4088 508
add6 309 7154 588
alu2 168 3066 484
apex4 928 5110 540
apex6 2760 14308 948
apex7 1660 17374 884
count 234 7154 612
dalu n.p. n.p. n.p.
duke2 973 8176 628
e64 1441 22484 1004
ex1010 1067 5110 540
exb 268 3066 484
exp 210 2044 460
gary 518 6132 564
rd84 42 3066 484
sa02 155 4088 508
sym10 31 3066 484
t481 21 6132 564
vg2 1044 12264 740
z5xpl 42 3066 484
z9sym 25 4088 508
Total(T) 11921 141036 12016

Tabla 5.2: Estadisticas de almacenamiento obtenidas en la verificacién determinista
(n.p. = no posible)(t = sin incluir el circuito dalu).

De los resultados mostrados en la tabla 5.2 se puede observar que la me-
moria total necesaria para la construccion de todos los circuitos de benchmark
es de 12016KB (de nuevo sin incluir el circuito dalu, que no pudo ser cons-
truido). Por lo tanto, se observa que el consumo de memoria requerido si se
utiliza la aproximacién probabilista es un 86 % menor que si se utiliza la ve-
rificacion determinista. El mejor comportamiento corresponde al benchmark
e64, para el que el método probabilista ocupa un 91.6 % menos de memoria
que la aproximacién determinista. Ademas, no se pudo construir el s-ROBDD
del circuito de benchmark dalu, no pudiendo por tanto ser verificado de forma
determinista y por lo que tinicamente se pudo verificar de manera probabilista
a través de la comparaciéon de signaturas.
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En la verificacion hibrida se han establecido limites para los tamanos de los
grafos construidos. Si los diagramas de decisién alcanzan esos limites durante
su construccién, entonces se detiene la sintesis de los circuitos y se pasan a
calcular signaturas exclusivamente (utilizando las signaturas ya calculadas y
almacenadas en los s-ROBDDs construidos), con lo que se realizaria la verifica-
cion probabilista tinicamente. Para nuestros experimentos, hemos establecido
diferentes limites en el nimero de nodos del s-ROBDD (aunque también se
podrian haber establecido en el nimero maximo de nodos creados durante la
sintesis o en la cantidad de memoria total ocupada) y se han determinado los
tiempos y tamanos obtenidos para la verificacién.

Circuito L100 L500 L1000 L1500 L3000 L10000
T V T V T V T V T V T V

9sym 018 P | 021 D

add6 092 P 175 D

alu2 008 P | 017 D

apex4 1.26 P 2.24 P 2.78 D

apex6 461 P | 546 P | 679 P | 758 P | 946 P | 1236 D

apex’ 406 P | 609 P | 846 P | 9.01 P | 983 D

count 041 P | 069 D

dalu 6.27r P | 12.056 P |14.22 P |16.03 P | 2530 P 2783 P

duke2 030 P | 047 P | 063 P | 078 D

e64 026 P | 041 P | 065 P 1.16 D

ex1010 436 P | 597 P | 546 P | 822 D

exd 463 P | 811 D

exp 032 P 053 D

gary 037 P | 05 P | 063 D

rd84 0.44 D

sao2 014 P | 026 D

sym10 1.02 D

t481 5.71 D

vg2 098 P 1.85 P 1.86 P | 213 P | 312 D

zbxpl 048 D

z9sym 0.50 D

Total 37.30 54.96 61.35 68.19 81.15 86.58

Tabla 5.3: Tiempos de ejecucién de la verificacién hibrida para diferentes limites en
el tamano del s-ROBDD, y tipo de verificacion realizado para dichos limites.

En la tabla 5.3, se muestran los tiempos de ejecucion obtenidos para dife-
rentes limites establecidos en el nimero de nodos de los s-ROBDDs, asi como
el tipo de verificacion finalizado cuando se alcanzan dichos limites. En la ta-
bla, L100, L500, L1000, L1500, L3000 y L10000 representan los limites en
el nimero de nodos (tamano) de los s-ROBDDs correspondientes a 100, 500,
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1000, 1500, 3000 y 10000 nodos, respectivamente. Asimismo, 1" representa el
tiempo de ejecucién y V indica el tipo de verificacion realizado para dicho limi-
te (P = probabilista, D = determinista). La verificacién probabilista siempre
se puede realizar, independientemente del limite establecido, ya que este limite
afecta inicamente al nimero de nodos del s-ROBDD. Por tanto, si en el tipo de
verificacién aparece una P, esto significa que la verificacién determinista no se
ha podido realizar y que tinicamente se ha realizado la probabilista, indicando-
se el tiempo necesario para la finalizacion de esta verificacion. Si en el tipo de
verificacién aparece una D, entonces se ha podido completar la verificacién
determinista, indicAndose su tiempo de ejecucién. Los tiempos de ejecucién
totales que se dan para cada limite incluyen los tiempos de los benchmarks ya
construidos de forma determinista en algin limite anterior.

Circuito || L100 | L500 | L1000 | L1500 | L3000 | L.10000
9sym 468 508

add6 468 588

alu2 436 484

apex4 468 516 540

apex6 548 612 740 820 948 948
apex7 524 636 756 756 884

count 484 612

dalu 508 708 820 908 1580 1764
duke2 452 532 580 628

e64 572 716 932 1004

ex1010 468 516 540 540

exb 436 484

exp 436 460

gary 492 540 564

rd84 484

sao2 436 508

sym10 484

t481 564

vg2 484 580 668 692 740

zbxpl 484

z9sym 508

Total 10204 | 11524 | 12308 | 12620 | 13596 13780

Tabla 5.4: Consumo relativo de memoria en la verificaciéon hibrida.

De los resultados obtenidos en la tabla 5.3, se observa que todos los ben-
chmarks pudieron ser verificados de forma determinista en el rango de limites
establecidos (incrementéndose el nimero de verificaciones deterministas fina-
lizadas a medida que el limite de nodos aumenta) a excepcién del benchmark
dalu, que para el limite de 10000 nodos tinicamente se pudo verificar de manera
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probabilista. También se observa que los tiempos de ejecuciéon son superiores
a los tiempos obtenidos para la verificacién probabilista dados en la tabla 5.1,
ya que en la verificacién hibrida se intentan construir en primera instancia los
diagramas de decision, con lo que se consume un mayor tiempo para su cons-
truccion. Si se alcanza el limite establecido, entonces al menos se podra realizar
una comparacién probabilista de los benchmarks. Se debe mencionar que el
tiempo total obtenido para el limite de 10000 nodos no coincide con el total
determinista dado en la tabla 5.1, ya que en la tabla 5.3 se incluyen los tiempos
consumidos por el circuito dalu que no se pudo verificar de forma determinista.

Circuito || L100 | L500 | L1000 | L1500 | L3000 | L10000
9sym 101 25

add6 101 | 309

alu2 101 168

apex4 101 501 928

apex6 112 | 522 1174 1502 | 3109 2760
apex7 101 | 501 1005 1501 1660

count 102 | 234

dalu 108 | 556 1401 1664 | 3019 10943
duke2 101 | 502 1001 973

e64 142 | 517 | 1011 1441

ex1010 102 | 501 1001 1067

exd 102 | 268

exp 101 | 210

gary 104 | 507 518

rd84 42

sao2 101 155

sym10 31

t481 21

vg2 126 | 501 1002 1503 1044

z5xpl 42

z9sym 25

Total 1867 | 6138 | 10571 | 12627 | 15289 | 22864

Tabla 5.5: Nimero de nodos de los s-ROBDDs en la verificacién hibrida.

En la tabla 5.4 se muestran los consumos relativos de memoria (expresados
en Kilobytes) obtenidos en la verificacién hibrida para los distintos limites
establecidos, incluyéndose en los valores totales dados para cada limite los
valores obtenidos para los circuitos construidos de forma determinista en algun
limite anterior. Se observa que la memoria usada aumenta conforme el limite de
nodos aumenta, debido a que el grafo construido es cada vez mayor. En algunos
casos, la memoria consumida para distintos limites puede ser parecida. Esto
seria debido a que el entorno CUDD modificado habria realizado eliminaciones
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de nodos no utilizados hasta ese momento durante la construccién del grafo.
También se puede observar que la memoria total consumida para el limite de
10000 nodos no coincide con el valor determinista dado en la tabla 5.2 porque
en la tabla 5.4 se incluyen los resultados obtenidos para el benchmark dalu.

Circuito || L100 L500 | L1000 | L1500 | L3000 | L10000
9sym 2044 4088

add6 2044 7154

alu2 1022 3066

apex4 2044 4088 5110

apex6 1022 3066 7154 | 10220 | 14308 14308
apex7 3066 7154 | 12264 | 12264 | 17374

count 2044 7154

dalu 1022 9198 | 12264 | 15330 | 21462 | 30660
duke2 1022 4088 6132 8176

e64 4088 | 10220 | 19418 | 22484

ex1010 2044 4088 5110 5110

exd 1022 3066

exp 1022 2044

gary 3066 5110 6132

rd84 3066

sao2 1022 4088

sym10 3066

1481 6132

vg2 2044 6132 9198 | 10220 | 12264

zbxpl 3066

z9sym 4088

Total 49056 | 103222 | 132860 | 145124 | 162498 | 171696

Tabla 5.6: Niimero méaximo de nodos de los s-ROBDDs en la verificacién hibrida.

El niimero de nodos obtenidos durante la construcciéon de los benchmarks
en la verificacion hibrida se muestra en la tabla 5.5 para los distintos limites
establecidos, donde se incluyen también en los valores totales los resultados
correspondientes al benchmark dalu y los correspondientes a benchmarks ya
construidos de forma determinista para algin limite anterior. En esta tabla
se observa que el tamano (nimero de nodos) del s-ROBDD aumenta para los
limites crecientes cuando atin no se ha podido construir el s-ROBDD completo
de los benchmarks a verificar. En cambio, cuando se han podido construir to-
talmente (es decir, cuando se puede completar la verificacién determinista), en
algunos casos el tamano final es menor que los tamanos intermedios anteriores.
Esto es debido a que la herramienta de sintesis habria podido realizar todas
las simplificaciones posibles y se habrian eliminado los nodos no utilizados o
redundantes, produciendo la consiguiente reducciéon de tamano.
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Finalmente, en la tabla 5.6 se muestran los resultados correspondientes al
nimero maximo de nodos obtenidos durante la construccion de los benchmarks
para los distintos limites. En los valores totales que se dan para cada limite, se
incluyen de nuevo los datos correspondientes al circuito dalu y se incluyen los
valores para los circuitos ya construidos de forma determinista en alguno de
los limites anteriores. De los resultados mostrados, se observa que los tamanos
maximos se van incrementando a medida que aumenta el limite de nodos de-
bido a que el s-ROBDD construido es cada vez mayor. En algunos casos, el
tamano final puede coincidir con algin resultado intermedio anterior debido a
la eliminacién de nodos no utilizados o redundantes realizada por el Manager
del entorno CUDD modificado.

5.5.3.2. Con reordenacion de variables

El algoritmo de desplazamiento de Rudell [Rud93] se basa en el encuentro
de la posicion 6ptima para una variable, asumiendo que el resto de variables
permanecen fijas, por medio del intercambio de esa variable con sus adyacentes
y recordando la posicion de la variable en la que el tamano del grafo sea menor.
Las mejoras en los tamanos de los diagramas de decision debido a la aplicacién
de este algoritmo de reordenacion de variables son muy significativas, como se
vio en el capitulo 4, por lo que tratamos de ver su implementacién para el caso
en que se utilicen signaturas.

En el capitulo 4 se vio que la funcién f representada por un nodo de
un ROBDD asociado con una variable x se puede expresar por medio de la
descomposicion Shannon como f =7 - fz + x - f,, donde + y - representan la
disyuncion y la conjuncion Booleanas, respectivamente. Denotemos como ¢ al
cofactor negativo de f y como h al cofactor positivo de f, es decir, g = fz vy
h = f,. Si se efectiia la descomposicién Shannon de ¢ y h con respecto a una
variable y, se obtienen las expresiones ¢ =y - gy +y -9, Yy h =7 - hy+y - hy,
respectivamente. Estas expresiones de g y h descompuestas se pueden sustituir
en la descomposicion inicial de f con respecto a x, obteniendo

f=7-U-95+y-g9)+z-Y-hyg+y-hy) (5.19)

donde sacando factores comunes y operando se puede escribir

f=7-@-ggt+a-hg)+y - T-gy+x-hy) =7 fg+y-fy (5:20)

Es decir, esta expresién es la descomposicién Shannon de la funcién f con
respecto a la variable y, mientras que sus cofactores f; y f, estan expresados
por medio de la descomposicion Shannon con respecto a la variable x. El
cofactor negativo fy se calcula en funcién de los cofactores negativos de g y
h con respecto de y, y el cofactor positivo f, se calcula en funcién de los
cofactores positivos de ¢ y h con respecto de y.



90 Capitulo 5. Aproximacién hibrida de verificacion

La ecuacion 5.20 permite realizar de forma sencilla el intercambio de las
variables adyacentes = e y dentro de un ROBDD. Si la funcién f estd represen-
tada por un nodo asociado a la variable z, y si las funciones g = fz v h = f,
estan representadas por dos nodos del ROBDD asociados a la variable y, en-
tonces la funcion f se puede representar por un nodo del ROBDD asociado a
la variable y de forma que:

e Su cofactor negativo (fy) estd representado por un nodo asociado a la
variable z con cofactor negativo gy y con cofactor positivo hy.

e Su cofactor positivo (f,) estd representado por un nodo asociado a la
variable z con cofactor negativo g, y con cofactor positivo h,,.

En la figura 5.2 se muestra el intercambio de dos variables adyacentes = e
y dentro de un ROBDD. En el diagrama de la izquierda, se muestra la funcién
f v sus cofactores negativo (¢ = fz) y positivo (h = f;). A su vez, go = g5
Yy g1 = gy son los cofactores de g, y hy = hy y hy = hy son los cofactores de
h. Para realizar el intercambio de la variable x por la variable g, se necesita
un nodo asignado a la variable y que representa a una funcién k. Para este
nodo, se tiene que su (-sucesor apunta a un nodo x que representa la funcién
m = kg (con su 0-sucesor apuntando a gy y con su I-sucesor apuntando a
hy) y su I-sucesor apunta a un nodo x que representa la funcién n = k,
(con su 0-sucesor apuntando a g; y con su I-sucesor apuntando a hq). Este
intercambio se muestra en el diagrama derecho de la figura 5.2 y se observa
que estos cambios se realizan simplemente creando los nodos = e y necesarios,
y redirigiendo los punteros de sus 0,1-sucesores de la forma adecuada. Las
funciones f y k de la figura 5.2 son claramente iguales (ecuacién 5.20) y, por
lo tanto, f = k.

Y% g; ho hy 90 91 ho hy

Figura 5.2: Intercambio de dos variables adyacentes en un ROBDD.
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Para el cdlculo de las signaturas definidas sobre un campo GF(2™) se
utilizan las consideraciones vistas en la secciéon 5.4. Las signaturas corres-
pondientes a las funciones representadas en la figura 5.2 serian, por tanto,
g=(1+y)-go+y-g, h=(1+y) - ho+y -hyyf=(1+x)-g+x-hpara
el diagrama izquierdo, y m = (1 +x)-go+ x-hg, n=(1+x)-g1 +x-hy y
k= (14+y) -m+y-n para el diagrama derecho de la figura, donde f, g, h, k,
m, n, go, 1, hg v h; representan las signaturas de las funciones correspon-
dientes, x e y son las signaturas aleatorias asignadas a esas variables y donde
las operaciones aritméticas estdn definidas sobre el campo GF'(2™). Al ser las
funciones f y k iguales, se tiene que

f=(1+x)-g+x-h=(1+y) m+y-n=k (5.21)

por lo que el proceso de intercambio de variables se puede acelerar asignando
directamente al campo signatura del nodo y que representa a la funcion k, el
valor f ya calculado.

Utilizando lo visto en los parrafos anteriores, se han realizado experimentos
de verificacion determinista e hibrida utilizando el algoritmo de reordenacion
de variables por desplazamiento de Rudell con el objeto de reducir el tamano
de los s-ROBDDs una vez que han sido construidos. La reordenacién de va-
riables no tiene efecto, légicamente, en la verificacién probabilista ya que en
esta se opera unicamente con signaturas, sin realizarse la construcciéon de los
s-ROBDDs de las funciones.

En la tabla 5.7 se muestran los resultados obtenidos para la wverificacion
determinista realizando una reordenacion final de variables. En la tabla tnica-
mente se muestran el tiempo de ejecucion y el niimero de nodos final alcanzado
por el s-ROBDD de cada benchmark. El nimero maximo de nodos durante
la construccion y la cantidad relativa de memoria necesaria coinciden con los
valores obtenidos anteriormente sin reordenacién de variables y que fueron
mostrados en la tabla 5.2, debido a que la reordenacién se aplica después de
realizarse la construccion del s-ROBDD.

Los resultados dados en la tabla 5.7 muestran, en primer lugar, que el cir-
cuito dalu pudo ser construido utilizando la reordenacién de variables. Para
ello, se hizo que el algoritmo de reordenacién se ejecutara cuando el s-ROBDD
alcanzara un ndmero de nodos determinado durante la construccién. El ta-
mano maximo obtenido para este benchmark fue de 23506 nodos y la memoria
consumida fue de 1580KB. Para el resto de los benchmarks de la tabla, la reor-
denacién se produjo una vez construido el grafo, bien completamente (cuando
se puede finalizar la verificacién determinista), bien parcialmente (cuando se
alcanza algin limite). En esta tabla también se muestran los valores totales
medidos del tiempo de ejecucion y del tamano de los grafos construidos, para
el caso en que se incluyan los resultados obtenidos con el circuito dalu y para
el caso en que no se incluyan.
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Circuito || Tiempo | Tamano
9sym 0.24 25
add6 1.83 69
alu2 0.24 88
apex4 3.21 909
apex6 12.15 641
apex’ 11.14 304
count 1.05 81
dalu 31.47 814
duke2 1.45 387
e64 4.15 132
ex1010 9.80 1055
exb 8.82 242
exp 0.73 166
gary 1.19 302
rd84 0.45 42
sao2 0.37 86
sym10 1.12 31
t481 5.84 21
vg2 4.14 229
zdxpl 0.50 42
z9sym 0.52 25
Total 100.41 5691
Total(T) 68.94 4877

Tabla 5.7: Tiempo de ejecucién y tamano obtenidos en la verificacién determinista
con reordenacién de variables (1 = sin incluir el circuito dalu).

Comparando estos resultados con los dados en la tabla 5.1, se observa que
el tiempo total de ejecucién para los benchmarks dados (donde no se incluye el
tiempo obtenido para el bechmark dalu por motivos de comparacion) resulta
ser un 17.3% mayor que el obtenido en la verificaciéon determinista sin reor-
denacién. El método mas rapido sigue siendo claramente el probabilista, cuyo
tiempo de ejecucidn seria en este caso un 87.4 % menor que el determinista con
reordenacién. Incluyendo el circuito dalu en el valor total, se tiene que el tiem-
po de ejecucién de la verificacién probabilista (que en este caso seria de 10.76
segundos de CPU, segitin los datos proporcionados en la tabla 5.1) es un 89.3 %
menor que el necesitado por la verificacién determinista con reordenacién.

Con respecto al consumo de memoria, el resultado de la comparacion entre
verificacion probabilista y determinista con reordenacion, sin la inclusién del
circuito dalu, es el mismo que el indicado en la comparacion sin reordenacién,
ya que hemos senalado anteriormente que la reordenacién se realiza con poste-
rioridad a la construccion de los s-ROBDDs, por lo que los datos de memoria
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coinciden con los vistos en la tabla 5.2. Si se incluye el circuito dalu, entonces
se tendria un consumo de memoria de 1764KB del método probabilista frente
a los 13596KB de la aproximacion determinista con reordenacién, por lo que
la memoria consumida por el método probabilista seria un 87 % menor.

En la verificacion hibrida con reordenacion de variables se han realizado
experimentos estableciendo los mismos limites que en el caso de la verificacién
hibrida sin reordenacién. En la tablas 5.8 y 5.9 se muestran los resultados
obtenidos por cada benchmark para los distintos limites, junto con los valo-
res totales medidos para cada limite, incluyendo en estas tablas los resultados
obtenidos para el circuito de benchmark dalu. Al igual que en tablas simila-
res vistas anteriormente para el caso de no utilizacién de la reordenacion de
variables, estos valores totales para cada limite incluyen también los valores
obtenidos por aquellos benchmarks ya construidos de manera determinista en
algin limite anterior.

Circuito L100 L500 L1000 L1500 L3000 1.10000
T V T V T V T V T V T V

9sym 021 P 024 D

adde6 098 P 1.83 D

alu2 017 P 024 D

apex4 1.38 P 290 P 321 D

apex6 490 P 593 P 727 P 835 P 1171 P 12.15 D

apex7 423 P 6.48 P 9.26 P 993 P (11.14 D

count 052 P 1.05 D

dalu 6.44 P | 1271 P 1548 P | 1749 P |27.71 P 3147 D

duke2 043 P 0.85 P 1.38 P 145 D

e64 1.21 P 2.19 P 310 P | 415 D

ex1010 4.53 P 6.61 P 6.60 P 9.80 D

exH 481 P 8.82 D

exp 042 P 0.73 D

gary 051 P 096 P 1.19 D

rd84 045 D

sa02 025 P 037 D

sym10 1.12 D

t481 5.84 D

vg2 1.25 P 239 P 283 P 337 P | 414 D

z5xpl 0.50 D

z9sym 0.52 D

Total 40.67 62.73 72.03 80.66 96.22 100.41

Tabla 5.8: Tiempos de ejecucién de la verificacion hibrida con reordenacion de va-
riables para diferentes limites en el tamano del s-ROBDD y tipo de verificacién
realizado para dichos limites.
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En la tabla 5.8 se muestran los tiempos de ejecucién obtenidos para los
circuitos de benchmark dados. La comparacién de estos tiempos totales con los
obtenidos en la tabla 5.3 muestra que la verificacién hibrida con reordenacién
presenta unos mayores tiempos de ejecucién para todos los limites, que varian
entre el 9% mayor para el limite 100 y el 18.6 % mayor para el limite 3000. Para
el limite de 10000 nodos, se tiene que el tiempo consumido por la aproximacion
con reordenacién es un 16 % mayor que el necesitado por la verificacién hibrida
sin reordenacién, teniendo en cuenta que el resultado mostrado en la tabla 5.3
para este limite incluye el tiempo probabilista de verificacion del circuito dalu,
ya que sin reordenacion no se pudo construir el grafo para este circuito.

Los datos mostrados en la tabla 5.9 indican, sin embargo, que el nimero de
nodos de los s-ROBDDs construidos usando reordenacién de variables es signi-
ficativamente menor que el dado en la tabla 5.5 sin reordenacion. Los tamanos
varian entre un 35.9 % menor para el limite 100 y un 75.1 % menor para el limi-
te 10000, siempre teniendo en cuenta que con reordenacion el benchmark dalu
pudo ser construido completamente (sin considerar dalu, los tamafnos varian
entre un 34 % menor para el limite 100 y un 60.8 % menor para el limite 3000).

Circuito || L100 | L500 | L1000 | L1500 | L3000 | 10000
9sym 95 25

add6 39 69

alu2 51 88

apex4 97 | 483 909

apex6 32 71 52 96 575 641
apex7 32 94 192 258 304

count 56 81

dalu 35 150 191 206 275 814
duke2 61 207 401 387

e64 69 125 151 132

ex1010 95 | 497 992 1055

exd 87 | 242

exp 68 166

gary 82 | 300 302

rd84 42

sao2 79 86

sym10 31

1481 21

vg2 57 163 218 273 229

zbxpl 42

z9sym 25

Total 1196 | 3008 | 4326 | 4536 | 5086 5691

Tabla 5.9: Tamano de los s-ROBDDs en la verificaciéon hibrida con reordenacion.
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5.6. Conclusiones

En este capitulo se han combinado las verificaciones determinista y pro-
babilista para la realizacion de una aproximacion hibrida de verificacién en la
que se comienza construyendo los diagramas de decisién de las funciones a ve-
rificar y donde siempre se calculan las signaturas de las mismas. Si no existen
restricciones de espacio o tiempo para la comprobacién de la equivalencia, se
finaliza la verificacion determinista de las funciones a través de la comparaciéon
de sus ROBDDs, en cuyos nodos se incluyen campos para el almacenamiento
de signaturas (diagramas a los que hemos denominado s-ROBDDs). Si existe
un limite de espacio o de tiempo, la construccion de s-ROBDDs se detiene
cuando se alcanza ese limite y se finaliza entonces la verificacién probabilista,
en la que se comparan las signaturas de las funciones para decidir su equi-
valencia y en donde se utilizan las signaturas calculadas por los s-ROBDDs
construidos hasta el momento en que se alcanzo el limite para la obtencion de
las signaturas finales de las funciones.

El método hibrido de verificacion se ha aplicado a circuitos combinacionales
de dos niveles representados en formato DSOP, para lo cual se ha utilizado la
formulacion vista en el capitulo 3 para transformar las representaciones SOP
originales de los benchmarks a verificar en representaciones DSOP equivalen-
tes. El motivo de la utilizacion de expresiones cubicas disjuntas de los circuitos
es debido a que la propiedad de disjuncion (u ortogonalidad) permite en gran
medida la simplificacién en el cdlculo de signaturas cuando se utiliza la veri-
ficacion probabilista, como se vio en el capitulo 2. La utilizacion de campos
de Galois GF'(2™) como campos finitos permite también la simplificacién en
el calculo de las signaturas debido a sus propiedades.

La inclusién de signaturas en los ROBDDs clasicos se ha realizado anadien-
do campos de signatura a los nodos del ROBDD y modificando los algoritmos
de sintesis consecuentemente de forma que se realice el calculo correcto de las
signaturas durante la construccidon. Las operaciones aritméticas involucradas
en dicho cédlculo son la adicién y la multiplicacion sobre GF(2™), habiéndose
utilizado la base candnica (o polindmica) de representacién. Para el célculo del
producto de signaturas sobre GF(2™) se ha utilizado un algoritmo de multi-
plicacién en base polinémica que serd estudiado en el capitulo 7.

Se han realizado experimentos de verificacion probabilista, determinista e
hibrida, comparandose el tamano de memoria y el tiempo de ejecucién necesa-
rios para la verificacién. El método probabilista implica el cdlculo de signaturas
exclusivamente, mientras que los métodos determinista e hibrido implican la
construccién de s-ROBDDs. Por este motivo, para estos dos tipos de verifi-
cacion se realizaron experimentos considerando dos aproximaciones relativas
a la ordenacion de variables: usando la ordenacién original fija dada por los
circuitos de benchmark y usando la aproximacion dinamica de reordenacién de
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variables por desplazamiento de Rudell. De los resultados obtenidos, se ha po-
dido comprobar que, para el tipo particular de circuitos utilizados, el método
probabilista resulta ser el de mejor rendimiento tanto en tiempo de ejecucién
como en cantidad de memoria consumida, mientras que la verificacién deter-
minista (en la que los s-ROBDDs se construyen completamente, si es posible)
es la que presenta el peor comportamiento tanto en tiempo de ejecucién como
en almacenamiento.

En los experimentos realizados sin reordenacion de vartables y comparando
las verificaciones determinista e hibrida, se observa que el método determinis-
ta es el que produce los peores resultados, incluso no pudiéndose verificar
alguno de los benchmarks debido a su tamano. El método hibrido constru-
ye los s-ROBDDs (aproximacién determinista) hasta que se alcanza el limite
establecido, continuando a partir de ese momento con el cédlculo exclusivo de
signaturas (aproximacién probabilista) utilizando para ello las signaturas ya
calculadas y almacenadas en los s-ROBDDs construidos. Ya que la aproxima-
cion probabilista es la que consume menos tiempo y memoria, es logico que el
método hibrido tenga un rendimiento intermedio entre el mejor caso (método
probabilista) y el peor caso (método determinista), dependiendo su comporta-
miento del limite elegido. Estas mismas consideraciones se pueden hacer para
el caso de la utilizacién de una aproximacion dindmica para la reordenaciéon
de variables de entrada.

En el caso de construccién dindmica, se obtiene una reduccion significativa
del niimero de nodos de los s-ROBDDs en comparacion con los tamanos obte-
nidos sin reordenacion de variables, incluso pudiéndose construir circuitos que
no podian serlo utilizando una ordenacion fija de variables. Por el contrario, el
tiempo de construccion dindmica se ve incrementado con respecto a la sinte-
sis de s-ROBDDs sin reordenacion. Ambos resultados son légicos debido a la
eficiencia que presenta el algoritmo de desplazamiento de variables y debido al
tiempo invertido por el algoritmo en la realizacion de los desplazamientos, res-
pectivamente. Con respecto al consumo de memoria, los resultados obtenidos
en los experimentos son menores o iguales que los obtenidos con la ordenacién
fija original. En cualquier caso, y para la utilizacion de ambos métodos de
construccion, los resultados de tiempo y memoria tendran como limite inferior
los obtenidos por el método probabilista.

La ventaja que presenta la utilizaciéon de un entorno probabilista de veri-
ficacion con calculo de signaturas consiste en la posibilidad de comprobar la
equivalencia de los circuitos aunque no se puedan construir sus diagramas de
decisién. La verificacion determinista a través de ROBDDs requiere la cons-
truccién completa de los grafos de los circuitos para poder determinar su equi-
valencia. Si no es posible la creacién de alguno de los grafos, nada se puede
decidir acerca de su equivalencia. Sin embargo, en un entorno probabilista
de verificacién, siempre seria posible realizar al menos una comprobacion de
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equivalencia a través de la comparacién de signaturas (con una probabilidad
de error pequena que se podria reducir aumentando la cardinalidad del cam-
po finito o realizando varias ejecuciones). Por lo tanto, las aproximaciones de
verificacién de tipo probabilista (como el método hibrido presentado) pueden
suponer una buena alternativa a la verificacién determinista clasica.

El inconveniente que presenta nuestra aproximacion hibrida de verificacion
esta relacionado, desde luego, con el coste adicional de memoria que supone la
inclusion de campos para el almacenamiento de signaturas en cada nodo del
s-ROBDD, asi como con el tiempo necesario para el calculo y manipulacién
de las signaturas, fundamentalmente para la multiplicacion sobre el campo
GF(2™). De este 1ltimo motivo se deduce la necesidad de algoritmos rdpidos
de multiplicacién sobre campos de Galois. A pesar de estos inconvenientes, la
posibilidad de facilitar algin resultado con respecto de la equivalencia de las
funciones a verificar, serviria para justificar este coste adicional.

Nuestra verificacion hibrida se restringe a los circuitos de dos niveles en for-
ma SOP, por medio de la conversién previa a formatos de tipo DSOP (usando
la formulacién del capitulo 3). Un trabajo futuro de investigacién seria la ge-
neralizacién a circuitos SOP sin la restriccién impuesta por la propiedad de
disjuncion. Asimismo, también seria necesaria la aplicacién de aproximacio-
nes probabilistas para la verificacion de circuitos en formato multinivel. En el
capitulo siguiente estudiamos esta posibilidad a través de la utilizacion de un
tipo especial de diagramas de decisién en los que se aplican las propiedades de
los campos GF'(2™) para la simplificacién del calculo de signaturas.






Capitulo 6

Utilizacion de &-OBDDs en la
verificacion probabilista

En el capitulo anterior se combinaron las verificaciones probabi-
lista y determinista para poder obtener una aproximacion hibrida
de verificacion de circuitos combinacionales representados en un
formato de dos niveles. En este capitulo se estudian los diagra-
mas de decision conocidos como @-OBDDs o Mod2-OBDDs y
se presenta un nuevo método de construccion para su utiliza-
cion en la verificacion probabilista de circuitos combinacionales
representados en un formato multinivel.

En el capitulo anterior se han combinado las aproximaciones probabilista y
determinista para la obtencion de un método hibrido de verificacién de funcio-
nes Booleanas que representan circuitos légicos combinacionales de dos niveles
expresados en forma de sumas de productos.

Una representaciéon de dos niveles indica que cualquier senal de entrada
del circuito atraviesa como mucho dos puertas logicas para llegar a la sali-
da (suponiendo que se dispone directamente del complemento de las senales).
Los circuitos descritos por expresiones de dos niveles se pueden implementar
en estructuras regulares y compactas llamadas Arrays Légicos Programables
(PLAs). El desarrollo de métodos eficientes para la minimizacién de expre-
siones de dos niveles y la existencia de circuitos econémicos para su imple-
mentacién hacen que las representaciones de dos niveles sean ampliamente
utilizadas tanto en aplicaciones industriales como de investigacién. Sin embar-
go, la complejidad creciente de los circuitos digitales actuales a implementar
y el desarrollo de nuevas tecnologias conducen a la utilizaciéon de otro tipo de
representacion para aquellos circuitos que sean dificilmente implementables en
estructuras de dos niveles de tipo PLA.

99
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La légica multinivel es un circuito en el que las senales pueden atravesar
un numero arbitrario de puertas antes de alcanzar las salidas. En este caso,
el circuito se describe por medio de un conjunto de funciones interconectadas,
donde la reutilizacion de subfunciones es una de sus caracteristica principales.
Esta propiedad proporciona una flexibilidad importante que conducira a una
mejor adaptacién a diferentes situaciones de implementacion. El formato de
representacion de circuitos multinivel mas ampliamente utilizado es el formato
BLIF (Berkeley Logic Interchange Format) de la Universidad de Berkeley, que
describe un circuito jerarquico a nivel logico de forma textual.

En este capitulo se aborda el problema de la verificacion probabilista de fun-
ciones Booleanas que representan circuitos 16gicos combinacionales representa-
dos en formato BLIF multinivel, por medio de la utilizacién de la estructura de
datos conocida como &-OBDDs o Mod2-OBDDs. Los é&-OBDDs, introduci-
dos por Gergov y Meinel en [GM96] y estudiados posteriormente en exclusiva
por Meinel y Sack [MS98][MS01a][MS01b], constituyen representaciones no
canonicas de funciones Booleanas, por lo que no parecen ser adecuados para la
verificacion determinista. Sin embargo, su estructura los hace adecuados para
su utilizacion en la verificacion probabilista.

Los @&-OBDDs son diagramas de decision con nodos especiales que repre-
sentan la operacion Booleana XOR y que se conocen como @-nodos. Estos
nodos se pueden incluir en la estructura ROBDD clasica por medio de la utili-
zacion de unas descomposiciones de funciones diferentes de la descomposicion
de Shannon, conocidas como ezxpansiones positiva o negativa de Davio y basa-
das en la aplicacion de la operacion XOR.

La construccién de los @-OBDDs se realiza por medio de la inclusién de una
capa superior de dos niveles de @-nodos creada usando la expansion positiva
de Davio para una variable de entrada seleccionada mientras se sintetiza el
circuito en formato BLIF original. Asimismo, para la creacion de los &-OBDDs
se utiliza el entorno CUDD modificado de forma que se puedan introducir los
nodos especiales @ en un ROBDD. También se utilizan las modificaciones
realizadas en el capitulo anterior sobre dicho entorno CUDD para la inclusion
y célculo de signaturas en el campo de Galois GF(2™) en los nuevos diagramas
@®-OBDDs construidos.

6.1. ©-OBDDs

Los @-OBDDs o Mod2-OBDDs fueron definidos por Gergov y Meinel en
[GMO96] y constituyen una extensién de los ROBDDs, preservando su propiedad
de manipulacion eficiente y siendo en algunos casos mas eficientes con respecto
al tamano que los ROBDDs. Como inconveniente se tiene que los &-OBDDs

no proporcionan una representacién canoénica de las funciones Booleanas, a
diferencia de los ROBDDs.
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Definicién 13 Un @-OBDD definido sobre un conjunto X,, = {1, o, ..., Ty}
de variables Booleanas es un grafo conectado aciclico dirigido P en el se pueden
encontrar los siguientes tipos de nodos:

e Kriste un nodo no terminal, conocido como raiz, que no tiene antece-
sor. Para funciones Booleanas f : B" — B™, se consideran ®&-OBDDs
compartidos con multiples nodos raiz, donde cada raiz representa una
subfuncion Booleana f; : B" — B, con f = (f1, fo,. -, fm)-

e FEuxisten dos nodos terminales sin sucesores, el nodo terminal 1 y el nodo
terminal 0, que se etiquetan con las constantes Booleanas 1 y 0, respec-
tivamente.

e Kristen nodos no terminales etiquetados con variables Booleanas x; € X,
y denominados nodos de decision

e FExisten nodos no terminales etiquetados con la operacion Booleana XOR
y conocidos como ®-nodos.

En un @-OBDD, se representa como [(v) a la etiqueta del nodo v, pudiendo
ser esta etiqueta una variable Booleana perteneciente a X,, o la operacion
Booleana @. Se puede observar que si v es un nodo de decision y la etiqueta
del nodo es una variable Booleana x;, con lo que I(v) = z;, entonces la etiqueta
seria equivalente al indice de un nodo v de un ROBDD que estuviera asociado
a la variable Booleana x;, con lo que index(v) = i.

El 0-sucesor y el 1-sucesor de un nodo v se representan por vy y vy, res-
pectivamente. Se tiene que si vy es un sucesor de vy en Py [(vy),[(v2) € Xp,
entonces [(vy) < [(ve) segin una ordenacién dada en el conjunto de variables
de entrada X,,. También se tiene que al igual que en los ROBDDs, en cada
camino del ®-OBDD desde el nodo raiz a los nodos terminales, cada variable
debe aparecer como mucho una sola vez.

La funcion fp asociada con un ®-OBDD P se puede determinar de la si-
guiente forma. Dada una asignacién de entrada a = (aq, as, ..., a,) € {0,1}",
los valores Booleanos asignados a los nodos hoja (nodos terminales) se extien-
den a los valores Booleanos asociados con todos los nodos del &-OBDD P de
la siguiente forma:

e Si los nodos sucesores vy y v; de un nodo v de P portan (o llevan aso-
ciados) los valores Booleanos by y by, respectivamente, y si [(v) = x;,
entonces se asocia con v el valor by o b; segin sea x; = 0 o x; = 1,
respectivamente.

e Si la etiqueta del nodo v es [(v) = @, entonces se asocia con v el valor
@(bg,bl) == (b() + bl) mod 2.
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El valor fp(a) de la funcién Booleana fp representada por un @&-OBDD P
sera el valor 1 o 0 asociado con la raiz de P bajo la asignaciéon a. Como en los
ROBDDs, se puede obtener una representaciéon aun mas compacta utilizan-
do aristas complementadas, es decir, aristas caracterizadas negativas [MB88].
En la figura 6.1(a) se muestra el @-OBDD con aristas complementadas de la
funcion fp = x120 @ (T2 @ 3) y en la figura 6.1(b) se da su tabla de verdad.

8
i,
8
N
8
w

=0 OO O
OHO»—AHOOH;’*

— OO = OO
_ O R O, OO

(b)
Figura 6.1: (a) @-OBDD P de la funcién fp. (b) Tabla de verdad de fp.

Segin la definicion dada anteriormente, se observa que los &-OBDDs son
estructuras de datos muy adecuadas para la descripcion del comportamiento
de circuitos que contengan muchas puertas XOR, siendo unas representaciones
mas prozimas a dichos circuitos que los ROBDDs. También se puede observar
que los &-OBDDs son representaciones que combinan los OBDDs, los OFDDs
[KSR92][KR93] y los OKFDDs [DST*94].

6.2. Verificacién probabilista aplicada a los &-OBDDs

Como se ha mencionado anteriormente, los &-OBDDs no constituyen re-
presentaciones candnicas de las funciones Booleanas, es decir, que para una
misma funciéon Booleana pueden existir diferentes @-OBDDs. Para represen-
taciones canonicas como los ROBDDs, la comprobacion de la equivalencia de
dos ROBDDs se reduce a una simple comparacion de punteros en el compu-
tador, correspondientes a las direcciones de memoria de sus nodos raiz. Sin
embargo, para las representaciones no candénicas la comprobacion de la equi-
valencia se convierte en una tarea mucho mas dificil. Waack [Waa97] propuso
un método de comprobacion de equivalencia determinista para &-OBDDs ba-
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sado en un algoritmo de minimizacién que requeria un tiempo cubico en el
nimero de nodos, por lo que no constituye un método adecuado para casos
practicos. Por este motivo, es necesaria la utilizacion de otras aproximaciones
mas rapidas que permitan la verificacién de circuitos que estén representados
por medio de ®&-OBDDs.

La verificacion probabilista aplicada a los @-OBDDs permite comprobar
la equivalencia de dos funciones representadas por @-OBDDs de forma rapi-
da y con una baja probabilidad de error (como se vio en el capitulo 2). La
equivalencia de dos @-OBDDs se determina por medio de una transformacién
algebraica de los &-OBDDs en términos de polinomios definidos sobre un cam-
po finito. Como se vio en el capitulo 2 y en la seccién 5.1 del capitulo 5, dadas
las funciones Booleanas f, f1 y fs representadas por los &-OBDDs P, P, y Ps,
respectivamente, se puede realizar la transformacién de las operaciones Boolea-
nas sobre estas funciones en expresiones aritméticas por medio de la aplicacion
de la transformada, A y la utilizacién de las 0,1-equivalencias y las operaciones
Booleanas extendidas. Si py, py, v py, representan los polinomios asociados a
las funciones f, f; v fo, respectivamente, obtenidos de aplicar la transformada
A a dichas funciones (es decir, p; = A[f], py, = Alf1] ¥ v, = A[f2]) ¥ si se
utiliza como campo finito el campo de Galois GF'(2™), entonces

-f $ 1 —py Gr, 1+ py
AAfe =5 ppopg, 5 b
AV =5 pp+pn— b b 5 pp+pn 4P P,
1@ fo Ea P+ PR — 2 Dp Dy < pp + s,

donde las operaciones aritméticas de suma y multiplicaciéon que aparecen en
la tdltima columna se realizan sobre GF(2™), y donde se han utilizado las
simplificaciones vistas en la seccion 5.1 para el campo de Galois.

Utilizando las transformaciones anteriores y al igual que se vio en el capitulo
5, se puede realizar una interpretacion algebraica de un &-OBDD y calcular
el polinomio simbdlico asociado a un nodo del &-OBDD. A cada nodo v de
un &-OBDD P definido sobre un conjunto X,, = {x,zs,...,z,} de variables
Booleanas se le puede asociar un polinomio p, de la siguiente forma [GM96]

0(1) st v =terminal 0(1)
=18 (142) py+x-py, si l(v)=2€X, (6.1)
Puo + Pun si l(v) =

donde p,, y py, representan los polinomios asociados a los cofactores negativo
(vo) v positivo (vy) de v, respectivamente. Para la obtencién del polinomio
correspondiente a un é-nodo, se ha asumido que se utiliza el campo de Galois
y se ha utilizado la simplificaciéon para la XOR vista en las transformaciones
anteriores. También se puede comprobar que el polinomio p, es el polinomio
de la funcién Booleana f" representada por el &-OBDD rutado en el nodo v.
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Con la ecuaciéon 6.1 se puede calcular el polinomio simbdlico asociado a
un nodo v perteneciente a un &-OBDD definido sobre un conjunto de varia-
bles Booleanas X,, = {1, s,...,2,} cuando se utiliza un campo de Galois
GF(2™) como campo finito. Sin embargo, el objetivo no es conocer el poli-
nomio simbélico, sino una signatura que represente la funcion y que sera el
valor del polinomio calculado para una asignacion aleatoria de sus variables
seleccionada del campo finito.

Sean ap,as,...,a, € GF(2™) valores aleatorios generados independiente-
mente y uniformemente distribuidos. Entonces la signatura de un ¢-OBDD P
se calcula evaluando el polinomio pp asociado a P (es decir, el polinomio aso-
ciado al nodo raiz de P) en los valores aleatorios ay, as, . .., a, por medio de la
sustitucion de cada variable z; € X, por el valor correspondiente a; € GF(2™)
en el polinomio pp. Si p = {z1,2s,...,2,} es el conjunto de restriccion, en-
tonces se puede calcular la signatura para todos los nodos de un &-OBDD
aplicando la restriccion p a la ecuacion 6.1, para lo cual se utilizan las mismas
consideraciones que las vistas en el capitulo 5, obteniendo

0(1) st v =terminal 0(1)
pv{p} = (]- + z){p} : pvo{p} + Tip} * pvl{p} st l('l)) VS Xn (62)
Puog,y + Puiy,, si l(v) =9

En la ecuacién 6.2 se combinan valores numéricos representados por vecto-
res de m bits y operados en el campo de Galois GF'(2™) sin realizar ninguna
consideracion especial acerca de la existencia de variables comunes, para lo
cual se han utilizado los teoremas vistos en el capitulo 2 y consideraciones
similares a las realizadas en la seccién 5.3 del capitulo 5.

De esta forma se puede obtener la signatura del &-OBDD P, que sera la
signatura de su nodo raiz y que se habra obtenido evaluando el polinomio
asociado al nodo raiz pp en el conjunto de restriccion p = {xy, z3,...,2,}. Es
decir, pp,,, = pplai,as,...,a,) = fp, que es la signatura asociada a la funcién
fp representada por el @-OBDD P cuando se realiza la asignacién aleatoria
ai,as, ..., a, a las variables de entrada {z1,xs,...,z,}.

Por lo tanto, sean P y ) dos &-OBDDs que representan a dos funciones
Booleanas fp y fo, respectivamente, y sean ay,as,...,a, € GF(2™) valo-
res aleatorios generados independientemente y uniformemente distribuidos. La
equivalencia de las dos funciones fp y fg se puede realizar comparando sus
respectivas signaturas fp = pp(a1,as, ..., a,) y fq = polar, as, ..., a,) de for-
ma que si son diferentes, las dos funciones no son equivalentes con certeza,
mientras que si son iguales, entonces las funciones son equivalentes con una
pequena probabilidad de error que se puede reducir incrementando la cardina-
lidad del campo finito o realizando varias ejecuciones con distintas asignaciones
aleatorias de variables de entrada.



Introduccion de ®-nodos en un ROBDD 6.3 105

6.3. Introduccion de @-nodos en un ROBDD

La sintesis de @-OBDDs se puede realizar utilizando el algoritmo ite visto
en el capitulo 4 de la misma forma que se utiliza para la sintesis de ROBDDs
clasicos, excepto para el cdlculo de la XOR de dos funciones. En este caso, los
@-OBDDs se crean introduciendo un é@-nodo con sus sucesores apuntando a
cada una de las dos funciones. Sin embargo, si el circuito bajo consideracién
no contiene ninguna puerta XOR, el algoritmo ite construiria un ROBDD en
lugar de un &-OBDD. Por lo tanto, para la creaciéon de un @-OBDD se tienen
que incluir @-nodos en la estructura de datos aunque no aparezcan puertas
XOR de forma explicita en la descripcién del circuito.

Esta inclusion de @-nodos en un ROBDD se puede realizar utilizando des-
composiciones de funciones alternativas a la descomposicién de Shannon uti-
lizada por ite y que incluyan la generacién de @-nodos. Para la creacion de
los @-OBDDs se puede utilizar la ezpansion positiva (pDE) o negativa (nDE)
de Davio [DDT78], también conocidas como expansiéon Reed-Muller [Reeb4]
[Mul54], dadas por las siguientes expresiones

pDE : = fiz SR (f-sz ® f@) (63)

donde fz, v f;, representan los cofactores negativo y positivo, respectivamente,
de la funcién f con respecto de la variable x; para la cual se realiza la expan-
sién. Por tanto, aplicando cualquiera de estas dos expansiones, se puede hacer
corresponder el operador XOR directamente con un @-nodo.

La creacion ilimitada de é-nodos por medio de la aplicacion de las expan-
siones dadas por las ecuaciones 6.3 y 6.4 puede incrementar el nimero total
de nodos del &-OBDD més alla del tamano del ROBDD convencional para la
misma funcién. Este efecto se puede evitar aplicando ciertas reglas de reduc-
cién de @-nodos [MS98] o utilizando las descomposiciones de funciones pDE'y
nDFE de forma alternativa, en lugar de usar siempre la misma descomposicién
[MS98][MS01b]. Sin embargo, el problema puede persistir si los ®-nodos crea-
dos no se pueden posicionar en lugares adecuados del &-OBDD, por lo que el
tamano total del mismo puede verse incrementado.

En [MS98] y [MS01b], Meinel y Sack presentaron varias estrategias de ubi-
cacion de @-nodos dentro del &-OBDD para diferentes combinaciones de ex-
pansiones (ite, nDE, pDE) y utilizando para la construccién las ordenaciones
de variables originales dadas por las descripciones de los distintos circuitos.
En la siguiente seccién se presenta una aproximacién para la construccién de
@®-OBDDs basada en la utilizacion de la expansion positiva de Davio pDE' y
que consiste en la creacién de una capa superior de dos niveles de @-nodos
junto con una capa inferior formada por ROBDDs.
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6.4. Una aproximacion para la creacién de &-OBDDs

La ventaja principal de una estructura de datos formada por ROBDDs y
@-nodos para su utilizacién en la verificacién probabilista es que la signatura
de un @-nodo se puede calcular realizando simplemente la XOR bit a bit de
las signaturas asociadas a sus 0, I-sucesores (si se utiliza un campo de Galois).

El objetivo de nuestra aproximacién [ISV95] consiste en la construccién
de un ©&-OBDD que presente una capa superior de dos niveles de @-nodos.
La introduccién de los @-nodos en un ROBDD se realiza en el proceso de
sintesis utilizando la ezpansion positiva de Davio pDE con respecto a una
unica variable de entrada seleccionada. Este criterio se establece debido a que
el nimero de @-nodos parece influir en el tamano de los @-OBDDs [MS98]
construidos, por lo que un niimero no muy grande de é&-nodos podria conducir
a tamanos pequenos de &-OBDDs (aunque esto no siempre es cierto). La pDFE
(ecuacién 6.3) con respecto de una variable x; viene dada como

f( <oy Ly - ) = ffz D w; - (f:ﬂz S ffz) - ffl S (xl ' fl‘l D ;- f@) (65)

Utilizando esta expresion se puede construir el &-OBDD de la funcién f
insertando dos @-nodos en los dos niveles superiores del grafo, como se muestra
en la figura 6.2(a). Se observa que la estructura que aparece en el lado derecho
de la figura 6.2(a) se obtiene directamente de la estructura que aparece en el
lado izquierdo, y ambas se deducen inmediatamente de la ecuacién 6.5. En
la representacién derecha obtenida en la figura 6.2(a), el ®-nodo superior de
la capa tiene su (-arista apuntando a la funcién f,,—¢ (cofactor negativo de
f), mientras que su I-arista apunta al @-nodo inferior. A su vez, la 0-arista
de este ®-nodo inferior apunta a la funcién x; - f,.—¢ y su I-arista apunta a
la funcién z; - f;.—1 (donde f,,—; es el cofactor positivo de f). Las funciones
Ti* fu,—0 ¥ Ti* fz,=1 se pueden representar por ROBDDs, por lo que la estructura
general final que se obtiene para multiples salidas es la que se muestra en la
figura 6.2(b), donde aparece una capa superior formada por dos niveles de
@-nodos y una capa inferior formada por ROBDDs.

Esta expansion se podria haber utilizado para la construcciéon completa del
circuito en forma @-OBDD, pero nosotros hemos restringido la inclusion de
@-nodos a una capa de dos niveles de &-nodos y hemos seleccionado una sola
variable para realizar la expansion pDFE. El objetivo es introducir un nimero
reducido de @-nodos y de esta forma tratar de mantener tamanos reducidos
para los @-OBDDs [MS98] sobre los que se aplicara la verificaciéon probabilista.

La construccién de los &-OBDDs con dos niveles de @-nodos se realiza
para circuitos combinacionales multinivel representados en formato BLIF, que
describe un circuito jerarquico a nivel légico de forma textual. En general, un
circuito es una red arbitraria combinacional o secuencial de funciones légicas, y
se puede ver como un grafo dirigido de nodos l6gicos combinacionales y elemen-
tos logicos secuenciales. En esta representacion, cada nodo tiene asociada una
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fuio fyi- fy-o Xifico  Xifamt

Figura 6.2: (a) Expansién pDFE en la variable z;. (b) Estructura del &-OBDD.

funcion légica de dos niveles con una sola salida, y cada lazo de realimentacion
debe contener al menos un elemento de almacenamiento (latch).

El formato BLIF tiene entradas primarias, salidas y puertas internas. Una
puerta puede tener como entradas (fanin) tnicamente entradas primarias o
puede tener entradas primarias y /o salidas de puertas internas. En este formato
textual, una puerta se representa con varias [ineas, donde cada linea representa
un cubo y donde la disyuncion de esos cubos nos da la funcionalidad de esa
puerta. Se tiene que, en general, esos cubos no son disjuntos. Cada entrada de
una linea indica el valor (0, 1 o -) que toma la entrada correspondiente a esa
puerta, de manera similar al formato PLA visto en el capitulo 5.

En la figura 6.3 se muestra un ejemplo de archivo en formato BLIF, donde
las variables a, b y ¢ son entradas primarias, las variables d, e, f y g son las
salidas y las variables n y p representan puertas internas. Cada puerta del
circuito se expresa por una linea encabezada por .names junto con el nombre
de sus entradas y el nombre de su salida y a continuacién una serie de lineas
que representan los cubos, cuya disyuncién describe la funcién de esa puerta.

6.4.1. Meétodo de construccion

Para la construccién del &-OBDD con una capa de dos niveles de @-nodos,
se selecciona en primer lugar una entrada primaria x; con respecto de la cual se
realiza la expansion positiva de Davio. Nosotros utilizamos la misma variable
para la expansion pDE en todas las puertas del circuito. Si se realiza esta
expansion, para cada puerta del circuito BLIF se obtienen dos funciones F5,
v F,. que representan los cofactores negativo y positivo, respectivamente, con
respecto a la variable x; de la funcién realizada por dicha puerta.
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.model b1l
.inputs a b ¢
.outputs d e £ g
.names n e

01

.names p f

01

.names c g

01

.names a b n
111

00 1

.names a b c p
01- 1

10- 1

1-11
-11 1
0-0 1
-00 1
.names c d
11

.end

Figura 6.3: Ejemplo de archivo en formato BLIF.

Para cualquier puerta del circuito, se pueden distinguir dos casos:

a) La puerta tiene inicamente entradas primarias como fanin. En este caso,
para cada linea (cubo) de la puerta se realiza la conjuncidn de todas las
entradas primarias distintas de z;. Al resultado de esta conjuncién le
llamamos producto. A continuacién se comprueba el valor que toma la
entrada z; para ese cubo y se calculan los cofactores negativo y positivo
del cubo, representados como C3, y C,,, respectivamente. Los tres casos
posibles que se pueden dar son los siguientes

0 | producto 0
1 0 producto
- | producto | producto

donde estos cédlculos se realizan para cada linea (cubo) de la puerta. Fi-
nalmente se realiza la disyuncion de todos los cofactores Cy; de los cubos
(obteniendo F3,) y la disyuncion de todos los cofactores Cy, de los cubos
(obteniendo Fj,). De esta forma se calculan los dos cofactores Fy, y F,,
que representan la funcién realizada por esa puerta.
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b) La puerta tiene entradas primarias y/o salidas de puertas internas como
fanin. En este caso, se tiene que algunas entradas a la puerta (las corres-
pondientes a puertas internas) ya han sido descompuestas con respecto
a la variable x;. Si representamos a la conjuncion de los cofactores I3, de
esas puertas internas como Nz, v a la conjuncion de los cofactores F, de
las puertas internas como N,,, entonces los cofactores Cz, y C,. de cada
cubo se obtienen de la siguiente forma segun el valor de x;

0 | producto - N, 0
1 0 producto - Ny,
- | producto - Ny, | producto - Ny,

Como en el caso anterior, estas operaciones se realizan para cada cubo
de la puerta y finalmente la disyuncion de todos los cofactores C3, de
los cubos proporciona Fz, y la disyuncion de todos los cofactores Cj,
obtenidos para todas las lineas nos da Fy,. Por tanto, la funcionalidad de
la puerta vendra representada por Fy, y Fj,.

Tanto las variables como las funciones mencionadas en los dos casos ante-
riores (cofactores y producto) se representan por ROBDDs (en realidad, por
s-ROBDDs, ya que estamos interesados en el célculo de signaturas), por lo que
las operaciones realizadas con ellas también producen s-ROBDDs. Su construc-
cién se realiza utilizando el algoritmo ite modificado para el calculo de signa-
turas mientras se recorre el circuito multinivel dado originalmente en formato
BLIF. Para la realizacion de esta sintesis, serd necesario trasladar previamen-
te el formato textual BLIF a un formato intermedio de listas enlazadas que
refleje la topologia de la red Booleana dada por el circuito multinivel. Es este
formato intermedio el que es leido y sobre el que se aplica el algoritmo ite para
la construccién.

Una vez obtenidos los dos cofactores F;, y Fj, que representan las puertas
del circuito, es inmediata la construccion del &-OBDD con los dos niveles de
@-nodos de las salidas del circuito aplicando la ecuacién 6.5, obteniéndose una
estructura como la mostrada en la figura 6.2(a). El grafo creado para puertas
internas presenta una estructura similar a la de la figura 6.2(a) excepto en que
los cofactores del @-nodo inferior no aparecen multiplicados por la variable
x;. Esto es debido a que la descomposicién de todo el circuito se realiza con
respecto a esta misma variable z; y la construccion de las puertas internas se
utiliza tnicamente como paso intermedio para la construccién de las salidas
del circuito, siendo tnicamente necesario, por lo tanto, conocer los cofactores
totales de las puertas internas. Para el caso de las salidas del circuito, si que
se realiza esta multiplicacion de la variable z; por los cofactores totales de las
salidas Fz, y Fy,, obteniéndose la estructura dada en la figura 6.2(a).
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Como se ha mencionado anteriormente, los &-OBDDs obtenidos con este
método no constituyen representaciones canénicas de las salidas del circuito,
por lo que el tipo de verificaciéon a utilizar seria la probabilista. Como lo que
interesa es el calculo de la signatura del circuito utilizando esta estructura de
datos, se puede simplificar el grafo no incluyendo ezplicitamente la variable
x; en el mismo. La contribucion de la variable se considera multiplicando la
signatura del @&-nodo inferior de la capa de dos niveles, en la figura 6.2(a), por
la signatura asignada inicialmente a la variable z;. La estructura del &-OBDD
obtenida finalmente se muestra en la figura 6.2(b), con una capa superior de
dos niveles de @-nodos y una parte inferior formada por ROBDDs clésicos (en
realidad, s-ROBDDs).

6.4.2. Resultados experimentales

Se han realizado experimentos para la verificacién probabilista de los cir-
cuitos de benchmark LGSynth91 representados en formato BLIF multinivel
por medio de la construccién de sus @-OBDDs. Se ha utilizado para ello el
paquete CUDD, modificdndolo para permitir la inclusién de @-nodos segun el
método visto anteriormente y usando las modificaciones vistas en el capitulo
5 para la inclusién y célculo de signaturas sobre el campo de Galois GF'(2™).
La introduccién de @-nodos en la estructura de datos del s-ROBDD (obte-
niendo, por tanto, un &-OBDD) se ha realizado creando una nueva subtabla
para los @-nodos diferente de las subtablas existentes para los distintos nodos
de decision.

Para el cdlculo de las signaturas se ha utilizado el campo de Galois GF(2'9)
generado por el polinomio irreducible f(z) = z'%+2°+23+2%+1 como campo
finito. La base de representacién de los elementos del campo utilizada ha sido
la base polinomica y la multiplicacion de elementos se ha realizado usando un
algoritmo de multiplicacién en dicha base (este algoritmo se estudiard en la
subseccién 7.2.1 perteneciente a la segunda parte de esta tesis). Asimismo, se
ha asignado a cada variable de entrada de los circuitos a verificar un valor
numérico aleatorio generado de forma independiente y uniformemente distri-
buido perteneciente a dicho campo finito.

Los experimentos se han realizado sobre una estacién de trabajo SUN
UltraSparc-I1, utilizindose para la construccion de los ¢&-OBDDs las orde-
naciones iniciales de variables dadas por las descripciones de los circuitos. Por
motivos de comparacién con los resultados dados por Meinel y Sack [MSO01b],
no se ha utilizado reordenacion dindamica de variables para los s-ROBDDs
existentes en la capa inferior de los @-OBDDs.

Se ha visto anteriormente que para la construccion de los ©-OBDDs con una
capa de dos niveles de ®-nodos se debe seleccionar una variable x; con respecto
de la cual realizar la descomposicién positiva de Davio, que llamaremos variable
de descomposicion. Como se ha utilizado la ordenacion original de variables
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proporcionada por el circuito, en una primera aproximacion se ha seleccionado
como variable de descomposicién la primera variable (variable inicial) de esa
ordenacién original y se han recogido los resultados. Posteriormente se ha
seleccionado cada una de las variables restantes del circuito como wvariable
de descomposicion, comprobandose que existe una variable para la cual se
obtienen los mejores resultados. A esta variable se le ha denominado variable
optima y se han recogido sus resultados correspondientes.

6.4.2.1. Comparacién de tiempos

Se han construido en primer lugar los ROBDDs y los s-ROBDDs para
algunos de los circuitos de benchmark LGSynth91 y se han comparado los
tiempos necesarios para su construccion. Ya se vio que la diferencia entre estos
dos tipos de grafos radica en que los s-ROBDDs incluyen y calculan signaturas
para una asignacion numérica aleatoria dada, teniendo ambos diagramas el
mismo nimero de nodos.

En la tabla 6.1 se muestran los ratios de tiempos necesarios para la cons-
truccién de los benchmarks dados, donde Ts_proppp/Trospp representa el
cociente entre el tiempo de construcciéon del s-ROBDD vy el tiempo de cons-
truccién del ROBDD clasico.

Circuito || Ts_roBpp/TROBDD
apex6 2.1
apex’ 2.4
c1355 2.4
c1908 2.3
cmlbla 2.5
cordic 1.5
des 2.9
frg2 2.3
12 2.3
k2 2.9
mux 3.1
pcler8 2.0
term1 2.5
too_large 3.0
ttt2 2.0
vda 2.9
x3 2.3
x4 1.8
Total(7) 2.4

Tabla 6.1: Ratios de tiempo de construccién entre s-ROBDDs y ROBDDs para
distintos benchmarks (f = promedio).
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De los resultados mostrados en la tabla 6.1 se puede observar que el tiempo
de construccién de los s-ROBDDs es 2.4 veces mayor (en promedio) que el
tiempo de construccién de los ROBDDs clasicos, lo que es légico debido a las
operaciones aritméticas que se deben realizar para el calculo de signaturas. El
peor caso de construccion del s-ROBDD corresponde al benchmark muzx.bli f,
cuyo s-ROBDD se construye 3.1 veces mas despacio que su ROBDD. Este
tiempo de construccion mayor de un s-ROBDD frente a un ROBDD no pare-
ce ser, sin embargo, excesivo si se tiene en cuenta que con los s-ROBDDs se
podrian realizar atn verificaciones de tipo probabilista en el caso de que los
tamanos de los grafos fueran excesivamente grandes y no pudieran ser comple-
tados. En este caso, no se podria finalizar la verificacion determinista pero las
signaturas de los grafos construidos hasta ese momento podrian ser utilizadas
para completar al menos una comprobacién de equivalencia probabilista.

A continuacién se han construido los @-OBDDs con una capa superior de
dos niveles de @-nodos utilizando el método dado en la subseccién 6.4.1. Como
se ha utilizado la ordenacién original de variables, en una primera aproxima-
cion se ha seleccionado como variable de descomposicion la primera variable
de esa ordenacién original y se han medido sus tiempos de construccion. Pos-
teriormente se han ido seleccionando cada una de las variables restantes como
variables de descomposicion y se ha comprobado que existe una variable para
la cual se obtienen los mejores resultados. A esta variable se le ha denominado
variable optima y se han medido sus tiempos correspondientes de construccion.

Como estamos interesados en su aplicacion a la verificacion probabilista, en
la tabla 6.2 se comparan los tiempos de construccién de los @-OBDDs con los
tiempos de los s-ROBDDs, mostrandose los ratios correspondientes para los
benchmarks dados asi como el promedio total. Los resultados mostrados en la
tabla 6.2 corresponden a los ®-OBDDs construidos considerando como varia-
bles de descomposicion la variable inicial de la ordenacion original y la variable
optima, donde Ta_oppp/Ts—rospp representa el cociente entre el tiempo de
construccién del -OBDD y el tiempo de construccién del s-ROBDD.

En la tabla 6.2 se observa que cuando se selecciona la variable inicial como
variable de descomposicién, los tiempos de construccion de los &-OBDDs son
practicamente idénticos a los tiempos de construccién de los s-ROBDDs. Por
otra parte, si se selecciona como variable de descomposicion la variable optima,
se observa que en practicamente todos los benchmarks la construccion del
@-OBDD resulta ser mas rapida que la del s-ROBDD, incluso para grandes
circuitos como ¢1908.0li f (ratio de 0.45). El caso més favorable corresponde al
benchmark em151a.bli f para el que el tiempo de construccion del &-OBDD es
un 90 % menor que el tiempo de construccién de su s-ROBDD correspondiente.
Considerando el promedio para todos los benchmarks, se obtiene que el tiempo
de construccion de los &-OBDDs cuando se utiliza la variable optima como
variable de descomposicion es un 35 % menor que el de los s-ROBDDs.
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Te—oBpp/Ts—ROBDD
Circuito Inicial Optima
apex6 0.98 0.64
apex’ 0.99 0.24
c1355 1.00 1.00
c1908 1.01 0.45
cmlbla 1.00 0.10
cordic 1.00 1.00
des 1.02 1.02
frg2 1.01 0.99
i2 0.95 0.71
k2 1.00 0.18
mux 0.99 0.99
pcler8 1.00 0.50
terml 1.00 0.75
too_large 0.99 0.65
ttt2 1.00 0.87
vda 0.99 0.24
x3 1.01 0.56
x4 1.01 0.93
Total(7) 0.99 0.65

Tabla 6.2: Ratios de tiempo de construccién entre &-OBDDs y s-ROBDDs para las
variables de descomposicién inicial y éptima (1 = promedio).

En el siguiente apartado se presentan los resultados obtenidos en los expe-
rimentos para el nimero de nodos de los grafos y se dan algunas conclusiones
acerca de estas mejoras en los tiempos de construccion, relacionandolas con las
medidas de tamano obtenidas.

6.4.2.2. Comparacién de tamaios

En la tabla 6.3 se muestran los tamanos obtenidos para los s-ROBDDs
y para los &-OBDDs utilizando como variables de descomposicion la variable
inicial y la variable dptima. Los resultados muestran que no existen diferencias
apreciables de tamano entre los s-ROBDDs y los @-OBDDs construidos con la
variable inicial. Esto seria debido a que el nimero de é&-nodos introducidos en
la capa superior no es lo suficientemente grande (comparado con el nimero de
nodos de decision existentes en la capa inferior) como para que puedan influir
positivamente en el tamano total del &-OBDD. Esta misma consideracién
seria aplicable para los resultados temporales vistos en la tabla 6.2, donde los
tiempos necesarios de construccién de los @-OBDDs y de los s-ROBDDs eran
practicamente idénticos.
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@& —-0OBDD
Circuito || s-ROBDD | Inicial | Optima
apex6 2760 2757 1520
apex7 1660 1658 526
c1355 45922 | 45953 45953
c1908 36007 | 36028 19697
cmlbla 511 513 49
cordic 45 46 46
des 73919 | 73920 73496
frg2 6471 6605 5905
i2 335 335 268
k2 28336 | 28371 7333
mux 131071 | 131071 | 131071
pcler8 139 154 137
term1 580 577 447
too_large 7096 7097 5129
ttt2 223 207 198
vda 4345 4381 1919
x3 2760 2757 1520
x4 891 889 831
Total 343071 | 343319 | 296045

Tabla 6.3: Tamanos de los s-ROBDDs y de los &-OBDDs (para las variables de
descomposicion inicial y dptima).

Los tamanos obtenidos, sin embargo, para los @-OBDDs construidos usan-
do la variable dptima como variable de descomposicién son significativamente
menores que los obtenidos con los s-ROBDDs. Especialmente apreciables son
los resultados obtenidos para los benchmarks em151a, k2, apex, vda o ¢1908,
que presentan reducciones de tamanos de sus &-OBDDs con respecto de sus
s-ROBDDs del 90.4 %, 74.1 %, 68.3 %, 55.8 % y 45.3 %, respectivamente. Para
el total de los benchmarks construidos de esta forma, se obtiene que el tamano
de los ®-OBDDs es un 13.7% menor que el de los s-ROBDDs.

Se observa que la seleccion de la variable dptima como variable de des-
composicion produce mejoras significativas en el tamano de los &-OBDDs, y
como se ha visto en la tabla 6.2, también en el tiempo necesario para su cons-
truccion. Como el nimero de é-nodos introducidos utilizando nuestro método
de construccion no parece influir excesivamente sobre el tamano total de los
®-OBDDs (compardndolo con el de los s-ROBDDs), esta mejora en el tamano
podria estar més relacionada con el problema de ordenacion de variables que
con la inclusién de los @-nodos. Este hecho demostraria la fuerte influencia
de una buena ordenacién de variables sobre el tamano de los diagramas de
decision en general, tanto (s)-ROBDDs cldsicos como de otros tipos.
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En nuestro método de sintesis se selecciona una wvariable de descomposi-
cion, pero se mantiene la ordenacién original de las variables del circuito. Por
lo tanto, se podria utilizar el algoritmo de ordenacién heuristico desarrollado
en el capitulo 4 en el que se obtenia una wariable optima que era colocada
en primera posicién de la nueva ordenacion, desplazando en una posicién la
ordenacién original de variables de la que se habria extraido dicha variable
optima. Aplicando esta heuristica de ordenacién a nuestro método de cons-
truccién de @&-OBDDs, la variable 6ptima obtenida por la heuristica seria la
variable de descomposicién que se seleccionaria para la sintesis, con lo que
la combinaciéon de ambas aproximaciones podria producir resultados éptimos
para la construccién de los &-OBDDs.

Se han comparado también nuestros resultados con los més recientemente
obtenidos por Meinel y Sack en [MS01b]. A nuestro conocimiento, estos son
los tinicos autores que han presentado resultados acerca de la utilizacion de los
@-OBDDs. Los datos mostrados en [MS01b] han sido obtenidos con la ordena-
cion de variables original suministrada por los circuitos y sin la utilizacion de
algoritmos de reordenacion dindmica de variables. Por este motivo, nosotros
tampoco hemos utilizado la reordenacion de variables en nuestros experimen-
tos. En la tabla 6.4 se muestran de nuevo los tamanos obtenidos con nuestro
método de construccién (para las variables de descomposicién inicial y dpti-
ma) junto con los mejores tamanos obtenidos por Meinel y Sack para algunos
de los benchmarks LGSynth91 en comun.

Circuito Inicial | Optima | Meinel&Sack
apex7 1658 526 1570
c1355 45953 45953 45921
c1908 36028 19697 35869
frg2 6605 5905 6348
i2 335 268 334
k2 28371 7333 26361
mux 131071 | 131071 131072
terml 577 447 584
too_large 7097 5129 7091
vda 4381 1919 4214
x3 2757 1520 2429
Total 264833 | 219768 261793

Tabla 6.4: Comparacién de tamanos de &-OBDDs obtenidos utilizando nuestra apro-
ximacién (variables inicial y dptima) y los obtenidos por Meinel y Sack.

Los resultados dados en la tabla 6.4 muestran que para el total de los ben-
chmarks verificados, el tamano de los &-OBDDs construidos usando nuestra
aproximacion y seleccionando la variable inicial como variable de descomposi-
cién resulta ser tnicamente un 1.16 % mayor que el tamano de los ®&-OBDDs
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construidos por Meinel y Sack. Sin embargo, si se selecciona la variable dptima
para la construccion utilizando nuestro método, entonces se obtienen tamanos
de &-OBDDs que son un 16.1 % menores que los obtenidos por Meinel y Sack
para el total de los benchmarks comprobados. Los mejores resultados se obtie-
nen para los circuitos k2, apex7 y ¢1908 con una reducciéon del nimero de no-
dos del 72.1%, 66.5 % y 45.1 %, respectivamente, con respecto a los &-OBDDs
construidos por Meinel y Sack.

En [MSO01b] no se dan resultados acerca de los tiempos de ejecucién necesa-
rios para la construccion de los @-OBDDs, sin embargo, el método de sintesis
que emplean sus autores utiliza una aproximacion dinamica en la que en ca-
da paso de la construccién se comparan los tamanos de los grafos obtenidos
usando distintas alternativas. Esta forma de construccion de los ¢&-OBDDs
explicaria los mejores resultados de tamano obtenidos por Meinel y Sack y
permite deducir unos tiempos de construccion de &-OBDDs muy elevados en
comparacion con los tiempos utilizados por nuestro método de sintesis.

6.5. Conclusiones

En este capitulo se han utilizado las estructuras de datos conocidas como
@®-OBDDs para su aplicacién a la verificacién probabilista de circuitos com-
binacionales representados en un formato BLIF multinivel. La complejidad
creciente de los circuitos utilizados en las aplicaciones actuales hace necesario
el empleo de representaciones en formato multinivel de dichos circuitos, por lo
que la comprobacion de la equivalencia de circuitos multinivel pasa a ser un
problema de gran importancia.

La utilizacion de @&-OBDDs en la verificacién probabilista se debe a que
este tipo de grafos incluyen, junto a estructuras ROBDD clésicas, unos nodos
especiales (@-nodos) que realizan la XOR, de las funciones representadas por
sus subgrafos cofactores. La operacion XOR (transformada) aplicada a los
elementos de un campo de Galois GF(2™) se reduce simplemente a la XOR
bit a bit de las representaciones binarias correspondientes a dichos elementos
del campo, como se vio en el capitulo 5. De ahi que la utilizacién de &-OBDDs
como estructuras de representacion en la verificacion probabilista constituya
una buena eleccion debido a que permiten simplificar en gran medida el proceso
de calculo de las signaturas.

El método de sintesis que se ha presentado en este capitulo realiza la cons-
truccién de @-OBDDs con una capa superior de dos niveles de @-nodos, utili-
zando para ello la expansion positiva de Davio pDE con respecto a una tnica
variable de entrada seleccionada, llamada wariable de descomposicion. Este
criterio se establecié debido a que el nimero de @-nodos parece influir en el
tamano total de los @-OBDDs construidos, por lo que un nimero no muy
grande de @-nodos podria conducir a tamanos pequenos de &-OBDDs.
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En los experimentos realizados se han construido @-OBDDs para los circui-
tos de benchmark LGSynth91 representados originalmente en formato BLIF
multinivel, utilizando para ello el método de sintesis propuesto y para una
variable de descomposicion seleccionada. De los resultados obtenidos, se ha
podido observar la existencia de una variable de descomposicién éptima para
la cual tanto los tiempos de construccién como los tamanos de los @-OBDDs
obtenidos resultan ser significativamente menores que los obtenidos utilizando
otras variables. Por ejemplo, la seleccion de la variable inicial dada por la or-
denacién original como variable de descomposiciéon produce tiempos y tamanos
de ®-OBDDs similares a los obtenidos por los s-ROBDDs “cldsicos”. Asimis-
mo, la comparacién de los resultados obtenidos por nuestro método de sintesis
usando la variable dptima de descomposicion con los resultados obtenidos por
Meinel y Sack han demostrado el buen comportamiento de nuestra forma de
construccion de §-OBDDs, tanto en tamafio como en tiempo de construccién.

Estos diferentes comportamientos de los &-OBDDs en funcion de la variable
de descomposiciéon seleccionada, parecen indicar que las mejoras obtenidas en
tiempo y tamano pueden estar més relacionadas con el problema de ordenacién
de variables que con el método de construccién utilizado para la inclusién de
@-nodos. De esta forma se demostraria la fuerte dependencia de los diagramas
de decision, tanto cldsicos como de otro tipo, con la ordenacion de sus variables
de entrada. Por lo tanto, la combinacién de nuestro método de sintesis y de
nuestro algoritmo de ordenacién heuristico (visto en el capitulo 4) para la
determinacién de la variable de descomposicion optima podria conducir a la
mejora tanto de los tiempos de construccion como de los tamanos obtenidos
para los @-OBDDs. La combinacion de ambos métodos para su aplicacién a la
verificacion probabilista multinivel constituye uno de nuestros trabajos futuros
de desarrollo.
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Capitulo 7

Campos de Galois

“Tu prieras publiguement Jacobi ou a Gauss de donner leur avis,
non sur la vérité, mais sur ['tmportance de ces théorémes ...
Apres cela il se trouvera, j’espére, des gens qui trouveront leur
profit a déchiffrer tout ce gachis.”™

La disciplina matemaética del dlgebra incluye la teoria de los campos finitos,
cuyo desarrollo se remonta a principios del siglo XIX cuando Carl Friedrich
Gaug y Evariste Galois trabajaron en la teoria general de campos finitos. El
trabajo previo fue desarrollado por Pierre de Fermat, Leonhard Euler, Joseph-
Louis Lagrange y Adrien-Marie Legendre. Los campos finitos también se co-
nocen como campos de Galois en honor a Evariste Galois [Ste89] y su trabajo
fundamental en este tema. Los campos finitos con ¢ elementos se representan
como GF(q), siendo los campos de extension de GF(2), representados como
GF(2™), los que tienen gran importancia por sus aplicaciones técnicas.

Durante los ultimos anos los campos de Galois se han utilizado en un gran
nimero de aplicaciones. Ademads de su aplicacion a la verificacion probabi-
lista estudiada en la primera parte de la tesis, existen distintas areas en las
que se utilizan los campos finitos. Entre ellas se pueden mencionar los codi-
gos algebraicos [Bla83], los esquemas criptogrdficos [Sch93], los generadores de
nimeros aleatorios [WP90], el procesamiento digital de serial [Bla85] y el test
VLSI [GSB91]. Las dos primeras areas juegan un papel importante en las co-
municaciones digitales modernas, debido al nimero creciente de aplicaciones
de los sistemas de comunicacién en todos los campos de nuestra sociedad.

'Ultimas palabras escritas por Evariste Galois en una carta dirigida a su amigo Chevalier el
29 de Mayo de 1832, un dia antes del duelo por una mujer que acabd con su vida. En esta cita,
Galois pide a su amigo que solicite ptiblicamente a Jacobi o a Gauss que den su opinién sobre la
importancia de sus teoremas, confiando que en el futuro hubiera alguien que encontrara de utilidad
organizar sus ideas.
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La transmisién y el almacenamiento de datos digitales van a menudo acom-
panados de la posibilidad de corrupcion de los datos. Para evitar este problema,
se puede introducir la redundancia de los datos antes de su transmisién o al-
macenamiento. Este es el concepto de la codificacion de canal. Debido a la
informacién adicional anadida a los datos, los cédigos de canal pueden deter-
minar si han ocurrido errores y dénde han ocurrido. Por ejemplo, los codigos
de correccion de errores de Reed-Solomon son muy ttiles en los sistemas de
comunicacion actuales, donde se utilizan en aplicaciones como la comunicacion
por satélite, las redes de computadores y los sistemas de almacenamiento épti-
co y magnético. Los cédigos de Reed-Solomon se basan en la aritmética sobre
campos de Galois. La utilizaciéon de campos con caracteristica 2 permite una
representacion directa de datos binarios como elementos del campo, por este
motivo los codigos de Reed-Solomon tienden a realizar la aritmética sobre el
campo finito especifico GF(2®). Este campo de Galois GF(2®) es muy utilizado
en aplicaciones técnicas (como en los compact disks) y ha sido estandarizado
para la comunicacién via satélite por la ESA (Furopean Space Agency) y la
NASA (National Aeronautics and Space Administration) [Kum83|.

Otro de los riesgos que presentan los sistemas de comunicacion consiste en
la posibilidad de lectura no autorizada y la falsificacién de los datos digitales.
Existen areas como el comercio bancario electronico en que los aspectos de
sequridad tienen un interés crucial obvio. Ejemplos de esquemas criptograficos
ampliamente utilizados son el protocolo de intercambio de claves de Diffie-
Hellman [DH76] y el esquema de ElGamal [EIG85].

Los sistemas que utilizan aritmética sobre campos finitos deben ser rdpi-
dos debido al continuo incremento de prestaciones necesario en los sistemas
de comunicacion actuales. Para poder alcanzar estos requerimientos, puede ser
necesaria la implementacion en circuitos integrados de los modulos que realizan
la aritmética sobre campos de Galois. Las implementaciones hardware de la
aritmética en campos de Galois se realizan normalmente sobre circuitos integra-
dos VLSI [YRT84][WTS*85][FBT96], aunque recientemente se estan comen-
zando a utilizar plataformas reconfigurables [K1195][PR97][EP99][OP00][EP00]
[EYCP00][Ima02] para la implementacion.

Los mdédulos aritméticos sobre campos de Galois se pueden clasificar en
arquitecturas serie y paralelo. La aritmética paralela [Paa94] tiende a ser mas
rapida que la serie y se implementa utilizando inicamente l6gica combinacio-
nal, mientras que la aritmética serie requiere una implementacion secuencial
y necesita normalmente un drea menor que su homologa paralela. Asimismo,
las métricas del rendimiento utilizadas habitualmente para la comparacion
de estas arquitecturas aritméticas son las complejidades espacial (necesidades
de drea) y temporal (retardo del circuito). La necesidad de que los médu-
los aritméticos que operan sobre campos de Galois funcionen a frecuencias
elevadas y ocupen el menor area posible, junto con el hecho de que la ope-
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racion aritmética mas costosa e importante sea la multiplicacién, hacen que
la bisqueda de algoritmos de multiplicacién y de arquitecturas eficientes de
modulos multiplicadores operando sobre GF(2™) sea de especial importancia.
Ademas, la mayor parte de las operaciones aritméticas avanzadas, como la
exponenciacion o la inversion, se basan en la multiplicacion. La complejidad
de un médulo multiplicador depende de factores como la seleccion de la base
de representacion o del polinomio irreducible generador del campo finito. De
entre las distintas bases de representacion de los elementos del campo GF'(2™)
existentes, las mas utilizadas son las bases candnica, normal y dual, aunque
existen otras bases posibles como la base triangular.

En este capitulo se presentan los conceptos tedricos basicos de los campos
finitos y de los campos de extension, asi como las diferentes bases de represen-
tacion de los elementos del campo finito. Se estudian los importantes campos
de extensién GF'(2™) y los tipos de multiplicaciéon méas importantes sobre estos
campos, centrandonos en su arquitectura paralela. Para cada uno de los multi-
plicadores vistos, se determinan también sus complejidades espacial y temporal
teoricas. También se introducen las diferentes aproximaciones de implementa-
cion hardware y las metodologias de diseno existentes. Finalmente, se presentan
resultados experimentales correspondientes a la implementaciéon reconfigurable
paralela sobre FPGAs de los tres tipos de multiplicadores estudiados y para
distintos polinomios generadores del campo, realizdndose la comparacion de
los resultados obtenidos. La mayor parte de las definiciones, teoremas y co-
rolarios (con sus demostraciones) que se presentan en este capitulo se pueden
encontrar en el excelente libro de Lidl y Niederreiter [LN83].

7.1. Campos finitos

El campo de enteros médulo un niimero primo es el ejemplo mas familiar
de campo finito, pero muchas de sus propiedades se extienden a campos finitos
arbitrarios. La caracterizacion de los campos finitos muestra que todo campo
finito es de orden la potencia de un nimero primo y que para toda potencia
de un primo existe un campo finito cuyo niimero de elementos es exactamente
esa potencia. Ademas, los campos finitos con el mismo nimero de elementos
son isomorfos y se pueden identificar.

Para todo primo p, el anillo de clases residuales Z/(p) de los enteros médu-
lo el ideal principal generado por un primo p, forma un campo finito con p
elementos y se puede identificar con el campo de Galois GF(p) de orden p.
Comenzando con los campos primos GF(p) = F,, se pueden construir otros
campos por el proceso de adjuncion de raices. A continuacién se revisan con-
ceptos como el campo de extension y las raices de polinomios irreducibles que
llevan a la interpretacién de los campos finitos como campos de descomposicion
de polinomios irreducibles.
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7.1.1. Campos de extension

Sea F un campo. Un subconjunto K de F, que es asimismo un campo bajo
las operaciones de F, se llama un subcampo de F y en este contexto, F se
llama un campo de extension de IC. Si IC # F, entonces se dice que K es un
subcampo propio de F.

Definicién 14 Sea K un subcampo del campo F y sea M cualquier subconjun-
to de F. Entonces, el campo K(M) se define como la interseccion de todos los
subcampos de F que contienen a IC y a M y se llama el campo de extension de
KC obtenido adjuntando los elementos de M. Para M finito, M = {b,,...,0,},
se escribe K(M) = K(b,,...,0,). Si M consta de un solo elemento § € F,
entonces L = K(0) se dice que es una extension simple de IC y 6 se llama un
elemento definitorio de L sobre .

Definicién 15 Sea K un subcampo de F y sea 0 € F. Si 0 satisface una
ecuacion polinomica no trivial con coeficientes en IC, es decir, si se cumple que
Qp - 0"+ -4 a1 -0+ ag =0 con a; € K no todos cero, entonces 0 se dice que
es algebraico sobre K. Una extension L de K se llama algebraica sobre IC (o
una extension algebraica de K) si todo elemento de L es algebraico sobre K.
En caso contrario se llama extension trascendente.

Definicién 16 Si 0 € F es algebraico sobre K, entonces el inico polinomio
moénico g € Klx] que genera el ideal J = {f € K[z]| : f(0) = 0} de K[z] (el
anillo de polinomios sobre KC) se llama el polinomio minimo (o irreducible o
definitorio) de 0 sobre IC. Por el grado de 6 sobre K se refiere al grado del
polinomio g.

El campo de extension £ de K se puede considerar como un espacio vectorial
sobre K.

Definicién 17 Sea £ un campo de extension de K. Si L, considerado como
un espacio vectorial sobre KC, es de dimension finita, entonces L se llama una
extension finita de IC. A la dimension del espacio vectorial L sobre I se le
llama entonces el grado de L sobre K y se representa como [L : K].

Dada una extension simple IC(f) de K obtenida adjuntando un elemento
algebraico, se observa que si F es una extensién de K y 6 € F es algebraico
sobre K, entonces K(f) es una extension finita y algebraica de K. Ademds,
IC(#) sera isomorfo a K[x]/(g) si § € F es algebraico de grado n sobre K y
si g es el polinomio minimo de # sobre K. También se puede demostrar que
los elementos de la extensién algebraica simple K(f) de K son expresiones
polinémicas en # y que cualquier elemento de IC(f) se puede representar de
forma tnica como ag+a; -0 +-+-+a,_1-0" L cona; € K para0 <i<n-—1,
donde n = [K(0) : K] y donde {1,0,...,0" '} es una base de k() sobre K.



Campos finitos 7.1 125

Teorema 14 Sea f € K[z] irreducible sobre el campo K. Entonces existe una
extension algebraica simple de IC con una raiz de f como elemento definitorio.

Se puede encontrar un campo de extensiéon al que pertenezcan todas las
raices de un polinomio dado.

Definicién 18 Sea f € K[z| de grado positivo y sea F un campo de extension
de K. Entonces se dice que f se descompone en F si f se puede escribir
como un producto de factores lineales en Fx|, es decir, si existen elementos
Qar,Qa, ..., an € F tales que

flz)=alx —a)(z —ag) - (x — ) (7.1)
donde a es el coeficiente principal de f. El campo F es un campo de descom-
posicion de f sobre K si f se descompone en F y si F = K(aq,aq, ..., ap).

El campo de descomposicién de f sobre K se obtiene adjuntando una can-
tidad finita de elementos algebraicos a IC. Por tanto, se puede demostrar que
el campo de descomposicion de f sobre K es una extension finita de K.

7.1.2. Caracterizacion de campos finitos

Con respecto al nimero de elementos de un campo finito, se puede demos-
trar que si F es un campo finito que contiene un subcampo K con ¢ elementos,
entonces F tiene ¢ elementos, donde m = [F : K]. También se puede esta-
blecer el siguiente teorema.

Teorema 15 Un campo finito F tiene p™ elementos, donde el primo p es la
caracteristica de F y donde n es el grado de F sobre su subcampo primo.

Los campos F, juegan un papel muy importante en la teoria general de
campos. Como se ha visto anteriormente, comenzando con los campos primos
JF, se pueden construir otros campos finitos a través del proceso de adjuncion
de raices. Si f € F,[z] es un polinomio irreducible sobre F,, de grado n, entonces
adjuntando una raiz de f a F, se obtiene un campo finito con p" elementos
(campo de extensién de F,). Otra propiedad importante es que para todo primo
py para todo n € N hay un campo finito con p" elementos, por lo que se puede
hablar de el campo finito (o el campo de Galois) con ¢ = p" elementos, o de el
campo finito (o el campo de Galois) de orden ¢. Este campo se denota como
F, = GF(p"), donde ¢ es una potencia de la caracteristica prima p de F,. Los
p" elementos del campo GF(p™) se pueden representar como polinomios con
grado méximo n — 1 sobre GF(p), donde estos p" polinomios son las clases
residuales médulo f(x) de todos los polinomios sobre GF(p).

Para un campo finito F; se denota por F; al grupo multiplicativo de ele-
mentos diferentes de cero de F,, que tiene la propiedad de ser ciclico.
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Definicion 19 Un generador del grupo ciclico F; se llama elemento primitivo

de Fy.

De la existencia de elementos primitivos se tiene que todo campo finito se
puede considerar como una extension algebraica simple de su subcampo primo.

Teorema 16 Sea F, un campo finito y sea F, un campo de extension fini-
to. Entonces, F, es una extension algebraica simple de F, y todo elemento
primitivo de F, puede servir como elemento definitorio de F, sobre F,.

7.1.3. Raices de polinomios irreducibles

Se revisan a continuacién algunos conceptos importantes de las raices de
un polinomio irreducible sobre un campo finito [LN83].

Teorema 17 Si f es un polinomio irreducible en Fylx] de grado m, entonces
[ tiene una raiz o en Fym. Ademds, todas las raices de f son simples y estdan

. . 2 m—1
dadas por los m elementos distintos o, 2,09, ... a4 de Fym.

Corolario 3 Sea f un polinomio irreducible en F,x] de grado m. Entonces
el campo de descomposicion de f sobre F, estd dado por Fym.

Se puede dar una terminologia conveniente para los elementos mencionados
en el teorema 17, independientemente de si & € Fym es una raiz de un polinomio
irreducible en F,[z] de grado m o no.

Definicion 20 Sea Fym una extension de F, y sea o € Fym. Entonces, los
2 m—1 .
elementos a, a4, a7, ..., af se llaman conjugados de o con respecto a Fy.

Los conjugados de o € Fym con respecto a F, son distintos si y sélo si el
polinomio minimo de o sobre F, tiene grado m. También se cumple que si «
es un elemento primitivo de JF,, entonces también lo son sus conjugados con
respecto a cualquier subcampo de F,.

7.1.4. Bases de campos finitos

Si se considera de nuevo una extension finita F = Fym del campo finito
K = F, como un espacio vectorial sobre K, entonces F tiene dimensién m
sobre K y si {a,...,q,} es una base de F sobre K, entonces cada elemento
a € F se puede representar de forma tinica como

a=co+ -+ Cpay, ¢ K, 1<5<m. (7.2)

Se puede establecer la siguiente correspondencia lineal de F en K.
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Definicién 21 La traza Trr/c(o) de o sobre IC se define como

m—1

Trric(a) =a+a?+--- 4 af
donde o € F = Fym y K = F,.

(7.3)

Si K es el subcampo primo de F, entonces la Trz/i(a) se llama la traza
absoluta de « 'y se representa por Trr(a). Se observa que la traza de « sobre
K es la suma de los conjugados de « con respecto a I y es un elemento de .

Definicién 22 Sea K un campo finito y sea F una extension finita de K.
Entonces, dos bases {aq,...,am} y{B1,--.,0m} de F sobre K se dice que son
bases duales (o complementarias) si

0 sii#j,
Tr}'/IC(a/iﬁj) = { 1 sii=j. (74)
para 1 < 1,7 < m.
Se puede comprobar que para cualquier base {ay,...,a;,} de F sobre K
existe una base dual {,..., G} que estd determinada de forma tnica.

Aunque el nimero de bases diferentes de F sobre K es bastante grande,
hay dos tipos de bases de especial importancia. La primera de ellas es la base
polinémica {1,a,a?,...,a™ '}, construida con las potencias de un elemento
definitorio o de F sobre K, donde el elemento « se elige a menudo para que
sea un elemento primitivo de F. Esta base estd directamente relacionada con
la representacion de los elementos del campo como polinomios, como se vio
anteriormente. En este caso, un elemento del campo A se representa por el
polinomio A(z) = ap+ a1z +asz*+- - - +a, 1™ " y cada elemento representa
una clase residual médulo el polinomio irreducible f(z) de grado m sobre
K = F, = GF(q). Como « es una raiz de f(x), la representacién polinémica
A(z) es equivalente a A(a) = ap + a1 + asa® + -+ + @, _1a™ L

El otro tipo de base de especial interés es una base normal definida por
un elemento apropiado de F. Un K-automor fismo de F es un automorfismo
de F = Fym = GF(q™) que deja fijo todo elemento de K = F, = GF(q).
El conjunto de los K-automor fismos de F es un grupo, llamado el grupo de
Galois de F sobre K, generado por el automorfismo Frobenius o(a) = a? para
a € F y formado por los m elementos distintos Gy, G1,...,G,,_1 definidos de
la siguiente forma

a — o’ =aG;, a€F

donde G; = G y GT" = GY = Gy = I (automorfismo identidad). Entonces,
una base {fy, 31, ..., Bm_1} serd una base normal para F sobre K si f5; = aG;
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para algin « de F . Por tanto, el conjunto {a,oﬂ,aq2 ) ..,oﬂm*l} donde «
es un elemento adecuado de F serd una base normal si los m elementos son
linealmente independientes y « serd el elemento generador de la base normal,
conocido como elemento normal.

Definicion 23 Sean K = F, y F = Fym. Entonces, una base de F sobre K

de la forma {a, a4, .. .,oﬂm_l} que consta de un elemento apropiado o € F y
sus conjugados con respecto a IC, se llama base normal de F sobre K y « es
un elemento normal.

Las bases normales y los polinomios sobre IC se relacionan a través de la
siguiente propiedad. Si f € K[z] es un polinomio irreducible de grado m con
raices linealmente independientes sobre K, entonces cualquier raiz o € F es
un elemento normal de F sobre K.

Existen distintos métodos para comprobar la normalidad de un elemento
«a € F [Men93]. Uno de estos métodos, que utilizaremos posteriormente, esta-
blece que si m = p', donde p es la caracteristica de K, entonces un elemento
o € F es un elemento normal sobre IC si y sélo si Trz/ic(ar) # 0.

Por ultimo, se puede demostrar que para cualquier campo finito C y para
cualquier extension finita F de K existe una base normal de F sobre K.

7.2. Campos de extension de GF(2)

Utilizando los conceptos dados en la seccion anterior, se puede considerar el
campo finito GF(2™) = Fam que recientemente se estd utilizando en un gran
nimero de aplicaciones. Se puede observar que este campo GF(2™) es una
extensién algebraica simple de GF'(2) = F; por el teorema 16. De hecho, si f
es un polinomio irreducible en GF(2)[x] de grado m, entonces f tiene una raiz
a en GF(2™) segun el teorema 17 y, por lo tanto, GF(2™) = Fom = Fa(a).
Entonces, todo elemento de GF'(2™) se puede expresar de forma tnica como
un polinomio en « sobre GF(2) de grado menor que m. También se puede ver
Fam como el anillo de clase residual Fy[z]/(f).

La aritmética en un campo finito de caracteristica 2 es fundamentalmente
una aritmética modular. Los elementos del campo GF'(2™) son los polinomios
{0,1, a0, + 1,02, 02 + 1,...,a™ L + ™2 + ... + a + 1}, que se pueden re-
presentar como ntimeros decimales que varian entre 0 y 2™ — 1. La adicion de
estos polinomios se realiza bajo la aritmética mddulo 2, por lo que la suma de
dos polinomios se convierte simplemente en la XOR bit a bit de sus represen-
taciones binarias. A su vez, la sustraccion es exactamente igual que la adicion
en la aritmética maodulo 2, por lo que 1 — « es igual que 1 + a.

La multiplicacion de dos polinomios es la operacién aritmética sobre cam-
pos finitos mas importante y una de las mas complejas y con mayor consumo de
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tiempo para su realizacion. Su complejidad puede depender de varios factores,
como la seleccién del polinomio irreducible o la base elegida para representar
los elementos del campo. Como se ha visto en la secciéon anterior, existen di-
ferentes bases de representacion, siendo las mas habitualmente utilizadas las
bases polinomica, normal y dual. Por lo tanto, los tres tipos diferentes de mul-
tiplicacion en campos finitos que se pueden considerar son la multiplicacion
en base polindmica (o candnica o estandar), normal y dual, que ademés son
muy adecuadas para implementaciones VLSI. Las multiplicaciones polindmica
[YRT84] y normal [WTS*85] utilizan las bases candnica y normal, respecti-
vamente, para la representacion de los elementos del campo, mientras que la
multiplicacién en base dual [FBT96] utiliza la base canénica para representar
un operando y la base dual para representar el otro operando y el producto
resultante. En este caso, la complejidad de la conversién de base depende en
gran medida de la seleccion del polinomio irreducible primitivo que genera el
campo. Si el polinomio se selecciona de una forma adecuada, la conversion de
base resulta en una operacién muy simple.

A continuacién vemos estas tres aproximaciones de multiplicacion mencio-
nadas, centrandonos en sus arquitecturas paralelas. Para cada una de ellas,
se presentan sus complejidades teéricas espaciales (por medio del niimero de
puertas AND y XOR utilizadas en la implementacién paralela) y temporales
(especificando los retardos de puertas AND y XOR).

7.2.1. Multiplicacién en base polinémica

La multiplicacion en base polindmica opera sobre la base polindmica para
todos los elementos del campo. Los elementos no nulos de GF(2™) son ge-
nerados por un elemento primitivo «, donde « es una raiz de un polinomio
irreducible primitivo f(x) = 2™ + f_12™ ' 4+ -+ fiz + fo sobre GF(2). Los
elementos no nulos de GF'(2™) se pueden representar como potencias de «, es
decir, GF(2™) = {0,a!,a?,...,a?" " 2,a*" ! = 1}. Como f(a) = 0, se tiene
que @™ = fn_1a™ 1+ ...+ fia + fo. Por tanto, un elemento de GF(2™) se
puede expresar también como un polinomio de « con grado menor que m, es
decir, GF(2™) = {a;, 1™ '+ - +aya+agla; € GF(2) para 0 < i <m—1}.

Sean A =@, 0™ '+~ +aat+agy B=bp 1™ 4+ -4+ b+ by dos
elementos pertenecientes al campo GF'(2™). Supdéngase que P es el producto
de Ay B, es decir, P=A-B = p,,_1a™ ' +--- 4+ pia + py. Entonces, P se
puede escribir como [Ber68|[YRT84]

m—1 m—1 m—1 m—1 m—1
P =) (A =D (O aPamp => (> alPb)a” (7.5)
k=0 k=0 n=0 n=0 k=0

donde al) es el coeficiente de o™ en Aa*, es decir, Aok = agf)_loszl +o

agk)oz—i—a(()k) para 0 < k < m—1. De la ecuacion 7.5 se obtiene que los coeficientes
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pn (con 0 < n < m — 1) del producto P vienen dados por la expresién
Pn = aglo)b(] + G,Ell)bl + -+ (lglm_Q)bm_Q + G,Elm_l)bm_l (76)

El calculo de Aa* se puede realizar recursivamente en k para 0 < k < m—1.

Inicialmente, para & = 0, se tiene que Aa’ = A, es decir, al? = a, para

0<n<m-—1. Paral<k<m—1, se tendra que

-1 m—1

Ak = (AaF N = S VNS a(kj)ozm + Z k= (7.7)

n m

3

I
<)
S
Il
_

n

Sustituyendo a™ = fp,_1a™ ! + .-+ fia+ fo en esta expresién se obtiene

m—1
Aok =" (a7 +al D f)am + ) fo (7.8)
n=1

De esta ultima expresion, se obtiene finalmente

a,(f) = aglk:ll) + agij)fn para 1<n<m-—1
ol = a1 (7.9)

A partir de las ecuaciones recursivas 7.9 se pueden obtener los coeficientes
del producto de los elementos A y B pertenecientes al campo finito GF(2™),
donde la multiplicacién se ha realizado utilizando la base canoénica de repre-
sentacion. Este algoritmo de multiplicacion en base polinémica es el que fue
utilizado en la primera parte de la tesis dedicada a la verificacion, donde los
productos se realizaron sobre el campo GF(2'®). A continuacién analizamos
su complejidad tedrica.

7.2.1.1. Anadlisis de complejidad

La complejidad tedrica de la implementacion paralela del médulo multipli-
cador en base candnica sobre GF(2™) utilizando este algoritmo de multiplica-
ci6n depende del polinomio irreducible f(x) seleccionado y se puede obtener a
partir de las ecuaciones 7.5 y 7.9. La complejidad espacial se mide por el nime-
ro de puertas AND y puertas XOR utilizadas en la implementacién, mientras
que para la complejidad temporal se tiene en cuenta el retardo del circuito
medido en retardos de puertas AND y XOR, representado por Tanp v Txor,
respectivamente.

Con respecto de la complejidad espacial y para valores 0 < i < m — 1, se
observa que los términos az(-o) no presentan consumo de puertas ya que coinciden
con las senales de entrada a;. A partir de la ecuacién 7.9 se tiene que los

términos a(()]) tampoco presentan un consumo adicional de puertas ya que se
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. P k-1
calculan a partir de términos agn_l)

agj), agj), ceey affll, 1 <7 <m — 1, requieren una puerta XOR adicional cada
uno. Por otra parte, se observa que los términos agj), 0 <145 <m-—1,son

distintos de cero, independientemente del polinomio irreducible seleccionado,
por lo que el célculo de los productos az(-])bj, 0 <i,5 <m-—1, dados en la
ecuacién 7.5 requiere la utilizacién de m? puertas AND. Las sumas de estos
términos producto (ecuacién 7.6, con 0 < n < m — 1) requieren m(m — 1)

puertas XOR, que junto con las (m—1)(m—1) puertas XOR utilizadas para los

ya construidos, mientras que los términos

términos al(])bj, 1 <i,7 < m—1, harfan un total de (m—1)(m—1)+m(m—1) =
2m? —3m+1 puertas XOR, en el caso peor de utilizar un polinomio irreducible
con ningtn coeficiente nulo.

Se puede establecer una expresion general para el nimero de puertas XOR
necesarias en funcién del nimero de coeficientes no nulos del polinomio f(x)
seleccionado. Para ello se utiliza el peso de Hamming de f(x), es decir, el
nimero de coeficientes distintos de cero y que representamos como h,,(f). Al
estar utilizando polinomios ménicos irreducibles, se tiene que los coeficientes fy
y fm son la unidad, por lo que el nimero de coeficientes f; (i =1,...,m — 1)
no nulos que influyen en los términos agj), agj), .. .,a%)_l para un valor de j
dado y con 1 < j < m — 1, serd (h,(f) — 2) y este valor nos determina el
nimero de puertas XOR adicionales necesarias para ese valor de j. Por lo tanto,
el nimero de puertas XOR proporcionadas por los términos producto agj)bj,
1<i,j <m-—1,serd (m—1)(hy(f)—2), que junto con las m(m — 1) puertas
XOR necesarias para realizar las sumas de estos términos producto (ecuacién
7.6, con 0 < n < m — 1) hacen un total de (m — 1)(hy(f) — 2) + m(m — 1)
puertas XOR. Por lo tanto, la complejidad espacial en niimero de puertas AND
y XOR necesarias para el multiplicador sera

#AND = m? (7.10)
#XOR = (m—1)(hy(f)—2) +m(m—1) (7.11)

donde la ecuacién 7.11 toma su valor minimo cuando el polinomio generador
del campo es un trinomio irreducible primitivo, en cuyo caso h,(f) = 3y
el nimero de puertas XOR es m? — 1. También se observa que la expresién
anterior de complejidad en nimero de puertas XOR se ha obtenido permitiendo
la comparticion de subexpresiones calculadas previamente en forma de sumas
exclusivas de coeficientes de uno de los operandos de entrada.

Con respecto de la complejidad temporal del multiplicador, ésta depen-
derd del polinomio irreducible primitivo seleccionado. Consideramos a conti-
nuacion el peor de los casos, en el que se utilizara un polinomio con todos sus
coeficientes no nulos. La implementacién de los términos a((f) (1<j<m-1)
requiere que las senales de( e)ntrada atraviesen j — 1 niveles de puertas XOR,
j

mientras que los términos a;”’ (1 < i,j < m—1) requieren que las entradas atra-
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viesen j niveles de puertas XOR. Los términos a((]])bj y agj)bj (1<i,j<m-1)
introducen un retardo adicional de puerta AND debido al producto, por lo
que sus retardos seran Tayp + (7 —1)Txor ¥ Tanp + jTxor, respectivamente.
Estos resultados indican que la salida (coeficiente) py del multiplicador pro-
porciona el resultado un retardo de puerta XOR antes que el resto de salidas
pn (1 <n < m-—1), por lo que la complejidad temporal total del multiplicador
vendra determinado por el retardo de éstas. Debido a que el numero de niveles
de puertas XOR que debe atravesar una senal de entrada en cada término

a(])bj (1 <i,7 < m—1) se incrementa con el valor de j (en una cantidad

(3
dada por j), una buena opcién de implementacién de los coeficientes p,, da-
dos en 7.6 consiste en la construccion de un drbol lineal de puertas XOR, en
lugar de un drbol binario (esta opcién dependera del polinomio seleccionado).
De esta forma, el retardo de los p, (0 < n < m — 1) seria el retardo de los
términos agm_l)bm_l (0 < i < m —1) al que habria que anadir el retardo de
un puerta XOR, es decir, Tayp + (m —1)Txor para py y Tanp + mTxor para
los p1,pa, - - ., Pm_1. Por lo tanto, el retardo total del multiplicador (en el peor

caso) tendrd el limite superior
T S TAND + mTXOR (712)

que dependera en gran medida del polinomio irreducible primitivo generador
del campo empleado.

La multiplicacién en base polinémica y, por tanto, las expresiones ante-
riores 7.5 a 7.9, se calculan realizando en primer lugar la multiplicacion de
polinomios y posteriormente una reduccion modulo el polinomio irreducible
primitivo seleccionado. Mastrovito [Mas89][Mas91] propuso un esquema para
la realizacién de un multiplicador paralelo eficiente en el que se introduce una
matriz producto Z que combina los dos pasos anteriores de multiplicacion y
reduccion modular. A continuacion vemos este multiplicador de Mastrovito, ya
que es uno de los mas ampliamente utilizados y su arquitectura es una de las
que presenta un menor numero de puertas.

7.2.1.2. Multiplicador de Mastrovito

En primer lugar se puede dar una notaciéon matricial para la multiplicacion
A(x)B(z) = P(x) mod f(x) en el campo de Galois GF'(2™), donde el polinomio
flx) =a2™+ fnax™ ' +---+ fiz + 1, fi € GF(2). Todos los elementos son
polinomios binarios de grado menor que m:

Pm1®™ b po = (a1 2™ T 4 ag) (b1 ™ 4 bg) mod f ()

Los elementos B(z) y C(z) también se pueden representar como vectores
columna que contengan los coeficientes del polinomio. Utilizando la matriz
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Z = h(A(z), f(x)) se puede describir la multiplicacién como

b
b hoo o+ homo ,
P 1
P = . =7ZB = : : : . (7.13)
: Bon— T P :
Pm—1 1,0 % ! bmfl

La matriz Z se llama matriz producto. Sus coeficientes h; ; € GF(2) dependen
recursivamente de los coeficientes a; y de los coeficientes f; ; de la matriz F
(que se introduce posteriormente en la ecuacién 7.16) de la siguiente forma

a; 3 7=0; 2=0,....m—1
hij=1< ' . . - .. . 7.14
" {u(l_])a2]+zgé fjflft,iamflft ;],Z:O,l,...,m—l;] %0( )

donde la funcidén escaldn u se define como

u(p) = { (1) Zig (7.15)

El producto dado en la ecuacién 7.13 describe completamente la multipli-
cacion en el campo finito. La matriz F necesaria para la construccién de Z es
una funcién del polinomio irreducible primitivo binario f(z) de grado m que
genera GF'(2™). Sus entradas binarias f; ; se definen de forma que

xrj_l fo,o T f[],mfl 1

m ...

) : = fI:’U ' fl’inl mod f(z) (7.16)
2 fm=20 " fm—2m—1 ™t

La matriz F describe la representacién de los polinomios ™, 2™, ..., 22" 2

en las clases de equivalencia mddulo f(z), es decir, después de la reduccién
modulo f(z).

La complejidad de implementacién del producto matriz-vector dado por
la ecuacién 7.13 depende tinicamente del polinomio f(z). En [Mas89] se dan
polinomios irreducibles primitivos generadores de los campos GF(2™) para va-
lores de m = 2,3,...,16, que son 6ptimos con respecto al nimero de puertas
necesarias para realizar la multiplicacién en el campo. El nimero de puertas
necesarias para la implementacion de este multiplicador se puede deducir te-
niendo en cuenta que las entradas binarias f;; de la matriz F dadas en 7.16
se pueden calcular recursivamente una vez que la primera fila de la matriz se
ha formado con los coeficientes de f(x) = ™ + fr_1z™ L+ -+ fiz + 1, es
decir, fo; = f;, segun la expresién [Paa94]

fi—lm—l ,7/:]_,,77’1,—2 ,]:0
E | : : 7.7
fz,] { fi—l,j—1+fi—1,m—1f0,j i=1,...m—2 ;5=1,...,m—1 ( )
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Como el producto matriz-vector dado en la ecuacién 7.13 requiere m? multi-
plicaciones médulo 2 , entonces la complejidad espacial en nimero de puertas
AND y XOR viene dada por

#AND = m? (7.18)
#XOR > m*—1 (7.19)

donde la expresion 7.19 se convierte en igualdad cuando el generador del campo
es un trinomio irreducible primitivo de la forma f(z) = 2™ + x + 1 [Paa94].

La complejidad temporal se puede especificar teniendo en cuenta que ca-
da camino a través del multiplicador contiene unicamente un multiplicador
modulo 2 [Paa94], por lo que el retardo total tiene el limite superior

T S TAND + QTXOR [lOggm—l (720)

7.2.2. Multiplicacién en base normal

A partir de los conceptos vistos en la seccion 7.1, se puede comprobar que
siempre existe una base normal en el campo finito GF(2™) para todos los
enteros positivos m. Es decir, se puede encontrar un elemento del campo «
(elemento normal) de forma que N = {a,a2,04,...,a®" '} es una base del
campo finito GF(2™). Por lo tanto, cualquier elemento del campo 5 € GF(2™)
se puede expresar de forma unica como

,8 = apQ + Cllez + GQOé4 +---+ am,loz?m (721)

donde los coeficientes ag, ai, as, ..., a, 1 son digitos binarios y donde la suma
se realiza en GF(2™).

Se pueden enunciar [WTST85] las siguientes propiedades importantes de
un campo finito GF(2™):

1. La potencia cuadrada en GF(2™) es una operacién lineal. Es decir, dados
cualesquiera dos elementos 'y 3 en GF(2™), se tiene que

(a+ ) =a” + 5 (7.22)

2. Para cualquier elemento « perteneciente a GF'(2™), se cumple que

o =a (7.23)

3. Sia esunaraiz de un polinomio irreducible f(z) de grado m sobre GF'(2),

. -1 ; .
entonces las potencias o, o2, a?, ..., a?"" estdn en GF(2™) y constituyen

un conjunto completo de raices de f(x).
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Con respecto de la propiedad 3, en general es dificil verificar la independen-

. . . , —1 .
cia lineal del conjunto de raices {,a?,...,a*" " }. Una forma directa de hacer-
lo es representando los o, i = 0,1,...,m— 1, como vectores m-dimensionales
en la base canénica {1,a,a?,...,a™ 1} y comprobando si la matriz m x m

compuesta por estos m vectores es no singular [Wan86]. Para valores grandes
de m este método requiere una gran cantidad de cédlculos, sin embargo, existen
ciertos casos en los que la determinacién de la independencia lineal es sencilla.
Uno de estos casos establece que si m = 2", entonces una condicién necesaria y
suficiente de que el conjunto {a, a?, .. ., azm_l} sea una base normal de GF'(2™)
(y, por tanto, que los a*, i =0,1,...,m—1, sean linealmente independientes)
es que la traza de a sea la unidad (Tr(«) = 1) o, de forma equivalente, que el
coeficiente f,, ; del polinomio f(x) = ™ + f, 2™ ' + -+ fix + fo sea la
unidad [Men93].

Si esta independencia lineal se cumple en la propiedad 3 anterior, es decir,
si un polinomio f(z) de grado m sobre GF(2) es irreducible y si sus raices
son linealmente independientes sobre GF(2), entonces se dice que f(z) es un
N-polinomio [Men93]. Por lo tanto, un N-polinomio constituye otra forma de
describir una base normal.

Otro problema importante consiste en determinar si un elemento del campo
constituye un elemento normal, que se puede realizar de la siguiente forma
[Men93]. Si o € GF(2™) y o; = o®, i = 0,1,...,m — 1, entonces a es un
elemento normal y genera, por tanto, una base normal {«g, vy, ..., @y,_1} de
GF(2™) sobre GF(2) si y sélo si la matriz

Tr(ap) Tr(opay) -+ Tr(apom—1)
Tr(og ) Tr(oney) -+ Tr(aiom—1) (7.24)
Tr(om 100) Tr(om 10q) -+ Tr(am 10m 1)

es no singular.

Ahora supéngase que {a, a%,a?, ..., 02"} es una base normal de GF(2™).
Si 3 se expresa como se vio en la ecuacion 7.21, entonces utilizando las pro-
piedades anteriores se tiene que el cuadrado de (§ es

2 2 4 8 gm—1 om
G = apa” + a1 + aa® + - -+ Gp_ox + Q10 =

2 4 am—1
-1+ Ao~ + a1 + -+ + Qo

(7.25)

Por lo tanto, si  se representa como un vector de componentes de los
elementos de la base normal de GF(2™) en la forma § = (ag, a1, as, .. ., ay_1),
entonces %2 = (am_1,a0,0a1,...,anm_2), es decir, en la representacién en base
normal, 3% es un desplazamiento ciclico de 3. También se puede comprobar
quel=a+a?+a*+---+a*" para cualquier elemento o de GF(2™), por
lo que la representacién en una base normal del elemento unidad viene dada
como (1,1,1,...,1).
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Sean (3 = (ag,a1,...,am_1) y v = (bo,b1,...,by_1) dos elementos de
GF(2™) en una representacién en base normal. Entonces, el producto § se
puede representar como

6257: (p07p17"-apm—1) (726)

y el ultimo término p,,_; de este producto serd alguna funcién binaria de los
componentes de 3y de 7, es decir,

Pm—1 = h(ag, A1y ...y 1, b(], bl, ey bm—l) (727)

Como la potencia cuadrada significa el desplazamiento ciclico de un ele-
mento en la representacion en base normal, se tiene

(52 = 52’72 = (am,l, Ao, A1y ..., Clm,Q) . (bmfl, bo, b17 cee bm72)
= (pmflapO:pla B 7pm72) (728)

Por consiguiente, el iltimo componente p,,_s de 2 se obtiene de la funcién h

(mencionada anteriormente en la ecuacién 7.27) operando en los componentes
de 3? y 2. Es decir,

Pm—2 = h(amfla g, A1y - - -y Ap—2; bmfla b07 bla R bm72) (729)

Elevando al cuadrado d de manera repetida, resulta evidente que

Pm-1 — h(ao,al,...,am,l;bg,bl,...,bm,l)
Pm—2 = h(amfla ag, A1y .« oy Am—2; bmfla bU: bl: ety bmf2) (7 30)
po = hlay,as,... am_1,00;b1,02,. .., b1, o)

Estas ecuaciones definen la multiplicacién en la base normal. Como se pue-
de observar en las ecuaciones 7.30, en la representacion en base normal la
multiplicacién tiene la propiedad de que la misma funcién légica h utiliza-
da para calcular el ultimo componente p,,_; del producto § se puede utili-
zar para encontrar secuencialmente los componentes restantes del producto
DPm—2,Pm_3, - -+, Po- Esta caracteristica de la operacion producto requiere 1ni-
camente una funcién légica h de los 2m componentes de 3 y v para el calculo
secuencial de los m componentes del producto. A continuacién se muestra un
ejemplo del calculo de la funcién h para un polinomio f(z) dado [Paa94].

Ejemplo 4 Se considera el campo GF(2*) con el polinomio f(x) = z*+2%+1.
La base normal en este caso es {a, a2, a*, a8}, con f(a) =a*+a3+1=0. La
multiplicacion de dos elementos del campo 6 = (3 - en la base normal seria:

6 = poa+pio® + peat 4 pya®
= B-v=(apa+ a1a® + aza* + aza®) (bpa + b1a? + bya* + bza®)
= alQ(ang + a3b2) + alo(albg + a3b1) + Oég(agb() + agbg)
+ ozs(a2b2) + ozﬁ(a2b1 + a1b2) + C¥5(a2b0 + Clobg)
+ oz4(a1b1) + a3(a0b1 + albg) + Ol2(a0b0) + a(a3b3)
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Se observa que en la multiplicacion se han creado los elementos o', a'%, a®, a®, a®

y o, que tendrdn que expresarse en términos de la base normal. Para ello se
utilizan las propiedades vistas anteriormente, obteniéndose:

a'? = o +a'+a?
ol = of+a?
o = oBf+at+a
ab at+a’+a
o> = oat+a
o) = oB+a’+a

Por lo tanto, el coeficiente ps vendrd dado, operando, por la siguiente expresion

ps = h(ao, a1, az,a3;bo, b1, bo, b3)
= CLng + a362 + albg + a361 + agbg + Cl()b3 + CEQbQ + Cl()bl + a160

La suma de productos de esta ecuacion es la funcion h que se utilizard para el
cdlculo del resto de los coeficientes del producto §. a

La primera descripcion del disenio de un circuito para la multiplicacion de
dos elementos de un campo finito representados en una base normal fue reali-
zada por Massey y Omura [MO84][OM86]. Por este motivo, los multiplicadores
en base normal a menudo se refieren como multiplicadores de Massey-Omura.

De la descripcion de la multiplicacion dada anteriormente es obvio que la
complejidad de la funcién h determina la complejidad total del multiplica-
dor, que debe ser lo menor posible. Mullin, Onyszchuck, Vanstone y Wilson
[MOVW89] comprobaron que existen determinadas bases normales para las
cuales se puede conseguir una baja complejidad en la implementacién del cir-
cuito multiplicador, y que se comentan a continuacién.

7.2.2.1. Bases normales éptimas

En general, la multiplicacién de dos elementos A, B € GF(2™) represen-
tados en una base genérica {ag,qq, ...,y 1} por medio de sus coeficientes
A = (ap,a1,...,04m, 1)y B = (bg,b1,...,by 1), con a;,b; € GF(2), produce
otro elemento del campo P = (pg, p1, ..., pm_1) cuyos coeficientes p;s € GF(2)
se deben expresar en funcion de los coeficientes a;s y b;s de la forma mas sen-
cilla posible. El producto de los elementos de la base se puede expresar de la
siguiente forma [Men93]
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(k)

donde el array m x m x m de todos los ¢;;” se conoce como tensor de multipli-

cacion de la base {ag, a1, ..., a, 1}. Entonces, se puede comprobar que
pr=Y abitl) = ATy B!, 0<k<m-—1 (7.32)
2

donde Ty = (tgc)) es una matriz mxm sobre GF(2) y donde B! es la traspuesta
de B. El conjunto de matrices { T} son independientes de los elementos A y
B y se conocen como la tabla de multiplicacion de GF(2™) sobre GF(2).

Una implementacién inmediata de la multiplicacién sobre GF'(2™) consis-
tiria en la construccién de m circuitos correspondientes a las Tys de forma
que cada uno de estos circuitos proporcionara un coeficiente del producto P
en funcién de los coeficientes de A y B. Si m es grande, esta solucién seria
imposible de realizar. Sin embargo, existen determinadas bases para las que
sus tablas de multiplicacién { Ty} son més simples que las de otras bases por
tener un menor numero de entradas distintas de cero o por presentar un mayor
nimero de regularidades.

Una base normal N = {«ap, a1,..., -1} de GF(2™) sobre GF(2) donde
a; = o', verifica que a?k = ;4 para cualquier entero k, donde los indices
de «a se reducen médulo m. Se observa que N es la base normal considerada
anteriormente N = {a, a% a*,...,a*" '}, donde el cuadrado de un elemento
del campo es el desplazamiento ciclico de su vector de coordenadas y donde
cada término del producto P de dos elementos del campo A y B se calcula
desplazando sucesivamente los vectores de coordenadas de A y B. Utilizando
la notacion matricial dada en las ecuaciones 7.31 y 7.32, se observa que la
funcién h utilizada para el calculo del componente p,,_; del producto se puede
expresar como

Pm—1 = h(ao, ey 1, bg, ceey bm—l) = Z aibjtz(;n_l) = ATm_lBt (733)

irj

por lo que el nimero de puertas necesario para la implementacion del calculo
de p,,_1 serd igual al nimero de entradas distintas de cero de la matriz Tp,_1.
La complejidad del multiplicador viene determinada por la complejidad de la
funcion h, por lo que para la obtencién de una buena implementacién se debe
seleccionar una base normal cuyo nimero de entradas distintas de cero en
T, 1 sea lo menor posible.

Sea el producto [Men93]

m—1
oo; = Z tijOlj, 0<1<m-—1, tij € GF(2) (734)
=0
y sea la matriz m x m (t;;) representada como T. Se puede comprobar que

9 =t i, Vigk (7.35)

v
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donde los subindices se reducen médulo m. Por lo tanto, el niimero de entradas
distintas de cero en Tp,_1 es igual al nimero de entradas distintas de cero en
T, que se conoce como la complejidad de la base normal N [MOVWS89] y se
representa por C'y. Como las matrices { Ty } estan determinadas de forma tinica
por T, a T se le conoce como la matriz de multiplicacién de la base normal
N. Asimismo, como la funcién A y, por tanto, la matriz T, estdan determinadas
por el polinomio de campo seleccionado f(z), se tiene que la complejidad del
multiplicador en base normal depende tnicamente de dicho polinomio f(x)
para un campo dado GF(2™).

Mullin demostr6é en [MOVWS89] que la complejidad Cy estd limitada infe-
riormente por Cx > 2m — 1. Ademas, las bases normales con Cy = 2m — 1
se dice que son bases normales dptimas. En [Paa94] se muestra que el niimero
total de puertas de la realizacion paralela de un multiplicador en base normal
esta limitado inferiormente por

#AND = mCy >2m* —m (7.36)
#XOR = (m—1)Cy>2m>—3m+1 (7.37)

El limite inferior dado en la ecuacién 7.36 para el numero de puertas AND
de este multiplicador paralelo es aproximadamente el doble que las comple-
jidades 7.10 y 7.18 obtenidas para el primer multiplicador en base candnica
visto en la seccion 7.2.1 y para el multiplicador de Mastrovito, respectivamen-
te, mientras que el limite inferior dado en la ecuacion 7.37 para el nimero de
puertas XOR de este multiplicador coincide con el peor valor obtenido para la
complejidad 7.11 del primer multiplicador visto (utilizando un polinomio con
todos sus coeficientes no nulos) y es aproximadamente el doble que la com-
plejidad 7.19 del multiplicador de Mastrovito. A pesar de estos valores, las
arquitecturas basadas en la utilizacion de bases normales siguen siendo intere-
santes para los esquemas criptograficos basados en el problema del logaritmo
discreto [Men93], en los que la operacion bésica a realizar es la exponenciacion
en campos de gran cardinalidad. La mayoria de los algoritmos de exponencia-
cion utilizan cuadrados y multiplicaciones, por lo que la base normal puede ser
muy util si se encuentra un equilibrio entre la eficiencia del cuadrado (despla-
zamiento ciclico) y la complejidad de la multiplicacién.

7.2.3. Multiplicacién en base dual

La multiplicacion en base dual opera sobre las bases polindmica y dual, y
el primer multiplicador de este tipo fue propuesto por Berlekamp en [Ber82].
Conceptos fundamentales para la operaciéon de multiplicacion en la base dual
son la funcién traza y el concepto de dualidad vistos en las definiciones 21 y
22, respectivamente. La multiplicacién en base dual se puede establecer en los
siguientes teoremas [HTDR&8][FBT96].
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Teorema 18 Sea {j1;} la base de GF(p™) y sea {\;} su base dual. Entonces,
un elemento del campo z se puede expresar en la base dual {\;} por la expansion

m—1 m—1
z= Z 2k A = Z Tr(zpg) Ak (7.38)
k=0 k=0

donde z, = Tr(zug) es el k-ésimo coeficiente del elemento z en la base dual.

Teorema 19 Sea {/;} una base de GF(p™) y sea {\} su base dual. El pro-
ducto w = z- g de dos elementos de GF(p™) se puede expresar en la base dual
por medio de la expansion

-1 -1

w = Tr(wpg) Ay = Tr(zg ) Ak (7.39)
0 0

3
3

B
Il
i

donde Tr(wpy,) es el k-ésimo coeficiente en la base dual del producto de los dos
elementos del campo y donde

m—1 m—1
2=z, 9= Gk (7.40)
k=0 k=0

En este teorema se observa que el elemento g esta representado en la base
{11;}, mientras que el elemento z y el producto de ambos w se encuentran
representados en la base dual {\g}.

Ya se ha mencionado la importancia de la funcién traza en la multiplicacion
dual. La traza es una funcién lineal de GF(p™) en GF(p), sin embargo, la idea
de la funcion traza se puede ampliar de forma que se considere cualquier funcién
lineal general. Utilizando una funcién lineal y otra definicién de dualidad, se
puede dar la siguiente aproximacién a la multiplicacién en base dual [FBT96].

Sea L,m el conjunto de todas las funciones lineales [ : GF'(p™) — GF(p). Se
puede comprobar que la traza es un ejemplo de funcién lineal definida de esta
forma, sin embargo, existen otras funciones lineales disponibles cuya utilizacion
frecuentemente es mas conveniente que el empleo de la funcién traza.

Teorema 20 Sea {\;} una base de GF(p™) y sea z € GF(p™) dado por

con z; € GF(p). Entonces, existen p™ funciones lineales | € L,m y, ademds,
estas funciones son de la forma

m—1
l(z) = Z riz;, Vze€GF(p™) (7.42)
i=0

donde x; € GF(p) y donde la suma se realiza mddulo p.
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A menudo conviene que la base {)\;} sea la base polinémica {1, a,...,a™ '}
donde « es una raiz del polinomio definitorio irreducible de GF(p™). En este
caso, las funciones de la forma

l(2) =2, (€0,1,..,m—1) (7.43)

son particularmente ttiles porque los valores de [(2),Vz € GF(p™), se pueden
obtener directamente de la representacion en base polinémica del campo sin la

necesidad de calculos adicionales. Por tanto, se puede dar una definicién mas
general de dualidad [FBT96].

Definicién 24 Sean {\;} y {pi} bases de GF(p™), l € L,m y f € GF(p™),
8 # 0. Entonces, se dice que las bases son duales con respecto al y 3 st
0 sii=].

En este caso, {\;} es la base estindar y {i;} es la base dual.

1(BXif) :{ A (7.44)

Teorema 21 Sean {\;} y {u;} bases duales de GF(p™) con respecto a l y 3.
Entonces, cualquier z € GF (p™) se puede representar en la base dual como

m—1

2=y U(=2BN)m (7.45)

1=0

Variando [ y § en la definicién anterior de dualidad (definicién 24), se tienen
ahora (p™ — 1) bases duales (en lugar de una sola) para cualquier base dada,
pudiéndose seleccionar la base dual mas conveniente de entre ellas. Esta idea de
una base dual conveniente concierne a la complejidad de la conversion de base
dual a base polindmica. En [MKW89] se demostrd que con cierto campo finito
GF(2™), se puede seleccionar (3 de forma que la base dual sea simplemente una
reordenacién de la base polinémica. Esta propiedad se cumple para cualquier
funcién [ general, no sélo para la funcién traza.

En el siguiente teorema [Fen93] se da una expresién generalizada para la
multiplicacién en base dual.

Teorema 22 Sean A,B,P € GF(p™) tales que P = A - B. Sea o una raiz
del polinomio irreducible definitorio del campo, sea | € Lym, f € GF(p™),
P y A representados en la base dual y sea la representacion de B en la base
polinomica dada por

m—1
B=) ba (7.46)
=0
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Entonces se cumple la siguiente relacion

(AR UABa) - U(ABa™ ) bo
[(Afa)  UABa®) -+ U(ABa™) b _
I(ABam ) 1(ABa™) - U(ABatm) ) \ buc
(PB)
H(Pfa) (7.47)
[(PBa™ ")

A partir de esta expresién general para la multiplicacion, se puede de-
ducir el multiplicador de Berlekamp restringiendo la operaciéon a GF(2™) y
haciendo que a; = I(ABa*) con k = 0,1,...,2m — 2, y p;, = [(PBca*) con

k=0,1,...,m — 1. La expresién 7.47 se convierte entonces en
Qo ar -0 OGm-l bo Do
a2 O b || m (7.48)
Um—1 QAm - G2m—2 bm—l Pm—1

Sin embargo, tomando [ y # como en la definicién 24, entonces se tiene que

pry ar (para k = 0,1,...,m — 1) son los coeficientes en la base dual de Py
A, respectivamente. Por lo tanto, si se pueden generar los valores de a; para
k=m,m+1,...,2m — 2, entonces la ecuacion 7.48 representa un algoritmo

de multiplicacién en base dual. Estos valores son calculados en [FBT96] por
medio de la expresion

m—1
Uik = fitjsk (7.49)
=0
donde a;, (kK =0,1,...,m—1) son los coeficientes en la base dual de A y donde

f; son los coeficientes del polinomio irreducible que define el campo.

La implementacion paralela del multiplicador en base dual se puede realizar,
por tanto, utilizando las ecuaciones 7.48 y 7.49. La ecuacién 7.48 requiere m
moédulos que realizan el producto interno de vectores de m bits sobre GF(2).
La estructura de estos modulos es independiente del polinomio irreducible
f(z) y depende tinicamente del valor m, por lo que cada médulo estard for-
mado por m puertas AND y por (m — 1) puertas XOR. Por otra parte, la
ecuacion 7.49 se puede implementar con un modulo que genere los a; para
k=m,m+1,...,2m — 2, y que dependera tanto de m como del polinomio
f(z) seleccionado. Si hy(f) es el peso de Hamming de f(x), entonces cada
término a,,. en 7.49 se puede construir con (h,(f) — 2) puertas XOR.
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En total, se obtiene que la complejidad en nimero de puertas AND y XOR
del multiplicador paralelo en base dual vendra dada por

#AND = m? (7.50)
#XOR = (m—1)(hy(f) —2+m) (7.51)

Con respecto de la complejidad temporal del multiplicador dual, se ob-
serva que el retardo a través de los modulos de producto interno dados por
la ecuacion 7.48 es Tynp + Txor - [logam], mientras que el retardo a través
del modulo generador de los coeficientes a, dado por 7.49 viene dado por
T -Txor - [loga(hy(f) —1)] donde T se calcula con la expresién [FBT96]

T:{l L, k=l (7.52)

Por lo tanto, el retardo total del multiplicador en base dual sera
Tanp +Txor - (T - [loga(hw(f) —1)] + [logam]) (7.53)

De estas expresiones, se puede comprobar que la complejidad espacial es
minima cuando el polinomio f(z) es un trinomio y que la complejidad temporal
es minima cuando f(z) es un trinomio de la forma f(z) = 2™ +x+1. También
se puede demostrar [MKW89] que cuando el polinomio irreducible definitorio
del campo GF(2™) es un trinomio de la forma f(z) = 2™ + 2F + 1 (m > k)
o un pentanomio de la forma f(x) = 2™ + "2 + 2" 4 2F 41 (m > k + 2),
entonces se pueden encontrar bases duales convenientes. Ademads, en [Fen93]
se comprobo6 que estos resultados se cumplen en el caso general en que [ sea
cualquier funcion lineal.

7.2.3.1. Trinomios irreducibles f(z) = 2™ +zF + 1

Cuando el polinomio irreducible definitorio de GF(2™) es un trinomio de
la forma f(z) = 2™ + z* + 1, seleccionando 3 en la definicién 24 tal que

1 1=k-1

I(Ba’) = {Oi:OJwﬂn—lﬁ%k—U (7.54)

entonces se puede demostrar que la base dual de la base polindmica es
{o* 1 a2 a1, a™ a2 L af ) (7.55)

Por lo tanto, en este caso se observa que la base dual es simplemente una
permutaciéon de la base polinémica.
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7.2.3.2. Pentanomios irreducibles f(z) = 2™ + 2#+2 4 k41 4 gk 1

Cuando el polinomio irreducible definitorio del campo finito GF(2™) es un
pentanomio de la forma f(z) = 2™ + 2F2 + ¥ 4+ 2% + 1 (con m > k + 2),
seleccionando 3 en la definicion 24 tal que

n_ |1 i1=0k
l(ﬂo‘)_{ 0 i=0,1,...m—1 (i#0,k) (7.56)
entonces se puede demostrar que la base dual de la base polinémica es
{a*,a* 1 a" 2 .. a1 +aF ot 4 am
™2 a3 o2 oMY (7.57)

Por lo tanto, en este caso la base dual se puede obtener de la base polinémica
con dos sumas y una reordenaciéon de los coeficientes de la base.

7.3. Otros multiplicadores

La mayor parte de los multiplicadores paralelos propuestos en la literatura
pertenece a alguno de los tres tipos vistos anteriormente, sin embargo, existen
otras aproximaciones recientes de arquitecturas paralelas que estan comenzan-
do a ser utilizadas y de entre las cuales se pueden citar las siguientes.

Un método propuesto por Afanasyev [Afa90] permite la aplicacién del algo-
ritmo de Karatsuba-Ofman [KO63] a la multiplicacién de elementos del campo
finito GF(2™), estando dichos elementos representados en la base candnica.
El método de Afanasyev optimiza la multiplicacién de polinomios, que es el
primer (y mds importante) paso a realizar en la multiplicacién en base po-
lindmica sobre campos de Galois. El algoritmo de Karatsuba-Ofman se basa
en el principio de divide y vencerds, de forma que permite realizar la multipli-
cacion de polinomios con un nimero reducido de multiplicaciones a costa, a
menudo, de incluir sumas adicionales. Por lo tanto, la multiplicacion debe ser
mas cara que la suma para que la aplicacién del algoritmo constituya una me-
jora. La aplicacién directa del algoritmo de Karatsuba-Ofman requiere logom
iteraciones para polinomios de grado m. En el campo GF(2), la multiplicacién
y la suma se pueden considerar aproximadamente igual de costosas, por lo que
el algoritmo de Karatsuba-Ofman no se puede aplicar directamente a la multi-
plicacién de elementos de GF'(2™) ya que estos son polinomios con coeficientes
pertenecientes a GF'(2). El método de Afanasyev aplica inicamente § < logam
iteraciones del algoritmo de Karatsuba-Ofman a los elementos del campo, re-
duciendo consecuentemente la complejidad [Afa90]. Para la reduccién mddulo
el polinomio de campo, esta arquitectura utiliza los polinomios indicados por
Mastrovito en [Mas91]. Como consecuencia, este método reduce de manera
considerable la complejidad del multiplicador en base canénica sobre GF'(2™).
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Otra arquitectura propuesta por Afanasyev en [Afa91] se basa en extensio-
nes de campo de grado 2. El método se fundamenta en la descomposicion del
campo G'F(2™) en subcampos con miiltiples extensiones de grado 2, de manera
que si m = n27, entonces el campo GF(2™) se descompone en « subcampos
de la forma GF(2™) = GF((---(((2")*)?)---)?). La complejidad espacial de
esta arquitectura es muy baja, aunque requiere modulos aritméticos pertene-
cientes a y subcampos diferentes (incrementéndose, por tanto, el nimero de
modulos distintos a utilizar) y pierde la modularidad inherente a los métodos
que utilizan el algoritmo de Karatsuba-Ofman.

Entre otras arquitecturas propuestas basadas en la utilizacién de subcam-
pos de campos de Galois, se pueden citar el multiplicador paralelo en base
normal de Pincin [Pin89] cuya arquitectura es adecuada para la descomposi-
cién en muiltiples subcampos (cadena descendente de campos) y el algoritmo
de Hsu et al. [HTRG88] que utiliza un subcampo G F(2™/?) para realizar una
tabla de bisqueda (table lookup) en el campo GF(2™) y que emplea esta tabla
para todas las operaciones del subcampo.

Paar [Paa94][Paa96] ha estudiado ampliamente las arquitecturas sobre cam-
pos compuestos en general del tipo GF((2")%), donde m = n - k, obteniendo
mejoras en la complejidad sobre el método propuesto en [Afa90] a través del uso
de campos con cierta composicién GF((2")?) e investigando clases especiales
de polinomios de campo [PFR97]. El multiplicador paralelo sobre campos com-
puestos propuesto por Paar realiza la multiplicacion de los elementos del campo
(representados en base canénica) utilizando el algoritmo de Karatsuba-Ofman
para realizar la multiplicacién de los polinomios y aplicando el multiplicador
de Mastrovito [Mas89] a la multiplicacién de los coeficientes del polinomio.

También es importante mencionar las multiplicaciones sobre curvas elipti-
cas [BPO1] e hiperelipticas [Wol01], que son unas clases especiales de curvas
algebraicas y que estan comenzando a ser muy utilizadas en aplicaciones crip-
tograficas. La multiplicacion sobre curvas elipticas definidas sobre un campo
finito se basa en la realizacion de la multiplicacién por medio de la suma de
puntos pertenecientes a una curva eliptica y cuyo resultado es también un pun-
to perteneciente a dicha curva. Entre las numerosas ventajas que presentan los
criptosistemas basados en curvas elipticas se tiene que permiten longitudes de
clave més cortas (en comparacién con otros métodos convencionales de en-
criptacién de clave publica como RSA y sistemas basados en el problema del
logaritmo discreto) sin que se vea afectada la seguridad del sistema.

7.4. Implementaciones hardware

Las diferentes aproximaciones de implementacion de circuitos integrados di-
gitales se pueden clasificar en aproximaciones Custom y Semicustom. A su vez,
la aproximacién Semicustom se puede dividir en Cell-Based (comprendiendo
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las Standard Cells, Compiled Cells y Macro Cells) y Array-Based ( Pre-diffused
y Pre-wired) [Rab96]. Las implementaciones hardware (en circuitos integrados
semiconductores) de la aritmética en campos de Galois se realizan normalmen-
te sobre circuitos integrados VLSI utilizando aproximaciones como Standard
Cells o Gate Arrays (un tipo de implementacién Array-Based Pre-diffused).
Sin embargo, recientemente se esta comenzando a utilizar Hardware reconfigu-
rable como plataforma para la implementacion de la aritmética sobre campos
de Galois, existiendo pocos estudios con respecto a su utilizacion y, especial-
mente, con respecto a la comparaciéon de implementaciones realizadas utili-

zando las distintas bases de representacion y distintos polinomios generadores
[K1i95][PRI7][EP99][OP99][EP00][OP0O0][EYCP00][Ima02].

Con respecto a las arquitecturas de implementacion, se pueden clasificar en
arquitecturas de tipo serie y paralelo. La aritmética paralela [Paa94][PFSR99]
se implementa utilizando tnicamente légica combinacional, mientras que la
aritmética serie utiliza 16gica secuencial (16gica combinacional y registros).
Las métricas del rendimiento utilizadas habitualmente para la comparacion de
estas arquitecturas aritméticas son las complejidades de espacio (necesidades
de drea) y de tiempo (retardo del circuito). Normalmente se observa un equi-
librio espacio-tiempo entre ambos tipos de aritmética, en el sentido de que las
arquitecturas paralelas tienden a ser mas rapidas pero ocupan un mayor area,
mientras que las arquitecturas serie requieren menos area pero tienden a ser
mas lentas que sus homologas paralelas con la misma funcionalidad.

En las aplicaciones comerciales, por hardware reconfigurable se refiere prin-
cipalmente a FPGAs (Field Programmable Gate Arrays) y CPLDs (Complez
Programmable Logic Devices) [Jen94], que se pueden incluir en la clasificacion
anterior dentro de la aproximacion Semicustom Array-Based Pre-wired. No-
sotros nos centraremos en las FPGAs de Xilinz [Xil92], que constan de una
matriz de celdas légicas programables llamadas bloques ldgicos configurables
o CLBs (configurable logic blocks). Un CLB consta de una seccién combina-
ctonal con cinco entradas y dos salidas que se puede programar para que
realice cualquier funcioén de cinco variables o dos funciones de cuatro variables
y una seccion de almacenamiento que consta de dos flip-flops. Los CLBs estan
rodeados por recursos de interconexion, que se pueden clasificar en intercone-
ziones directas entre CLBSs, lineas largas y canales de conexion conectados por
matrices de conmutacion. A su vez existen bloques de entrada-salida progra-
mables o IOBs (input-output blocks) situados en el perimetro del dispositivo,
que proporcionan interconexiones externas al chip. La ventaja principal del
hardware reconfigurable como las FPGAs es que la funcionalidad del dispo-
sitivo no estd determinada y se puede programar muchas veces, por lo que
muchos circuitos se pueden implementar utilizando el mismo chip. Ademas, es
el propio usuario quien realiza la programacion del dispositivo en su lugar de
trabajo en lugar de en la fibrica de semiconductores (semiconductor foundry).
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7.4.1. Metodologia de diseno

En la actualidad existen dos metodologias basicas de diseno hardware dis-
ponibles, que son el diseno basado en la utilizacion de un lenguaje de progra-
macién (disenio de alto nivel) y el diseno basado en la utilizacién de esquemdti-
cos (diseno de bajo nivel) [Rab96]. El diseno basado en lenguaje requiere la
utilizacion de herramientas de sintesis para la implementacion del hardware
deseado. En este contexto, la sintesis se puede definir como la transformacién
entre dos visiones diferentes del diseno y normalmente representa una traduc-
cion de una especificacion del comportamiento de una entidad del disenio a una
descripcion estructural. Las herramientas de sintesis raramente consiguen las
implementaciones mas optimizadas en términos de drea y velocidad cuando se
comparan con las implementaciones obtenidas de la utilizacion de esquemati-
cos (captura de la conectividad del circuito), pero las metodologias de diseno
basadas en la utilizacién de esquematicos no pueden soportar el enorme in-
cremento de complejidad de las arquitecturas modernas. Como resultado, se
deben utilizar metodologias de diseno de alto nivel basadas en lenguajes para
la implementacion de grandes circuitos. Ademads, el tiempo de disefio necesa-
rio es mucho menor utilizando estas metodologias basadas en lenguajes que
usando esquematicos.

De entre los diferentes lenguajes de descripcion hardware disponibles en
la actualidad, el VHDL (VHSIC? Hardware Description Language) [Coe89]
[VHDO0O] es uno de los mas utilizados por las herramientas comerciales, siendo
un lenguaje especialmente disenado para la descripcion de disenos hardwa-
re. El lenguaje VHDL dispone de diferentes modos de descripcién [LSU8Y],
como son el estructural [Ima93][IS93] y el modo de comportamiento. En el
modo estructural, VHDL describe un diseno como una conexién de médulos
funcionales (netlist), mientras que en el modo de comportamiento del lengua-
je la funcionalidad se describe como un conjunto de relaciones entrada-salida
independientemente del tipo de implementacion seleccionada.

7.5. Resultados experimentales

Ya se ha mencionado que existen pocos estudios sobre la utilizacion de hard-
ware reconfigurable para implementaciones aritméticas sobre campos de Ga-
lois, siendo la mayor parte ellos debidos a Paar [PRI7|[EP99][OP00][EYCP00].
Con respecto de la comparacién de distintos tipos de multiplicadores sobre
campos de Galois tampoco existen muchos trabajos en la literatura, aunque
se pueden citar las comparaciones realizadas por Hsu et al. en [HTDRSS] y
por Paar en [Paa94][PL95][PR97]. En [HTDRS8S8| y [Paa94][PL95] se realizan
implementaciones VLSI de distintos multiplicadores y se compara su consumo
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de drea (Hsu, Paar) y sus retardos asociados (Paar), mientras que en [PR97] se
realizan implementaciones reconfigurables del multiplicador en base canoénica
sobre GF'(2®) utilizando las aproximaciones de Mastrovito y de la composicidn
de campos de la forma GF(2%), con k = n-m (m = 4, n = 2), comparandose
las complejidades tedricas con las experimentales obtenidas.

Debido a esta ausencia de comparaciones, nosotros hemos realizado la im-
plementaciéon paralela sobre hardware reconfigurable de multiplicadores sobre
GF(2%) en base polinémica, normal y dual para distintos polinomios genera-
dores de dicho campo [Ima02], con el objeto de realizar la comparacién de sus
complejidades espaciales y temporales. Para ello hemos utilizado el software
Xilinz Foundation F2.1i y hemos seleccionado como dispositivos de imple-
mentacion las FPGAs 4013XLPQ160 pertenecientes a la familia XC4000XL.
Las descripciones de los multiplicadores paralelos se han realizado en VHDL
utilizando modelos de descripciéon de comportamiento.

Para poder realizar la comparacion de las arquitecturas implementadas,
se deben seleccionar las métricas del rendimiento a utilizar, que normalmente
estan relacionadas con el espacio y tiempo (velocidad). En dispositivos re-
configurables como las FPGAs, la métrica para la complejidad espacial es el
nimero de bloques ldgicos (CLBs) utilizados para la implementacién, mientras
que la métrica seleccionada para la determinacién de la velocidad es el retardo
mdzimo de camino combinacional (Mazimum combinational path delay).

Hemos realizado distintos experimentos para cada multiplicador correspon-
dientes al establecimiento de distintas opciones de sintesis. Estas han sido la
optimizacién para velocidad (Speed) y para drea (Area), independientemente,
con niveles de esfuerzo alto (High) y bajo (Low). Cada experimento se ha rea-
lizado, a su vez, para la més alta y mas baja condiciones de esfuerzo de place
¢ route (Place € Route Effort Level: Fastest Runtime y High Effort) y para
una frecuencia de reloj de 50 nanosegundos (Target Clock Frecuency). Ademas
del numero de CLBs ocupado por el diseno y el retardo maximo de camino
combinacional, se ha medido el numero total de puertas equivalentes del diserio
(Total equivalent gate count for design), donde la métrica nimero de puertas
equivalentes se puede definir como el mayor numero de puertas NAND de dos
entradas (o cualquier otra primitiva simple) necesarias para la implementa-
ci6n de cualquier configuracion circuital de un dispositivo [OD95] y que es una
métrica del rendimiento relativa al espacio también utilizada habitualmente en
el diseno microelectronico.

En las tablas presentadas a continuacién [Ima02], Esfuerzo P€R representa
el esfuerzo de place & route que toma los valores Min (Fastest Runtime) y Maz
(High Effort), mientras que Ret. Maz (ns) representa el retardo méximo de
camino combinacional (en nanosegundos). En las tablas también se indican
el nimero de CLBs y de puertas equivalentes (Numero PEs) ocupados por el
diseno implementado.
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7.5.1. Multiplicaciéon en base polinémica

Se ha realizado la implementacién de la multiplicacién en base polinémi-
ca sobre el campo GF(2®) utilizando el algoritmo propuesto por Yeh et al.
[YRT84] dado en la subseccién 7.2.1 por medio de las ecuaciones 7.9. Los po-
linomios irreducibles primitivos que hemos utilizado para la generacion del
campo han sido f(z) =2+ 2>+ 23 +2? +1y f(z) =28 +2' + 23 + 22 + 1.
También se ha implementado el multiplicador de Mastrovito utilizando estos
dos polinomios generadores.

En la tabla 7.1 se muestran los resultados experimentales obtenidos para
el multiplicador canénico sobre GF(2®) utilizando las ecuaciones 7.9 para el
polinomio irreducible f(x) = 2%+ 2% + 23+ 2% + 1, mientras que en la tabla 7.2
se dan los resultados del multiplicador utilizando las mismas ecuaciones para
el polinomio f(r) = 2% + 2* + 2% + 2% + 1.

Optimizacion Area Velocidad

Esfuerzo Bajo Alto Bajo Alto
Esfuerzo P&R || Min | Max | Min | Max || Min | Max | Min | Max
Ntmero CLBs 32 32 32 32 36 36 35 35
Numero PEs 372 | 372 | 372 | 372 || 402 | 402 | 396 | 396
Ret. Max (ns) || 27.3 | 23.1 | 27.0 | 23.0 || 25.8 | 24.0 | 23.8 | 21.8

Tabla 7.1: Resultados del multiplicador canénico para f(z) = 2 + 2° + 23 + 22 + 1.

Con respecto de las complejidades espaciales obtenidas en la implementa-
cién se observa que el menor nimero de CLBs dado en la tabla 7.1 es de 32,
correspondiente a la optimizacién por area e independientemente de los esfuer-
zos escogidos, mientras que el nimero de puertas equivalentes correspondientes
es de 372. Para la complejidad temporal, el menor retardo es de 21.8 nano-
segundos correspondientes a la optimizacion de velocidad con esfuerzo alto y
con esfuerzo de place & route maximo.

En la tabla 7.2 se muestran los resultados obtenidos para la implementacion
utilizando el polinomio generador f(z) = 2® + 2! + 23 + 22 + 1. En este caso,
el menor nimero de CLBs es de 34 (con 394 puertas equivalentes) para una
optimizacion de area y el menor retardo es de 22.5 nanosegundos obtenidos en
la optimizacion para velocidad.

La primera observacion que se puede realizar al comparar estos dos multi-
plicadores es que los resultados obtenidos en ambos casos (menor nimero de
CLBs y menor retardo en optimizaciones de area y velocidad, respectivamente)
se corresponden con lo esperado en funcion del tipo de sintesis seleccionada,
observandose que las diferencias existentes entre ambas optimizaciones, tanto
en numero de CLBs como en retardo, varian de una implementacién a otra.
Por ejemplo, en la tabla 7.1, la diferencia entre valores minimos de CLBs ob-
tenidos en la optimizacion de area y de velocidad es de 3 CLBs, mientras que
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Optimizacion Area Velocidad

Esfuerzo Bajo Alto Bajo Alto
Esfuerzo P&R || Min | Max | Min | Max || Min | Max | Min | Max
Nimero CLBs 34 34 34 34 35 35 35 35
Ntimero PEs 394 | 394 | 394 | 394 | 426 | 426 | 426 | 426
Ret. Max (ns) || 29.6 | 25.2 | 27.6 | 26.7 || 24.2 | 22.5 | 22.8 | 25.1

Tabla 7.2: Resultados del multiplicador canénico para f(z) = 28 + z* + 2% + 22 + 1.

la diferencia en retardo minimo obtenido en ambos casos es de 1.2 ns. En la
tabla 7.2, estas diferencias son de 1 CLLB y de 2.7 ns., respectivamente.

Otra observacion corresponde al nimero de puertas equivalentes obtenidas
en las implementaciones. Por ejemplo, en la tabla 7.1 se obtienen 396 puer-
tas equivalentes para 35 CLBs (optimizacién de velocidad con esfuerzo alto),
mientras que en la tabla 7.2 se obtienen 426 puertas equivalentes para el mismo
nimero de CLBs (optimizacién de velocidad). Por lo tanto, la relacién entre el
nimero de CLBs y el niimero de puertas equivalentes no es siempre constante,
con lo que el nimero de puertas equivalentes no parece ser una buena métrica
espacial del rendimiento cuando se utilizan dispositivos reconfigurables (como
las FPGASs) para la implementacién de un diseno.

La observacién mas importante que se puede realizar al comparar las tablas
7.1y 7.2, consiste en que los datos obtenidos corresponden a las implementa-
ciones de dos multiplicadores sobre GF(2®) para dos pentanomios irreducibles
primitivos distintos. Este hecho justificaria las diferencias en los datos obteni-
das, sin embargo, al utilizar dos polinomios primitivos con el mismo peso de
Hamming (h,, = 5), la ecuacién 7.11 nos indica que la complejidad tedrica en
nimero de puertas XOR de ambos multiplicadores es la misma (#XOR = 77),
al igual que el nimero de puertas AND (#AND = 64). Por lo tanto, se puede
deducir que la complejidad tedrica en el nimero de puertas no parece predecir
de forma exacta el consumo de CLBs [PR97]. Lo mismo se puede decir para
la complejidad temporal, ya que la complejidad tedrica obtenida para ambos
multiplicadores es la misma y viene dada por Ty p + 71 'xor, mientras que los
retardos obtenidos en la implementacién difieren en todos los casos.

Observaciones similares se pueden extraer de las implementaciones sobre
FPGAs del multiplicador de Mastrovito para los dos polinomios seleccionados.
En las tablas 7.3 y 7.4 se muestran los resultados obtenidos para los polinomios
fl@)y=28+2+ 28+ 22 +1y f(z) = 2% + 2* + 23 + 2? + 1, respectivamente.

Con respecto de las complejidades obtenidas para los multiplicadores Mas-
trovito, se tiene que el menor nimero de CLBs obtenido en las tablas 7.3 y 7.4
es de 33 en ambos casos (optimizacién por drea con esfuerzo alto), mientras
que los menores retardos obtenidos son de 21.7 ns. (tabla 7.3 con optimizacién
de velocidad con esfuerzos maximos) y de 23.7 ns. (tabla 7.4 para optimiza-
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Optimizacion Area Velocidad

Esfuerzo Bajo Alto Bajo Alto
Esfuerzo P&R || Min | Max | Min | Max || Min | Max | Min | Max
Nimero CLBs 34 34 33 33 37 37 41 41
Nimero PEs 372 | 372 | 373 | 373 || 511 | 511 | 465 | 465
Ret. Max (ns) || 25.8 | 22.9 | 25.1 | 23.8 || 23.1 | 23.2 | 234 | 21.7

Tabla 7.3: Resultados del multiplicador Mastrovito para f(z) = 28+ 25+ 23+ 22 +1.

cién de velocidad). Sin embargo, esta igualdad en nimero de CLBs contrasta
con la diferente complejidad espacial teérica (64 AND y 84 XOR [PR97] para
f(z) = 28 +2°+23+2?+1y 64 AND y 82 XOR para f(z) = 28+at+23+22+1),
al igual que la diferencia de retardos en implementacion contrasta con la igual-
dad temporal tedrica (Tanp + 5Txor para ambos polinomios).

Optimizacion Area Velocidad

Esfuerzo Bajo Alto Bajo Alto
Esfuerzo P&R || Min | Max | Min | Max || Min | Max | Min | Max
Nimero CLBs 34 34 33 33 39 39 40 40
Numero PEs 405 | 405 | 394 | 394 || 558 | 558 | 510 | 510
Ret. Max (ns) || 25.5 | 23.7 | 26.6 | 27.3 || 26.0 | 24.7 | 23.7 | 25.6

Tabla 7.4: Resultados del multiplicador Mastrovito para f(z) = 28 +z*+ 23+ 22 +1.

A continuacién comparamos los dos tipos de multiplicadores implementados
y los resultados obtenidos, extrayendo una serie de conclusiones.

7.5.1.1. Comparacion de los multiplicadores

Ya se ha mencionado anteriormente que el multiplicador de Mastrovito es
uno de los mas eficientes en cuanto al nimero de puertas necesarias para su
implementacion paralela. Sin embargo, la implementacion de multiplicadores
canénicos utilizando las ecuaciones 7.9 por medio de la comparticion de subez-
presiones hace que se obtengan complejidades tedricas eficientes en cuanto al
nimero de puertas XOR utilizadas.

En la tabla 7.5 se comparan las complejidades espaciales tedricas de los
multiplicadores de Mastrovito [Paa94] con las de los multiplicadores construi-
dos utilizando el algoritmo de Yeh et al. dado por las ecuaciones 7.9 (calculadas
en las ecuaciones 7.10 y 7.11), para algunos polinomios irreducibles primitivos
con grados m = 2,3,...,16. En esta tabla, las entradas numéricas ubicadas
en la columna encabezada por f(z) representan los coeficientes del polino-
mio irreducible que son distintos de cero. Por ejemplo, la entrada (8,5, 3,2,0)
representa el polinomio irreducible f(z) = 2® + 2° + 23 + 22 + 0.
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Mastrovito Yeh et al.

m f(x) || #AND | #XOR || #AND | #XOR
2 2,1,0 4 3 4 3
3 3,1,0 9 8 9 8
4 4,10 16 15 16 15
5 5,2,0 25 24 25 24
6 6,1,0 36 35 36 35
7 7,1,0 49 48 49 48
8 8,5,3,2,0 64 84 64 77
9 9,4,0 81 80 81 80

10 10,3,0 100 99 100 99

11 11,2,0 121 120 121 120

12 | 12,8,5,1,0 144 207 144 165

13 | 13,7,6,1,0 169 202 169 192

14 | 14,9,7,2,0 196 282 196 221

15 15,1,0 225 224 225 224

16 | 16,11,6,5,0 256 281 256 285

Total 1495 1712 1495 1596

Tabla 7.5: Comparacién de complejidades espaciales teéricas de los multiplicadores
de Mastrovito y Yeh para distintos polinomios irreducibles primitivos.

De los resultados totales obtenidos, se observa que el nimero de puertas
XOR tedricas necesarias para la construccion de multiplicadores canénicos pa-
ralelos utilizando el algoritmo dado por las ecuaciones 7.9 es un 6.8 % menor
que las necesitadas utilizando el esquema de Mastrovito, mientras que el nime-
ro de puertas AND es el mismo en ambos casos. Ejemplos significativos son
los multiplicadores para los polinomios (14,9,7,2,0) y (12,8,5,1,0) para los
que el nimero de puertas XOR usando el algoritmo de Yeh es un 21.6 % y un
20.3 % menores, respectivamente, que utilizando el algoritmo de Mastrovito.
Por lo tanto, la aproximacién paralela de construccién que hemos realizado
utilizando el algoritmo de Yeh et al. (ecuaciones 7.9) con la comparticion de
suberpresiones parece ser una buena alternativa para la reduccion de area en
determinados casos que dependeran del polinomio seleccionado.

Con respecto de la complejidad tedrica temporal de ambos multiplicadores,
se tiene que las ecuaciones 7.12 y 7.20 proporcionan los limites superiores de
sus retardos, a partir de los cuales se puede deducir un mayor retardo del mul-
tiplicador de Yeh que el de Mastrovito, aunque esta complejidad dependera del
polinomio seleccionado. Por ejemplo, de la implementacion realizada de ambos
multiplicadores para el polinomio irreducible f(z) = 2® + 25 + 2% + 22 + 1 se
observa que el multiplicador de Yeh presenta una complejidad temporal dada
por Tanp + 7T'xor mientras que la de Mastrovito es Tanp + 5T xor, por lo
que en este caso se cumplen las previsiones tedricas de retardos.
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Sin embargo, como se ha mencionado anteriormente, estas complejidades
tedricas no siempre se corresponden con las complejidades obtenidas en las im-
plementaciones sobre hardware reconfigurable como las FPGAs. Por ejemplo,
para el polinomio f(z) = a® + 2° + 2% + 22 + 1 se tiene que el multiplicador
de Yeh presenta una complejidad espacial tedrica de 64 AND y 77 XOR y un
retardo teorico de T'ynyp + 71Txor, mientras que el multiplicador de Mastrovito
tiene un nimero de puertas tedrico de 64 AND y 84 XOR [PR97] y un retardo
tedrico de Tynp + 5T'xor. En este caso, las previsiones espaciales tedricas se
cumplen en la implementacion, ya que el nimero de CLBs respectivos obte-
nidos es de 32 y 33. En cambio, el menor retardo teérico del multiplicador de
Mastrovito no se refleja en los resultados experimentales, ya que los retardos
obtenidos son practicamente idénticos (21.8 y 21.7 nanosegundos).

En el caso de los multiplicadores implementados utilizando el polinomio
f(z) = 2%+ 2* + 23 + 2% + 1, no se cumple ninguno de los resultados teéricos.
Las complejidades tedricas espaciales y temporales del multiplicador de Yeh son
las mismas que las del polinomio anterior (64 AND, 77 XOR y Tanp+7Tx0r),
mientras que las del multiplicador de Mastrovito son en este caso de 64 AND y
82 XOR y de Tanp + 5T'xor, respectivamente. Los resultados obtenidos en la
implementacion son de 34 CLBs y 22.5 ns. de retardo para el multiplicador de
Yeh y 33 CLBs y un retardo de 23.7 ns. para el multiplicador de Mastrovito.
Por lo tanto, experimentalmente no se cumplen las previsiones teéricas de un
menor area del multiplicador de Yeh y de un menor retardo del multiplicador
de Mastrovito.

7.5.2. Multiplicacién en base normal

Utilizando los conceptos vistos en la subseccion 7.2.2, se ha realizado la
implementacién de la multiplicacién en base normal sobre el campo GF(2?)
usando los polinomios irreducibles (pentanomios) f(z) = 2® + 2"+ 2% + 2 +1
y f(z) = 28 + 2* + 23 + 2% + 1. Para ello, se debe determinar en primer lugar
el elemento normal generador de la base normal a utilizar. Posteriormente,
se podra calcular la expresién del coeficiente p,, ; (funcién h) dado por la
ecuacion 7.33 por medio del calculo de la matriz T,,_1 a través de la ecuacién
7.32. Las salidas p;, para 0 <7 < m — 2, se calcularan a partir de la funcién h
por medio del desplazamiento ciclico de los operandos de entrada.

7.5.2.1. Pentanomio f(z) =28 +2" +2° + 2 +1

Este polinomio constituye un N-polinomio, ya que siendo o« una raiz de
f(z) y expresando cada a*, 0 < i < m — 1, en la base polinémica de la forma
o? = Z;n;ol bijal, bi; € GF(2), se tiene que la matriz m x m de la forma
(bij) es no singular, por lo que los elementos a, a?,...,a*"" son linealmente
independientes. También se podria haber concluido que f(z) es un N-polinomio
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teniendo en cuenta que el grado m = 8 del polinomio es una potencia de 2 y
que el coeficiente f,,_1 = f; es la unidad. Por lo tanto, la raiz « constituye un
elemento normal y junto con sus conjugados forma una base normal.

Utilizando las ecuaciones 7.31 a 7.35 se calcula la matriz de multiplicacion
T de la base normal {a,0?,...,0®" '} y la matriz T7, que proporciona la
siguiente expresion de la funcién h

Pr = h(ao,al, c. ,a7;bo,b1, .. .,b7)
= a0b1 + aob4 + (101)5 + agbﬁ + a160 + albg + a11)3 + a11)7
+a2b1 + a21)3 + (121)4 + (121)5 + a31)1 + Clgbg + Cl4b(] + a4b2 (758)
+a4b5 + Cl4b7 + a5bo + (151)2 + a5b4 + a51)7 + CEGb(] + GGbG
+a7b1 + Cl7b4 + a7b5

y que sera la expresion a utilizar para el cdlculo del resto de los coeficientes de la
multiplicacién sin mas que realizar el desplazamiento ciclico de los operandos.

Para determinar la complejidad espacial tedrica de la multiplicacion en base
normal, utilizamos el término C'y que es en este caso Cy = 27 (el nimero de
1’s presentes en la matriz de multiplicacién T). Como se vio en la subseccién
7.2.2, una base normal con una complejidad Cy = 2m — 1 se dice que es
una base normal optima, que en este caso de m = 8 seria Cy = 15. Sin
embargo, no existen bases normales ptimas para m = 8 [Men93], por lo que las
complejidades que obtengamos siempre seran superiores a 15. La complejidad
temporal tedrica se puede deducir de la expresion 7.58, siendo en este caso
Tanp + 5Txor-

Los resultados experimentales obtenidos de la implementacién reconfigura-
ble de este multiplicador en base normal para el elemento normal o se muestran
en la tabla 7.6.

Optimizacion Area Velocidad

Esfuerzo Bajo Alto Bajo Alto
Esfuerzo P&R || Min | Max | Min | Max || Min | Max | Min | Max
Numero CLBs 49 49 48 48 49 49 49 49
Nimero PEs 525 | 525 | 526 | 526 || 696 | 696 | 696 | 696
Ret. Max (ns) || 26.8 | 24.8 | 29.5 | 25.8 || 27.0 | 27.0 | 27.0 | 27.0

Tabla 7.6: Resultados del multiplicador normal con elemento normal «.

En este caso se ha seleccionado la raiz a de f(z) = 2®+2"+2°+2+1 como
elemento normal generador de la base normal, sin embargo, existen varios ele-
mentos normales [Men93] pertenecientes al campo GF(2™) que pueden generar
bases normales de diferentes complejidades C'y. Por ejemplo, se puede observar
que el elemento del campo a = 1 + « verifica las condiciones de normalidad
vistas y genera una base normal {&,a?2,...,a%" ' }. La matriz de multiplica-
cion T presenta en este caso una complejidad espacial tedrica Cy = 21 y a
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partir de T se obtiene la matriz T7 que nos permite calcular la funcién A, que
vendra dada por la siguiente expresién

pr = h(ag,a1,...,a7;b0,b1,...,07)
= a0b5 + agbe + a1b3 + albg, + Cl264 + CEng, + Cl2b6
+agby + asby + asby + asbs + asbs + asby + asby
+a562 + (151)6 + a6b0 + a6b2 + 06b5 + GGbG + 071)2

(7.59)

y que es mas simple que la obtenida anteriormente para el elemento normal
a. A partir de esta expresién 7.59, también se puede deducir la complejidad
teérica temporal, que viene dada por Tanp + 5T 'x0or-

La implementacion de la multiplicacion para este elemento normal @ = 1+«
produce los resultados dados en la tabla 7.7.

Optimizacion Area Velocidad

Esfuerzo Bajo Alto Bajo Alto
Esfuerzo P&R || Min | Max | Min | Max || Min | Max | Min | Max
Numero CLBs 44 44 45 45 45 45 53 53
Numero PEs 472 | 472 | 486 | 486 || 660 | 660 | 624 | 624
Ret. Max (ns) || 24.5 | 23.7 | 24.3 | 26.3 || 25.2 | 23.2 | 28.4 | 26.7

Tabla 7.7: Resultados del multiplicador normal con elemento normal & = 1 + a.

Los resultados experimentales coinciden en este caso con las complejidades
tedricas obtenidas, ya que el multiplicador implementado con el elemento nor-
mal a (complejidad Cy = 27) necesita un minimo de 48 CLBs (tabla 7.6) y
tiene un retardo minimo de 24.8 nanosegundos, mientras que el multiplicador
obtenido para el elemento normal & = 1 + «a (Cy = 21) requiere un minimo
de 44 CLBs con retardo minimo de 23.2 ns. (tabla 7.7).

7.5.2.2. Pentanomio f(z) = 2%+ 2* + 2% + 22+ 1

Si « es una rafz de f(z), se observa que la matriz (b;;) de representacién
de sus conjugados a?, 0 < i < m — 1, en la base polinémica es singular, por
lo que « y sus conjugados no son linealmente independientes y no forman una
base. Por lo tanto, el polinomio irreducible f(z) = 2® + 2* + 2* + 22 + 1 no
constituye un N-polinomio y « no es un elemento normal. Esta conclusion
también se habria obtenido teniendo en cuenta que en este caso de m = 23, la
traza de «a es igual a cero o viendo que el coeficiente del polinomio f; = 0.

A pesar de que « no constituya un elemento normal, se pueden buscar otros
elementos del campo GF'(2%) que verifiquen las condiciones de normalidad. Por
ejemplo, elementos como 1+a, o, 1+a?, a+a? o o33 tampoco son elementos
normales, sin embargo, el elemento del campo & = o° cumple las condiciones
de normalidad y genera una base normal {&,a2,...,a*"  }, al igual que los

elementos 1 + o’ y o + o’.
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Optimizacion Area Velocidad

Esfuerzo Bajo Alto Bajo Alto
Esfuerzo P&R || Min | Max | Min | Max || Min | Max | Min | Max
Nimero CLBs 50 50 49 49 47 47 52 52
Nimero PEs 544 | 544 | 562 | 562 | 616 | 616 | 579 | 579
Ret. Max (ns) || 27.5 | 29.6 | 26.3 | 25.7 || 24.9 | 23.0 | 26.3 | 26.2

Tabla 7.8: Resultados del multiplicador normal con elemento normal & = .

El calculo de las matrices de multiplicacién para estos tres elementos nor-
males o®, 1 + o’ v a + o proporciona las complejidades Cy tedricas 31, 29
y 27, respectivamente, obteniéndose unas complejidades temporales tedricas
respectivas de TAND + 6TX0R7 TAND + 6TX0R y TAND + 5TX0R- En las tablas
7.8, 7.9 y 7.10 se muestran los resultados obtenidos en las implementaciones
reconfigurables de los multiplicadores para los elementos normales o, 1 + o°
y a + o, respectivamente.

Optimizacion Area Velocidad

Esfuerzo Bajo Alto Bajo Alto
Esfuerzo P&R || Min | Max | Min | Max || Min | Max | Min | Max
Ntmero CLBs 49 49 49 49 58 58 56 56
Numero PEs 555 | 555 | 559 | 559 || 624 | 624 | 600 | 600
Ret. Max (ns) || 25.4 | 27.0 | 25.6 | 25.8 || 31.9 | 27.3 | 26.0 | 30.3

Tabla 7.9: Resultados del multiplicador normal con elemento normal & = 1 + .

Se puede observar de los resultados que el multiplicador construido utili-
zando el elemento normal & = o” necesita al menos 47 CLBs con un retardo
minimo de 23 nanosegundos (tabla 7.8 con optimizacién para velocidad). Para
el elemento normal & = 1 + o” se obtiene un minimo de 49 CLBs y un retar-
do minimo de 25.4 ns. (tabla 7.9, optimizacién para drea), mientras que para
& = a + o el multiplicador correspondiente tiene un consumo y un retardo
minimos de 48 CLBs y 24.8 ns., respectivamente (optimizacién para drea en
la tabla 7.10).

Optimizacion Area Velocidad

Esfuerzo Bajo Alto Bajo Alto
Esfuerzo P&R || Min | Max | Min | Max || Min | Max | Min | Max
Numero CLBs 49 49 48 48 49 49 49 49
Numero PEs 525 | 525 | 526 | 526 || 696 | 696 | 696 | 696
Ret. Max (ns) || 26.8 | 24.8 | 29.5 | 25.7 || 27.0 | 26.9 | 27.0 | 26.9

Tabla 7.10: Resultados del multiplicador normal con elemento normal & = o + °.
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De estos resultados, se observa que las complejidades tedricas no coinciden
con las complejidades experimentales obtenidas. El multiplicador construido
a partir del elemento normal @ = a® es el de mayor Cy (31), sin embargo,
es el que presenta el menor consumo de CLBs (47) de los tres multiplicadores
implementados para f(z) = 2® + 2* + 2% + 22 + 1. Los retardos teéricos y
experimentales tampoco se corresponden, ya que la menor complejidad tedrica
es Tanp + 5Txor del multiplicador de elemento normal & = a + o, mientras
que experimentalmente el multiplicador con menor retardo es el de elemento
normal & = o”, con 23.0 ns.

La comparacion de los resultados de este multiplicador de mejor caso para
a = a® (Cy =31, Tanp + 6Txor, 47 CLBs, 23.0 ns.) con el multiplicador de
mejor caso obtenido para el pentanomio anterior f(x) = 2% + 27 + 25+ 2 + 1
con elemento normal & = 1+« (Cy = 21, Tanp + 5T xor, 44 CLBs, 23.2 ns.),
se corresponderia con lo esperado. Sin embargo, mientras que la complejidad
tedrica C'y = 21 es un 32.3 % menor que la complejidad Cy = 31, esta propor-
cién no se corresponde con la obtenida en el nimero de CLBs (6.4 % menor).
Tampoco los retardos se corresponden ya que experimentalmente son practica-
mente idénticos, mientras que teéricamente es mas rapido el multiplicador con
C'y = 21. Por lo tanto, en el caso de la multiplicacién en base normal tampoco
queda clara la correspondencia entre complejidades teéricas y experimentales
cuando se utiliza hardware reconfigurable para la implementacion.

7.5.3. Multiplicacién en base dual

Se ha realizado la implementacién reconfigurable paralela de la multiplica-
cién en base dual sobre el campo GF(2®) utilizando el pentanomio irreducible
f(x) = 2® 4+ 2" + 23 + 22 + 1. Ya se vio en la subseccién 7.2.3 que para polino-
mios de la forma f(x) = 2™ + 2**2 4+ 25T + 2F + 1 (con m > k +2) se pueden
encontrar bases duales convenientes que simplifican el cdlculo del producto. En
nuestro caso, se tiene que k = 2 y de la ecuacion 7.57 se obtiene que la base
dual de la base polinémica {1, o, a? a?, a*,a’ o a’} es de la forma

{a? a,1+a? a®+a" a% o a0’} (7.60)

con lo que la base dual se obtiene de la polinémica con dos sumas y una
reordenacién de los coeficientes de la base.

El multiplicador en base dual opera sobre dos operandos representados uno
en la base dual y el otro en la base polindmica, obteniéndose el resultado tam-
bién representado en la base dual a partir de las ecuaciones 7.48 y 7.49. El
multiplicador que hemos implementado calcula el producto de los dos ope-
randos de entrada, estando todos ellos representados en la base polinémica.
Tenemos que realizar, por tanto, una transformacién de base polinémica a ba-
se dual de uno de los operandos de entrada y una transformacion de base dual
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a polinémica del resultado de la multiplicacién. Estas transformaciones de base
anadiran una complejidad adicional de 4 puertas XOR al multiplicador, para
la base dual que utilizamos y que viene dada en la ecuacién 7.60.

La complejidad espacial teérica de este multiplicador en base dual imple-
mentado se puede calcular a partir de las ecuaciones 7.50 y 7.51, anadiendo las
4 puertas XOR necesarias para los cambios de base. De esta forma obtenemos
que el numero de puertas necesarias es de 64 AND y 81 XOR. Con respecto
de la complejidad temporal tedrica, se puede calcular de las ecuaciones 7.52 y
7.53, obteniéndose (m = 8, k = 2) un retardo de Tanp + 7Txor- Sin embargo,
a este tiempo habria que anadirle el retardo introducido por los cambios de ba-
se, que seria de 1 retardo de puerta XOR por cada uno de ellos. Por lo tanto, el
retardo teodrico total del multiplicador dual implementado sera T'anyp +9Tx0or-

Optimizacion Area Velocidad

Esfuerzo Bajo Alto Bajo Alto
Esfuerzo P&R || Min | Max | Min | Max || Min | Max | Min | Max
Numero CLBs 28 28 28 28 30 30 32 32
Nimero PEs 330 | 330 | 330 | 330 | 372 | 372 | 367 | 367
Ret. Max (ns) || 26.3 | 31.3 | 27.9 | 25.8 || 27.1 | 23.6 | 274 | 25.3

Tabla 7.11: Resultados del multiplicador dual para f(z) = 28 + 2% + 2% + 22 + 1.

En la tabla 7.11 se muestran los resultados experimentales obtenidos en
la implementacién reconfigurable, donde se observa que el menor nimero de
CLBs obtenidos es de 28 en la optimizacién para drea (independientemente
del esfuerzo establecido). El menor retardo es de 23.6 nanosegundos, corres-
pondiente a una optimizacion para velocidad con esfuerzo bajo y con esfuerzo
de place & route maximo.

A continuacién realizamos la comparacién de los tres tipos de multiplica-
dores implementados para el polinomio irreducible f(z) = 28 +2*+ 23 +22+1.

7.5.4. Comparacién de los multiplicadores

Podemos realizar la comparacion de los resultados tedricos y experimentales
de los tres tipos de multiplicadores implementados para el polinomio irreduci-
ble f(z) = 2% + 2* + 23 + 22 + 1 comtin a todos ellos. Consideramos todas las
opciones de implementacion realizadas, es decir, los multiplicadores polinémi-
cos usando el algoritmo de Yeh et al. y el de Mastrovito, los multiplicadores
normales para los tres elementos normales considerados y el multiplicador dual.

En la tabla 7.12 se muestra un resumen de las complejidades tedricas y
experimentales obtenidas de los multiplicadores implementados utilizando el
polinomio irreducible f(z) = 2® +2* 4+ 2° + 22 + 1 para las tres bases conside-
radas: polindmica (utilizando el algoritmo de Yeh et al. y Mastrovito), normal
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(para los elementos normales a°, 1+ a° y a + o°) y dual. Las complejida-
des tedricas vienen dadas por el nimero de puertas AND (#AND), nimero
de puertas XOR (#XOR) y por el retardo expresado en retardos de puertas
AND y XOR (Tanp,Txor)- En el caso de los multiplicadores normales, la
complejidad espacial tedrica venia representada por el término Cy, que pa-
ra los elementos normales a®, 1 + a® y o + o® toma los valores 31, 29 y 27,
respectivamente. Sin embargo, se pueden obtener a partir de C'y las compleji-
dades en nimero de puertas AND y XOR aplicando las ecuaciones 7.36 y 7.37.
Con respecto de las complejidades experimentales, éstas se representan por el
nimero minimo de CLBs necesarios para la implementacién y por el retardo
minimo (expresado en nanosegundos).

Polinémica, Normal Dual

Yeh | Mastrovito | 14+a° | a+a
#AND 64 64 248 232 216 64
#XOR 77 82 217 203 189 81
(Tanp,Txor) || (1,7) (1,5) || (1,6) | (1,6) | (1,5 || (1,9)
Numero CLBs 34 33 47 49 48 28
Retardo (ns) 22.5 23.7 || 23.0 25.4 24.8 || 23.6

Tabla 7.12: Resumen de complejidades tedricas y experimentales de los tres tipos de
multiplicadores implementados para f(z) = 2% + 2% + 23 + 22 + 1.

En la tabla 7.12 se observa que el multiplicador con menor complejidad
espacial tedrica corresponde al multiplicador en base polinémica construido
utilizando el algoritmo de Yeh et al. (64 AND y 77 XOR), mientras que los
multiplicadores con menor complejidad temporal tedrica serian el de Mastrovi-
to y el de elemento normal o+ a®, ambos con retardo Tyyp +5Txor. También
se puede comprobar que los multiplicadores normales son, con diferencia, los
de més costosa implementacién, llegando casi a cuadruplicar (el multiplicador
normal o) el niimero de puertas teéricas del multiplicador canénico de Yeh.
Por otra parte, el multiplicador dual es el de mayor retardo teérico debido a
los 9 niveles de puertas XOR que deben atravesar las senales.

Estas complejidades tedricas, sin embargo, no se corresponden con los re-
sultados experimentales obtenidos de las implementaciones en FPGAs. Estos
datos muestran que el multiplicador dual es el que consume menor éarea (28
CLBs), mientras que el multiplicador polinémico de Yeh ocupa 34 CLBs. El
multiplicador dual podria ocupar incluso un area menor, ya que la implemen-
tacion realizada incluye dos transformaciones de base que anaden una ligera
complejidad adicional. También se observa que los multiplicadores normales
apenas ocupan un 75 % maés area (49 CLBs para 1 + a°) que el multiplica-
dor dual, a pesar de que sus complejidades tedricas son muy superiores. Los
retardos experimentales tampoco se corresponden con sus equivalentes tedri-
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cos, siendo el multiplicador de Yeh el de menor retardo (22.5 nanosegundos).
El multiplicador dual, de mayor complejidad temporal tedrica, presenta un
retardo apenas un 5% mayor que el de Yeh, siendo incluso mas rapido que
multiplicadores teéricamente més veloces, como los normales para 1 + a° y
a + o’ y practicamente igual de rdpido que el de Mastrovito. Por lo tanto, se
vuelve a poner de manifiesto el hecho de que las complejidades tedricas (dadas
en numero y en retardo de puertas) no parecen predecir el consumo de CLBs,
ni los retardos reales obtenidos, cuando se utilizan dispositivos reconfigurables
como las FPGAs para la implementacion.

7.6. Conclusiones

En este capitulo se han presentado los conceptos basicos de los campos
finitos (de Galois) y de los campos de extension, asi como las distintas bases
de representacion de elementos del campo finito y su obtencién a partir de
polinomios generadores del campo. También se han estudiado los campos de
Galois GF(2™), campos de extension del campo binario GF'(2) que se utilizan
actualmente en un gran nimero de aplicaciones técnicas.

La multiplicacién sobre GF'(2™) es considerada como la operacién aritméti-
ca mas importante y una de las mas complejas, siendo esta complejidad de-
pendiente de factores como la seleccién de la base de representaciéon o del
polinomio irreducible generador del campo. Las bases més habitualmente uti-
lizadas son la polindmica, la normal y la dual (aunque existen otras como la
base triangular, que se verd en el siguiente capitulo), que dan lugar a tres tipos
de multiplicacién diferentes y cuya implementacion da lugar, por tanto, a tres
tipos de multiplicadores. Para la multiplicacion en base candnica o polinémica,
hemos realizado el andlisis de complejidad tedrico (dado en funcién del nime-
ro y retardo de puertas AND y XOR necesarias para la implementacién) del
multiplicador paralelo construido a partir del algoritmo descrito por Yeh et al.

Las implementaciones hardware de la aritmética sobre campos de Galois
se realizan normalmente en circuitos integrados VLSI, aunque recientemente
se estdn comenzando a utilizar plataformas reconfigurables (como FPGAs)
para su implementacién. No existen en la actualidad muchos estudios sobre
la utilizacién de hardware reconfigurable para implementaciones aritméticas
sobre campos de Galois, asi como tampoco existen muchos trabajos en la
literatura que realicen comparaciones de los distintos tipos de multiplicadores
mencionados. Por estos motivos, nosotros hemos realizado la implementacion
paralela sobre FPGAs (a partir de descripciones VHDL y utilizando Xilinz
Foundation F2.1i) de multiplicadores sobre el campo finito GF(2%) en las
bases polinomica, normal y dual para distintos polinomios generadores y hemos
realizado la comparacién de sus complejidades espaciales y temporales, tanto
teoricas como experimentales.
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De la comparacién de las complejidades tedricas de los multiplicadores,
se ha observado la importancia que tiene la seleccion tanto de la base de
representacion como del polinomio generador del campo en la complejidad
final tedrica del multiplicador. Por ejemplo, los multiplicadores que operan en
base normal son, con diferencia, los que presentan una complejidad tedrica
mayor, sin embargo, propiedades como la sencillez de calculo del cuadrado de
un elemento del campo (desplazamiento ciclico) hacen que su utilizacién sea
muy adecuada en determinados casos. Por otra parte, la seleccion de trinomios
irreducibles, por ejemplo, en los multiplicadores sobre base dual, hace que la
complejidad se reduzca debido a que la base dual resulta ser simplemente una
permutacién de la base candnica, comprobandose la influencia que tiene el
polinomio irreducible generador sobre la complejidad total del multiplicador.

Otra conclusién importante que se ha obtenido de los experimentos reali-
zados es que las complejidades tedricas, tanto espacial (en nimero de puertas
AND y XOR) como temporal (en retardos de puertas AND y XOR), no pre-
dicen de forma exacta el consumo de CLBs ni el retardo real cuando se uti-
lizan FPGAs como plataformas para la implementacién. Este hecho lo hemos
comprobado en casi todas las comparaciones realizadas entre complejidades
tedricas y experimentales. Ademads, en aquellos casos en los que las previsio-
nes tedricas se verifican experimentalmente, se observa que las proporciones
teoricas de complejidad no se cumplen experimentalmente. Por ejemplo, el
multiplicador normal sobre GF(28) para f(z) = 2% + 2! + 23 + 22 + 1 (con
elemento normal a°) ocuparia, tedricamente, un 221 % mas de area (total de
puertas AND y XOR) que el multiplicador dual, mientras que, ezperimental-
mente, ocupa unicamente un 68 % méas de CLBs.

Volviendo a la multiplicaciéon en base candnica, se han estudiado los algo-
ritmos propuestos por Yeh et al. y por Mastrovito. El analisis de complejidad
que hemos realizado para el primero de ellos, nos ha llevado a observar que la
propiedad de comparticion de suberpresiones extraida de las expresiones del
multiplicador dadas por este algoritmo, produce un consumo teérico menor de
puertas XOR que el eficiente multiplicador de Mastrovito (experimentalmen-
te, se han obtenido resultados contrapuestos para dos polinomios con igual
peso de Hamming). Unicamente para un determinado tipo de trinomios irre-
ducibles se alcanzan las mismas complejidades tedricas de puertas XOR para
ambos multiplicadores. Los trinomios irreducibles también se mencionaron en
la base dual como un tipo especial de polinomios para el cual se simplificaban
los cambios de base dual a canénica, y viceversa.

La extraccién de la propiedad de comparticion de subexpresiones a partir de
las expresiones dadas por el algoritmo de multiplicacién (descripcién del mul-
tiplicador), y el hecho de que, por tanto, la forma de describir el multiplicador
pueda influir tanto en su complejidad tedrica como en la experimental, nos
ha llevado a desarrollar un nuevo método de multiplicacién en base candnica,
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aplicable también en determinados casos a la multiplicaciéon en base normal,
en el que se proporciona una nueva forma de descripcién del multiplicador. Es-
te método estd basado en la agrupacion y comparticion de subexpresiones, y
conlleva una reduccion de complejidad experimental y, en determinados casos,
también tedrica, cuando se utiliza hardware reconfigurable para la implemen-
tacion. El nuevo método de multiplicacion sobre campos de Galois se introduce
en el siguiente capitulo, y su desarrollo se ha realizado, inicialmente, a partir
de la utilizacién de un tipo especial de polinomios irreducibles conocidos como
AOPs. Posteriormente en el capitulo 9, el nuevo método se aplicard a campos
de Galois generados por determinados tipos de trinomios irreducibles.



Capitulo 8

Nuevo método de multiplicaciéon
sobre GF(2™)

En este capitulo se presenta un nuevo método de multiplicacion
en base candnica sobre campos de Galois GF(2™) al que se le
ha denominado método transposicional. Esta nueva aproxima-
cion conlleva una reduccion de complejidad experimental cuando
se utiliza hardware reconfigurable para la implementacion de los
multiplicadores. El nuevo método se introduce considerando cam-
pos de Galois generados por un tipo especial de polinomios cono-
cidos como AOPs, en cuyo caso, el método también es aplicable
a la multiplicacion en base normal.

En el capitulo 7 se observd que de las expresiones dadas por un algoritmo
de multiplicacién se podian extraer subexpresiones comunes, de forma que su
comparticion en las expresiones finales que describen el multiplicador pueden
influir tanto en su complejidad tedrica como en la experimental. También se vio
que para determinados tipos de polinomios irreducibles generadores del cam-
po finito, las complejidades de los médulos multiplicadores que operan sobre
dichos campos son mas reducidas que si se emplean otros tipos de polinomios
para la generacién del campo.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, en este capitulo se ha desarrolla-
do una nueva aproximacion para la multiplicacion en base candnica, a la que
se le ha denominado método transposicional [ISF02], basada en la agrupacion
y comparticion de subexpresiones comunes. Este método se extrae a partir
de una nueva formulacién para la multiplicacién en base polinémica (basada
en la utilizacién de una base triangular de representacién) que depende del
polinomio irreducible generador del campo de Galois seleccionado. Asimismo,
el método transposicional también es aplicable, en determinados casos, a la
multiplicacién en base normal.

163
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Se ha comprobado que la descripcion del multiplicador proporcionada por el
método transposicional iguala las mejores complejidades tedricas encontradas
en la literatura y que conlleva una reduccién de complejidad exzperimental
cuando se utiliza hardware reconfigurable para la implementacion. Este nuevo
método se introduce considerando campos de Galois generados por un tipo
especial de polinomios conocidos como AOPs (all-one-polynomials).

8.1. Base triangular

Como se vio en el capitulo 7, una base candnica o polinémica €2 esta formada
por un conjunto de elementos Q = {1,w,w? ...,w™ '}, donde w es una raiz
en GF(2™) de un polinomio irreducible generador f(z) =Y ", fiz* de grado
m sobre GF(2). Utilizando esta base, los elementos del campo GF(2™) son
polinomios de grado méximo m — 1 sobre GF(2) y la aritmética se realiza
modulo el polinomio irreducible f(x).

El conjunto de elementos A = .{)\0, M,y Am_1} se llama base triangular
[HB95][Has98] de Q2 si \; = Z;";&ﬂ firjr1w?, 0 <4 < m—1, donde los términos

fi son los coeficientes del polinomio irreducible f(x). Un elemento o € GF(2™)
se puede representar con respecto a la base canénica como

aq,
m—1
a= Zagiw’ = (Lw,...,w™ 1) an (8.1)
=0
anfl

donde los términos ag, son las coordenadas de « con respecto de €. Se puede
representar como ag, al vector de coordenadas de o con respecto de €2, es decir,

aq = (agy, aq,, - - -, aq, _, )" El vector de coordenadas de « con respecto de la
base triangular A se puede calcular en funcién de a, por medio de la expresion
ay=T-ag (8.2)
donde [Has98|
0 0 0 0 0 1
0 0 O 0 1 t
00 0 --- 1 t 12
T=1 . . . . : : : (8-3)
0 1 t -+ tmea tmes tmo
Ity t2 -+ tye3z tm—2 tm—1

siendo t; = Z{;& fm—j+iti, para 0 < j <m —1y con ty = 1. También se tiene
que la matriz m x m definida como H(a,) = (a,, awy,...,aw?™ ") es una

matriz de Hankel' [Woa01] y que sus vectores columna se pueden calcular por

"Matriz cuadrada cuyas entradas son constantes a lo largo de sus contradiagonales.
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medio de la expresién [Has98]
(8.4)

Utilizando estos conceptos, se da a continuacién un nueva formulacién ge-
neral para la multiplicacién en base canénica sobre el campo finito GF(2™)
basada en la utilizacién de la base triangular de representacion y a partir de la
cual se deducird, posteriormente, un nuevo método de multiplicacién llamado
transposicional.

8.2. Algoritmo de multiplicacién en base candnica

Sean tres elementos «,d,x € GF(2™) y sean QQ,QQ,XQ sus vectores de
coordenadas, respectivamente, en la base canodnica 2. Entonces, el producto
0 = a - x se puede realizar de la siguiente forma:

1. Se representa x en la base triangular A utilizando la ecuacién 8.2, obte-
niéndose X, €8 decir, X, =T-Xx,
m—1

2. Se construye la matriz de Hankel para y , H(XA) = (XNX_“)A’ e XWY ).

3. Se construye una nueva matriz m x m, K(XA)’ definida como

K(XA) = H(XA) -F (8.5)
donde la también nueva matriz F? se define como

fm fm—l fm—2 f2 fl
0 fm fm-1 0 f3 [

|0 TR R A,
0 0 0 - fu fu
O 0 0 - 0 fn

y donde los términos f;, 1 < i < m, son los coeficientes del polinomio
irreducible f(z) generador del campo seleccionado.

4. Si dg, representa las coordenadas invertidas de d, se tiene entonces que
el producto § = o x en la base candnica ) se puede calcular como

_;) - (de_17 dﬂm_27 SR dﬂla dﬂo) - Q?} . K(XA) (87)

2No confundir con la matriz F definida en la ecuacién 7.16 para el multiplicador de Mastrovito.
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Se puede observar que las expresiones de las coordenadas del producto obte-
nidas utilizando la ecuacion 8.7 vienen dadas en forma de sumas de productos,
donde dichas sumas y productos se refieren a operaciones sobre el campo bina-
rio GF'(2). También se observa que este nuevo algoritmo constituye un método
general de multiplicacién en base candnica, basado en la utilizacién de la ba-
se triangular de representacién, que depende del polinomio irreducible f(z)
generador del campo seleccionado.

La diferencia existente entre este nuevo algoritmo de multiplicacion y otros
métodos de multiplicacién candnica existentes en la literatura (como los vistos
en la seccién 7.2.1) radica en que a partir de la ecuacién 8.7 se deduce otro
método de multiplicacion canénica, denominado transposicional. Para ello, se
considera que la matriz K definida en 8.5 se puede descomponer en la suma de
una serie de matrices de forma que a partir de las expresiones de las coordena-
das del producto obtenidas se puedan realizar agrupaciones de subexpresiones
cuya comparticion conlleva una reduccién de complejidad ezperimental y, en
determinados casos, también teorica, cuando se utiliza hardware reconfigurable
para la implementacion.

El nimero y la forma de las matrices obtenidas de la descomposicion de
la matriz K depende del polinomio irreducible seleccionado. Esta idea de la
descomposiciéon de una matriz en una suma de matrices ha sido ya utilizada en
otras aproximaciones similares [HWB93][KS98] de multiplicacién sobre cam-
pos finitos, obteniéndose buenos resultados en cuanto a la complejidad final
alcanzada para el modulo multiplicador.

Debido a que el método transposicional se obtiene a partir del nuevo algo-
ritmo de multiplicacion dado por la ecuacién 8.7 que depende, a su vez, del
polinomio generador del campo seleccionado, a continuacion se realiza el estu-
dio y deduccion de este método para los AOPs irreducibles y en el capitulo 9
se amplia el estudio a ciertos tipos de trinomios irreducibles.

8.3. AOPs irreducibles f(z) =a2m +z2™ 14+ ...+ 2 +1

Un AOP (all-one-polynomial) de grado m es un polinomio con todos sus
coeficientes distintos de cero de la forma f(z) = 2™ + 2™ ' + -+ + 2 + 1.
Este polinomio es irreducible y genera, por tanto, el campo GF(2™), si y sélo
si m+ 1 es primo y 2 es primitivo médulo m + 1 [Men93], siendo muy 1itil
en numerosas aplicaciones. Para m < 100, se tiene que el AOP es irreducible
para los valores de m: 2, 4, 10, 12, 18, 28, 36, 52, 58, 60, 66, 82 y 100. En un
AOP también se cumple que para la matriz T definida por la ecuacion 8.3, el
coeficiente t; = 1, mientras que ty =t3 =---=t,,_1 = 0.

A continuacion se vuelve a revisar el nuevo algoritmo de multiplicacién en
base polinémica dado de forma general en la seccién 8.2, particularizado para
un AOP irreducible de grado m.
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8.3.1. Multiplicaciéon en base candnica

Cuando se utiliza un AOP irreducible como polinomio generador del campo
GF(2™), se observa que la matriz F definida en 8.6 viene dada como

111 -+ 11
01 1 -+ 11
001 - 11

F = (8.8)
000 -~ 11
000 - 01

por lo que la matriz K definida en 8.5 tiene la forma [ISF02]

m—1
K(x,) = (XX, + X0, D xwh) (8.9)
=0

Esta matriz K se puede descomponer en la suma de dos matrices m x m, Ky
v Ko, K = K; + K5, dadas de la siguiente forma

0 0 cee 0 0
CQm—l CQm—l e CQm—l CQm—l
CQm—Z) CQm—Q e CQm—Q CQm—Z)
K, = . . . . (8.10)
€Q, €y e CQ,y €y
CQl CQI v CQ1 CQI
€1 CQppn Coy CQq
CQps CQpz """ Cay 0
K - chf?m CQm74 e 0 chfl 8 11
2 — CQ CQ e CQ CQ ( . )
m—4 m—>5 m—1 m—2
CQyp 0 e CQs CQ,

donde los términos cq, son las coordenadas de x con respecto de €). De la
estructura dada para las matrices K; y Ks, se observa que K; es una matriz
con sus m columnas idénticas y que K5 es una matriz de Hankel.

Si la matriz K se descompone en la suma de estas dos matrices, se tiene
entonces que la ecuacion 8.7 del producto § = « - x en la base canonica €2
generada por un AOP toma la siguiente forma

0 = a6 -K(x,) = a6 (K1 +Kz) = af - Ky + a5 - Ks (8.12)
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Se puede observar que las expresiones de las coordenadas del producto ob-
tenidas en la ecuacion 8.12 vienen dadas en forma de sumas de productos.
También se puede comprobar que estas expresiones son iguales a las obte-
nidas utilizando otros algoritmos similares de multiplicacién en base canénica
[KS98][HKO00][ZP01]. La diferencia radica en que a partir de la ecuacién 8.12 se
puede deducir otra forma (el método transposicional) de calcular las coordena-
das del producto, de modo que las expresiones de estas coordenadas se pueden
reescribir en una forma diferente basada en la agrupacion y comparticion de
subexpresiones.

Como se comprobard posteriormente en los resultados experimentales, la
descripcion del multiplicador utilizando este nuevo método produce compleji-
dades menores cuando se utilizan plataformas reconfigurables para la imple-
mentacion.

8.3.1.1. Meétodo transposicional de multiplicacién

A partir de la estructura de la matriz K; dada en 8.10, se puede observar
que el producto o5K; es un vector con todos sus componentes idénticos e
iguales a la suma de productos ag,cq,, , + ag,ca,, » + *++ + aq,, co,, que
es el producto interno del vector of, y cualquier vector columna de la matriz
K,. Llamamos a este producto interno P,, 1, ya que es la suma de m — 1
términos producto (de hecho, se puede considerar como el producto interno
de dos vectores de longitud m — 1). Por lo tanto, la i-ésima coordenada del
producto 0 = « - x vendra dada por

do, = Pm-1+ (06K2)m—1- (8.13)

coni=0,1,...,m—1,y donde (a,K2); es la j-ésima coordenada de of,Ka.

Para poder dar una expresiéon para el célculo de ahKs y de esta forma
establecer un nuevo método de multiplicacion en base candénica basado en el
algoritmo de multiplicacion introducido en la seccion 8.2 y particularizado para
un AOP en la subseccién 8.3.1, se utiliza la notacion usada en teoria de grupos
para las permutaciones y que se recuerda en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5 Se desea calcular la 8* coordenada de o, Ko sobre el campo finito
GF(2'%). Se puede comprobar que esta octava coordenada viene dada por

t
(QQKz)g = QpCy + ai1Cy + a3Cq + a,Cg + asCy + agCe + a7Cy + agcCy + a9C3

que es, a su vez, el producto interno de los vectores de coordenadas de o vy
X representados en la base candnica 2 por (ag,aq,as, a4, as, ag, ar, ag, ag) Yy
(¢1, €0, €9, €8, C7, Co, C5, Ca, C3), donde se omiten los subindices Q) por claridad.
Los términos producto a;c; se pueden representar entonces por la permutacion

01 34567289
109876 5 43
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donde la fila superior contiene los subindices de las coordenadas de o que se
multiplicardn por las coordenadas de x cuyos subindices se encuentran en la
fila inferior de la permutacion.

Comenzando por el simbolo 0 de la fila superior, se observa que la per-
mutacion lleva el 0 al 1, que representa el producto agc,. A continuacion nos
fisjamos en el siquiente simbolo de la fila superior, que es el 1, y se observa que
la permutacion lleva el 1 al O (producto aicy), con lo que se cierra un ciclo
y que lo escribimos como (0,1). Este ciclo representard la suma (agc; + aico)
en nuestra notacion. A continuacion se selecciona algin otro simbolo de la fila
superior, por ejemplo el 6. La permutacion lleva el 6 al 6, obteniéndose el ciclo
(6) que representa el producto agce.

Continuando de esta forma, se encuentran los ciclos (3,9), (4,8) y (5,7).
Se puede escribir finalmente la permutacion del ejemplo por medio de los ci-
clos (0,1)(3,9)(4,8)(5,7)(6). La octava coordenada del producto atb,Xs para
este ejemplo serd la suma de los términos x;; = (aic; + a;c;) y rp = (agcy)
representados por los 2-ciclos (i,j) y por los 1-ciclos (k), respectivamente.

Los 2-ciclos (i, j) se conocen en teoria de grupos como transposiciones. 0

Utilizando la notacién dada en el ejemplo 5, se introducen las funciones
EC! (para valores de i pares) y OC™ (para valores impares de i) que pro-
porcionan los ciclos de la permutacion correspondiente a los valores de ¢ y m,
y que vienen dadas por las siguientes expresiones [[SF02]

() k=%t

i=1.2,.... (2 4+ —(i+1
ECP"=1{ (1) {] 2o e) m i) (8.14)
p=(i+j); r=(m—j)
(h,l) h=0,1,...,2—1; I=(i—h—1); h>0
(k) k=1
=1,2,..., (2 4+ 2 (41
ocr ={ (p,r) {j 2 (54 50— (i) (8.15)
p=(i+yj); r=(m—j)
(h,l) h=0,1,....,5 —~1; I=(G(—-h—-1); h>0

2

Definiendo las funciones E; y O; como la suma de los términos z;; y
representados por los ciclos dados por las funciones EC™ (para valores pares
de 7) y OCI™ (para valores de i impares), respectivamente, se observa que el
producto interno P, 1 definido anteriormente es P, 1 = Eog.

A partir de la estructura de la matriz Ko dada en 8.11, se observa que
la primera columna de K coincide con el vector de coordenadas invertidas
X Por lo tanto, uno de los componentes del vector producto o}, Ko sera el
producto interno de los vectores ol y Xg,» que vendra dado por la suma de

productos of, 'X;) = ag,cq,,_, + 0q,Cq,,_, + -+ aq, _,Cq,- Llamamos a este
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producto interno P, que, a su vez, también se puede representar por medio
de los ciclos de una permutacién. Para ello, se define una nueva funcién MC™
que proporciona los ciclos de la permutacion correspondiente al valor de m de
la siguiente forma [ISF02]

Mem = (o)

y se define la funcién M como la suma de los términos z;; representados por
los ciclos dados por la funcién MC™, obteniéndose finalmente que el producto
interno P, = M.

De la definicién de las funciones EC™ y OCI", se puede observar que el
nimero total de ciclos dados por cada una de ellas, para un valor determinado
de 4, es igual a % (se debe recordar que se estan considerando valores de m
pares, ya que estos son los valores para los que un AOP es irreducible, como se
vio al comienzo de la seccién 8.3). Esta observacién también es valida para la
funciéon MC™. Se puede comprobar esta propiedad en el ejemplo 5 en el que
se daba la octava coordenada del producto para el campo GF(2'°) y donde se
obtuvieron los cinco ciclos (0,1)(3,9)(4,8)(5,7)(6).

Se pueden establecer finalmente las nuevas expresiones generales para el
calculo de las coordenadas del producto d = a.- x en la base candnica €2 dadas
por la ecuacién 8.13, utilizando las funciones E;, O; y M y asumiendo que

estas funciones operan con las coordenadas de 'y x en €2, como [ISF02]

j=0,1,2,....(% —1)

= () (8.16)

O;.1 @ par
do, =Eo+ ¢ Eii1 i impar, i #m —1 (8.17)
M 1=m—1

Al método dado por la ecuacién 8.17 se le denomina método transposicional
porque se basa en el calculo de los 1-ciclos y de los 2-ciclos (transposiciones).

Las expresiones de las coordenadas del producto obtenidas con el método
transposicional (ecuacién 8.17) estdn dadas en forma de sumas de productos
y coinciden con las obtenidas utilizando el nuevo algoritmo de multiplicacion
(ecuacién 8.12), pero con sus términos producto colocados en posiciones dife-
rentes dentro de las sumas de productos. Esta ordenacién diferente es debida a
las funciones E;, O; y M, ya que tienden a agrupar las coordenadas de entrada
por medio de los términos x;; = (a;c; + a;c;) y &x = (aycy) representados por
los 2-ciclos (i,7) y por los 1-ciclos (k), respectivamente. Esta agrupacion de
términos producto es la que hace que la herramienta de sintesis reconfigurable
realice mejores optimizaciones de drea, como se comprobara posteriormente en
los resultados experimentales. También se observa que la ecuacién 8.17 es mas
simple y mas general que la ecuacion 8.12, porque las coordenadas del produc-
to se pueden obtener calculando unicamente los ciclos dados por las ecuaciones
8.14, 8.15 y 8.16 para los valores de m e ¢. Ilustramos el nuevo algoritmo de
multiplicacién y el método transposicional a través del siguiente ejemplo.



AOPs irreducibles f(z) = 2™ + 2™t +---+z+1 8.3 171

8.3.1.2. Ejemplo de multiplicacién sobre GF(2%)

Sea la base canénica Q = {1, w, w? w?} generada por un AOP irreducible de
grado 4, sean «, d,y € GF(2%) y sean agq,dq, X,, sus vectores de coordenadas

(ag, ar, az, as)', (do,dy,da, ds)' y (co, ¢1, 2, ¢3)', Tespectivamente, con respecto
de €). Entonces, el producto § = «a - x se puede calcular utilizando el nuevo
algoritmo de multiplicacién dado en la seccién 8.2 (y particularizado para un

AOP en la subseccién 8.3.1) como sigue:

1. Se representa x en la base triangular A, obteniéndose
X\ = (c3, ¢34 €2, 02 + €1, ¢1 + o)’

2. Se construye la matriz de Hankel de X ,» obteniéndose

C3 C3+Co C2+cp ¢+
H(X ): C3+Co Cc2+cp ¢+ Co
ZA Co+c1 ¢+ Co C3
1+ ¢ Co C3 3+ Co

3. Se construye la matriz K(x, ), obteniéndose

C3 Cy C1 Co
K(X ) . c3+c c3+cp c3+cg C3 .
A Co+cC C9+ ¢y Co C3 + Co
c1 + ¢ C1 cs+c1 o+
0 0 0 0 C3 Cg C1 (g
C3 C3 C3 C3 Co C1 (g 0
+ = K1 + K2
Cy Cy9 Co Co9 C1 Cg 0 C3
ci €1 C1 Co 0 C3 Co

4. Las coordenadas (invertidas) de d, se calculan realizando el producto de
af, por (K; + Ka), obteniéndose finalmente

do = a1C3 + asCy + asCy + agCy + AsC3 + a3Co

d1 = @a1C3 + AoCy + asCy + QgC1 + a1Cy + a3Cs (8 18)
d2 = @a1C3 + AoCy + a3Cy + AgC2 + A1C1 + AoCq )

d3 = @a1C3 + aeCy + asCy + QgC3 + A1Co + A9C1 + A3Cq

Se puede comprobar que las expresiones de las coordenadas del producto
dadas en la ecuacién 8.18 coinciden exactamente (con los términos producto
escritos en el mismo orden) con las expresiones obtenidas por otras aproxima-
ciones similares encontradas en la literatura [KS98][HKO00][ZP01].
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A continuacién utilizamos el método transposicional dado por la ecuacién
8.17 para la obtencién de las coordenadas del producto 6 = a - x. En este
ejemplo el campo de Galois es GF(2%), con lo que el valor de m serd 4. Se
tendréan que calcular, por lo tanto, los ciclos dados por las funciones ECg3, OC{,
ECj, OC3 y MC* utilizando las ecuaciones 8.14, 8.15 y 8.16, obteniéndose
que ECj = (2)(1,3), OC = (0)(2,3), EC3 = (3)(0,1), OC3 = (1)(0,2) ¥
MC* = (0, 3)(1,2). Ahora se pueden calcular las funciones Eqg, Oy, Eg, O3 y
M, respectivamente, como la suma de los términos x;; y x; representados por
estos ciclos:

EO = X9+ I3 = Qa9Cy + (Clng + ClgCl)
01 = X + T93 = a9 + (0263 + 0362)
Ez = I3+ To1 = asC3+ (CloCl + alco) (819)
03 = I + T2 = aic + (0062 + CEQCO)
M = o3 + T12 = (a063 + 0360) + (0162 + 0261)
Utilizando la ecuacion 8.17 se obtiene finalmente:
d() = E() + 01 = Q2Cy + (Cl103 + Cl301) + apcy + (ClQCg + ClgCQ)
d1 = E() + Ez = Qa9Cy + (Cl103 + Cl301) + azcs + (Cl()Cl + CllC()) (8 20)
d2 = E() + 03 = (a9Cy + (0103 + 0301) + aicq + (0062 + CEQCO) )
d3 = E() +M = asCo + (0103 + 0301) + (0003 + 0360) + (0162 + 0261)

Las expresiones de las coordenadas dadas en la ecuacién 8.20 son iguales
que las expresiones calculadas en 8.18, pero reescritas de forma diferente: ha
habido una reordenacion dada por la agrupaciéon de los términos producto
en las sumas de productos que determinan cada coordenada d;. También en
la ecuacién 8.20 se puede observar claramente la comparticion entre todas las
coordenadas de la subexpresion ascs 4 (aic3+azer) determinada por el término
Ey. Por otra parte, se tiene que para el calculo de las ecuaciones obtenidas en
8.20 unicamente ha sido necesario conocer el tamano del campo finito (dado
por m) y aplicar la ecuacién 8.17.

8.3.1.3. Arquitectura paralela

Se puede extraer facilmente la arquitectura paralela del multiplicador en
base canoénica obtenido utilizando el nuevo algoritmo de multiplicacion o el
método transposicional aplicado a un AOP irreducible, examinando las expre-
siones dadas por sus ecuaciones correspondientes. Se pueden distinguir de esta
forma los siguientes médulos:

e Un médulo PI,, que realice el producto interno de dos vectores de lon-
gitud m usado para el cdlculo del término (a5Ks)g. Este término es, en
realidad, el producto interno P, definido anteriormente y que correspon-
de a la funcién M en el método transposicional.
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e m mobdulos PI,,,_1 que realicen el producto interno de dos vectores de
longitud m — 1:

» m — 1 médulos utilizados para el calculo de los términos (abKa)i,
(abKa)g, ...y (hK2)m 1. En el método transposicional, se tiene que
(Q6K2)1 = Om-1, (QEKz)Q =Em_2, ..., (Q?}K2)m—l = 0.

= 1 médulo usado para el cdlculo del término Py, ;1 definido anterior-
mente y que en el método transposicional corresponde a Py, 1 = Eq.

e Un médulo sumador Add utilizado para realizar la suma de P, 1 con los
m términos (ah,Kz)o, (@hK2)1, ..., (@4K2),, 1, obteniéndose las salidas
del multiplicador dg,, dq,,...,dq,,_,-

e También existiran unos médulos de reordenacion R (deducidos facilmente
de la estructura de las matrices K; y Kj3) que tienen como entradas
las coordenadas de los operandos agq,, ag,,.--,aq,,_, Y Cags CQys- - - €O,y
y cuyas salidas se llevan a las entradas de los moédulos que realizan el
producto interno (PI,,_1 y PL,,).

En la figura 8.1 se muestra el diagrama de bloques de la arquitectura parale-
la correspondiente al multiplicador en base candnica propuesto, donde aparecen
los médulos de reordenacién (R), los mdédulos que realizan el producto interno
de vectores de longitud m — 1 (PI,, 1) y de longitud m (PI,,), y el médu-
lo sumador (Add) cuyas salidas constituyen el resultado de la multiplicacién
(coordenadas del producto).

(8gs+-@m-1)  (Cgse-sCpn-n)

e iaTeeslainlie I Tl =l
- - 1 . o
Ly 0l l Ly 0l
Pl | Pyl | Pl | = Pl | Pl
Eo O1 E2 m-1 M
T T I |

oo >
wd § = F &

v v v v

dO dl ......... dm_2 dm-l

Figura 8.1: Arquitectura paralela del multiplicador en base candnica.
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8.3.1.4. Anadlisis tedérico de complejidad

Ahora consideramos la complejidad tedrica del multiplicador en términos
del niimero de puertas AND y XOR necesarias (consumo de drea) y en términos
de retardos de puerta (retardo total del multiplicador). Para ello, consideramos
las complejidades de cada uno de los médulos constituyentes del multiplicador
canénico paralelo de la siguiente forma [ISF02]:

e Un moédulo PI,,, que realiza el producto interno de dos vectores de lon-
gitud m, genera los términos producto en paralelo utilizando m puer-
tas AND vy, posteriormente, sumando los productos parciales utilizando
un arbol binario de m — 1 puertas XOR. La profundidad del arbol bi-
nario XOR serd [logs(m — 1)], por lo que el retardo de este mddulo
serd Tanp + [loga(m — 1)|Txor, donde Tanp vy Txor representan los
retardos de las puertas AND y XOR, respectivamente.

e Un modulo PI,, ; que realiza el producto interno de dos vectores de
longitud m — 1 utiliza m — 1 puertas AND y un arbol binario de m — 2
puertas XOR. El retardo de este mdédulo serd Tayp + [loge(m —1)|Txor-

e El moédulo sumador Add utilizara m puertas XOR en paralelo y, por
tanto, su retardo sera T'xog.

e Los médulos de reordenacién R no tienen coste de puertas ni de retardo.

Por lo tanto, el coste tedrico total en nimero de puertas del multiplicador
paralelo en base candnica es de m + m(m — 1) = m? puertas AND y de
(m—1)+m(m—2)+m = m?—1 puertas XOR, mientras que el retardo teérico
total es Tanp+[loga(m —1)|Txor+Txor = Tanp+ (14 [loga(m—1)])Txor-

En la tabla 8.1 se muestran las complejidades teéricas obtenidas utilizando
nuestros algoritmos y las obtenidas por otras aproximaciones similares en-
contradas en la literatura, para un multiplicador paralelo en base candnica
generado por un AOP (existen otros métodos de multiplicacién sobre AOPs
[Leo01] que reducen el nimero de puertas, pero a costa de un incremento en
el retardo de puertas XOR).

#XOR #AND Retardo
[IT89] m?+2m | m?+2m+1 | Tanp + [logam + logz(m +2)|Txor
[HWB92] || m? 4+ m — 2 2 Tanp + (m + [loge(m — 1)))Txor
[KS98] m?—1 2 Tanp + (2 + [loga(m — 1)])Txor
[HK00] m? —1 m? Tanp + (1 + [loga(m — 1)])Txor
[ZP01] m? —1 2 Tanp + (1 + [loga(m — 1)])Txor
Ntra.Ap. m?—1 2 Tanp + (1 + [loga(m — 1)) Txor

Tabla 8.1: Comparacién de complejidades tedricas de multiplicadores candnicos.
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De los resultados mostrados en la tabla 8.1, se observa que las complejida-
des tedricas obtenidas usando nuestras aproximaciones (Ntra.Ap. en la tabla)
igualan los mejores resultados obtenidos con otros métodos similares, sin em-
bargo, la ventaja del método transposicional se encuentra cuando se eligen
plataformas reconfigurables para la implementacién del multiplicador, como
se observa en los resultados experimentales que se muestran a continuacion.

8.3.1.5. Resultados experimentales

Como se concluyd en el capitulo 7, la complejidad tedrica de los multiplica-
dores vista anteriormente y dada en la tabla 8.1 no proporciona una prediccién
exacta del consumo de area ni del retardo cuando se realizan implementaciones
reconfigurables. Para comprobar el mejor comportamiento del método transpo-
sictonal con respecto de otras aproximaciones similares dadas en la literatura
cuando se utiliza hardware reconfigurable, se han realizado implementaciones
de varios multiplicadores en base candnica generados por AOPs sobre dispo-
sitivos FPGAs y CPLDs. Para ello, se han utilizado las expresiones 8.17 para
describir los multiplicadores por medio del método transposicional y las ecua-
ciones 8.12 para describir los multiplicadores por otros métodos. Como ya se
mencion6 en la subseccion 8.3.1, el nuevo algoritmo de multiplicacion propues-
to en la misma y descrito por la ecuacion 8.12 proporciona expresiones iguales
a las obtenidas utilizando otros algoritmos similares de multiplicacién canéni-
ca [KS98][HKO00][ZP01]. En estas expresiones, las coordenadas del producto
aparecen en forma de sumas de productos de los operandos de entrada sin
que estos métodos determinen ninguna agrupacion de los términos producto
ni ninguin tipo de comparticion de subexpresiones. El método transposicional
si que proporciona expresiones en las que aparecen términos producto agrupa-
dos (obtenidos de los 1-ciclos y de los 2-ciclos) y donde se indican las subex-
presiones que se pueden compartir (si existen) entre las distintas coordenadas.
Para el caso de los AOPs se da tanto la agrupacién de términos producto como
la comparticion de la subexpresion Eqg. En el capitulo 9 se veran ejemplos de
trinomios irreducibles para los que no existe comparticion de subexpresiones.

Se ha empleado Xilinz Foundation F2.1¢ y se han realizado descripciones
en VHDL de los multiplicadores paralelos utilizando las ecuaciones anterior-
mente mencionadas para los dos métodos usados. Para la implementacién de
los multiplicadores sobre FPGAs, se han utilizado los campos finitos GF(2™)
generados por AOPs con m = 4, 10, 12, 18, 28 y 36, y se han utilizado los
dispositivos 4013XLPQ160 pertenecientes a la familia XC4000XL. Asimismo,
las métricas del rendimiento utilizadas para la realizacién de las comparaciones
han sido las mismas que las utilizadas en el capitulo 7, es decir, el niumero de
CLBs (area) y el retardo mdzimo combinacional (tiempo) expresado en nano-
segundos. Como estamos interesados en la comparacién de drea, la sintesis se
realiz6 usando optimizaciéon para Area con un nivel de esfuerzo High.
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En la tabla 8.2 se muestran los resultados experimentales obtenidos [ISF02]
para los campos seleccionados utilizando las expresiones dadas por el nue-
vo algoritmo de multiplicacién (y, por tanto, las expresiones dadas por otros
métodos similares) y las obtenidas con el método transposicional. También se
muestra el nimero total de CLBs y el retardo total obtenido para todos los
multiplicadores implementados por cada uno de los dos métodos.

Otros métodos Transposicional

CLBs | Ret. Max (ns) || CLBs | Ret. Max (ns)
GF(2Y) 6 14.7 5 14.8
GF(2'9) 40 25.0 37 25.8
GF(2'?) 54 27.3 53 28.6
GF(2'®) 116 33.0 106 36.8
GF(228) 281 45.3 259 43.0
GF(2%6) 454 51.7 428 55.1
Total 951 197.0 888 204.1

Tabla 8.2: Resultados experimentales de multiplicadores candnicos sobre campos
generados por AOPs utilizando FPGAs.

De los resultados mostrados en la tabla 8.2, se observa que la implementa-
cion de los multiplicadores utilizando la aproximacion transposicional consume
un menor nimero de CLBs que si se utiliza el nuevo algoritmo de multiplica-
cion y, por tanto, que si se utilizan otros métodos de multiplicacién similares
[KS98][HK00][ZP01]. Considerando el nimero total de CLBs consumidos por
cada método para todas las implementaciones, se tiene que el método transpo-
sicional consume un 6.6 % menos de CLBs que las otras aproximaciones. Los
mejores resultados se obtienen para los campos GF(2*), GF(2'®) y GF(2%) en
los que la reduccién del nimero de CLBs utilizando el método transposicional
es de un 16.6 %, 8.6 % y 7.8 %, respectivamente. Con respecto al maximo retar-
do combinacional se obtiene que, considerando los retardos totales de ambos
métodos, la aproximacion transposicional produce implementaciones un 3.6 %
mas lentas que los otros métodos, pero esto seria debido a que en los experi-
mentos realizados se han establecido optimizaciones para drea, no para tiempo.

La explicacién de la reduccién del nimero de CLBs obtenida con el méto-
do transposicional seria la siguiente. Uno de los tipos de FPGAs disponible
comercialmente es la FPGA basada en LUT (look-up table), en la que los re-
cursos programables son controlados por celdas RAM [Xil92]. En este tipo de
FPGAs, cada CLB contiene al menos una de estas tablas de bisqueda (LUT),
donde una LUT puede implementar cualquier funcién Booleana cuyo niimero
de variables no exceda la restriccion hardware en el nimero de entradas dada
por un valor k. Las herramientas automaticas tipicas de diseno con FPGAs
realizan, en primer lugar, una reduccion de la complejidad de la red Booleana
del circuito que se desea implementar. Para ello, la herramienta de optimi-
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zacion légica encuentra equivalentes algebraicos de las expresiones Booleanas
de forma que se minimice el numero de literales de la red. A continuacién,
la herramienta de mapping transforma la red en una red equivalente en la
que el numero de entradas de cada puerta sea igual o menor que k, porque
una puerta légica con mas de k entradas no se puede realizar con una sola
k-LUT. Por lo tanto, las puertas con un menor nimero de entradas se pueden
incluir facilmente en una LUT y pueden incrementar la posibilidad de que la
herramienta de mapping obtenga una mejor solucién [KLO1].

En este sentido, la descripcion del multiplicador utilizando el método trans-
posicional ayuda a las herramientas automaticas debido a que proporciona ya
en la descripcién de alto nivel agrupaciones de términos producto por me-
dio de los 2-ciclos (i,j) y de los 1-ciclos (k) que determinan los términos
r;j = (a;c; + ajc;) v v = (agcy), respectivamente. Es decir, permite la for-
macion de grupos de dos puertas AND de dos entradas y una puerta XOR
de dos entradas que se pueden realizar facilmente con una LUT, por lo que
la herramienta de mapping reconfigurable puede realizar una mejor optimi-
zacién para drea [KLO1] incluyendo dentro de un mismo CLB términos w;;
y/o x que estén relacionados. Por lo tanto, esta técnica de agrupacion parece
constituir un buen método cuando se utilizan plataformas reconfigurables co-
mo las FPGAs basadas en LUT (como la familia XC4000XL utilizada en los
experimentos) para la implementacién de los multiplicadores.

Para comprobar si el método transposicional sigue presentando un mejor
comportamiento que las otras aproximaciones cuando se utiliza otra platafor-
ma reconfigurable distinta, se ha realizado la implementacién de los multipli-
cadores sobre CPLDs para los campos de Galois GF(2™) generados por AOPs
con m = 4, 10, 12 y 18. Los CPLDs seleccionados han sido los dispositivos
X(C95288XV, pertenecientes a la familia XC9500XV, y las descripciones de los
multiplicadores se han realizado en VHDL. La métrica del rendimiento utili-
zada para la complejidad espacial ha sido el numero de macroceldas (MCs)
empleadas, mientras que la métrica de complejidad temporal utilizada ha sido
el retardo de propagacion (pad to pad propagation delay) Tpp. El estilo de op-
timizacion seleccionada en este caso ha sido una optimizaciéon de area balanced.
En la tabla 8.3 se muestran los resultados obtenidos utilizando el nuevo algo-
ritmo de multiplicacién (otros métodos similares) y el método transposicional.

De los resultados mostrados en la tabla 8.3, se observa que la implementa-
cion sobre CPLDs de los multiplicadores utilizando el método transposicional
consume un menor niumero de macroceldas (MCs) que si se utilizan otros méto-
dos de multiplicacién similares [KS98][HK00][ZP01]. Considerando el nimero
total de MCs consumidos por cada método para todas las implementaciones,
se tiene que el método transposicional consume un 12.8 % menos de MCs que
las otras aproximaciones. El mejor resultado obtenido corresponde al campo
GF(2'®), en el que la reduccién del nimero de MCs es de un 17.8 %. Unicamen-
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Otros métodos Transposicional
MCs | Ret. Tpp (ns) || MCs | Ret. Tpp (ns)
GF(2%) 10 9.8 9 9.1
GF(2'9) 59 17.3 o7 15.9
GF(2"?) 89 24.1 79 20.7
GF(2'8) | 213 38.4 | 175 17.3
Total 367 89.6 320 63.0

Tabla 8.3: Resultados experimentales de multiplicadores canénicos sobre campos
generados por AOPs utilizando CPLDs.

te para el campo GF(2'%) se obtiene un mayor niimero de MCs utilizando el
método transposicional (3.6 % mayor). Con respecto al retardo de propagacion,
también se obtienen mejores resultados utilizando la aproximacion transposi-
cional. Para el retardo total de las implementaciones, nuestro método es un
29.7 % mas rapido, obteniéndose incluso un mejor caso para GF(2'®) en el que
la reduccién del retardo es de un 55 % con respecto de los otros métodos.

La arquitectura de los CPLDs es distinta de la arquitectura de las FPGAs,
pero al igual que en estas, el método transposicional produce una reduccién del
nimero de macroceldas utilizadas en los CPLDs. Esta reducciéon seria debida
a que la agrupacion de términos producto generada por los 1-ciclos y 2-ciclos,
ayuda a las herramientas de sintesis a la ubicacion de los términos producto en
las macroceldas de los blogques funcionales, de tal forma que el nimero total de
macroceldas utilizadas se vea reducido. Por lo tanto, esta técnica de agrupacion
parece constituir un buen método de construccion de multiplicadores canénicos
sobre AOPs para cualquier plataforma reconfigurable que se utilice.

8.3.2. Multiplicacion en base normal é6ptima de Tipo 1

Como se vio en el capitulo 7, una base N = {¢,¢2,¢%,...,¢?"7'} es una
base normal de GF(2™) sobre GF(2), donde ¢ € GF(2™) y m es el grado
del polinomio generador. También en el capitulo 7 se introdujeron las bases
normales optimas, en las que se cumple que para todo 0 < 4y # iy < m — 1,
existen 7j1, jo tales que (2127 = (2" 4 (%, siendo ( el generador de la base.

Sea m~+1 un primo p y sea 2 primitivo médulo p (es decir, el orden multipli-
cativo de 2 médulo p es m), y supéngase también que  es una raiz primitiva
(m + 1)-ésima de la unidad. Entonces, los m conjugados distintos de { son
también raices primitivas (m + 1)-ésimas de la unidad y constituyen una base
normal dptima de Tipo I [Men93], con elemento generador ¢, de forma que

N={¢ ¢, ., ={¢ ¢, ™ (8.21)

y en donde se observa que (¢* = ("' € N, 1 < i < m, y que ((™ = 1. También
se observa que ¢ es una raiz del polinomio 2™ 4+ 2™ ' +--- 4+ 2 + 1.
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Se vio anteriormente que un AOP es irreducible si y sélo si m + 1 es primo
y 2 es primitivo médulo m + 1. Por tanto, una raiz ( de un AOP irreducible
verifica la propiedad ("™*! =1, es decir, ¢ es una raiz primitiva (m + 1)-ésima
de la unidad. Por lo tanto, se concluye que un N-polinomio generador de una
base normal dptima de Tipo I es también un AOP [Men93] y que la raiz de un
AOP irreducible es un elemento generador de dicha base.

La base dada en la ecuacién 8.21, {(,¢%,¢3,...,(™}, se puede considerar
como una version desplazada de la base candnica, por lo que se pueden utilizar
los métodos vistos en la subseccion anterior de multiplicacién en base candnica
para su aplicaciéon a la multiplicacion en base normal cuando se utiliza un AOP
irreducible como polinomio generador del campo.

Sea I' = {70,71,--»Ym-1} = {(,3...,(™}. Un elemento o € GF(2™)
representado en la base base normal optima de Tipo I se puede convertir a
su representacion en la base canonica desplazada utilizando simplemente una
permutacion de las coordenadas de a con respecto de la base normal N. Si ar, y
ay, representan las coordenadas de o con respecto de I' y N, respectivamente,

.z _ m—1 2t m—1 i+1 .
entonces la conversién a = Z.i:(’ an,C* = Y05 ar,¢"t se puede realizar
utilizando la permutacién definida por

r i yoaomey = 0N 1=0,1,...,m—1 (8.22)

Utilizando los hechos anteriores, se puede realizar la multiplicacién en base
normal dptima de Tipo I sobre el campo finito GF'(2™) generado por un AOP
irreducible de la siguiente forma.

8.3.2.1. Algoritmo de multiplicacion en base normal

Sean «,0,x € GF(2™) y sean gN,QN,XN sus vectores de coordenadas,

respectivamente, en la base normal N. Entonces, el producto § = « - y se
puede realizar utilizando el siguiente algoritmo [KS98]:

1. Se convierten los operandos « y x representados en la base normal 6ptima
de Tipo I como ay y X - respectivamente, a la base candnica desplazada
[' utilizando la permutacién dada en la ecuaciéon 8.22, obteniéndose los
vectores de coordenadas ar y Xpo respectivamente.

2. Se realiza la multiplicacion en base candnica desplazada de ar 'y Xp utili-
zando los algoritmos dados en la subseccion 8.3.1 con algunas modificacio-
nes, obteniéndose el vector de coordenadas del producto § representado
en la base candnica desplazada (Jy).

3. Se convierte el resultado de la multiplicacién, dp, a la base normal 6ptima
de Tipo I realizando la inversa de la permutaciéon dada en 8.22, obte-
niéndose finalmente 0 .
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La multiplicacién en base candnica desplazada se puede realizar utilizando
los mismos algoritmos vistos en la subseccién 8.3.1 (el nuevo algoritmo de
multiplicacion y el método transposicional), pero con algunas modificaciones
deducidas de las diferencias existentes entre la base candnica 2 y la base
canonica desplazada I'. Los operandos de entrada a dichos algoritmos seran
ar y Xp (paso 2 del algoritmo de multiplicacién en base normal éptima de
Tipo I dado anteriormente), y el resultado obtenido serd Jr., por lo que las
modificaciones a realizar en los algoritmos introducidos en la seccion 8.2 y en
la subseccién 8.3.1 serdn las siguientes:

e FEl célculo del vector de coordenadas de y en la base triangular A utili-
zando el vector de coordenadas Xp (paso 1 del nuevo algoritmo de mul-
tiplicacion en base candnica dado en la seccién 8.2), se realiza utilizando
la expresion x, = T - Xy donde la matriz T’ es de la forma

0
0
0

1
t

0
0
0

1
t
to

0
0
0

t
ta
l3

0
1
t

1
t
ta

t
to
t3

(8.23)

siendo t; = Zg;g fm—j+iti, para 0 < j < m y con t, = 1. Para un
AOP, se vio en la seccién 8.3 que el coeficiente £; = 1, mientras que
t2:t3::tm20

e Las matrices m x m K; y Kz definidas en la subseccién 8.3.1 (ecuaciones
8.10 y 8.11, respectivamente) vendran dadas en la multiplicacién en base
canonica desplazada como
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donde los términos cr, son las coordenadas de x con respecto de I'. Al
igual que ocurria en las ecuaciones 8.10 y 8.11, K7 es una matriz con sus
m columnas idénticas y K5 es una matriz de Hankel.

e Todas las consideraciones realizadas en el método transposicional siguen
siendo validas para la multiplicacion en base candnica desplazada uti-
lizandose, en este caso, las matrices K; y K5 definidas anteriormente en

las ecuaciones 8.24 y 8.25. Ademas, empleando las funciones EC™, OC™

1
y MC™ definidas en las ecuaciones 8.14, 8.15 y 8.16, respectivamente,
y utilizando las funciones E;, O; y M también definidas en el método
transposicional, se tiene que las expresiones generales para el calculo de
las coordenadas del producto 6 = « - x en la base candnica desplazada T’

utilizando el método transposicional vienen dadas por

E; ¢ par

O; ¢ impar (8.26)

donde los términos dr, son las coordenadas de ¢ con respecto de I'.

8.3.2.2. Arquitectura paralela y analisis de complejidad

La arquitectura paralela del multiplicador en base normal éptima de Tipo [
construido utilizando el algoritmo dado anteriormente (con las modificaciones
resefiadas) se extrae realizando las mismas consideraciones que en el apartado
8.3.1.3 para el multiplicador canénico y se utilizan, por lo tanto, los mismos
moédulos que en dicho multiplicador. Las unicas diferencias con respecto del
multiplicador en base canoénica son:

e Inclusion de modulos de reordenacion, utilizados para la conversion de
representacion de base normal a base canonica desplazada de los operan-
dos de entrada (paso 1 del algoritmo de multiplicacién en base normal) y
para la conversion de representacién del producto de base canonica des-
plazada a base normal (paso 3 del algoritmo de multiplicacién en base
normal). Estos mddulos realizan la permutacion dada en la ecuacion 8.22
y su permutacion inversa, respectivamente.

e Modificacién de las interconexiones de los médulos en el multiplicador
de base candnica desplazada (paso 2 del algoritmo de multiplicacién en
base normal éptima de Tipo I), que se deducen facilmente a partir de los
cambios introducidos anteriormente en 8.24, 8.25 y 8.26.

En la figura 8.2 se muestra el diagrama de bloques de la arquitectura pa-
ralela correspondiente al multiplicador de base candnica desplazada, donde se
pueden observar las modificaciones realizadas en las conexiones de los distintos
modulos con respecto del multiplicador en base canénica de la figura 8.1.
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Figura 8.2: Arquitectura paralela del multiplicador en base candnica desplazada.

Con respecto de las complejidades tedricas espacial (ntimero de puertas
AND y XOR) y temporal (retardo expresado en retardos de puertas AND
y XOR) del multiplicador en base normal éptima de Tipo I, se observa que
ambas complejidades son idénticas a las complejidades respectivas obtenidas
para el multiplicador en base candnica dadas en el apartado 8.3.1.4, ya que
se utilizan los mismos moédulos en ambos multiplicadores. Como se ha men-
cionado anteriormente, las unicas diferencias existentes se encuentran en las
interconexiones de los distintos moédulos y en la inclusién de nuevos médulos
de reordenacion que realizan las conversiones de base normal a base canonica
desplazada para los operandos de entrada y de base candnica desplazada a
base normal para la conversion del producto. Sin embargo, ninguna de estas
modificaciones introduce complejidad adicional al multiplicador, ni en nimero
de puertas ni en retardo. Por lo tanto, las complejidades teodricas espacial y
temporal del multiplicador en base normal optima de Tipo I son las mismas
que las calculadas para el multiplicador en base canénica, es decir, m? puertas
AND, m? — 1 puertas XOR y Tanp + (1 + [loga(m — 1)])Txor-

En la tabla 8.4 se muestran las complejidades teéricas obtenidas utilizando
nuestra aproximacioén (Ntra.Ap.) y las obtenidas por otros métodos similares
[OMS86][HWB93][KS98] encontrados en la literatura, para un multiplicador pa-
ralelo en base normal generada por un AOP irreducible. Al igual que en el caso
de la multiplicacién en base candnica, existen otros métodos de multiplicacion
normal sobre AOPs irreducibles [Leo01] que reducen el nimero de puertas,
pero a costa de un incremento en el retardo de puertas XOR.
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#XOR #AND Retardo
[OMS6] 2m? —2m | m? | Tanp + (1 + [loga(m — 1)])Txor
[HWB93] || m? -1 m? | Tanp + (1 + [loge(m — 1)) Txor
[KS98] m? —1 m? | Tanp + (2 + [loga(m — 1)) Txor
Ntra.Ap. m? —1 m? Tanp + (1 + [loga(m — 1)) Txor

Tabla 8.4: Comparacién de complejidades tedricas de multiplicadores en base normal.

Se observa en la tabla 8.4 que las complejidades tedricas obtenidas usando
nuestra aproximacion igualan los mejores resultados obtenidos con otros méto-
dos similares, sin embargo, la ventaja del método transposicional se presenta
cuando se realizan implementaciones sobre plataformas reconfigurables, como
se muestra a continuacion.

8.3.2.3. Resultados experimentales

Se ha realizado la implementacién sobre dispositivos FPGA de multiplica-
dores en base normal utilizando el algoritmo de multiplicacién en base normal
optima de Tipo I dado en el apartado 8.3.2.1 (en el que la multiplicacién en
base candnica desplazada se ha realizado usando el método transposicional) y
utilizando el método dado por Ko¢ y Sunar en [KKS98]. Para ello, se ha utili-
zado Xilinz Foundation F2.1i y se han realizado descripciones VHDL de los
multiplicadores paralelos utilizando ambos métodos para los campos finitos
GF(2™) generados por AOPs irreducibles con m = 4, 10, 12, 18, 28 y 36. Los
dispositivos utilizados han sido los 4013XLPQ160 pertenecientes a la familia
XC4000XL y la sintesis se realizé utilizando optimizacion para Area con nivel
de esfuerzo High. Asimismo, las métricas del rendimiento utilizadas han sido
las mismas que en experimentos anteriores, es decir, el niumero de CLBs y
el retardo mdximo combinacional. Los resultados experimentales obtenidos se
muestran en la tabla 8.5.

Ko¢ & Sunar Transposicional

CLBs | Ret. Max (ns) || CLBs | Ret. Max (ns)
GF(2Y) 6 14.5 6 15.4
GF(2'0) 39 28.9 37 27.2
GF(2'?) 54 28.6 53 29.4
GF(2'%) 103 37.6 107 35.0
GF(2%) 271 45.1 260 44.0
GF(23) 458 46.9 429 50.6
Total 931 201.6 892 201.6

Tabla 8.5: Resultados experimentales de multiplicadores normales sobre campos ge-
nerados por AOPs utilizando FPGAs.
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De los resultados mostrados en la tabla 8.5, se observa que la implementa-
ci6én de los multiplicadores en base normal sobre campos G F'(2™) generados por
AOPs utilizando la aproximacion transposicional consume un menor numero
de CLBs que si se utiliza un método similar dado por Ko¢ y Sunar en [KS98].
Considerando el nimero total de CLBs consumidos por cada método para to-
das las implementaciones, se observa que el método transposicional consume
un 4.2 % menos de CLBs, obteniéndose los mejores resultados para los campos
GF(2%) y GF(2'°) con unas reducciones en el nimero de CLBs del 6.3 % y del
5.1 %, respectivamente. También se observa que ambos métodos proporcionan
los mismos retardos totales, a pesar de que la sintesis se realizo estableciendo
optimizacion para drea, no para tiempo.

8.3.3. Comparacion de los multiplicadores

La conclusién mas importante que se extrae de la comparacién de los dos
tipos de multiplicacién considerados (candnica y normal dptima de Tipo I)
es la igualdad de complejidad tedrica (tanto espacial como temporal) que se
obtiene en ambos tipos de multiplicacién. Se vio en el capitulo 7 que los multi-
plicadores en base normal eran los de mayor complejidad de entre los tres tipos
de multiplicadores estudiados (candnicos, normales y duales). De ahi la impor-
tancia que el algoritmo de multiplicacién en base normal dado en el apartado
8.3.2.1 tiene para la obtenciéon de multiplicadores normales de complejidad re-
ducida. Ademas, este algoritmo permite transferir las mejoras obtenidas en la
multiplicacién candnica a la multiplicacion en base normal cuando se utilizan
AOPs irreducibles como generadores del campo finito.

Con respecto de la utilizacion del método transposicional frente a otras
aproximaciones similares encontradas en la literatura, se observa que las com-
plejidades tedricas obtenidas por el método transposicional igualan las mejores
complejidades espaciales y temporales obtenidas por esos otros métodos. Esta
igualdad se obtiene tanto en la multiplicacién canénica como en la multiplica-
cién en base normal.

Sin embargo, esta igualdad tedrica de complejidades no se refleja en las
implementaciones realizadas sobre plataformas reconfigurables como FPGAs
o CPLDs. Los resultados experimentales obtenidos con FPGAs para los mul-
tiplicadores en base candnica han mostrado una reduccién promedio del 6.6 %
(con mejoras méaximas del 16.6 %) en cuanto al nimero de CLBs utilizados
frente a los multiplicadores implementados utilizando otros métodos, mientras
que usando CPLDs la mejora promedio ha sido de un 12.8 % (con una mejora
méxima del 17.8 %) en el consumo de MCs. Con respecto a los retardos, nues-
tro método ha sido un 3.6 % mas lento que los otros métodos cuando se han
utilizado FPGAs, mientras que con CPLDs nuestro método fue un 29.7 % maés
rapido (con un valor maximo del 55.0 %) que las otras aproximaciones, a pesar
de que las optimizaciones se realizaron para drea, no para tiempo.
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En cuanto a los resultados experimentales obtenidos en las implementacio-
nes sobre FPGAs de los multiplicadores en base normal, la mejora promedio
obtenida por el método transposicional ha sido algo mas reducida que la obte-
nida en los multiplicadores candnicos, situdndose en un 4.2 % con una mejora
maxima del 6.3%, mientras que nuestro método obtuvo retardos promedio
idénticos a los obtenidos con otras aproximaciones.

8.4. Conclusiones

En este capitulo se ha presentado un nuevo método de multiplicacion en
base candnica sobre campos de Galois GF'(2™) al que se le ha denominado
método transposicional. Este nuevo método se basa en el calculo de 1-ciclos y
2-ciclos (transposiciones) que permiten realizar la agrupacidn y comparticion
de subexpresiones comunes existentes entre las coordenadas del producto.

El método transposicional se extrae a partir de un nuevo algoritmo de mul-
tiplicacion en base polinémica, basado en la utilizacion de una base triangular
de representacion, que depende del polinomio irreducible generador del cam-
po finito seleccionado. Ademas, todo el desarrollo y formulaciéon del método
transposicional se ha realizado a partir de la aplicacion del nuevo algoritmo
de multiplicaciéon en base candnica a los AOPs irreducibles, obteniéndose ex-
presiones que determinan las coordenadas del producto de dos elementos de
cualquier campo de Galois generado por dichos polinomios.

Se ha realizado el anélisis de complejidad tedrico (espacial y temporal) de
los multiplicadores construidos usando el método transposicional, obteniéndo-
se complejidades iguales a las mejores encontradas en la literatura. Asimismo,
la utilizacién de AOPs irreducibles como polinomios generadores del campo
finito ha permitido aplicar el método transposicional a la multiplicaciéon en
base normal optima de Tipo I, pudiéndose obtener de esta forma multiplica-
dores normales cuyas complejidades tedricas espaciales y temporales igualan
a las complejidades de los multiplicadores canénicos. Este hecho es muy im-
portante, dada la elevada complejidad tedrica (vista en el capitulo 7) de los
multiplicadores normales frente a los candnicos o duales.

Se ha comprobado que la descripcion de un multiplicador proporcionada por
el método transposicional conlleva una reduccion de complejidad experimental
cuando se utiliza hardware reconfigurable para la implementacién. Este hecho
se ha constatado realizando implementaciones de numerosos multiplicadores
utilizando las descripciones proporcionadas tanto por el método transposicio-
nal como por otros métodos dados en la literatura. En todos los experimentos
realizados, nuestro método ha obtenido reducciones de drea (nimero de CLBs
o MCs) y, en algunos casos también de tiempo, para los multiplicadores imple-
mentados, independientemente del tipo de multiplicacién realizada (candnica o
normal) y del tipo de plataforma reconfigurable utilizada (FPGAs o CPLDs).
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La reduccion de area obtenida con nuestro método transposicional en la
implementacion de multiplicadores sobre FPGAs basadas en LUT se debe a
que las agrupaciones de términos producto producidas por los 2-ciclos y los
1-ciclos permiten la formacion de grupos de dos puertas AND de dos entradas
y una puerta XOR de dos entradas que pueden ser facilmente realizables con
una LUT, por lo que la herramienta de mapping reconfigurable puede realizar
una mejor optimizacién para area. Esto es debido a que las puertas con un
menor numero de entradas se pueden incluir facilmente en una LUT y esto
incrementa la posibilidad de que la herramienta de mapping obtenga mejores
soluciones [KLO01]. En este sentido, la descripcién del multiplicador utilizando
el método transposicional ayuda a las herramientas automaticas debido a que
proporciona, ya en la descripcion de alto nivel, dichas agrupaciones. Aunque
los CPLDs tienen una arquitectura diferente de las FPGAs, se pueden hacer
consideraciones similares con respecto del método transposicional y su ayuda
a las herramientas automaticas en la ubicacién de los términos producto entre
las diferentes macroceldas cuando se utiliza este tipo de dispositivos reconfigu-
rables para la implementacion. Por lo tanto, esta técnica de agrupacion dada
por el método transposicional parece constituir un buen método cuando se
utiliza cualquier tipo de plataformas reconfigurables para la implementacion
de los multiplicadores sobre GF'(2™).

En el siguiente capitulo se amplia el estudio a la utilizacién del método
transposicional para la multiplicacién en base canénica sobre campos de Galois
generados por distintos tipos de trinomios irreducibles.



Capitulo 9

Método transposicional aplicado
a trinomios irreducibles

En este capitulo se aplica el método transposicional a la multipli-
cacion en base candnica de elementos pertenecientes a campos de
Galois GF(2™) generados por determinados trinomios irreduci-
bles. La utilizacion de este método produce para ciertos trinomios
una reduccion tedrica de la complejidad de los multiplicadores,
mientras que para todos los trinomios estudiados se obtienen re-
ducciones experimentales de complejidad cuando se utilizan dis-
positivos reconfigurables para su implementacion.

En el capitulo anterior se introdujo el método transposicional de multipli-
cacion, basado en el calculo de 1-ciclos y 2-ciclos que determinan la agrupacion
y comparticion de subexpresiones de las coordenadas de los elementos del cam-
po de Galois GF(2™) a multiplicar. Este método se defini6 utilizando AOPs
como polinomios irreducibles generadores del campo finito, obteniéndose tanto
agrupaciones de términos producto como la comparticion de una subexpresién
entre las distintas coordenadas. Para los AOPs, el método transposicional no
obtuvo reducciones de complejidad tedricas, aunque si experimentales cuando
se emplearon plataformas reconfigurables para la implementacion.

En este capitulo, el método transposicional se aplica a la multiplicacion en
base candénica sobre campos GF'(2™) generados por ciertos tipos de trinomios
irreducibles. Estos polinomios fueron mencionados en el capitulo 7 por ser
generadores de campos de Galois para los que se obtenia una reduccién en la
complejidad de los multiplicadores que operan sobre dichos campos.

La utilizacién del método transposicional con trinomios irreducibles pro-
duce no sélo la agrupacion de términos pertenecientes a las coordenadas del
producto, sino que también permite (para varios de los trinomios estudiados)
la comparticion de un cierto nimero de subexpresiones comunes a dichas coor-

187



188 Capitulo 9. Método transposicional aplicado a trinomios irreducibles

denadas que produce una reduccién tedrica de la complejidad de los multipli-
cadores, en comparacién con los mejores casos encontrados en la literatura.
Asimismo, la implementacion reconfigurable paralela de estos multiplicadores
produce también una reduccién ezperimental de las complejidades para todos
los trinomios irreducibles considerados.

9.1. Trinomios irreducibles

En el capitulo 7 se mencionaron los trinomios irreducibles f(x) = a™+z"+1
como un tipo especial de polinomios para los que se obtenian simplificaciones
en determinadas multiplicaciones sobre campos de Galois. Por este motivo, se
ha realizado un estudio para ciertos tipos de trinomios irreducibles.

El calculo del producto d en una base canodnica €2 de dos elementos « y ,
0 = «-x, pertenecientes a un campo finito generado por un trinomio irreducible
se puede realizar utilizando el algoritmo de multiplicacién introducido en la
seccién 8.2. En este algoritmo, es necesaria la construcciéon de las matrices T
(definida en la ecuacién 8.3), H, F y K para la obtencién de las coordenadas
del producto en forma de sumas de productos. Se puede observar que cuando se
utilizan trinomios irreducibles f(r) = x™+2"+1 como polinomios generadores
del campo, la matriz F dada por la ecuaciéon 8.6 presenta tunicamente dos
términos f; no nulos, correspondientes a los coeficientes f,, y f, del polinomio
distintos de cero. Asimismo y como ya se mencionoé en la seccién 8.2, se observa
que la matriz K definida en la ecuaciéon 8.5 se puede descomponer en la suma
de una serie de matrices cuyo nimero dependera de los valores de m y n
correspondientes a los coeficientes distintos de cero del trinomio irreducible
utilizado. Esta descomposicién de la matriz K en una suma de matrices m x m
se realiza de la siguiente forma

K=Ko+ > K; (9.1)

=1

donde 7 = [2=1 y donde la matriz Ko es comun a cualquier trinomio irredu-

cible seleccionado. La forma de K es la siguiente

CQm—l CQm—Z) e CQI CQO
CQ,n CQppg " CQq CQ,pq
€z CQpg "0 €y CQus
Ko = v N v v (9.2)
CQl CQO e CQ3 692
CQo CQpr "7 CQ, co,

donde los términos cq, son las coordenadas de x con respecto de €2y donde se
observa que Ky es una matriz de Hankel.
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De la descomposicién dada en la ecuacion 9.1, se observa que para cualquier
trinomio f(z) = 2™ + 2™ + 1 existe, al menos, una matriz K; cuya forma
se muestra en la ecuacién 9.3 (donde se ha eliminado el subindice 2 en los
términos cq, por claridad) y que presenta varias particularidades. La primera
de ellas es que la columna n-ésima de esta matriz (numeradas de la columna 1
a la m, de derecha a izquierda) tiene todos sus elementos nulos, observandose
que coincide el indice de esta columna con el indice del coeficiente no nulo f,
(distinto de f,,) del trinomio irreducible seleccionado. Asimismo, también se
puede considerar que esta n-ésima columna nula divide a la matriz m x m en
dos submatrices formadas por las m —n columnas situadas a la izquierda de la
columna nula y por las n — 1 columnas situadas a su derecha, respectivamente.
Denotamos a la submatriz izquierda de dimensién m x (m —n) como I y a la
submatriz derecha de dimensién m x (n — 1) como Dy, de forma que la matriz
K; se puede representar como K; = (I3|Dy). Se puede observar que tanto la
submatriz I; como la Dy estan formadas por el desplazamiento sucesivo de
sus columnas menos significativas (numeradas de derecha a izquierda en orden
creciente comenzando en el indice 1) una fila hacia abajo con insercién de cero
en la fila superior. También se observa que la columna mas significativa de Iy
estd formada por m — n ceros en las filas superiores y por n filas no nulas que
contienen coeficientes c¢;, mientras que la columna menos significativa de Dy
estd formada por m — n + 1 filas nulas y por n — 1 filas con coeficientes c;.

m n 1
0 0 0 |0 O 0 0
0 0 c¢pe1|0] O 0 0
0 Cm—1 Cm—2 0 0 0 0
0 Cm—2 Cm—3 0 0 0 0
0 “r Cpao Cpy1 |00 o -- 0 (9.3)
Cm-1 **° Cnt1 Cp |0 0 0 ‘e 0
Cm—2 e Cn Cn—1 0 0 0 e Cm—1
n n-1
Cm—n+1 - C3 Co 0 0 Cm—1 """ Cm—n42
Cm—n Tt Co C1 0 Cm—1 Cm—-2 " Cm—n+1
m-n n-1
La existencia de matrices Ko, Ks, ..., en el sumatorio dado en la ecuacién

9.1 dependerd de la posicién de la n-ésima columna nula (es decir, del valor de
la potencia no nula, n, distinta de m y de 0 del trinomio) en la matriz dada
en la ecuacién 9.3 como se determina a continuacién.
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Partiendo de la matriz K; dada en la ecuacion 9.3, se verifica que exis-
tird una matriz Ko = (Iz|D3) en la descomposicién de K dada en la ecuacién
9.1 si la columna m4s significativa de I; presenta n > 1 términos ¢; no nulos.
La construccion de las submatrices I y Do se realizard a partir de Dy de la
siguiente forma:

e Si m < 2n — 1, entonces existird una matriz Kg (cuya construccién se
realizard de manera andloga a la de Ko y a partir de ésta) y la submatriz
I, estard formada por las m — n primeras columnas de Dy (referidas de
derecha a izquierda), mientras que las 2n — m — 1 restantes columnas
de D, constituiran las primeras columnas de Ds. Las restantes m — n
columnas de Dy se completaran con columnas nulas.

e Sim > 2n—1, entonces Ky serd la iltima matriz existente en el sumatorio
dado en la ecuacion 9.1, no existiendo, por tanto, matrices adicionales Kj,
j > 2. La submatriz I, estara formada por las n — 1 columnas de Dy,
mientras que las m — 2n + 1 columnas restantes de I (si hubiese) se
completaran con columnas nulas. En este caso, Dy sera una submatriz
con todos sus elementos nulos.

En general, se puede establecer que para un matriz K; = (I;|D;), con
subindice 7 > 2, como la mostrada en la ecuacién 9.4, se verifica que si la
columna (m — n)-ésima de I; presenta un nimero h > 1 de coeficientes ¢; en
sus filas inferiores, entonces existird una matriz Kj;1 = (I;11|Dj41) en la que
la construccién de las submatrices Ij;1 y Dj;q se realiza a partir de Dj de la
siguiente forma:

e 5i h —1>m — n, entonces I;;; estard formada por las primeras m —n
columnas de Dj, mientras que las restantes h — 1 — m + n columnas de
D; constituiran las primeras columnas de Dj;q, completada con m — h
columnas nulas. En este caso, existird otra matriz K; 2 construida de
forma analoga a Kj1.

e Si h —1 < m — n, entonces las primeras h — 1 columnas de la submatriz
I; ;1 serdn las h —1 columnas no nulas de D; completada con m—n—h+1
columnas nulas (si fuese necesario), mientras que D;,q tendrd todas sus
columnas nulas. En este caso, no existird otra matriz Kj 2 ni matrices
sucesivas.

Como el nimero de matrices Kj, j > 2, existentes en el sumatorio dado en
la ecuacién 9.1 depende del valor de la potencia n-ésima no nula del trinomio
irreducible f(z) = 2™ + 2™ 4+ 1 seleccionado, se podran distinguir una serie
de trinomios especiales que tendran un nimero determinado de matrices en el
sumatorio de descomposicién de la matriz K. En posteriores secciones de este
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capitulo se estudiara el método transposicional de multiplicacién aplicado a
estos diferentes tipos de trinomios irreducibles.

m n 1
0 0 0 010 0 0
0 0 0 010 0 0
0 0 0 010 0 0
0 0 cm-1 |0]0 0 0
0 Cm—1 Cm—2 0|0 0 0
: (9.4)
0 T Cn+2 Cn41 0
Cm—1 - Cn+1 Cn 00
Cm—9 - Cn Cn—1 O O e O [N Cm—1
h h-1
Cm—h ' Cpn—ht2 Cn—h41 0o[o0 --- Cm—-1 ' Cm—h+1
m-n h-1

Una vez descompuesta la matriz K segin la ecuacion 9.1 en una suma de
7+ 1 matrices, 7 = [;’::m, y utilizando el algoritmo de multiplicacién dado en
la seccion 8.2, se tiene entonces que el producto § = « - y en la base canodnica

Q) generada por un trinomio irreducible se calcula por medio de la expresion

5 =ah-K(x,) =ah- Ko+ > Ki)=0h Ko+ +af-K, (95)

=1

donde las coordenadas del producto ¢ vienen dadas en forma de sumas de
productos de las coordenadas de los operandos de entrada oy x. A partir de la
ecuacién 9.5 y al igual que se hizo en la seccién 8.3 para los AOPs irreducibles,
se pueden establecer las expresiones generales para el cédlculo del producto
utilizando el método transposicional a través de la agrupacion y comparticion
de subexpresiones comunes.

9.2. Meétodo transposicional de multiplicacién

La ecuacion 9.5 establece que las coordenadas del producto § se calculan
realizando la adicién de los vectores ohK; (1 = 0,1,...,7), donde los vecto-
res ahKo v o5 K siempre aparecen en dicha suma, independientemente del
trinomio irreducible seleccionado.

La matriz K definida en la ecuacion 9.2 consta de m columnas formadas
por las rotaciones sucesivas del vector de coordenadas en €2 del elemento del
campo Yy, mientras que las matrices Ky y K; (j = 2,3,...,7) dadas en las
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ecuaciones 9.3 y 9.4, respectivamente, estan formadas por desplazamientos
sucesivos del vector de coordenadas de x. Asimismo, se puede comprobar que
los componentes de los vectores abKq y abK; (7 = 2,3,...,7) estan formados
por sumas de productos que también aparecen entre los componentes del vector
abKp. Por lo tanto, es posible determinar subexpresiones comunes agrupadas
en forma de sumas de productos y extraidas de los componentes del vector
ab Ko, de forma que su comparticién permita la reduccién de la complejidad
del multiplicador.

El método transposicional de multiplicacién, aplicado a trinomios irreduci-
bles, utiliza la notacién introducida en la seccién 8.3 para el caso de los AOPs,
en la que se determinaban 1-ciclos (k) y 2-ciclos (i, ) por medio del célculo
de ciertas funciones. Estos ciclos (k) e (i, j) representaban términos producto
x = (agcx) y sumas de términos producto z;; = (a;c;+a;c;), respectivamente,
cuya adicién permitia calcular las coordenadas del producto de dos elementos
del campo. En el caso de los trinomios irreducibles, estos ciclos y las funciones
que los determinan se deducen completamente del vector ab, K.

A continuacion se introducen las funciones que proporcionan los ciclos
correspondientes a determinados valores de los parametros ¢ y m, y que agru-
pamos en funcién de su dependencia o no de m y en funcién de los valores
pares o impares de i de la siguiente forma:

e Funcion independiente del pardmetro m y vélida para valores de 7 pares:

ECjo = (h, 1) h:(],l,...,%—l;l:(i—h—l); h>0  (9.6)

e Funcién independiente de m y valida para valores de ¢ impares:

0C,={ ) k=15 (9.7)
7Y (b)) h=0,1,...., 5  ~1;1l=(Gi—h—1); h>0 '

e Funciones dependientes de m y validas para valores de i pares o impares:

EC oSBT 21+ [2)—(i+1)  (98)

i1 — ] =41 4,..., %—f—% —’i—|— .
(p.7) {pzum; r=(m—j)

ocu=wn {3245 T e

De estas definiciones, se observa que las funciones EC;; y OCj; calculan
los ciclos en funcién del parametro m, donde m puede tomar valores pares o
impares, a diferencia de las funciones EC™ y OC{" dadas en las ecuaciones
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8.14 y 8.15, respectivamente, que unicamente eran validas para valores de m
pares (donde los AOPs son irreducibles). También se observa que las funciones
EC;o y OCjg estan incluidas en las ecuaciones 8.14 y 8.15, respectivamente. En
estas ecuaciones de EC{™ y OC{", también se pueden identificar las funciones
EC;; y OC;;, respectivamente, con la modificacion indicada de ser validas
para valores pares e impares de m. Por ultimo, se puede comprobar que la
funcion EC;q, particularizada para ¢ = m, coincide con la funcién MC™ dada
en la ecuacion 8.16 para un AOP.

Las funciones EC;q, OC;o, EC;; v OCj; que calculan los 1-ciclos y 2-ciclos
para valores dados de i y m, son las que determinan la agrupacion de subex-
presiones caracteristica del método transposicional por medio de la definicién
de las funciones Ejg, Ojo, Ej1 v Oj1 que realizan la suma de los términos xj y
x;; representados por los ciclos dados por dichas funciones EC;o, OC;, ECjq
y OC;y, respectivamente. Asimismo, se cumple que las subexpresiones dadas
por las funciones E;; y Oj; constituyen los componentes de todos los vectores
abK; (i =1,2,3,...,7), por lo que su comparticién permite la reduccion de
la complejidad del multiplicador, como se vera posteriormente. Es importante
senalar que para multiplicaciones realizadas sobre campos de Galois generados
por determinados tipos de trinomios irreducibles, la comparticién de subex-
presiones es mayor que la que se obtiene en las multiplicaciones sobre campos
generados por AOPs irreducibles.

Se ha mencionado anteriormente que en el sumatorio dado en la ecuacion
9.5 para el calculo de las coordenadas del producto siempre aparecen, al me-
nos, los vectores abKo y ab, K1, independientemente del trinomio irreducible
seleccionado. Ademads, tanto la composicién del vector o, K3 como el niimero
y composicién de los vectores abK;j (j =2,3,...,7, con 7 = [;’;—:}J) que apa-
recen en dicho sumatorio dependera del tipo de trinomio irreducible utilizado,
como se verd posteriormente. Sin embargo, la composicién del vector of,Kg es
comun a cualquier trinomio seleccionado.

Utilizando las funciones E;q, Ojo, Ej1 v Oj1 anteriormente definidas, se pue-
den dar las siguientes expresiones que permiten el cdlculo de los componentes
i-ésimos (i = 0,1,...,m — 1) del vector a4, Kq y en las que se distinguen los
casos para valores del parametro m pares e impares.

e Valores de m pares:

O(m-ij0 + Em-i-11 L impar

(anKo)i = E(mi)o+{ (_)(m—i—l)l zﬁag, i #0 (9.10)

e Valores de m impares:

Em-10 + Em-i—1)1 i impar

(a6Ko)i = Om_ijo +{ (_)(mfifl)l Zﬁaga i 70 (9.11)
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Se vio anteriormente que la matriz Ky definida en la ecuaciéon 9.2 estaba
formada por las rotaciones sucesivas del vector de coordenadas en ) del ele-
mento del campo y, mientras que las matrices K1 y K; (j = 2,3,...,7) dadas
en las ecuaciones 9.3 y 9.4, respectivamente, eran los desplazamientos sucesivos
del vector de coordenadas de x. Por este motivo, los vectores abh Ky y abK;
(1 =2,3,...,7) estan formados ezclusivamente por sumas de funciones Ej; y
O;1 que se encuentran entre los componentes del vector af,Ko.

A continuacién se dan las expresiones para el calculo de los componentes
del vector o4 K, en las que también se distinguen los casos para valores pares
e impares de m y donde se define el parametro A como A =m — n.

e Valores de m pares:

( E(atm-g+nn z iﬁ (i par y A impar) o

(¢ impar y A par)

Ea—+1)n <A
(K1) = ¢ (9.12)

(_)((A““)*(i”))l 2 i ﬁ (i impar y A impar) o

(1 par y A par)

[ Oa-g+)n i<A
e Valores de m impares:

( 113<<A+m)—<i+1)>1 2 iﬁ (i par y A impar) o

O(Af(i+1))1 1< A (Z immpar y A par)

(a6K1)i = 4 (9.13)

(_)((A+m)_(i+1))1 2 i ﬁ (i impar y A impar) o

(1 par y A par)

[ Ea-+)n i<A

En estas ecuaciones 9.12 y 9.13 se tiene que ¢+ = 0,1,...,m — 1. Tam-
bién se observa que aparecen unicamente las funciones E;; y Oj1, como ya se
menciond anteriormente.

Se pueden establecer también las expresiones que permiten el calculo re-
cursivo de los componentes de los vectores abhKj (j = 2,3,...,7 = [Z£H]),
independientemente del valor del parametro m, de la siguiente forma:

trey ) — i€ {AA+1,...,2A} modm
(aoKj)i = { (@6 Kj—1)(i—a)ymoam @ & {AA+1,...,2A} mod m (9.14)
donde i =0,1,...,m—1 y donde el calculo de los vectores se realiza a partir del

conocimiento de of,K;. También se tiene que la recursién se detendra cuando
se obtenga un vector a,K; con todos sus componentes nulos (representado
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por el simbolo — en las ecuaciones 9.10 a 9.14) el cual, légicamente, no se
considerara. Se puede comprobar que el tltimo vector no nulo es el of, K, con
subindice 7 = [2£1], como se vio en la ecuacién 9.1.

A partir de las ecuaciones 9.10 a 9.14, se pueden establecer las expresiones
generales de calculo de las coordenadas del producto d en base candnica 2
de dos elementos o'y x, 0 = « - X, usando el método transposicional para
trinomios irreducibles generadores del campo GF(2™). Estas expresiones se

determinan a partir de la ecuacion 9.5 de la forma

da, = (@6 Ko)m-1-i + (@6K1)m1-i + > (K m-1-i (9.15)
j=2
donde 7 = 0,1,...,m — 1 y donde los términos dg, son las coordenadas del

producto 0 con respecto de la base candnica €).

El niimero y la composicién de los vectores que aparecen en el sumatorio
dado en la ecuacién 9.15 dependera del tipo de trinomio utilizado. Por es-
te motivo, a continuacién se realiza el estudio del método transposicional de
multiplicacién en base canonica para diferentes trinomios irreducibles, estable-
ciéndose las ecuaciones particulares que el método determina para cada uno
de esos trinomios. También se realiza el analisis de complejidad tedrico de los
multiplicadores construidos con dicho método y se muestran los resultados ex-
perimentales obtenidos de las implementaciones reconfigurables paralelas sobre
dispositivos FPGA.

9.3. Trinomios irreducibles f(z) = 2z™ + 2™ ! +1

Cuando el trinomio irreducible generador del campo finito es de la forma
m—1

f(x) = 2™+ 2™ " 41 se tiene que el pardmetro 7 = [22] = [2=L] =m — 1
(A =1), por lo que la descomposicién de la matriz K dada en la ecuacién 9.1
esta formada por la suma Kg + Kq; + -+ -+ K1,

Este hecho también se puede deducir de la estructura de la matriz Ky dada
en la ecuacién 9.3 (segin se vio al comienzo de la seccién 9.1) de la siguiente
forma. Para este tipo de trinomios, la columna nula se encuentra en la posicién
m—1 de Ky, por lo que I; consta de una columna con m—1 coeficientes no nulos
mientras que Dy tiene m — 2 columnas no nulas. Por este motivo, existira una
matriz Ko = (I3|D3), donde Iy estara formada por la primera columna de Dy
y donde las primeras columnas de Dy son las m — 3 restantes columnas de
Dy, junto con una ultima columna nula. Asimismo, si se cumple que m > 3,
existird una tercera matriz K que se construird de forma similar a Ko (se
observa, por tanto, que la descomposicion de K para los trinomios irreducibles
flx) =2*+x+1y f(x) = 2° + 2% + 1 estd formada por 2 y 3 matrices,
respectivamente). Continuando de esta forma y utilizando las consideraciones
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hechas para las matrices K; dadas en la ecuacion 9.4, se obtiene finalmente
que el numero total de matrices adicionales a Kg en el sumatorio dado en la
ecuacién 9.1 es de m — 1. Por lo tanto, el trinomio f(z) = 2™ + 2™ 1 + 1 es
el que presenta la mayor descomposicién de la matriz K de entre todos los
trinomios irreducibles.

A partir de las expresiones generales de las coordenadas dg, del producto
0 dadas en la ecuacion 9.15 y usando las ecuaciones 9.10 a 9.14 que calculan
las coordenadas de los vectores ahKo, ab Ky y ohK; (j = 2,3,...,7) utili-
zando exclusivamente las funciones E;q, Ojo, E;1 v Oj1, se dan a continuacién
las ecuaciones que permiten el calculo de las coordenadas dg, del producto a
partir de dichas funciones utilizando el método transposicional para trinomios
irreducibles y donde, al igual que en casos anteriores, se hace distincion entre
valores del parametro m pares e impares.

Las coordenadas del producto ¢ para valores de m pares vienen dadas por
las expresiones

;

m—2 m—2
(E(i+1)0 +O0i1) + Z E;; + Z O;1 t impar
j=i1+A j=i+ A
(par) (impar)
m—2 m—2
Z Ej + Z Oj1 ipar
do; = % (OG0 + Ein) + ¢ j=i+a j=i+A (9.16)
(par) (impar)
— 1=m—2
m—2 m—2
(EmO)+ZEj1+ ZOJI 1=m—1
j=0 j=0
L (par) (impar)

mientras que las coordenadas para valores impares de m son

(

m—2 m—2
(O(i+1)0 +0i) + Z O;1 + Z E; it par
j=i+A j=i+A
(par) (impar)
m—2 m—2
Z O;1 + Z E;1 v impar
in = % (E(i+1)0+Ei1)+ j=i+A J=i+A (9'17)
(par) (impar)
— 1=m—2
m—2 m—2
(Omo) + Oj1 + Z E;; i=m—1
j=0 i=0
(par) (impar)
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donde 7 =0,1,...,m—1y donde los términos entre paréntesis son los propor-
cionados por el vector o5 Kg (en los que aparecen las funciones Esg, Ojo, Ei1 ¥y
O;1), mientras que los sumatorios corresponden a términos suministrados por
los vectores ab K1y apK;j (j =2,3,...,m — 1) en los que tnicamente apare-
cen las funciones E;; v Oj1. La agrupacion y comparticion de estos términos
permitird (como se verd en un analisis posterior) reducir la complejidad del
multiplicador construido utilizando este método transposicional.

A continuacion se presenta un ejemplo de multiplicacién sobre el campo
finito GF(2°) en el que se muestran las agrupaciones y comparticiones a realizar
para la reduccién de la complejidad final del multiplicador.

9.3.1. Ejemplo de multiplicacién sobre GF(2°)

El producto 6 de dos elementos a y x pertenecientes al campo GF(2°)
generado por el trinomio irreducible f(z) = 2% + z° 4+ 1 se puede calcular
utilizando las expresiones anteriormente definidas. Para este trinomio, se tiene
que el parametro A = 6 —5 = 1, por lo que la descomposicién de la matriz K
se convierte en este caso en la sumade 1 +7 =1+ [%} = 6 matrices dadas
de la siguiente forma:

K=K)+K;+K;+Ks+Kys+ K

5 =
Cy C4 C3 Co C1 (g 0 0 0 0 0 0
Cy4 C3 Co9 C1 Cy Ch Cx 0 O 0 0 0
C3 C3 C Cy C5 C4 ca 00 0 0 c5
+ +
Cy €1 Cy C5 C4 C3 cs 0 0 0 ¢5 ¢4
€l Cy C5 C4 C3 Co ca 0 0 ¢5 ¢4 c3
Cop C5 C4y C3 Cy C cgp 0 ¢c5 ¢4 c3 o
0O 00 0 0 O 0 000 0 O
0O 00 0 0 O 0 000 0 O
cs 00 0 0 O i 0 000 0 O n (9.18)
cs 00 0 0 c5 cs 00 0 0 O
cs 00 0 ¢5 ca cs 00 0 0 c5
¢ 0 0 ¢5 ¢4 3 cs 00 0 ¢c5 ¢4
0O 00 0O0 O 0 00 0O0TO
0O 00 0O0 O 0 00 0O0O
0O 00 0O0 O 0 00 0O0TO
000000 | T o0oo00000
cs 00 0 0 O 0O 00 0O0O0
cs 00 0 0 cs cs 00 0 0O

donde los términos ¢; son las coordenadas de x en la base canénica y donde las
matrices Ko, K1 y Kj (j = 2,...,5) se construyen a partir de las ecuaciones
9.2, 9.3 y 9.4, respectivamente.
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Las ecuaciones 9.5 y 9.18 permiten calcular las coordenadas d; del produc-
to 0 en la base canodnica utilizando el algoritmo de multiplicacién dado en la
seccién 8.2. Sin embargo, de las sumas de productos obtenidas con este algorit-
mo no se deduce ni la agrupacion ni la comparticion de términos que produce
el método transposicional y que permiten la reduccion de la complejidad del
multiplicador. Los 1-ciclos y 2-ciclos obtenidos con este método se calculan a
partir de las ecuaciones 9.6 a 9.9 y estan determinados, para nuestro ejemplo
de GF(2°), por las funciones OC;9 = (0), ECy9 = (0,1), OC3z0 = (1)(0,2),
EC40 = (0,3)(1,2), OC50 = (2)(0,4)(1,3) y ECGO = (0, 5)(1,4)(2,3), Yy por
las funciones ECOI = (3)(1,5)(2,4), OCH = (2,5)(3,4), ECzl = (4)(3, 5),
OC31 = (4, 5) y EC41 = (5)

Las sumas de los términos representados por estos ciclos vienen dadas por
las funciones O19, E2¢, O30, E40, Os0, E¢o ¥ Eo1, O11, E21, Os1, Ey41, 1es-
pectivamente, obteniéndose

Ow = o = QoCo

Ex = 20 = (apcy + aico)

030 = X1+ Zgo = aic] + (Cl()CQ + CEQC()) (9 19)
E40 = X3 + 12 = (Cl()C3 —+ Clgc(]) —+ (Cl102 + CEQCl) )
Os0 = 7y +20a+213 = ascy + (agcs + asco) + (arcs + azer)

EGO = Zo5 + T4 + Tozg = (a0C5 + Cl5C(]) + (CllC4 + 0461) + (0263 + 0362)

Egl = XT3+ Ti5 + Ty = G3C3+ (CllC5 + Cl5Cl) + (GQC4 + a402)

011 = Xo5 + T34 = (Cl2C5 —+ Cl562) —+ (Cl364 + Cl463)

E21 = T4 + I35 = Q4Cy + (0365 + a503) (920)
Os1 = w45 = (a4cs + ascy)

Euq = 5 = a5Cs

donde los términos a; y ¢; son las coordenadas en la base candnica de los
elementos oy y de GF(25), respectivamente.

Se pueden también determinar los componentes de los vectores ohKy,
abKq y abK; (7 = 2,3,4,5) utilizando las ecuaciones generales 9.10, 9.12
y 9.14, respectivamente, para valores pares de m, obteniéndose:

a6Ko = (Ego, Os0 + E41, E4o + Og1, O30 + E21, Ezg + O11, O10 + Eqq)
Q&Kl = (E01, —,E41,031,E24, O11)

Q&Kz = (011; —,—, E41,03;,, E21) (9 21)
Q§K3 = (E217_:_7_:E41:O31) '
QEKAL = (031; T T Ty T E41)

Q&Kf) — (E417 Ty Ty Ty T _)

donde el simbolo — representa el componente nulo. Con los vectores dados
en 9.21 y utilizando la ecuacién general 9.15, se obtienen los componentes
del producto como sumas de términos agrupados por las funciones Ejq 1) y
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Oj(0,1) dadas anteriormente. Estos componentes se pueden calcular directa-
mente utilizando la ecuacion 9.16 que constituye el método transposicional de
multiplicacién para trinomios irreducibles del tipo f(z) = 2™ + 2™ 1 + 1.

En la tabla 9.1 se muestran las coordenadas del producto d para el trinomio
f(x) = 2% + 25 + 1, en donde se especifican los componentes de los vectores
ab Ko, ab Ky y obK; (7 =2,3,4,5), y donde la coordenada d; estara formada
por la suma de las funciones E;g,1) y Oj,1) existentes en la fila i-ésima.

En la tabla 9.1 también se muestra la propiedad de comparticion que pre-
senta la multiplicacion con este tipo de trinomio y que permite la reduccion de
la complejidad del multiplicador. Se observa que comenzando con la coordena-
da d,, o = dy, el término E4; perteneciente al vector af,Kq aparece en la suma
de términos de d3, cuya subexpresion (Og; + Ey41) también aparece en la suma
correspondiente a dy. Lo mismo sucede con la subexpresién (Egy + Ogy + Eq1)
que aparece en dy y en dy, asi como con (Oq1+Ea; + Oz1 +Ey4q) que pertenece
tanto a d; como a dy. Por tltimo, la subexpresién (Eg1+0O11+E2;+031+E41)
perteneciente a dy se repite también en la coordenada ds. Todo esto implica que
los términos mencionados se pueden construir una sola vez y pueden ser reutili-
zados en los distintos sumatorios que determinan las coordenadas del producto,
sin necesidad de volver a ser construidos. Esta comparticion de subexpresiones
es la que permite reducir la complejidad espacial del multiplicador, como se
vera en un analisis posterior. Teniendo esto en cuenta, se obtiene finalmente
que el numero de puertas necesarias para la construccién del multiplicador
sobre GF(2°) es de 36 puertas AND y de 35 puertas XOR.

ab Ko ab Ky || obKe || ohKs | oKy | ohKs

do || O10 ‘E01 10y Eq; O34 E41§‘ -
di || E2o ‘011 Eg; O3 E415’/ - -
dy | Oso ||E21 ||iO31 E415’/ - - -
ds | Eao ||Os1 E415’/ - - - -

dy | Oso ||Bail] - - - - -

ds || Eeo | - |Eo1 O11 E21 Os1 Eq1|

Tabla 9.1: Coordenadas d; del producto para la multiplicacién sobre GF(2°).

Esta forma de construccion de las coordenadas del producto también per-
mite la reduccion de la complejidad temporal del multiplicador por medio de
la utilizacion de un arbol hibrido de puertas XOR en el que los términos E;(q 1)
¥ Oj(0,1) se construyan usando un arbol binario de puertas XOR, mientras que
la suma de dichos términos se realice con un arbol lineal de puertas XOR de
la forma indicada en la tabla 9.1.
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Figura 9.1: Arbol lineal de puertas XOR que realiza la suma de los términos E;j0,1)
y Oj(0,1) para la construccion de la coordenada ds del ejemplo.

En la figura 9.1 se muestra este tipo de construccién para la coordenada
ds del ejemplo, que a su vez es la que presenta una mayor complejidad tanto
espacial como temporal. El mayor coste en nimero de puertas AND y XOR
utilizadas para ds (en comparacion con las empleadas por la coordenada dy) es
debido a que el término Egg esta formado por la suma de 6 términos producto,
mientras que el término O esta formado unicamente por un término producto
(véase la ecuacion 9.19). Asimismo, esta coordenada ds es, junto con dy, la que
tiene un mayor retardo debido a que presenta la mayor suma de términos E;q 1)
¥ Oj(0,1) de todo el multiplicador. El retardo viene dado por la suma de los
cinco términos (Eg; + O11 + Ea1 + O3y + Ey4y) comunes a ds y dyp, y su suma
con el término Egg. Teniendo en cuenta que Os; es la suma de dos términos
producto (ecuacién 9.20), se obtiene que el retardo total del multiplicador es
de 6 retardos de puertas XOR y de 1 retardo de puerta AND (Tynp+6Tx0r)-
También se observa que en este ejemplo existen dos caminos criticos dados
por la conexion de los términos Og; v E2; con la salida de ds y dy, por lo que
el retardo no viene determinado por la diferencia entre ds y dy (Ego y O1o,
respectivamente) sino por el término comiin (Eg; + O11 + Egy + Oz; + Eyq).

9.3.2. Anadlisis tedérico de complejidad

Las ecuaciones 9.16 (para m par) y 9.17 (para m impar) proporcionan las
coordenadas del producto § = - x en forma de sumatorios de términos Ej 1)
¥ Oj(o,1)- Para cualquier valor de m, se verifica que dichos sumatorios son de
la forma dada en la tabla 9.1 del ejemplo anterior, por lo que se puede utilizar
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el criterio de construccién visto en dicho ejemplo. Esta forma de construccién
determina que, comenzando con el término Ey_2)1 perteneciente al sumatorio
de la coordenada d,;,_2, E(m_2)1 se agrupe con el término Oy, _3); perteneciente
a dp,_3. Si a este grupo se le denomina Gy = E(;n_2)1 + O(m_3)1, se tiene que
la coordenada d,,_4 incluird en su sumatorio al grupo Gz = Gy + E(n_4)1, la
coordenada d,,_5 incluira al grupo Gz = Gz + O(m_5)1 y asi sucesivamente.
El dltimo grupo formado serd el Gy, 2 = Gy 3 + Eo1 (para valores de m
pares) o el Gy 2 = Gp,_3 + Og1 (si m impar), que pertenecerd al sumatorio
de las coordenadas dy y d,, 1. Por lo tanto, se observa que los m — 2 grupos
G; estan formados exclusivamente por las sumas sucesivas de términos E;i; v
O;; determinados por el vector af K.

En la figura 9.2 se muestran los m — 2 grupos Gj. Se observa que la es-
tructura obtenida es la indicada en el ejemplo anterior de un arbol hibrido en
donde los términos E;; y Oj; se construyen usando un arbol binario de puer-
tas XOR, mientras que la suma de dichos términos se realiza siguiendo una
estructura de arbol lineal de puertas XOR. Este arbol lineal es necesario para
poder realizar la construccion de los grupos Gj a partir de los G;_1, como se
ha descrito anteriormente, y de esta forma poder realizar la comparticion de
expresiones que permite la reduccién de la complejidad.

Gm-2 @

“\\ \

Figura 9.2: Estructura en arbol de puertas XOR para la construccién de grupos Gj.

Una vez formados los grupos Gy, las coordenadas del producto se obtendran
realizando la suma del grupo perteneciente a cada coordenada con su término
Ojo 0 E;o correspondiente (segiin lo establecido por las ecuaciones 9.16 0 9.17).
La tnica coordenada que no presenta un grupo Gj asociado es la coordenada
dm—2, que incluye el término origen E(m_2y1 (véase la tabla 9.1). Por lo tanto,
para valores pares de m, se obtienen las siguientes nuevas expresiones de las
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coordenadas del producto d; (i =0,1,...,m — 1)

_ Em_ =m — 2
dy = Oum-not o (9.22)
(i+10 ¥ par
Gm—2—i + -
{ Eir10 @ tmpar
mientras que para valores impares de m se tiene
(Omg—f—Gm,g t1=m—1
Em_ Em_ =m — 2
A S (9.23)
O(i+1)0 t par
G2+ E .
L (i+1)0 1 Umpar

De estas ecuaciones 9.22 y 9.23 y de la estructura de construccion mostrada
en la figura 9.2 se deduce facilmente la arquitectura paralela del multiplicador.
Para poder determinar la complejidad teérica del multiplicador propues-
to, comenzamos viendo las complejidades de los términos E;j,1) y Oj(0,1). La
construcciéon de estas funciones se realiza siguiendo la estructura de un arbol
binario de puertas XOR con un tltimo nivel de puertas AND correspondiente
a los productos a;c; de coordenadas de los elementos o y x. Mas concretamen-
te, se tienen las siguientes complejidades tedricas para dichas funciones con los
valores de subindices dados por las ecuaciones 9.16 (0 9.22) y 9.17 (0 9.23):
e Las funciones Ojg estan formadas por la suma de [%1 términos z, = acy,
y zij = (a;cj+a;c;), es decir, representan [%] 1-ciclos (k) y 2-ciclos (4, j).
Especificamente, se tiene un término x4 y ([4] — 1) términos z;;. Por lo
tanto, la implementacion de las funciones Oj;q requieren 2 [%} — 1 puertas
AND de dos entradas y un arbol binario de 2([4]—1) puertas XOR de dos
entradas. La profundidad del drbol binario XOR serd [log,(2[£]—1)], por

lo que el retardo de los términos Ojg serd Tynyp + [log2(2]5] —1)|Tx0r-

e Las funciones E;g estdn formadas por la suma de [%1 términos x;;, por
lo que su implementacién requiere 2[ 5] puertas AND y un arbol binario
de 2[5] — 1 puertas XOR con una profundidad dada por [log(2[5])]. El
retardo de los términos Ejg serd, por tanto, Tanp + [log2(2[5])]Txor-

e Las funciones E;; constan de un término x; y de (m; — 1) términos z;;.
Por lo tanto, su implementacion requiere m—i—1 puertas AND y un arbol
binario de m—1i—2 puertas XOR de profundidad [logs(m—i—1)]. Por lo
tanto, el retardo de los términos Eyy serd Tanp + [loga(m —i—1)|Txor-

e Las funciones Oj; constan de m_TH términos z;;, por lo que su imple-

mentacion requiere m —i—1 puertas AND y un arbol binario de m —i—2
puertas XOR con una profundidad dada por [loga(m —i—1)]. El retardo
de los términos E;; serd, por lo tanto, Tayp + [loga(m — i — 1) Txor.
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Una vez establecidas las complejidades de los términos E;g,1) ¥ Oj(o,1), cuyo
resumen se muestra en la tabla 9.2, se puede determinar la complejidad tedrica
total del multiplicador a partir de las ecuaciones 9.22 y 9.23.

#AND #XOR Retardo
Oio || 2[5]1—1 | 2([5]=1) | Tanp + [log2(2[5] — 1)) Txor
Eio 2[5] 2[51 -1 Tanp + [log2(2[51)1)Txor
0;1 m—1—1 m—1—2 TAND—F[lOgQ(m—Z'—l)—DTXOR
E;; m—1—1| m—1—2 TAND—i—[logz(m—i—lﬂ)TXOR

Tabla 9.2: Complejidades tedricas de términos E;jg,1) y Oj(o,1)-

En estas ecuaciones (y en la figura 9.2) se observa que la construccién de un
grupo G; empleado para la determinacion de una coordenada d;, es reutilizado
para la construccion del grupo Gi;q usado en la coordenada d;_;. Teniendo
en cuenta la tabla 9.1 del ejemplo, las definiciones dadas para los grupos G; y
la figura 9.2, se tiene que el coste de construccion de un grupo Gj es de una
puerta XOR tnicamente, ya que es la suma del grupo G;_1, ya construido, y del
término E(m—_2-1)1 0 O(m-2-i)1 (dependiendo del valor de m) que también ha
sido construido previamente. Ademas, se observa en las ecuaciones 9.22 y 9.23
que las coordenadas estan formadas por la suma de un término Ojg 0 E;q con
un grupo Gj o con el término Ey,_2); cuando se trata de la coordenada d,, s,
por lo que serd necesaria una puerta XOR adicional por cada coordenada.
Por lo tanto, la complejidad espacial del multiplicador vendra dada por las
complejidades individuales de los términos Ej 1) y Oj(o,1) necesarios, por las
complejidades de los grupos Gj y por las m puertas XOR adicionales. En el
apéndice A se demuestra que la complejidad espacial del multiplicador es de
m? puertas AND y de m? — 1 puertas XOR.

Para poder determinar la complejidad temporal tedrica del multiplicador,
denotemos por Prof(T) la profundidad del drbol de puertas XOR de un térmi-
no T. A partir de la definicion de los grupos G; y teniendo en cuenta la figura
9.2, se observa que

Prof(G;) = max(Prof(Gi-1), Prof(E(O)m-2-i1)) + 1 (9.24)

Se definié anteriormente el grupo G; = E(y_2)1 + O(m—3)1, donde E(,_2)
es un término producto y donde Oyn_3)1 es la suma de dos términos pro-
ducto, por lo que Prof(Gy) = 2. También se vio que las profundidades de
los arboles de puertas XOR de los términos E;; y Oj; eran iguales y de va-
lor Prof(E(O);1) = [loga(m — i — 1)]. A partir de estos valores y utilizando
la expresion recursiva 9.24, se observa que las profundidades de los grupos
G; obtenidas son Prof(Ga) = 3, Prof(Gs) = 4, Prof(G4) = 5, ..., com-
probandose que Prof(Gj) =i+ 1. Aplicando la ecuacién 9.24 se obtiene que
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la mayor profundidad correspondera al grupo Gy,_2, que vendra dada por

Prof(Gm_2) = max(Prof(Gm_3), Prof(E(O)e1)) + 1
=mazx(m — 2, [loge(m —1)]) +1=m —1 (9.25)

debido al mayor crecimiento de m — 2 en comparacién con [loga(m — 1)].

El grupo G, o participa en el cdlculo de las coordenadas dy y d,,, 1 del
producto, por lo que estas seran las que determinen el retardo total del mul-
tiplicador. Utilizando las ecuaciones 9.22 y 9.23 y teniendo en cuenta que los
términos E(O)me son los de mayor complejidad, se observa que la coordenada
dm_1 es la que determinara el mayor retardo, cuya profundidad serd

Prof(dy,_1) = max(Prof(Gm_2), Prof(E(O)mo)) + 1
=maz(m — 1, [log:(2[F])]) + 1 =m (9.26)

y donde se ha utilizado la mayor profundidad del término E,,o frente a O .

Finalmente, la complejidad teérica temporal vendra dada por este nimero
de niveles de puertas XOR, a los que habra que anadir un nivel de puertas AND
que realizan los productos a;c; de las coordenadas de los elementos a y x de
GF(2™). Por lo tanto, el retardo total del multiplicador serd Tanp + mTxor-

En la tabla 9.3 se comparan las complejidades tedricas obtenidas por nues-
tro método (Ntra.Ap. en la tabla) con los mejores resultados conocidos en la
literatura dados por Halbutogullari y Ko¢ [HKO00] y por Zhang y Parhi [ZP01]
que utilizan otros métodos similares para la construccion de un multiplica-
dor paralelo en base candnica generado por trinomios irreducibles del tipo
flx) =a™+ ™! + 1.

#XOR | #AND Retardo
[HKO00] m? — 1 m? Tanp + (m — 1+ [logom])Txor
[ZP01] m? —1 m? Tanp + (m —1+ [logom])Txor
Ntra.Ap. m? —1 m? Tinp + mTx0oR

Tabla 9.3: Complejidades tedricas de multiplicadores canénicos usando trinomios
irreducibles f(z) = 2™ + 2™ 1 + 1.

Los resultados mostrados en la tabla 9.3 corresponden a complejidades en
las que se mantiene un equilibrio entre el nimero de puertas XOR y el retardo
del multiplicador. En [ZP01] existe otro resultado tedrico en el que se reduce
el nimero de puertas XOR a costa de incrementar el retardo.

En la tabla 9.3 se observa que el retardo obtenido usando nuestro méto-
do mejora en una cantidad ([logam| — 1) el menor retardo encontrado en la
literatura para este tipo de multiplicadores. Ademas, la complejidad espacial
(ntimero de puertas AND y XOR) obtenida usando nuestro método iguala la
menor complejidad obtenida con estas otras aproximaciones.
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En la tabla 9.4 se comparan los retardos de puertas XOR (Txor) obteni-
dos por nuestra aproximacion transposicional con los obtenidos por el método
propuesto por Halbutogullari y Ko¢ en [HK00]| para todos los trinomios irre-
ducibles f(z) = ™ + 2™ ! + 1 existentes hasta el grado m = 100. En esta
tabla, las entradas numéricas ubicadas en la columna encabezada por f(z)
representan los coeficientes del polinomio irreducible que son distintos de cero.
Por ejemplo, la entrada (9, 8,0) representa el trinomio f(z) = z° + 2% + 2°.
También se muestra el porcentaje de mejora obtenida por nuestro método,
asi como los valores totales.

Ntra.Ap. || Halbut.-Kog || Mejora

m f(x) || Txor Txor %
2 2,1,0 2 2 0.0
3 3,2,0 3 4 25.0
4 4,3,0 4 5 20.0
6 6,5,0 6 8 25.0
7| 76,0 7 9 922.2
9 9,8,0 9 12 25.0
15 | 15,14,0 15 18 16.7
22 | 22,21,0 22 26 15.4
28 | 28,27,0 28 32 12.5
30 | 30,29,0 30 34 11.8
46 | 46,45,0 46 51 9.8
60 | 60,59,0 60 65 7.7
63 | 63,62,0 63 68 7.4
Total 295 334 11.7

Tabla 9.4: Comparacién de retardos Txor de los multiplicadores obtenidos con nues-
tra aproximacion y por Halbutogullari y Ko¢ para distintos trinomios irreducibles.

De los resultados mostrados en la tabla 9.4 se observa que los porcentajes
de mejora de nuestro método se van reduciendo segiin se incrementa el grado
del polinomio, obteniéndose en promedio una mejora del 11.7 %. Para polino-
mios de grado hasta m = 9, las reducciones en T'xpr son iguales o superiores
al 20%. Este hecho es muy importante cuando se consideran campos com-
puestos' (especialmente cuando se utiliza el importante campo GF(2*) como
campo base) para la construccién del multiplicador, ya que la reduccién de la
complejidad de la multiplicacién en el campo base (que con nuestro método es
de un 20 %) influye directamente en la complejidad total del multiplicador.

Al igual que en casos anteriores, la complejidad tedrica no se corresponde
con la complejidad obtenida cuando se realizan implementaciones reconfigura-
bles. La igualdad espacial y 1a mejora temporal tedrica obtenida por el método

'Los campos compuestos GF((2™)F) son extensiones del campo base GF(2") y son isomorfos a
los campos de Galois GF(2™) con m = n - k.
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transposicional en comparacién con los métodos dados en [HKO00] y [ZP01]
no se corresponden exactamente con los resultados experimentales obtenidos,
como se muestra a continuacion.

9.3.3. Resultados experimentales

Se ha realizado la implementacion paralela sobre dispositivos FPGA de
multiplicadores en base candnica utilizando el método transposicional dado
por las ecuaciones 9.22 y 9.23 y utilizando el método propuesto por Halbuto-
gullari y Kog en [HK00]. Para ello, se ha utilizado Xilinz Foundation F2.1iy
se han realizado descripciones VHDL de los multiplicadores paralelos utilizan-
do ambos métodos para los campos finitos GF(2™) generados por trinomios
irreducibles del tipo f(z) = 2™ + 2™ '+ 1 de grados m = 4, 6, 7,9, 15 y 22.
Los dispositivos utilizados han sido los 4013XLPQ160 pertenecientes a la fa-
milia XC4000XL y la sintesis se realizo utilizando optimizacion para Area con
nivel de esfuerzo High. Asimismo, las métricas del rendimiento utilizadas han
sido las mismas que en experimentos anteriores, es decir, el nimero de CLBs
y el retardo maximo combinacional. Los resultados experimentales obtenidos
se muestran en la tabla 9.5.

Halbut.-Kocg Transposicional

CLBs | Ret. Max (ns) || CLBs | Ret. Max (ns)
GF(2Y) 7 15.5 6 13.9
GF(29) 16 19.7 12 21.1
GF(27) 24 26.8 18 24.7
GF(29) 40 25.4 30 29.8
GF(21) 108 30.5 79 49.6
GF(2%2) 220 49.6 168 94.5
Total 415 167.5 313 233.6

Tabla 9.5: Resultados experimentales de multiplicadores canénicos sobre campos
generados por trinomios f(z) = ™ + 2™ ! 4 1 irreducibles utilizando FPGAs.

De los resultados mostrados en la tabla 9.5, se observa que la implementa-
cion de los multiplicadores en base candnica utilizando la aproximacion trans-
posicional consume un menor numero de CLBs que si se utiliza el método
dado por Halbutogullari y Ko¢. Considerando el nimero total de CLBs con-
sumidos por cada método para todas las implementaciones, se observa que
nuestro método utiliza un 24.6 % menos de CLBs, siendo el mejor resultado el
correspondiente al campo GF(2'%) con una reduccién del 26.9 %. Sin embargo,
se observa en la tabla que los retardos obtenidos con nuestra aproximacion
son un 39.5% peores que los conseguidos por el otro método, hecho que no
se corresponde con el resultado tedrico obtenido anteriormente de un mejor
comportamiento temporal del método transposicional.
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La mejora de la complejidad espacial experimental obtenida por nuestro
método no se corresponde tampoco con la igualdad obtenida tedricamente con
las otras aproximaciones. Ademas, la mejora experimental conseguida por nues-
tro método es significativamente mayor que la obtenida en la seccion 8.3 para
los AOPs irreducibles. Esto se debe a que para el tipo de trinomios estudia-
dos en esta seccion, el método transposicional proporciona un gran nimero de
agrupaciones G; (formadas por sumas de términos E;; y Oj1) que son compar-
tidas entre las distintas coordenadas del producto, mientras que en el caso de
los multiplicadores sobre AOPs irreducibles, la comparticion entre coordenadas
se reducia tinicamente a un sélo término (Eq para la multiplicacién canénica
y M para la multiplicacién normal). Esta mayor agrupacion y comparticion
suministradas en la descripcion de alto nivel del multiplicador ayudaria en ma-
yor medida a las herramientas de mapping reconfigurable en la realizacion de
una mejor optimizacién para area, como se concluyé en el capitulo 8.

9.4. Trinomios irreducibles f(z) = 2" 4z"% +1 (m impar)

Cuando el trinomio irreducible generador del campo finito es de la forma
flz) = 2™+ 2™ + 1 (m impar) se tiene que el pardmetro 7 = [2l] =2
(A =m—n="1) por lo que la descomposicién de la matriz K dada en
la ecuacién 9.1 estd formada por la suma de las tres matrices Ko + K; + K.
Al igual que se hizo en la seccion 9.3, esta descomposicién también se puede
deducir a partir de la estructura de la matriz K; dada en la ecuacién 9.3,
teniendo en cuenta que para este tipo de trinomios la columna nula se encuentra
en la posicién mT“ de K;.

A partir de las expresiones generales de las coordenadas dg, del producto
0 dadas en la ecuacién 9.15 y usando las ecuaciones 9.10 a 9.14, se dan a
continuacién las ecuaciones que permiten el cdlculo de las coordenadas dg, del
producto utilizando el método transposicional, en las que se hace distincion
entre valores del parametro A pares e impares. Asimismo, se define el nuevo
pardmetro A,, = (m — 1) — A, que para el tipo de trinomios que estamos
considerando, coincide con el pardmetro A.

Se tiene, entonces, que las coordenadas del producto § para valores pares
del parametro A vienen dadas por la expresiones

( O(a+in ipar, i < Ay,
(Og410 +O51) + ¢ — 1= A,
Ei(am+1)1 T Eg-11 tpar, i > Ay,
(9.27)

Eaviy 1impar, 1 < A
Eii10 + Ei) 4 A impar, i > A
(Birpo + Ean) { O~ (am+1)1 + Og-1y1 @impar, i > Ay,

\ (OmO) + E(i—(Am+1))1 + E(i—1)1 1=m—1
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mientras que las coordenadas para valores impares de A son

( . .
Eal; 1 par, i < A
O; O; (A+i)1  PAT; 5% Bm
( (i+1)0 + 1) + { O(i—(Am-i-l))l -+ E(i—l)l 1 par, 1 > Am
O(ai rimpar, 1 < A
d = (A+1)1 ) p ? m 928
. (Egy1o +Ein) +¢ — i=A0, (9.28)
EG—(Am+1)1 + Og-1y1 @impar, i > Ay,
[ (Omo) + Op—(am+1)1 + Eg-1)1 i=m—1
donde i =0,1,...,m —1 y donde los términos entre paréntesis son proporcio-

nados por el vector o}, Ko, mientras que el tercer y cuarto sumandos (segundo
y tercero, si i = m — 1) de ambas ecuaciones pertenecen a los vectores ot Ky
v ahKa, respectivamente.

A continuacion se presenta un ejemplo de multiplicacién sobre el campo
de Galois GF(27) utilizando el método transposicional, en el que se muestran
las agrupaciones y comparticiones a realizar para poder reducir finalmente la
complejidad total del multiplicador.

9.4.1. Ejemplo de multiplicacién sobre GF(27)

El producto 6 de dos elementos o y X pertenecientes al campo GF(27)
generado por el trinomio f(z) = " +2*+1 se calcula utilizando las expresiones
anteriormente definidas. En este caso, el parametro A = mT_l =3=A,vyla
matriz K se descompone en la suma de las tres matrices siguientes:

C¢ C5 C4 C3 C2 C1 (
Cy C4 C3 Co9 C1 Cpy Cg
C4 C3 C2 C1 Cy Cg Cj
K= KO + K1 + K2 = C3 Co C1 Cy Cg Cy C4 +
Ca C1 C Co C5 C4 C3
€1 C C C5 C4 C3 C2
Chp Cg C; C4 C3 Co (1

0O 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 00 O0O0 (9.29)
0 0 ¢ 0 0 O O 0O 0 0 00 O0O
0 ¢cg cs 0 0 0 O 0O 0 0 00 O0O
cg ¢ ¢4 0O 0 0 O + 0O 0 0 00 O0O
C; C4 Cs 0 0 O Cg 0 0 Cg 0 00O
cs Cc3 ¢ 0 0 ¢ o5 0 ¢cg c5s 00 0 O
c3 ¢ ¢ 0 ¢ ¢5 ¢4 g ¢ ¢4 0 0 0 O

donde los términos ¢; son las coordenadas de y en base candnica y donde las
matrices Ko, Ky y K2 se construyen a partir de las ecuaciones 9.2, 9.3 y 9.4,
respectivamente.
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El método transposicional permite el calculo de los 1-ciclos y 2-ciclos uti-
lizando las ecuaciones 9.6 a 9.9, obteniéndose las funciones OC;9 = (0),
ECz = (0,1), OC30 = (1)(0,2), ECy4o = (0,3)(1,2), OCs0 = (2)(0,4)(1, 3),
ECgo = (0,5)(1,4)(2,3), OCro = (3)(0,6)(1, )( 4) asi como las funcio-
nes OCqy; = (1,6)(2,5)(3,4), EC;; = (4)(2,6)(3,5), OC21 = (3,6)(4,5),
EC3; = (5)(4,6) OCy41 = (5,6), EC51; = (6). Las sumas de los términos
representados por estos ciclos vienen dadas por las siguientes funciones

O10 = aoco

Eso = (apc1 + aico)

030 = aic + (0062 + GQCO)

Eswp = (aocs +azc) + (ai1c2 + ascn) (9.30)
050 = a9Cy + (Cl()C4 + Cl4C()) + (ang + agCl)

E60 - (Cl()C5 + 0560) + (Cl1C4 —+ Cl4C1) + ((JQC?, + a3C2)

070 = asC3 + (Cl()CG + CEGC()) + (a165 + G5Cl) + (GQC4 + a462)

001 = (alcﬁ + aﬁcl) + (a205 + a502) + (Cl364 + Cl463)

E11 = Qaq4C4 + (GQCB + 61662) + (a365 + Cl563)

021 = (agcﬁ + GGC3) + (a4c5 + a5c4) (9 31)
E31 = asCs; + (a4cﬁ + aﬁc4) )
041 = (61506 + 61605)

Es1 = aecs

donde los términos a; y ¢; son las coordenadas en base candnica de los elementos
ay x de GF(27), respectivamente.

La aplicacién de la ecuacién 9.28 (A impar) permite determinar las coor-
denadas del producto 6 como sumas de términos agrupados por las funciones
Ei0,1) ¥ Oj(0,1) dadas en las ecuaciones 9.30 y 9.31. En la tabla 9.6 se muestran
estas coordenadas para el trinomio f(r) = 27 +x* + 1, en donde se especifican
los componentes de los vectores oh Ko, oh, Ky y a4 Ks, v donde la coordenada
d; es la suma de las funciones E; 1) y Ojo,1) existentes en la fila i-ésima.

En la tabla 9.6 también se muestra la comparticion de términos que per-
mite la reduccion de la complejidad del multiplicador construido con este tipo
de trinomios. Se observa que la subexpresién (O + Esy) perteneciente a la
coordenada d,, también aparece en la coordenada dg. Lo mismo sucede con
la subexpresién (Eq; + Oy41), perteneciente a dy y ds, y con (Og1 + E31) que
aparece en las coordenadas dy y dg. Estos términos, por lo tanto, se pueden
construir una sola vez y pueden ser reutilizados por las coordenadas del pro-
ducto sin necesidad de volver a ser construidos, reduciéndose de esta forma su
complejidad. El nimero de puertas obtenido finalmente para la construccién
del multiplicador sobre GF(27) es de 49 puertas AND y de 48 puertas XOR.

Esta forma de construccion de las coordenadas del producto también per-
mite la reduccion de la complejidad temporal del multiplicador por medio de
la utilizacién de arboles binarios de puertas XOR para la construccién de los
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ab Ko abKy || ohKa
do || O10 ‘ Oo1 E31‘ -
dy || E2o ‘En 041‘ -
dy || Oso ‘ 02 E51‘ -
ds || Eqo | E31 || - -
dy || Os0 | Ogq1 ‘ O E3; ‘
ds || Ego | Es1 ‘ E11 041‘
ds || O7o | - ‘021 E51‘

Tabla 9.6: Coordenadas d; del producto para la multiplicacién sobre G F(27).

términos individuales E;1) ¥ Ojo,1), asi como para la construccién de las
subexpresiones compartidas mencionadas anteriormente y para la suma final
de dichos términos obtenida de la tabla 9.6. Se obtiene finalmente que la com-
plejidad temporal total del multiplicador es de 5 retardos de puertas XOR y
de 1 retardo de puerta AND, es decir, Tanp + 5Tx0or-

9.4.2. Anadlisis teérico de complejidad

Las ecuaciones 9.27 (para A par) y 9.28 (para A impar) proporcionan las

coordenadas del producto 6 = a-x en funcién de los términos Eyg 1) y Oj0,1), ¥
su aplicacién a cualquier trinomio irreducible de la forma f(z) = 2™ +2" +1

(m impar) determina agrupaciones de términos con la misma estructura que
la mostrada en el ejemplo visto para GF(27).

Al igual que se hizo en la secciéon anterior con los trinomios irreducibles
f(x) = 2™ + ™' + 1, se pueden determinar unos grupos formados por la
suma de dos términos E;; y/o Oj;. A estos grupos se les denota como G,
donde el subindice ¢ coincide con el subindice de la coordenada del producto
a la cual pertenece dicho grupo. Segin esto, se tiene que los grupos Gy, para
valores del pardmetro A pares, vienen dados por las expresiones

Oi1 + Oatin @ par } i< A,

G; = Ei1 + Eayin @ impar (9.32)
Gi (Am+1) i > Ay
mientras que para valores impares de A vienen dados como
Oi1 + Eayipn @ par N
G; = Ei1 + Oatiy @ impar mn (9.33)

Gi—(Am+1) > Ay,
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parai = 0,1,...,m — 1 con i # A,,, ya que se observa que para i = A,,, no
existe grupo Gj asociado.

Utilizando estas ecuaciones 9.32 y 9.33 junto con las ecuaciones 9.27 y 9.28,
se pueden dar unas nuevas expresiones de las coordenadas del producto ¢ en
funcion de los grupos Gj definidos anteriormente. Para A par se tiene que las
coordenadas del producto vienen dadas por

/ .

Eiy1)0 7 impar

do, = ¢ O(it1)0 + Oi 5 o i = Ap (9.34)
Gi(amin) + { E((::ll))(?i—Ei;I ; ?g;ar } 1> Am
[ Omo + Gi_(anm+1) i=m—1
mientras que para A impar se tiene
e { i e | <
do, = ¢ Eit10 + En 5 o i=Ap (9.35)
Gi-(am+n) + { E((:ll))(?i_Eilll i ?g’:;)ar } 1> Am
[ Omo + Gi_(anm+1) i=m-—1
para ¢ = 0,1,...,m — 1. La arquitectura paralela del multiplicador se extrae

facilmente de estas expresiones, teniendo en cuenta la utilizacién de arboles
binarios de puertas XOR tanto para la construccion de los términos E; 1) v
Oj(0,1), como para la construccion de los grupos Gj y para la suma final dada
por las ecuaciones 9.34 y 9.35.

La complejidad espacial tedrica del multiplicador se calcula utilizando las
complejidades de términos E;g 1) y Oj(o,1) dadas en la tabla 9.2 y teniendo en
cuenta las ecuaciones 9.32 a 9.35. Es decir, la complejidad del multiplicador
vendra dada por la suma de complejidades de los términos E;(g 1), Oj0,1) y Gi
necesarios, asi como de la complejidad necesaria para la suma de los mismos,
segun las ecuaciones 9.34 y 9.35.

De las ecuaciones 9.32 y 9.33 se observa que tinicamente son necesarios los
grupos Gj (i < A,,), cuya complejidad es de 1 puerta XOR cada uno, ya que
los grupos para i > A,, son iguales a estos y no es necesaria su construccion.
Ademas, no existe grupo G; para la coordenada ¢ = A,,, por lo que se re-
quieren A,, puertas XOR para la construccién de todos los grupos Gj. Por
otra parte, utilizando las ecuaciones 9.34 y 9.35 se observa que para la suma
de estos términos E; 1), Oj0,1) ¥ Gi son necesarias A, puertas XOR (para
las coordenadas de dy a da,, 1), una puerta XOR (para la coordenada da,,),
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2(A,, — 1) puertas XOR (para las coordenadas de da,, 1 a d;;,—2) y una puerta
XOR (para la coordenada d,,,_1). Finalmente, en el apéndice A se demuestra
que la complejidad espacial del multiplicador es de m? puertas AND y de
m? — 1 puertas XOR.

Para poder determinar la complejidad temporal tedrica del multiplicador,
calculamos en primer lugar el retardo tedrico de los grupos G; (i < Ap,). A
partir de las definiciones dadas en las ecuaciones 9.32 y 9.33, se obtiene que la
profundidad del arbol de puertas XOR para un grupo G; viene dada por

Prof(G;i) = max(Prof (E(O)i), Prof(E(O)a+i1)) + 1
= Prof(E(O)j1) + 1 = [loga(m —i—1)] +1 (9.36)

donde se ha utilizado el hecho de que los términos E;; y Oj; tienen el mis-
mo retardo (segin se muestra en la tabla 9.2) y el que dicha complejidad
temporal sea mayor cuanto menor sea el indice i, con lo que se obtiene que
Prof(E(O)i1) > Prof(E(O)ati1). Asimismo, la ecuacién 9.36 determina
que el numero de niveles de puertas XOR se incrementa con el decremento del
indice 7, por lo que los grupos G; con menor subindice son los que presentan
un mayor retardo.

Utilizando la ecuacion 9.36 junto con las ecuaciones 9.34 y 9.35, se pueden
hacer las siguientes distinciones, en funcion del parametro A,,, con respecto
del retardo de las coordenadas del producto:

e Cuando i < A,,, se verifica que la profundidad del arbol de puertas XOR
de la coordenada d; viene dada por

Prof(d;) = maz(Prof(E(O)it10), Prof(G;)) + 1
= Prof(G;) + 1= [logag(m —i—1)] + 2 (9.37)

Para A impar, se verifica que las coordenadas d; con i < A,, —1 presentan
la misma complejidad (siendo esta la maxima de las d; para i < A,,),
mientras que la complejidad de da,, 1 es menor. Por otra parte, para A
par, se tiene que todas las d; con i < A,, presentan la misma complejidad.

e Para i = A,,, la coordenada d; no tiene grupo Gj asociado, por lo que el
retardo para A par viene dado por

Prof(d;) = maz(Prof(Oit1)0), Prof(Ou)) + 1
= Prof(Ogi1y0) + 1 = [loga(2[*5H] = 1)] +1 (9.38)

mientras que para A impar es de la forma

Prof(d;) = maz(Prof(Egi1)). Prof(E 1))+1
= Prof(Egr1)0) + 1= [log2(2[ 1)1 + (9.39)

donde se han utilizado los resultados mostrados en la tabla 9.2.
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e Para i > A, (i # m — 1), se observa que las coordenadas d; se calculan
por medio de la suma de dos términos E(O);o y E(O);1, vy del grupo G;.
En este caso, es mds éptimo agrupar la suma de los términos E(O)j 1)
(cuyo retardo iguala, en el peor caso, el retardo del grupo asociado) y
posteriormente sumarle el grupo Gji. De esta forma se tiene que, inde-
pendientemente de que A sea par o impar, la profundidad del arbol XOR
viene dada por

Prof(d;) = maz(Prof(E(O)it10 + E(O)i1), Prof(Gj)) + 1
= Prof(G;) + 1 = [loga(m — i+ A,,)] +2 (9.40)

donde se ha utilizado el hecho de que para 1 > A,,, G; = Gi_(An+1);
como se vio en las ecuaciones 9.32 y 9.33.

e Para i = m — 1, se tiene de las ecuaciones 9.34 y 9.35 que la coordenada
d; es la suma de O y Gi = Gi_(a,,+1); por lo que

Prof(d;) = max(Prof(Omo), Prof(Gm-a,,—2)) +1
= maz([logom], 1+ [loga(™1)]) + 1 = [logam] + 1 (9.41)

donde se ha utilizado el valor de A,, = mT_l para este tipo de trinomios.

La complejidad temporal del multiplicador vendra determinada por la maxi-
ma complejidad temporal de entre las establecidas en las ecuaciones anteriores
9.37 a 9.41 para las distintas coordenadas, obteniéndose como retardo maximo
[loga(m —i—1)]+2 para las coordenadas d; con i < A,, (se puede comprobar
que para los valores de i > A,,, el retardo [loga(m — i + A,,)] + 2 coincide
con este retardo méximo dado). Esta complejidad temporal méxima se puede
escoger para la coordenada dy debido a que, como se vio anteriormente, los
grupos G; con menor subindice son los que presentan un mayor retardo, esta-
bleciéndose 2+ [loga(m—1)] como retardo maximo. Finalmente, la complejidad
tedrica temporal vendra dada por este nimero de niveles de puertas XOR, a
los que habra que anadir un nivel de puertas AND que realizan los productos
aicj de las coordenadas de los elementos o y x de GF(2™). Por lo tanto, el
retardo total del multiplicador construido utilizando el método transposicional
serd Thanp + (2 + HOQQ(m — 1)—|)TXOR

#XOR | #AND Retardo
[HK00] m?—11] m? Tanp + (2 + [logom])Txor
ZP01] || m2—1| m2 | Tanp+ (|22=2] 41+ [logam])Txor
Ntra.Ap. || m? —1 m? Tanp + (24 [loga(m — 1)) Txor

Tabla 9.7: Complejidades tedricas de multiplicadores candnicos usando trinomios

irreducibles f(z) = 2™ + " +1 (m impar).
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En la tabla 9.7 se comparan las complejidades tedricas obtenidas por nues-
tro método (Ntra.Ap.) con los mejores resultados dados en la literatura por
Halbutogullari y Kog [HK00] y por Zhang y Parhi [ZP01] para la construc-
cion de un multiplicador paralelo en base canénica generado por trinomios
irreducibles del tipo f(z) = 2™ + "+ 1, para m impar. Asimismo, los re-
sultados teodricos dados en esta tabla corresponden a complejidades en las que
se mantiene un equilibrio entre el nimero de puertas XOR y el retardo del
multiplicador. En [ZP01] existe otro resultado en el que se reduce el nimero
de puertas XOR a costa de un incremento en el retardo.

En la tabla 9.8 se comparan los retardos de puertas XOR (T'xor) obtenidos
por nuestra aproximacioén transposicional con los obtenidos en [HK00] para
todos los trinomios irreducibles f(z) = 2™ + 2™ + 1 (m impar) existentes
hasta el grado m = 100. También se muestra el porcentaje de mejora obtenida
por nuestro método, asi como los valores totales. Se puede comprobar que los

resultados teéricos dados en [ZP01] coinciden con los dados en [HKO0O].

Ntra.Ap. || Halbut.-Kog || Mejora

m f(x) || Txor Txor %
3 3,2,0 3 4 25.0
5 5,3,0 4 5 20.0
7 7,4,0 5 5 0.0
9 9,5,0 5 6 16.7
15| 15,8,0 6 6 0.0
41 | 41,21,0 8 8 0.0
63 | 63,32,0 8 8 0.0
65 | 65,33,0 8 9 11.1
71 | 71,36,0 9 9 0.0
Total 56 60 6.7

Tabla 9.8: Comparacién de retardos T'xor de los multiplicadores obtenidos con nues-
tra aproximacién y por Halbutogullari y Kog¢ para distintos trinomios irreducibles.

Los resultados dados en la tabla 9.8 muestran que, en este caso, nuestro
método obtiene una menor reduccion en el retardo que en los trinomios vistos
en la seccion 9.3. Esta mejora mas reducida obtenida por nuestro método se
debe a que se comparte un menor numero de grupos Gj que en la seccién
anterior y a que los resultados dados en esta tabla estdn muy optimizados con
respecto a T'xogr, lo que hace mas dificil la obtencién de reducciones mayores
del retardo. A pesar de esto y para el total de polinomios mostrados, se obtiene
una mejora con respecto al método dado en [HK00] del 6.7%. Ademds, si se
consideran unicamente los multiplicadores para los que se reduce el retardo
(para m = 3,5,9 y 65), se observa entonces que nuestro método obtiene una
mejora en la complejidad temporal del 16.7 %.
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De los resultados obtenidos en la tabla 9.8, también se puede senalar la
coincidencia de resultados para el trinomio f(z) = 23 +2*+1 con los obtenidos
en la tabla 9.4, ya que este polinomio pertenece a estos dos tipos de trinomios
estudiados (f(z) = 2™ 4+ 2™ '+ 1y f(z) = 2™ +2"2 + 1 con m impar).
Asimismo, la comparacién de los resultados mostrados en las tablas 9.4 y

9.8 permite observar la menor complejidad temporal de los multiplicadores
m+1

construidos utilizando el trinomio f(z) = 2™ + 272 + 1 (m impar) como
generador del campo, demostrando la importancia de la seleccién del polinomio
generador en la complejidad final del multiplicador.

9.4.3. Resultados experimentales

Se ha realizado la implementacién paralela sobre FPGAs de multiplicadores
canodnicos utilizando el método transposicional dado por las ecuaciones 9.34 y
9.35 y utilizando el método propuesto por Halbutogullari y Kog¢ en [HKO00]. Se
ha empleado Xilinz Foundation F2.1¢ y se han realizado descripciones VHDL
de los multiplicadores utilizando ambos métodos para los campos generados
por trinomios irreducibles f(z) = 2™ + 2™ +1 con grados impares m =5, 7,
9 y 15. Los dispositivos utilizados han sido los 4013XLPQ160 pertenecientes a
la familia XC4000XL y se ha realizado la sintesis utilizando optimizacion para
Area con un nivel de esfuerzo High. Asimismo, las métricas del rendimiento
utilizadas han sido el numero de CLBs y el retardo mdzrimo combinacional,
obteniéndose los resultados experimentales mostrados en la tabla 9.9.

Halbut.-Kog Transposicional
CLBs | Ret. Max (ns) || CLBs | Ret. Max (ns)
GF(2°) 11 15.5 9 15.8
GF(27) 23 20.4 20 18.6
GF(2%) 35 24.5 32 23.7
GF(21%) 92 33.3 81 31.5
Total 161 93.7 142 89.6

Tabla 9.9: Resultados experimentales de multiplicadores candnicos sobre campos
+

mr.
2

generados por trinomios irreducibles f(z) = 2™ + x S+ (m impar).

De los resultados mostrados en la tabla 9.9, se observa que la implementa-
cion de los multiplicadores en base candnica utilizando nuestro método trans-
posicional consume un menor nimero de CLBs que si se utiliza la aproxima-
cién dada por Halbutogullari y Koc. Considerando el nimero total de CLBs
para todas las implementaciones, se observa que nuestro método utiliza un
11.8 % menos de CLBs, siendo el mejor resultado el correspondiente al campo
GF(2°) con una reduccién del 18.2%. Nuestro método también obtiene una
mejora del 4.4% en el retardo del multiplicador, con un mejor caso del 8.8 %
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de reduccién del retardo correspondiente al campo GF(27). Esta complejidad
temporal experimental si que se corresponde con la complejidad tedrica ob-
tenida anteriormente, aunque el mejor resultado experimental obtenido por
nuestro método en cuanto al nimero de CLBs no coincide con la igualdad
espacial tedrica mostrada en la tabla 9.7.

La mejora de la complejidad espacial experimental obtenida por nuestro
método para este tipo de trinomios es menor que la reduccion de area obtenida
para los trinomios vistos en la seccion 9.3. Esto se debe a que con los trinomios
flz) = 2™+ 2™ + 1 (m impar), la comparticién de términos agrupados es
menor que la obtenida para f(z) = ™ + 2™ ! + 1 y, segin lo visto en el
capitulo 8, las herramientas automaticas realizan una menor comparticion de
grupos de dos puertas AND de dos entradas y una XOR de dos entradas
implementables con una LUT, por lo que la herramienta de mapping realiza
una menor optimizacion para area.

9.5. Trinomios irreducibles f(z) = #™+z"T +1 (m impar)

Cuando el trinomio irreducible generador del campo finito es de la forma
f(z) =a™+ e | (m impar) se tiene que el pardmetro A = m—n = mT“,
con lo que 7 = [mT_lw = [2((72:11))] Se puede comprobar que para valores
impares de m con m > 3, el parametro 7 = 2, por lo que la descomposicion
de la matriz K dada en la ecuacién 9.1 estd formada por la suma de las tres
matrices Ko + K; + Ks. Sin embargo, para m = 3, el parametro 7 = 1 por lo
que la matriz K se descompone en la suma de dos matrices Ko+K; inicamente
(de hecho, el trinomio f(z) = 23+ z + 1 pertenece al grupo de trinomios de la
forma f(x) = 2™ 4 x 4+ 1 que se estudiara en la seccién 9.7).

Utilizando la ecuacién 9.15 y las ecuaciones 9.10 a 9.14, se dan a conti-
nuacioén las expresiones que permiten el calculo de las coordenadas dg, del
producto d por el método transposicional, en funcién de los términos Ejq 1)
¥ Oj0,1)- Al igual que en trinomios anteriores, se distingue entre valores del
parametro A pares e impares y se tiene en cuenta que para el tipo de trinomios
que se consideran, A,, = mT_3 # A.

Las coordenadas del producto ¢ para valores pares de A vienen dadas por

( Oa+in ipar, i < Ay,
(Og+410 + O51) + ¢ — i=A,,
Ei (Amt1)1 T Eqyr ipar, i > Ay
do. = Eay; iimpar, i < A, (9.42
") (B + Ei) + { 0((i+(A)L+1))1 + Ois1)1 iimgm", i > Ay 042
(Eg+1)0 + Ei1) + O(—(Am+1)1 L=m—2
{ (Omo) + Ei-(am+1))1 i=m—1
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mientras que las coordenadas para valores impares de A son

( Eay; tpar, i < A
O i + Oi + (A+1)1 ] ) ) m
(Oi+1)0 1) { OG—(am+1)1 + Egy1)1 ipar, i > A,
Oa+in impar, 1 < A,
do, =< (Egino +Ein) +q — i = A, (9.43)
EG-(amt1)1 + Oarnyn timpar, i > Ay,
(E(i+1)0 +Ei) + Ei (Am+1)1 1=m—2
{ (Omo) + Opi—(Apmt1)1 i=m—1
donde: =0,1,...,m—1 y donde los términos entre paréntesis son proporciona-

dos por el vector o, Ko, mientras que el tercer sumando (segundo, sii =m—1)
de ambas ecuaciones pertenece al vector ah, Ky y el cuarto sumando de ambas
ecuaciones pertenece a abKas.

A continuacién se presenta un ejemplo de multiplicacién sobre el campo
de Galois GF(27) utilizando el método transposicional, en el que se muestran
las agrupaciones y comparticiones a realizar para poder reducir finalmente la
complejidad total del multiplicador.

9.5.1. Ejemplo de multiplicacién sobre GF(27)

El producto 6 de dos elementos o y x pertenecientes al campo GF(27)
generado por el trinomio f(x) = 2"+ +1 se calcula utilizando las ecuaciones
anteriores. Para este trinomio, el parametro A = mT“ =4y A, ="m23=2

2
La descomposicion de la matriz K es de la forma:

C¢ C5 C4 C3 C2 C1 (g
Cs C4 C3 Co2 C1 Cp Cg
Cy4 C3 C2 C1 Cy Cg Cj
K=Ko+Ki+Ky=1] ¢ ¢ ¢1 ¢ ¢ ¢ ¢ |+
Ca C1 C Co C5 C4 C3
Ci C C C5 C4 C3 C2
Cob C¢ C5 C4 C3 Cy

(9.44)
0O 0 0 0 0 0 O 00 0 0 O0O0O
0 0 0 ¢ O O O 00 0 0 O0O0O
0 0 ¢ 5 0 0 0 00 0 0 O0O0O
0 ¢ ¢c5 ¢4 0 0 O +1 0 0 O 0 0 O0 O
cg ¢c5 ¢4 c3 0 0 O 00 0 0 O0O0OUDO
Cs ¢4 c3 ¢ 0 0 ¢4 0 0 0 ¢cg 00O
cs C3 C ¢ 0 ¢ o5 0 0 cg c5s 0 0 O

donde los términos ¢; son las coordenadas de y en base candnica y donde las
matrices Ko, Ky y Kz se construyen a partir de las ecuaciones 9.2, 9.3 y 9.4,
respectivamente.
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Los 1-ciclos y 2-ciclos dados por el método transposicional para este tri-
nomio son los mismos que los calculados en el ejemplo visto en la subseccién
9.4.1 para el trinomio f(z) = 27 + 2* + 1. Por lo tanto, las funciones E;g1) y
Oj(0,1) para nuestro trinomio ejemplo f(x) = 27 + 2® 4+ 1 son las mismas que
las dadas en las ecuaciones 9.30 y 9.31.

La aplicacién de la ecuacién 9.42 (A par) permite determinar las coorde-
nadas del producto  como sumas de términos agrupados por las funciones
Ei0,1) ¥ Oj(0,1)- En la tabla 9.10 se muestran estas coordenadas para el trino-
mio f(z) = #"+2+1, en donde se especifican los componentes de los vectores
ab Ko, ab Ky y b Ks, v donde la coordenada d; esté formada por la suma de
las funciones Ejq 1) ¥ Oj0,1) existentes en la fila i-ésima.

ahbKo ah Ky || ah Ko
do || O10 ‘001 041‘ -
di || E2o ‘En Es5q ‘ -
dz || Oso | O21 | - -
d3 || Ego | Es1 ‘ O 041‘
dy || Os0 | Ou1 ‘ E11 Es51 ‘
ds || E¢o | Es1 | O21 -
dg || O7o | - Es; -

Tabla 9.10: Coordenadas d; del producto para la multiplicacién sobre G F(27).

En la tabla 9.10 se muestra la comparticion de términos que permite la
reduccion de la complejidad del multiplicador construido con este tipo de tri-
nomios. Se observa que la subexpresién (Og; + Oy41) perteneciente a la coor-
denada dj, también aparece en la coordenada dsz, y lo mismo sucede con la
subexpresiéon (Eq; 4+ Es1), perteneciente a d; y dy. Por lo tanto, estos términos
se pueden construir una sola vez y pueden ser reutilizados por las coordenadas
del producto, reduciéndose de esta forma la complejidad. El nimero de puertas
obtenido finalmente para la construccién de este multiplicador sobre GF(27)
es de 49 puertas AND y de 48 puertas XOR.

Esta forma de construccion de las coordenadas del producto también per-
mite la reduccién de la complejidad temporal del multiplicador por medio de
la utilizacién de arboles binarios de puertas XOR para la construccion de los
términos E;o,1) ¥ Oj(0,1), para la construccion de las subexpresiones comparti-
das mencionadas y para la suma final de dichos términos dada en la tabla 9.10.
Se obtiene finalmente que el retardo total del multiplicador es de 5 retardos
de puertas XOR y de 1 retardo de puerta AND, es decir, Tanp + 5Tx0r-
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9.5.2. Analisis tedérico de complejidad

Las ecuaciones 9.42 (A par) y 9.43 (A impar) permiten calcular las coor-
denadas del producto 6 = « - x en funcién de los términos E;j 1) ¥ Oj0,1), ¥
su aplicacién a cualquier trinomio irreducible del tipo f(x) = 2™ + 2T 41
(m impar) determina agrupaciones de términos con la misma estructura que
la mostrada en la subseccién anterior para la multiplicacién sobre GF(27).

Al igual que se hizo en la secciéon anterior con los trinomios irreducibles
f(z) = 2™ +2" +1 conm impar, se pueden determinar unos grupos formados
por la suma de dos términos E;; y/o Oj1. A estos grupos también se les denota
como Gy, donde el subindice 7 coincide con el subindice de la coordenada del
producto a la cual pertenece dicho grupo. Asimismo, las expresiones que los
definen coinciden con las dadas en las ecuaciones 9.32 (A par) y 9.33 (A impar)
con la diferencia de que para los trinomios f(z) = 2™ + ™7 + 1 (m impar),
el rango de variacién del subindice 7 es + = 0,1,...,m — 3. También en este
caso se cumple que para i = A,,, no existe grupo G; asociado.

Utilizando las ecuaciones 9.42 y 9.43 junto con las ecuaciones 9.32 y 9.33, se
pueden establecer unas nuevas expresiones de las coordenadas del producto ¢
en funcion de los grupos Gj. Para A par, las coordenadas del producto vienen
dadas por las expresiones

( G; + O(i+1)0 L par i< A
! Eit10 7 tmpar m

O(i+1)0 + O i=A,
da; = 4 O(it1yo + Ou i par : (9.45)
Gi(amt1) + { Egio+Ea i impar 1> A,
E(i+1)0 + Eix + O(i—(Am+1))1 1=m— 2
{ Omo + Ei-(ant1)1 i1=m-—1

mientras que para A impar se tiene

(Gt { Dtean iper } i< A
Eiy1)0 + Eir i =Ap
B2 G { e e e Aoy, 00
Eirno + Ein + Eg (an+1)1 i=m—2
L Omo + Ogi—(am+1)1 i=m-—1
para ¢ = 0,1,...,m — 1. La arquitectura paralela del multiplicador se extrae

facilmente de estas expresiones, teniendo en cuenta la utilizacién de arboles
binarios de puertas XOR para la construccion de los términos Ej 1), Oj0,1)
y G; y para la suma final dada por las ecuaciones 9.45 y 9.46.
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La complejidad espacial teérica del multiplicador se calcula utilizando las
ecuaciones 9.32, 9.33, 9.45, 9.46 y las complejidades dadas en la tabla 9.2.
Por lo tanto, la complejidad del multiplicador vendra dada por la suma de
complejidades de los términos Ejq 1), Oj,1) ¥ Gi necesarios, asi como de la
complejidad necesaria para su suma, segun las ecuaciones 9.45 y 9.46.

Haciendo consideraciones similares a las hechas en la seccién 9.4, se tiene
que unicamente son necesarios los grupos G; (i < A,,;), cuya complejidad es
de 1 puerta XOR cada uno, por lo que se requieren A,, puertas XOR para
la construccién de los G;i (no existe grupo Ga,,). Utilizando las ecuaciones
9.45 y 9.46, se observa que para la construccién del multiplicador se necesitan,
ademds, A,, puertas XOR (para las coordenadas dy a da, 1), una puerta
XOR (para la coordenada da, ), 24, puertas XOR (para las coordenadas
da,,+1 & dp—3), dos puertas XOR (para d,,—») y una puerta XOR (para la
coordenada d,,,_1). En el apéndice A se demuestra que la complejidad espacial
del multiplicador es de m? puertas AND y de m? — 1 puertas XOR.

Para poder determinar la complejidad temporal teérica del multiplicador,
se utiliza la ecuacion 9.36 que proporciona el retardo tedrico de los grupos Gj
y que establece que el niimero de niveles de puertas XOR se incrementa con el
decremento del indice ¢, por lo que los grupos G; con menor subindice son los
que presentan un mayor retardo. Esto, junto con la utilizacion de las ecuaciones
9.45 y 9.46 y usando los resultados obtenidos en el analisis de retardos visto
en la subseccién 9.4.2, permite hacer las siguientes distinciones, en funcién del
parametro A,,, con respecto del retardo de las coordenadas del producto:

e Cuando 7 < A,,, se utiliza la ecuacion 9.37 y las consideraciones asocia-
das para establecer que la profundidad del arbol de puertas XOR de la
coordenada d; viene dada por Prof(d;) = [loga(m —i—1)] + 2.

e Para i = A,,, se utilizan las ecuaciones 9.38 y 9.39 y las consideraciones
asociadas para establecer que el retardo viene dado por las expresiones
Prof(d;) = [loga(2[%+]=1)]+1 (A par) y Prof(d;) = [log»(2[*£+])]+1
(A impar), respectivamente.

e Parai> A,,, coni# {m—2,m—1}, se utiliza la ecuacién 9.40 y las con-
sideraciones asociadas para establecer que la profundidad del arbol XOR
viene dada por Prof(d;) = [loga(m — i+ A,,)] + 2, independientemente
del valor par o impar del parametro A.

e Para i = m — 2, se tiene de las ecuaciones 9.45 y 9.46 que la coordenada
d; es la suma de los términos Ei1)0, Eix ¥ O(E)i—(Am+1))1 Para A
par(impar). Utilizando la tabla 9.2, se observa que el término E1)o es
el que presenta un mayor numero de niveles XOR, por lo que en este caso
es mas 6ptimo agrupar los términos E;; y O(E)i_(a,+1))1 (cuya suma
iguala, en el peor caso, el retardo de E(j;1)0) y posteriormente sumarle
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dicho término Ey1)0. Se obtiene de esta forma que la profundidad del
arbol XOR viene dada por

Prof(d;) = max(Prof (Es1)), Prof (Eir + O(E) G- (am+1)1))) + 1
= Prof(Eg1)0) + 1= [loga(2[*F])] + 1 (9:47)

independientemente del valor par o impar del parametro A.

e Para i = m — 1, se tiene de las ecuaciones 9.45 y 9.46 que la coordenada
d; es la suma de Omo ¥ E(O)i—(am+1))1 Para A par(impar). De la tabla
9.2 se obtiene que el término Oy,0 es el de mayor complejidad temporal,
por lo que el retardo viene dado como

Prof(d;) = maz(Prof(Omo), Prof(E(O)m-am-21)) +1
= maz([logam], [loga("5+)]) + 1 = [logom] +1  (9.48)

donde se ha utilizado el valor de A,, = mT_3 para este tipo de trinomios.

La complejidad temporal del multiplicador vendra determinada por la maxi-
ma complejidad temporal de entre las establecidas anteriormente para las dis-
tintas coordenadas, obteniéndose el retardo maximo [logs(m —i—1)] +2 para
las coordenadas d;, i < A, (ya que [loga(m—i+A,,)]+2 coincide, para valores
de i > A,,, con este retardo méaximo). El valor méximo del retardo se puede
escoger para la coordenada dy debido a que los grupos G; con menor subindi-
ce son los que presentan un mayor retardo, estableciéndose 2 + [logs(m — 1) ]
como retardo maximo. Finalmente, la complejidad tedrica temporal vendra da-
da por este numero de niveles de puertas XOR, a los que se anade un nivel
de puertas AND que realizan los productos a;c; de las coordenadas de los
elementos a y x de GF(2™). Por lo tanto, el retardo total del multiplicador
serd Tanp + (2 + [loga(m lﬂ)TXOR, que coincide con el retardo obtenido

para los trinomios f(z) = 2™ 4+ 2"% + 1 con m impar.

#XOR | #AND Retardo
[HKO0] | m2—1] m? Tanp + ([%1 + [logam]) Txor
ZP01] | m2—1| m® | Tanp+ (1222 ] +1+ [logam))Txor
Ntra.Ap. | m? -1 m? Tanp + (2 + [loga(m — 1)) Txor

Tabla 9.11: Complejidades teorlcas de multiplicadores candnicos usando trinomios
irreducibles f(z) = 2™ + 272 C 41 (m impar).

En la tabla 9.11 se comparan las complejidades tedricas obtenidas por nues-
tro método (Ntra.Ap.) con los mejores resultados dados en la literatura por
Halbutogullari y Kog [HK00] y por Zhang y Parhi [ZP01] para la construc-
cion de un multiplicador paralelo en base canénica generado por trinomios

irreducibles del tipo f(z) = 2™ + 2™ + 1, para m impar.
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Al igual que sucedia con los trinomios estudiados en las secciones anteriores,
se tiene que los resultados teéricos mostrados en la tabla 9.11 corresponden a
complejidades en las que se mantiene un equilibrio entre el niimero de puertas
XOR y el retardo del multiplicador. En [ZP01] se da otro resultado en el que
se reduce el numero de puertas XOR a costa de un incremento en el retardo.

En la tabla 9.12 se comparan los retardos de puertas XOR (Txor) obteni-
dos por nuestra aproximacion transposicional con los obtenidos por el método
propuesto por Halbutogullari y Ko¢ en [HK00| para todos los trinomios irre-
ducibles f(z) = 2™+ 2™ + 1 (m impar) existentes hasta el grado m = 100.
También se muestra el porcentaje de mejora obtenida por nuestro método,
asi como los valores totales. Los resultados teéricos dados por Zhang y Parhi
en [ZP01] coinciden exactamente con los obtenidos por Halbutogullari y Kog.

Ntra.Ap. || Halbut.-Kog || Mejora

m f(x) || Txor Txor %
3 3,1,0 3 3 0.0
5 5,2,0 4 5 20.0
7 7,3,0 5 5 0.0
9 9,4,0 5 6 16.7
15| 15,7,0 6 6 0.0
41 | 41,20,0 8 8 0.0
63 | 63,31,0 8 8 0.0
65 | 65,32,0 8 9 11.1
71 | 71,35,0 9 9 0.0
Total 56 59 5.1

Tabla 9.12: Comparacién de retardos Txor de multiplicadores obtenidos con nuestra
aproximacion y por Halbutogullari y Kog para distintos trinomios irreducibles.

Los resultados dados en la tabla 9.12 muestran que el método transposicio-
nal obtiene una menor reduccion en el retardo de puertas XOR que la obtenida
en la seccion 9.3, debido a una menor comparticiéon de grupos G; y a la alta
optimizacion con respecto a T'xor de los resultados dados en esta tabla 9.12, lo
que dificulta la obtencién de mayores reducciones del retardo. A pesar de esto
y para el total de polinomios mostrados, se obtiene una mejora con respecto al
método dado en [HK00] del 5.1 %. Si se consideran tnicamente los multiplica-
dores para los que se reduce el retardo (para m = 5,9 y 65), entonces nuestro
método obtiene una mejora en la complejidad temporal del 15.0 %.

Se puede observar que estos resultados tedricos son similares a los obtenidos
en la seccion anterior, ya que la creacion y comparticion de grupos Gj es similar
a la obtenida con los trinomios f(z) = 2™ 4+ 22 + 1 (m impar). También se
puede observar en la tabla 9.12 que el trinomio f(x) = 2® + x + 1 pertenece a
los trinomios del tipo f(z) = 2™ +x + 1 y que se estudiardn en la seccién 9.7.



Trinomios irreducibles f(z) = 2™ + 2" 41 (m impar) 9.5 223

9.5.3. Resultados experimentales

Se ha realizado la implementacién paralela sobre FPGAs de multiplica-
dores candnicos utilizando el método transposicional dado por las ecuaciones
9.45 y 9.46 y utilizando el método propuesto por Halbutogullari y Kog¢ en
[HKO00]. Se ha empleado Xilinz Foundation F2.1i y se han realizado descrip-
ciones VHDL de los multiplicadores paralelos utilizando ambos métodos para
los campos GF(2™) generados por trinomios irreducibles f(z) = 2™ +z"2 +1
para grados impares m = 5, 7, 9 y 15. Los dispositivos utilizados han sido los
4013XLPQ160 pertenecientes a la familia XC4000XL y se ha realizado la sinte-
sis utilizando optimizacion para Area con un nivel de esfuerzo High. Asimismo,
las métricas del rendimiento utilizadas han sido el niumero de CLBs y el retardo
mdzimo combinacional, obteniéndose los resultados experimentales mostrados
en la tabla 9.13.

Halbut.-Kocg Transposicional
CLBs | Ret. Max (ns) || CLBs | Ret. Max (ns)
GF(2°) 11 17.1 11 20.0
GF(27) 23 19.6 20 20.5
GF(29) 33 24.8 30 24.2
GF(2') 90 30.4 80 29.2
Total 157 91.9 141 93.9

Tabla 9.13: Resultados experimentales de multiplicadores canénicos sobre campos

m

generados por trinomios irreducibles f(z) = 2™ + "2 T+ (m impar).

De los resultados mostrados en la tabla 9.13, se observa que la implementa-
cion de los multiplicadores en base canoénica utilizando nuestro método trans-
posicional consume un menor nimero de CLBs que si se utiliza la aproxima-
cién dada por Halbutogullari y Ko¢. Considerando el nimero total de CLBs
para todas las implementaciones, se observa que nuestro método utiliza un
10.2% menos de CLBs, siendo el mejor resultado el correspondiente al cam-
po GF(2") con una reduccién del 13.0 %. Sin embargo, se observa en la tabla
que los retardos obtenidos con nuestra aproximacién son un 2.2 % peores que
los conseguidos por el otro método, hecho que no se corresponde con el re-
sultado tedrico obtenido anteriormente de un mejor comportamiento temporal
del método transposicional. Tampoco coincide el mejor resultado experimental
obtenido por nuestro método en cuanto al nimero de CLBs con la igualdad
espacial tedrica mostrada en la tabla 9.11.

La mejora de la complejidad espacial experimental obtenida por nuestro
método para este tipo de trinomios es similar a la obtenida para los trinomios
estudiados en la seccion anterior, pudiéndose hacer consideraciones similares
con respecto a esta mejora.
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9.6. Trinomios irreducibles f(z) = 2™ + x> + 1 (m par)

Los trinomios irreducibles de la forma f(z) = 2™ + 22 + 1 (m par) son
un tipo especial de ESPs (Equally-Spaced-Polynomials) conocidos como ESTs
(Equally-Spaced- Trinomials). Los ESPs irreducibles son polinomios de la forma
flz) = 2™ + 26=D¥ 4 ... 4 2% + 1 donde m = kU y k > 2. Los ESPs se
reducen a los ESTs cuando k& = 2, y se reducen a los AOPs para ¥ = 1.

Para el EST f(x) = 2™+ +1 (m par) se tiene que el parametro A = Ty
2(m71)-‘

que A,, = -2 = A — 1. Por otra parte, se tiene que 7 = [

5 , pudiéndose
comprobar que para valores pares de m con m > 2, el pardmetro 7 = 2, por
lo que la descomposicion de la matriz K dada en la ecuacién 9.1 esta formada
por la suma de las tres matrices Ko + Ky 4+ Kj. Sin embargo, para m = 2,
el pardmetro 7 = 1 y la matriz K se descompone en la suma de dos matrices
Ky + K; tnicamente (se observa que f(z) = z* + x + 1 pertenece al grupo de
trinomios de la forma f(z) = 2™ + x + 1 que se estudiara en la seccién 9.7).

Teniendo en cuenta la forma de las matrices Ko y Ko dadas en las ecuacio-
nes 9.2 y 9.4, respectivamente, y utilizando la numeracion de columnas usada
en la seccién 9.1, se observa que la columna (n-+1)-ésima de Kq es de la forma
(CnyCie1y+ -y €0y Cu1y + - -y Cns2, Cny1), Mientras que la columna (n + 1)-ésima
de K3 es de la forma (0,0,...,0,¢pn_1,--.,Cn12,Cay1). Por lo tanto, la suma
de Ko y K2 hace que la columna (n + 1)-ésima resultante presente términos
nulos debido a la aparicién de expresiones ¢; +¢; = 0, obteniéndose como resul-
tado la columna (c,,¢p 1,-..,¢,0,...,0,0). Cancelaciones similares ocurren
al realizarse la suma de las restantes n — 2 columnas no nulas de K5 con las
columnas correspondientes de Kq, pudiéndose considerar que el resultado de la
suma es la matriz Kg con una serie de elementos nulos correspondientes a las
posiciones no nulas de la matriz Ks. Este hecho hace que la complejidad espa-
ctal de los multiplicadores sobre ESTs sea menor que la del resto de trinomios
estudiados, como se verda posteriormente en el andlisis de complejidad.

Utilizando estas consideraciones, se obtienen las siguientes expresiones que
permiten el cdlculo de las coordenadas dg, del producto ¢ por el método trans-
posicional en funcién de los términos E;j 1) ¥ Oj0,1):

E;; + O(A+i)1 ipar, 1< Am

Ogs1o +{ En i=Ap
dg, = OG—(am+1)1  ipar, i > Ay, (9.49)
E. n Oi1 + Eatiyn iimpar, 1 < A,
(i+1)0 E(if(Aerl))l 1 impar, 1 > Am

para valores de ¢ = 0,1,...,m — 1. Estas ecuaciones son vilidas para A par,
condicién que se cumple para todos los ESTs irreducibles.

A continuacion se presenta un ejemplo de multiplicacién sobre el campo de
Galois GF(2°) utilizando el método transposicional.
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9.6.1. Ejemplo de multiplicacién sobre GF(2°)

El producto 6 de dos elementos « y x pertenecientes al campo GF(2°)
generado por el EST irreducible f(z) = z%+2°+1 se puede calcular utilizando
la ecuacién 9.49. Para este trinomio, se tiene que A = 3 y A, = 2. La matriz
K se descompone de la siguiente forma:

Cs C4 C3 C2 C1 (g
C4 C3 C2 C1 Cp Cp
C3 C2 C1 Cyp Cs (4
Ca C1 C C5 C4 C3
Ci C C5 C4 C3 Co
Ch C3 C4 C3 Co

0O 0 0 0 0 O 0O 0 0 00O
0 0 ¢ 0 0 O 0O 0 0 00O
0 ¢5 4 0 0 O 0O 0 0 00O
¢s i e 00 0 |Tloo o000 (9.50)
¢y €3 ¢ 0 0 c5 0 0 ¢5s 0 0O
c3 ¢ ¢ 0 ¢5 ¢4 0 ¢cs ¢4 0 0 O
Cs C4 C3 Cy C1 Cg 0O 0 0 0 0 O
C4 C3 Cy C1 Cy Cs 0 0 ¢ 0 0 O
C3 Cy €1 Cy Cs C4 0 ¢s ¢4 0 0 O
_|_

Cy €L Cy C5 C4 C3 cs ¢4 cg 0 0 O
C1 Co 0 Cy C3 Co Cy C3 Co 0 0 Cx
Co 0 0 C3 Cy C1 C3 Cy (1 0 Cy Cy4

donde los términos ¢; son las coordenadas de x en la base candnica y donde se
observa que la suma de las matrices Kg y Ko produce una nueva matriz igual
a Ky con términos nulos en las posiciones no nulas de K.

Los 1-ciclos y 2-ciclos dados por el método transposicional para este tri-
nomio son los mismos que los calculados en el ejemplo visto en la subseccién
9.3.1 para el trinomio f(x) = 2% + 2° + 1. Por lo tanto, las funciones E;( 1) y
Oj(0,1) para nuestro trinomio ejemplo f(z) = 2% 4+ 2* + 1 son las mismas que
las dadas en las ecuaciones 9.19 y 9.20.

En la tabla 9.14 se muestran las coordenadas del producto § para el EST
f(x) = 25+ 23 + 1. A la izquierda de la tabla se especifican los componentes
de los vectores o, Ko, 0Ky y Kz, donde la suma de funciones Ejq1) y
Oj(0,1) existentes en la fila i-ésima determina la coordenada d;. A la derecha de
la tabla se muestran los componentes resultantes de la simplificacion realizada
al observar que los términos Ogz; v Ey4; aparecen sumados dos veces en las
coordenadas d3 y dg4, respectivamente, a la izquierda de la tabla. A la derecha
de la tabla se muestran los componentes de los vectores af, Ky (resultante de la
simplificacién anterior) y oKy, cuya suma de términos Ei0,1) ¥ Oj0,1) Para
el calculo de las coordenadas d; es la proporcionada por la ecuacion 9.49.
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aoKo || agKy || apKo aoKp || 20K1
do || O10 | Eo1 || Os1 - O10 | Eo1 || Os1
di || E20 | O11 | Eqa - E2o | O11 | Ena
da || Oso | E21 | - - = O30 | E21 || -
ds || Eqo | O31 | Eo1 Os1 Eq | - Eo1
dy || Os0 | Ea1 || O11 Eq Os0 | - O11
ds || Eeo | - E2; - Ego | - E2;

Tabla 9.14: Coordenadas d; del producto para la multiplicacién sobre G F(2°).

En la parte derecha de la tabla 9.14 se observa que no se pueden formar
grupos Gj de términos E;; y/o Oj; que puedan ser compartidos entre varias
coordenadas, por lo que para este tipo de trinomios no se cumple la propiedad
de comparticion, aunque si se da la agrupacion proporcionada por los términos
Ei(O,l) y Oi(0,1)-

Se puede comprobar que el niimero de puertas necesarias para la construc-
cién de este multiplicador sobre GF(2°) es de 36 puertas AND y de 33 puertas
XOR. Con respecto al retardo del multiplicador, se tiene que es de 4 retardos
de puertas XOR y de 1 retardo de puertas AND, es decir, Tanp + 4T x0or.
Para la obtencion de este resultado, ha sido mas éptimo realizar la suma en
primer lugar de los términos Oqg + Ogz1 (en dgy) y Egg + Ey41 (en dy) y poste-
riormente hacer su suma con Eg; vy Oy, respectivamente, para la obtenciéon
de las coordenadas dy y d;. Esto es posible ya que para los ESTs ya no existe
la restriccién impuesta por los grupos Gj con respecto de la agrupacion de
términos y cuya finalidad era la comparticion de expresiones comunes entre
las distintas coordenadas.

9.6.2. Analisis tedérico de complejidad

Como se ha mencionado en el ejemplo anterior, se tiene que para la multi-
plicacién canénica utilizando ESTs no existen grupos G; formados por sumas
de términos E;j; y/o Oj1 que puedan ser compartidos entre varias coordenadas
del producto, por lo que es directamente la ecuacién 9.49 la que determina las
coordenadas de dicho producto.

La complejidad tedrica del multiplicador se calcula, por tanto, utilizando
la ecuacién 9.49 y las complejidades dadas en la tabla 9.2. En el apéndice A
se demuestra que la complejidad espacial del multiplicador es de m? puertas
AND y de m? — A puertas XOR, siendo, por tanto, menor que en el resto de
trinomios estudiados hasta el momento.
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Para poder determinar la complejidad temporal tedrica del multiplicador,
se tiene en cuenta la observacion realizada en el ejemplo anterior con respecto
del orden a utilizar en la suma de términos E;q1) ¥ Oj,1). Se realizan, por
tanto, las siguientes distinciones en funcion del parametro A,,, con respecto
del retardo de las coordenadas del producto:

e Cuando i < A,,, se tiene de la ecuacién 9.49 que los términos E;y (i par) y
O;; (7 impar) son los que presentan un mayor nimero de niveles de puer-
tas XOR. Por este motivo, es mas éptimo realizar en primer lugar la suma
de términos Oi11)0+O(atiy1 (7 par) y Eigr1)0+Ea i1 (7 impar) y poste-
riormente sumarles los términos E;; o Oj; correspondientes. De esta for-
ma, y como el retardo XOR de la primera suma O(E) 110 + O(E)ati1
es menor o igual que el nimero de niveles XOR del término E(O);;
correspondiente, se toma la complejidad de este ultimo para determinar
la profundidad del arbol de puertas XOR de la coordenada d; como

Prof(d;) = Prof(E(O)j1) +1 = [logag(m —i—1)] +1 (9.51)
donde se han utilizado los resultados dados en la tabla 9.2.

e Para i = A,, y utilizando la ecuacién 9.49, se tiene que la coordenada d;
es la suma de los términos O(j;1)0 y Ej1, por lo que

Prof(d;) = maz(Prof(Ogy1)). Prof(Eqn)) + 1 = [log:(%)] +1 (9.52)

donde se ha utilizado el hecho de que el nimero de niveles XOR de
ambas funciones sean iguales para valores de m pares y que para un EST
el pardmetro A, = % — 1.

e Para i > A,,, se observa en la ecuacién 9.49 que las coordenadas d;
vienen dadas por la suma de términos Oii1)0 + OG- (am+1)1 (7 par) y
Ei110+Ei-(am+1)1 (¢ impar). Como los términos E;q son més complejos
que los términos Ojg (véase tabla 9.2), se tiene que

Prof(d;) = maz(Prof(Egi1)0), Prof(Eg—(am+1)1)) +1
= Prof(Ei10) + 1 = [log2(2[2£17)] + 1 (9.53)

donde se ha utilizado la mayor complejidad de los términos E;q frente a
los términos E(i—(Am+1))1-

La complejidad temporal del multiplicador vendra determinada por la maxi-
ma complejidad temporal de entre las establecidas anteriormente para las dis-
tintas coordenadas, observandose que el retardo méaximo corresponde a la coor-
denada d,,_; cuya profundidad del drbol XOR es [logom]| + 1 (obtenida de la
ecuacién 9.53 para i = m — 1 con m par).
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Finalmente, la complejidad tedrica temporal vendra dada por este niimero
de niveles de puertas XOR, a los que se anade un nivel de puertas AND que rea-
lizan los productos a,c; de las coordenadas de los elementos o y x de GF'(2™).
Por lo tanto, el retardo total del multiplicador serd Tayp+ (14 [logam])Txor,
que coincide con los retardos obtenidos por Halbutogullari y Ko¢ [HK00] y por
Zhang y Parhi [ZP01] para este tipo especial de trinomios.

En la tabla 9.15 se comparan las complejidades tedricas obtenidas por nues-
tro método (Ntra.Ap.) con los mejores resultados encontrados en la literatura
para la construcciéon de un multiplicador paralelo en base candénica generado
por un EST irreducible f(z) = 2™ + 2% + 1 (m par), observdndose que las
complejidades obtenidas por nuestro método transposicional son idénticas a
las obtenidas en [HKO00] y en [ZPO01].

#XOR | #AND Retardo

[HKO00] m? — A m? Tanp + (1 + [logam])Txor
[ZP01] m?—A | m? | Tanp + (1 + [logam))Txor
Ntra.Ap. m? — A m? TinD + (1 + “Ong—‘ )TXOR

Tabla 9.15: Complejidades tedricas de multiplicadores canénicos utilizando ESTs
irreducibles.

Los ESTs son polinomios poco importantes con respecto a la generacién de
campos de Galois, ya que existen muy pocos ESTs irreducibles. Concretamente,
para ESTs de grado hasta 1000, tinicamente existen seis ESTs irreducibles
(para m = 2, 6, 18, 54, 162 y 486). Por este motivo, no hemos realizado
implementaciones reconfigurables de multiplicadores paralelos sobre este tipo
de trinomios irreducibles.

9.7. Trinomios irreducibles f(z) =2 +z +1

Cuando el trinomio irreducible generador del campo finito es de la forma
f(z) = 2™ + x + 1, se tiene que el pardametro A = m — 1 y, por lo tanto,
T = [2] = 1. La descomposicién de la matriz K dada en la ecuacién 9.1
estard formada en este caso por la suma de las dos matrices Ko+ K;. Ademas,
se tiene que para estos trinomios el pardmetro A, = (m —1) — A = 0.

Las expresiones que permiten el calculo de las coordenadas dg, del producto
d por el método transposicional en funcién de los términos E;(g 1) y Oj(0,1) para

valores del parametro A pares, vienen dadas por

Ofir1)o
O(,+1) + 011) + E(, 1)1 1 par
Eii10 +Ei) + Og11 @ impar
O(,+1) )+E(, 1)1 1=m—1

—|—011) Z:O

(9.54)

2

(

)
do =4
(
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mientras que las coordenadas para valores impares de A son

(Og+1)0 + Ein) 1=0
O¢t1y0 + Ei1) + Op_1)1 i par
do, = (Oc4njo + Bir) + Ognn ip (9.55)
(E(i+1)o + Oi1) + Ei_11 @impar
(Egr10) + Eg 1 i=m-—1
donde i = 0,1,...,m — 1 y donde los términos entre paréntesis son propor-

cionados por el vector o, Ko, mientras que el tercer sumando (segundo, para
i =m — 1) de ambas ecuaciones pertenece al vector ahKj.

A continuacién se presenta un ejemplo de multiplicacion sobre el campo de
Galois GF(2°) utilizando el método transposicional.

9.7.1. Ejemplo de multiplicacién sobre GF(29)

El producto 6 de dos elementos « y x pertenecientes al campo GF(2°)
generado por el trinomio irreducible f(z) = 2% + z + 1, para el que A =5, se
puede calcular utilizando la ecuaciéon 9.55. La matriz K se descompone de la
siguiente forma:

K:K0+K1:

Cy; C4 C3 Co C1 (g 0 0 0 0 0 0
Cy4 C3 Co9 C1 Cpy Ch 0 0 0 0 Cx 0
g ¢ €L Co G5 Ca | 0 0 0 ¢5 ¢4 O (9.56)
Cy CL Cy C5 C4 C3 0 0 ¢5 ¢4 ¢c3 O
Cl Cy C5 C4 C3 Coy 0 ¢5 ¢4 ¢c3 ¢ O
Cop C5 Cy C3 Cy C Cs €4 c3 c9 ¢; O

donde los términos ¢; son las coordenadas de y en la base candnica y don-
de las matrices Ko y K; se construyen a partir de las ecuaciones 9.2 y 9.3,
respectivamente.

Los 1-ciclos y 2-ciclos dados por el método transposicional para este tri-
nomio son los mismos que los calculados en el ejemplo visto en la subseccién
9.3.1 para el trinomio f(z) = 2%+ 2° + 1. Por lo tanto, las funciones E;q 1) ¥
Oj(0,1) para nuestro trinomio ejemplo f(x) = 2% + 2 + 1 son las mismas que
las dadas en las ecuaciones 9.19 y 9.20.

En la tabla 9.16 se muestran las coordenadas del producto § resultantes de
aplicar la ecuaciéon 9.55 al trinomio irreducible f(z) = 2° + z + 1, donde se
especifican los componentes de los vectores o, Ko v 04Ky y donde la suma de
funciones E;,1) ¥ Oj(0,1) en la fila i-ésima determina la coordenada d;.

En la tabla 9.16 se observa que no existen grupos G; formados por sumas de
términos Ej; y/o Oj1 que se puedan compartir entre varias coordenadas, por
lo que para este tipo de trinomios no se cumple la propiedad de comparticion,
aunque si se da la agrupacion proporcionada por los términos E;1) y Oj0,1)-
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ab Ko ab Ky

do || O10 | Eo1 | -
di || E2o | O11 | Eo1
dy || Os0 | E21 || O11
ds | Eg0 | O31 || E21
dy || Os0 | Ea1 || Os1
ds || Eeo | - E41

Tabla 9.16: Coordenadas d; del producto para la multiplicacién sobre G F(2°).

Asimismo, se puede comprobar que el nimero de puertas necesarias para
la construcciéon de este multiplicador paralelo sobre GF(2°) es de 36 puertas
AND y de 35 puertas XOR. Con respecto al retardo del multiplicador, se tiene
que es de 4 retardos de puertas XOR y de 1 retardo de puertas AND, es decir,
Tanp + 4Tx0R-

9.7.2. Anadlisis teérico de complejidad

Como se ha mencionado en el ejemplo anterior, se tiene que para la multi-
plicacién canénica utilizando los trinomios irreducibles f(z) = 2™ 4+ 2 + 1 no
se pueden formar grupos G; de términos E;j; y/o Oj; que puedan ser compar-
tidos entre varias coordenadas del producto, por lo que son directamente las
ecuaciones 9.54 (A par) y 9.55 (A impar) las que determinan las coordenadas
de dicho producto.

La complejidad tedrica del multiplicador se calcula, por tanto, utilizando
las ecuaciones 9.54 y 9.55, junto con las complejidades dadas en la tabla 9.2.
En el apéndice A se demuestra que la complejidad espacial del multiplicador
es de m? puertas AND y de m? — 1 puertas XOR.

Para determinar la complejidad temporal teérica del multiplicador, se rea-
lizan las siguientes distinciones con respecto de las coordenadas del producto:

e Para i = 0, se tiene de las ecuaciones 9.54 y 9.55 que la coordenada d;
estd formada por la suma de Oy1y0 ¥ O(E);; para A par (impar), por
lo que la profundidad del arbol de puertas XOR de la coordenada d; es

Prof(d;) = maz(Prof(Ogi1)0), Prof(O(E)i)) +1
= Prof(O(E)i1) + 1 = [loga(m —1)] +1 (9.57)

donde se ha utilizado el hecho de que 7 = 0, asi como el mayor retardo
de los términos O(E);; para dicha coordenada.
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e Para i # {0,m — 1} con A par, se observa que (utilizando las ecuaciones
9.54 y 9.55) las coordenadas estan formadas por la suma de tres términos.
Se puede comprobar que el retardo XOR de las coordenadas d; es menor
o igual que el retardo de la coordenada d;, por lo que esta serd la que
determine el maximo retardo. En este caso, la coordenada d; esta formada
por la suma de los términos Egg, E11 v Op1 (para cualquier m), donde
E11 y/o Og1 presentan el mayor nimero de niveles de puertas XOR. Si
Prof(Eq11) = Prof(Og1), entonces se tiene la siguiente expresién para
la profundidad del arbol XOR de las coordenadas d;

Prof(d;) < Prof(Og1) +2 = [loga(m —1)] + 2 (9.58)

donde se han utilizado las complejidades mostradas en la tabla 9.2. Si
por el contrario, se tiene que Prof(E11) < Prof(Og1), entonces resulta
mas 6ptimo realizar en primer lugar la suma de los términos Eq17 v Eso,
y posteriormente sumar el término Og;. De esta forma, se obtendria que
la profundidad del arbol binario de puertas XOR de las coordenadas d;
vendria dada como

Prof(d;) < Prof(Oe1) +1 = [loga(m —1)] +1 (9.59)
utilizando también las complejidades dadas en la tabla 9.2.

e Para i # {0,m — 1} con A impar, las ecuaciones 9.54 y 9.55 determi-
nan que las coordenadas estan formadas por la suma de tres términos.
También se puede comprobar que el retardo XOR de las coordenadas d;
es menor o igual que el retardo de la coordenada dy, por lo que esta de-
termina el maximo retardo. En este caso, la coordenada d; esta formada
por la suma de los términos Egg, O11 v Eg1 (para cualquier m), donde
O;1 y/o Eq; presentan el mayor nimero de niveles de puertas XOR. Si
Prof(0O11) = Prof(Ep1), entonces se tiene la siguiente expresién para
la profundidad del arbol XOR de las coordenadas d;

Prof(d;) < Prof(Eo1) +2 = [logs(m — 1)] +2 (9.60)

donde se han utilizado las complejidades dadas en la tabla 9.2. En cambio,
si Prof(0O11) < Prof(Ee1), entonces resulta mds 6ptimo realizar en
primer lugar la suma de Oq; con Egg, v posteriormente sumar el término
Eg;. De esta forma, se obtiene que la profundidad del arbol XOR de las
coordenadas d; es

Prof(d;) < Prof(Ee1) + 1 = [loge(m —1)] +1 (9.61)

donde se han utilizado las complejidades dadas en la tabla 9.2.



232 Capitulo 9. Método transposicional aplicado a trinomios irreducibles

e Cuando i = m—1, se observa en las ecuaciones 9.54 y 9.55 que la coorde-
nada d,,,_; viene dada por la suma de los términos Omo + E(m_2)1 si A es
par, y por la suma Eng + E(m_2)1 si A es impar. De ambas expresiones,
los términos m&s complejos corresponden a los O(E)me, por lo que es-
tos términos seran los que determinen la complejidad temporal de d,,, ;.
Por lo tanto, el nimero de niveles de puertas XOR para esta coordenada
cuando A es par, vendra dado por

Prof(dm—1) = Prof(Omo) +1 = [log2(2[%] —1)] +1 (9.62)
mientras que si A es impar se tiene que
Prof(d, 1) = Prof(Emo) + 1 = [log:(2[51])] + 1 (9.63)
donde se han utilizado las complejidades dadas en la tabla 9.2.

La complejidad temporal del multiplicador vendra determinada por la maxi-
ma complejidad temporal de entre las establecidas anteriormente para las dis-
tintas coordenadas. Se puede observar que cuando Prof(Eq1) = Prof(Oop1) 0
Prof(O11) = Prof(Eg1), entonces el retardo viene determinado por las ecua-
ciones 9.58 y 9.60, respectivamente, con lo que el niimero de niveles de puertas
XOR es [loga(m — 1)] + 2. En cambio, cuando Prof(Eq;) < Prof(Qg1) o
Prof(011) < Prof(Eo1), entonces el retardo viene determinado por las ecua-
ciones 9.62 0 9.63, ya que estas presentan una mayor complejidad que la pro-
porcionada por las ecuaciones 9.57, 9.59 0 9.61. Como la complejidad dada por
las ecuaciones 9.62 y 9.63 es la misma para los valores que nos interesan, se
puede utilizar la expresion [logy(2[% ])] + 1 para el retardo en este caso.

Se puede observar que unicamente para los valores de m = 3, 4 y 6 se
cumple que Prof(E(O)11) < Prof(O(E)o1), por lo que iinicamente para estos
valores de m se utiliza la complejidad temporal (incluyendo el retardo del nivel
de puertas AND) del multiplicador Tanp + (1 + [log2(2[ 5 ])])T'xor, mientras
que Tunp + (2 + [loga(m — 1)])Txor se utiliza para el resto de valores de m.

#XOR | #AND Retardo
[HKO0] m?—1| m? Tanp + (1 + [logam])Txor
[ZP01] m? —1 m? Tanp + (1 + [logam])Txor
Ntra.Ap'. | m? —1 m? Tanp + (1 + [log2(2[F 1)) Tx0or
Ntra.Ap?. | m? —1 m? Tanp + (2 + [loga(m — 1)) Txor

Tabla 9.17: Complejidades tedricas de multiplicadores canénicos utilizando trinomios
irreducibles f(z) = 2™ + z + 1.

En la tabla 9.17 se comparan los mejores resultados tedricos obtenidos en
la literatura por Halbutogullari y Ko¢ [HK00] y por Zhang y Parhi [ZP01] con
las complejidades obtenidas por nuestro método. En la tabla se especifica el
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resultado de nuestro método para m = 3, 4 y 6, que se denota como Ntra.Ap'.
y el resultado tedrico para el resto de valores de m, denotado por Ntra.Ap?.
En la tabla 9.18 se comparan los retardos de puertas XOR (T'xor) obteni-
dos por nuestra aproximacion transposicional con los obtenidos por el método
propuesto por Halbutogullari y Ko¢ en [HK00| para todos los trinomios irre-
ducibles f(z) = 2™ 4 = + 1 existentes hasta el grado m = 100, observandose
que nuestro método obtiene peores resultados que el método dado en [HKO00].

Ntra.Ap. || Halbut.-Kog

m | f(x)| Txor Txor
2 2.1,0 2 P
3| 31,0 3 3
4] 41,0 3 3
6| 61,0 4 4
71 71,0 5 4
9| 9.1,0 5 5
15 | 15,1,0 6 5
922 | 22,1,0 7 6
28 | 28,1,0 7 6
30 | 30,1,0 7 6
46 | 46,1,0 8 7
60 | 60,1,0 8 7
63 | 63,1,0 8 7
Total 73 65

Tabla 9.18: Comparacién de retardos T'x o g de multiplicadores obtenidos con nuestra
aproximacion y por Halbutogullari y Ko¢ para distintos trinomios irreducibles.

Los resultados dados en la tabla 9.18 muestran que con el método transpo-
sictonal se obtienen peores retardos de puertas XOR que si se utilizan los otros
métodos propuestos por Halbutogullari y Ko¢ y por Zhang y Parhi. Conside-
rando los valores totales mostrados en la tabla, se obtiene que la complejidad
Txor es un 11.0% mayor utilizando el método transposicional. Estos resul-
tados teodricos no se corresponden del todo con los resultados experimentales
obtenidos cuando se utilizan plataformas reconfigurables para la implementa-
cion de los multiplicadores, como se muestra en la siguiente subseccion.

Se puede mencionar que el trinomio f(x) = x? +x + 1 pertenece también a
los tipos ya estudiados de trinomios f(z) = 2™ +2™ ' +1y f(z) = 2™ +2* +1,
en los que se habia obtenido el mismo retardo T'xpg. Sin embargo, ya que la
complejidad espacial de los trinomios f(x) = 2™ + 22 + 1 es menor, seria
mas optimo considerarlo como perteneciente a este tipo de trinomios. Por
tiltimo, el trinomio f(z) = 2* + x + 1 también pertenece al tipo de trinomios
f(z) =a2™+ 2”5 41, en donde se obtuvo la misma complejidad temporal de
retardo Txpor que la mostrada en la tabla 9.18.
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9.7.3. Resultados experimentales

Se ha realizado la implementacién paralela sobre FPGAs de multiplicadores
canénicos utilizando el método transposicional dado por las ecuaciones 9.54 y
9.55 y utilizando el método propuesto por Halbutogullari y Ko¢ en [HK00]. Se
ha empleado Xilinz Foundation F2.11 y se han realizado descripciones VHDL
de los multiplicadores paralelos utilizando ambos métodos para los campos
GF(2™) generados por trinomios irreducibles f(x) = 2™ + z + 1 de grados
m = 4, 6, 7, 9 y 15. Los dispositivos utilizados han sido los 4013XLPQ160
pertenecientes a la familia XC4000XL y se ha realizado la sintesis utilizando
optimizacion para Area con un nivel de esfuerzo High. Asimismo, las métri-
cas del rendimiento utilizadas han sido las mismas que en otros experimentos
realizados, es decir, el numero de CLBs y el retardo mdzimo combinacional,
obteniéndose los resultados experimentales mostrados en la tabla 9.19.

Halbut.-Kocg Transposicional

CLBs | Ret. Max (ns) || CLBs | Ret. Max (ns)
GF(2%) 8 14.8 5 14.0
GF(29) 12 15.7 14 20.4
GF(27) 22 20.4 17 18.2
GF(2%) 27 24.4 31 24.5
GF(21) 83 26.8 81 28.0
Total 152 102.1 148 105.1

Tabla 9.19: Resultados experimentales de multiplicadores candnicos sobre campos
generados por trinomios irreducibles f(z) = 2™ + = + 1.

De los resultados mostrados en la tabla 9.19, se observa una pequena me-
jora en cuanto al consumo de CLBs de nuestro método transposicional frente
al método propuesto por Halbutogullari y Ko¢ en [HKO00]. Considerando el
nimero total de CLBs para todas las implementaciones, se observa que nues-
tro método utiliza un 2.6 % menos de CLBs que la aproximacién dada por
Halbutogullari y Kog, siendo el mejor resultado el correspondiente al campo
GF(2*) con una reduccién del 37.5 % (en cambio, para GF(25), nuestro método
consume un 16.6 % mas de CLBs).

Estos peores resultados en cuanto a la reduccion de area obtenida por
nuestro método son debidos a que para este tipo de trinomios no existe ningin
grupo G; que sea compartido entre las coordenadas del producto (las unicas
agrupaciones existentes corresponden a los términos E;(,1) ¥ Oj(0,1)), por lo que
la optimizacién de area realizada por la herramienta de mapping sera menor
que en otros casos. Con respecto de los retardos obtenidos, se observa en la
tabla 9.19 que los resultados proporcionados por nuestro método son un 2.9 %
peores que los conseguidos con la otra aproximacién, hecho que se corresponde
con el resultado tedrico obtenido anteriormente.
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9.8. Comparacion de los multiplicadores

De lo visto en las secciones anteriores, se puede observar que la utilizacién
del método transposicional para la realizacion de la multiplicacion sobre los
cinco tipos de trinomios considerados, produce mejoras de los retardos tedricos
de puertas XOR de los multiplicadores correspondientes en comparacion con
los mejores resultados encontrados en la literatura. Estas reducciones en el
nimero de niveles XOR van disminuyendo desde el mejor resultado obtenido
con el primer trinomio f(z) = 2™ + ™ ! 4+ 1 hasta la obtencién de un peor
resultado tedrico con el ltimo trinomio visto f(z) = 2™ + x + 1.

Concretamente y considerando todos los trinomios irreducibles de grado
hasta 100, con el trinomio f(z) = 2™+2™ '+1 se obtuvo una mejora promedio
(en complejidad temporal del multiplicador dada en retardos de puertas XOR)
del 11.7%, con unos valores maximos de mejora del 25.0%; con el trinomio
fz) = 2™+ 2" 41 (m impar) la mejora promedio fue del 6.7 %, con un
valor méximo de mejora del 25.0 %; con el trinomio f(z) = 2™ + 2"+ 1
(m impar) se obtuvo una mejora promedio del 5.1 %, con valor maximo del
20.0 %; para el trinomio f(x) = 2™ + % + 1 (m par) se obtuvo una igualdad
tedrica con los mejores métodos encontrados en la literatura y, finalmente, con
el trinomio f(z) = 2™ 4+ x + 1 se obtuvieron resultados teéricos un 11.0 %
peores en promedio que los obtenidos por dichos otros métodos.

Con respecto de la complejidad espacial tedrica, se obtuvo en todos los
casos una igualdad tedrica en nimero de puertas AND y XOR con los mejores
métodos encontrados en la literatura.

Estos resultados tedricos no se corresponden con los resultados experi-
mentales obtenidos en las implementaciones reconfigurables sobre FPGAs. En
cuanto al nimero de CLBs consumidos (valores promedio de los campos utili-
zados) por los multiplicadores implementados utilizando el método transposi-
ctonal y utilizando otras aproximaciones dadas en la literatura, se ha obtenido
con el trinomio f(z) = 2™ + 2™ ! + 1 una mejora del 24.6 %, con una reduc-
ci6n méxima del 26.9 %; para el trinomio f(z) = 2™ +2™2 +1 (m impar) la
reduccion del nimero de CLBs fue del 11.8 %, con un valor maximo del 18.2 %;
con el trinomio f(z) = 2™ 4+ 22 + 1 (m impar) se obtuvo una mejora del
10.2% con un maximo del 13.0%, y con el trinomio f(z) = 2™ + x + 1 se
obtuvo una reduccién promedio del 2.6 %, con una mejora maxima del 37.5 %.
Para el trinomio f(r) = 2™ + 2% + 1 (m par) no se realizaron experimentos.

Con respecto al retardo temporal obtenido experimentalmente (valores pro-
medios), con el trinomio f(z) = 2™ +2™"!+1 se han tenido retardos un 39.5 %
peores; para el trinomio f(z) = 2™ 4+ ™2 + 1 (m impar) el retardo ha sido
un 4.4% mejor; con el trinomio f(z) = 2™ 4+ "7 + 1 (m impar) el retardo
fue un 2.2 % peor y con el trinomio f(z) = 2™ + x + 1 se obtuvo un retardo
un 2.9 % peor que el obtenido por otros métodos.
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En la tabla 9.20 se resumen los porcentajes promedio anteriores de mejora
o empeoramiento de los resultados tedricos y experimentales obtenidos de la
comparacion de los multiplicadores candnicos construidos utilizando el método
transposicional y los métodos dados en [HK00] y [ZP01], para los cinco tipos de
trinomios irreducibles considerados. No se incluyen las complejidades tedricas
en numero de puertas AND y XOR, ya que se obtuvieron los mismos resultados
que en los otros métodos encontrados en la literatura. En la tabla, los simbolos
T, 4 v <> denotan mejora (es decir, reduccién del parametro correspondien-
te), empeoramiento (incremento del parametro) e igualdad en la comparacién,
respectivamente. Asimismo, los trinomios se representan en la notacion ya uti-
lizada en capitulos anteriores. Por ejemplo, el trinomio f(x) = 2™ + R |
se representa como (m, mT_l, 0).

Teorico Experimental
Trinomios Retardo Txor || #CLBs | Retardo
(m,m —1,0) T11.7% || 1246% | | 39.5%
(m, L 0) 16.7% || 111.8% | 14.4%
(m, 2-1.0) 151% (| 1102% | 122%
(m, %,0) +~ 0.0% - -
(m,1,0) 1 11.0% 126% | 129%

Tabla 9.20: Porcentajes promedio de mejora/empeoramiento de resultados tedricos y
experimentales obtenidos por el método transposicional para multiplicadores sobre
campos generados por distintos trinomios irreducibles.

De los resultados mostrados en la tabla 9.20 se observa que la implemen-
tacion reconfigurable de los multiplicadores utilizando nuestro método trans-
posicional produce siempre mejores resultados (en cuanto al nimero de CLBs
consumidos) que las implementaciones realizadas utilizando el método pro-
puesto por Halbutogullari y Ko¢. Su porcentaje de mejora va disminuyendo
gradualmente desde el 24.6 % correspondiente al trinomio f(z) = ™ +z™ 141
hasta el 2.6 % obtenido con el trinomio f(z) = 2™ + z + 1.

Estos resultados se pueden explicar teniendo en cuenta la posibilidad de
comparticion de términos proporcionada por cada trinomio utilizado. En las
secciones anteriores se vio que la mayor comparticion de expresiones (forma-
cién de grupos Gj) entre las distintas coordenadas del producto correspondia
al trinomio f(z) = 2™ 4+ 2™~ 4+ 1, que es el que produce la mayor reduccién
experimental de drea (nimero de CLBs). Los trinomios f(z) = 2™ + 22 + 1
y f(z) = 2™ + 2™ + 1 (m impar) eran los siguientes trinomios en cuanto al
nimero de grupos G; formados y compartidos, respectivamente, observandose
que este hecho coincide con los porcentajes de mejora de area obtenida expe-
rimentalmente. Finalmente, con los trinomios f(z) = 2™ + 22 + 1 (m par)
y f(x) = 2™ + x + 1 no se obtenia ningin grupo, por lo que no se dan com-
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particiones de términos entre coordenadas. Unicamente se tiene la agrupacion
proporcionada por los términos Ejq.1) y Oj(o,1). Este hecho también se refleja
en los resultados experimentales obtenidos con f(x) = 2™ + z + 1, que es el
que presenta una menor reduccion, de entre todos los trinomios, en cuanto al
nimero de CLBs utilizados para los multiplicadores.

En realidad, esta tltima afirmacion con respecto de la no comparticion de
términos entre las coordenadas del producto cuando se utilizan los trinomios
f(x)=am+ 2% +1 (m par) y f(x) = 2™ + 2 + 1 no es cierta, ya que si se
produce la comparticion de algunos términos individuales agrupados Ei; v Ojq
que se repiten en algunas coordenadas. Esta comparticion de términos indivi-
duales depende de la composicion de la matriz Ky que determina, a su vez,
los componentes del vector a5 Ky. Lo que no se cumple en la multiplicacién
realizada con estos dos tipos de trinomios es la existencia de expresiones com-
plejas agrupadas Gy formadas por sumas de términos E;; y/o Oj; que puedan
ser compartidas entre las distintas coordenadas del producto. A la existencia y
comparticion de estas expresiones complejas G; es a lo que nos hemos referido
a lo largo de este capitulo cuando hemos mencionado la comparticion o no
comparticion de términos entre las coordenadas del producto.

Como ya se comento en el capitulo 8, las puertas con un menor nimero de
entradas pueden ser facilmente incluidas en las LUT de una FPGA y pueden
incrementar la posibilidad de que una herramienta de mapping obtenga una
mejor solucion cuando se utiliza hardware reconfigurable para la implemen-
tacion de los multiplicadores. Por este motivo, las agrupaciones de términos
producidas por el método transposicional a través del calculo de 2-ciclos y
de 1-ciclos y su comparticion entre varias coordenadas del producto, permite
la formacién de grupos de dos puertas AND de dos entradas y una puerta
XOR de dos entradas que se pueden realizar facilmente con una LUT, por
lo que la herramienta de mapping reconfigurable puede conseguir una mejor
optimizacién para drea [KLO1]. Estas consideraciones se han constatado con
los resultados experimentales obtenidos.

Por ultimo, se puede observar en la tabla 9.20 que los mejores resultados
teoricos obtenidos por nuestro método en cuanto al retardo de puertas XOR no
se corresponde con la peor complejidad temporal obtenida experimentalmente
para los multiplicadores. Esta discrepancia seria debida a que en los experi-
mentos realizados se establecieron optimizaciones para drea, no para tiempo.

9.9. Conclusiones

En este capitulo se ha aplicado el método transposicional introducido en
el capitulo 8 a la multiplicaciéon en base canodnica de elementos pertenecientes
a campos de Galois GF(2™) generados por varios tipos de trinomios irredu-
cibles. Para ello, se han dado expresiones generales de cédlculo del producto
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para cualquier tipo de trinomio y se han particularizado posteriormente di-
chas expresiones para cada uno de los trinomios irreducibles considerados, ob-
teniéndose unas nuevas ecuaciones que constituyen el método transposicional
de multiplicacién aplicado a cada uno de los trinomios estudiados.

Se vio en el capitulo 8 que el método transposicional determina agrupa-
ciones sencillas (representadas por las funciones Eio01) y 01(0,1)) de términos
producto x = (axck) y de sumas de términos producto z;; = (a;c; + ajc;) per-
tenecientes a las coordenadas de los elementos del campo finito a multiplicar.
La aplicacion del método transposicional a los trinomios irreducibles ha per-
mitido, ademds, mostrar la existencia de agrupaciones complejas (denotadas
como Gj) de términos Ei(0,1) ¥ Oi(0,1), cuya comparticién entre las distintas
coordenadas permite reducir la complejidad tedrica del multiplicador. De esta
forma, se ha visto que nuestro método de construccién de multiplicadores sobre
campos GF(2™) ha conseguido reducir en tres de los cinco trinomios estudia-
dos la menor complejidad temporal tedrica (dada en retardos de puertas XOR)
encontrada en la literatura y ha igualado la menor complejidad espacial (dada
en nimero de puertas AND y XOR) también encontrada en la literatura. Para
comprobar estos resultados, se han realizado los andlisis de complejidad teéri-
cos correspondientes y se han dado ejemplos de multiplicaciones para cada uno
de los trinomios considerados.

Junto a estos resultados de complejidad tedricos, se han realizado imple-
mentaciones sobre hardware reconfigurable (FPGAs) de los multiplicadores
descritos por nuestro método transposicional y por otro método similar da-
do en la literatura para cuatro de los cinco trinomios irreducibles estudiados,
encontrandose en todos los casos que nuestro método también conlleva una
reduccion de complejidad espacial experimental, representada por el nimero
de CLBs consumidos por los multiplicadores.

Esta reduccién de area obtenida con nuestro método transposicional es de-
bida a que tanto las agrupaciones sencillas producidas por los 2-ciclos y los
1-ciclos como las agrupaciones complejas producidas por los grupos G; ayudan
a las herramientas automaticas en la formacién y comparticién de puertas con
un menor nimero de entradas que pueden ser facilmente incluidas en una sola
LUT y esto incrementa la posibilidad de obtenciéon de mejores optimizaciones
de darea. Por lo tanto, las agrupaciones y comparticiones proporcionadas en
las descripciones de alto nivel del multiplicador utilizando el método trans-
posicional parecen constituir un buen método cuando se utilizan plataformas
reconfigurables como las FPGAs basadas en LUT para la implementacion de
dichos multiplicadores.



Capitulo 10

Conclusiones y trabajo futuro

Se resume el trabajo presentado en esta memoria, enunciando
las principales aportaciones efectuadas y planteando las futuras
lineas de investigacion.

Los campos de extensiéon de GF'(2) tienen actualmente un gran interés de-
bido a su posibilidad de aplicacién en numerosas areas como la criptografia, los
codigos algebraicos, el procesamiento digital de senal, la generacion aleatoria
de nimeros o la verificacion probabilista de circuitos. En esta tesis nos hemos
centrado en esta tltima aplicacién de los campos de Galois y en la operacién
aritmética de multiplicacion sobre GF(2™) utilizada en la misma, debido a
su complejidad e importancia por ser la base de otras operaciones aritméticas
mas complejas.

La creciente complejidad de los circuitos digitales actuales y la necesaria
utilizacion de herramientas automaticas hacen que la verificacion del diseno
sea un tema de gran interés para la industria. La utilizacién de las estructuras
de datos conocidas como ROBDDs constituye uno de los procedimientos de
verificacién mas satisfactorios y mas ampliamente utilizados, aunque presenta
importantes inconvenientes como son el tamano y tiempo de verificacién para
determinados circuitos y la gran dependencia de la ordenacion de sus variables
Booleanas. En esta tesis se ha estudiado la aplicacion de los campos de Galois
GF(2™) ala verificacion probabilista, basada en la comparacién de signaturas,
como un método alternativo de comprobacién de la equivalencia de circuitos
légicos combinacionales representados tanto en formato de dos niveles como
en forma multinivel.

La operacién aritmética sobre GF'(2™) mas costosa utilizada en la verifica-
cion probabilista es la multiplicacion, que a su vez es la base de otras operacio-
nes aritméticas avanzadas. Este hecho, unido a que la rapidez requerida a las
aplicaciones que utilizan aritmética sobre GF(2™) propicia que estas operacio-
nes sean a menudo implementadas sobre circuitos VLSI, hacen que la biisqueda
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de métodos de multiplicacion y de arquitecturas eficientes de médulos multi-
plicadores sobre GF(2™) tenga una especial importancia. Por este motivo, en
esta tesis se han estudiado tanto métodos de multiplicacion como la utilizacion
de dispositivos reconfigurables para la implementacién de los multiplicadores.

Teniendo en cuenta los objetivos enunciados en el capitulo 1, a continuacién
se resume el trabajo realizado, enumerandose los resultados obtenidos y las
principales aportaciones efectuadas en esta tesis.

10.1. Principales aportaciones

1. Se han introducido los fundamentos tedricos basicos de la wverificacion
probabilista basada en la comparacion de signaturas por medio de la uti-
lizacion de transformaciones algebraicas, encontrandose que la propiedad
de ortogonalidad o disjuncion de las funciones a verificar simplifica en
gran medida el cdlculo de dichas signaturas.

2. Se ha presentado un nuevo método para el calculo de operaciones sobre
funciones Booleanas representadas en forma ciubica de dos niveles que
proporciona los resultados en forma cubica disjunta o DSOP, propiedad
muy importante para su utilizacion en la verificacion probabilista. Se ha
comparado este nuevo método con otra técnica de creacion de representa-
ciones DSOP, comprobandose el mejor rendimiento obtenido por nuestra
aproximacion.

3. Se han revisado las estructuras de datos en forma de grafo mas utilizadas
para la representacion de funciones Booleanas, denominadas ROBDDs.
Se han descrito sus caracteristicas principales, los aspectos de implemen-
tacién de un entorno de manipulacién de ROBDDs y se han revisado las
distintas extensiones del concepto de ROBDD existentes en la literatura,
interesandonos en los grafos capaces de representar funciones con valores
numéricos. Se ha estudiado el importante problema de la ordenacion de
variables, asi como los métodos heuristicos y dindmicos de intercambio
de variables existentes para tratar de solucionarlo.

4. Se ha presentado un nuevo método heuristico de ordenacién de varia-
bles basado en la informacién topolédgica del circuito. Se han realizado
experimentos construyendo los ROBDDs de circuitos de benchmark uti-
lizando nuestra ordenacién, la ordenacién original y distintas heuristicas
clasicas, comprobando la eficiencia de nuestra heuristica tanto en el ta-
mano como en el tiempo de construccién de los ROBDDs. Posteriormen-
te, se han utilizado métodos dindmicos sobre los ROBDDs ya construidos
heuristicamente con nuestra aproximacién y con la ordenacién original,
comprobandose también el mejor comportamiento de nuestro método.
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10.

Se ha desarrollado una aproximacion hibrida de verificacién de funciones
Booleanas que combina la verificacion determinista de ROBDDs con la
verificacién probabilista aplicada sobre GF(2™) y que comienza constru-
yendo los s-ROBDDs (ROBDDs modificados para el almacenamiento de
signaturas) de las funciones a verificar. Si no existen restricciones de es-
pacio o tiempo, se finaliza la verificacién determinista por medio de la
comparacion de los s-ROBDDs. Si existe algiin limite, la construcciéon de
s-ROBDDs se detiene cuando se alcanza ese limite y se finaliza entonces
con la verificacion probabilista, en la que se comparan las signaturas de
las funciones para decidir su equivalencia, utilizindose para ello las sig-
naturas ya calculadas por los s-ROBDDs construidos hasta el momento
en que se alcanzé el limite.

El nuevo método hibrido se ha aplicado a circuitos combinacionales de
dos niveles representados en formato DSOP. Tanto la utilizacién de ex-
presiones ctbicas disjuntas como el empleo de campos de Galois GF(2™)
simplifican el calculo de las signaturas.

Se han realizado experimentos de verificacién probabilista, determinista
e hibrida, comparandose el tamano de memoria y el tiempo de ejecucion
necesarios para la verificacién. Los resultados obtenidos han demostrado
que el método probabilista es el de mejor rendimiento tanto en tiempo
de ejecucion como en cantidad de memoria consumida, mientras que la
verificacién determinista (en la que, si es posible, los s-ROBDDs se cons-
truyen completamente) es la que presenta el peor comportamiento tanto
en tiempo de ejecucién como en recursos de memoria.

Los experimentos realizados también han demostrado que el método
hibrido tiene un rendimiento intermedio entre el peor caso determinista
y el mejor caso probabilista, dependiendo su comportamiento del limite
elegido. Por lo tanto, las aproximaciones de verificacion de tipo proba-
bilista, como el método hibrido presentado, pueden suponer una buena
alternativa a la verificacion determinista clasica.

Se han aplicado las estructuras de datos denominadas @-OBDDs a la
verificacién probabilista sobre GF(2™) de circuitos combinacionales re-
presentados en formato multinivel, ya que simplifican en gran medida el
proceso de cédlculo de las signaturas.

Se ha presentado un nuevo método de sintesis para la construccién de los
@-OBDDs con una capa superior de dos niveles de &-nodos, utilizando la
expansion positiva de Davio con respecto a una unica variable de entrada
seleccionada, llamada variable de descomposicion.
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Los resultados obtenidos muestran la existencia de una variable de des-
composicion dptima para la cual tanto los tiempos de construccién co-
mo los tamanos de los &-OBDDs obtenidos utilizando nuestro método
de sintesis resultan ser significativamente menores que los obtenidos por
otros autores.

Se han estudiado los campos de Galois y los campos de extension GF(2™),
asi como las distintas bases de representacion de elementos del campo y
su obtencion a partir de polinomios generadores. Nuestro interés se ha
centrado en la multiplicacién sobre GF'(2™), por lo que hemos comparado
las complejidades tedricas de los multiplicadores sobre las bases candnica,
normal v dual.

Se han implementado multiplicadores paralelos con FPGAs sobre GF(28)
en las bases polindmica, normal y dual para distintos polinomios gene-
radores y se han comparado sus complejidades espaciales y temporales,
tanto tedricas como experimentales. Las motivaciones han sido la esca-
sez de estudios existentes sobre la utilizacion de hardware reconfigurable
para implementaciones aritméticas sobre campos de Galois y la préactica
ausencia de trabajos en la literatura que realicen comparaciones de los
distintos tipos de multiplicadores mencionados.

El estudio sobre las complejidades tedricas de los multiplicadores ha mos-
trado la importancia que tienen la base de representacion y el polinomio
generador en la complejidad tedrica del multiplicador.

Los experimentos realizados también han mostrado que, en general, las
complejidades tedricas, tanto espaciales (ntimero de puertas AND y XOR)
como temporales (retardos de puertas AND y XOR), no predicen de for-
ma exacta el consumo de CLBs ni el retardo real cuando se utilizan
FPGAs. Ademas, en aquellos casos en los que las previsiones tedricas se
verifican experimentalmente, se observa que las proporciones tedricas de
complejidad no se cumplen experimentalmente.

Se ha desarrollado un nuevo método de multiplicacién en base candnica
sobre campos GF(2™), al que hemos denominado método transposicio-
nal. El desarrollo y formulacién inicial de este método se ha realizado
aplicando un nuevo algoritmo de multiplicacién en base candnica a los

AQPs irreducibles.

Se han analizado las complejidades tedricas espacial y temporal de los
multiplicadores construidos usando el método transposicional, obteniéndo-
se complejidades iguales a las mejores encontradas en la literatura.
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18.

19.

20.

21.

Se ha realizado el andlisis tedrico de complejidad de los multiplicadores
construidos con el método transposicional para distintos tipos de trino-
mios irreducibles y se ha comprobado que nuestro método ha conseguido
reducir en tres de los cinco trinomios estudiados la menor complejidad
temporal tedrica (dada en retardos de puertas XOR) encontrada en la
literatura. Ademas, nuestro método iguala la menor complejidad espacial
(dada en nimero de puertas AND y XOR) también encontrada en la
literatura.

Se ha comprobado que la descripcion de un multiplicador proporcionada
por el método transposicional, aplicado tanto a AOPs como a trinomios
irreducibles, conlleva una reduccién de complejidad ezperimental cuando
se utiliza hardware reconfigurable para la implementacion.

Para los AOPs, se han realizado ademés implementaciones de multiplica-
dores candnicos sobre CPLDs y de multiplicadores en base normal sobre
FPGAs, obteniéndose también resultados experimentales que muestran
la reduccién de drea y, en determinados casos también de tiempo, de los
multiplicadores implementados con nuestro método.

La reducciéon de area obtenida con nuestro método transposicional en las
implementaciones sobre FPGAs es debida a que la agrupacion y com-
particion de subexpresiones proporcionadas en las descripciones de alto
nivel del multiplicador ayudan a las herramientas automaticas en la for-
macion y comparticion de puertas con un menor nimero de entradas que
pueden ser facilmente incluidas en una sola LUT, lo cual incrementa la
posibilidad de obtener mejores optimizaciones de area.

10.2. Lineas futuras de investigacion

A la vista de los temas tratados en esta tesis y de los resultados obte-

nidos, se pueden establecer varias lineas de investigaciéon que continuarian el
trabajo aqui desarrollado y que se podrian encuadrar dentro de las areas de la
verificacion o de la aritmética sobre campos de Galois.

Pertenecientes al tema de la verificacion, se podrian mencionar las siguien-

tes lineas de estudio:

e Nuestra verificacion hibrida se restringe a los circuitos de dos niveles

en forma SOP, por medio de la conversiéon previa a formatos de tipo
DSOP utilizando la nueva formulacién introducida en el capitulo 3. Un
trabajo futuro de investigacion seria la generalizacién a circuitos SOP sin
la restriccién impuesta por la propiedad de disjuncion.
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e Bisqueda de nuevos métodos de sintesis de ©&-OBDDs aplicados a la

verificacién probabilista multinivel que mantengan tamanos de grafos re-
ducidos. En esta tesis se ha utilizado la expansion positiva de Davio con
respecto a una unica wvariable de descomposicion seleccionada para la
creacion de una capa superior de dos niveles de @-nodos. Se podrian
utilizar otros tipos de descomposicién, ampliar el nimero de variables
de descomposicion e introducir ¢-nodos en niveles intermedios de los
@®-OBDDs con el objeto de reducir su tamano.

Extension a los circuitos secuenciales del estudio de wverificacion, tanto
determinista como probabilista, aplicando los ROBDDs a la comprobacion
simbdlica de modelos [McM93] y a la comparacién de iteraciones sobre
el punto fijo. En este sentido y aplicable al andlisis de alcanzabilidad,
hemos desarrollado un algoritmo de particionamiento de la relacion de
transicion que produce una disyuncion de particiones ortogonales. Esta
propiedad es muy importante para el calculo de signaturas en la verifica-
cion probabilista, por lo que nuestro siguiente paso seria la aplicacién del
algoritmo a este tipo de verificacion.

Con respecto de la aritmética sobre campos de Galois, se pueden mencionar

las siguientes lineas de trabajo:

e Profundizacion en el estudio del empleo de dispositivos reconfigurables

para la implementacion de los distintos tipos de multiplicadores sobre
GF(2™) construidos con el método transposicional, como por ejemplo, el
estudio de la influencia de la utilizacion de arquitecturas de grano fino
o de grano grueso en las complejidades de area y tiempo obtenidas para
los multiplicadores.

Aplicacion del método transposicional a la multiplicacion sobre campos
compuestos GF((2")F), que son extensiones del campo base GF(2") iso-
morfas a los campos de Galois GF'(2™) con m = n - k. Ya hemos iniciado
el desarrollo de esta aplicacion, y los experimentos preliminares de imple-
mentacién sobre FPGAs han mostrado una reduccién de area en torno
al 10% en comparacién con otras aproximaciones.

Estudio de la multiplicacién sobre curvas algebraicas (elipticas e hiper-
elipticas) y determinacién de si técnicas de agrupacidn y comparticion
de subexpresiones (como el método transposicional) son aplicables a este
tipo de problemas y, en caso de serlo, si su aplicacion conlleva algin tipo
de reduccion de complejidad.

Por supuesto, otra linea de investigacién evidente seria la aplicacion de
los estudios y trabajos realizados en la multiplicacién sobre GF(2™) a
temas tan importantes como la criptografia, los cddigos algebraicos o el
procesamiento digital de senales.



Apéndice A

Calculo de la complejidad
espacial de multiplicadores
sobre GF'(2") para trinomios
irreducibles

Para realizar el calculo de la complejidad espacial tedrica de los multiplica-
dores en base canénica sobre GF(2™) generados utilizando el método transpo-
sictonal para los trinomios irreducibles estudiados, es necesario determinar la
complejidad espacial del vector ab,Kp. Este vector incluye todos los términos
Ei(0,1) ¥ Oi(0,1) necesarios para la determinacion de las coordenadas del produc-
to utilizando nuestro método, ya que el resto de vectores obK; (i = 1,2,...,7)
estan formados por términos E;; v Oj; pertenecientes a dicho vector. Por lo
tanto se debe determinar, en primer lugar, la suma de las complejidades espa-
ciales (ntimero de puertas AND y XOR de dos entradas) determinadas por los
términos E;j,1) ¥ Oj0,1) pertenecientes a ab Ko y, posteriormente, se deben
anadir las puertas XOR adicionales necesarias para el cdlculo de las distintas
coordenadas del producto en funcién del trinomio irreducible utilizado y segin
las expresiones dadas en el capitulo 9.

Para la realizacion de estos célculos, vamos a utilizar el hecho (comprobable
a partir de la observacién de las expresiones dadas en el capitulo anterior) de
que el vector o, Ko consta de | 2] términos E;o, de [%2] términos Ojo, de [Z54]
términos Ej; y de LmT_lj términos Ojq, donde m determina la cardinalidad del
campo de Galois GF(2™).

Se comprobard posteriormente que el nimero de puertas AND necesarias
para la realizacion de los multiplicadores es el mismo para todos los trinomios
irreducibles. También se demostrara que lo mismo sucede con el nimero de
puertas XOR, con la sola excepcion del multiplicador correspondiente al EST
f(z) = 2™+ 2% + 1 con m par.
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A continuaciéon realizamos el calculo del nimero de puertas AND de dos
entradas necesarias para la realizacion de los términos Ej,1) y Oj(o,1) incluidos
en ahKg. Posteriormente se realiza un cédlculo similar del nimero de puertas
XOR de dos entradas necesarias para la realizacion de dichos términos. Por
ultimo, se utilizan las expresiones de las coordenadas del producto dadas en el
capitulo 9 para cada trinomio con el objeto de determinar el niimero total de
puertas XOR de los multiplicadores. En todos los cdlculos, se tiene en cuenta
el rango de subindices que toman los términos E;g,1) y Oj(0,1) Y que se obtiene
de las ecuaciones dadas por el método transposicional para cada trinomio.

A.1. Calculo del nimero de puertas AND

En el capitulo 9 se vio que la matriz Kg era comun a cualquier trinomio
irreducible seleccionado para un campo GF(2™) determinado. Lo mismo su-
cede, por tanto, con el vector abKg. Por otra parte, también se vio que el
resto de vectores obK; (1 = 1,2,...,7) estan formados por términos E;j; y
O;; pertenecientes a ah,Kgo. Todo esto implica que la complejidad espacial en
nimero de puertas AND viene determinada ezclusivamente por el vector ah Ko
y que esta complejidad es comin para cualquier multiplicador sobre un campo
GF(2™) generado por cualquier trinomio irreducible de grado m.

A continuacién calculamos el nimero de puertas AND correspondientes a
cada conjunto de términos E;g1) y Oj(o,1) existentes en el vector ab Ko, tenien-

do en cuenta la existencia de | 2| términos Ejo, de [2] términos Ojo, de [2-1]
términos E;; y de LmT_lj términos Oj;. También se utilizan las complejidades

espaciales de dichos términos dadas en la tabla 9.2.

Términos Ejp  El niimero de puertas AND determinado por los | % | térmi-
nos Ejo existentes en oL, Kq se puede calcular utilizando la tabla 9.2 y los va-
lores tomados por los subindices 7 determinados por las ecuaciones vistas en
el capitulo anterior. Esta complejidad viene dada por la siguiente expresion
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donde ®(>_ Ejg) representa el nimero de puertas AND dado por todos los
términos E;g, donde ® representa el nimero de puertas AND del término

correspondiente y donde se ha utilizado el hecho de que la suma de la progresién
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Términos Oy El niimero de puertas AND determinado por los [ %] térmi-
nos Ojg existentes en af, Ko también se calcula utilizando la tabla 9.2 y el rango
de valores tomados por los subindices i para este caso. La complejidad viene
dada por la expresién siguiente

3]
®(Z Oy0) = Z ®(O(2i-1)0)

-2y [5]-51 (151 ) -[51- 13" e

donde ® (D Ojo) representa el nimero de puertas AND dado por todos los
términos Ojg y donde, al igual que en el cédlculo anterior, se ha utilizado la
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suma de la progresion aritmética 1 +2+3+---+n = % Se observa que

[2] = 2 para m par y que [2] = ™ si m es impar, por lo que se tiene que
m? m par

®(Y Ojp) =1 A4

(Z ) { m2+im+1 m impar ( )

Términos E;; En el cdlculo de los términos anteriores se han diferenciado
los valores de m pares o impares una vez que se ha obtenido una expresién
general del nimero de puertas AND. Esto ha sido posible debido a que el rango
de valores que toman los subindices 7 es el mismo para cualquier m (cuyo valor
determina los limites superiores de los rangos). Esta igualdad en el rango de
subindices 7 no se cumple para los términos E;;, por lo que tendremos que
distinguir entre valores pares o impares para m desde el comienzo del célculo.

El nimero de términos Ej; existentes en af Ko es [Z51]. Se observa que
(-] = 2 para m par, mientras que si m es impar entonces [71] = T
Por lo tanto, se tiene que para m par el nimero de puertas AND determinado

por los términos E;; viene dado por la expresién

donde se ha tenido en cuenta el rango de subindices para este caso y donde se
han utilizado los resultados de la tabla 9.2 junto con el resultado de la suma
de la progresion aritmética vista en los calculos de términos anteriores.
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Para valores impares de m se tiene que el nimero de puertas AND deter-
minadas por los términos E;; viene dado por la siguiente expresién

®() Eu) = Z@ (2ii1)1) = ( (22—1—122 — 2i)

1 —

B N

donde se ha tenido en cuenta el rango de subindices para este caso y donde se
han utilizado los mismos datos adicionales que en los cdlculos anteriores.

En resumen, el nimero de puertas AND de dos entradas determinado por
todos los términos E;j;, ®(> E;1), viene dado por la expresién

3

M .

m?

®(Z Eu) = { r32—2m+1 " Z-mr (A7)

1 m impar

Términos O;; Para estos términos Oj; tampoco se cumple la igualdad en
el rango de subindices i con independencia de m, por lo que también se tiene
que hacer la distincién entre valores pares o impares para m desde el comienzo
del célculo. En este caso, el niimero de términos Oj; existentes en af,Kq es
| 21|, observéndose que |75t | = ™2 para m par y que |5t | = ™~ para
valores de m impares.

Utilizando las mismas consideraciones y datos adicionales que en los calcu-
los anteriores, se tiene que el nimero de puertas AND determinado por los

términos Oy para m par viene dado por la expresion

®(ZOll Z@ 21 1 Z(m—(?i—l)—l):Z(m—Qi)

) D

mientras que para m impares el nimero de puertas AND viene dado por

®() On) = Z ®(Ozi_2)1) = (m—(2i—2)—1)= Z(m —2i+1)

= (3
m—1 m—1\ [m—1 m—1 m?-1
= — | = 1 = A.
() - () () e - e
En resumen, el nimero de puertas AND de dos entradas determinado por

todos los términos Oj1, ®(>_ Os1), vendrd dado por la siguiente expresion

m2—2m

®() On) = { o e (A.10)

1 m impar
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Niumero de puertas AND El nimero total de puertas AND necesario
para la realizacién de los multiplicadores sobre GF(2™) generado por cualquier
trinomio irreducible de grado m utilizando el método transposicional, viene
determinado por la suma de las complejidades dadas por todos los términos
Eio, Oio, Ei; y Oy pertenecientes al vector oh Ko

Por lo tanto, para valores pares de m se tiene que el numero de puertas
AND de los multiplicadores viene dado por

#AND = () Eio) + @D Oi) + @) _Eur) + @(>_ Ou)
m2+2m m? m? m?-—2m )
=ttt =m (A.11)

mientras que para valores de m impares se tiene que

H#AND = ®(Z Eio) + ®(Z Oi0) + ®(Z Ei1) + ®(Z Oi1)

m>—1 m?+2m+1 m?>—2m+1 m?—-1 )
4 A 4 Tt m- o (A12)

observandose, finalmente, que la complejidad en nimero de puertas AND es
m? independientemente del valor de m y del trinomio irreducible generador del
campo GF(2™) seleccionado.

A.2. Calculo del nimero de puertas XOR

El niimero de puertas XOR de los multiplicadores viene determinado por la
suma de puertas XOR dada por los términos E;,1) y Oj,1) pertenecientes al
vector o, Ky a la que se anadiran, posteriormente, las puertas XOR necesarias
para la adicién de términos E;1, Oj1 y de grupos G; (si existen) pertenecientes
al resto de vectores abK; (1 = 1,2,...,7). Estas puertas XOR adicionales
dependen del tipo de trinomio irreducible seleccionado y se deducen de las
expresiones dadas en el capitulo 9 por el método transposicional.

A continuacion calculamos, de forma similar al apartado anterior, el niimero
de puertas XOR de dos entradas correspondientes a cada conjunto de términos
Ei0,1) ¥ Oi(o,1) existentes en el vector ab,Ko. Para ello se tie{le en cuenta la

m m m—

existencia de || términos Ejg, de [%] términos Oy, de [™5=] términos Ejy

y de LmT’lj términos Ojy, asi como los rangos de subindices para cada término

y sus complejidades espaciales dadas en la tabla 9.2.

Términos Ejo  El ntimero de puertas XOR determinado por los || térmi-
nos Ejq existentes en o, Kg se calcula en funcién del rango de subindices 7 dado
por las ecuaciones vistas en al capitulo anterior y utilizando los resultados da-
dos en la tabla 9.2. Esta complejidad en ntiimero de puertas XOR viene dada
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por la expresién siguiente

@(Z E;o) = Z ®(E
EE e

donde @®(> E;g) representa el nimero de puertas XOR dado por todos los
términos Ejg, donde @ representa el nimero de puertas XOR del término
correspondiente y donde se ha utilizado el hecho de que la suma de la progresién
aritmética 1 +2+3+---+n = "("H . Se observa que [%'| = 7 para valores
pares de m, mientras que si m es zmpar entonces |%| = mT_l Se obtiene, por
tanto, la siguiente expresion

||

—~~

[\
—
o |
_ 1

|

—_

~—

I

N

~

|
—_—
| 3
| —

2

o(}_ Ei) :{ :T N (A.14)

. m impar

Términos Oy El ntimero de puertas XOR determinado por los [ %] térmi-
nos Ojo existentes en o, Ko viene dado en este caso por la expresién

] i ]
o(>" 040) = Z@(O@l o)=Y (2 PZ;W —2) =Y (@2i-2)

S (Y B 3 1 0 R

donde se ha tenido en cuenta el rango de subindices para este caso y donde se
han utilizado los resultados de la tabla 9.2 junto con el resultado de la suma de
la progresion aritmética vista en los calculos de términos anteriores. Se puede

SE
SE
w[3

|
)

observar que [3] = & param par y que [2] = m+1 si m toma valores impares,
obteniéndose la expresion
m?—2m
m par
®() Oy) = - A.16
(Z o) { —’"24’1 m impar ( )

Términos E;; En el célculo de los términos anteriores (al igual que se
hizo en la secciéon A.1 para el cdlculo del nimero de puertas AND) se han
diferenciado los valores de m pares o impares una vez obtenida una expresién
general del nimero de puertas XOR. Esto ha sido posible debido a que el
rango de valores de los subindices i es el mismo para cualquier m (cuyo valor
determina los limites superiores de los rangos). Esta igualdad en el rango de
subindices 7 no se cumple para los términos E;;, por lo que se debe distinguir
entre valores pares o impares para m desde el inicio de los calculos.
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El niimero de términos E;; existentes en ab,Kg es [2]. Para m par se

2
tiene que [-1] = 2 mientras que si m es impar entonces [Z51] = =1, Por

5 2
lo tanto, el nimero de puertas XOR determinado por los términos E;; para

valores pares de m viene dado por la expresion

Z El].

(2t n(5)- B2

1=

]
[]

S(E@i21)=) (m—(20-2)-2) =

1 )

(m — 2i)

1 M |3
MR

1 1

donde se ha tenido en cuenta el rango de subindices para este caso y donde se
han utilizado los mismos datos adicionales que en los cdlculos anteriores.

Para valores impares de m, se tiene que el nimero de puertas XOR deter-
minado por los términos E;j; viene dado por la siguiente expresion

EB(ZEu Z@ (2i-1)1 (m—(2i—1)-2)=

=1 =1

) (B S

En resumen, el nimero de puertas XOR de dos entradas determinado por
todos los términos E;;, &> Ej1), viene dado por la expresién

3
L
3

‘M“\

(m—2i—1)

l\3II

m2—2m

m par
o) Ea) = { i edma (A.19)

1 m impar

Términos Oj; Para estos términos Oj; tampoco se cumple la igualdad en
el rango de subindices i con independencia de m, por lo que también se tiene
que hacer la distincién entre valores pares o impares para m desde el comienzo
del cdlculo. En este caso, el nimero de términos Oj; existentes en of, Ko es
|21, observdndose que |51] = =2 para m par y que [51] = =L para
valores de m impares.

Utilizando las mismas consideraciones y datos adicionales que en los cdlcu-
los anteriores, se tiene que el nimero de puertas XOR determinado por los

términos Oj; para m par viene dado por la expresion

m—2 m—2
2 2

() On) = Zea @)=Y (m—(2i—1)—2) =) (m—2i—1)

=1 =1

m— 2 m— 2 m— 2 m—2 m?2—4m—+4
_m<T )_< . )( . +1)_ SEomAmtd o)
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Para valores impares de m, se tiene que el numero de puertas XOR deter-
minado por los términos Oj; viene dado por la siguiente expresion

B(320u) = 3 ©(Oai ) = D (m — (21 ~2) 2 = 3 (m — 2

o () (25 (55 ) =

En resumen, el nimero de puertas XOR de dos entradas determinado por
todos los términos Oj1, B(> Oj1), viene dado por la siguiente expresiéon

m?—4m+4

m par
@) 0n) = { a1 (A.22)

3 m impar

Nimero de puertas XOR El nimero total de puertas XOR dado por los
términos E;g,1) y Oj0,1) pertenecientes al vector ab, Ko, viene determinado por
la suma de las complejidades calculadas anteriormente para todos los términos
Eio, Oio0, Ei1 y Oz

Por lo tanto, para valores pares de m se tiene que este niimero de puertas
XOR viene dado por

#XOR = () Ei) + () 0iw) + &Y _Eu) +a(}_ 0n)

_m2+m2—2m+m2—2m+m2—4m+4
4 4 4 4
=m?—2m+1 (A.23)

mientras que para valores de m impares se tiene que

#XOR = EB(Z Eio) + @(Z Oj0) + @(ZEH) + GB(Z O;1)
_m2—2m+1+m2—1+m2—4m+3 m2—2m+1
N 4 4 4 4
=m?—-929m+1 (A.24)

observandose, por tanto, que la complejidad en nimero de puertas XOR dada
por los términos E;jg1) ¥y Oj,1) pertenecientes a ab Ky es independiente del
valor de m y del trinomio irreducible seleccionado, y que dicha complejidad
toma el valor m? — 2m + 1.

A este numero de puertas XOR calculado, hay que anadirle una serie de
puertas XOR adicionales cuyo nimero vendra determinado por las expresiones
dadas por el método transposicional para cada trinomio seleccionado. Estas
puertas adicionales provienen de la nueva adicién de términos E;y, Oj (ya rea-
lizados por a5 Ky) v de grupos G; (si existen) proporcionados por los vectores
abK; (1=1,2,...,7). Este calculo se realiza a continuacion.
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A.2.1. Complejidad para f(z) = 2™ + 2™ ' +1

En la seccién 9.3 se observo la existencia de grupos complejos G; formados
por la suma de términos E;; y Oj1, v en la subseccion 9.3.2 se dedujo que
el coste de construccion de un grupo Gji es de una puerta XOR tnicamente,
ya que es la suma del grupo Gj_;, ya construido, y del término E, 2 31 0
O(m-2-i1 (dependiendo de m) que también ha sido construido previamente.
De las ecuaciones 9.22 y 9.23 se deduce la existencia de m — 2 grupos Gy
diferentes, por lo que dichos grupos anadirdn una complejidad adicional de
m — 2 puertas XOR.

En la subseccién 9.3.2 también se observé que las coordenadas del producto
estan formadas por la suma de un término Ojg 0 E;o con un grupo G; o con el
término E(m_2)1 cuando se trata de la coordenada d,,_2, por lo que cada una
de las m coordenadas necesita una puerta XOR adicional.

El nimero total de puertas XOR de dos entradas necesarias para la realiza-
ci6n de los multiplicadores sobre GF'(2™) generado por el trinomio irreducible
f(x) = 2™+ 2™ ' + 1 utilizando el método transposicional, viene determinado
por la suma de las m? — 2m + 1 puertas XOR dadas por el vector a5Kq y las
puertas XOR adicionales anteriores, obteniéndose finalmente

#XOR=(m*-2m+1)+(m—-2)+m=m">—1 (A.25)

m

A.2.2. Complejidad para f(z) =2™ +=x o+ 1 (m impar)

En la seccién 9.4 se observo la existencia de grupos G; y en la subseccién
9.4.2 se dedujo que tinicamente son necesarios los grupos G; (i < A,,;), cuya
complejidad es de 1 puerta XOR cada uno, ya que los grupos para i > A,
son iguales a estos y no es necesaria su construccion. Ademas se observé que
no existe grupo Gj para la coordenada i = A,,, requiriéndose, por tanto, A,,
puertas XOR adicionales para la construccién de todos los grupos Gj.

En la subseccion 9.4.2 también se observd que para la obtencién de las
coordenadas del producto (formadas por sumas de términos E;q 1), Oj0,1) ¥
G;) son necesarias A, puertas XOR (para las coordenadas de dy a da,, 1),
una puerta XOR (para la coordenada da,, ), 2(A,, — 1) puertas XOR (para las
coordenadas de da,, 11 a d,,,—2) y una puerta XOR (para la coordenada d,,,_1).

Finalmente, el numero total de puertas XOR de dos entradas necesario pa-
ra la realizacién de los multiplicadores sobre GF(2™) generado por el trinomio
irreducible f(z) = 2™ + "2 + 1 (m impar) utilizando el método transposi-
cional, viene dado por la suma de m? — 2m + 1 puertas XOR del vector o}, Kq
y las puertas XOR adicionales anteriores, obteniéndose

#XOR=(m*>=2m+ 1)+ A, + A, +1+2(A, — 1) +1=m>—1 (A.26)

donde A, = (m—1)— A = (m—1) — 2= = =L para este tipo de trinomios.
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A.2.3. Complejidad para f(z) = 2™ + "7 41 (m impar)

En la seccion 9.5 se observé la existencia de grupos Gj y en la subseccion
9.5.2 se dedujo que tnicamente son necesarios los grupos G; (i < A,,), cuya
complejidad es de 1 puerta XOR cada uno, ya que los grupos para ¢ > A,,
son iguales a estos y no es necesaria su construccion. Ademads se observé que
no existe grupo Gj para la coordenada i = A,,, requiriéndose, por tanto, A,,
puertas XOR, adicionales para la construccion de todos los grupos Gj.

En la subseccion 9.5.2 también se observd que para la obtencién de las
coordenadas del producto son necesarias A, puertas XOR (para las coordena-
das de dy a da,,—1), una puerta XOR (para la coordenada da,, ), 24, puertas
XOR (para las coordenadas de da,, 11 a d;,,—3), dos puertas XOR (para dy,—)
y una puerta XOR (para la coordenada d,,_1).

El nimero total de puertas XOR de dos entradas necesario para la realiza-
cién de los multiplicadores sobre GF'(2™) generado por el trinomio irreducible
f(z) = 2™+ 2" + 1 (m impar) utilizando el método transposicional, viene
dado por la suma de m? — 2m + 1 puertas XOR del vector o), Kq y las puertas
XOR adicionales anteriores, obteniéndose finalmente

#XOR=(m*—2m+1)+ A, + A, + 1427, +2+1=m? -1 (A.27)

donde A, = (m—1) — A = (m—1) — 2 = =3 para este tipo de trinomios.

A.2.4. Complejidad para f(z) = 2™+ 22 + 1 (m par)

En la seccion 9.6 se observé que para este tipo de trinomios no existen
grupos complejos G; que puedan ser compartidos entre las expresiones de
las distintas coordenadas del producto. Las tinicas comparticiones existentes
corresponden a las de términos individuales E;; y Oj;.

Observando la parte derecha de la tabla 9.14, se puede comprobar que
el vector o, Ko carece de los A,, términos Ei; y Oj; de mayor subindice. Sin
embargo, estos términos aparecen entre los componentes del vector of, K; (esta
misma observacién se puede deducir a partir de la ecuacién 9.49). Por lo tanto,
la complejidad en nimero de puertas AND y XOR calculada anteriormente
para el vector o Kp, se sigue manteniendo para este trinomio.

Observando de nuevo la tabla 9.14 se tiene que para la obtencién de las
coordenadas del producto también son necesarias 24, puertas XOR (para las
coordenadas de dy a da,, 1), una puerta XOR (para la coordenada da,, ), Ay,
puertas XOR (para las coordenadas de da,, 1 a d,;,—2) y una puerta XOR (para
la coordenada d,, 1).

El nimero total de puertas XOR de dos entradas necesario para la reali-
zacion de los multiplicadores sobre GF(2™) generado por el EST irreducible
f(z) =2™+ 22 +1 (m par) utilizando el método transposicional viene dado,
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por tanto, por la suma de m? — 2m + 1 puertas XOR del vector a5Kq y las
puertas XOR adicionales anteriores, obteniéndose finalmente

#XOR:(m2—2m+1)+2Am+1+Am+1:mQ—%:Wﬂ—A (A.28)

donde A =2 y donde A, = (m — 1) — A = ™2 para este tipo de trinomios.

A.2.5. Complejidad para f(z) =2™ +x+1

En la seccion 9.7 se observo que tampoco para este tipo de trinomios existen
grupos complejos G;j que se puedan compartir entre las expresiones de las
distintas coordenadas del producto. Por lo tanto, las unicas comparticiones
existentes corresponden a las de términos individuales E;; v Oy;.

A partir de la ecuacion 9.54, se puede observar que al nimero de puertas
XOR dado por el vector o, Ko hay que anadirle 1 puerta XOR adicional (para
la coordenada dy), 2(m — 2) puertas XOR (para el calculo de las coordenadas
dy a d,, 5)y 1 puerta XOR adicional (para la coordenada d,, 1).

Por lo tanto, el niimero total de puertas XOR de dos entradas necesario para
la realizacién de los multiplicadores sobre GF(2™) generado por el trinomio
irreducible f(z) = 2™ + x + 1 utilizando el método transposicional, se calcula
por medio de la siguiente suma

#XOR=(m*-2m+1)+1+2(m—-2)+1=m? -1 (A.29)
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