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INTRODUCCION .

Los conjuntos semianaliticos y semialgebraicos surgen de
manera natural en el estudio de las singularidades de las variedades
analiticas y algebraicas en relacion con el problema de la estratifi
cacion. La i1dea-sene illa-de dividir un objeto en trozos para proce-
der inductivamente al estudio del mismo aparece precisada en el sen-
tico hoy en dia habitual, en ios trabajos lUe Whitney £ij y Thom
[2] = Béasicamente se trata de establecer una particioén

de un espacio topoldégico X, donde cada En es una variedad lisa
(manifold) [Ilamada estrato. Generalmente E,, es una n-variedad: y
para cada n

iIEr* r + n}

es un conjunto cerrado de X. Ademas -y de manera fundamental para
el proceso de induccién sobre los estratos- aparecen condiciones re
lacionando y su adherencia, y condiciones de regularidad entre
los estratos.

Inicialmente, y como consecuencia de sus estudios sobre

Los numeros entre corchetes citan en la introduccidén a pie do péa-
gina. En el resto de la memoria refieren a la Bibliografia que apa-
rece al final de la misma.

1] H. WHITNEY. "Tangents to an analytic variety", Ann. of Hath.
8l n°3, 1965, pag. »65-549.

2] R. THOM. "La stabilité topologique des applications poly-
nomiales", L*Enseignement Mathématique 8, 1962 ,

pag. 24-33.



las singularidades de las aplicaciones diferenciables , Whitney [34
construye; i para una variedad algebraica real, un proceso de descom-
posicién (splitting process) que elabora como sigue. Supongamos que
VO"R es el conjunto de soluciones de las ecuaciones polinomicas

f0f o) =0 — . F 04X ) =0
tales que generan el 1ideal de V; esto es

J<V) = (FL(...FSOR[XI. . .xJ

Para cada p G V, denotemos rangok(V) al numero de diferenciales

independientes del conjunto
{(df,) .(dfs) }

Llamemos variedad algebraica parcial (lisa) a un conjunto M Q Rn,
tal que existe un ndmero N (rango de M) de manera que si p G M,
existen ~  polinomios N Lo XN g™ .. X)) verificando:

a) Sus diferenciales son independientes en p.
b) Hay un entorno U de p donde

M A U= GUulg (X)) =0, ...,ge(x) = 0

Con esta notacioéon se verifica el

K| H. WHITNEY. “"Elementary structure of real algebraic
varieties'™, Ann. of Math. 66, 1957,

pag . 545-556.



TEOREMA 1.

A) Sea V C RL una variedad algebraica real; y sea el
conjunto de los puntos de V donde el rango es maximo.
Entonces es una variedad algebraica parcial lisa cuyo
rango es igual al rango maximo de V; y ademas = V-M~
es un conjunto vacio o una subvariedad algebraica propia de V

B) Tras un numero Ffinito ¢e petacs obtenemos

V =H1L O M2 --- U Ms ,

siendo M una variedad parcial lisa para cada i, Yy
Mii} Mi::o si 1 5] .

Este proceso de descomposicidén puede dar lugar a conjuntos
conexos; basta para ello probar que la diferencia de dos variedades
algebraicas solo tiene un numero finito de componentes conexas y to-
mar las componentes de los distintos M* obtenidos.

Ej empio 2,
Tomemos V = {x2 - ZY2 = 0} ¢ R3 . Entonces

Y=0}, «@ = V , obteniendo
V = vl \]J v’vl)

Observemos que V-V no es analitico; su frontera,el semieje Z po
sitivo?tampoco es analitica.

Las anomalias que -con respecto a la teoria analitica- pre
senta el proceso de descomposicién en este y otros ejemplos semejan-
tes hicieron que Whitney abandonase el caso real y explotase su idea
en el caso de variedades tanto algebraicas como analiticas comlejas.
En particular, en sus articulos nﬂ Y DO explica el motivo de

su cambio de enfoque:

"The splitting of a real variety into manifolds... 1is in
general not a tratification as we define it here*.. In order to
carry the theory deeper it was found most useful to go over to compre
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varieties where powerful tools are avaible™ <M . pag. 205).

Asi, dada una variedad analitica compleja V (que podemos
suponer irreducible) denotemos , Yy V respectivamente al
conjunto de los puntos de V regulares o simples y singulares.

El proceso anteriormente descrito nos da una particién de V toman
do M =Vs , Mg = (VgngBJ' M@ = (Cvggésg)sp ... etc. Esta par-
ticion no presenta ya las anomalias sugeridas en el ejemplo 2; en

efecto, cada miembro de ella es una variedad lisa estr*i<ta de aruer
do con la siguiente

n 3.

-
(@}

Definic

Sea M wuna variedad lisa contenida en un abierto Q ;
diremos que M es N-estricta si su cierre en 4§ M vy su fron-
tera M-M son variedades analiticas en

Esta condicidon que no podia exigirse en el caso real tie-
ne un significado mas preciso en términos de la "propiedad de la
frontera':

Definicion

Un conjunto de variedades lisas en tienen la propie-
dad de la frontera si para cada dos M,M” con H / M", se verifi®
ca

M = MiO — > M C M, diin M” < dim M.

Definicidon 5.

Una estratificacién de V es una particién estricta con

QO H. WHITNEY. "Local propieties of analytic varieties"”
In Differential and Combinatorial Topology
(ed. S.S. Cairns). Princeton U.P., 1955,
Pag. 205-244.
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C-1: E es el lugar de los ceros (en un abierto de Rn) de un haz
de ideales coherentes.

C-2: E &es la parte real de una variedad analitica compleja.

C-3: E viene definido globalmente por la anulacidon de un numeroa
finito de funciones analiticas.

Para tales conjuntos E, Whitney-Bruhat QQ construyen
una complejificacion, que consiste en tomar en un entorno complejo
adecuado el mayor 1ideal coherente nulo sobre E. Con la ayuda de
la complejificacion se demuestra en En "un analogo al Teorema 1
citado anteriormente, y una versioéon (grosso modo) del mismo de natu
raleza mas geométrica y que enunciamos a continuacion.

Teorema 8.

Sea E un conjunto C-analltico de dimensidén p; y sea
Vp(E) el conjunto de los puntos de E en un entorno de los cuales
E es una subvariedad lisa de dimensidén p. Entonces E es uniédn
(no disjunta en general) de V (E) vy de un subconjunto C~analitico
de dimensidén estrictamente inferior a p.

A pesar de las propiedades buenas (aproximadas a las del
caso complejo) que descubren este y otros teoremas sobre los conjun
tos C-analiticos, la idea de Whitney no produce sino resultados par
ciales. Asi, en @J pag. 228 , habla de "failure of certain pro-
perties" de la estratificacion? obtenida, aunque esta sirve a Thom
en su articulo JlcQ sobre la homologia de las variedades reales.

*x * -n:*

El camino acertado para la estratificaciéon de las varieda-
des analiticas reales surge con los trabajos de S. Lojasiewicz sobre
la division de una distribucién por una funcién analitica real (hipo
tesis de Schwarz). En ML) * siguiendo una vieja 1idea de

Do] R. Thom. "L’homologie des variétés algébriques reelles” ,
In Differential and Combinatorial Topology (Ed.
S. S. Cairns), Princeton U.P., 1965, pag. 225-255.

S. Lojasiewicz. "Sur le probléme de la division'", Studia
Math. 18 (1959), pag. 87-136.
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Lojasiewicz construye particiones del conjunto de

en un entorno con ciertas con

Osgood [12]
ceros de una funcidon analitica real
Estas particiones no son estratificaciones en el senti

las buenas propiedades exigi

diciones.
do de la definicién 5, pero gozan de
das por Whitney para
relacionan estratos entre si y que sefalaremos mas adelante.

la induccién en los estratos y de otras que

De manera mas elaborada, la particiéon de Lojasiewicz apa

sobre los conjuntos semianaliti-

rece descrita en su memoria [i3]
COoS. En ella se parte de un conjunto de polinomios distinguidos

de acuerdo con

Ilamados sistema normal la siguiente:

on R ,

Def inicion 9.

Rn de polinomios distinguidos con

Un sistema normal en

siste en una familia

{H(Xi.._.XISX]j» O<i<j<n

de polinomios distinguidos con discriminante

Dy(Xi-==xi) * O

verificando

<1)

@)

HX 1 = 0 ui o

De = o

en un entorno de cero.

Di] VJ.F . 0SGOOD. ”Lehrbuch der Funkt ionentheorie”™, I11-1.
Leipzig, (1.929).
[13] S. LOJASIEWICZ. "Ensembles sem.ianal itiques ™, Curso policopia

do

I1.H.E.S., (1965), Eures sur Yvette.
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Definicion 10.

Un entorno de cero Q - )] es normal (con
respecto a un sistema normal dado) si

a) son holornorfos vy (1), () de la definicidon 9 subsisten

en (s GCn | jz].< 1.)

b) HANW,z) = ju. i<6. M < s]

Definicioéon 11.

Consideremos
vk = (k g q 1 h%?l = ... = H&+1 = o0 , h%’l i O}
Vn = {H%Pl i 0} , Vo = {HH_l

LJ Vk y cada V%B es una variedad analitica lisa

de dimension k.

Llamamos eﬁtratificacién normal de Q segun {Hj} a

la familia "5 U {componentes conexas de Vk} .
k=0

Las propiedades de esta estratificaciéon (en el sentido pre
ciso de la definicidén anterior) son suficientemente buenas. En efec-
to

1 n es siempre finita.
2) Para cada estrato ren , (fF- f)i\Q es reunién de es-

tratos de dimensién inferior a la dimensién de r (propiedad
de la frontera, definicidon 4, proposicién 6).

3) Cada estrato de dimensién k es el grafo de una aplicaciodn
analitica de R" en R (esto es: ber.ifica un sistema de

ecuaciones de la forma
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= —F.CXj. ..Xk), . j=k+1,...,n .

d) Si o> Fe MNos o cada subvariedad dife

renciable lisa transversal a YO interseca a Y (condi
cion de incidencia de Thom [10]).-

Pero la idea fundamental de Lojasiewicz (y que aparece ya
en £ TN la ivde, e me N A 100N o At o
conjuntos (o, quivalentemente, a ciertas funciones). Grosso modov
dado un conjunto definido '"de una cierta manera”™ por medio de funcio
nes analiticas, Lojasiewicz construye a partir de estas un sistema
normal conveniente tal que la estratificacidon normal obtenida in-
duzca una particidon de dicho conjunto. De manera precisa tenemos
Ja siguiente

Definicidén 12.

Una particién normal n de Q es compatible con las fun

clones analiticas fI"'fr definidas en Q si sobre cada estrato

fi =0 o i=1. ..r .

Usando la teoria de las funciones simétricas, Lojasiewicz

[13] prueba que

Teorema 13.

Dadas fT"'fr funciones analiticas en Q, existe una

particion normal compatible con ellas.

Debido a la conexién de los estratos resulta que una fun-
cion f es cero, mayor que cero, O menor que cero sobre cada estra
to de una estrificacion compatible con T. De acuerdo con esto, Lo-
jasiewicz es llevado naturalmente al estudio de los conjuntos mas
generales compatibles con su estratificacion: los conjuntos semiana

liticos.
Definidien 1 .

Un subconjunto M Nl abierto de Rn , es semianalitice



en si para cada x G B , existe V~ entorno de x en y
funciones analiticas

{fij> igij} iei JGJ
en numero finito, tales que
=U xevj) f..c0 >0 g (x) =0 jGJ}

iGl

Definicion 15.

Una particiéon normal n de Q es compatible con los con
juntos EN,...,E de Q si para cada F de n se tiene

izl.,.r =

-
£
m
-
O
-
>
m
-
I}
o

Obtenemos asi el

Teorema 16.

Dados E~,...,E semianaliticos en D ~ Rn , para
cada x G existe un entorno normal y una particién normal
compatible con E™,...E .

Este teorema no es la justificacién de la importancia de
la estratificacioéon de Lojasiewicz, puesto que, como hemos mostrado,
Whitney habia logrado estratificar algunos objetos reales; la impor
tancia de los conjuntos semianaliticos en la teoria de la estratifi_
cacion radica en que los estratos asi obtenidos son semianaliticos .
En efecto, se prueba el

Teorema i7.

Las componentes conexas de un conjunto semianalitico son
semianaliticas; en particular los estratos de una estratificacioén
normal son semianaliticos .



Y como corolario tenemos
Corolario 18.

Un conjunto E C. es semianalitico si y sélo si en
todo punto de H existe una estratificacion compatible con E.

Observamos, pues, que la estratificacién de Lojasiewicz
esta perfectamente adaptada al estudio de los conjuntos senianali
ticos. Usando esta se prueban una serie de propiedades de los con
juntos semianaliticos (c.f. [I13] ,[I*] ; o las colecciones de re-

sultados |jL5], £16] ) entre las que destacamos el

Teorema 19.

Séa S fl Q RN semianalitico de dimensién k; Sing E
el conjunto de los puntos de S no regulares de dimensién k. En-
tonces Sing E es semianalitico de dimensidén estrictamente menor
que k.

Es asi posible construir (c.f. [I3]) de manera inductiva
(semejante a la forma con que Whitnhey estratificaba en el caso com-
plejo) una estratificacion global de un conjunto semianalitico por
medio de una familia localmente finita de estratos semianaliticos
verificando la condicién de la frontera. Mas aun, pueden afadirse
las condiciones A,B de Whitney (c.fT. Bn) entre los estratos.

De esta manera quedan extendidos satisfactoriamente los resultados
parciales obtenidos por Whitney en el caso real.

|>] H. HIRONAKA. "Subanalytic Sets”, In Number Theory, Alge-
braic Geometry and Commutative Algebra in
honour of Y. AkKizuki, Kinokunya Publ., (1973)

[15] S. LOJASIEWICZ. "Stratification des ensembles analytiques
avec les propietes (A) et (B) de Whitney.”
[15] S. LOJASIEWICZ. "Ensembles semianalytiques”, Intern.Congress

of Mathematicians, Nice, 1970.
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No es solo en el problema de la estratificacion donde la
geometria semianalitica prueba ser un marco mas adecuado para el
estudio de los conjuntos analiticos que la propia geometria analiti
ca. En efecto: los resultados hallados para los conjuntos semiana
liticos completan una cantidad de huecos existentes en la geometria

real. Veamos algunos ejemplos.

A) Adoptando la terminologia usual (c.f. [jL7] p-ej.) se de-
muestra en JjL3] el siguiente

Teorema 15*

Sea E Si Rn  un conjunto semianalitico, Sing E el
conjunto de sus puntos singulares. Entonces Sing E es semianall-

tico de dimensidén menor que dim E.

En general, sin embargo, para un conjunto analitico E
(incluso C-analitico), Sing E no tiene por que ser analitico; y
ni siquiera tiene que estar contenido en un conjunto analitico de
dimensién menor que dimensién de E (c.f. jjL7jj , pag. 106, Ex. 23).

B) La triangulacion efectiva de los conjuntos algebraicos y
analiticos ha sido realizada recientemente con métodos se-

mianaliticos por Lojasiewicz [18] (c.f. Hironaka jl19).

C) EI estudio de las propiedades métricas de los conjuntos se-
mianaliticos (p.ej. estar regularmente situados) Illevado a
la estratificacion de Malgrange de un germen analitico real
[20] permite a este demostrar su teorema preparatorio para
funciones diferenciables.

£171 R. NARASHIMAN. “"Introduction to the theory of analytic spa-
ces'", Lecture Notes 25, Springer-Verlag,
Berlin, (1966).

[18] S. LOJASIEWICZ. ™"Triangulation of algebraic sets'". Ann.Scuo
la Norm.Sup. Pisa, 18 (1964), pag. 449-474.

[19) H. HIRONAKA. “"Triangulation of algebraic sets".

204 MALGRANGE . "ldeals of differentiable functions', Oxford U.
P. , (1966 ).
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D) ElI conjunto de puntos no coherentes de un conjunto C-anali-
tico no es en general analitico jAlj . Galbiati 72y pru<e
ba que dicho conjunto es semianalitico y de codimension al
menos dos.

E) En el estudio de los conjuntos algebraicos reales, el anillo
de polinomios resulta ser un iInstrumento poco preciso, mien
tras que el anillo de las funciones analiticas que son a su
vez algebraicas sobre los polinomios (Ilamadas funciones de
Nash) podria ser mas adecuado (por ejemplo, las componentes
conexas de un conjunto algebraico real vienen dadas por un
sistema de ecuaciones nashicas y no por un sistema de ecua-

ciones polindérnicas en general).

Consideremos la siguiente

Definicion 20.

Sea S £ fi abierto de Rn . Diremos que S es un con
junto semianalitico global (respectivamente seminashico global, sc-
mialgebraico) si

S = L3 {x G |l g,-(x) > 0, f..x) =0 3G J>
iei 13 J
donde {pié} {fié} i GIlI, jJj€J son un conjunto Ffinito de fun-
ciones analiticas en (respectivamente de Nash en & , polinomi_
cas ).
[21] F. ACQUITASPACE, F. BROGLIA, A. TOGNOLI. “Sull’insieme di
non coerenza di un insieme analitico reale",
Atti Acad.Naz.Lincei, Rend.Cl.Sci.Fis.Mat_.Natura-
li, Ser. Vili, Vol. LV, Fase. 1-2, (1973).
C22] M. GALBIATI. "Stratification et ensemble de non-cohérenee

d un espace analytique réel"”, Invent.Math. 34
(1976), pag. 113-128.
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Supongamos que Q es un conjunto abierto de Rn serni-
algebraico. Usando un importante teorema de Seidemberg [23]

Lojasiewicz £13] prueba la siguiente

Proposicién 21 .

Si S 9 W es un conjunto seminashico global, entonces

S es semialgebraico.

Asi pues, la geometria semialgebraica resulta ser un mar-
co idéneo para el estudio de la geometria algebraica real. Alge-
braicamente el anillo correspondiente a dicha geometria semialge-
braica es el de funciones de Nash globales; el cual, cuando trabcija
mos en un abierto seiialgebraico goza de buenas propiedades (al me-
nos en la fase inicial de estudio del mismo en que nos encontramos

c.f. 01, [25]).

Por otra parte los métodos de Lojasiewicz enunciados en
términos analiticos son igualmente validos en el caso algebraico.
Asi los resultados contenidos en [L3] pueden aplicarse a los con-
juntos semialgebraicos.

iV i:

Debido a la naturaleza local de la estratificacion normal
de Lojasiewicz (Definicidén 11) las proposiciones demostradas por es
te para los conjuntos semianaliticos no resultan adecuadamente afi-
nadas al caso en que dichos conjuntos vengan definidos globalrnente.

[23] A. SEIDEMBERG. ™A new decision method for elementary
algebra”, Ann. of Math., 60 (1954),
pag . 365-374.

_ T. MOSTOWSKI. '"Some properties of the ring of Nash func-
[2-1
tions”, Ann.Scuola Norm.Sup.Pisa (1370),
Voi. 111,2, pag. 245-266.

[25] J. RISLER. "Sur [ ’anneau des fTonctions de Nash globales™,
C.R.A.C. Paris, 276 (1973), pag- 1513-1516.



Per otra parte las técnicas de Hironaka (c.f. [I4*) basadas en

los teoremas de desinguiarisacion* dan como resultado la reduccién
local de las funciones que intervienen en la definicidén de un con-
junto semianalitico a las funciones coordenadas (sefialemos ademas
que, por.lo que se refiere a tales conjuntos, Hironaka no afiade nin
gun resultado nuevo a los ya conocidos en TI3]).

De esta manera en ambos trabajos fundamentales no apare-
cen estudiados en su contexto global los conjuntos semianaliticos ,
seminashi.cos o seinialgebraicos globalmente definidos. El estudio
de estos conjuntos engloba, como caso particular, al de los conjun-
tos C-analiticos, nashicos globales (cuya definiciéon es analoga a
la de los C-analiticos, sustituyendo las funciones analiticas por
las funciones de Nash) y algebraicos reales. La actualidad de éstos
se pone de manifiesto en el numero de publicaciones recientes dedi-
cadas a los mismos: asi .los trabajos de la escuela italiana (Acqui
taspace, Broglia y Tognoli [21] ,.[E1). (Galbiati [227) relativos a
los espacios analiticos reales que admiten una estructura coherente;
0 sobre los conjuntos nashicos (Lazzeri-Tognoli 727~) (Tognoli [28));
asimismo los estudios sobre los conjuntos algebraicos reales (Efro-
ymson [29J), (Dubois-Efroymson [30]). Igualmente podemos mencionar
algunos articulos que desarrollan las propiedades fundamentales de
los anillos que dan origen a estos conjuntos (Risler [3I] ), (Galbiati
-Tognoli PB32Y), (Efroyrnson [B3§)., (Mostowski £29j).

[20J ACQUTTASPACE, F, BROGLIA F, TOGNOLI A. "Normalizazione debole
nel caso reale”, B.U.M.I.

[27] LAZZERI1, TOGNOLI. "Al cune propieta degli spazi algebrici”,
Ann.Scuola Norm.Sup.Pisa (1970), 24, pag . 597-632,

[29] G. EFROYMSON. ™Local reality on algebraic varieties”™, Journal
of Algebra 29, (1974), pag- 133-142.

[30J D. DUBOIS, G. EFROYMSON. "Algebraic theory of real varieties

I, Studies and Essays presented to Y.W._Aren.
Ta iwan , 1970.

[28] A_. TOGNOLI. "Su una congettura di Nash"™, Ann. Scuola Norm.
Sup.Pisa, (1973), 27, pag. 167-185.
[31] J. BOCHNAK, J. RISLER. "Le théoreme des zeros pour les varie

tés analytiques réelles de dimension 2", Ann.Sci.
Ec.Norm.Sup. 4a Ser. T.8, (1975), pag» 353-364.

[32] M. GALBIATI, A. TOGNOLI. "Alcune propieta delle varieta alge-
briche reali', Ann .Scu.Norn_.Sup.Pisa, (1973), 27,
pag. 359-404.

£33] G. EFROYMSON. "A Nulls tellensatz for Nash Rings', Pacific JV
of Math. 54 (1974), pag-. 101-112.



En cambio, el estudio a la manera algebraica de las desi-
gualdades analiticas, nashicas o algebraicas (salvo el caso clasi-
co de las desigualdades lineales algebraicas) es todavia una "térra
incognita™ segun la expresion de Motzkin [34] (1967). En efecto,
en este trabajo aparecen planteados una serie de problemas iInmedia-
tos por analogia a los mas basicos del estudio de los sistemas de

ecuaciones.
Si S es el conjunto de soluciones en Rn de un sistema

de desigualdades E = (g4(Xg--- D ><OMAQK

1) (A que otros sistemas E’ pertenece S?

2) ¢Cudndo la omisidon de una desigualdad da origen a un sistema
equ iva lente ?

3 ¢Cuando S =Rn 6 S = 0?

4) ¢Cual es la dimensién de S?

5 ¢Qué propiedades tiene S?

ete ...

En este sentido s6lo podemos mencionar el reciente articu
lo de Stengle [35] 1974 (véase también los trabajos mas lejanos de
Tarki [36] vy Robinson [37]) que atafie a alguno de los problemas
propuestos, y cuya idea basica tiene alguna similitud con la que em
plearemos en esta memoria (y que de manera independiente aparece por
primera vez en el articulo de P. Abellanas "R-algebras analiticas

valoradas"™ [38] 1974). Veamos en qué consiste.

Consideremos un abierto P <z RnA (que supondremos conexo

3] MOTZKIN. "Algebraic inequalities"™, Inequalities 1, (Shisha),
(1967), Academic Press, N.York, pag. 199-202.

[35] G. STENGLE. "A nullstellensatz and a positivestellensatz in
saitialgebraic geometry'™, Math.Ann. 207 (1974)
pag. 87-97.

[36] A. TARSKI. "A decision method for elementary algebra and geo-
metry", Berkeley Note, (1951).

[07] A. ROBINSON. "Introduction to model theory and to the meta-
mathematics of algebra™, North_.Holland , (1963).

33] P. ABELLANAS. "R-a4lgebras analiticas valoradas', Estudios de

Matematica em homenage ao Prof. A. Almeida Costa,
Lisboa, (1974), pag. 83-94.
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en general ; y en algunos casos habrd de verificar ciertas condicio
nes accesorias que aparecen detalladas en la memoria, pero no en la
introduccioén); designard el anillo de las funciones reales con
tinuas en Q vy sera indistintamente el anillo de Icss funcio-
nes analiticas en Mfi 0 nashicas en o polinomicas. Dadas

fil». . fr 6 q definimos un homomorfismo de algebras

que hace corresponder a cada indeterminada la funcidén continua
|[F~J- La imagen de este homomorfismo es una (fi ~~algebra que nota
remos indistintamente n 6 PrtlIfI-_-1T1J] y que recibe

el nombre (]38]) de R-&4lgebra analitica (nashica o polindomica se-
gun los casos) valorada.

Definicion 22.

Sea Oi un ideal finitamente generado de N sea
S = \"(0t) ={x 6m Jgx) =0 Vv g G 01). Diremos entonces
que S es un conjunto preanalitico (respectivamente prenashico,
prealgebraico), siendo @ el anillo de funciones analiticas en
H (respectivamente de Nash, polinomicas).

En lo sucesivo, Yy para evitar reiteraciones, nhos reduciré
mos al caso analitico, mencionando explicitamente aquellas propieda
des que no se verifiquen también para los casos nashico y algebraico

Un primer objetivo de esta memoria es relacionar los con-
juntos asi definidos con los dados por desigualdades globales segun
la definicidén 20, obteniendo la siguiente

Proposicion 23. (3.15)

ST D ~Rn es preanal:itico sii existen funciones analiti
cas en f (gir} {fif) i G1 j6J en numero finito tales que

S = LJ Gfilg .00 =0  Fo () > 0} .
iGl > J *J

j6J
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Asi el estudio de los conjuntos preanaliticos incluye el
de los sistemas de desigualdades en la formulacién de Motzkin 3] ;
Y, mas aun, proporciona un sustrato homogéneo para el estudio de
las disyunciones de estos sistemas. Este hecho no es irrelevante:
por ejemplo, el conjunto de R“ definido como la unién de solucio
nes de X >0 e Y >0 no puede venir dado por un udnico sistema
de desigualdades analiticas (incluyendo posiblemente desigualdades
estrictas) como demuestra Lojasiewicz [13]- El posible papel
simplificador del uso de las desigualdades estrictas para el estu-
dio de los conjuntos preanaliticos es estudiado en el parrafo 2 de

la memoria.

En él aparecen tres lemas de separacion:

Lema 24 . (2.2) (Lojasiewicz [13])

Sea GO abierto acotado de Rn de la forma

G, = {f, > 0..,f

o > 0) siendo F ..rf analiticos en un abierto

p 1
que contiene a G ; sea Zo =(xGGM"JIT (x) =0) con g ana-

litica en el mismo abierto. Entonces para cada abierto semianaliti”®
co G =0 existen d,N > 0 tales que

Z0 C X GGo J g <d f1(X).-.-fFp(X)|K> C G

Lema 25. (2.4) (Abellanas)

Sea q < Rn; A,B dos cerrados semianaliticos de U
no vacios y disjuntos. Existe analitica en W tal que
<kKA) >0 y MB) < O.

Lema 26. (2.5) (Mostowski )

Sea U CT Rn abierto semialgebraico; A,B 0O U conjun-
tos semialgebraicos cerrados y disjuntos. Existe una funcidn de
Nash ¥ en U tal que T(A) >0 y T(B) < 0.

Como consecuencia de estos lemas obtenemos las siguientes
proposiciones:

Proposicionr27r . (2.3)
Todo conjunto S S ~ S Rn globalmente semianalitico
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cerrado y acotado es preanalitico.

Proposicion 28. (2.2) (Lojasiewicz {i13Y)

Todo conjunto semianalitico cerrado es localmente preana

Asi pues el estudio de los conjuntos preanaliticos englo
ba el de las disyunciones de sistemas de desigualdades laxas o es-
trictas cuando el conjunto de soluciones de éstos es cebrado y acé
tado .

Este resultado puede afinarse en el siguiente sentido

Proposicioén 29. 2 .11)

Sea S C. globalmente semianalitico cerrado y simple.
(esto es S =G | g-(x) >™0 () > on i G1 Tfinito).

Entonces S es preanalitico simple (esto es S=xGft g (X) > 0)
£ G L finito)

Analogamente se verifica en el caso néashico.

Deducimos®"® de aqui que tanto en el caso analitico como en
el nashico, si una disyuncion de sistemas de inecuaciones no admi-
te un sistema equivalente de inecuaciones donde algunas pueden ser
estrictas. Asi estas ultimas no poseen realmente ningun papel sim-
pl.ificador. La inexistencia (Ffalsedad) de los lemas separadores en
el caso algebraico pone una vez mas de manifiesto la conveniencia
de estudiar nashicamente los conjuntos seraialgebraicos a través de

la proposicion 21.

Como ultima consecuencia de estos lemas probamos (2.9)
que las componentes conexas de un conjunto preanalitico (prenashico)
son preanaliticas (prenashicas) globalizando el correspondiente re-
sultado de Lojasiewicz (Teorema 17). Paralelamente, este resultado
es valido en el caso C-analitico o nashico global (proposicién 2.6).

La formulacién en términos algebraicos de los conjuntos
preanaliticos hace que podamos preparar unas ecuaciones adecuadas
(con respecto a la R-4lgebra de definicidén) para la de conjunto dado.



De manera precisa, dado un ideal Cnt de [IFM]---IF B , con
ciertos r &P n » tratamos de hallar el ideal ’SV'( )
de todas las funciones de (f~\ ~ nulas sobre V~ (CK). La reso-

lucion de este problema lIleva implicito la consecucion del Positives-
tellensatz (en la terminologia de Stengle |B5J1): caracterizar en
términos de Cv aquellas inecuaciones f > 0 que se verifican en
T (Ov). Este positivestellensatz es abordado en el caso de siste-
mas algebraicos por Motzkin [3*0 respondiendo parcialmente al mismo
con un resultado de A. Robinson | 37 que involucra funciones racio
nales. Stengle mejora en dicho caso este resultado pero sin poder
evitar la presencia de las funciones racionales. Nuestro problema
incluye el positivestellensatz en el sentido siguiente: dado

S » \f (oi) preanalitico, vy T G QAq , sabremos si F 0 se ve
rifica sobre S cuando considerado = (p\ [ 11 » tenemos

| f|]-ferSY(OcFfi) = 5(S), donde 3 (S) es el ideal de las
funciones de P\ nulas sobre S.

La resolucién del mismo ha sido abordada en dos etapas:

de una parte considerar el ideal de las funciones de (Rr nulas
sobre- S, que denotaremos S vy (Y~ (Cv)) (nullstellen-
satz); de otra, calcular 3 ( (Gv)) en términos de estos ideéi
les.

En relacidon con la primera etapa caracterizamos los con-
juntos semianaliticos globales definidos en ~ £Rn como sigue:

Proposicion_29. (1.8)

Sea S S 8 Q.Rn abierto; s ~ N es semianalitico
global si y sé6lo si S es la proyeccién de una hipersuperficie ana
litica en P x R definida por una funcidén analitica que es po-

3iindtmica respecto a la ultima variable.

Esta proposicién que se obtiene a partir de un resultado
de Motzkin [-39] y del Teorema de proyeccién de Seidemberg [23]
mejorado per Lojasiewicz {3 tiene la particularidad de ser cons-

tructiva. En concreto obtenemos, con la nomenclatura descrita

[39] T.MOTZKIN. "The real solution set..." Inequalities (Shisha)
Vol.l1l, pag. 251-254, Academic Press, New York,

(1970 ).
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J<s) - 3 (Hs)n <A a
donde es la hipersuperficie asociada a S en la proyeccion
anterior y 3 (Hg) es el ideal correspondiente en (f\ (su-
mergiendo 0\ en )-

Previamente a la segunda etapa debemos introducir alguna
notacion:

Definicion_ 30.

Dado Ru= Gia [OFft]---Ifpll ., para cada
i = (i*=*_1_) G I.. denotard el ideal generado en O\~
por “OnL,? ify . Este ideal sera llamado amplio
si (1J) tiene interior no vacio; F C {1,-1}r denota el

conjunto de los ideales correspondientes a ideales amplios.

Se verifica entonces la

Proposiciéon 3:1. (3.16)

3 VT (Ca) \ su+ 1) + 1.).

GF

- O

Asi pues, la resolucion de la primera etapa lleva consigo el cono-
cimiento de 3Y(Gv+ 1g) para cada iGF en funcidn de

3 este ultimo ideal viene dado por el clasico

“"r (it y

Teorema de los ceros de Hilbert en sus versiones analitica, nashica

y algebraica reales. Actualmente, tras los trabajos (entre otros)
de Risler jj3iJ, Mostowski [24] hy Risler [no] dicho Teorema es
valido en el caso analitico en R~, vy de manera general (con las
restricciones sobre a las que aludimos en un principio) en los
fuo] J. RISLER. "Un theoreine des zeros en geometrie algébrique
et analytique reelles™, Lecture Notes 409,

Springer-Verlag, Berlin, 1974, pag. 522-531.
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casos restantes.

Seflalemos por ultimo que los ideales amplios quedan carac
terizados algebraicamente en el sentido dado por la

Proposicion _32. (3.5)

I.i es amplio sii Ii G\h - (0

con lo que queda completamente algebrizado el positivestellensatz.

n * Kk &

Siguiendo la pauta de Lojasiewicz, una definicidon de di-
mensidén de un conjunto preanalitico S que coincida en particular
con la usual en el caso analitico, debe basarse en los puntos regu
lares que dicho conjunto contenga. Para estos adoptamos la defini
cion clasica:

Definicién 33.

Diremos que p GSC fi CrTi es un punto regular de di-
mension d si localmente S viene dado por n-d Tfunciones anali-
ticas con diferenciales independientes en p. Definimos dimension
de S, dim S, como la maxima dimensidén de los puntos regulares de
S. Las mismas definiciones son validas en el caso nashico o alge-
braico, sustituyendo las funciones analiticas por las nashicas o
po lindn, icas .

Muestro objetivo es ahora caracterizar en términos alge-
braicos la dimensién de un conjunto preanalitico dado. Para ello
observamos que, si S esta definido en la R-algebra (\ , los teo-
remas del parrafo 3 nos permiten escribir

S=U \f (@Gi.+1.)
iQF 1 1

donde Guj es un ideal de @\ " finitamente generado tal que

(<xt) es el minimo conjunto C-analitico que contiene a *

(la existencia de este minimo estid garantizada en £9] ; analoga-
mente, en el caso nashico o algebraico, la existencia de este minimo
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es consecuencia de la noetherianidad del anillo correspondiente

de funciones). Entonces ST = V(Ge.) es el minimo conjunto
iIGF

C-analitico que contiene a S.

Des sainos probar la siguiente
Proposicién 34. (5.23)

Con la notacién sefialada anteriormente,

dim S” = dim S .

Para ello, tras la preparacidéon efectuada arriba, el pro-
blema queda notablemente reducido a probar la misma cuando

S = \f (C1. + 1), s* = \f (Gi™. ElI camino mas natural consiste

en buscar un punto de S regular de dimensién dim S~

Consideramos entonces los puntos regulares de dimensién maxima de
S" y demostramos que -puesto que estan "suficientemente extendidos
en alguno de ellos coinciden los germenes de S vy S* .

Esta extension de los puntos regulares de dimensién méaxima de un
conjunto C-analitico viene garantizada por el teorema 8 de Bruhat-
-Whitney [9] . En cambio en el caso algebraico real la situacién
es mas compleja. En efecto: la definicion local (Def. 33) de punto
regular no se corresponde exactamente con algunas de las definicio-
nes existentes en la escasa literatura sobre el tema (c.f.p.ej.
Milnor |4I] o6 Tognoli [-20])- La dificultad de encontrar un es
tudio sistematico de este punto ha hecho que considerasemos intere
sante abordarlo, poniendo de manifiesto la relacidn de nuestra de-
finicién de regularidad algebraica con la regularidad nashica y a-
nalitica, lo que nos permitird resolver el caso nashico correspon-
diente a la proposicion 3U (proposiciones 6.12 vy 6.13) en el
que por falta de desarrollo algebraico global propio del mismo no

es posible todavia dar una demostracion directa.

J.MILNOR. "Singular points of complex hypersurfaces".
Annals of Math.Studies 61, Princeton U.P., 1968.
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Si S es un conjunto algebraico real irreducible y su
anillo de coordenadas tiene dimensién de Krull d probamos Ila
equivalencia siguiente:

Proposicion 35. (5.14)
Son equivalentes:

i) p G S es regular de dimensién d.

ii) EI anillo local de S en p es regular.

Como consecuencia, la dimensién de S (en el sentido de la defini
cion 33) coincide con d; esta consecuencia se sigue verificando,
a pesar de no ser cierta la proposicion, en el caso irreducible
(proposicioén, 5.15).

Asimismo probamos la siguiente proposicién (equivalente
al Teorema 8 y sugerida por el Teorema 1):

Proposicién 36. (5.20)

Si S es un conjunto algebraico real, existe S* S
de dimensidén estrictamente menor que dim S tal que S-S” son
puntos regulares de S de dimensidén maxima.

Como corolarios de estas dos proposiciones establecemos
de una parte la validez de la proposicién 34 en el caso algebraico,
y de otra la caracterizaciéon en términos de R-algebras de la dimen-
sion de un conjunto prealgebraico:

Proposicioéon 37. (5.25)

Sea SC Ml c rl conjunto prealgebraico definido en
XL Xn][IfL)---]fr por el 1ideal 3 (S). Entonces

dim S = dim R[X1...X~ [Ift].==|fp|V
Al(s)

Como hemos indicado, el caso nashico es necesario estudiar
lo a través de la localizacién (asi, la dimension de un conjunto pr£
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nashico vendra dada como la madxima dimensidén de sus gérmenes).
Debido a esto"(véase también la proposiciéon 28) desarrollamos en
el parrafo 4 una teoria local de las R-algebras valoradas, susti®
tuyendo @\~ por el anillo de gérmenes de funciones racionales,
analiticas o0 nashicas alrededor de un punto. Las buenas propieda®
des de las R-algebras globales se mantienen en su version local.
Podemos asi probar que se trata de anillos locales (proposicion
4.7); y en el caso analitico y nashico -debido al T.P. de Weiers-
trass- un resultado de Tougeron [Ja2J nos permite demostrar que
dichos anillos locales son, sorprendentemente, &algebras analiticas
realmente reducidas (proposicion 4.11). Interpretando geométrica-
mente este hecho obtenemos (proposicién 4.13) para cada algebra lo
cal valorada O\~ una caracterizacion (o positivestellensatz lo-
cal) de los ideales de los gérmenes preanaliticos o prenashicos ,
donde es posible usar el nullstellensatz de R.isler o Mcstowski res
peet ivamente.

Seflalemos, ademds, como muestra de las posibilidades de
analisis algebraico de ciertos hechos geométricos, que aquellos
entramados f~...f que proporcionan para cada i G {1-1} un
ideal amplio (c.f. def. 30) estadn caracterizados por dar origen
a (A -médulos A = A [If] le==L r 1] libres con 2r elementos
en una base.

En general es posible localizar la teoria de la dimensioén
desarrollada en los parrafos anteriores (véanse proposiciones 5.2
y 5.4, definicidén 5.6) asi como las proposiciones 34 (véase propo
sicion 5.26) y 37 (proposicién 5.27); pudiendo extender esta ulti_
ma al caso analitico (por la noetherianidad del anillo de gérmenes
de funciones analiticas). Llegado a este punto, es posible abordar
el estudio del caso nashico teniendo en cuenta su condicion interine
dia entre el caso algebraico y analitico.

Si S designa un germen de conjunto en P 6 R Y

0 2] J.C. TOUGERON. "ldeaux des fonctions- differentiables",
Springer-Verlag , Berlin, 1972.
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los anillos de gérmenes de funciones raciona-
*MP. =n vy 9

les, analiticas y nashicas respectivamente, entonces P(SP)5
'Ia(Sp), IN(Sp) designaran el 1ideal correspondiente

a cada anillo local. Si  Sp es algebraico, su regularidad como
tal no implica su regularidad analitica; y lo mismo ocurre con la

irreducibilidad; mas aun, en general "p”Sp™°n % Nanspn’
Probamos, sin embargo, que dim = dimpS” (proposicion 6.1); y

por tanto, usando la versidéon local de la proposicién 34 obtenemos

para un germen prenashico las igua3.dades
dimES = dim,,S_ = dim ,
P

donde dim’\SP es su dimensién algebraica, como consecuencia de la
proposicién 21 . Asi, tanto para un germen hashico como prenashico
obtenemos las igualdades :

dim,,S dim N (proposicién 6.4)

dim_ S dim N (proposicion 6.5)
S
NG,

(Versiones particulares de estos resultados aparecen en Lazzeri-

-Tognoli [P7] )-

Deducimos ahora la version global de estas igualdades,
obteniendo finalmente (proposiciones 6.12 y 6.13) la contrapartida

nashica de las proposiciones 34 y 36.

Como consecuencia de los métodos desarrollados se estu-
dian en el parrafo 6 aplicaciones de los mismos a dos cuestiones :
el buen comportamiento de los gérmenes nashicos (para los que se
prueba la inexistencia de anomalias como las descritas arriba para
los gérmenes algebraicos) y, respondiendo a una cuestidon ce Risler
(parcialmente resuelta por Efroymson L¢9jJ ), la caracterizacion de
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la extensién de un idea?u real al anillo de series formales.

Como tema relevante dentro de la teoria de la dimension,
el parrafo 7 contiene la demostracién de la versiéon preanalitica
del Teorema 8 de Whitney-Bruhat, mediante el uso reiterado de la

proposicion 34:

Proposicién 38. (7.2)

Sea SC fC r1 preanalitico. Entonces existe S*dc S
preanalitico de dimensidén estrictamente menor que .dim S, tal que
S-S” es un conjunto de puntos regulares de S de dimensidon maxi-

ma .

La importancia de esta proposicion queda de manifiesto
observando el papel que -como hemos indicado en esta introduccioéon-
juega su analoga analitica en la estratificacion (c.f. corolario
7.4). Por ultimo el parrafo 8 trata de aplicar los resultados
obtenidos en el caso local, elaborando en términos de R-algebras
locales los conceptos de regularidad, irreducibilidad y coherencia
de un germen preanalitico, prenash.ico o prealgebraico.

Esta memoria ha sido realizada bajo la direccidén del

Prof.D. Pedro Abellanas. Quiero agradecer aqui su generosa ayuda.
Asimismo deseo incluir en mi agradecimiento a todos aquellos que
por algin motivo intervinieron en la elaboracién de este trabajo:
mis compafieros del Instituto Jorge Juan del C.S.1.C. (por la crea-
ciéon del ambiente necesario), a Margarita (por combatir con el ori
ginal) y mi mujer (por combatir con el original y muchas otras co-
sas).



1.1. Definicion.
Sea X un espacio topologico; A, U subconjuntos

de X, una Ffamilia de funciones reales definidas en U. Dire

mos que A esta descrito en U por JU si

siendo A conjuntos de la forma
X G UjFf(Xx)>0} , {x G u]f(x)<o0} , {x 6 u]f(x) =0}

con T G

Llamaremos S("~”) la familia de conjuntos de X

descritos por ~ ™ en U.

-
O

1.2. Definicion.

Sea I subconjunto abierto de Rn; ¥ una funcion

analitica real en . Diremos que f es analitico-algebraica

o de Nash en el entorno de un punto x» G 2 , si existe un entor-

no de xq en T, U , y un polinomio w(X~...X ,T) ~ o, tal
X0

que la funciodn u)(Xl,.--Xn,T) es i1dénticamente nula en UX

(0]

Diremos que T es de Nash en i , sSi lo es para
cada punto de ii . Naturalmente si f es de Nasch en xq G ,
f es de Nasch en la componente conexa de B que contiene a xq .

1.3. Definid ion.

Sea fi subconjunto abierto de Rn; A C es
un conjunto C-analitico (respectivamente analitico-algébrico 6 Nash



global, algebraico) si existen ~__.._FT funciones- analiticas en
ti (respectivamente, de Nash en ; polinomios en n-variables con
coeficientes en R), tales que

A= (x G ti/f (=0 --fP(x):O>
t

1.4. Definicion.

Sea ti abierto de Rn, A C t , es un conjunto
analitico (respectivamente de Nash o analitico algebraico) si pa-
ra cada Xx G ti , existe un entorno de Xx en t |, , tal que
An UX es un conjunto C-analitico (respectivamente Nash global)
en Ux’

Nota .

Todo conjunto C-analitico, Nash global, algebraico,

analitico o Nash es cerrado en .

1.5« Definicidn.

Sea ti C Rn abierto. S Q Q es un conjunto
semianalitico global (respectivamente semi Nash global, semialge
braico) si S G SC”), siendo ~ el anillo de funciones anali
ticas en (respectivamente, funciones de Nash en ti , polin<o

mios en n-indeterminadas).

1.6. Definicion.

Sea ti £ Rn, abierto; S C- i es un conjunto
semianalitico (seminash, localmente semialgebraico), si pc.i'a caca

X G , existe un entorno de. X en , U , tal que S G S(c™y )*
X X

siendo ~ anillo de funciones analiticas en (respectiva-



mente de Nash en UX, polinomios en n-indeterminadas ).

Nota.
Para un comentario de las definiciones anteriores,

vease , por ejemplo, [11 ., [21. [51. [€]1 . [1%]

Estamos interesados en estudiar algunos conjuntos
de los definidos en 1.5, esto es« conjuntos global:

dos. Una formulacidén explicita de aquella definicion seria la
siguiente:
1.7. Definicion.

Sea fi C. Rn abierto. S C tt es un conjunto

semianalitico global (respectivamente, seminash global, semialge-
braico) si

S =W x G ft/g. .(x)=0, F..(x)>0, vV jJGJ}
i61 J 3
siendo {g]D}, {fﬁj}’ iGl, JjGJ, conjuntos finitos de funciones
analiticas en (respectivamente de Nash, polindmicas).

Si reemplazamos cada ecuaci6on g*.=0, por gij(x)> 0,
“gj j )>0*, Y cada inecuacién F« -09>0, por f.,00>0, f ()"0,

obviamente cada conjunto S sera union de conjuntos de la forma

PGFifg.. (x>0, F.jCcx)~}

observacién que sera util en la demostracion de la

1.8. Proposicidn.

Sea H ™ Rn, abierto-, S ti es un conjunto se-
mianalitico global (respectivamente seminash global, semialgebrai-
co) si y sOlo si S es la proyeccién de una hipersuperficie C-ana



litica (respectivamente Nash global» algebraica) de X R defi-
nida por la anulacién de una funcién pol.inémica en la daltima va-
riable.

Demostracion.

Se trata esencialmente de un resultado para desi-
gualdades algebraicas dado por Hotzkin j{jQ =

Para demostrar que un conjunto S (que supondremos
semianalitico global en lo sucesivo; los otros casos se tratan ana
logamente) es una proyecciéon de una hipersuperficie dada por una
ecuacion ,

Y (x»t) = °

donde Y (X,t) es un polinomio en t con coeficientes funciones
analiticas, basta demostrar que esto se verifica para conjuntos de
la forma

xGn /9. ; )>0, F_._.(x)f0 jJ£I}

En efecto: puesto que S es en general unién de conjuntos de es-
ta forma, si Y #(x»1)=0 es la hipersuperficie asociada a cada
uno de ellos, es obvio que

S = L) PSFi /g..00> 0, F..(x)/0 j63}
I E)

1€ 1

es la proyeccién de la hipersuperficie

T~1 V,(x,t) =0
iei *

Ahora bien, en el articulo {3 j Motzkin construye la hiperauper
ficie Y ~Ax>t)=01 para los conjuntos arriba sefialados en el caso
de ecuaciones algebraicas, pero cuya extensidn a nuestro caso es

inmediata.



Reciprocamente (c.f. [2], Lema 3, Nota, pag. 110),
la proyecciéon de una hipersuperficie "Nx,t)=0 polinomial en t,
es un conjunto descrito por funciones analiticas en B , esto es:
globalmente semianalitico, de acuerdo con un resultado fundamental
de Seidenberg. c.q-d.

Si C. R , es un abierto con determinadas condi-
ciones, que especificaremos mas adelante, el conjunto de las Tfuncio
nes de Nash en , que denotaremos por N(f) es un anillo con bue
flas propiedades, que en general no posee el anillo de funciones ana
liticas en P , - Estas buenas propiedades permiten, con la
proposicion anterior, hablar de un "teorema de los ceros'" -—en cier
to sentido- de los conjuntos seminash globales. Analogamente, des-
cribiremos ese teorema para conjuntos semialgebraicos.

Si S\ es, indistintamente N(n) 6 REX1...X 7] ;

y ~ QxR * N(ftxR) 6 RCX1...,X ,T] , existe una inclusiéon obvia
0\ n <KfixR

si V ~ ft*R es un subconjunto, e~CV) designa el ideal de
de las funciones que se anulan en cada punto de V,

TI [ S — )

es la proyeccidéon usual, es obvio que
T(V) Pi n = 0 (-n(V))

siendo o(n (V)) el ideal de (f\ de los elementos que se

anulan en cada punto de mm V)

1.9. Defini cion.

Sea CX ideal de ff\ . 6 (f] . . Diremos que

Gt es real si toda suma de cuadrados de elementos del anillo
que pertenezca a Gt implica que cada sumando pertenece a CX



esto es

2 (17
f1 + ..+ f 6 Gt > i

'1’--- r€ OL. l_

Definimos la quasi-raiz (b el quasi-radical) de Gt , q rad (01)
como el ideal

AF] 3 e % (éffi nxR) 3 keN ,

f 2 + f2k € a. M

siendo p vy k, variables con cada fT.

De acuerdo con la definicidén anterior enunciamos el
siguiente teorema de Risler gl

1.10. Teorema.

Sea 01 ideal de R EV&"'Xn3 Son equivalen-

tes

i) Todo polinomio nulo sobre los ceros de Ou pertenece
a 01

i i) 01 es real.

6, equivalentemente

i*) Todo polinomio nulo sobre los ceros de 01 pertenece al
quasi-radical de Oi Es decir,

V(Cn) = q rad Gi

La equivalencia entre los dos enunciados del teorema es sencilla
de establecer.



Analogamente T. Hostowski ha demostrado, en un tra
bajo sobre los anillos de funciones de Nash [3#] el siguiente

Teorema:

1.11. Teorema.

Sea Cx ideal de N(Fi), fi C R1L, dominio semi

algebraico.
Entonces son equivalentes:

i) Toda funcion de Nash nula sobre ios ceros de C° pertenece
a o0\
ii) Ca. es real.

6, equivalentemente

i) Toda funcidén de Nash nula sobre los ceros de Ca, perte-

nece al quasi-radical de 01 . Es decir

N V(Or) = qg rad Oi

Podemos” pues;enunciar la siguiente

1.2. Proposicion.

Sea i Q Rn abierto (respectivamente, dominio
semialgebraico). S a fi semialgebra.i co (respectivamente se
minash global). Sea y (X,t) una ecuaciéon de la hipersuper-
ficie asociada a S en 1.8.

Entonces

h? (s) = {fefiiad fr ._.fp g 0\ nxR , ken

£ e (X(xM)j}

+

<

-
~
)

-—



Demostracion.

Se trata de especificar, de acuerdo con los resul-
tados anteriores, que

D) = J(T1I(y(x,1)=0)) = d(I"(x,©)=0) 0" n

teniendo en cuenta, si S es siminash global, que il X R es
dominio semialgebraico, si P lo es. c.q-d.

Otra version del teorema de 30os ceros aplicado a
conjuntos semialgebraicos, con determinadas condiciones restricti
vas puede verse en Stengle . En nuestra versidn es preciso
seflalar que la ecuacioén Y (x,t) asociada a S, puede construir
se efectivamente; y que en general existen varias para cada S. De
ahi la importancia, como sefiala Motzkin del estudio de ecuaciones

Y<x,t ) asociadas con buenas propiedades.

La existencia de una proposicién como la 1.12 para
semianaliticos globales, descansa, segun la linea de demostracion,
en la existencia de un teorema como 1.10 6 1.11, para el anillo
de funciones analiticas sobre un abierto de Rn x R. Dicho teore
ma existe para R * R (Risler, 1975) [B1] , pero su aplicacién
en nuestro caso solo serviria para subconjuntos semianaliticos de
abiertos de R, cau}’o estudio es muy sencillo. No obstante 1o enun

ciaremos :

1.13. Teorema.

Sea @i £ R2, A(f© anillo de funciones analiticas

en M ; son equivalentes las siguientes condiciones para un ideal

Gi1 fe A))

i) Toda funcidon analitica en fi nu3.a sobre los ceros de

pertenece a Oi_

O1 es real.

-
-
o/



6 equivalentemente

iT) Toda funcidon analitica nula sobre los ceros de Ou

tenece al quasi radical de O1 . Es decir

3 v(0O1) = grad (Cu)

1.IM-. Proposicién *

Sea 1) o R abierto, S semianalitico global
Sea y (X,t) una ecuacién de la hipersuperficie asociada a
en 1.8. Entonces

() = {fGA()/ BF _...f 6 ACFiXR), KGN

I £ + f2k e (y (X,t))>
i=1

per

S
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Nos referiremos en lo sucesivo a conjuntos global-
mente semianaliticos (seminash, semialgebraicos) pero en cuya de-
finicion las funciones vienen afectadas solo de simbolos de igua l
dad o de desigualdad no estricta. Para tales conjuntos cerrados
reservaremos el nombre de preanaliticos (prenashicos , prealgebrai-
COS ).

2.1. Definic

-
O

n.

Sea i Q Rn abierto, S Q U es preanalitico
(respectivamente, prenashico, prealgebraico) si existen

jGJ

conjuntos finitos, donde g.., Fee son funciones analiticas en
(respectivamente de Nash, polinomios) tales que

s U [XOM /g . .(x)=0, Ff..(xX)>0 V jGJ}
iei 1J 11

Los conjuntos preanaliticos aparecen en el estudio de conjuntos se_
mianaliticos mas generales; su presencia es debida a los teoremas

de separacién, que constituyen un tema clasico en el estudio de las
desigualdades lineales. Las proposiciones siguientes aplican dichos
teoremas.

2.2. Proposicion.
Sea S C.QE£ Rn wun conjunto semianalitico (seminash

localmente semialgebraico) cerrado. Entonces S es localmente pr£

analitico (prenashico, prealgebraico).

Demos trac ién.

Usaremos fTundamentalmente el siguiente lema de

Lo ja
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Lema .

Sea G0 abierto acotado de Rn, de 3a forma

GO = {fi>0"'fp>o) siendo F .fp analiticas en un abier-

1- -

to que contiene a G; .y sea

Zo = {xSG,/g(x)=0}

siendo gjx) analitica en un abierto @js contiene a GO - Fnton
ces para cada abierto semianalitico G 3 Z , existen d,N>0
tales que

Z C (xGG lgaCx) < d]fl1...f (X)|N} CG

Sea a £ S; existe, por definicidn de conjunto
semianalitico,un entorno V de a, que podemos tomar esfTérico
de radio z vy centro a, tal que si C(S) designa al comple-

mentario de S,

C(SYA V - U [M  (XGV/F. .(x)>0} r\ {xGV/g .(x)=0}]
i= j 1 1

siendo fl?' g1 funciones analiticas en un entorno de a que con
tiene a V.
Si  tornamos
fio(®xX = e2 - |x-al2 ,
obtendremos

P q

C(H N V= KI[Q (XGV/F. (x)>0} (XGV/g ,(x)=0¥]

Sea G.i el abierto acotado
G.r = {xGﬁ'/Eg-(x)>O}

v 1=0...9



se trata de un subabierto de V.

Si

observamos que

zi c. c(s) r\ VvV

abierto semianalitico ; luego, segun el lema anterior

Zi C. Gi {&i(x)>0}C"G,
siendo
q 2N M N N
.i " d g:% - g con ciertos d”~,N™ > O

Asi pues,

p q

c(s) nv = [O {f..>0} rn (P>0]

i~0 j=o

Luego

so V =V-(C(S) n V)

sera preanalitico, puesto que el complementario de un conjunto de
la forma (f > 0} es de la forma (F < 0O}

La misma demostracidén sirve para el caso semi-nash
o algebraico, dado que los correspondientes anillos de funciones
son cerrados para las operaciones efectuadas en la demostracion.
c.q.d.

2.3. Proposicion.

A
Sea SC Q C Rn, globalmente”semianalitico cerrado

* Supondremos que las funciones que lo definen (analiticas, de Nash
etc) lo son en un abierto que contiene al cierre de
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y acotado (respectivamente, glofcalmente seminas!), setnialgebraico
compacto). Entonces S es preanalitico (respectivamente, prenas_i
co, prealgcbraico) .

Demos trac ion.

Por ser acotado, estard S contenido en una bola V
de centro a y radio £ . Repitiendo la demostracion anterior ob-
tendriamos que Sr\V =S es preanalitico en V. Basta intersecar
la expresioéon tipo 2.1. de S asi obtenida por > 0} para
obtener S como preanalitico de U (respectivamente prenashico,
prealgebraico). c.q.-d.

2.4. Propos icion.

Sea M Q. Rn, A,B, dos subconjuntos cerrados de
no vacios y disjuntos. Existe una funcién p analitica en
tal que V() vy O, (B) < Ne

Demostracion.

En las hipdtesis de la proposicidéon el lema de
Uryshon proporciona una funcidn continua sobre con valores rea
les F tal que

f(A) = 1, fB) = -1
Usando un teorema de aproximaciéon de Whitney \25 podemos
tizar la existencia de una funcién analitica VY en tal
V. XGD LECOENCOY B

1 .
se sigue que si XxGA, M x) >y y st xGB, MX) < -y

c.q-d



14

2.5. Propos icion [34]
Sea U C Rn abierto semialgebraico* A,B Q U
conjuntos sem.ialgebrai.cos cerrados y disjuntos. Existe una fun-

cion de Nash ¥ en U tal que

f(Ad) >0, (@B < O

2.6. Propos icion.
Sea fi C_ Rn abierto (respectivamente abierto se-
mialgebraico ). Las componentes conexas de un conjunto C-anaiitico

en fi (respectivamente Nash global) son C-analiticas (Nash globa-
les).

Demostracion.

Siguiendo fundamentalmente una idea de Risler [32],
supongamos que S es un conjunto C-analitico Y M una componente
conexa de S. Entonces, por ser S localmente conexo, S-M es
cerrado disjunto de M. Si  S-M $ usando 2.4. sea ~ una fun
cion analitica en f tal que

V(S-M) >0, (M) < 0.

Por otra parte sean f~_._..f* funciones analiticas en fi tales que

S = {x€Fi/F1(X)- ...=Fr(x) = 0O}

Cons 1deremos

L il

Esta funcidén es analitica en fi puesto que

anula en ningun punto de i (pues iMx) =0 > x I's).
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Ahora bien

M={x €/ iLX = 0} .

como se comprueba iInmediatamente. Asi pues M es C-analxtico.

Si S es Nash global el mismo razonamiento puede
usarse para probar que M es Nash global con la ayuda de 2.5.
En efecto: en un abierto semialgebraico los conjuntos Nash globa_
les son semiaigebraicos ; el numero de componentes conexas de un
conjunto semialgebraico es finito y cada una de ellas es semialge®
braica (c.f. £2] ).

2.7. Fropos 1cion . (32 3]

Si 9 es un 1ideal primo finitamente generado de
funciones analiticas 6 Nash de (en este ultimo caso verin
fica las condiciones expuestas en la proposicién anterior), V (9 )
es conexo.

Demostracion.

Sea M una componente conexa de V (9 ), y con
la notacién de la proposicion anterior consideremos las funciones,
si Y(9 )M

donde 9 = (fyp---T ).

Entonces

V(1).3) = M, 2) = V(? )-H ,
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luego N» N2 # N
Pero Ajenp = <\,/f2.Gg' . Absurdo,
i-1 1
Luego ve(¢) =M . c.q.d.
2.8. Observar i6n.

Ninguna de las dos proposiciones anteriores se ve-
rifica en el caso algebraico. Consideremos V X vty ~x ) Q. R .
Se trata de un conjunto algebraico dado por un ideal primo no conexo
(tiene el origen como punto singular aislado). Por otra parte la
componente conexa de dimension 1 no es algebraica.

Asi el estudio de los conjuntos algebraicos se rea-
liza mas satisfactoriamente (véase § 6) dentro del anillo de fun-
ciones de Nash.

Por otra parte los conjuntes de ceros de funciones
de Nash son, como hemos indicado antes, conjuntos semialgebraicos
cerrados en determinados abiertos. Esto sefala el iInterés de estu
diar estos ultimos conjuntos que engloban ambos casos.

2.9. Proposicion.

Sea i C Rn abierto (respectivamente abierto semi_
algebraico) S C ft un conjunto preanalitico (respectivamente
prenashico). Entonces las componentes conexas de S son preanal

ticas (respectivamente prenashicas).

Demostracion.

Sea S preanalitico, M componente conexa; enton-
ces S-M es cerrado (por ser S localmente conexo) Yy usando la
proposicion 2.4., deducimos, con la notacidén de 2.6., que

S OU 10 =M

Andlogamente se demuestra en el caso prenashico. c.q.d.



2.10. Definicion.

Sea SC EC H® ; diremos que S es globalmente
semianalitico cerrado simple (respectivamente, globalmente semi-
nasti cerrado simple, semialgebraico simple) Si existen {2 AN
i 610 conjunto Ffinito de findices, siendo ~n¢e  Ffunciones ana-
liticas en Wil (respectivamente de Nash, polinomiales ) tales que

c - fv ¢ ft/ fT ivbn f,iv nt

2.11. Proposicion.

Sea S C Q globalmente semianalitico cerrado
simpole (respectivamente seminasti globalmente y simple, y ~ abier_
to semialgebraico). Entonces S es preanalitico (respectivamente

prenashico)

Demostracion.

Sea
S - (x € fi(x)>0>
Sea
H=U (x 6 0/F . (x)=0) .
iGl
Entonces HA S =¢ . Sea 4 la funcidén analitica (respectiva-

mente de Nash) dada por 2.4 (2.5) <.l que
ip(H) > O $GS) <0
Entonces S puede escribirse
s = {X e n/g.(x)>0 f:(xX)>0 > *)io)

y por tanto es preanalitico (respectjvanente prenashico). c.q.d.
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Introducimos en este parrafo un cierto tipo de
R-algebras , cuyas propiedades fundamentales fueron estudiadas
por Abellanas en £4]

Estas R-algebras seran asociadas a los conjuntos
preanaliticos, prealgebraicos o prenashicos de manera natural,
facilitando un estudio algebraico de tales conjuntos. Indepen-
dientemente de Abellanas y con el mismo afio de publicacidon que
k1 (1974) , G. Stengle [30] asocia a los conjuntos prealgebrai
eos un semianillo. Como es natural dicho semianillo es mucho me-
nos manejable que las R-algebras que introduciremos, y su creador
se limita a construirlo explicitamente a través de unos semiani-
Ilos que son esencialmente semejantes a nuestras R-algebras.

Para simplificar supondremos en lo sucesivo que
ir RK es un dominio; y en el caso de trabajar con funciones
de Nash o polinomiales puede suponerse que T es un dominio se-

mialgebraico.

A designara una sub R-algebra del anillo (R-algf
bra) de las funciones analiticas reales en fi ; vy designara
las funciones continuas en dicho abierto.

3.1. Definic

-
O

n. (Abellanas M )

Sean fI"'fr 6 0\ Consideremos el homomorfis

mo de 0\ ~-algebras

tal que

Diremos que es ua. R-algebra de (A_Q-funciones
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valorada , y sera denotada (A [If11.._|Jf~[1 ., o bien Si

se suponen prefijadas las funciones T/, _,"N.

Como justificacion de la notacidéon empleada observe
mos que (A, ~contiene una R-subalgebra isomorfa a QA? (y que
identificaremos con esta). Mas aun * (p\ es un (A -médulo ge-
nerado por los 2r-productos 1,|f1|,.-.t|f“|,.-.,|fA|---|f | -

Dado que en , IFel]? - f- =0 v i=l,.,r , A\ no depende,

integramente de (A"~ . Como consecuencia del teorema de la base

de Hilbert , si (j\ o es Noetheriano, (f\ también es Noetheriano.
Asimismo, debido a los clasicos resultados sobre dependencia inte-

gra, la dimensién de Krull de (p\ y coincide.

Sea i1 = (ir...ir) 6 {1 ,-1}r , vy designemos por

I. el ideal de 0\ M generado por
....... M -W
Sea E- el conjunto de puntos de 9 donde se anu-
lan todas las funciones de I, es decir
E; =X 63 7 0,f, >0,..... » 1 .F >0 .

Se trata de un conjunto preanalitico que denominaremos estado
i-ésimo del entramado {f,,...f } . Los ideales I. y los estados
correspondientes juegan un papel fundamental en el estudio algebrai”®

co de ~ , como aparece de manifiesto en V] - Sea F el sub=
conjunto de {1,-1}1 tal que 1I€F sii tiene interior no va-
cio.
3.2. Definicidén.

Con la notacidén anterior, diremos que 1I. es un
ideal amplio si iCF. Analogamente, es un estado amplio si

i1€F.
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3.3. Proposicion.

Demostracion.

Como es obvio

w =0 B

0O
Sea X un espacio topologico, B,A C X, B,A su
interior» BJA su adherencia en X. Entonces

Esta conocida formula de calculo topologico puede generalizarse a

una union TFfinita. Si X = H , escribiremos

n =i UF y i - yAiji, C. y~J e N«
iG{1,-1}r iea.-1)], ieF ieF

luego

iIGF
c.q.d
3.4. Corolario.
En se verifica
@ =M i
iGF
Demostracion.
Sea g Gi\ L. i1 probaremos que V pPe n,



g(p) = 0. En.efecto, si p Gm , p€EN , para 17GF. Como
o]
g6 1. , g(p = 0. Asi 1 = O. c.q-d.
o]
3.5. Proposicion.

, 1 G (I,-1}r, es amplio sii L = (0} *
Demostracion.
Si es amplio entonces
I_I , QR a - ((®)) (c.f. M 5 2 Lena 1).
En efecto, siendo conexo, ninguna funcidén ana-

litica puede anularse en un conjunto de interior no vacio , siendo
distinta de cero.

Reciprocamente, veremos que si 1 no es amplio,

f ... T~ € I£ cC\ , suponiendo que Ff¢ i O Vo i=

(en otro caso la demostracion se reduce a esta); como (P\ ~ es

un dominio de integridad (por ser 1t conexo), T**»»fr F 0 e

Usaremos el siguiente Lema

3.6. Lema.
(r
Sea J = g™ =gr) € {1,-1) , Ji @A.,1,e==1)-~
Sea CQ =1, ypara 1 <m< r, sea la suma de todos los pro

ductos distintos de m factores que pueden efectuarse con

ja,— — Jr = Entonces



Deinostracion del Lema .

Sea p el numero de términos positivos en

{jJle=e=jr} » r-p por tanto el de negativos. Por hipotesis p < r.

El numero de sumandos positivos de la suma

Co ¥ C*+ ---+ G
seréa
coe x [ + (riP) + ... )
[1 + (§>] [ (l ) (r,pd
donde ii = r-p si este numero es par, o Il = r-p-1 si r-p
es impar.

En cualquier caso el primer factor es y el
gundo 2r“P“1; 1luego habra 2r_1 sumandos positivos. Como el
numero total de sumandos es 2r, es claro que se cancelan los suman
dos positivos y negativos. c.q-d.

Sea

g=*Ff....f + il_i_fl!l_.fg.__fr + e+ fjrAj2***r eI F VA

donde 1 = (il"'ir) es tal que 1~ no es amplio. Sea p G A ;

veamos que g(p) = O.

En efecto, por la proposiciéon 3.3., p pertenecera

a un estado amplio E~, , 1i°= (ii--.i;) e f
Entonces

[fTx<p)l = qFfl<p),....|Ffr<pl = fr(p) -
Luego

gp) = (FiL..frH)(p) + +

+ Vi e Vr (Fieesfr)(P) -
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Sea Jj = (ipg*# _,irin) 6 {1,-0}r y claramente j i (,...1),

pues 1 i 17 . El lema anterior significa que g(p) = O.
Si g = 0, entonces
g e »
Luego
g = + 1IFIN + eee + JHI2***Ir (

Afpi-fy * 1) AL JIpi fp + 18 =

= 2rf1 - fr + a ,
siendo a G In
Asi fgmn-- f'_G l.;9 vV Dor tanto f ;..... fr G Ly - W 6

Esta proposicion y la definicién 3.2. conectan con
un tema clasico como es el de las desigualdades singulares y no
singulares o "slack" (laxas, flojas) (Tucker).

3.7. Definicion. [37]

Sean fl""fr G §A‘5 y consideremos el sistema
de desigualdades
fr(x) >0
f.00 >0

Sea g G (XA . Diremos que g) 0 es una desigualdad sirguiar
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si VyoeQ, fiy) i °«* T (y) L °>» se verifica

gy) = o

En otro caso (es decir, sig(y) > 0 para una cierta solucion del
sistema, Yy g9g(y’) > 0 en cualquier caso), se dice que g(y) >0

es "slack™ o no singular.

Diremos que el sislema de desigualdades es singular
si existe 0 3 g €(A~ j tal que g =0 V x verificando
fA(X) > 0 fr(x) > 0.

En otro caso diremos que el sistema es "slack™ o0 no

singular.

3.8. Proposicion.

Sea Ff1... fr 6 (A , sea P\ = (A [fl]e==|fr ]l
El sistema {fjJ 1 0 ... fp > 0O} es singular sii
I = (|f1]-f1,.*=] |-fr) es no amplio.

Demostracion.
Si el sistema es singular, el conjunto

X GnlF X >0 ... fr(x) > 0

tiene interior vacio (pues se anula sobre el una funcidén ansliti
ca no nula). Asi I es no amplio. Reciprocamente, si | no es
amplio, existe una funcion analitica no nula en 1 (proposiciodn
3.5. ), que se hace cero por tanto en el conjunto definido por el

sistema; Yy por tanto este es singular. c .a.d.

Hemos obtenido asi una caracterizacion algebraica
de los sistemas singulares via la proposicién 3.5. y una topologia,
via la definicién de ideal amplio, precisando £30j



3.9. Nota.

Si fI"'fr 6 (A ﬁ . Y consideramos el sistema
f, >0
f. >0
entonces si existe 1 = 01...r , tal que T e s singular (situa-

ciéon a la que puede reducirse la mads general planteada en la defi_
nicion 3.7), el sistema es singular, y por tanto, en (j\ , el

ideal

i = (JFL]-F1,...|fr1-fr)

no es amplio.*

El reciproco no es cierto en general*

Observemos que si I es no amplio y primo, dado que

1:_,L ..... frel, 3 i=1...r, tal que f-lG I, esto es,

sera singular. El reciproco no es cierto.
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El sistema

~f2 1 0

tiene como soluciones los puntos
(0,0), (®0), vy es segun la pro
posicion 3» 8« singular.

Sin embargo tanto -f* como - son no singula-

res (f1 >0 en (]-,0), -f >0 en (0,0)).

Este fendémeno no aparece en el estudio de desigual”

dades lineales. En efecto, se verifica la siguiente
3.10. Propos iclon
Sean
Tp = apXeq & oo AqXpa--- T = 80X oo agyXy
polinomios con coeficientes en R. Entonces existe i - 1...r tal
que es singular sii

1= (fr1"fr’-= =« j fr)~ Rn

es no amplio.

Demos tracion.

Basta demostrar que si I es no amplio, no todas

las 7, i=l...r pueden ser "slack'" . Supongamos que asi Tuera.

Sean Xq ==X soluciones del sistema *f; > 0...f_ > O, tales

i r
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que fl(f’) > r(xr) > 0. En estas condiciones un conoci-

do Lema [37] asegura que la media aritmética de x ,....x" es

una solucidén del sistema para la cual todos los polinomios son
estrictamente positivos. Asi el estado correspondiente a | teii

dria interior no vacio y seria amplio; Contradiccion.
c.q.d.

El estudio de las desigualdades y sistemas singula-
res es abordado en los sistemas de desigualdades lineales (Teore-
mas de Transposiciéon de Siemke y Gordan ), en el de las representa
ciones racionales (T30] ), etc. Observamos que la singularidad vie
ne a indicar la superabundancia de desigualdades (que podrian sus_
tituirse por igualdades) en la definicidén de un conjunto.

. Nuestro prepésito al tocar este tema era simplemen
te observar como las R algebras valoradas permiten dar criterios
algebraicos para determinados hechos geométricos.

Es bien sabido que en el estudio de la geometria
propia de las funciones de un anillo (de polinomios, de funciones
analiticas, etc.) los ideales primos juegan un papel Tfundamental.
En el caso de las R-algebras valoradas estos ideales poseen una

estructura peculiar.

3.11. Propos icion M -
Sea (® g una R-algebra valorada, p un ideal
primo de (p\ ~ . Sea
f «xEV n
el ideal primo contraccioén de p a 8~ . Existe J G F, tal
que
7 = p e7ij
Reciprocamente, si p es primo de B~ , e L. es amplio,



es un ideal primo de A 2

3.12. Corolario.

Si es un i1deal fundamental de

primo.

Demostracion.

Basta considerar que el ideal (0) en ((f\ ~

P

mo (por ser W conexo), y aplicar la proposicion anterior

3.13. Lema.

Sea g 6(A , = [ fjI eeelfrl] « Para

i e {l,-1}r existen a. 6 1j, gi 6 Q , tales que

Demostracion .

Si g G(\~ , podemos escribir

il
Si sustituimos en dicha expresién ||
ed-Tef- * it
siendo i = (&.) e (i,-i }r , obtenemos
i = + I a.:“”’1r n *-J- +gA  »

e 19 ~’ »i e «

es

es pri_

cada



3.14, Propos,icion

Sea Cu ideal de (AQ = (A Q [If1l ..-|fp ]
Entonces, para cada i 6 {1 ,-1F*

ex + i, = (oi+iy)r\ pi o+ 0,

o>

N

Si Ou eé&ta finitamente generado, (GTr —fli}\‘ i‘\z
nitamente generado como ideal de (B , Si 1. es amplio.

Demostracion.

Respecto a la primera parte de la proposicion, ob
servemos que el conjunto a la derecha de la igualdad esta obvia-
mente contenido en el de la izquierda. Por otra parte, si
g 6 Gu+ 10 entonces g = a + a. , aG Gv , ou G I ;

usando el Lema 3.13. podemos escribir

Luego g=a+ (@ + 31) .

Ahora
a =g - (a,I 4—0.i)G Gv + 'i

luego

a G(\ f\ (Oh+ 1.)

con lo que queda demostrada la igualdad.

Por otra parte sean gl...gt G Q\ generadores

de Ob ; si i GF, usando el Lema 3.13, escribimos

«I p& »

91 + ak> S



Entonces

N n<si-— se> = (oL+i"O (P n

El contenido de derecha a izquierda es inmediato, dado que

g3 G CX + 14 . Por otra parte si g 6 (Ca+l ,)H R @ »

- pr

g = 1 hjoj + « i e 1i< hj efK n

j

Usando nuevamente el Lema 3.13, podemos escribir

V j=ieeea » hj =hj + Ni» Bi eli
Luego
ge= | (h. + gDl + aj) + «i
J=1
I VvV i+Yi - YiGll‘
Como g, 7 hT P! G &, , por ser l. amplio se sigue (3.5)
3=T
L
g | njsi
J=1 J
c.q-d.
3.15. Proposicion.
Un conjunto S 9 £ Rn (suponemos Q conexo)

es preanalitico sii existe un algebra valorada de funciones anali_
ticas en Ml , y un ideal finitamente generado en dicha algebra,
tal que S es el conjunto de ceros comunes a las funciones de di_
cho 1ideal. ("Hutatis Mutandis™ para conjuntos prealgebraicos o

prenashicos ).
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Demostracion.

Si S es preanalitico (2.1), S es de la forma

S~ {xeft]g..(x)=0, F..(x) >0 jej}
iGl J

1, finitos, analiticos en # . Si consideramos el

algebra

C9r3-T

$ 3 =<AaA CIfijd v 1.3

S serda el lugar de los ceros del ideal

Tl -f jei)
ici 13 13

Reciprocamente, sea S = (G) donde CX es un ideal de una
cierta algebra valorada

finitamente generado, y Y' ( Gu) denota el conjunto de puntos
de @ que anulan a todas las funciones de CX

Usando la proposicién 3.3, podemos escribir

Y(C ov) = V(Coi) &An =U (V(C u) Hed
iGF 1

donde F es el conjunto de T1ndices i tales que E. es un esta-

do amplio.

Si = V (1..)) podemos escribir

V(£.> =U Y (<X+1.)
iGF

y como consecuencia de 3.1H
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V(@)=L \FQe A+ i)

U

Como (Ou+In,) O A A~ est4d finitamente generado, si g”™. ..Qg¢

son sus generadores, obtendremos finalmente

U {xen|gIg(x)=o, |[f1]-ilfl=0...|fr|-irfr = o} =

iGF
Jj=1. ..s (i1 ._.1p)=Ii6F
= LJ {x€fijg..-(x)=0, i f1 1 0...1i F > 0}
iGF 3
Jj=1._.s ('I""r)='
Luego S es preanalitico. c.qg.d.
Dado un conjunto preanalitico S, segun esta pro-
posicidon existen unas funciones f~,...,f* , de tal manera que S

viene definido por los ceros comunes a las funciones de un ideal
de O\ [Ifil]ee<|f |1 = Diremos entonces que {f~...fr> son un
ti .
entramado de definicion de S.
A partir de ahora identificaremos los conjuntos
preanaliticos y los conjuntos de ceros comunes de los ideales Tfini_
tamente generados de las algebras analiticas valoradas. Y analoga

mente, para el caso de funciones de Nash o algebraicas.

Por otra parte, usando los resultados 1.12 y 1.14
podemos escribir una proposiciéon para el caso prenashico o prealgf
braico, y para el caso preanalitico restringido a subconjuntos de

, que es analoga al teorema de los ceros de Hilbert en el caso

de anillos de funciones valoradas.

3.16. Propos icion.

Sea J C (Ao anillo de funciones analiticas (de
Nash, algebraicas) valoradas. Sea, si ES t , ~ (BE) el ideal
de las funciones analiticas (de Nash, algebraicas) nulas en cada



punto de E, e (E) el ideal analogo en ~sI =
Entonces

S\TC ol ) = Pi (3 NT (oC+1 )+1.).
ier

Demos trac ion .

Como en la demostracién de 3.15 podemos poner

V (CX ) =Kj V (6v+l.)
iGE 1*
As i

3 ve (ot)=0 (. +1 ).
ier 1

Demostramos que

1V (B+1>=3V (3 +)H.
Por una parte
5 Vv (Ol +1.)2 SL + 1.2 li

Ademas es obvio que

J \r (O1+1.)2 &Y (O1.+11)

Sea fG6G3r (O+1.), y escribamos 7 =f + a3 , f G6\ 4 -
ag G b por el Lema 3.13.
Entonces
f =7 - a; G i v’ (Ov +i.), puesto que T G a
y tanto f por construccion como aj; por pertenecer a 'i se

anulan en todos los puntos de V (Oi +1). c.q-d.



Como consecuencia directa de 3.14 podemos transcri
bir este resultado de la siguiente forma:

3.17. Corolario.

3 V (<50 =~ (b V<(ov +i o + 1)+ 0>

De acuerdo con este corolario el calculo de
GiI ) queda reducido al calculo de

3V [ﬂCﬁ, +1I)P| fi , + 144 con iSF .

Dicho calculo, cuando fio es el anillo de funciones de Nash, 6
el anillo de polinomios; 6, si C. R", el anillo de funciones
analiticas en Q , corresponde a los resultados 1.12 vy 1.14.
Observamos, por medio de los resultados del parrafo 8§ 1, que para
extender este resultado a las funciones analiticas para abiertos
de Rn, con n cualquiera, se precisa el teorema de los ceros pE
ra dichas funciones, teorema aln sin hacer.

Terminamos este parrafo con algunas interpretaciones
algebraicas de determinadas propiedades geométricas de los conjun-

tos preanaliticos (prenashicos} prealgebraicos).

3.18. Proposiclon.

Sea S preanalitico, definido por el ideal Ov en

el anillo (f\ . Entonces S i O sii
cl n .» = (0) .
Analogamente, para prenashicos 6 prealgebraicos.

Demostracion.

O ’
Obviamente, si S /7 ¢ , ninguna funcion analitica
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distinta de cero puede anularse en S, luego

ov n <An = (0)
Reciprocamente, supongamos que O r\ & = (0). Como <p> (sien
do (R anillo de funciones analiticas, o de Nash, o polinomios)
es fIntegramente cerrado [o-F. [32]] , se sigue por los teoremas

de ascenso y descenso que la altura de N es cero; esto es, que
Ov estad contenido en v , Ppara un cierto JjGF, puesto que es_
tos ideales primos son los minimales de P\ n Entonces

S= V- (Su) 2.E. JGF
luego

(0]
S=2 B~ i 9 ; por ser j amplio
c.q.d
3.19. Propos icion .
Sea S preanalitico de interior no vacio. Enton
ces S es simple sii existe un entramado de definicién S,

{f~ _f } tal que

S = V(Xj), JGF , para un cierto ideal amplio.

Demostracion.

De acuerdo con la definicién 2.4. Si S es simple
y preanal.itico existen unas funciones FT/~_._.T tales que

S = (XGMFfACX) > 0...fr(x) ™ O}

En el algebra valorada correspondiente el ideal



es amplio, pu.es S i ¢

Reciprocamente si S viene dado por un ideal am-

entonces
S = {xEFi]j1fl > O0...jrfr(x) 1 °>

luego S es simple. Coqed .

En la proposicion anterior puede sustituirse "ideal
amplio”™ por ideal primo. En efecto, todo ideal amplio es primo.
Como los ideales primos son de la forma Ou + 1lj, para un cierto

z &Q » Jj6F, es obvio que \f (Gu+lj) simple.

3.20. Nota.

No es cierto que si S es simple de interior vacio,
S venga definido en un cierto entramado por un ideal primo.

En efecto, consideremos = R, S ={a}vs/{b}
siendo a.,, € R, a b . Entonces S es simple.
(p-ej . S = {XGR] (x-a)2 + (x-b)2 = 0} . Supongamos que en una
cierta algebra valorada s s viniera dado por un ideal pri®
mo a ; es decir

s=V (L),

Si f + Ij-, donde & es primo de iGF  (Lcroa 3.11)
entonces

V<) Nv@ga-=S

y por tanto V() =s. Pero por ser primo de (Ad. |,
((13 ) ha de ser conexo (1.15); luego g O, S V (X)),

0

SNO. Absurdo.
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3.21. Proposicion.

Sea S preanalitico simple. Entonces existe un
algebra valorada (i3] tal que
Reciprocamente, si existe un algebra (A tal que

~ /7 (S)

sii la inclusioén N —» [A™, Vsi 80 , S es simple.
Demostracion.

Si

w
1

{x6n]gr"(x) =0, F.(x) > 0 iGl}
en el algebra
r n= « n Cibiliici

S viene dado por el ideal ~(S),

3OS =K((ghk @ ,, +(firfe " >
— Dgibei @ a+~fil _fihei iA ji
si consideramos la inclusion AN F\ , como obvia
mente ~(S)=3(S)n(AQ » dicha inclusién induce un homowor-
fismo 1Inyectivo de

& (S) c- @‘n/S(S)

Ahora bien, dicho homomorfismo es ademas sobreyectivo, puesto Qqw



para cada iGl
lfill + 1(S) = f.i +"3(S), f.i G H n

Asi tenemos demostrada la primera parte de la proposicién anterior.

o Reciprocamente, sea (R o = R . Ejf. |, -- |fr 1

sea S, , tal que

$ n/i(s) « B fi/3(s)

De acuerdo con la proposicién 3.16.

iJ® =C > (a, + 13)
iGF

donde G_”~ es el ideal generado por funciones analiticas. Asi
pues

s= V(1(5,.U_ c\T(O1) o\T(i )]

1GF

y puesto que , 3i GF tal que V* (a i ) debe tener
o]
interior no vacio, y por tanto Cv™» = (0)

Sea iO ~O(i_1.,...O |.r), y sea J = (j},...jJ) 6 F, Jj/1

sea
I - 1...r, tal que /i

° 1
Como fi jiZ/3(S) es isomorfo a N ~f3(S) wvia la inclusiéon de

Afien W © . IfEls J . existira g£ G $ M1 , tal que
IT3 - g£ e 5(s)
Asi pues, para cada iGF

IFE] - e£ e (CV. + 1.),

luego
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123-%9 © O'io 1

o]
1tJ e 01y + Xxn
Como fl-1 f GGu. + L. , Se sigue que
X °Z * (o] 0]
"9 P ogz 9ty
y analogamente
- 95 17 7 G O|] + I3 Por ser LIO
e 'g amplios se sigue que
- g, + 1 f. GOi.
1 °1 1 20
- EL + V<t 6 °H
Luego T - - * *
- j*f* 6 a i, +aj my por & V j»
X 0 /4
f. 6CX . +C . =Ci3 , pues Oi . =0
z iy j i,
Sea j G Fs yi |04 entonces
viooL, + 1) =V OV (0.)cV (01 )O0
(L, + 1) ; ,® a 01 )0 (
(JI} V. (]Tf] £ [*.1.0P vir(ft)] n c
=1...r



e, 0 V@ - Wi _¢ E n y dfj -i0 f8)in

Z=1.._.r z31. r
JH=1lo V 1
n E 0 >rdfj -i T, = / (.
£=1. . .r ] £ )] » ( O)
i*=10

Luego S = ~ N(ai+tli) = \ro. ), y S es simple.
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Como correspondientes a las R-algebras de funcio-
nes valoradas establecidas en el parrafo anterior, definimos aqui
las R-algebras locales de funciones valoradas, adaptadas al estu-
dio local de los conjuntos preanaliticos.

Todos los gérmenes, tanto de funciones como de
conjuntos que aparecen sin mencion explicita se supondran en el
origen de coordenadas de Rn. C designara el anillo de gérme-
nes de funciones continuas; VvV designarad una sub R-algebra
local del anillo O de gérmenes de funciones .analiticas (por ejem
pio, las funciones racionales definidas en el origen, o los gérmE
nes de funciones de Nash).

Observemos que si T es un germen de C , 1la
expresion jfi significa el germen de la funcidén continua obteni®
da tomando el modulo de un representante de fT.

4.1. Definicion.

Sean fﬁ\*...fr € (A n Consideremos el homomorfis

mo de (A n~algebras

+ Cn tal que

Xq

Xr
Diremos que u(@A £xn,...,X~) es una R-algebra de (A n~funciones
valoradas, y sera denotadaaq erIfl l” iy ’|fy~lJ, 6 o\ si se
suponen conocidos los gérmenes f ,...,fr .
4.2. Observacion.

n

Sea un dominio de R que contiene al origen



de coordenadas; (f\ una subalgebra del algebra de funciones

continuas en Wi , ; N, ..., elementos de Consid£
ramos , para abiertos V C W@ , 00 V, algebras valoradas de
la forma

AVCTLIVI eenifrivl] -

Si, mediante el procedimiento usual, consideramos el anillo de
gérmenes en el origen de funciones del tipo ¢A EIR\Il *ee* »INr 1] >
observamos que es Ffacil identificarlo con el anillo

@\nu fil 1 Hﬁﬂ]l > donde (p\ n designa el anillo de gérmenes

de funciones del tipo U\ . Este ultimo anillo n no es lo-
cal en general: por ejemplo, los gérmenes de Tfunciones polinérni-
cas son polinomios; si es local en el caso de funciones de Nash
o analiticas. Asi deberemos precisar el caso de conjuntos seinial
gebraicos en el paso de global a local y reciprocamente.

Por otra parte el procedimiento algebraico para ob-
tener las funciones racionales en el origen a partir de los polino
mios consiste en localizar con respecto al ideal de los polinomios
que se anulan en el origen. ElI mismo procedimiento aplicado al
anillo de funciones de Nash 6 funciones analiticas, no nos da los
gérmenes respectivos.

4.3.

Si f1>...5;fr son elementos de Cn, designaremos
por V (fl»ee*fr) el germen del conjunto obtenido con los pun-
tos donde se anulen simultaneamente representantes de f~,...,f"

tomados en un entorno adecuado del origen.

La observacion anterior conduce a la siguiente
Propos icion.

t .
Sea S™ un germen de conjuntos en el origen de e

Entonces So es un germen preanalitico (esto es, existe un repre-

sentante de SO en un entorno de o que es preanalitico) [respec
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existen

tivamente, prenashico, prealgebraico® s

& n [Ifal> «<1fr0 <« donde

tales que S" =Y (gl,.-..99), siendo (A n el anillo de gérmenes

de funciones analiticas (respectivamente, de funciones de Nash,
anillo de funciones racionales definidas en 0).

Demostracion.

Si SQ es un germen preanalitico, existe un entor

no de o, B , y un conjunto S £ 1f , cuyo germen en O es
Sqg, tal que S es preanalitico en . Por 3.15 existe un
algebra valorada de funciones analiticas en Q , (A

y un numero Ffinito de elementos de dicha algebra g~...gg tal que
V(gl—-—gs) = s

si F ..F , g”...gs denotan también los gérmenes de dichas

funciones, se sigue que

v(gr ,.gs) - SO, gdj,.--gs € CIf1l - Ifr i

Reciprocamente, si SO =V (giu-.gg), siendo

1* A [If11--_|frd] . 6 A n >
podemos tomar un entorno f 5 q donde, si g ...gs# f~._._.f0
denotan representantes de los gérmenes en el abierto B , se VE

rifique
ah afj—1ifo . .. r s

(p\ anillo de funciones analiticas en

Asi, S = V" (gl«..gs) es un conjunto preanalitico en Q , cuyo



germen es

La demostracion es analoga en el caso de funciones
de Nash.

Si es un germen prealgebraico, la primera par
te de la demostraciéon sigue siendo valida sin modificacidén, pues-
to que podemos considerar surnerj ido el anillo de polinomios en el
de las funciones racionales definidas en o

Designemos a este por R [ , siendo R el
anillo de polinomios en n-indeterminadas.

_ g% " eee fr = ?r elementos de R[XJQ , donde )

Sean FI

A e R[X], y gl. elementos de RTxlo [I1fJ.-_1FfJ]

Sea SO =V (gr---gs). La segunda parte de la de

mostracidon quedara probada si demostramos que existen

gl,,.gs GR[X][K'...K'] ’ tales due sc = (9j---9™)
Esto se sigue del siguiente lema mas general:
4.4. Lema .

Como subconjunto de C», R[X]Lajie==lar.ld esta

contenido en R®¢qg QIFN\ .._jfJIH , vy todo ideal de este anillo

es extension de un ideal de aquel.

Demos trac ion.

a . a -
Puesto que |f¢] = \~\ = |} y B2()i o ,

se sigue que If3J - +

en un entorno suficientemente pequefio del origen. Asi coTio sub-



conjuntos de C coinciden

R[EJo[K1---1«nl] y RfeloClfaeeslfri]

Como C *Q110

se sigue el contenido del Lema.

Consideremos un ideal de RDaOci«li---i«ri]

* *
generado por gl...9?7 . Sean 97----9% los elementos de
Rrxi[i«li-_-i«ri] obtenidos multiplicando g”©,...gs » respec

tivaraente, por el producto de los denominadores que aparecen en
sSus expresiones. Entonces

(gJ=¢-gs) = (g*5==«g*)

4.5.

En lo sucesivo O designa el anillé de gérmenes
de funciones analiticas, Nn el de funciones de Nash vy rPx]O
el anillo de funciones racionales definidas en o . @& designa-
ra, cuando se trate de propiedades comunes, cualquiera de estos
tres. Las propiedades de N pueden verse, p.ej. en [B2 . Las
R-algebras locales correspondientes a cada uno de estos anillos
seran denotadas O N Rr¥gQ respectivamente. Supondre-

mos también que las funciones fA.._fb que intervienen en la defi®
nicidén del algebra valorada se anulan en el origen, suposicidén que
no afecta a la generalidad de las proposiciones a demostrar.

Puesto que A es noetheriano, @@ es noetheria-
no, por ser (A "~-algebra finitamente generada, Ademas n es
tegramente dependiente sobre ( , La dimensién de Krull de f)

es n , como la dimensiéon de



Rn = H flleeelfrI] » sea Ei< Para 1ie U,-1}r ,

el germen del conjunto

o lo que es lo mismo, con la terminologia introducida en 4.3;
SRR LS PO L R 2

Dicho germen es el estado i-ésimo del entramado {f»,...,f"}
Para cada iG{l,-1}r, 1~ designara al ideal de

generado por

n,

Q) i = a 1...1r)

- - _U -
Diremos que L. es amplio si E. ~ . Sea F el subconjunto
de {1,-1}r tal que 1IGF si y solo si 1. es amplio. En las
siguientes consideraciones sera 0~ 6 Nn
4.6. Proposicién,

En f\ n Se verifica
(0) = N 1
IGF
Demostracion.
Sea g Gr\ t. . Tomemos un entorno Vg de o
iGF 1

donde estén definidos representantes de f»,...f*,g , (que d.esig_

liaremos con el mismo simbolo). Consideramos <av [ifli,...ifrin
n
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tomando suficientementeepequefio podemos suponer dque

g SiAv [If3l,...|fr].]., Yy que
"0

geoO I. , donde 1. designa ahora el ideal co-
iIGF 1 1
rrespond iente a y e [N\Y] . Por 34- g es nula en
o]
V , luego su germen en 0O €S cero. c.q-d.

Anadlogamente podriamos demostrar la validez local
de las proposiciones relativas a la estructura algebraica de las
algebras valoradas, contenidas en el §3. Usaremos de ahora en
adelante la versién local de dichas proposiciones refiriéndonos
a su enunciado de 83.

«.7. Proposicidn.

es un anillo local.

Demostracion.

Cea "W, el ideal maximal &&n . Por depender i
tegramente (A ~ de R n , 1la contracciéon de un ideal maximal de
QR debe ser -w. vy son rnaximales los ideales de (A con dicha
contraccion. As i los (nicos ideales rnaximales posibles én

son de la forma

., jGF .
3 J
Veamos que si j»j~ G F, m. + 1. = + 1N,
Sea g G 1VU + 1 ; por 3.13 podemos escribir +

3
donde g e W\



us

Sea
o . - A — "
i £oq = 6 {11}
t)f) G\ n- £=1...r
Sea
J=<ktl.rsSu=-n
Entonces

aj " oy 1 ifsd-gifa 4

VU Vji

. A E<UTM I0jFE 21LjeF*

Puesto que suponemos que V £ -I, fe\NU@\ el segundo suman
do de la expresion anterior es un elemento de W* (P

As i

*:«ji+«iv 2nfi+J* * < em-+v

v i
Concluimos que wt + 10 C m + 1N, , Y por simetria se obtie

ne la igualdad.

4.0. Proposicion.

6\,,\ n ©s un (f\ n médullo plano sii (f) n ©s anillo

de Colien-Hacaulay



Demostracion.

Sea m = (Xq---X,)iA n el ideal maximal de ) n

Entonces @ n ©S (=) n médulo plano sii

0 n.fl

Tor “v , fln) - 0 .

Como yvv (H es un 1ideal primario para el maximal de in ™ (lo
que se deduce de la demostracidon anterior) y esta generado por
n elementos, se sigue que

A nJdn
Tor < An >~ 0
sit los generadores ik,...,x } de Vio (P~ sSon una sucesion
prima en (o.f. [17] >

Ahora bien, ser Cohén Macaulay es equivalente a la
existencia de un sistema de parametros que sea una sucesién pri-

ma (EIOJ)' Cc.ged.

4.19. Corolario.

Si para cada iG es amplio, se sigue
que ® , es Rlano sobre P\

Demostracion .

Por ser (P n finitamente generado sobre * n” la

platitud equivale a ser libre (c.f.
Si =
1S n fl)nl_— 1 r

rolario, fi . tiene una base formada por la familia

veamos que, en las hipodtesis del co

i s (TR (2 ¢
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Sea £ - -(&~...£ ) G {0,1}y , y para cada £ , sera un
elemento de n- Consideremos la expresion
| «,1~1 1 ...|[fpl T -0
Sea 1= (i ...) G {1,-1} ; para cada i1 se tendra
r -%7 -£rf£1 f -0
[1] | S*il *ee ir f1 r -0 -
Deseamos concluir que para cada £ , = 0; vy lo demostrare
mos por inducion en r.
. r-1
Sea £" = (£2...£p) G {0,1}
" =(2...INe , »eR
y supongamos que si
r 12 *2 _ - .
I Si<l12 1r T2 =0 v
entonces g h"f =0 vV £1.
r-1
Sea # - {0,+1} “m {0 +1}
(£1"'£r) = u 2...*%r)
Reescribiendo H obtendremos dos sistemas del tipo C2J
£ £ £ £ £
’ 4 - r 2 r
1 <1 gjfj -1 b.i e o ... ¥r =8
£ o1

n (£) = £’



ol

M I <1 *ifi
1' Z1
TI(1) = z1

Por hipdétesis de induccidén concluimos que

Z
1 gfl=o0 v i’ s {oih 1 |,

nG) -z’ |

| gfVvVi) 1=0, Vi,” G {0,1}1"1

Asi, para cada Z’ obtendriamos
gfo + =0

gEc + gz1 fI* 1 = °

siendo £° = (o0,1.7)* «

y por tanto gf = o, g =0 c.q.d.

Nota. 4.10

Un entramado {f~,...,f } tal que en

AJITI.-.1T1J] para cada 1 G {Il,-Dr, I - es fundamental
P

queda caracterizado por el hecho de poseer W una base de 2

elementos como (A n modulo. Tras la demostracién anterior,

esto se deduce observando \j;2\ que dos bases de ®n tienen el
mismo numero de elementos, que coincide con el de un sistema mi
nimal de generadores. Ahora si para algun i1 6 {I,-1}r, 1



no es amplio®”como en 3.5 se verificara

I
>

f/\ _f/\ + i ]1 If2 ****/\r +**** /\j_.. ./\r */\1 .***'/\r

Luego {1,. ..,|f11.._|fr D) no es un sistema minimal de generado

res, y por tanto el cardinal de cualquier base ha de ser menor
que ol
4.11, Proposicion.

Sea R n :®|hhfjr"'|f|-ﬂ"* fl*"'fr el n

o - . _ n+r
ExPste un germen de conjunto analitico en el origen de tal

que O es isomorfo al anillo local de dicho germen. Analogamen
te, Nn = NnEHfI""lfrEL ) ft"" r G Nn es isomorfo al ani-
n+r

lio local de un germen de Nash en el origen de R

Demostracion.

Realizaremos la demostracion para el caso analitico,
teniendo en cuenta que tras los resultados de [15] (fundamental -
mente el T.P. de Weierstrass para gérmenes de funciones de Nash)
la demostracion en el caso de funciones de Nash es idéntica.

Consideremos el homomorfismo de 0 “-algebras

que hace corresponder a

Si i1 = (ii"'ir) G (1 -1 i1 G F, conside-

remos

o
1
|

i = O9Aqfu. - X0 T D0, X - - Xy



Adaptando la demostracién del Lema 5 de M al caso local obte
nemos

ker u = 0 J. .

iGF
Consideremos el 1ideal
!1 T J i
ie(i-i>
Como antes , usando un resultado de M . podemos escribir
. 2
J = (x] - -r—fé)-
Asi pues
O n@FIL-- WPl —  Oonl1--XA
n j.
iGF
y puesto que vV i GI1-11, J~ J,
VA Q [x=,..x ] /]
on[IfL]...1fr 1 - 1 r T X
n vV ] n Qi/i)
iGF iGF

Cons ideremos

On[.?(l"'xrllla— :OnL?(l"'xrll/()q _fI-"')é _—Iﬁ )

Si 0'n designa el anillo de series convergentes de variables

Y. ... Y y O el anillo de series convergentes en n+r Vva
1 n W n+r ~

riables YN-1Y XN_=-X~ , el siguiente Lema de Tougeron [i7]

afirma que ~DL 1V *JiP es un anillo cociente de 0 [4r
J



4.12. Lema. (Tougeron)

“"Sean PN 6 > para i =1, ,,r, r polinomi

distinguidos. Consideremos la inclusién candnica

0 n gxl_-..xrh_c. 0 n+r

y la aplicacién inducida por esta entre

nCV - -XrJ n+r
(pl...pr)

entonces es isomorfismo'.

Aplicando este Lema a nuestra situacion, siendo
_y? 2
P.i = Xi - f.i » Obtenemos

on[IfI]...1fr [] 0.*n/ TH) o n+r
i r i (=)
Por D> iGF

Para obtener 1la proposicion solo queda probar que para cada iGF,
es el ideal de un germen analitico en el origen de Rn+r
Sea
h(Yl"'\(n%""xn) G0 t+r

tal que

h(y I* *,ynX1***xr* = 0 Vo (yl**,ynx1**"xr )G ~ (

Aplicando reiteradamente el teorema de divisién de Weierstrass
obtendremos



Luego

R(yl***yn) = 0

y por tanto

Vo (Yl ***ynx 1 ***xr* G~ C-fCJi>),

R(YQ---Yp 5 O

hQY ¥ %, X ) 9 F@)

Asi
4.13. Proposicion.
Sea (g,
lentes:
i) E"1(a) O

ideal de O . Son equivei

1£F

[X, I “emexr i 0]] = Cv

i) existe un germen de conjunto preanalitico S tal que

Ov =1 (~(so0)).

Se verifica la proposicién andloga en el caso de

funciones de Nash.

Nota .

Las aplicaciones 1 y ¥ tienen significado di

ferente en 1) Yy en
menes de conjuntos en

0

n+tr/ o f<v ;oen
i£F

, . n
ramos sumergido en las n-primeras coordenadas de R

ii). En el primer caso se refieren a gcr-

el origen de RN y a tdeales de

el segundo a germenes en R (que conside

4E‘) v a idea



les en O 7L fM...|F =~n * Y analogamente en el caso de

funciones de Nash.

Demostracion.

Sea o] | ideal de 0 verificando )]
ntr/ nJ .

1GF
Supongamos que - estd generado por las clases médulo n  j.
iIGF 1
SR CHLCPTER 1% SRR PO TEED" NI PSR AP SEPR O

Considerem®os el ideal de O

f hot) = Ca(gi(Yl...Yn|Ffl]...|fr] )

g9 (p---Y 1,4

\f (B GO )e- Entonces

Sea Sq

3 (®)=T10).
En efecto, sea

h(Yi...yefi]...1frp €0 N. N ().

Asi, si (Y~...Y ) verifica

9,0 ---Y, IO y---y - IF & yp---y DD =0

*

gsCyl...ynlfl<yr --y,D)l.——_Ifr(yi---yn)l) =0



entonces

My 1—wn 11— y)]... [fr¢L... )P = 0

Consideremos la clase moédulo n* J.
iGF 1

h(YI 'Ynl Xr)
Sea
(oeeoyixle=>r)e Vv (@©) A [XL>0..0 >
Como
V (Cu) £ - £J ), para i=l...r Xg = & T
ler -
Sii ademas X5 > 0, entonces X5 = |ﬁ.£¥1...¥n)L
Asi pues
. g - YpXq--Xp) = O
& Gfp---Yyrp. x> =0
implica

gL N [LOL—y)I—[Tr(1—nD) = 0

gs(yi---ynlfi(yi--"yn)l-—-|fr,(yl .--yn)|) = o

y por tanto

hQyL1.-. ynKF10AL...y)]... [fr¢l-—m)D =0



Luego
h(yl...ynx1...Xn) = 0,

de donde
h(Yl..eYnX1...Xr) G 3 (Y (a ) 0 [XJ > 0. ..Xr > 0]) =

Reciprocamente, supongamos que Ou es un ideal de O nr

/.é;f <-q
tal que (X = —)P) ( (So))’ siendo H (SO) el ideal !

de un germen de conjunto preanalitico, que supondremos generado por

gl (v .- eee |IfJ >e «-SS(V e*Yn Ifllee-I1fri>

y por tanto

Ob = (@1 (Y1...YrX1...Xr),..=egs(Ylee-Y X1...Xr))

Sea
h(YY «.YrX1l.e-Xr) G j (V(Gt) A [X1 > 0. ..Xp > O]
Veamos que

h(Yl---Yr |f1L]...|fr]) 6 D <So);:

y por tanto que h 6

Sea (yl"'%n) G SO. Entonces

1
o

SI(yl-e-yrA Tl (yl “e,yn) leeelfri-Yj ee-yn)Il)

gs(yi-” yn R yi—yn)| ===ifr 1, ..y =

Luego

(yi---yn|fi(yi---yn)|>---|fr(yl..-yn)l) e

e Y QU AP ir1o.x>0 .



AS T iy s3n ¢ n v oyl Yab =0
c.qgq.d

Como hemos 1indicado en 4.5. las anteriores proposi_
ciones han sido enunciadas y demostradas para el caso preanaliti-
co o0 prenashico. Por 1o que respecta al caso prealgebraico, la
dificultad para extenderlas proviene del hecho, ya sefalado, que
representa la. localizacidén de RIV] con respecto al ideal maxjp
mal (X) como esencialmente diferente de la operacidén de consid<e
rar gérmenes de polinomios en el origen. Consideremos, para cada

n

entorno abierto V del origen de R el anillo (.- de funcio

nes racionales definidas en todos los puntos de VQ . Entonces
R[}(QX puede interpretarse como anillo de gérmenes en el origen
de dichas funciones. De esta manera podemos extender las proposi-
ciones 4.6 a 4.10 al caso en que G\ - RIY]_

4.14. Observacion.

En relacion con la.proposicion 4.13 hemos de consta
tar que no se verifica el teorema de los ceros real (p-ej. Risler

{18 ) para las algebras locales de funciones valoradas. En efec-
to, sea a = a I*eel 1] un algebra local valorada, O1 un
ideal de R , e 10 wun ideal amplio de P n . Se verifica la si-
guiente

4.15. Proposicion.

La quasiraiz de Cu + 1 es la suma de I~ vy del
ideal generado en (p\ por la quasiraiz de G\, (c.f. def. 1*9)

Demostracion.
Trivialmente

@ (g.rad .00 ) + 1¢



esta contenido en g.rad (Ou +1). Sea

tonces

m
2K + |

J=1

12 e (O ),

Usando 3.13 podemos escribir

\9 2 4+ h G (01 +1,),

°© IH Y g

g G g.rad (Ou +10)= E_

-f, eZi\n

siendo

g% *ho
go*EEOG(nn’h*ho’h" GII
v j* fJ =fj,, + hj
Por ser 1? 1i1deal amplio, se sigue que g~ pertenece al quasi-
radical de Ov Y Por tanto g G g.rad Ou + 1 c.q.d
Consideremos ahora la R-algebra local de gérmenes
en el origen de R",
O, -0, [Iv - x2m

Sea Or= (Y+X2) <0 2
Entonces Cu - g.rad O1 Asi, de acuerdo con la proposicion
anterior

eradi O+ ([Y=X2]-(Y=X2))) = (01 +([Y=-X?]-(Y-X2))

Sin embargo

M naTC c™ +(Jy-X2]-(Y-X2))) =

.Y, IY=-X21)
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4.16. Observacion.

Se comprueba sin dificultad la verificaciéon de las
versiones locales de los resultados 3.16 y 3.17; sobre los 1idea
les de los gérmenes de conjuntos preanaliticos, prenashicos o pre
algebraicos. Analogamente se mantienen, "mutatis mutandis" los
resultados del parrafo 83 sobre conjuntos simples. Por lo que
se refiere al contraejemplo 3.20, debe ser sustituido por el ger-
men de un conjunto analitico etc, no irreducible.



5.1. Definicion.

Sea S C-Ii-1 Rrr conjunto preanalitico (prenashico, preal
gebraico). Sea p 6 S. Diremos que p es un punto analitico de
S (respectivamente, nashico, algebraico) si el germen de S en
p, S , es un germen analitico (respectivamente nashico, algebrai
CcCo).

5.2. Projpojsicion .

Sea S preanalitico. Entonces el conjunto de puntos
analiticos es abierto y denso en S . Se verifica la proposiciodn
correspondiente al caso nashico o algebraico.

Demos trac ion .
Realizaremos la demostracidéon en el caso analitico.

Supongamos que S viene dado en una R-algebra analitica valorada

por las funciones Tfx*e* fr s como unién de estados; esto es

S =

=C

v 0.), IS ;
L 1

Es facil comprobar que todo conjunto preanalitico puede escribir-
se de esta manera, por 1o que no hay perdida de generalidad.

Sea p un punto de S, un entorno de p Demos
traremos que VP C\ S contiene puntos analiticos.

Supongamos que para cada iIGL, p £V an) i pues
en otro caso es trivial que V (-\ S contiene puntos analiticos.

Asi pues en p se anulan algunas de las funciones f/,_..,t" ;

sea () = *== =Fs(P) " > Fs+l(p) > °” ==» fr(p) > °;

1 <s <r, tras una posible re-enumeracién de las funciones y mul_

tiplicaciéon por -1 de alguna de ellas.
Consideremos un subentorno W de tal que en todos

sus puntos fS+l > O...fn >0 vy

wyen - (U V()]



Si en todos los puntos de WPf\ S se anulan ademas fI"'fs ,

p es un punto analitico de S, definido por las ecuaciones

f. = 0...fS 0. En efecto, si p” G WP verifica

f*(p’) = e== = Ts(p’) =0,

se tendra

ffp’) = 0»,.Ff (p>>=0 f ipl) > D,..f inM > 0O

luego p~> pertenece a cualquier estado al que pertenezca p Yy
por tanto p* G S.

Si hay puntos de WP S donde no se anulan todas
las funciones f~,...,Ffg , sabernos que para cada punto al menos

una de estas debe anularse. Como el numero de funciones es fini-
to, repitiendo el razonamiento anterior en un punto donde se anu-
len menos funciones que en p (y asi sucesivamente) Ilegarfiamos
a encontrar tras un numero finito de etapas un punto analitico en
V. n\ S.

p

Es trivial, por otra parte, que el conjunto de pun-

tos analiticos es abierto en S.
C.q.d.

5.3. Definicion .

Sea S C Rn wun conjunto preanalitico (prenashico,

prealgebraico); p GS es un punto regular de dimensién r si

existe un entorno V de Ry L T funciones analiti
p r+l n -
cas en (respectivamente, de Nash, polinomiales) tales que
i) WA s. {xewvpl|frtl(x) = ... =fn(x) = 0}
ii) {(dfr+1)p""'(dfn)p} son vectores de P linealmente

independientes.



5.4. Proposicion.

Sea AQ 9 Q Rn un conjunto analitico (respecti-
vamente de Nash, algebraico). Entonces el conjunto de puntos re-
gulares de A es abierto y denso en A

Demostracion.

Es facil comprobar, en cada caso, que el conjunto de
puntos regulares de A es abierto en A. La densidad de este con
junto en el caso analitico es bien conocida (c.f. [d6] ).

Por otra parte basta resolver el caso algebraico
para obtener la densidad en el caso de funciones de Nash, como icos
traremos mas adelante.

Consideremos entonces que A es un conjunto alge-
braico, que p es un punto de A , y Up un entorno de p .

Sea 3y (5) el ideal de RMXM.-.X ] formado por

P n
los polinomios que se anulan en todos los puntos de Up O S. (Ob-

sérvese que aunque S sea irreducible, 7~ vy (5 puede contener
P
estrictamente a 33 (9)).- Se verifica que V (3 > N u =
P
=sr\u . R
p
Si Gu es un 1ideal de R [X... .Xn] recordemos

el rango de Ou en un punto es por definicién el rango de la ma-
triz jJacobiana de un sistema cualquiera de generadores de Ou .

Sea
M. = {p* G U Slrango (O n (S)) , = max(rango (3 ¢é)) ,.H
p P e P P
p" e sn up
Si N es el valor del rango maximo, la demostraciéon del teorema

1 de Whitney P9} aplicada a nuestra situacion concluye que todos



los puntos de son regulares de dimensién n- 7 cqgd

5.5. Corolario. ([I21- & 5D

Sea S N £ Rn preanalitico (prenashico , preal
gebraico). El conjunto de puntos regulares de S es abierto y
denso en S.

Demostracion.

La haremos conjuntamente para el caso analitico y
algebraico. Sea p G S, Yy consideremos un entorno de p
De acuerdo con 5.2 existe un punto analitico (algebraico) en
vPr1 S.

Sea dicho punto. Si tomamos un entorno
Vp,C yp donde® SO VPt sea un conjunto analitico (algebraico).
Por 5.4 existe un punto regular en S~* ,

Resolvamos ahora conjuntamente la proposiciéon 5.H
y su corolario para el caso de funciones de Nash. Si S es un
conjunto prenashico, sabemos que localmente es prealgebraico. Asi
pues, si p es un punto de S, para todo entorno suficientemente
pequefio de p habra un punto regular algebraico (y por tanto de
Nash). Concluimos entonces la densidad de los puntos regulares de
S.

Es facil demostrar que, en cualquier caso, los pun
tos regulares forman un conjunto abierto.

CtQgeu«
5.6. Definicion.
Sea S E - Rn  conjunto preanalitico (prenashico,
prealgebraico), p G S. Sea S el germen de S en p. Enton
ces dim SP = max dimensidén puntos regulares de S en U, cuan

do U es un entorno suficientemente pequefio de p

5.7. Observacion.

La definicidén tiene sentido puesto que hemos proba
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do la densidad del conjunto de puntos regulares en S.

5.8. Definic

(@}

n.

Si S es un conjunto preanalitico (prenashico, pre_
algebraico), definimos

dim S maxidim SP}
pGS

o también dim S = max. dimensiéon de los-puntos regulares de S .

5.9. Observacion.

* Ll

a) Sea S el subconjunto algebraico de R2 de ecuaciodn
x2 + y2 - x3 = 0. El origen de coordenadas es un punto ais-
lado de S ; vy por tanto regular de dimensidén cero (siendo x=0,

y=0 las ecuaciones locales de S en O, y (d(x))Q, dy))a)
vectores independientes).

Por otra parte si localizamos en el origen (esto es,
respecto del 1ideal (X,Y)) el anillo RI[x.,yll

(X 4Y -X )
el anillo local asi obtenido no es regular, como se comprueba con
facilidad.

b) Sea S el subconjunto de R2 de ecuacrénzay —x4+2x2y=0.
Considerado como conjunto analitico, es Tacil ver que el origen es
un punto analitico regular de dimension 1. [jL6] -

Veremos sin embargo que no es punto regular algebrai_
CO.

Trataremos, en las consideraciones siguientes, de
analizar estos hechos. Distinguiremos, dado un conjunto S, entre
sus puntos regulares analiticos, regulares de Nash 6 regulares al-
gebraicos.

Anadlogamente dimg S, dim™ S, dimpS denotaremos

la dimension de S en tanto se considera S como analitico, nashi
co o algebraico.
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5.10. Propos icion.

Sea germen analitico real en p 6 R" Sea
el anillo local de gérmenes de funciones analiticas en p
Entonces es regular de dimension d (esto es: p es regular de
dimension en un representante S, analitico, de S ) sii
es un anillo local regular de dimensién d.

°S/3<V

Si fd+17eee,fn son gérmenes de 0n cuyas dife
renciales en son un conjunto de vectores independientes y S,
tiene como ecuaciones locales fd+1 = O,...,fn = 0, entonces

.. p

u <V d+1 n

Demostracion.

Se trata de un resultado bien conocido, cuya demos
tracion incluimos en lineas generales como pauta para las subsi-

guientes. Tras el teorema de parametrizaciéon local sabemos [6" que

dim / dim SP =d
3<S)
Si . es regular de dimensién d, entonces )| 3 (Sp)
/J
(V
esta 8enerado en OR por (fh+i fn> n-d parametros regula-
res de Oﬁ . Ahora bien, es conocida la equivalencia entre el

hecho de ser n-d paréametros regulares y ser n-d gérmenes con
diferenciales generando un espacio vectorial de dimensiéon n-d.

Asi pues S es regular de dimensié6n d.

Reciprocamente, si SN = V* (f*+"»eeey?n)> Y

{fd+1 son n-d parametros regulares de 0? , se sigue

que
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n/
(fd+1***fn>

es un anillo local regular de dimensién d. En el caso complejo,
puesto que (F~ FfAHyon es un ideal primo, se deduce que

3 <V = (fd+1 ---VO0n
ijn nuestro caso reaj. esto rio e» suficiente» Supongamos que

6} G%)) & (1;41"'fn:’19
Entonces
dim 0O, < d
III3<V

Lo cual contradice la igualdad entre la dimensién algebraica y to
pologica de un germen analitico obtenida por medio de teorema de

parametrizacion [6] . 0.q-d.
5.11.

Sea S un germen algebraico de Rn . Con la no-
tacion introducida en el designemos por R [f] , el anillo
local

RExl--’xd}(XI_QI*"'%n_Rny, siendo X X .. .Xn)

Y

(Pi---pn)

*Ldp es el anillo de gérmenes de funciones racionales definidas

en un abierto que contiene a p .

Si consideramos simultdneamente S como germen ana
Iitico, nashico y algebraico, el ideal de S en 00, , R[x]jJ»
sera denotado respectivamente 1 a(sp), v sP> W - En ge~

neral si esta distincidén no es precisa, ” (Sp) designara el 1ideal

de SP en REXIP
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Proposicion.
_ N
Sea S~ germen algebraico en R . es regular
de dimension d sii R Eq , W es un anillo local regular

P/ (S )

de dimensioéon d.

Si fd+1"'% 6 rIng son tales que sus diferen-

ciales forman un conjunto de vectores independientes, Yy si sn

tiene como ecuaciones locales deI = 0...fn = u, entonces

> = (fd+i"'fn)R[X]

Demostracidén.

Si Rfxl , es un anillo local regular de di-
D(sp)
mensidén d, N~ (S ) esta generado por n-d parametros regulares
de .R[X
I,

Ahora bien, €D estd generado en este caso,
por n-d parametros regulares que son funciones polinomicas (iden®
tificando R Dq con su imagen en R Dq . via la inclusioén ca-
nénica ).

Sean estos f yo--,T . Se sigue, como en la

proposicién anterior, que S es un germen regular de dimensidén d.

Reciprocamente, sea S~ germen regular de dimen-
ion d. Entonces S es un germen regular analitico de dimensiodn

s
d. Sean fdtl***fn polinomios tales que Sp={fd+1=0,... ,fn=°}p

\Y; {(dfd+f)(p),...(dﬁ1)(p)> son n-d vectores independientes,

Usando la segunda parte de la proposicion anterior concluimos que

5 afp) = (Baro--F %P

Por tanto
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H.J a(sp)n RL[-y;D - §p(sp) -
= (f,, .. .f >0\ r[y

Puesto que RQj] y 0~ son anillos locales con la misma complec
cion , se sigue [21] que OP es plano sobre RQQ{

Por tanto

3p<V = <fd+l e V°n ~ RWp “ (Fd+I---fn>RW p -

Se sigue que RK L . es regular de dimension d. cqgd

P/W

5.12. Propos ic ion 5]

Sea S~ germen nashico de R . SN es regqular de
dimension d sii n/ es local regular de dimensién d
0 (\/
Si fd+1""’fn son Gérmenes de funciones de Nash en p, con difeg
renciales iIndependientes, y SN ={f*+" = 0,...Ffn = entonces

3 (S ) = (fdtl...._fn)»S

Demostracion.

La primera parte puede verse en \sy , Lema 3,
pdg. 616. Para la segunda, se repite "verbatim" la demostracién

anterior. c.q.-d.

En la observacioén 5.9. vimos un ejemplo en el que
el origen era regular de acuerdo con nuestra definicidén, pero cuyo
anillo local en el conjunto algebraico correspondiente (jatencioén:
no el anillo local del germenl!) no era regular. Las siguientes

proposiciones relacionan ambas situaciones.
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5.13. Definicion.

Sea S Fh conjunto algebraico real; 1 (S) su
ideal en RIX ... X]1:; p=(( -,-p ) 6 S . Diremos que p es

c-regular si el anillo local

CRprye ey

;D(s)
IX -p ,...X -pn>
donde X~ = X +183CS), para i=l..._n, es regular.
5.1U. Proposicion.
Sea S C Rn, algebraico real 1irreducible, ©)
su ideal en rEx ...Xn3 ; d la dimension de Krull del anillo
rx ---x1]
1 n Mes)

Se verifica la equivalencia de las siguientes condi_
ciones

i) P 6 S es c-regular.

ii) P €S es regular de dimension maxima en S.

Por tanto d = max (dim. de los puntos regulares
de S) = dim S.

Demostracion.

Demostraremos que la condicién i) implica la con

dicion in). Si p es c-regular, se tiene que
RExr -.Xj RCX1"—=-Xn"-1(XL-p1...Xn-pn)
/\3 T M _P- ® e »/\ N
<SOT(Ja-Fy >==>"n_pn 3 ORIXL. ..xn]
dl.... . x+H)
RM 77

(seglin la notacion de 5.11),

3G xklp
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es un anillo local regular de dimension d, concluimos usando las

técnicas de las demostraciones anteriores, que

RM P/

0 (S)R[x]p <V

y por tanto, p es regular de dimensién d. Ahora bie, d es
cota superior de la dimensidén de los puntos regulares de S; en
efecto, para cada p” G S,

3 (Sp, ) D(S)R[x]pt

asi pues

dim < dim ROQf] d
/
0CSp ) D(s)R[x]p,

Reciprocamente, supongamos que p G S es regular de dimensidon maxi

ma en S. Veamos que p es entonces regular de dimensién d. Sea
S* la complejificacién de S ([9]- [7]1)- Sabemos entonces que el
anillo de coordenadas de S vy el anillo de coordenadas de s* tie
nen la misma dimensidn. En el caso complejo un lema de Whitney ase

gura que el rango maximo de J (S*) en los puntos de S* es n

menos la dimension del anillo C.rx...,

X 1 .
I ni/b<s®

El mismo Whitney demuestra en £9j que el rango

maximo de 3) (5*) coincide con el rango maximo de 3 (S); vy por (
tanto este es igual a n menos la dimensiéon de RTx. ...X I/N,
L1 n/D(S)

Ahora bien, el teorema 1 de 9] concluye que los
puntos de S de rango maximo son regulares de dimensioén n menos
el rango. Se sigue que hay puntos regulares de S de dimensiodn

igual a la dimensiéon de Krull de R[x".. .X°3/ ; y como hemos

3®
indicado antes, no puede haber puntos regulares de dimensidn estrie

tamente mayor que d.

Veamos por ultimo que si p es regular de dimension
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d, entonces p es c-regular. En efecto: por ser S 1irreducible,
(S) es primo. Si p es regular es primo también;
Asi pues las dimensiones de

RK L y de RIX]

/3(S)RIX]Ip
no pueden coincidir sino cuando

3ORIxIp = J(sp)

Luego ambos anillos coilnciden, y por ser regular de

ducimos que p es c-regular. cqgd

5.15. Observacion.

Si S no es irreducible la proposicién no se veri-
fica, como veremos en el siguiente contraejemplo:

- 2 - .
Sea S el subconJunto de R”, unidén de los con]un
tos algebraicos irreducibles de ecuaciones

2AY -0,  x=d.

El origen de coordenadas es un punto regular en S,
de dimensidén 1; pero no es c-regular, pues pertenece a las dos
componentes. Por otra parte es facil comprobar que la maxima dimen
sion de los puntos regulares de S es 1. En efecto, se verifica t
la siguiente

5.16. Proposicion.

Sea S C Rn conjunto algebraico real; () su
ideal en RQVE-_.-Xnl e Entonces
dim X} max. dimension de los puntos regulares de 0.
W J(S)
Esto es: dim S = dim R[X1

RLV- -

3(s)



Demostracion.

Sean {Si'}i'zl s las componentes irreducibles
de S. En 5.14 hemos visto que

dim S_. = dim r X X},
i n

para cada i=l...s . Como por otra parte se verifica que
dim RJZ’l---XnJI = max {dim rgxl-,-x 1°- }

11 (S) i=l... J (S.)

concluiremos la proposicién si demostramos que dim S = max {dim S }

i=1..s

Sea p G S, un punto regular; supongamos que

p G Sl(\ --- A St’ VY P i?St+1 eee \J Sg * Consideremos el
anillo local regular RQJ
P/
J(SP)
Como en REX]
3(s)rliil = f\1 (s™ rix]
1=1

3(sp) 2 3 (s)Dilp ,

se sigue que 3 1iQ, 1 iQ N~ t, tal que
0 ()= J) r Ik
Entonces dim R[IG < dim R[V]
vy <V 73¢s. )rQQ
dim R



Por ser S\ irreducible deducimos que
dim S = dim R\Y] < dii S_
p P/ - I
73(sp)
Asi pues

dim S max {dim S.}

iGl ,sts

Reciprocamente, sea p punto regular de dimensioén

maxima de ; donde suponemos que dim > dim S. V IG1...S
s

y supongamos que p G - W Sj}. Entonces p es regular de S
i~2 1

y por tanto.

dim S ™ max {dim S\}

i=1l. ..s

Basta probar que existen realmente puntos rggulares de dimensidn

maxima en S que no pertenecen a S. 0 ( S.). Por esto se de
i=2 1

duce del teorema 1 de Whitney [30 ; en efecto alli se demuestra

que =VU M, siendo V subconjunto algebraico propio de

y M conjunto de puntos regulares de de dimensidon maxima.

s
Si MQ S.r\ ({J S,), se seguiria
1 i=2 1

S =vu(sn(ijs.))
i=2 1

lo cual es imposible por la irreducibilidad de S~ c.q.d
5.17. Proposicion.
Sea S germen de conjunto algebraico. Entonces

i = I ]
dim Sp dim R1XJP

O 1s»



Demostracion.

Asociaremos a todo germen de conjunto algebraico un
conjunto algebraico que le representarid candnicamente; reduciendo
esta proposicion a la anterior; con lo cual la demostracion de la

proposiciéon se resuelve con el siguiente:

5.18. Lema

Existe un uUnico conjunto algebraico ST tal que
Sp ,y tal que si S es otro conjunto algebraico con

1] — LLIVAN
SP SP , entonces S"2 S

En efecto: consideremos el ideal O =’\(Sp>’\ RM
Entonces vj R[x]. =D (Sp); asi. si y (£ >=s-  se verifica
S; = SP Ademas D (s<) = J* , pues si T G es tal que

fe ™~ (s), entonces f GO (SP), considerando f sumergido en

Luego F G 3 is DO RI[X] - J

Sea S" otro conjunto algebraico real, tal que
STo= SP . Entonces

3 (SHR[x]p C 3 cCSp) -

y por tanto

I (s CJ(SP)n r Ll Jj

luego

s" 2 (3 ) =1s-.

La unicidad de S* es consecuencia inmediata de

esta propiedad.
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5.19. Corolario.
dim S* = dim RjYij = dim r [Yj
3<s'> P/0 (Sp)
Para terminar la demostracién de 5.17 basta compro-
bar que dim S1 = dim SP - La desigualdad dim S1 > dim SP es
inmeciata, La desigualdad dim > dim S" es consecuencia de la

siguiente
5.10. Proposicioén.

Sea S conjunto algebraico real. Existe un subcon
junto algebraico propio S" de dimensidén estrictamente menor que

la dimensio.n de S, tal que S - ST son puntos regulares de S de

dimensién maxima.

Demostracion.

SIS es irreducible, la proposicion se reduce al

r s
teorema 1 de VJhitney [9Y . Sea S = U S , donde S. es una
i=1
componente irreducible de S. Supongamos que dim S = dim S = __.
- = dim Sn ; dim S 2~ dim N, jJ=l,...,8s-r . _Sea
Sl,--.,S" la subvariedad propia de ,---S tal que
SN-S| ,- .. ,SN-SN son regulares de S7,...,S" de dimensidén maxima.
Sea
sS-r r
Sf = (U S ) (US!) U (U (s. n S.))
j=1 J i=1 i,] 1

(1,3 )6(1...s}2
Entonces dim SI < dim S, y es S~ S
Sea p 6 S-S" . Entonces p G S. -S! , para un

o} o}
cierto 1 i r: y puesto que p no esta en la interseccion
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de Si con otra componente, el germen de S en p coincide con
o]
el germen de S. en Por tanto SP es regular de dimensioén
N
maxima. 0
c.q.d.

La proposicién 5.20 que acabamos de probar es la
contrapartida de un teorema de I1Jhytney-Bruhat Oi2Z] para conjun-
tos c-analiticos que enunciaremos a continuacion (c.f. def. 1.3):

5.21. Proposicion. [12]

Sea SC un conjunto c-analitico de dimensién d
Sea V (S) el conjunto de puntos regulares de dimensidn maxima de
S. Existe un subconjunto S’ propio de S. c-analitico de dimen
sidon estrictamente menor que d, tal que

=V, ® U s.

5.22.
Vamos a aplicar alguno de los resultados obtenidos
a los conjuntos preanaliticos y prealgebraicos.

Sea S preanalitico o prealgebraico. Como conse-
cuencia de 3.15, si S esta definido en CANE TN ... IFN )] ,
para cada 1IGF existe un ideal finitamente generado de (» que
denotamos tal que

- U nA oi. ¢ y -

iIGF
Sea para cada iGF, un ideal de (M A~  finitamente generado
tal que (b ) es ei minimo conjunto c-analitico (QfJ) o el
minimo conjunto algebraico que contiene a V «X . + 1.). Entonces
V@, c8)or D, VO .+1)CY (ex,+ 1)

Luego
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Observemos que S1 = V. (b .) es el minimo
iGF 1
conjunto c-analitico (respectivamente algebraico) que contiene a S

En efecto: S” es c-analitico y contiene a S tri
vialmente, y por otra parte si S" es c-analitico conteniendo a S
para cada iGF,

luego
2. V" ih .); vy por tanto S" S’ . Analogamente
se veria suponiendo S” algebraico.

5.23. Propos ici6n.

Sea S Q O conjunto prealgebraico (preanalitico)
Sea S* el minimo conjunto algebraico (c-analitico) que lo contie
ne. Entonces dim S = dim S~

Demostracion.

Hagamos la demostracién para el caso analitico. Sea

p G S punto regular de dimensién maxima. Entonces Sp es un ger
men analitico y S C s’ . Luego dim S < dim S’ vy por tanto
p &* Pp P~ P

dim S < dim S .

Supongamos que S = A B, siendo A y B prea-
naliticos. Entonces, como acabamos de ver,

dim S > max (dim A, dim B}

Reciprocamente, sea p G S, tal que en un entorno

UP de p, S es regular de dimensién maxima. Sea pf punto
de A C\ Up que sea regular de A de dimension dim Ap ; sea Up
un subentorno de Up, entorno de p*, tal que A r\ bp» sea regu
lar . Entonces S P = (A UP) (B O UP) = P

S i\U O UTFf= (AA Upt) U B n Up,).



Sea p" , punto de B regular de dimensién Bp,; y Upll entorno
de p” contenido en U f tal que B r\ Upll sea regular.
Entonce s

S U, = (a np,)U (Bnup,)
Es decir S ,, = A ,,U Bp, , siendo Sp, , Ap, ., Bpll gérmenes
analiticos regulares. Luego

dim Sp" = max {dim A , dim BP,}

P!’
Concluimos que

dim S = max {dim A, dim B) .

Es inmediata la generalizacidon de este resultado pa_
ra una union finita.

Como consecuencia de estas consideraciones la propo
sicion 5.23 quedara probada si demostramos el caso particular en
el que S = (b+ 1) , siendo fa i1deal Tfinitamente generado de
funciones analiticas, con Y*(b) = S” (y que, por comodidad su-
pondremos que V(b)=4{g=0) j e i = un
ideal del entramado donde esta definido S. Aplicando 5.21 des-
componemos S’ en unidén disjunta de S", subconjunto c-analitico
propio de dimensidén menor estrictamente que S’; y VA, conjunto
de puntos regulares de dimensidon maxima de S’, que supondremos

igual a d. Es obvio que f\' S4 9.

Si p G Vé C\ S C\ Y”(1) observamos que el germen
de S en p coincide con el germen de S en p. Asi S tendria
puntos regulares de dimension d; y por tanto dim S dim S

Supongamos entonces que V~”0 S ) = 6@ .
Se sigue que V| Q\s ¢ /(D - (1) y por tanto en cada pun

to de Vh se anula alguna funcidén del entramado,
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Sea h = minimo (numero de funciones del entramado que
pGV/NAS

se anulan en p}

Sea el conjunto de combinaciones de (1,.. ,r} tomadas de

h en h. Entonces

n s £ [ U {v ° - - - v o)] ~» {g=0}
<31 3j)e Ch

Conjunto que denotaremos S”.
Como
SS & = S" , se tiene
S £ (VA S~ S , y por tanto

S &x s~ SN, luegoS

S’E §" ~ &n(' .

Por ser M y S" disjuntos se sigue que C. s~ .
Sea p G 0O S, tal que en p se anulan exactamente h Tfuncio
nes, que supondremos por comodidad que son F ,...fh

Puesto que p G S C V*¥ (1), se tendra

fh+l(@) > ° ... fr(p) >0 -

Consideremos un entorno UP de p donde se mantengan estas desi-
gualdades; en él S viene dado por las ecuaciones (g=0, =
.,-T~=0 , si lo restringimos de manera que su interseccidn con S

esté contenida en r\ S; en efecto si G U y g(p’) =0 »
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fl(p’)=0J...Fh(p’)=0 , sera ademas TA+1(P’) T’ Qeeer(P")7 0 »
luego p" C S. Reciprocamente, si p" G SA A S, tendre

idos que h Ffunciones del entramado deben anularse en p~> por lo
menos. Puesto que fT~"Cp’)y O...Ff (pl) 0, se sigue que

f1(p™)=0,...fh(p")=0

Obviamente, ademar« se tendra g(p’)=0 . Si restrin

d
en ese entorno ST viene dado también por las ecuaciones

gimos U mas aun, de manera que U n S Vi , observamos que
P r

—o = localmente
g=° F1=0,. . | En efecto, puesto que ve - sh- y

en p _  tiene como ecuaciones (r =0... g-0}y . deducimos

que ST en dicho entorno esta contenido en el conjunto definido por
esas ecuaciones»

Como S1 S, se sigue la igualdad de gérmenes
de S y S en p . Dado que este punto es regular de dimensiodn

maxima de S. concluimos que dim S~ dim S . C.q.d

5.14. Observacion.

La proposicidon anterior no se verifica en general
para conjuntos localmente semialgebraicos o semianaliticos como se
pone de manifiesto en el siguiente contraejemplo (Iﬂ :

Sea

S = (y>n, x ==13%
n6NS

S es localmente semialgebraico y semianalitico, de dimensién 1
Sin embargo el minimo conjunto analitico que lo contiene es todo

el plano R2

5.25. Corolario.

Sea S conjunto prealgebraico definido en P R
por el _ideal J (S) del algebra valorada RQ7] (]1§, leeo Ier [l -



Sea 3 (S el ideal de S en R[gfJj = Entonces

dim R[E]J[IFf1it...|fr]] _ = dim S

" 3(s)

Demostracion.
Puesto que R[] [ Fft]---Ifpll es integro sobre
RS
RC-dCIfJ-.-1FfJ]
es fntegro sobre RIX] 1(s)
O
ya que 3 (S) es la contraccién a rQQ de 0 (5
Asi las dimensiones de Krull de los anillos cocientes respectivos
coinciden. Ahora bien, hemos visto que dim S = dim S* , siendo
S” el minimo conjunto algebraico que contiene a S; y por tanto
se verifica ademds que I (8) = *3(S’) . Por otra parte sabemos
que
dim R , - dim S1
mr(s-)
Luego
dim S = dim S” = dim R . = dim R\>A .
1) (S*) 13 (S)
= dim R[X] [If1]---|fr1]
J (S c.q.d

5.26. Corolario.

Sea S un germen preanalitico (prealgebraico);
sea S* el minimo germen analitico (algebraico) que lo contiene
Entonces dim S_ = dim S~

P P

Demostracion.

Sea SP germen preanalitico y SE minimo germen



analitico que lo contiene, Consideremos un entorno de p, UP , tal
que si S es" preanalitico en UP’ S’ c-analitico en UP’ X"S y
S” son representantes de y respectivamente, se verifique

ademas

dim* S = dim S
P P

, SC S*

Sea S" el minimo conjunto c-analitico que contiene a S en
Se tiene entonces

S C s"$ S

Por 5.23
dim» S = dim™ SM
up UP
Luego, como dim™ SM > dim S , se sigue que

UP

dim S_ > dim S

Por otra parte de S" 5 S deducimos

v
o
§I
[92]

dim S
p

y por tanto

|
o
5'
07]

dim §'' =
P

Ahora S £ S” C S*, luego Sp ¢ s” £ s

Pero por ser S’ minimo germen analitico que contiene a S"

ducimos

ceq*d,

5.27. Corolario.

Sea SP germen preanalitico dado por el ideal (Sp)



en el anillo de funciones valoradas O NEILIl ecclf [] -
Sea 3<V 9] contraccion a 0 n- Entonces

dim S = dim o) Hmf’l
"-n/5<s.)

Analogamente, en el caso prealgebraico

dim SP dim k[xj [If.]---if 01 .-
p 1 r *J(S )

Demostracion .

La demostracion en el caso prealgebraico es idéntica
a la demostracién del corolario 5.25. El caso prealgebraico se tra
ta de la misma manera, observando que la contraccion de (@ » a

RM ,, es el ideal del minimo germen algebraico que contiene

En efecto, si f es un representante de un elemento de
RIX] que se anula sobre SP’ se anula sobre luego

fe J<sp) O RIxXIp

Reciprocamente, sea f6 0 (@& f\ RpXIN Sea

V(T) el germen de ecuacidon local T=0. Se trata de un germen
algebraico (tomando representantes, la ecuacion f=0 puede susti-
tuirse por ¢g=0, siendo g el numerador de Ff) ; luego

\f () O S~” . Por tanto f G ™).
c.qg.d.
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El caso prenashico ha sido excluido de una gran
parte de las proposiciones del parrafo anterior debido a la fal
ta de resultados en el caso de los conjuntos de Nash globales
paralelos a los que hemos utilizado en el caso c-analitico o alge
braico. Un tratamiento algebraico de tales conjuntos ha comenza-
do recientemente a esbozarse (3 * 3j ,”34] )- Nosotros empleare
mos preferentemente su condicidn de conjuntos intermedios entre
los algebraicos y los c-analiticos; y de manera fundamental su coii
dicién de conjuntos prealgebraicos en abiertos con determinadas
condiciones. Obtenemos asi un estudio mas fino de los conjuntos
prealgebraicos e incidimos en ciertas cuestiones tratadas por Ris-
ler, Efroymson y Lazzeri-Tognoli.

6.1. Propos icion.

Sea Sp un germen algebraico; sea J p(S™) su

ideal en (Do Considerado como germen analitico, sea [)a(sp)
su ideal en - Entonces
dim R[V] = dim
vy ' as

o lo que es lo mismo
dimP(Sp) =cﬁma(8p)

siendo dim_P la dimensién como germen algebraico y dima la dirnen
sion como germen analitico (c.f. 5.9, 5.11) .

Demostracion.

Obviamente dima(S ) ~imp(Sp)

/S
Dado un ideal de R[V]p ° O N > denotaremos por Cu al

ideal extendido a la compiece ion de ambos anillos RCM].



Usando propiedades bien conocidas de la compleccion

sabemos que si Gv G R~x] , entonces
dim R[X] = dim RLI[X1] / = dim 07?
(X CA. "0,0P
puesto que Ca-= GuoO ﬁ
Asi pues
dim RIXI = dira Q N

3 P(V

y como, en general

\Y \Y °n & 3 a<yV -
se sigue que
dimp(S ) = dim R[X] > dim dim
/ - w o n. a p
JP(Sp* b aCp)
c.q-.d
6.2, Corolario,
Sea S un conjunto algebraico. Entonces
di S = di S
|mp( )} |ma
Demostracion.
Basta recordar que
dlm.PS = max dlm.P Sp y que
pGS
dim”™*S = max dim”~S~ , y usar la proposicidén anterior
pGS

c.q.d.



6.3. Corolario.
Sea Sp un germen prenashico. Entonces
d-ln\;Sp = dlmﬁrsp = dlmaSp
donde dim_.S significa la dimension de SP considerado como

7P

germen de conjunto prealgebraico,

dimiISp su dimension de Nash,

y dim S la dimension analitica de S_.
a P P
Demostracion .
Obviamente dim?S < dimJS_ < dim_S
P p — N"p — ap
Sean S y SN los minimos gérmenes algebraicos y analiticos que
contienen a SP . Entonces, de acuerdo con los resultados del pa
rrafo 85,
dlmPSp’ = dlm’ISSp < dlmaSp = dlmaS"IO
Ahora bien, S”>S” ; luego dim_S” > dim_S”
' pZ°>p g a’p = “"Ma>p
Y de acuerdo con 6.1.
d'ma86 d'mP86
c.q.d
6.H. Corolarmo. (15)
Sea Sp germen nashico, y sea C/jj(Sp) su ideal
en el anillo Np de gérmenes de funciones de Nash. Entonces

dim NP
Iy (Sp )

dlmNSp =
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Demos trac ion.

Si dlnHSp = d , sabemos Hue dlmaSIO = d> y por
tanto que

dim O P =d
/

a(Spd

corco d M(Sp) O1 ¢ aac<v , y
dim NP dim 0 %
/ /

3 (S
( p')

(lo cual se demuestra como en 6.1); deducimos que

dim NP > d
/

s MV

Sea S el minimo germen algebraico que contiene a SM Sab emos
que

Sea Op(SF;) el ideal de 85 en Rm'x!p

Entonces
A B(SB) Nﬁ C lﬁVNﬂ(% )
y por tanto
d = dim r [x] > dim N

/
" 3oV W



6.5. Corolario.

Sea 8" germen prenashico definido en el algebra
valorada IVH;JfIL...Lfr!I; sea J (Sp) su ideal en dicha alge

bra, e (S ) su ideal en NP . Se tiene:

dimNSp = dim Mibfll « «fri]/— dim NE/
~(5p) 0(sp)

Demos trac ion .

Basta demostrar que

dimMB = dim NP

P n
3 cbp)
Ahora, como consecuencia del corolario anterior si Q es €3 in."ni
mo germen nashico que contiene a S , se verifica que

Considerando S~ como germen prealgebraico sabemos que su dimen-
sion coincide con la del minimo germen algebraico que lo contiene.
Sea este Q 1 por tanto

dingQ | = dins) = dimS,

Analogamente, consideremos Q como germen prealgebraico. Enton-

ces, si Tp es el minimo germen algebraico que lo contiene tendre
mos

dim'PTp = dimp% = dimN% .

El corolario se sigue si probamos que = PN
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~ P P - P

P D T Por otra parte T O S -, 1luego T r? P .
P ~ P P - ? p ? c.q-d.

En efecto: puesto que PP D S , entonces P Q X por tanto

6.6.

En la observacion 5.9 mostramos el comportamiento
extrafio de los conjuntos algebraicos en ciertos puntos de aparien-
cia regular pero que no reflejan esta condiciodn. Veremos que el
estudio de estos fendmenos por medio de las funciones de Nash es
suficientemente afinado; esto es: si un germen nashico (lo cual
engloba el caso algebraico y prealgebraico) tiene "aspecto'" de ger
men regular, entonces es un germen nashico regular.

Se trata de la siguiente

Proposicion .

Sea SP germen nashico. Entonces S es germen

analitico regular sii S es germen nashico regular.

Demostracion.

Como es natural basta comprobar que SP es nashico
regular si S es analitico regular. Puesto que S es nashico
regular su el anillo local N1 es regular, demostraremos

que si Sp es germen analitico regular e ~(Sp) es su ideal en

QP, siendo por tanto regular, entonces

1 J,,(s )

NS ) =3 e De aqui, por paso al completado, se sigue
la regularidad de Sp como germen nashico.
Mas generalmente veremos que se verifica el siguien
te

6.7. Lema.
Sea Sp germen nashico; *J N(Sp) e a<Sp)
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sus ideales en y respectivamente. Entonces

0 NV °n =J*(SP) =

Demostracion .

Observemos primeramente que, como consecuencia de
la demostracion del T.P. de Weilerstrass para gérmenes de Tfuncio
nes de Nash, puede deducirse de manera andloga al caso analitico
un teorema de parametrizacion local de un germen nashico. (c.T.

{ﬁ?% para ambos resultados); esto es, dado el anillo local n

/
de un germen nashico, existe un cierto d (que coincide con la

dimension del germen) tal que —_— v N es una inclusion

n/l
integra.
Usando la terminologia de Nagata diremos que

es un anillo de Weierstrass (c.tT. 38J (44.2,45.)

Supongamos entonces que S es un germen de Nash

irreducible; esto es, que N(Sp) es un 1ideal primo. Como conse
cuencia de lo expuesto anteriormente ([38], **5.1) 3 es
analiticamente irreducible, y por tanto, dado que Yy Q ~

tienen la misma compleccién, 3 NCS") Q ~ es primo.
Si Ja(S ) ;p 3 N(Sp) 0~ deduciriamos que dim"SN < dim™MESH).
Absurdo.

Supongamos ahora que J ~(Sp)N~ es interseccion

de ideales primos N_oo. PN o Por platitud

3 NV ° n K'!o eee n

Por otra parte

tlass )= Ba(v ("))n ...AO0av (pp>

Pero como hemos probado

VNP i») =P 1qpP, 1-1.-.r c.q.d
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6.8. Corolario. [15]

Un germen nashico es irreducible como germen naslu
co sii es irreducible como germen analitico. Como consecuencia
las componentes 1irreducibles nashicas de un germen nashico coinci-
den con sus componentes irreducibles analiticas.

6.9.

Si SP es un germen nashico, llamaremos compleji-
t
ficado nashico al minimo germen nashico complejo que lo contiene.
Analogamente definimos el complejifizado analitico
(c.f. V] ., [15] )- Denotaremos estos gérmenes y respec

tivamente. Se verifica entonces la siguiente

6.10. Proposicion . {I3J

Demostracion.

Es bien sabido que para calcular un complejificado
(analitico o nashico) de un germen, se procede a extender un sis-
tema de generadores del 1ideal correspondiente, a un entorno comple
jo y se halla el germen complejo que verifica las ecuaciones de
estos generadores igualados a cero.

Puesto que segin 6.7 es posible generar el ideal
analitico de un germen nashico con funciones de Nash, la proposi-
cion se sigue inmediatamente del proceso de construcciéon del com-

plej ifizado. n ,

6.11. Ejetplos .

a) Consideremos el germen Vg en el origen de R del con-
junto algebraico V de ecuacidn

yO + 2yxO - xIJ =0



es irreducible, y puesto que el origen es un punto de dimen-
siéon 1 y su anillo local en V no es regular, no es un ger
men algebraico regular.

Podemos sin embargo, resolver y como funcidon ana-
litica de x (c.f. [I16] ), nashica por tanto. Asi es un ger

men nashico regular. Por otra parte se tiene

ElI germen de S en el origen Sq no es algebraico, pero si es
regular néashico, de ecuacioén

X + /l-x =y .

6.12.

Dado que el anillo global de funciones de Nash es
Noetheriano en un abierto con determinadas condiciones podemos es_
tablecer algunos resultados globales analogos a los expuestos en
85 para conjuntos algebraicos y semialgebraicos .

Supondremos en lo sucesivo que Rn es un do
minio definido por desigualdades algebraicas. En estcis condicione
son aplicables los resultados de 320, |3 »J¥* e Ademas supon-

dremos que XX esta acotado.

Proposicion.
Sea S un conjunto nashico global contenido en
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sea N(A) el anillo de funciones de Nash en . Entonces, si
3() es el 1deal de S en " N(Ffi), dim S = dim N(F1)/

J (S
Demostracion.

Por ser S néashico global, S es semialgebraico
cerrado. Puesto que £ estd acotado, deducimos de los resultados
de 8 que S es prealgebraico. Sea S’ el minimo conjunto al-
gebraico que lo contiene.

Sabemos entonces que
dimpS = dimpS™*

Por otra parte hemos visto anteriormente que dim"TS = dimpS

Asi pues la proposicién queda demostrada si probamos que

dim Rfa] dim  NCFD
3 es) n k [x] 3(3)

Es facil comprobar que el problema queda reducido a demostrar la
igualdad anterior en el caso en que 3 (5 es primo.

Sea p un punto cualquiera de U vy consideremos

el ideal maximal asociado a p en N(fO; localizando N(ft) ref
recto a este ideal obtenemos N(FD , anillo que contiene natural
mente a RI[X] -

Cons ideremos
NENEFD) n RIXIp = ((3cs>o r [xI)r [x]p

Asi, puesto que N(O)p VY R[Xlp tienen la misma henselinizaciSn,
concluimos [[38] 43.20] gue las alturas de 13 (S) -N(fi)p vy de

(NJ(S)n RIMDDRFEX]p coinciden; luego sus dimensiones.

Tomando pGS concluimos, tras las consideraciones

anteriores, que
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dim NQT) . = dim N(fi)
3() P73 (SNCFi)
dim dim R[x]
P’ > r Ix T
(3(S) 0 r[x] )r[x]p O (s> riIxJ
c.g.a
6.13. Corolario.

Sea S prenashico, definido por medio del algebra
valorada N(nN)[JF1]...]fr]]. Entonces, si (S) es el ideal

en N()LITF1]---1fr]] de S,

dim N_(_n_)_E_l_fil_J____l_f r__|3 = dim 8§
J(S)

Demostracion.

Como antes, considerando S como conjunto prealge
braico, su dimensidon coincide con la del minimo conjunto algebrai®

co S’ que lo contiene. Esto es

dim S = dim S” = dim R[]

3() n rfx
Pero
] yofil---Hpn N(Q)
dim ——————— = dim
3(s) 3 (S) 0 N(1Y)

Dado que, como en la proposicidn anterior

dim N dim <M
3(s) n n(«) J(S) 0 N1 O r[x]
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el corolario se sigue de las diversas igualdades expuestas*

6.14.

En este y en el parrafo anterior hemos expuesto al®
gunas de las anomalias de los conjuntos algebraicos reales; y co-
mo su consideracién como conjuntos de Nash (semialgebraicos por

tanto) permitia su estudio.

Estas anomalias tienen, en general, una doble pro-
cedencia: unas devienen del 1insatisfactorio paso de lo global a Ilo
local (ej: el origen en x2 + y2 - x3 = 0, o los puntos del semie

je z negativo en x2 - zy2 = 0)
Otras proceden de la falta de ref%gjo algebraico lo
nx
cal de determinados hechos (ej.: el origen en y + 2yx - X = u;.

Las anomalias del primer tipo aparecen, entre otros,
en trabajos de Tognoli [13] vy Efroymson Cuo]

Cerramos este parrafo comentando y ampliando lo alli1

expuesto a’la luz de los resultados aqui obtenidos.

6.15. Definicion.

Sea CX, un ideal de un anillo arbitrario A. Dire-

mos que dX es un ideai, real si

y) Ve
_zifggex > vy |»fl Ger

6.16. Definicidén. 00"J

Sea V conjunto algebraico de R ;01 SirRix -inJ

su ideal; p 6V . Diremos que V es localmente real en p mi
verifican algunas de las siguientes condiciones equivalentes:
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i) V.e >0, g G rxi»..XJ con g(gq) =0 Si
llg-p|] < e y q G Ve entonces g G CMu

ii) RI[x1-P1....xn-P 1] es una 1iInterseccion de ideales

primos, alguno de los cuales es real.
t

iii) p es,limite de puntos regulares de V en sentido alge-
braico.
(En 0] aparecen otras condiciones equivalentes).

6.17. Definicidén. CI3]

Con la notacién de 6.16, p GV es un punto casi-
-regular de V si se verifican alguna de tas dos condiciones equi-

valen tes siguientes:
) 3 (v) o p=i a(vp)

ii) La complejificaciéon analitica del germen V coincide
con el germen en p de la complejificacion algebraica

de V. (c.f. [e] [13] [15] )

6.10. Froposicion.

p GV es casi-regular sii 3 <v)r[[x -p .-.. ,xn-Pn]]

es real.

Pernostracion.

Si p GV es casi regular un resultado de Malgrange

Q+1J muestra que la extensién del 1ideal *3 (V) ai anillo de se-
ries formales coincide con el 1i1deal de las series formales nulas so

bre Vp (c.f. [391.,0[42]1 ,003)-

El correspondiente teorema de los ceros debido a
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Merrien [39T muestra que dicho ideal es real (se trata, en todo
caso, del sentido trivial de la doble implicacion de este teorema)
Reciprocamente, supongamos que
3(V)R[[x1-p1,...,Xn-pn]] ,
|
es real. El teorema de Merrien asegura que este ideal es el de

las series formales nulas sobre V »

Por platitud

cion a del 1ideal

tonces demostrar que si

dido al anillo de series formales,

Supongamos que

existiran por hipodtesis series formales

i=1. ..r

f, =
Asi pues T~ pertenece a la
de Cn_ *% vy por platitud se

de estas consideraciones que

de los ceros de Risler 0QI8Y

3(v)O0,

6.19.

Observemos que el

(oF =

f ,....,f_GO,
i r n

«

5 (V)0 £ coincide con la contrac-
(\WR .e*-Xn-Pn]3 = Basta en-
(g™...gs)0N es real ser exten
entonces & es real en 0 2
r 2 Y
verifican _E£ f. Q" A

tales que para cada

j=r o
contracciéon a O0Ojj de la extensiodn
sigue que T~ 6 * Concluimos
0 (V) O~ es real. ElI teorema
asegura entonces que
f J a(v

c.q.d

y3 + Byx2 - xH = B

es localmente real,

Otro tanto nasa en

pero no es casi-regular.

(L*0J)

origen de coordenadas en 3a curva
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Por otra parte los puntos del semieje z negativo en
2 2

la superficie x° - zy® - 0 no son localmente reales; y por

tanto no son cuasi regulares. Este hecho no es debido simplemen
n 2 2 3

te a la falta de coherencia; X~ +y® - x7 = 0 es una curva cohe-

rente pero en la que el origen no es localmente real.

6.20.

Las definiciones 6,16 y 6:17 relacionan el ideal de
todo el conjunto algebraico con el comportamiento de este en un
entorno de un punto. Si localizamos esta situacidon observamos, co
mo es natural, que 6.16 es irrelevante en dicho caso.

En efecto, se tiene:

Propos icion.

Sea Vp el germen de un conjunto algebraico, 3 <v

su ideal en R[Xjp - Entonces

dtV p)R[[xI-pl,...Xn-pn]]

es una intersecciéon de ideales primos, alguno de los cuales es

real .
Demostracion.

El Lema 5,18 asocia de manera canfénica a V un c.onjun_
to algebraico V, cuyo germen en p es V , y cuyo ideal V)
en R[X] extendido a R coincide con oi(V~). Por la cons

truccién de V, p es localmente real respecto de V (c.f. 6.16.

1)).

Asi pues

J(V)R[[x1l-p1l,...Xn-pn]i = (Vv DR[[X1-P1,...xn-Pj]
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es interseccién de ideales primos, alguno de los cuales es real

(6.16. ii)). c.qed.

La localizaciéon de 6.17 darla lugar a la siguiente
6.21. Deflnicldne
Sea p GV, conjunto algebraico. Diremos que p es

localmente casi regular si se verifican alguna de las siguientes

condiciones equivalentes (equivalencia que se demuestra siguiendo
"verbatirnll la demostracién de Lema 1 de [13]>.

) 3 (vp)o h =3 g(vp)

ii) Las complejificae iones analitica y algebraica de coin-
ciden.
6.22. Proposicion.

p GV es localmente casi regular sii

L (Vp)RI[xi-pl,...-Xn-pJ] es real.

Demostracib6n.

Como en 6.20 usando el Lema 5.18, queda reducido a la
proposicién 6.18.

6.23. Observacion.

Si p 6 V es casi regular y por tanto localmente real.

Entonces J(V)r Y] = 3 (V ); se si8ue Que P 6 v el localmen
te casi regular.

2 2
El reciproco no es cierto; el origen en X +vy - Xx =

es localmente casi regular, pero no es casi regular. Otro tanto
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ocurre con los puntos del semieje 2z negativo en la superficie
x~ —zy = 0 . Si un punto es localmente real, coinciden las no
ciones de casi regular y localmente casi regular. Asi el origen
en y5+ 2yx2 - xf§ = 0 no es localmente casi regular.
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En «5.21 hemos enunciado una proposicion de Bruhat- *
-Whitney paraeconjuntos c-anallticos. EIl objetivo de este parra
¢ fo es presentar la versién preanalitica (prealgebraica, prenashi_
ca) de dicha proposicién; es decir: la existencia de un conjunto
del mismo tipo, que contenga los puntos singulares de un conjunto
dado y cuya dimensidon sea mas pequefia que la de dicho conjunto.

7.1. Propos .icion .

Sea SC* Q £ Rn un conjunto preanalitico (respectivamen
te, prealgebraico); de la forma

S=x6Q 9g(x) =0, F(x) 1 0...FA(X) > 0}

siendo g, T, ...T funciones analiticas en P (respectivamente
polinomios) tal que {g=0} =T es el minimo conjunto c-analitico
que contiene a S (respectivamente, minimo conjunto algebraico).
Sea d [la dimensién de S vy el conjunto de los puntos regu-
lares de S de dimensién d; denotemos Sing S = S -

Existe un conjunto preanalitico (prealgebraico) ST tal
que
S S’ Sing S \Y% dim S*~ dim S

Demos trac ion.

Sabemos, por 5.20 y 5.21, que existe un subconjunto
T> de T, c-analitico (algebraico) de dimensidon estrictamente me
fior que dim T, tal que T-T” son puntos regulares de T de di-

mensioén maxima.

Como hemos visto en 5.23

dim T = dim S

y por tanto

dim T < dim T < dim S

Jdg = t7C\' S es un conjunto preanalitico (prealgebraico) de dimen
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sién menor que dim S. Sea p G S, tal que p G Sing S,
pO0T*™ S*% es decir: p es no regular de dimensién maxima en
S, y regular de dimensidon maxima en T.

Entonces en p se anula alguna funcion del entramado
(pues en otro caso los gérmenes Yy coincidirian, puesto
que en un entorno de p tendriamos f > 0,...,f > 0); supon-

gamos que FTil(p) = 0. ..fm(p) =0, vy Tm+j.() > °»“«“Ffr(p) > 0 =

Sea JVH,...I)

finido por

el conjunto c-analitico (algebraico) de-

(f1¢) = 0,...fA(x) = 0, g(x) = 0} .

i J(i>eee ) fuera un germen regular de dimensidon dim S, puesto

que

T = jd ceetn)
p p
Pero e Sp; Qluego Tp = Sp Absurdo

Aplicando de nuevo 5.20 6 5.21 deducimos que p esta
contenido en un subconjunto c-analitico (respectivamente, algebrai-
co) de S de dimension menor que dim S, que denotaremos

En general, dado p 6 Sing S y p 0 1'C\ S, construimos

de la manera anterior el conjunto J,N £ \ siendo I
1*** g* 1 s

las funciones del entramado que se anulan sobre p. Obviamente el
numero de estos conjuntos es finito.

La proposicidén se sigue con

s>= ~ J(Il--as) ~ o Jo
c.q-d.
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7.2. Propos ici 6n.

Sea SC i Q Rn preanalitico (respectivamente, prealge-
braico). Existe un conjunto preanalitico S’ (prealgebraico) de
dimension estrictamente menor que dim S tal que

S 2 S*2 Sing. S

Demostracion.

Por induccion en el numero de funciones -del entramado (con
siderando que un conjunto preanalitico (prealgebraico) definido en
un entramado con cero funciones es un conjunto c-analitico (algebrai_

co)).

Supongamos cierta la proposicion para conjuntos definidos
en entramados con r-1 funciones. Sea S definido por medio del
entramado {f*...f2} . Segun sabemos

S= 1ly v"tcq + q) ,

con Y (a ) el minimo conjunto c-analitico (algebraico) que con-
tiene a V"(th + I9)0 Si dim S =d, d = nax (dim V Ov + 1-)).
Sea F" U F tal que £6 F" sii d=dim Y ( £ + I%) Para
cada p G Sing.S, sea {EU ..%# el conjunto de los i1ndices de L

tales que

P6 V (Gv, +1, iy ct +q )

Sea Jp (YVe*., + Obviamente, cuando p recorre

o<j<rn ] J:

Sing S obtenemos solo un numero finito de tales conjuntos.

Tiene sentido por tanto considerar el subconjunto preana

litico (prealgebraico) de S

J =
pGSing S

dim JB < d
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Es claro que dim JO < d.

Por otra parte, si I G F?, denominaremos el con-
junto preanalitico (prealgebraico) contenido en \/‘<<q { q
garantizado por la proposiciéon anterior tal que
Sing ( Y + |j)> C 4; A TEVES y dim < d

Consideremos p G Sing S, tal que jg tiene dim d
tal que p es regular de de dimension d vy que, si

jP = A V(Ov, .+ g.) ,
o<J<m 3 3

p es regular en (Oi¢ +17) 1< j<m, de dimension d .

J J

Tomando gérmenes en p , puesto que

(ij{)i' . CL_CED o< jJ<m,

concluimos que

<> - [~ <°-iy S B
i 3
y por tanto
s =U q O = [\f + g9 > ., Iiln
R 1 3 3 p 3 3

Asi SP seria regular de dimensidén d, contra hipoétesis.
Se sigue que si p G Sing S, con P de dimensién d y p regu

lar de dimd en cada V (0.- +q ) 1<j <m, entonces
3 3

(J’c‘))p no tiene dimension d; esto es, p es singular de o
Ahora bien, la proposicidn que intentamos demostrar es cierta para
I En efecto, si m=0 se trata de la proposicién anterior i si
m >0 es un conjunto preanalitico (prealgebraico) definido

por un entramado con menos de r funciones, puesto que podemos
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prescindir de aquellas cuyas desigualdades no aparezcan en el mismo

sentido en todos los ideales » 11 j1m-
J
Sea pues, JBP el conjunto preanalitico (prealgebraico)
tal que
Sing Jp < J;p < Jg dim J,p <d
Obviamente demo:
. i »P
ST =3, _LJ__(;
dim j%—

es. claro que

dim S* < d Yy S ? S ~ Sing S.

7.3. Corolario.

Sea S conjunto prenashico definido en un abierto acota-
do sernialgebraico. sea Sing S el conjunto de puntos no regulares
de dimensién maxima. Existe un conjunto prenashico S, tal que

S o S”2 Sing S y

dim S > dim S1
Demostracioén.

Si S es prenadshico en un abierto semialgebraico acotado,
S es prealgebraico; y sabemos que su dimensidon algebraica y de Nash
coinciden.

Sea Sings el conjunto de los puntos no regulares (en sen
tide algebraico) de dimensién maxima. Sabemos entonces que

Singp S O Sing S .

Aplicando 7.2 a s y a SingpS, deducimos la existencia de un
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conjunto prealgebraico S~” de dimensidn estrictamente menor que

g
dim S vy tal que S” 2 Singp. cqd

7.4. Corolario.

Sea S preanalitico (prealgebraico, prenashico en un
abierto semialgebraico acotado). Existe una "filtracidén lisa" de
S; esto es, una familia finita {S.}. . , de conjuntos prea
naliticos (prealgebraicos, prenashicos) tales que

i) 1 =S, s;>s

ii) dim S. > dim S .

ifli) SN - +” es un conjunto de puntos regulares de dimensidn

Demos trac ion.

Inductivamente, supuesto construido S®, S.+~ sera un
subconjunto de S. preanalitico (prealgebraico, prenashico) tal

que Si 2 N "2 Sing S. i Y tal que dim > 4 im +N

Dicho conjunto existe segun hemos visto en las proposiciones ante-

riores .
c.q.d.

Ejemplo.
- 3 2 2
Sea S = {(x,y,z)GR/x -zy =0, y-z ~ 0}
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En este parrafo daremos algunos resultados algebraicos
sobre 1la regularidad de un germen preanalitico (prenashico, preal
gebraico), introduciendo los conceptos de 1irreducibilidad y cohe-

reticia.

8.1.
En lo sucesivo <a designara el anillo de gérmenes

n

en el origen de R de funciones analiticas, de Nash, o raciona-

les; f7,..»,fr seran en general elementos de (f\ .

La observacion 5.22 puede extenderse sin dificultad al

caso de gérmenes: Si es un germen preanalitico (respectiva-
mente prenashico o prealgebraico) dado por el anillo valorado
<B, mA[!>11...]flJ] e 5 (So) es su ideal en (f podemos
escribir
3 e >= jou. +i.)
JSF 1

donde 1j, JGF es un ideal amplio de ~ n* (WVjiE= (fi n »

QV (Oo.3.+ I.g = (Cu.3+ I.g J6F, vy Cu.3 es el ideal del mini

mo germen de conjunto analitico (nashico, algebraico) que contiene

a V(-3 + 15) -

La expresién obtenida puede no ser reducida; esto es:

(Cu. + H )D O ot + 1) para cierto J G F
30 7 JGF

371
Consideraremos expresiones reducidas; supongamos que

3 (so>=ng(:u.3 i)

es una de ellas.

Observemos cue debido a su construccidéon se verifica que



110

para cada j G F~
Y K+ 1,0 <2 (v VoCu o1
35 o I 36#- 33
3513

Como consecuencia tenemos el siguiente

8.2. Lema.

Dado j G FT, para todo entorno suficientemente peque-

fio del origen de coordenadas de Rn, existen puntos p G V. ta-
les que (. ) =S , siendo S, V. representantes de °
Jo p p -*0
S y Y (Ol. + 1. ), respectivamente en dicho entorno; vy (. ) ,
30 p

Sp gérmenes en p

Demostracion.
Puesto que S = U W (Gh.e1) vy V. j GF” ,
°© JGF* 3 3
V(Ooi. t 1. )ec. Y (Ge. + 1.) ,
Jo 30 7~ jJeF- J 3
33

se sigue que para todo entorno suficientemente pequefio, tomando re-
presentantes, sera:

" joF '3 %75]9, \4
3D

puesto que se trata de conjuntos cerrados, si p 6 V. Yy
P2 U V. , se sigue que tomando gérmenes en p
JGF- 3
I3 S = (V
P ( QG)F
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8.3. Proposicioén.

Sea germen preanalitico regular (respectivamente,
prenashico, prealgebraico) definido de forma reducida en el alge®

bra valorada 6\ , por el ideal 3 (¢ ) = 1\ G, + 1))
n o = -
JGF 3 3
Entonces
i) Existe un ideal A el (p\ # tal que v 3 xXj =
ii) th/A es un anillo local regular.

Demostracion.

La haremos en el caso preanalitico; de manera analoga re-

sulta en los otros casos.

Si Sq es preanalitico regular entonces es un germen ana

Utico regular; por tanto existe jJi ideal primo de (f tal que

N = 3 (5q), Y es local regular. Ahora (59)

(ideal de SO en On) es la contraccidén de 3 (So) en (A n> Se

sigue que G =n . . En general Y (p) 2Y-(X.) J 6F"
r Jo6F» 3 ‘ J

veremos que Y (™) - ~"((Xj) j 6 F7, de donde concluiremos i).

Sea Jj G F*; supongamos que (p ) €Y (. )= Entonces

dim Y (A)> dim y'(Qi-) - Por otra parte, por regularidad, pa
30

ra todo punto p de un entorno suficientemente pequefio del origen

se verifica (tomando representantes)

Por otra parte, como consecuencia del Lema 8.2, podemos

encontrar un punto p proximo a o donde ademas se tenga

Pes, sp=CV (ag2lyn IV (i'30)]p

y por tanto Sp = [y~ (<Aj )JIp
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Obtendriamos

dim S_ = dam S_ > dim @ .. ) > dim \C (G, N
0 P Jo E *o

Sp = [ Y" (Ot Dlp = Absurdo.

Concluimos que Y'(Gi. ) = Sq

30 c.q-.d.

8.4. Proposicion

Sea Sgq un germen preanalitico (prenashico, prealgebrai-

co) definido en @& por 5 G )=0 (Cu* + 1j) de forma
reducida. JGF ) )
Si existe un ideal X de (fv tal que

i = Vj6F

i) a 3 J

i) (O +1.) 20

JGF 3 JGF

Entonces S es analitico (nashico, algebraico) . Si ademas

es regular, Sq es regular.

Demostracion.

La condicién i) indica que

D=V ((BE) =U_ V@) nVnn; Y(u) n [U Vva.)]

jef JGF~ J
Pero Via)s\(u v U por la condicién ii).
f JsF J jerl J
Puesto que V 1 V(I ) = (Rn) siendo Sqg germen en
JGF

el. oriegen de Rn , concluimos que
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s, = V7O
si NO(A es regular, como A= uU (v*(ou)), entonces Sq

es regular.
c.q.d.

8.5. Cordar io.

Sea SN wun germen prna litico (prenashico, prea.lgebrai

co) tal que 3G )=(C\ (<x .+ 1.) sea ya una forma reducida.
°© JGF 3 3 -

Entonces son equivalentes las siguientes proposiciones:

1) es regular.

ii-2) $ es regular.

Demostracion.

Basta aplicar 8.3 y 8.4 teniendo en cuenta que la
condicién (i ) de esta ultima proposicion se verifica ya que
n i. =o

joF 3 c.q.d.
8.5. Definiciodn.

Sea un germen preanalitico (prenashico, prealgebrai-
COo). Diremos que SN es irreducible si lo es el minimo germen
analitico (nashico, algebraico) que lo contiene. (Recordamos que

un germen analitico (nashico, algebraico) es irreducible si no es
unién de germenes analiticos (nashicos, algebraicos) propiamente
contenidos en el. 0 equivalentemente, si su ideal en el anillo de
germenes de funciones analiticas (nashicas, racionales) es primo.

8.7.
Se deduce inmediatamente de la definicidén que la condicién



algebraica §ecesaria y suficiente para que un germen dado por

- O([)

(™) en el algebra valorada (f) , sSea 1irreducible

es que el ideal contraido TG OHON n sea primo.

Iv-
Asi, si 3 (Sq) es primo en ® ., se sigue que Sq
es 1irreducible. El reciproco no es cierto; en efecto si considera
mos el germen en el origen de R2 del conjunto

& >0} U (¢ >0}

observaremos que es irreducible (por ser R2 el mfnimo conjunto
analitico que lo contiene); sin embargo no puede venir dado por
ningun 1ideal primo en ningun algebra valorada, puesto que no es
simple (def. 2.10).

Dado cue cualquier algebra local, valorada * es nhoethe
riana podemos encontrar para cada germen preanalitico (prenashico,
prealgebraico) una descomposicidén como unién de gérmenes 1irreduci-
bles a través de la expresion del ideal del germen en interseccioén
de ideales primos. Esta descomposicion depende del algebra valora-
da donde esté definido el germen. Llamaremos descomposicidn cano
nica a la obtenida mediante la siguiente

8.8. Proposicion.

Sea germen preanalitico (prenashico, prealgebraico),
st el minimo germin analitico (nashico, algebraico) que contiene a
i

S . Sea S’ =1iJE una descomposicién irredundante de S* en
i=1

unién de gérmenes irreducibles analiticos (nashicos, algebraicos).

Entonces n

so = K n sO Sc >

1
-
C
1
-_—
(@)
=]

es una descomposicién irredundante de S™ en gérmenes preanaliti-
cos (prenashicos, prealgebraicos) irreducibles.

Demostracion.

La haremos en el caso preanalitico.
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Es obvio que la descomposicién sefialada es irredundante; en efecto,
si para cierto 1 i ks se verificase
k
E°AsS ..c U ( S )
e o--= {21- & o]

entonces

por la irredundancia de la descompos icion de 86 e Asi pues SN
no seria el minimo germen analitico que contiene a SO. Absurdo.

Veamos que para cada 1 < i1 < k, Eo A Sb es un germen

preanalitico irreducible; comprobando que E& es prec isamente

el minimo germen analitico que contiene a e¢ r\ So

Supongamos que fuese V Entonces

-
N
=

V& Cc E& 1<

y por tanto

Sea 1 < i < k; entonces por la irreducibilidad existe 172 1" K

tal que
a v
pero como
id i-
0 C. Eo° se sigue que
i i’
0 o
o ¢ Fo
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Para poder extender 8.7 al caso global debemos sefalar

que si S es preanalitico en i , y S* el minimo c-analitico
que lo contiene, J (S*) coincide con la contraccion de I (9,
ideal de S en una cierta algebra valorada, aAh

En efecto, si fe VWV (S) AN Y (f)2 S vy N (F) es
c-analitico. Asi \T (f) O S* vy por tanto f6 3 (S1).

Notemos por ultimo que no existe una descomposiciéon Ffini_
ta de un conjunto c-analitico en unidn de irreducibles, sino que,
en general, la descomposicion es numerable [~ . Con esta salve-
dad podemos obtener en el caso global analitico una analoga a la
proposicién 8.8.

8.10.

Un germen prealgebraico irreducible no tiene por que ser
irreducible como germen prenashico o preanalitico. Por ejemplo el
germen el origen de x -y +x = 0 es algebraicamente 1irreducible,

pero unidén de dos gérmenes nashieos.

Veremos que no ocurre otro tanto en el caso prenéashico.

Proposiciodn.

Sea Sq germen prenashico. Entonces S™ es irreducible
como germen prenashico sii es irreducible como germen preanalitico.
Sus componentes en la descomposicidn candénica coinciden en ambos ea_

SOS .
Demostracion.

Supongamos que Sg es un germen prenashico irreducible
como tal. Sea S el minimo germen nashico que lo contiene (y que
serd por tanto nashicamente irreducible); sea S el minimo ger-
men analitico que lo contiene. En general SM < S,5.. Veremos que
sk SQ

En efecto, segun hemos visto en el parrafo £ 6,

dim_SL = dim_S = dimwﬁ) = diq@'N = dhaaSh
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por 6.8 Sﬁ es analiticamente irreducible. Se sigue ]
que } T Syx Y por tanto Sqg es analiticamente irreducible.
Sea So un germen prenashico arbitrario.
k #
Sea so = N\is la descomposi cion canénica de Sq en unidn de
1=
gérmenes prenashicos irreducibles; entonces SN designara el
minimo germen de conjunto nashico que contiene a SN ; y como
hemos demostrado 861 es también el minimo germen azflitico que
. LA
contiene a S S es
o] _
i—-1
el minimo germen nashico (y analitico) que contiene a SQ . Asi
k

So =W S% es también la descomposicion canonica de S, en ger-
i=l

men preanaliticos irreducibles.
c.qg.d.

8.11. Definicion.

Sean EO SO dos gérmenes de conjuntos en el origen de
R tales que Ey C. Sj Diremos que S  es Eo—analltlco cohe

rente (nashico-coherente , algebraico-coherente) si existen: un en-
torno V de o , Ulas funciones analiticas T~ ...fm en V (nashi
cas, racionales) y los conjuntos S y E , representantes de Sgqg

y E~ en V, respectivamente, tales que se verifique

p G E, 0(S ) = <f Nis
F p p

siendo S los gérmenes de S y f en n el ani-

P T -
lio de gérmenes de funciones analit icas (fiasnicas, racionales) en
0O (5 ) el ideal de S en (&)

8.12. Observacion.

Si SO es Eo—coherente, ya sea analitico, néshico o
algebraico-coherente, las condiciones descritas en la definiciodn
anterior se verifican para todo entorno suficientemente pequefio

de o.
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Por otra parte hacemos notar que las funciones raciona-
les que intervienen en la definicidén anterior pueden sustituirse

por polinomios, de manera equivalente.

8.13. Definicion.

Sea germen preanalitico (prenashico, prealgebraico).
Diremos que S0 es analitico coherente (hashico coherente, alge-
braico coherente) o simplemente coherente, si de acuerdo con la é&_

finicidén anterior SO es So—coherente.

8.14. Nota.

Sea SN el minimo germen analitico (nashico, algebraico)

fue contiene a SO . Entonces si SO es coherente, 86 es So—cg

herente. La reciproca no es cierta: en efecto es necesario ademas
que, tomando representantes S’ y S en un cierto entorno de o ,

para cada p G S, S sea el minimo germen analitico (néashico, al-
gebraico) que contenga a S®, como muestran los siguientes ejemplos

2
a) Sea Sq el germen en R del conJjunto

{y=0 x < 0} {(x-1)2 + y2 < 1}

Entonces Sg es el germen de RO, que es obviamente coherente co-
mo conjunto analitico t por tanto SQ-coherente. Pero sobre los
puntos del semieje X negativo el minimo conjunto analitico que
contiene al germen de S en dicho punto es {y=0} . Asi pues Sq

no es coherente.
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b) Sea Sq el germen en el origen de R3 del conjunto

(x2 - zy2 =0, vy -z "™ 0}

es el germen de ecuaciones

{x2 - zy2 = 0O}

Sobre los puntos del semieje 2z negativo (que estan en S ) S
no es S -coherente. Asi pues S nu es coherente.

c) Sea S™ el germen en el origen de R3 del conjunto

rxz - zy2 =05 z 1 0O}
E ] H B A Z 2 -
SO tiene como ecuacion {xT - zy~ = 0}
86 es S, - So—coherente_ SO es coherente.

8.1 Nota .

Se deduce de una observacion de Tognoli-Lazzeri en [15]
y de la demostracion de la proyeccion 8.10 que para un germen de
conjunto prenashico, el ser fAashico-coherente es equivalente a ser

analitico coherente.
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8.16. Definicion.

Sea S conjunto preanalitico (prenashico, prealgebraico);
p 6 S es un punto coherente si es un germen coherente.

8.17. Proposicion .

Sea S conjunto preanalitico (prenashico, prealgobraico).
El conjunto de los puntos coherentes de S Tforma un subconjunto
abierto y denso de S .

Demostrac ion .

Como 8.11, 8.13 y 8.16 son definiciones de caréacter
local es inmediato observar que los puntos coherentes de S son
un subconjunto abierto.

Por otra parte observamos que los puntos regulares de S
son coherentes. Dada la densidad de los puntos regulares, conclui
mos "a fortiori"” la densidad de los puntos de coherencia.

c.q-d.

8.18.

Para el estudio de las propiedades de los gérmenes cohe-
rentes debemos desarrollar una serie de resultados técnicos parale
los a los expuestos por Cartan en [23J . En ellos es fundamental
el concepto de complejificaciones de un germen real (c.f. 6.9), cu

yas propiedades pueden verse en [2, [8) para el caso analit
co, del cual por analogia se deducen para el caso fashico (c.f.[/15))
o algebraico. Los enunciados y demostraciones siguientes se refe-

riran al caso analitico, pero se extienden de manera inmediata a

los restantes casos.

En lo sucesivo identificaremos de la manera usual K con
un subconjunto de Cn . Asimismo, Si , Egq son gérmenes de con
juntos en o0, designaremos por S, E a representantes de dichos

gérmenes.

8.19. Proposicién.

Sea S germen analitico real, Egq germen de conjunto
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tal que EO Cox SO Para que S0 sea Eo-coherente es condicion

necesaria y suficiente que exista un entorno de o en Rn proyef
cion de un entorno en Cn, Yy un conjunto analitico complejo B en
dicho entorno tal que para todo f G E, sea la complejificacion
de SP-

Demostracion.

La condicidn es necesaria. En efecto, si Sq es Eq
coherente existe un entorno de o, Yy Tfunciones analiticas en dicho

entorno -f~.__f tales que, para cada f G E,

P
Sea fI"'?m extensiones complejas a un entorno de £ en C , de
fI"'fm . Sea B el conjunto analitico en dicho entorno defini-
do por f~ = O""’fm =0 . Para cada p G E, BP viene dado por
la anulacion de ?1 ,...,fm » Y 4 €S por tanto la complejificae ion
de S_. P P
P
La condicidon es suficiente. En efecto, el haz de 1ideales
asociado a B es coherente. Luego existen funciones holomorias
wrugy SN UN entorno complejo de o tales que para cada p G E
)<)<ﬂ] estd generado por g~ ,...g~ . Por ser B el ccmpleji_
P >mp<
ficado de S , [las partes real e 1maginaria de generan
P P p
3 <V Asi pues las partes real e iImaginaria de ®1***~™m  son

las funciones analiticas reales que satisfacen la condicién de cohe

rencia para 8 .

o] c.qg.d.

8.20. Corolario.
Con la notacién de la proposicidén anterior si
0.6 %) CS 3 obtenernos la siguiente caracterizacion:

Sea B conjunto analitico complejo en un entorno comple
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jode o tal que B es la compiejificacion de S Para que

o Sea o coherente es necesario y suficiente que exista un en
torno real V de £ tal que VvV P6E C.V, B sea la comple-
jificacion de un germen analitico real (esto es: que B sea un

complejificado).

Demostracion .

Si So es Eo—coherente, de acuerdo con la proposicion
anterior, B sera el compiejificado de S, para p 6 E. Asi

pues la condicidén es necesaria.

La suficiencia se deduce de la siguiente observacion
(c.f.L3J): si Bo es la compiejificacion de y B~ es un
germen compiejificado , entonces B" es la compiejificacién de
El corolario se sigue como consecuencia de la proposicidon anterior

c.q.d

8.21. Corolario.

Sean {86}3—1 K gérmenes analiticos, {Eai:L& s K

gérmenes de conjuntos tales que Eg c Sg 1 <j <k .

Supongamos que para cada Jj, SJ es EJ-coherente. Enton-
k. ke
ces U Sj es un germen analitico n E*-coherente.
3-1 - 1=1

Demostrac ion.

El corolario se deduce inmediatamente de 3a proposicion
8.19 puesto que la complej ificacién de una unién de gérmenes anal 1
ticos es la unién de las complejificaciones de cada uno de los gér-

menes .
enes c.q.d.

8.22. Proposicioén.

Sea S germen analitiﬁo, E_ germen de conjuntos tal
(0] L ]

que o0 G % C S 5 Si1S o - 0 o ©S la descomposicion irredun



124

dante de SO en componentes irreducibles se verifica

cia entre las siguientes condiciones:

i) So es Eo—coherente,

i) Sj es S5 C\ E -coherente, 1< j<

Demostracion.

Sea i conjunto analitico complejo definido en un entor
no de o, tal que B es la complejificaciéon de Sqg. Sea

B = U b] la descomposiciéon de B en componentes irreducibles;
i

=1
se verifica que para cada j, BO es la compiejificacion de Su

(c.f. [6] [23.])- Tomando representantes en un entorno complejo
k
tendremos B =U b, ; sabemos entonces que Dara p suficientemen
Jj=i 3

te proximo a o las componentes irreducibles de B~ son las com-

ponentes de B , 1 < j fk .

Supongamos que SO es Eo—coherente. Si p G E, Bf
sera un germen complejificado , de acuerdo con el corolario 8.20. En
particular si p G S1 0 E, B& sera union de componeq;es irreduci
bles de un germen complejificado y por tanto ([23)) BN sera un
germen complejificado. Usando de nuevo el corolario 8.20 conclui
mos que S3 es Sg O E -coherente, para cada j.

Reciprocamente admitamos que si 1 j £ Kk, S es
Sg r\ Eo—coherente- Sea Bl un conjunto analitico conmplejo def}—
nido en un entorno complejo de o tal que para p G S E, B
k in
es el complejificado de S Sea B = BJ . Probaremos que si
3=1

p G E, B-. es un complejificado. En efecto, supongamos que
Y

pes'i\ ... osr y pt sr+lu . Us

Entonces B es un complejificado, por hipdtesis, para

1 X1L3iLr» y Por otra parte B = 0 para r < j k. En efecto

si B i O para algin Jj = r+l1. ..k, entonces p G B*C\ R
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(puesto que BJn R Sg). Absurdo. Asi pues

B, = bJ

w,

es un germen compiejificado Por ser union de germenes compie jifi_

cados. c.q.d.
8.23. Propos icion.

Sea Sq germen analitico irreducible, Eq germen de
conjunto tal que o G E™N CF . Si S es E”™-coherente, exif

te un entorno de o tal que para cada punto p G E en dicho entor
no, todas Ll.as componentes irreducibles de S* tienen dimensiodn

igual a la dimensién de S/
Demostracioén.

Sea B el conjunto analitico complejo definido en un
entorno de o tal que para cada p G E, Bir es la complejifica-
cion de S”. Asi la comple jificacién de las componentes 1irreduci_
bles de Sp seran las componentes irreducibles de Bi’ que, de
acuerdo con una conocida propiedad de los conjuntos-analiticos com
piejos, tienen todas ellas dimensién igual a la dimensidon de
BO (c.f. M, ), puesto que este germen es irreducible. Puesto que
la dimensién de un germen analitico real coincide con la de su com

plejificado conluimos la proposicion. c.g-d.

8.2h. Mota .

Si o Eq, la misma demostracion aseguraria la igualdad
de las dimensiones de las componentes irreducibles de S”; pero no

garantizaria que dicha dimensién coincida con dim Sq

8.25. Proposicion.

Sea S germen preanalitico, (So™=1...k las comPoneil
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tes irreducibles de en la descomposicidn canodnica. Son equi-
valentes:

i) SO es coherente,

ii) es coherente para cada 1 < j < k

Demostracion.

Consideremos el minimo germen analitico que contiene a

So, que denotaremos S; . © Sean {%;”}g_l 2 sSus componentes
irreducibles. Entonces sabemos aue
86 = 803 Q4

y que SOJ es el minimo germen analitico oue contiene a S

Puesto gque S, es coherente si y solo si S, es So—cohg

rente y en un entorno de o, S’ es el minimo germen analitico que
contiene a S (c.f. 8.1h), si suponemos la coherencia de Sq, la
proposicién 8.22 garantiza, a partir de la S”-coherencia de S"

que para cada Jj, S’ es SJ-coherente.

Asi pues Sg sera coherente si demostramos ademas que en

un entorno de o S’ es el minimo germen analitico que contiene a

- P

P io 31
Observemos primeramentemque la dimensidén de

es estrictamente menor que la dimensién de cada miembro de la inter-
seccion ;y esto es valido para cualesquiera Jj b jJ~ tales que
1 <3 < Kk, 1 J~ < k. Asi pues, en un entorno de cero suficierp

temente pequefio se seguirad verificando dicha propiedad en aquellos

puntos p donde n 1]
dim ST °
P

dim S7 ° y

1

dim S~ dim S~
o P

Consideremos un entorno de cero en donde, ademas, se verifique las
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condiciones de la definicidon de coherencia y la propiedad expresa-
da en 8.23.

Sea p un punto de dicho entorno, y supongamos due
p 6 S3 1<j<S, y po0SsS N o< koo Por coherencia el

minimo germen analitico que contiene a S es SN - 8_a
p P

si {vj>i}. , son las componentes irreducibles de S°3

m .
_ ,S, (3, n £
para 1 < 1 £ S, resulta que ST = VJ* es una descompo-
p Jj=1 1=1 1

sicion 1irredundante de S; en factores 1irreducibles. En efecto si
- A _
VJQ» 9 C V3i»A donde forzosamente jo i jI entonces
p - p
dim s> %cv 513 = gim s73° . Absurdo.
P < P P

Podemos entonces repetir la demostracién de la proposi-
cion 8.8 resultando que V3,£ es el minimo germen analitico

qye contiene a VS’*ﬂgﬁ Sp. Deducimos que 853 es el minimo ger

men analitico que contiene S"3 (C\ SN = S3 . De esta manera que

da demostrada la primera parte de la proposicion.

Supongamos ahora que para cada &, 1 jJj £ b, Sq es

coherente. Entonces 833 es Sg -coherente, y por tanto -segun
8.22- SB es So—coherente- Por otra parte en un entorno de o
se verifica que S13 es el minirmo germen analitico que contiene a
d k
Asi dues S*" =u S es el minimo germen que contie
i=1
ne a
=l p c.q.d.
8.26. Propo_sicion .
Sea Sq germen preanalitico irreducible coherente. Enton.

ces existe un entorno de o donde dim Sq = dim S , para todo pun_

to p G S en dicho entorno.
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Demostracion.

Por ser SO irreducible, el minimo germen analitico 86
que lo contiene es irreducible. Si consideramos un entorno de o
donde se cumplan las condiciones de coherencia y se verifique ade-
mas la proposicién 8.23 referida a y a Sq, oObservamos que
si p G S esta en dicho entorno se [tiene

«dim Sp - dim Sp = "dim SC = dim S

i
puesto que la dimensidén de un germen preanalitico coincide con la

del minimo germen analitico que lo contiene.
c.q.d.

8.27.

Si SQ es un germen preanalitico de dimensién d , pode-
mos considerar representantes preanaliticos de Sg en entornos su-
ficientemente pequefios para que las dimensiones de dichos represen-
tantes sean d. Consideremos en cada uno de ellos el conjunto de
los puntos regulares de dimensién d y tomemos el germen en o de
este conjunto. Se comprueba de manera iInmediata que dicho germen
no depende del representante tomado. Asi hablaremos del germen
de puntos regulares de Sq de dimension (d) maxima;
es, por definicidéon, el germen Sing de puntos singulares (en ef
te sentido mas amplio).

Con esta nomenclatura la proposicién anterior puede enun-
ciarse diciendo que si Sg es un germen preanalitico coherente exis_
te un entorno de o, donde, tomando representantes, VY, es denso
en S. La proposicion reciproca es falsa. En efecto si considera-

] iy 2 4 3 ]

inos el cono de ecuaciodn z(X+yY) (X" "+ vy - X =0 en R, el ori-
gen es el dnico punto singularly sin embargo 3a coherencia falla en
los puntos de la forma (0,0,2z), z i 0 (c.f. [23]).

Obtenemos la siguiente

8.28. Proposicién

Sea S germen preanalitico de dimensién d, tal que
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tomando representantes en un cierto entorno de 0, es denso
ensS. Sea S; el minimo germen analitico que contiene a S

y sea SB su comple3ificado. Supongamos que para cgda p 6 S en
un cierto entorno complejo de se verifica que (S1) es irre-

ducible. Entonces es coherente.

Demostracion.

Demostraremos primeramente que 86 es So—coherente,
Basta para ello probar que (S7?) es un complejificado. En gene-
ral (s?) Ahora por la densidad de V~, la dimension

de S es d, vy por tanto la dimensidén de S
germeﬁ analitico que contiene a S*, mayor o

debe ser, como

miO

gual a d. Asi pues
tenemos un germen complejo de dimensién mayor o igual a d conte-
nido en otro irreducible de dimensién d (por la coherencia e irre
ducibilidad de S" ([23))- Concluimos que

Debemos orobar ademas que S; es el minimo germen anali-

tico %ye contiene a SP . Sea SB este minimo germen analitico.
Por la densidad de dim S; = d. Ademas SB C S; . Pero
dim S; =d vy S; es 1irreducible, puesto que ambas propiedades se
verifican para el complejificado (85)' Se sigue que

S =S~

P P

c.g-.d.

8.29. Propos icion.

Sea Sq germen preanalitico irreducible y coherente de

finido de forma reducida en el algebra valorada A por el ideal

5 (s) =N + 1)
° jGF* 3 3

[8-13 Entonces existe un 1ideal < C A tal que para cada

JGF”, (X =Cu =



Demostracion.

Las hipo6tesis de
cientes para garantizar
8.3.
la de aquella.

la demostracion

"verbatim” de

8.30.

Aplicamos algunas de
rrafo al estudio de
germen analitico S
dimensién d por tanto),
(c.T.

analitico,

verifica la igualdad
es en general
Sing 0O Rn
los generadores del
incluso a

[23]

canza la dimension,

ejemplo

S, = {zOx+y ) (x2+y2)-x* = 0}

Sing Sq O

Se verifica 3a siguiente

Proposicion.

los gérmenes analiticos.
de dimensiodn
Sing Sqg C\

sino preanalitico,
es un germen analitico cuyas ecuaciones son
ideal jacobiano de

130

-Irreducibilidad y coherencia son sufi-
las propiedades fundamentalmente usadas en
La demostracion de esta proposicidn sigue

c.q.d.

las proposiciones dadas a este pa-
dado un
(de
pero no se

En general,
d vy su
Rn 2
25 ). En

complejificado Sq
Sing Sq ,
efecto, Sing Sq no
mientras que

las de

G-

La patologia al_

puesto de manifiesto en el siguiente

Sing SO = {0}

Rn = (x=0, y=0}

Sea Sq germen analitico. Entonces
Sln% LO C\ Rn = Sing SO Sl SO es
vd U -coherente.

Demostracion.

Supongamos que se verifica el

cir, que

Sing SQ C\

criterio jacobiano; es de-

Rn - Sing So
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Tomando representantes de SO y So’ .sea p 6 Vd . Por hipote-
sis p £ Sing SO Rn ; luego p es regular en % de dimension
maxima. Asi (S)P es un germen regular complejo de dimension d.
Sea Sp el complejificado de SP- Debemos mostrar -segun 0.19-
que Sp = (S Ahora bien, en general se tiene ir (S

y su dimension es d en ambos casos. Puesto que (S)* e [drre-

ducible, se sigue la igualdad.

Reciprocamente, supongamos que es Vg L) (0) coheren
te. Sea su complejificado. Si p 6 S es un punto regular de
dimensién méaxima, por la coherencia obtenemos

G = Sp

Como S €'s regular, la proposiciéon quedard demostrada si verifi-
camos que la complejificaciéon de un germen regular es un germen com
piejo regular. Pero, en efecto, si f~+° fn son gérmenes ana-

liticos tales que Wf ) ,...,(dF) son n-r vectores 1indepen

dientes sobre el cuerpo real, extendiendo dichas funciones a un e..

torno complejo de o obtenemos que dfr+i) (0 )»e*e*n N g S°n
independientes sobre el cuerpo complejo. Pues, siendo (dfr+j)Q

real 1 < j c n-r, toda combinacién con coeficientes complejos de
dichos vectores puede desdoblarse en un par de combi naciones con

coeficientes reales, que -por hipdétesis- deben ser cero. q
c.q-d.

8.31. Propos icion .

Sea S_ germen analitico irreducible de dimensién d

J=((F ...f ) su ideal jacobiano. En = An[IFf\l ***1 U

verifica que si

5 (¢ >=n (C i+1ip
J6F1 J J
de forma irredundante, entonces existe ¢X N An tal que CX~/ - 0K

para J € FT .
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Demostracion.

Sea Gu = ideal de SO en An . Como es sa-
bido 0O = 0 Puesto que 0 es primo, la proposicion
JGF ~

quedarad demostrada si probamos que dim Gv* = d, jeF~’
Veremos equivalentemente, que
dim \fiouj + -4j) " d Joc

Por ser la descomposicidén irredundante, sabemos que en un entorno

del origen existen p, tan proximos a o como queramos, taleo

que
\T (o*.§+ iS)P
V. (X ,+1.,) =0 , si jl4 3 .
Concluimos entonces que no todas las funciones " pueden
anularse en p . En efecto, en tal caso, como
+ ij) = so rwcij) ,
y p 6 S, se seguii"fia que pG f (Gij + 1)) V J61° . Absurdo

Asi pues p es regular de S de dimension d (aunque no

se verifique el criterio jacobiano), y por tanto

dim V~A(Cuj + 1j)p=dim sr = d *

c.g.d.
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