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Introduccion.

El presente trabajo trata sobre familias de dimensién dos de rectas de P32, llamadas
congruencias. Se llama orden de una congruencia al niimero de rectas suyas que pasan por
un punto general de P2, y clase de una congruencia al niimero de rectas suyas contenidas
en un plano general de P3. Se dice que una congruencia tiene bigrado (a,b) si tiene orden
a y clase b. Nétese que, como una recta en P? es una recta en P3*, a partir de cada
congruencia se obtiene una congruencia dual que tiene bigrado (b,a). Por lo tanto, a y b
juegan un papel simétrico.

Un problema que surge de manera natural es determinar para qué valores de a y b
existe una congruencia de bigrado (a,b). Si a = 0, es facil ver que cualquier congruencia
irreducible es necesariamente un S—plano, es decir, la familia de rectas contenidas en un
plano de P3. En particular, b = 1. Por dualidad, b = 0 implica que la congruencia es un
a—plano, es decir, la familia de rectas que pasan por un punto de P2, en cuyo caso a = 1.
Es un resultado clésico (ver [K]) que para a = 1 y para cada b > 0 existe una congruencia
irreducible de bigrado (1,b), que puede generalizarse para cada a > 1. Por lo tanto, el
problema de determinar los posibles valores de a y b es trivial si lo planteamos de un modo
tan general.

Sin embargo, el problema anterior recobra significacion si consideramos las congruen-
cias desde un punto de vista més actual. En primer lugar, el conjunto de las rectas de P3
estd parametrizado por la Grassmanniana de rectas en P2, G(1,3), que es una cuddrica lisa
de P°. Podemos entonces identificar una congruencia con una superficie de G(1,3). Por
ello, ademas de la irreducibilidad, es también muy natural pedir que la congruencia sea
lisa como superficie. Por este motivo, a lo largo de todo este trabajo y de acuerdo con la
terminologia actual, llamaremos congruencia a una superficie lisa e irreducible de G(1, 3).

Con esta nueva hipétesis de lisitud, para a = 1 sélo existen congruencias de bigrado
(1,b) para b < 3. Si a = 2, existen congruencias de bigrado (2,b) exactamente para
b=1,2,3,6y,sia=3,parab<7yb#0 (ver [CDV]y [G3]).

Para a arbitrario, lo que se sabe es ain muy insatisfactorio. En esta direccién, en



[CDV] se demuestra que a < max{4b®>—2,8b—>5} (por simetria, b < maz{4a®—2,8a—5})
cuando S no es ni un a—plano (por simetria, ni un S—plano). Por otra parte, Gross
ha demostrado en [G1] que a < O(b*/?) para toda congruencia de bigrado (a,b). Esta
acotacion no es la mejor esperada, ya que la mayor diferencia entre orden y clase en los
ejemplos conocidos de congruencias aparece en una sucesién de congruencias .5,, de bigrados
(an,bn) tal que limy, o 3= = 1.

Dolgachev y Reider introdujeron un modo de encontrar restricciones para el bigrado de
una congruencia mediante fibrados vectoriales, consistente en estudiar la semiestabilidad
del fibrado universal cociente de G(1, 3) restringido a S, Q|s. En concreto, en su articulo de
1991 sobre fibrados vectoriales de rango 2 en superficies de Enriques (ver [DR]), Dolgachev

y Reider enunciaron su famosa conjetura:

Conjetura DR. Si S es una congruencia no degenerada como superficie de P°, entonces

el fibrado Q|s es semiestable.

La hipotesis de que S sea una congruencia no degenerada no es restrictiva, pues es bien
sabido (véase Proposicién 3.8 de [AS2]) que las congruencias degeneradas tienen bigrado
o bien de la forma (n,n), o de la forma (n — 1,n), o de la forma (n,n — 1).

Si suponemos cierta la conjetura anterior, aplicando el Teorema de Bogomolov (que
establece la desigualdad ¢;1? < 4c, para fibrados semiestables) a Q|g, teniendo en cuenta
que ¢1(Q|s)? = a+ by que c2(Q|s) = b, obtendriamos la desigualdad a < 3b para toda
congruencia de bigrado (a,b) con excepcién de los a—planos. Por simetria, obtendriamos
b < 3a para toda congruencia de bigrado (a,b) con excepcién de los B—planos.

Utilizando las técnicas introducidas por Dolgachev y Reider, Gross demostré en [G1]
que si una congruencia de bigrado (a,b) no es de tipo general, entonces a < 3b. Sin
embargo, la condiciéon “no ser de tipo general” es muy restrictiva pues, como se demuestra
en [AS2], s6lo hay un ntimero finito de familias de congruencias que no son de tipo general.

En este trabajo nos centramos en el estudio de la estabilidad de @ restringido a con-
gruencias de G(1,3). Un primer paso en esta direccién es estudiar para qué congruencias S
el fibrado universal Q|g es escindido. Con respecto a este problema, en [AS2] se demuestra

que el fibrado universal @) restringido no es escindido salvo para una cantidad finita de
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congruencias. El problema andlogo para congruencias en la Grassmanniana G(1,4) (i.e.,
para familias de dimensién tres de rectas en P*) fue estudiado posteriormente por Arrondo
y Grana en [AGr], llegando a la misma conclusién. En el caso de congruencias de Grass-
mannianas G(1,n) con n > 4, Arrondo ha clasificado en [A1] las congruencias de G(1,n)
(familias de rectas de P de dimensién n — 1) para las cuales el fibrado universal S de
rango n — 1 es escindido.

Un siguiente paso en el problema que nos ocupa es el estudio de la simplicidad del
fibrado universal @) restringido. La primera contribucién de este trabajo (capitulo 3) es la
demostracién de que sélo hay cuatro tipos de congruencias en la Grassmanniana G(1,3)
tales que el fibrado @ restringido no es simple. En todos estos casos, Q)|s es escindido, de
donde deducimos el sorprendente hecho de que @ restringido no es simple si y solo si es

escindido (véase [C]).

Respecto al problema concreto de estudiar la estabilidad de @ restringido a una con-
gruencia de G(1, 3), Gross demuestra en [G1] (véase también [AS2], Proposicién 2.4) que,
dada una congruencia S con bigrado (a,b), si b > a, entonces @)|s es semiestable. En la
demostracion de este resultado se encontraba implicita mas informacién, que presentamos
completamente en el Teorema 4.4 del capitulo 4. Ademas, en la Proposicion 4.3 del mismo
capitulo demostramos que, si S es una congruencia sin curva fundamental y no es racional,
entonces ()|s no puede tener un subhaz lineal con pendiente muy grande.

Estos resultados no nos permiten obtener una conclusién general a la conjetura de
Dolgachev y Reider, pero si deducir una cierta estimacion de la pendiente maxima alcan-
zada por los subhaces lineales de () restringido a una congruencia. Como esta estimacion
s6lo es significativa cuando |a — b| es pequeno, comprobamos que se verifica la conjetura
de Dolgachev y Reider, caso por caso, para las congruencias de grado menor o igual que 9,
siguiendo la clasificacién de distintos autores, recopilada en [AS2]. Ademés de determinar
la estabilidad de @) restringido, estudiamos en cada caso la pendiente maxima que alcanzan
los subhaces lineales de () restringido a cada congruencia de grado menor o igual que 9.

Dentro de la misma familia de congruencias puede ocurrir que la estabilidad de la

restriccion de @ o la pendiente maxima alcanzada por los subhaces lineales del mismo varien
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de una congruencia a otra. Un ejemplo de esta situacion es el caso de congruencias de grado
par contenidas en un complejo lineal (ver Observacién 2.1.13), en el que la restriccién de
(Q a la congruencia general es estable, pero solo semiestable para algunos casos especiales.
Ahora bien, para poder hablar de congruencia general y especial dentro de una misma
familia, es necesario que el esquema de Hilbert que parametriza esta familia sea irreducible.
Esto sélo estd demostrado para las congruencias de grado menor o igual que 9 (véase
[AS2]), por lo que nuestro estudio se centra en tales congruencias. en concreto, para cada
tipo de congruencia S calculamos la pendiente méxima alcanzada por los subhaces lineales
de Q|s cuando S es general. Eventualmente, calculamos también la pendiente maxima

para casos especiales. Por tanto, este trabajo es una primera evidencia de la siguiente

Conjetura. Para cada componente irreducible del esquema de Hilbert de congruencias

no degeneradas, la restriccion de () a la congruencia general es semiestable.

Noétese que, aunque esta conjetura es mas débil que la de Dolgachev y Reider, sin
embargo ambas implican la misma relaciéon a < 3b para todas las congruencias de bigrado
(a,b) (excepto para los f—planos). El motivo es que el bigrado (a, b) permanece constante

en todo el esquema de Hilbert.

La estructura de este trabajo es como sigue:

e Dividimos el primer capitulo en tres secciones. En la primera de ellas describimos
la Grassmanniana G(1,3) de rectas en P, estudiamos las subvariedades que caracterizan
su anillo de Chow y recordamos la construccién de algunos fibrados vectoriales, como los
fibrados universales. En la segunda secciéon demostramos varios resultados sobre dimension
de grupos de cohomologia de fibrados en G(1, 3) que necesitaremos en capitulos posteriores.
Finalmente, en la tercera seccién, definimos los conceptos de estabilidad y simplicidad de
fibrados vectoriales, demostrando varias propiedades basicas sobre este tema.

e En el capitulo segundo presentamos la teoria de congruencias en G(1,3). En la
primera seccion recordamos las nociones de punto fundamental y curva fundamental, reco-
giendo resultados ya existentes sobre congruencias contenidas en un complejo lineal (ver
Proposicién 2.1.9 y Proposicién 2.1.11). Demostramos ademas lemas técnicos sobre super-

ficies racionales y regladas que necesitaremos en el capitulo 6, pues aparecen repetidamente
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congruencias de ambos tipos. En la segunda seccién del capitulo, describimos cada una
de las congruencias de grado menor o igual que 9, siguiendo la clasificaciéon recopilada en
[AS2], completando en algunos casos la descripcion geométrica que alli se da.

e En el tercer capitulo clasificamos las congruencias S de G(1,3) para las que Q|s
no es simple, demostrando como consecuencia que @|g no es simple si y sélo si Q|s no es
escindido (ver Teorema 3.1). Dividimos la demostracién de este resultado en dos partes,
dependiendo de si S tiene recta fundamental o si viene proyectada desde la Grassmanniana
G(1,4). Dedicamos una seccién a cada posibilidad.

e En el capitulo cuarto, completamos el resultado de Gross anteriormente mencionado
(ver Teorema 4.4) y demostramos que, si S es una congruencia que verifica ciertas condi-
ciones geométricas, entonces Qs no puede tener un subhaz lineal con pendiente muy
grande (ver Proposicién 4.3).

e En el capitulo quinto explicamos un método para calcular dimensiones de sistemas
lineales de curvas en P? mediante transformaciones de Cremona, que utilizamos para cal-
cular dimensiones de sistemas lineales concretos que aparecen en el capitulo 6.

e Finalmente, en el capitulo sexto estudiamos caso por caso la estabilidad de la re-
striccién de @ a cada congruencia de grado menor que 9. Ademas, como ya hemos dicho
antes, calculamos para cada congruencia general S la pendiente maxima alcanzada por los
subhaces lineales de Q|s.

e Finalmente, anadimos como apéndice dos tablas. En la primera de ellas recogemos
los resultados de estabilidad que hemos obtenido en el capitulo 6, mientras que en la
segunda recogemos resultados parciales sobre las congruencias de grado 10, a fin de dar

una idea de las dificultades que aparecen en grado superior.



vi



Capitulo 1. Preliminares.

En este primer capitulo introducimos la variedad ambiente en la que trabajaremos, la
Grassmanniana, de rectas en P3. Dedicamos la segunda seccién del mismo a los fibrados
vectoriales sobre G(1, 3), describiendo, en particular, ambos fibrados universales. También
demostramos una serie de resultados sobre la cohomologia de los fibrados introducidos en
esta seccion. Finalmente, en la tltima seccion del capitulo definimos los conceptos funda-
mentales de estabilidad y simplicidad de fibrados vectoriales, demostrando a continuacién

varios resultados bésicos sobre fibrados con alguna de las propiedades anteriores.

1.1. Preliminares sobre G(1,3).

Definicién 1.1.1. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y de caracteristica cero.
Dado un espacio vectorial V' sobre K de dimensién 4, llamaremos P3 al conjunto P(V)
de hiperplanos de V' (o, equivalentemente, al conjunto de cocientes de dimensién 1 de
V, o al conjunto de rectas de V*). A la variedad de todas las rectas de P? se le llama
Grassmanniana de rectas de P?, y se denota por G(1,3). Por comodidad, escribiremos G

cuando proceda.

Sea [ la recta de P3 que pasa por dos puntos cuyas coordenadas respecto de alguna

referencia son a = (ag : a1 1 ag :as) y b= (by : by : ba : b3), y representémosla de la forma

- (ao a; as ag)
bo b1 b2 b3
Consideremos la inmersién de Pliicker
13 G(1,3) — P°,
Lia,b] — [@ A D]
donde L[a,b] es la recta de P3 generada por los puntos representados por los vectores
independientes @, b de V* y (@ A 7] indica el punto de P(A* V') = P5 representado por
@ A D. Mediante tal inmersién, la recta [ anterior se transforma en el punto de P® de

coordenadas (po1 : Po2 : Po3 : P12 : P13 : P2s), donde
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__ |Go a1 __ |aGo a2 __ |ao as _ a1 a2 _|a1 as
Po1r = bO b]_ , Po2 = bO b2 , Po3 = bO b3 y P12 = ’b]_ b2 y P13 = bl b3
__|az2 as
p23 - b2 b3 .

De este modo, podemos considerar G(1,3) como una cuédrica lisa de P5 de ecuacién

Po1P23 — Po2P13 + Poapi2 = 0.

Existe un isomorfismo natural
G(1,P3) — G(1,P3")
que aplica cada recta de P3 en el haz de planos de P? que la contienen (que es una recta

de P37).

Definicién 1.1.2. Un complejo de grado d es la intersecciéon de G(1,3) con una hipersu-
perficie de P° de grado d. En particular, si d = 1, decimos que el complejo es lineal. Hay
dos tipos de complejos lineales: general, cuando la seccion hiperplana es lisa, y especial,
si es singular. Este ultimo caso estd caracterizado porque el complejo lineal consite en el

conjunto de rectas de P? que cortan a una recta fija.

A continuacién enunciamos y demostramos un resultado bésico sobre G(1,3), cuyos

corolarios utilizaremos repetidamente en capitulos posteriores:

Lema 1.1.3. Consideremos G(1,3) como una cuddrica de P°, mediante la inmersién de
Pliicker. Entonces, una recta de P° que une dos puntos de G(1, 3) esta contenida en G(1, 3)
si y sélo si las rectas de P? correspondientes a dichos puntos se cortan. En particular, una

recta en G(1,3) es un haz de rectas en P3.

Demostracion.

Sean [ y I’ dos rectas de P3 que no se cortan. Podemos suponer | = (é (1) 8 8)

yl = 8 8 (1) (1) , que en P° corresponden a los puntos L= (1:0:0:0:0:0) y
L'=(0:0:0:0:0:1) por la inmersién de Pliicker. Recordando que la ecuacién de G en
P es

Po1P23 — Po2P13 + Poszpi2 = 0,

2



es claro que la recta de P° que une los puntos L y L', de ecuaciones

Po2 = po3 = p12 = p13 = 0
no estd contenida en G.

Reciprocamente, supongamos ahora que [ y I’ se cortan en un punto. Podemos suponer
uel_lO()Ol,_l()OO
mer=to 100/ " “loo0o10)

La imagen en P° de cada una de las rectas anteriores por la inmersién de Pliicker es
L=(1:0:0:0:0:0)yL'=(0:1:0:0:0:0), respectivamente. La recta de P° que
une estos dos puntos tiene ecuaciones

Po3 = P12 = p13 = p23 = 0,

y estd contenida en la cuadrica G.

Veamos ahora que la recta de ecuaciones pgs = pi12 = pi3 = p23 = 0 es el haz
de rectas de P3 que pasan por el punto (1 : 0 : 0 : 0) y estdn contenidas en el plano

{x3 = 0}, donde denotamos por (xg : z1 : T3 : x3) a las coordenadas homogéneas de P3.

0 0 O .
0 @ o 0). Existe,

por tanto, una correspondencia biunivoca entre puntos (qo : g1 : 0 : 0 : 0 : 0) de la recta

En efecto, toda recta de dicho haz puede escribirse de la forma <

{po3 = p12 = p13 = P23 = 0} de P° y rectas (é (;) ; 8) del haz de rectas de P3 que
0o ¢
pasan por el punto (1:0:0:0) y estdn contenidas en el plano {z3 = 0}. O

Definicién 1.1.4. Se llama a—plano al conjunto de rectas de P2 que pasan por un punto

dado. Llamaremos 3—plano al conjunto de rectas de P? contenidas en un plano dado.
Los a—planos y f—planos son subvariedades de G(1,3) que se transforman en planos

de P° bajo la inmersién de Pliicker. A partir del Lema 1.1.3, obtenemos ttiles propiedades

de tales planos:

Corolario 1.1.5. Un a—plano y un —plano o bien son disjuntos o bien se cortan en una

recta. Ademas, dos a—planos se cortan siempre en un punto, y dos f—planos también.

Demostracion.



Sea II; el a—plano de todas las rectas de P? que pasan por un punto p, y sea I,
el beta—plano de todas las rectas de P3 contenidas en un plano II. Es obvio que, si p
no pertenece al plano II, entonces II; y Iy son disjuntos como planos de P°. Si, por el
contrario, p pertenece a II, entonces el a—plano II; y el f—plano Il; se cortan en el haz
de rectas de P? que pasan por p. Por el Lema 1.1.3, esto es equivalente a decir que II; y
II, como planos de P® se cortan en una recta.

El resto del enunciado se demuestra de manera analoga. ]

Corolario 1.1.6. Los tinicos planos de P° contenidos en la Grassmanniana G(1,3) son

los a—planos y los 3—planos.

Demostracion.

Un plano de P® contenido en G es una familia S de dimensién 2 de rectas de P con
la propiedad de que todas las rectas de la familia se cortan (Lema 1.1.3).

Consideremos dos rectas de S, y sea p su punto de interseccién. Si el resto de las
rectas de S pasan por p, entonces S esta contenida en el a—plano de todas las rectas por
p. Como un a—plano es una subvariedad irreducible de dimension 2 y S tiene dimensién
2, necesariamente S es el a—plano de todas las rectas por p.

Supongamos ahora que S no es un a—plano. Esto significa, considerando de nuevo las
dos rectas anteriores, que existe una recta de S que no pasa por p. Como las tres rectas se
cortan, existe un plano I en P? que las contiene. Tenemos entonces que S estd contenida
en el f—plano de todas las rectas contenidas en el plano II. Ahora bien, un S—plano es una
subvariedad irreducible de dimension 2, luego S es necesariamente el S—plano de todas las

rectas contenidas en II. O

Corolario 1.1.7. Considerando G(1,3) como una cuddrica de P°, dada una recta L C

G(1, 3), siempre existe un f—plano que la contiene.

Demostracion.
En efecto, segin el resultado anterior, una recta en G(1,3) es un haz de rectas en
P3. Sea II el plano que contiene a dicho haz. El conjunto de rectas contenidas en II es el

[B—plano que buscabamos. ]



Una propiedad interesante de los a—planos y los f—planos es la siguiente:

Lema 1.1.8. Sea C una curva plana contenida en G(1,3) de grado mayor o igual que 3.

Entonces C' esta contenida o bien en un a—plano o bien en un (3—plano.

Demostracion.

Sea II el plano de P que contiene a C, y consideremos una recta L contenida en II.
Entonces CNL C G(1,3)NL. Ahora bien, como C' es una curva plana, § (CNL) = degC > 3,
de donde se tiene necesariamente que L C G(1,3) (porque G(1,3) es una hipersuperficie
cuadrica de P%). Hemos demostrado por tanto que toda recta de II estd contenida en
G(1,3), luego II est4 contenido en G(1,3). Como los tinicos planos de P contenidos en la

Grassmaniana G(1,3) son los a—planos y los —planos, ya tenemos lo que queriamos. [

Describimos ahora el anillo de Chow A(G) de la Grassmanniana G(1,3):
— AY(G) = ZH, donde H es la clase de la seccién hiperplana de G en P°. Si el hiperplano
es tangente a G en un punto [/, entonces su intersecciéon con G es un cono cuadratico de
vértice | que corresponde al ciclo de Schubert de rectas de P3 que cortan a la recta L
representada por el punto [ de G.
— A?(G) = Za ® Z3, donde « es la clase de un a—plano y (3 es la clase de un S—plano.
— A3(G) = ZL, donde L es la clase del haz de rectas de P3 contenidas en un plano fijo y
que pasan por un punto fijo del plano.
— A*(G) = Zp, donde p es la clase de un punto de G.

Entonces podemos denotar un ciclo en A*(G) por un niimero entero excepto en el caso
i = 2, donde utilizamos pares de enteros (a,b) para denotar la clase ac + bg.

La estructura multiplicativa de A(G) estd dada por

H?>=a+p
Ha=1L
Hp =1L
HL=p
a?=p
B3*=p
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Definimos ahora dos fibrados vectoriales de rango 2 sobre G(1, 3), los llamados fibrados

universales.

Sea V* x G(1, 3) el fibrado trivial sobre G(1, 3). Consideremos el siguiente subfibrado
de V* x G(1,3):

Q* ={(,)) eV*xG(1,3)|ve '} CV*xG(1,3)
lm

G(1,3)

T

donde 7 es la proyeccién sobre G(1,3) y por [ denotamos el plano de V* que define a la

recta [ de P3.

Definicién 1.1.9. Llamamos fibrado universal cociente al fibrado dual de Q*, de rango 2.
Lo denotamos por Q. La fibra de @ en cada | € G(1,3) es entonces el cociente de rango 2
de V' que define la recta .

El nombre “universal” deriva de la siguiente propiedad:

Proposicion 1.1.10. Sea X una variedad abstracta, y supongamos que existe un fibrado

[ de rango 2 sobre X generado por cuatro secciones globales. Se tiene entonces un morfismo
v: X — G(1,3)

de modo que ¢*@Q) = F. Por tanto, si ¢ es una inmersion, entonces ¢*Q) = Q|x, lo que

implica que F = Q|x.

Demostracion.

Dualizando el morfismo sobreyectivo de haces
oy » T
obtenemos en cada punto x € X la aplicacién sobre
K* - F,,

luego P(F,) C P(K*).



Por tanto, el morfismo
p: X — G(1,3)
z+— P(Fy)

estd bien definido.

Consideremos ahora el fibrado Q*, dual del fibrado universal cociente de la definicién
1.1.9. Tenemos que ¢*@Q* es un fibrado sobre X tal que la fibra en cada punto x es la fibra
de Q* en ¢(z), esto es,

* )k —1 —= *
e Q" ={(z,v)lv e 7 (p(x))} = {(z,v)|lv € p(x)} = {(z,v)|lv € F}}

Luego ¢*Q* = F*. Obviamente, si ¢ es una inmersién, entonces p*Q* = Q*|x. O

La propiedad anterior muestra la importancia de estudiar ()|s para una congruencia

S, pues a partir de este fibrado puede obtenerse toda la geometria de S.

Definicién 1.1.11. Consideremos ahora el fibrado cociente S := V* x G(1,3)/Q*. Lla-

mamos subfibrado universal a su dual $*. Nétese que S tiene rango 2.

A partir de ambos fibrados, vistos como haces localmente libres (utilizaremos indistin-
tamente las nociones de fibrado vectorial y de haz localmente libre), se obtiene la sucesion

exacta universal

0 —S" — Vel —Q—0 (1.1)

Utilizando la identificacién G(1,P3) ~ G(1,P3"), tenemos que la sucesién exacta uni-
versal para G(1,P?") es la dual de (1.1), por lo que en la Grassmanniana dual los fibrados

S y @ se intercambian.
Tomando cohomologia en la sucesion universal, obtenemos que
H'Q) =V

y que el lugar de ceros de una seccién de ) es un f—plano. Por dualidad, el lugar de ceros

de una secciéon de S es un a—plano.



Teniendo en cuenta que ¢1(Q) = 1y ¢1(S) = 1 (donde ¢; denota la primera clase
de Chern), y que ambos fibrados @) y S tienen rango 2, se deduce que Q* = Q(—1) y
S =S8(-1).

Recordamos brevemente la construccion de los fibrados V y E, definidos por Hernandez
y Sols en [HS1], y que se puede encontrar con méas detalle en [AS2], §1.3. Si consideramos
dos secciones s; y so de § y @, respectivamente, tales que definen un a—plano y un
B—plano disjuntos, la seccién (s1,sq2) del fibrado S @ @ no se anula en ningin punto de
G(1,3). Por ello define un fibrado de rango 3, V(1), que aparece como un cociente en la

sucesion

0— 0 —S»Q — V(1) —0 (1.2)

Dualizando y tensorializando con Og(1) la sucesién anterior, obtenemos

00—V —SdQ — O0z(1) — 0 (1.3)

En [AS2] se demuestra que V* tiene una seccién que no se anula en ningin punto de

G(1,3) y de nuevo se tiene una sucesién exacta

0— Og — V' — FE(1) —0 (1.4),

donde E es un fibrado de rango 2 con clases de Chern ¢;(E) = —1 y c2(E) = (1,1).
Ademés, E(1) tiene una seccién que se anula exactamente en la unién disjunta del a—plano

y B—plano definidos por las secciones s; y so respectivamente.

1.2. Cohomologia de fibrados vectoriales en G(1,3).
Reunimos en esta seccion un conjunto de resultados cohomolégicos de fibrados en
G(1,3) que necesitaremos en los capitulos sucesivos. En primer lugar, enunciamos cinco

resultados cuya demostracién puede encontrarse en [AS2], §1.

Proposicién 1.2.1. h*(Og(l)) = 0 para cada I, con i = 1,2,3; h°(Og(l)) = 0 si | < 0;
h*(Og(l)) =0 sil > —4.



Proposicién 1.2.2. h'(S(1)) = h*(Q(l)) = 0 excepto parai =0, [ >0 ei=4, | < 5.

Proposicién 1.2.3. hi(E(l)) = 0 excepto parai =0, [ >1;i=1,1=0;i=3, =3¢
i=4, 1< -4,

Proposicién 1.2.4. h'(S ® Q(l)) = 0 excepto parai =0, | > 0;i =1, | = —2, en que
R SE®Q(-2)=1;i=3,1=—4,en que 3(S®@Q(—4)) =1,ei=4, | < —6.

Proposicién 1.2.5. hi(S52S(1)) = h¥(S?Q(l)) = 0 excepto parai =0, | > 0;i =2, | =
= —3, en que h?(S28(-3)) = h3(S?Q(-3)) =1, ei=4, | < —6.

Lema 1.2.6. H'(Q® Q*(-1)) =0y HY(Q ® Q*(-1)) = 0.

Demostracion.

Descomponiendo Q@ ® Q*(—1) en la suma directa S?Q(—2) & Og(—1), tenemos que
HY(S2Q(-2)) ® H(Og(—1)) = 0, para i = 0,1 (véase Proposicién 1.2.1 y Proposicién
1.2.5). O

Lema 1.2.7. H°(Q ® S?Q(—n)) =0 si n > 2.

Demostracion.
Tomando potencias simétricas en la sucesién universal (1.1), obtenemos
0 — Og(—1) — (8" — O — S2Q — 0
NS
K (1.5)
7N

Ahora tensorizamos cada una de las sucesiones cortas por Q(—n) y tomamos coho-

mologia. Utilizando la Proposicién 1.2.2 y la Proposicién 1.2.4, tenemos

H(Q® S?Q(—n)) = HYK @ Q(—n)) = H(S* @ Q(-n))* =0, sin <2



Lema 1.2.8. H'(Q ® Q*) = 0.

Demostracion.
Como Q®Q* = S?Q(—1)®0Og, por la Proposicién 1.2.1 y la Proposicién 1.2.5 tenemos
que H(Q ® Q*) = 0. O

Lema 1.2.9. H!(8* ® S?Q(—n)) =0sin # 1.

Demostracion.
Tensorizamos cada una de las sucesiones cortas de (1.5) por §*(—n). Tomando coho-

mologia y considerando la Proposicién 1.2.2, obtenemos
H'(S* ® 8°Q(-n)) = H*(K ©® §"(-n)) = H*(S" ® §"(-n))*

Como n # 1, concluimos H?(S8* ® 8*(—n)) = 0 utilizando la Proposicién 1.2.1 y la
Proposicién 1.2.5. [

Lema 1.2.10. HY(Q ® S?Q(—n)) = 0, para todo n.

Demostracion.

Tensorizamos cada una de las sucesiones cortas de (1.5) por Q(—n), y tomamos co-
homologfa. Por la Proposicién 1.2.2 y la Proposicién 1.2.4, se tiene h3(Q(—n — 1)) = 0
y H*(S8* ® Q(—n)) = 0 respectivamente, luego H?(K ® Q(—n)) = 0. Por tanto, como
HY(Q(—n)) = 0 (otra vez por la Proposicién 1.2.2), se tiene H'(S%Q ® Q(—n)) = 0 para

cada n. O

Lema 1.2.11. H?(S ® S?Q(-3)) = 0.

Demostracion.
Tensorizamos la sucesién universal (1.1) por S2Q(—2),
0 — S*® S%2Q(-2) — S?2Q(-2)* — Q ® S?Q(-2) — 0
y tomamos cohomologia. Por el Lema 1.2.10 es H'(Q ® S?Q(—2)) = 0. Por otra parte,
como H?(5%2Q(—2)) = 0 (Proposicién 1.2.5), se tiene que H2(S* ® S?Q(—2)) = 0, es decir,
H?(S ® S?Q(-3)) = 0. O
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Lema 1.2.12. H'(S?Q ® E(-2)) = 0.

Demostracion.

Dualizamos la sucesién (1.4), obteniendo
0—E—V-—0zg—0
Tensorizando la sucesién anterior por S?Q(—2) y tomando cohomologfa,
0= HO(S2Q(~2)) — H'(S*Q ® B(~2)) — H($2Q ®V(~2)) — H'(S2Q(~2)) = 0

Luego H'(S2Q ® F(—-2)) = H'(S52Q ® V(—2)). Para calcular H'(52Q ® V(—2)), ten-

sorizamos la sucesién (1.2) por S2Q(—3). Tomando cohomologfa, obtenemos
0 — H'(S°Q @ V(-2) — HX(S?Q(-3)) == HX(Q® S*Q(-3))

(porque H'(S ® S?Q(-3)) = 0, HY(Q ® S?Q(-3)) =0y H*(S ® S?Q(-3)) = 0, segtin
los Lemas 1.2.9, 1.2.10 y 1.2.11 respectivamente).

Luego H(S%Q ® V(—2)) = 0 si y sélo si ¢ es inyectiva. Vamos a probar pues que 1)
es inyectiva:

Sea S’ el B—plano (plano de P° por la inmersién de Pliicker) correspondiente al lugar
de ceros de la seccién s de Q dada por la segunda coordenada del morfismo Og — S H Q)
de la sucesién (1.2). Tensorizamos la sucesién

0— 0z —Q—Js(1) —0

por S2Q(—3), donde Oz — Q corresponde a la seccién s:
0— $?Q(-3) — Q® 5°Q(-3) — S°Q(-3) ® Js/(1) — 0
Tomamos cohomologia y consideramos los morfismos
HY(S2Q(—3) @ Jor(1)) — H*(S?Q(-3)) > HA(Q © $°Q(-3))

Entonces 1) es inyectiva si y sélo si H1(S?Q(-3) ® Js/(1)) = 0. Vamos a demostrar que
HY(S%2Q(-3) ® Js/(1)) = 0. Para ello, tensorizamos por S2Q(—3) la sucesién

0— Js (1) — Og(1) — Og/ (1) — 0,
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obteniendo
0 — S2Q(-3)® Js (1) — S%2Q(-2) — S*Qls/(—2) — 0,

donde Q|S’ = Q]pz (2)
Entonces, como H'(S%2Q(—2)) = 0 por la Proposicién 1.2.5, bastard demostrar que
H°(S2Q|s/(=2)) = 0. En primer lugar, nétese que S?Q|s/(—2) = (S%Qp2)(2). Ahora,

tomando potencias simétricas en la sucesién de Euler para P2, obtenemos
0 — S%Qp2(2) — S203: — Op2(1)® — 0

Tomando cohomologfa, se deduce que H?(S%p2(2)) es el nicleo de la aplicacién inyectiva
S?H(Op2(1)) — H°(Op2(1)) © H(Op2(1)),

luego HO(S?Qp=(2)) = 0, lo que completa la demostracién. O

Lema 1.2.13. HY(Q ® Q* ® Q*(-1)) = 0.

Demostracion.

Escribiendo Q ® Q* ® Q*(—1) como la suma directa (S2Q ® Q(—3)) ® Q(—2), tenemos
que H1(Q ® Q* ® Q*(—1)) = HY(S?Q ® Q(—3)) ® H(Q(-2)), que es cero por el Lema
1.2.10 y la Proposicion 1.2.2. [

Lema 1.2.14. h?(Q ® Q*(-2)) = 1.

Demostracion.

Como Q ® Q*(~2) = S2Q(~3) & Os(~2), es HA(Q © Q*(—2)) = HA(S*Q(-3)) &
®H?*(0g(—2)) = H?*(S?Q(-3)), que es un espacio vectorial de dimensién 1 (Proposicién
1.2.5). O

Lema 1.2.15. h?(5%Q ® Q(-3)) = 4.
Demostracion.
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A partir de (*) obtenemos las sucesiones exactas cortas
0— Og(-1) — (8 — K — 0 (1)

0— K — O — S?Q — 0 (2)

Tensorizamos la sucesién (2) por Q(—3), y tomamos cohomologfa. Como H?(Q(—3)) =0

y H3(Q(—3)) = 0 (ver Proposicién 1.2.2), tenemos que
H*(S’Q® Q(=3)) = H'(K © Q(=3))

Ahora tensorizamos la sucesién (1) por Q(—3) y tomamos cohomologia. Aplicando la
Proposicién 1.2.2, tenemos H?(Q(—4)) = 0y H*(Q(—4)) = 0. Como H3(S ® Q(—4)) es
un espacio vectorial de dimensién 1 (ver Proposicién 1.2.4), se tiene que H3(K ® Q(—3))
tiene dimensién 4. Luego H?(S?Q ® Q(—3)) también es un espacio vectorial de dimensién

4. U

Lema 1.2.16. H%(Q ® Q*(—1)) = 0.

Demostracion.
Basta escribir Q ® Q*(—1) como la suma directa S?Q(—2) & Og(—1) y aplicar la
Proposicién 1.2.5. [

Lema 1.2.17. Si tensorizamos la sucesién universal (1.1) con S?Q(—3) y tomamos coho-

mologia, el morfismo H?(S%Q(-3))* Y, H?*(Q ® S?2Q(—3)) es un isomorfismo.

Demostracion.
Tensoricemos pues la sucesién universal con S2Q(—3) y, tras tomar cohomologia,

consideremos los morfismos
H(S ® 52Q(—4)) — H*(5?Q(-3))* % H*(Q ® 5°Q(~3)) — H(S ® 52Q(—4))

Aplicando la dualidad de Serre, H*(S ® S?Q(—4)) = H?*(S ® S?Q(-3)), que se anula

segun demostramos en el Lema 1.2.11. Por otra parte (de nuevo por la dualidad de Serre),
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H3(S ® S?2Q(—4)) = HY(S ® §2Q(-3)) = H(S* ® S?Q(—2)) = 0, por el Lema 1.2.9.

Luego v es un isomorfismo. ]

1.3. Estabilidad de fibrados vectoriales.

En esta seccion recordamos los conceptos de estabilidad para fibrados, con particular
atencion a las superficies, y demostramos las propiedades basicas que verifican los fibrados
estables.

Definicién 1.3.1. Dados un haz F y un divisor H sobre una variedad proyectiva de

dimensién r, definimos la pendiente de F con respecto a H, pg(F), como el cociente

c (F)-H" !
rg(F)

Definicién 1.3.2. Decimos que el haz F es H—semiestable (resp. H—estable) si para
cada subhaz propio F’ de F se tiene que pug(F') < pug(F) (resp. pug(F') < pg(F)) o,
equivalentemente, si para cada haz cociente E de F, es uy(F) < pg(E) (resp. pp(F) <
pwr(E)). Diremos que un haz es H—inestable si no es ni H—estable ni H—semiestable.
En caso de que F sea un fibrado de rango 2, basta considerar subhaces de la forma
F" = O(D), donde D es un divisor.
Observacion 1.3.3. Aplicaremos las definiciones anteriores a subvariedades de G(1,3),
y H sera siempre la seccién hiperplana de G(1,3). Por comodidad, escribiremos a partir
de ahora u(F) en lugar de pug(F). Por el mismo motivo, hablaremos simplemente de

semiestabilidad en vez de H—semiestabilidad.
Recordamos ahora sin demostraciéon algunos ejemplos y propiedades basicas de los
fibrados estables :
1. Los fibrados universales S y O son estables.
2. EI fibrado tangente sobre P? es estable.
3. Dado un fibrado estable F, su producto simétrico S?F también es estable.
4. Dados [ fibrado estable y IL fibrado lineal, su producto tensorial F ® I es estable.
5. El fibrado dual de un fibrado estable también es estable.
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Definicién 1.3.4. Diremos que un fibrado F es simple si todos sus endomorfismos son

multiplicacién por una constante, esto es, si la dimensién de H°(F® F*) es exactamente 1.

Demostramos ahora varios resultados sencillos sobre simplicidad y estabilidad de fi-

brados vectoriales.

Lema 1.3.5. Todo morfismo ¢ : F — E entre fibrados estables tales que u(F) > u(E)

es de rango maximo.

Demostracion.
Sean E y I dos fibrados estables, y consideremos ¢ : F — [E un morfismo entre ellos.
Supongamos que ¢ no es ni sobre ni inyectiva. Entonces factoriza segin el siguiente

diagrama:

0 0
donde rg(Imyp) < rg(E), rg(F). Como F es estable, es u(F) < u(Imy). Anadlogamente,
p(Imep) < p(E) por la estabilidad de E. Como por hipétesis p(F) > p(E), hemos llegado

a una contradiccion y ¢ debe tener rango maximo. ]

Lema 1.3.6. Todo fibrado no simple tiene un endomorfismo no nulo con determinante

cero.

Demostracion.

En efecto, dado F fibrado no simple, consideremos un endomorfismo suyo ¢ distinto
de la multiplicacién por una constante. Tenemos que el determinante de ¢ + AId es un
polinomio moénico en A de grado igual al rango del fibrado F. Si Ay es una raiz de dicho

polinomio, entonces ¢ 4+ A\pId es un endomorfismo de F con determinante nulo. O
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Lema 1.3.7. Todo fibrado estable es simple.

Demostracion.

Consideremos un fibrado estable E de rango arbitrario r, y supongamos que no es
simple. Entonces, segin hemos demostrado en el Lema 1.3.6, existe un endomorfismo suyo
no nulo ¢ con determinante cero. Tenemos, pues, que el haz imagen £ := I'm¢p tiene rango

como mucho r — 1, que es absurdo por el Lema 1.3.5. Luego E es simple. O

Lema 1.3.8. Si un fibrado es escindido, entonces no es simple.

Demostracion.
Sea F =F; @ F,y. Es claro que el fibrado FQ F* = (F, @ F)) @ (F, @ F3) @ (F, @ Ff) @

(F ® F%) tiene més de una seccién global independiente, por lo que F no es simple. (]
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Capitulo 2. Generalidades sobre congruencias.

En este capitulo, introducimos la nocién de congruencia de rectas en P3, tema amplia-
mente tratado desde finales del siglo XIX. Los gedmetras algebraicos clasicos consideraban
las congruencias sélo como familias de dimensién 2 de rectas de P3, y no como superfi-
cies sumergidas en P® mediante la inmersién de Pliicker. Con este punto de vista, lo més
natural es clasificar las congruencias segtin su orden, i.e., segiin el niimero de rectas suyas
que pasan por un punto general de P3. En este contexto, llamaban punto singular a un
punto por el que pasan infinitas rectas (esto es, un punto fundamental). Por ello, solian
considerar en sus clasificaciones solamente aquellas congruencias con una cantidad finita
de puntos “singulares” (i.e., sin curva fundamental), aunque como superficies en P° dichas
congruencias pudieran ser singulares.

Las congruencias de orden 1 y 2 fueron clasificadas por Kummer en [K], y Fano
clasificé las congruencias de orden 3 (ver [Fal] y [Fa2]). La mayoria de estos resultados
han sido mejorados con técnicas modernas. En particular, Ran reobtuvo, en un contexto
més general, la clasificacién de Kummer de las congruencias de orden 1 (ver [R]). La
clasificacién de las congruencias de orden 2, consideradas ya como superficies lisas de P?,
fue reobtenida por Verra en [V1] (para una primera aproximacién a la clasificacién sin la
hipétesis de lisitud, ver [A2]), mientras que Gross completé la clasificacién de orden 3 en
[G3].

Si contemplamos las congruencias como superficies en P?, es m4s interesante clasificar-
las segtin su grado. Siempre con el punto de vista clésico, ya Fano clasificé las congruencias
de grado menor o igual que 8 (ver [Fa3|). Desde un punto de vista actual, la clasificacién
de congruencias lisas de grado menor o igual que 6 fue hecha por Hernandez y Sols en
[HS2], la de grado menor o igual que 8 (incluyendo los casos con curva fundamental) por
Arrondo y Sols (ver [AS1]), y la de grado igual a 9 por Verra (ver [V2]). La irreducibi-
lidad del esquema de Hilbert de todas las congruencias de grado menor o igual que 9 esta
demostrada en [AS2]. Finalmente, Gross clasific6 en [G2] las congruencias de grado 10,
aunque sin estudiar la irreducibilidad del esquema de Hilbert.

En este capitulo, recordamos las propiedades fundamentales de las congruencias de
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rectas en P3. En una primera seccién definimos las nociones principales (invariantes,
punto fundamental, congruencia degenerada...), recopilando los resultados mds impor-
tantes. Dedicamos la segunda seccion a la descripcion completa de todas las congruencias

de grado menor o igual que 9, siguiendo las clasificaciones mencionadas anteriormente.

2.1. Definiciones y propiedades generales.

Definicién 2.1.1. Llamamos congruencia de rectas en P? a una superficie irreducible lisa

de G(1,3).

Definicién 2.1.2. Decimos que una congruencia S tiene bigrado (a, b) si su clase en A%(G)
es aa+ b0, i.e., si hay a rectas suyas que pasan por un punto general de P? y b rectas suyas
contenidas en un plano general de P3. Al nimero a se le llama orden de la congruencia,
y al nimero b clase. Llamamos grado de la congruencia a su grado como superficie en P?,
esto es, a d =a+b= H2, donde Hg denota la seccién hiperplana de S.

Notacién. A partir de ahora, por comodidad, si no hay posibilidad de confusién, escribire-
mos H en vez de Hg. Ademads, cuando hablemos de la estabilidad de @Q|s nos referimos a

la estabilidad con respecto a la seccién hiperplana H de S, y escribiremos (D) en lugar

de (Os(D)) = DH.

Definicién 2.1.3. Dada una congruencia S, denotamos la caracteristica de Euler-Poincaré
de Og por x = 1—q+p, = 1+p,, donde ¢ = h'(Og) es la irregularidad de S, p, = h*(Og)
su género geométrico y p, su género aritmeético.

Denotamos por 7 el género seccional de S, i.e, el género de la intersecciéon de S con
un complejo lineal general. Por la férmula de adjuncién, 27 — 2 = H? — HK, donde K
denota la clase del divisor candnico de S.

Llamaremos invariantes de una congruencia S a su orden, su clase, su grado, su

irregularidad, sus géneros geométrico, aritmético y seccional, y su clase canodnica.

Observacién 2.1.4. Mediante el isomorfismo natural entre G(1,P3) y G(1,P3"), si S es

una congruencia en G(1,P?) de bigrado (a,b), tenemos una congruencia S* en G(1,P3"),
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que llamaremos congruencia dual. Los invariantes de S* son los mismos que los de S,

excepto el bigrado, que es (b,a). Ademds, Q|s+ ~ S|s y S|s+ ~ Q|s.

Definicién 2.1.5. Llamamos punto fundamental de una congruencia S a un punto de P3
por el que pasan infinitas rectas de S. Por ejemplo, en el caso del a—plano de rectas por
un punto p, el punto p es fundamental. En el caso del f—plano de rectas contenidas en un
plano II, todos los puntos de II son fundamentales.

Diremos que una curva de P? es una curva fundamental para S si todos sus puntos son
fundamentales para S. Entonces, si S no es un a—plano, una curva es fundamental para
S si y sélo si corta a todas las rectas de S. A partir de ahora, llamaremos por comodidad
recta fundamental de una congruencia S a una recta que corta a todas las rectas de S.
Segtin este convenio, si S es el a—plano de las rectas que pasan por un punto p de P3,
cualquier recta que pase por p es fundamental. Si S es el f—plano de las rectas contenidas
en un plano II de P2, entonces cualquier recta contenida en II es fundamental para la

congruencia.

Un resultado importante sobre clasificacién de congruencias con curva fundamental es

el siguiente:

Teorema 2.1.6. Sea S una congruencia de G(1,3) con curva fundamental C en P3. En-
tonces se tiene una de las siguientes posibilidades (por comodidad del lector, los diferentes

tipos de congruencias siguen la numeracién de la seccién 2.2 préxima):

a) La curva C es una recta.

b) La congruencia S consiste en las bisecantes a C', que es, o bien una ciibica alabeada, en
cuyo caso S es una congruencia de tipo 4), o bien una cuartica eliptica, en cuyo caso S es
una congruencia de tipo 15).

¢) La congruencia S es una superficie reglada de grado mayor que 2 con bigrado o bien de
tipo 3) o de tipo 5), en cuyo caso C es una cénica, o bien de tipo 9), en cuyo caso C es
una cubica plana lisa.

d) La curva C' es una ciibica plana lisa y S es un fibrado cénico sobre C, de tipo 25).

Demostracion.
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Véase [AG], pags. 288 — 290. O

Lema 2.1.7. Sea S una congruencia, y supongamos que existe una sucesion exacta

0—L-— Qs — L —0,
donde L y L' son haces de rango 1. Entonces:
i) Si h%(L') = 2, S tiene una recta fundamental.
ii) Si h°(L') =1, S es un a—plano.
Demostracion.
i) Supongamos que h%(L’) = 2. En ese caso el haz £ induce un morfismo de un abierto
de S (el abierto en el que L’ es localmente libre) en una recta L, asociando a cada punto
p del abierto el punto P(£’,). Por otra parte, proyectivizando el morfismo Q|s — £’ de
la sucesién exacta anterior obtenemos que el punto P(L',) pertenece a la recta P(Q)).
Tenemos entonces que cada recta P(Q),) del abierto de S anterior corta a L en el punto
P(L’,). Tomando clausuras, L es una recta fundamental para S.
i1) Exactamente igual que el apartado anterior, teniendo en cuenta que ahora la dimensién
de L es 0, demostramos que todas las rectas de S pasan por L. Entonces S esta contenida

en el a—plano definido por L, lo que implica que S es un a—plano, pues dimsS = 2. ]

En el apdo. i) del lema anterior hemos caracterizado los a—planos en términos de la

restriccion de (). Vamos a hacer lo mismo con los f—planos:

Lema 2.1.8. Sea S una congruencia tal que la aplicaciéon H°(Q) — H°(Q|s) no es

inyectiva. Entonces S es un 3—plano.

Demostracion.
Sea ¢ la aplicaciéon H°(Q) — HY(Qls). Si ¢ no es inyectiva, entonces existe una
seccién s de (Q que es cero al restringirla a .S. Como el lugar de ceros de s es un f—plano

S’. Entonces S C S’ y, al ser S y S’ superficies irreducibles, entonces necesariamente S es

el f—plano S'. O
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El siguiente resultado, clave para el capitulo 3 de esta tesis y cuya demostracién
puede encontrarse en [AS2], determina la estructura y los invariantes de toda congruencia

degenerada, esto es, contenida en un complejo lineal:

Proposiciéon 2.1.9. Sea S una congruencia de G(1,3) contenida en un complejo lineal.
Entonces Js tiene una de las resoluciones siguientes:

a) 0 — Og(—n —1) — Og(—1) ® Og(—n) — Js — 0, y los invariantes de S son
(a,b) = (n,n), K = (n—3)H, x = W, g = 0 (en particular, S es una
interseccién completa de un complejo lineal y un complejo de grado n),

b) 0 — Q(—1 —n) — Og(—n)? ® Og(-1) — Js — 0, y los invariantes de S son

— — 2 _ 9.3 2 _ n®—6n’+11n—3

(a,b) = (n,n—1), 7= (n—1)(n—2), K* =2n° —15n° +30n — 8, y = *—"5=—"==,

q = 0 (en particular, S esta ligada a un —plano en una interseccién completa (1,n)),

¢) 0 — Og(—n)? — Q(—n) ® Og(—1) — Js — 0, y los invariantes de S son
— — 2 _ 9.3 2 _ n®—6n’+11n—3

(a,b) =(n—1,n), 7= (n—1)(n—2), K* =2n° —15n° +30n — 8, y = *—"3=—"==,

q = 0 (en particular, S esta ligada a un a—plano en una interseccién completa (1,n)).

Demostracion.

Ver [AS2], Proposicién 3.8. O

Observacion 2.1.10. En la demostracién de la proposicion anterior se prueba implicitamente
que toda congruencia en el caso b) o ¢) tiene recta fundamental. Sin embargo, las con-
gruencias del caso a) no tienen necesariamente recta fundamental, ya que son interseccién
completa de un complejo lineal y de un complejo de grado n, y tienen recta fundamental

si y sélo si el complejo lineal es especial.
A partir de la proposicién anterior, se obtiene el siguiente resultado sobre los fibrados
universales restringidos:

Proposicion 2.1.11. Sea S una congruencia de grado impar contenida en un complejo

lineal. Entonces se cumple una de las dos afirmaciones siguientes:
i) La congruencia estd en el caso b) de la Proposicién 2.1.9 y existe una sucesion exacta
00— 0Os((n—3)H—-K) — Q|s — Os(K —(n—4)H) — 0,
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lo que prueba que Q|s es inestable (ya que pu((n —3)H — K) = n).

ii) La congruencia estd en el caso ¢) de la Proposicion 2.1.9 y existe una sucesion exacta
0 — Os((n—3)H—-K) — S|ls — Og(K - (n—4)H) — 0,

lo que prueba que S|g es inestable (ya que pu((n —3)H — K) =n).
Demostracion.

Véase [AS2], Proposicién 3.9. O

Para el caso de congruencias de grado par contenidas en un complejo lineal tenemos

en cambio el siguiente resultado, que enunciamos de forma més general:

Proposicién 2.1.12. Sea S una interseccién completa general en G(1,3) de dos complejos
de grados dy y do, con (dy,ds) # (1,1),(1,2),(2,1). Entonces todo subhaz localmente libre
de rango 1 de Q|s (resp. S|g) es de la forma Og(dH ), con d < 0. En particular, Q|s (resp.
S|s) es estable.

Demostracion.

Por dualidad, basta demostrar el resultado para Q|s.

En primer lugar, utilizamos un teorema clésico de Noether y Lefschetz (para una
prueba moderna, ver [DK]), que afirma que si S es una superficie interseccién completa
general en P, entonces Pic(S) estd generado por la seccién hiperplana, a menos que S
sea

a) una superficie cuadrica en P3,
b) una superficie ctibica en P3,
)

c) una interseccién completa en P* de dos hipersuperficies cuddricas.

Nétese que (dy,d2) = (1,1) corresponde al caso a), que el caso b) no puede darse,
porque degS es par, y que (di,ds) = (1,2),(2,1) corresponde al caso ¢). Por tanto,
en nuestro caso podemos afirmar que Pic(S) estd generado por la seccién hiperplana.
Entonces, todo haz localmente libre de rango 1 sobre S es de la forma Og(dH). Sea

Os(dH) un subhaz de @|s. Por reduccion al absurdo, si fuera d > 1, entonces Og(H) C
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Os(dH) C Qls, luego h%(Q*|s) = h°(Q|s(—H)) # 0. Como Q|s estd generado por
sus secciones globales, esto implica que Q|g es escindido, con Og como sumando directo.

Entonces tenemos un morfismo sobreyectivo

Qls = Os,
luego, por el Lema 2.1.7 (ii), S seria un a—plano, que no es una interseccién completa en

G(1,3). O

Observacion 2.1.13. Nétese que la hipétesis de que la intersecciéon completa sea general
es crucial: por ejemplo, si S es una congruencia de grado par con recta fundamental (que
es una interseccién completa por la Proposicién 2.1.9), veremos en el Teorema 4.4 iii) que

Q|s es semiestable pero no estable.

Una forma de encontrar subhaces lineales de Q|s viene dada por el siguiente lema:

Lema 2.1.14. Sea D una curva en S contenida en un —plano. Entonces Og(D) es un
subhaz de Q|s. Reciprocamente, si h°(Q|s) = 4 y existe un subhaz Og(D) C Q|s, con D

divisor efectivo, entonces D es una curva contenida en un (3— plano.

Demostracion.
Si D esta contenida en un S—plano, entonces existe una seccion s del fibrado universal

Q|s de modo que D estd contenida en su lugar de ceros. Tensorizando por Q)]s la sucesion
0 — Os(—D) — Os — Op — 0
y teniendo en cuenta que s se anula en D, tenemos
0— Qls(~D) - Qls - Qlp — 0
T-s
Os

y ¥(Im(-s)) = 0. Entonces Im(-s) C Kery = Imyp, luego existe un morfismo Og —
Q|s(—D) (no nulo) y, por tanto, Og(D) es un subhaz de Q|s.
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Reciprocamente, sea Og(D) C Q|s, con D efectivo. Tenemos entonces una seccién
s de Q|s que se anula en la curva D. Como el caso en que S es un f—plano es trivial,
vamos a suponer que S no es un J—plano. Entonces, por el Lema 2.1.8, la aplicacién
HO(Q) — HY(Q|s) es inyectiva, luego sobreyectiva (porque h°(Ql|s) = 4, por hipétesis,

v h9(Q) = 4). Esto implica que la seccién s proviene de un 3—plano. O

Observacién 2.1.15. El Lema anterior nos permite redemostrar la Proposicién 2.1.11 ),
en concreto el hecho de que existe un subhaz Og(D) de Q|s con pu(D) = n. En efecto,
las congruencias degeneradas de bigrado (n,n — 1) estdn ligadas a un f—plano en una
interseccién completa (1,n) (ver Proposicién 2.1.9), luego existe una curva de grado n en
un f—plano. Esto ultimo se deduce de un resultado méas general que afirma que, si II es un
a—plano o un f—plano ligado a una congruencia S en una interseccién completa (dy,ds),
entonces ITN S es una curva de grado d; + ds — 1 (para las técnicas bésicas de la teoria de

liaison, véase [PS]).

Veamos que la condicién h°(Q|s) = 4 del Lema 2.1.14 no es muy restrictiva. En efecto,
si h%(Q|s) < 3 entonces la aplicacién H°(Q) — H°(Q|s) no es inyectiva, luego S es un
B—plano (Lema 2.1.8). Por otra parte, el resultado que enunciamos a continuacién muestra
que hay sélo un nimero finito de familias de congruencias para las que la restriccién de )

tiene mas de cuatro secciones independientes:

Teorema 2.1.16. Una congruencia S es proyeccion de una superficie lisa de G(1,4) (i.e.,
h(Qls) > 5) si y sdlo si es de uno de los cinco tipos siguientes (utilizamos de nuevo la

numeracion de la seccion préoxima 2.2):

i) La congruencia (2,1), dual de la congruencia de tipo 3),

i1) la congruencia (2,2) de tipo 5),

ii1) la superficie de Veronese (3,1), dual de la congruencia de tipo 4),

)
)
)
iv) la congruencia (3,2), dual de la congruencia de tipo 7),

v) la congruencia (3,3) de tipo 10).

Demostracion.
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Véase Teorema 5.1 de [AS2]. O

Definicién 2.1.17. Sea D un divisor en la congruencia S. Diremos que Og(D) es un
subhaz saturado de Q|s cuando la correspondiente seccién de Q|s(—D) se anule sélo en un

conjunto finito de puntos Z. En ese caso existe una sucesién exacta
0— Os(D) — Qls — Jz(H—-—D) —0 (2.1.17),
y degZ = ca(Q|s(—D)) = c2(Qls) — c1(Qls)D + D?.

Observacion 2.1.18. Veamos cémo a partir de cualquier subhaz Og(D) de Q|s se puede
obtener un subhaz de @)|s saturado de pendiente mayor.

En efecto, consideremos un subhaz de Q|s, Og(D), no saturado, y supongamos que
la correspondiente seccién s de Q|s(—D) se anula en una curva D’. Tensorizando por
Q|s(—D) la sucesién

0 — Os(—D') — Os — Opr — 0
y teniendo en cuenta que s se anula en D’, tenemos

0— Q|s(-D - D) % Qls(-D) -5 Q|p(—=D) — 0
[ s
Os

y ¥(Im(-s)) = 0. Entonces Im(-s) C Keriy = Imgp, luego existe un morfismo no nulo, y
por tanto inyectivo, Og — Q|s(—D — D’). Tenemos pues que Og(D + D’) es un subhaz
de Q|ls y w(D+D") > pu(D). Sila seccién anterior de Q|s(—D — D’) se anula en una curva,
se repite el proceso hasta conseguir un subhaz de Q)|s saturado de pendiente mayor que la

pendiente de Og(D). A este subhaz se le llama saturacién del subhaz Og(D).

Como consecuencia de lo anterior, si un subhaz Og(D) de Q|5 tiene pendiente maxima,
entonces es saturado. Por tanto, a la hora de buscar subhaces con pendiente maxima,

podemos suponer siempre que tenemos una sucesién exacta como en (2.1.17).

El siguiente resultado reduce el problema de estudiar si el fibrado universal restringido

a una congruencia es simple o no a un calculo cohomolégico:
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Lema 2.1.19. Sea S una congruencia de G(1,3). Entonces Q|s es simple si y sdlo si

HY (Q®Q*® Js) = 0.

Demostracion.

Tensorizando por Q ® Q* la sucesién
00— Js — O — Os — 0

obtenemos

0 —QRQ"®Ts —ROQ" — Qs ®Q7[s — 0

Tomando cohomologfa y teniendo en cuenta que H°(Q ® Q*) = K (Q es estable, luego
simple segtin el Lema 1.3.7) y que H'(Q ® Q*) = 0 (véase el Lema 1.3.7), tenemos

0— HQ®Q ®Js) — K- HQ|s ®Q*s) — HYQ® Q" ®Js) — 0

La aplicacién 1 es inyectiva, porque envia el elemento identidad de Hom(Q, Q) en el
elemento identidad de Hom(Q|s,@|s). Entonces @Q|s es simple si y s6lo si 1 es sobre, es

decir, si y sélo si H'(Q ® Q* ® Js) = 0. O

Finalmente, terminamos esta seccién demostrando tres lemas técnicos, los dos pri-
meros sobre superficies racionales, y el tercero sobre superficies regladas. Los necesitaremos

en capitulos posteriores, en que aparecen repetidamente congruencias de ambos tipos.

Lema 2.1.20. Consideremos la explosion ﬁ(p1, ...;pr) de P? en r puntos p1,...,p,. Si L
es el pullback de la clase de una recta en P? y Fy, ..., E, son los divisores excepcionales,
existe una biyeccién entre las curvas del sistema lineal de curvas de grado d en P? que
pasan por los puntos p1, ..., p, con multiplicidades nq, ...,n, y las curvas del sistema lineal

|dL — n1Fy — ... —n,.E,| en I/F'?Q/(pl, ey D)

Demostracion.
Sea 7 : I/F'E(pl, ey pr) — P? la explosién de P? en los puntos py, ..., p,, y denotemos
por L al sistema lineal de curvas de grado d en P? que pasan por los puntos pi, ..., p,

con multiplicidades nq,...,n,.. Dada C curva de L, es bien sabido que la transformada
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estricta de C' es una curva C' del sistema lineal |[dL — niEy — ... — n.E,| en ﬁ(pl, cees D).
Reciprocamente, dada C curva en |dL — n1Ey — ... — n. E,|, se tiene que éEZ = n,; para
cada i, y CH = d. Por tanto, 7'('(5) es una curva C' del sistema L, de donde se deduce que

existe una biyeccién entre las curvas de £ y las curvas de |[dL — n1Ey — ... — n,. E,|. O

Por esta razén, a partir de ahora, escribiremos indistintamente C'y C', y calcularemos

dim|dL —n1Fy — ... — n. E,| en lugar de dimL.

Lema 2.1.21. Supongamos que existen enteros positivos a,ni,...,n, que verifican las

(3 () () e :

14+2a*—2n3 —...—2n2+3a—n; — ... —n, <20 2)

condiciones

Supongamos que existe una congruencia S = ﬁ(wl, ...y Xy), con seccion hiperplana Hg =
aL—n1Ey —...—n.E, tal que h®(Og(1)) =6 y h'(Og(2)) = 0. Sea > el conjunto de las
superficies abstractas de la forma I/F'E(yl, ...,yr). Entonces existe un abierto no vacio de ) .
formado por superficies S’ = fPE(?ﬂ, ey Yy ), con h?(Og/ (1)) = 6, donde los puntos yi, ..., Y
estdn en posicién general, y tal que Os:(1) define una inmersién en P® contenida en una

cuadrica lisa.

Demostracion.
Sea U; el conjunto de las superficies S’ = I/F'E(yl, . yr) de > cony, ..., y, en posicion

general. Se tiene que U; es un abierto no vacio de ) .

Sea F el abierto de ) formado por todas las superficies S' = ﬁ(yl, ., yr) tales
que Hgr = aLL — n1Ey — ... — n,.E,. define una inmersién. Como existe una congruencia
S con seccién hiperplana Hg = alL — ni1E; — ... — n,.E,., F es no vacio. Ademds, como
h°(Os(1)) = 6, por la condicién 1), se tiene h'(Og(1)) = 0, luego F contiene un abierto

no vacio F’ en que Hg/ sumerge a S’ en P°.

Sea A el conjunto de las superficies S’ = ﬁ(yl, ..,Yr) de F' que estédn contenidas en
una cuddrica de P°. El conjunto A es un cerrado de F’, luego F'\A es un abierto de )

(porque F’ es un abierto de ) ). Queremos ver que F'\A = .
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Sea Us el conjunto de superficies S’ = ﬁ(yl, o yr) de Y tales que h'(Og (2)) = 0.

Este conjunto es un abierto no vacio (porque contiene a la congruencia S) de ).

Tenemos entonces Uy, Uy y F' abiertos no vacios, luego U; N Uy N F’ es también un
abierto no vacio de > . Ademds, dada una superficie S" en Uy NU>NF’, es h°(Og:(2)) < 20
(teniendo en cuenta que S’ pertenece a Uy NF' y la condicién 2)), luego h%(Ts: ps(2)) > 0.
Esto es, toda superficie S’ de U; N Uy N F’ esta contenida en una cuddrica de P°, luego
UpNUx;NF' C A. Por tanto, (U1 NU: NF')(F\A) =0y, como Uy NUs NF' # 10, se
sigue que F'\A = (), i.e., todas las superficies de F estdn contenidas en una cuddrica de

Po.

Sea ahora U el conjunto de las superficies S’ = I/F'E(yl, ..,yr) de > contenidas en una
cuédrica lisa de P°. Es un abierto no vacio (porque contiene a S) de A. Tenemos entonces
dos abiertos no vacios de A, Uy NUs N F' y U, luego Uy NUs N F' N U es un abierto no
vacfo. Identificando una cuddrica lisa de P° con G(1, 3), se tiene que existen congruencias
ﬁ(yl, ..., Yr) donde los puntos yi, ..., ¥, estan en posicién general.

O

Observacidén 2.1.22. Nétese que la condicién 2) anterior es imponer que x(Og(2)) < 20.

Recordemos a continuacién algunas nociones sobre superficies regladas (siguiendo la
notacién de [Hal).

Sea X una superficie reglada sobre una curva C, y sea m : X — (' el morfismo
sobreyectivo correspondiente. Es posible (ver [Ha], V, Proposicién 2.8) escribir X ~ P(E),
donde £ es un haz localmente libre sobre C' con la propiedad de que HY(€) # 0 pero, para
cada haz invertible £ sobre C con degl < 0, es H*(£ ® L) = 0. Se dice que el haz &
es normalizado. En este caso, el entero e = —deg /\2 £ es un invariante de X, por lo que
denotaremos X como X.. Ademads, existe una seccién o : C — X, con imagen Cj tal

que Ox, (Cy) = Ox, (1) y CZ = —e. Ademés, si f es una fibra de 7, se tiene

Co - f=1,f=0
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Finalmente, las clases numéricas de divisores en X estan generadas por Cy y f, luego
cualquier divisor D se puede escribir como D = pCy + qf, con p,q € Z, donde = denota

equivalencia numérica.

Lema 2.1.23. Sea S una superficie proyectiva con seccion hiperplana H. Supongamos
que ademds S es un fibrado cénico, es decir, que existe S — C un morfismo sobreyectivo
sobre una curva C cuyas fibras son cénicas (en el espacio proyectivo que contiene a S).
Sea r el niimero de fibras de m que son conicas degeneradas. Entonces S es la explosion en
r puntos de una superficie reglada S’ sobre la curva C, y los divisores excepcionales son

rectas. Ademas, con las notaciones anteriores,

HEQC()-qu—El—...—Er,
con ¢ un numero entero.
Demostracion.

Supongamos que 7~ 1(p) es una cénica degenerada para un punto p de C, es decir,
ﬂ_l(p) = L1 U Ly, con Ly y Lo rectas. Sea f la clase numérica de la fibra de w. Como
f+-Li =0, entonces (L + Ly)- Ly = 0. Por otra parte, como Li- Ly = 1, entonces L? = —1
y L1 es un divisor excepcional por el Teorema de Castelnuovo. Implotando entonces L
seguimos teniendo un morfismo sobre C, pero ahora la fibra de 7 en p es Ls. Reiterando
este proceso tantas veces como fibras degeneradas tenga m, S es la explosion en r puntos
de una superficie S’ con un morfismo sobreyectivo de S’ en C. Como todas las fibras de

este morfismo son isomorfas a P!, S’ es una superficie reglada sobre C.

Por lo anterior, Pic(S) =< Cy, f, E1, ..., E. >, donde Ej,...E, son los divisores ex-
cepcionales. Como dichos divisores excepcionales son rectas, tenemos que H - F; = 1 para

cada i, luego

H=pCy+qf —FE1—..—FE,

Como la fibra f es una cénica, entonces necesariamente es p = 2, teniendo en cuenta que

Co-f=1,f>=0y f-E; =0 para cada 1. ]
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2.2. Congruencias de grado menor o igual que 9.

Presentamos en primer lugar una tabla con todas las congruencias de G(1, 3) de grado
menor o igual que 9, tomada de la recopilacién de [AS2], anadiendo a continuacién una
breve descripcién de cada una de ellas (con algunas mejoras por nuestra parte). En la
tabla omitimos en cada caso la congruencia dual, pues, salvo el bigrado, el resto de los
invariantes y la seccién hiperplana son idénticos. En caso de que una congruencia sea
degenerada (esto es, contenida en un complejo lineal), lo especificamos en la tabla.

Con respecto a la notacién utilizada, X (1, ..., x,-) denota la explosién de una superficie
X en los puntos x1,...,x,, siendo Ei,..., E, los correspondientes divisores excepcionales.
Para superficies racionales o regladas, utilizamos la notacién introducida en los lemas
2.1.20 y 2.1.23. Finalmente, i.c (d1,d2) indica la interseccién completa en G(1,3) de dos
complejos de grados d; y ds.
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(a,b) | 7 Descripcién Inmersién en P°
1)[(0,1)] 0|P? L (degenerada)
2)[(1,1)] 0[Pt x P! Op1 «p1(1,2) (degenerada)
3)1(1,2)| 0|P?(z) 2L — E (degenerada)
(@3 0P 5L
5)[(2,2)] 0] X, =P(Op: & Op1(—¢)),cone=0,2[Co+ (2+5)f
6)](2,2)| 1|P?(zq,...,x5) 3L — Ey — ... — E5 (degenerada)
7) (2,3) 1 P2(x1,...,x4) 3L—E1 —...—E4
8)1(2,3)| 2|P?(zq,...,x8) AL —2FE; — Ey — ... — Eg (degenerada)
9)1(3,3) 1 1] Xo Co+3f
10) ] (3,3) ] 1|P2(21, 20, 23) 3L — By — By — Es
11) (3,3) 2 [FDZ(.CI?l,...,.CC'y) 4L—2E1 —E2 — —E7
12) [ (3,3)| 4| Superficie K3, i.c. (1,3) (degenerada)
13) (3,4) 3 P2($1,...,ZL‘9) 4L—E1 —...—Eg
14)[(3,4)| 6| Fibracién eliptica minimal (degenerada)
15)[(2,6) 3[X_1 200+ f
16) | (3,5) | 4|P2(xy,...,710) 6L —2F; — ... —2Eg — E7 — ... — Fyg
17) | (4,4) | 3]P2(ay, ..., z7) 6L — 2B, — ... — 2
18) (4,4) 4 P2(1‘1,...,£L‘11) 5L—2E1 —2E2 —E3 — e —E11
19) ] (4,4)| 5]Superficie K3, i.c. (2,2)
20) | (4,4) | 9] Superficie de tipo general, i.c. (1,4) | K (degenerada)
21)|(3,6)| 5|P2(x1,...,210) 7L —2E; — ... — 2E1g
22) (4,5) 5 P2(1‘1,...,$12) 6L—2E1 —...—2E5—E6—...—E12
X (x)donde X es una
23)|(4,5)| 6 Hx — FE
)| (4:5) superficie K3 de grado 10 en P% X
24) | (4,5) | 12| Superficie de general con K* =17 | (degenerada)
25)|(3,6) | 4][Fibrado cénico sobre curva eliptica [2Cy+ (3+¢)f — E1 — Es — E3

Congruencias de tipo 1)
Estas congruencias son, claramente, los f—planos, que forman una familia lisa de
dimensién 3. Los fibrados universales restringidos son S|g = Opz @ Op2(1) v Qls =
Tp2(—1) = Qp2(2) (porque rgQ|s = 2). Nétese que, en el caso dual (1,0), Q|s no es simple

por ser escindido (Lema 1.3.8).

Congruencias de tipo 2)
Consisten en el conjunto de rectas secantes a dos rectas fijas de P3. Esta descripcién

geométrica corresponde a las inmersién de S = P! x P! en G(1, 3) por el fibrado Og(1,0)®
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0s(0,1). En efecto, el fibrado lineal Og(1,0) transforma S en una recta L; de P3 y Og(0,1)
en una recta Lo disjunta con L. Asi, existe un isomorfismo natural entre Sy L1 X La, y

la congruencia consiste en las rectas que unen un punto de L; con un punto de Ls.

Por tanto, la restriccién a S de @ es Og(1,0) & Og(0,1) y, dualizando, también es
O5(1,0) & Os(0,1) la restriccién de S a S. Igual que en el caso de la congruencia (1,0),

Q|s no es simple por ser escindido (Lema 1.3.8).

Congruencias de tipo 3)

Una congruencia S de este tipo consiste en aquellas rectas que unen un punto de una
cénica C' con un punto de una recta M de P3. Ademas S|g = Og(L) ® Og(L — E), por lo

que la restriccién del fibrado @ a la congruencia dual (2, 1) no es simple (ver Lema 1.3.8).

Congruencias de tipo 4)

Las congruencias de este tipo consisten en el conjunto de rectas bisecantes a una cubica
alabeada. El fibrado S restringido a una congruencia S de tipo 4) es S|g = Op2(1)®Op2 (1),

luego el fibrado @ restringido a la congruencia dual (3,1) no es simple (Lema 1.3.8).

Congruencias de tipo 5)

La congruencia de este tipo es una superficie reglada sobre P!. Contrariamente a lo
que se afirma en [HS2], se puede dar tanto el caso e = 0 como el caso e = 2 (ver [Go]). Sélo

en el caso més general e = 0 se tiene que S = P! x P!, con seccién hiperplana Op1 yp1 (1, 2).

Congruencias de tipo 6)

Esta congruencia es una interseccion completa de dos complejos de grados uno y dos,

luego existe una sucesion exacta

0— O — Oz(1)®O0g(2) — Js(3) — 0

Las rectas de la congruencia son aquellas que cortan rectas correspondientes (bajo isomor-

fismos fijados) de tres haces con tres rectas correspondientes concurrentes y coplanares.
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Congruencias de tipo 7)

Se tiene una sucesion exacta
0— O — Q1) — Js(3) — 0

La congruencia consiste en las rectas que cortan rectas correspondientes de tres haces con

tres rectas correspondientes concurrentes.

Congruencias de tipo 8)
Como esté contenida en un complejo lineal (tiene, por tanto, recta fundamental), se

tienen las sucesiones exactas (véase Proposicién 2.1.11)
0— Os(BL—FEy —...— FEg) — S|ls — Ogs(L—E;) — 0

0— OF — QP O;(2) — Ts(3) — 0

Congruencias de tipo 9)
Esta ligada a la union disjunta de un a—plano y un #—plano en una interseccion
completa (2,2), esto es, la unién de S, del a—plano y del f—plano anteriores es la inter-
seccién completa en G(1,3) de dos complejos cuadraticos. Por tanto, la resolucién del haz

de ideales Jg es

0 — F(=3) — Og(=3)® Og(-2) ® Og(—2) — Js — 0

Vamos a demostrar que existe una cubica en S contenida en un S—plano. En efecto,
sea S’ la unién disjunta de un a—plano y un S—plano ligada a S. Por la Observacién
2.1.15, SN S" es una curva de grado 3. Ahora bien, como el a—plano y el 3—plano son

disjuntos, tenemos que S y el f—plano se cortan en una cibica.

La seccién hiperplana de Xy en P° es H = Cy + Lf, donde £ es un divisor en C de

grado 3, donde la secciéon Cy y la fibra f verifican las siguientes relaciones:

C2=0,f=0,Cof =1
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Se sabe que la superficie reglada Xy es el proyectivizado de un fibrado de rango 2
sobre C, L @ (L ® O(e)), donde L y O(e) son fibrados lineales sobre C' de grados 3 y 0
respectivamente, con e~ 0. Ademadas X tiene dos secciones, Cy y Cy — ef, una de las

cuales es la cibica anterior contenida en un g—plano.

Congruencias de tipo 10)

Se tiene una sucesion exacta

0 — Og — E(2) — Js(3) — 0

Congruencias de tipo 11)

La resolucién del haz de ideales Jg viene dada por
0— OF — 0g(1)® — TJs5(3) — 0,
y la congruencia consiste en las rectas que cortan rectas correspondientes de tres haces.

Congruencias de tipo 12)
Son intersecciones completas de un complejo lineal y un complejo ctibico. Por tanto,

se tiene la sucesion exacta

0— 0O — O0s(1)®O0g(3) — Js(4) — 0

Congruencias de tipo 13)

La resolucién del haz de ideales es

0 — Og(—3) — Q(-3)® Og(-2) — Jg — 0

Veamos que se dan las hipdtesis del Lema 2.1.21, y por tanto podemos deducir que
para la congruencia general de este tipo los puntos z1, ..., zg estan en posicion general. En

efecto, es inmediato comprobar que se cumplen las condiciones 1) y 2) del lema. Como
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h°(Js(1)) = 0y h1(Js(1)) = 0, es claro que h°(Og(1)) = 6. Vamos a demostrar ahora
que h(0g(2)) = 0.

En primer lugar, teniendo en cuenta que Og(2) no tiene cohomologia intermedia,
obtenemos h'(Og(2)) = h?(Js(2)).

Ahora, para calcular h?(Js(2)), tensorizamos por Og(2) la resolucién del haz de
ideales de S y tomamos cohomologia. Como h?(Q(—1)) = 0 y ni Og ni Og(—1) tienen

cohomologfa intermedia, resulta h?(Js(2)) = 0.

Congruencias de tipo 14)

Por las Proposiciones 3.8 y 3.9 ([AS2].
0— Os(H—-K)— S|s — Og(K) — 0

0—>Oé—>Q@O@(3)—>js(4)—>0

Por la Proposicién 2.1.9 (ver Observacién 2.1.10), S tiene recta fundamental.

Congruencias de tipo 15)
Una congruencia de este tipo consiste en el conjunto de rectas bisecantes a una cuartica
eliptica C.

Se tiene la siguiente resolucion de Jg:
0— OF — S*°Q — Js(3) — 0
Denotemos por Cj a una seccion de S, y por f a una fibra del morfismo de S sobre la
curva eliptica C. La seccién Cj y la fibra f verifican las siguientes relaciones:
Cs=0,f=0,Cy - f=1

Noétese que no existe ningin plano de P? que contenga infinitas rectas de S. En efecto,

supongamos que existiese un tal plano II. Al cortar II con S, los puntos de interseccién
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del plano con la cuartica C' que obtenemos son como mucho cuatro, por los que pasan seis

bisecantes como maximo. Luego el plano II contiene, como maximo, seis rectas de S.

Congruencias de tipo 16)

La resolucién del haz de ideales Js es

0— 0f — Q&Q®0s(1) — Js(3) — 0

Como ya hemos senalado en la tabla, esta congruencia se obtiene explotando diez
puntos de P2. Veamos que, para la congruencia general de este tipo, dichos puntos estan
en posicién general. En efecto, es claro que se verifican las condiciones 1) y 2) del Lema
2.1.21, y que h%(Os(1)) = 6 (pues h°(Js(1)) = 0y h'(Js(1)) = 0). Para demostrar que
h1(Os(2)) = 0, basta tener en cuenta que h'(Og(2)) = h?(Js(2)) y tomar cohomologia en
la sucesion

0— (9@4(—1) — QTR D0 — Js(2) — 0

Congruencias de tipo 17)
La congruencia S es un cubrimiento doble de la superficie de Veronese en P4, luego

existe una sucesion exacta
0— Oé — p*Qpa(2) — Js(3) — 0 (1),

donde p es la restriccién a G de la proyeccién de P? a P2,

Como h°%(Os(1)) — h%(Ops (1)) = 1, S es la proyeccién de una superficie irreducible S’
de PS del siguiente modo: existe un cono cuadratico Q" en P con un tinico punto singular
p’ y que contiene a S’, de forma que la proyeccién m, de P° sobre P° desde el punto p’ es
tal que 7, (Q’) es una cuddrica lisa de P® (y, por tanto, isomorfa a G(1,3)) y m|s/ es un

isomorfismo con my (S') = S.

Vamos a demostrar a continuacién que la tnica cuddrica de P° que contiene a S es
G(1,3). En efecto, tomando cohomologfa en (1), teniendo en cuenta que h°(p*Qpa(1)) =0
(ver [AS2]) y que h'(O2(—1)) = 0, obtenemos h°(Js,5(2)) = 0.
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Consideremos ahora las sucesiones

0 — TJsps (2) — Ops(2) — Og(2) — 0

! l I
0— \757@(2) — O0;(2) — 0g(2) — 0

Por el Lema de la serpiente, tenemos la sucesion exacta
0— Ops — \75,]}»5 (2) — js,@@) —0

Tomando cohomologia y utilizando que h%(Js,(2)) = 0, obtenemos h®(Jsps(2)) = 1 o,

equivalentemente, G es la tinica cuadrica de P° que contiene a S.

Vamos a demostrar ahora que la superficie S’ es la interseccién de todas las cuddricas
de P® que la contienen.

En efecto, consideremos la seccion hiperplanade S, H = 6 L—2F—...—2F5, y el divisor
D =3L—F,—...—E7en S’. Sidenotamos por sg, s1 y s las tres secciones independientes de
Og/ (D), como H = 2D, se tiene que s%, 5081, 8052, s%, 5189, s% son secciones independientes
de Og/(H). Teniendo en cuenta la inmersién de S’ en P® por el sistema lineal |H|, dada
por

x — (50%(x) : s051(x) @ s9s2(x) 1 s12(x) : s189(x) = 822 () : t(x))
con t una seccién cualquiera de Og/(H), es claro que S’ estd contenida en

o T1 X2
Z:={(x0:....o26) €EPOlrg | 21 w3 x4 | =1}
o2 T4 T
Sea 7 la proyeccién de PS sobre P desde el punto (0 : ... : 0 : 1). Si llamamos V a la
variedad de Veronese en P° (imagen de P? por una aplicacién de Veronese de grado 2),
nétese que Z = w1 (V), porque
o T1 X2

V={(zo:..:ox5)€P’lrg | 21 w3 x4 | =1}
T2 T4 Th
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Obsérvese ahora que 71 (V) es la interseccién en P de las cuddricas zgz3 —7, Toxs— 2122,
Toxs — x%, T1X4 — T2T3, T1XT5 — T2Ty Y T3T5 — xi, singulares en el punto (0:...:0:1).
Consideremos ahora la cuddrica Q" desde cuyo vértice p’ proyectdbamos para obtener
S. Noétese que p’ no es el punto (0 : ... : 0:1). En efecto, si lo fuera, entonces m, = m,
lo que es absurdo porque 7 no es un isomorfismo de S” en V' = 7(S’) (es una aplicacién
2:1). Asi pues, S’ esté contenida en 7=1(V)(Q’. Como dimV = 2, es dim(r~1(V)) =3
y, como degV = 4, es deg(n~1(V)) = 4, luego 71 (V) Q' es una superficie de grado
8. Ahora bien, como S’ es una superficie de grado 8, se tiene S’ = 7= 1(V) N Q’, lo que
demuestra que S’ es una interseccion de cuadricas que la contienen luego, en particular, es

la interseccién de todas las cuddricas de P% que la contienen.

Por 1ltimo, nétese que las congruencias de este tipo no verifican las hipotesis del Lema
2.1.21. Sin embargo, con otras hipotesis, se demuestra también que en la congruencia

general de este tipo los puntos x1, ..., z7 estan en posicién general.

Congruencias de tipo 18)

La resolucion del haz de ideales de S es
0— 0 —S2Q®0;(1) — Js(3) — 0

Vamos a demostrar que en la congruencia general de este tipo, los once puntos x1, ..., 11 en
que explotamos P? estdn en posicién general. En efecto, es inmediato ver que se verifican
las condiciones 1) y 2) del Lema 2.1.21. Para demostrar que h'(Og(2)) = 0, basta tomar

cohomologia en la sucesion
0— Og* — S(-1) @ Q(—1)® Og — T5(2) — 0,
y tener en cuenta que h'(Os(2)) = h*(JTs(2)).

Congruencias de tipo 19)
Son interseccién completa de dos complejos cuadraticos, luego tenemos la sucesion

exacta

0— O0g — 0c(2)®0g(2) — Js(4) — 0
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Congruencias de tipo 20)
Son intersecciéon completa de un complejo lineal y de uno cuadrético, luego tenemos

la resolucién del haz de ideales

0— O — Oz(1)®Og(4) — Js(b) — 0

Congruencias de tipo 21)

La resolucion del haz de ideales de S es
0—0%—QaeQeQ — Js(3) — 0

Tomando cohomologia en la sucesion anterior comprobamos que se cumplen las hipotesis
del Lema 2.1.21, luego los puntos x1, ..., 19 estan en posicién general para la congruencia

general de este tipo.

Congruencias de tipo 22)

La resolucién de Jg es
0— 02 —S2QaQ — Js(3) — 0

Demostremos que se cumplen todas las hipétesis del Lema 2.1.21. En efecto, es inmediato
comprobar que se cumplen las condiciones 1) y 2) del Lema 2.1.21. Para demostrar que

h'(Os(2)) = 0, consideremos la sucesién (véase [AS2], pag. 55)
0— O0i(-1) — S BQ ®Q" — Jse(2) — 0

Tomando cohomologia, obtenemos h?(Js ¢ (2)) = 0. Luego h'(Os(2)) = 0, porque h' (O5(2)) =
h2(j37@(2)), y los puntos x1, ..., x12 estdn en posicion general en la congruencia general de

este tipo.

Congruencias de tipo 23)
La congruencia S de este tipo es la explosion X () en un punto x de una superficie
K3, X, de grado 10 en P, con seccién hiperplana H = Hx — E, donde Hx es la seccién

hiperplana de X y F el divisor excepcional.
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La resolucién de Jg es
0 — Op(—4) ® Og(=3) — Q(-3) & Oe(-2) — Js — 0,
luego S es no degenerada.

Congruencias de tipo 24)
Las congruencias de este tipo estdn contenidas en un complejo lineal luego, por la

Proposicién 2.1.11 se tiene la sucesion exacta
0—>Os(2H—K) —>S|5 —>OS<K—H) — 0
La resolucién del haz de ideales de S es (véase [AS2])

0— 02 — Q& O0s(4) — JTs(5) — 0

Congruencias de tipo 25)

La congruencia S de este tipo es un fibrado conico sobre una cubica plana lisa C,

luego, por el Lema 2.1.23, S es la explosién en r puntos de una superficie reglada S’ sobre
la curva C'. Calculemos r:
Como el género de C es go = 1, entonces K%, =8(1—gc)=0. Como Kg = Kg + E1 +
... + E,, entonces K% = K2, —r = —r. Ahora, por la férmula de puntos dobles para 9,
tenemos 36 + 9 = 27 + 4(8 — 2) + 2K3, i.e., KZ = —3, luego r = 3. Asi, S es la explosién
de S’ en tres puntos.

Por el Lema 2.1.23, sabemos que la seccién hiperplana de S es H = 2Cy + qf — F —
FEs — E3, para algin entero ¢. Como 9 = H2 = —4e + 4q — 3, tenemos ¢ = 3+ ¢, y
Hs =2Co+ (3+e€)f — E1 — By — E3 (donde C2 = —e).
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Capitulo 3. Simplicidad del fibrado universal restringido a
congruencias de G(1,3).

En este capitulo clasificamos las congruencias S de G(1,3) tales que Q|s no es simple.
Dividimos el estudio de un tal Q| en tres casos: si Q|s tiene més de cuatro secciones inde-
pendientes, entonces la congruencia correspondiente estd proyectada desde una superficie
de G(1,4); tales congruencias estan clasificadas (ver Teorema 2.1.16). Por otra parte, si Q|s
tiene exactamente cuatro secciones independientes entonces existe una recta fundamental,
y las congruencias con esta propiedad también estan clasificadas (ver Proposicién 2.1.9).
Finalmente, si Qs tiene menos de cuatro secciones independientes, S es necesariamente

un f—plano, segtin vimos en el Lema 2.1.8.

Para comenzar, recordemos que en la descripcién de congruencias de grado bajo pre-
sentada en la seccién 2.2 aparecen cuatro ejemplos de congruencias para las que el fibrado
universal restringido es escindido, y por tanto no es simple: las congruencias duales de
las de tipo 1), las congruencias de tipo 2), las congruencias duales de las de tipo 3) y las
congruencias duales de las de tipo 4).

Enunciamos a continuacién el Teorema demostrado en esta seccion:
Teorema 3.1. Una congruencia S tiene (Q|s no simple si y sélo si es una de las siguientes:

a) S=P2 yQls = Op2 ® Opz2(1) (un a—plano (1,0) dual del tipo 1)),
b) S =P x P! y Q|s = O5(1,0) ® Os(0,1) ((1,1) de tipo 2)),

¢) S =P2%(x) y Qs = Os(L — E) & Og(L)) ((2,1) dual del tipo 3)),
d) S =Py Q|s = Opz @ Op2(1) ((3,1) dual del tipo 4)).

En particular, Q|s no es simple si y sélo si Q|s es escindido.

Nétese que el resultado anterior mejora la Proposicién 5.7 de [AS2], donde se de-
muestra que las congruencias S tales que Q)]s es escindido son exactamente las cuatro
anteriores. Sin embargo, seria interesante encontrar una demostracién directa de que si

Q|s no es simple entonces es escindido.

41



El siguiente resultado nos permitird dividir la demostraciéon del Teorema 3.1 en dos

casos, a los que dedicaremos respectivamente las secciones 3.1 y 3.2 del presente capitulo.

Proposicién 3.2. Sea S una congruencia tal que (Q|s no es simple. Entonces, o bien S
tiene una recta fundamental, o bien S es la proyeccién a G(1,3) de una superficie lisa de

G(1,4).

Demostracion.

Para probar este resultado distinguimos tres casos, segin el nimero de secciones
independientes de Q|s:
1. h%(Q|s) < 3, en cuyo caso (ver Lema 2.1.8) S es necesariamente un 3—plano con fibrado
universal restringido Q|s = Tpz2(—1), que es simple por ser un fibrado estable (ver Lema

1.3.7). Luego, como estamos suponiendo que Q|s no es simple, este caso no puede darse.

2. h%(Q|s) = 4 tiene exactamente cuatro secciones linealmente independientes. Vamos a
ver que, en este caso, la congruencia tiene una recta fundamental:

Como @|s no es simple, podemos elegir algiin endomorfismo no nulo con determinante
0 (véase Lema 1.3.6), que llamaremos . Entonces £ = Im1) es un subhaz de rango 1, y

tenemos pues el siguiente diagrama:

Qs 5 Qs
N\ /
L=1Imy
/! N\
0 0

Supongamos que h°(L£) < 2. En ese caso, por el Lema 2.1.7, S tiene una recta
fundamental (incluyendo el caso en el que S es un a—plano).

Supongamos ahora que h(L£) > 2. A partir de la sucesién exacta
0 — L — Qls — L —0,
donde L’ es el cociente Q|s/L, obtenemos
0 — H°(L) — H°(Qls) — H (L)
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Como h°(Q|s) = 4 y h°(L) > 2, es dimImp < 2. Si llamamos W := I'mgp, tenemos un

diagrama conmutativo
05 = Qls
! l
We0sg —-» L

luego para cada p del abierto de S en el que L' es localmente libre, el punto P(£'},) de la
recta P(Q),) de la congruencia es el punto P(W). Tomando clausura, S estd contenida en
el a—plano de todas las rectas que pasan por el punto P(W), luego S coincide con dicho

a—plano.

3. h%(Q|s) > 5 tiene mas de cuatro secciones independientes, con lo que S es la proyeccién

de una superficie lisa de la Grassmanniana G(1,4) de rectas de P*. ]

En la siguiente secciéon estudiamos el caso en que la congruencia S tiene una recta
fundamental. Dedicamos 3.2 a las congruencias que son proyeccion de una superficie lisa de
la Grassmanniana G(1,4). Finalmente, en la seccién 3.3 demostramos el Teorema 3.1. En

cada una de las demostraciones, utilizaremos el Lema 2.1.19 para estudiar la simplicidad

de Qs.

3.1. Congruencias con recta fundamental.

El resultado clave en que se basan las demostraciones dadas en esta seccion es la
Proposicién 2.1.9. Recordemos que en dicho resultado se caracterizaban los invariantes y
la resolucion del haz de ideales Jg para toda congruencia S con recta fundamental. En
particular, una tal S tiene bigrado (n,n), o bien (n,n — 1), o bien (n — 1,n). En las
tres proposiciones siguientes analizamos la simplicidad de Q|s para cada una de estos tres

posibles casos:

Proposicién 3.1.1. Si S es una congruencia de bigrado (n,n) con recta fundamental,
entonces Q|s no es simple si y sélo sin =1 (i.e., caso b) del Teorema 3.1).
Demostracion.
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Por la Proposicién 2.1.9, Js tiene una resolucién
0— Og(—n—1) — Og(-1) ® Og(—n) — Js — 0 (1)

Supongamos que Q|g no es simple. Entonces H'(Q ® Q* ® Js) # 0 por el Lema 2.1.19.

Tensorizamos la sucesién (1) por Q ® Q* y tomamos cohomologfa. Como H'(Q ®
Q*(1)) = 0 para todo [, entonces H?(Q ® Q*(—n —1)) # 0. Como H?(Q® Q*(-n—1)) =
H?(S%2Q(—n —2)) ® H?*(Og(—n — 1)) = H?(S%2Q(—n — 2)), tenemos que Q|s es simple si
y sélo si n # 1.

Veamos ahora qué ocurre cuando S tiene bigrado (n,n — 1):

Proposicién 3.1.2. Sea S una congruencia de bigrado (n,n — 1) con recta fundamental.
Entonces ()|s no es simple si y sélo sin =1 on =2 (es decir, si y sélo si se da el caso a)

o el caso c), respectivamente).

Demostracion.

Por la Proposicién 2.1.9(dualizando la congruencia del apartado c) de la misma),

sabemos que Jg tiene una resolucion

0 — Og(—n)? — S*(—n+1)®Og(~1) — Jg — 0 (1)

Tensorizamos (1) por @ ® Q*, y tomamos cohomologia. Ahora, por el Lema 2.1.19,
Q|s no es simple si y sélo si HY(S*® Q@ Q*(—n+1)) #0 0 H*(Q ® Q*(—n)) # 0.

En el primer caso, como H*(S$* @ Q ® Q*(—n + 1)) = H'(S* ® S?Q(—n)), tenemos
que H(8* @ Q ® Q*(—n+1)) # 0 si y s6lo si n = 1 (por el Lema 1.2.9).

En el segundo caso, como H?(Q®Q*) = H*(S?Q(—n—1)), tenemos que H?(Q®RQ*) #
0 siy sélo sin = 2. ]

Por dltimo, estudiamos las congruencias de bigrado (n — 1,n):
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Proposicidén 3.1.3. Si es S una congruencia de bigrado (n — 1,n) con recta fundamental,

entonces Q)]s es simple.

Demostracion.

Aplicando de nuevo la Proposicion 2.1.9, sabemos que Jg tiene una resolucién
0— Og(-n)* — Q*(-n+1)® Og(-1) — Js — 0

Tensorizamos la sucesién anterior por Q ® Q* y tomamos cohomologia.
En primer lugar, H}(Q® Q* @ Q*(—n+1)) = H*(S?Q® Q(—n —1)) = 0 por el Lema
1.2.10 y, como H'(Q ® Q*(—1)) = 0 segtin el Lema 1.2.6, entonces
H(QeQ @Q (-n+1)e H(Q®Q"(-1) =0.

Por otra parte, H?(Q ® Q*(—n)) = H?(S?Q(—n—1)) = 0 si n # 2 (ver Proposicién 1.2.5).
Entonces, suponiendo n # 2, tenemos que H'(Q ® Q* ® Js) = 0 y que Q|s es simple por
el Lema 2.1.19.

Supongamos ahora que n = 2. En este caso, tomamos cohomologia en la sucesion

exacta
0 —(QeQ*(-2) — QeQ Q" (-1)®(QeQ(-1) —QOQ*®Js — 0

y consideramos los morfismos

H'QoQ 2Q*(-1)eH' (Q®Q*(-1) — H'(Q® Q" ® Js) —
— H*(Q®Q*(-2))’ — H*(Q® Q" ®Q*(-1)) ® H*(Q ® Q*(-1))

Aplicando los Lemas 1.3.9 y 1.2.6 respectivamente, obtenemos H!(Q ® Q* ® Q*(—1)) =0
y HY(Q ® Q*(—1)) = 0. Aplicando ahora el Lema 1.3.15 y la Proposicién 1.1, tenemos la

siguiente situacion:
0— H'(Q® Q" ®Js) — H*($*Q(-3))* - H*(5?Q ® Q(-3))

Ahora bien, la aplicacion ¢ es inyectiva, porque es un sumado directo de la aplicacion
1 del Lema 1.3.16, luego H'(Q ® Q* ® Js) = 0 y Q|s también es simple en el caso n = 2.
O
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A partir de las tres proposiciones anteriores, obtenemos directamente el siguiente

resultado:

Proposicién 3.1.4. Sea S una congruencia con recta fundamental. Entonces Q|s no es

simple si y sélo si S es una de las congruencias de tipo a), b) o ¢) del Teorema 3.1.

3.2. Congruencias proyectadas desde G(1,4)

Las congruencias obtenidas como proyeccién sobre G(1,3) de una superficie lisa de
G(1,4) estdn completamente clasificadas por Arrondo y Sols en el Teorema 2.2.1 (ver
Teorema 5.1 de [AS2]). Los casos i) y #ii) en dicho teorema corresponden a congruencias
a) y b) (respectivamente) del Teorema 3.1. En esta seccién vemos que, en el resto de los

casos, el fibrado Q|g es simple, con lo que completamos la demostracién del Teorema 3.1.

Proposicién 3.2.1. Si S es una congruencia de tipo 5), entonces Q|s es simple.

Demostracion.
En este caso, demostraremos que h'(Q|s®Q%) = 1. Para ello, recordemos (ver seccién

2.2) que S = P! x P!, Hg = Op1,p1(1,2), y que se tiene la sucesién exacta no escindida
0 — Opiyp1(1,0) — Qs — Opixp1(0,2) — 0 (1)

Por ser Q|s un fibrado vectorial de rango 2 con ¢1(Q|s) = Hg se tiene que Q*|s = Q|s ®
Op1yp1(—1,—2). Si tensorizamos la sucesién anterior con QQ*|s y tomamos cohomologia,
para demostrar que h°(Q|s ® Q%) = 1 bastara ver que h°(Q|s ® Op1xp1 (0, —2)) =0 y que
h2(Qls ® Opixpa(—1,0)) = L.

Para ver que H%(Qls ® Opiyp1(0,—2)) = 0, tensorizamos (1) con Op1xp1(0,—2) v
tomamos cohomologia. En primer lugar, tenemos que H®(Op1 p1(1, —2)) = 0. En segundo

lugar, notese que la aplicacion
HO(O]PH X]P)l) — Hl (O]P)l x Pl (1, —2))

es inyectiva, pues H%(Op1yp1) = K y la sucesién exacta (1) no escinde. Tenemos entonces

que H°(Q|s @ Op1yp1(0,—2)) = 0.
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Para demostrar que h%(Qls ® Opiyp1(—1,0)) = 1, tensorizamos la sucesién (1) con
Op1 xp1(—1,0). Tomando cohomologia, como H(Opiyp1) = Ky H?(Op1yp1(—1,2)) = 0,
tenemos que H°(Q|s ® Op1yp1(—1,0)) = K.

Entonces tenemos

0— HQls ® Q*|s) — K,

de donde se sigue que, necesariamente, H°(Q|s ® Q*|s) = K. Por tanto, Q|g es simple. [J

Proposicién 3.2.2. Si S es una congruencia de tipo 7), entonces Q|s es simple.

Demostracion.
Recordemos de la seccién 2.2 que la resolucion del haz de ideales de esta congruencia
es la siguiente:

0— Og — S (2) — TIs(3) — 0

Tensorizando la sucesién anterior por Q ® Q*(—3) y tomando cohomologia, vemos que
HY(Q® Q" ® Js) = 0si y sdlosi HY(S* © Q® Q7 (1)) = 0 y H2(Q © Q*(~3)) = 0.

Por una parte, H(S* ® Q @ Q*(-1)) = HY(S* ® S2Q(-2)) ® H}(S*(-1)). Por la
Proposicién 1.2.2 y el Lema 1.2.9, tenemos H'(S* ® Q ® Q*(—1)) = 0. Por otra parte,
H?(Q ® Q*(-3)) = H%*(S?Q(—4)) = 0 por la Proposicién 1.2.5, y ya hemos demostrado
entonces que H'(Q ® Q* ® Js) = 0y Q|g es simple (Lema 2.1.19). O

Proposicién 3.2.3. Si S es una congruencia de tipo 10), entonces Q|s es simple.

Demostracion.

En este caso (ver seccién 2.2), la resolucion del haz de ideales de S es
0 — Og — E(2) — Js(3) — 0

Para calcular H!(Q ® Q* ® Js), tensorizamos la sucesién anterior por Q ® Q*(—3) y

tomamos cohomologia:

H(Q®Q ®E(-1) — H(Q®Q"® Js) — H*(Q®Q*(-3))
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Por una parte, H'(Q ® Q* ® F(-1)) = H'(5?Q ® E(-2)) @ H'(E(-1)) = 0 por la
Proposicién 1.2.3 y el Lema 1.2.12. Por otra parte, H2(Q®Q*(—3)) = 0 por la Proposicién
1.2.1 y 1.2.5, luego HY(Q ® Q* ® Js) = 0 y Q|s es simple. O

Por tanto, hemos demostrado la siguiente

Proposicién 3.2.4. Sea S una congruencia proyeccién sobre G(1,3) de una superficie lisa
de G(1,4), y supongamos que Q)|s no es simple. Entonces S es una de las congruencias de

tipo ¢) o d) del Teorema 3.1.

Noétese ahora que el Teorema 3.1 se deduce directamente de la Proposicién 3.1.4 y de

la Proposicion 3.2.4.
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Capitulo 4. Estabilidad del fibrado universal restringido a
congruencias de G(1,3).

En su articulo de 1991 sobre fibrados vectoriales de rango 2 en superficies de Enriques

(véase [DRY]), Dolgachev y Reider enunciaron la siguiente conjetura:

Conjetura DR. Si S es una congruencia no contenida en un complejo lineal, entonces

los fibrados universales restringidos QQ|s y S|s son semiestables.

Notese que la condicién “S no contenida en un complejo lineal” es necesaria: si S tiene
grado impar y estd contenida en un complejo lineal, no se cumple la tesis de la conjetura
DR, segun la Proposicion 2.1.11.

El interés de la conjetura de Dolgachev y Reider radica en que, si fuera cierta, se
obtendrian cotas muy precisas para el orden y la clase de toda congruencia. En efecto,
supongamos la conjetura DR cierta. Entonces, aplicando el Teorema de Bogomolov, que
establece la desigualdad ¢} < 4cy para fibrados semiestables, a Q|s v a S|g obtendrfamos,
respectivamente, que a < 3b y b < 3a para toda congruencia de bigrado (a,b) distinta de
un a—plano o un S—plano, pues las congruencias contenidas en un complejo lineal tienen

bigrado (n,n), (n,n —1) o (n — 1,n) (Proposicién 2.1.9).
Un primer avance en la resolucion de la conjetura viene dado por el siguiente resultado,
demostrado independientemente en [AS2] y [G1]:
Proposicién 4.1. Sea S una congruencia de bigrado (a,b).
i) Si a > b, entonces S|g es semiestable.

i1) Si b > a, entonces @|s es semiestable.

Demostracion.

Véase [AS2], Proposicién 2.4, o [G1], Proposicién 3.5. O

En particular, si S es una congruencia de bigrado (n,n) contenida en un complejo
lineal, se tiene que @|s y S|s son semiestables. Como las congruencias de grado impar
contenidas en un complejo lineal tienen recta fundamental, la Conjetura DR se puede

reformular como
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Conjetura DR’. Si S es una congruencia sin recta fundamental, entonces los fibrados

universales restringidos Q|s y S|s son semiestables.

En este capitulo mejoramos la Proposicién 4.1 con el Teorema 4.4, utilizando ideas
que estaban ya implicitas en la demostracién de Gross. Por dualidad, basta estudiar el

fibrado Q|s.

A continuacién recordamos un resultado sobre estabilidad de fibrados vectoriales, par-

ticularizado en el caso de @) restringido a una congruencia:

Lema 4.2. Sea S una congruencia en G(1,3) con Q|s no semiestable. Entonces existe un

tinico subhaz saturado de rango 1 que desestabiliza a Q|s.

Demostracion.
Supongamos Og(D1) y Os(D2) subfibrados lineales saturados de @Q|s que desestabilizan

. 2 2 .
a Qls, i.e., tales que D1H > HT y DoH > HT Tenemos pues dos sucesiones

0 — Os(D1) — Q|s — Jz,(H —Dy) — 0

0 — Os(D3) —= Qls — Jz,(H — Dy) — 0

Entonces el morfismo composicion
0 — Os(D2) == Qls — Jz,(H — D1)

es nulo, ya que el haz Jz, (H — D1 — D3) no tiene secciones (porque al ser D1 H, Dy H > %2,

entonces (H — D1 — Do)H < 0). Se tiene por tanto un diagrama

0—0Os(D1) — Qs — Jz,(H—-D1)—0

(2N T /0
Os(D3)

donde % es un morfismo de haces no nulo y, por tanto, inyectivo. Simplemente intercam-

biando D; y D2 se demuestra que existe un morfismo inyectivo Og(D;) — Og(Ds2), por

lo que Og(D1) ~ Og(D3). O
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La siguiente proposicién determina una cota para la pendiente (D) de los subfibrados
lineales Og(D) de Q|s con pendiente méxima, demostrando ademds que, cuando p(D) estd

muy cerca de la cota, S es de un tipo muy especial:

Proposicién 4.3. Sea S una congruencia en G(1,3) de bigrado (a,b), con seccién hiper-

plana H. Supongamos que se tiene la sucesion exacta saturada
0— Os(D) — Qs — Jz(H—-D) — 0 (4.3.1)

donde Z es el conjunto de puntos en que se anula una seccion del fibrado Q|s(—D).

Entonces (D) < a. Ademads,

i) si u(D) = a, entonces S tiene una curva fundamental.
ii) Si u(D) = a — 1, entonces S es racional, y h°(D) =1 si h°(Q|s) = 4.
i1i) Si p(D) = a — 2, entonces o bien S es racional, o bien h°(D) = 1.
iv) Si u(D) = a — 3, entonces o bien S es birracional a P? o a una superficie reglada
eliptica, o bien h®(D) = 1.
Demostracion.

Sea 7m: S — S la explosién de S en Z, y sea F = 77 Y(Z) (por tanto, E? = —degZ)

Consideremos la sucesion
0— O0z(D) —71Qls — Oz(H-D - E) — 0,

inducida por (4.3.1). Restringimos a S el epimorfismo universal Ozt - Q, v levantamos
por 7 el epimorfismo resultante Og? —» Q|s. Componiendo dicho morfismo con 7*Q|s —
Oz(H — D — E), se obtiene que Ox(H — D — E) estd generado por sus secciones globales,
luego dos curvas generales del sistema lineal |H — D — E| se cortan en (H — D — E)?
puntos. Obsérvese que (H — D — E)? = a — DH, ya que la condicién DH < a — k es
equivalente a (H — D)? — degZ > k. En efecto, basta tener en cuenta que H?> = a + b, y
que degZ = co(Q|s(—D)) =b— DH + D?.

Llamemos ¢ al morfismo de S en P3 dado por las cuatro secciones de Oz(H-D-E).

Se tiene que dimp(S) < dimS = dimS = 2.
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Noétese también que ¢(S) es una superficie de P si y sélo su interseccién con una
recta genérica de P3 es no vacfa. Esto es equivalente a decir que ((S) es una superficie de

P3 siy sélo si (H — D)? —degZ > 0. Obsérvese que, en caso de ser (S) una superficie, es

a— DH = (H — D)? — degZ = degyp - degyp(S).

i) Supongamos DH = a o, equivalentemente, (H — D — E)? = 0. Entonces ¢(S) es o una
curva o un punto (no puede ser un conjunto finito de méas de un punto porque 90(5) es

irreducible), por la observacién anterior. En el primer caso, ¢(.5) es una curva fundamental
para S , luego también para S. En el segundo caso, S es claramente un a—plano, luego

cualquier recta de S es fundamental.

i1) Supongamos ahora DH = a—1, i.e, degp-degp(S) = 1. Entonces degyp = degp(S) =1
gp(g ) es un plano y ¢ una aplicacién birracional. Entonces S es racional, luego S es también
racional.

Supongamos que h"(Qs) = 4. Nétese en primer lugar que H°(Os(D)) = H?(Oz(D))
es el ntcleo del morfismo HO(n*Q|s) — HY(H — D — E). Ahora, h°(Q|s) = 4 implica
que HO(O§4) = H(7*Q|s), luego h°(D) es igual al ntimero de planos que contienen a

©(S). Como ¢(5) es un plano, necesariamente h°(D) = 1.

ii1) Supongamos DH = a—2, esto es, deggp-degcp(g) = 2. Asi, obtenemos dos posibilidades:

a) degp = 1, degp(S) = 2,
b) degp = 2, degep(S) = 1.

En el caso a), tenemos que ¢ es una aplicacién birracional y ¢(S) una cuddrica, i.e.,
tenemos que S es birracional a una cuddrica. Por tanto, S es racional, lo que implica que
S es también racional.

En el caso b), deggo(g) = 1 implica que go(g) es un plano, porque tiene dimensién

2. Si h9(Qls) = 4, se demuestra exactamente igual que en el caso ii) que h°(D) = 1. Si

h°(Q|s) # 4, por el Teorema 2.1.16 y el Lema 2.1.8, la congruencia S es racional.

iv) Supongamos DH = a—3 o, equivalentemente, degp-degp(S) = 3. Entonces se obtienen

las posibilidades
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a) degp =1, degp(S) = 3,
b) degy = 3, degp(S) = 1.

En el caso a), S es birracional a una superficie de grado 3 en P3, i.e., racional o un
cono sobre una curva eliptica, luego birracional a P? o a una superficie reglada eliptica.
Por tanto, lo mismo ocurre para S.

En el caso b) se tiene que go(g) es un plano, porque degga(g) =1. Si h%(Qls) = 4, se
demuestra que h%(D) = 1 exactamente igual que en 7). Si h°(Q|s) # 4, como en iii), la
congruencia S es racional.

O

El resultado anterior se traduce, en términos de estabilidad, en el siguiente teorema:

Teorema 4.4. Sea S una congruencia en G(1,3) de bigrado (a,b). Entonces u(D) < a,
para todo subhaz Og(D) de Q|s. En particular, si b > a (resp. b > a), Q|s es semiestable
(resp. estable). Ademads,

i) Si S no tiene curva fundamental, es u(D) < a — 1, para todo subhaz Og(D) de Q|s.
En particular, sia < b+ 2 (resp. a < b+ 2), el fibrado universal Q|s es semiestable
(resp. estable).

i1) Si S no es racional y no tiene curva fundamental, es u(D) < a — 2, para todo subhaz
Os(D) de Q|s. En particular, sia < b+ 4 (resp. a < b+ 4), el fibrado universal Q|s
es semiestable (resp. estable).

ii1) Si S tiene curva fundamental plana (en particular, si tiene recta fundamental), en-
tonces existe un subhaz lineal de Q|s con pendiente igual a a. Por tanto, a es la

pendiente méaxima que alcanzan los subfibrados lineales de Q|s.

Demostracion.
Nétese que basta demostrar el teorema para un subfibrado lineal de @)|s con pendiente
méxima. Sea Og(D), pues, un subfibrado lineal de @|s con pendiente maxima. Tenemos

entonces una sucesion saturada
0— Og(D) — Q|ls — Jz(H—-D) — 0,
con Z conjunto de puntos donde se anula una seccién del fibrado Q|s(—D). Basta aplicarle

la Proposicién 4.3 al fibrado Og(D) para obtener u(D) < a.
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En particular, si a < b (resp. a < b) entonces es a < % = 4(Q|g) (resp. a < u(Q|s))
luego, como p(D) < a segun acabamos de demostrar, se tiene que ()|s es semiestable (resp.
estable).

Demostramos ahora 1), i) y ii):

i) Supongamos que S no tiene curva fundamental. FEntonces, por el apdo. i) de la
Proposicién 4.3, u(D) < a — 1.

Que Q|s sea semiestable quiere decir que p(D) < 2. Como pu(D) < a — 1, segtn

a+b

(resp. a—1 < T) porque a < b+ 2 (resp.

acabamos de demostrar, y a — 1 < aTer

a < b+ 2), tenemos que Q|s es semiestable (resp. estable).

i1) Supongamos ahora que S no tiene curva fundamental y que no es racional. En ese caso,
por los apdos. i) y i7) de la Proposicién 4.3, tenemos que u(D) < a — 2.

Que Q|s sea semiestable quiere decir que pu(D) < 2. Como u(D) < a—2y
a—2< aTer (resp. a —2 < “T“’), porque a < b+4 (resp. a < b+4), se deduce que Q|g es

semiestable (resp. estable).

iii) Sea Cy la curva fundamental de S, y consideremos un plano general IT de P? que
contenga a Cy. Vamos a demostrar que el conjunto C' de rectas de S contenidas en el
plano II es una curva de grado a en el plano dual II*. Para ello, consideremos una recta
general en IT*, es decir, un haz de rectas de Il con centro un punto general p de II. Decir
que C es una curva de grado a quiere decir que S contienene a rectas del haz. Como Cj
es una curva fundamental para S, todas las rectas de S que pasan por un punto p de II
tienen que cortar a Cp, luego tienen que estar contenidas en el plano II. Asi, como el orden
de la congruencia S es a, hay exactamente a rectas de S que pasan por un punto general
p, luego C es una curva de grado a. Como C' esta contenida en el f—plano de todas las
rectas de II, Og(C) es un subhaz de Q|s con u(C) = a. La dltima afirmacién de iii) se
deduce de que pu(D) < a para todo subfibrado lineal Og(D) de Q|s.

O
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Capitulo 5. Sistemas lineales de curvas planas.

En este capitulo nos ocupamos del problema de calcular la dimensién de sistemas
lineales de curvas en P2. Con este fin, presentamos en primer lugar un resultado para
calcular la dimensién de un sistema lineal de curvas planas por puntos con multiplicidad
como mucho 2, mas un método para los casos con multiplicidades mayores que 2. Con
todo ello, calculamos dimensiones de algunos sistemas lineales particulares que aparecen
en el capitulo 6.

Comenzamos estableciendo la siguiente notacién: dados pi, ..., p, puntos de P?, de-
notaremos por Lo(d;ny,...,n,.) C P(H?(Op:2(d))*) al sistema lineal de curvas planas de
grado a que pasan por p; con multiplicidad n;, para cada ¢ = 1,..,r. Equivalentemente,
Lo(dyny,...,n.) = |dL —n1Ey — ... — E,|, donde Ejy, .., E, son los divisores excepcionales
obtenidos al explotar P?(z) en p1, ..., p,.. Por comodidad, en caso de que a; puntos entre
p1,-.-, Pr tengan la misma multiplicidad m, escribiremos m® en vez de m, @i m. Silos
puntos p1, ..., pr estan en posicién general, diremos que Lo(d;n1, ...,n,.) es un sistema lineal

general.

La dimension vectorial esperada de Lo(d;ny,...,n,) es

d(L) = maz{—1, (d;2> - (“1; 1) S (n; 1) — 1} (5.1)

Dado un sistema lineal de curvas £ de la forma L5(d;nq, ..., n,-), es obvio que su dimensién

esperada es menor o igual que su dimensiéon real.

A continuacion, presentamos en forma de lema un primer método para calcular la

dimension de un sistema lineal en un caso particular:

Lema 5.2. Consideremos diez puntos de P? en posicién general. El sistema lineal £ =

L5(8;3%,29) tiene la dimensién esperada.

Demostracion.
La dimensién vectorial esperada de £ es 3. Supongamos dimL > 4. En particular,

si en vez de diez puntos en posicién general consideramos otra eleccién de diez puntos de
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P2, p1, ..., p10, y lamamos £’ al sistema lineal de écticas con multiplicidad 3 en py,...,ps ¥
multiplicidad 2 en ps, ..., p1g, también dim/L’ > 4.

Consideremos pues pi, ..., ps puntos de P? en posicién general, y sea C; la cudrtica
plana irreducible que tiene multiplicidad 2 en p1, ps y p3, y que ademas pasa por los puntos
P4, ---, pg- Elijamos dos puntos pg y p1g en C; de modo que entre los puntos py4, ps, 7, Ps, Po
y p1o no haya tres alineados (basta considerar las seis rectas que unen los puntos py, ps, p7
y ps dos a dos, y elegir pg y p1g en C fuera de dichas rectas). Con esta eleccién particular
de diez puntos pi, ..., p1g, consideremos el sistema lineal £'.

Consideremos la cénica irreducible Cy que pasa por pq,...,ps, y elijamos en ella tres
puntos q1,q2 y g3, que no pertenezcan a Cf.

Sea D' una curva de L' que pase por qi,¢2,q3. Como D’ y C se cortan en 33 puntos,
contando multiplicidades, C es una componente de D’ por el Teorema de Bézout (porque
C es irreducible). Entonces D' = C; + C3, donde C3 es una cuértica con multiplicidad 2
en pg y que pasa por pi, P2, P3, Ps, - P10, 41, g2, q3- Entonces Cy y C3 se cortan al menos
en nueve puntos. Por el Teorema de Bézout, esto implica que Cy es una componente
de Cj3, luego C3 = Cy + C4, con Cy cénica que pasa por p4, Ps, P7,Ps,P9 Y P1o- Esto es
absurdo, porque los seis puntos anteriores estan en posicién general. Luego necesariamente

es dimL' = 3, lo que implica dimL = 3. O

La demostracién anterior es un ejemplo de argumento geométrico. Sin embargo, como
veremos en el siguiente lema, hay un camino mucho mas corto de demostrar que un sistema
lineal general tiene la dimensién esperada: encontrando una eleccién particular de puntos
de modo que el sistema lineal para dichos puntos tenga también la dimensién esperada.
Ademads, de esta forma obtenemos informacién extra sobre el nimero de puntos base

adicionales del sistema lineal general.

Lema 5.3. Dados doce puntos de P? en posicién general, el sistema lineal £ = L(6;3,2%,17)
tiene la dimension esperada. Ademds, L tiene como mucho un punto base adicional (i.e.,

distinto de los doce puntos en posicion general).
Demostracion.
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La dimensién esperada del sistema lineal £ es 3. Consideremos ahora los puntos
pr=(1:0:0),p2=0:1:0),p3=0:0:1),py =(1:1:1),p5 =(1:2:3),
pe =(1:5:3),pr=(-2:3:4),ps=(1:-2:3),p9=(2:3:7),p10=1(7:3:2),
pi1 = (=7:-3:2)y p1a = (5:3:—8). La dimensién del sistema lineal £’ de séxticas que
tienen multiplicidad 3 en p;, multiplicidad 2 en po, ..., p5, y que ademas pasan por pg, ..., P12,
es 3 (se calcula facilmente con un programa de ordenador) luego, como dimL’' > dimL > 3,
también es 3 la dimensién del sistema lineal £, para doce puntos generales de P2.

Ahora, si calculamos el polinomio de Hilbert Prs de Klzg, z1,22]/I’, donde I es el
ideal generado por las curvas que generan L', obtenemos P;. = 26. Esto es, todas las
curvas del sistema L’ se cortan exactamente en 26 puntos. Como los puntos pi, ..., p12
nos dan ya 25 puntos, contando multiplicidades, entonces £’ tiene exactamente un punto
base adicional (en realidad puede demostrarse que no es propiamente otro punto base, sino
que corresponde a un esquema soportado en p;, aunque obviaremos este hecho por ser
irrelevante para nuestro objetivo). Como el niimero de puntos base adicionales de L es
menor o igual que el nimero de puntos base adicionales de £’ (porque ”tener como mucho
un punto base adicional” es una condicién abierta), se deduce que L tiene como mucho un

punto base adicional. ]

Con el mismo modo de proceder del lema anterior, se demuestra lo siguiente:

Lema 5.4. i) Dados doce puntos de P? en posicién general, los sistemas lineales Lo(5;1°,23)
y L£2(4;1'2) no tienen ningiin punto base adicional.
ii) Dados seis puntos de P? en posicién general, el sistema lineal L2(3;1%) no tiene ningiin
punto base adicional.
iii) Dados diez puntos de P? en posicién general, los sistemas lineales L2(5;16,2%), £4(4;19,2),
L4(6;12,27) y L5(4;1'°) no tienen ningiin punto base adicional.
iv) Dados nueve puntos de P? en posicién general, el sistema lineal L2(4;18,2) no tiene

ningiin punto base adicional.

Demostracion.
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Damos en cada caso los puntos particulares p; que hemos utilizado para calcular la
dimensién del sistema lineal £':
i) Para el sistema lineal £2(5;1%,23) hemos utilizado los puntos p; = (1:0:0), p2 = (0 :
1:0),p3=(0:0:1),pa=(1:1:1),ps=(1:2:1),p6=(1:5:3), pr =(—2:3:4),
ps=(1:-2:3),p9=(2:3:0),pr0=(7:3:2), pr1=(-7:-3:2)ypia=(5:3:-8),
donde p3,ps v ps tienen multiplicidad 2, y el resto 1.

Para el sistema lineal £5(4;1'?) hemos utilizado los puntos p; = (1:0:0), po = (0 :
1:0),ps = (0:0: 1), py=(1:1:1), ps=(1:2:1), po=(1:5:3), pr = (—2:3: 4),
ps=(1:-2:3),p9g=(2:3:0), p1o=(7:3:2), p11=(-7:-3:2) y pr2a =(5:3: -8).

ii) Para el sistema lineal £5(3;1%) hemos utilizado los puntos p; = (1:0:0), po = (0: 1:
0),p3=0:0:1),pa=(1:1:1),ps=(1:2:1)yps=(5:3:-8).

ii1) Para el sistema lineal L£5(5;15,2%) hemos utilizado los puntos p; = (1:0:0), ps = (0 :
1:0),p3=(0:0:1),pa=(1:1:1),ps=(1:3:7),p6=1(1:5:3),pr=(=1:3:4),
ps=(1:-2:3),p9g =(—2:—=1:5)y pio=(=7:1:2), donde los puntos ps, ..., psg son
dobles.

Para el sistema lineal £5(4;1%,2) hemos utilizado los puntos p; = (1:0:0), p2 = (0 :
1:0),p3=(0:0:1),pa=(1:1:1),ps=(1:3:7),p6=1(1:5:3),p7=(—1:3:4),
ps=(1:-2:3),pg=(—=2:—-1:5), p1go =(=7:1:2), donde el punto pg es doble.

Para el sistema lineal £5(6;12,27) hemos utilizado los puntos p; = (1:0:0), p2 = (0 :
1:0),ps=(0:0:1),ps=1:1:1),p5=(-4:3:7),p6=(1:5:3),pr =(—1:3:4),
ps=(1:-2:3),pg =(—2:—=1:5)y pio=(—7:8:2), donde los puntos py, ..., p1g son
dobles.

Para el sistema lineal £5(4;11%) hemos utilizado los puntos p; = (1:0:0), p2 = (0 :
1:0),p3=(0:0:1),ps=1:1:1),p5=(-4:3:7),p6=(1:5:3),py =(=1:3:4),
ps=(1:=2:3),pg=(-2:—-1:5)ypio=(=7:8:2).

iv) Para el sistema lineal £o(4;18,2) hemos utilizado los puntos p; = (0: 1:0), pz = (0 :
0:1),p3=01:1:1),pa=(—-4:3:7),p5=(1:5:3),ps=(=1:3:4),py=(1:-2:3),
ps=(—2:—1:5)ypg=(—7:8:2), donde el punto pg es doble. O

58



Volvemos de nuevo a estudiar el problema del cédlculo de la dimensién de un sistema
lineal. El lema que demostramos a continuacién (que se deduce de un caso particular de

un resultado de Hirschowitz) es un primer paso:

Lema 5.5. Consideremos r puntos de P2, zq,...,x,, en posicién general. Entonces el
sistema lineal de curvas planas de un cierto grado d, que pasan por los puntos anteriores

con multiplicidad como mucho 2, tiene exactamente la dimension esperada, con excepcion

de los casos Lo(2;2%) y L2(4;25).

Demostracion.

Dado un sistema lineal no vacio V, si anadimos un punto general la dimensién del
sistema lineal resultante es igual a dimV — 1. En efecto, consideremos una curva C del
sistema V', y sea p un punto que no pertenece a C. Sea a el grado de las curvas de V.
Entonces, V no estd contenido en el hiperplano H, de p(":) de curvas de grado a que
pasan por p, luego dim(V (| H,) = dimV — 1. Tenemos pues que existe un abierto no
vacio de puntos ¢ de P? para los que la dimensién de V baja en 1 tras anadir la condicién
de "pasar por ¢”. Luego la dimensién de V' baja en 1 tras anadir la condiciéon de ”pasar
por un punto general”. Por tanto, basta demostrar el lema para el caso en que todas las
multiplicidades de los puntos son 2, y esto es exactamente el resultado demostrado por
Hirschowitz (ver [Hi], Corolario 7.3).

O

Mediante el lema anterior, podemos calcular la dimension de sistemas lineales con
puntos como mucho dobles. En el caso de puntos con multiplicidad mayor, existe una
técnica, que introduciremos a continuacion, para reducirnos al caso de multiplicidades

menores o iguales que 2.

Definicién 5.6. Sean g1, ¢, q3 tres puntos de P? no colineales. Una transformacion de
Cremona centrada en g1, ¢2, g3 es una aplicacién birracional o de P?, definida por el sistema
lineal de las conicas que pasan por qi, g2, q3.

Ejemplo 5.7. La transformacién cuadratica definida por
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O'(.’]?O b o .I‘Q) = (1‘15172 L XX Z.To.’lfl) (571)

es una transformaciéon de Cremona centrada en los puntos (1:0:0),(0:1:0)y (0:0:1).

Noétese ademés que 02 = idps.

Dada una transformacién de Cremona centrada en tres puntos, mediante un cambio de
coordenadas podemos suponer siempre que es de la forma (5.7.1) anterior. Consideremos
pues una transformacién de Cremona centrada en los puntos p; = (1:0:0),p2 = (0:1:0)
yp3 = (0:0:1),ysea 7 la explosién de P? en dichos puntos. Como o tiene la forma

(5.7.1), es claro que o o 7 es la aplicacién

¢ : P2(py, 2, p3) — P?

asociada al sistema lineal |21 — Fy — Ey — E3|, donde E; es el divisor excepcional corre-

spondiente al punto p;, para i = 1,2,3. Consideremos el siguiente diagrama:

P2(p1, p2, p3) P2(p1, p2, p3)
T N\ ¢
[EDQ _‘Z_) [EDQ

Asi, como ¢~1(L) = 2L — E; — E5 — Ej3, teniendo en cuenta que o2 = idp2, es claro
que 7 lon(L) = 2L — E; — Ey — E3. Consideremos ahora el divisor excepcional F. Se
transforma por o o 7 en la recta que pasa por py y ps3, {xg = 0}, luego su imagen en

1

I/F'E(pl, p2,p3) por T tom es L — Es — E3. Tenemos entonces que la aplicacion

—~ —

P2(p1,p2, p3) — P2(p1,p2,p3),
z— 1 (o(n(2)))

que llamaremos ¢ por un abuso de notacién, esté bien definida y transforma la recta L en
2L — Ey — E; — E3, y cada L — E; — E; en el divisor excepcional Ej, (donde E;, E; y Ej,

son distintos entre si).

Demostramos ahora la siguiente
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Proposicion 5.8. Sea Lo(d;n1,...,n,) un sistema lineal de curvas planas por los puntos
) ) ) ™
P1, -, Pr, ¥V Sea o una transformacion de Cremona centrada en los tres primeros puntos del

sistema. Entonces

oL =Lo(d+ k;ny + k,ne + k,ns + k,ng, ....,n;.),

donde k = d—mny1—ng —ng. Ademads se tiene que dimo*L = dimL, y la dimension esperada

de o* L coincide también con la dimension esperada de L.

Demostracion.

Consideremos una curva D = dL — n1Ey — ... — n,. F, del sistema L, y apliquémosle
o. Por lo que hemos demostrado antes, 0*D = d(2L — Fy — F3 — E3) —ny(L — Es — E3) —
no(L — E1 — E3) —n3(L—FE1 — Ey) —ngFy — ... —n.E. = (d+ k)L — (n1 + k)E1 — (ng +
k)Ey — (ng + k)Es —nyEy — ... —n,.E,, donde k = d —ny — ng — ns.

Notese ahora que la dimensién de £ no varia al efectuar una transformacion birracional
o, porque las curvas de L estan en corrspondencia 1 — 1 con las curvas de ¢*L. Luego

es claro que dimo*L = dimL. Por ultimo, a partir de (5.1) es inmediato demostrar que

d(o*L) = d(L).

Observacion 5.9. Nétese que tras aplicar una transformaciéon de Cremona o como (5.7.1)
a un sistema lineal £ = L5(d;nq,...,n,) no vacio, si algin d —n; —n; (1 <i<j <3) es
negativo, obtenemos entonces una multiplicidad negativa en el sistema transformado o* L.
En este caso, la recta que pasa por p; y p; es una recta fija del sistema y esta contenida
n; —n; — d veces en el lugar base de £. En efecto, supongamos que d — n; — ng < 0.
Si L1s = L — By — F5 es la recta que pasa por p; y p2 (nétese que L3, = —1) y C =
dL—niFy—...—n, E, es una curva cualquiera del sistema, entonces L15-C' = d—ny—ngy < 0.
Esto implica, por el Teorema de Bézout, que Li5 es una componente de C, y esto para
cualquier curva C de L, luego Lis es una componente fija de L, y es claro que Lq5 esta

contenida n; + no — d veces en el lugar base de L.
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Obsérvese que, si ademés d—mn; —n; < —2 para ciertos ¢, j, entonces £ tiene dimensién
mayor que la esperada. Una célebre conjetura de Gimigliano-Habourne-Hirschowitz es-
tablece que, de hecho, la dimensién de £ es mayor que la esperada si y sélo si existe una
curva C del sistema, irreducible y reducida, de modo que C? = -1y CL < —2. La
contribucién més reciente ha sido hecha por Dumnicki y Jarnicki (ver [DJ]), demostrando

que la conjetura es cierta para multiplicidades n; < 11.

Veamos ahora una aplicacion de lo visto anteriormente para el cadlculo de dimensiones
de sistemas lineales:
Ejemplo 5.10. Consideremos el sistema lineal £ = £5(9;5, 4, 3%). Tras aplicarle a £ tres
transformaciones sucesivas de Cremona (centradas en los tres puntos de mayores multi-
plicidades), obtenemos el sistema Lo(0; —1, —2), segun la Proposicién 5.8. Vedmoslo paso
a paso, donde senalamos con un asterisco las multiplicidades transformadas al aplicar la

Proposicién 5.8, esto es, aquellas de la forma n; + k:
L£5(9;5,4,3,3,3,3,3)

L£2(6;2*,1%,0%,3,3,3,3)
£5(3;2,1,0,0%,0*,0%,3)
£5(0; —1*,—-2%,0,0,0,0,0%)

Segun la Observacion 5.9, el sistema transformado £2(0; —1, —2) tiene dos rectas fijas,
una de ellas contenida una vez en el lugar base, y la otra contenida dos veces. Entonces el
sistema L£2(0; —1%, —2*%,0,0,0,0,0*) se escribe como £4(0; —1,0, 8, 0) + 2£5(0;0,—1,0 ©
,0). Deshaciendo las sucesivas transformaciones de Cremona que hemos aplicado hasta
llegar a L£5(0; —1,—2), obtenemos también dos curvas fijas en el sistema original £. En

1

efecto, como o~" = o, tenemos

L£5(0; —=1%,0%,0,0,0,0,0%) 4+ 2£5(0;0*, —1*,0,0,0, 0, 0*)
L£5(1;0,1,0,0%,0%,0%,1) + 2£5(1;1,0,0,0%,0%,0%, 1)
£2(2;0%,1%,0%,1,1,1,1) + 2L5(2; 1%,0%,0%,1,1,1, 1)
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£5(3;1,2,1,1,1,1,1) + 2£5(3;2,1,1,1,1,1,1)

Por tanto, se tiene que £L = Cy + 2C5, donde Cy = 3L — E1 —2Fy — F3 — ... — Er y
Cy =3L—2F, — FEy — ... — F7. Observamos entonces que, aunque la dimensién esperada

de £ es —1, sin embargo £ es no vacio.

Volvemos ahora a nuestro problema de calcular dimensiones de sistemas lineales par-

ticulares cuando alguna multiplicidad sea mayor que 2.

Lema 5.11. i) Dados diez puntos de P? en posicién general, los sistemas lineales

Lo(7:3%,22 1), £5(9;38,22), L£2(10;4,3%) y L2(8;4,32,27) tienen la dimensién esperada.

ii) Dados nueve puntos de P? en posicién general, el sistema lineal L£2(6;3,25,12) tiene Ia
dimension esperada.

iii) Dados doce puntos de P? en posicién general, los sistemas lineales L2(7;3%,2,17),
Lo(5;23,1%) y Lo(4;1'2) tienen la dimensién esperada.

iv) Dados once puntos de P? en posicién general, el sistema lineal L£5(6;3,2°,1°).
Demostracion.

Consideremos el caso £ = L£o(7;3%22,1%). Mediante dos transformaciones sucesivas
de Cremona (centradas siempre en los tres puntos de mayor multiplicidad), obtenemos el
sistema lineal £’ = £5(3;1%). Ahora bien, en £’ no hay ninguna multiplicidad mayor que
2, luego podemos aplicar el Lema 5.5 para deducir que £’ tiene la dimensién esperada.
Por la Proposicién 5.8, esto implica que £ también tiene la dimensién esperada.

Con el resto de los sistemas lineales del lema se procede de igual modo. ]

Observacion 5.12. Existen resultados méas fuertes para demostrar que un sistema lineal
L = Lo(d;nq,...,n,) tiene la dimensién esperada. En primer lugar, damos la siguiente

definicién:

Definicién 5.12.1. Se dice que un sistema lineal L = Ly(d;ny,...,n,) estd en forma

estandar siniy > ... >n, >0y d>n; +no+ ngs.
Ejemplo 5.12.2. Consideremos el sistema lineal £ = L£5(6;3,2°,1°). No esta en forma
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estandar, pero mediante dos transformaciones de Cremona sucesivas, segtin la Proposicién
5.8 obtenemos el sistema lineal equivalente £’ = £(4;2,11%), que sf estd en forma estandar.

No todos los sistemas lineales pueden escribirse en forma estdandar aplicando transfor-
maciones de Cremona. Una prueba de ello es el sistema lineal £5(9;5,4,3°) del Ejemplo

5.10.

En la Observacion 5.9 enuncidbamos la conjetura de Gimigliano, Harbourne y Hirscho-
witz. Una reformulacion equivalente de dicha conjetura es la siguiente:
Conjetura 5.12.3. Un sistema lineal L en forma estandar tiene la dimension esperada.

Como la conjetura anterior es cierta para multiplicidades n; < 11 (ver Observacién
5.9), también podriamos haberla utilizado en la demostracién del Lema 5.11, ya que todos
los sistemas lineales del enunciado pueden escribirse de forma estandar mediante transfor-

maciones de Cremona.
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Capitulo 6. Estabilidad del fibrado universal restringido a
congruencias de G(1,3) de grado bajo.

Comenzamos ahora el estudio, caso por caso, de la estabilidad de @)|s para las congru-
encias S de la lista de la seccion 2.2, conservando la numeracién que ddbamos alli. Ademas,
determinamos la pendiente méxima alcanzada por los subfibrados lineales de Q|s. En los
casos de bigrado (a,b) con a # b estudiamos por separado cada congruencia y su dual,
pues entonces los fibrados universales restringidos tienen propiedades diferentes.

Finalmente, salvo cuando haya posibilidad de confusién, denotamos indistintamente

por S a una congruencia y a su dual (aunque avisando siempre a cuél de ellas nos referimos).

Observacion 6.1. En los casos de congruencias racionales utilizaremos frecuentemente la

desigualdad de Cauchy-Schwarz
(a1ng + ... + arnr)2 < (a% + ...+ af) . (n% + ...+ n%),

donde los a; y los n; son nimeros enteros.

Congruencias de tipo 1)
La congruencia S de este tipo es un f—plano. El fibrado universal restringido es
Q|s = Tp2(—1) = Qp2(2), que es estable. Por el Teorema 4.4, p(D) = 0 para todo subhaz

Og(D) de Qls. Por tanto, 0 es la pendiente méxima que alcanzan los subhaces lineales de

Qls.

Congruencias de tipo 1)*
La restriccién a la congruencia de bigrado (1,0) del fibrado universal es Q|s = Opz @
Op2(1), que tiene a Op2(1) como subhaz.
w(Op2(1)) = L2 =1 > p(Op2 @ Op2(1)) = %, luego @|s no es semiestable. Como el fibrado
que desestabiliza a Q|g es tnico (Lema 4.2), 1 es la pendiente méxima que alcanzan los

subhaces lineales de Q|s.
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Congruencias de tipo 2)
La congruencia de este tipo es S = P! x P!, con bigrado (1,1). El fibrado universal
Qls = Op1yp1(1,0) ® Op1«p1(0, 1) es semiestable, por el Teorema 4.4, con pendiente igual
a 1. Como S tiene recta fundamental, por el apdo. iii) del Teorema 4.4 sabemos que
existe un subhaz lineal de Q)|s con pendiente igual a 1, por lo que Q|s no es estable. Asi,

la pendiente maxima que alcanzan los subhaces lineales de Q|g es 1.

Congruencias de tipo 3)
La congruencia de este tipo es S = I/F'E(x), de bigrado (1,2) y con seccién hiperplana
H =2L—E en P°. Por el Teorema 4.4, Q|s es estable. La pendiente méaxima que alcanzan
los subhaces lineales de Q|g es 1, segun el apdo. iii) del Teorema 4.4, ya que S tiene recta

fundamental.

Congruencias de tipo 3)*
Como S tiene recta fundamental, por el apdo. iii) del Teorema 4.4 sabemos que existe
un subhaz lineal de Q|s = Og(L) ® Og(L — E) con pendiente igual a 2, luego Q|5 no es
semiestable (porque p(Q|s) = %) Por el Lema 4.2, la pendiente maxima que alcanzan los

subhaces lineales de Q|g es 2.

Congruencias de tipo 4)
En este caso, S = P? de bigrado (1,3), con seccién hiperplana H = 2L. El fibrado
universal restringido a S es estable, por el Teorema 4.4. Sea Og(D) un subhaz de Q|s.
Entonces D = al, con a un nimero entero. No puede ser DH = 1, porque entonces

tendriamos a = %, que es absurdo. Luego todo subhaz lineal de @Q|s tiene pendiente 0.

Congruencias de tipo 4)*
El fibrado universal restringido a la congruencia dual (3,1) es Q|s = Op2(1) &
Op2(1), que no es estable por ser escindido. Como Opz(1) es un subhaz con pendiente
w(Op2(1)) =L-2L =2y pu(Q|s) =2, Q|s es semiestable y 2 es la pendiente maxima que

alcanzan sus subhaces lineales de Q|s.
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Congruencias de tipo 5)
Por el Teorema 4.4, como la congruencia de este tipo tiene una cénica fundamental,
sabemos que Q)|s es semiestable, pero no estable, y la pendiente méxima que alcanzan los

subhaces lineales de Q|s 2.

Congruencias de tipo 6)

En este caso, S = [/P?é($1,...,$5), de bigrado (2,2) y con seccién hiperplana H =
3L — E; — ... — F5. Las congruencias de este tipo estdn contenidas en un complejo lineal.

Si el complejo lineal es general, S no tiene recta fundamental. Como S no tiene curva
fundamental, u(D) < 1 para todo subhaz Og(D) de Q|s segun el Teorema 4.4, luego Q|s es
estable. Ahora bien, como los fibrados excepcionales E; son rectas en S, estan contenidas
en f—planos (Corolario 1.1.7), luego Og(E;) es un subhaz de Q|g, por el Lema 2.1.14,
para cada i = 1,...,5. Por tanto, si S no tiene recta fundamental, la pendiente maxima
que alcanzan los subhaces lineales de Q|g es 1.

En cambio, si el complejo lineal es especial, entonces S tiene recta fundamental. En
ese caso, por el Teorema 4.4, existe un subhaz lineal de Q|s con pendiente igual a 2. Como
w(Qls) = 2, esto implica que Qs es semiestable pero no estable, y 2 es la pendiente

méxima que alcanzan los subhaces lineales de Q|s.

Congruencias de tipo 7)
En este caso S = I/F’E(:El, ...,x4) de bigrado (2,3), con seccién hiperplana H = 3L —
FEy — ... — E4. Por el Teorema 4.4, sabemos que el fibrado universal restringido es estable.
Como S no tiene curva fundamental, por el Teorema 4.4 es u(D) < 1 para todo subhaz
Os(D) de Q|s. Luego 1 es la pendiente méxima que alcanzan los subhaces lineales de Q|g,
ya que Og(E1) es un subhaz de Qg (ver Corolario 1.1.7 y Lema 2.1.14) con pendiente

igual a 1.

Congruencias de tipo 7)*
Como S no tiene curva fundamental, Q|g es estable por el Teorema 4.4, con u(Q|s) =
2. También por el Teorema 4.4 sabemos que (D) < 2 para todo subhaz Og(D) de Q|s.

Demostramos ahora que la mayor pendiente que alcanzan los subhaces lineales de Q|g
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es 2, encontrando una coénica de S contenida en un f—plano. Para ello, consideremos la
congruencia dual S*, de bigrado (2,3). En [ABT] (Ejemplo 1.14) se demuestra que S*
contiene exactamente cinco haces de cénicas, cada uno de los cuales contiene al menos una
conica contenida en un a—plano. Dualizando de nuevo, tenemos que S tiene alguna coénica

contenida en un f—plano, como queriamos.

Congruencias de tipo 8)

La congruencia de este tipo es S = @fPE(xl, .., rg), de bigrado (2,3) y con seccién
hiperplana H = 4L — 2E; — E5 — ... — Es. Por el Teorema 4.4, Q|s es estable. Como
S tiene recta fundamental, por el mismo teorema sabemos que existe un subhaz lineal de
Q|s con pendiente igual a 2. Como u(Q|s) = g, esto implica que 2 es la mayor pendiente

que alcanzan los subhaces lineales de Q|s.

Congruencias de tipo 8)*
Como S tiene recta fundamental, tenemos por el Teorema 4.4 que existe un subhaz
lineal de @|s con pendiente igual a 3, por lo que Q|s no es semiestable. Entonces, por el

Lema 4.2, la maxima pendiente que alcanzan los subhaces lineales de Q|g es 3.

Congruencias de tipo 9)
La congruencia S de este tipo es una superficie reglada Xy sobre una curva eliptica
C, de bigrado (3,3). En este caso, el fibrado universal restringido @|s es semiestable por
el Teorema 4.4.
En la descripcién de esta congruencia dada en la seccién 2.2, hemos demostrado que
existe una cubica en S contenida en un f—plano. De esto se deduce que @|s no es estable,
porque u(Q|s) = 3. Por tanto, 3 es la pendiente méxima alcanzada por los subhaces

lineales de Q|s.

Congruencias de tipo 10)
En este caso, S = ﬁ(l‘hl‘g, x3) de bigrado (3,3), con seccién hiperplana H = 3L —
E, — E5 — E5. Como S no tiene curva fundamental, por el Teorema 4.4 sabemos que Q|s

es estable y que la pendiente de cualquier subhaz lineal de @)|s es menor o igual que 2.
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Veamos que Og(L — E1) es un subhaz de Q)|g, i.e., vamos a demostrar que el fibrado
Q|s(—L + E4) tiene secciones:

Por el Teorema de Riemann-Roch, x(Q|s(—L+E;)) = 1. Por otra parte h?(Q|s(—L+
E1)) = h%(Qls(=5L + E1 + 2E5 + 2E3)) = 0 pues, en caso contrario, Q|s tendria como
subhaz a Og(5L — E1 — 2F5 — 2F3), que tiene pendiente igual a 10. Esto contradice el que
(D) < 2 para cada subhaz Og(D) de Q|s.

Por tanto, 1 = x(Qls(—L + E1)) = h(Qls(~L + E1)) — ANQs(~L + 1)), luego
RO(Qls(—L + E1)) = 1+ hY(Q|s(—L + E1)) > 0 y existe un morfismo inyectivo Og(L —
E) — Qls.

Entonces 2 es la pendiente maxima que alcanzan los subhaces lineales de Q|s.

Congruencias de tipo 11)

La congruencia de este tipo es S = I/F'E(xl, ..., x7), de bigrado (3, 3), con seccién hiper-
plana H = 4L — 2F; — E5 — ... — FE7. Como S no tiene curva fundamental, aplicando el
Teorema 4.4 se tiene que Q)| es estable y que sus subhaces lineales tienen pendiente menor
o igual que 2.

Sea Og(D) un subhaz de @|s con pendiente igual a 2. Por la Proposicién 4.3, D > 0,
luego D es una coénica en un S—plano.

Vamos a demostrar que la congruencia general de este tipo no contiene ninguna conica
que a su vez esté contenida en un S—plano. En efecto, consideremos S como superficie de
P°, y supongamos que S contiene r cénicas C1, ..., C,., cada una de ellas contenida en un
plano IIy, ..., IT, respectivamente. Como S no contiene a ninguno de los planos II; (porque
S es irreducible), para cada ¢ podemos elegir un punto p; en II;\S. Consideremos ahora el
conjunto U; de cuddricas de P° que contienen a S y que ademés no pasan por el punto p;.
Este conjunto es un abierto del conjunto de todas las cuddricas de P® que contienen a S.
Ademas es no vacio, ya que S puede describirse como la interseccion de todas las cuddricas
de P® que la contienen.

Como el conjunto de cuddricas de P° que contienen a S es un subespacio lineal de P2°,
entonces es irreducible, luego la interseccién de Uj () ...\ U, con el conjunto de cuadricas

lisas de P> que contienen a S es un abierto no vacio. Por tanto, existe una cuddrica Q en la
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interseccion anterior. Como Q~ G(1, 3), tenemos que G(1, 3) no contiene a ninguno de los
planos Iy, ..., II,., que, por tanto, no son ni a—planos ni f—planos. Luego la congruencia
general no tiene ninguna cénica contenida en un g—plano.

Por tanto, para la congruencia general, la pendiente maxima alcanzada por los sub-

haces lineales de Q|s es 1 (por ejemplo, Es es una recta en S contenida en un S—plano).

La congruencia especial de este tipo puede tener una, dos o tres conicas contenidas en
un J—plano (véase Ejemplo 1.15 de [ABT]), con lo que la pendiente maxima que alcanzan

los subhaces lineales de QQ|s para la congruencia especial es 2.

Congruencias de tipo 12)

En este caso, S es una superficie K3, interseccién completa en G de un complejo lineal
y un complejo cubico, de bigrado (3, 3).

Si S es general, por la Proposicion 2.1.12, la pendiente maxima que alcanzan los
subhaces lineales de Q|s es 0. Por tanto, Q|s es estable.

Entre los casos de congruencias especiales de este tipo, S puede tener recta funda-
mental. En ese caso, por el Teorema 4.4, sabemos que existe un subhaz lineal de Q|s con
pendiente igual a 3, por lo que Q|s no es estable (pero si semiestable) y 3 es la pendiente

méxima que alcanzan los subhaces lineales 1 de Q|s.

Congruencias de tipo 13)

La congruencia general de este tipo es S = I/F'E(azl,...,xg) con x1,...,Tg puntos en
posicién general, de bigrado (3,4), con seccién hiperplana H = 4L — Fy — ... — Ej.

Como S no tiene curva fundamental, Q|s es estable y p(D) < 2 para todo subhaz
Os(D) de Q|s, por el Teorema 4.4. Veamos que no existen subhaces Og(D) de Q|s con
w(D) = 2, para S general.

En efecto, supongamos que Q|g tiene un subhaz Og(D) con pendiente 2, donde D =
dL—n1E; —...—ngFEy. Entonces tenemos una sucesion saturada como en (2.1.17). Ahora,

la condicion DH = 2 nos queda

ny+...+ng=4d -2 (1)
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y la condicién degZ = b — DH + D? > 0 es
ni+...+ng <2+ d? (2)
Entonces por la Observacién 6.1 tenemos
(4d —2)* < 9(nF + ... +nd) <92+ d?),

lo que equivale a 7d? — 16d — 14 < 0. Por tanto, los tnicos valores que puede tomar d son
0, 1 o 2. Excluimos cada uno de estos casos:

e Supongamos que a = 0. En ese caso, de las condiciones (1) y (2) anteriores se deduce
que n; = n; = —1 para ciertos ¢, j y np, = 0 para k # 4, j, y D = E; + E;. Ahora bien,
Os(E; + E;) no puede ser un subhaz de ()]s, pues por el Lema 2.1.14 D seria una curva
contenida en un B—plano. Pero las rectas F; y E; no se cortan, porque F; - E; = 0, luego
no pueden estar contenidas en el mismo plano.

e Supongamos a = 1. Ahora las condiciones (1) y (2) nos quedan
ni 4+ ... —|— Ng = 2

ni +...+nj <3,

de donde se deduce que n; = n; = 1, para ciertos n;, nj, y np = 0 para k # 1, j.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, D = L — E; — F», y consideremos la ciibica plana
C =3L—FE | —...— Ey, que esta contenida o en un a—plano o en un S—plano por el Lema
1.1.8. Si estuviera contenida en un f—plano, obtendriamos una contradicciéon del hecho
de que pu(D) < 2 para todo subfibrado lineal Og(D) de Q|s. Luego C esté contenida en
un a—plano, que llamaremos II;. Sea Il el f—plano que contiene a D. Como D -C =1,
entonces IT; NIy # ), por lo que segin el Corolario 1.1.5, necesariamente ambos planos
se cortan en una recta. Luego < II;,II, >= P3, por lo que existe un haz de hiperplanos
en P° que contienen a II; y a II,. Esto nos lleva a una contradiccién, ya que sélo hay un
hiperplano de P° que contiene a C'y a D. En efecto, H — C' — D = E; + E», y el fibrado
Os(F1 + E») tiene sélo una seccion.

e Por dltimo, supongamos a = 2. A partir de las condiciones (i) y (ii) tenemos que

tres de los n;’s son cero y los seis restantes son 1. Supongamos (sin pérdida de generalidad)
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que ny = ng = ng = 0. Entonces D = 2L — E; — ... — Eg. Ahora bien, por la Proposicién
4.3 es h°(D) = 1, luego D > 0. Esto es absurdo, porque D no es efectivo (1, ..., ¢ estan
en posicién general).

Como D = E; es una recta de P° contenida en G(1,3), por el Corolario 1.1.7 existe
un [-plano que contiene a E;. Asi, ya tenemos un subhaz de Q|s, Og(F1), con pendiente
1. Entonces 1 es la mayor pendiente que pueden alcanzar los subhaces lineales de Q|s para

la congruencia general.

Congruencias de tipo 13)*

Como S no tiene curva fundamental, aplicando el Teorema 4.4 tenemos que Q|g es
estable y u(D) < 3 para todo subhaz Og(D) de Q|s. Vamos ahora a demostrar que la
pendiente maxima que alcanzan los subhaces lineales de Qs es 3.

En efecto, consideremos la curva C' = 3L — E; — ... — Ey, ctibica plana de P°. Por el
Lema 1.1.8, C esta contenida o bien en un a-plano o en un -plano, que llamaremos II.

Supongamos que II es un a—plano. Entonces tenemos que Og(C) es un subfibrado

de S|g, lo implica que Og+(C) es un subfibrado de @

s+ para la congruencia dual S* de
bigrado (3,4). Ahora bien, esto es absurdo, porque u(C) = 3 y sabemos que pu(D) < 2
para todo subfibrado lineal Og-(D) de @

5%
Luego C' esté contenida en un f—plano, lo que implica que Og(C) es un subfibrado
de Q|s. Por tanto, como u(C) = 3, hemos demostrado que 3 es la pendiente méxima que

alcanzan los subhaces lineales de Q)|g, para cualquier S de tipo 13)*.

Congruencias de tipo 14)
La congruencia S de este tipo es una fibracién eliptica minimal de bigrado (3,4). Por
el Teorema 4.4, tenemos que @Q)|s es estable. Ademds, como S tiene recta fundamental, 3

es la mayor pendiente que alcanzan los subhaces lineales de Q|s.

Congruencias de tipo 14)*
Aligual que la congruencia de tipo 14), la congruencia de tipo 14)* también tiene recta
fundamental luego, por el Teorema 4.4, existe un subhaz Og(D) de Q|s con pendiente igual

a 4. Por tanto, @|s no es semiestable y 4 es la mayor pendiente que alcanzan los subhaces
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lineales de Q|s.

Congruencias de tipo 15)

En este caso, S es una superficie reglada minimal X _; sobre una curva eliptica C, y
tiene bigrado (2,6). La seccién hiperplana de S en P° es H = 2Cy + Lf, donde £ es un
divisor en C de grado 1.

Por el Teorema 4.4 QQ|s es estable y p(D) < 2 para todo subhaz Og(D) de Q|s.
Veamos que no existen subhaces Og(D) de Q|s con pu(D) =2 o0 pu(D) = 1.

En primer lugar, supongamos por reduccién al absurdo que existe un suhaz Og(D)
de Q|s con pendiente igual a 2. Tenemos entonces una sucesién exacta saturada como en
2.1.17. El divisor D es de la forma D = pCy + qf, con p y q enteros, y H = 2Cy + f. Por

tanto, de la condicion DH = 2 obtenemos p = —2t y ¢ = 1 + 3t, con t entero, i.e.,
D = —2tCo+ (1+3t)f

Vamos a calcular ahora el nimero de puntos de Z:
degZ = c2(Q|s(—D)) = (—4)(t — 3)(t +1) > 0, por lo que debe ser t = —1 o ¢t = 0.
Excluyamos ambos casos:
e Supongamos que t = 0. Entonces D = f, i.e., D ~ n*D’', con D' € Pic(C)
y degD’ = 1, donde 7 es el morfismo de S sobre C. Como C es eliptica, esta ultima
condicién es equivalente a que D’ ~ p, con p punto de C. Entonces 7*D’ es una fibra de
7, y por lo tanto un divisor efectivo. Entonces h°(D) > 0, lo que implica, por el Lema
2.1.14 (recuérdese que estamos suponiendo Og(D) C Q|s), que existe algun S—plano que
contiene a la curva D, luego existe un plano de P? que contiene infinitas rectas de S. Esto
es imposible, segin demostramos en la descripcién de esta congruencia en la seccién 2.2.
e Sit=—1, entonces D = 2Cy — 2f. Como c3(Q|s(—D)) = 0, tenemos una sucesion
exacta

0— 0s(2Cy) —2f) — Q|s — Os(3f) — 0

Como (H — D)? = 9f? = 0, la dimensién de la imagen de S por la aplicacién ¢ asociada
a |H — D| es < 1, y dicha imagen es una curva fundamental para S. Ademds, como

h°(3f) = 3, ¢ es un morfismo de S en P2, luego la curva I'mep es plana. Por otra parte,
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por la descripcion geométrica de S, Im es necesariamente una cudrtica eliptica, que no
es plana. Luego Og(2Cy — 2f) no es un subhaz de @Q)|g, y no existe ningtin subhaz lineal

de Q|s con pendiente igual a 2.

Tampoco puede existir un subhaz saturado Og(D) de Q|s con pendiente igual a 1,
pues esto implicaria por la Proposicion 4.3 que S es racional.

Por tanto, la pendiente méxima que alcanzan los subhaces lineales de Q|g es 0.

Congruencias de tipo 15)*

Por el Teorema 4.4 sabemos que @|s es semiestable. Veamos en primer lugar que
no existe un subhaz con pendiente igual a 4. En efecto, supongamos por el contrario que
existe una sucesion exacta saturada como en (2.1.17) con pu(D) = u(Q|s) = 4, donde D es
un divisor de la forma D = pCy + qf. Entonces u(D) = DH = 3p + 2q = 4. Resolviendo
esta ecuacion obtenemos que el divisor D es de la forma D = —2tCy+ (24 3t) f, con t € Z.

Calculemos ahora el nimero de puntos de Z:
degZ = c2(Q|s(—D)) = —8t* — 8t — 2 = (—8)(t + 3)? > 0, que no se cumple para ningtin
t entero. Luego no existe ningin subhaz lineal de @Q)|s con pendiente igual a 4, lo que
demuestra la estabilidad del fibrado universal restringido a S.

Vamos a demostrar ahora que Og(Cp) es un subhaz de @|s probando que la curva Cy
estd contenida en un f—plano. Como Cj es una seccién del morfismo 7 : § — C y la
curva C es eliptica, entonces Cy tiene género 1. Esto implica que Cjy es una ctibica plana
en G(1,3), luego estd contenida o bien en un a—plano o bien en un F—plano segun el
Lema 1.1.8. Supongamos que esta contenida en un a—plano. Considerando la congruencia
dual (2,6), que llamaremos S*, esto es equivalente a suponer Cyy contenida en un f—plano,

de donde se concluye que Og-(Cy) es un subfibrado de @

s+. Esto es absurdo, porque
1(Co) = 3 y hemos probado que la pendiente méxima que alcanzan los subhaces de rango

1de @

s+ es 0. Luego, como curva de S, Cj esta contenida en un S—plano, lo que prueba

que 3 es la pendiente maxima que alcanzan los subhaces lineal de Q|g.

Congruencias de tipo 16)

En este caso, S = ﬁ(ml, ...,x19) de bigrado (5, 3), con seccién hiperplana H = 6L —
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2F) —...—2Fg— E7 —...— F19. Recuérdese que, segin hemos demostrado en la descripcién
del capitulo 2, la congruencia general de este tipo es tal que los puntos 1, ..., z1¢ estan en

posicién general.

Por el Teorema 4.4, como S no tiene curva fundamental, es p(D) < 4 para todo subhaz
Og(D) de Q|s, luego Q|g es semiestable.

Veamos que, para toda congruencia S de este tipo, Q|s no tiene subhaces saturados
con pendiente igual a 4. En efecto, supongamos que p(D) = u(Q|s) = 4 para algin subhaz
Os(D), con D =dL —ni1Ey — ... — n1gE10. Imponiendo la igualdad DH = 4 junto con la

condiciéon degZ > 0 obtenemos
2n1 4+ ...+ 2ng+ny+ ...+ nig=6d — 4

ni4 .. +ni, <d* -1

Utilizando ambas condiciones anteriores y la Observacion 6.1 tenemos
2d* —12d + 11 < 0,

lo que implica que los Unicos valores que puede tomar d son 2, 3 o 4. Excluyamos cada
uno de estos casos:

e Si d = 2, obtenemos las condiciones incompatibles
2n1—|—...—|—2n6—|—n7+...—|—n10 =8

n?4..+n, <3

e Supongamos entonces d = 3. En este caso, de las condiciones
2711 + ...+ 2”6 +n7+ ...+ N = 14

ni 4 ..+ni, <8

resultan las curvas D = 3L — Ey — ... — B — E;,. — B, donde 7 < i7 < ig < 10. En

cualquier caso, D es una cudrtica de P° de género 1, luego alabeada (si fuera plana, su
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género serfa 3). Por esta razén, D no puede estar contenida en un S—plano, i.e., Og(D)
no es un subhaz de Q|s.

e Finalmente, si suponemos d = 4, obtenemos las condiciones incompatibles
2ni + ...+ 2ng+n7+ ... + nyg = 20

n? + ... +n%0 <15

Vamos ahora a demostrar que la pendiente maxima que pueden alcanzar los subhaces
lineales de @Q|s es 3. En efecto, sea C' la curva 3L — Fy — ... — Eg en S, que es una cibica
plana de P°. Por el Lema 1.1.8, C estd necesariamente contenida o en un a-plano o en un
B-plano II. Supongamos que II es un a-plano. Entonces, considerando la congruencia dual
S*, tenemos que C' estd contenida en un f—plano como curva en S*, luego Og«(C) es un

subhaz de @

s+« por el Lema 2.1.14. Ahora bien, por el Teorema 4.4 (teniendo en cuenta
que S* no tiene curva fundamental y que su bigrado es (3,5)), sabemos que DH < 2 para

cualquier subhaz Og« (D) de @

s+. Luego Og«(C) no puede ser un subhaz de Q)|s+, porque
CH = 3. Entonces C como curva en S* no puede estar contenida en ningin F—plano o,
equivalentemente, C' como curva en S no puede estar contenida en ningtin a—plano. Por
tanto, C' esta contenida, como curva de S, en un f—plano, y 3 es la pendiente maxima
que alcanzan los subhaces de rango 1 de @|g, para cualquier congruencia S de este tipo,

lo que implica que Q|g es estable.

Congruencias de tipo 16)*

Como S no tiene curva fundamental, por el Teorema 4.4 es u(D) < 2, para todo subhaz
Os(D) de Qls, y Q|s es estable. Veamos que Q)|s no contiene subhaces con pendiente igual
a 2 si S es general.

En efecto, supongamos Og(D) subhaz saturado de @Q|s con pendiente igual a 2.
Tenemos entonces una sucesién saturada como en (2.1.17), y las condiciones DH = 2

y degZ > 0 nos quedan

2n1 + ...+ 2ng +ny + ... + nyg = 6d — 2
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n3 4 ... +ndy <3+ d?

respectivamente. Utilizando ahora la Observacién 6.1, obtenemos (6d —2)? < 28(nf + ... +
n3,) < 28(3 + d?), esto es,
d*>—3d—10<0

Luego las unicas posibilidades para d son —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4 0 5. Como por la Proposicién
4.3 es h°(D) = 1, se tiene que D es efectivo, luego a > 0.
Excluimos ahora cada uno de los casos d = 0,1, 2, 3,4,5:

e Supongamos que a = 0. Entonces
2711 —I— —|— 2”6 —|— ny —|— +n10 = —2
ni4..+n2, <3,

que tiene como soluciones

i) D =F;, con1<i<6,

it) D =FE; + E;, con 7 <i < j <10,

i) D=FE; —Ej + E,con1 <i<6y7<j<k<10. Estos divisores no son efectivos,
luego este caso queda excluido.

En el primer caso, supongamos D = FE; sin pérdida de generalidad. Por lo visto
para la congruencia dual (5,3), sabemos que existe una cibica C = 3L — E; — ... — Ey
contenida en un a—plano II;. Estamos suponiendo que Og(D) es un subfibrado de Q|s
luego, como D > 0, por el Lema 2.1.14 existe un f—plano Ils que contiene a la coénica
D. Como H—-C—-D =3L—-2FE; — FEy — ... — Eg — F1¢ y los puntos x1, ..., 19 estan en
posicién general, tenemos que h’(H — C' — D) = 1. Por tanto, existe un tinico hiperplano
de P® que contiene a ambas curvas D y C, luego el espacio lineal generado por II; y IIs,
planos de P°, es necesariamente un hiperplano. Esto implica que II; y II5 se cortan en un
punto. Ahora bien, como un a—plano y un S—plano o bien son disjuntos o bien se cortan
en una recta (segin el Corolario 1.1.5) y II; es un a—plano, entonces Il no puede ser un
f—plano. Luego Og(D) no es un subhaz de Q|s.

En el segundo caso, la curva D no puede estar contenida en un S—plano. En efecto,
si lo estuviera, las rectas E; y F; se cortarian, lo que es absurdo porque E; - E; = 0. Luego

Os(D) no es un subhaz de Q|s.
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e Suponiendo d = 1 tenemos las condiciones
2n1+...—|—2n6—|—n7+...—|—n10 :4

ni 4 ... +ni, <4,

que tienen como soluciones los divisores
i)D=L—-FE;—FE;,donde 1 <i<j<6,

it) D=L—FE;, —...— F;,,donde 7 < i; < ... < iy <10,

1) D=L —2F;, con 1 <i <6,
iw)D=L—-FE;,—E; —E;,donde 1 <i<6y7<j<k<10.
v D=L+E;, —E,—FE;,—F,;,donde 1 <i; <..<iq<6.

En el primer caso, supongamos, sin pérdida de generalidad, D = L— FE; — FE5. Tenemos
una sucesion exacta como en (2.1.17),con H — D =5L — Fy — Fy —2FE3 — ... —2Eg — E7 —
.. — E19 y degZ = 2. Esto contradice el Lema 5.4 iii), que afirma que el sistema lineal
|H — D| no tiene puntos base adicionales, mientras que Z estd contenido en el lugar base.

Luego Og(D) no es un subhaz de Q|s.

En los casos restantes, como D no es efectivo, de la Proposicién 4.3 ii) se sigue que
Os(D) no es un subhaz de Q|s.

e Supongamos ahora d = 2. Las soluciones a las condiciones
2711 + I 277'6 —- ny -+ ... +Tl10 = 10

ni 4. +ni, <7

SOon
i)D=2L—E; —...—E;,,con1<i; <..<i5<6,
ii) D =2L — E;, — E;,
iii) D = 2L — 2E;, — By, — E;, — E

—Ei3—E7—...—E10,COH1§i1<i2<i3§6,

conl1 <4 <6y1 <09 <ig<iyg <06,

14

w)D=2L—-E;, —..—E;, —E;, —Ej,,con1<i; <..<iy4 <6,7<j; <jo<10.
En el primer caso, supongamos D = 2L — Fy — ... — E5 sin pérdida de generalidad.
Tenemos una sucesién exacta como en (2.1.17), con H — D =4L — Ey — ... — E5 — 2Fg —
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E7—...— FEypy degZ = 2. Esta ultima condicién es absurda porque, segin el Lema 5.4 i),
el sistema lineal |H — D| no tiene puntos base adicionales, mientras que Z esta contenido

en el lugar base. Luego Og(D) no es un subhaz de Q|s.

En los casos restantes, como D no es efectivo, de la Proposicién 4.3 ii) se sigue que
Og(D) no es un subhaz de Q|s.

e Suponiendo d = 3, obtenemos las condiciones
2’)11 + ...+ 27’L6 + ny + ... +’I”L1() =16

n? 4.+ n%o <12,

cuyas soluciones son

i) D=3L—-2E; —E;, —...— E;

12

s —Ej —Ej,,donde 1 <i; <6,1<iy<...<ig <6,
7§j1 <.]2§]-07
ii) D = 3L — 2E;, — 2E;, — E;

—...—EiG,dOHd61§i1<i2§6,1§i3<...<i6§6,

3

Aplicando la Proposicién 4.3 ii) se deduce que en ninguno de los casos anteriores es

Og(D) subhaz de Q|s, porque D no es efectivo.
e Suponiendo d = 4, obtenemos las condiciones
2ﬂ1 + -|- 2n6 -|- ny -|- +’I”L10 = 22

n? 4 ..+ n%o <19,

-k, - FE

E,, — FE7—...— Ejg,donde 1 < iy <ip <ig <6,1<iy<isz<ig<6.SiOg(D) fuera un

con soluciones todos los divisores de la forma D = 4L — 2E;, — 2E;, — 2E;, ia a5 —

subhaz de Q|g, por la Proposicién 4.3 7i) tendriamos que D es efectivo, lo que no es cierto

porque 7, ..., T1g estdn en posicién general. Luego Og(D) no es un subhaz de Q|s.
e Finalmente, supongamos d = 5. La solucién a las condiciones

2’)11 ++2n6+n7++n10 = 28
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n? + ... —Hﬁo <28

es D =5L—2F) —... —2Eg — E7 — ... — E1p. Igual que antes, como D no es efectivo,
Os(D) no puede ser un subhaz de Q|s.

Hemos probado que no existe ningtin subfibrado lineal de @)|s con pendiente igual a 2.
Por tanto, la pendiente méxima que alcanzan los subhaces lineales de Q)|s para S general

es 1, porque S contiene rectas, por ejemplo, E7 (véase Corolario 1.1.7).

Congruencias de tipo 17)

La congruencia de este tipo es S = ﬁ(ml, ..., z7), de bigrado (4,4), con seccién hiper-
plana H = 6L — 2F; — ... — 2E7. Como S no tiene curva fundamental, del Teorema 4.4 se
deduce que DH < 3 para todo subhaz Og(D) de Q|s, luego Q|s es estable.

Para determinar la pendiente maxima que alcanzan los subfibrados lineales de Q|g,
observemos en primer lugar que no puede haber ningin subfibrado lineal de Q|s con
pendiente impar, ya que DH es siempre par. Veamos que, si S es general, entonces no
existen subhaces de Q|s con pendiente igual a 2, con lo que la pendiente maxima alcanzada
por los subhaces de rango 1 de Q|s serd 0. Recordemos antes que para la congruencia
general de este tipo los puntos x1, ..., x7 estan en posicién general.

Supongamos pues que existe un subhaz Og(D) con pendiente igual a 2. Tenemos
entonces una sucesion saturada como en (2.1.17), y las condiciones DH = 2 y degZ > 0
son equivalentes a

n+.+ny=3d—1
n3 4 ...+n2 <2+ d?
Entonces, a partir de la Observacién 6.1 obtenemos
2d* —6d — 13 <0,

luego los tnicos valores que puede tomar d son —1, 0, 1, 2, 3 0 4. Veamos que todos los
divisores obtenidos para cada valor de a son efectivos.

e Si d = —1, obtenemos las condiciones incompatibles

n1+...—|—n7:—4
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ni+..+n2<3

e Supongamos d = 0. Entonces las soluciones a
ny —I——I—n7 = -1

ni 4. +n2 <2

son todos los divisores D = E;, cont=1,..., 7.
e Si d =1, las condiciones

n1—|—+n7:2
ni+..+n3<3

tienen como soluciones los divisores de la forma D = L — E; — donde 1 <i; <11y <T7.

129

e Supongamos ahora d = 2. Obtenemos entonces
ni + ... + ny = 5

n%+...+n?§6,

cuyas soluciones son todos los divisores de la forma D =2L - E; —...— F;_.,con 1 <1i; <
o<y < 1.

e Si d = 3, de las condiciones
ny+...+ny = 8

ni +...+n3 <11

obtenemos todos los divisores de la forma D = 3L —2E; — E;, —...— E;,,con1 <1¢; <7,

2
1<ip < ... <i7 <7,41 #1, paracada j =2,...,7.

e Si d = 4, obtenemos las condiciones incompatibles
ni+..+ny=11

ni +...+n? <18
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Todos los divisores anteriores son efectivos luego, en total, hemos obtenido 56 cénicas.
Denotemos dichas cénicas por C1, ..., Cse, v sean 11, ..., II5 los planos de P° que las con-
tienen. Queremos ver que, para S general, ninguno de los planos Iy, ..., P55 estd contenido
en G(1,3). Recordemos ahora la descripciéon geométrica de la congruencia S (ver seccién
2.2) como proyeccién sobre P° de una superficie S’ de PS. La superficie S’ en P® también
contiene un nimero finito de cénicas Cy', ..., Csg’, contenidas en planos I1;’, ..., IIss", donde
7 (C}) = C; y mpy (II;) = II;. Vamos a demostrar que la proyeccién general de S” a P° da
una congruencia tal que Ily, ..., II56 no estan contenidos en G.

Consideremos el conjunto de todas las cuddricas de P® que contienen a S’. Este

conjunto es el espacio proyectivo P(H?(Js ps(2))), digamos PN,
Lema A. N > 6.

Demostracion.

Consideremos la sucesiéon exacta

0 — T ps(2) — Ops(2) — Og/(2) — 0 (1)

Como S’ se proyecta linealmente sobre S, entonces h'(Og:(2)) = h%(Og(2)). Calcule-

mos esta ultima dimensién tomando cohomologia en la sucesion

0 — Jsc(2) — Og(2) — 0g(2) — 0 (2)

En la seccién 2.2, cuando describimos geométricamente las congruencias de este tipo,
demostramos que h°(Js5(2)) = 0 y que h'(Jss(2)) = 1. Entonces h°(Og(2)) =
h9(Os/(2)) = 21. Tomando ahora cohomologia en la sucesién (1) y teniendo en cuenta

que h°(Ops(2)) = 28, obtenemos h°(Jg ps(2)) > 7, esto es, N > 6. O

Ahora, consideremos el conjunto de todas las cuddricas singulares de P® que contienen
a S’. Es un subconjunto del P%V anterior, de la forma V(F), con F un polinomio de grado
7. Sea F' = F} - ...- F la descomposicién en irreducibles del polinomio F, y sea V(F;,) una
componente irreducible de V(F') que contenga a la cuddrica @’ (recordemos de la seccién

2.2 que Q' es la cuddrica de P® a partir de la cual obtenemos la congruencia S de partida).
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Lema B. El grado del polinomio F;, es mayor que 1.

Demostracion.

Supongamos, por el contrario, que degF;, = 1, esto es, que V(F;,) es un hiperplano
de PV,

Noétese en primer lugar que, como el conjunto de cuadricas en P con un tinico punto
singular, no perteneciente a la variedad de secantes de S’, es un abierto (no vacio, porque
Q' es un elemento de dicho conjunto) de PV, podemos considerar que la cuddrica general
de V(F;,) tiene un unico punto singular, no perteneciente a la variedad de secantes de S’.

Asi, es correcto hablar sobre ”el vértice de una cuddrica general de V(F;,)”.

Consideremos ahora el diagrama de incidencia

V(Fio) xPS T
T/ N\ T
V(Fi ) P6

donde I es el conjunto de los pares (Q”,p”) tales que la cuadrica Q" es singular en p”.

Como 77 *(Q') = {p'}, el cerrado {Q" € V(F;,)|dim(r; *(Q")) > 1} es un subconjunto
propio de V (F;,), luego la fibra general de 7 tiene dimensién 0. De aqui concluimos (7
es sobre, porque todas las cuddricas de V(F;,) son singulares) que diml = N — 1.

Consideramos ahora I —2 m(I). En la descripcién geométrica de S dada en el
capitulo 2, demostramos que G(1,3) es la tnica cuddrica de P° que contiene a S. Esto
implica que, por el punto p’, vértice de @', pasa una unica cuddrica de V(F},) singular en
p', la propia Q. Por tanto 7, *(p') = {Q’'}, y de aqui se deduce que la dimensién de la
fibra general de 79 es 0, luego dim(me (1)) = N — 1.

Como V(Fj,) es un hiperplano, entonces TV (F;,) = V(F;,) para cada cuadrica Q"
de V(Fj,) con vértice p”’, donde por To~V (F;,) denotamos el espacio tangente a V (Fj,)
en Q. Por otra parte, como V(F;,) es una componente irreducible del conjunto V(F) de
cuddricas singulares de P que contienen a S’, es TV (F;,) = TonV (F). Como TV (F)

es el conjunto de cuadricas de P® que pasan por p” y que contienen a S’, entonces V (F},)
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es también este conjunto. Entonces, por cada punto de mo(/) pasan todas las cuadricas de

V(F;,). Luego Ngrey(r, ) Q" contiene a (1), por lo que dim[Ngrey(p, ) @"] = N — 1.
Como V(F},) es un hiperplano de PV, PV est4 generado por V(F;,) y por alguna

cuadrica Q" de PS. Sabemos que S’ es la interseccién de todas las cuadricas que la
. N _

contienen, esto es, de todos los elementos de P™. Por tanto, ' = [Ngrey (s, ) Q1N Q"

luego dimS’ > N — 2, que es absurdo por el Lema A. ]

Por tanto degF;, > 1, luego el espacio lineal generado en PV por V(F;,) es todo PV.
Entonces nQ”EV(FiO) Q" = nQ”e]PN Q"=

Como S’ es una superficie irreducible, no contiene a ninguno de los planos II;". En-
tonces, para cada i = 1,...,56, existe un punto p;’ en II;/ que no pertenece a S’, y por

tanto tampoco pertenece a a ninguna cuddrica que contenga a S”.

Consideremos el abierto no vacio U; de cuadricas de V(F;,) que no pasan por el punto
p;’. Como V (F;,) es irreducible, los abiertos no vacios Uy, ..., Usg v el conjunto de cuddricas
de V(F},) que tienen un tnico punto singular que no estd en la variedad de secantes de S’,
que es también un abierto no vacio de V(F}, ), se cortan. Por tanto, existe una cuddrica Q"
de PS que contiene a S’, con un tnico punto singular p”, el cual no pertenece a la variedad
de secantes de S’, de modo que Q" no contiene a ninguno de los planos II;" (porque no
contiene a ninguno de los puntos p;’). Sea @ la base del cono cuddrico Q”. Como Q" tiene
un tnico punto singular, Q es una cuddrica lisa en P°, luego @ ~ G(1,3). Proyectando
PS sobre P® desde el punto p” obtenemos, como imagen de S’ por la proyeccién, una
congruencia lisa (porque p”’ no pertenece a la variedad de secantes de S”) T de G(1,3) que
contiene a las cénicas Cf, ..., Cs6. Ademads, como ()" no contiene a ninguno de los planos
IT, @ tampoco contiene a niguno de los planos II;. Esto significa, en particular, que los
planos II; no son f—planos. Por tanto, el abierto de las congruencias (4,4) con los mismos
invariantes de S que no tienen cénicas en F—planos es no vacio. Esto es, la congruencia
(4,4) con los mismos invariantes de S, general, no tiene cénicas en B—planos. Luego la

pendiente maxima que alcanzan los subhaces lineales de )|g, para S general, es 0.
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Congruencias de tipo 18)

La congruencia de este tipo es S = ﬁ(ml, ...,r11), de bigrado (4,4) y con seccién
hiperplana H = 5L — 2F | — 2Fy — E5 — ... — F1;.

Como S no tiene curva fundamental, por el Teorema 4.4 se tiene que Qg es estable
(con pendiente igual a 4) y que DH < 3 para todo subhaz Og(D) de Q|s. Veamos que, si
S es general, no existe ningtin subhaz lineal de Qs con pendiente igual a 3.

En efecto, recordemos en primer lugar (ver seccién 2.2) que para la congruencia general
de este tipo, los once puntos 1, ..., x11 estan en posicién general. Supongamos ahora que
existe un subhaz saturado Og(D) de Q|s con DH = 3. Las condiciones DH = 3y
degZ > 0 nos quedan

2n1 +2n9 +n3 +...+ny; = 5d — 3

n3 4. +n? <1+ d?

Aplicando la Observacién 6.1 tenemos 4d? — 15d —4 < 0. Asi, las tinicas posibilidades para
dson 0, 1, 2, 3 0 4. Veamos que no se puede dar ninguno de estos casos:

e Suponiendo d = 0 obtenemos las condiciones incompatibles
2711 -+ 2n2 +ng+...+ny = -3

n?4 .. +ni <1

e Supongamos pues d = 1. En ese caso,
2n1 +2n2+n3+...+n11 :2

n?4..+n? <2

de donde obtenemos las posibilidades
i)D=L—-FE;—Ej;,con3<i<j<l11,
i) D=L—FE;, con1<1i<2.
La curva D no puede estar contenida en un 3—plano en ninguno de los dos casos, pues
si D fuese una ctibica plana en P5, tendriamos p,(D) = 1. Ahora bien, p,(D) = 0, luego

Os(D) no es un subhaz de Q|g. Por tanto, Og(D) no es un subhaz de Q|s.
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e Si d = 2, entonces

2n1—|—2n2—|—n3—|—...+n11:7
n?+..+n3 <5,

que tiene como soluciones todos los divisores de la forma D = 2L — Ey — Ey — E;, ... — Ey,,
con 3 < i1 < iy <13 < 11. Como los puntos x1, 2, i, ..., T;, €stan en posicién general, D
es irreducible, con p, (D) = 0. Consideremos ahora D como ctibica de P?, y supongamos D
plana. Tenemos en ese caso p,(D) = 1, que es absurdo. Luego D no puede estar contenida

en un S—plano, y Og(D) no es un subhaz de Q|s.

e Si suponemos d = 3, obtenemos las condiciones
277,1 + 27’1,2 +ns+...+ny = 12

n? 4.+ n%l < 10,

con soluciones todos los divisores de la forma D = 3L — Ey — Ey — E;, — ... — E;,, donde
3<i; < ... <1g <11.

Supongamos D = 3L — E; — ... — F19. Como D no es efectivo (porque x1, ...71¢ estdn
en posicién general), Og(D) no puede ser un subhaz de Q|s (Proposicién 4.3 ii)).

e Supongamos ahora d = 4. En este caso obtenemos las condiciones

2711 —|— 2712 —|— ns =+ ... —|—n11 = 17
ni 4. +ni <17,

que tienen como solucion al divisor D = 4L — 2F, — 2FEy — F3 — ... — E11. Como D no es

efectivo, por la Proposicién 4.3 ii) se tiene que Og(D) no es un subhaz de Q|s.

Vamos a probar ahora que existe Og(D) C Q|s con DH = 2. En efecto, consideremos
D =3L — E; — ... — Eq1. Entonces, por el Teorema de Riemann-Roch, x(Q|s(—D)) = 1.
Por otra parte, h?(Q|s(—D)) = h°(Q|s(—H)) = 0. En efecto, si h°(Q|s(—H)) > 0,
tendriamos Og(H) — Q|s v 8 = H? < u(Q|s) = 4, por ser Q|s estable.
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Luego h(Q|s(—=D)) = 1 + h'(Q|s(=D)) > 0y Os(D) C Q|s, por lo que 2 es la
pendiente maxima que alcanzan los subhaces lineales de Q| para S general. Nétese que,

en este caso, la pendiente maxima se alcanza para un divisor D no efectivo.

Congruencias de tipo 19)

En este caso, S es una superficie K3, interseccién completa (2,2,2) en P?, de bigrado
(4,4). Como no tiene curva fundamental y no es racional, por el Teorema 4.4 se tiene que
u(D) < 2 para todo subhaz Og(D) de Q|s. Luego Q|gs es estable y, si S es general, entonces
la pendiente maxima alcanzada por los subhaces lineales de Q|s es 0 (ver Proposicién

2.1.12).

Congruencias de tipo 20)
En este caso, S es una interseccion completa de un complejo lineal y un complejo
cudrtico en G, de bigrado (4,4).
Si S es general, por la Proposicion 2.1.12, la pendiente maxima que alcanzan los
subfibrados lineales de Q|s es 0. Por tanto, Q|s es estable.
Entre los casos de congruencias especiales de este tipo, S puede tener recta funda-
mental. En ese caso, por el Teorema 4.4, sabemos que existe un subhaz lineal de Q|s con
pendiente igual a 4, por lo que Q|s no es estable (pero si semiestable) y 4 es la pendiente

méxima que alcanzan los subhaces lineales de @)|s.

Congruencias de tipo 21)
Las congruencias de este tipo son de la forma S = I/F’E(wl, ...,T10), de bigrado (3,6) y
con seccion hiperplana H = 7L — 2FE; — ... — 2Fy. Para la congruencia general, los puntos

x1,...,T10 estan en posiciéon general.

Como S no tiene curva fundamental, por el Teorema 4.4 sabemos que DH < 2 para

todo subfibrado lineal Og(D) de Q|s vy que Q|s es estable.

Veamos que no existe ningin subhaz Og(D) de Q|s con pendiente igual a 2 si S es

general. En efecto, supongamos por el contrario que existe un subhaz Og(D) C Q|s con
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pendiente igual a 2, donde D = dL — n1Ey — ... — n1gF19. Por la Proposicion 4.3, D es

efectivo. Las condiciones DH = 2 y degZ > 0 nos quedan
2711 + -|- 27110 = 7d— 2

n3 4 ... +ni, <4+ d?

Aplicando la Observacién 6.1 obtenemos la desigualdad 9d? — 28a — 156 < 0. Asi, las
Unicas posibilidades para d son —2, —1, 0, 1, 2,..., 6. Los casos d = —1,1, 3,5 dan lugar a

condiciones incompatibles, y tampoco puede darse el caso d = —2, pues D es efectivo.
e Supongamos d = 0. Entonces
nq —|— —|—7’Llo = —1

ni 4. +ni, <4

que tiene como soluciones los divisores D = FE;, con 1 < ¢ < 10. Supongamos D = Fj,
sin pérdida de generalidad. Veamos que D no puede estar contenida en un S—plano. En
efecto, consideremos la cibica plana C' = 3L — E; — ... — Eg que, por el Lema 1.1.8, esta
contenida o bien en un a—plano o bien en un S—plano. Nétese que, necesariamente, C' esta
contenida en un a—plano, porque hemos demostrado que los subfibrados de Q|s tienen
pendiente menor o igual que 2, y u(C) = 3. Sea II; el a—plano que contiene a C, y sea
IT, el plano de P° que contiene a la cénica D.

Aplicando el Lema 5.5 (21, ..., 719 estdn en posicién general), es h°(H — C — D) = 1,
esto es, existe un tnico hiperplano de P° que contiene a C'y a D. Esto implica que dicho
hiperplano es, necesariamente, el espacio lineal generado por II; y Ils, luego I1; y Ils se
cortan en un punto. Por tanto, como II; es un a—plano, IIs no puede ser un S—plano, ya
que un a—plano y un S—plano o bien se cortan en una recta o bien son disjuntos. Luego

Og(D) no es un subhaz de Q|s.
e Suponiendo d = 2, obtenemos las condiciones

ni+..+nyp=2~6
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n? 4. +ni, <8

Las soluciones son
i) los divisores de la forma D =2L — E;; —... — E;,,con 1 <i; < ... <ig <10
i1) los divisores de la forma D = 2L — 2F; — E;, — ... — E; ., donde 1 < i3 < 10y
1 <y < ... <i5 <10 (los subindices son todos distintos).
Como en ambos casos D no es efectivo (porque z1, ..., 19 estan en posicién general),

Os(D) no es un subhaz de Q|s (Proposicién 4.3 ii)).

Supongamos ahora d = 4. Las condiciones

nq -|- +7’L10 = 13
ni 4. +n3, <20
tienen como solucion todos los divisores de la forma D = 4L —2F;, —2E

—2E;, — Ej, —

192
w—FEj,conl < <ig<izg<10,1<j; < ... <jr <10. Como D no es efectivo
(21, ..., 710 estan en posicién general), Og(D) no puede ser un subhaz de Q|s (Proposicién

4.3 i1)).
e Si suponemos d = 6 obtenemos las condiciones

ny + ... —I—n10 =20

n? 4 ... +n2, <40

que tienen como solucién al divisor D = 6L — 2F; — ... — 2F5. Como D no es efectivo

(21, ..., 10 en posicién general), Og(D) no puede ser un subhaz de Q|s (Proposicién 4.3

ii)).

Vamos a demostrar ahora que tampoco existe ningin subhaz de @|s con pendiente
igual a 1 si S es general. En efecto, supongamos por el contrario que existiera un tal

Og(D). En este caso obtenemos las condiciones

2n1+...—|—2n10 =7d—1
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ni4 .. 4+n, <d*+5

por lo que los valores que puede tomar d son —3,—1,1,3 y 5.
e Comencemos suponiendo d = —3. Entonces
ny+...+ nig = —11

n? 4. +n?, <14

con soluciones D = —3L+2F; + FE; +...+Ej;,donde 1 <i <10y 1<j; <..<jg <10

(Jr # 1)
Supongamos D = —3L + 2FE; + Es + ... + Eqg, sin pérdida de generalidad. Tenemos
una sucesién como en (2.1.17), con degZ =1y H — D = 10L — 4F; — 3FE5 — ... — 3Eg.

Como Og(D) no tiene secciones, entonces h°(Jz(H — D)) > 4. Pero, segin el Lema 5.11
i), Og(H — D) tiene sélo dos secciones independientes, luego h°(Jz(H — D)) < 2. Por
tanto, Og(D) no es un subhaz de Q|s.

e Supongamos ahora d = —1. Entonces
ni =+ ... —|—n10 = 4

ni4..+nd, <6

con soluciones

Z)D:—L+E21—|—+El4,1§21<<Z4§10,
i) D=—L+2E+E;+E,1<i<10,1<j <k <10,

Consideremos en el primer caso D = —L + E; + ... + E4, sin pérdida de generalidad.
Tenemos una sucesién como en (2.1.17), con degZ =2y H— D =8L —3F; — ... —3E4 —
2E5 — ... — 2E19. Como Og(D) no tiene secciones, entonces h®(Jz(H — D)) > 4. Pero
Ogs(H — D) tiene sélo tres secciones independientes, segin el Lema 5.2 (z1, ..., 219 estan

en posicién general), luego h®(Jz(H — D)) <3y Ogs(D) no es un subhaz de Q|s.
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En el segundo caso, supongamos D = —L+2FE; 4+ F5+ E3, sin pérdida de generalidad.
Como h°(D) = 0y h°(Q|s) = 4, entonces necesariamente h’(H — D) > 4. Ahora bien,
h°(H — D) = 2 segtin el Lema 5.11 i) (x1,..., 210 en posicién general), luego Og(D) no es
un subhaz de Q|s.

e Supongamos d = 1. Obtenemos las condiciones
ny + ... +no =3

n? 4. +n2, <6

con soluciones
i)D=L—E;—E; —FEy,conl<i<j<k<10,
ii) D=L —2E; — Ej;, con 1 <4,j <10.

En el primer caso, supongamos que D = L — E1 — F5 — Eg3, sin pérdida de generalidad.
Tenemos una sucesion exacta como en (2.1.17), con H — D = 6L — E; — Eo — F5 —2E, —
.. —2Fy9 y degZ = 3. Ahora bien, por el Lema 5.4 4ii), el sistema lineal |H — D| no
tiene ningun punto base adicional. Entonces, como Z esta contenido en el lugar base de
|H — D|, necesariamente Z = (). Hemos llegado a un absurdo, asi que Og(D) no puede ser
un subhaz de Q|s.

En el segundo caso, supongamos D = L —2F; — F», sin pérdida de generalidad. Ahora
degZ =1y H—D =6L—FEy—2F5—...—2F;3. Como Og(D) no tiene secciones, entonces
h°(Jz(H — D)) > 4. Ahora bien, por el Lema 5.5 (los puntos 1, ..., T19 estdn en posicién
general), sabemos que h’(H — D) = 3, luego h°(Jz(H — D)) < 3. Por tanto, Og(D) no

puede ser un subhaz de Q|s.
e Supongamos d = 3. Entonces
ny + ... +7’L10 =10

ni 4. +nd, <14

con soluciones

i) D=3L—E, —...— Eso,
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'LZ)D:?)L—QEZl—El —.—FE; ,conl<i; <10,1 <129 < ... <ig <10,
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ZZZ) D:?)L—ZE“ —2F; —Ei3 — _Ei8; conl <1 <iy<10 ,1 <iz < .. <i1g <10.
Consideremos el primer caso, D = 3L — E; — ... — E1¢. Se tiene una sucesion exacta
como en (2.1.17), con degZ =4y H — D = 4L — Ey — ... — Eyp. Por el Lema 5.4 iii), el

sistema lineal |H — D| no tiene ningtin punto base adicional, luego Z = ). Como hemos
llegado a una contradiccién, Og(D) no puede ser un subhaz de Q|s.

En el caso i), si suponemos D = 3L —2F; — Fy — ... — Eg (sin pérdida de generalidad),
entonces degZ =2y H— D = 4L — Ey — ... — Eg — 2F( en una sucesién como (2.1.17).
Pero por el Lema 5.4 iv), el sistema lineal |H — D| no tiene puntos base adicionales, luego
degZ = 0. Entonces Og(D) no puede ser un subhaz de @|s, porque hemos llegado a una
contradiccién.

Supongamos D = 3L — 2E, — 2E; — F5 — ... — Eg en el caso #ii) (sin pérdida de
generalidad). Tenemos una sucesién exacta como en (2.1.17), con degZ =0y H — D =
AL — F5 — ... — Eg — 2E9 — 2Fy. Por el Lema 5.5 (x1, ..., 210 estan en posicién general),
h°(H — D) = 3. Ahora bien, como Og(D) no tiene secciones, es h°(H — D) > 4, que

contradice lo anterior. Luego Og(D) no es un subhaz de Q|s.

e Finalmente, en el caso d = 5 obtenemos el par de condiciones incompatibles
ny =+ ... +n10 =17

ni+...+n3, <30

por lo que no existe ningin subhaz lineal de )|s con pendiente igual a 1 si S es general.

Por tanto, la mayor pendiente que alcanzan tales subhaces cuando S es general es 0.

Congruencias de tipo 21)*

Como estas congruencias no tienen curva fundamental, por el Teorema 4.4 sabemos
que DH < 5 para todo subhaz Og(D) de Q|s. Veamos que no existe ningtin subhaz lineal
de Q|s con pendiente igual a 5.

En efecto, supongamos por el contrario que existiera Og(D) C Q|s con DH = 5.

Tenemos entonces una sucesion exacta como en (2.1.17), y las condiciones DH = 5y
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degZ = c3(Q|s(—D)) quedan
7d — 2711 — eee — 27110 =5

n34 .. 4+ni, <d*—2

respectivamente. Asi, por la Observacién 6.1 , obtenemos la desigualdad 9a% — 70a + 105 <
0. Esto es absurdo, porque 9a% — 70a + 105 > 0 para todo a. Luego no puede ser u(D) =5
para ningun subfibrado Og(D) de Q|g, por lo que Q|s es estable.

Vamos a probar ahora que tampoco existe ningin subhaz lineal de @)|s con pendiente
igual a 4. En efecto, si existiera Og(D) C Q|s, con pendiente igual a 4, se tendria entonces

una sucesién exacta como en (2.1.17), y las condiciones DH =4y degZ > 0 quedarian

2711—}—...—{—27%10 =7d—4

n34 .. 4+nd, <d* -1

Aplicando ahora la Observacion 6.1 obtendriamos la desigualdad

9d? — 56d + 56 < 0

luego d = 2,3, 4. En todos estos casos se obtienen condiciones incompatibles, luego p(D) <
3, para todo Og(D) subhaz de Q)|s. Consideremos la ciibica C' = 3L — F; —... — Eg. Segin
hemos demostrado en la congruencia dual, C' esta contenida en un f—plano como curva en
S. Entonces, segin el Lema 2.1.14, Og(C') es un subfibrado lineal de Q|s con pendiente
igual a 3, y hemos probado que 3 es la pendiente maxima que alcanzan los subfibrados

lineales de Q)|g, para cualquier congruencia S de este tipo.

Congruencias de tipo 22)
En este caso, S es de la forma S = ﬁ(ml, ...,T12), con bigrado (5,4) y seccién hiper-
plana H = 6L —2F, — ... —2F5 — Fs — ... — E15. Para la congruencia general de este tipo,

los puntos 1, ..., x19 estan en posicién general.
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Por el Teorema 4.4, QQ|s es estable y todos sus subhaces lineales tienen pendiente

menor o igual que 4, para toda congruencia S de este tipo.

Veamos que no existe ningin subhaz Og(D) C Q|s con pendiente igual a 4. En efecto,
supongamos por el contrario que existiera Og(D) C Qs subhaz saturado con pendiente
igual a 4. Tendriamos entonces una sucesion exacta saturada como en (2.1.17), y las

condiciones DH =4y degZ > 0 quedarian
2n1—|—...—|—2n5+n6+...—|—n12 :6d—4

ni 4 ... +niy < d?

respectivamente. Entonces, aplicando ahora la Observacion 6.1, tenemos
9d®> — 48d + 16 <0

Por tanto, las uinicas posibilidades para d son 1, 2, 3 y 4.
e Si d = 1, obtendriamos los subhaces Og(L — E;), con i = 1,...,5. Como p,(D) = 0,

D no puede ser una cudrtica plana de P5, luego Og(D) no es un subhaz de Q|s.

e Si d =2, obtendriamos D =2L — E;, —...— E;,, con1 <14 <..<1 <5. Porla
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misma razon de antes, Og(D) no puede ser un subhaz de Q|s.

e Si d = 3, obtendriamos las soluciones D = 3L — Fy — ... — Es — E;, —... — E;,,
con 6 < i < .. < iy <12. Como pe(D) = 1, D no puede ser una cudrtica plana en P°.

Entonces Og(D) no es un subhaz de Q|s.
e Finalmente, el caso d = 4 da lugar a condiciones incompatibles.

Veamos que, para la congruencia S general, tampoco existe ningtin subhaz lineal de
Q|s con pendiente igual a 3. En efecto, si D = dL —ni1FEy — ... —n12E15 es tal que Og(D)

es un subhaz de @Q|s con pendiente igual a 3, tendriamos las condiciones

2n1 +...+2n5s +ng+ ... +nia =6d—3
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ni4 .. +ni <1+d°

Aplicando la Observacién 6.1 obtenemos
d>—4d—-2<0

que nos da 0, ...,4 como posibles valores de d. Los casos d = 0,4 quedan excluidos, pues
dan lugar a condiciones incompatilbles. Veamos que el resto de los casos tampoco pueden
darse:

e Supongamos d = 1. Como solucién a las condiciones
2n1+...—|—2n5—|—n6+...—|—n12 =3

n? 4 ... +n2, <2
obtenemos los divisores de la forma D =L — E; — Ej, con 1 <7 <5y 6 < j <12. Como
pa(D) =0, D no puede ser una cubica plana. Por tanto, Og(D) no es un subhaz de Q|s.
e Supongamos ahora d = 2. En este caso,

2n1+ ...+ 2ns+ng+...+nia =9

ni 4. +ni, <5

que tiene por soluciones a todos los divisores de la forma D = 2L — E;, — ... — E;, — E;

iq
conl<i; <..<ig<5h,6<j<12. Como p,(D) =0, D no puede ser una cubica plana,

luego Og(D) no es un subhaz de Q|s.
e Si d = 3, las soluciones a las condiciones
277,1 + ...+ 277,5 +ng+..+nig= 15

n? 4. +ni, <10

son todos los divisores de la forma D = 3L — Fy — ... — B5 — E;, — ... — E;_, donde

6 <ip <..<15 <15.
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Supongamos D = 3L — F1 — ... — E1, sin pérdida de generalidad. Entonces H — D =
3L—Fy —..— FE5 — Ey1 — F15 y, como los puntos x1, ..., z12 estdn en posicion general, es
h°(H — D) = 3. Esto es absurdo, teniendo en cuenta que h°(D) =0y h%(Qls) = 4, luego
Os(D) no es un subhaz de Q|s.

Por tanto, no existe ningin subhaz lineal de Q|s con pendiente igual a 3.

Consideremos el divisor D = 3L—E; —...—E1;. Como x(Q|s(—D)) = 1 (por Riemann-
Roch) y h?(Q|s(—D)) = h%(Q|s(—6L+2E 1 +...4+2E5+ Eg+ ...+ E11 +2E15)) = 0 (por la
estabilidad de Q|g), se tiene que h°(Q|s(—D)) > 1. Esto implica que Og(D) es un subhaz
de Q|g, luego la mayor pendiente que alcanzan los subhaces lineales de Q|s es 2, para la
congruencia S general. Notese que, en este caso, la pendiente maxima se alcanza con un

divisor no efectivo.

Congruencias de tipo 22)*

Como S no tiene curva fundamental, Q|s es estable y DH < 3 para cada Og(D) C
Q|s, por el Teorema 4.4. Vamos a demostrar que, para la congruencia general, no existe
ningtn subhaz lineal de @)|s con pendiente igual a 3.

En efecto, supongamos por el contrario que existe Og(D) C Q|s tal que DH = 3,
donde D =dL —n1Fy — ... — n1aE12. Las condiciones DH = 3 y degZ > 0 quedan

2n1—|—...—|—2n5—|—n6—|—...+n12:6d—3

n3 4 ... +niy <24 d?

Entonces, utilizando la Observacién 6.1,
d>—4d—-5<0

estoes, d=—1,0,1,2,3,4,5. El caso d = —1 queda excluido, pues da lugar a condiciones

incompatibles. Veamos que tampoco pueden darse el resto de los casos.

e Supongamos d = 0. En ese caso,

2n1 4+ ...+ 2n5+ng + ... + N1z = —3
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n? 4 ... +niy, <2

Entonces D = E; + Ej, con 1 <i <5y 6 <j <12. Veamos que Og(D) no puede ser un
subhaz de Q|s. En efecto, como E; y E; son (respectivamente) una cénica y una recta, si
D estuviese contenida en un 3—plano (plano de P°) tendrfamos que E; y Ej; se cortan, lo

que es absurdo porque F; - E; = 0.
e Si d =1 tenemos
2n1—|—.‘.—|—2n5—|—n6+...—|—n12 =3

ni 4. +ni, <3

En este caso, las posibilidades para D son
i)D=L—-FE; —E,,
’LZ) D:L—Eil —F; —EZ’S,COD6§Z.1 <o < i3 < 12,

i?:i)D:L—Eil—Ei2+Ei3,COl’l1§i1<i2§5,6§i3§12.

con1 <11 <5y6 <49 <12,

En el caso i), es p,(D) = 0. Entonces, si suponemos D contenida en un f—plano
como ctibica de P?; tenemos que p,(D) = 1, lo que es absurdo. Luego Og(D) no es un

subhaz de Q|s.

En el caso ii) Og(D) no puede ser un subhaz de Q|s, porque, como los puntos

Z1,...,T12 estdn en posicién general, D no es efectivo (Proposicion 4.3 ii)).

Finalmente, para el caso iii) tampoco puede ser Og(D) un subhaz de Q|s. En efecto,
un tal D es la unién de una cénica y una recta que no se cortan, y por tanto no pueden

estar contenidas en el mismo F—plano.
e Suponiendo d = 2, obtenemos las condiciones
2n + ...+ 2ns+ng+ ... +ni2 =9

2 2
n?+ .. +n2y <6
con soluciones
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iyD=2L—FE; —...—E;, —Ej,con1<i; <. <ig<56<j<12,
iiy D=2L—E; — E;, — E;, — E

jl—Ejz—Ejs,COIllgil<i2<i3§5,6§j1<j2<
Js < 12

2 3

En el caso i), D es un divisor efectivo. No puede ser una ctibica plana en P°, porque

pa(D) =0, luego Og(D) no es un subhaz de Q|s.

En el caso ii), Og(D) no es un subhaz de Q|s porque, como los puntos x1, ..., 12

estan en posicién general, D no es efectivo (ver Proposicién 4.3 i7)).
e Supongamos ahora d = 3. Entonces
2711 + ...+ 27’1,5 +ng+ ... +nig = 15

ni 4. +ni, <11

que tiene como soluciones todos los divisores de la forma

Z) D:3L—Ezl _---_Ei4 —FEg—...— Fi3,donde 1 < i1 < ... <14 <5,
’Ll) D:3L—E1—...—E5—Ei1 —...—Ei5, con 6 <11 <... <15 <12,
’LZZ) D= 3L—2Ek—Ei1—...—Ei4—Ej1—Ej2—Ej3, dondel1 <k <5,1<1i <...<iyg <5H,

6 <Jj1<J2<js<I12

En ninguno de los tres casos es Og(D) un subfibrado de Q|s. En efecto, si lo fuera,
por la Proposicién 4.3 (apdo. ii)) tendriamos D > 0, que no es cierto porque 1y, ..., T12

estdn en posicion general.
e Supongamos d = 4. Entonces obtenemos las condiciones
2’)11 + ...+ 27’1,5 +ng+ ... +nig = 21

n% + ...+ N2 S 18,

con soluciones todos los divisores de la forma
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D=4L—2EZ —2E1'2—Ej —Ej —Ej3—E6—...—E12, dondelSil <’L'2 SE),

2

1 < j1 < j2 <5, como solucion.
Como ninguno de estos divisores es efectivo, pues los puntos xi,...,x12 estdn en

posicién general, Og(D) no puede ser un subhaz de Q|s (Proposicién 4.3 ii)).
e Finalmente, si d = 5, de las condiciones
2’)11 + ...+ 27’L5 + Neg + ... +’I”L12 =27

n? 4 ... 4+n2, <27

obtenemos D = 5L — 2F; — ... — 2E5 — Fg — ... — F15. Como D no es efectivo (x1, ..., x12

estan en posicion general), Og(D) no puede ser un subhaz de Q|s (Proposicién 4.3 ii)).

Veamos ahora que tampoco existe ningin subhaz lineal de Q)|s con pendiente igual
a 2 para la congruencia general de este tipo. En efecto, en caso contrario, a partir de las

condiciones DH =2y degZ = c3(Q|s(—D)) > 0, obtendriamos
2n1 4+ ...+ 2n5 +ng + ... + n1g = 6d — 2

n3+ ... +n, <3+d°

Por la Observacion 6.1,

9d® —24d — 77 <0

ie,d=—-1,0,1,2,3,4. Excluimos el caso d = 4, porque da lugar a condiciones incompa-

tibles. Veamos que tampoco pueden darse el resto de los casos:
e Si d = —1, entonces
2n1 4+ ...+ 2n5 +ng + ... + N1z = —8

n? 4. +niy <4,

con soluciones todos los divisores de la forma D = —L + E;, + ...+ E;,, donde 1 <43 <

e <y, <O,
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Supongamos D = —L 4+ E; + Fy + E3 + Fy4, sin pérdida de generalidad. Como
Og(D) no tiene secciones y h°(Ql|s) = 4, entonces h°(H — D) > 4, donde H — D =
7L — 3E, — 3Ey — 3E3 — 3B, — 2E5 — Eg — ... — Eq5. Ahora bien, h°(H — D) = 2 por
el Lema 5.11 4ii) (x1,...,x12 estdn en posicion general), luego Og(D) no es un subhaz de

Qls-

e Supongamos ahora d = 0. Entonces
277,1 —|— —|— 277,5 + Neg —|— —|—n12 = —2

ni 4. +niy <3

Los posibles divisores que obtenemos son de la forma

i) D=FE; conl<i<5h,
ii) D=FE;+ E;, con 6 <i<j<12,
iii) D= E;+ E; — Ey, con 1 <i <5, 6<j,k< 12.

En el primer caso, supongamos por comodidad D = FE;. Entonces H — D = 6L —
3Ey —2Fy — ... —2FE5 — Eg — ... — E19 y degZ = 2. Por el Lema 5.3 (pues los pntos
x1,...,T12 estan en posicién general), el sistema lineal |H — D| tiene como mucho un punto

base adicional, luego Z no puede tener més de un punto. Luego Og(D) no es un subhaz

de Qs.

En el segundo caso, D es la unién en P° de las rectas F; y E;. De aqui se deduce que
D no puede estar contenida en un S—plano, porque en caso contrario E; y F; se cortarian,

y Ei - E; = 0. Luego Og(D) no es un subhaz de Q|s.

En el tercer caso, supongamos D = E; + Fg — E7, sin pérdida de generalidad. Como
h%(D) =0y h°(Qls) = 4, tenemos h’(H — D) > 4. Ahora bien, H—D = 6L —3E; —2FE, —
.. —2Eg — Eg — ... — F12 v, por el Lema 5.11 iv) (los puntos 1, ..., 212 estdn en posicién

general), obtenemos la contradiccién h°(H — D) = 2. Luego Og(D) no es un subhaz de

Qls-
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e Supongamos ahora d = 1. Entonces
2n1—|—...—|—2n5—|—n6+...—|—n12 :4

n? 4.4+ n2, <4

Obtenemos las siguientes posibilidades:

i) D=L—2F;,con1<i<5,

i) D=L—FE;, —...— E;,,con 6 <1y <..<iy <12,
iii) D= L — By, — Ej,
) D=1L—E; — E;,, conl<ij <is<5,

v)D:L—Eil—Eig—E¢3+Ei4,donde1§i1<i2§5,6§i2<i3§12.

— B, conl <i; <5,6 <19 <z <12,

En i), supongamos D = L — 2E; sin pérdida de generalidad. Como h°(D) = 0, se
tiene h®(H — D) > 4. Pero H — D = 5L —2FEy — ... — 2E5 — Eg — ... — E15 y, por el Lema
5.5 (x1,..., 712 estén en posicién general), sabemos que h®(H — D) = 2. Luego Og(D) no

puede ser un subhaz de Q)|s.

Supongamos D = L — FEg — ... — Eg en el caso ii), sin pérdida de generalidad. Como
Os(D) no tiene secciones, h®(H — D) > 4. Esto es absurdo, porque H—D = 5L—2F; —...—
2E5 — E19 — E11 — E1o y, por el Lema 5.5 (21, ..., 212 en posicién general), h®(H — D) = 3.
Por tanto, Og(D) no puede ser un subhaz de Q|s.

En el caso iii), supongamos D = L — E; — Eg — E7, sin pérdida de generalidad.
Como Og(D) no tiene secciones y h°(Ql|s) = 4, entonces h°(H — D) > 4. Ahora bien,
H—D:5L—E1—2E2—...—2E5—E8—...—E12, yhO(H—D) =3pOI' el Lema 5.5

(21, ...,x12 en posicién general). Luego Og(D) no es un subhaz de Q|s.

Supongamos D = L — Ey — Es, para el caso iv). Entonces H — D =5L — Fy — Fy —
2E3 —2FE4—2FE5 — Eg—...— F12 y degZ = 2. Ahora bien, por el Lema 5.4 7), sabemos que
el sistema lineal |H — D| no tiene puntos base adicionales, luego necesariamente Z = ().

Por tanto, Og(D) no puede ser un subhaz de Q|s.
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Finalmente, en el caso v) supongamos D = L — F; — Es — Eg + E7, sin pérdida
de generalidad. Si suponemos que Og(D) es un subhaz de Qs llegamos a la misma
contradiccién que en el caso anterior, porque h°(D) = 0 y, por el Lema 5.5 (21, ..., 12 en

posicién general), h%(H — D) = 2.
e Si d = 2, tenemos
2711 —f- + 2715 + Ng —|— —|—n12 = 10

n? 4. +n, <7

Obtenemos las siguientes posibilidades para D:
i)D=2L—FE; —..—Ej5,

ii) D=2L—E;, —...— E;,
iii) D = 2L — FE;, — E;, — FE;

12

—Ej;, — Bj,,donde 1 < iy < ... <ig, 6 < jy < jo <12,

3—Ej1—Ej2—Ej —Ej4,d0nd61§’i1 <i2<i3§5,

6§j1<...<j4§12,

) D=2L—2E; — E;, —E;, — E;,, donde 1 <i <5, 1< j; <js<js<5.

37

En el caso i), se tiene H — D = 4L — Ey — ... — E15 y degZ = 2. Ahora bien, por el
Lema 5.4 1), el sistema lineal | H — D| no tiene puntos base adicionales, luego necesariamente

Z = 1. Por tanto, Og(D) no puede ser un subhaz de Q|s.

En el caso ii), supongamos D = 2L — Fy —...— E4— Eg— E7, sin pérdida de generalidad.
Como Og(D) no tiene secciones, entonces h®(H — D) > 4. Pero H — D =4L — By — ... —
Ey—2E5—Eg—...— E15 y, por el Lema 5.5 (21, ..., 712 en posicién general), h’(H — D) = 3.
Luego Og(D) no puede ser un subhaz de Q|s.

En el caso i), supongamos que D = 2L — Fy — Fy — E3 — Eg — E7 — Eg — Ey,
sin pérdida de generalidad. Suponiendo Og(D) subhaz de Qs llegamos a un absurdo
exactamente igual que antes, porque h°(D) = 0 y, por el Lema 5.5 (x1, ..., 712 en posicién

general), h°(H — D) = 3.

Finalmente, en el caso iv), supongamos D = 2L — 2E; — Es — E3 — E4 sin pérdida
de generalidad. Como h°(D) = 0y, por el Lema 5.5 (z1,...,m12 en posicién general),

h°(H — D) = 2, Og(D) no puede ser un subhaz de Q|s.
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e Supongamos ahora d = 3. Entonces
2n1 + ...+ 2n5+ng + ... + nip = 16

ni 4 ... +niy, <12

Obtenemos las siguientes posibilidades

’L) D:3L—E1——E5—Ezl —...—EiG,COH6§?;1 <L <ig <12,
ZZ) D:?)L—ZEZ—EZI —...—Ei4—Ej1 — ..—Ej4,con1§i§5, 1 <i1 <o <1g <5,
6 <1 <...<jg <12

Sin pérdida de generalidad, supongamos D = 3L — Fy; — ... — Fq1, en el caso i).
Entonces degZ =1y H—D =3L— E; — ... — E5 — E15. Por el Lema 5.4 ii) (z1,...,212 en

posicién general), el sistema lineal |H — D| no puede tener ningtin punto base adicional,
luego necesariamente Z = (). Esto es absurdo, porque hemos visto que Z tiene un elemento,

luego Og(D) no es un subhaz de Q|s.

En el caso ii), supongamos D = 3L —2F; — F5 — ... — Fy, sin pérdida de generalidad.
Si suponemos que Og(D) es un subhaz de Q|g, como h°(D) = 0, entonces h°(H — D) > 4.
Ahora bien, H—D = 3L—2F; — Ey—...— Eg, y h°(H — D) = 3 por el Lema 5.5 (21, ..., Z12

en posicién general). Luego Og(D) no es un subhaz de Q|s.

Consideremos ahora el divisor Fg, que es una recta en S. Por el Corolario 1.1.7, existe
un S—plano que contiene a la recta Fg. Entonces, por el Lema 2.1.14, Og(Eg) es un subhaz
de Q|s. Luego la mayor pendiente que alcanzan los subfibrados lineales de Q|s es 1 para

la congruencia S general.

Congruencias de tipo 23)

La congruencia S de este tipo es la explosién X (z) en un punto de X, superficie K3
de grado 10. Si X es general, por [M] es interseccién completa en P? de G(1,4), un P°
y una hipersuperficie cuddrica, y Pic(X) = ZHx. El bigrado de S es (4,5), y la seccién
hiperplanaes H = Hx — F.
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Como no tiene curva fundamental, por el Teorema 4.4 tenemos que @|g es estable y
que DH < 2 para todo Og(D) subhaz de Q|s.

Vamos a demostrar que, para S general, no existe ningin subhaz lineal con pendiente
igual a 2. En efecto, supongamos en caso contrario que existiera un divisor D = dHx —nFE
en S con pendiente igual a 2, con Og(D) saturado. Resolviendo la ecuacién 10d —n = 2,
obtenemos D = (1 +t)Hx — (8 + 10t)E, con t € Z. Consideremos la sucesién saturada
(2.1.17), donde

degZ = —90t* — 140t —51 >0

Como esta desigualdad no tiene ninguna solucién entera, no existe ningtin subhaz de Q|s
con pendiente igual a 2 para S general.

Por la misma razén que antes, E es una recta en G(1,3) luego, Og(F) C Q|s por el
Corolario 1.1.7 y 1 es la pendiente maxima que alcanzan los subfibrados de Q|g, con S

general.

Congruencias de tipo 23)*

Como S no tiene curva fundamental, podemos aplicar el Teorema 4.4 para deducir
que Qs es estable y que DH < 3 (S no es racional) para cada subhaz Og(D) de Q|s.
Veamos que, si S es general, entonces no existe ningin subhaz lineal de Q|s con pendiente
igual a 3.

Como ya hemos dicho antes, si X es general, entonces Pic(X) = ZHyx y, dado un
divisor D en Pic(S), es D = dHx —nE. Como degX = 10, tenemos que pu(D) = DH =
10d — n.

Si DH = 3, resolviendo la ecuacién 10a—n = 3 obtenemos D = (1+t)Hx —(7+10t)E,

con t € Z. Tenemos entonces una sucesiéon saturada como en (2.1.17), donde
degZ = —90t*> — 120t — 38 > 0

Al no haber solucién entera para esta desigualdad, no existe ningtin subhaz lineal de Q|g
con pendiente igual a 3 para la congruencia general S.
Suponiendo DH = 2 y resolviendo la ecuacién 10a — n = 2, obtenemos D = (1 +

t)Hx — (8 + 10t)E, con t € Z. Utilizando la sucesién saturada (2.1.17) obtenemos la
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desigualdad
degZ = —90t* — 140t — 52 > 0

que no tiene solucién entera.

Consideremos ahora el divisor E. Como E - H = 1, E es una recta en G(1, 3) luego,
por el Corolario 1.1.7, existe un f—plano que la contiene. Asi, Og(E) C Qls y 1 es la

pendiente maxima que alcanzan los subhaces de Qs si S es general.

Congruencias de tipo 24)
En este caso, S es una superficie de tipo general con K? = 17, con bigrado (4,5) en
G(1,3). La congruencia S de este tipo tiene recta fundamental, por lo que la pendiente
méxima que alcanzan los subhaces de rango 1 de Q|s es 4 (Teorema 4.4). Asi, Q|s es

estable.

Congruencias de tipo 24)*
Como S tiene recta fundamental, Q)]s no es semiestable. En efecto, por el Teorema
9

4.4, existe un subhaz lineal de Q|5 con pendiente igual a 5, mientras que u(Qls) = 3.

Luego 5 es la pendiente maxima que alcanzan los subhaces de rango 1 de Q|s.

Congruencias de tipo 25)

La congruencia S de este tipo es un fibrado cénico sobre una ctbica plana lisa, con
bigrado (3,6) en G(1, 3), y pueden tener o no curva fundamental (ver Remark 3.6 de [AG]).
En ambos casos Q|s es estable, por el Teorema 4.4.

Supongamos primero que S no tiene curva fundamental. Entonces, como S no es
racional, aplicando el Teorema 4.4 sabemos que DH < 1 para cada subhaz Og(D) C Q|s.
Entonces la pendiente méxima que alcanzan los subhaces de rango 1 de Q|g es 1, porque
cualquier divisor excepcional F; es una recta en S.

Supongamos ahora que S tiene curva fundamental. Por el Teorema 4.4, tenemos que
DH < 3 para cada Og(D) subfibrado lineal de )|s. Veamos que existe un subhaz lineal
de Q|s con pendiente igual a 3. En efecto, por el Teorema 2.1.6, la curva fundamental de
S es una cubica plana lisa C. Entonces, por el Teorema 4.4 iii), existe un subhaz Og(D)

de Q|s tal que DH = 3.
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Congruencias de tipo 25)*

Como S no es racional y no tiene curva fundamental, Q|s es estable por el Teorema
4.4. Ademds, de nuevo por el Teorema 4.4, sabemos que DH < 4 para cada Og(D) subhaz
de Qs.

Veamos que no existe ningin subhaz Og(D) de @|s con pendiente igual a 4. En
efecto, supongamos por reduccién al absurdo que existe Og(D) C Q|s con pendiente igual
a 4, donde D = pCy + qf — n1E1 — noEs — n3F3. Entonces D es efectivo, pues S no es
racional (Proposicion 4.3).

Tenemos entonces una sucesion exacta saturada como en (2.1.17). Se tienen las condi-

ciones DH = 4y ¢c2(Q|s(—D)) > 0:
ni+ny+ng=@B-e)p+2q—4 (4)

ni+nj+nj < —1-—pie+2pg (14)

A partir de las condiciones Cy - H > 3 (porque p,(Cy) = po(C) =1) y e > —1 (ver [N]),
obtenemos también

e=—1,0 (iii)

Si aplicamos ahora la desigualdad de Cauchy-Schwarz a las condiciones (i) y (i7), obtenemos
(e —3e+9)p? + [2¢(3 —2¢) — 8(3 —e)]lp+4¢*> —16g+19 < 0 (iv)

e Supongamos e = 0. En ese caso, la desigualdad anterior implica p = 1, ¢ = 1, 2.
Sustituyendo estos valores en las condiciones (i) y (i7), obtenemos las curvas (recuérdese
que D es efectivo) D=Co+ f—E; y D=Cy+2f — E; — E5 — E3. Como en todos los
casos es p,(D) = 1, no pueden ser cuarticas planas.

e Supongamos ahora e = —1. Igual que antes, la desigualdad (iv) implica p = 1,
g = 0,1. Sustituyendo estos valores en las condiciones (i) y (i), obtenemos las curvas
D=Cyy D=Cy+ f— E; — Ej. En todos los casos es p,(D) = 0, luego D no puede ser
una cuartica plana.

Vamos a demostrar ahora que existe una cubica en un f—plano para ambos valores

de e.
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e Si e = 0, consideremos la cibica D = Cy. Como p,(D) = 1, D es una cibica
plana. Entonces, por el Lema 1.1.8, D esta contenida o bien en un a—plano, o bien en
un f—plano. Como la congruencia dual S* general no tiene cubicas contenidas en un
[—plano, necesariamente D estd contenida en un S—plano para la congruencia general S.

e Si e = —1, sea £ un haz normalizado para la superficie reglada S’. Entonces el
haz £ ® L, donde L es cualquier haz sobre S’ de grado 0 distinto de Og/, también es
normalizado para S’. Por tanto, tenemos que hay infinitos haces normalizados para S’,
luego infinitas secciones Cjy. Elijamos una de estas curvas Cy de modo que pase por el
punto p;. Entonces el divisor D = Cy — E es efectivo. Como degD = 3y po(D) =1, D
es una cubica plana que, por la misma razén que en el caso e = 0 anterior, esta contenida
en un f—plano para la congruencia S general.

Por tanto, como los divisores excepcionales son rectas, la pendiente maxima que al-

canzan los subhaces lineales de Q|g, para S general, es 1.
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Apéndice. Tablas de estabilidad.

Para mayor comodidad del lector, adjuntamos a continuacién dos tablas que recogen
los resultados que hemos obtenido sobre estabilidad de @ restringido a S, donde S es
una congruencia de grado menor o igual que 10. En la primera tabla resumimos todos
lo resultados conseguidos en el capitulo 6, conservando para cada tipo de congruencia
la misma numeracién utilizada en todo el trabajo (por tanto, puede ser 1til consultar
paralelamente la tabla de la seccién 2.2 con la descripcién de cada congruencia). La
columna fi,,,, contiene la pendiente maxima alcanzada por los subhaces lineales de Q|g,
para cada congruencia S general de grado menor o igual que 9. Si sabemos que existe
alguna congruencia especial en que la pendiente maxima es mayor, especificamos dicha
pendiente en la tltima columna (esta informacién no pretende en absoluto exhaustiva).

Como una mayor evidencia de la validez de la Conjetura de Dolgachev y Reider, nétese
que la restriccién de @) a las congruencias no degeneradas de grado 10 es estable, utilizando
el Teorema 4.4 y la clasificacién explicita de Gross de dichas congruencias (ver [G2]).

Como complemento, anadimos entonces una segunda tabla en la que, ademas de la
descripcion de las congruencias no degeneradas de grado 10, recogemos otros resultados que
se pueden obtener de manera mas o menos inmediata. Con respecto a esta segunda tabla,
en la columna fi,,., indicamos en cada caso las posibilidades entre las que se encuentra el
valor de la pendiente maxima. En cualquier caso, para que el valor pi,,,, adquiera pleno
sentido, el esquema de Hilbert debe ser irreducible, algo que, como ya hemos senalado en
el capitulo 2, todavia no ha sido demostrado. En la iltima columna indicamos el divisor
D tal que u(D) es la mayor posible que hemos encontrado (por lo que dicho valor p(D) es
el menor valor posible de fi;,4,). En el caso concreto de la congruencia (4, 6) explosién en
un punto de una superficie K3 y su dual, al indicar las dos posibilidades que hay para D,
queremos decir que fimq, = 2 siy sblo si Og(FE) es un subhaz de Q)|s; en caso contrario,

tmaz = 0, y se alcanza con el subhaz Og.
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Tabla de estabilidad para congruencias de grado menor o igual que 9

(a,0) ] 7| u(Qls) | tmar | Estabilidad Q|s general | fiq, especiales
1) [(0,1)] 0]1/2 0 Estable No hay
* [(1,0)] 0]1/2 1 Inestable No hay
2) [(L,1)] o1 1 Semiestable no estable | No hay
3) [(1,2)] 0]3/2 1 Estable No hay
3)* [(2,1)] 0[3/2 2 Inestable No hay
4) [(1,3)] 0]2 0 Estable No hay
4HF 1(3,1)] 0]2 2 Semiestable No hay
5 [(2,2)] 0]2 2 Inestable no estable No hay
6) [(2,2)] 1]2 1 Estable 2 sii recta fundamental
7 [(2,3)] 1]5/2 1 Estable No hay
" 1(3,2) 1]5/2 2 Estable No hay
8) [(2,3)| 2[5/2 2 Estable No hay
) [(3,2)] 2[5/2 3 Inestable No hay
9 [(3,3)| 1]3 3 Semiestable no estable | No hay
10) [(3,3)] 1]3 2 Estable No hay
11) [(3,3)] 213 1 Estable 2 si conica en (-plano
12) [(3,3)] 413 0 Estable 3 si recta fundamental
3) (3,4 372 |1 Estable 7
13)*1(4,3)] 3|7/2 3 Estable No hay
14) [(3,4)] 6]7/2 3 Estable No hay
14)*1(4,3)] 6]7/2 4 Inestable No hay
15) [(2,6)] 3|4 0 Estable No hay
15)*1(6,2)| 3|4 3 Estable No hay
16) [(3,5)] 44 3 Estable ?
16)* [ (5,3)] 44 1 Estable 7
17) [(4,4)] 34 0 Estable 7
18) [(4,4)] 44 2 Estable ?
19) [(4,4)] 54 0 Estable 7
20) [(4,4)] 94 0 Estable 4 si recta fundamental
21) [(3,6)] 5]9/2 0 Estable 7
21)*(6,3)| 5[9/2 3 Estable No hay
22) [(4,5)] 5[9/2 |2 Estable 7
22)* [ (5,4)| 5]9/2 1 Estable ?
23) [(4,5)] 6]9/2 1 Estable 7
23 [(5.4)] 6]9/2 |1 Estable 7
24) [(4,5)[12]9/2 4 Estable No hay
24)* [ (5,4) [12]9/2 5 Inestable No hay
25) [(3,6)] 4]9/2 1 Estable 3 si curva fundamental
25)*1(6,3)| 4]9/2 3 Estable No hay
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Tabla de estabilidad para congruencias no degeneradas de grado 10

(a,b) | | Descripcién/ Inmersién Mmaz | D
(3,7) | 6| Superficie de Enriques minimal 0 Os
(7,3) | 6 | Dual de la anterior 3 20 cubicas planas ([DR])
(4,6)| 6| F (@1 212) 3 3L — Ey — ... — Ey
’ H=7L—-2FE —..—2FEy— Fi9g— E11 — E1»
(6,4) | 6 | Dual de la anterior 2 3L—F, —...— Eq
Explosién de S” C P® en un punto, .
(4,6)| 7| on 8 K3 de grado 14 y Hg — Her — 2E 0,2 Os, B (s Os(E) C Qls)
(6,4)] 7 IF)‘usl ((116 la anterioi 1 0,2 Os, E (st Os(FE) C Qls)
ibrado conico sobre curva eliptica, e =0 o
(575) 4 HE2C()+3f—E1—E2 3 C()OC()—|—f E1 E2
Fibrado cénico sobre curva eliptica
(5,5)| 5 ligado a la unién disjunta de un a—plano, 93 Existe conica en (-plano
’ un f—plano y tres cuddricas en una i.c. (3,3) |’ (usando Obs. 2.1.15)
}i{i 2§o+(e+4)£—El —...1—E6
ibrado cénico sobre curva eliptica
5,9) |6 1,2,3 E;
(’ ) H5200+(5+6)f—E1——E10 T
Pz(l‘l, ceey xlg)
(5,5)| 6| H=7L —3E; —2Es — ... — 2E;— 1,2,3,4 | Es
. —Eg — .. — E13
P?(z1,...,x17), ligada a la unién dlS:]llIlta de Existe cudrtica en A-plano
(5,5) | 7| un a—plano y un S—plano en una i.c. (2,3) |4 (usando Obs. 2.1.15)
H=6L—-2F —2F;, —2F3— FE4—...— E7 o
55| 7 Explosion de S” € P” en dos puntos, con 1 .
’ S’ K3 de grado 12y Hg = Hg: — E1 — F» '
, 8 | Superficie eliptica minimal con p, = p; = 2 0,1,2,3|Og
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