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Resumen en castellano

El objetivo de este trabajo es estudiar formulaciones matematicas sencillas que permitan
simular la dinamica de filamentos elasticos. Estos filamentos se consideraran inextensibles para
simplificar la formulacion y la resolucion del problema. Nos centraremos en teorias que
parametrizan los filamentos mediante curvas y sistemas de referencia adaptados, y a partir de los
cuales seremos capaces de plantear y medir las magnitudes fisicas que intervienen en el
comportamiento del filamento y posteriormente a partir de éstas hallar una distribucion de las
energias existentes en el filamento, que seran las que determinen el movimiento de la misma.

A continuacion exploraremos una version discreta. En ella extrapolaremos todo lo
obtenido en la teoria continua desarrollada anteriormente, transformando la curva continua en un
conjunto de puntos y definiendo sistemas de referencia adaptados en cada uno de los segmentos
que los unen. Una vez asentadas en nuestra teoria discreta todas las magnitudes usadas en la
continua plantearemos las ecuaciones del movimiento.

Consideraremos la transformacion de estas teorias en algoritmos programables vy
desarrollaremos un cddigo. Se trabajard con modelos en los que las ondas de torsion en la cuerda
se propagan instantaneamente en relacién con las ondas de flexién, con lo que se simplificara el
problema no calculando su evolucion temporal y se ahorrard un coste computacional muy
valioso. Esto Gltimo junto con el método de proyeccion maultiple reducira considerablemente la
complejidad del problema, permitiendo simular situaciones mas complejas en un tiempo
razonable.

Dada una ecuacion diferencial rigida, los métodos de proyeccién mdultiple son una
alternativa a los métodos de integraciéon implicitos, y consisten en reformular la componente
rigida del problema como una restricciéon. Combinaremos un método Verlet simpléctico de orden
dos para resolver las ecuaciones del movimiento con la técnica de proyeccion multiple, que se
aplicara a cada instante de tiempo del problema para forzar la inextensibilidad.

Por ultimo, se mostrara un pequefio ejemplo de una simulacién junto con su codigo.
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Resumen en inglés

The aim of this work is to study simple mathematical formulations which allow us to
simulate the dynamics of elastic threads. These threads will be considered to be inextensible to
simplify both the formulation and solution of the problem. We will focus on theories which
parameterize threads by curves and adapted frames, from which we will be able to formulate and
measure the physical values that participate in the thread’s behavior. Afterwards we will find an
energy distribution for the thread from these values, distribution that will establish the thread’s
motion.

Next we will explore the discrete version. We will extrapolate the results produced by the
continuous theory developed beforehand, transforming the continuous curve into a set of points
and defining adapted frames on the segments that connect them. Once all magnitudes used in the
continuous theory are stated we will formulate the equations of motion.

We will transform these equations into programmable algorithms and develop a
programming code. We will work with models in which twist waves propagate instantaneously
when compared with bending waves. This simplifies the problem reducing the computational
cost. This fact together with the manifold projection method will greatly reduce problem’s
complexity, and will allow us simulate more complex situations in a reasonable amount of time.

Given a stiff differential equation, manifold projection methods are an alternative to
implicit integration methods, and they consist in reformulating the problem’s stiff component as
a restriction. Our particular method will combine a symplectic Verlet method of second order
with the manifold projection scheme, which we will use in every discrete step of time to enforce
the inextensibility hypothesis.

Finally, we will show a brief example of a simulation along with the programming code.

Keywords

Elasticity, threads, simulation
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Capitulo 1 - Teorias continua y discreta

Este capitulo establecera una base tedrica de la modelizacion de cuerdas y hélices para
sustentar el desarrollo posterior del algoritmo. Primero explicaremos la teoria continua mediante
la que modelizamos la cuerda, y luego a partir de ésta nos centraremos en la teoria discreta que
sera la que nos permita generar el algoritmo de simulacion. Las cuerdas vendran dadas por
curvas parameétricas y se aplicaran conceptos de geometria diferencial para medir los distintos
tipos de energias que soportan, y posteriormente se extrapolarda a una teoria discreta
convenientemente escogida para que el algoritmo después empleado sea eficiente.

Conviene recalcar que este capitulo es sélo una introduccion tedrica para la posterior
aplicacion algoritmica y no profundizaremos demasiado en ella, ya que por si sola ocuparia
varios trabajos como éste. De cualquier modo, servird para comprender qué subyace detrés del
algoritmo y para profundizar en él, o para hacer posibles modificaciones.

Teoria continua

Representacion de la cuerda
Consideraremos una cuerda cualquiera con una distribucion de masas m(x).
Consideraremos, para facilitar todo el calculo posterior, que se trata de una cuerda sin grosor
alguno. Esto se puede hacer reduciendo la cuerda con volumen a la curva que ocuparia el centro
de la misma. Con esto, tenemos que la posicion de la cuerda se puede representar mediante una

curva paramétrica y(s), parametrizada por la longitud de arco. Ahora, para cada punto de la

curva, podemos asignar un sistema ortonormal de 3D {t(s), m4(s), m,(s)} al que Illamaremos
sistema material que nos permita medir interesantes propiedades fisicas de la cuerda, tales como

su curvatura o su torsion. Asi, tomamos t(s) = y'(s), que medira la curvatura de la cuerda,

mientras que los otros dos vectores estaran relacionados con la torsion. Por tanto, cualquier punto

de la curva quedara fisicamente descrito por r = {y(s); t(s),m, (s),m, (s)}, tal y como muestra

la siguiente figura:



m2(50)

ma(s)

Energias elasticas en la cuerda

En la cuerda existiran dos tipos de energias relacionadas con la elasticidad de la cuerda:
la energia de doblado y la energia de torsion. La teoria de Kirchhoff de cuerdas elésticas asigna a
la cuerda una energia elastica E(T" )dada por tres funciones escalares que miden las tensiones de

ésta a partir de los cambios en el sistema material. Estas son:

w1(s) = t'(sImy(s), wy(s) = t'(s)my(s), m(s) = my(s)my(s)

e

Notese que como t'(s) = x(s), los dos primeros términos miden el doblado o flexion de
la cuerda (o del sistema material), mientras que el ultimo mide la torsion alrededor de la

tangente.



La energia total de la cuerda puede ser expresada a partir de la suma de la energia de

flexion y la de torsion:
E[:l_' :] = Eﬂexlﬁn [:l_'j + Etu:urslﬁn [:1_‘ j

Asumiremos que nuestra cuerda es inextensible por lo que no incluiremos una energia a
causa del estiramiento de la cuerda. Esto se puede hacer a partir de restricciones auxiliares, con
lo que disminuiremos el coste computacional significativamente con relacion a una cuerda
extensible.

Cuando la configuracion en reposo de la cuerda es recta e isotrdpica, es decir, ésta no

favorece giros en ningun sentido en particular, la energia de flexion viene dada por

1 ,
Eﬂexlﬁn(l—'] = EJ- o [:S:]ds

Con w = (w;,w,)T la curvatura material y o el modulo o resistencia de flexion de la
cuerda. Noétese que el vector w representa la curvatura de la curva en funcién del sistema
material.

Podemos reexpresar el integrando, de manera que
w? = w;? + w? = (t'my)? + (t'my)? = [[t']|?|lmy]|?cos?*(6) + [[t'[|*[lmg]|? cos*(90 — 6)

= [It'I>(llmy]|>cos*(8) + [Im,||*sin® 6 ) = [|t'||* = «?

Ya que la derivada de la tangente pertenece al plano generado por los vectores m; y m, y

al tratarse de un sistema ortonormal ||m,||?=||m,||> = 1. Podemos escribir entonces
1 , 1 .
Eﬂexlﬁn [rj = E o [:S:]d5= E ) (sjds

Generalizamos este resultado para cuerdas no-isotropicas remplazando el producto
escalar usual por una forma cuadratica definida positiva B, de manera que " (s)Bw(s) es la
densidad de energia de flexion. Podemos generalizar este resultado a una cuerda cuya
configuracién en reposo sea curva sin mas que reemplazar w(s) por (w(s) - (T)(s)), donde w(s)

es la curvatura de la cuerda en su configuracion de reposo.



Recordemos que m(s) = mj(s)m,(s) . La energia de torsion de la cuerda vendra dada

por
1 ;
Etu:urslﬁn (1_‘ j = EJ- B m* (S:]ds

Recordemos que la torsion de una curva viene dada por
7(s) = —n(s)b'(s)

Donde n(s) es el vector normal a la curva 'y b’(s) la derivada del binormal. Estos dos
son parte del sistema de Frenet, que tiene en comun con nuestro sistema material a la tangente.
Por tanto, podemos expresar uno en funcidn del otro como una rotacion de &ngulo ¢ alrededor de
la tangente, de manera que

n(s) = my(s)cos @(s) + my(s) sin p(s),
b(s) = —my(s) sin @(s) + my,(s) cos ¢(s)
—b'(s) = my(s)¢'(s) cos p(s) + mjy(s) sinp(s) + mz(s)p'(s) sinp(s) —
— m;(s) cos p(s)
Y la torsion viene dada entonces en términos de nuestro sistema material por
7(s) = —n(s)b'(s) =
= ¢'(s) cos? o(s) — (—m(s)) cos? @(s) + m(s) sin o(s) +
+ ¢'(s)sin® o(s) = ¢'(s) + m(s)

De este modo, vemos que la torsién geométrica y nuestro concepto de torsion estan

estrechamente relacionados.

Sistema Bishop y transporte paralelo
Dada ahora una posicién fija, nos planteamos el asignarle a cada punto de la cuerda un
sistema de referencia ortonormal que sea lo mas natural y relajado posible, en el que las
tensiones y otro tipo de energias sean minimas. A este nuevo sistema lo llamaremos Bishop
{t(s),u(s),v(s)}, y cumplira que su torsion sera cero a lo largo de la cuerda, o lo que es lo

mismo, u’(s)v(s) = —u(s)v'(s) = 0.



v(s)

Este sistema se puede asignar sin mas que fijar el sistema Bishop al inicio de la cuerda, y
a partir de ahi transportarlo con lo que llamaremos transporte paralelo. Este viene dado en
términos del vector de Darboux o curvatura binormal, dado por kb = t X k (es decir, el binormal
con la curvatura por médulo), pero aplicado a nuestro trabajo usaremos una definicién mas

sencilla.

El transporte paralelo consiste en una rotacion alrededor del vector binormal de la cuerda
(o vector de Darboux, ya que tienen misma direccion y sentido), de manera que dado el primer
sistema Bishop y calculando la tangente en cualquier otro punto de la cuerda podemos hallar el
angulo de giro ¢ entre ambas tangentes y calcular la rotacion P(¢) alrededor del binormal para
transformar una tangente en otra, y asi conseguir el sistema Bishop en el nuevo punto de la

cuerda.



Escribamos ahora las dos componentes del sistema material antes descrito en funcion de

las componentes del sistema Bishop. Teniendo en cuenta que la tangente a la curva es un vector
comun a ambos y que ambos sistemas son ortonormales, necesariamente el sistema material es el
resultado de una rotacién alrededor de la tangente del sistema Bishop para un cierto angulo dado
por una funcién 6(s), de manera que

m; (s) = u(s)cosB(s) + v(s)sinB(s), my(s) = —u(s)sin0B(s) + v(s) cos 0(s)
Y de manera anéloga:

u(s) = my(s)cos6(s) — my(s)sin0(s),v(s) = my(s)sin0(s) + my(s) cos 6(s)



Podemos observar la relacion entre ambos en la siguiente figura:

ma(s)

0(s)

my(s)

Queremos ahora observar la relacion existente entre m(s) y 6(s). De hallar alguna,
simplificariamos en gran medida los célculos, ya que la energia de torsion solo estaria
relacionada con el &ngulo existente entre el sistema Bishop y el natural. Para ello, usaremos que
u'(s)v(s) =0

u'(s) = —my(s)0'(s) sin0(s) + mj(s) cosO(s) — my,(s)0'(s) cos 6(s) — m;(s) sin B(s)

0= u'(s)v(s) =

= —m, (s)m, ()8’ (s)sinB(s) cosB(s) + m{ (s)m,(s) cos? B(s) —
— 8/(s) cos? 8(s)m, (s)m,(s) — m, (s)mj (s) sin B(s) cos B(s) -
— m, (s)m, () () sin? B(s) + m, ()m (s) sin 8(s) cosB(s) -
— m, (s)m, (5)8'()sin B(s) cosB(s) — m, (s)mj(s)sin?6(s)

Teniendo en cuenta que m;(s)m;(s) = m;(s)m,(s) = 0 ,que cos? B(s) + sin?B(s) =
1yque m(s) = mj(s) m,(s) = —my(s)m;(s), operamos y llegamos a que
0= m(s)— 0'(s) & m(s) =0'(s)



De este modo, podemos reexpresar el término de la energia asociado a la torsién como

1 5
Etnrsiﬁn (1_‘ j = EJ. B B“(des

Teoria discreta de la cuerda

Representacion de la cuerda

Ya tenemos las herramientas necesarias para determinar el comportamiento de una
cuerda en el caso continuo. El problema consiste ahora en extrapolar los resultados de la teoria
continua a la discreta, para que un ordenador pueda simular y reproducir el proceso.

Sea ahora la misma cuerda discretizada, es decir, una coleccion de puntos en el espacio
tridimensional. Ahora, calcular las derivadas de la curva como en el caso continuo nos resulta
imposible, ya que no disponemos de funcion alguna, con lo que los conceptos de tangente y
demaés vectores diferenciables tendran que ser ligeramente modificados. Nos basaremos en la
idea intuitiva de la derivada, que es la idea del incremento. Llamemaos al conjunto de puntos de la

cuerda discretizada X, y a cada uno de los n puntos o vértices lo llamaremos x;,i € {1, ...n}.
Sean e',i € {1,...n — 1} cada uno de los (n-1) puentes entre los vértices, de manera que

i —
€ =Xiy1— X

10



La siguiente figura muestra la manera mediante la que dada una curva continua la discretizamos:

Y(six5)
V()

Igual que en el caso continuo, nos planteamos el asignar a esta cuerda una version
discreta del sistema material. Para ello, en vez de ser funciones continuas, tendremos un conjunto

de (n-1) sistemas materiales, uno para cada uno de los puentes de la cuerda discreta. Asi,

denotamos M! = {t!, m}, m}} al sistema material relativo al puente e’ . Tomaremos t' =

i ., . . . . .,
e /||ei||’ gue por construccion es unitario como en el caso continuo, y es la mejor aproximacion

que podemos conseguir a un vector tangente.

o

my -

Al no ser suave nuestro conjunto de puntos, los vectores tangentes estaran definidos

unicamente en los puentes de la cuerda, y no asi en los vértices de la misma, donde es mas

11



complicado hallar una aproximacion del vector tangente . De este modo, restringimos la
asignacion de sistemas materiales (y mas adelante, Bishops) a los puentes existentes entre los
vértices, sin importar lo que pase exactamente en estos ultimos.

Ya hemos extrapolado la base existente en la teoria continua. Ahora, queda ver como
transformamaos las expresiones de las energias al caso discreto. En el caso continuo disponiamos
de un dominio de integracién D. Para convertir esto al caso discreto, definimos (n-2) dominios D;

que incluyen los dos puentes incidentes en un mismo vértice. Llamaremos también [; a la

longitud de dos puentes consecutivos, es decir [; = ||ef|| + ||e**?||, y diremos que ||D;|| = li/z.

Decimos cantidad integrada a una medida que asocia un nimero x; a D;, que se corresponde con
una integral de la funcion sobre ese dominio. Para transformar esa cantidad en una puntual, la
dividimos entre la longitud del dominio D;.

Por ejemplo, si tenemos las funciones continuas f(x) = 3 * x> + x,y(s) = senun

dominio determinado, Yy quisiera calcular

2
[ r)as

Podria aproximarlo a una forma discreta dividiendo en intervalo (1,2) en 10 dominios de

longitud 0.1, y reexpresarla como

2 10 3
Vi Vi
d ~Z(3 — +—) 0.1
1=
Donde y; es la cantidad integrada que aproxima el valor de la funcién y(s) en el
intervalo.
Por ultimo, para referirnos a un valor o vector en el equilibrio utilizaremos la misma

notacion que la descrita hasta ahora, sin mas que afiadir una R a su nombre, como por ejemplo

eR' se refiere al equilibrio del puente e’.

Holonomia discreta
La holonomia es un concepto de geometria diferencial usado para medir la falta o pérdida
de informacion geométrica al aplicar el transporte paralelo sobre giros muy cerrados. Lo
denotaremos como 1 (s) , y se puede probar que §(J ds) = — [ kb(6x)ds, donde el
subindice s denota diferenciacion respecto al pardmetro s de la curva. Esto quiere decir que esta

12



intimamente relacionada con la curvatura de la cuerda. En nuestro caso discreto, sélo depende de
la curva, y mide el angulo cuando transportas paralelamente un sistema a lo largo de un giro
cerrado de puentes. Consideramos dos puentes consecutivos et~1, e! y sus tangentes asociadas
t*=1, ¢!, alos cuales perturbaremos un parametro &, obteniendo nuevos vectores
e71(e), el(e), t71(¢), ti(¢). Tenemos entonces una aplicacion de transporte paralelo

Pi(e) : t71(e) — ti(e)
que transforma una tangente perturbada en otra. Ahora, consideramos el transporte paralelo de
una tangente sin deformar a la tangente resultante perturbada, al que llamaremos

Pi(e) : t'(0) — ti(e)

Esta rotacion satisface Pi(0) = Id , Pi(¢) (t"(O) X ti(s)) = ti(0) x ti(e)

t(0) x t(2)" = P(=)(t'(0) x t(z)")

Consideremos la aplicacion resultante de concatenar los transportes paralelos, dada por

R1(e) = (P1() = (Pi() ™ Pi(e) ° Py(0)

Como el transporte paralelo corresponde a una rotacion, se tiene que

(P() = (P())"

13



Podemos representar esto mediante un diagrama:

ti1(e) — t'(e)
T Yi-1(€) T
t=1(0) — t'(0)

Observamos que la aplicacion R*=1(¢) deja invariante al vector t:=1(0) y es una composicion
de rotaciones, con lo que necesariamente se trata de una rotacion de angulo ;_4 (&) alrededor
del eje definido por t:=1(0). Este angulo 1;_, (¢) es lo que llamaremos holonomia de conexion
inducida por el transporte paralelo alrededor del giro entre dos puentes consecutivos. Podemos

expresar la variacion de y;_4 (&) respecto a una variacion de la curva 6x [de Vries 2005] como

—Zti_l X ti (1 6xl- — 6xl-_1 + 1 6xi+1 — 6xl->
1+ 616 \2 [eRCI| 2 [leRY|

Recordemos que en el caso continuo, la holonomia de conexién venia dada por

5(f ¢ds) = —fkb(ax)sds

Si comparamos ambas expresiones, concluimos que el segundo factor de la igualdad

0Pi_q =

discreta es la aproximacion de (6x), , y el primer factor por tanto es el opuesto de la curvatura
binormal discreta. El calculo del gradiente de la holonomia de conexion discreta podemos

obtenerlo a partir del segundo factor, ya que éste nos da el incremento segun las direcciones, de

manera que
2t x ¢ —2t 1 x ¢!
oY1 17 Fgi-1g oY1 171 y¢-1g
V-_ . :—:_—.,V‘ . .= = — - :
=1 = G T T e L T G T 2T eRT]
0Pi_q
Viiq = 6;- = —(Viey + Vi )¥iq

L

En el siguiente apartado simplificaremos estos resultados con nuestra expresion del vector de

curvatura binormal discreta.

14



Energia discreta de flexion

En el caso continuo, la energia de flexion de la cuerda venia determinada por la
curvatura. Para hallar el andlogo a la curvatura en el caso discreto, tendremos que definir un
concepto de curvatura discreta sobre nuestra coleccién de puntos, y nos serviremos del vector de
la curvatura binormal (kb = t X k ) del caso continuo, cuyo modulo coincidia con la curvatura.
Definimos la curvatura binormal discreta en un vértice x; como

2et"1 x et
leR"“[lleR|| + e'~"e!
Este vector es ortogonal al plano osculador que pasa por dos puentes consecutivos, analogamente

(kb)i_1 =

al caso continuo, y se observa que nuestra definicion del vector (kb);_, €S equivalente a

i-1 i . , .y -,
270 X t/l 4 pi-1gt obtenida con la holonomia de conexion. Con esta nueva expresion,

podemos simplificar las expresiones del gradiente de holonomia de conexién, de manera que
1 (kb);—4 1(kb);—4

Vioaiq = 2ileRe1] * Vi+tYir1 = TSR Vihiie = —(Vier + Vi DYiog

Sea ¢; el angulo formado por los dos puentes consecutivos e'=1, e‘. Si calculamos ahora el

modulo de la curvatura binormal, teniendo en cuenta la hipdtesis de inextensibilidad, obtenemos

que
|(kb);_1|| = 2|le*||[|€*| sin ¢ _ 2singy
T |leRi-1)|||eRi| + |lei=Y|||lef]l cos ¢; 1+ cos ¢y
4sinDicos P 4sin i cos & of
B ; e = 2 2 = 2tan—
28 iz & 2 bi 2
1+ cos 5 sin 5 2 cos -
Por tanto, el valor de la curvatura discreta para dos puentes consecutivos viene dado por
¢'
ki =2 tan?l

Claramente, como cada uno de los puentes es una recta, el concepto de curvatura discreta esta
asociado a los vértices de la cuerda y no asi a los puentes.

Teniendo ahora tanto el vector curvatura binormal como la curvatura discretizados,
podemos dar una expresion discreta de nuestra energia de flexion usando el concepto de cantidad

integrada explicado anteriormente.

15



Recordamos que en el caso continuo para una cuerda recta isotropica venia dada por

1
Eﬂexiﬁn [:1—' :] = EJ. o Kz [:S:]dS

Observamos que k;_,* = (kb)i_lz, y usando el concepto de cantidad integrada descrita

anteriormente podemos escribir

—_ -

10 ((kB),\ R, O (kb)/
Eﬂexlﬁn(r‘:]_ngx le}/ ?_Za IR.
2

i=1 i=1 '

Si ahora buscamos la misma expresion para una cuerda no isotrépica, igual que en el caso
continuo debemos considerar las curvaturas materiales /.

Recordamos que en el caso continuo:
! ! T
o = (t'(s)m,(s),t' (s)my(s))

Brven(1) = 5 [ () = &) B(w(®)— 5E)ds

Como ahora no tenemos el vector derivada de la tangente discreta, lo que usaremos sera el vector
curvatura binormal, y con él podemos expresar la curvatura material discreta como
o} = ((kb);m),,—(kb);)) ; je{i—1,i}

La energia de flexion para una cuerda no isotrdpica viene dada entonces por

n—2 i
1 i I B
Eflexion (T ) = Z SIR. Z [mjl - iji) Bl [mi — iji)
1 E_;.':i_l

Transporte paralelo y sistemas Bishop discretos
De manera analoga al caso continuo, definimos el trasporte paralelo discreto como una
rotacion alrededor del vector curvatura binormal discreto, de manera que
P =t, AT xt) =t"1xt
Observamos que esta rotacion no esta definida para t©=1 = —t, lo que significaria que la cuerda

se doblara sobre si misma.
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Pt x 71 =t x ¢!

Para definir los sistemas Bishop discretos, transportamos el vector unitario inicial u° a lo
largo de la curva utilizando las rotaciones P;, de manera que
ut = P(ut ), vt = tt xul
Mas adelante se demostrara que la eleccion de este vector inicial unitario u® es arbitraria y no

influye en el resultado del célculo de la energia de torsion siempre y cuando u® L &°

Ahora, podemos representar los sistemas materiales discretos igual que en el caso
continuo a partir de
i

mt = ulcos0' + v'sinh', my = —u'sinb' + v'cos b’

Donde 6° es el angulo formado por los sistemas Bishop y material i-ésimos.

17



Energia de torsion

Recordamos que la energia de torsion de la cuerda en el caso continuo venia dada por
1 , 1 .
Etc\rslﬁn [:sz EJ-B m‘(s]ds= EJ-B B“(des

Usando de nuevo la nocidn de cantidad integrada, podemos escribir

1J- 025 21 g+l — i uai._”i (67 —6°)’
5| B O sds 2P R/ > —LFP IR,
i=1 2 i=1
O equivalentemente:
1J‘ 2 (94 21 m, lRE_nZ_‘j m,?
5 ) Bmils)ds 5P IR 2 Bmi
i=1 ) i=1

Con lo que escribimos la energia de torsion como

n-2 mz_z n-2 gitl _ gi 2
Etnrslﬁn (F]: ZBE: ZE%
i=1 ! i=1 '

Vemos asi que la energia de torsion depende del angulo formado por el sistema material y el
sistema Bishop en cada puente. Nuestra eleccion de nuestro sistema Bishop ha sido arbitraria, asi
que tendremos que demostrar que realmente no importa la eleccion inicial del sistema para el
calculo de la energia.

Supongamos que no escogemos correctamente el sistema Bishop inicial (algo bastante
plausible teniendo en cuenta que sélo se le ha exigido al vector perpendicularidad a la tangente y
ser unitario). Sabemos que existe un sistema Bishop correcto que cumple todas las hipotesis
descritas en la teoria continua, y que éste incluye también al vector tangente, con lo que el
sistema Bishop correcto es una rotacion de nuestro sistema Bishop incorrecto alrededor de la
tangente de un angulo que llamaremos 6*. Sea 8 el angulo entre el sistema material y el sistema

Bishop erroneo.
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El &ngulo entre el sistema material y el sistema Bishop verdadero vendra dado por
0=0+ 06"

Debido a que el trasporte paralelo es una rotacion que tiene por eje la curvatura binormal, este
angulo de error 8* se mantiene a lo largo de la cuerda, independientemente de la posicion en la
gue nos encontramos.
Sabemos que la energia de torsion viene dada por el angulo de rotacion que transforma el sistema
material en el Bishop en cada puente, y mas concretamente, por la suma de los cuadrados de sus
sucesivas diferencias.
Asi, la energia real de torsion dependera de los sumandos ©' — ©'~1. Si expandimos este
sumando, obtenemos

O —0"1=(0+60)—-(0+0)tT=0"+0"—0"1F 9 =0 —-9"1

Con lo que la energia no depende del sistema Bishop inicial que escojamos.

Condiciones de contorno e hipotesis previas

Para simplificar todo usamos que las ondas de flexion son un término diferencial de
segundo orden de nuestro problema. La velocidad de las ondas de torsion aumenta mientras la
inercia rotacional de la seccidn transversal desaparece. Las ondas de flexion resultan ser

dispersivas [Sommerfeld 1964], es decir, su velocidad depende de su longitud de onda 4, y viene

dada por vsh/l, donde h es el radio de la cuerda y v, es la velocidad del sonido sobre el material

de la cuerda. Para longitudes de onda tales que A > h, es decir, mucho mayores que el radio de
la cuerda, las ondas de torsion viajan mucho mas rapido que las de flexion. En los problemas que
vamos a considerar la longitud de onda tomara valores muy altos, con lo que simplificaremos el
problema omitiendo la resolucién temporal de las ondas de flexiéon.

Consideramos ahora el limite de la inercia rotacional de una seccion transversal que
desaparece. Las ondas de torsion se propagan instantdneamente, y en cada instante de tiempo los

sistemas materiales son los minimizadores de la energia elastica, sujetos a alguna condicion de

contorno, con lo que aE(F)/agj = 0.
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El valor del angulo 6 para el eje j-ésimo puede ser dado por condiciones de contorno
sobre los sistemas materiales. Consideraremos la cuerda libre de tensiones si no imponemos

ninguna condicion de contorno, y sujeta si fijamos los sistemas materiales de los puentes inicial y

final. Para el resto de angulos a calcular utilizaremos que aE(F)/agj =0.

Calculo de angulos y actualizacion de la cuerda
Hemos visto que la clave para el calculo de las energias que acttan en la cuerda es hallar
los angulos 6/ entre los sistemas materiales y Bishop. Distinguiremos dos casos distintos de
cuerdas, el primero es en el que la cuerda es isotropica y recta en el reposo, y el segundo en el
que no. Los calculos del primer caso son mucho mas faciles con lo que conviene hacerlo por
separado.
En el caso en el que la cuerda es isotrépica y recta en su estado natural de reposo, la
cuerda sufre una torsion uniforme si sus extremos estan sujetos. Esto implica que
m; "1+ 91
E = TSR cte
Con 2LR = Y™ 'IR;. Si sustituimos entonces este nuevo valor en la energia de torsion, nos

queda
n—2

— m.2 L. 2 I9:"1—1_|_ g1 zn—2 [:En—1_|_ Elj!
corsisn (I') ZBERE Zﬁ(m) : B( 2LR ) Lo YT

i=1

Con lo que la energia total sera

—F

« (kb)’ (671 4+ g1)2
E(T )=
() Za T ETT:

i=1
Si consideraramos condiciones de contorno en las que la cuerda esté libre de tensiones, no habria
energia de torsion.

En el caso general de una cuerda no isotropica usaremos el método de newton para
minimizar la energia elastica con respecto a los sistemas materiales, que requiere tanto el
gradiente como la Hessiana de la energia respecto a la variable 6/. El gradiente viene dado por

dE(r) @

s s
2= —— (W, + W, 28 L - 2
a6’ 96’ (W, + Wias) + B(m}. IR,
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Donde

9]

1 T _. . .
g7 Wi = E(“’D JB/ (o — wRY)

Con J una rotacién de angulo g en contra del sentido de las agujas del reloj que actua sobre

vectores de 2D. Notese que en este caso la energia de flexion también depende indirectamente

del angulo 6/.
La Hessiana H se obtiene derivando a;s_e(? en funcion de 871,87, 67+, y se obtiene
g = 2k _ 2B
S5 e R, it T T )
2}9 EJ@ 52
Hi=m ™ +—= (W + W
Jo },R}. iR}.ﬂ (ﬂﬁ'lj*[ b }+1)
Donde
02 1 T . 1 .
—_— — ] j j j j
(06/)? Wi = E(wi) J"BI](w}) = E(“’i) B/ (), — wR))

Ecuaciones del movimiento
Nuestro objetivo final es encontrar as ecuaciones de movimiento de la cuerda, que en
analogia al caso continuo vienen dadas por
dE(T)
- T T dx
Donde M es una matriz diagonal de tamafio 3n X 3n que asocia una masa a cada uno de los

vértices de nuestra cuerda discreta. Desarrollemos el segundo término vértice a vértice.

dE(T)  GE(T) o 0E(T) 00!
dx;  0x; 067 0x;

j=1

Se observa que esta ecuacion varia enormemente en funcion de las condiciones de

contorno. Si la cuerda es libre de tensiones, se tiene que todo angulo cumple 6E(F)/69]_ =0,

con lo que el sumatorio seria 0, y tendriamos
dE(T) J0E ()
B dx; - ax;
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En caso de una cuerda sujeta, el tnico sumando no nulo del sumatorio es el relativo al puente
final, con lo que la igualdad la reexpresamos como
dE(T)  QE(M) JE)ao™!
dx,- B ax,- gon-1 6x,-

9 n-1
axl- !

Para calcular ahora el término

necesitaremos introducir una nueva herramienta, a la que

Ilamaremos variacion del transporte paralelo.

Usando el concepto de holonomia discreta podemos obtener el cambio en el sistema
Bishop cuando variamos la curva que representa el centro de la cuerda. Nos interesa el &ngulo
que rota el sistema Bishop alrededor de la tangente. Podemos dibujar un diagrama de la situacion
igual que hicimos en el caso de la holonomia:

FO(e) ° F(¢) S FI71(e) A Fi(e)
01 P1(e) T P2 (e) T Pj(e) Ty
F°(0) Py F'(0) Py F/=1(0) Py F/(0)

Aqui, escribimos los sistemas Bishop F' en vez de las tangentes para mostrar que se les
esta aplicando un transporte paralelo. Cada flecha representa el angulo 1; (&) necesario para
alinear un sistema Bishop con el posterior. Las flechas remarcadas con un 0 indican que no se

requiere torsion para alinear F*=* con F*. Nos interesa el angulo final de rotacion W/, requerido
para alinear PJ(¢) (Ff (0)) con FI(¢) .

Como el transporte paralelo conmuta con respecto a la torsion y la holonomia es aditiva

bajo concatenacion de giros, podemos expresar el gradiente del &ngulo buscado como
J
VW = Z Viy
k=1

Entonces, perturbar la curva rota el sistema Bishop en el puente e™ un angulo W™ alrededor de la
tangente t". Asi, para hacer que el sistema material del ultimo puente cumpla las condiciones de
contorno debemos sustraer este angulo del angulo final 6™, obteniendo

-1
_dE(M) _9E(M) OE(T) " 9
dx; ax,- 0gn-1 4 Oxi

J=1
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Expresamos este resultado ahora tanto para el caso de una cuerda isotropica recta como el

general.
En el caso de la cuerda isotropica recta, las fuerzas sobre el vértice x; vienen dadas por

tres contribuciones:

Be™ — 6%)

= Vap; i—1=j<i+1

2o T
—E(vf(kb)}-) (kb); +

Con
2[e'] + (kb)i_l(ei)T
leR=1|[|leR!]| + ei~te
2[ei=1] + (kb);_,(e'1)"
Vit = T oRTTeR + eriel
Vi(kb);i_1 = —(Vi_1 + Vi) (kb);_4

Donde [e’] es una matriz que actda sobre los vectores 3D que cumple que [e']x = e x x.

Vi—1(kb)i—1 =

El caso general resulta mas complicado. Las expresiones de las fuerzas en la cuerda

vienen dadas por

JE(T) 1 . .
gL = u-a,z_q ),rB (0"~ — wR® §)+zﬁ R
n-2 k+1

E(T 1 S T_ .. .
Bl Y el B - o))
e

axi

i

Zalﬁf 4 Bx, Z Vit

Donde el gradiente de la curvatura del sistema material w’k viene dado por

(mz)

Vi) = r | Vi(kb)y — Jool (V@)

_(m1)

Se observa que para el primer y ultimo vértice la suma Z}:i-z Viy; tiene un solo sumando, V3,

y V. y,—, respectivamente, y dos para el segundo y el pendltimo vértice, que son V,; Vo, y

V71—11»[)71—3 Vﬂ/’n—z-
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Ya tenemos todo el desarrollo tedrico necesario para resolver las ecuaciones del
movimiento que nos daran la solucion del problema. Usaremos el método de proyeccion multiple

VERLET para forzar la inextensibilidad de la cuerda.

Capitulo 2 - Simulacion de la cuerda elastica discreta

Nuestro objetivo es ver cdmo evoluciona una cuerda eléstica sometida a distintas fuerzas
externas e internas dadas unas condiciones iniciales. El estudio y las demostraciones tedricas se
han incluido anteriormente, y este capitulo se centrara en la implementacion del método,
independientemente de que se entienda en qué subyace.

Nuestra cuerda en la simulacion vendra dada por un conjunto de puntos tridimensionales,
y por los puentes o aristas que los unen. Supondremos que es inextensible para simplificar el
problema. Esto se forzard mediante restricciones en vez de aplicarlo directamente a la teoria para
no complicar el problema.

La ecuacidn diferencial discretizada que tendremos que resolver sera la siguiente:

dE(T)
- T dx
Donde M es la matriz de masas de la cuerda, x la posicion de los vértices de la cuerda

discretizada y E (T") la energia de la misma. Este tltimo término es el méas complicado de todos,
ya que dependera de numerosos parametros que bien tendremos que introducir o bien tendremos
que calcular a partir de la cuerda dada. La formula de la derivada de la energia en uno de los
vértices viene dada, bajo ciertas condiciones de contorno (ver capitulo 1), por
_dE(D) _ 0E() N J0E(T) o™ 1
dx; 0x; 00™1 0x;

Y asu vez, para una cuerda con extremos sujetos:

n-2 k+1

dE(I) 1 LT _ . , ,
o= D Tl B ()~ wR))
k=1 j=k
gE(I) 1 w2 T v mnl me2 ez gn~1 — gt
gom1 T, (wa) JBM(@i — wRG) + 20— —
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El significado de todas estas variables puede verse en el capitulo 1, pero no hay que perder de
vista que nuestros dos objetivos son primero hallar esos valores y segundo resolver el sistema de

ecuaciones del movimiento por un método numérico. Nosotros usaremos el método Verlet.

Introduccion de los datos iniciales y en el equilibrio

Por comodidad para la implementacion del algoritmo, conviene introducir al principio del
cddigo ciertos parametros variables como el tamafio del paso temporal o los ejes donde se quiera
representar la cuerda.

Consideraremos una cuerda discretizada representada por un conjunto de puntos o

vértices x,,i € {1, ...n} y un conjunto de puentes entre los mismos

e, ie{l,..n—1}/e' = x,., — x;, tal como muestra la siguiente figura:

Lo primero que debemos hacer es introducir el nimero de vértices n de los que se
compondra la cuerda. A un mayor namero de estos, la simulacion sera mas precisa, ya que la
cuerda discreta resultante sera menos rigida, pero también aumentara el coste computacional,
debiendo bajar también el tamafio del paso temporal para obtener resultados fiables.

Para realizar la simulacién también sera necesaria la posicion de nuestra cuerda en el
equilibrio, es decir, a qué configuracion es a la que va a tender la cuerda. Debemos introducir la
posicidn de los n vértices en el equilibrio, en un vector de tamafio 3n al que Ilamaremos XR.

También debemos introducir la posicion de los vértices iniciales. Esta debe de estar en un
vector columna de dimension 3n, de manera que los valores [3k+1,3k+2,3(k+1)] correspondan a
la posicion tridimensional [Xx,y,z] de nuestro punto (k+1)-ésimo. Tenemos asi guardadas las
posiciones iniciales de la cuerda en un vector X. Conviene que estas posiciones iniciales no estén

demasiado perturbadas para que se cumpla la hipotesis de inextensibilidad de la cuerda. De igual
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modo, introducimos las velocidades iniciales de la cuerda, que también deben de estar en un
anico vector columna de dimension 3n al que llamaremos V. También podemos afiadir una
fuerza externa F_ext que actle sobre cada veértice de la cuerda.

Lo siguiente que debemos hacer es introducir los pardametros fisicos de la cuerda: el de
flexion, el de torsion y la matriz de masas asociada. Para simplificar calculos se considerara que
la densidad de masa de la cuerda es uniforme, con lo que la matriz sera diagonal con el elemento
en la diagonal constante. Al pardmetro de flexion lo llamaremos alpha, al de torsion beta y a la
matriz de masas M.

Dada ya la posicion de los vértices iniciales y la de los vértices en reposo, hay que
calcular los n-1 puentes entre los mismos. A la matriz de tamafio n-1x3 con los puentes que unen
los vértices en el reposo la Ilamaremos eR, mientras que a la matriz de tamafio n-1x3 con los
puentes que unen los vértices iniciales la Ilamaremos e. El célculo de los puentes se realiza sin
mas que restarle a cada vértice su anterior. También calculamos la medida de cada par de
puentes consecutivos tanto en reposo como en el inicio, en dos vectores de tamafio n-2 que
Ilamaremos IR y | respectivamente. La explicacion del porqué de cada par de puentes
consecutivos en vez de los mismos puentes se encuentra en el primer capitulo (pagina 12,
cantidad integrada).

Las caracteristicas fisicas de la cuerda vendran descritas por unos sistemas ortonormales
definidos en cada uno de los puentes, que mediran las energias de torsion y de flexién. En cada

uno de los puentes se definiran tanto un sistema material,{¢, m}, m}}, como un sistema

Bishop, {t!, u’, v'}, que como se explica en los apéndices es el que tiene “torsion nula”. El

calculo de las energias de la cuerda vendra dado en funcion del angulo 8 formado entre ambos.

" ,
mi

.X|+2
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Introducimos ahora el sistema Bishop del primer puente, al que llamaremos b0. Los
sistemas Bishop son sistemas ortonormales que se asocian a cada puente de la cuerda, que
incluyen al vector unitario t' con direccién y sentido el del puente sobre el que esta definido. La
eleccidn de este sistema es arbitraria, pero es imprescindible que sean ortonormales.

Por ultimo, queda incluir las condiciones de contorno de la cuerda. En nuestro caso,
supondremos que esta sujeta, es decir, debemos dar un par de sistemas ortonormales, a los que
Ilamaremos sistemas materiales, tanto en el primer puente como en el Gltimo en el que se
incluyan los vectores unitarios con direccion y sentido del puente en el que se definan. De este
modo, al sistema material del primer puente lo [lamaremos mf i, y al del segundo mf _f. De
nuevo, es imprescindible se sean ortonormales.

Una manera alternativa mas Util de hacer esto ultimo podria ser dar las condiciones de
contorno en funcion del angulo theta existente entre los sistemas Bishop y material del primer y
altimo puente. También se pueden afiadir parametros para que la variacion de las condiciones e

contorno en el tiempo.

Construccion de los datos en el equilibrio

A partir de los datos introducidos toca ahora calcular ciertos valores que se derivan de
ellos y que serviran para la resolucién del problema. Todos ellos miden propiedades fisicas de la
cuerda y serviran para resolver sus ecuaciones discretas del movimiento més adelante. En este
apartado nos limitaremos a calcular los valores relacionados con la posicion en el equilibrio.
Toda explicacion tedrica de los mismos se explica en el capitulo 1.

Comenzamos calculando los vectores curvatura binormal en el equilibrio, a los que
Ilamaremos kbR. Estos vectores son ortogonales al plano formado por dos puentes consecutivos,
y serviran para calcular los sistemas Bishop en reposo de cada uno de los puentes. La curvatura
binormal en reposo viene dada por

2eR" X eR'™?
lleR*||[|eR!|| + eR**1eR!

(kbR); =

Jd=1.n—2
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Estos vectores se definen en cada vértice y son ortogonales al plano formado por los dos

puentes confluyentes en el vértice en el que se define, tal como se indica en la figura:

Se utilizaran para aplicar el concepto de trasporte paralelo y para calcular las energias de la
cuerda.

Ahora podemos calcular la posicion de los sistemas Bishop en reposo, que servirdn para
calcular los sistemas materiales en reposo que a su vez nos daran parametros necesarios para el
calculo de energias. Para ello haremos uso de un concepto teérico Ilamado transporte paralelo,
que basicamente se trata de una rotacion del sistema Bishop inicial a lo largo de la curva.
Rotamos el sistema de un puente a otro alrededor del vector curvatura binormal que forman
ambos. El dngulo de rotacion viene dado por el angulo formado entre los vectores que forman
ambos puentes, ¢; . Para hallarlo no hay mas que calcular el producto escalar de ambos vectores
y despejar el &ngulo mediante el arcocoseno. Hay que fijarse que éste es el menor angulo
formado entre ambos puentes, y puede ser que no corresponda al giro que solapa eR* sobre
eR""1, con lo que simplemente hay que comprobar después que esto es asi rotandolo. En caso de

gue no sea, se tomara —g;
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Para calcular la rotacién que supone el transporte paralelo se pueden usar cuaterniones.
Calculamos entonces una matriz de dimension 3x3xn-1 a la que llamaremos bishopR en la que se
guardaran las n-1 matrices que contienen los sistemas Bishop en el equilibrio de cada uno de los
n-1 puentes de la cuerda.

Lo siguiente a calcular son los angulos de giro entre los sistemas materiales y los
sistemas Bishop en el equilibrio. A esta variable la llamaremos thetaR, y ser& un vector que
contendra los n-1 angulos de giro. Aqui, dependiendo del comportamiento fisico de la cuerda,
tenemos dos posibilidades: la primera que la cuerda sea isotrdpica y recta en el equilibrio y la
segunda que no lo sea. Isotropica significa que no favorece ninguna direccion de giro por encima
de las demas. En el primer caso, la formula que determina los angulos viene dada por

OR™*t — 9R'  OR™ ! — OGR!
IR; -~ 7 2IR

= cte

Donde 2LR es la longitud total de la cuerda y 8R® es el &ngulo de giro asociado al giro
entre el sistema bishop y el material del puente i-ésimo. Como nuestras condiciones de contorno
son para una cuerda sujeta, podemos calcular el angulo necesario para convertir los sistemas
Bishop del primer y Gltimo puente en los materiales, y asi obtener el valor constante que toma el
cociente mas arriba descrito. Después, simplemente despejando en la ecuacion obtenemos los
angulos restantes.

En el caso en el que la cuerda no sea isotropica y de posicion recta en el equilibrio el

calculo de los &ngulos se complica.
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Los angulos en el reposo vendrian dados por

@RIl — GRI  GRI*? — gRIFL
0 = — J=1..n—3

IR, IR,

De igual modo que en el caso isotropico, conocemos los &ngulos inicial y final, con lo
que obtenemos un sistema de n-2 ecuaciones con n-2 incognitas con el que podemos hallar todos
los valores de nuestro vector thetaR. En cualquiera de los casos, tenemos que dar unas
condiciones de contorno en el equilibrio para los valores de los angulos thetaR en los puentes
extremos-

Una vez calculamos los angulos de giro entre sistemas Bishop y material en cada uno de
los puentes, hallamos el sistema material de los puentes en el reposo, sin mas que rotar alrededor
de la tangente el angulo obtenido en el apartado anterior. Obtenemos asi una matriz de tamafio
3x3xn-1 a la que llamaremos mframeR, que de igual modo que la matriz bishopR guardara los
sistemas materiales de los puentes.

Ahora calculamos la curvatura material discreta de la cuerda en el equilibrio. Esta viene
dada por

wR, = ((kbR);mR),,—(kbR);mR,) ; j € {i +1,i}
Donde mR’{, mR"2 son los dos vectores restantes del sistema material del puente j-ésimo. Asi,
debemos una matriz de tamafio n-2x2x2 a la que llamaremos wR, y en la que guardaremos los
sucesivos vectores de curvatura material discreta, de manera que wR(k,i,:) corresponde a
R}, = ((kbR),mR%,—(kbR), mR}). Se puede observar que este valor no es més que la
proyeccion del vector (kbR); sobre los sistemas materiales de cada uno de los dos puentes
consecutivos.

Por ultimo, calculamos las medidas de los puentes en el reposo para mas adelante usarlas
para imponer nuestra restriccion de inextensibilidad. A este vector con las n-2 medidas de los

puentes lo llamaremos medidas.

Construccion de los datos iniciales

Del mismo modo que construimos los datos en el equilibrio, tenemos ahora que construir

los datos iniciales del problema. Empezamos con los vectores iniciales de la curvatura binormal.
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De manera anéloga al caso del equilibrio, viene dada por
EEE % E:'+1

kb). = . . —
( j: |IERE+1|”|ERE|I + elz+1E_,.z

Jgd=1.n—2

Introducimos estos vectores en una matriz de tamafio n-2x3 a la que llamaremos kb.

Igual que en el caso del equilibro, ahora podemos calcular los sistemas Bishop iniciales a
lo largo de la cuerda mediante el trasporte paralelo. Guardamos estos vectores en una matriz de
tamafo 3x3xn-1 a la que llamaremos bishop.

Después de esto calculamos los &ngulos de giro entre el sistema material y el Bishop
iniciales, de igual modo en que lo hicimos en el caso del equilibrio. Los guardamos en un vector
de dimension n-1 al que Ilamaremos theta. Usamos la misma formula si se trata de una cuerda
isotropica de configuracion recta en el equilibrio:

gitl — pi gn-1 _ g1
R, 2R ‘t¢

Si se trata del caso general, tendremos que usar el método de Newton para hallar los 8/ (ver

Teoria discreta, calculo de angulos y actualizacion de la cuerda).

Calculamos ahora los sistemas materiales iniciales m¥, m5 y los guardamos en una
matriz 3x3xn-1 sin mas que rotar los sistemas Bishop el angulo obtenido anteriormente alrededor
de la tangente.

Calculamos ahora la curvatura material discreta inicial w{ del mismo modo que lo
hicimos en el caso del equilibrio, obteniendo una matriz de tamafio n-2x2x2.

Ahora tenemos que calcular nuevos valores que en el caso del equilibrio no calculamos.
Serviran para hallar el valor de las ecuaciones de movimiento que describen el comportamiento

de la cuerda. El primero de ellos sera el gradiente del vector curvatura binormal discreta, que se

usara para hallar el valor del gradiente de la curvatura material discreta Vioo{( . Este sera una
matriz de tamafio 3x3xnxn-2 al que llamaremos grad_kb, de manera que grad_kb(:,:,i,j) sera una
matriz de tamafio 3x3 que guardara el valor del gradiente sub-i de la curvatura binormal j-ésima.
Las formulas que dan el valor de los gradientes vienen dadas por

2[e] + (kb);(e!)"

Vi_1(kb); = . . ——
=10 = TR eRT + T
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2[ei=1] + (kb);(ei"1)"
lleR*-1|[[leR!]| + ei~tet
Vi(kb); = —(V;_1 + Vi41)(kb);

Vi+1(kb)i =

Donde [e’] es una matriz que actda sobre vectores 3D de manera que [e‘]x = e x x.
Otro valor que tenemos que hallar para dar el valor del gradiente de la curvatura material
discreta Vioo{( es el gradiente de la holonomia de conexidn, que serd una matriz de tamafio

3xnxn-2 a la que llamaremos grad_phi dada por

_ 1 (kb), _ 1 (kb),

YT Slery| 2T _Emr?iﬂﬁ’i = —(Vi+ Vi Y i=1,.n -2

Donde grad_phi(:,j,i) = V;;. Los valores de la matriz no definidos arriba son nulos.

A partir de este valor podemos ahora calcular el gradiente del angulo resultante de giro
(ver teoria discreta, ecuaciones del movimiento) que influye directamente en el valor del
gradiente de la curvatura material discreta. Se trata de una matriz de tamafio 3xnxn-1 a la que

Ilamaremos grad_angrot y que viene dada por
J
W = Y v
k=1

con grad_angrot(:,i,j) = V; W/,
Una vez dados estos valores, ya podemos hallar el valor del gradiente de la curvatura
material discreta, que viene dado por

(m})' o
()’ Vi (kb)) — Jol (V;¥7)
G |

Con J una rotacion de angulo g en contra del sentido de las agujas del reloj que actua sobre

jo_
Viwk =

vectores de 2D. Podemos ver que para i,j,k fijados, Viw’,'( es una matriz de tamafio 2x3, con lo

que guardaremos los valores en una matriz de tamafio 2x3xnxn-2x2 a la que llamaremos grad_w.

grad_w(:,:,i,j,k) = V;w}
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Calculo de las energias iniciales

Ya tenemos el componente mas complicado de la expresion

aE(F) n-2 k+1

1 LT }
== ) = ) (Vi) B (o), — wR))
¢ k=1 FiTk

Con lo que unicamente queda hallar el valor de la derivada de la energia con respecto a cada

vértice de la cuerda. B’ es la matriz de una forma cuadratica asociada a las caracteristicas de
flexion de la cuerda (ver capitulo 1), y medira la facilidad que tiene ésta para doblarse en
determinadas direcciones. En nuestro caso de cuerda isotropica, la matriz serda B/ = al, .
Guardaremos esta nueva variable como B. Para mayor comodidad esta variable puede también

definirse en los pardmetros del problema al principio del codigo.

Calculamos ahora el valor de cada uno de los aE(F)/ax_, y lo guardamos en un vector de
[

tamafo 3n al que llamaremos dE_x, de manera que aE(F)/ax_ =dE_x(3i — 2:3i)
[}

Ya tenemos el primer valor de los que definen las ecuaciones del movimiento.
Recordemos que el segundo viene dado por

aE[Fj — 1 n-27 ;1gn n— n—2 Eﬂ_i — Ei
St = i (@A) " (wiTh - wRIE) + 20—

n—1
Donde J era una rotacién de angulo 7T/Z en contra de las agujas del reloj. A este nuevo valor lo

llamaremos dE_theta.

. -1 . . .
Solo queda hallar el valor que tomad6™ /ax-' A partir de la teoria (ver capitulo 1,
i

ecuaciones del movimiento) podemos ver que

aom1 oy 9
- = —fi: ¢1 zz Viy;

0x; L 0X; , ox;
j=1 j=i-2 j=i-2

Al vector de tamafio 3n resultado de concatenar cada uno de los valores anteriores para cada

vertice lo llamaremos dphi. Los sumandos en los que los indices sobrepasan el rango de ; son

nulos.
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Hecho esto altimo, podemos hallar el vector — dE(F)/dx que es el responsable de las

ecuaciones del movimiento. Recordamos que

dE(T)  9E(M) JE)ao™!
dx; B ax; 0gn-1 0x;

Con lo que el vector — dE(F)/dx es un vector de dimension 3n dado por la concatenacion de

todas las derivadas de la energia con respecto a los distintos vertices. A este vector lo

llamaremos dE.

Proyeccion multiple

Nuestro objetivo es resolver las ecuaciones del movimiento dadas por Mx =

- dE(F)/dx pero a su vez restringiéndolas a la hipotesis de inextensibilidad de la cuerda. Para

ello, primero resolveremos el sistema diferencial sin considerar ninguna restriccion y luego
aplicaremos el Fast proyection method para afiadir las restricciones.

Lo programaremos en una funcién externa a la que llamaremos cada vez que tengamos
que aplicarlo, es decir, para cada uno de los instantes de tiempo de la simulacion.
Consideramos nuestra ecuacion diferencial

X = f(x)
La discretizamos dividiéndola en un sistema de dos ecuaciones de la siguiente forma:
x=v vt =" + b f(x™)

{i} = f(x) = {xn+1 = x" 4+ hp"t!
De este modo, dando un tamafio de paso h y la funcion inicial de la cuerda (la calculada hasta
este punto durante todos los apartados anteriores) podemos hallar la solucion a la ecuacion
diferencial sin restricciones. Una vez hecho esto, obtenemos un candidato Ultimo a posiciény a
velocidad, x™*1 y v™*1, que sera a los que les aplicaremos el método de la proyeccion mdltiple
para forzar que se cumpla la condicién de inextensibilidad.

Lo primero que necesita este método es unos candidatos iniciales a velocidad y posicion,
VO y X0 respectivamente, que han sido ya calculados como se indica anteriormente, asi como el
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vector ||eR||con la medida de los puentes en el equilibrio. Tomamos un tamafio de paso para la
resolucion del método numeérico, h, y la posicion inicial como X=X0 + hVO0, que iremos
actualizando a lo largo del método. También requiere la matriz de masas de la cuerda M. Hay
que recordar que si los extremos de la cuerda estan fijos, tanto en el paso en el que se calculan
los candidatos X0 y VO como al calcular el valor X éstos han de mantenerse fijos.
Lo primero que hace este método es calcular un vector de restricciones C para los puentes
de la cuerda que servira para forzar la condicion de inextensibilidad. Este vector de tamafio n-1
contendra la diferencia de la norma al cuadrado de los candidatos a puentes (como los iniciales
por ejemplo) entre la norma del puente en reposo menos la norma del puente en el reposo, es
decir:
el
" lleRll

Necesitamos también una variable umbral que servira para medir el grado de error

— lleR;ll

deseado en la hipétesis de inextensibilidad de la cuerda, es decir, si las restricciones se
encuentran por debajo del umbral se considerara que la cuerda no se ha extendido (incluso puede
usarse como un parametro mas de una cuerda extensible hasta cierto punto). A esta variable la
Ilamaremos umbral.

Comenzamos ahora un bucle de resolucion que se repita hasta que no se cumpla que
todas las restricciones estén por debajo del umbral. Lo primero que hacemos es calcular el
gradiente de las restricciones VC, dado por:

Zei V.C = Zei
[2: 71/ - lleR;l|

Los valores no contemplados son nulos. A esta matriz de tamafio n-1x3n que contiene al

ViG =

gradiente de las restricciones la llamaremos grad_C.
Con esta matriz, podemos calcular el vector 64 al que llamaremos d_landa que
contendré un incremento de los multiplicadores de Lagrange, dado por:
(Ve M~tvcT)~1
= 7z C
Este a su vez sirve para calcular un vector de un incremento de la posicion 8x al que llamaremos

Wy

d_x que servira para corregir las posiciones de los vértices para que la cuerda cumpla la

hipdtesis de inextensibilidad y que vendra dado por
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6x = —h*M~1V(CT5A

Lo siguiente es calcular la nueva posicion de los vértices corregida, es decir, actualizar el

vector de posiciones X, de manera que

x=x+ 6x
De nuevo hay que tener en cuenta las condiciones de contorno de la cuerda; si esta esta fija ese
incremento s6lo debe aplicarse a los veértices no fijos.

Por ultimo, actualizamos también el vector de restricciones C, exactamente de la misma
manera gue lo hicimos anteriormente, pero con las nuevas posiciones de los veértices.

Aqui terminaria el bucle. En caso de no cumplirse las restricciones de la cuerda, se
repetiria hasta que éstas se cumplieran. De cumplirse, las posiciones de los vértices corregidas
que cumplen inextensibilidad vendrian dadas por el ultimo vector de posiciones X que se ha
actualizado. La velocidad resultante de la cuerda vendria dada por

_ (x—x0)
VST

Evolucion temporal

Tenemos todas las herramientas necesarias para hallar la evolucién temporal de nuestra
cuerda. Lo primero que necesitamos ahora es dar un tiempo maximo para la simulacion, al que
Ilamaremos time_max, un tiempo inicial time con valor 0 y un paso temporal discreto al que
Ilamaremos t. Esto conviene introducirlo al comienzo del programa para mayor comodidad.

Hecho esto, comenzamos el bucle de la simulacion, donde se resolveran las ecuaciones
del movimiento para cada instante de tiempo y acto seguido mediante VERLET se forzara
inextensibilidad.

Primero actualizamos la variable temporal time sumandole el tiempo t, y luego

resolvemos las ecuaciones para hallar f(x™). Esta la obtenemos a partir de

f(xn) = —_M1 dE(F)/dx

Una vez obtenida, resolvemos el sistema dado por
{ X=v {v"“zv"+tf(x")
. >
v= f(x) XML = g 4 il
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Donde recordamos hay que tener en cuenta las condiciones de contorno de la cuerda. Este
sistema de ecuaciones se puede modificar afiadiendo por ejemplo una fuerza externa incluida en
f(x™) (como la que definimos al principio del cddigo). Ya tenemos nuestros candidatos X y V
para la solucién del problema. Forzamos ahora inextensibilidad con nuestra funcion VERLET,
dando como argumentos de entrada la matriz de masas M la posicion y la velocidad recién
obtenidas X y V el paso t y las medidas de los puentes en reposo en el vector medidas.
Obtenemos unos nuevos vectores velocidad y posicién, V y X, que seran los corregidos. Para
apreciar el desarrollo de la cuerda conviene dibujarla después de este paso.

Una vez halladas la nueva posicién y velocidad, actualizamos los puentes y sus
cantidades integradas en los vectores e y |. Ya sélo queda un ultimo paso antes de repetir el
bucle, y es comprobar que nuestro sistema Bishop del primer puente b0 no se haya desplazado a
consecuencia del movimiento de la cuerda, violando asi condiciones de perpendicularidad o no
incluyendo al vector tangente del primer puente.

Lo que haremos sera calcular el médulo del producto vectorial del primer vector del
actual sistema Bishop b0 con el de la tangente en el primer puente obtenida después de la
evolucion temporal. Si este modulo es mayor que una tolerancia, significard que el primer puente
se ha desplazado y por tanto habra que rotar el sistema Bishop para que coincida con la
configuracidn actual de la cuerda (tiene que contener a la tangente). Esta rotacion es alrededor
del vector producto vectorial del primer vector de b0 con el de la tangente en el primer puente.

Por Gltimo podemos actualizar las condiciones de contorno de la cuerda, por ejemplo
afiadirle giro en cada paso temporal.

Una vez hecho esto, volvemos al punto de Construccion de los datos iniciales y
repetimos el proceso, construyendo los nuevos datos a partir de nuestro nuevo vector posicion X

y calculando las ecuaciones del movimiento para resolverlas y después aplicar VERLET.

Capitulo 3 — Codigo y ejemplos

En el capitulo anterior mostramos punto a punto como implementar un codigo a partir de
la base tedrica explicada en el capitulo 1, y ahora mostraremos un codigo ejemplo ya
implementado junto con varias figuras de las simulaciones variando ciertos pardmetros. Este

cddigo esta hecho bajo la suposicion de que ambos extremos de la cuerda estan fijos, y se ha
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retocado un poco con respecto al apartado anterior para acortarlo. También se incluiran las

funciones auxiliaries necesarias. El codigo esta redactado en MATLAB.

9999000000000 00000000000000000000000000000000000
0000000000000 000000000000O00000000000000000000000
% ALGORITMO SIMULACION CUERDA DISCRETA TFG %
000000000000000000000000000000000000000000000000

clc

000000000000000000000000000000

SNumero de vertices (n+2)

n = 25; $Minimo 6 para que tenga sentido

t = 3e-3; $Tamafio de paso temporal

eje = [0 1.5 -0.15 0.15]; $Eje para la representacion grafica
eje2 = [-0.15 0.15 -0.15 0.15]; $%Eje para la representacion grafica
eje3 = [0 1 01 -0.15 0.15]; %Eje para la representacion grafica
velsim = le-2; %Velocidad de simulacién de la pelicula

%Posicion de reposo

xR = linspace(0,1,n);
vyR linspace (0,1,n);
zR = linspace(0,0,n);

%$Posicion inicial (extremos fijos)
xi = xR;

yi = yR;

zi = zR; zi(2)= 0.05;

%Reescritura de los datos
X = zeros(l,3*n);
for i=1l:n
X(3*1i-2:3*%1) = [xi(1),yi(i),zi(i)]1;

$Velocidad inicial
V = zeros(1l,3*n);
v =V';

%Vector con la fuerza externa ejercida sobre la cuerda

F ext = zeros(3*n,1);

%$Parametros

alpha = 0.1; %rod's bending modulus

beta = 10; srod's twisting modulus

M = eye(3*n) *50; $Matriz de masas de los vertices
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B = alpha*eye(2); SMatriz de flexion (uniforme)

%$Puentes y cantidades integradas en el equilibrio
eR = zeros(n-1,3);
for i=1l:n-1
eR(i,:) = [xR(i+1),yR(i+1),zR(i+1)]-[xR(1i),yR(1i),zR(1)];
end

%$Puentes y cantidades integradas
e = zeros(n-1,3);
for i=1:n-1
e(i,:) = [xi(i+1),yi(i+1l),zi(i+1)]1-[xi(i),yi(d1),zi(i)];
end
1l = zeros(1l,n-2);
for i=1:n-2
1(i) = norm(e(i,:))+norm(e(i+l,:));
end

%Bishop frame en el primer puente.
b0 = [eR(1,:);I[1,-1,0];cross(eR(1,:),[1,-1,0]1)]1; S[t,u,v]
if (bO(1,:)*pb0(2,:)') ~= 0
disp('Datos erroneos en b0')
return
end

for i=1:3
b0(i,:) = b0(i,:)/norm(b0(i,:));
end

%$Condiciones de contorno

theta = zeros(l,n-1);

theta (1) = 3*pi;

theta(n-1) =0;

K = (theta(n-1)-theta(l))/sum(lR);
%$Incremento temporal de theta

d thetai = 0;

d thetaf = 0;

990090000000000000000000000000000000000000
OO0OO0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOODOOOODOOOOOODOD©OOO
o) . o
% Construccion de datos en reposo %
00 0000000000000000000000000000000000000

%Curvatura binormal en reposo
kbR = zeros (n-2,3);
for i=1:n-2
kbR (i,:) = 2*cross(eR(i,:),eR(i+1l,:))/ (norm(eR(1i,:))*norm(eR(i+1,:)) +
eR(i,:)*eR(i+1,:)");
end

%$Tanto el Bishop como el material frame son ternas de vectores asociadas a
%cada uno de los puentes de la cuerda. Se guardaran a partir de una

39



%$sucesion de matrices, o de una matriz de 3x3xn-1, donde la matriz i-esima
%$sera la asociada al puente i-esimo, el primer vector sera el tangente, el
%segundo el vector u o ml y el tercero el v o m2

%$Bishop frame en reposo y transporte paralelo
bishopR = zeros(3,3,n-1);
bishopR(:,:,1) = b0;
for i=2:n-1
%$Cuerda recta en el equilibrio

if sum(kbR(i-1,:)==[0 0 0]) == 3
bishopR(1,:,1i) = bishopR(1l,:,1i-1);
bishopR(2,:,1) = bishopR(2,:,1i-1);

bishopR (3, :,1) bishopR(3,:,i-1);
%$Cuerda no recta en el equilibrio

else
[~,matriz] = rotacion(eR(i-1,:),eR(i,:),kbR(i-1,:));
bishopR(1l,:,1i) = (matriz*bishopR(1l,:,i-1)")";
bishopR(2,:,1i) = (matriz*bishopR(2,:,i-1)")"
bishopR(3,:,1i) = cross(bishopR(1l,:,1),bishopR(2,:,1));
end

end

%Giro entre Bishop y material frame en reposo
%Se empieza con el bishop y se rota hasta el material
thetaR = zeros(l,n-1);

%Calculo del material frame en reposo

mframeR = zeros(3,3,n-1);
for i=1:n-1

mframeR(1l,:,i) = bishopR(1,:,1);

mframeR (2, :,1) = cos(thetaR(i))*bishopR(2,:,i) +
sin (thetaR (i) ) *bishopR (3, :,1);

mframeR(3,:,1) = -sin(thetaR(i)) *bishopR(2,:,1i) +
cos (thetaR (1)) *bishopR (3, :,1);
end

%$Curvatura material en reposo
wR = zeros(n-2,2,2);
wR(1l,:,:) = [kbR(1,:)*mframeR(3,:,1)"', -
kbR (1, :) *mframeR (2, :,1) '; kbR (1, :) *mframeR(3,:,2)"', -
kbR (1, :) *mframeR(2,:,2)"']";
for i=2:n-2
wR(i,:,:) = [kbR(i,:)*mframeR(3,:,1)"', -
kbR (i, :) *mframeR (2, :,1) '; kbR (i, :) *mframeR (3, :,i+1)"', -
kbR (i, :) *mframeR (2, :,i+1)"']"
end

%Variable de tiempo de simulacion
time = 0;
time max = 0.5;

%$Cuerda inicial

subplot(2,2,1)

plot (sgrt(2)*X(1l:3:end) ,X(3:3:end))
axis (eje)
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subplot(2,2,2)

plot (sgrt(2)/2* (X(1:3:end)-X(2:3:end)),X(3:3:end))
axis(eje2)

subplot (2,2, 3)
plot3(X(1l:3:end),X(2:3:end),X(3:3:end));

axis (eje3d)

pause (velsim)

$Medidas de los puentes en reposo

medidas = zeros(l,n-1);
for i=1:n-1

medidas(1l,i) = norm(eR(i,:));
end

$Definimos tamafios para mejorar velocidad del codigo
kb = zeros(n-2,3);

mframe = zeros(3,3,n-1);

w = zeros(n-2,2,2);

grad kb = zeros(3,3,n,n-2);

grad phi = zeros(3,n,n-2);

grad _angrot = zeros(3,n,n-2);

grad w = zeros(2,3,n,n-2,2);

while time<time max
time = time + t;

$Curvatura binormal
for i=1:n-2

kb(i,:) = 2*cross(e(i,:),e(i+1,:))/ (norm(eR (i, :)) *norm(eR(i+1, :))

e(i,:)*e(i+l,:)");
end

%Bishop frame
bishop = zeros(3,3,n-1);
bishop(:,:,1) = b0;
for i=2:n-1
%Cuerda recta

if sum(kb(i-1,:)==[0 0 0]) == 3
bishop(l,:,i) = bishop(l,:,1i-1);
bishop :,1) = bishop(2,:,1-1);

1)

(2,

bishop (3,

%Cuerda no recta
else

= bishop(3,:,1i-1);

[~,matriz] = rotacion(e(i-1,:),e(i,:),kb(i-1,
bishop(l,:,i) = (matriz*bishop(l,:,i-1)")";
bishop(2,:,i) = (matriz*bishop(2,:,i-1)")";
bishop(3,:,i) = cross(bishop(l,:,1i),bishop(2,:,1));

end
end

%Calculo del giro entre Bishop y material frame
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for i=2:n-2
theta(i) = K*1R(i) + theta(i-1);
end

$Material frame
for i=1:n-1
mframe(l,:,1) = bishop(l,:,1);
mframe (2, :,1i) = cos(theta(i)) *bishop(2,:,1i) +
sin(theta(i)) *bishop(3,:,1);
mframe (3, :,1i) = -sin(theta(i)) *bishop(2,:,1) +
cos (theta(i)) *bishop(3,:,1);
end

$Curvatura material inicial
w(l,:,:) = [kb(1,:)*mframe(3,:,1)"', -
kb (1, :)*mframe(2,:,1)"';kb(1,:)*mframe(3,:,2)',-kb(1,:)*mframe(2,:,2)"']";
for i=2:n-2
w(i,:,:) = [kb(i,:)*mframe(3,:,1)"',-
kb (i, :) *mframe(2,:,1)';kb (i, :) *mframe (3, :,i+1)"',-kb (i, :) *mframe(2,:,i+1)"']";
end

%$Gradiente de la curvatura binormal
for i=1:n-2
grad kb (:,:,1,1) = (2*matriz vectorial(e(i+1l,:)) +
kb(i,:)*e(i+1l,:) ")/ (norm(eR (1, :)) *norm(eR(1i+1,:)) + e(i,:)*e(i+1l,:)");
grad kb (:,:,i+2,1) = (2*matriz vectorial(e(i,:)) -
kb(i,:)*e(i,:)")/ (norm(eR (i, :)) *norm(eR(i+1,:)) + e(i,:)*e(i+1l,:)");
grad kb (:,:,i+1,1i) = -(grad kb(:,:,1i,1) + grad kb(:,:,1i+2,1));
end

%$Gradiente de holonomia de conexion
for i=1:n-2
grad phi(:,1i,i)= kb(i,:)/(2*norm(eR(i,:))); %grad (i-
1)phi (1)
grad phi(:,i+2,1i)= -kb(i,:)/ (2*norm(eR(i+l,:)));
$grad (i+1)phi (1)
grad phi(:,i+1,i)=-( grad phi(:,1i,1i) + grad phi(:,i+2,1));
%grad (i) phi (i)
end

%Gradiente del angulo resultante de giro
for i=l:n
for j=1l:n-2
grad angrot(:,i,j+1) = sum(grad phi(:,i,1:3),3);
end
end

$Rotacion pi/2 en contra de las agujas del reloj
J = 1[0 1;-1 0];
for i=1l:n

for k=1:n-2

cont = k; %Contador auxiliar para las cuentas
for j=1:2
grad w(:,:,i,k,3j) = [mframe(3,:,cont); ;-

mframe (2, :,cont) ] *grad kb (:,:,1i,k)-
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J*[w(k,3j,1);w(k,J,2)]*[grad _angrot(l,i,cont),grad angrot(2,i,cont),grad angro
t(3,1i,cont)];
cont = cont+1;
end
end
end

%Calculo energias/fuerzas en los vertices

dE_theta = 1/1R(n-2)*([w(n-2,2,1),w(n-2,2,2)]1*J3*B*[w(n-2,2,1) -wR(n-
2,2,1);w(n-2,2,2)-wR(n-2,2,2)] + 2*beta* (theta(n-1)-theta(l)));
dE x = zeros(l,3*n);
aux = zeros(3,1);
for i=1:n %dE/dx (1)
for k=1:n-2
for j=1:2
aux(:,1) = aux(:,1) + grad w(:,:,1i,k,J)"'"*B*[w(k,]J,1)-
WR(kIjll);w(kljlz)_WR(kljlz)];
end
dE x(1,3*i-2:3*i) = dE x(1,3*1i-2:3*1i) + aux(:,1)"'/1R(k);
aux = zeros(3,1);

end
end

%Derivada del ultimo theta con respecto a x (i)
dphi = zeros(1l,3*n);
$Contemplamos los 4 UGnicos casos gue no tienen tres sumandos

dphi(1:3) = grad phi(:,1,1)"';

dphi(4:6) = grad phi(:,2,1)' + grad phi(:,2,2)";

dphi (3* (n-1)-2:3*(n-1)) = grad phi(:,n-1,n-3)' + grad phi(:,n-1,n-2)"';

dphi (3*n-2:3*n) = grad phi(:,n,n-2)"';

for i=3:n-3

dphi(1,3*i-2:3*i) = grad phi(:,1i,1i-2)"' + grad phi(:,1i,1i-1)"' +

grad phi(:,1i,1)"'; %Esto esta casi antioptimizado...

end

%$Derivada total de la energia
dE = dE_x - dE theta*dphi;

%$Resolucion sin restriccion inextensibilidad
f = -inv (M) *dE' + F_ext;

V(4:3*(n-1)) = V(4:3*(n-1)) + t*£(4:3*(n-1));
X(4:3*(n-1)) X(4:3*(n-1)) + t*V(4:3*(n-1));

$Forzamos inextensibilidad
[X,V] = VERLET (M, X, t,medidas, V) ;

%$Dibujo de la cuerda

subplot(2,2,1)

plot (sgrt(2)*X(1l:3:end),X(3:3:end))

axis(eje)

subplot(2,2,2)

plot (sqgrt(2)/2* (X(1:3:end)-X(2:3:end)),X(3:3:end))
axis(eje2)

subplot (2,2, 3)
plot3(X(1l:3:end),X(2:3:end),X(3:3:end));
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axis (eje3)
pause (velsim)

%$Puentes y cantidades integradas
for i=1l:n-1

e(i,:) = X(3*1+1:3*(i+1)) " - X(3*i-2:3*i)"';
end

for i=1:n-2
1(i) = norm(e (i, :))+tnorm(e(i+l, :));

end

%Actualizacion del sistema Bishop

kb0 = cross(b0(1,:),e(l,:)/norm(e(i,:))):
if norm(kb0) > le-3
[~,matriz] = rotacion(b0(1l,:),e(l,:),kb0);
b0(1,:) = (matriz*b0(1,:)")"';
b0(2,:) = (matriz*b0(2,:)")"';
b0(3,:) = (matriz*b0(3,:)")"';

end

$Actualizacion de condiciones de contorno
theta(l) = theta(l) + d_thetai;
theta(n-1) = theta(n-1) + d thetaf;

9900000000000000000000000000000000000000
O0OO0OO0OO0OOOOOODOOOOOODOOOODODOODODOOOODOOOOOODODOOO™©
o o
% Metodo de la proyeccion multiple %
00 00000000000000000000000000000000000000

9900000000000 000000000000000000000000000

Funcion que fuerza inextensibilidad para solucion de x''=f (x)

%Usa el metodo de la proyeccion multiple

%M = matriz de masas tamafio 3n*3n

%$x0,v0 condiciones iniciales (vectores 3n con la posicion y velocidad)
%h: vector con tamafio de paso

%eR: medida de los puentes en reposo. Sirve para calcular C

function [x,v] = VERLET (M, x0,h,eR,v0)

n = length(x0)/3;

%Candidatos a puntos

x = x0; v = v0;
$Posicion inicial
x(4:3*(n-1)) = x0(4:3*(n-1))+ v0(4:3*(n-1)) *h;

$Restricciones C(x), grad C(x)

C = zeros(n-1,1);
for i=1:n-1
C(i) = (norm(x0(3*i4+1:3*(i+1)) - x0(3*(1i-1)+1:3*1)))"2/eR(1i) - eR(1);
end
grad C = zeros(n-1,3*n);
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$Tolerancia de extensibilidad
umbral = le-2;
while max (abs (C))>umbral

%$Calculo de las restricciones
for i=1:n-1

aux = x(3*1+1:3* (i+1)) - x(3*1-2:3*1i);

grad C(i,3*1i-2:3*i) = -2*aux/eR(1);

grad C(i,3*i+1:3*i+3)= —-grad C(i,3*i-2:3*1i);
end

$Multiplicador Lagrange
d landa = ((grad C* (M\grad C'))\C)/h"2;

%$Variacion de la posicion
d x = -h"2*(M\grad C')*d landa;

%$Correccion de la posicion
x(4:3*(n-1)) = x(4:3*(n-1)) + d x(4:3*(n-1));

%$Calculo del umbral
for i=1:n-1

C(i) = (norm(x(3*1i+1:3*(i+1)) - x(3*(i-1)+1:3*1)))"2/eR(i) - eR(i);
end

end

%Velocidad corregida
v(4:3*(n-1)) = (x(4:3*(n-1)) - x0(4:3*(n-1)))/h;
end

9900000000000 0000000000000

9900000000000 0000000000000

%$Funcion que calcula la matriz de rotacion de angulo phi entorno a un eje
%$arbitrario mediante el uso de cuaterniones

%El giro es antihorario

function [matriz] = matriz rotacion (phi,v)

%$Cuaternion y matriz que definen el giro

q = [cos(phi/2),sin(phi/2)*v/norm(v)];

matriz = [g(1l)"2+g(2)"2-q(3)"2-q(4)"2, 2*(q(2)*q(3)-
2)*q(4));2*(q(2) *q(3)+q (1) *q(4)),q(l) "2~

3)*q(4) -q (1) *q(2)) ;2% (q(2) *q (4) -

3)*q(4)) ,q(1)~2-q(2) *2-q(3) *2+q (4) “2] /norm(q) *2;

q(2)"2+q(3)"2-q(4)"2,2* (q
a(l)*a(3)),2*(a(l) *q(2)+q

$Funcion que calculara a partir del uso de cuaterniones la rotacion de los
%sistemas de referencia entorno al eje deseado.
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%e0 y el son los puentes entre los que se quiere calcular la rotacion
%v es el eje de giro

$Usa la funcion externa de la matriz de rotacion

$Los vectores e0,el y v son de 1xn

function [phi,matriz] = rotacion(e0,el,v)

$Calculo del angulo de giro entre e0 y el
phi = acos(e0*el'/ (norm(e0) *norm(el))) ;
%$Corregimos posibles errores numericos
phi = real (phi);

%$Comprobamos el sentido de giro

aux0 = (matriz rotacion(phi,v)*e0'/norm(e0))"';
auxl = el/norm(el);
tolerancia = le-6;

%31 el resultado de rotar e0 no es el vector el
if sum(abs (aux0-auxl)<tolerancia) ~= 3

phi = -phi;
end

%$Matriz que define el giro

matriz = matriz rotacion(phi,v);

9990009000900 090090090090000000000000000000009
O0OO0OOO0OOOO0OODOO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOODOOOOOOOODO™©
% Funcion matriz producto vectorial %
0. 0 O 0000000 0 0 0000 00 0000000000000000 0. 0 O

%$Funcion que dado un vector "e" de dimension 3 encuentra la matriz E que
cumple que

%cross(e,x) = Ex, para todo vector x.

%E1l vector e ha de introducirse como vector fila

function [E] = matriz vectorial (e)
E = [0 -e(3) e(2); e(3) 0 -e(l); -e(2) e(l) O],

Este es el codigo realizado para una cuerda recta en el equilibrio a la que se perturba ligeramente
cerca de uno de los extremos en el que ademas se aplica un giro de 3m. Retocando ciertos
parametros del c6digo podemos obtener otras simulaciones también muy interesantes, como la
siguiente en la que la posicion inicial y de equilibrio de la cuerda es una catenaria con ecuacion
z(x) = cosh(4.35464x — 2.17732)/4.35464 — 1.02602 ; y =x , pero a la que se le aplica un
giro de angulo = en cada uno de los extremos y con sentido opuesto. Obtenemos algunas

iméagenes como estas:
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Se puede observar como en este caso la cuerda, aunque inextensible, tiene libertad de
movimiento, y por tanto se forman espirales y se dobla sobre si misma tal y como pasaria en un

caso real.

Un altimo ejemplo es el de una cuerda con un extremo libre. En este ejemplo se dara una
cuerda rigida, mucho mas similar a una varilla, subiendo el parametro de flexién alpha.
Intentaremos simular de manera sencilla el movimiento de un arbol que soporta una fueza
externa como podria ser un viento constante, y lo haremos con una varilla que estara sujeta al
suelo y con el extremo superior libre. En este caso como un extremo esta libre no hay energia de

torsion, con lo que todo el movimiento sera debido a la energia de flexion.
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Se puede observar como nuestra varilla se comba hasta un cierto punto a causa del viento y luego
recupera su posicion anterior, siguiendo un movimiento oscilatorio, de una manera similar a un caso
real. Si se hiciera un studio previo del problema y variaramos los parametros de manera conveniente

podriamos simular situaciones méas complejas y més cercanas a la realidad.

Conclusion

Este trabajo ha mostrado como con un sencillo método se pueden modelizar situaciones
complejas de la vida real para posteriormente simularlas con una gran precision. Se han usado
conocimientos de geometria diferencial estrechamente ligados a la fisica del problema, y se ha
hecho uso de métodos numeéricos eficientes para resolverlo. Los ejemplos mostrados son s6lo un
pequefio ejemplo de todo lo que este método puede dar de si, pudiendo ahondar en este campo y
conseguir simular figuras como las siguientes obtenidas del articulo “Discrete elastic rods” (ver

referencias), donde se comprueba el asombroso grado de precision que tiene este método:

Ry

Estas imégenes corresponden a la modelizacion del comportamiento de un nudo sometido

a rotaciones de los extremos de la cuerda, y usando este método predecimos casi sin error su
comportamiento. Otro caso interesante es el de la deformacion de un muelle por estiracion ,

como muestra la siguiente figura:

N\ A .‘\ '\‘ / ‘h\ \ | [ /\% ‘
/ k/‘ ‘Uv \/ \I\ J\ ,/‘. I8 J)) m/ \./,\\/\/\/

\/ \b\/ \ \/LM/ ’
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Se observa que el modelo predice y simula el comportamiento del muelle después de sufrir una
estiracion critica con un grado de precision espectacular.

También se puede afadir componentes rigidas al método, y simular situaciones
aparentemente distintas al caso de las cuerdas, como es el caso de la siguiente figura en la que se
simula un arbol bajo la accion del viento:

Vemos asi que este método no queda reducido al estudio de las cuerdas sino que también
abarca situaciones muy distintas que a priori no estarian relacionadas entre si y cuya
modelizacion y resolucion podria ser complicada. Todo esto convierte este método en una forma
muy interesante de simular comportamientos reales e incluso de entender como funciona la
realidad fisica que observamos.
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