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Resumen

El objetivo de esta Tesis es estudiar la variacién de las “constantes” fisicas universales G y A con respecto al
tiempo cosmolégico, en modelos homogéneos pero anisétropos, es decir, los denominados modelos de Bianchi,
junto con el modelo Kantowski-Sachs. Estudiaremos dicha variacién dentro del marco teérico de varias teorias
gravitatorias, como son:

= Relatividad General (RG), convenientemente modificada en base a la identidad de Bianchi

= Modelos quintaesencia (SM), considerando ademads los casos en los que hay interaccién con un fluido per-
fecto

= Diversas teorias tenso-escalares (STT)

El estudiar no solo diversos modelos Bianchi, sino distintas teorias gravitatorias, nos permitird comparar los
resultados obtenidos. Del conjunto de soluciones que podemos obtener de las ecuaciones de campo planteadas nos
centraremos, Gnicamente, en las soluciones autosimilares, ya que este tipo de soluciones corresponde a puntos de
equilibrio (desde el punto de vista de los sistemas dindmicos), jugando de esta forma un papel predominante en
la dindmica de los modelos cosmolégicos tipo Bianchi. De igual forma, tal y como veremos, este tipo de soluciones
describe comportamientos asintéticos de soluciones mas complejas. Hemos puesto especial énfasis en los aspectos
formales de cada uno de los modelos teéricos estudiados, demostrando la forma que pueden adquirir cada una
de las magnitudes para que las ecuaciones de campo admitan soluciones autosimilares. Hemos llevado a cabo las
demostraciones utilizando los métodos de las colineaciones de materia y de los grupos de Lie. Mientras que el
método de las colineaciones de materia se restringe exclusivamente a soluciones autosimilares, con el de grupos
de Lie, mucho mds potente y general, hemos podido obtener soluciones tipo potencias, en las que las autosimilares
estdn incluidas.

Ademads, al ser las soluciones encontradas de tipo potencias, esto nos permitira comparar las diferentes solucio-
nes obtenidas para cada uno de los casos estudiados. Haremos especial hincapié en el estudio de la isotropizacién
de las soluciones obtenidas, de manera que podremos descartar, por no ajustarse a los valores observacionales,
aquéllas que no isotropicen, es decir, que tengan los valores de los pardmetros de anisotropia no pequefios.

Con respecto al comportamiento de G y A, hemos visto que en cada modelo varfan de forma diferente. De
forma genérica podemos decir:

= En el marco de la RG, G es una funcién creciente si A, funcién decreciente, es positiva siendo la solucién
vélida para valores del pardmetro de la ecuacion de estado y € (—1/3,1)

» En los modelos SM, A siempre es decreciente y positiva; sin embargo el comportamiento de G queda, por lo
general, indeterminado

= Enlos dos modelos STT sistematicamente estudiados, G y A muestran el mismo comportamiento formal que
el obtenido dentro del marco de la RG; sin embargo, su comportamiento cualitativo es muy diferente, ya que
la constante cosmolégica es positiva, i.e. A > 0, mientras que G puede ser creciente, constante o decreciente.
Ello es debido a la estructura de la ecuaciones de campo, mucho mads restrictivas en los modelos tenso-
escalares que las de la RG, de esta forma, las soluciones obtenidas son tinicamente vélidas para entornos
reducidos de un valor critico del parametro la EAE «y

= Todas las soluciones halladas son no inflacionarias, excepto en el caso de los modelos Kantowsky-Sachs

= Con respecto a la isotropia de las soluciones, casi todas las soluciones obtenidas isotropizan o son isétropas,
es decir, los parametros de anisotropia toman valores pequefios (préximos a cero) o existen regiones donde
son pequefios o cuando son isétropas dichos pardmetros son nulos
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1.1. Antecedentes historicos

Desde una perspectiva actual existen diferentes teorias que predicen la variaciéon de las constantes fisicas. Estas
teorias se pueden clasificar, de forma genérica, en dos grandes grupos:

» Aquellas que intentan unificar la gravitacién con otras interacciones mediante el aumento de las dimensiones
del espacio-tiempo. Entre ellas estdn, la teoria de supercuerdas y las teorias de Kaluza-Klein

» Las basadas en alguna de las versiones del principio de Mach, como las teorias tipo Brans-Dicke, modelos
que predicen la variacién de las masas fundamentales, la carga del electrén o la velocidad de la luz.

En el limite de bajas energfas, las teorias de cuerdas y las de tipo Kaluza-Klein se reducen a las teorias basadas
en el principio de Mach [1]-[2].

La idea especulativa de que vivimos en un espacio-tiempo de dimensiones 4 + D, se debe a Kaluza y Klein
quienes, en la década de los afios 20, construyeron un modelo que unificaba la gravitacion y el electromagnetismo.
En este modelo, la quinta dimensién corresponde a un circulo cerrado de radio Rgk, y donde la constante de
acoplamiento electromagnética y la gravitatoria, se relacionan de la siguiente forma

i S (1.1)
RKK

Esta teorfa se puede extender a mas dimensiones y, en todas ellas, siempre aparece la relacion, a; ~ GREI% [3].
Nos podemos preguntar si las dimensiones extra del espacio-tiempo son reales o se deben tnicamente al artificio
matemadtico necesario para describir tales teorias. Si son reales, entonces jestas dimensiones se expanden o se
contraen con el tiempo? Si dRgx/dt = RIKK # 0 [4], entonces las constantes de acoplamiento «; variardn con el
tiempo, es decir, el incorporar la expansiéon del universo (de 4 dimensiones) en las teorias Kaluza-Klein, conduce
de forma natural a R’KK # 0y, por tanto, a la variacién de las constantes. Esta pequefia y no estédtica dimensién
extra, proporciona el marco teérico adecuado para discutir la variacién de las constantes. De igual forma, el estudio
de la variacién de las constantes puede probar la existencia de dimensiones extra. Sin embargo, ninguna de estas
teorfas puede explicar el conjunto de observaciones a nivel cosmoldgico, en especial en lo referente a los quésares.

En esta Tesis nos centraremos en el estudio de teorias que incorporan el principio de Mach para explicar la
posible variacién de las constantes. Empezaremos con la descripcién, de forma sucinta y no exahustiva, de algunas
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de las propuestas que han surgido a lo largo del siglo XX sobre la variacion de las constantes fisicas universales

[51-[9].

El primer marco tedrico se debe a Milne [10] y [11]. Durante los afios 1930-1948, crea un modelo cosmolégico
con dos escalas de tiempo, una atémica, T, y otra t, que controla procesos cosmolégicos, i.e., a gran escala, de
forma que T = Int. De su modelo se desprende que G o ¢, es decir, la constante de gravitacién varia con respecto
al tiempo cosmolégico, verificindose ademds c3G 't = const, ya que las masas de los cuerpos deben permanecer
constantes a lo largo de la evolucién temporal del universo. De esta relacién se desprende que el radio del Universo
sigue una ley Ry « GM/c? ~ t. A pesar de las objeciones tedricas a su modelo, las contribuciones de Milne al
desarrollo de la cosmologia moderna son innegables ya que, por ejemplo, propuso el principio cosmoldgico que sirvié
de base para trabajos posteriores de Robertson y Walker, quienes llegaron a definir lo que hoy se conoce como la
métrica Friedman-Robertson-Walker (FRW). En la actualidad podemos entender el modelo de Milne como un
caso particular de un modelo FRW plano, en el que la constante de gravitacién varfa con el tiempo, tal y como
hemos demostrado en un trabajo reciente [12]. Mediante el empleo del anélisis dimensional, podemos deducir y
generalizar los resultados de Milne dentro del marco de la Relatividad General (RG). Considerando un modelo
cuyo contenido de materia estd descrito por un fluido perfecto, a partir de la ecuacién de conservacién, obtenemos
la relacién entre la densidad de energia y el radio del universo, p = A, f —3(r+1), siendo A, una constante de
integracion con dimensiones [A,] = L>™37MT~2, y el pardmetro -y proviene de la ecuacién de estado p = 7p. De
esta forma deducimos que G(t) & A,c>*37t1+37, observando que para el caso v = 0 (modelo de Milne) G « ¢,
mientras que el radio del universo sigue la ley f(t) o ct. Si p representa densidad de masa en vez de densidad de
energia, entonces se llega a G(t) «« M~ 1c3#!, que coincide con la relacién obtenida por Milne.

Entre los afios 1937-1939, Dirac [13] formulé su hipétesis de los grandes ndmeros (LNH), que ha pasado a la
historia como la pieza central de todos los trabajos sobre variacién de constantes. En esta primera formulacién
(basada enteramente en métodos dimensionales y coincidencias numeroldgicas), obtiene como principal resultado
que G o t~1. Afios mds tarde (1973-75), Dirac reformulé su LNH a la luz de los nuevos datos que habian aparecido,
principalmente la radiacién c6smica de fondo, intentando reconciliar dicha hipétesis con la Relatividad General.
Basdndose en el trabajo de Milne (sus dos escalas de tiempos) y considerando la geometria de Weyl en vez de la
de Riemann, formula un nuevo modelo cosmolégico [14].

Las relaciones adimensionales entre las distintas constantes universales que aparecen en diversas teorias fisicas
fueron introducidas por Weyl [9] y Eddington [15] quienes apuntaron e interpretaron las “coincidencias numerolégi-
cas” que se derivan de tales nimeros adimensionales. El valor de estas constantes depende del sistema de unidades
que empleemos para medirlas, pero siempre podemos encontrar relaciones entre ellas para formar asf monomios
adimensionales (ntimeros adimensionales) que son independientes del sistema de unidades en el que se miden.
Estos monomios, como la constante de estructura fina a o la relacién que existe entre la masa del electrén y la masa
del protén, reflejan propiedades intrinsecas de la naturaleza. Por ejemplo Eddington, en su Fundamental Theory
[15], considera las siguientes constantes (G, c, 1., mp, e, €, 1) formando los siguientes niimeros adimensionales

2
e e e
— n=—" G = ————, 1.2
my’ goch’ ¢ eoGmpm, (12)

2

a partir de los cuales deduce las propiedades del universo, siendo el radio del mismo Ry; « GM/c? (como en
la cosmologia de Milne). Si tenemos en cuenta que M = Nm,, siendo N el ntimero de particulas en el universo,
entonces ag ~ N'/2 o my ~ hN v 2R&lc. Esta metodologia ha sido utilizada por muchos autores, como Weinberg
[16], para determinar la masa del pion.

La idea de Dirac es combinar algunas de estas constantes, sobre todo las que hacen referencia a propiedades
microscépicas (Fisica de particulas), como por ejemplo, la masa del electrén m,, la masa del protén m,, la carga
del electrén e, con otras macroscépicas que hacen referencia a la Cosmologia Relativista, como G constante de
gravitacién, ¢ velocidad de la luz y, como novedad, H constante de Hubble, cuya inversa nos da cuenta de la edad
del universo.

El primer monomio que construye combina las siguientes constantes (G, 1., mp, e, €o). Este monomio estable-
ce la relacién que hay entre la fuerza eléctrica y la gravitatoria entre un electrén y un protén

= — =~ 10%. (1.3)

El segundo de los monomios establece la relacién entre dos escalas de tiempo, una, el tiempo que tarda la luz
en atravesar el radio cldsico del electrén ¢, y la otra escala de tiempo define la edad aproximada del universo f
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expresada en términos de la “constante” de Hubble H

2
cH _fo gm0 (1.4)

Ty = ————
gomecd i,

El tercer monomio que establece Dirac da cuenta del ntimero de nucleones N en el universo. Este ntimero es
claramente finito para un universo cerrado, pero, para un universo abierto, puede ser infinito. Este ntimero se
calcula teniendo en cuenta un volumen con un radio caracteristico (¢/H) (para este radio la velocidad de recesion
de cualquier objeto, una galaxia, es justamente, v = Hd). Si p es la densidad de materia en el universo, i.e., dentro
de ese volumen con ese radio caracteristico, y 1, es la masa del protén, entonces,

4T rc\3 p 78
Ne T (g) o NRUT 15)

se observa la siguiente relacién entre los tres monomios obtenidos:
N2 =~ 1y = 7, =~ 10%. (1.6)

Dirac, entonces, intenta dar una explicacién a esta tremenda coincidencia. Empieza diciendo que, de los tres
monomios el tltimo 713 no puede ser l6gicamente constante ya que fy continta creciendo, puesto que da cuenta
de la edad aproximada del universo (que asume que empezé en el Big-Bang). Esto significa que la relacién que
hay entre los tres monomios, “en la actualidad” es una coincidencia, o que los dos monomios deben variar con
el tiempo, de tal forma que se preserve siempre la coincidencia entre los tres monomios. Dirac acepta esta tltima
hipétesis y generaliza esta idea denomindndola LNH, argumentando que cualquier gran ntiimero que hoy sea del
orden de magnitud (to/t.)* debe ser proporcional a t¥, con algtin coeficiente préximo a la unidad. El coeficiente
no tiene que ser constante a lo largo de todo el tiempo, aunque para grandes valores del tiempo césmico ¢, la
dependencia temporal puede ser despreciable y, por tanto, el coeficiente puede ser considerado como constante.

Se deduce de la primera relacién que: 71 = t. Dirac asume que las cantidades atémicas son constantes en
términos de unidades atémicas, las cuales son siempre usadas en experimentos de medidas en los laboratorios y
aceleradores. Deduce asi que la tinica “constante” que varia es G y lo hace de forma inversamente proporcional al
tiempo. G = t‘l, ie.,

G 1
— o~ (1.7)
G t

Si el valor de la constante de Hubble es constante (la tomamos como constante hoy), Hy = 50kms’1Mpc’1,
la edad presente del universo ty, para gy = 0, es entonces ty ~ 2,10'%7i0s, estimando entonces que G'/G =
—5-10""afios~!. Este dato que predice la teoria de Dirac, puede ser comprobado con valores observacionales
llevados a cabo por Van Flandern [17] que dan estimaciones del orden (G'/G) = (—8 +5)10~Mafios~!, (mas
adelante se comentaran con detenimiento estas observaciones).

Esta prediccion de la variaciéon de la “constante” G es quiza la mas importante hecha por Dirac en su LNH.
Si esta prediccion se verifica (con la suficiente precisién y mas alld de ningtin género de dudas), no tiene por qué
significar que LNH sea verdadera, pero serd necesario descartar la teoria de Einstein por otra que interprete o
acomode adecuadamente esta variacién de G.

La LNH puede ser usada para mostrar que el universo no puede ser del tipo FRW k = 1, i.e., modelos que
alcanzan una maxima expansién para luego contraerse. Dirac lo argumenta de la siguiente forma: Si el universo
tiene un radio maximo, dicho radio se puede expresar en términos de unidades naturales de longitud (por ejemplo
el radio clasico del electrén) que dara lugar a un gran ntimero adimensional, constante por definicién, pero la
regla de la LNH dice que no puede ser constante, por lo que el universo no puede tener un radio maximo. Otro
argumento utilizado es el siguiente. Si la curvatura del espacio es positiva, entonces, se trata de un universo
cerrado finito, pero sin limites. En consecuencia, la masa total del universo es finita y podemos expresarla en forma
de unidades atémicas, formando asi otro gran niimero; pero el tercer monomio de Dirac nos decia que el ntimero
de particulas en el universo variaba con la edad de éste, N'/? ~ t. Pero en este caso, se viola la ley de conservaciéon
de la masa, cosa imposible. Dirac concluye entonces que la curvatura del espacio (3-espacio) no puede ser positiva.
El argumento que descarta la posibilidad de una curvatura negativa para el espacio es bastante semejante, aunque
mads intrincada (ver Dirac 1938 [13]). Dirac se queda asi con la curvatura cero, i.e., con el Einstein-de Sitter como
tnica posibilidad compatible con su principio fundamental y la ley de conservacién de la masa.

La hipétesis de Dirac suscité muchas criticas. En 1937, Chandrasekhar [18] indic6 que la variacién de G debe
repercutir en la estructura estelar reflejdndose en un exceso en la luminosidad, equilibrio inestable, evolucién
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estelar, etc. A raiz de este trabajo surgieron otras tantas propuestas en contra de las hipétesis de Dirac. Kothari
[19] y Zwickky [20] corroboran los trabajos de Chandrasekhar y, ademds, ponen de manifiesto que un exceso en
la luminosidad del Sol produciria un exceso de calor sobre la Tierra. Deberfan existir pruebas geolégicas de tales
variaciones.

Otra propuesta tedrica se debe a Jordan [21] (ver el trabajo de Fierz [22]) quien, partiendo de las ideas de
Dirac, construye un modelo basado en coincidencias numeroldgicas, pero en vez de formar los monomios adi-
mensionales a partir de constantes fisicas, lo hace teniendo en cuenta diversas magnitudes fisicas como un tiempo
caracteristico t., que representa la edad maxima de una estrella £, ~ 10's, el pardmetro de Hubble H, la densidad
de masa media del universo p;; y, por tltimo, el radio del universo Ry;. Con estas magnitudes forma los siguientes
monomios

Ht,, Ruc 1, v 0%, (1.8)

siendo c la velocidad de la luz y 7/ = 87G/c?. Combinando los anteriores niimeros adimensionales, llega a la
principal conclusién de que la constante de gravitacién debe variar con el tiempo, siguiendo laley G « ¢! (bajo la
influencia del trabajo de Dirac), pero a costa de postular procesos de creacién de materia, ya que considera que no
puede preservarse la conservacion de la energia-momento. Con tal resultado estudia los problemas de estructura
estelar y sus implicaciones paleontolégicas [23].

Anos més tarde retoma el problema, pero esta vez proponiendo una teoria basada en una formulacién variacio-
nal al problema, intentando asi dar una fundamentacién tedrica a sus coincidencias numerolégicas. Fue el primero
en modificar las ecuaciones de Eisntein reemplazando G por un campo escalar y, aunque su primera formulacién
fue incorrecta, sus trabajos sirvieron de base y referencia a trabajos posteriores como los de Brans-Dicke o Hoyle-
Narlikar. Fue el primero en introducir el concepto de creacioén continua de materia, creacion espontdnea y creacion
ex-nihilo, conceptos éstos luego adoptados en modelos posteriores, como el steady-state cosmology de Bondi et
al. Sus dos mayores contribuciones fueron:

» Formular principios variacionales (fundamentar los modelos)

» Establecer criterios geolégicos y paleontolégicos para chequear tales variaciones

Quizds el modelo teérico mds importante que trata de explicar la variacion de G se debe a Brans y Dicke
[24]. Estos autores parten del trabajo de Jordan, pero en vez de inspirarse en las coincidencias numerolégicas
obtenidas por Dirac, basan su trabajo en el denominado principio de Mach. Un trabajo clave a este respecto se debe
a Sciama [25], quien matematiza dicho principio estableciendo una relacién entre la constante de gravitacion G y
la distribucién uniforme de la masa del universo My;, expresandolo de la siguiente forma

GMy

~1 1.
Ry~ 1 (1.9)

siendo Ry; el radio del universo y c la velocidad de la luz. Dicke, de forma independiente y en fechas posteriores,
también llega a las mismas relaciones y conclusiones [26]. De (1.9) podemos extraer la siguiente relacién

RuC2

G ,
My

(1.10)

que nos indica que la constante de gravitacion debe variar, ya que depende del radio del universo y esta determi-
nada por la masa de todo el universo. Esta interpretacion que hacen del principio de Mach no es compatible con
el principio de equivalencia fuerte (en el que se basa la Relatividad General). Asi, Brans y Dicke indican que las
masas inerciales de las particulas dependerdn de su posicién en el espacio. El problema surge cuando queremos
medir la masa de una particula, por ejemplo la de un electrén, m,. Es necesario definir una unidad de masa in-
dependiente, como la masa de Planck mp, mp = (ch/ G)l/ 2 y definir una magnitud adimensional x = memgl,
que, al medir en diferentes puntos del espacio-tiempo, nos indicara cudndo la masa de la particula varia. Entonces,
asumiento que tanto ¢ como h deben ser verdaderas constantes (asi no se alteran otras teorfas fisicas) llegan a la
conclusién de que o bien G o bien m, deben variar, o ambas a la vez. Ellos consideran que la variacién se debe a G.
A partir de la relacién (1.10), postulan que la constante de gravitacién se comporta como el reciproco de un campo
escalar, G ~ ¢~ !, donde ¢ satisface la ecuacién de ondas cuya fuente es toda la masa del universo.

Vemos que Brans y Dicke concluyen a través de la aceptacién del principio de Mach, que la constante de gravi-
tacion debe variar, siendo asi sus argumentos completamente diferentes a los utilizados por Dirac en su hipétesis
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de los grandes ntimeros, basada tinicamente en coincidencias numerolégicas. Por tanto, el modelo de Brans-Dicke
se basa en el principio de Mach, asume que tinicamente puede variar G y verifica el principio de equivalencia
débil (apoyado por las evidencias experimentales de E6tvos). En el tercer capitulo de esta Tesis estudiaremos este
modelo, asi como generalizaciones del mismo.

Otros modelos poco conocidos se deben a Gilbert, quien en los afios 1956-1960 formulé distintas propuestas
que intentan reconciliar la hip6tesis de Dirac con la Relatividad General [27]-[28]. En el primero de ellos [27], inspi-
randose en el trabajo de Milne, introduce dos escalas de tiempo, una para los fendmenos electromagnéticos y otra
para los fenémenos gravitacionales. Partiendo de las ecuaciones de Einstein para un modelo plano y simetrias tipo
FRW (el Einstein-de Sitter) calcula el radio del universo, el cual sigue la ley R;; « t?/3. Mediante consideraciones
dimensionales establece la relacion entre el sistema electromagnético y el gravitatorio (a la Dirac), llegando asf a la
conclusién de que la constante de gravitacién debe variar de la siguiente forma G o« t~1. Aunque el planteamiento
del modelo es erréneo, parte de las ecuaciones de Einstein con G = const. y, sin considerar la ecuacién de conser-
vacién para el tensor energia-momento, es quiza el primer intento de explicar la variacién de las constantes dentro
del marco de la Relatividad General.

Anos mads tarde [28], reconsidera su modelo y, esta vez, establece una formulacién variacional, pero en vez
de considerar de forma lineal la curvatura escalar R, lo hace de forma cuadratica (prototipo de modelo f(R)),
postulando que su accién sea ademads invariante bajo transformaciones conformes. Las consecuencias principales
de este modelo son G « t~! y que las masas de las particulas también varian m o t'/2. Dirac partié de estas
consideraciones para formular su modelo en el que reconcilia la Relatividad General con su hipétesis [14].

Exiten otras tantas teorias para explicar la posible variacién de la constante de gravitacién, como las propuestas
por Canuto et al y Barber que estudiaremos en el tercer capitulo de esta Tesis.

Hasta el momento, tinicamente hemos hecho referencia a teorias o modelos que consideran como variable la
constante de gravitacién G. Sin embargo, en la década de los 60 surgié una nueva interpretacién del modelo de
Dirac, la cual considera que la variacién de los monomios no solo es interpretable en G, sino que existen otras
posibilidades como la variacién de la carga del electrén e. De esta forma, la constante de estructura fina también
puede variar. Algunas de las propuestas son las siguientes.

Stanyukovich [29] reformula la hipétesis de Dirac imponiendo dos nuevas condiciones, que la energia y la
carga del universo se conserven, expresando estas dos condiciones de la siguiente forma

Nmc? = Mc® = E = const.,
Ne? = const., N ~ 2. (1.11)
Noétese que la segunda expresién no es correcta. A partir de estas dos condiciones obtiene los siguientes resultados
me~t 2 et e~tl, Gt

62 G2

Ry ~ct, o= —— = const.
u ! gohc e?

~ L (1.12)

Como podemos notar, se avanza hacia una teoria que explique no solo la variacién de unas “constantes”, sino
de casi todas. En un segundo trabajo [30], “intenta” generalizar las ecuaciones de Einstein incorporando los resul-
tados obtenidos anteriormente; para ello considera ademds de un fluido perfecto como componente de materia del
universo, el tensor de Faraday para, de esta forma, hacer variar la carga del electrén. Sin embargo, en este segundo
trabajo no queda claro cémo introduce en las ecuaciones de campo modificadas una G—variable, y con respecto al
principio de conservacién, tampoco aclara como éstas gobiernan la variaciéon de las constantes.

Gamow [31] critica abiertamente la “sugerencia” de Dirac “basada en coincidencias numerologicas que alguien sugirio
en base a una teoria inexistente”. En base al trabajo de Teller [32], quien también argumenté que la idea de una
G—variable, G ~ t~!, contradecia evidencias geoldgicas, ya que la luminosidad del Sol habria sido mucho mayor
en el pasado e incluso el radio orbital de la Tierra habria sido mucho menor en el pasado, condiciones que habrian
imposibilitado la aparicién de la vida en la Tierra (los océanos literalmente se habrian evaporado). Gamow pasa
entonces a estudiar detalladamente las ecuaciones que gobiernan la estructura estelar, las ecuaciones del equilibrio
hidrodindamico, llegando a la conclusién de que la idea de Dirac es errénea. En una serie de trabajos posteriores [33]
reexamina dicha hipétesis y la interpreta de tal forma que la carga del electrén es la que debe variar, e? « t. Evita de
esta forma la alteracién en el radio orbital, pero no asi los problemas con la luminosidad del sol, ya que semejante
hipétesis tiene una serie de repercusiones de nuevo sobre la estructura estelar, esta vez a través del coeficiente



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de opacidad de Kramer (teorfa dimensional) k de tal forma que la luminosidad £ k™! « ¢~°. Esta propuesta
fue rdpidamente contestada por Dyson [34] entre otros muchos. Sin embargo, Gamow pone de manifiesto que tal
variacién deberia reflejarse observacionalmente mediante el desplazamiento al rojo en las lineas de absorcién de
los quésares. Propone como sugerencia estudiar la variacion de la constante de estructura fina.

En 1969, O"Halmon et al. [35] reformulan LNH, de forma que, en vez de considerar la posibilidad de que tni-
camente varie una de las constantes, lo hagan varias. Mediante la combinacién de los monomios adimensionales
de las constantes, llegan a la conclusién de que éstas deben variar de la siguiente forma

e? h
eoGmpme mec

~t Gp~ FZ, eZht ~ to, mem};1 ~ tO, (1.13)

obteniendo por lo tanto
Got, p~t 3, e ~t, h~t (1.14)

Al igual que en el trabajo de Milne, podemos obtener estos resultados dentro del marco de la RG [12]. Consi-
derando un modelo cuyo contenido de materia estd descrito por un fluido perfecto, definiremos la densidad de

energia mediante la siguiente ecuacion de estado, p = af*, siendo 6 la temperatura de la radiacién césmica de

214
fondo y donde a = % es la constante de radiacién. De esta forma, la ecuacién de conservacién queda ahora
como: . /
o' 15A'¢’h G h
4— 43 1) H+ —+ — —-3—-=0. 1.15

Si imponemos la condicién de conservacién para el tensor energia-momento, entonces obtenemos la relacién entre
la densidad de energia y el radio del universo, p = A, f —3(r+1), siendo A, una constante de integracién con
dimensiones [A,] = L*"37MT 2. De esta forma deducimos que

G(t) o Aq™3TH37 - (1) & Ay 37737, kpta(t) o« AP 3T3,

ez(t)eal o« Aq ! THTIT i (f) & Apc 23T, p(t) & A, (ct)_3(7+1) , f(t) «<ct, (1.16)

pudiendo extrapolar los resultados para otras ecuaciones de estado. En el caso v = 0 (que corresponde al modelo
de O"Halmon et al) entonces se obtiene

Got, hot, act 3 6260_1 «t, m;xconst. (1.17)

Mientras que el resultado que obtenemos para el resto de magnitudes es: f o t,y p o t 3.

Otras propuestas similares se deben a Kramarouskii y Chechev.[36]. A partir de estas fechas, la relacién de tra-
bajos se multiplica. Por ejemplo, y a destacar, estd el de Bekenstein [37], quien en base a las propuestas de Gamow,
formula un marco tedrico bajo las hipétesis de covarianza, invarianza gauge, causalidad e imponiendo, ademas,
que la longitud de Planck sea constante, i.e., que G, y c sean constantes. Mediante formulaciones variacionales
deduce las ecuaciones de campo e indica que las predicciones que hace el modelo no se pueden descartar solo
en base a experimentos electromagnéticos y que, a nivel cosmoldgico, éstas coinciden con las experimentales. Por
altimo, mencionar otro trabajo relacionado con las constantes electromagnéticas debido a Sumner [38], quien pone
de manifiesto, a través de la construccién de un modelo con simetrias FRW, que ¢y debe variar en funcién del radio
del universo f(t).

Sin embargo, ninguna de estas propuestas considera que la velocidad de la luz pueda variar. Encontramos en
los siguientes trabajos algunas de las motivaciones que nos llevan a considerar a la constante de la velocidad de la
luz como variable.

Page y Tupper [39] estudian y generalizan las teorias gravitatorias escalares invariantes Lorentz con la veloci-
dad de la luz variable, i.e., ¢ = c(t), propuestas por Whitrow y Morduch, donde estos autores propusieron que c
varia de acuerdo a la relacién

+ 2¢ = const., (1.18)

siendo ¢ el potencial gravitatorio, ¢ = GM/R. Mediante formulaciones variacionales establecen las ecuaciones de
campo, pasando a probar que las predicciones que hacen estas teorias concuerdan con las de la RG en el desplaza-
miento al rojo.
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Precisamente a partir de las discrepancias observacionales detectadas del cambio en el brillo de las superno-
vas y la explicacién clésica del desplazamiento al rojo (via efecto Doppler), Bellert [40] propone que tal dificultad
puede explicarse a través de la variacién de la velocidad de la luz. No se trata pues de un modelo teérico, sino de
una explicacién puntual a una discrepancia observacional. Pero esta propuesta condujo a Troitskii [41] a formular
un modelo cosmolégico que explicase tal variacién. Parte de la hip6tesis de que c decrece en el tiempo (en base al
trabajo de Bellert) y construye una métrica en la que c varia, pero el radio del universo es constante i.e., un univer-
so estdtico. Muestra que el modelo conduce a las mismas férmulas que las de la cosmologia estdndar, pero que las
interpretaciones fisicas son completamente diferentes. Para que la variacién de ¢ no conduzca a la variacién de las
constantes de interaccion, «, ay y «g, i.e., variaciones de los espectros atémicos, estabilidad de los nticleos y otras
regularidades, entonces permite que otras constantes también varien de forma sincronizada (hipétesis conspira-
dora en la terminologia de Wesson). De esta forma, la evolucién del universo estd conectada con la evolucién de
las constantes fisicas y permite explicar, por ejemplo, la alta isotropia observada en la radiacién césmica de fondo
y la alta velocidad de escape de los qudsares. Sin embargo, en ningtin momento deduce las ecuaciones de campo
que gobiernen la variacién de las constantes, y plantea cierta arbitrariedad a la hora de elegir las ecuaciones de las
que deduce la variacién de las constantes atémicas. Desde el punto de vista matematico, lo que en realidad hace
el autor es imponer que las ecuaciones elegidas sean invariantes bajo cambios de escala, para que las magnitudes
adimensionales, como las constantes de interaccién, permanezcan constantes bajo estos cambios de escala.

Casi de forma simultdnea Petit [42] propone un modelo con simetrias tipo FRW en el que ¢ varfa e impone,
ademads, que todas las longitudes caracteristicas, como la longitud de Planck, Compton o Jeans, varien como el
radio del universo; de esta forma propone que ademds de ¢, también puedan variar G y h. Bdsicamente Petit obtiene
la variacién de las constantes bajo la idea de invariancia gauge, ya que en ningtin momento plantea ecuaciones de
campo que describan la variaciéon de dichas constantes. A diferencia de Troitskii, su modelo no es estatico y las
constantes de interaccién contintian siendo constantes, a través de las relaciones gauge obtenidas. Las relaciones
que obtiene son las siguientes

G x F%, C X t71/3, hot, axt ™2 e t%, m; o t%, A t*4/3, fx t2/3, 0, & t=4/3, (1.19)

En una serie de trabajos posteriores junto a Midy [43] rehacen su propuesta de la siguiente manera. Como la ¢
varia y aparece en la expresion del tensor métrico, buscamos una funcién f(t) que resulte de alguna de las teorias
clasicas de la gravitacion; tal funcién no debe depender de hip6tesis sobre la escala de referencia en la que esta
definida. Esto conduce a un problema que no se puede resolver de forma realista a menos que se introduzcan en el
modelo mas dimensiones. La idea es la siguiente: si uno vive sobre una variedad en la que no se puede encontrar
ningun sistema de referencia (de tiempos, longitudes, etc), entonces lo que hace es pensar en que dicha variedad se
encuentra sumergida en otra varidad (la variedad ambiente), respecto a la cual pueda referenciarse. Aqui es donde
aparecen los modelos de cinco dimensiones (5D). Este procediemiento ya fue desarrollado por Einstein (en base
a las teorias de Kaluza-Klein). Recientemente Wesson ha retomado este camino, que parece prometedor. Siempre
podemos sumergir un modelo en el que se verifique las ecuaciones de Einstein (4D) en una variedad 5D pero
Ricc plano i.e. >Ricc = 0. Este hecho se apoya en un teorema debido a Campbell: “Cualquier variedad Riemanniana
M,, puede ser sumergida en otra variedad Riemanniana M, q siempre que tenga el tensor de Ricci nulo”. De esta forma
obtienen de las ecuaciones de campo, comportamientos exactos de los pardmetros cosmolégicos f,p, G, c etc... y
regresan con estos resultados a sus relaciones gauge, que recalculan, estableciendo asi una teoria més consistente
desde el punto de vista formal. El modelo propuesto por Midy y Petit no estd, obviamente, exento de problemas;
por ejemplo, la forma en la que se sumerge la variedad 4D en la variedad ambiente, ya que tal y como se ha puesto
de manifiesto, no es tinica. De igual forma, los autores tampoco proponen ecuaciones dindmicas que gobiernen la
variacion de las constantes. Se limitan, tal y como Petit hace en sus trabajos previos, a deducir la variacién de las
constantes a través de relaciones gauge.

Quizas la propuesta teérica mas sélida con respecto a la variaciéon de la velocidad de la luz se debe a Albrecht,
Magueijo [44] y Barrow [45] (AMB). Consideran que, aunque el modelo cosmolégico estdndar concuerda bien con
las observaciones, sin embargo éste no es capaz de explicar algunos aspectos tedricos, como la homogeneidad, la
isotropfa, la planitud o la formacién de estructuras en el universo primitivo. Los modelos inflacionarios explican
razonablemente bien los problemas apuntados anteriormente, pero Albrecht, Magueijo y Barrow sugieren que
existen otras formas de explicarlos. Una de ellas es a través de la variaciéon de las constantes, en particular de la
variacion de la velocidad de la luz. Asumiendo un universo con predominio de radiacién y en el que las ecuaciones
de Einstein no se vean alteradas por la variacién de ¢, i.e., la variacién de ¢ no afecta al tensor de curvatura,
proponen un modelo en el que c varia, pero asumen (imponen) que lo haga de forma decreciente. Son conscientes
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de los problemas teéricos que conlleva hacer semejante hipétesis, ya que la teorfa resultante no es covariante ni
invariante Lorentz. Con todas las restricciones impuestas y trabajando con un modelo homogéneo e isétropo,
obtienen las ecuaciones de Friedmann habituales y deducen la ecuacién que controla la variacién de las constantes
a partir de las ecuaciones de Friedman obteniendo

a1 _ G BKe*
(T’/) e +47TGf2 c’ (1.20)

siendo K la curvatura del espacio (K = —1,0,1) y f el factor de escala que aparece en la métrica. La constante
cosmoldgica, en este enfoque, aparece en Tl?f. Siguen este procedimiento para poder llegar a la conclusién de que

K = 0. Basicamente, las depencias temporales que obtiene Barrow son las siguientes
C o~ fn, pr?:'y ~ f2n+3'yf2’ f ~ t2/37’ (1.21)

donde en el caso de predominio de materiay =1,n < —1/2.

Rapidamente, el modelo tedrico propuesto deriva hacia una teoria que describe la variacién de la constante de
estructura fina, en base al postulado de que tinicamente pueden variar c y /1, mientras que la carga del electrén e
permanece constante, en contraposicién al modelo propuesto por Bekenstein [46]. Otras formulaciones se deben a
Moffat y colaboradores [47]. Recientemente Moffat y Magueijo han revisado y criticado las distintas propuestas en
[48] poniendo de manifiesto las limitaciones y alcances de cada una de ellas.

Por tltimo y no menos importante, hablaremos ahora de la constante cosmolégica A. Esta fue introducida por
primera vez por el propio Einstein en 1917 [49], cuando encontré la primera solucién a sus ecuaciones. Las dos
motivaciones que llevaron a considerar su inclusién fueron las siguientes. En primer lugar, Einstein crefa que el
espacio era globalmente cerrado, de esta forma podria incorporar el principio de Mach a la solucién. En segundo
lugar, considerar que el universo era estatico (en concordancia con las observaciones de aquella época). Ademas,
la incorporacién del término A, era compatible con los principios de la Relatividad General, en particular con el
principio de conservacién para la materia. Hoy sabemos, gracias al teorema de Lovelock [50], que se trata de hecho,
de la tnica combinacién posible compatible con las identidades de Bianchi. Al mismo tiempo, de Sitter encontré
otra solucién a las ecuaciones de campo que no era estdtica y que incorporaba la constante cosmolégica pero era
completamte anti-Machiana, al no contener materia, iinicamente el término A.

Posteriormente, Friedmann y Lemaitre encontraron otras soluciones no estaticas a las ecuaciones de Einstein.
Estas soluciones tardaron en ser aceptadas, ya que no fue hasta 1929 cuando se acept6 que el universo es expansi-
vo (Hubble). Esto condujo a rechazar el término A, a excepcién de unos pocos autores, como Eddington, quien la
consider6 en sus coincidencias numerolégicas. No obstante, su consideracién resolvia el problema de la edad del
universo ya que, en aquella época, el pardmetro de Hubble era muy pequefio. Lemaitre consideraba que su uni-
verso comenzo en una gran explosién, seguida de una expansion decelerada debida a efectos gravitatorios hasta
alcanzar el radio de Einstein, momento éste en el que las fuerzas repulsivas debidas a una constante cosmolégica
“positiva” conducian al universo a una nueva fase expansiva, esta vez acelerada. De esta forma se conseguia re-
solver el problema de la edad del universo (fijada por la edad de las estrellas). Ya en la década de los 50, al tener
un mejor conocimiento de la estructura estelar y mejores datos observacionales sobre el pardmetro de Hubble, la
constante cosmolégica volvié ser descartada del plano tedrico, ya que no era necesaria para reconciliar las predic-
ciones tedricas con las observaciones. Afios mas tarde, en la década de los 60 y, otra vez a raiz de discordancias
observacionales, esta vez debido al alto desplazamiento al rojo observado en los quésares, volvio a ser tenida en
cuenta y descartada posteriormente en cuanto se mejoraron dichas observaciones.

Sin embargo, Zeldovich [51] puso de manifiesto su importancia al considerar las posibles contribuciones de la
densidad de energia del vacio. Curiosamente, parte de los trabajos de Dirac y Eddington y, mediante relaciones
dimensionales entre maginitudes cosmolégicas y constantes de la fisica de particulas, llega a establecer la relacién
entre la constante cosmoldgica y las particulas elementales, A ~ G?m®/h*, siendo m la masa del protén, solo que
aqui no varia ninguna de las constantes (recordar que [A] = L~2). De esta forma concluye que no es posible descar-
tar el término A, ya que éste es distinto de cero. En el contexto de la teoria cudntica de campos [52], una constante
cosmoldgica corresponde a la densidad de energia del vacio y el valor de A corresponde a una pequeiiisima den-
sidad de energfa. Con el desarrollo del concepto de simetrias, en el modelo estdndar de Fisica de particulas, la
idea de expansion y enfriamiento del universo viene acompafiada de una serie de transiciones de fase. Cada una
de estas transiciones de fase tiene un calor latente, que aparece como contribucién a A(t) (i.e., a una constante
cosmoldgica “dindmica”) o energia oscura [53]. El decrecimiento en valor de esta densidad de energia oscura en
cada transicién de fase, es mucho mayor que el valor aceptado dentro de la cosmologia relativista. Esta nueva
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concepcidén, condujo de forma natural a la creacién de los modelos inflacionarios, donde el universo primitivo
estaba dominado por una densidad de energia modelada por un campo escalar ¢(t) cuyo potencial acttia como
A. De esta forma, en el contexto cosmoldgico, vemos que A ha vuelto a ser tenida en cuenta, esta vez gracias a la
Fisica de particulas. No obstante existe un problema, pues el valor observado de A es mucho menor que el teérico.
Existen diferentes argumentos teéricos que tratan de explicar esta dificultad, como pone de manifiesto Weinberg
en [54]. Por ejemplo, en el contexto de la cosmologia cuantica, Sato y colaboradores [55] demuestran que A necesa-
riamente debe variar con el tiempo. Con esta argumentaciéon en mente, Chen y Wu [56], mediante consideraciones
dimensionales, determinan que la constante cosmoldgica debe seguir la ley, A ~ R~2, siendo R el radio del uni-
verso. La forma maés sencilla de aliviar la discrepancia teérico-observacional de la costante cosmolégica, ha sido
por tanto, considerarla como una funcién variable decreciente en el tiempo (ver por ejemplo [57], [58], [59] y un
reciente sumario debido a Padmanabhan [60]).

Ao largo de los tltimos afios hemos ido desarrollando varios modelos cosmolégicos con los que poder explicar
la posible variacién de las constantes fisicas universales, principalmente G, ¢ y A. Resumimos a continuacién los
principales resultados y diferencias con respecto a los modelos antes expuestos.

Consideramos, en una primera aproximacioén al problema [61]-[62] y [63], al igual que Albrecht, Magueijo y
Barrow, que la variacién de ¢ no afecta al tensor de curvatura y que, por tanto, las ecuaciones de Friedmann
contintian siendo validas. Sin embargo, nosotros no imponemos condiciones de partida sobre el comportamiento
de ninguna de las constantes y, sobre todo, en vez de deducir las ecuaciones dindmicas para las constantes a través
de las propias ecuaciones de Friedmann, las obtenemos mediante la identidad de Bianchi

O@—;gﬁ)J:O:(iﬁth+AOMOJ. (122)

A partir de esta ecuacién y junto con el principio de conservacién (Ti’]”) = 0 - de otra forma estarfamos
incorporando procesos de creacién de materia- deducimos las ecuaciones de campo con las que determinamos el
comportamiento de las “constantes”. No obstante, entendemos que el enfoque adoptado es fenomenolégico, ya
que no disponemos de una aproximacién variacional. Por lo tanto, considerando que la parte material est4 descrita

por un fluido perfecto (p = yp), nuestras ecuaciones de campo resultantes son

3H? = 87;—2Gp + Ac?, (1.23)

2H' +3H? = —% p+ AP, (1.24)

' +3(y+1)pH =0, (1.25)
A LGy (1.26)

870G ' G e

Vemos que la ecuacién (1.20) es deducida a partir de las Ecs. (1.23 y 1.24), mientras que nuestras ecuaciones
(1.25 y 1.26) han sido deducidas de la Ec. (1.22). De igual forma resaltamos que, mientras que AMB obtienen una
1
mos procesos de creacién de materia). Nuestro enfoque posee ademds otra ventaja ya que, teniendo en cuenta la
identidad de Bianchi, podemos trabajar con modelos anisétropos, mientras que el método de AMB tinicamente se
limita a modelos tipo FRW.

. /] . . /] .
ecuacioén del tipo (Ti’]’?) # 0 (Ec.1.20), en nuestro caso hemos impuesto la condicién (T'”) = 0 (no considera-

Si, por ejemplo, adoptamos la siguiente ecuacion de estado para la densidad de energia, p = a6*, entonces
podemos calcular la posible variaciéon de otras constantes, como la de Planck. De esta forma, las ecuaciones de
conservacion (1.25 y 1.26) quedan ahora

0’ d 1507w G
4— 3|+ = NWVH=0=—-——"———__— — 44—, 1.27
5 3[C+h}+3(v+ JH=0 sraGKg o T4 (1.27)
Teniendo en cuenta el formalismo THep ideado por Lightman y Lee (62 =€) =Yg = %) , somos capaces de

deducir también el comportamiento de las constantes electromagnéticas, llegando asi a las siguientes relaciones

4-6(7+1) 2-3(9+1) -4 1—y 2 _8 5
G~ t 3040 o~ t 304D A ~ 1300 i~ 0D | i ~ $304T) ezgaz ~ 130+, (1.28)
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mientras que
2 2y 3(1-37)

f o t30 M, o~ 172, kg ~ £, g Vs b T (1.29)
De esta forma, si fijamos la ecuacién de estado v = 0 (modelo con predominio de materia), entonces vemos que
obtenemos los mismos resultados que Petit (Ec. 1.19) y AMB (Ec. 1.21), pero sin necesidad de imponer, de ante-
mano, ninguna restriccion sobre el comportamiento de c. Ademds, se verifica la relacién G/c? = const. Recalcamos
el hecho de que al considerar la variaciéon de ¢, entonces G es decreciente, mientras que en los modelos en los que
¢ no varia, G es creciente (ver Ec. 1.17).

Sin embargo, con estas hipdtesis no somos capaces de resolver el problema de la entropia del universo, que
3(1-3y)

continda siendo constante, s o ¢ = const. Para resolver este problema podemos considerar, por ejemplo,
hipétesis suplementarias, como son los procesos de creacién adiabatica de materia, o los fluidos viscosos [61]-
[62] y [63]. Si, por ejemplo, consideramos procesos de creacion de materia, entonces existe otra presién adicional
definida por la expresién

__|ptP —
Pe = [BnH } , ¢ =23pnH, (1.30)
de manera que la ecuacién de conservaciéon (1.25) queda ahora de la siguiente manera
/ f' ¥ —3(y+1)(1-B)
P +3(r+ 1)97 =(r+e, = p=Ayf - (1.31)

Rehaciendo todos los célculos, obtenemos

2(1-9) (1-9) 5-6 —4 2 4-25 6 _3
Gt &, e b i t3F, A~ EFT, 0 ~ t2, f o~ t5T, kg ~ t 5T, a Vi~ eI, (1.32)

siendo 6 = 3(y +1)(1 — B) — 1. El caso con un fluido viscoso es andlogo.

Sabemos que el comportamiento de la constante de Planck /1 ha sido deducido a través de la imposiciéon de
una determinada ecuacién de estado, y que en el enfoque fenomenolégico llevado a cabo, hemos extrapolado los
resultados a otras ecuaciones de estado. Para determinar su comportamiento en otro marco teérico, consideramos
ahora el de la cosmologia cuantica, donde aparece de forma natural al cuantizar las ecuaciones de campo. Con
tal propésito consideramos la ecuacién de Wheeler-DeWitt [64] que nos permite dedudir el comportamiento de
las constantes G, c, 1 y A. Considerando un modelo FRW para un fluido perfecto, la ecuacién de Wheeler-DeWitt
resulta H1,b =0, ie.,

az 97T2C6f2 Afz 87'(G s
L’fz_ 412 G2 (k_ 3 " aa M 7)}1/’:0’ (1.33)

obteniendo el siguiente comportamiento
Go f17%, o f179/2 hoc f60/2 Ao f72, (1.34)

donde x = 37 + 2; ademds se observa que G/ ¢ = B, siendo B = const. En este caso, las constantes dependen
del radio del universo f, ya que f no es una magnitud dentro de la teoria. Vemos que hemos obtenido A o« f~2
como [55] y [56]. Con estos resultados, calculamos la probabilidad de que el universo haya surgido de la nada,

|< FRW(fy)|nada >|* = P, resultando

P = exp {—; /Of0 \/2myp [V(f’)}df’} , (1.35)

2 2
donde, V(f) = 94%Jd (k _ % _ SHGAryf—l—}y) '

3¢t
Mientras que el método para calcular los anteriores resultados estaba basado tinicamente en consideraciones
dimensionales (ya que trabajamos en medios homogéneos e isétropos, FRW), nos preguntamos si utilizando otras
técnicas de calculo, podriamos obtener mds soluciones. Para ello utilizamos en [65] métodos de similaridad, un
método ampliamente utilizado en ecuaciones en derivadas parciales, que nos permitiera reducir el ntiimero de
variables que aparecen en nuestras ecuaciones de campo. Por ejemplo, si consideramos un fluido viscoso con G, c,
y A variables, entonces la ecuacion a estudiar es [65]

A 4 G/ /
s —4op|, (1.36)

/ o STy
p +3(y+1)pH — 9%0°H e C
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es decir, se trata de una ecuacién diferencial ordinaria (ODE), pero con cinco variables. Si la viscosidad sigue una

=1
ley & ~ ksp°, entonces el método nos lleva a obtener los siguientes monomios: 711 = pkd*t5-1 y mp = Ac*#?,
con los que reducimos el ndmero de variables de la ecuacién de partida (1.36). Teniendo en cuenta el resto de las

ecuaciones de campo, llegamos a los siguientes resultados
cn X, G 0722 o 70 A ~ 72, f P, (1.37)

siendo b = ﬁ, y X, D € R (ver [65] para detalles). En el caso particular en que s = 1/2,i.e,, b = 2, entonces

se observa que se recobra la relacion: C% = const. Precisamente cuando el pardmetro de la viscosidad es s = 1/2,

vemos que éste resulta ser un valor importante dentro de la teorfa de los fluidos viscosos, ya que, tal y como de-
mostrabamos en [66] mediante el grupo de renormalizacién (en su versién desarrollada para el estudio asintético
de ecuaciones de evolucién no lineales), las ecuaciones de un modelo FRW viscoso (teorfa causal completa) son
invariantes bajo transformaciones de escala si s = 1/2. Estudiando el comportamiento asintético, mostrdbamos
que el modelo tendia hacia un modelo plano tipo FRW, pero sin viscosidad, i.e., la solucién tiende hacia el punto
fijo de las ecuaciones del grupo de renormalizacién.

El hecho de poder estudiar una ODE mediante técnicas de similaridad (un caso particular de simetrias de
escala), nos indica que pueden existir mds simetrias y, por tanto, a través de éstas podemos obtener mas soluciones.
Por ello en [67] y [68] iniciamos el estudio de modelos cosmolégicos con constantes variables (G, c y A) mediante el
empleo de grupos de Lie. Las ecuaciones de campo (1.23-1.26) pueden ser combinadas para dar lugar a la siguiente

ODE de segundo orden
?

n_Pp G
="—4+ A= 1.38
Y 0 +AZ0% (1.38)
siendo 1277 (7 +1)* = A. Estudiando las simetrias, X = &(t,0)d; + 11(t,0)9p, que admite (1.38), encontrdbamos
que

é(t,p) = —2et+a, n(tp)=(bt+4d)p, (1.39)

siendo a,b,d, e € R, constantes numéricas, junto con la condicién de integracién

G ¢ bt+d—4e
— =2+ . (1.40)
G c 2et —a
Las diferentes soluciones que encontramos vienen en funcién de los posibles valores de las constantes numéri-
casa,b,d,e.Siporejemplo, b =0y d—4e =0, lo que corresponde a una simetria de escala, entonces encontramos
la siguiente solucién

2
G=Got %, c=cot™, A=At 27, f= (A1), p=pt? (1.41)
verificindose la condicién de integrabilidad

!/ /

= =25 == Sl = const, (1.42)

G c c?
y siendo a = HL/\' con A = Ag/87mBp, € R*. Por tanto, demostrabamos que el enfoque dimensional realizado era
correcto, ya que una de las soluciones obtenidas, la simetria de escala, coincidia con ella. De igual forma, hacfamos
ver que esta solucién coincidia con la autosimilar y que otra de las soluciones, que obteniamos a través de otra
simetria, coincidia con la cinemaética autosimilar.

En trabajos posteriores [69] y [70] consideramos el mismo modelo cosmolégico, pero esta vez rebajando las

hipétesis de partida, de tal forma que la variacién de c si afecta al tensor de curvatura y, por tanto, habra modifi-
caciones en las ecuaciones de Einstein, resultando éstas de la siguiente forma

! Kc? 8nG
2H' — 25 H + 3H? + f—cz = - p+ AL, (143)
Kz 8nG 1

G’ b A/C4
/ — (2 1= _
p'+3(w+1)pH = (G 4 )p et (1.45)

C
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Llevando a cabo un &nalisis similar al anterior, combinando las ecuaciones de campo (1.43-1.45), obtenemos la
siguiente ODE

2 / 2
" e Kc G,
= — —2—p+A5p%, 1.46
Y A L (1.46)
donde A = 127 (v + 1)2 > 0, y K representa la curvatura del 3-espacio. Si K = 0, entonces las simetrias de la Ec.
(1.46) son: ¢ = at + b, 1 = —2ap, con las siguientes condiciones de integrabilidad
2 ! ! !
y C ac G c G

¢ c at+b’ G ¢’ = 2 T const (1.47)

siendo a y b constantes numéricas. La soluciéon encontrada en el caso, b = 0, (simetria de escala) es la siguiente
C(t) — Kthl’ G — K%tzK], ,0 ~ tfz’ A~ t72(1+K])/ f — f0t2/3(’y+1)’ (148)

donde K; € (—1,0). De esta forma demostrdbamos que, si consideramos los efectos de la variacién de c en el
tensor de curvatura, el resultado desde el punto de vista cualitativo, era el mismo que en el caso de considerar la
hipétesis contraria (caso anterior).

El estudio de la radiacién césmica de fondo nos indica que el universo no es del todo isétropo [71] y que, por
tanto, el modelo geométrico del modelo estandar, i.e., el FRW no es el més adecuado, ya que éste es isétropo. Ello
nos llevé a considerar modelos homogéneos pero anisétropos, como los modelos LRS Bianchi I [72] y [73] donde
G, cy A son funciones variables en el tiempo. Aunque los calculos y los resultados eran correctos, hoy sabemos
que las conclusiones no lo son, ya que las constantes varian si A < 0.

Mientras que los modelos con G y A variables se pueden deducir a partir de formulaciones variacionales, tal
y como veremos en el tercer capitulo de esta Tesis, los modelos que ademads permiten la variacién de la velocidad
de la luz no han sido formulados a partir de ningtin principio de minima accién. Simplemente, en el enfoque
fenomenologico expuesto, se ha introducido ad hoc tal variacion, reemplazando ¢ por c(t) en las ecuaciones de
campo Y, considerando la identidad de Bianchi, hemos podido deducir las ecuaciones dindmicas que gobiernan
la variacién de G, c y A. Tal y como ha puesto de manifiesto Ellis [74], al entrar ¢ en muchas de las ecuaciones
de la Fisica moderna, uno necesita considerar los efectos de la variacién de la velocidad de la luz sobre todas
las ecuaciones de la Fisica, no solo en un modelo cosmolégico. Aunque hoy estamos muy lejos de tener una
teoria basada en formulaciones lagrangianas que explique la variacién de ¢, creemos que el camino a seguir es
precisamente éste, i.e., el de construir una teorfa lagrangiano-hamiltoniana desde el principio y admitir inicamente
aquellas soluciones derivadas del principio de minima accién (a la Brans-Dicke) sin perder de vista los hechos
experimentales, ya que éstos estdn en la raiz de la Fisica, mas que el puro formalismo. En la actualidad contamos
con multitud de evidencias experimentales que podrian apoyar la idea de una pequefia variacién de las constantes,
tal y como veremos en la siguiente seccion.

Por ello, en esta Tesis, estudiaremos principalmente modelos cosmolégicos en los que G y A varien. Por ejem-
plo, en [75] y [76] estudidbamos, en el contexto de modelos viscosos con simetrias tipo FRW, i.e., modelos homo-
géneos e isétropos, cémo varian G y A. Mientras que en [75] partiamos de una ecuacién de estado muy restrictiva,
IT ~ p ~ p,ie., quela presién viscosa I1 varfa de forma proporcional a la densidad de energia, en [76] imponiamos
la condicién A ~ H (siendo H, la funcién de Hubble). En ambos trabajos llegdbamos a la conclusién de que A es
una funcién positiva y decreciente en el tiempo, mientras que G es creciente, pero de forma asintética llega a un
valor constante.

1.2. Valores y limites observacionales

Mientras que en el primer congreso sobre constantes fisicas celebrado en 1983 todas las comunicaciones hacfan
referencia a propuestas tedricas, en los tltimos afos, y a raiz de los avances observacionales, en el tltimo congreso,
JENAM 2010 [77], la mayor parte de las comunicaciones presentadas versaban sobre aspectos observacionales, en
especial sobre la variacién de «, reflejando de esta manera, la evolucion de este campo.

En esta seccién tinicamente mencionaremos algunos de los estudios observacionales referentes a la variacién de
Gy A, que durante los tltimos afios se han llevado a cabo, encontrando en los trabajos [5]-[9] algunas referencias
hasta el afio 1990. En particular, Uzan [78] recoge en su trabajo de forma detallada y pormenorizada, los tltimos
estudios que se estan llevando a cabo sobre la variacién de las constantes.
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1.2.1. La constante gravitatoria

Si G varia, entonces sus efectos afectaran al movimiento de los cuerpos, tales como planetas y pulsares binarios.
De igual forma, dicha variacién, afectard a la estructura estelar.

Limites provenientes de la mecdnica celeste. La medida de la distancia entre Marte y la Tierra se ha podido medir
con precisién gracias a las misiones que se han realizado, nos referimos a, Viking landers a Mars (desde Julio 1976
a Julio 1982). Ajustando los pardmetros, mediante minimos cuadrados, se ha calculado el siguiente limite sobre la
variacién de G [79]: G'/G = (2 4+4) x 10~ 2yr—1.

De forma similar, midiendo la distancia entre la Tierra y la Luna se ha determinado la siguiente variacion:
G'/G = (0,14+10,4) x 10~ 2yr=1 [80] (1969 a 1990), G'/G = (14 8) x 10~ 12yr~! [81] (1970 a 1994). Analisis més
recientes llegan al siguiente resultado: G'/G = (44 9) x 10~ ¥yr~1 [82] (2004).

Piilsares binarios. El célculo del periodo, P, de la 6rbita de los ptlsares binarios proporciona un nuevo test de

. . . . . . . 3\ 1/2
la variacion de G. Si el periodo orbital viene expresado mediante la relacién, P = 27 (g—m) , donde, 4, es el

semi-eje mayor y m, es una masa, Nordvedt [83] demostré que la variacién de G, en un limite fenomenolégico

. . . o . / / . .
apropiado, esta relacionado con la variacién del periodo P’ /P ~ G'/G. De esta forma, mediante la observacién de
diferentes ptlsares se han llegado a establecer los siguientes limites sobre la variacién de G.

1. Observaciones del ptlsar binario Hulse-Taylor PSR 1913 + 16, realizadas por Damour et al. [84], concluyen
que la variacién de G es del orden: G’'/G ~ (1,0 +£2,3) x 10~ !'yr~1, mientras que afios mds tarde, Damour
et al [85], estiman de nuevo que: G'/G ~ (1,10 £1,07) x 10~ 1yr—1

2. Otras observaciones, en este caso del pulsar PSR B1913 + 16, llevadas a cabo por Bisnovatyi-Kogan [56]
concluyen con la siguiente estimacién: G'/G ~ —0,6 +2 x 10~ '2yr~1. Kaspi et al. [87], realizan sus obser-
vaciones en dos prilsares, concluyendo que: G'/G ~ (4 +5) x 10712yr~1, para el pulsar PSR B1913 + 16,
mientras que: G’ /G ~ (—9 4 18) x 10~ !2yr~!, para el pulsar PSR B1855 + 09

3. Verbiest et al. [88] analizan el pulsar PSR J0437-4715 con datos tomados durante 10 afios. Con una confianza
del 95 %, concluyen que: |G'/G| < 23 x 10~12yr~1, resultando ser este estudio uno de los mas precisos de
los llevados a cabo hasta la fecha

Dindmica estelar. La gravedad juega un papel esencial en la estructura y equilibrio hidrodindmico en el interior
de las estrellas. Tal y como expusimos en la anterior seccién, la mayor parte de las objeciones hechas a la hipétesis
de Dirac provienen de esta teorfa. La variaciéon de G afectard a la luminosidad de las estrellas, lo que indica,
por ejemplo, que se quema el hidrégeno a un ritmo mayor del estimado y, por lo tanto, producird cambios en la
estructura interna de las estrellas. A continuacién enumeraremos algunos de los estudios que se estan realizando
y que determinan ciertos limites en la variacién de G :

1. Estudios llevados a cabo por Guenther et al. [89] mediante helio-sismologia, establecen un ritmo de cambio
para G del orden: G’ /G < 1,6 x 10~12yr~1, siendo esta variacién consistente con otras observaciones

2. Puesto que las enanas blancas son estrellas mas viejas que el Sol (~ 10 Gyr), su estudio proporcionard mejores
limites sobre la variacién de G a escalas césmicas. A través de la relacion obtenida por Chandrasekhar, M ~
G3/ 2m;2, la variacion de G reflejard cambios en su estructura y evolucién, de tal forma que podria afectar

a su ritmo de enfriamiento. Biesiada y Malec [90] establecen el siguiente limite: |G'/G| < 4,10 x 10~ !yr~1.

Otros estudios llevados a cabo por Bennvenuto et al. [91] concluyen que si G’ < 0, entonces, —2,5 x 10~ 10yr~1 <
G'/G < 0, mientras que si G’ > 0, entonces, 0 < G'/G < 4,0 x 10_11yr_1.

Garcia-Berro et al. [92], mediante el estudio de la luminosidad, establecen en 1995 que: G'/G < — (1 £1) x
10~ yr~!, mientras que en (2011), mediante estudios numéricos, concluyen que: G’/ G ~ — (1,8) x 10~ 12yr~!

3. La masa de Chandrasekhar, My, establece una escala de masas para la evolucién de estrellas masivas, in-
cluyendo la formacién de estrellas de neutrones (limite de Oppenheimer-Volkoff) en el interior de las su-
pernovas. Mediciones realizadas por Thorsett [93] sobre masas de estrellas de neutrones, establecen el si-
guiente limite sobre la variacién de G: G’ /G = (—0,6 £2,0) x 10~2yr~! (a un nivel de confianza del 68 %) o
G'/G = (—0,6+4,2) x 10~2yr~! (a un nivel de confianza del 95 %)

Jofré et al. [94] estudian como la variacién de G produce cambios en el equilibrio hidrodindmico de las
estrellas de neutrones. Estos cambios producen alteraciones en la temperatura de la superficie de la estrellas
y, mediante observaciones en el ultravioleta, estiman que: G'/G=4x 10’10yr’1
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4. De forma similar, se han utilizado observaciones de supernovas tipo la [95] para establecer limites superiores
a la variacién de G. A partir de la férmula de Chandrasekhar, se infiere que la variacién de G también puede
afectar a la relacién luminosidad-distancia, siendo estos efectos menores que los producidos sobre las masas
de las estrellas. En un despalzamiento al rojo, z =~ 0,5, Gaztafiaga et al. [96] concluyen que: G’/ G < 10~ yr~!

5. Por tltimo consideraremos el trabajo de Degl’'Innocenti et al. [97], quienes establecen la siguiente acotacién
para la variaciéon de G : —35 x 10_12yr_1 < G/G<T7x 10_12yr_1, estudiando las masas de las estrellas
en los cimulos globulares. Afirman que el limite superior coincide con los obtenidos mediante estudios de
mecdnica celeste

Limites cosmoldgicos. Otros estudios basados en la radiacion de fondo (CMBR) y la formacién de elementos en el
universo primitivo (BBN) y la combinacién de ambos han sido llevados a cabo por muchos autores. Por ejemplo,
un cambio de G produce un cambio de H (el pardmetro de Hubble), H~! ~ G~1/2y, por tanto, produce un cambio
en el radio del horizonte. De esta forma, un incremento en G produce un desplazamiento en la posicién de los
picos del espectro (aumentandolos). De igual forma, la variaciéon de G afecta al ritmo de expansién del universo y
al de formacién de elementos: si G es creciente, este ritmo aumentard, mientras que si G decrece, entonces el ritmo
disminuird. Martins et al. [98], establecen la relacion que existe entre la variacién de G y la constante de estructura
fina @ mediante el estudio de las anisotropias de la radiacién césmica de fondo. Umezu et al. [99] combinan el
estudio de la radiacién cédsmica de fondo con el de formacién de elementos para determinar limites en la variaciéon
de G.

Al ser nuestro proposito, determinar de forma tedrica como varia G (G'/G = H), entonces para contrastar
nuestros resultados con los experimentales, necesitaremos conocer una buena estimacién del pardmetro de Hub-
ble. Claramente, esta estimacién solo es vélida para valores bajos del desplazamiento al rojo, ya que tinicamente
para este rango de mediciones, el valor medio del pardmetro de Hubble, (H), es vélido. En esta Tesis utilizaremos
el valor dado por Tegmark et al. [100]

to = 14,1750 x 10%yr = 141730Gyr,  (H) =7,0671378 x 10 yr 1,

indicando que si consideramos otro valor, por ejemplo, el dado por Zhang et al. [101], t = 16,31”%3 x 10%yr,

entonces se obtiene (H) = 7,0921986 x 10’11yr’1, es decir, los resultados son muy sensibles al valor de (H)
considerado.

1.2.2. La constante cosmolégica

Evidencias de A > 0. Desde el punto de vista observacional, el considerar A > 0 proviene del estudio de la
aceleraciéon del universo [95] (SN Ia):

a//

_ 1 3 3(1+w)
2 (QM(1+Z) + (14 3w)Qpe(1 +2) )>o, (1.49)

donde w representa el pardmetro de la ecuacion de estado de la energia oscura, w = ppre/ppp, QM representa
la densidad de masa y Qpg la densidad de la energia oscura. Las mediciones de SN 1Ia indican que el universo
actual se estd acelerando, por lo que dicha aceleracién debe producirse por la energia oscura con presiéon negativa
(w < 0). Desde el punto de vista teérico, vemos que

Y ai=1, (1.50)
siendo (); = 87Gp,/3H}, el pardmetro de densidad de la i-th componente de energa, p;. El pardmetro de curvatura
se define como, Qg = —k/a?H3. Las observaciones nos indican que la densidad de materia es mucho menor

que la densidad critica, Oy < 1, y que el pardmetro de curvatura es préximo a cero i.e. Qg ~ 0 (vivimos en
un universo plano). Podemos por tanto, concluir que el universo actual estd dominado por una energia oscura
Qpe=1—Qp— Qg > 0.

Supernova y A’. El limite actual sobre la ecuacion de estado de la energia oscura, obtenido a través de observa-
ciones de supernovas (580 supernovae) es |w — 1| < 0,07 [102]. Futuras observaciones con un alto desplazamiento
al rojo supernovae/galaxias/clusters/BAO podrian poner un nuevo limite para w, rebajandolo a |w — 1| < 0,01.
La magnitud de la variacién con respecto al tiempo de densidad de energfa oscura, se desprende inmediatamente
de la ecuacién de movimiento: .

PDE _ _3(1 4 w)H. (151)
PDE
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1.3. Quo Animo

Como indicamos en la primera seccién de este capitulo, la mayoria de los trabajos efectuados sobre la varia-
cién de las distintas constantes, lo han hecho sobre la hipétesis de homogeneidad e isotropia de la geometria del
espacio-tiempo, i.e., considerando tinicamente modelos tipo FRW.

Por lo tanto, el objetivo de la Tesis es estudiar la variacion de las “constantes” fisicas universales G y A con
respecto al tiempo cosmoldgico, en modelos homogéneos pero anisétropos, i.e., los denominados modelos de
Bianchi, junto con el modelo Kantowski-Sachs. Estudiaremos dicha variacién dentro del marco teérico de varias
teorfas gravitatorias, como son: la Relatividad General, convenientemente modificada, los modelos quintaesencia
y diversas teorias tenso-escalares. El estudiar no solo diversos modelos Bianchi, sino distintas teorfas gravitato-
rias, nos permitird comparar los resultados obtenidos. Del conjunto de soluciones que podemos obtener de las
ecuaciones de campo planteadas nos centraremos, tinicamente, en las soluciones autosimilares, ya que este tipo
de soluciones, corresponden a puntos de equilibrio (desde el punto de vista de los sistemas dindmicos), jugando
de esta forma un papel predominante en la dindmica de los modelos cosmolégicos tipo Bianchi. De igual forma,
tal y como veremos, este tipo de soluciones describe comportamientos asint6ticos de soluciones més complejas.
Ademas, al ser las soluciones de tipo potencias, nos permitird comparar las diferentes soluciones obtenidas para
cada uno de los casos estudiados. Ponemos especial énfasis en el estudio de la isotropizacién de las soluciones
obtenidas, de manera que podremos descartar, por no ajustarse a los valores observacionales, aquéllas que no
isotropicen, es decir, cuando los valores de los pardmetros de anisotropia no son pequefios.

El esquema que vamos a seguir en esta Tesis es el siguiente.

En el segundo capitulo, comenzamos describiendo los modelos Bianchi y los principales métodos para el estu-
dio de la isotropizacién de las soluciones. Una vez descritos los ingredientes geométricos, pasaremos a explicar los
métodos matematicos utilizados para el estudio de los diferentes modelos teéricos considerados. En primer lugar,
las soluciones autosimilares con las que obtendremos restricciones sobre la parte geométrica de los diversos mode-
los y, en segundo lugar, las colineaciones de materia, con los que obtendremos restricciones sobre las componentes
de materia de cada uno de dichos modelos. Como con el método de las colineaciones de materia encontramos cier-
tas limitaciones y las ecuaciones bajo estudio contienen varias magnitudes, entonces, con el método de los grupos
de Lie seremos capaces de determinar el comportamiento exacto de cada una de ellas. Estos métodos matemaéticos
nos permitiran enunciar y demostrar teoremas sobre el comportamiento de cada una de las magnitudes, poniendo
asf especial interés en aspectos formales de las teorias consideradas, asi como en el de encontrar soluciones exactas
para cada uno de los modelos.

El tercer capitulo estd dedicado a describir los diferentes modelos gravitatorios contemplados en esta Tesis.

» La primera de las teorfas consideradas es la Relatividad General. Comenzamos describiendo como funcionan
los métodos de las colineaciones de materia y los grupos de Lie, y como éstos nos pueden ayudar a determi-
nar ecuaciones de estado, por ejemplo, en fluidos viscosos. En segundo lugar, modificaremos las ecuaciones
de campo, de forma que esta teoria pueda describir la posible variacién de las constantes G y A y obtendre-
mos la forma que deben seguir cada una de las magnitudes en el marco de las soluciones autosimilares

= Modelos escalares: De manera sistematica, estudiamos la forma que puede adquirir el campo escalar ¢ y
su potencial V (¢), en el marco de las soluciones autosimilares. Estos modelos describen de forma natural la
variacién de A, y por tanto, para adecuar la variacién de G, deberemos introducir modificaciones en las ecua-
ciones de campo y establecer la nueva dependencia funcional de cada una de las magnitudes. Estudiamos,
al mismo tiempo, modelos escalares con y sin interaccién con un fluido perfecto, asi como sus respectivas
modificaciones que permitan que G varfe. Al igual que en los casos anteriormente estudiados, establece-
remos teoremas que describan el comportamiento de cada una de las magnitudes. Todos los teoremas son
absolutamente genéricos, i.e., validos para cualquier modelo Bianchi

» En tercer lugar estudiaremos diferentes modelos tenso-escalares. Debido a que existen diversas formas de
introducir A en las ecuaciones de campo, se hace necesario estudiar por separado cada uno de estos modelos.
El método seguido es idéntico al desarrollado en las anteriores secciones. Mediante el estudio de las colinea-
ciones de materia y los grupos de Lie, determinaremos el comportamiento de cada una de las magnitudes,
en el contexto, claro estd, de las soluciones autosimilares. Del estudio del modelo general, deduciremos tres
casos particulares: el de gravedad inducida, un modelo tipo Brans-Dicke con potencial y otro escalar donde
G es constante y describe un modelo fantasma (phantom model) sin necesidad de tener una energfa cinética
negativa. Considerando modelos mds generales, como las denominadas teorias f(R, ¢), demostramos que
existen soluciones tipo power-law para tales teorias. De igual forma demostramos que para el caso particular
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f(R) no existen soluciones ni tipo power-law ni autosimilares, de esta forma no estudiaremos en esta Tesis
este tipo de modelos

= Para terminar, estudiaremos otras teorias tenso-escalares que también permiten la variaciéon de G y A. En
primer lugar, estudiaremos el modelo de gravedad conforme y, en segundo lugar, el modelo de Barber (un
modelo derivado de la teoria de Brans-Dicke)

En los capitulos 4-8 estudiaremos los modelos Bianchi que admiten soluciones autosimilares. Al no existir
soluciones de este tipo para los modelos Bianchi IV y VIII, dichas geometrias han sido excluidas de esta Tesis.
Siguiendo el plan trazado en el tercer capitulo, el modelo Bianchi I es estudiado en el capitulo 4. El esquema de
trabajo en todos los capitulos es el mismo. Comenzamos deduciendo la métrica y calculando el campo homotético
asociado. Bajo las restricciones obtenidas, calculamos los parametros de anisotropia, pasando asf a calcular las
soluciones exactas a cada uno de los modelos tedricos expuestos en el tercer capitulo. De esta forma, hemos sido
capaces de encontrar nuevas soluciones en algunos de los modelos Bianchi estudiados. En el quinto capitulo
estudiamos los modelos Bianchi II, mientras que el sexto capitulo estd dedicado al estudio de los modelos Bianchi
III y VI, (incluido el VI). En el séptimo capitulo hemos incluido las geometrias Bianchi V, VII; y IX. La razén
de estudiar estos tres modelos de forma conjunta, tal y como veremos, ha sido que las soluciones autosimilares
obtenidas son is6tropas (se trata de casos particulares de los modelos FRW). En el octavo capitulo, estudiamos el
modelo Kantowski-Sachs, analizando mads a fondo los modelos tenso-escalares camaleén y gravedad inducida.

En el noveno capitulo esbozaremos algunas de las propuestas para trabajos futuros. En primer lugar, plan-
teamos las dificulades con las que nos encontramos al estudiar, mediante sistemas dindmicos, los modelos con
constantes variables. En segundo lugar, demostramos que las teorias de cuerdas admiten soluciones autosimi-
lares. De esta forma, creemos que este tipo de modelos puede describir, mediante su adecuada modificacién, la
variacién de las constantes y, por tltimo, estudiamos modelos de branas. Demostramos que este tipo de modelos
no admite soluciones autosimilares; sin embargo, si de forma fenomenolégica modificamos el modelo para que las
constantes puedan variar, demostramos que si existen soluciones autosimilares. No obstante, indicamos que quiza
otros enfoques sean mas adecuados.

El décimo capitulo estd dedicado a las conclusiones obtenidas a lo largo de toda la Tesis.

Hemos afiadido un apéndice donde describimos cémo estudiar, mediante grupos de Lie, la variaciéon de G y
A, en el modelo especifico de la Relatividad General (modificada) para la geometria Bianchi L.
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2.1. Modelos de Bianchi

Alo largo de esta Tesis consideraremos que (M, g), variedad diferenciable (conexa, Hausdorff, 4-dimensional)
es un espacio-tiempo dotado de una métrica tipo Lorentz g de signatura (—,+, +, +).
Consideramos el espacio (M, g) . Definimos el grupo de isometrias [103] Isom(M) como

Isom(M) ={¢: M — M, ¢isometria}, (2.1)

donde decimos que ¢ es una isometria si ¢*g = g. Si consideramos el hecho de que un campo de Killing ¢;
(Lzg = 0) genera una isometria, entonces a cada ¢ le corresponde un elemento del dlgebra del grupo Isom(M). De
esta forma, el conjunto de campos de Killing forman un espacio vectorial de dimensioén finita isomorfo al dlgebra
del grupo Isom(M). Asi, decimos que un espacio es homogéneo, si para cada par de puntos p,q € M existe una
¢ € Isom(M), tal que ¢ (p) = gq. Sabiendo cémo se relacionan las simetrias, los grupos y las dlgebras, entonces
mostraremos cémo elegiendo un algebra podemos definir un espacio que posea estas propiedades de simetria el
cual, por construccién, serd simplemente transitivo.

El grupo de isometrias de una variedad es isomorfo a un grupo de Lie G y los campos de Killing satisfacen

la relacién {Ci, ¢ ]} = Ckl-]-é‘k, donde, Ckl-]-, son las constantes de estructura de G. Por tanto, los grupos de Lie pue-
den usarse para describir simetrias y, en particular, isometrias. Estudiando simetrias, es ttil considerar las bases
invariantes. Estas estdn formadas por campos vectoriales, X, cada uno de los cuales es invariante bajo G, i.e., la

derivada de Lie del campo con respecto a los campos de Killing es nula
8, Xj] =0. 2.2)

Esta base puede ser construida simplemente imponiendo esta relacién en un punto para un conjunto de campos
vectoriales independientemente elegidos y utilizando los campos de Killing, entonces extenderla a lo largo de toda
la variedad. La condicién de integrabilidad para este conjunto de ecuaciones diferenciales (ED) de primer orden
equivale a exigir que C’, sean las constantes de estructura de algtn grupo. Los campos invariantes, de hecho,
satisfacen la relaciéon

[Xi, Xj] = —C%X;. (2.3)

Denotando las formas duales de X; por w!, éstas deben satisfacer la siguiente relaciéon
1 ) )
dw* = ECkijw’ ANw. (2.4)

17
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Al ser los X; invariantes, entonces podemos expresar la métrica como sigue
ds? = gijw' ® W, (2.5)

para alguna g;;.

En cosmologia, estamos interesados principalmente en las hipersuperficies espaciales 3-dimensionales. Los
modelos de Bianchi son modelos cosmolégicos que poseen hipersuperficies espaciales homogéneas, es decir, in-
variantes bajo la accién de un grupo 3-dimensional. Consideraremos espacios-tiempo que pueden ser foliados
mediante hipersuperficies espaciales homogéneas S;, y por lo tanto M = R x 54, siendo R la variable temporal
y cada S; es etiquetada con una variable temporal. Si dimIsom(M) = 6, entonces S; serd un espacio transitivo
multiple, i.e., tipo FRW, si dimIsom(M) = 4, los espacios se denominan localmente rotacionales (LRS modelos
de Bianchi), mientras que si dimIsom(M) = 3, se denominan modelos de Bianchi, los cuales seran el objeto de
estudio de esta Tesis.

La clasificacion fue llevada a cabo por Bianchi en 1898 [104] quien clasific6 los grupos de Lie 3-paramétricos. Los
modelos de Bianchi son espacialmente homogéneos y, por tanto, tienen un grupo de isometrias Gz, 3-dimensional
actuando de forma simplemente transitiva sobre las hipersuperficies espaciales. Los modelos de Bianchi pueden
ser construidos de diferentes formas. Estos modelos estan basados sobre las propiedades de una tétrada {e;} que

conmutan con la base de los vectores de Killing {C ]-} , los cuales generan el grupo de simetrias

[ei ;] = 0. (2.6)

Aqui hemos tenido en cuenta el hecho de que para los modelos homogéneos, existe una foliacién preferente
del espacio-tiempo 4-dimensional en un producto de un espacio-tiempo con un Killing temporal y un grupo G3
3-dimensional de isometrias actuando de forma simplemente transitiva sobre las hipersuperficies espaciales, tales
que el Killing temporal conmuta con los campos de Killing con carécter espacial. Consideraremos que los campos
temporales son paralelos a la normal de las superficies de homogeneidad. En general, las constantes de estructura
de los grupos de simetrias de estas superficies de tiempo constante, son dependientes del tiempo [105]-[106]. Sin
embargo, de (2.6) se sigue que entre dos superficies homogéneas las constantes de estructura se preservan median-
te transformaciones lineales. Uno es libre de mover la dependencia temporal entre las constantes de estructura y
las componentes métricas ajustando la evolucién temporal de las tétradas. Podemos elegir poner toda la variacién
temporal en las componentes espaciales de la métrica de la siguiente forma

ds? = —df* + 'ykl(t)(ef»‘(x)dxi)(e;(x)dxj), (2.7)
k.

ij
que el grupo de isometrias y conmuta con el campo unitario normal a las superficies de homogeneidad, ey: ey = 0;

donde, ef(x), son las 1—formas inversas a la tétrada espacial que tienen las mismas constantes de estructura C

ye = eﬂaj, tal que [e; ej] = C"ijek y [eo, e;] = 0. Este serd el enfoque que utilizaremos en los diversos capitulos
a lo largo de esta Tesis a la hora de construir las diferentes métricas. Otros enfoques estdn basados en el grupo
de automorfismos del grupo de simetrias [107]-[108], o en poner la dependencia temporal en las funciones de
conmutacion de las bases vectoriales [109].

Daremos ahora una pequefia resefia sobre la clasificacién de Bianchi de los distintos grupos Gs. La parte espa-
cial de las constantes de estructura, Ckl- j puede ser descompuesta en sus partes irreducibles como sigue

k Ik k k
siendo 1!/ simétrico. Las identidades de Jacobi pueden escribirse como sigue
n'a; = 0. (2.9)

Sin pérdida de generalidad, podemos elegir la tétrada como sigue, n;; = diag (1,12, 13), y fijar, a = (a,0,0), 1o
cual reduce las identidades de Jacobi a, n1a = 0. Esto nos permite clasificar los posibles grupos de Lie de la siguien-
te forma. Podemos hacer dos clasificaciones de acuardo a si 2 = 0 (Clase A) o no (Clase B). En la tabla adjunta 2.1
exponemos con mas detalle dicha clasificacién concerniente a los distintos tipos de Bianchi especificados por los
diferentes n'/. Esta clasificacion es independiente del enfoque que se haya seguido [110] (ver también [111]-[112] y

[113]).
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[Clase [Tipo [ my [np [n3 | a |
A I JoJo]o] 0o |[Ch=0
I [+]0]o0o] 0o [Ch,=1
Vp [0 [+ ][ -] 0 [Cly=m, C4=-m
VI [0 [+ [ +] 0 |[Cp=1 Cj3=-1
VIL [ - [+ [+ ] 0 clzfc;mfcglfl
X [+][+[+] 0 |Ch=C),=-C=1
B V|oJof[o]| + [Cly=m=C%
IV [o[0o]+] + |[Cy=CL=C=1
VI, [0 [+ -] + [Cly=m Ch=-n
I | 0 |+ [ —[nng|[Clya=m
VI, [0 |+ [+ ] + [C3,=h=C% C°,=-Cl3=1

Cuadro 2.1: Clasificacién de los modelos de Bianchi. Los modelos FRW son casos especiales de: Bianchi IX (ce-
rrado); Bianchi I y Bianchi VIIj (plano); Bianchi V y Bianchi VII;, (abierto). En el modelo VI, h = a?/nong < 0,
mientras que en el modelo VIIy, i = a?/nyn3 > 0. Se observa de igual forma que VI_; = IIL.

2.2. Medida de la anisotropia. Invariantes de curvatura

En esta Tesis estudiaremos modelos homogéneos pero anisétropos, ya que, tal y como indican las observaciones
recientes, el universo se expande de forma acelerada, donde dicha aceleracién estd gobernada por una constante
cosmoldgica positiva. De igual forma, se desprende de las observaciones que el universo puede ser “considerado”
como homogéneo e isétropo [114]. Asi, la mayor parte de los estudios teéricos llevados a cabo consideran tni-
camente geometrias tipo FRW (homogéneas e isétropas). Sin embargo, andlisis posteriores de la CMBR revelan
ciertas inconsistencias con respecto a la consideracion de “universo isétropo”, ya que dichos estudios han puesto
de manifiesto que el universo podria tener direcciones prefereridas, lo que implica que el universo no es del todo
isétropo [115]. Estudios mads recientes de WMADP, utilizando varias técnicas, concluyen de igual forma [116]. Moti-
vados por la asimetria observada a gran escala en la CMBR, Jaffe et al [117] han estudiado el modelo Bianchi VII,,
mostrando que este modelo explica las obsercaciones WMAP del primer afio. Posteriormente, han reanalizado
este modelo con los datos WMAP tercer afio, llegando a las mismas conclusiones [118]. De esta forma y, en base
a los datos observacionales de que disponemos, no podemos descartar el estudio de los modelos homogéneos y
anisotropos.

La cuestién sobre la isotropizacién de los modelos cosmoldgicos ha sido ampliamente estudiada a lo largo de
los dltimos afios, siendo Hoyle y Narlikar [119] los primeros en formular la denominada conjetura “sin pelo” (no-
hair conjecture), la cual podemos expresar de la siguiente manera: En presencia de una constante cosmoldgica positiva,
todos los modelos expansivos tenderdn hacia una solucion tipo de Sitter. Es decir, si consideramos una constante cosmo-
légica, independientemente de las condiciones iniciales, todos los modelos se volveran homogéneos e isétropos.
En la formulacién de dicha conjetura, no queda muy claro lo que los autores quieren decir con universo expansivo
y con tender hacia un estado de Sitter. No se aport6 prueba alguna de tal conjetura, encontrdndose contraejemplos
de modelos expansivos que recolapsan y que nunca tienden hacia una solucién tipo de Sitter [120]. Mas tarde,
Wald [121] dio una prueba de una versiéon simplificada de dicha conjetura, demostrando que todos los modelos
Bianchi, a excepcién del BIX, en presencia de una constante cosmolégica positiva de forma asintética muestran un
comportamiento tipo de Sitter. Wald considera que la constante cosmolégica es una constante verdadera y en su
demostracién, no hace uso de la identidad de Bianchi, por lo que dicha demostracién es independiente de la evo-
lucién dindmica de las fuentes de materia. Recientemente, Capoziello y de Ritis [122] han retomado el problema y
lo han extendido a un modelo tenso-escalar (particular) donde la constante cosmoldgica es considerada como una
variable mas del problema.

En esta seccién veremos cémo podemos estudiar el problema de la isotropizacién de los modelos considerando
tres criterios. Para ello empezamos definiendo la 4—velocidad de la siguiente manera: ut = (1,0,0,0), de tal forma
que se verifique, g(u',u’) = —1. De la definicién de la 4—velocidad, encontramos las siguientes definiciones; la
expansion

0 =u' (2.10)

y definimos la funcién de Hubble,
H= 6. (2.11)



20 CAPITULO 2. METODOS MATEMATICOS

Definimos el pardmetro de deceleracion g, de la siguiente menera

d (1

asi, decimos que el universo se acelera (solucién inflacionaria) si 4 < 0, mientras que si g > 0, entonces dieremos
que la solucién obtenida es deflacionaria.
El shear se define como

. 1
ij = U + ;) — gehij, (2.13)

siendo 4
l’li]' = &ij + uilj, U = ui;]'ll], (214)
el tensor de proyeccion y la aceleracién, respectivamente. A partir de la definicién del shear, definimos el shear al
cuadrado como .
o? = 5‘71701]'

Isotropizacién significa, en esencia, que para grandes escalas temporales, i.e., cuando ¢ es suficientemente gran-
de, y por lo tanto el volumen tiende a infinito, los factores de escala, crecen al mismo ritmo [123].

Para medir la anisotropia de un modelo contamos con los siguientes criterios. El primero consiste en definir el
pardmetro de anisotropia, .4, como sigue

202

T 3H
de forma que diremos que el modelo isotropiza si A — 0 (toma valores proximos a cero), lo cual es equivalente a
que el shear tienda a cero, i.e., a2 0, (ver [124]). El pardmetro de anisotropia es adimensional y mide la aniso-
tropia en el flujo de Hubble comparando el shear ¢ con la funcién de Hubble H. La anisotropia en la radiacién
césmica de fondo nos permite estimar el valor de ¢ en la época actual.

A (2.15)

Ejemplo 2.2.1 A modo de ejemplo, y para aclarar la notacion que utilizaremos a lo largo de la Tesis, consideramos una
métrica tipo Bianchi I (ver capitulo 4), i.e.,

ds?> = —dt* +a(t)*dx® + b(t)2dy? + d(t)2dz?,

donde a, b y d representan los factores de escala que tinicamente dependerdn de la funcién tiempo t. De esta manera, H y 02,
adquieren la siguiente forma

1/a VU & 1 1
H=-(=4+-—-+=)==Y H, 2= H? - Y H;H;
3<a+b+d) 3;1 7 3(12,1 ;jz;>
donde a’ = d‘;(tt) , etc. Diremos, por tanto, por definicién, que un modelo isotropiza si cada factor de escala, a/ f — const > 0,

b/f — const > 0yd/f — const > 0, cuando el volumen (v = abd) tiende a infinito, v — oo, siendo, f = v'/3, el factor
de escala medio. Entonces, redefiniendo las coordenadas, podemos hacer a/f — 1, b/f — 1,d/f — 1y la métrica serd
manifiestamente isétropa cuando t es suficientemente grande.

El segundo medio para medir la anisotropia de un modelo es a través de sus invariantes de curvatura (ver por
ejemplo [125, , ]y [128]). Consideraremos los siguientes invariantes, la curvatura de Ricci,

Iy = R}, (2.16)
el escalar de Krestchmann
L = RijklRijkl/ (2.17)
la contraccién completa del tensor de Ricci, )
I = R;jRY. (2.18)
el escalar de Weyl,
I = CC,, =1 — 2L + 113, (2.19)

3
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donde C4 es tensor de curvatura de Weyl, asi como los invariantes, tanto de la parte eléctrica como de la mag-
nética del tensor de Weyl [129], i.e.,

Iy = E,’jEij, Eij = Ciljkuluk, (2.20)

Is = HyHY,  Hj= 2e¥Cppuilul 221

5 — Mt 1]_§€il ef kU U (2.21)

Definimos el pardmetro de Weyl, W2 [129],

2 I3
W = A (2.22)
siendo una magnitud adimensional que mide la anisotropia intrinseca del campo gravitatorio [130]. Las observa-
ciones cosmoldgicas podrian, en principio, dar un limite superior a WW?, aunque obtener una cota a esta magnitud
estd, hoy por hoy, un poco lejos de las presentes observaciones.

Por tltimo, calcularemos la entropia gravitatoria. Desde el punto de vista termodindmico existen evidencias
que nos indican que la entropia del universo estd incrementando. El incremento de la entropia podria reflejarse en
el incremento de anisotropias locales y que, por tanto, el tensor de Weyl refleje este fenémeno. Penrose formulé una
conjetura en este sentido, la denominada conjetura del tensor de Weyl (WCC) [131]. Dicha hipétesis estd motivada
por la necesidad de tener una pequefia entropia en los primeros estadios de la evolucién del universo, cuando
su contenido de materia estaba en equilibrio termodindmico. Penrose argumenta que la limitacién de una baja
entropia es debida a la segunda ley de la termodindmica y que estd ligada al tensor de curvatura de Weyl.

Wainwright y Anderson [132] han expresado esta conjetura mediante el cociente entre los invariantes de Weyl
y Ricci

pob (2.23)
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El contenido fisico de esta conjetura es el siguiente. En los estados iniciales del universo, éste era homogéneo e
isétropo. Rothman y Anninos [133, 134] (ver también [135]) han puesto de manifiesto que las magnitudes P? y I
son “locales”, en contraste con lo que usualmente pensamos de la entropia. Gren y Hervik ([126, 127]) han introdu-
cido una magintud no-local la cual muestra un comportamiento mas prometedor. Esta magnitud estd definida en
términos del tensor de Weyl pero, “de forma no local”.

Para espacios-tiempo autosimilares, Pelavas y Lake ([136]) han puesto de manifiesto que la Ec. (2.23) no es
un candidato aceptable para definir la entropia gravitatoria a lo largo de trayectorias homotéticas de un espacio-
tiempo autosimilar. De hecho, tampoco lo es cualquier magnitud adimensional (ya que no varia con el tiempo).
Se demuestra que la derivada de Lie de cualquier escalar adimensional a lo largo de un campo homotético es
nula, y que por tanto, semejantes definiciones no son aceptables como definiciones de la entropia gravitatoria. Sin
embargo, Pelavas y Coley [137] han conjeturado que, puesto que los espacios-tiempo autosimilares representan
estados de equilibrio o estados asintéticos de equilibrio (desde el punto de vista de los sistemas dindmicos, ya
que describen propiedades asintéticas de modelos mds generales), la definicién y el caso en el que P? = const.,
sea quizd consistente, ya que la entropia no cambia en estos modelos de equilibrio, y quizd, en consecuencia, la
definicién dada para la entropia gravitatoria sea consistente. Tal y como veremos a lo largo de esta Tesis, W? y
P? serdn magitudes constantes, ya que al ser adimensionales, permanecen constantes a lo largo de trayectorias
homotéticas.

2.3. Simetrias de un tensor

Una simetria de un espacio-tiempo M [138] [139], es un difeomorfismo local f : U — V, donde U y V son
subvariedades de M, que preserva alguna caracteristica geométrica de M. Una definicién rigurosa de simetrias
en Relatividad General la ha dado Hall (ver cap. 10 de [139]). Considerando que los flujos locales asociados a los
campos preservan difeomérficamente las propiedades del espacio-tiempo, podemos decir que un campo vectorial
X sobre un espacio-tiempo M, X € X(M), preserva un campo tensorial T sobre M, ie. T € T,"(M) (o que T
es invariante bajo la accién de un grupo de simetria G cuyo generador infinitesimal es X) si, para el flujo local
(difeomorfismo) ¢, asociado al campo X, los tensores T'y ¢; (T) son iguales sobre el dominio de ¢,. Esta condicién
se puede expresar mediante la derivada de Lie (£) de la siguiente forma

LxT=0<+= ¢;(T) =T. (2.24)
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Por tanto, una simetria de un espacio-tiempo, es un campo vectorial cuyo flujo local preserva difeomorficamen-
te alguna caracteristica del espacio-tiempo, generalmente una propiedad geométrica. La caracteristica geométrica
puede referirse a tensores especificos, tales como el tensor métrico, tensores de curvatura o el tensor energia-
momento o a otros aspectos del espacio-tiempo como su estructura geodésica (y su parametro afin). Nos referire-
mos a dicho campo como, colineacién, campo vectorial de simetria o simplemente simetria. El conjunto de todos
los campos de simetria sobre M forman una algebra de Lie, bajo la operaciéon del corchete de Lie, tal y como se
desprende de la siguiente identidad (abusando de la notacién)

LixyT = Lx (LyT) = Ly (LxT) = [Lx, Ly]T. (2.25)
Algunos de los tipos bien conocidos (y més importantes) de simetrias son los siguientes:
1. Campo de Killing conforme (CKV) ¢ definido por
Legap = 2¢8ab, (2.26)

y como casos particulares

(a) Vector de Killing (KV) cuando ¢ = 0,
(b) Campo homotético (HVF) cuando ¢ = const.y
(c) Vector de Killing conforme especial (SCKV) si ¢, = 0.

2. Vector afin conforme propio (ACV) definido por la relacién
Legap = 2¢8ap + 2Hap, (2.27)

siendo H,p,,. = 0, ¢.,;, # 0, encontrando como casos particulares

(@) Vector afin (AV)siyp , =0,
(b) Vector afin conforme especial (SACV) cuando ¢, = 0.

3. Colineaciones de curvatura (CC) definidas por

LeRj ;= 0. (2.28)
4. Colineaciones de Ricci (RC) definidas por

LgRyp = 0. (2.29)
5. Colineaciones de materia (CM) si

LeT, =0, (2.30)

siento T el tensor energia-momento de algtin campo de materia.

Diremos que una colineacién es propia, si ésta no es Killing u homotética.

Las colineaciones pueden ser consideradas como simetrias no noetherianas y pueden ser asociadas con cons-
tantes del movimiento y usadas para simplificar la métrica [140]. Por ejemplo, los vectores afines estan relacionados
con magnitudes conservadas y han sido utilizados para integrar las geodésicas para métricas FRW [141]. Las RCs
estdn relacionadas con la conservacién del ntimero de particulas [142] en el contexto de modelos tipo FRW, y la
existencia de CCs implica leyes de conservacién en campos electromagnéticos [143].

Puesto que el propésito de la Tesis se centra en explotar los conceptos de autosimilaridad y las colineaciones
de materia, pasamos a continuacién a exponer, con cierto detalle, algunos resultados relevantes concernientes a
dichos conceptos.
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2.3.1. Autosimilaridad

En Relatividad General, el término autosimilaridad puede ser usado de dos formas. Uno hace referencia a
propiedades del espacio-tiempo, y el otro, a propiedades de los campos de materia. Estos no son equivalentes
por lo general. La autosimilaridad en Relatividad General fue definida por primera vez por Cahill y Taub (ver
[144], y [145]-[149]). La autosimilaridad es definida por la existencia de un campo homotético, H€X(M), en el
espacio-tiempo que verifica la ecuacién

Ly8ij = 2agij, (2.31)

donde, Sijr €8 el tensor métrico, £; denota la derivada de Lie a lo largo de H y « es una constante. La autosimila-
ridad se denomina homoteciasia # 0,y sia =0, i.e,, Evgij = 0, entonces V es un campo de Killing, VeX(M).

La homotecia es una propiedad puramente geométrica de un espacio-tiempo, por lo que una magnitud fisica
no tiene por qué tener la propiedad de autosimilaridad. De la Ec. (2.31) se sigue que

LyR' g =0, (2.32)

y, por tanto
LyR;j=0,  LyG;=0. (2.33)

Un campo, V, que satisface las anteriores ecuaciones se denomina, colineacién de curvatura, colineacién de Ricci

y colineacién de materia respectivamente. Se observa que el campo V no es necesariamente un campo homotético.

En particular, se demuestra que los campos homotéticos son colineaciones, tanto de curvatura como de materia.
A continuacién veremos un ejemplo de campo homotético para una métrica particular.

Ejemplo 2.3.1 El modelo Bianchi I (BI) viene descrito por la métrica
ds? = —dt* + a(t)*dx® + b(t)2dy? + d(t)2dz?, (2.34)

donde las funciones a(t),b(t) y d(t) representan los factores de escala. Considerando un campo V = €X(M), con compo-
nentes (V;(t,x,y,z))}_,, entonces de la Ec. (2.31) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

Vi =1,
1?9 Vo = 0, V4,
b?0:V3 = 9, V4,
d*3;Vy = 9,1,
a0 Vo +a'Vy =a,
V20, V3 = —a%d, Vs,
d20,V, = —ad, Vs,
bo, V3 +b'Vy =b,
d%9,Vy = —b%3, V3,
do,Vy +d'Vvy =d,

encontrando que el campo homotético para la métrica considera es el siguiente:

a v da’
donde (’ = %) , sii la siguiente EDO es satisfecha

aa' + taa" —t (a’)2 =0, (2.36)
y lo mismo para las funciones b(t) y d(t). La Ec. (2.36) admite la siguiente solucién

a(t) = XotP1, (2.37)

con Xo y By € R,y formulas similares para los factores de escala b(t) y d(t). Es decir, la existencia de un campo homotético
para una métrica implica que los factores de escala siguen una ley de tipo potencias.
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La importancia de las soluciones autosimilares ha sido puesta de manifiesto por [148], [150] y [151] a través del
estudio cualitativo de la dindmica de los modelos espacialmente homogéneos. Partiendo de una formulacién ha-
miltoniana, las ecuaciones de Einstein pueden ser formalmente escritas como dx/dt = F(x), siendo F una funcién
vectorial. Los puntos criticos del sistema son los ceros de la funcién F. Sin embargo, los puntos correspondientes a
las singularidades iniciales se encuentran en el infinito, i.e., donde alguna componente de x es infinita. Para evitar
este inconveniente, resulta Gtil introducir unas nuevas variables, en este caso adimensionales, ¥ = x/N(x), siendo
N(x) una norma de x, obteniendo asi un nuevo sistema, dx/dt = F(%), denominado regularizado (ver la primera
seccién del capitulo 9). El propésito de tal transformacién es la de hacer que el espacio de fases sea compacto, evi-
tando asi que haya puntos en el infinito. De esta forma, el uso de las variables adimensionales se muestra muy ttil.
En el contexto de las soluciones autosimilares, se demuestra que todas las variables adimensionales son constantes
a lo largo de trayectorias homotéticas, i.e., que magnitudes adimensionales son invariantes bajo la accién de una
transformacion de similaridad. Entonces, las variables adimensionales corresponden a puntos criticos del sistema
regularizado [148]. Teniendo en mente estas consideraciones, Wainwright y colaboradores (ver por ejemplo [150]
y todas las referencias alli contenidas) han demostrado mediante el estudio cualitativo que todos los puntos cri-
ticos del sistema regularizado corresponden a modelos cosmolégicos autosimilares. Esta es la razén por la que el
estudio de soluciones autosimilares juega un papel tan importante, ya que este tipo de soluciones describe el com-
portamiento asint6tico de modelos homogéneos mds complejos [150]. Coley ha enfatizado este comportamiento
[151], indicando que los modelos de Bianchi no sélo se comportan de forma asintética a soluciones autosimilares
en la singularidad inicial, sino que soluciones exactas autosimilares (tipo potencias) pueden también describir el
comportamiento asintético de soluciones mas generales, tanto en estadios intermedios de su evolucién como en
estadios posteriores. Recientemente se ha demostrado que no todos los modelos Bianchi son asintéticamente auto-
similares, como por ejemplo los modelos BVII}, [152]. Hsu y Wainwright [153] han estudiado de forma sistematica
el conjunto de soluciones autosimilares para un fluido perfecto.

Otro concepto relacionado con el de autosimilaridad es el de autosimilaridad cinematica. Este concepto ha sido
definido en el contexto de fluidos relativistas, como un ejemplo de autosimilaridad incompleta (ver por ejemplo
[154]-[160]). Se dice que un espacio-tiempo es cinemdticamente autosimilar si admite un campo vectorial que
verifica las siguientes condiciones

Lyhij = 25k, (2.38)
Evu,- = &Uu;, (2.39)

siendo u' la 4-velocidad, hi; = gij + u;ju; la métrica del 3-espacio, y a y J son constantes. Si § # 0, la transformacién
de similaridad estd caracterizada por la relacién /4, también denominada indice de similaridad. Si este indice
es uno, entonces el campo V es homotético. En el contexto de la autosimilaridad cinematica, las homotecias son
referidas como autosimilaridades de primer orden. Sia = 0y § # 0, entonces se denomina autosimilaridad de
orden cero. Si el indice es distinto de cero o uno, entonces se denomina de segundo orden, perosia # 0y é = 0,
entonces se denomina de orden infinito. El caso particular en el que, § = & = 0, entonces V es un campo de Killing.
En el apéndice, veremos que las soluciones correspondientes a las denominadas simetrias completas coinciden
con las soluciones autosimilares de segundo orden, mientras que las simetrias de escala con las autosimilares o
de primer orden, pero a lo largo de esta Tesis no trataremos este concepto. La autosimilaridad cinemaética ha sido
ampliamente estudiada para modelos Bianchi I en [161] y [162]

2.3.2. Colineaciones de materia

Cuando uno trata de encontrar soluciones exactas a las ecuaciones de campo de Einstein, un camino muy
habitual es el de imponer ciertas simetrias al tensor métrico. Estas simetrias son expresadas mediante los campos
de Killing, las cuales conllevan leyes de conservacion via teorema de Noether [163]. Por ejemplo, de los 6 campos
de Killing que admite la métrica FRW se puede deducir la conservacién del momento angular [164], pero ninguno
de ellos es temporal, por lo que no existe conservacién de la energia. Sin embargo, de la existencia de un campo
de Killing conforme, se desprende la conservacién de la energfa.

El tensor energia-momento representa la parte de materia de las ecuaciones de Einstein, por lo que el estudio
de las colineaciones de materia es més relevante desde el punto de vista fisico. El estudio de las simetrias de dicho
tensor proporciona leyes de conservacion sobre los campos de materia. Conocer cémo se distribuyen los campos
de materia en ciertas regiones del espacio-tiempo, puede reflejar ciertas simetrias del tensor métrico; sin embargo,
a través del conocimiento de las simetrias del tensor métrico, podemos encontrar las simetrias de los campos de
materia.
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Tal y como hemos indicado anteriormente, decimos que un campo vectorial V € X(M), es una colineacién de
materia (CM), si la derivada de Lie del tensor energia-momento Tij, a lo largo de dicho campo es nula, es decir,

LyT;j = 0. (2.40)

Por otro lado, de las ecuaciones de Einstein, también se desprende un interés puramente matemaético del estu-
dio de las simetrfas de los objetos geométricos, ya que éstos estdn ligados, mediante las ecuacién de Einstein, a los
campos de materia. De esta forma, también podemos decir que un campo V € X(M), genera una colineacién de
materia si verifica la ecuacién

LyGi; = 0. (241)

Resulta obvio que las simetrias del tensor métrico (isometrias) son también simetrias del tensor de Einstein G;;.
Sin embargo, las simetrias del tensor de Ricci (colineadores de Ricci), por lo general, no son simetrias del tensor de
FEinstein.

El estudio de este tipo de simetrias ha adquirido gran interés en los ttimos afios (ver por ejemplo [165]-[173]).
Por ejemplo, Carot et al. [166] han estudiado las colineaciones de materia, como una propiedad de simetria del
tensor energia-momento Tj;, estudiando el dlgebra de Lie que generan dichos campos y poniendo especial énfasis
en el caso en el que el tensor es degenerado (det(T;;) = 0). Hall et al. [167] han presentado un estudio de la relacién
existente entre las colineaciones de Ricci y las de materia.

Otros resultados de interés son los siguientes:

2.3.1 Hall- Rendall [174]. Sea M un espacio-tiempo. Entonces de forma genérica, si V € X (M), es simultdnea-
mente CM y colineacién de Weyl, es decir,

EVTij =0 (<:> Ele‘]‘ = 0) Y ECC]l:kl =0
entonces, es un campo homotético.

Observacién 2.3.1 Si ¢ es un campo de Killing (o un campo homotético), entonces se verifica L¢T;; = 0; por tanto, toda
isometria es una CM, pero el inverso es falso en general.

Diremos que la colineacion es propia si no es ni Killing ni homotética, o impropia, si es trivial, es decir, si se trata de un
campo de Killing u homotético.

Nuestro propésito en esta Tesis no es el de estudiar el dlgebra de Lie de distintos campos de materia, sino el de
utilizar el hecho de que un campo homotético es una colineacién de materia y, por lo tanto, a partir de la ecuacién
LyT;j = 0, siendo H es un campo homotético y Tj; un tensor energia-momento efectivo, buscar las relaciones
funcionales entre las distintas magnitudes fisicas, de tal forma que las ecuaciones de campo admitan solucio-
nes autosimilares. En el siguiente capitulo demostraremos, por ejemplo, cémo utilizando esta técnica, podemos
determinar las ecuaciones de estado, tanto de fluidos perfectos como de viscosos (en el contexto de soluciones
autosimilares), o la de determinar la forma de un potencial de una funcién escalar, sin recurrir a imponer ninguna
hipétesis de partida.

24. Grupos de Lie

Los métodos de simetrias son, probablemente, la forma mads sistemadtica de tratar con soluciones exactas de
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), asi como en derivadas parciales (EDP). Desde los trabajos pioneros
del propio Lie, no fue hasta la década de los 60, cuando la escuela rusa encabezada por Ovsiannikov [175], se
retomo la utilizacién del método de los grupos de Lie. Posteriormente, Ibragimov [176] continu6 los trabajos de
su antececesor. En los tltimos afios (ver, por ejemplo, [177]-[185]) y, a raiz de la utilizacién y desarrollo del algebra
computacional, estos métodos se han aplicado en diferentes dreas: Mecédnica de Fluidos, Relatividad General,
etc. Con frecuencia, ecuaciones que surgen de problemas de la Fisica-Matematica contienen funciones arbitrarias
cuya forma funcional no puede ser fijada mediante leyes conocidas. Puesto que el poseer simetrias es justo una
propiedad genérica, i.e., no todas las ecuaciones admiten simetrias, las simetrias pueden usarse para clasificar o
determinar tales funciones. Esto es lo que se conoce en la literatura como grupo de modelado. La ventaja de utilizar
esta técnica es que es sistematica.

Expondremos a continuacién solo los elementos que vamos a utilizar en esta Tesis, es decir, las férmulas de
prolongacién que nos permiten calcular las simetrias que admite una ODE y las soluciones invariantes.
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Podemos decir que una simetria de una EDO, es una transformacién invertible que la deja invariante. De entre
las simetrias que admite una EDO, aquellas que forman un grupo uni-paramétrico de transformaciones, pueden
ser determinadas algoritmicamente mediante el conocido algoritmo de Lie. Resumiremos aqui como se obtiene
dicho algoritmo (ver por ejemplo [176], [177] y [179]).

Sea x = (x1,...,x,) € D C R", un punto. Consideramos el grupo uni-paramétrico de transformaciones

x* = X(x,¢), (2.42)
donde e € S C IR. Si desarrollamos en serie de Taylor la Ec. (2.42) entorno a € = 0, entonces obtenemos la siguiente
expresion:

X' =x+£(0:X(x,€))[g—g + O (sz) , (2.43)

donde definimos &(x) = (BSX)| —o - La transformacioén, x + e (x), se denomina transformacién infinitesimal del
grupo de Lie de transformaciones puntuales (2.42).

2.4.1 Existe una parametrizacion T (¢) , tal que la transformacion (2.42) es equivalente a la solucién del problema

de valores iniciales
dx*

dt

= (x"), (2.44)
con x* = x cuando T = 0.

Este teorema, conocido como el primer teorema de Lie, nos dice que la transformacién infinitesimal contiene
la informacién esencial para determinar el grupo uni-paramétrico de transformaciones. Ademads, nos dice que un
grupo uni-paramétrico define un flujo estacionario y que éste, a su vez, define el grupo. Por tanto, en términos de

sus infinitesimales ¢(x), el grupo de transformaciones (2.42) queda definido por, % = ¢ (x*), con x* = x, cuando
e=0.

Definicién 2.4.1 El generador infinitesimal del grupo (2.42) es el operador
n
X=X(x)=2&x)- V=Y &(x). (2.45)
i=1

Definicién 2.4.2 Sea F(x) € C*®. Decimos que F es invariante bajo la accién del grupo (2.42) si F(x*) = F(x).

- 2.4.2 F(x) es invariante bajo la accion del grupo (2.42) sii XF(x) = 0.
Definimos el operador derivada total como
D = 0y +y19y + Y20y, + .. + Y1419y, (2.46)

de manera, que para una funcién diferenciable F(x,y,y1,Y2, ..., y;), escribiremos su derivada total, DF, de la si-
guiente forma:
DF(x,y,y1,Y2, Y1) = Fx +y1Fy + y2Fy, + .. + y141Fy, (2.47)

Consideremos ahora el grupo de transformaciones definido por

2=X(x,y6) = x+ef +0(),

9=Y(x,y;¢) =y +en+O(), (2.48)
donde su generador infinitesimal vienen definido por
X = (x,y)0x+1(x,y)dy. (2.49)

La k—ésima extension de la transformacién (2.48) dada por

x

X (x,y;€) = x + € (x,y) + O(e?),
§=Y(x,y;¢) =y +en(x,y) +0(e),
=" (xy,yie) =y +enV (x,y,1) + O(2),

9 =Y (v, 91,0 v68) = v+ en® (x, 1,91, ., y1) + O(2),
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tiene el siguiente generador infinitesimal prolongado (extendido)
XW =¢ (o y) o+ (xy) 0y + 1 (1 y,00) 3y + e+ 1Y (g1, 90 By (2:50)

donde las las férmulas explicitas de los infinitesimales #(¥) resultan del siguiente teorema.
- 2.4.3 Los infinitesimales extendidos 5*) satisfacen la ley de recurrencia

10 (x,y,y1, 0 v) = D Y (4,9, 91, 0 vie1) — vkDE, (2.51)
conk=1,2,..

De esta forma podemos obtener de forma inmediata las férmulas explicitas de los infinitesimales 7%, en par-
ticular

1Y =+ (1, = S — &y,

1% =1+ (2 — Sy + (1, — 260 — &y
+ (1, = 265 =35, y1)y2,

1 = e+ By = Caee)¥1 + 301y — S Wi+
(Uyyy - ny) Y = Gyt + 3y — Cxxt
(”yy - 3€xy> y1—28,,y1)y2 — 38,3+
(ﬂy =30k — 4€yy1) Y3

Aplicamos ahora todos estos resultados a la teoria de ecuaciones diferenciales. Consideramos la EDO de orden
n, definida por

() D) w4y
yWW=w(x,yy, ..y ), y\W = (2.52)

o dxk’

donde w es continua en sus variables. Asumimos que la ODE (2.52) admite un grupo uni-paramétrico de transfor-
maciones definido por

£ =x+ef+0(e), 7 =y+en+0(e?), (2.53)

siendo el generador infinitesimal del grupo: X = ¢ (x,y) 9x + 77 (x,y) dy. Definimos la funcion
F (x,y,y’, ..... ,y(”)) = y(”) —w(xyy, .. ,y(”*l)) =0, (2.54)
entonces, decimos que F es invariante bajo la accién del grupo (2.53) sii XF = 0, es decir, el grupo deja invariante

la ODE (2.52).
El siguiente teorema nos proporciona un método para calcular las simetrias que admite una ODE.

- 244 Sea X = { (x,y) 0x + 1 (x,y) 9y el generador infinitesimal del grupo (2.53) y sea
X = & (x,y) 9 + 17 (x,y) 3y + 1Y (2,1, 1) By, + oo 71 (4,1, Y1, w0 Yr) By, (2.55)
su prolongacion de orden n. Entonces, el grupo (2.53) deja invariante la ODE (2.52) sii
x(n) (y(”) w5y Y, .. ,y(”_l))) =0, cuando (2.52), (2.56)
ie. sii XF = 0.

- 2.4.5 Las soluciones de la ecuacion XF = 0, forman un dlgebra de Lie.
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Para calcular las simetrias de Lie de la EDO (2.52) tendremos que calcular las 77("), k=1,2,...,n. Las funciones
¢ y 17 dependen de x e y solo y, por tanto, de la transformacién

n®) = pyk-1) — W pg. (2.57)
donde, 5) = Dy — y' DE, obtenemos los siguientes resultados:
W =+ (g, =&)Y — &y (2.58)

77(2) = T (2;7xy - éxx)y/ + (WW - ngy)]/z - éfyy]/3 + (ﬂy - zéx - 3€yy/)y/// (2.59)

77(3) = Mxxx + (377xxy - (:xxx)]// —+ 3(77xyy - ‘:xxy)]/z + (Uyyy - gyy) ]/3 - gyyy]/ﬂL + 3(77xy - gxx"'
(UW - 3€xy) y' =28,y -3,y + (ny -3¢, — 4é§yy’) v, (2.60)

etc.

Ejemplo 2.4.1 Consideremos la EDO de tercer orden
yv" =N(x,y,v,y"). (2.61)
Un campo vectorial, X = &(x,y) < + q(x,y)%, se llama simetria de (2.61) si y solo si
X" = NGy vyl 1) = O 262
donde X es la tercera prolongacion de X definida por: XB) = X + Y2, n(i)aym, donde
1 =+ (1, = Sy — G,
77(2) =My T (277xy - Cxx)y/ + (Uyy - 2§xy)y/2 - éyyylg + (T/y - zéx - 3§yy/)]///
77(3) = Myax + (37]xxy - Cxxx)y, + 3(17xyy - gxxy)ylz + (Uyyy - gyy) ylS - gyyyyﬂl + 3(;7xy - gxx+
(nyy - 3<;‘xy) y =28,y =38,y + (ny -3¢, — 4ny’) y",
Yy |(2. 61) significa evaluada sobre (2.61). El dlgebra nos lleva a la conclusion de que (2.62) es equivalente a
7 = &Ny + Ny + 1 UNy + 71PN, (2.63)
Puesto que 17 y  son independientes de y' e y'', entonces la ecuacion (2.63) puede ser separada con respecto a potencias de y’

e y" para obtener un sistema sobredeterminado de ecuaciones lineales en derivadas parciales para 17 y ¢. Este sistema es mds
sencillo de resolver que la EDO original (2.61).

En muchas ocasiones nos encontramos con el problema de obtener EDOs que continuamos sin saber resol-
ver de forma genérica, i.e., no sabemos cudl es la solucién mds general a dicha ODE. En otros casos, tiinicamente
conocemos una simetria de la EDO y, por tanto, no podemos aplicar todo el método desarrollado aqui para de-
terminar las variables canénicas y obtener asi una cuadratura. Sin embargo el conocimiento de una tinica simetria
X = {0y + 19y de (2.52) nos permite obtener una solucién particular como un invariante del operador X, es decir,
una solucién de

dx dy
clry)  n(xy)
Esta solucién particular se conoce con el nombre de solucién invariante (generalizacién de las soluciones auto-
similares obtenidas mediante andlisis dimensional [186]-[187]). De esta forma definimos solucién invariante de la
siguiente manera:

(2.64)
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Definicién 2.4.3 Decimos que y = ¢(x) es una solucién invariante de (2.52) si y = ¢(x) es una curva invariante de X
ie. X (y — ¢) = 0y ademds es solucion, particular, de (2.52).

De la definicién se sigue que y = ¢(x) es una solucién invariante de (2.52) sii

x99 () = n(x9®), vy 9 =w (), 9" V(). (2.65)
De forma mas general, ® (x,y) = 0, define una solucién invariante de (2.52) sii

- @ (x,y) = 0 es una curva invariante de (2.52), i.e., X® = 0, lo que equivale a resolver y’ = 1/&

- @ (x,y) = 0 es solucién de de (2.52)

Bluman ([179] 2002) ha desarrollado un método algebraico equivalente al de resolver la EDO de primer orden
y' = 1/¢ para determinar las soluciones invariantes.
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Capitulo 3

Resultados teoricos
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3.1. Relatividad General

Las ecuaciones de campo de la Relatividad General (RG) son las siguientes [188],[189],[190]:

1 8nG
Rij = 5Rgij = =~ Tij = Agi, G
Tl.]f] =0, (3.2)

donde R;; es el tensor de Ricci, R es la curvatura escalar y g;; el tensor métrico. Tj; el tensor energia-momento de
los distintos tipos de materia y G, c y A representan las constantes de gravitaciéon (Newton), velocidad de la luz y
constante cosmoldgica, respectivamente.

3.1.1. Algunos modelos de materia
Fluido perfecto

Definimos el tensor energia-momento de un fluido perfecto como sigue
Tij = (p + p) uiuj + pgij, (3.3)

31
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donde p representa la densidad de energia y p es la presion. Ambas magnitudes estdn relacionadas mediante di-
versas ecuaciones de estado, como por ejemplo, la ecuacién de estado p = yp, donde v = const., usualmente
considerada v € [—1,1] o la de Chaplygin, p = —Ap~", siendo A y n constantes, n > 0. Sin embargo, las ob-
servaciones recientes sugieren que y < —1. De hecho existe cierta incertidumbre, la cual sitia a 7y en un entorno
de —1. La 4—velocidad del fluido viene definida por la magnitud u, siendo ésta paralela al campo normal de la
hipersuperficie espacial

u' =(1,0,0,0). (3.4)

Este campo también se puede deducir geométricamente mediante la expresién, Lz u; = 0, siendo ¢; los campos de

Killing asociados a la métrica correspondiente, verificindose ademds la relacién, g(u', u') = —1.
Empezaremos mostranto la ecuacién de estado compatible con las soluciones autosimilares. Para ello aplicamos
las colineaciones de materia al tensor energia-momento, i.e., Ly (Tij) = 0, entonces deducimos que

to' +20=0, tp'+2p=0, (3.5)

y, por tanto, llegamos a la conclusién de que la tnica forma de la ecuacién de estado (EdE) posible en el contexto
autosimilar es de la forma

p=pt % p=pt?* =  p=1, 7TER (3.6)

donde hemos considerado que H es un campo homotético. Usualmente se considera que y € [—1,1] pudiendo ser
menor que —1 (modelos fantasma). Wainwright ha deducido de forma alternativa este resultado [147].

Viscosidad Bulk y shear

Podemos, sin embargo, considerar otros modelos de materia como los fluidos viscosos. La razén es la siguiente:
mientras que los fluidos perfectos describen de forma satisfactoria la distribucién de las galaxias en el universo,
no asi describen de forma satisfactoria ni la entropia ni el grado de isotropia que se observa, lo cual sugiere que
efectos disipativos debieron de tener lugar en un universo primitivo. Ademads, existen otros procesos como el
desacoplamiento de los neutrinos en la era de radiacién y el desacoplamiento de la radiacién y la materia [16].

Podemos definir el tensor energia-momento de un fluido viscoso de la siguiente manera

Tij = (o + ) winj + Bgij — i), 3.7)
siendo )
p=p— <§ — 317> 6, 6= ”i,-z‘/ Mij = Ui+ Uji + ui g, + uiu g, (3.8)

donde ¢ representa la viscosidad bulk y # la viscosidad shear.

Utilizaremos el método de las colineaciones de materia para establecer las ecuaciones de estado de las vis-
cosidades en el contexto de soluciones autosimilares. Para ello calcularemos como antes, Ly (T,) = 0, sien-
do H el campo homotético asociado a la métrica. A modo de ejemplo, consideramos una métrica tipo BI, i.e.,
ds? = —dt? + a(t)2dx? + b(t)?dy? + d(t)?dz?, del que ya conocemos su campo H; éste ya fue deducido en el ante-
rior capitulo. La funcién 6 adquiere la siguiente forma para esta métrica: 6 = (Hy + Hp + H3) .

Desarrollando la ecuacién Ly (Ti]-) = 0, obtenemos

' +20=0, = p=pt?
2
— (Hy + Hy + H3) ¢ + 5 (=2Hy + Hy + Hs) t + (H% + Hj + H§) tg+tp' +2p—

4 2
—~2(Hi + Hy+ H3) §+ 5 (—2Hy + Hy + Ha) y — 5 (=23 + H3 + H} ) ty—

a// b// d// 2 a// b// d//
y de forma andloga, obtendriamos las componentes (3,3) y (4,4) . Reagrupando términos
tp' +2p =0, (3.10)

" b// d//
— (i + Hy + H3) 1 + (H} + H} + H3 ) ¢ — 2 (Hy + Hy + Ha) & — (“a+b+d) (£ =0, (3.11)
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2 4
3 (—2H; + Hy + H3) ty' + 3 (—2H; + Hp + H3) 17—
2 2 " b// d//
-3 (—2H% +H2 4 H§) b+ (—2‘; + 4+ d) ty =0, (3.12)
entonces, de la Ec. (3.10) obtenemos
p=pot >, (3.13)
mientras que de la Ec. (3.11)
— tAZ + Bt& —2AZ — Ct& = 0. (3.14)

Si tenemos en cuenta que H; = al-t_l, entonces C = B — A, por lo tanto
—tf —F=0 = &=t L (3.15)
De igual forma calculamos 7 a partir de la Ec.(3.12)
—tAy + Bty =24y —Cty =0, =  g=nt L (3.16)
Concluimos, por lo tanto, que las magnitudes deben comportarse de la siguiente forma
p=yo=ttyeR Et)=yt)xo=tL

Observar ademés que [¢] = [7] = L~'MT 3, es decir, tienen igual ecuacién dimensional.

En la mayoria de las investigaciones llevadas a cabo [191], es usual “asumir” las siguientes EdE para la visco-
sidad bulk, ¢(t) = ¢yp°, y para la viscosidad shear # o« 6, donde s es una constante a determinar. En nuestro caso
hemos obtenido s = 1/2. Otros estudios han demostrado que es posible obtener soluciones fisicamente realistas si
0<s< % (ver por ejemplo [192]).

Viscosidad bulk dentro de la teoria causal completa

Quisiéramos ahora demostrar que también podemos utilizar el método de GL para determinar ecuaciones
de estado. Consideraremos un fluido viscoso (dentro del marco de la teoria causal completa) y para simplificar
los célculos utilizaremos una métrica tipo FRW, ds® = ¢?dt?> — f2(t) (dx* + dy? + dz*) , siendo el tensor energfa-
momento definido de la siguiente forma (ver [193])

TF = (o + p + ) uplk — (p +11) &%, (3.17)

donde p es la densidad de energia, p la presion, IT la presion de la viscosidad bulk y u; la 4-velocidad, tal que
u;u' = 1. Las ecuaciones de campo son

2H' 4 3H? = —k (p +11), (3.18)

3H? = xp, (3.19)

o' +3apH = —3HI], (3.20)

I+ o —3pH — 1H (3H — Wp/> , (3.21)
kyp7 1 2 o

con H = fTI, W = 277%11 =14+21a=(y+1),x = SZ—ZG, y donde se han “asumido” (ad hoc) las siguientes

ecuaciones de estado, para p, &, Ty T [193]: p = yp, ¢ = ksp®, T = D/gpﬁ, T= Cp’l = ksps’l, donde0 <y <1,y

ks >0, Dﬁ > 0, son constantes dimensionales, y s > 0y B > 0 son constantes numéricas. Enfatizamos el término

“asumido” ya que han sido introducidas sin suficiente motivaciéon termodindnica, tal y como resalta Maartens [193].
Las anteriores ecuaciones de campo pueden combinarse dando lugar a la siguiente EDO

H” — AH ' (H')? +3HH' + CH'H* % 4+ MH® + EH*% =, (3.22)

la cual serd nuestro objeto de estudio mediante GL. El valor de las constantes A, C, M y E es el siguiente

_ 2y +1 3l 9 E _ g2 (y+1)

C M=-(y—1 .
y+1’ (r=1, ksxl—s

A - ksxl—s’ 4



34 CAPITULO 3. RESULTADOS TEORICOS

Si aplicamos el método expuesto en el anterior capitulo, entonces encontramos el siguiente sistema de EDP

EypH+ Ay =0,  (3.23)

Al + 6¢yH® + 1y H? — 28,3 H? — Ay H +2CEH 2 =0,  (3.24)

207 H — & H + 37 H + 3¢ H? + 3MEy H* + C&H> ™% + 3E¢yH> % + (2 25) CyH?> ™% —2An, =0,  (3.25)
3MyH + MH? (28, — 1) + (4 = 29) EyH> ™ + Cp H' ™% + (28, — ) EH> % + 55, H 1 43y, =0, (3.26)

el cual, sin ninguna restriccién, admite la siguiente simetria
{=1Ln=0 = X;=09, (3.27)

donde X; genera un algebra tipo L, viendo de esta forma que la ecuacién no puede ser completamente resuelta
mediante este procedimiento. Sin embargo, al estar sélo interesados en soluciones tipo potencias (power-law), en
las que las autosimilares estdn incluidas, entonces podemos imponer que el anterior sistema admita una nueva
simetria

¢=t, n=-H, (3.28)

la simetrfa de escala, la cual induce como solucién invariante, H = ht~ 1. Pero esto sélo es posible sis = 1/2,
restriccion obtenida de la Ec. (3.25). Por lo tanto,

§=at+b, n = —aH, (3.29)
es una simetria de (3.22) sii s = 1/2, siendo a y b constantes numéricas reales. Por lo tanto
X1 = 9y, X, =ty — Hoy [Xl,Xz] = Xj, (3.30)

que genera un algebra Ly de tipo I1I [176]. De esta forma podemos concluir que la tinica ecuacién de estado para
la viscosidad bulk compatible con las soluciones tipo power-law es s = 1/2. Al mismo resultado han llegado otros
autores utilizando otras técnicas de estudio como los sistemas dindmicos, Coley et al [194] o Belinchén et al [195]
mediante el uso del grupo de renormalizacién.

Para terminar, resaltamos que la simetria X; induce las siguientes variables canénicas

y(x) =g x=H, (3.31)
y por lo tanto obtenemos la siguiente EDO reducida
v = (M2 4 B ) P 4 (Bx+ O ) o - A%, (3.32)

de tipo Abel (ver por ejemplo [196] y [186]). Hasta el momento no se ha conseguido integrar esta ecuacién siendo
por lo tanto un problema abierto. Recientemente hemos desarrollado otras técnicas de estudio de la ecuacion (3.22)
mediante el método de factorizacién y de grupos de Lie. Partiendo del la Ec.(3.22) e introduciendo un cambio de
variable, se obtiene una nueva ecuacién de segundo orden la cual sf admite una integraciéon completa obteniendo
asi nuevas soluciones mediante el empleo de funciones hipergeométricas [197].

3.1.2. Relatividad General con constantes variables

Tal y como comentamos en la introduccién, la idea original de una G variable se debe en gran medida a Weyl,
Eddington y Dirac, siendo este tiltimo quien la plasmé en su hipétesis de los grandes ntimeros (LNH). El problema
surge cuando uno quiere reconciliar tal hip6tesis con la RG donde G es constante [198]. La primera de las formas
que veremos en esta Tesis es la que presentamos en esta seccion, otra forma de hacerlo es la considerada en la
seccién dedicada a las teorias tenso-escalares.

La constante cosmolégica, sin embargo, ha tenido otra historia. Primero introducida y luego rechazada por el
propio Einstein, fue Lemaitre quien estudi6 de forma sistemadtica los modelos cosmolégicos con dicha constante.
Luego cay6 en el olvido hasta que en la década de los afios 70-80 fue recuperada, pero bajo consideraciones cuan-
ticas, tratdndola ademads ya de forma dindmica. En el trabajo de Felten y Isaacman encontramos un gran resumen
de todos los modelos hasta el afio 1986 [199]. Overduin y Cooperstock [200] revisan y resumen diversos modelos
cosmoldgicos con un término cosmolégico variable hasta el afio 1998. Precisamente en este afio se descubre la ex-
pansion acelerada del universo, de tal forma que la explicaciéon mds plausible para dicha aceleracién consiste en
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considerar una nueva forma de materia, la denominada energia oscura. El candidato quizds maés sencillo y atra-
yente desde el punto de vista tedrico para esta energia oscura, sea la densidad de energia en un estado de vacio de
todos los campos existentes en el universo, es decir, considerar p, = A/87G, donde A es la constante cosmolé-
gica. Desde el punto de vista observacional, los modelos con una constante cosmolégica (ACDM) superan “casi”
todos los tests observacionales, dando asi una buena descripcién del universo actual. Sin embargo desde el punto
de vista tedrico aparecen varias objeciones, como por ejemplo la de tener que introducir de forma fenomenolégica
la forma de A utilizando argumentaciones cudnticas o utilizando el grupo de renormalizacién [201]. Otra discre-
pancia existente es el denominado problema de ajuste fino, es decir, la discrepancia entre el valor observado y el
tedrico para A. Una posible solucion a este problema consiste en considerar a A como variable en el tiempo.
Nuestro propésito es por lo tanto, el de introducir de forma fenomenolégica la variacién de las constantes G y
A dentro del marco de la Relatividad General. La principal idea para contemplar tal variacién, es la de considerar
las identidades de Bianchi, para de esta forma poder deducir las ecuaciones que gobiernen dicha variacién. Varios
autores han trabajado sobre esta idea, entre otros Lau [202]. Siguiendo a Soleng [203] partimos de la identidad de

Bianchi ‘
811G i

(c4 Tij — Agij> =0, (3.33)

donde, g;j = wu;uj + h;j, y & = ul;. Definimos ahora el tensor energia-momento para un fluido perfecto, T;; =

(0 + p) wiuj + pgij, entonces, de las identidades de Bianchi, obtenemos
G (p’ui ++p)u +(p+p)u't+ p,jhij> +Gpu' + G jph’ — A ;g = 0. (3.34)
La ecuacién (3.34) la podemos dividir en sus partes paralela y ortogonal, obteniendo
Gl'+((+p)b)+Gp+A =0, (3.35)
G ((p+ p)u+ p hT) + G ph'l — A jhT =o. (3.36)
La forma usual de expresar la conservacién de la energia-momento es de la siguiente manera

o'+ (p+p)0=0, (3.37)

u' + (p+p) " phi =0 (3.38)

Por tanto, si la energia-momento del fluido se conserva, entonces las siguientes ecuaciones se deben satisfacer:
Gp+N =0, (3.39)

Gph'! — A jh = 0. (3.40)

La ecuacién (3.40) es sélo importante en modelos inhomogéneos. La ecuacién (3.39) nos dice que si G es crecien-

te, entonces A debe ser decreciente. Este modelo es incompleto ya que hay mds incognitas que ecuaciones, pero
no presenta creaciéon de materia. De esta manera, las ecuaciones de campo para este modelo son las siguientes

1 8nG (t
Rij - iRgz] #T _A(t) 8&ijr (3.41)
T, =0, (342)
Go+AN =0. (3.43)

Al mismo resultado se llega mediante una formulacion variacional. Krori et al [204] escriben la siguiente accién
A= /d4xL _ /d4 { ( +V(G)> +Lm] A, (3.44)

donde G es variable y V(G) es una funcién de G. L, representa el lagrangiano de la materia. El término A’
(contratérmino) se introduce siguiendo a Gibbons et al [205] para cancelar térmimos con segundas derivadas. De
la ecuacién de Euler-Lagrange

oL oL

26~ a0,0)

pTe (3.45)
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se obtiene p R
—V = —. 4
V(6) =5 (3.46)
De la variacién con respecto a la métrica obtenemos
1 1
Rij — Egin = GTi]' + EGV(G) 8ijs (3.47)
donde Tj; es el tensor de materia que proviene de Ly,. Si escribimos (identificamos)
1
(ZGV(G)> = A, (3.48)
entonces recobramos las ecuaciones de campo usuales, es decir,
1
Rij — Egin = GTl‘j + Agi]', (349)

donde si G es constante, entonces también lo es A.
Conservaciéon de materia
Tal y como hemos visto en la deduccién de las ecuaciones de campo, hemos necesitado hacer una hipétesis

sobre la conservacién del tensor energia-momento, Ti}'] = 0. De esta forma podemos dividir los modelos con cons-

tantes variables en dos categorias. La primera de ellas, aquellos modelos que verifican el principio de conservacion,
ie.,

(17 =0) <= ¢/ +p(1+7)0=0, (3.50)
ANt G
i 51
87Cp t5 0, (3.51)
los cuales seran uno de los objetivos de estudio de esta Tesis y los segundos, aquellos que no verifican este princi-

pio.
Creacién de materia

En este caso no se verifica el principio de conservacion, T; ]f] # 0, y por lo tanto la ecuacion resultante es

Nt G’
oc thg =0 (3.52)

Sin embargo, en este caso, podemos estudiar, no sélo el caso en el que varien las constantes G y A, sino que permite
el estudio de la variacién de una sola de las constantes, encontramos los siguientes casos [206].

o +po(1+7)6+

1. Caso 1. Sélo varia A,

/-4
" p(1+7)0+ = =0 353
Prrp+me+—==0 (3.53)
también denominado, modelo (A (f) CDM).
2. Caso 2. S6lo varia G o
p’+p(1+’y)9+p€:0, (3.54)

3. Caso 3. Varian ambas constantes y por lo tanto la ecuacién a estudiar es

Act G’
) (3.55)

p+pe(l+7)0+

La posibilidad de relajar la condicién de conservacién T; ]] = 0, fue sugerida por Rastall [207], quien consider6

que la divergencia del tensor energia-momento es proporcional al gradiente de la curvatura escalar, T; 7 = AR,

de tal forma que las ecuaciones de campo resultantes son equivalentes a las de RG con una A variable. Dicha
hipétesis no se ha descartado experimentalmente. Todos estos modelos conducen a escenarios cosmolégicos en
los que o bien existen procesos de creacién de materia [208] o bien las masas de las particulas varian en el tiempo
[209]-[210]. En esta Tesis no consideraremos ninguno de estos modelos.
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Colineaciones de materia

Nos preguntamos ahora qué posibles formas pueden tomar las funciones G y A para que las ecuaciones de
campo admitan soluciones autosimilares. Para ello consideraremos la siguiente ecuacién [161]

Ly <GC(4t)Tﬁ — A(t)gl]> =0, (3.56)

donde V es cierto campo vectorial, i.e. V € X(M).
Considerando que Tj; es el tensor energia-momento de un fluido perfecto, encontramos que una colineacién
no trivial, es de la forma

V! 1% 1%
V=Vo+W (vl — H1> X0y + Vi (vl - H2> yoy + Vi (V1 — H3> 20, (3.57)
1 1 1

por lo tanto, si V; = t, entonces recobramos el campo homotético ordinario H (colineacién trivial).
De esta forma comprobamos la ecuacién utilizando el campo homotético H

Ly (GC(:)Tij - A(t)gij) =0, (3.58)

obteniendo las siguientes ecuaciones
i—f (tpG' +tGp' 4+ 2Gp) = — (tA' +2A), (3.59)
i—f (tpG' +tGp' +2pG) = (tA' +2A), (3.60)

G(t)

observando, por tanto, que la ecuacién original, Ly (cTTi' — A(t) gij) = 0, puede ser descompuesta de la si-
guiente forma (p ~ p)

G(t
Ly (C(4)Tij) =0=Ly (A(H)gi) , (3.61)
obteniendo asi a las siguiente ecuaciones
Gl 2 Goat? (3.62)
G p t Pt ’
N = 2N = A= Apt > (3.63)

Por tanto, las funciones G, A y p deben comportarse de la siguiente manera
Go~t2,  A=AMAt? (3.64)

para obtener soluciones autosimilares. Tal y como se observa, el comportamiento de G y p estdn relacionados, no
pudiendose decir mds sobre su comportamiento individual mediante este procedimiento.

Sin embargo, si tenemos en cuenta las ecuaciones de campo, en particular Ti}-] = 0, entonces llegamos a la
conclusién de que las magnitudes deben de comportarse de la siguiente manera

prt, G2, A= Agt? (3.65)

siendow = (y+ 1) h, con h = a; + a, + a3z donde los (ui)?zl son los exponentes de los factores de escala.

3.2. Modelos escalares

En la anterior seccién hemos estudiado modelos en los que la constante cosmoldgica era modelizada por la
funcién A(t). En esta seccion estudiaremos otra forma de introducir una constante cosmolégica efectiva mediante
campos escalares. Estos fueron introducidos por primera vez por Yukawa en 1935 [212]. Existen muchas teorias
fisicas que predicen la existencia de campos escalares. En cosmologia adquirieron gran importancia en el estudio
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del universo primitivo, en particular en el estudio de los denominados modelos inflacionarios. Hoy en dia, han
vuelto a recobrar importancia para intentar explicar la actual aceleracién del universo. Los denominados modelos
quintaesencia (o modelos con constante cosmolégica lentamente decreciente) estan descritos por un campo esca-
lar que contribuye a la densidad de energia del universo y predice una constante cosmolégica efectiva decreciente
consistente con las observaciones actuales sobre la expansién acelerada del universo [213]. El término quintaesen-
cia fue acufiado por primera vez por Caldwell et al [214] para denominar a los modelos escalares con un potencial
exponencial responsables de la aceleracién del universo, aunque los modelos escalares con otras componentes de
materia ya habfan sido estudiados en la década de los 80 [215]. El método de los sistemas dindmicos se ha mostrado
como una herramienta muy ttil para estudiar y entender la dindmica de estos modelos.

En esta seccién estudiaremos diversos modelos escalares. De esta forma podremos entender como varia la
constante cosmolégica. Pero, para entender como varia la constante de la gravitacién, tendremos que formular
modelos fenomenolégicos que permitan que tal magnitud pueda variar. Calcularemos la posible forma tanto del
campo escalar como la del potencial, para que las EC admitan soluciones autosimilares independientemente de la
geometria del modelo. El procedimiento sera estudiar primero el modelo mediante las colineaciones de materia
obteniendo resultados genéricos sobre soluciones autosimilares y luego bajo el método de grupos de Lie con el
que podremos generalizar dichos resultados a soluciones tipo potencia (power-law) en las que las autosimilares
estdn contenidas. Estudiamos los siguientes casos:

= El modelo cosmolégico escalar estandar con G’ = 0, i.e., donde la constante de gravitacion es considerada
como constante y formularemos una modificacién de dicho modelo para contemplar la posibilidad de una
G variable

= El caso en el que un fluido perfecto no interacciona con un campo escalar, i.e., (Tm)ﬁ_]. =0= (T‘P);.]. ,y su
correspondiente generalizacién considerando la variaciéon de G

» El caso en el que existe interaccién entre el fluido perfecto y el campo escalar. Compararemos tres enfoques
a priori diferentes

- El primero propuesto Maia et al [216] donde los autores, siguiendo un enfoque termodindmico, no des-
componen la ecuacién de conservacion, i.e., (Tm)f == (T¢)£ .

- El segundo propuesto por Wetterich [217]. En este caso el autor descompone la ecuacién de conservacién,
es decir, la ecuacién de Klein-Gordon, y considera una determinada funcién de acoplamiento entre los

campos de materia y escalares, g¥ = Jp,,, donde la constante 6 debe ser negativa, i.e. (Tm)f, ;= —¢'q%,
(T‘P)? ;= ¢'q%. Bajo la hipétesis de autosimilaridad estudiaremos las diversas formas que puede tomar
la funcién de acoplamiento g%

- El tercero de los modelos estudiados se debe a Billard et al [218] donde por analogia con el modelo propues-
to por Wetterich, pero siguiendo un enfoque totalmente distinto, los autores consideran como funcién
de acoplamiento, Q = éHp,,, donde, en este caso la constante 6 debe ser positiva para satisfacer la

segunda ley de la termodindmica, i.e. (Tm){:;], =Q, (T<P)§.j =-Q

» Terminaremos el estudio de modelos escalares considerando la generalizacién de los modelos interactivos

con G—variable. Para este fin descompondremos la ecuacién de conservacion y consideraremos como fun-
cién de acoplamiento la funcién Q = 6Hp,,, con 6 > 0

3.2.1. Modelos escalares

Denominamos modelos cosmolégicos quintaesencia a aquellos que son descritos por un campo escalar ¢ con
un potencial V' y que puede interactuar con otros campos de materia. Las ecuaciones de campo del modelo vienen
definidas de la siguiente forma. Definimos la accién

= /d4x1/—g (212 + L¢> , (3.66)

siendo Ly el lagrangiano que define al campo ¢, i.e. Ly = —% gl 0,90 — V(¢). Para un campo escalar ¢, tal que
¢ = ¢(t), podemos escribir el tensor energia-momento como sigue [219]:

Ti? = (pq) + p¢) ujll; + P¢Siis (3.67)
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donde la densidad de energia y la presién del fluido estdn ahora defindos por

1 1
Py =597 +V(9) pp =37 = V(9), (3.68)

y la ecuacién de conservacion toma ahora la forma (la ecuaciéon de Klein-Gordon (KG))
/ 1 / d
op+ (Pp+ps)0=0 =  ¢"+Hp gV =0 (3.69)
Por lo tanto, las ecuaciones de campo que describen los modelos escalares son las siguientes
Gj=8nGT),  Op+Vy=0, (3.70)

donde Vj = %V.

Colineaciones de materia

Tal y como sabemos la ecuaciéon que debemos resolver es, EXTZ.? = 0, donde Tlf? viene dado por la Ec.(3.67),
obteniendo como vector de colineacién de materia (CM) el siguiente campo X:

X = Xq0: + (Xi — XlHl) X0y + (Xi — Xle) yay + (Xi — X1H2) 205, (3.71)

tratdndose de una CM propia, y donde se observa que si X; = t, entonces se obtiene el habitual campo homotético.

3.2.1 Las ecuaciones de campo (3.70), admiten soluciones autosimilares si el potencial V (¢), es de la forma
V(p) = Voexp (k) , y por lo tanto, el campo escalar es, = In t.

Demostracién. Consideramos campo homotético, H, y mediante la ecuacion, L Ti‘? = 0, encontramos que:

Pyt +20, =0,  ppt+2pp =0, (3.72)
donde se observa que, Lyp = pfpt =20 ¢ El resto de las ecuaciones imponen restricciones a los factores de escala.
Por lo tanto, de la primera de las ecuaciones, pfpt =-2p Py obtenemos la siguiente EDO

av 1
(cp”¢’ + li((l)‘/’)gb’) t+2 (2<p’2 + V(<p)) =0. (3.73)
Asumiendo que podemos anular cada una uno de los términos por separado, entonces
s 2 dV /
t(¢"¢") +¢” =0, t%¢ +2V =0, (3.74)
donde
t¢" +¢' =0 = ¢ = xInt, (3.75)

i.e., £9;¢' = 0. Con respecto a la segunda ecuacion

Z;:K 12V =0 =  V=Ke (3.76)
i.e., L4V = —2V. Observamos que de la Ec. (3.75), ¢/t = «.
De igual forma podemos estudiar la ecuacién completa (3.73), i.e.,

av

1p—1 n-1_
i +¢'t 42V (') =0, (3.77)

(p// +
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para lo que emplearemos el método de grupos de Lie. De esta forma obtenemos el siguiente sistema de EDP

tZgW =0, (3.78)
t217¢¢ - 2t2§t¢ + 2t§¢ =0, (3.79)
2670y — P8y + G, + 3t2§¢ e (3.80)
v d>v

2 2 _
17, + 8t5,V + 2t gt ¢ 26— i +t, + 1t i 0, (3.81)
—28V + 615,V + 2t;7‘;; — 4tn,V =0, (3.82)
tn,V = 0. (3.83)

Consideramos la simetria, ¢ = at, # = J, la cual nos lleva a obtener la siguiente restriccién sobre el potencial (de la
Ec. (3.81) y (3.82))

v d*v dv
4+ =0, 2V 4 — =0, 3.84
d¢ * dg¢? - d¢ (3.84)
cuya solucién es
V =exp (—2¢) = ¢ =Int, (3.85)

tal y como queriamos demostrar. m

Tal y como ha puesto de manifiesto Hall [167] en algunas ocasiones es interesante estudiar las simetrias del
tensor Tl] € T1(M). En dicho caso obtenemos las siguientes ecuaciones, L T] =0, sii p¢ =0,y p¢ =0, loquees
equivalente a

" dv(¢)
o=l (3.86)

donde, tal y como podemos observar, este enfoque esta relacionado con las simetrias variacionales.
Encontramos que la solucién a la Ec. (3.86) viene dada por la siguiente expresion

.4 da
= [fe .o, 687)
. V=2V(a)+C;
pero no somos capaces de obtener mas informacién. Si aplicamos el método de GL a la Ec. (3.86) entonces
av
21y — Gt +3Cp—— i =0, (3.90)
v d*v
+2 + =0, 3.91
M Ctd(]) W‘Pd(p Wd(i)z (3.91)

donde, por ejemplo, la simetria, { = t,57 = 1, nos lleva a obtener, de la Ec. (3.91), la siguiente restricciéon sobre el
potencial V
v d*v
P + JE—
dp — d¢?
i.e., la misma solucién que en caso anterior: V = exp (—2¢), y por lo tanto, ¢ = Int. En este caso no es posible
obtener otra solucién.

Los potenciales exponenciales surgen de forma natural en todos los modelos de unificacién como las teorias
Kaluza-Klein, supergravedad o teorias de cuerdas. La forma exponecial del potencial refleja el hecho de que las
derivadas con respecto al tiempo en gravedad implican el logaritmo de las escalas de longitud [220]. Aunque los
potenciales exponenciales son interesantes por diferentes razones como las apuntadas anteriormente, éstos poseen
sin embargo algunos inconvenientes, como por ejemplo, que no pueden oscilar y por lo tanto la fase de recalenta-
miento no puede producirse (en el contexto de soluciones inflacionarias), por lo que se cree que representan sélo
una aproximacién y en consecuencia se deben considerar potenciales mas complejos. En el contexto de modelos
inflacionarios, los potenciales exponenciales han sido discutidos por ejemplo en [221].

=0, (3.92)
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Método de grupos de Lie

En este caso estudiaremos la ecuaciéon de KG (3.69) mediante el método de GL. En particular buscaremos la
posible forma que puede tomar el potencial para que las EC admitan soluciones tipo power-law (y como caso
particular autosimilares). Como es habitual en este contexto, la funcién de Hubble adquiere la siguiente forma
H = ht~!,h € R, por lo que la ecuacién de KG a estudiar es la siguiente

¢" +ht 1 + d; 0. (3.93)

- 3.2.2 La unica forma posible para un potencial, V (¢) , para un espacio-tiempo que admite soluciones tipo power-
law, H=ht"1,h € R*, es V(¢) = Vyexp (k¢) y por lo tanto el campo escalar toma la forma, ¢ = Int.

Demostracién. El método nos lleva a obtener el siguiente sistema de EDP

Eppt” =0, (3.94)
2ty + 2114 — 267G = O, (3.95)
dv
3t2<§¢% +hty — hG + 281, — 175 = 0, (3.96)
d>v v
= g + 2, + 2t2§t i 2,74) 10 + 3aty, = 0. (3.97)

Si imponemos la simetria, { = at, # = J, entonces su solucién invariante es: ¢ = gln %t, por lo tanto de la Ec.
(3.97), obtenemos la siguiente restricciéon sobre la funcién potencial

A4
S TR =0 = V=pew (—2%4;) +x, ap6x€ER. (3.98)
De esta forma, redefiniendo las constantes de integracién, encontramos que la tinica forma posible para el
campo escalar y la funcién potencial compatible con las ecuaciones de campo es la siguiente:

¢ = +Valnt, V = Bexp <IF5&¢) , (3.99)

tal y como querfamos demostrar. m
Observar que en este caso es posible encontrar més simetrias, pero las soluciones generadas por ellas no son
compatibles con las EC. Por ejemplo, si imponemos la simetria, ¢ = at, # = d¢, entonces la Ec. (3.97) resulta

dqb‘; (2a — 6) ’2: =0, = V=10 @) 4y, (3.100)

que es el potencial propuesto por Peebles and Rattra (V = ¢~*), pero esta solucién es incompatible con las EC ya
que en el contexto de soluciones autosimilares, los factores de escala siempre se comportan como a;(t) ~ t", lo

o

2
que implica que el tensor de Einstein, G;; ~ t=2. Perosi V & ¢ %, entonces ¢ ~ ti+2 y es imposible que 2 = -2&.

x+2
No obstante veremos que esta solucién es compatible con un modelo en el que G varie.
De forma inversa podemos establecer el siguiente teorema

- 3.2.3 Para un modelo cosmoldgico con un potencial definido por, V = Bexp (F2¢), los factores de escala deben
sequir una ley de potencias (power-law), es decir, H = ht 1.

Demostracion. La ecuacion de KG en este caso es

¢" +¢'H+ ;;V =0, (3.101)

donde, V = Bexp (F2¢), por lo que estudiaremos las posibles formas de la funcién H(t) para obtener una ODE
integrable.
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El método nos lleva a obtener el siguiente sistema de EDP

Epp =0, (3.102)
2HEy + 114y — 2619 = 0, (3.103)

—60 X8, + HGy — H'E + 211, — & = 0, (3.104)
4¢Py + 17, — 4e 720G, +2e7 2y + Hyp, = 0, (3.105)

donde la simetria, { = ¢, = 1, nos lleva a obtener la solucién invariante, ¢ = Int, y por lo tanto de la Ec. (3.104)
obtenemos que H =ht~1,h € R. m

Tal y como hemos mencionado anteriormente, este resultado no significa que la solucién sea autosimilar, s6lo
que los factores de escala de la métrica deben seguir una solucién de tipo potencias (power-law solution), i.e., son
de la forma, a;(t) = apt", con nj € R* y porlotanto H = ht~1, h € R*.

3.2.2. Modelos escalares con G variable.

Como hemos visto con los modelos escalares podemos modelizar el comportamiento de una constante cosmo-
logica efectiva a través del potencial del campo escalar, pero nada sabemos de la posible variaciéon de la constante
gravitatoria G. En este caso queremos introducir la hipotesis de la variacion de G en las EC. Para este propésito

.. . . . . . . . . /]
y siguiendo los mismos pasos que en la seccién anterior, consideramos la identidad de Bianchi, (G(t)T;f) =0,

obteniendo la siguiente EDO o ecuacién de KG modificada

v _ GP
Go'+G(p+p)H=—-GCGp ¢”+H¢’+%:—E§, (3.106)

la cual estudiaremos mediante los métodos de las colineaciones de materia y grupos de Lie. Por lo tanto las ecua-
ciones de campo para este modelo (fenomenolégico) son las siguientes

Gj=8nG(T},  Dp+Vp=—==1. (3.107)

La idea de introducir la hipétesis de la variacion de la constante gravitatoria en las ecuaciones de campo, en
el contexto de modelos escalares, no es nueva. Por ejemplo en [222] los autores proponen un modelo de energia
oscura trabajando bajo la hipétesis de holograffa y permitiendo, de forma fenomenolégica, que G varfe. Estos
autores sélo trabajan con modelos tipo FRW y deducen la ecuacién de conservacion resultante a partir de las
ecuaciones de Friedmann. En este sentido, nuestra propuesta es mas general, vélida para cualquier geometria tipo
Bianchi y en particular también para los modelos FRW.

Método de las colineaciones de materia

Siguiendo los pasos ya expuestos anteriormente, estudiaremos la ecuacién, Ly (G(t)TZ?) = 0, obteniendo las
siguientes relaciones.

- 3.2.4 Las ecuaciones de campo (3.107) admiten soluciones autosimilares si las magnitudes se comportan como
p=¢t ",  G=Gpt?, V=Vt 2D, H=p"!,  bheR. (3.108)

Demostracién. De la ecuacién , Ly (G(t)Tlf?) = 0, obtenemos la siguiente ecuacién diferencial

/ /
% = - (? + %) — Go~t2, (3.109)

es decir

w_ dV(g) (2 G\ (1, V(¢)
===+ 8) ). e
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Para estudiar esta EDO podemos seguir las siguientes tacticas. La primera consiste en estudiar la ecuacién com-
pleta, i.e., la Ec. (3.110), mientras que la segunda téctica consiste en descomponer la ecuacién de la siguiente forma

9" =~ (1 + ZGG> ¢, (3.111)
av(g) (2, G\ V(p)
A - <t n G> 2 (3.112)

de tal forma que resolviendo (3.111) podremos integrar (3.112). Empezaremos estudiando primero esta segunda
posibilidad.
Descomposicién. La Ec.(3.111) tiene la siguiente integral

(3.113)

dt
4>—c1/tm+cz,

pero no obtenemos maés informacién. Por ello, pasamos a estudiar dicha ecuacién mediante el método de GL. Si
estudiamos la Ec. (3.111) mediante GL vemos que admite las siguientes simetrias

Cop =0, (3.114)
2 1, & 28, = 11
?‘Fﬁ Cp T gy —2Ctp =0, (3.115)
1 G/ 1 G" G/Z
<t+2G> Ct-i- <_t2+2G_2G2)€+;7t(P_zctt:0’ (3116)
1 G
(t n ZG) Py (3.117)
donde la simetrfa, & = t, 5 = —b¢, que induce la solucién invariante: ¢ = ¢,t =", nos lleva a obtener la siguiente
restriccion sobre la funcién G(¢) :
GIZ G’
G’ = - = G=0Got", keR. (3.118)
De la relacion, Gp = =2, deducimos que, G¢'> =~ t =2, y por lo tanto: k = 2b. La Ec.(3.112) resulta
av(p) ¢’ -1
—_— =-2(1+0b)t", (3.119)
i v~ U
cuya integracién nos da
InV=-2(1+b)Int <+ V = Vot 20+, (3.120)

y en consecuencia, de Gp = t 2, i.e. GV ~ t~2, obtenemos que, V = t~2¥~2, llegando asi al siguiente resultado
s —ab —2b-2 2
V=¢ :(t ):t = a=7(0+1). (3.121)

La ecuacién completa. En este caso estudiamos la ecuacion (3.110) mediante GL. El método nos lleva a obtener
el siguiente sistema de EDP

Epp =0, (3.122)
2 (2 ¢’ 2 42, =0 3.123
2 G/ 2 G// G/Z
6Vply + <t =+ G> &+ <_tz + < - GZ> §+4’7t¢ — 203 =0, (3.124)
2 G 2 G
8\ 7T G ) Ve +4Vel —2Vpny + | 5+ 5 ) 1+ 2Vger + 217, =0, (3.125)
2 G 2 G 2 G 2 G" GP?
(Frg)mes(ire)m2(ire)m-(ars-g)u=o o

1 G
(t + 2G) Vi, =0. (3.127)
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La simetria, & = t, 7 = —b¢, cuya solucién invariante es: ¢ = ¢t ¥, nos lleva a obtener las siguientes restricciones
sobre la funcién G(t). Ec. (3.126) puede escribirse de la siguiente forma
2 G 2 G 2 G G”?
-b|-+—= 2 -+ = |-tl—-—5+—=—-——= ]| V=0 3.128
o (F+ ) v+ (@9 (3+5) -t (-2+5-&)) (3128)
mientras que de la Ec. (3.124) obtenemos
G/Z l
G’ = e GT — G=0Got", keR. (3.129)
De la Ec. (3.125) obtenemos
2+bV, 2
Vo = Tf — V= VppstD, (3.130)

obteniendo, de esta forma, los mismos resultados que en el caso en el que habiamos descompuesto la ecuacién. m

Método de grupos de Lie

Estudiamos la Ec. (3.106) mediante el método de grupos de Lie, dicha ecuacién puede reescribirse de la si-

guiente forma
av G
i ¢’ +op e = 0, (3.131)

donde, H = ht~!. Como en los casos anteriores, buscamos la forma del potencial, V (¢) y de G(t) para las cuales
nuestra ecuacién admite soluciones tipo power-law.

(P//‘P/ +ht71([)/2 +

- 3.2.5 La iinica forma posible para el potencial, V (¢) y la funcién G(t), compatible con soluciones power-law, es
V(p) = Vop=*, y por tanto ¢ = tP,y G = k118, donde a, h, g € R, tal que g = 2a.

Demostracién. Aplicando el método de GL a la Ec. (3.131) obtenemos el siguiente sistema de EDPs

G/
Nop — 2t + <2ht1 + G) &y =0, (3.133)
1 (g G\ 2 L e
G 4 G
G" G'\? G/ G/ G/
—— | = —V —V¢, —2—=Vn, = 1
(G (G)>V€+G PHIGVe =2V, =0 (3:136)
/!

Ev’h =0, (3.137)
donde, Vy = ‘%. Si imponemos la simetria, { = —t, 7 = a¢, y por lo tanto, ¢ = t%, entonces obtenemos las
siguientes restricciones para las funciones V y G. De la Ec. (3.134) obtenemos

? /
o % _ GT Gt (3.138)
mientras que de la Ec. (3.135) obtenemos
Vo — (i + 1) Vo =0 =4 V= K2(P2(%+l), (3.139)

de esta forma, vemos que, V = «; (t + to)_z("‘H)

se comportan de la siguiente manera

. Por lo tanto hemos demostrado que las principales magnitudes

g=(t+10)",  V=rg?et), V() =k (t+t) 2, G =ry (1), (3.140)

con g —2(a+1) = =2y, por lo tanto, ¢ = 2a. Observar que podemos redefinir las constantes para obtener
V¢ n
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3.2.3. Campos de materia y escalares sin interaccion

Para generalizar los escenarios anteriormente expuestos, en esta secciéon consideraremos la combinacién de un
fluido perfecto y campo escalar, situacién que nos permite describir los escenarios de energfa oscura y materia
oscura.

El tensor energia-momento para un campo de materia, en este caso consideramos un fluido perfecto, viene
definido por

T =Tj + T

donde, T = (pu + p,,,) wittj + pgij, y T = (P4> + P¢) uiltj + pegij con, py = 3¢+ V(9),y pp = 39”7 — V(¢).
La ecuacién de conservacion es

o+ (v +1)p,,H=—¢' (<l>“ +¢'H+ ;PV> , (3.141)

que al considerar que no existe interaccién entre ambos campos, la Ec. (3.141) se descompone en las siguientes

O+ (v +1)p,H=0, (3.142)
¢" +¢'H + ;;V =0, (3.143)

es decir, cada tensor energia-momento es conservado por separado.
Tal y como podemos observar, en este caso no es necesario realizar mas cdlculos ya que ambas escuaciones han
sido estudiadas en las secciones anteriores. Por lo tanto, las principales magnitudes se comportan como sigue:

2
¢ =+valn(t+tg), V = Bexp (:F\/&(p) , p = pot 2 (3.144)

conH=ht"1heR.
En este caso, el método de las colineaciones de materia no aporta informacién nueva. Aplicando el método a

la ecuacién, Ly (Tl’}1 + TZ)> = 0, y teniendo en cuenta las propiedades de la derivada de Lie, entonces podemos
descomponer dicha ecuacién en las siguientes, L (TZ?) + Ly ( Tl-?) = 0. Al desarrollar esta ecuacion, llegamos a

la conclusién, de que podemos estudiar por separado cada uno de los térnimos, i.e., Ly (T[]") =0="Ly (T;f) ,
que son las ecuaciones ya analizadas en los casos anteriores.

3.2.4. Campos de materia y escalares sin interaccion y G variable

En esta seccién incorporamos la hipétesis de G variable a las ecuaciones de campo, de tal forma que propo-
nemos un modelo fenomenolégico en el que consideramos un campo escalar y un fluido perfecto sin interaccién,
permitiendo que la constante de gravitacién varie con el tiempo ¢. Teniendo en cuenta la identidad de Bianchi
obtendremos una nueva ecuacién de conservacion.

El tensor energia-momento es, T = T, + T}, donde T% = (p + p)u'u/ + pgll, y p = Omt0p Y P = Pm+t Py,
por lo tanto aplicando Bianchi obtenemos

(87G(1)T;)! =0 += Gp'+G(p+p)H=-Gp, (3.145)
i.e. v o
O+ (O + pm) H+ ¢’ (D<P+d¢> =-G (O + Pg) - (3.146)

Podemos estudiar la Ec. (3.146) de diversas formas. Una de ellas, quizas la mds simple, consiste en descomponer
la ecuacion de la siguiente forma

G/

O+ (00 + ) H= =50, (3.147)
% e

¢ <D¢> + d¢> = =GPy (3.148)
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y por lo tanto, al haber sido ya estudiadas ambas ecuaciones, sabemos que las principales magnitudes deben
comportarse como sigue:

=t V(t) = rot 20041, G =188, O = potfz(’”l), Pm = Y0 (3.149)

con g = 2a, yaque Gp =~ t 2.

3.2.5. Modelos con interaccion

Uno de los principales problemas a resolver dentro de los modelos quintaesencia es el conocido como el pro-
blema de la coincidencia, que podemos formular de la siguiente manera. ;Por qué vivimos en una época en la que
las densidades de la energia y materia oscura son comparables? Una posibilidad que responde a este problema
es la de considerar que ambas componentes, el campo escalar y el de materia interaccionan, formulando asi los
denominados modelos con interaccién “interacting quintessence”. En estos modelos, se considera que el campo es-
calar decae al campo de materia, y por lo tanto, se puede interpretar como un modelo en el que interacciona la
materia oscura con la energia oscura. Debido a que desconocemos el comportamiento fisico tanto de la materia
como de la energifa oscura entonces, no hay argumentos fisicos que excluyan la posibilidad de la interacciéon entre
ambas. De hecho, recientemente se han encontrado evidencias experimentales que apoyan esta idea. Por ejemplo,
Bertolani et al [223] han puesto de manifiesto que en el claster Abell A6586 exiten evidencias experimentales de tal
interaccién, al igual que Abdalla et al [224]. Por lo tanto, parece razonable considerar la posibilidad de interaccién
entre el campo escalar y el campo de materia.

Consideraremos varias de las propuestas hechas por diferentes autores. Analizaremos tres modelos a priori
distintos y mediante el método de GL, propondremos y justificaremos otras posibilidades.

Primer caso

El primero de los modelos considerados se debe a Maia et al [216]. Motivados por los diferentes modelos feno-
menolégicos que discuten la variaciéon de la constante cosmolégica en el contexto de la RG, los autores discuten
c6mo interpretar, en el marco de los modelos escalares, una A(t) variable que decae a un fluido perfecto. Recor-
damos que en RG la situacion era descrita por la ecuacién de conservacion, p’ + (o + p) 8 = A’/87G. La cuestion
resulta interesante ya que si la nueva modelizacién resulta viable, entonces dicha teorfa puede implementarse en
otros marcos gravitatorios donde la RG no resulte valida, como en regimenes de altas energias. De esta forma e
inspirdndose en el caso relativista “cldsico” consideran un modelo en que existe interaccién entre el campo escalar y
el fluido perfecto, teniendo siempre presentes las leyes de la termodindmica y los procesos de creacién de materia
[225].

Por tanto las ecuaciones de campo son

Gi]' = 87‘[GT1‘]‘, Tij = TZ}Z + Ti(;)’ (3-150)
junto con la ecuacién de conservacion
/ p av
o+ (r+1)p,H=—¢(Op+ i) (3.151)

que pasaremos a estudiar mediante GL, deduciendo la forma que pueden tener las principales magnitudes invo-
lucradas en el modelo para admitir soluciones tipo power-law y en particular soluciones autosimilares.

- 3.2.6 La posible forma de las funciones, V, ¢ y p, para que la Ecs. (3.150 y 3.151) admitan soluciones tipo
potencia es la siguiente

¢ =1Int, V =exp(—2¢), p~Cit 2+ Cot™". (3.152)

Demostracién. Empezamos reescribiendo la ecuacién (3.151) de la siguiente manera

o +rot = —¢ (4)” +he't™ 4 ’2;) , (3.153)
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conr = (y+1)h, H=ht~!. La aplicacién del método de grupos de Lie nos lleva a obtener

PEpp =0, (3.154)

—2828y + 21ty + 14 = 0, (3.155)

2671, — PGy + 38 Vi + the, — h =0, (3.156)

P Vipy + 21 + 418, (10 + 1p) + 2V, (2@,; —y ¢) + hty, =0, (3.157)
tol (342, — 2, + 1) +1p (38, — 25, — &) + £gp" =0, (3.158)

n (ro+tp") =0. (3.159)

Siguiendo la misma téctica que en los casos anteriores, vemos que si imponemos la siguiente simetria, { = t,# =1,
obtenemos que, ¢ = Int, junto con las siguientes restricciones para las funciones V y p. De la Ec. (3.157) se deduce
que el potencial debe ser de la forma:

Vpp +2Vp =0 = V =exp(—2¢), (3.160)
mientras que de (3.158) obtenemos la restricciéon para la densidad de energia

/
o' =~ (3471) p? - Zrt% = oG24t (3.161)
tal y como querfamos probar. m
Este modelo corresponde a una generalizacion “matemdtica” de la teoria de Hoyle-Narlikar [226] y su famoso
campo C—campo de creacién de materia donde el campo escalar no tiene potencial, i.e., V' = 0. Resaltamos el
término “matemdtica” ya que las motivaciones fisicas tenidas en cuenta para formular los respectivos modelos son

muy diferentes. El modelo de Hoyle y Narlikar es quizés el primero en considerar campos escalares en cosmologia.

Segundo caso

Este modelo fue propuesto por Wetterich [217]. En este caso las ecuaciones de conservacién son las siguientes

o+ (w+1)p,H=—¢q%, (3.162)
dv
_— = 4)
Op + i (3.163)

donde g% = dp,,. Tal y como se observa, si hacemos, § = 0, entonces recobramos el caso en el que no hay interaccién
entre los campos. La tinica condicién que debe verificar la constante J, es la de ser negativa, i.e.,, § < 0 [227].

- 3.2.7 Las ecuaciones de campo (3.150, 3.162 y 3.163) admiten soluciones tipo power-law si las magnitudes V, ¢
Y p se comportan como

¢ =Int, V =exp(—2¢), p = pot 2 (3.164)
Demostracién. Estudiando la Ec. (3.163) mediante GL vemos que
P¢pp =0, (3.165)
—282 + 2ty + 17 = O, (3.166)
3¢, (Vp — Bp) + they — hE + 2871, — 28, = 0, (3.167)
12 Vog + 2113y + 282, (Vo — Bp) — 211, (Vo — Bp) -+ htty, — ptp’ = 0. (3.168)

La simetria, { = t, 7 = 1, la cual induce la solucién invariante ¢ = Int, nos lleva a obtener las siguientes restric-
ciones
Vop +2Vp =B (to' +2p), V=exp(-2¢)=pp~t> (3.169)

Por otro lado, la ecuacién p}, + (v + 1) p,,H = —¢'g?, admite la siguiente soluciéon

1
p=exp|[—Bpp—rint+ BCi] = pOtrTﬁ’ r+p=2, (3.170)
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tal y como queriamos hacer ver. m

Nos preguntamos ahora, si la eleccion de la funcién ¢ es tinica. Para ello definimos una nueva funcién de aco-
plamiento, q¢ = Bf(t), que depende de una funcién indeterminada f(t), buscando la posible forma de la funcién
g% compatible con soluciones tipo power-law. Para ello estudiaremos de nuevo la ecuacién de KG modificada

av

O¢ + — = ¢?, (3.171)
d¢
donde el método nos lleva a obtener el siguiente sistema de EDP
¢pp =0, (3.172)
—2828y + 21ty + 1]y = 0, (3.173)
3t°¢, (Vp — Bf) + th, — hg + 2t217t¢ — 125, =0, (3.174)
PV + Py + 208, (Vp — BF) — £, (Vo — Bf) + hi, — BREF =0, (3.175)
y tendremos en cuenta la ecuaciéon
o+ (v +1)p, H=—¢'q?, (3.176)
que admite la siguiente solucién
/ pﬁt; Parvc, o p= (/ —BY'f (t) 't + C1> . (3.177)
Para preservar el principio de homogeneidad dimensional, observamos que la funcién, f , debe tener dimen-
siones de densidad de energia i.e., [f] = [p]. La simetria, { = at, # = 1, nos lleva a obtener la siguiente restriccion
sobre la funcién potencial, de tal forma que de la Ec. (3.175)
Vi + 20 (Vy — Bf) — BPEF =0, (3.178)
y por lo tanto
Vpgp +2aVyp =0 = V =Vyexp (—2a¢), (3.179)
2f —tf' =0 =  f=t72 (3.180)

Observamos que de hecho, la funcién f puede ser de la forma, f = At2, A € R. De esta forma llegamos a
que las magitudes deben ser de la forma ¢ = Int, V = exp (—2¢), f = fot 2. Esto justifica como eleccién de
f, f = p = t~2, pero podemos considerar otras magnitides o combinacién de magnitudes, como por ejemplo,
P + Py, Siempre y cuando se verifique que f ~ t2,

Tercer caso

Este modelo ha sido propuesto por Billard et al [218]. Inspirados por el trabajo de Wetterich, proponen otra
forma para la funcién de acoplamiento, en este caso denotada mediante la letra Q. Las ecuaciones de conservaciéon

("), = Qy (T?)]; = —Q) son

o+ (w+1)p,H=Q, (3.181)
v
¢’ <D<P+ 7 ¢) -Q, (3.182)

donde la funcién de acoplamiento toma ahora la siguiente forma, Q = §Hp,,. Consideran esta forma para la
funcién de acoplamiento basandose en la existencia de una transformacién conforme que lleva la teorfa JBD a la
escalar (mds adelante volveremos sobre este punto). Como en los casos anteriores la energia del campo escalar
es transferida al campo de materia. La tnica restriccién a considerar en este modelo es la siguiente: § > 0, de
tal forma que la segunda ley de la termodindmica sea satisfecha [228]. 5i hacemos § = 0, entonces, como antes,
recobramos el modelo no interactivo.
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3.2.8 Las ecuaciones de campo (3.150, 3.181 y 3.182) admiten soluciones tipo power-law si la densidad de energia,
el campo escalar y el potencial se comportan de la siguiente manera

0 = Pot 2, ¢ =1Int, V =exp (—2¢). (3.183)

Demostracién. Estudiamos el siguiente sistema

o, + (v +1)p,H=6Hp,, (3.184)
av
¢ <ng + d(P) = —6Hp,,. (3.185)

Vemos que la Ec. (3.184) se integra facilmente
P = pot" ), (3.186)
y por lo tanto la Ec. (3.185) resulta
¢’ <4>” +he't ™ + %) = At (3.187)

cona="h(6—(y+1)) -1, A= hp,. Elmétodo de los GL nos lleva a obtener el siguiente sistema

Eppt” =0, (3.188)

—28%8yy + 21ty + 1y = 0, (3.189)

328y Vp + they — hE + 28717, — 128, = 0, (3.190)

Vg + 11y +4APTE, Vi — 1,V + iy, + 2628,V = 0, (3.191)
BAPHIG, —2AP T, +aAr g =0, (3.192)

ATy, = 0. (3.193)

Si consideramos la simetria, ¢ = t, 7 = 1, entonces obtenemos la siguiente restriccion sobre la funcién potencial
Vg + 20V =0, = V = Vpexp(—2a¢), (3.194)

y a = —3, tal y como queriamos probar. m

Como hicimos en el segundo caso, nos volvemos a preguntar si la forma de la funcién de acoplamiento es
unica o puede generalizarse. Para ello consideraremos la siguiente funciéon de acoplamiento, Q = éHf (), donde
la funcion f () es desconocida, en vez de ser la densidad de energia del fluido. Aplicando el mismo procedimiento
que en los casos anteriores, estudiaremos las ecuaciones de conservacién mediante GL determinando la posible
forma de las funciones involucradas compatibles con soluciones tipo power-law. Nuestras ecuaciones a estudiar
son las siguientes

o+ (v +1) p, H = SHf (1), (3.195)
¢ (qu + Zg) = —0Hf(t), (3.196)
observando que la Ec. (3.195)
P+ (v +1)p,, —f (1)) H=0, (3.197)
admite la siguiente solucién
p= <5h / F(1)Fdt + c1> £, (3.198)

conr=h(y+1),y H = ht"!. Analizando ahora la Ec. (3.196)

¢ <4)// +he't ™ + Z:) = —Sht 1f(1), (3.199)
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mediante GL, vemos que:

Eppt” =0, (3.200)

288y + 2htGy + 174, = 0, (3.201)

3¢y Vp + they — hg + 281, — 128, = 0, (3.202)

Vg + 1, + 40ht f (£ Vip — 111,V + i, + 2875,V = 0, (3.203)
30htf ()¢, — 20htf(t)n, +oh (tf'(t) — f) & =0, (3.204)

Shtf(t)y, = 0. (3.205)

La simetria, ¢ = t, # = 1, impone las siguientes restricciones. De las Ecs. (3.203 y 3.204) obtenemos

V(P(P + 2V¢ =0, - V="V exp(—Z(])), (3.206)
tfl()+2f=0, = f=fot? (3.207)

lo cual nos permite integrar la Ec. (3.198) obteniendo
o= (511 / £ =3dt + cl) 7, = prCit 24 Cot ", (3.208)

Por lo tanto hemos obtenido los siguientes resultados

P, =pot 2,  p=Int, V=exp(-29), f=fot % (3.209)

Tal y como se observa, la funcién, f, debe comportarse como, f = fot~2. Este hecho justifica el empleo de
f = p,,, como en el caso propuesto por Billard et al, pero nos permite justificar el empleo de otras funciones
como las siguientes; f = p,, = t2,0f=0p,+p o~ t=2, etc. Por ejemplo, Wei [229] utiliza la siguiente funcién
de acoplamiento (sin deduccién alguna) Q = ap;, + 3BHp,,, pasando a estudiar el modelo mediante sistemas
dindmicos. Observar que la eleccién es dimensionalmente homogénea ya que [p/,] = [Hp,,] = T~2.

3.2.6. Modelo escalar interactuando con un campo de materia y G variable

Consideramos ahora un modelo escalar que interacciona con un fluido perfecto, pero afiadimos ademads, la
hipétesis de una constante gravitatoria variando con el tiempo ¢. Entonces debemos deducir unas nuevas ecuacio-
nes de conservacion teniendo en cuenta la identidad de Bianchi, i.e., div (G(t)Tj;) = 0. Para ello empezaremos por
reescribir el tensor energfa-momento de la siguiente forma

Ty=Ty+Th TV =(p+p)u' + pgh, (3.210)
donde, p = p,, + 0y, ¥ P = pm + py- Considerando la identidad de Bianchi, (G(t)Ti‘);j = 0, obtenemos

Gp'+G(p+p)H=-Gp, (3.211)

ie.,
av G 1
/ v / 2 _ 2
P TP —i-%(l) +H(4> —i—(pm-!—Pm)) e (Pm—i-ng +V). (3.212)
Esta es nuestra nueva ecuacién de conservacién. Estudiaremos dos casos: el primero consistird en estudiar la
ecuacién sin desacoplar (sin descomponer); en el segundo introduciremos una funcién de acoplamiento, siguiendo
asi los pasos anteriormente expuestos.
Tal y como expusimos anteriormente, el método de los CM no aporta informacién alguna a este estudio ya

que de la ecuacion Ly (G(t) (Ti’}1 + Tl‘f)) = 0, llegariamos a, Ly (G(t)Ti’;?) =0= "Ly (G(t)TfP

; ].) , casos éstos ya

estudiados.
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Caso 1

En este caso estudiaremos la ecuacién entera, i.e., Ec (3.212) que rescribimos de la siguiente manera, teniendo
en cuenta que, H = ht~!, entonces

el av G’ G’
" -1, ¥ I I ! -1, ¥ —
<4> —|—<ht +2G>¢+d¢>¢—|—GV—|—pm—|—(rt —l—G)pm 0, (3.213)
conr = (1+ ) h. Aplicando el método de GL obtenemos
*G?Epp =0, (3.214)
262GP1)y, — 412Gy + 26GEy (20G +1G') =0, (3.215)
6tGEy (0 + tVy) + 482Gy, — 262 GEy + (—2hG2 —12G”? + tzGG”) E+1tG (2hG +tG') & =0, (3.216)

AP GPVyGy — 202G Vi, + 262G, + 8EG (tG' (V +p) +1pG + 1Gp') G4+

+22G* Vg1 + tG (2hG +tG') 17, = 0, (3.217)

2:2GG' Vi + 6tG (tG'V + 10G + tG'p + tGp') & — 4G (tG'V + 1pG + tG'p + tGp') Urss
+ 212G (G”V + G +t71Gro’ + G"p+ Gp" — rpGt ™2 — G1G? (V + p)) E=0, (3.218)

2262 (p+ GGV +t 1rp+ Glp) 1, = 0. (3.219)

Imponemos la simetria, { = t, 7 = a¢, que induce la siguiente solucién invariante para el campo escalar,
¢ = t%, lo cual nos llevard a obtener restricciones sobre las funciones G, V and p. De la Ec. (3.216) obtenemos la
restriccion sobre G,

G/2 G/

1
G G t’

De la Ec. (3.217) obtenemos la restriccién sobre el potencial

_ Vv 2 (y-1
Vop = (“,Xz) f, = V(g)=Vop™ .

(3.221)

2 (e
Por ultimo, de la Ec. (3.218) y teniendo en cuenta los resultados previos, ¢ = t* and V (¢) = Voqb“( v Vor2la=1),
y G = Got€, obtenemos la restriccién sobre la densidad de energia

/

o' =—af—ab -, — g =gy, (3.222)

Por lo tanto podemos concluir que las principales magnitudes deben comportarse de la siguiente forma (rede-
finiendo las constantes)

p=t", V(t) = kot 200+, G =118, O = potfz(’”l), Pm = Y0 (3.223)

con ¢ = 2a, ya que debe verificarse la relacién, Gp =~ t 2.

Si consideramos el caso de un campo escalar en el que el potencial es nulo, V = 0, entonces el modelo es
similar al propuesto por Hoyle y Narlikar [226], pero con G variable, modelos éstos en los que recientemente han
trabajado Bali et al. [230].
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Caso 2

Como comentamos anteriormente, en este segundo enfoque, descompondremos la Ec. (3.212) introduciendo
cierta funcién de acoplamiento. Las ecuaciones resultantes son las siguientes

G/

O+ (0 +Pm) Ht 50, = Q (3.224)
/

¢"+¢'H+ Z; + (éf;f =-Q (3.225)

donde, Q = dHf(t), siendo f cierta funcién a determinar. Por simplicar los cdlculos, y teniendo en cuenta los
resultados previos, podemos suponer que por ejemplo f se comporte como la densidad de energia, i.e., fijaremos
f = p, por lo tanto

G/
O+ (0 + Pu) H+ =0, = 6Hp,, (3.226)
T A L
W H G G = Ot (3.227)

pasando a estudiar ambas ecuaciones. El método de Lie aplicado a la Ec. (3.227) nos conduce a obtener el siguiente
sistema

PG%Cpp =0,  (3.228)
262Gy — 42GPEyy + 26GEy (2hG +1G') =0, (3.229)
6tGE, (6ho + tVp) + 48 GPryyy — 26°GPEyy + (—2hc2 —12G"% + t2GG”) E+1tG(2hG+1tG') & =0,  (3.230)

4G? (Shp + tVp) & — 2tG? (Sho — tVp) 17, + 2G5k (tp" — p) § +26°GP1pyy + 8P GGVl t

+22G?Vpgn + 2tG (hG +tG') 17, = 0, (3.231)
2L2GG Vg1 + 612GG Vg, — 42GG Vi, + 212V, (GG = G2) € =0, (3.232)
GG'Vyny, = 0. (3.233)

La simetrfa, { = t, # = a¢, y por lo tanto, ¢ = t*, nos lleva a obtener las siguientes restricciones. De la Ec.
(3.230)
G/Z G/
G" = < 7 = G = Gyt8, (3.234)

mientras que de las Ec. (3.231) obtenemos la siguiente restriccion para el potencial

2 (6hp + V) — (Jhp — V) a+0h (9 = ) t + tVpyag = 0, (3.235)

que podemos descomponer en

26hp — adhp + oh (p’ - ﬁ;) t=0. (3.237)
De la Ec (3.236) obtenemos
V. «
Vi = — (a : 2) f, — V=T T (3.238)

mientras que de la Ec. (3.237) obtenemos la forma para la densidad de energia

2-a—1)p+p't=0 =  p=pt @D, (3.239)



3.3. TEORIAS TENSO-ESCALARES 53

tal y como ya sabiamos. Observamos que la Ec. (3.226) admite una integracion dierecta

/

G
p;n +(1+9—96)Hp,, + Epm =0, = p,,G =Kt (3.240)

conr = (1+v-9).
Concluimos por lo tanto, que bajo las hipétesis consideradas, las principales magnitudes del modelo deben
comportarse de la siguiente manera

p=t" V(t) = Kyt~ 2t]) G =118, O = potfz(’”l), Pm = YO (3.241)

con g = 2a, al tener que verificarse la relacién Gp =~ t 2, siendo & € R, una constante a determinar a través de las
ecuaciones de campo.

Existen otras alternativas a las aqui tratadas, todas ellas desarrolladas en el marco de geometrias tipo FRW. Por
ejemplo, Sheykhi y Setare [231] proponen un modelo interactivo para fluidos viscosos bajo la hipétesis agegréfica
“agegraphic principle”. También en el marco de fluidos viscosos, Adabi et al [232] presentan un modelo con la
hipétesis hologréfica. Por tltimo, Jamil [233] estudia las correcciones a los parametros “statefinder” debidas a una
posible variaciéon de G en varios modelos para fluidos perfectos bajo las hipétesis de holografia, agegraphic y
gases Chaplygin. En todos estos casos, las ecuaciones de conservacién son deducidas derivando las ecuaciones de
Friedmann de tal forma que la variacién de G, G’, entre en las ecuaciones planteadas.

3.3. Teorias tenso-escalares

Las teorias tenso-escalares empezaron con los trabajos pioneros de P. Jordan en 1950 [234]. La teoria de Brans-
Dicke [24] (BD) constituye un intento de incorporar el principio de Mach a la RG. Este principio establece que los
sistemas de referencia inerciales estdn determinados por la distribucién de la masa del universo. De esta forma,
deberemos admitir que existe un espacio absoluto respecto al cual las galaxias lejanas estdn en reposo y que definen
los sistemas inerciales o por el contrario, la inercia es debida a la interaccién de las masas de todos los cuerpos
en el universo. Brans y Dicke interpretaron que las relaciones inerciales son consecuencia de la distribucién de
masa del universo alrededor del punto considerado, y por lo tanto, las leyes fisicas dependen de la posicién. Otra
piedra angular en la teoria de Brans-Dicke reside en la hipotesis de Dirac de los grandes ntimeros (LNH). La idea
de Brans y Dicke estriba en suponer que la variacién de las constantes fisicas requerida por su interpretacion
del principio de Mach, se reduce a la variacién de la constante gravitatoria. Esta interpretacién del principio de
Mach resulta incompatible con el principio de equivalencia fuerte que si es verificada por la RG. Por lo tanto, los
modelos de BD generalizan la RG basdndose en el principio de equivalencia débil (el tinico hasta la fecha verificado
experimentalmente) e incorpora el principio de Mach. La idea fundamental consiste en describir un mecanismo de
interaccién entre un cuerpo y el resto del universo (Mach) mediante un campo escalar. Ademads este campo debe
dar cuenta de la variacién de la constante gravitatoria. Estas teorias fueron posteriormente generalizadas por P.G.
Bergmann [235], K. Nordtverdt [236] y R. T. Wagoner [237]. En los libros de Faraoni [238] y Fujii y Maeda [239]
podemos encontrar una recopilacién y motivacién de todas estas teorias.

Como nuestro prépoésito se centra en describir la variacién tanto de G como de la constante cosmolégica, con-
sideraremos generalizaciones de la teoria de BD. Empezaremos estudiando un modelo que puede considerarse la
generalizacion mds sencilla del modelo de BD al contemplar una constante cosmoldgica dindmica A (¢) . El estu-
dio, como en los casos anteriores, consistird en la deduccién de la posible forma que pueden tomar las distintas
magnitudes para que el modelo admita soluciones autosimilares, mediante CM y GL. Consideraremos un modelo
mads general, en el que el campo escalar es introducido mediante cierta funcién F (¢) y la constante cosmoldgica es
modelizada mediante el potencial U del campo escalar ¢. Al igual que en el anterior caso deduciremos las posibles
formas que pueden tomar las magnitudes involucradas en el modelo para que éste admita soluciones autosimi-
lares. De esta forma encontramos una familia de modelos tenso-escalares que admiten soluciones autosimilares
y que corresponden a modelos bien conocidos en la literatura, como es el modelo de la gravedad inducida. A
continuacién estudiaremos los modelos tipo camaleén y por tltimo demostraremos que existen soluciones tipo
power-law para las denominadas teorias f(R, ¢) (generalizacion de los modelos F (¢)). Sin embargo, demostrare-
mos que no existen soluciones ni autosimilares ni de tipo potencias en los modelos f(R).
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3.3.1. Modelo con A

En este caso consideramos el modelo propuesto por Will [240]. La accién viene definida por

o 4 w (¢) 8¢ 1
5 = 167Gy /d =g ¢

4200 (9)
donde, como es habitual, g = det(gij), Gn es la constante de Newton, y Syg es la accién de la materia no-
gravitatoria. Las funciones arbitrarias w (¢) y A (¢) determinaran las diferentes teorias tenso-escalares. A (¢) es
una funcién potencial y desempefia el papel de una constante cosmoldgica dindmica, mientras que la funcién,
w (¢), es una funcién de acoplamiento (el parametro de BD).
Las ecuaciones de campo explicitas son

¢R — + SnG, (3.242)

1 8 1 1
Ry = 58iR = i T+ A@) gy + (¢,i¢,j - zgij(P,l‘P/l) +5 (95— 8i00). (3.249)
y las ecuaciones de conservacién son
d an
(3+2w (¢)) O¢p = 87T — %swl —2¢ <¢d¢ ~A <4>>) , (3.244)
(Ty)” =0, (3.245)

donde, T = Tl-i, representa la traza del tensor energia-momento. La constante de gravitacion efectiva, Geg(t), estd
definida por la siguiente expresion

2w+4) Gn

Gef(t) = (Zw +3) () (3.246)

donde debemos suponer que 2w + 3 # 0. El pardmetro de BD w viene determinado por las observaciones y, en el
caso limite en el que w — oo, entonces, la teorfa de BD colapsa a la RG. Las tltimas estimaciones [241] sugieren
w=4-10%

Por lo tanto, nuestro objetivo es determinar la forma de las funciones, ¢, w (¢) y A (¢), para las cuales las
ecuaciones de campo admitan soluciones autosimilares. Para ello emplearemos el método de las colineaciones de
materia y los grupos de Lie.

Colineaciones de materia

Empezaremos por definir un tensor efectivo energia-momento, T¢/f

4 l] 7
e 1 w ((P) 1
ll,],ff =—Tj 4+ —17 -

y calcularemos su derivada de Lie respecto de cierto campo homotético #, i.e.,

1
<<P,i</’,]- - 28ij4’,z4”l> + ((P;ij - gijD‘P) + A (9) gij, (3.247)

Ly (Tf]-ff) —0. (3.248)

Por simplicidad emplearemos el campo H de una métrica FRW (pues no estamos interesados en obtener restric-
ciones sobre los factores de escala, sino sobre las magnitudes del modelo) resaltando que los resultados obtenidos
serdn validos para cualquier modelo Bianchi. Por tanto, el campo considerado es el siguiente

H =13+ (1 — tH) xdy + (1 — tH) ydy + (1 — tH) z0.. (3.249)

Para calcular, £y (Ti‘}ff ) = 0, descomponemos el tensor Tlf‘;-ff, pasando a calcular dicha ecuacién bajo la hipétesis

Ly (T;) = 0, siendo, T;, cada una de las componentes del tensor Tlf‘;-ff . En consecuencia

1. Ty = (P_lTijf
Ly (;w) =0, <= —tp¢' +tp'¢p+209 =0, (3.250)
obteniendo . ,
PP __2 L P2 (3.251)
Pt ¢



3.3. TEORIAS TENSO-ESCALARES 55

2. h=w(p)p? (‘P,i‘P,j - %gii‘P,l‘P'l)

w 1
EH(;?<%%—Z&QW0>—O = (3.252)
tp7 (wp — 2w) + 2tw,p + 2w, = 0, (3.253)
y por lo tanto
2 (w
%__?(;f_o_?, (3.254)
0
W Pt Pu 2 w' ¢ P 2 P
— ¢, —2— +2— = —— — —2= 42" = —— = w(Pp)— =t~ (3.255)
WP TR TR T @ e TR T @ g2
Observar que w' = wgp¢,.
Encontramos la siguiente solucién para la Ec. (3.254)
¢/
/'f;@d¢—cunmwbzo. (3.256)

por lo que para determinar la forma de ¢, deberemos hacer ciertas “hipétesis” sobre la funcién w (¢) . Por
ejemplo

» w () = cont

¢k
/ ;dq) =klng, — ¢ = ¢t", (3.257)
esta es la tinica soluciéon matemadticamente compatible con la solucién autosimilar.
= w(g) =9
¢ /2 2 2
/ %d(p = E¢”/2 — E¢“/2 =Cnt ¢ =C(Int)?". (3.258)

3. T3 =¢" (% - gijD¢)

1
Ly (4) (‘P;ij - 81‘]‘D¢)) =0, (3.259)
i.e.
4)2 f/2
f@ﬁ4%ﬂ—$f—%f>+wfza (3.260)

¢ (P/// i (ZH . (Z:) (P” . ZH(I;I) +2H'¢/ +2 (47” — Z(P’H) =0. (3.261)

Recordar que H = ht~1 h € R*. Estas ecuaciones son diferentes para cada uno de los modelos tipo Bianchi y
con ellas tinicamente obtenemos restricciones sobre los factores de escala, por lo tanto no obtenemos ninguna
informacién sobre el comportamiento de las magnitudes.

4. Ty = AN (P)8ij

Ly (A(9)gij) =0 (3.262)
ie.
/ _ ﬁ /I _ _E _ -2
tApp +2A =0 = A ¢ = ; = A= Apgt™%, (3.263)

donde A" = Ay¢'.
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Tal y como podemos comprobar, con el método de las CM hemos obtenido las siguientes relaciones entre las
diferentes magnitudes

¢
ppl =172, / @d({? —Clnt+C =0, A=Apt?

y s6lo haciendo “hipétesis” sobre el comportamiento de la funcién w, como por ejemplo, w = const., podemos
llegar a obtener una solucién completa. De esta forma, pasaremos a estudiar mediante la tactica de los GL la ecua-
cién de conservacion. Recordamos que con las CM obtenemos exclusivamente soluciones autosimilares mientras,
que con el método de los GL, obtenemos soluciones tipo power-law en las que las autosimilares estan incluidas.

Grupos de Lie

En este caso queremos estudiar la Ec. (3.244) mediante el método de GL, i.e., estudiaremos la forma que pueden
adoptar las funciones A (¢) y w (¢) para que dicha ecuacién admita una integracién completa. Empezaremos por
reescribir la ecuacién de la siguiente forma

(3+2w (¢)) (<p” + hrlq;’) =Ct "+ B (A —pAy) ¢ — ¢"wy, (3.264)

donde, h = const., h € RY, B = 2,y C = 87 (1 —37) p,. Observar que en este caso hemos tenido en cuenta la
condicion suplementaria, div T = 0, es decir, p = pyt ™%, donde a = (1+9)h,yH= ht~1, como es habitual.
El método nos lleva a obtener el siguiente sistema de EDP

wplp—Wepp =0, (3.265)
2nEIWE + Wip gy — 2Ny — (2W 10} = g ) 1+ iy, = 0, (3.266)
—3 (Bp (A —pAg) +Ct*) &y +ht 2W (15, — &) + 2Wir,,—
— WE + 2t w, (1 — (3+2w) w—l) 1+ 2wyr, =0, (3.267)
[B (92 Agp + @Ap — ) + 20y W (Bp (A = pAg) +Ct )] 1 =2 [Bg (A — pAg) — CH*] &+
+aCt 1 4 [Bp (A — ¢Ag) + CH |, + bt~ Wi, + Wiy = 0, (3.268)
con W = (3+ 2w (¢)) . Observar que (2w +3) W=! =1, y por lo tanto, la Ec. (3.267) resulta
—3 (B (A — @A) +Ct %) Gy +ht W (85, — €) +2Wi,,, — WEy + 21y, = 0. (3.269)

La simetria, ¢ = t, § = n¢, nos permite deducir la siguiente restriccion sobre la funcién, A (¢) . De la Ec. (3.268)
obtenemos que

B (62890 + 929 — A) + 20, W (B (A— ¢Ag) +Ct™)| np— 2 [B (A — pA) — Ct™*] +

+aCt™ + [Bp (A — ¢pAy) + Ct %] n =0, (3.270)
por lo tanto
ct® (zx fn-24+ 2nw¢<pw4) -0, (3.271)
y
n (9% Ap +$Ap — A) + (A = pAg) (—a) =0, (3.272)
donde hemos tenido en cuenta la Ec. (3.271). De esta forma llegamos a la siguente EDO para A (¢)
n+w Np A )
Npp = ——+ =, (3.273)
= (5) (55
cuya solucién general es
C311

A () = Ao ") ¢ ¢, (3.274)

2n +
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eligiendo s6lo
A($) = Ao 8) = Agt~ (1), (3.275)

ya que el método de las CM nos dice que, A (t) = 72, esto significa que, n + a = 2.
De igual forma calculamos las restricciones sobre la funcién w (¢),

4 2—a—n 2—a—n)\ 3+2w)
1 _ I _
wWepW ™" = P w ( o > s (3.276)
cuya solucién es
w(p) = qb_Tl("*“*z)e*z"C‘* - % = wyt—(1He=2) _ %, wy = const, (3.277)
por lo tanto obtenemos que
w (¢) = const., n+a=2. (3.278)
De forma alternativa, de la Ec. (3.266) obtenemos
2—a—2n\ wy Lo—n—u) 2—n—a
Wep = — ?, =  w(¢p)=Cs+ Cypn = wot , (3.279)
y por lo tanto concluimos que
w (¢) = wg = const, (3.280)

ya que 2 = n + a. De esta forma, podemos formular el siguiente teorema.

3.3.1 Las ecuaciones de campo (3.243-3.244) admiten soluciones tipo power-law y en particular las autosimilares
si las magnitudes fisicas se comportan como

P =o', A(P) = Nog M) = Agt (),

con, n+a = 2,y por lo tanto, A (t) = Aot 2. El pardmetro de Brans-Dicke es constante, w (¢) = const. y p = pyt ™%,
con, & = (1+ ) h.

3.3.2. Caso general

Empezamos definiendo la accién [238]

5= g [ v 5 {5 [FOIR-Z(0) 0.0 ~20)] + Lu ], (3.28)

por lo tanto las ecuaciones de campo son

FGpy = SHT%H”H +7 {(P;V(P?V — ;ngm(pf‘} + [EuFy — uOF] — U(¢)guv (3.282)

junto con la ecuacién de conservacion
2Z0¢ = FyR — Zp¢'* — 2Uy, (3.283)
donde R representa la curvatura escalar. En el modelo de la seccién anterior, F (¢) = ¢, Z (¢) = w (¢) /¢, y donde

la constante cosmoldgica dindmica es modelizada mediante el potencial del campo escalar U(¢). Para este modelo,
la constante efectiva de gravitacion, Gy, estd definida por la siguiente expresion

27(¢p)F +4F2
Gest = 2 2Z)F+ ATy ’ (3.284)
F |2Z(¢)F + 3F;

Como en el modelo anterior estudiaremos la forma de las funciones ¢, F (¢), Z (¢) y U(¢) para que las ecua-
ciones de campo (3.282-3.283) admitan soluciones autosimilares.
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Colineaciones de materia

Definimos el siguiente tensor energia-momento

249) Lo o) 4t (EE g0p) - U9
F(¢) (¢,i¢,j — 58ijP,9 ) @) (FiFj — 8if0F) — & )57 (3.285)

T = g T+

1
F(¢)
y, como en el caso anterior, estudiaremos la ecuacién, Ly (Tf}.ff) = 0, calculando la derivada de Lie de cada una

de sus componentes

LT =F(9)'Ty

Ly (F (@) Tl-]-) —0 <= tpFyp —tdF—20F =0, (3.286)
de esta forma, llegamos a obtener, entonces la siguiente relacion entre las magnitudes, p y F,
F =2
.1 P P -2
AV £ =42 .
3 ¢ 0 n = F (3.287)
z
2. = % (4’,1‘4’,]‘ - %81’;’4’,14”1)
Z(9) 1
toFZy'* — tZFpd" + 2t ZF" +2ZF¢’ =0, (3.289)
de esta forma 7 E Y )
2oy Yo S92 Zn_ 2
Z(P Fcp +2¢,— : = F(P =t" (3.290)
3. I3 = % (FyuFy — guF). Esta expresion depende de la métrica y por lo tanto la descartamos.
u
4. Ty = %guv
u@) . 1\ _ LE / _
Ly F(¢) Suw ) =0 <~ tp U4;F fUF¢¢ +2¢U =0, (3.291)
por lo tanto, encontramos la siguiente relacién entre el potencial, U, y la funcién, F,
U , Fp , -2 u i)
P - L = = — =t 2
T ¢ 3 ¢ n = F (@) (3.292)

Podemos concluir que con el método de CM hemos obtenido las siguientes relaciones
ppfl —_ t72, ZP*l(P/Z —_ t72, u[_**l _ tle

pero no hemos obtenido su comportamiento individual, por lo que pasaremos a estudiar el modelo mediante GL
para determinar la forma exacta de cada magnitud.

Grupos de Lie

Para determinar la forma exacta de cada magnitud, estudiaremos la ecuacién de conservaciéon
2Z0¢ = FyR — Zpd'> — 2U, (3.293)
que rescribimos de la siguiente manera
27 (¢ +ht'¢') = CH2Fy — Zypg'® —2Up, (3.294)

y donde asumimos que el campo escalar es de la forma, ¢ = ¢(t). Observar que la curvatura escalar se comporta
de la siguiente manera, R = Ct 2, conC € R.
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Siguiendo el procedimiento habitual, encontramos el siguiente sistema de EDP

Zgly — 2284y =0, (3.295)
(2200 — Z3) 1+ 2241, + 4721715y + 2225 — 4728,y = O, (3.296)
3 (2V¢ - Ct‘2F¢) Cp+ 2027 (18, — &) + 421, — 228y, + 270, = 0, (3.297)

(CE2 (ZpFy — ZEpg) +2 (ZUpy — ZgUy) | 1+ Z (CH2Fy = 2Uy ) 7+

27 (2Uy — CH72Fy ) & +2CHZFye +272 (g, +17,) = 0. (3.298)

La simetria, § = ¢,y = n¢, nos lleva a encontrar las siguientes restricciones. De la Ec. (3.357)

72 1 z: z
Zpp = 74) - Z‘P%r = Zgp= 7¢ B ?4)' = Z(¢) =Zop™", (3.299)

con, m € RR. De la Ec. (3.359) obtenemos

2(ZUgg — ZpUy) 1 — 2ZUgn g +4ZUpG; = 0, (3.300)
Ct2 [ (ZyFy — ZEgp) 1+ ZEgn, — 2ZEpG, + 247 ZFg| = 0, (3.301)
y por lo tanto
Z n—2\ U n—2 U
(4 ¢ 4
=Up— +|— ) = —m) =2 302
U¢¢ U¢Z+<n>¢, U‘P‘P <11 m)q) (3.302)
De esta forma
1
U () = Cp + Upgp™n (mn=2172), (3.303)
mientras que
Z F F,
Fop = Fp= + % Fpp = (1—m) f (3.304)
llegamos a
F(¢) = C1+ Fop> ™. (3.305)

De esta manera podemos resumir todos estos resultados en el siguiente teorema.

3.3.2 Las ecuaciones de campo (3.282-3.283) admiten soluciones power-law (en particular autosimilares) si las
magnitudes fisicas se comportan de la siguiente forma

¢ =¢ot",  Z(¢) = Zop™" = Zot™ ", (3.306)
con
p=pt™", a=(1+7)h (3.307)
mientras que
F(¢)=Ci+Fp>™,  U(§)=Cot Upp n(m=21+2), (3.308)

Tal y como se observa, hemos obtenido un conjunto de teorias que admiten soluciones tipo power-law (en
particular autosimilares). La accién se transforma en

1 1
5= %n / d4x¢fg{2 [#"R— "9 " —2U(9)] + EM} : (3.309)

por lo tanto, para diferentes valores de la constante m obtendremos diferentes teorias. Por ejemplo,
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1. Si m = 0, entonces la accién (3.281) resulta

1 1
T /d4x\/jg {2 [#°R— 99" —2U(p)] + EM} : (3.310)
con

¢=¢ot",  Z(@)=Zo, F(p)=Fe?®, U(@)=Upn® 2D,  Gymo?2 (3.311)

Este es el modelo de gravitacién inducida propuesto por Sakharov [247]. Zee [243] analiz6 los aspectos cuan-
ticos de esta teorfa y, en la aproximacién semicldsica, estudio la rotura de simetrias. La idea clave de la teorfa
es considerar que la constante de la gravitacién tiene dimensiones de M2, i.e., Gy ~ m;z (mp representa
la masa de Planck) al igual que la constante de Fermi, G ~ m,, 2 (my, representa la masa del protén). Gr
aparece como resultado de la rotura de simetrias y su valor estd conectado con el inverso del cuadrado del
valor esperado del vacio de los campos.

2. Sim = 1, entonces la accién (3.281) resulta

1 1
T /d4x\/jg{2 {‘PR - %(P,MP”" - 2U(4>)] + EM} : (3.312)
con
p=¢ot",  Z(P)=ZopT!,  F(¢)=FR¢ UP)=Uwi"?D,  Gum¢l,  (3313)
ie.
Z(¢) = C(J;)(P)/ w ((P) = const., (3.314)

que es la forma usual de la teorfa de JBD con un potencial [238].

3. Sim = 2,la accién (3.281) se transforma en

1 4 1 w
S = S—H/d xw/—g{z [R—¢24>/a4>'“—211(¢)} +£M}, (3.315)
con >
p=ot",  Z(p)=Zop 2, F(p)=F, U(p)=Up7",  Geg~ const. (3.316)
Este es un caso particular de un modelo escalar con, Ge¢ =~ const. Nojiri y Odintsov ([244] y [245]) utilizan
una accién similar para describir modelos fantasma (phantom models) sin necesidad de imponer o utilizar
campos escalares con extrafias propiedades (como la de tener energfa cinética negativa). Recalcar que este
modelo es difente al obtenido por Barker [246].

Transformaciones conformes

Antes de pasar a considerar otros modelos tenso-escalares, veamos la relacion entre estos modelos y los sim-
plemente escalares. Comenzamos considerando la siguiente accién en el marco de Jordan

= % / d*x\/—g {qu — %4)@4)@ —U(¢) + EM} , (3.317)

donde ¢ es un campo escalar con una funcién potencial U(¢), w el pardmetro de BD (constante) y £, denota el
lagrangiano de la materia. La transformacién conforme

gij = 0%y, (3.318)

donde O? = G¢, lleva la accién (3.317) al marco de Einstein (ver por ejemplo, [247]-[248]-[249] y [238]). De esta
forma obtenemos un nuevo campo escalar definido como sigue

2 3
9(9) =\ o In (), (3319)
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por lo que la nueva accién queda ahora definida por

R 1
/d4 { [1671G 2Pu?” = V(q’)} +5M}/ (3.320)
donde
G
vie)=Viglp)er (8 2w +39”> / (3.321)

es el potencial del campo ¢, en el marco de Einstein. Si hacemos variar la accién (3.320) con respecto a la métrica
gij y al campo ¢ entonces obtenemos las siguientes ecuaciones de campo

Gj = 871G (Tg’ n Ti‘;’) ) (3.322)
]' m
O —V, = _EKT , (3.323)
donde )
TS = 9,9~ 8ij ( 99"+ V((P)) (3.324)
con K = %2;71% > 0 (transferencia de energia del campo escalar al campo de materia), y como es habitual T"

representa la traza del tensor energia-momento de la materia. Como podemos observar, la diferencia esencial
entre ambos marcos es la siguiente: En el marco de Einstein, el campo de materia y el campo escalar interacttan,
lo que implica que sus respectivos tensores no se conservan de forma separada, tal y como vimos en el estudio de
los modelos escalares, si aplicamos la identidad de Bianchi a la Ec. (3.322) entonces

(:r;ﬂ)” - (T;’)” - %KT%J (3.325)

y que se puede descomponer, tal y como hemos visto, en
i
(TZ-’;?) -0, (3.326)
o\ _
(Tij> - _Q, (3.327)

siendo Q = 3KT™¢ j- Terminamos sefialando que la equivalencia matematica muchas veces no implica equivalen-
cia fisica tal y como ha sido puesto de manifiesto en [250].

3.3.3. Modelo camaledn

Comenzamos planteando la accién que define el modelo de BD camaledn, en la que el campo escalar esta
minimamente acoplado con el campo de materia

5= [ atxy/=g (R = "0u000 ~ U(@) +1(0)Ln ). (3.328

siendo, R, la curvatura escalar, ¢ es el campo escalar de BD con potencial, U(¢). El campo camaledn, ¢, no estd
minimamente acoplado a la gravedad, y w, es el pardmetro de BD (adimensional). El tiltimo término en la accién
(3.328) indica la interaccion entre el lagrangiano de materia, Ly, y una funcién arbitraria, J(¢), que depende del
campo escalar de BD. El caso limite, [ (¢) = 1, recobramos la forma usual de la teoria de BD.

Las ecuaciones de campo que se derivan de la accién (3.328) son las siguientes

1 1 U
RVV - Eg}lvR - IS?TI/H/ ¢2 (4)]44)1/ 2gllv¢“¢p¢> + 5[4’;{;1/ - g;wD¢] - gyu;(f). (3329)

mientras que la ecuacién de Klein-Gordon (o ecuacién de ondas) para el campo escalar es en este caso

2w+3)0¢ =T (] — ;4)],4,) + (pUp —2U). (3.330)
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De igual forma, consideramos la ecuacién de conservacién para la densidad de energia
O+ (p+p)0=0 0=u (3.331)

donde, como es habitual, tendremos en cuenta una EdS para el fluido, p = yp, y por lo tanto la Ec. (3.331) nos lleva
a obtener la siguiente relacion: p = pyt~*.

Como en los casos anteriores estudiaremos mediante el método de las CM las relaciones funcionales entre las
magnitudes del modelo y la ecuacién de ondas mediante el método de los GL para determinar su forma exacta
para a obtener soluciones tipo power-law.

Colineadores de materia

Empezamos definiendo el tensor energia-momento efectivo

i _ J(¢) w 1 1 u(e)

T = TT}W + e ¢uPy — ES#V‘P“% + @[‘PW — guwlg] — 81 g (3.332)

viendo que no es necesario calcular todas las componentes de dicho tensor al haber sido ya calculadas en los
anteriores casos. Por lo tanto, si Ty = | (¢)4>’1Tij, entonces de

Ly (]((Z))Tij> =0, (3.333)
obtenemos
o909 — to]¢" +tp']¢ +2p]¢ = 0. (3334)
El dlgebra nos permite obtener la siguiente relacién funcional
Jo¢' o ¢ 2 J -2
+ 05 _r - _Z= — —o =17 (3.335)
e e o

donde, J" = J¢’, no obteniendo més informacién sobre la forma exacta de las funciones involucradas ¢ y J (¢) .
Por ello pasamos a estudiar la ecuacion de KG mediante el método de los GL.

Grupos de Lie

En este caso estudiaremos la siguente ED

¢ +ht ¢ =C (]— ;4;]4,) FY 4+ K (2V — gUy), (3.336)
con, C = Sg(igfﬁ) , K= 3 +12 o h = const.. La aplicacién del método nos lleva a obtener el siguiente sistema de EDP
Cpp =0, (3.337)
W8+ 1y — 289t =0, (3.338)
Mt (16 =€) + 21, — Sy — 3 [Ct"‘ (1 - ;M) +2U — ¢U¢] 8o =0, (3.339)

o it 2 gy i = Cot (1 Gt ) ) &oract <t (1= Sty ) €
+ (2v — pVp+CE (; - ;4)]4,)) T — (Ct; o — Pl + Up — ¢u¢¢> 7 =0. (3.340)

Sabemos por el método de las CM que se debe verificar la relacién

Mp —r2, = 1@ (3.341)

¢ ¢
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El dlgebra nos lleva, por lo tanto, a obtener la siguientes ecuaciones para las funciones | y U,

_ 1 _ 1
Ct“{(J—2¢M)(?t16—2a+ﬁm)—2(hw—¢wwﬂ}=0, (3.342)
(Up — @Upg) 11+ (2U — pUy) (=28, +1,) = 0. (3:343)
La simetria, { = t, § = n¢, impone la siguiente restriccion sobre, U (¢) . De la Ec. (3.343) obtenemos la siguiente
EDO
1\ Uy 2 u
Upp =2 (1—n> ¢+2<n_1) ek (3.344)
cuya solucién ya conocemos (calculada previamente), ie., U (¢) = Uogb%("’z). Mientras que de la Ec. (3.342)
obtenemos la siguiente restriccién para la funcion J :
(a+2n—-2\p x+n—2\ ]
- (2 o)
cuya solucién es
1
] (@) = Jogpn ") 4 Cag?. (3.346)

Podemos entonces enunciar el siguiente teorema.

- 3.3.3 Las Ecs. (3.282-3.283) admiten soluciones tipo power-law si las magnitudes se comportan de la siguiente
forma

=gt = U(P)=Uppn "D = Upt" 2, (3.347)

con p = pot™*, & = (1 + y) h, mientras que la funcién de acoplamiento (camalednica) es de la forma

J(9) = Jogpr (") = Jpnta2, (3.348)

3.3.4. Modelos f(R,¢)

Podemos considerar todavia modelos més generales que los hasta ahora discutidos, como por ejemplo, el si-
guiente

°= 8i7r [ =g {; F (@ R) = Z () g9 —2U(9)| + EM}, (3.349)

siendo f (¢, R) una funcién indeterminada que depende del campo escalar ¢ y de la curvatura escalar. Estas teorias
han surgido como alternativas para intentar explicar la aceleracién que experimenta la expansién del universo sin
necesidad de invocar a la energia oscura, simplemente modificando las leyes gravitatorias.

Como en los casos anteriormente considerados, estudiaremos la posible forma que pueden adquirir las diversas
funciones para que las ecuaciones de campo resultantes admitan soluciones autosimilares.

Modelo f (R, ¢)

Nuestro propésito es el de describir la teoria gravitatoria tenso-escalar representada por la accién [251]-[252]

5= [ a8 10 R) — Z(0)9¥9,, — Ulg)] + Bl (6:350)

donde R es la curvatura escalar, ¢ representa un campo escalar, B es una constante necesaria para fijar unidades y
and L) es el lagrangiano de materia. Las ecuaciones de campo que se derivan de la accion (3.350) son las siguientes

1 .
FGij = pTjj +Z <¢'i¢'f ~ 28 (P'”(pﬂ)

1
+ (Fiy — &00F) — Ugij + 5 (f — FR) g3 (3.351)
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siendo Gjj el tensor de Einstein, Tf representa el tensor energfa-momento, Z = Z (p), U=U(p)y

f=f(R¢), F=0rf(R¢). (3.352)

La ecuacion de ondas resulta
2Z0¢ = fp — Zpd™ —2Uy, (3.353)

donde una prima representa la derivada con respecto al tiempo.
Trabajaremos bajo las siguientes hipétesis

f=K([R)g(¢), K=R, reR, (3.354)

i.e.,, podemos descomponer en variables separadas la funcién f, de tal forma, que la funcién K toma esta forma
particular, lo cual resulta apropiado al trabajar bajo la hipétesis de autosimilaridad.

Método de grupos de Lie. Estudiaremos la Ec. (3.353) mediante el método de los grupos de Lie, i.e., estudiaremos
la posible forma que pueden adquirir las funciones f = f(R,¢), Z(¢), U($) y ¢ para que las ecuaciones de
campo (3.351 y 3.353) admitan soluciones tipo power-law y en particular soluciones autosimilares. Comenzamos
reescribiendo la ecuacién de ondas de la siguiente forma

27 (fP” + ht‘lq‘)’) = —Kgp + Zp¢” + 2Uy, (3.355)

yaque H = ht~! con h € R, y asumiremos ademds que el campo escalar ¢ es homogéneo, es decir, inicamente
depende del tiempo, por tanto, ¢ = ¢(t). Sabemos de antemano que en el marco de las soluciones autosimilares, la
curvatura escalar se comporta de la siguiente manera R ~ t~2 [148], por dicha razén podemos considerar ademds
que, K(R) ~ K(t).

Las simetrias que admite la ecuaciéon de ondas estan generadas por el siguiente sistema de EDP

Zgly —2ZEpp = O, (3.356)
(22 = Z3) 1+ 224, + 4721718y + 222, — 4728, = O, (3.357)
3 (2Vp — K()gp) &y + 20t 72Z (88, — &) +4Z1,, — 228y +2Z,1, = O, (3.358)

(K (Zgggp — Zgpp) +2 (ZUgp — ZpUg) | 17+ Z (Kgyp — 2Up) 17, +2Z (2Up — Kgy) &~
— K'Zgp¢ +27% (Wt + 1y, ) =0, (3.359)

Imponiendo la simetria, ¢ = t,# = n¢, la cual induce la siguiente solucién invariante para el campo escalar,
¢ = t", nos lleva a obtener las siguientes restricciones sobre el resto de funciones. De la Ec. (3.357) obtenemos

72 7
Zpp = 7¢ - f, = Z(¢) =Zop™ ", (3.360)

con, m € R. Ahora, de la Ec. (3.359) obtenemos

2 (ZUpy — ZpUp) 1 — 2ZUy1, +AZUpE, = O, (3.361)
y
(KZpgp — Z8pg) 1 + KZgyin, — 2KZgpGy — K'ZgpG = 0. (3.362)
De esta forma
Ugp = (n —2_ M> Y (3.363)
n ¢

donde hemos tenido en cuenta que Z(¢) = Zgp~ ", por tanto

U (¢) = Upp~ 7" =21+2), (3.364)
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mientras que
1 K"\ 8¢

llegando asfi a la siguiente solucién

g(p)=Ci1+Cop?, A= (2—m— % (2+tK>). (3.366)

Podemos comparar estos resultados con los obtenidos anteriormente, observando que si K = t~2 (en el marco
de las soluciones autosimilares la curvatura de Ricci siempre varia como t72[148)]), i.e., r = 1, entonces

K/
24 tf =0, (3.367)
y por lo tanto
g(p) =C1+ Cop* ™. (3.368)
En cualquier otro caso, donde K = R" = £~2" entonces
g(¢) = Cy + Cog? =i (177, (3.369)
llegando asi a
f — K(R) g ((P) ~ Rr (ti’l(me*%(lfr))) — fOth—mn—Z, (3370)
F=Kg(R) g(¢) ~ R (t”(z—’”—%“—”)) = Fyn(2=m), (3.371)

Por lo tanto los modelos f(R,¢) admiten soluciones tipo power-law y en particular autosimilares. De esta
menera podemos enunciar el siguiente teorema.

3.3.4 Las ecuaciones de campo (3.351) y (3.353) bajo las hipdtesis (3.354) admiten soluciones tipo power-law (en
particular autosimilares) donde las funciones varian de la siguiente forma:

¢ =¢ot", Z(d) = Zop™™, U(p) = Upp~ "=21%2) o (¢) = Cy + Cr¢?, (3.372)

con A = (2—m—%(2+t%)),ytanto,

f=K(R)-g(¢) = for? ™2, F=Kg(R) g(¢) = Ft"®™, (3.373)
con K = R".

Modelos f(R)

Un caso particular del anterior modelo lo constituyen los modelos gravitatorios denominados f(R) cuya accién
es

5= / d*x\/=g [f(R) + L], (3.374)

donde, R, representa la curvatura escalar, y Ly, es el lagrangiano clasico donde estdn contenidos los diversos
campos de materia. Definiendo, F = df/dR (f = f(R)), las ecuaciones de campo que se derivan de la accién
(3.374) son las siguientes

1
FGij = Tjj + Eij — gijFz + 5 (f = FR) gij, (3.375)
donde, G;; es el tensor de Einstein, y el resto de las contribuciones han sido absorbidas en Tj;. Si escribimos las
ecuaciones gravitatorias de esta forma, entonces, T,']-, puede ser tratado como un tensor energia-momento efectivo,

lo cual nos permite usar las ecuaciones estandar de Einstein simplemente reemplazando las magnitudes del fluido
por las efectivas. La traza de las ecuaciones de campo es

30F+FR—2f =T, (3.376)

siendo T la traza del tensor energia-momento
La aplicacién de los métodos CM y GL nos lleva a obtener los siguientes resultados.
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Colineaciones de materia. Podemos definir un tensor efectivo energia-momento de la siguiente forma

1
Ti = T + By — 8y 0F + 5 (f = FR) i, (3.377)

pasando a calcular la ecuaciéon
LyTe =0, (3.378)

donde H representa un campo homotético. Calcularemos la derivada de Lie de cada una de las componentes del
tensor efectivo energia-momento, observando que en el marco de las soluciones autosimilares

FGjj~ Ft2. (3.379)

1. Por tanto, Ly Tl-’}? = 0, en componentes resulta

Ly (T) =0
pPt=-20 = p=pt > (3.380)

Tal y como podemos observar, existe un conflicto entre este resultado y el hecho de que FGy, &~ Ft 2. Esto
nos indica que F = const., lo que significa que f = R.

2. Ly Tg =Ly (% (f —FR) gij) = 0. La primera componente resulta

Ly (Th) =0,ie.

t(f' —FR—FR') = —2(f - FR), (3.381)
que podemos escribir como
tfRrRR'R —2(f — frR) = 0. (3.382)
Al ser R = rt~2, entonces
— P frrt +rfrt 2 — f =0, (3.383)

si asumimos ahora que f = R*, entonces
a—2 a—1 a
—r?a(a—1) (rt_z) t™ 4+ ra (rt_2> 2 — (rt_z) =0, (3.384)

simplificando, resulta
a
- (rrz) (a—1>=0, (3.385)

i.e., sii a = 1. Esto significa que la tinica posibilidad es f (R) = R, y por lo tanto F = const.

Con las otras componentes, L4 (T{l) = 0, inicamente obtenemos restricciones sobre los factores de escala.

3. LyTh, =0,ie

de esta manera, la primera componente resulta £ (T{l) =0,
t (F'H+FH') = -2HF, (3.387)

ahora, teniendo en cuenta que H = ht~!, entonces

F'+Ft 1=, (3.388)
cuya solucién es
F=C4+ C3int, (3.389)
llegando asi a la conclusién de que
F = const. (3.390)

ya que en el contexto de las soluciones autosimilares no tiene sentido considerar funciones logaritmicas.
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Con respecto a las otras componentes, Ly (Té;) = 0, observar que, T{z = Té; = Ti;, resulta

t(F" +2FH) = -2 (F' +2F'H),
por tanto
F" +2 (F”ht*l - hr2F’) =2 (P” + 2F’ht*1) 1
simplificando
F" 42" (h+ 1)t L =0,

cuya solucién general es
F = Cg + Cot 2" 4 Cyot,
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(3.391)

(3.392)

(3.393)

(3.394)

de esta forma Cg = Cj9p = 0y F = const., ya que esta solucién debe estar en concordancia con las anteriores.

Método de grupos de Lie. Estudiamos con detalle la ecuacién de ondas
BOF+FR—-2f =T,
ie.,
1

F"4+3HF = 3 (FR=T—2f),

que reescribimos de la siguiente manera
2
v 43ty =ty —Ct — 3
donde hemos fijado
H=ht"'!, R=rt2% T=Ct? F=y, f=f).

La solucién general de la Ec. (3.397) es la siguiente

_ 1
Y=3a

donde

A=1/9(h—1)*+12r,

Bi=g(BO-m+A)  Bi=g(B(1-h)-4),
Di=(B+R-A)  Dri=gB(1+h)+4),
E1:%(3(h—3)+A) EZ:%(E}(h—B)—A)

Simplificando, obtenemos

2r 3CtA/3 2r 3Ct=A/3
BA (CotPr + CytP2) —
(Cat® +Cut) <(D1—1) TE )T\ T ®&ary
Observamos que si en la Ec. (3.397) imponemos, y = a = const., entonces

f=2ta-0r? =  fR)mR~t?

_ 1
Y= 34

la aplicacién del método nos lleva a obtener las siguientes simetrias

2 _
2¢,,t* =0,
26, ht + 17,12 = 28,12 =0,

2
38t =8y (C—ry) +htE, — hg + 217, £ — 28, =0,

[3A (cztBl n CltB2> B / (ZtDl f+ 3CtE1> dt + B2 / (2tD2 f+ 3CtE2> dt] )

(3.395)

(3.396)

(3.397)

(3.398)

(3.399)

(3.400)

(3.401)

(3.402)
(3.403)

(3.404)
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%m - %gt <§t2f+ (C— ry)) + %ny (gft2 +(C— ry))

+ %g’,‘ ((C —ry) T — ;f’tZ) + hty, + t*,, = 0. (3.405)

La simetria, ({ = 1,7 = 0) <= y = a = const, es la solucién invariante, por lo tanto de la Ec. (3.405) obtenemos
que

C—m)t3, =  f=-—>(ra—C), (3.406)

N W

f=

lo que significa
f(R)y=R~t2

Concluimos que no existen soluciones tipo power-law y, por lo tanto, no existen soluciones autosimilares en
los modelos f(R), ya que si, p ~ t~2, el resto de los términos deben verificar las siguientes relaciones funcionales
1

3FH?>~t"2, 3HF =~t72? E(FR— fl=t2, (3.407)

y por lo tanto, f(R) = R.

- 3.3.5 Las ecuaciones de campo (3.375 y 3.376) no admiten soluciones tipo power-law y en particular autosimi-
lares.

Conclusioén 3.3.1 Hemos estudiado bajo la hipétesis de autosimilaridad los modelos gravitatorios f (R, ¢), asi como, su caso
particular f(R) llegando a la conclusién de que mientras los modelos f(R,¢) si admiten soluciones tipo power-law y en
particular autosimilares, si f = K(R)g(¢),y K = (R)" (ver teorema 3.3.4), los denominados modelos f(R) no (ver teorema
3.3.5).

Otra alternativa consiste en estudiar modelos Gauss-Bonnet, donde, en vez de considerar la curvatura escalar,
se consideran invariantes de curvatura R;;R", o el invariante de curvatura que se deriva del tensor de curvatura o
combinaciones entre varios invariantes.

3.4. Otras teorias

3.4.1. Gravedad conforme (scale invariant)

Otra teoria alternativa de la gravitacién, en la que tanto G como A varian con el tiempo, es la propuesta por
Canuto et al. [253] denominada teoria de la gravitacién conforme (o scale-covariant o gauge covariante de la
gravitacién). En esta teorfa, las ecuaciones de campo no sélo son invariantes bajo un grupo de transformaciones,
sino que ademds, son invariantes bajo cambios de escala (a la Weyl). Fue Dirac quien revivié la geometria de Weyl,
al intentar reconciliar su LNH con la RG, mediante la formulacién de una teoria gravitatoria que fuese invariante
bajo cambios de escala. A él es debida la idea de introducir dos métricas, una gravitacional y la otra atémica,
basdndose en ideas originales de la geometria de Weyl en la que los vectores, no s6lo cambian de direccién en el
transporte paralelo, sino que, ademds, pueden cambiar de longitud. El formalismo de la teoria ha sido desarrollado
por Canuto et al [253], [254], [255], [256], [257], [258], [259] en una serie de trabajos a lo largo de la década de los
80. Un punto particular de la teoria consiste en que no existe una ecuacién independiente para la funcién gauge
¢, debiendo recurrir a hipétesis “fuera de la teorfa” para determinar su forma asi como la de la funcién G. Dichas
hipétesis son, por ejemplo, la de Dirac (LNH) o relaciones obtenidas a partir de la CMBR. Las posibles formas
consideradas para la funcién gauge ¢ son [254], ¢ (t) =5, e = £1,+ %, ver también [260], [261] y [262]. El propésito
de esta seccién es demostrar, que bajo la hipétesis de autosimilaridad, es posible determinar por lo menos la forma
de la funcién gauge ¢ en vez de recurrir a hipétesis fisicas externas a la teorfa.

El modelo y los principales resultados

En la teoria gauge covariante, las ecuaciones de Einstein son validas en unidades gravitacionales, mientras que
las magnitudes fisicas estdin medidas en unidades atémicas (ver Canuto et al. [254]). Los tensores métricos en los
dos sistemas estan relacionados mediante la tranformacién conforme

Sij = $*8ij, (3.408)
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donde la barra denota unidades gravitatorias y la métrica sin barra denota unidades atémicas. La funcién gauge
¢, (0 < ¢ < o) es, en la formulacién més general, una funcién que depende de todas las coordenadas espacio-
temporales. Por lo tanto, teniendo en cuenta esta transformacién conforme (ver [263]), Canuto et al. [254] transfor-
maron las habituales ecuaciones de Einstein en las siguientes

Rij — %Rgij =87G (¢) Tji' — A(¢) gij — f]‘”), (3.409)

donde
Tij = (P +p) uinj + pgij, (3.410)
Tz‘(j(P) # (3114’ P~ 44’,1'47,]') +; (4’1';]‘ _gijD4’> : (3.411)

Aqui, R;; es el tensor de Ricci, R la curvatura escalar, A (¢) la “constante” cosmolégica, G (¢) la “constante”
de la gravitacién. En este marco, ambas magnitudes, A y G, son consideradas como funciones que dependen del
tiempo. Tm, representa el tensor de energifa-momento, el cual para un fluido perfecto adquiere la expresién dada
por (3.410) donde p es la densidad de energia y p la presién, relacionadas mediante la ecuacién de estado p = p,
cony € (—1,1], tal y como venimos describiendo en esta Tesis. ul = (1,0,0,0) es la 4—velocidad del fluido, i.e. un
campo paralelo al campo normal a la hipersuperficie espacial de tal forma que se verifica la relacién u'u; = —1.
Por simplificar, consideraremos que las magnitudes p, p y ¢ dependen sélo del tiempo t.

La ecuacién de conservacion, que se deriva de las ecuaciones (3.408) y (3.409), en esta teoria es la siguiente [254]

(G9)' 5,9
! f=— —3pt, 3.412
Pt (etp) "Go g (3.412)
donde 6 = u’ .,y una coma (") denota diferenciacién con respecto a t.

Nos gustarla resaltar que las ecuaciones de campo aqui expuestas son las correctas, ya que en [253]-[255] los
autores las plantean de forma errénea.

Utilizando el método de las colineaciones de materia deduciremos la forma que pueden tomar las magnitu-
des p, p, G, A y ¢ para que las ecuaciones de campo admitan soluciones autosimilares. Para tal fin, empezamos
definiendo un tensor energia-momento efectivo

2
T =87G (@) T = A @)~ > (55970~ 40,9,) - 5 (05— 5i00). (3.413)
y calcularemos la expresién
LyT =0, (3.414)

donde H es un campo homotético. Por lo tanto, bajo la hipétesis simplificadora de descomposicién, necesitamos
calcular las siguientes ecuaciones

Ly (G9)T) =0, (3.415)
Ly (A (¢) gq) =0, (3.416)
Ly ( 5 )) -0, (3.417)
donde Ti(]‘¢) estd definido por la Ec. (3.410).
De la Ec. (3.415) obtenemos
t(Gpg'p+Gp') = —2Gp, (3.418)

siendo Gy = ‘é—g y una coma denota diferenciacién con respecto a t. Integrando la Ec. (3.418) resulta
Gy, P 2 -2
£ __=z Go =t 2. 3.419
co+L =% = G (3:419)

De la Ec. (3.416) obtenemos
tApp" = —2A, (3.420)
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y por lo tanto
Ay 2 )
~¥=-7 = A () = Aot 2. (3.421)
La Ec. (3.417) puede descomponerse como sigue
bk
Loy <g’f¢2¢" ) =0, (3.422)
¢
4¢.¢.
Ly ( 4;2 ]> =0, (3.423)
2
L Pij | _ 0, (3.424)
¢
2
Ly <¢gi]‘D(P> =0, (3.425)
de tal forma que de la Ec. (3.422) obtenemos
4)// 4)/ 1
Vel iy (3.426)
¢
cuya solucién es
¢(t) =¢ot",  ¢pa€R (3.427)
De la Ec. (3.423) obtenemos
/! /
1
% - % =—7= ¢ =at", ¢pa€ER, (3428)
mientras que de la Ec. (3.424) resulta
4)/// 4)/ 2
-t =z (3.429)
A t
cuya solucién es
o (1) =Cot(2t7) 1 c3t(z73), )G, € R (3.430)

Observamos que (3.430) debe satisfacer (3.426), por lo tanto, C3 = 0, llegando asi a
(3.431)

P = ot gpeER.

De la Ec. (3.425) no obtenemos informacién sobre la funcién gauge, inicamente se obtienen restricciones sobre los

factores de escala.
Si tenemos en cuenta la ecuacién de conservacion
/ / /
/ ¢ ¢
P+ ( +p)9——p<+)— P (3.432)
’ G o)y
donde 0 = it~y ¢ estd dada por la Ec. (3.431) entonces
pl G/
Por lo tanto, de la Ec. (3.419) resulta
(Y+1)h+GBy+1)e=2, (3.434)
llegando asi a
2—h(1+7) 1
— - 4
rl TF (3.435)
observando que el caso especial v = —%, implica i = 3, Ve € R. De esta forma podemos enunciar el siguiente

teorema.
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- 3.4.1 Bajo la hipétesis de autosimilaridad, las magnitudes deben comportarse de la siguiente manera

_2-h(1+7)

¢ (t) = ot $o € R, 3y+1

7

A(p)=NAot™2,  Go=t"2

Sin pérdida alguna de generalidad podemos aplicar este resultado a soluciones tipo power-law y no sélo a
las autosimilares. De esta forma podemos deducir que si fijamos la funcién gauge como ¢ (t) = ¢,t°, entonces
necesariamente, el resto de las magnitudes deben seguir igualmente leyes de potencia (relaciones tipo power-law)
ie, A(¢) = Aot~2, Gp = t~2, tal y como se puede ver, simplemente integrando la ecuacién de conservacion

/ !

Y

p+(é+(1+7)<‘:+l;+cg):—mt37)g, (3.436)

cuya solucién es
pGaI M p(+7)g(1+7) — =437, (3.437)
El teorema nos dice que la funcién gauge debe seguir una relacion tipo power-law, ¢ (t) = ¢,t, con ¢ =
273%%7), pero, desafortunadamente, no tenemos informacién alguna sobre el comportamiento de G, ya que sélo

hemos obtenido una relacién entre la densidad de energia y G, Gp = t~2. Este hecho quizés constituya una de las
mayores desventajas de la teoria, al no tener un sistema completo de ecuaciones. Por lo tanto, para determinar la
posible variacién de G es necesario hacer hipétesis (fuera de la teoria) basadas en consideraciones fisicas, como la
hipétesis de Dirac (LNH), donde G ~ t~1 o como es usual, tratar de reconciliar la teoria con los datos observa-
cionales sobre CMBR. Atendiendo a esta tiltima consideracién se asume la siguiente relacion, G4>2 = const., [255]
(ver [261] y [262]) y por lo tanto deducir que G ~ ¢ 2%¢.

3.4.2. Modelo de Barber

Otra teoria alternativa es la formulada por Barber ([264]-[268]). Se trata de formular una teorfa en la que se
tienen en cuenta procesos de creacién continua de materia. Barber ([264]) ha propuesto dos teorias. La primera, es
una modificacién de la teoria de BD en la que w = 0, pero tal y como ha puesto de manifiesto Brans [269], dicha
teorfa es insatisfactoria ya que, no sélo estd en desacuerdo con los experimentos, sino que ademads, viola el principio
de equivalencia. Tampoco puede ser deducida a partir de ningtn principio de minima accién ya que w = 0. La
segunda consiste en una simple modificacién de la RG en la que, ademads de considerar procesos de creacién de
materia, dentro de los limites observacionales, la constante de gravitacién varia con el tiempo, ya que G ~ ¢,
siendo ¢ un campo escalar a la BD. En este segundo modelo se “postula” el principio de conservacion, donde el
campo escalar se acopla a la traza del tensor energfa-momento. El propio autor resume todos estos intentos de crear
una teoria en su trabajo [268]. Han sido varios los autores que han trabajado en el segundo modelo propuesto por
Barber, por ejemplo, Venkateswarlu y Reddy [270] han obtenido soluciones en modelos tipo Bianchi I, mientras que
soluciones de vacio utilizando esta métrica, han sido estudiados por Reddy [271]. Pradhan y Vishwakarma han
estudiado soluciones para fluidos tanto perfectos como viscosos en modelos inhomogéneos tipo LRS Bianchi [, i.e.,
¢ = ¢ (t,x), [272]-[273]-[274]. Modelos tipo Bianchi II han sido analizados por Shanthi y Rao [275], Ram y Singh
[276] y Singh y Kumar [277]. Otras soluciones para modelos Bianchi V han sido encontradas por Venkateswarlu y
Reddy [278] mientras que los modelos Bianchi VIj han sido estudiados por Reddy y Venkateswarlu [279].

Nuestro préposito es estudiar las posibles formas que pueden tomar las distintas magnitudes involucradas en
la teoria para que las ecuaciones de campo resultantes admitan soluciones autosimilares y, de esta forma, analizar
cémo puede variar G, G ~ ¢!, en esta teoria. Por lo tanto tendremos que determinar las posibles formas que
puede tomar la funcién ¢ bajo la hipétesis de autosimilaridad.

El modelo y los principales resultados

Las ecuaciones de campo del modelo de Barber son las siguientes

1 _
R — ERgij = ¢ 1Tl.’]!1, (3.438)

siendo ¢ un campo escalar que satisface (se postula) la siguiente ecuacion

O¢ = AT, (3.439)
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donde, G = (,b’l. Como en el modelo anteriormente expuesto, R,'j es el tensor de Ricci, R es la curvatura escalar
y 8ij el tensor métrico. ¢ representa el campo escalar de Barber y [l es el D’Alembertiano. Ti’f representa el

tensor energia-momento del campo de materia, siendo T su traza. A es una constante de acoplamiento propia de
la teoria. Los experimentos han determinado que |A| < 10~!. Si consideramos que nuestro modelo contiene un
fluido perfecto como campo de materia, entonces su tensor energfa-momento viene definido, como siempre, por

Tl-’]’7 = (o +p) uiuj + pgij, (3.440)

donde p es la densidad de energia, p la presion siendo la ecuacion de estado p = yp, (v € (—1,1]) . La4—velocidad
del fluido es u; = (1,0,0,0).
Definiendo como tensor energia-momento efectivo

T = 7' T (3.441)

y calculando
LyT =0, (3.442)

donde H es un campo homotético, determinaremos las posibles formas que pueden adoptar las magnitudes para
que las ecuaciones de campo admitan soluciones autosimilares. Por lo tanto, calculando

Ly (cp’lTi’?) —0, (3.443)

obtenemos
pp b~ 72, (3.444)

como es de esperar, y por lo tanto, no hemos obtenido informacién sobre ¢. Necesitamos tener en consideracion la
ecuacioén de conservacién, O¢ = AT, ie.,

¢" +nt'¢ = A(p—3p), (3.445)

y teniendo en cuenta el resultado obtenido mediante las CM Ec. (3.444) llegamos a

" +ht g’ = A (1—37) Pt 2, (3.446)
cuya solucién es
p(t) =Cithr +Gtt, G, G ER, (3.447)
con
1
Ai_z(1—hi\/h2—2h+1+4)\(1—37)), (3.448)

estableciendo asi el siguiente teorema.

- 3.4.2 Las ecuaciones de campo (3.438-3.439) admiten soluciones autosimilares si las magnitudes se comportan
como sigue

-1
P(t) = Cut" +Cot, p=py (C 24t 2), G =Gy (Cutht +Cat) (3.449)

conAi:%<1—hi\/h2—2h+1+4/\(1—3'y)).

Observamos que una de las dos constantes de integracién Cjo0 Cy, puede ser nula, por lo que la solucién colap-

sara a
¢ (t) = Cit", p=p,Cit"* %, G =Gy (Cit*Ai) , (3.450)

pero no sabemos de antemano cudl anular, Cq, 0 Cy y, por lo tanto, qué A4 tomar. La tinica restriccién que podemos
hacer en base a la Ec. (3.450) es A+ € (—o0,2) para asi obtener una densidad de energia decreciente.
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Modelo Bianchi I
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4.1. Geometria del modelo

Los modelos tipo Bianchi I son espacialmente homogéneos y admiten un grupo abeliano de isometrias Gz, que
actan sobre las hipersuperficies espaciales, generado por los siguientes campos de Killing, §; = dx, &, = 9y,
G3 = 0z, cuyo algebra de Lie es

[Ci, Cj] = Cl’fjék, — Cffj =0. (4.1)
Por lo tanto, podemos escribir la métrica de la siguiente forma
ds? = —dt* + a(t)*dx® + b(t)2dy? + d(t)2dz?, (4.2)

donde las funciones, a(t), b(t) y d(t) son funciones del tiempo cosmico t. Con esta métrica, las ecuaciones de
campo son las siguientes

va dd 4V

0
— — — T 4'
e tan Tt T o (43)
/! 1! 11,/
%+%+%:T1, (4.4)
1! ! ! !
%+%+%:T2, (4.5)
b// a// b/a/ 3

junto con las ecuaciones de conservacion para cada modelo de materia.

73
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Para la métrica (4.2) encontramos el siguiente campo homotético, H € X(M), (H = H;(t,x, y,z)axi)le, ([153]

y [280])

! /

) x0s + (1 — (t+1to) Z) yay + (1 —(t+10) f{) 20z, *7)

donde los factores de escala se comportan como

H = (t+1) 0 + (1—(t+t0)i
a=ag(t+t)", b=by(t+1t)?, d=do(t+1t)", (a), € R . (4.8)
El campo homotético, en consecuencia, se reduce a
H = (t+1t9) 0+ (1 —a1) xdx + (1 —az) yoy + (1 — a3) z0, 4.9)
y la métrica adquiere la siguiente forma
ds? = —di? 4 (t+ t)* ™ dx® + (£ + to)*2 dy? + (t + tg)*™ d2?, (4.10)
y por lo tanto definimos, H = h (t + to)_1 , with h = a1 + ay + a3. Aunque todos los calculos los hemos realizado

con (t +tg) , siempre podemos fijar ty = 0, de tal forma que se obtiene la habitual expresién H = ht 1, etc.
Con estas restricciones el pardmetro de deceleracién se escribe como

g— % 1 (4.11)

mientras que los pardmetros de anisotropia resultan ser

2 (a3 + a3 + a% — ayay — mya3 — apa3)
3 (Cll +ay + 113)2

A:

7

A
2= 412
w 5 (4.12)

siendo
A = (—ayay + a3 + a3 — ayaz — axaz + a3 + aajay + atayas + 2a3a; + 2aya% + 2a5a3
— agal + a%alag, — 6azajap; — agal — agag =+ Za%a3 — agaz + 211111% — ai’a3

— aday 4 2a1a% + ai — 243 + a3 — 243 + af — 243),
B = 36(ay + a3 + a3)*,

C = (a1a2 + a% + a% + ayaz + azaz + a% + a%aluz + a%a2a3 — Za%az - 2a2a§ — 2[1%113
+ agal + a%alag, + a%al + a§a3 - 211%113 + a%uz — Zala% + 11%113 + a%az - 211111% + a%
—2a3 + a5 —2a3 + af — 243 + 24343 + 24542 + 24%43).

Por dltimo, la entropia gravitatoria se expresa como

2A
P? ==, 413
C (4.13)
4.2. Soluciones clasicas
4.2.1. Modelo de vacio
Obtenemos, como no podria ser de otro modo, la bien conocida solucién de Kasner (K) [281],
am+a+az=1, a%—i—a%—l—a%:l, (4.14)
donde, g = 2. Por tanto, la solucién no es inflacionaria, y la métrica resultante es
ds? = —dt® + (t + tg)?Mdx® + (t + to)?2dy? + (t + tg)*3dz?, (4.15)

ver, por ejemplo, [153] y Capitulo 9 de [150].
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4.2.2. Fluido perfecto

La solucién que encontramos para este modelo también es bien conocida. Como ya sabemos, el comporta-
miento de las principales magnitudes viene dado por la Ec. (3.6), por lo que tinicamente resta calcular los posibles
valores que pueden tomar las constantes de los parametros de los factores de escala (ai)?zl y el de la ecuacién de
estado (EdE) «. Por lo tanto, resolviendo el sistema algebraico asociado a las ecuaciones de campo (4.3-4.6), junto
con la ecuacion de conservacion, Tij g 0, donde el tensor energia-momemto viene definido por la ecuacioén (3.3),
obtenemos el siguiente resultado

ay+aytaz=1, at+ai+a3<1, v=1, (4.16)

i.e.,, hemos obtenido la solucién de Jacobs (J) [262], valida s6lo para v = 1. Con estos resultados, la métrica
colapsa a la dada por la Ec. (4.15), que como ya sabemos, no es inflacionaria, ya que g = 2. Los calculos numéricos
llevados a cabo nos muestran ademds que la solucién es isétropa, ya que los dos pardmetros de anisotropia son
casi nulos, es decir, tanto A como W? pueden tomar valores muy préximos a cero. En los siguientes graficos Figs.
(4.1) hemos dibujado los parametros A y W? con la condicién a1 + ap + a3 = 1; de esta forma se observa que,
cuando 41 = ap = a3 = 1/3, entonces, A — 0; pero si a; = 1 mientras que a; ~ a3 ~ 0, entonces aparece cierta
anisotropia en la solucién, aunque semejante situacién es poco realista pudiendo ser interesante s6lo en el estudio
de singularidades.

0.04
0.03

0.02 1

N

X
SRS | 001
NS "c»,::::::',/
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Figura 4.1: Modelo Bianchi I. Solucién de Jacobs (7). Pardmetro de anisotropia A (izquierda) y W? (derecha) bajo
la condicién a; =1 —ap — as.

Con respecto a la entropia gravitatoria, P2, vemos en el siguiente grafico Fig.(4.2) una situacién parecida: es
decir, cuando a1 &~ a, ~ a3 ~ 1/3, entonces P> — 0; pero en los casos limite, como por ejemplo, cuando a; ~ 1
mientras que a, =~ a3 =~ 0, entonces la entropia puede hacerse arbitrariamente grande.

Desde el punto de vista de los sistemas dindmicos, podemos afirmar que la solucién es estable (ver [153] y
en particular el capitulo 6 de [150]). Esto significa que cualquier solucién para un modelo Bianchi I con un fluido
perfecto, tiende de forma asintética hacia una solucién tipo Kasner, K, en el pasado, i.e. en los primeros estadios
de la historia del universo, mientras que tendera de forma asintética en el futuro hacia modelos homogéneos e
iso6tropos tipo FRW planos F. Todas las soluciones isotropizan tal y como hemos mostrado.

4.2.3. Fluido perfecto con constantes variables

El comportamiento de las principales magnitudes para este modelo viene descrito por la Ec. (3.65). Por lo tanto,
la solucién que hemos encontrado a las ecuaciones de campo Ecs. (4.3-4.6) siendo el tensor energia-momento del
fluido perfecto definido por la ecuacién (3.3) junto con la ecuacién de conservacion (3.43), dondew = (y+1)h, y
h = (a1 + a2 + a3), es la siguiente,

apta+a3=149g=2,a=(y+1). 4.17)
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Figura 4.2: Modelo Bianchi I. Solucién de Jacobs (J). Gréfico de la entropia gravitatoria, P?, bajo la condicién
a1 =1—a; —as.

Como podemos observar, hemos obtenido una solucién muy parecida a la anterior, por lo que podemos afirmar
que la hipétesis de la variacién de las constantes no perturba la solucién. Con estos resultados la métrica colapsa
ala dada por la Ec. (4.15) y por lo tanto es isétropa y no inflacionaria. La densidad de energia se comporta de la si-

-2

guiente manera, p = p, (t +t9) ", mientras que la constante gravitatoria G como: G = Gy (t + t()" ~, observando

que
7

__ | decreciente Vy € (—1,1)
| constantesiy =1

mientras que la constante cosmoldgica sigue la ley A = Ag (f+ to) 2, donde, Ag = A (1 — ﬁ) yA =

Y icia;a; > 0, de tal forma que
iFf Hily q
An negativa Vy € (—1,1)
97 cerosi ¥y=1

Sin imponer ninguna restriccion fisica, podemos afirmar que la solucién es valida Vy € (-1, 1], observando
ademds, que si fijamos v = 1, entonces la solucién se reduce a la de Jacobs con G = const. y A = 0. Sin embargo,
con respecto al comportamiento de G y A, sélo podemos afirmar que “si” tenemos en cuenta las observaciones
recientes [95] las cuales sugieren que Ao > 0, entonces la solucién no es vilida ya que sélo obtenemos Ay < 0.

Siy € (—1,1) entonces G es decreciente, G = Gy (t + t‘o)”‘*2 , ¥ A se comporta como una funcién decreciente y
negativa. Con respecto a su comportamiento dindmico, podemos “conjeturar” que esta soluciéon se comporta como
la de Jacobs, al comportarse los factores de escala de igual forma.

4.3. Modelos escalares

4.3.1. Modelo escalar

En esta ocasién, las ecuaciones del modelo a resolver vienen descritas por las Ecs. (4.3-4.6), y donde el tensor
energia-momento del campo escalar estéd descrito por

T(P (P‘P + P¢) uij + py8ij, (4.18)
iend
siendo . ",
Pp= 5P +V(P) pp=5¢"—VI(9). (4.19)

La ecuacion de conservacion (la ecuacion de Klein-Gordon (KG)) resulta

¢ + H¢' + ‘fpv =0. (4.20)
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En el capitulo 3 de esta Tesis, demostramos que en el contexto de soluciones autosimilares, el campo escalar y
el potencial sélo pueden ser de la forma

¢ =+Valn(t), V= Bexp (:':\5&4)) , (4.21)

siendo « € R™, mientras que B € R. Teniendo en cuenta estos resultados, la solucién que encontramos al modelo
es la siguiente
a=2[ap(1—ay)+a3(1—az)—apaz], Bp=0 ay+ary+az=1q=2 (4.22)

Con estos resultados, la métrica se reduce a la dada por la Ec. (4.15), por lo que la solucién es isétropa y no
inflacionaria. En la Fig. (4.3) adjunta, hemos representado el pardmetro a (sélo puede ser positivo) teniendo en
cuenta la condicién sobre los pardmetros de los factores de escala a; + a; + a3 = 1.
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Figura 4.3: Modelo escalar Bianchi I. Gréfica del pardmetro «, teniendo en cuenta la condicién a; + a; 4+ a3 = 1.

Tal y como ha sido probado en [284] (ver también [151] donde se resumen todos los resultados) la solucién que
hemos obtenido es estable desde el punto de vista de los sistemas dindmicos, ya que & < 1. El potencial, que imita
el comportamiento de la constante cosmolégica dindmica, es nulo, V.~ A ~ 0, por lo que la solucién se reduce a
un campo escalar sin masa y, por tanto, su comportamiento dindmico tanto hacia el pasado como hacia el futuro
es una solucién tipo Kasner K [284].

4.3.2. Modelo escalar con G variable

La tnica variante con respecto al modelo anterior consiste en introducir la hipétesis de G variable, esto es,
G = G(t). Por lo tanto las ecuaciones a resolver son (4.3-4.6), mientras que la ecuacién de conservacién en este

caso resulta ser (G(t)T‘P){:,j =0, y por lo tanto

d G’
o <¢H+H¢/+ d;) =Ty (4.23)

Tal y como probamos en el tercer capitulo, las principales magnitudes se deben comportar de la siguiente manera
b= (t+t)™", V=p(t+t) 2", G=Gy(t+tn)™, (4.24)
por lo que, para este modelo, encontramos las siguientes soluciones

B=0, aj+a+az=1 q=2,

2 (ay + a3 — a3 — a3 — ara3
Go = ( ;2 3 ) , (4.25)
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y
1 aB (11 1 A
“1—2‘A€(3'z>’ ”Z‘BG(O’2>’ Co= P
1 1
A:4(1+2a3+ 1+4a3—12a§), B:4(1—2a3+ 1+4a3—120§>/ (4.26)

donde a3 € (0, %) ; ademds se verifica la relacién a; + a, + a3 = 1. Por lo tanto, en ambos casos la métrica se reduce

a la dada por la Ec. (4.15), concluyendo de esta forma que ninguna de ellas es inflacionaria, § = 2, aunque si son
isétropas. En particular, con respecto a la segunda solucién, los parametros de anisotropia toman los siguientes

valores: A < 0,16, para todo valor de a3 € (O, %) mientras que W2 < 0,07, siendo por tanto ambos pardmetros

pequefios o préximos a cero. Obviamente ambos pardmetros se anulan cuando a4; = a; = a3 = 1/3. La entropia
gravitatoria estd acotada en este caso, alcanzando un valor méximo cuandoaz = 0643 = 1/2, P2 <12 y siendo
nula cuando a3 = 1/3. Con las soluciones obtenidas, el pardmetro « es libre, por lo que no podemos conocer como
se comporta la constante G, G ~ (t + to)z"‘, ya que si « < 0, entonces G es decreciente, mientras que si a > 0,
entonces serd creciente. Como en el modelo anterior, en éste, encontramos que f = 0 (en ambas soluciones), por
lo que el potencial es nulo y el campo escalar no tiene masa. Es decir, este tipo de soluciones nos indica que la
constante cosmolégica es nula.

Desde el punto de vista dindmico podemos “conjeturar”, al haber obtenido la misma dindmica para los factores
de escala, que su comportamiento serd similar, es decir, que la solucién tipo Kasner, K, serd un atractor tanto
pasado como futuro.

4.3.3. Modelo escalar sin interaccién con un campo de materia

En este modelo la parte geométrica de las ecuaciones de campo estd descrita por la ecuaciones (4.3-4.6), mien-
tras que el tensor energia-momento efectivo lo estd por (3.3 y 3.67-3.68). Las ecuaciones de conservacién a consi-

derar son (T’”)Z ;=0= ( T‘P)Z e El comportamiento de las magnitudes esta descrito por (3.144). Encontramos, por
tanto, la siguiente solucién

=0, g=2, vy=1 aj+ay+a3=1,
o =2ay (1 —ay) +2a3 (1 — az) — 2aza3 — 2p,, (4.27)

con la restriccién p, < ap (1 —ap) + a3 (1 — a3) — aya3, para asi asegurar que « sea positiva. Vemos que la solucién
es idéntica a la obtenida en los modelos anteriormente estudiados y, por lo tanto, la solucién no es inflacionaria
pero siisétropa, y sélo valida para el pardmetro de la ecuaciéon de estado y = 1. El modelo predice que la constante
cosmoldgica, modelizada por el potencial del campo escalar, es nula ya que f = 0y por lo tanto V = 0.

4.3.4. Modelo escalar sin interaccién con un campo de materia y G variable

En este caso consideramos que G = G(t), i.e., puede variar con el tiempo, pero no hay interacciéon entre los
campos de materia y el campo escalar. Las ecuaciones de campo a considerar son idénticas a las del modelo
anterior, salvo que ahora, las ecuaciones de conservacién cambian al permitir que G varie, siendo en este caso las
siguientes:

Gp'+G(p+p)H=—-G'p, (4.28)
dondep = p,, +p o YP=Pmt Py y tal y como explicdbamos en el capitulo anterior, la descomponemos en
G av G
/ _ = / - _ =
Ademads, sabemos que las magnitudes deben comportarse de la siguiente forma,
b= (t+t)", V=pt+t) 2", G=Gy(t+t)™, p=p,(t+ty) 2TV, (4.30)

por lo que en este caso, encontramos la siguiente solucién
B=0, y=1 am+am+a=1 g=2
(a2 +a3 — a3 — a% — apa3) a2

po = z -5 (4.31)
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(a2+a3fa§7u§7a2u3)

imponiendo la condicién a? < 2 = K, para garantizar asi que la densidad de energfa sea positiva.
Una vez més volvemos a encontrar el mismo resultado para los factores de escala, es decir, sus parametros deben
satisfacer la relacién, a; 4+ ay 4+ a3 = 1; de esta forma, la solucién sabemos que es isétropa y no inflacionaria, ya
que g = 2 y s6lo valida para v = 1. El pardmetro a« vuelve a ser libre y, por tanto, poco podemos decir sobre el
comportamiento de G, que varfa como, G ~ (t+ to)z’x . Del comportamiento de la densidad de energia acotamos
«, imponiendo que —1 < a por lo que llegamos a la conclusién de que debe variar en el siguiente intervalo
a € (—=1,v/K)\ {0} . De esta forma, G es decreciente si « € (—1,0), y creciente si 0 < a < /K. Observar que,
a, +as — a% — a% — ayaz < 1, ya que deben satisfacer la relacién, a; + a; + a3 = 1. El modelo, al igual que los otros,
predice una constante cosmoldgica nula, al ser f = 0.

4.3.5. Modelo escalar interactuando con un campo de materia

En esta seccién consideraremos la interaccién de un campo escalar (cuya funcién potencial modeliza una cons-
tante cosmolégica dindmica) con un campo de materia, un fluido perfecto. Como expusimos en el tercer capitulo
de esta Tesis, estudiamos tres enfoques.

Primer enfoque

En este primer caso, las ecuaciones del modelo son (4.3-4.6) donde los tensores energia-momento del fluido
perfecto y del campo escalar estan definidos por las Ecs. (3.3 y 3.67-3.68), respectivamente. La ecuacién de conser-
vacion del modelo es la siguiente

o, +(w+1)p, H=—¢ (D(j)—l— Zg) . (4.32)

Tal y como dedujimos en el anterior capitulo, el comportamiento de las principales magnitudes esta descrito en
la Ec. (3.144), por lo que resolviendo el sistema algebraico asociado a las ecuaciones de campo, encontramos la
siguiente solucién

g=2, m+a+az=1,
azz(a2+a3—a§—a§—azas) —po (v +1),
= %(7_1) <0, Vye(-1,1], (4.33)

2(a2 +as —a%—a%—az%)

(r+1) ’
para asi poder garantizar que « sea positiva. Vemos que en este caso, no hemos obtenido ninguna restriccién sobre

el pardmetro de la EdE 1, lo cual nos indica que el modelo, en principio, es fisicamente realista. Con respecto a
los factores de escala vemos que obtenemos la misma solucién que en los casos anteriores, es decir, una solucién
tipo Jabocs donde los parametros deben cumplir la condicién a1 + a + a3 = 1; de esta forma la métrica colapsa a
la dada por la Ec. (4.15), de la cual sabemos que no es inflacionaria, ¢ = 2, pero si isétropa. Tal y como podemos
observar, si v = 1, entonces la solucién se reduce a la obtenida en el caso en el que no considerdbamos interaccion.
De igual forma, vemos que el potencial, V, es negativo Vy € (—1,1) o se anula cuando y = 1. Puesto que V < 0,
entonces llegamos a la conclusién de que el modelo es termodindmicamente inconsistente ya que consideramos
el caso en el que hay una transferencia de energfa del campo escalar al campo de materia y no al revés, por lo
que concluimos que la tnica posibilidad, termodindmicamente consistente, es considerar que la solucién sélo es
valida cuando 7 = 1, lo que implica 8 = 0, de tal forma que, como ya hemos puesto de manifiesto, la solucién se
reduce al caso sin interaccion Ecs. (4.27); es decir, no es posible considerar interacciéon entre el campo escalar y el
de materia.

debiendo imponer la siguiente restriccién sobre el pardmetro de la densidad de energia p, <

Segundo enfoque

Este segundo enfoque se diferencia del anterior tiinicamente al considerar que la ecuaciéon de conservacion se
puede descomponer teniendo en cuenta cierta funcién de acoplamiento, por lo tanto, las ecuaciones de campo son
las mismas, asi como los tensores energia-momento. En este caso las ecuaciones de conservacién a considerar son
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las siguientes

o), + (w+1)p, H= —¢'q?, (4.34)
av
_— = ¢
O¢ + < s =1 (4.35)

siendo la funcién de acoplamiento, q¢ = dp,,. Recordemos que, en este enfoque, es esencial para que la solucién
sea termodindmicamente consistente, considerar que la constante de acoplamiento, J, sea negativa. Al saber de
antemano como deben comportarse las magnitudes que intervienen en el modelo dadas por la Ec. (3.144), entonces
Unicamente resta resolver el sistema algebraico asociado, encontrando la siguiente solucién

g=2, a+ay+az=1,
zx:2<a2+a3—a%—a§—ﬂ2ﬂ3> _100(')""1)'

_ Po _1-7
B = > (y=1), o= NG >0, Vye(-11], (4.36)
que, como podemos ver, es idéntica a la anterior. Esta solucién nos dice que tampoco podemos considerar meca-
nismos de interaccién entre el campo escalar y el de materia, ya que 6 > 0 Vy € (—1,1] ( 6 debe ser negativa).
Concluimos que la tinica posibilidad es fijar v = 1, lo que implica § = 0, y la solucién resultante es idéntica a la
obtenida en el caso sin interaccién. Por lo tanto, esta solucién en concordancia con la anterior, nos dice que no es
posible considerar interaccion entre el campo de materia y el escalar (en el marco de las soluciones autosimilares).

Tercer enfoque

En este tercer enfoque, la tinica diferencia con respecto al segundo, consiste en considerar otra funcién de
acoplamiento. Las ecuaciones de conservacién son ahora las siguientes

P+ (w+1)p,H=35Hp,, (4.37)
) vy
¢ <D<p—|— d¢> — _5Hp,,. (4.38)

Es importante considerar que debe haber una transferencia de energia del campo escalar al campo de materia y
ello se garantiza, en esta ocasién, imponiendo la condicién § > 0; de esta forma no violamos los principios de la
termodindmica, como ya expusimos en el tercer capitulo. Encontramos la siguiente solucién

g=2, ar+ax+az=1,
o =2ay (1 —ap)+2a3 (1 —az) —2aa3 — py (v +1),

1
ﬁzipo('y—l), d=9-1<0, Vye(-1,1], (4.39)

viendo asi que tampoco es posible considerar interaccién entre ambos campos, ya que é = y -1 < 0, Vy €
(—1,1]. La tinica posibilidad termodindmicamente consistente nos lleva a fijar y = 1, lo que implica que la solucién
colapse al caso sin interaccién.

De esta forma queda patente que en el contexto de soluciones autosimilares no es posible considerar interaccién
entre el campo escalar y el de materia, lo cual es consistente con el hecho de obtener soluciones en las que la funcién
potencial (la constante cosmoldgica) sea nula.

4.3.6. Modelo escalar interactuando con un campo de materia y G variable

Las ecuaciones de campo del modelo estdn descritas por las Ecs. (4.3-4.6). Al igual que en los modelos anterio-
res, los tensores del campo de materia y del campo escalar son definidos por las Ecs. (3.3 y 3.67-3.68). Al contemplar
la posibilidad de que G varie, entonces las ecuaciones de conservacion son las siguientes

G/

O+ (0 + Pu) H+ =0, = 6Hp,, (4.40)
av G

¢’ <¢// L ¢'H+ d¢> + Ghp = —6Hop,,. (4.41)
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donde consideramos que la funcién de acoplamiento es Q = 6Hp,,. En este modelo las magnitudes deben com-
portarse de la siguiente manera

¢ =y (t+to) ™, V() =B(t+1) 2TV, G =Gy(t+1t)™, p, = po (t+ 1) 2*H. (4.42)
Encontramos la siguiente solucién

qg=2, ap+ay+az=1,

 2(ap+a3 — a5 — a3 — azaz) a?
Po = Go(r+1) (r+1)
‘B_(a2+a3—a%—a§—a2a3)(1—7) a%(1—7)

a Go(v+1) 2(y+1)°
§=9-1<0, ¥ye(-11]. (4.43)

Como en los modelos anteriores, vemos que la solucién obtenida es inconsistente desde el punto de vista
termodindmico, ya que § < 0 (6 debe ser positiva). De esta forma llegamos a la conclusién de que no es posible
considerar ningtin mecanismo de interaccién, la solucién colapsa a la del caso sin interaccién y G variable, donde
el potencial del campo escalar es nulo Ecs. (4.31) siendo la solucién tnicamente véalida para ¢y = 1.

4.4. Modelos tenso-escalares

Consideramos tres modelos tenso-escalares. El primero de ellos, con una constante cosmolégica dindmica
A (¢), esta descrito por las siguientes ecuaciones de campo

87 w 1 I 1
Gij =5 T+ A@)gy+ 5 (020, 5800 ) + 5 (05— 5i00), (444)
d dA
(3+20(9)) Op = 87T — G200 ~20 (955~ 2 (0)). @15)
Recordamos que las magnitudes deben comportarse de la siguiente forma (3.3.1)
7 —(ii+a) _ 2w +4\ Gy
N e e b

confi =2 —a,siendoa = (14 ) hyporlotanto A (t) = Ag (£ + tg) ~>. El pardmetro de Brans-Dicke es constante,
i.e., w (¢) = const.
Teniendo en consideracién todos estos resultados, encontramos la siguiente solucién a las ecuaciones de campo
de este modelo
m+a+az=1 =1, (4.47)

por lo tanto, la métrica es la dada por la Ec. (4.15), encontrando que la solucién no es inflacionaria pero si isétropa.
Ademas encontramos que
A=0, 7i=0= Gug= Gy, (4.48)

yaque, h = 1y v = 1, viendo asi, que la solucién obtenida coincide con la encontrada en el caso cldsico para un
fluido perfecto dentro del marco de la Relatividad General Ec. (4.16), donde G = const. y A = 0.

El segundo modelo estudiado es el siguiente. En este caso, en vez de considerar una constante cosmolégica
dindmica, consideramos una funcién potencial U que acttia como tal. Las ecuaciones de campo se deducen a
partir de la siguiente accién

1 1
5= 51 /d4x\/jg{2 {‘PR - %fP,afPf‘ - 2U(¢)} + EM}, (4.49)

y donde recordamos que las magnitudes deben comportarse de la siguiente forma (3.3.2)

o=, (t+t)", U(P) = Uocp%(ﬁ*z), Gesr = ¢!, w=const, p=p,(t+t) ", (4.50)
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confl =2—a,ya = (14 v)h. Encontramos la siguiente solucién
atay+az=1 v=1, (4.51)

y por tanto
U=0, 7=0= G = Gy, (4.52)

es decir, la misma solucién que el modelo anterior.
Para concluir esta seccién, estudiaremos finalmente el modelo tenso-escalar denominado gravedad inducida
descrito por la accién

1 1[¢?
S=g- /d‘*x\/fg {2 [(ZR — ¢ P — 2u(<p)] + £M} , (4.53)

donde las magnitudes siguen las leyes (3.311)

i 27— _ _
o =¢o(t+1)", U(P)=Upi ™V, =const, Gegm¢ 2 p=p,(t+t) ", (4.54)

y donde, en este caso, 2ii =2 —a, y « = (1 + ) h. Encontramos la siguiente solucién
Mm+amta=1 y=1, (4.55)

llegando asi a la conclusién de que
Uu=0 n=0— Geff = Gy. (4.56)

A pesar de haber analizado tres modelos tenso-escalares en los que de forma natural se consideran tanto a
G como A (U) como funciones que varian con el tiempo, hemos llegado a la conclusién de que en el contexto
autosimilar, las soluciones obtenidas coinciden con la obtenida en el marco de la Relatividad General, donde
G = const. y A = 0, siendo la solucién tinicamente vélida para el valor de la EdE ¢y = 1.
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5.1. Meétrica y ecuaciones de campo

Para este modelo, el Bianchi II (BII) el grupo de isometrias que actta sobre la hipersuperficie espacial Gz, estd
generado por los siguientes campos de Killing (KVF),

gl = Kax, 62 = 8y, 63 = —Kyax + az, (51)

donde la tinica constante de estructura no nula es: C%z =1
Podemos escribir la métrica de la siguiente forma

ds® = —dt* +a®(t)dx? + (bz(t) + Kzzzaz(t)) dy? + 2Ka*(t)zdxdy + d*(t)dz?, (5.2)

donde las funciones, a(t),b(t),d(t), dependen tnicamente del tiempo, , y K € R es una constante numérica.
Observar que si fijamos K = 0, entonces la métrica se reduce al caso Bl estudiado en el capitulo anterior. Una
vez definidos los campos de Killing, podemos determinar el campo de velocidades teniendo en cuenta la relacién,
Lz u; = 0, por lo que podemos definir la 4—velocidad como sigue: u' = (1,0,0,0), de tal forma que se cumpla la

ecuacion, g(u,u’) = —1.
Encontramos que el campo homotético para la métrica (5.2) es el siguiente:

H =to: + (1 — tHl) X0y + (1 — tHz) yay + (1 — i’Hg) 20, (5.3)
donde los factores de escala, como es habitual, se comportan como:

a(t) = agt™, b(f) = byt"2, d(t) = dot“s, (5.4)

83
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siendo, a1, 43,43 € R, de tal forma que las constantes a; deben verificar la siguiente relacién:
a)+az—a; = 1. (5.5)
De esta forma el campo homotético se reduce a:
H =t + (1 —ay) x0x + (1 —az2) yoy + (1 — az) zo,. (5.6)
Las ecuaciones de campo que genera la métrica son las siguientes

db dd dv K a2

I T S o)
T Td A dmET (7)
b// d” d/ b/ 3K2 az
—t - =T}, (5.8)
b 'd " db 4 p242
d// a// a/ d’ K2 a2 1
i et id T e T (59)
b// a// 11/ b/ KZ az 1
stetart T T (5-10)

mas la(s) ecuacién(es) de conservacion de los distintos campos de materia, siendo, Tl.] es el tensor energia-momento
efectivo para cada modelo.

Los pardmetros de anisotropia para este modelo se comportan del siguiente modo:

: a vod 1
G_Ml;i_<a+b+d>_3H, H_E(H1+H2+H3)’
d 1 2(a2+a3—2)
=—(=)-1=-22="2_= .
(AT (H) 2(ar +a3) -1 G-11)
por lo que
e (4 —1)* w2 — (K2 +4—8a5 +4a3) (K2 +1 - 205 + 03) 512)
 (4a— 1) - 36(daz — 1) ' :

mientras que la entropia gravitatoria

16 (K? — 3K 4 3Kag + 4az — 243 — 2) (K% + 3K — 3Kag + 4az — 243 — 2)

p? =
3 (528a% — 102443 + 76843 — 256a3 + 32 — 16K2a3 + 8K2 + 3K*)

(5.13)

5.2. Soluciones clasicas

5.2.1. Modelo de vacio

No existen soluciones autosimilares en el caso de un modelo de vacio, ya que las soluciones encontradas son
las siguientes,

a1:a2:a3:K:0,

a1 =1, ap=a3=K=0,
1 1 4
= = = — K2—=_2
ai 3’ ap = 4as 3’ 9’
a——1 a—a—1 K=20 (5.14)
1= 73 2=03=73 =y, .

careciendo todas ellas de sentido fisico o matematico. Observar que las soluciones verifican la condicién, ap + az —
ap = 1.



5.2. SOLUCIONES CLASICAS 85

5.2.2. Fluido perfecto

Recordamos que para este modelo, el tensor energia-momento viene definido por, Tj;, siendo T;; = (o +
p)uiu; + pgij, y consideramos la ecuacién de estado habitual, p = vp, v € (—1,1]. Las ecuaciones de campo
resultantes son:

dV  dd YK
ab ad db 4 p242
b// d// d/ b/ 3K2 aZ
I R e A (516

4" a ad KZ az

= 8nGp, (5.15)

IR el —81Gyp, (5.17)
b a" av KZ az
Tta ey T e - Yo 519
! b/ d/
/ 1 Z - J— = 0. .1
p+p(+v)(a+b+d) 0 (5.19)

Sabemos que los factores de escala deben comportarse como, a(t) = agt™, b(t) = byt™,y d(t) = dot"3, donde
las constantes a1,a;,a3 € R, deben satisfacer la relacién, a, + a3 —a; = 1. De la Ec. (5.19), obtenemos el com-
portamiento de la densidad de energia, p = p,t~*, donde & = h (1 + ) = (a7 + a2 +a3) (14 7) . Encontramos la
siguiente solucién

1—v v+3
a = ——, ) =03 = ———-, 5.20
EETOER VI (Y 520
viendo que se verifica la condicién, a; + a3 —a; = 1, que en este caso se reduce a, 24, —a; =1,y
—(3 1 -1 1
= —Crrl=b <_,1>, (5.21)
4(y+1) 3

por lo que a; € (%, 1) ,a1 € (0,1), K2 € (0,1/4) . Esta solucién fue encontrada por Collins [285] y recogida en el

trabajo de Hsu et al [153]. Si tenemos en cuenta estos resultados, vemos que el campo homotético se escribe ahora
como sigue, H = td; + (1 — aq) x0x + (1 — az) (ydy + z9;) .

Observacién 5.2.1 Tal y como se puede observar, la relacion, ay + a3 — a1 = 1 puede ser obtenida mediante consideraciones

dimensionales simplemente mirando las ecuaciones de campo. Vemos que

2 2¢2a
agt

a o (2 —207-203 o =2
p2d% " BEred3as '

debe tener dimensiones de T~2, como el resto de factores que aparecen en las ecuaciones campo. Por lo tanto se deduce la
relacién: ay + az —a; = 1.

De la solucién se desprende que dos de los factores de escala son iguales, d = b, por lo que la métrica queda
reducida a la siguiente

ds®> = —dt* +a(t)dx> + (bz(t) + K2zza2(t)) dy?* + 2Ka? (t)zdxdy + b*(t)dz?, (5.22)

la cual admite un campo de Killing maés (5.1)

22 2
que junto con los otros tres campos generan la siguiente dlgebra, Cl; = 1, C5, = —1,y C3, = 1, es decir, la

solucién pertenece a LRS BII, al poseer 4 campos de Killing en vez de tres.
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Concluimos que la solucién obtenida es valida Vy € (—1/3,1), no siendo inflacionaria, ya que el pardmetro
de deceleracién es positivo en este intervalo

a2—1 3

1
T= 41 =375 >0 Ve (-1/31). (5.24)

Con respecto a la isotropia, podemos considerar que la solucién es isétropa Vy € (—1/3,1), ya que, si bien el
pardmetro de anisotropia, A, es muy préximo a cero cuando Vy € (—1/3,1/3)

By +1)

= 2T < 0,025, (5.25)
64 (7 +2)

alcanzando el valor maximo 0,025 cuando v — 1, observar que para tal valor de la EdE 2; — 0 mientras que

a; — 1/2. Sin embargo, W2, estd muy acotado superiormente, W? < 0,005, Vy € (—1/3,1), tal y como podemos

observar de la expresion

By +1)* (2 +1) (592 + 67 +5)
73728 (7 +1)*

por lo que, siguiendo el criterio de isotropia concluimos que la solucién es isétropa. La entropia gravitatoria se
comporta de la siguiente forma

W2 =

, (5.26)

P2 64(27* +37 —1)(3y + 1)*(7* — 37 —2) (5.27)
3 (1747 + 65527 + 1315692 + 2023297 + 185627 + 560875 — 16607 — 897 + 134775)’ '

siendo |P2| < 0,001,Vy € (-1/3,1/3), P2=0siy=1/3 y P? - 1,2 cuando y — 1 precisamente donde a; — 0.

Con respecto al comportamiento dindmico de la solucién, podemos decir siguiendo a [150] que esta solucién
es un atractor futuro para cualquier otra soluciéon con un fluido perfecto y Vy € (—1/3,1). Aqui es donde radica
la importancia de este tipo de soluciones, ya que cualquier otro modelo tendera de forma asintética a la solucién
tipo Collins (C). El atractor pasado para estas soluciones es la tipo Kasner (K) descrita en el capitulo anterior.

5.2.3. Fluido perfecto con constantes variables

Para este modelo consideraremos las siguientes ecuaciones de campo, donde tanto G como A varian con el
tiempo:
adb dd AV K242
—_t——_t - —— = A 2
P R B I R L L (5:28)
b// d// d/ b/ 3K2 u2
—t =t - — = — A 2
b+d+db 1 20 8tGyp + A, (5.29)
d// a// 11/ d’ KZ az

74—74—;5—1—?@:—87tG7p—i—A, (5.30)
b// a// a/ b/ KZ az
?+;+;?+ZW_787IGW)+A, (5.31)
! / !
/ LA AN
p+p(1+’y)<a+b+d)—0, (5.32)
A = —87Gp. (5.33)

Siguiendo las consideraciones anteriores, sabemos que los factores de escala deben comportarse como sigue:
a(t) = apt™, b(t) = bot",y d(t) = dot*3, donde las constantes, a1, a,, a3 € R, de tal forma que la solucion sélo sera
autosimilar si verifican la relacién a, + a3 — a; = 1. De la Ec. (5.32) obtenemos el comportamiento de la densidad
de energia, p = p,t~*, donde & = (y + 1) h, siendo h = (a; + a2 + a3). De la Ec. (5.28) obtenemos:

A = A2 —8nGp,t~ Dk, (5.34)

con A = ayap + ayas + aas — %2. Considerando las Ecs. (5.33) y. (5.34), el dlgebra nos lleva a obtener la siguiente
expresion para G : G = Gyt* 2, donde Gy =
A=A(1-2)t2=Apt"2

A 4o .
Trpy(y i Dyn Y POT tanto, la constante cosmolégica se comporta:
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Encontramos la siguiente solucién

ali:%(li\/l—éﬂd), ay = a3, aZi:1(3i\/1—41<2), Ke[—;,;]\{o}, (5.35)

4

donde ay+ € (1/2,1) y ap— € (0,1/2) y donde la relacién a; = 2a, —1 € (0,1) es satisfecha. No encontramos
ninguna restriccién matématica para la ecuacién de estado, excepto que 7y # —1. De esta forma vemos que

ay = (y+1) (Zﬂ: V1 f41<2), (5.36)

siendo el valor critico, « = 2, cuando

V1= 4K
= (chz) 4KZ 13’ (5:37)

por lo que G serd creciente y A positivasia > 2, G serd constante y A = 0sia = 2y por tltimo G serd una funcién
decreciente y A negativa cuando a < 2, descartando esta tltima posibilidad por no ajustarse a las observaciones
que sugieren A > 0. En el siguiente gréfico (5.1), hemos dibujado las dos posibles ramas de a+, representando en
color rojo el valor de a1 y en color azul el de w_.

04 05

Figura 5.1: Gréfica de los parametros a+. En rojo a, mientras que en azul estd representada a_. El plano z = 2
(gris). y € (—1,1],yK € {—%, %} .

Con los valores obtenidos la solucién no es inflacionaria,

1-+/1—4K?
g , (5.38)
24+ V1 - 4K2

siendo g > 0, VK € [— 1, ﬂ \ {0}, y es is6tropa, ya que ambos pardmetros de anisotropia estin muy préximos a
cero

(1—@)2

Y (1—@)2(61@“—\/@)2
16 (2+m)

576 (2 + mf

5 <0015,  W?= < 0,0002.  (5.39)

La entropia gravitatoria estd acotada para todo valor de K € [— %, %] \ {0},

2(6K2—3K(1—m) fl+m> (6K2+3K<1—\/m) —1+m>
3 (49+47m _ (78@ + 164) 1<2+721<4)

pP? = . (5.40)
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tendiendo a —0,106 precisamenteen K = £ % Enla figura (5.2) hemos representado los tres parametros (A, W2, P?)
en colores rojo, azul y verde respectivamente.

\ /

0.001 H

T
-0.4 -0.2 o 0.2 0.4

-0.001

-0.002 -

Figura 5.2: Gréfica de los pardmetros de anisotropfa y entropia gravitatoria .A, W2, P2. A (rojo), W? (azul) y P?
(verde). K € [f%, %} )

No podemos conjeturar nada, por el momento, sobre el comportamiento dindmico de la solucién, ya que la aqui
encontrada y con respecto a los factores de escala, es bien distinta a la obtenida en el caso de un fluido perfecto
con constantes “constantes”, debiendo ser estudiada mediante métodos perturbativos u otros métodos de sistemas
dindmicos.

5.3. Modelos escalares

5.3.1. Modelo escalar

Las ecuaciones de campo del modelo vienen descritas por las Ecs. (5.7-5.10) siendo el tensor energia-momento
del campo escalar definido por las Ecs. (3.67-3.68), mientras que la ecuacién de ondas para el campo viene dada por
la Ec. (3.69). Sabemos que el comportamiento de las magnitudes esta descrito por Ec. (3.99) por lo que encontramos
la siguiente solucién

alzé(liM), a2:a3:%<3i\/1—4K2), (5:41)
ay = % (5i3\/m>, ﬂ:limféKz, Ke {i;] \ {0}. (5.42)

2

Como podemos observar, los pardmetros de los factores de escala son idénticos a los obtenidos en el caso de un
fluido perfecto con constantes variables, por lo que la solucién es is6tropa y no es inflacionaria. « y f son siempre

positivos para todo valor del pardmetro K definido en el intervalo K & [— 3, %] \ {0}, por lo que el modelo predice

una constante cosmolégica dindmica y positiva, resultado éste concordante con las observaciones recientes.

Con respecto al comportamiento dindmico podemos afirmar que la solucién tipo Kasner (K), es un atractor
tanto hacia el pasado como hacia el futuro, tal y como han puesto de manifiesto [284] (consultar también [151] para
un tratamiento exhaustivo sobre este tipo de modelos). Por tanto, ahora si podemos conjeturar que la solucién
obtenida en el modelo de un fluido perfecto con constantes variables se comportara de forma analoga a como lo
hace esta solucién, ya que los pardmetros de los factores de escala son iguales.

5.3.2. Modelo escalar con G variable

En este caso consideramos un modelo escalar donde la constante de gravitacion varia con el tiempo coésmico, ¢.
Las ecuaciones del modelo vienen dadas por las Ecs. (5.7-5.10), donde el tensor energia-momento del campo esta
descrito por las Ec. (3.67-3.68). La ecuacién de ondas para el campo escalar cambia con respecto al modelo anterior,
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ya que consideramos que G varia, siendo ahora Ec. (3.106). El comportamiento de las magnitudes esta descrito por
la Ec. (3.140). Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, encontramos la siguiente solucién

alzé(li\/l—éﬂ@), a2:a3:i(3i\/1—41<2), Ke[—;,;]\{o}, (5.43)
Go i(5i3\/1—41<2), ﬁ:%z(1i\/1—41<2). (5.44)

T a2
Vemos que el pardmetro « es libre, pudiendo intentar despejar « en funciéon de Ky Gy
\/ﬂ:Go (£5+3v1—4K?)
=+ ,
2Go

pero, tal y como se observa, queda igualmente indeterminado el signo ya que son igualmente vélidas las 4 solucio-

(5.45)

nes (hemos supuesto que Gy > 0, lo cual es fisicamente deseable, y K € [f %, %} \ {0}). Con respecto a los factores

de escala, la solucién encontrada es la misma que en el caso de un fluido perfecto con constantes variables, por lo
que las conclusiones a las que alli llegdbamos son validas aqui, es decir, la solucién es isétropa y no inflacionaria.
El pardmetro del potencial del campo escalar, 3, es siempre positivo, por lo que el modelo predice que la constante
cosmoldgica es positiva y decreciente si « > —1. Al ser &« un pardmetro libre, entonces no podemos determinar el
comportamiento de G, pudiendo ser decreciente si —1 < a < 0, o creciente si & > 0.

5.3.3. Modelo escalar sin interaccién con un campo de materia

Consideramos en este caso, un modelo en el que un campo escalar no interacciona con un campo de materia
(un fluido perfecto). Las ecuaciones del modelo son Ecs. (5.7-5.10), donde los tensores de los campos estan defi-
nidos por las Ecs. (3.3 y 3.67-3.68). Al no considerar interaccién, entonces las ecuaciones de conservacion no se
acoplan, i.e., vienen definidas por las Ecs. (T’”); i =0= (T‘P); i Al conocer de antemano como se comportan las

magnitudes del modelo, Ec (3.144), encontramos la siguiente solucién

_ 1= 34y _ =G+ (r—1) 1

e b Team 4(y+17 6( 3'1>’
_B-y—da(vy+1) _a(l-9)

Lo = Sy 117 P=3 CES (5.46)

En primer lugar resaltamos que la solucién es vélida para los siguientes valores del pardmetro de la EdE,
v € (—%, 1) . De igual forma veremos que los pardmetros de los factores de escala, a;,a; y a3, son idénticos a

los obtenidos en el caso de un fluido perfecto (solucién clasica) por lo que la solucién no es inflacionaria y es

isétropa si <y no tiende a 1, si atendemos al primer criterio de isotropia, .4, mientras que con respecto al segundo

W2, podemos afirmar que la solucién es is6tropa. La tinica restriccién fisica que encontramos para el pardmetro «,
5—7

es la siguiente, 0 < & < I(y+1), Yaque la densidad de energia debe ser positiva.

5.3.4. Modelo escalar sin interaccién con un campo de materia y G variable

La unica diferencia con respecto del modelo anterior, consiste en introducir la hipétesis de G = G(t), es decir,
considerar la constante de gravitacién como funcién del tiempo c6smico. De esta forma, las ecuaciones del modelo
son parecidas a las del anterior, con la salvedad de las ecuaciones de conservacién que, en este nuevo modelo,
vienen descritas por las Ecs. (3.147-3.148). El comportamiento de las soluciones es diferente a las del anterior
modelo, siendo en este caso el expuesto en la Ec. (3.149); por lo tanto encontramos la siguiente solucién

alzé(li\/l—éle), a2:a3:%(3:t\/1—41<2>, Ke[—;,ﬂ\{O},

2 1 11 — 402Gy) V1 — 4K2 — 4 (3K? + 242
p="5(1£V1-42), py= 3+ (11— 4°Go) o (3K +20Go)
0

. V1-ak? »  —By+D)(y-1) <_1 )
— 72+m<:>1<_ TR re(-31). (5.47)
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Tal y como podemos observar, la solucién es valida para todo v € (—%, 1) y K € {—%, %} \ {0}. Al haber

obtenido para los factores de escala la misma solucién que en el caso de un fluido perfecto con constantes variables,
entonces sabemos que esta solucién no es inflacionaria y que es isc’)tropa El signo de la constante cosmolégica j,

es positivo para todo valor de K perteneciente al intervalo, K & { oL 2} \ {0} . Al ser a indeterminado, es decir

un pardmetro libre, entonces no podemos determinar el comportamiento de G; la tnica acotacién que obtenemos
esa € (—1,00)\ {0}, de esta forma el potencial es decreciente, mientras que, para garantizar que la densidad de
energia sea positiva, encontramos la siguiente acotacion para «,

(37 — 68K?%) + (35 — 12K?) v/1 — 4K2
a? < .

5 (5.48)
4Go (2+ V1 —4K7)
5.3.5. Modelo escalar interactuando con un campo de materia
Primer enfoque
En este primer enfoque las ecuaciones de conservacién son, (T’”){ = (T¢) i.e. Ec. (3.151), por tanto, la

solucion a las ecuaciones de campo (5.7-5.10) con los tensores tanto del campo de matena como del campo escalar
definidos por las ecuaciones (3.3 y 3.67-3.68), y teniendo en cuenta que las magnitudes deben comportarse como
en Ec. (3.144), es

_l(um), m-m-g(3evicae), kel-17] o,

(Si VI—4K2) —po (v +1), ﬁ:li\/1741<27%(p0(177)+31<2), (5.49)

< 541-4K2
4(v+1)

ser positiva. Esta restriccién asegura, de igual forma, que § > 0, VK € [ oL 2} \ {0}, por lo que la constante

encontrando la siguiente restriccién sobre el parametro de la densidad de energia p, , ya que « debe

cosmoldgica (dindmica) es positiva y decreciente. Encontramos, de esta forma, que la solucién no es inflacionaria,
pero si isétropa. Observar que se trata de la misma solucién hallada en casos anteriores. Pero no encontramos
ninguna restriccién sobre el pardmetro de la EdE v, por lo que podemos afirmar que es valida para todo ¢ €
(—1,1].

Segundo enfoque

En este modelo, las ecuaciones de conservacién estan acopladas mediante cierta funcién Q. Los tensores tanto
del campo de materia como del campo escalar estdn definidos por las ecuaciones (3.3 y 3.67-3.68) y, teniendo en
cuenta que las magnitudes deben comportarse como en Ec. (3.144), encontramos al resolver las ecuaciones de
campo (5.7-5.10), la siguiente solucién

:1(1im), az:@:i(sim)xe [_;’;]\{O}’

(5i3\/1—41<2) 0o (Y +1), 5:11\/1—41@—%(p0(1—7)+31<2),
2((r+1)VI—4K2+29)

S=7F , (5.50)
\/513\/1 —4K? —4p, (y+1)
con py < 2% (Vvl +14)K Se trata, por tanto, de la misma solucién que la anterior, excepto que en este caso, la solucién

no es vélida para todo valor del pardmetro de la EdE, ya que para no violar los principios de la termodindmica,
la constante de acoplamiento ¢ debe ser en este modelo negativa. En la siguiente figura (5.3) hemos dibujado
las dos posibles soluciones de J, en color rojo estd representada J_ y en color verde J. Tal y como se observa, la
segunda posibilidad, ¢4, es mucho mas restrictiva que la primera, ya que para ésta, 1 es positiva en funcién de los
pardmetros (K, v, o) , donde hemos supuesto que 0 < p, < 1. Por tanto, la solucién es isétropa y no inflacionaria
y s6lo para determinados valores de (K,7) que hacen que el pardmetro de la funcién de acoplamiento ¢, sea
negativo.
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Figura 5.3: Graficas del parametro de acoplamiento d. 6_ (rojo) y 6+ (verde). v € (—1,1], K € {— %, %} ,pg = 1/20.

Tercer enfoque

Para terminar la seccion dedicada al estudio de modelos interectivos, estudiaremos, a continuacién, el modelo
propuesto por Coley. La tinica diferencia con respecto al anterior modelo es la funcién de acoplamiento. Por tanto
la solucién encontrada a las ecuaciones de campo (5.7-5.10) donde las Ecs. (3.3 y 3.67-3.68) definen los diversos
campos considerados y siendo las ecuaciones de conservacion descritas por las Ecs. (3.181-3.182), es la siguiente

ay

:%(1i\/m>, a2=a3=%(3im)' Ke {_;’ﬂ\{o}’
1
4

§= (5i3\/1—4K2) —po(Y+1), ﬁ:li«l-zﬂ@-%(p0(1—7)+31<2),

_ (r+1)VI-4K2£2y
+2+v1-4K2

b+ (5.51)

siendo ésta igual a la anterior, excepto en el pardmetro de la funcién de acoplamiento J, por lo que la solucién
es isétropa y no inflacionaria. Tal y como discutiamos en el capitulo 3, en este modelo la constante J debe ser
positiva para preservar los principios de la termodindmica. Por lo tanto, y al igual que en la solucién anterior, esta
solucién no es vélida para todo valor del parametro de la EdE; dicha validez de este intervalo dependerd de K. El

andlisis numérico llevado a cabo indica que la solucién en el caso 51 es validasiy € (— %, 1) yKe [— %, ﬂ \ {0},
mostrando asi la analogfa con el caso anteriormente estudiado.

5.3.6. Modelo escalar interactuando con un campo de materia y G variable

Para terminar el estudio de modelos escalares, consideraremos en esta ocasién un modelo donde el campo
escalar interacciona con uno de materia, un fluido perfecto en este caso, y donde ademads, consideramos la posibi-
lidad de que la constante de gravitacién dependa del tiempo c6smico, i.e., sea otra variable dentro del modelo. Las
ecuaciones a resolver vienen descritas por las Ecs. (5.7-5.10) junto con las Ecs. (3.3 y 3.67-3.68), que definen los di-
versos campos considerados y las ecuaciones de conservacién acopladas y con G variable son las Ecs. (3.224-3.225).
Consideramos ademés que la funcién de acoplamiento es Q = Hp,, por lo que bajo todas estas condiciones, en-



92 CAPITULO 5. MODELO BIANCHI IT

contramos la siguiente soluciéon

alzé(lj:\/l—ﬂ@), a2:a3:%(3j:\/1—41<2), Ke {—1 } \ {0},

1
2'2

b= 137 +3+ (117 +5) V1 — 4K2 — 12K? (v + 1) +o<2(1—’y)

8Go (y+1) 2 ’
) _5+3V1-4K2 &2 5:(7+1)\/1—41<2i27 (5.52)
07 4G (r+1) (v +1) 241 4K2 '

Vemos que con respecto a los parametros de los factores de escala la solucion es idéntica a las encontradas
en los diversos modelos estudiados con anterioridad, por lo que las conclusiones son las mismas. Las tinicas res-

o . .. . . v/1—4K2
tricciones fisicas que encontramos son las siguientes: % > a2, donde suponemos que Gy > 0. Por otro

lado, la constante de acoplamiento debe ser positiva en este caso, asi que teniendo en cuenta el analisis numérico
llevado a cabo en la anterior seccién, concluimos que la solucién es isétropa y no inflacionaria, siendo sélo vélida

siy € (—%, 1) yKe [—%, %} \ {0}, valores éstos que hacen que 1 sea positiva. Por otro lado, la tiinica acotacién

5+3v/1—4K?2

obtenida para « es la siguiente, & € rTen ) \ {0} ; de esta forma no podemos determinar el comporta-

miento de la constante de gravitacién. Observamos también que con estas acotaciones el pardmetro § del potencial
es siempre positivo, por lo que el modelo predice una constante cosmolégica decreciente y positiva.

5.4. Modelos tenso-escalares

5.4.1. Modelo con constante cosmolégica

Las ecuaciones de campo para este modelo con constante cosmolégica son las siguientes

ab a d av KZ az o w ¢/2 a v 4 4)/
b d" av 3K2 a2 P ‘P// w (P/z v d (P,
T d+db_4b2d2__8n4>_4>_24>2_<b+d> g T 5%
K2a2 b// d/ b/ ﬂ” ﬂ/ d/ b/ ﬂ/ ¢/
_____ + o 2 (2 D)2 (5.55)
b2d2 b db a ad (b a) ¢
a" a’ a d KZ a2 P ¢// w 4)/2 a d (P/
d+a+ad+4bzdz——87f—¢—2¢2—<a+d>¢+/\/ (556)
b " "y K2 2 " 2 I b !
R R R R e e CRE I R &7

ademads de las ecuaciones de conservacion. En el tercer capitulo demostrdbamos cuél debe ser el comportamiento
de las magnitudes para obtener soluciones autosimilares, recordando que

p=o(t+to)", A(t)=Ag(t+1t) "™, w(p)=const, p=p,(t+t)",

n+a =2,ya = (1+)h. Encontramos dos soluciones.
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Primera solucién
La primera solucién con A = 0.

—4w (y—1)> =347 20 (y+3) (v —=1) =747
= = = 2 — :1,
8w(y2—1)—11+7" 2= Sl

8w (y2—1)—11+7
Ao =0, Vo € (—;,1),

2 (—22 4367 — 672+ w (7 —1) (=7 — 5192 + 993 +27) + 8w? (3y +1) (7 — 1)3)

a1

K= —
(Bw(12—1) =11+ 7)* ,
(7 —5) (3 (—187 + 392 4 11) + 2w (—427 + 1592 + 23) + 162 (7 — 1)2) o
Po=" 877 (8w (72 — 1) — 11 +9)? ’
i Gr=1( =9

8w (12 -1)—11+7"

_ 8w+ (r—1)—-2)
1= Tew(y 1) 13y -17 (5.58)

Vemos que, si fijamos el valor del pardmetro de Brans-Dicke [241], w = 4 - 10%, la solucién Gnicamente es valida
Vv € (— %, 1) , ya que para estos valores K% > 0, donde los dos pardmetros de los factores de escala se comportan

de la siguiente manera, tal y como refleja la figura (5.4) verificando ademads, la condicién de autosimilaridad 2a; —
ap = 1.

0.2

Figura 5.4: Gréfica de los parametros de los factores de escala: a1 (rojo), ap (verde). v € (— %, 1) ,y w=4-10%

La solucién no es inflacionaria, ya que el parametro de deceleracién g € (0,2), siendo ¢ = 0 cuando y = —1/3
y ¢ = 2 cuando v = 1, precisamente ¢ < 0siy < —%. Vemos ademads que el parametro de la densidad de energia
0o es nulo cuando y = 0,997, restringiendo asi el intervalo de definiciéon del parametro de la EdE <y. Con respecto
a los pardmetros de anisotropia, éstos son

—1)? 1
A:L)z<<o,3, Vy e (—,1),
(4&2—1) 3
K2+4-8 4a2)(K24+1-2 2
w2 = K Hd—8as +4a5)(K 1205+ a5) ) 0c (5.59)

36(4az — 1)

donde el parametro A solo tiende a 0,3 cuando -y se aproxima a 1, i.e., A(y — 1) — 0,3, para el resto de valores
de v, A — 0. Esto es debido a que precisamente, cuando ¢y — 1, existe una “gran diferencia” (0,5) entre los va-
lores de los pardmetros de los factores de escala a; y ay, tal y como refleja la figura (5.4). De esta forma, podemos
considerar que la solucién es isétropa, ya que ambos pardmetros son muy préximos a cero. Resaltamos ademas,
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que la constante cosmolégica es nula. La constante de gravitacion efectiva se comporta como una funcién decre-

ciente Vy € (f %, %) , se hace constante para y = %, ya que para este valor el parametro 7 se anula y es creciente

Vv € (%, 1) . Por tanto, la interpretacién que podemos hacer de esta solucién es la siguiente: el universo comienza
con una ecuacién de estado y = 1, momento éste en el que la solucién muestra cierta anisotropia, a; # ap, siendo
la constante de gravitacion creciente en este periodo. A medida que el universo evoluciona, v = 1/3, la aniso-
tropia decrece y G,y = const. En etapas posteriores, v = 0 (predominio de materia) o v — —1/3 (string era) la
anisotropia desaparece a; = ay, y la constante G, ff Se muestra como una funcién decreciente. En ninguna etapa el
modelo es inflacionario, s6lo si y < —1/3, entonces ¢ < 0y por tdltimo, A = 0.

Segunda solucién

La segunda solucién con A # 0, es la siguiente

1
a1:4,)/(7+1_\/972_67+1+167K2>r KG(—l,l)\{O}, (PO:L

1
— - _ 2 _ 2 _ _
ﬂz—ﬂ3—87<57+1 \/97 67+1+167K>, 2a, —ap =1,
A 20 =) (a3 (14 7) =32+ (—y = (114 N a3 +7) (7 +4a3 (1 +7) — 3)
0 4(1+7) ’

(2 (4a3 — 1)% 72 + (4a3 — 1) (19a3 — 11) 7 + 17 — 593 + 44a2 + 2w (— + 4az(1+ 7) — 3)2)
Po=" 16m(1+7) ’
= o (=32 =14 /16K29 1992 67 +1(1+ )

2y !
G= —m 9y +3/16K2y +992 — 67 + 1 - 8K2 — 3. (5.60)
8K2 + 6

Como podemos observar, resulta complicado interpretar la solucién obtenida, ya que todos las constantes de
las magnitudes dependen tanto del parametro de la EAE, como de la constante geométrica K. Resulta pues preciso
realizar un andlisis numérico pormenorizado de la soluciéon. Comenzamos representando graficamente algunos
de los parametros. Fijando el valor del pardmetro de Brans-Dicke [241], w = 4 - 10%, vemos que la solucién no es
vélida para todo valor de K y 7y tal y como demuestra el grafico (5.5) del parametro del factor de escala a;.

2 Sl
AT Z TS

>
S RSRZIZRAARL R
SIS A2
LR
SR

Figura 5.5: Grafica de los pardmetros de los factores de escala a1 (izquierda) y a; (derecha) junto con el plano z = 0.

De igual forma vemos que la solucién nunca es inflacionaria (ver Fig. 5.6), ya que el pardmetro de deceleracién
es positivo para todo lavor de -y y K. El gréfico del pardmetro 7i, muestra que la constante de gravitacién efectiva
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Geff puede ser creciente, decreciente o incluso ser constante (ver Fig. 5.6). Al mismo tiempo, los gréficos de los
pardametros de anisotropia (ver Fig. 5.7) nos muestran que la solucién sélo puede ser considerada como isétropa si
|K| < } y para determinados valores de 7.
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Figura 5.7: Gréficas de los pardmetros de anisotropia. A (izquierda) W? (derecha).

Estudiaremos un caso particular fijando un valor determinado del pardmetro K, K = 1/5. Para tal pardmetro,
vemos que a1 = 0, si v = 0,920, lo cual implica que la solucién, en principio, sélo puede ser valida si v < 0,920.
En la Fig. (5.8) hemos dibujado los pardmetros a; (azul), a; (rojo) y g (verde), de esta forma vemos que la solucién
no es inflacionaria y que a2; — a, cuando «y < 0.

Con respecto a los parametros de la densidad de energia p,, y de la constante cosmolégica Ao, vemos en la
Fig. (5.9) que p, s6lo es positiva en dos pequefios intervalos que coincide en aquellos en los que Ay se anula.
Estos intervalos para p,, son: I; = (—0,31671, —0,31179) e I, = (0,842693,0,8491310) , mientras que los de A son:
I = (—0,31426, —0,31425) e [, = (0,8458354,0,84589565) , viendo que [; C I; y [ C I,. Ademds, el parametro 7i
se anula en dos puntos: 7, = —0,31425, y 7, = 0,84589565, que coindicen con los extremos de los intervalos [; e I,
respectivamente. En las figuras (5.9) hemos representado precisamente esta situacion.

Por tanto, para el valor de K = 1/5, la solucién sélo es vélida en los intervalos 11U I, donde la densidad de
energia es positiva. En dichos intervalos, la constante cosmolégica es positiva, expecto en los subintervalos [; e I
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0.5

Figura 5.8: Gréficas de los parametros a; (azul), a; (rojo) y q (verde). K = 1/5.

20000 —

15000 —

1 0.5 1
F0.12
0.0124
F0.10 0.010
Lo.os 0.0084
0.006
+0.06
0.004
r0.04 0.002 Y
Fo.02 0 T T T T T T T 1
Y : 0843 0844 0 0.846 0847  0.848  0.84 0.850
-0.002
r T T T T 0
—0.31/ -0.316 -0.315 -0.314 -0313 =0 -0.004

Figura 5.9: Figuras conjuntas. p, color rojo. Ag color azul. Pardmetro 7i magenta. Intervalo I; (izquierda), e intervalo
I (derecha). K = 1/5.

donde es negativa y nula en los extremos de dichos intervalos. Con respecto a la constante gravitatoria efectiva
(5.9), vemos que en el primer intervalo I3, G. s es decreciente si y < <1, constante en 7y; y creciente si y > 7y, para
todo v € I1. En el segundo intervalo G, es creciente si 7y < 7,, constante en 7, y decreciente si y > 7,, para todo
vy € Ip.
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5.4.2. Modelo con potencial

En este caso las ecuaciones de campo son

abv a d av K2 42 o w 4)/2 a b d (P/ u
ab+ad+db_4172012_8n¢+2¢2_<a+b+d>4)+¢’ .6
b 4" av 3K2 42 p (PN w (P/Z 4 d’ ¢/ u
b+d+db4bzd2—8”¢¢z¢z(b+d Ry (5.62)
K242 b v a’ a d v a CP/
Iﬂtiz_b_db+a+ad_<b_a>¢’ (5.63)
" a" a d K2 42 p 4)// w (P/Z a d 4)/ u
rl a+ad+4172112__87T¢_¢_2¢2_<a+d>¢+¢’ (5.64)
b// a// a/ b/ KZ a2 p (PN w ¢/2 a/ b/ ¢/ u
b+a+ab+4172L12__87T¢—¢—2¢2_(a+b>4)+4>‘ (5.65)
La solucién encontrada es la siguiente
a2:a3:%(a1+1), Kzzé(ﬂl-i-l)(:%al—l),
o= 2 (541 — 1) (2a; — 1) 3ay + 1)% (a1 — 1)* — 4w (541 — 1) (3a1 + 1) (2a; — 1)?
12(ay — 1) (a1 + 1) (31, — 2))? ’
3 (ﬂl — 1) (3!11 + 5) (2&1 — 1)

W= ) Ba—2" T 3en+1) (@ =1)

—(1+2a) ((3a1 +1) (—13a; — 3502 + 5743 +7) + 4w (3a1 +1)? (241 — 1)2)
_ , 5.66
Po 327 (a1 +1) (301 — 2))? (560

de la expresion de 7y despejamos a4

743y — /8192 — 1507 + 169

o =) ) (5.67)
entonces
S —13429— 992 + (1 +17) /8192 — 150 + 169
6(y—1) '
7= = (37— 5/8192 — 1507 + 169 +47). (5.68)
42y — 42

Por tanto, la solucién que encontramos se comporta de la siguiente manera. La solucién sélo es valida para un
entorno pequefio de ¢, = 0, ya que s6lo en este entorno, p, > 0. Fijando el valor del pardmetro de Brans-Dicke
[241], w = 4 - 10*, vemos que la solucién es valida Vv € (—0,003643,0,003623) = & (7y.) , donde ademas ¢, > 0. En
dicho intervalo la constante cosmolégica se comporta de la siguiente forma: Uy = 0 sii y; = —0,0000101,y ¢, =0,
de tal forma que Uy < 0, Vy € (7, 7,), siendo positiva en el resto. El pardmetro 7i se anula en 7y, = 0 siendo 7 > 0
siy <0y <0sivy > 0,por lo tanto la constante de gravitacion es decreciente si v < 0, constante si 7, = 0y
creceinte si v > 0, Vy € £ (7,). En la figura adjunta (5.10) mostramos las graficas de los pardmetros p, (rojo), Uy
(azul) y 7i (magenta) en el intervalo & (7y,) .

La solucién obtenida no es inflacionaria, ya que el pardmetro de deceleracién es positivo en todo el intervalo.
Por dltimo, podemos considerar que la solucién es isétropa, ya que los dos parametros de anisotropia estan muy
préximos a cero, A < 0,016, W? < 0,0001.
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T T T T
—0.00/ -0.002 0 0.0 04

Figura 5.10: Gréficas de los pardmetros p,, (rojo), Uy (azul) y 7 (magenta) en el intervalo &£ (7y,) .
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6.1. Meétrica e ingredientes geométricos

Un modelo tipo Bianchi VI es un espacio-tiempo espacialmente homogéneo que admite un grupo de isometrias
G3, que acttia sobre las hipersuperficies espaciales generadas por los siguiente campos de Killing (KVs),

¢1=0x, &y =20y, §3=mxdy—nydy+09, (6.1)

y, por tanto, las constantes de estructura no nulas son: C{; = m,C2; = —n. En un sistema de coordenadas la
métrica se escribe de la siguiente manera:

ds® = —dt* +a®(t)e 2"dx® + b2 (t)e*dy? + d*(t)d2?, (6.2)

donde las funciones a(t), b(t),d(t), son s6lo funciones del tiempo universal t. Como puede observarse, la métrica
(6.2) puede reducirse a los siguientes casos:

1. Si m = —n, entonces la métrica describe un modelo Bianchi V (la veremos con més detalle en el siguiente
capitulo),
ds? = —dt* + a®(t)e 2" dx® + b2 (t)e 2"2dy? + d*(t)dz?, (6.3)
con
§1=0x, &y =0y, {3=mxdy+ mydy+9, (6.4)

y por tanto Ci, = m = C3;,.

99
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2. Sin = 0, entonces la métrica describe un Bianchi tipo III, siendo su métrica
ds* = —dt? + a®(t)e 2" dx? 4 b (t)dy? + d*(t)dz?, (6.5)
con los siguientes campos de Kiling (KVF)
§1=0x, {y =0y, §3=mxdx+0; (6.6)
y, por tanto, la tnica constante de estructura no nula es: Ci; = m.

3. Por dltimo, si m = n = 0, entonces la métrica describe un modelo Bianchi tipo I, ya visto en el capitulo 4, y
en consecuencia la métrica es

ds? = —df? + a®(£)dx® + bP(t)dy? + d*(t)d22, 6.7)

con los campos de Killing
gl = aXr 62 = ayz 53 = aZr (68)

siendo Cl’-‘j = 0, tal y como ya sabemos.

Para la métrica (6.2) encontramos que el campo homotético viene definido por

a v d’
con las siguientes condiciones sobre los factores de escala
a(t) = apt™, b(t) = bot", d(t) = dot, (6.10)

donde a1,4; € Ry podemos fijar sin pérdida de generalidad dy = 1; de esta forma el campo homotético se puede
reescribir como sigue:
H =9+ (1 —ay) x0x + (1 —a2) yoy, (6.11)

de tal forma que la métrica (6.2) se reduce a la siguiente:
ds? = —dt? + 12Me2M2qx2 4 122207 0y2 4 272, (6.12)
En este capitulo estudiaremos los siguientes casos
1. Modelo Bianchi tipo III (BIII). La métrica del modelo viene definida por cualquiera de las siguientes métricas
ds? = —dt* + 2Me~ 22 dx? 1 2dy? 4 12d22, (6.13)
ds? = —dt? + £2dx® + 22?24y + 2d22, (6.14)
es decir,obienm =0y ay; =a3 =1,0n =0y a; = a3 = 1. Bajo estas condiciones obtenemos

a—1 A_Z(az—l)z

a+2 3(2+a)
sz(m—1+ﬂ2)2(m+1—ﬂz)2 P2 _ (m—1+ay) (m+1—ay)’ (6.15)
36(2 +ap)* 3((a§+1)2+2a2 (1 —m?2) 4+ m? (mLz))
2. Modelo Bianchi tipo BVIj. En este caso, la métrica viene definida por
ds? = —dt? + 2Me2M2qy? 4 12 e2MEqy2 4 1272, (6.16)
conm =nya; =ay yaz = 1. Con estas restricciones las magnitudes cinemadticas del modelo son
_ om—1 2 (1)
1 201+ 17 3 (1+2a)*
m? (3 (a; — 1) + m? 2 2 2
4 —-1)" —

9(1 +2aq)* ’ 3(3a} —2a3 + 243 + m? (—2ay + m?))’
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También se puede seguir otro camino para definir una métrica del tipo BVIy; se trata de la sugerida por
MacCallum et al [113], donde, considerando los siguientes campos de Killing

¢1 = Ox + mzdy + myo., Gr =9y, C3 =0, (6.18)
el dlgebra que generan es:
C1,6a) = —m&s,  [62,83] =0, [85,81] =m0y, (6.19)
obteniéndose la siguiente métrica
ds? = —dt* + adx® + (b2 cosh? mx 4 d? sinh? mx) dy?
-2 (bz + dz) cosh mx sinh mxdydz + (b2 sinh? mx + d? cosh? mx) dz2. (6.20)

Pero tal y como hemos demostrado en [286], con esta métrica, se obtienen unas ecuaciones de campo con las
que resulta dificil trabajar, dependiendo de funciones trigonométricas, motivo por el que hemos elegido el
primer camino.

3. Por dltimo, el modelo tipo BVI}, esta definido por una métrica del tipo
ds? = —dt? + PMe M2 dx? 4 2222y 1 2472, (6.21)

donde m # n,a; # ap y a3 = 1. Bajo estas condiciones los ingredientes geométricos del modelo son

q:_(a1+a2_2) A:2<a%+a%+1_ala2_al_a2) (622)
am+a+1 3(ay +ar 4+ 1)
y
1
W? = m (—6a1mn — 6mayn — a%mn + a2a1m2 - a%mn + a2a1n2 + m* +
— 3a§’ + a‘f + 4n2a§ — 9m2a1 — 6ayaq — 9n2a2 - 3a% + a% + 6mn + 3m2a2 + 3n?
+ 4m2a% +mn® + 3a1n2 + m3n + 3m® + 8ayaimn
—2m?a} — 2a3n* + 3aya3 + 3a3ay — ajay — a3aq + 343 + 3a%) , (6.23)
P2 _ 2(ay —ap +m+n) (ay —ap —m — n) (a3 — 3ay + apa; — n*> — m? + 3+ mn — 3ay + a3) 694
donde
K = —2aiymn — 2mayn + a%mn — a2a1m2 + a%mn — a2u1n2 + Za%a% +m* +nt

+ 2m2n?* — a% + a‘ll - ana% + m*ay + 2ayay + nay — ag + a% + 2mn

—m?ay —n® —2m*at — mn® — ayn® — m®n — m? + daaymn

— ala% — a%az + a?az + a%al + a% + a%.
Al igual que el caso BVI), existe otra alternativa, sugerida por MacCallum et al [113], que no hemos seguido
en este caso.

Antes de empezar a calcular los distintos modelos, quisiéramos comentar el hecho bien conocido de que existe
otra solucién autosimilar de los modelos tipo BVI, es la denominada solucién excepcional tipo BVI_; 9, cuya
métrica viene descrita por la siguiente ecuacién (ver [150] pag. 192)

ds?> = —dt* + (1 + bz) P2 + 5 exp <—2\5f6;’x> dy® + 2bt8 exp (—?rx) dxdy + 8 exp (?rx) dz?,
(6.25)
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siendo, b* = %rZ — 1, y el campo homotético

4 2
H = to; + gyay + gzaz. (6.26)

Esta solucién fue encontrada por Wainwright en 1984 (ver [147] pag. 666 Ec. (20)) para un fluido perfecto de tal
forma que la solucién sélo es valida para la ecuacién de estado v = %, y por lo tanto

27 o\ ,_2 1 2
pfg<1 r)t , 'yfg, §<r<1.

En el caso limite en el que el pardmetro v = 1, entonces esta solucién colapsa a una solucién de vacio encontrada
por Collinson y French en 1967, conr = 1y b* = g [287].

6.2. Soluciones clasicas

6.2.1. Soluciones de vacio

Encontramos las siguientes soluciones.

1. Soluciones tipo BIII. Encontramos las siguientes soluciones

ap=n=20, a=m=1,
amp=n=1, ap=m=20, y
a =n=20, a =1, m=—1, (6.27)

de tal forma que la métrica se reduce a la siguiente (ver Hsu et al. [153] seccién 2.6.3, ver también [150] pag.
193, Ec. (9,7))
ds* = —dt? + 2e**dx? + dy* + t2dz>. (6.28)

y, por tanto, admite los KVF dados por la Ec. (6.6) con m = —1. Todos los invariantes de curvatura son
nulos mostrando asi un comportamiento patoldgico y llegando a la conclusion de que este tipo de soluciones
carecen de interés fisico, ya que dicha métrica representa un espacio-tiempo homogéneo y plano.

2. Si n = m entonces la solucién es
pm=ar=n=m=0, (6.29)

obteniendo una métrica del tipo
ds®> = —dt* + dx® + dy? + t2dz?,

tipo Taub, es decir, la forma de Taub para un espacio-tiempo espacialmente homogéneo y plano. Obviamente
no describe un modelo tipo BVIj.

3. Soluciones tipo BVIy, con

1
a, = ay, n=—ap, a = 5 (1 + 4/ —Za% + 4a, + 1> =m, (6.30)

donde, obviamente, la solucién sélo tiene sentido si, ., € (1 — %\@, 1+ %\@ . Las soluciones negativas

pueden tener sentido en el estudio de singularidades, pero aqui no las consideraremos. Por consiguiente,
s6lo consideramos el rango positivo donde a; € (0,2,2247), y de esta forma a; € (0,1,35).

De manera equivalente, otra solucién de la siguiente forma

1
apx = day, n =dap, a = 5 <1 + —211% + 4a, + l> = —m,

lo cual implica, que la métrica es

ds? = —dt? + P12z dx? 4 12120207y 4 12472, (6.31)
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admitiendo los siguientes campos de killing
61 == ax, 62 = ay, 63 = _alxax - azay + az, (632)

y, por tanto, Cl; = —a3,C3, = —a,. Esta solucién es nueva. Los invariantes de curvatura se compor-
tan de la siguiente forma: (Il-)?:0 , son nulos. Las componentes no nulas del tensor de Weyl son: Ciyty =
_ (1/2) ]CEZalth(al—l)’ Cryxz = (1/2) ICeZulth/zl—l’ Ctyty — (1/2) KeZazth(uz—l), Ctyyz — (1/2) KeZuzthaZ—ll
Cxzxz = —(1/2) JCe2mz 2o Y Cyzyz = (1/2) Ke2224202 donde K = (a1 — 1+ ap)(a; — ay). El invariante
de Weyl también es nulo, Iz = 0, pero, tanto el invariante de la parte eléctrica como el de la magnéti-
cano lo son, Iy = (1/2)K?t~*, mientras que: Is = (1/2) K?t~*. El pardmetro de anisotropia es, W? =
K2/ (6 (a1 +ay+ 1)4) = const. y, por tltimo, la entropia gravitatoria es infinita, P> = o, tal y como era de

esperar, ya que I = 0. Existe otra solucién de este modelo BVI, encontrada por Lifshitz y Khalatnikov en
1963 [288].

6.2.2. Soluciones para un fluido perfecto

Recordamos que el tensor energia-momento estd definido por: T;; = (p + p)uu; + pgij, con p = o, v € R,
generalmente se suele considerar v € (—1,1]. Las ecuaciones de campo para la métrica (6.2) (con A = 0) son las
siguientes

A R R

a
av Tadtan T8 (639
a 4 da v
(ad)+n(db>_a (39

b 4" av 7’12

YT a a2 8w (639
T T s, (6.36)
P +p(l+9) (fﬂ;#’f{)—of (6.38)

donde K = (mn — m* — n?) . En el capitulo 3 demostrdbamos que la soluci6n es de la forma: p = p,t~*, con (1 + 7)
(a1 +a+1) = (14 9)h = a, y donde, en este caso, p, = %, con A = map + ay + ap + K. Hemos obtenido las
siguientes soluciones.

Bianchi tipo III
Encontramos que
2y V-0Gr+D) (r-1)
= 1 = — = == .
ap =1, a 7Jrl,m P , n=0, (6.39)
y, por tanto,
1 2(a -1 1 ) ( 1)
=-(3v+1) >0, A==--~——=—>"-=-"0By+1)"=const.,, € {0,= . 6.40

De esta forma vemos que la solucién no es inflacionaria y podemos considerarla como isétropa, con respecto al
primer criterio de isotropia A. De la expresién de m, observamos que la solucién sélo tiene sentido si y € (— %, 1) ,

y de esta forma: a3 = 1,43 € (0,1),siiy < 0,m € (0,1),y (1+7) (2+a2) = a = 2, por tanto, p = pyt 2, de esta
forma la métrica se reduce a:

ds? = —di* + e~ 22 dx? 4 22 dy? 4 2d7?, (6.41)
que representa una métrica tipo BIIL. Resaltamos que Ec. (6.41) admite los KVF dados por la Ec. (6.6), siendo la

solucién tnicamente validasiy < 0, ¥ € <— %, O) .
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Encontramos que los invariantes de curvatura son, (Il‘)?:0 Iy =2 (a% +ay, —m? + 1) 72,1 = 4((1% - Zag + 311%
+mt —2m? + 1)t el =2 (aé + 211% +2a +m* —2m?+1— Zmzaz) t=4; de esta forma, la solucién es singular.
Las componentes no nulas del tensor de Weyl son las siguientes: Ciyty = —(1/6)Ke™2"%, Ciyty = (1/3)/Ct2(“2’1),
Chztz = —(1/6)IC, Cayny = (1 /6)KCe 221202 Cypry = —(1/3)Ke 27212, Y Cpzyz = (1 /6)Kt2%2, donde la constante
Kes, K=(m—1+ap) (m+1—ay).El invariante de Weyl es, I3 = (4/3) K?t~%, mientras que el invariante de
la parte eléctrica adquiere la siguiente forma: Iy = (1/6) K?t~. El invariante de la parte magnética es nulo. El
pardmetro de anisotropia resulta

1 2(ay —1—m)? 2 1)2
w2 — (@ +3 6"(’2) +(‘;2 : m (3;*6* I _ const. € (0,0,0002), (6.42)
2

por lo que podemos afirmar, otra vez, que la solucién isotropiza. Por ltimo vemos que la entropia gravitatoria se
comporta como sigue:

2(ay —14+m)? (ay —1—m)?

P =
3 ((a% +1)% + 2a, (1 — m2) +m?2 (m? — 2))

4GBy +1)? 4
3621 const. € (0, ) (6.43)

no mostrando, en este caso, ningtin comportamiento patolégico.

Bianchi tipo VI

En este caso, hemos obtenido la solucién bien conocida de Collins [285] (ver también, Hsu et al [153] y [150])
aunque una primera solucién fue encontrada por Ellis y MacCallum en 1969, para el caso ¢y = 0. La solucién
encontrada por Collins es la siguiente

1-9 V=0Gr+D) (r-1) ( 1)
a=0)=—-, m=n= e(0,=]), 6.44
EERRICEY 2(y+1) 2 (6:44)
y, por lo tanto,
—§—1*1(3 +1)>0 Yy € —11 (6.45)
q= h - 2 Y ’ Y 3/ ’ .
por lo que la solucién no es inflacionaria. La métrica toma la siguiente forma,
ds? = —dt* 4 £2Me 22y 4 202z g2 4 1252, (6.46)

encontrando que, a4, € (0,1), m € (O, %) y (1+7)(1+2a) = a = 2, de forma que p = pyt~2. Bajo estos
resultados, encontramos que el pardmetro de anisotropia se comporta de la siguiente manera,
2 (@m-1)7 1
-3

1
— — (3v+1)% = const. € 0,1), Vv € (—,1), 6.47

observandose que A — 0, cuando y — —1/3, por lo que la solucién isotropiza para dicho valor de la ecuaciéon de
estado y por el contrario el pardmetro A es creciente tendiendo a 1 cuando v — 1. Con respecto a los pardmetros
de curvatura vemos que (I,-)izzo , resultan: [y = 2 (311% - mz) 72, = 4:(301‘11 — 4&1% + 411% — Za%m2 +3m* +4m®a; —
4m?)t=4, e I = 2(3a} — 243 + 242 + m* — 2m2ay )t *. Por tanto, la solucién es singular. Las componentes no nulas
del tensor de Weyl son: Cpyiy = (1/3)m? 201 Ve=2m2 Cpoo = m (1 — ay) 291~ 1e=2m2, Cryty = (1 /3)m2 2@ -1)g2mz
Cryyz = m (ag — 1) 217122, Cropy = —(2/3)m?, Cuyny = (2/3)m2221=1) Cyppy = —(1/3)12e7 2",y Cypayr =
(1/3)t*1¢2M=_ El invariante del tensor de Weyl es: I3 = (16/3) (—3a? 4 6a; — 3+ m?) t 7%, y en consecuencia, el
invariante de la parte eléctrica es: I; = (2/3) m*t~4, mientras que el de la magnética, Is, se comporta como sigue:

Is =2m? (ay — 1)2 t~%. El pardmetro de anisotropia definido a partir del tensor de Weyl es:

m? (3 (4 —1)*+ mz)
9(1 + 2a1)* = 576 (

wW? = 29 +1) (y—1) 3y +1)* = const. € (0,0,12), (6.48)
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de tal forma que W?2 tiende a cero en los extremos del intervalo, v E (— %, 1) , tomando un valor méaximo de 0,12,
por lo que podemos afirmar que la solucién es isétropa Por tltimo, la entropia gravitatoria es:

4m2 (3 (a; —1)* — m?) _2(57+1) (37 +1)

P?— — =
3(3a} — 243 + 242 + m? (=24 + m?))  3(y—1)(3y*+1)

= const. € (—c0,0,01), (6.49)

donde P? = 0siiy = —1/5,—1/3, de forma que P> < 0V € (—%, 1) y tendiendo a —co a medida que y — 1.

Tal y como ha sido puesto de manifiesto [150] esta solucién es un atractor futuro para otras soluciones de
este tipo, mientras que sélo se ha podido “conjeturar” que el atractor pasado para las soluciones tipo VIj son las
soluciones tipo Kasner. De esta forma, vemos que la soluciéon de Collins juega un papel decisivo.

Soluciones Bianchi tipo VI

En este caso hemos encontrado dos soluciones

A) La primera solucién es

_l-a(r+1) - , b(ap(y+1)+27) m=b(l—-a), b= -7 (6.50)

a = ’
! r+1 3y+1

4 - 7

(v+1)

observando que la solucién sélo es valida si y € (—%, 1) , de esta forma, b € (0,00). La métrica adquiere,
por lo tanto, la siguiente forma

ds? = —dt? + 2Me~ gy | 20222 y2 | 12472 (6.51)

donde, a; = a1 (az,7), es decir, depende de dos pardmetros. Para poder determinar el comportamiento de
todos los pardmetros es necesario hacer analisis numéricos. En la siguiente tabla mostramos como varian
dichos pardmetros en funcién de los diferentes valores que puede tomar v,

v [ o [ & | n [ m ]
1 —ap ar 0 0
1/3 1y [ (0,1/2) | 2 2a,+1) | L (1—ay)
0 1-— ar (0,1) ar 1-— an

— (_1/3)+ 2 — an (0,2) n m

Como podemos observar, el caso, v = 1 carece de sentido fisico ya que 2; < 0, ademads de obtener m = n = 0.
Por esta razén descartamos tal valor para la ecuacién de estado. Por lo tanto y en principio, la solucién sélo

es vélida si ¢y € (—%,1) , obteniendo de esta forma los siguientes valores: (1+ ) (14+4a; +ay) = a =

2, entonces p = p,t 2. De esta forma vemos que la solucién no es inflacionaria, ya que el pardmetro de
deceleracién es positivo

1 1
9=5 By+1) >0, Vo € (—3,1) . (6.52)
Si por ejemplo fijamos el valor del factor de escala (a; = 1/4), entonces obtenemos los siguientes resultados
_ 3-57 B _3
ﬂ1—4(7+1), ‘11—0<:>')’—5/
_3b Oy +1)b - 1
m_4/ 71—4(’)/_’_1) 1’1—0<:>’)/— 9,
1 2 13
A= g (637 167 + 7) € (0,08,04), Vye <—3, 5> ) (6.53)

por lo que la solucién sélo es vélida si vy € (—%, %) en vez de en el intervalo (—%, 1) , ademas debemos

eliminar los puntos en los que n = 0 y m = n, ya que en dichos puntos, la métrica degenera en una del
tipo BIII y BVIj respectivamente. Dichos puntos son v = —1/9 y v = 1/3. Obsérvese que m = —n (BV) sii
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¥ = —1/3, punto ya excluido del intervalo. El segundo pardmetro de anisotropia se comporta de la siguiente
forma
_ 10809° — 14319* + 18092 + 79072 + 156y + 9

2
W 9216 (37 + 1)

= const. € (0,00), (6.54)

donde, tal y como podemos observar, WW? tiende a co inicamente cuando ¢ — —1/3. Si no consideramos
un pequefio intervalo de este punto, v = —1/3, £ (—%) , entonces vemos que en el resto del intervalo el
parametro de anisotropia de Weyl esta acotada, de forma que W? < 0,01, Vv € (— %, %) \E (f %) . Asi, con
los valores numéricos seleccionados, podemos considerar que la solucién es isétropa para todo valor de la

ecuacion de estado y € (— I, %) \E (— %) . La entropia gravitatoria se comporta de la siguiente forma

2(37+1)(2079% + 1299 4 53y +3) (3y — 1 + 69b + 2b) (=37 + 1 + 69b + 2b)
3 (14392)(—3 — 14y + 2192)2

pP? = = const. € (—00,0),

(6.55)
tal y como podemos observar la entropia gravitatoria tiene una singularidad en v = (1 -7/ 7) /3 =
—0,1706. Por tanto, si a; = 1/4, entonces la solucién tnicamente es valida para Vy € (—%, %) \ {—%} U
{%} , siendo la solucién no inflacionaria y solamente es isétropa en el intervalo y € (— %, %) \E <—%) .

También podriamos despejar la solucién en funcion de los pardmetros (1, y) de la siguiente forma:

m 1—17 1 1-m?
1" A= =Ty L ~1,1)\ {0},
" (1+37) 76( 33m2+1) m € (-1,1)\{0}

m 2y 1
al—z—m, Vy € <_3/7m>/

n=—m+A (HM), Vy e (—é,l)\{lmzizm} me (—1,1)\ {0},

BN

1+ m?+3
simplificando encontramos que

G+ _ G+ - Lo
alf—m(ﬂiw*’l)_z?b)b' ngﬁ(m—b)b, n—m—l—(M)b,

(143 1
n—&—m—(l_‘_v)bE(O,l), ‘v"ye( 3,1>.

Por ejemplo, si fijamos el pardmetro m = 1/3, entonces vemos que, a1 € (0,2), Vy € (— %, 1) mientras que

a; € (0,1),Vy € (—%, %) , de esta forma la solucién solo es vélida Vy € (—%, %) envez de Vy € (—%, 1) .

En el intervalo (—%, %) , el primer pardmetro de anisotropia A € (0,0,4), mientras que el segundo W2 e

(0,0,01), por lo que podemos considerar la solucién como isétropa.

La segunda solucién es la siguiente

PO el Vi A 4 ) 1—v VB

ap = A, , 1 =—-A = ,

2 2(y+1) ! 1y 1+1

g 3 A+A)+y(1-34) -4 (A-DVB vye (10 (6.56)
1+ 372 ’ A(l+7vy)+2y 3°)° )

En primer lugar, resaltar el hecho de que la solucién sélo es valida Vv € (— %, 0) ,envez deVy € (— %, 1)
como es usual en este tipo de soluciones. Al igual que en el caso anterior, observamos que tampoco es
inflacionaria ya que

q:%(3'y+1)>0 Vy € <—§,0). (6.57)
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En el mismo sentido vemos que la solucién isotropiza, ya que los dos pardmetros de anisotropia o tienden
a cero o son muy proéximos a cero. Por tltimo, vemos que la entropfa gravitatoria no muestra un comporta-
miento patoldgico, manteniendo valores préximos a cero en todo el intervalo de definicién.

1
_t _ 3 any — 32 2 2
A 3 <9’y 34/47 — 3y —|—2> €(0,0,16), W= € (0,0,005), P-e(-1/2,01), (6.58)

Vy € (— %, 0) . Esta solucion también es nueva.

Con respecto a la dindmica de estas soluciones tan solo se puede “conjeturar” [150] que los modelos tipo VI,
son asintéticamente autosimilares, de tal forma que tienden hacia el pasado a la solucién tipo Kasner, mientras
que la solucién autosimilar VI es una atractor en el futuro, mostrdndose asf la gran importancia de este tipo de
soluciones. Unicamente resta demostrar la conjetura, aunque hay evidencias numéricas que la avalan.

6.2.3. Fluido perfecto con constantes variables

Las ecuaciones de campo para una métrica dada por Ec. (6.2), con un fluido perfecto como modelo de materia
y donde consideramos ademads que tanto G como A varfan con el tiempo c6smico son:

at ad dV K

a d da v

wn(5-%)+n(5-5) -0 (€0

b a" vy 2
?+7+Eﬂ_% = —81Gyp + A, (6.61)

a" a a d m2
bl —87Gyp + A, (6.62)

b// " /b/

?+%+%3+% = —8nGyp+ A, (6.63)
o' +p(l+9)H=0, (6.64)
AN = —87Gp. (6.65)

En el tercer capitulo demostramos que las soluciones deben ser de la siguiente forma: la densidad de energia
sigue una ley, p = pyt™*, donde w = (y+1)hy h = (a; +a+1), tal y como venimos definiendo. Por otro
lado, la constante cosmolégica es de la forma, A = A (1 — %) t72 = Apt 2, donde A = ayap +a; +ar, + K, y

K = (mn —m* — n?) . Por tltimo, indicar que G sigue una ley del tipo: G = Gyt? 2, con Gy = Hemos

A
drpo(v+1)-
encontrado las siguientes soluciones.

Soluciones tipo Bianchi III

La primera solucién corresponde a un modelo Bianchi III, donde

;=1 m=0 n=./1-4d (6.66)

de forma que, a1 € (0,1), y sin restricciones sobre el pardmetro de la ecuacién de estado . Alternativamente
tenemos, 1 = V1 —n2,Vn € (0,1). Vemos que

_1l-a 1 __2 _ 2) 2 5
2+a1>0€<0,2), A= 3(2(a1 1) +n2) e<0,2>, (6.67)

por lo que esta solucién no es inflacionaria y puede isotropizar. Podemos observar que para determinados valores
de a1, el pardmetro de anisotropia no tiende a cero, aunque esta acotado superiormente. La métrica se reduce a

ds® = —dt* + "dx? + (ez”zdy2 + dZZ) , (6.68)
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observdndose que si 47 — 1, entonces, ds? = —di2 + 12 (dx2 + dy2 + dzz) , i.e., se obtiene una métrica tipo FRW,
que ya aparecerdn en el siguiente capitulo cuando estudiemos los modelos de Bianchi tipo V, VII;, y IX. Por lo
tanto, hemos obtenido el siguiente comportamiento para las principales magnitudes: « = (y+1)h € (1,6),
h=(a1+2)€(23),y A=ajap+a;+ay+ K> 0.De esta forma

p=pot ", x € (1,6), (6.69)
es una funcién positiva y decreciente en el tiempo. La constante de gravitacién, G, se comporta como sigue:

2y +1-n?

_ a—2
G = Got™ %, GO_4n(7+1)h'

(6.70)

por lo que seré creciente si @ > 2, constante si « = 2 y decreciente si « < 2. La constante cosmolégica viene dada
por la siguiente expresion

1-= 0= D) , (6.71)

O P W . JES B [UGAS IR

observando que el signo de A depende de a. Si a < 2 entonces obtenemos una A negativa, se hace cero si « = 2
y se comportard como una funcién decreciente, pero positiva si « > 2. Una vez mads, se ve la relaciéon entre ambos
comportamientos: si G es creciente entonces A > 0, G es constante cuando A = 0, y G es decreciente cuando
A <O

Con respecto al comportamiento de los invariantes de curvatura, vemos que Iy = 2 (a2 +a;+1—n?)t72,
L =4Ba;—2d3+2a5+n* —2n2 +1)t4 e I, = 2(a] +2a% + 2ay + n* — 2n%ay — 2n® + 1) t%; de esta forma
vemos que la solucion es singular. Las componentes no nulas del tensor de Weyl son: Ciyty = (1/ B)Ktz(”l’l) ,
Ciyty = —(1/6)Ke?", Cpopz = —(1/6)K, Cayny = (1/6)Ke?t21, Cyzpz = (1/6)K12, y Cyzyz = —(1/3)K %>,
con K =(n—1+ay)(n+1—ap).Elinvariante de Weyl resulta, I3 = (4/3) K?t~*, mientras que el invariante de
la parte eléctrica es: I = (1/6) K?t~*. El invariante de la parte magnética I5 es nulo. El segundo pardmetro de
anisotropia es
K2

2 _
W= 36(2 +ap)*

= const. € (0,0,00015), (6.72)

observar que WW? toma valores muy préximos a cero (W? = 0), por lo que podemos afirmar que el modelo isotro-
piza. Por dltimo la entropia gravitatoria resulta ser:

K2 3
pP?=— = te (0,2, 6.73
32432 —mhta (2 —1)) O e( 2) (6.73)

no comportandose de forma patolégica. Por tanto, la solucién es valida para todo 7, isotropiza y no es inflacionaria.

Solucién tipo BVI

En este caso hemos encontrado la siguiente solucién

1 11
a=a, M=n= al—a%:>a1:§<1j:\/1—4n2), Vne(—2,2>\{0}. (6.74)
Por tanto, tenemos los siguientes resultados (por simplicidad tomamos a1 )
-2 1 —2ay + 2n?
) — ( ) A= 2B (0,005), (6.75)
1+ 2a 2 3 (14 2a1)

de esta forma vemos que la solucién no es inflacionaria y que isotropiza al ser A < 1. De igual forma vemos que

. <4n2 +3V1—4n? — 1)
W= 18(1 + 241 )*

= const. € (0,0,00016) . (6.76)
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Este pardmetro de anisotropia, YV, toma valores muy préximos a cero, por lo que podemos afirmar que la solucién
isotropiza. La entropia gravitatoria muestra el siguiente comportamiento,

pP?=— e (Snz PV 1> = const € (—00,0,008), (6.77)
3(=3(1+vVI—am2) + (24 V1—an7) 6n2 — nt)

solo tiende a —oco cuando n — i%. El resto de las magnitudes se comporta de la siguiente manera. La densidad de
energia, p = pyt ", donde & = (y + 1) h, dependiendo del valor de n. Por otro lado, la “constante” de gravitacién,

G, sabemos que sigue la siguiente ley G = Got*~2, donde la constante Gy es

3(1+m) — 4n?

= .7
Go 8 (y+1)h ’ (6.78)
de esta manera, su comportamiento depende de «. La constante cosmoldgica tiene la siguiente expresién
) (3(1+ Vi—4n?) —4n?) (VI— 2 (y+1)+27)
A=A(1-2)t2,  Ay= , (6.79)
o 2(y+1)h

donde A = (aay+a;+a,+K) > 0, siendo K = (mn —m? — nz) . De esta forma, podemos observar que el
comportamiento de G y el signo de A estdn relacionados: G es creciente cuando A > 0, G es constante cuando
A = 0y G es decreciente cuando A < 0. Al depender todas las soluciones del pardmetro 7, es dificil determinar
el comportamiento exacto. Para aclarar un poco dicho comportamiento, asignamos un valor determinado a n, por
ejemplo, n = 1/4, de esta forma observamos que Ay = 0 cuando 7y, = —0,3021694793, justo donde & = 2, asi G es
creciente y Ag > 0siy > v, descartando el resto de valores de -, ya que para ellos Ay < 0, resultado inconsistente
con las observaciones.

Soluciones tipo Bianchi VI,

Para este modelo, hemos encontramos dos soluciones.

2 2 3
a5 +1 a5 +1—2a;3 map

_ BT L R ) 6.80
nt1 " 2+ 1 T, (6:80)

siendo la solucién, en principio, valida para todo -y. Observamos que la solucién sélo tiene sentido fisico si

1. La primera es la siguiente

ay

ap € (0,1),y, por lo tanto: a; € (0,82,1), m € (0,1),n € (0, %) , de esta forma la métrica queda reducida a
la siguiente expresiéon
ds? = —dt? + t2Me 22y 4 {22202 4y2 | 12472, (6.81)

Las principales magnitudes se comportan de la siguiente manera:« = (y+1)h € (0,6,6) ,h = (a1 +a,+ 1) €
(1,82,3),y A = ayap +ay + a; + K > 0, por tanto, la densidad de energia, p = p,t~*, cona € (0,6,6), es una
funcién positiva y decreciente. G se comporta de la siguiente manera

_ (1+ax+a35) a
2 (y+1)(ap+1) (2a2 + 1)

siendo creciente si « > 2, comportdndose como una verdadera constante si « = 2 y decreciente si # < 2. La
constante cosmoldgica tiene la siguiente expresién

4 1 2 2 1 2
A:A<1—2> 2 Ao = (7 ( +a2+a2)+azz( +a2+a2)a2’ 653)
o (v+1) (a2 +1)"(2a2 +1)
donde el signo de Ao dependera del valor de a. Si & < 2, entonces obtenemos una A negativa; nula si & = 2;

y positiva si @ > 2 (las observaciones tinicamente apoyan una A positiva). Una vez mds se observa que si
« > 2, entonces G es creciente y Ay > 0. Con respecto al resto de magnitudes vemos que

(2a5 +1) (ay — 1) ( 1) (a3 —1)°
= — >0e€(0,=), A=—"—"2
2(1+ap+4a3) 2 6 (1+ay +a3)

G=Got* 2, Gy

>0 Vap e (0,1), (6.82)

€ (0,0,16), Vap € (0,1), (6.84)
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por lo que la solucién no es inflacionaria e isotropiza ya que A < 1. En la siguiente tabla vemos como varian
las magnitudes asignando valores numéricos concretos a la constante a,, por ejemplo, si fijamos a, = 1/2,
entonces

[ am [ v [ & [G]A]
1/215/6 1 >2( >0
1/2|5/6| 1/3 | >2| 7| >0
1/215/6 0 >2 >0
1/215/6 | —1/3 | <2 |\ | <0

Eligiendo otro valor, se obtienen otros resultados. Los invariantes de curvatura son: Iy = 2Kpt ™2, I} =
4Klt’4, el, = 2K2t’4, con K; = K(ay,ap,m,n) constantes numéricas, por lo que la solucién es singu-
lar. Las componentes no nulas del tensor de Weyl son: Cixx = Kltz(”l_l)e_zmz, Croxz = Kpt21—1p=2mz,
Ctyty — K3t2(a1—1)62nz, Ctyyz — K4t2a1—le7_nz, Chatz = K, nyxy _ ,C6622(n—m)t2(a1+a2+1), Cozyz = ’C7t2a16—2mz,
Y Cyzyz = Kgt22e2"2 donde K; = K (a1, a3, m,n) son constantes numeéricas. El invariante de Weyl resulta,
I; = (4/3) K3t ~*, su parte eléctrica, Iy = (1/6) K4t —*, mientras que su parte magnética, I, se comporta como
sigue, Is = (1/6) Kst—*. El pardmetro de anisotropia de Weyl es,

—a3 (ay +2) (a2 — 1)* (2a} — 243 — 32} — 24, — 1)

W? =
4
72 (1+ax+4a3)" (202 +1)

€ (0,0,0005),Va, € (0,1), (6.85)

por lo que la solucién isotropiza (W? ~ 0, Va, € (0,1)). La entropia gravitatoria muestra un comportamien-
to regular encontrando sus valores acotados, PZe (—0,6,0,1),Vay € (0,1).

La segunda solucién es la siguiente

200 2y 1) 2 1+4d3
oo (2—a) —ap (az2 ) . me(01), nzf’”(’”—”zz), (6.86)
m? + (a — 1) m?+ (a2 —1)

despejando a; de la expresién de n obtenemos

ntmy/— (m+n)*+1 687
ap = p—— , (6.87)

viendo de esta forma que la siguiente condicién debe ser satisfecha
(m+ n)2 <1, Vm,n, m # +mn, m#mn #0. (6.88)
Con este valor de a; vemos que

(m (14 n* —m?) 4 2n?) \/—(m+n)2+1+2m(m+n)2—m(— (m+n)2+1)%

2(m+n)’

4 = ) (6.89)

En los siguientes graficos (ver Figs. (6.1)) hemos representado los pardmetros a; y a; para valores de m,n €
[—1,1], junto con el plano a; = 0, (en color gris) para resaltar los valores positivos resultando ser ambos
pardmetros positivos en el intervalo de definicién, tal y como se desprende del andlisis de dichas graficas.

Se observa, ademds, que ay = 0sii n = £my/— (m + n)2 + 1, descartando asf la posibilidad m = n = 0, ya
que en dicho caso la métrica degenera, dejando de pertenecer al grupo BVI,. Una vez obtenidos los valores
de los pardmetros de los factores de escala, a; y a1, entonces es facil calcular el pardmetro de deceleracién, g,
viendo que tiene la siguiente expresién

NI

— (m+m®+2n3 + 3mn® + 4m>n) —(m+n)2+1+2(m+n)3+m(— (m+n)2+1)
) (6.90)
2

q:
(m + m3 + 2n3 + 3mn? + 4m2n) —(m+n)2+1+4(m+n)3—m<— (m+n)2+1>

En el siguiente grafico hemos representado el parametro de deceleracién (ver Fig. (6.2)), viendo de esta forma
que la solucién obtenida no es inflacionaria ya que g > 0, para todo valor de m, n € [—1,1].
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Figura 6.2: El pardmetro de deceleracion 4. Las constantes m, n varian en [—1,1].

Tal y como se observa, resulta muy complicado obtener expresiones compactas para el resto de magnitudes.
Al depender todas las magnitudes de los pardmetros m1, 1, entonces representamos graficamente los pardme-
tros de anisotropia, .A y W? al igual que la entropia gravitatoria P?, para poder interpretar su comportamien-
to. En las graficas adjuntas (ver Figs. (6.3.)), hemos representado .A y W? (junto con el plano z = 0 (gris)),
donde un primer andlisis de estos graficos nos indica que la solucién es isétropa, al estar los valores tanto de
A como de W? préximos a cero, A <0,06 mientras que WW? < 0,0004, para todo valor de m,n € [—1,1].

El comportamiento de la entropia gravitatoria lo encontramos en la figura adjunta (6.4) viendo que en este
caso, P2 < 04, para todo valor de m,n € [—1,1], y no mostrando ningin comportamiento anémalo en
ningtin punto del intervalo de definicién.

De forma andloga, podemos realizar un andlisis numérico pormenorizado si por ejemplo, fijamos m = 1/2,y

por lo tanto n € [—3/2,1/2]. Los calculos llevados a cabo nos muestran que, a € (0,3),Vn € [— 3,11\ {0},
mientras que, a1 € (0,1,2),Vn € (nc, %] \ {0}, siendo n, = —1,437, es decir, a1(n) = 0sin = —1,437, de

esta forma la solucién pasa de ser vélida Vn € {— 3, %} \ {0}, a ser solo vélida en el intervalo (nc, F1\{0}.

El parametro de deceleracién se comporta de la siguiente manera, g > 0 € (0, %) ,Vn € (nc,% \ {0},
por tanto, la solucién obtenida no es inflacionaria, como ya sabiamos. Con respecto a los pardmetros de
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0.0004

0.0003

W0.0002

0.0001+

Figura 6.4: La entropia gravitatoria, P. Las constantes m, n varfan en [—1,1].

anisotropia vemos que,.A € (0,0,16), W? € (0,0,003), Vn € (nc, %} \ {0} . De esta forma podemos decir que
la solucién isotropiza (es isétropa) por lo menos para los valores numeéricos fijados. De igual forma, vemos
que la entropia gravitatoria se comporta de la siguiente forma, P> < 1, Vn € (—1,2, %) \ {0}, teniendo una

singularidad precisamente en n = —1,2, mientras que si n tiende a los extremos del intervalo entonces p?
tiende a too.

Falta por calcular el valor de las constantes Gy y Ao, donde recordamos que A = A (1 — %) £72 = Apt7?,

siendo A = ayay + a1 +a, + K,y K = (mn — m? — nz) , mientras que, G = Ggt?" "2, con Gy = e Estas

T I
dos magnitudes dependen no sélo de m y n, sino ademds del pardmetro de la EdE <. En la figura adjunta
(ver Figs. (6.5)) hemos representado el comportamiento tanto, de Ag como el de Gy, fijando el valor m = 1/2
y permitiendo que varien los otros dos pardmetros, # y y. Vemos que, mientras que Gy > 0 para todo valor

dey e (-1,1)yVn e (f%, %) \ {0}, la constante cosmoldgica s6lo es positiva para determinados valores

del parametro de EdE v y n.

Andlogamente, si ademds del pardmetro m fijamos, por ejemplo el parametro, n = 1/3 (teniendo en cuenta
la condicién —1 < m + n < 1) comprobamos que Gy > 0V € (—1,1] mientras que el signo de Ay depende
de 7y, en este caso Ag(y) = 0siy = —0,21. Como en los casos anteriores, G es creciente cuando Ag > 0, G es
constante cuando Ag = 0y G es decreciente cuando Ay < 0.
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Figura 6.5: Gy, y A fijando m = 1/2 y haciendo variar los otros dos pardmetros, 7 y n.

Encontramos el caso limite cuando
m+n=+1, (6.91)

donde, la solucién contintia siendo vélida y adquiere la siguiente expresion

ap=1-n, a, =n, 9=5 Vn e (0,1),
1 1 »  nr(n—1) 2
A—En(n 1)+6, W —T, Ps = g,
n(l—n) 4yn (1 —n)
_nd-n _amil—n) 1)h—2=2y, 6.92
0= ey + 1) 0 (7 +1) (r+1) Y (6.92)

por lo que la solucién no es inflacionaria e isotropiza Vn € (0,1). Vemos que Gg > 0 Vy € (—1,1] mientras
que el signo de Ay depende de v, en este caso Ag(y) = 0siy = 0. Como en los casos anteriores, G es
creciente cuando Ag > 0, G es constante cuando Ag = 0y G es decreciente cuando A < 0.

Antes de terminar esta seccion nos gustaria comentar el hecho de que, en esta ocasién, no podemos conjeturar
la estabilidad de las soluciones encontradas en ninguno de los casos, ya que todas las soluciones para los paré-
metros de los factores de escala, (a1,4;) y de la métrica (m,n) en el caso del modelo con constantes variables son
distintas a las encontradas en el modelo con un fluido perfecto. En los modelos BI y BII, los factores de escala
siempre mostraban el mismo comportamiento, de forma que, podiamos conjeturar sobre su estabilidad, pero aqui
las soluciones obtenidas son bien distintas no permitiéndonos hacer semejante conjetura.

6.3. Modelos escalares

6.3.1. Modelo escalar

Encontramos las siguientes soluciones

Soluciones tipo BIII

Para este modelo la solucién obtenida es la siguiente

a=V1-n2, ay=a3=1, ne(-1,1)\{0}, a=2a;, B=1+a —n? (6.93)

donde tal y como puede observarse, se trata de la misma que la obtenida en el caso de un fluido perfecto con
constantes variables, por lo que la solucién no es inflacionaria e isotropiza, para todo valor de n € (—1,1) \ {0} .
Para dichos valores, « > 0, lo mismo que B € (0,2), por lo que el modelo nos dice que la constante cosmolégica
es positiva.
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Soluciones tipo BVIj

En este caso la solucién encontrada es la siguiente
1 11 )
a1:a2:§(1¢\/1—4n2), ;=1 m=ne|-2,5\{0}, a=20m, p=2d (6.94)

que es la misma que la encontrada en el caso de un fluido perfecto con constantes variables. De esta forma, sabemos
ya que la solucién no es inflacionaria y que isotropiza Vn € [—%, %} \ {0} . Los valores de los parametros a y

son positivos para estos valores de 1, por lo que podemos decir que el modelo sugiere una constante cosmolégica
positiva.

Soluciones tipo BVIj,

La solucién encontrada para este modelo es la siguiente

m (m? — 1+ a3) . 72(a§+m2)—a2(1+m2+a%)

- ’ 1— ’
m2 4 (a, — 1) m2 + (ay — 1)
2 (2a3 + (2ap + 1) m? — a3 (1 +2m? + a3) — m*) 5 2m? (2a3 + (2ap + 1) m* — a3 (14 2m? + a3) — m*)
w = -
2 ’ 2 /
m? + (a2 — 1) (m2+(a2—1)2)

(6.95)

donde se observa que es igual a la segunda soluciéon encontrada en el caso de un fluido perfecto con constantes
variables. Como hicimos en dicho caso, podemos expresar la solucién obtenida en funcién de los dos parametros
de la métrica, m y n con la restriccién (m + n)2 = 1. El andlisis numérico realizado nos indica que la solucién
no es inflacionaria y que isotropiza, al ser muy pequefios los dos parametros de anisotropia. Al igual que los dos
casos anteriores, los pardmetros & y 5 son positivos, por lo que la solucién nos indica una vez mds que la constante
cosmoldgica es positiva.

Poco se sabe sobre el comportamiento dindmico de las soluciones con un campo escalar y una métrica tipo
BVI},. De los anélisis realizados, solo se ha podido “conjeturar” que su comportamiento asintético hacia el pasado
es una solucién tipo Jacobs donde el campo escalar no tiene potencial, es decir, la solucién autosimilar obtenida
para un Bl. En general este resultado es valido para todos los Bianchis tipo B. De igual forma se “conjetura” con que
su comportamiento asintético en el futuro tiende a un modelo tipo BV, (a una solucién autosimilar tipo BVI;)
que puede o no isotropizar, tal y como pasaba en el caso de un fluido perfecto, donde algunas soluciones eran
isétropas y otras, inicamente para valores determinados de la ecuacién de estado.

6.3.2. Modelo escalar con G variable

Encontramos las siguientes soluciones

Soluciones tipo BIII

Para este modelo hemos encontrado la siguiente solucién

2 /1 — 12
m=ay=1, a=+1-n2 ﬁ:%(1+\/1—n2), Gy = 2V (6.96)

a2

vélida Vn € (—1,1) \ {0} . Se trata del tipo de solucién ya obtenida en el caso escalar, por lo que la solucién no es
inflacionaria e isotropiza para los valores de n descritos. Tal y como se observa, la solucién para los pardmetros
y Go depende ademds de . La tnica restriccién que podemos obtener para « es la siguiente: « € (—1,00)\ {0},
ya que, de otra forma, el potencial V que imita el comportamiento de la constante cosmolégica, seria una funcién
creciente (recordar que V ~ Bt—2(+1)). Con esta restriccién sobre a, lo tnico que podemos decir sobre el com-
portamiento de G es que es creciente si a € (0,00) y decreciente si & € (—=1,0). Obviamente, el caso « = 0 no lo
contemplamos.
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Soluciones tipo BVIj

La solucién encontrada para este modelo es la siguiente
1
a1:a2:§(1+\/1—4n2), a3 =1,
1 1 2
a:\/GO (1+\/1—4n2>, ﬁ:—(1+\/1—4n2) ) (6.97)
Go 2Gy

conm=n € [—%, %] \ {0} . Se trata de la misma solucién que en el caso escalar, por lo tanto la solucién no es

inflacionaria e isotropiza. Suponemos que Gyg > 0 por lo que aqui, si podemos afirmar que G se comporta s6lo
como una funcién creciente, G ~ Bt2%, mientras que el potencial es positivo y decreciente.

Soluciones tipo BVI;,

En este caso encontramos dos soluciones.

1. La primera de ellas es la siguiente

m(-n?—ad) _2(a4m?) ey (144 aF)
== 41 = 7
m2 4 (a3 — 1) ! m? + (a — 1)
Go = 2 (2a3 + (2ap + 1) m? — a3 (1 +2m? 4 a3) — m“), B = _oma? (6.98)

a2 (m2 + (ap — 1)2> m2 + (ay — 1)’

conap = ap,m = m,« = «. Resulta realmente complicado expresar la solucién en funcién de los dos pardme-
tros de la métrica, m y n, por lo que es necesario realizar un andlisis numérico pormenorizado para ver cual
es el comportamiento de cada pardmetro. No obstante, podemos decir que la solucién no es inflacionaria y
que isotropiza. Si por ejemplo fijamos un valor de « = £1, y m = 1/3, (recordar que se debe verificar la
condiciéon —1 < m 4 n < 1), entonces comprobamos que tanto Gy como  son positivas, pero no podemos
decir nada sobre el comportamiento de G, salvo que es decreciente si « € (—1,0) y creciente si a > 0.

2. La segunda, se trata del caso limite en el que (m + n)* = 1, es decir

m=n+1, aa=-n m=-(n+1), ﬁ:%zxz, Go:w, Vn € (—1,0), (6.99)
o bien
1 —4 -1
m=1-n a=n m=-—(n-1), ,Bzizxz, Goz%, Vn e (0,1), (6.100)

por lo que la solucién no es inflacionaria e isotropiza. El potencial es positivo y solo puede ser decreciente si
a € (—1,00)\ {0} por lo que tampoco obtenemos informacién adicional sobre el comportamiento de G.

6.3.3. Modelo escalar sin interaccién con un campo de materia
Soluciones tipo BIII

En este caso, hemos encontrado la siguiente solucién

_ 2 o V/=Br+) (D) 1
alf—7+1, u2—613—1, n = 2(7+1) ,V’YG( 3/0>'
_ _ r@Fpy(r+2)+eg Y (E e (r+1) —pg— 7 (4 +pp)
m=0, «a= 7+ D) , B= o +1) , (6.101)

con la siguiente restriccién sobre p,

—4 1
<—F———F——, Vye|(—53,0], 6.102
o< sz e (50) 6303
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para garantizar que a« > O con 'y € (—%, 0) . Se observa que es la misma que la encontrada en la caso de un fluido
perfecto. De esta manera, podemos afirmar que la solucién no es inflacionaria y que isotropiza, ya que tanto A

como W? son constantes y toman valores muy pequefios (préximos a cero). Con las restricciones encontradas,
B > 0, por lo que el potencial es positivo y decreciente.

Soluciones tipo BVIy

Para este modelo la solucién encontrada es

_ o 1-q _ _ V-Gt (r -1

al—az—m, a3=1 m=n= 2(,)/+1) ,

R N (=D (r=1+p(r+1)?)

a—77+1(1 Y Po(’H—l)), B = 2011 , (6.103)

siendo la solucién valida para todo valor de y € (— %, 1> . Aligual que en el caso anterior, encontramos la siguiente
restriccién sobre p,
0y < =T ¢ (0,3) vve(—l 1) (6.104)
0 ((Y + 1)2 7 ’ 3/ ’ .

de esta forma, garantizamos que a > 0. Se trata, pues, del mismo tipo de solucién que el encontrado en el caso
de un fluido perfecto. De esta forma podemos considerar que la solucién es isétropa pero no es inflacionaria, ya

que el parametro de deceleracion es positivo para todo valor de v € (— %, 1). Con las restricciones encontradas,
garantizamos que el potencial es positivo y decreciente ya que § > 0.

Soluciones tipo BVIj,

La solucién encontrada en este caso (recordar que debe verificarse la condicién, (Tm)zj =0= (T‘P)é.j), es la

siguiente

po Ml otba) o 2o de) cea(dmihe) o (o) omt
m2+ (ap — 1) m2+ (ap — 1) 3m? + (ay — 1)

de donde podemos despejar y reescribirla como sigue

my/—(y—=1) (37 +1)
¥—1

4 =1+ , (6.106)

observando que
1—7v ) m? —1
OY= "3 5.7/
V=(r-1)Br+1) 3m* +1

V=(r—1)(B37+1)

4, =0, sim = (6.107)

_ , 6.108
n m+ P ( )
2y (y—1)+ (y+ 1) my/=(y—1) By + 1
S 4G VR 1)_ 7%2 (r=D@r+1) (6.109)
viendo que
4, =0, sim= 2y(1-1) (6.110)

(VD V=-(r=-1Gr+1)
En las siguientes figuras (ver Figs. (6.6)) hemos representado los pardmetros a; y ap, junto con el plano z = 0
(en color gris). Vemos que existen restricciones, tanto sobre 7y como sobre 11, ya que estamos interesados s6lo en
aquellos valores que hacen que a; y a, sean positivos.

El pardmetro de deceleracién es, ¢ = % (1+3v) >0,Vy € —1/3,1]; de momento no podemos obtener restric-
ciones sobre y. Con los valores obtenidos de los factores de escala resulta complicado obtener expresiones com-
pactas para los pardmetros de anisotropia, A y W?2. Por esta razén, para poder determinar su comportamiento,
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Figura 6.7: Gréficas de los pardmetros A y W? junto con el planoz = 0.y € (—1/3,1) ym € (0,1).

nos limitaremos a estudiar las graficas de ambas magnitudes (ver Figs. (6.7)). Vemos que s6lo podemos considerar
la solucién como isétropa para valores restringidos de 7y y m ya que cuando dichos pardmetros (7, m) tienden a1,
tanto .4 como W? toman valores significativamente altos.

Por otro lado, la entropia gravitatoria (cuya expresién matematica hemos omitido por ser extremadamente
larga) vemos que se comporta de forma patolégica, tal y como podemos observar en el siguiente grafico (ver Fig.

(6.8))

Con respecto a los parametros a y B, vemos que el dlgebra nos lleva a obtener la siguiente expresién para a

(po(r =1 (¥ + 17 +4(y+1)my/= (7= 1) By +1) —4n? (y +1)> + 47 (y - 1))

“ (1-12) ’

(6.111)

donde &« = 0si

(<42 (y+ 17 447 (y =D +4m (1 +1) V= (7= 1) By +1))
; ; (6.112)
1=7(r+1)

Po =
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Figura 6.8: Gréfica de la entropia gravitatoria P2 junto con el plano z = 0.y € (=1/3,1),ym € [-1,1].

por otra parte encontramos que

2
; (o (r =1 (y+ 1 +4 (v + my/= (7= 1) By 1) —dn? (7 + 1)’ + 4y (7 - 1)) 6115
2(y+1)° ' '

En la figura adjunta (ver Figs. (6.9) hemos representado los pardmetros « y 8 junto con el plano z = 0, para
resaltar aquellos valores en los que son positivos. Tal y como se observa, del anélisis de dichas gréficas se despren-
de que existen fuertes restricciones para y y m, ya que tinicamente estamos interesados en aquellos valores que
hacen que « sea positiva, al igual que aquellos para los que 8 > 0, ya que el potencial imita el comportamiento de
la constante cosmolégica.

Figura 6.9: Gréficas de los parametros a y 8 junto con el planoz = 0.y € (=1/3,1),m € (0,1) y p, = 1/20.

El anélisis numérico llevado a cabo nos muestra que, si por ejemplo fijamos un valor para m, m = 1/2y
po = 1/20, entonces, a > 0 Vy € (—1/3,7,) donde v, = 0,428, por lo que la solucién sélo sera valida en este
intervalo, ya que a3 () = 0, sii v, = 0,428. Comprobamos que a; > 0Vy € (=1/3,7,.),yquen € (-1/2,1/2).
Por otro lado vemos que tanto « como f son positivas en este intervalo. La solucién tampoco es inflacionaria
yaqueq = 3 (1+3y) > 0,Vy € (-1/3,7,), y que isotropiza (con los valores numéricos fijados) ya que los
dos pardmetros de anisotropia toman valores pequefios, A € (0,0,4), o muy préximos a cero W? <« 0,01, (con



6.3. MODELOS ESCALARES 119

m=1/2yn € (—1/2,1/2)). Sin embargo la entropia gravitatoria se comporta de forma bastante patoldgica, ya
que tiende a —oco a medida que y — 7.

6.3.4. Modelo escalar sin interaccién con un campo de materia y G variable

Soluciones tipo BIII

La solucién encontrada es la siguiente

2y V=0Br+D) (-1 (1 )
= = 1/ i = 7 S 710 7
2= mnE s 71 TS\ 3
2(1— 4 2Gy (1
‘B:‘L( ')’)’ o= — 7 +a°Go ( ';')’)I m=0, (6.114)
2 (v+1) Go(y+1)
con la restriccién A
Y 2
—| > a5, 6.115
‘(1+’Y) Go ( )

para poder garantizar p, > 0. La solucién es similar a la ya hallada en la seccién correspondiente al estudio del
modelo no interactivo entre la materia y el campo escalar, por lo que las conclusiones son parecidas, esto es, la
solucion es isétropa y no inflacionaria. El potencial es positivo y decreciente si « > —1, pero no podemos afirmar
nada sobre el comportamiento de G, ya que la restricciéon sobre « no nos dice nada sobre su signo.

Soluciones tipo BVIj

La solucién encontrada es la siguiente
1
= = = — 2 _——
a3 =1, a =a, = <1—|—\/ 4n) +1) 'ye( 3,1),

e e T e T
" 2(7"' 1) ! Po B GO (,Y+1>2 ’ ﬁ = a"ay, (6116)

viendo que la solucién sélo estd definida en el intervalo v € ( —%, 1) , de tal forma que para dicho intervalo

a1 = ay € (0,1). La tinica restriccién que imponemos es la siguiente

1—7

2

at < =, 6.117
G() (’)’+1) ( )

de modo que p, > 0. La solucién encontrada no es inflacionaria pues g = % By+1)>0,Vyel= (—%, 1) ,e

isotropiza ya que A = 5 (37 + 1)2 , mientras que W? = (37H)2(7721)(27+1) — 0,Vy € I, es decir, el pardmetro
de Weyl puede hacerse arbitrariamente pequefio en funcién del valor que tome 7. La entropia gravitatoria se
2(37+1)*(57+1)
3(7—1)(1437%)
que no hemos acotado o determinado el signo de «, lo tinico que podemos decir con respecto al potencial es que

es positivo y decreciente si & > —1.

comporta de la siguiente forma: P? = . No podemos decir nada sobre el comportamiento de G, ya

Soluciones tipo BVIj,

Para este modelo hemos encontrado la siguiente solucién

03y +1) ')/( By+4)—2/=Br+1)( 1))
ap=1- , = , az3=1,
V=0Br+1)(r-1) ('r+1)\/—(37+1)(7—1)
_ V=0Br+1)(v-1) a(1—1)
m=—n-+ T+ 1) , ,B—W/
4((r+17 2+ 7) =72 (4402Go) —4n (v +1) V= By +1) (7 1)
P = , (6.118)

Go(y—1) (y+1)?
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observando en primer lugar que, a; = 0, si

ne V- (73_71) (137“), (6.119)

mientras que, ap = 0, si

_2Y/-(r-)Br+D
n= 314 yy=0, (6.120)

y oo = 0si

V=0Br+ D) (v —D£V-Br+1) (v —1) +a292Gy
2(y+1) '

El analisis numérico llevado a cabo arroja los siguientes resultados. Si fijamos, por ejemplo, n = 1/4, en-

n—=

(6.121)

tonces encontramos que a; > 0,Vy € (—%,'yc) , donde 7, = 0,7894, mientras que a4, > 0 solo en el intervalo

(—0,2942,0) = I. En este intervalo, p, > 0 al igual que 8 > 0. La solucién no es inflacionaria ya que ¢ > 0 en I
e isotropiza, ya que A < 0,2Vy € [ y W? — 0,V € [, i.e, el pardmetro de Weyl toma valores muy préximos a
cero. Bajo estas condiciones, la solucién sélo es vélida en I. Sin embargo, no podemos decir nada sobre el compor-
tamiento de G, pues no hemos obtenido ninguna restriccién sobre a. El potencial se comporta como una funcién
positiva y decreciente siw € (—1,00) \ {0} .

6.3.5. Modelo escalar interactuando con un campo de materia
Primer enfoque

No encontramos solucién tipo BIII para este modelo. La solucién tipo BVIj es la siguiente

(14+po (v —1)), (6.122)

N| —

1
a3 =1, m:n::ti, x=1-py(y+1), B=

1

donde la tnica condicién que debemos imponer es: py < >37.

Esta solucién no es inflacionaria e isotropiza. Si

v =0,entoncesa =1—p,, y B =1 (1—p,) > 0.
Sin embargo, para el caso BVI;, hemos encontrado las siguientes soluciones.

1. La primera de las soluciones es

m=m, a=1-m, n=a, a=4m(l—m)—p,(y+1), ﬁ:Zm(l—m)+%pO('y—1), (6.123)

que es valida para todo m € (0,1) y Vy € (—1,1] con la condicién p, < 4m (1 —m) / (y +1).Tal y como ya
sabemos, este tipo de soluciones no es inflacionaria e isotropiza. Bajo estas condiciones > 0, lo que sugiere
una constante cosmolégica positiva.

2. La segunda solucién es tipo fantasma ya que

1

1
a1:2<1+ 1—4n(1—|—n)):m, ap=-n, a=—p,(y+1), ﬁzipo('y—l), (6.124)

de donde a; € RT <= n € (-1,207,0,207), pero a; € Rt <= n < 0. Por otro lado, tenemos que
x> 0<<= v < —1,pero B < 0siy < —1. La solucién no es inflacionaria, ya que

(2n+3\/—4n2—4n+1+4n2—5)
== A2 —n+1)

>0, Vne(—1207,0). (6.125)

De esta manera, la solucién sélo es vélida sin € (—1,207,0) y v < —1, por lo que el potencial es negativo. Si
tenemos en cuenta las observaciones recientes que sugieren que A > 0, entonces deberiamos descartar esta
solucién.
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Segundo enfoque

Para este modelo hemos encontrado las siguientes soluciones

1. Solucién tipo BIII

o =V1-n, a=a=1, nec(-1,1)\{0},
1 ap (y+1)+2
a=2a;—py(y+1), [3=ﬂ1(1+a1)—|—§p0(7—1), 5:_M‘

Vv

Ya sabemos que este tipo de solucién no es inflacionaria y que isotropiza. La tnica restriccién que encontra-

mos es la siguiente p; < 0 72111)

B>0yé<0siye(~41), yaques=0siy=-

(6.126)

; de esta forma aseguramos que & > 0. Con esta restricciéon encontramos que

a “L. Por tanto, la solucion es validasin € (—1,1) \ {0}

2111
(v+1)°

yvE (— %, 1) con la restriccién p, <

2. Solucién tipo BVIy

11
alzazzé(li\/l—élnz)6(0,1), a3 =1, m:ne[—z,z}\{O},

2ay — 1+ (2a1 +1)

1
=2a — 1 =20+ -py(y—1), 6=-— 6.127
a=2a—po(y+1), p=2a1+5p(7—1) T (6.127)
la tnica restriccic’)n que encontramos es la siguiente: p, < (,y +1 I de esta forma, aseguramos que & > 0.6 =0
siy = 2 o +1, (siag # ) Ya sabemos que este tipo de solucién no es inflacionaria y que isotropiza. Por

tanto, la solucioén es vélidasin € [ 5 j} \{0}yye (—%, 1) con la restriccion p, < (72%1)

3. Solucién tipo BVI,

al:2(a%+m2)—a2(1+m2+a%), n:_m(m2—1+a%)
m? + (ay —1)? m? + (ay —1)?

12 (A 2 2 132

5:(112 D (y—1)+m (374—1), a:—2m2—(7+1)p0— 2a5 (ap — 1) y
<m2 + (ap — 1)2) Ve m?+ (a; — 1)
1—

PR i 01 3 [1+02(02-2) (20— —2) -
2 <m2 + (ap — 1)2)
—m? ((m2+2> +2a5 (a5 — 2) —4(—m—a2+a§+m2) (m—a2+a§+m2))}, (6.128)

viendo que
—1)% — 2
5=0 si q= TlTm (6.129)
(ap —1)" 4 3m?
El analisis numérico llevado a cabo nos indica que la solucién es valida si y € ( 3/ ) , bajo las condiciones

—1 < m+n < 1. Para este tipo de solucion ya sabemos que isotropiza y que no es inflacionaria. Para estos
pardmetros « y B son constantes positivas, mientras que § < 0 (lo cual es termodindmicamente consistente).

Tercer enfoque

Para este modelo hemos encontrado las siguientes soluciones
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1. Tipo BIII
ap=v1-n2€(0,1), ap =az =1, ne (-1,1)\ {0},
a
a=2a1—py(ry+1), Pp=m(@m+1)+p,(r—1), 5:2+1a1+% (6.130)
donde debemos imponer la condicién
2&11
< . (6.131)
ERNCEY
Ademads se observa que
. a4
0=0 =——, 132
si P (6.132)
por lo que la solucién es vélida Vy € (—%, 1) yn € (—1,1)\ {0}; de esta forma a, B y 6 son constantes
positivas. La solucion isotropiza y no es inflacionaria.
2. Solucién tipo BVIy
(1£vi—am) 11
== e 1 [ —
a; = ap 5 €(0,1), Vne[ 55 \ {0},
2 (y+1)+9 -1
— 20, — 1), p=2B+%0 (-1 = 1
a=2m—py(v+1), p=2+7(r-1), ¢ I (6.133)
con las siguientes restricciones
Zﬂz
< , (6.134)
oS )
_ . . 1- 2612
6=0 si v = 2, i1 (6.135)
por lo que la solucién es vélida Vy € (—%, 1) yn e {—%, %} \ {0} ; de esta forma «, 8 y J son constantes
positivas. Este tipo de soluciones isotropiza y no son inflacionarias.
3. Solucién tipo BVI,
m (m* — 1+ a3) 2 (a3 +m?) —ay (1+ m?+ a3)
= -, a1 = ,
m? + (ay —1)? m? + (a; —1)*
(@1 rm @ -2 et 1+3)

7

3m2 + (a — 1)*

(2“% (a2 — 1) +2m2 (1 + m?) + dagm? (ay — 1) + o, ((7 +1) ((az 124 mz)))
m2 4 (112 — 1)2

n=—

7

. 2m? (m —ay + a3+ m?) (—m—m+al+m?) g (y—1) (6.136)

<m2 + (a2 — 1)2)2 2

Tal y como podemos obserbar

(ap —1)* — m?

6=0, i = .
T ay (ap —2) +3m? +1

Sabemos que esta solucién isotropiza y que no es inflacionaria, V7y € (— I 1) y (n+m)? = 1; de esta forma
«, 8 y 6 son constantes positivas. El analisis numérico nos muestra que los resultados son sensibles a la
constante p, debiendo fijar p, < 1.
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6.3.6. Modelo escalar interactuando con un campo de materia y G variable
Soluciones tipo BIII

No existe solucién fisica para esta métrica.

Soluciones tipo BVIj

En este modelo la solucién encontrada es la siguiente

alzazzé, a3 =1, m:n::t%,
1—a%Gy 27+ (1 —7)a®Gy
- %= = , b=1. 6.137
P=Fn6 PTG v (6:137)

Para garantizar que la densidad de energia sea positiva, debemos imponer la restriccién, a? < Gio Al mismo
tiempo, la constante J debe ser positiva (termodindmicamente consistente), por lo que

=0 si y=0. (6.138)

De esta forma, llegamos a la conclusion de que la solucion tnicamente es valida siy € (0, 1]. La solucién isotropiza
y no es inflacionaria. Sin embargo, no hemos obtenido ninguna restriccion sobre & y en consecuencia, no sabemos
si G es creciente o decreciente. B > 0 Vv € (0, 1] con la restriccién encontrada para .

Soluciones tipo BV];,

Para este modelo hemos encontrado la siguiente solucién

—4n (n+1) — Gy (2 + p)

am=14n a=-n m=-1-n y= Gp ,
0Fo
—Go (2 +2p,) — 8 1
b=7, B= 0 («®+2py) —8n(n+ ), n e (—1,0). (6.139)
Gopy
Podemos despejar Gy
(7 +1)py+a?’

pero no encontramos mads restricciones a los parametros. Por lo tanto, la solucion es véalida Vy € (0,1] y (n + m)2 =
1, no siendo inflacionaria e isotropiza, como ya sabemos. De igual forma observamos que 5 > 0, lo que sugiere una
constante cosmologica positiva y decreciente siempre y cuando a € (—1,00) \ {0} ; pero no podemos determinar
el signo de &, por lo que no podemos afirmar nada sobre el comportamiento de G, es decir, saber si es creciente o
decreciente.
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6.4. Modelos tenso-escalares

6.4.1. Modelo con constante cosmolégica

Las ecuaciones de campo para este modelo son las siguientes

abv ad av K 0 w (PIZ a v d (P/
— 4+ —— 4+ = =814+ == -+ -+ = | L+ A 141
b T ad T dr T ET T (a b+d>¢>+' (o140
a d a v
b 4" v 7’12 P (P// w 4)/2 v d (Pl
N Y - P e —+ =] +A 14
T IR R A R <b+d>¢+' (o1
d// ﬂ” a/ d/ mZ p ¢// w 4)/2 ﬂ/ d/ 4)/
d"'a+ad—dz——87T(P—(P—2¢2—<a+d>¢+/\r (6144)
b// a// al b/ mn P 4)// w 4)/2 ﬂ/ b/ 4)/
TN T - ' (e A —+ =) +A 14
e e T ET T T g <a+b)¢+' (015
ademas de las ecuaciones de conservacién. Encontramos las siguientes soluciones.
Solucién tipo BIII
La solucién que hemos encontrado en este caso es
2y (w(y=1)-1) 1
= _ 0,1 =a3=1 Ag=0 v —z/0
R R e A S A W &
(e =12+ A 2 B
"= ME(O,l), 00 = — ( :‘(12) 4)0 . ,
w 871w (w ((112 +1) —4) — (2= 1)+ A)
S 2 (Br—) _ —wEr+ ) (y-1)+2 (6.146)

-Dwr@+D+2 17 200-7)—67+4

siendo

A= \/(a2—1)4+w(a2—1)2 (w(1+a2)2+2(a2+a%+1)>

B=2(a -1 +w(a—1) (w <2w(a2+1)2+3(u2+1)2+4) +6+(a2+1)2)
+A(w Q2w (az+1)+5+ap) +2—2ay).

En primer lugar, resaltamos que la constante cosmoldgica es nula. Fijando el valor del parametro de Brans-
Dicke, w = 4 - 10%, vemos que la solucién es valida Vy € (—%, 0). La densidad de energia es decreciente siendo

0o > 0,Vy € ( —%, 0) . La solucién obtenida no es inflacionaria, ya que ¢ > 0, V7y € (—%,0) ; precisamente g < 0

_1\2
siy < —%. Con respecto a los pardmetros de isotropia, vemos que el primero de ellos, A = % €10,3),
ap —
Vy € (—%,0) , es decir, A no es arbitrariamente pequefio en todo el intervalo de definicion, precisamente en
los extremos del intervalo de definicion de v, A adquiere el valor %, por lo que en dichos puntos la solucién
no puede considerarse como isétropa. Sin embargo, toma el valor cero para otros valores de -, de esta manera,
en estos puntos la solucién si es isétropa. No obstante, el segundo pardmetro de isotropia si que toma valores
arbitrariamente pequefios, W? < 0,0004, por lo que, y con respecto a este segundo criterio, si podemos afirmar

que la solucién es is6tropa. La constante de Newton se comporta como una funcién decreciente vy € (— %, O) ,ya

que para estos valores el pardmetro i es positivo. La entropia gravitatoria P? € [0,0,2), en este caso, no muestra
un comportamiento patolégico, tomando valores muy préximos a cero en todo el intervalo de definicién.
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Solucién tipo BVIj

La solucién del sistema algebraico asociado a las ecuaciones de campo arroja el siguiente resultado

1—y4w(y+1)° 1 [A—(ay—1)? 1
= = — 0,]., = =\ 017 s
M= =T a3 Ol m=n=3 w <\"2
—¢, (1+2a,)B 1
AO:O/ po = 4>O( 2) N V’)’E <—3,1>,
87'cw(A+4(a%—1)w—(a2—1) )

S8yt - Br-1)(y-1) _2(cw(r+1)Br-1)+2) (6.147)
2w (2 —=1)+9-3 ’ dw(y+1)=3y+5 ‘

donde

A= \/(az —1)? <8a§w (2w +3) + (ag — 1)2),
B = (2w (a3 — 1) (2way (7ay + 4way + 1) + ap (4az +1) +1) + (a2 — 1)° + A (2w (2ay + 2war +1) +1 —ay) .
(6.148)
Esta solucién es vélida para Vvy € (—%, 1) , ya que sélo en este entorno, p, > 0. Fijando el valor del pardmetro
de Brans-Dicke, w = 4 -10%, vemos que la solucién es vilida Vy € (—%, 1) . En dicho intervalo la constante
cosmoldgica es nula. El pardmetro 7 se anula en 7y, = % siendo7i > 0enVy € (— %, %), por tanto, la constante de

gravitacion es decreciente en este intervalo, constante en 7y, = % y creciente en (%, 1) . La solucién obtenida no es

inflacionaria, ya que el pardmetro de deceleracién es positivo en todo el intervalo. Consideramos que la solucién
es isétropa, ya que que los dos pardmetros de anisotropia estin muy proximos a cero, A € (0,1), tnicamente
tendiendo a 1 cuando v — 1, mientras que W2 < 0,01 en todo el intervalo de definicién. Sin embargo, la entropia
gravitatoria sélo toma valores préximos a cero en un entorno de ¢y = —1/3, tendiendo a —o en el resto del
intervalo.

Solucién tipo BVI},

La solucién encontrada en este caso es la siguiente

_ 111 2w 2 1

V3 V3
WZ*(z—l)/ n=""(m-1), ¢y=1
3 3
0y = 4871 ( ( 401 — 4ar + 4 (a%+2a% +2a1a2) +1) +2 (7a%+7a%+8a1a2> —8(ap +ay1) — 1) ,
3
n=2 +1) (a1 +a+1), = — 6.149
(r)/ )(1 2 ) q (a1+a2+1) ( )

En primer lugar, resaltamos el hecho de que, en este caso, la “constante” cosmoldgica es no nula, i.e., Ag # 0,
siendo s6lo vélida la solucién para un parametro de la ecuacién de estado en el que, v = 3, de esta forma, la
ecuacion de ondas para el campo escalar ¢ se simplifica. La solucién obtenida depende de dos pardmetros, a; y az,
por lo que es necesario llevar a cabo un andlisis numérico. Fijando el pardmetro de Brans-Dicke, w = 4 - 10*, tal
y como se desprende de las recientes observaciones, y haciendo variar los pardmetros a; y a; en (0, 1), entonces
podemos analizar, a través de las figuras adjuntas (ver Fig. 6.10), como se comportan los pardmetros Ay, 0, y
fi. Vemos que la densidad de energia sélo es positiva en un “pequefio” intervalo donde, ademads, la constante
cosmoldgica es positiva expecto en un subintervalo donde es negativa (ver Fig. 6.10).

Si por ejemplo, fijamos a; = 1/5, entonces obtemos los siguientes resultados. El pardmetro de la densidad de
energia sélo es positivo, po > 0,siiar € (0,2973605134, 0,3026282371) = I, mientras que la constante cosmolégica
es negativa, Ag < 0, sii ap € (0,2999893937,0,3000106065) = I, observandose que I, C I, siendo positiva o nula,
Ao > 0,Vay € I1\I,. De igual forma, vemos que el pardmetro del campo escalar, 7i, inicamente se anula, 71 = 0,
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Figura 6.10: Grafico de los pardmetros Ag (verde), p, (rojo), 7i (azul). El plano z = 0 (gris). En el grafico 2D, hemos
fijado a; = 1/5, representamos, Ay (verde), p, (r0jo), 7i (azul) frente a a,.

si a; = 0,3000106065; de esta forma podemos afirmar que G es decreciente si a; € (0,2973605134, 0,3000106065),
si ap = 0,3000106065, entonces Ay = 0y G = Gy, i.e., se comporta como una constante y por ultimo si ay €
(0,3000106065, 0,3026282371), entonces G es creciente y Ao > 0.

La solucién no es inflacionaria, ya que el pardmetro de deceleracién es positivo en todo I; y podemos considerar
que isotropiza, ya que los dos pardmetros de anisotropia tienden a cero en dicho intervalo de definicién (ver
figura adjunta 6.11), tnicamente cuando 4; y 4, tienden a cero (caso poco realista desde el punto de vista fisico)
observamos que A ~ 0,6 mientras que W? = 0,12. La entropia gravitatoria no muestra anomalias siendo P? ~ —5
en I;, tal y como muestran las figuras adjuntas 6.12.
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Figura 6.11: Gréficas de los pardmetros de anisotropia A y W2.
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Figura 6.12: Gréficas de los pardmetros de deceleracién g y entropia gravitatoria P2.

6.4.2. Modelo con potencial

Para este modelo, las ecuaciones de campo son las siguientes

a/ b/ a/ d/ d/ b/ K B o w ¢/2 a/ b/ d/ (pl u
ab Taatan ﬂ—&%+z¢‘(a+b+d>¢+¢' (6.150)
/ ! ! /
m <‘; - ’Z) +n (”; - Z) —0, (6.151)
b// d// d/ b/ 1’12 p 4)// w 4)/2 b/ d! ¢/ u
d/l a// a/ dl m2 p 4)// w 4)/2 al d/ 4)/ u
d+ﬂ+dd_dz__8n(l)_47_24)2_(ﬂ+d>47+¢’ (6153)
b// a// ﬂ, b/ mn B p (P// w ¢/2 a/ b/ (P, u
?+7+7?+ﬁ 87T¢¢2¢2(a+b>4)+¢. (6.154)

Ademads, habra que tener en cuenta las ecuaciones de conservacion, tanto para el campo escalar ¢ como para el
campo de materia. Encontramos las siguientes soluciones.

Soluciones tipo BIII

En este caso hemos encontrado dos soluciones.

1. Los resultados obtenidos son los siguientes

a +m? —1 4(ap—1)
m=a3=1 n=0, = = ’
1 R T D R Ay S
2(—w (—a3+m? +1) (a%+m2—l)2—2m2 (a2 —1)* (—ay +m? —2) +2(az +1) (a2 + a3 +1) (a2—1)3)
Up = 5 ,
(a2 — 1) ((a2 +1)% 4+ m2 —4)

(ap +2) (w (a%—i—mz—l)z—kmz (303 +m? —3) +2(ay+a5+1) (az—l)z)
Po=— 2 ’
27 ((u2+1)2+m2—4)

(6.155)
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de la expresion de y despejamos a;, obteniendo

1
= — _— 2_
a 27(1 /7 (97 +4m 6)+1>, v #0,
ap=1—m? siy=0. (6.156)

Por tanto

=0 | y= (1 - mz) ) (6.157)

N =

entonces

~ 1 2 2
=g <1—0—3’y + (7 +1) /7 (97 +4m —6)+1>,

(97 —3/7 (97 + 4mZ — 6) + 2m? — 3)
q=- 2 ) : (6.158)

De esta forma se observa que, para determinar el comportamiento de las magnitudes, es necesario hacer
un pequetio andlisis numérico. Si por ejemplo fijamos m = 1/5 y el valor del pardmetro de Brans-Dicke,
w = 4-10%, vemos que la solucién es valida Vv € (—0,3311865733, —0,3264562742) = £ (v,), ya que sélo en
este entorno p, > 0, siendo 7y, = —0,328, donde ademads ¢, > 0. En dicho intervalo la constante cosmolégica
se comporta de la siguiente forma: Uy = 0 sii v = —0,3288254637, y 7, = —0,3288130902, de manera
que Ag < 0, Vy € (71,72), siendo positiva en el resto. El pardmetro 7 se anula en v,, siendo 7 > 0 si
¥ < Y yift <0siy > v, por tanto, la constante de gravitacién es decreciente si vy < 7,, constante si
Y = ¥, y creciente si y > 7,, Vy € £ (7.). La solucién obtenida no es inflacionaria ya que el pardmetro de
deceleracion es positivo en todo el intervalo. Por dltimo, podemos decir que la solucién isotropiza ya que los
dos pardmetros de anisotropia estdn muy préximos a cero, A — 0, y W? < 0,0001. De igual forma podemos
decir que la entropia gravitatoria toma valores muy préximos a cero en todo el intervalo £ (vy,) . Tomando
otro valor de m se obtiene una solucién parecida, salvo que el intervalo sera distinto.

La segunda solucién es la siguiente, Uy = 0.

ap = _—jr()/l(f ’();)2’)_—:; (—71_) 1) c (0,1), ap=a3=1, Uy=0, Yy € (—;,0) ,
—(a—1)*+A (2+a2) B,
=/ —=——"=¢€(0,1), = ,
" \/ w @1 Po 8w (w ((a2+1)2—4) — (a3 —1)* + A)
. 2y 3y—1 _ —w@By+1)(y—-1)+2
T 1o+ 2 1T T2w(1—q)—6y+4 (6.159)
siendo
A= \/(u2—1)4+w(a2—1)2 (w(1+a2)2+2(a2+a§+1)),
B=2(n—1)°+w(a—1) (w (2w(a2+1)2+3(a2+1)2+4)+6+(a2+1)2)
+A(wQw(ag+1)+5+ay) +2 —2ay). (6.160)

Como podemos observar, esta solucién es idéntica a la obtenida en el caso con constante cosmolégica. La
razoén es obvia, si Uy = 0, entonces las ecuaciones de campo a resolver son las mismas que en el caso Ag = 0,
de ahi que se obtenga la misma solucién. Por tanto, las conclusiones sobre esta solucién son validas aqui
también.

Solucién tipo BVIj

Para este modelo hemos encontrado dos soluciones
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1. La primeracona; =ap,a3 =1, m =n,y Uy # 0, es la siguiente

0 2 (a3 +n? —ay) ((az ~1)*((3+2w) a3 —n?) — 2wn4)
o (a3 +n2 1) (a2~ 1) ’

(1+ 2a) (Zcu (2 +n2 — ay)” +3a2 (a — 1)2 + n? (53 — 4a, — 1 + 2n2))

Po=— ’
: 47 (a%—l—nz—l)z
2(a;—1) 2n2 4+ ay —1
- s\l - ) 6.161
%0 a3 +n? —ay 7 (1+2ap) (a2 — 1) ( )
despejando de la expresion 7, a; obtenemos
1+ 16n2 — 1
b= T V7 (9 + 1612 —6) + § oy 40,
4y
m=1-2n> si y=0, (6.162)
viendo que
=0 si y=1-21% (6.163)
y por lo tanto
(3 (3y—1) =37 (97 +16n2—6) + 1 + 8n2)
q=- v , (6.164)
~ 1 2 2
A=y (5 14 (L) 7 (97 + 1602 —6) +1). (6.165)

Si por ejemplo fijamos n = 1/3 y el valor del pardmetro de Brans-Dicke, w = 4 - 10*, vemos que la solucién
es vélida Vv € (0,12584,0,12879) = &£ (vy.), ya que s6lo en este entorno, p, > 0, siendo 7, = 0,1273, donde
ademas ¢, > 0. En dicho intervalo, la constante cosmolégica se comporta de la siguiente forma: Uy = 0 sii
71 = 0,127322, y ¢, = 0,127325, de tal forma que Uy < 0, Vy € (y4,7,), siendo positiva en el resto. El
pardmetro i se anula en 7y siendo i > 0siy < 7, y i < 0siv > 7y; por tanto, la constante de gravitacion
es decreciente si v < 4, constante si v = 1y, y creciente si ¥ > 7, Vy € € (y.). La solucién obtenida no es
inflacionaria, pues el pardmetro de deceleracién es positivo en todo el intervalo. Por tltimo, podemos decir
que la solucién isotropiza, ya que los dos pardmetros de anisotropia estdn muy préximos a cero, A — 0,
y W? < 0,035. De igual forma, podemos decir que la entropfa gravitatoria toma valores negativos muy
préoximos a cero en todo el intervalo £ (y.). Tomando otro valor de m se obtiene una solucion parecida,
salvo que el intervalo seré otro.

2. La segunda es del tipo Uy = 0y, por lo tanto, esta solucién es la misma que la obtenida en el caso del modelo
de JBD con constante cosmolégica, siendo las conclusiones validas en este caso.
Solucién tipo BVIj,

La tinica solucién hallada para este modelo es bastante parecida a la encontrada en el caso del modelo de JBD
con constante cosmolégica, por lo que aqui encontramos que Uy # 0, siendo la solucién sélo vélida para ¢ = %

3
La solucion es la siguiente

UO:%<2Q]+ZQ271)2(3+260), ¥ ==,

\/g \@ 1
"= (a2 =1), =73 (11 =1), %o a +ay+1
4 2
0o = —ﬁ <2w (2a1 +2a; —1)" +2 (—4111 — day + 7a3 + 7a3 +8a1a2> — 1) ,

= 3
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La solucién obtenida depende de dos pardmetros, a1 y a, por lo que es necesario llevar a cabo un anélisis numérico.
Si por ejemplo, fijamos a; = 1/4 y el valor del pardmetro de Brans-Dicke, w = 4 - 10%, entonces obtenemos los
siguientes resultados. p, > 0sii ay € (0,2473,0,2526) = Iy, resultando de esta forma, que Uy = 0siia, =1/4 C I,
siendo Uy > 0, Vay € I;\ {1/4}. 7 = 0,si ay = 1/4, de esta manera, podemos afirmar que G es decreciente si
a; < 1/4,siay; = 1/4, entonces Uy = 0y G = Gy, i.e., se comporta como una constante y, por tltimo, si a, > 1/4
entonces G es creciente y Uy > 0. La solucién no es inflacionaria, ya que el pardmetro de deceleracién es positivo
en todo Ij e isotropiza, ya que los dos pardmetros de anisotropia toman valores muy préximos a cero en dicho
intervalo de definicion. La entropia gravitatoria no muestra anomalias, siendo P? ~ —5en ;.
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En este capitulo estudiaremos conjuntamente los modelos Bianchi V, VII;, y IX. Tal y, como demostraremos, la
razén de incluirlos en un mismo capitulo es que las soluciones autosimilares que se obtienen en los tres modelos
son muy similares a pesar de describir geometrias muy diferentes. Ademds, veremos que los tres modelos son
isétropos, ya que la solucién autosimilar en los tres casos reproduce la geometria tipo FRW para las curvaturas
K = —1,0,1 respectivamente.

7.1. Métrica y ecuaciones de campo

7.1.1. Modelo Bianchi V

Consideramos los siguientes campos de Killing (KVF) (ver por ejemplo [113])

§1 =0y, =0z, (3= 0x+mydy+ mzo, (7.1)

donde m € R\ {0}, y, por lo tanto, generan la siguiente algebra, [(fz-, @‘]} = Cl’fjék, ie. [¢1,8,] =0,[Cy, &3] =my,y
[€1,C3] = m{,. Podemos escribir la métrica de la siguiente manera

ds®> = —dt* +a(t)dx® + b(t)%e 2" dy? + d(t)%e 2" dz>. (7.2)

131
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La parte geométrica (el tensor de Einstein) de las ecuaciones de campo resultantes es

va dd AV 3m?

- sy e Yt 0
ba T da T ab a2 v @:3)
ﬂ/ / !/
fZ; + 3 + 7= G%, (7.4)
b a" d'v mZCZ 1
Ttatwm e o @)
4" a’ d'a mZCZ )
Z o2 27 = 7.
d + a + da a2 G/ (7.6)
b a va m202 3

Obtenemos el siguiente campo homotético asociado a la métrica (7.2)
H = tds + (1 —a2) yoy + (1 — az) zdy, (7.8)
junto con las siguientes restricciones sobre los pardmetros de los factores de escala:
a=apt, b = bpt"™?, d = dyt", (7.9)

ie,ap =1y (ai)?zz € Ry, siguiendo con nuestra notacién, definimos entonces, H = ht=1, donde h =1+ a + as.
De esta forma, el pardmetro de deceleracién resulta

3
=— -1, 7.10
1 1+ap+as ( )
mientras que los pardmetros de anisotropia quedan ahora de la siguiente manera
A— a% +a§ —dpaz — dp —az + 1’ W2 — (a2 —,13)2 (a% —l—a% +apaz —3(ay +a3—1— mZ)) . 711)

(1+ay +a3)? 36 (1+ay +a3)*
Por dltimo, la entropia gravitatoria adquiere ahora la siguinte expresién

2(ay —a3)* (a3 + a3 + agaz — 3(az + a3 — 1 — m?))

P? =
3 (a% +ad 4+ 6mt —ad — a3 — (6azay + 4+ 3a3 + a} — 2ay — 2a3) m? + (a3 + a3)* + aza (a2 +az — 1) (az + a3))
(7.12)
7.1.2. Bianchi VII
La geometria del modelo estd descrita por los siguientes campos de Killing
gl = ax + (Z — hy) ay — (y + hZ) az, 62 = ay, §3 = az, (713)

siendo /1 una constante numérica. Si fijamos i = 0, entonces obtenemos el modelo Bianchi VIIy. Los campos de
Killing generan la siguiente algebra

[G1,G2] = hdy+83, [81,83] = —Cp + i (7.14)
La métrica puede ser escrita de la siguiente forma
ds? = —dt* + a2dx® + ¥ (bz cos? x + d? sin® x) dy*+

26?"% cos x sin x(d* — b?)dydz + e?'* (b2 sin? x 4 d? cos? x) dz2. (7.15)
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Las ecuaciones de campo para la métrica (7.15) son por lo tanto

AV dd vd 1 , 42 B2 "

b T ad T hdtae (2 3h‘b2_d2>_8"GT1’
12 rog b
a2(2a+d+b>:0

b 4" vd 1 9 d2 b2 )

R iy (—2—4h +b2+d2>——87rGT,

a2 2 2 b d ab ad b2

a b ab 1 ) b2 3d2 3
a+b+ab+4czz<2_4h +dz‘bz) = 86T,

E e (- PV o (P )] s convaing [ Y & @V dd 1
az COs™ Xx d2 b2 b2 cosxsinx b d 1 b 1 d LZZ

h ] b2 42 ) b 4" av a d 1 /b2
COS X sSIn x —+ cos“ x ——74_**_**4_“72 __

a2 2 a2

1 1 g/ 2 2
Lt (2 244 3b>_—8nGT§,

b d ab ad

d d ' 4a2 chTz

h d2 b2 ) b a’ av a d 1 d2
cos x sin x —+ cos“ x ——1—7—**4_**_’_”72 Z
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(7.16)
(7.17)
(7.18)
2
ﬂ)) i
(7.19)

d2

[

2 b’
[

)

)} =0, (7.20)

(7.21)

ademads de las ecuaciones de conservacién para cada uno de los distintos modelos de materia que consideremos.

El campo homotético asociado a la métrica (7.15) es
H = td; + aydy + a2z0,
donde los factores de escala deben comportarse de la siguiente manera

a = aopt, b = byt*, d = dot™, @ €R,

(7.22)

(7.23)

por lo que las restricciones sobre los pardmetros de los factores de escala (a )l 1 € R, son las siguientes

a =1, a, = as.

De esta manera, la métrica se simplifica, adquiriendo ahora la siguiente expresiéon
§2 = —dt? 4 2dx® + 272 (dy2 + d22> ,

donde hemos hecho dy = by.
Con estas restricciones el pardmetro de deceleracién, g, resulta

3 p—
1+ 2a,

q:

4
mientras que el pardmetro de anisotropia, A toma la siguiente forma

(a2 —1)°
(1+2a7)*

(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)

Sin embargo, el otro pardmetro de anisotropfa W? y la entropia gravitatoria, P2, son nulos, ya que el tensor de

Weyl asociado a la métrica (7.15) también lo es.
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7.1.3. Bianchi IX

Consideramos los siguientes campos de Killing [113]:

¢1= ay, $y = COS YOy — cotxsmyay + SIEZaZ' &y = —sinydy, — Cotxcosya n CosZaZ/
que generan el dlgebra, [&1,&,] = &, [¢1,&] = —&, [€2,&] = &. En un sistema apropiado de coordenadas

podemos escribir la métrica de la siguiente forma

ds* = —dt® + (az(t) sin? z + b?(t) cos? z) dx? 42 (bz(t) — az(t)) sin z sin x cos zdxdy+

a*(t) sin? x cos® z + b*(t) sin? x sin® z + d*(t) cos? x) dy? + 24%(t) cos xdydz + d?(t)dz>. (7.28)

Las ecuaciones de campo para esta métrica son las siguientes

b dd  bd 1/1 1 1 1/ a? v
7 -S4 S =)= = 8nGT] 7.29
b T ad v < +b2+d2> <b2d2+a2d2+b2a2) Gt (7.29)
a b d /ad b 1 1 a2 b2
_—— — — _—— — _—— — _— = 7.
a b+d<a b>+<a2 AR a2d2> 0 (7.30)
O L 1 1/ v d?>  3a® )
R ) ( 2+ a2)+4(a2d2+b2a2_b2d2>:_87TGT’ (7.31)
a’ 4" ad 11 1 1( a® a2 3 3
T Tatda T2 (a2 tET b2) T3 <b2d2 i a2d2> = ~8nGT5, 7.32)
b 4" av a d 1 1 b2 42
— 4= 4 —— | = 7.
b dtar T ad (b2 2T an b2a2> / (7.33)
' voAdY 1/1 1 1 1/ a® b 342 4
TR (az T dz> T3 <b2d2 M bzaz) = ~8nCTy, (7.34)
junto con las ecuaciones de conservacion
La métrica (7.28) admite el siguiente campo homotético
H = tdt + (1 —a2) yoy + (1 — az) zo, (7.35)
encontrando las siguientes restricciones sobre los factores de escala
a=agt, b = bpt™?, d = dot™, (7.36)
donde las constantes (a )f’ 1 € R, son
a1 =1, a,a3 € R. (7.37)

El pardmetro de deceleracion, teniendo en cuenta las restricciones encontradas a través del campo homotético,
adquiere por tanto la siguiente expresiéon

3

, 7.38
1+4+ar+a3 ( )

q =
mientras que los pardmetros de anisotropia son

A:a§+a§+1—a2—a3—aza3 (739)
(1+ a2 +a3)? '
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2 -1
36 (1 +ap +az)
a3z + axa3 — a — af — a312(1793) — g22(1=m) _ (a3 —a2) _ 4(2=02=03) 4 9q,12(1=03) 4 9g42(1-02)

1+9a,#2(2=02=03) | 9g,42(2~a2—a3) _ 1042(2~02=a3) _ pp2(a2~a3) _ 2(1-a3) _ y2(1-a2) _ p42(a3-42)

1 [6 (1—ap —a3) + ldazaz — 4 (a% + a%) -3 (a%a3 + azag) +3 (ag + ag) +

+6a5t202713) _9g,12(1-12) 4 gq,42(a2—03) 4 42(3-203—a3) _ 4a%t2(2*ﬂz*ﬂ3) + 8a%t2(17”2>
,7a%t2(ﬂz—ﬂ3) _ 4a%t2(ﬂ3—uz) _ 4a§t2(2—ﬂ2—ﬂ3) + 8a%t2(1_’13) _ 4a§t2(ﬂz—ﬂ3) _ 7a§t2(“3_“2)

+t2(172a3+a2) _ 9a3t2(1703) 4 t2(37ﬂ272{13) + t2(172a2+a3) _ a3u2t2(271227{13) 4 7{__2(17[12)

+72(1—a3) _ pA(az—az) 4 8430, (tZ(ﬂ2*ﬂ3) + tz(ﬂafﬂz))} . (7.40)

7.2. Soluciones clasicas

7.2.1. Soluciones de vacio

Bianchi V. Encontramos que la tinica solucién posible a las ecuaciones de campo, para este modelo de vacio,
es la siguiente, 1) = a3 = 1, y m = %1, por lo que los factores de escala adquieren la siguiente forma

a =apt, b = bot, d = dpt, (7.41)

con m = %1. Con esta solucién, g = 0, es decir, la solucién no es inflacionaria. La métrica, por tanto, se reduce a la
siguiente

ds? = —di® + 12 (dx2 4 t2mx (dy2 + dz2)) ) (7.42)

la cual admite tres nuevos campos de Killing, &, = —mzdy + myd:, {5 = —2mzdx — 2m*yzd, + (m?y* — m?z> + €>¥) 9.,
y &g = 2mydy + (m?y? — m?z% — e2™*) 9, + 2m?yzd.. Esta métrica se conoce como la forma de Milne para un
espacio-tiempo plano (ver por ejemplo el capitulo 9, Ec. (9.8) de [150]).

Bianchi VII. Encontramos que la tinica solucién de para este modelo es, i, = 0y i = 0. De esta forma la
métrica queda reducida a la siguiente expresion

ds? = —di* + £2dx® + dy? + dz°. (7.43)

Esta es la métrica de Taub para un espacio-tiempo plano (ver capitulo 9 Ec. (9.6) de [150] y [153]).
Bianchi IX. No existe solucién autosimilar de vacio para este modelo.

7.2.2. Fluido perfecto

Recordamos que para un fluido perfecto, el tensor energia-momento se define de la siguiente manera: Tl.’;? =
(0 + p) uiu; + pgij, donde p es la densidad de energia del fluido, p es la presién y ambas estén relacionadas me-
diante la ecuacién de estado p = vp, (v € (—1,1]), siendo u; = (1,0,0,0) la 4—velocidad. Por el principio de
conservacion, Tij J= 0, y teniendo en cuenta que los factores de escala ya han sido determinados por las restriccio-
nes sobre el campo homotético, sabemos que la densidad de energia se comporta de la siguiente manera p = pyt 2.

De esta forma, s6lo resta determinar los posibles valores de los pardmetros de los factores de escala (al-)?zz , asi
como los posibles valores que puede tomar el pardmetro de la ecuacién de estado 7.
Modelo BV. Resolviendo el sistema asociado a las ecuaciones de campo (7.3-7.7), encontramos el siguiente

resultado .

3
donde la solucién es valida Vm € (—1,1) \ {0} . Por tanto, con estos resultados la métrica resultante se reduce a
la dada por la Ec. (7.42). De esta forma podemos decir que la solucién no es inflacionaria, ya que, g = 0, y sélo es
valida para, v = f%. Un simple célculo nos muestra que, tanto los pardmetros de anisotropia como la entropia
gravitatoria P2, son nulos. Observar que los tres pardmetros de los factores de escala son idénticos, por lo que
la solucién es is6tropa. Desde el punto de vista dindmico podemos decir que la solucién es estable [150], ya que

a=a=a3=14g=0,v=— (7.44)
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representa un modelo tipo FRW con curvatura negativa. Este hecho también ha sido demostrado por Barrow y
Sonoda [128].
Modelo BVII. Al resolver el sistema asociado a las Ecs. (7.16-7.21) encontramos dos soluciones

1. La primera de ellas s6lo es vdlida para ik = 0, y v = 1, y donde los factores de escala se comportan de la
siguiente manera

ds* = —dt? + 2dx® + dy?* + dz?, (7.45)
siendo esta métrica la misma que la obtenida en la solucién de vacio.

2. La segunda solucién tnicamente vélidasih =0, y

ds? = —di? 4 12 (dx2 P+ dzz) ) (7.46)
ie,mp=am=03=19q=0y7= —%. Es decir, hemos obtenido una métrica tipo FRW plano, siendo la
solucién isétropa, ya que los dos pardmetros de anitropia son nulos y no inflacionaria, g = 0, y sélo vélida

para la ecuacién de estado y = —%.

Resaltamos que en ambos casos s6lo hemos obtenido soluciones cuando /i = 0, es decir, s6lo existen soluciones
autosimilares al modelo VII.

Modelo BIX. Las ecuaciones de campo del modelo vienen descritas por las Ecs. (7.29-7.34) y teniendo en cuenta
las anteriores consideraciones sobre el modelo de materia, encontramos la siguiente solucién

ap=ay=a3=149g=0, y=-1/3. (7.47)

De esta forma, la métrica (7.28) se reduce a la siguiente expresion:
ds?> = —dt* + (dx2 + dy? + dz?® + 2 cos xdydz) , (7.48)

la cual admite un nuevo campo de Killing, {, = d,. Vemos que la solucién autosimilar para el modelo IX en
realidad pertenece a la clase LRS IX (al admitir 4 campos de Killing). Al ser los tres pardmetros de los factores de
escala iguales, la solucién es is6tropa, los pardmetros (A, YW?) se hacen nulos y observamos ademas, que sélo es
valida para el parametro de la EdE v = —1/3. La solucién obtenida es estable desde el punto de vista dindmico

([151]).

Conclusion 7.2.1 Vemos que, a pesar de considerar tres geometrias completamente diferentes, las soluciones autosimilares
obtenidas son sélo vdlidas para la EAE v = —1/3 y que las tres son isétropas (A y W? son nulos), ya que en los tres casos
los pardmetros de los factores de escala coinciden. De igual forma, vemos que las soluciones son no inflacionarias (9 = 0) y,
por lo tanto, ninguna de ellas puede explicar la reciente aceleracién del universo.

En el caso del modelo Bianchi V la métrica autosimilar tiene 6 KVE, por lo que, como ya sabemos, las EC generalizan las
de un FRW con curvatura negativa. En el caso Bianchi V1, la métrica resultante corresponde a la de un modelo tipo FRW
plano, mientras que en caso Bianchi IX, la métrica resultante solo tiene 4 KVF, sin embargo las EC resultantes generalizan
un modelo tipo FRW con curvatura positiva.

7.2.3. Fluido perfecto con constantes variables

En este modelo, variacién del anterior, introducimos la hipétesis de la variacién de las constantes G y A. Por
tanto, el comportamiento de las magnitudes estd descrito por la Ec. (3.65),i.e.,, 0 = pt ™%, G = Got*~2, yA = Aot~2,
donde w = h(y+1) € R, con py, Go, Ag € Ry las ecuaciones de conservacion a considerar son, en este caso, las
siguientes o’ +p (14+v)H =0,y A" = —87G/p.
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Modelo BV

Bajo estas hipétesis, encontramos la siguiente solucién para nuestro modelo

m=a=a3=149g=0a=3(y+1), (7.49)
(1—m?) 2y (1=m?)
Go=—"— =, N =3(1-m") — —F+. 7.50
= ey M2 ()~ 720
De esta forma, las magnitudes G y A se comportan de la siguiente manera

decreciente Vy € (—1,—1/3) negativa Vy € (—1,—-1/3)

G = { constantesiy = —1/3 , Ag~ < nulasiy=-1/3 , (7.51)
creciente Vy € (—1/3,1] positiva Vy € (—1/3,1]

siendo la solucién valida Vy € (—1,1], y m € (—1,1)\ {0} . Con respecto a los factores de escala, vemos que
hemos obtenido el mismo resultado que en la anterior solucién (fluido perfecto), por lo que la métrica resultante
estd definida por la Ec. (7.42) llegando asi a la conclusién de que esta soluciéon tampoco es inflacionaria e isétropa y
vélida Vv € (—1,1]. Si fijamos el pardmetro de la ecuacion de estado v = —1/3, entonces G = const. y A = 0. Con
respecto al comportamiento de G y A, sélo podemos decir que, teniendo en cuenta las observaciones recientes [95]
las cuales sugieren Ay > 0, entonces llegamos a la conclusién de que nuestra solucién es valida Vy € (—1/3,1],lo
que implica que G es una funcién creciente, G = Got*=2 ~ 37+ yaque a > 2,Vy € (—1/3,1]. Con respecto a su
comportamiento dindmico podemos “conjeturar” que también es estable, ya que los factores de escala se comportan
de igual forma que en el modelo anterior, pudiendo demostrar dicha conjetura mediante un andlisis perturbativo.

Modelo BVII
La solucién que encontramos para este modelo es la siguiente
m=a=a3=1,q4=0, p=pt 20D, G=GyrPrt=2 A=Apt2 h=0, (7.52)

Vv € (—1,1]. Una vez mds encontramos que la solucién autosimilar sé6lo es vélida en el caso VIIy, i.e, h = 0. G se
comporta de la siguiente manera

A
G=Gt" % Gp=——"F—, 7.53
o (T e 753
donde A = 24 + a3, mientras que la “constante” cosmolégica viene dada por:
2\, -2
A=A 1—& t75 = Aot™7, (7.54)

por lo que su comportamiento es idéntico al descrito anteriormente por la Ec. (7.51). La métrica colapsa a la dada
por la Ec. (7.46), por lo que no es inflacionaria y si isétropa. La solucién es valida Vy € (—1,1], y no s6lo para
v = —1/3. Precisamente para este valor de la EdE, la solucion se reduce a la de un fluido perfecto con G = const.
y A = 0. Como en el caso BV, sélo si consideramos que A > 0 [95], entonces podemos concluir que G se comporta
como una funcién creciente.

Modelo BIX

Resolviendo el sistema asociado a las ecuaciones de campo (7.29-7.34) encontramos la siguiente solucién

apm=a=a3=1,9g=0, Vye(-1,1],

15 15 2
Go= —— A== (1-—"__)t2 7.55
07 48mp, (v +1) 4( 3('y+1)> (7.55)

donde vemos que la métrica se reduce a la dada por la Ec. (7.48), por lo que la solucién es is6tropa y no inflacionaria
y valida para ¢ € (—1,1]. Con respecto al comportamiento de las magnitudes G y A, vemos que es el descrito por
la Ec (7.51), por lo que en los tres modelos encontramos el mismo comportamiento.
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Conclusién 7.2.2 Llegamos a la conclusion, en los tres casos, de que la solucion es vilida ¥y € (—1,1]. En el caso particular
en que v = —1/3, las soluciones colapsan a las obtenidas en el caso anterior en el que G = const. y A = 0. Si tenemos
en cuenta las observaciones recientes, que sugieren que Ao > 0, entonces podemos concluir que las soluciones son sélo
vdlidas para ¥y € (—1/3,1] y, por lo tanto, la “constante” de gravitacion varia como, G(t) ~ t37+1, comportindose
como una funcion creciente mientras que A ~ t=2, es decreciente y positiva. Como en los capitulos anteriores, vemos que el
comportamiento de G y A estdn relacionados, ya que si A > 0, entonces G es creciente, si A = 0, G es constante y por iiltimo,
si A < 0, entonces G es decreciente, pero hemos descartado esta posibilidad por no ser consistente observacionalmente.

7.3. Modelos escalares

En esta seccién estudiaremos los distintos modelos escalares propuestos en el tercer capitulo. Recordamos bre-
vemente que el campo escalar ¢, sélo depende de ¢, i.e., ¢ = ¢(t), y que definfamos el tensor energia-momento

como el de un fluido perfecto, es decir, Tl-? = ( Py + 0y ) uittj + pygij, salvo que, en este caso la densidad de energia

y la presi6n se definen como: p, = 162+ V(¢),ypp = 2¢” — V(¢), donde la funcién potencial imita el comporta-
miento de la constante cosmolégica. Ademds, deberemos tener en cuenta la ecuaciéon de conservacién (o ecuaciéon
de Klein-Gordon (KG)) para el campo escalar.

7.3.1. Modelo escalar

En este modelo, la ecuacion de KG es: U¢ + Vjy = 0, y que tanto el campo escalar como el potencial, se com-
portan como: ¢ = ++/aln (t), V = Bexp (q:%cp) ,dondea € RT,y B € R.

Modelo BV

Bajo las anteriores consideraciones encontramos la siguiente solucién
m=m=a=1 q=0 Yme(-1,1)\{0}, a=p=2(1-m?)€(0,2). (7.56)

Con estos resultados la métrica se reduce a la dada por la Ec. (7.42), lo que implica que el modelo es isétropo y
no inflacionario. Poco podemos decir sobre el comportamiento dindmico de la solucién ya que, tal y como ha sido
probado ([284], ver también [151] para un amplio sumario de todos estos resultados) la solucién & = 2 (1 — mz)
queda fuera de dichos estudios. Sin embargo, el andlisis de la solucién mediante técnicas perturbativas demuestra
que la solucién es estable.

Modelo BVII

Resolviendo el sistema asociado a las ecuaciones de campo resultantes encontramos dos soluciones.

1. Solucién de vacio
ap=1, ap=a3=0, a=p=0, h=0, (7.57)

ya encontrada anteriormente.
2. La segunda solucién es no trivial, donde
a=am=a3=1 ¢g=0, a=p=2, h=0, (7.58)

por lo que la métrica se reduce a la dada por la Ec. (7.46) y, por lo tanto, la solucién es is6tropa y no inflacio-
naria (tipo BVIlp). Desde el punto de vista dindmico la solucién es estable, tal y como lo prueba el trabajo de

Coley ([151]).
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Modelo BIX

La solucién encontrada para este modelo es la siguiente
m=a=a3=1 g=0, x=p== (7.59)

llegando asi a la conclusién de que la solucién obtenida es isétropa y no inflacionaria, ya que la métrica colapsa a
la dada por la Ec. (7.48). Al igual que la solucién del modelo BVIIy, ésta también es estable desde el punto de vista
de los sistemas dindmicos ([151]) ya que, en nuestra notacién, & > 2.

7.3.2. Modelo escalar con G variable

En esta ocasion la ecuacién de KG es modificada, al trabajar bajo la hipétesis de G variable, siendo ahora:
¢ (Op+Vy) = — %p¢, por lo que cambian también la forma del campo escalar y la del potencial, comportdndose

ahora como: ¢ = ¢t %, V = pt 2471 y G = Gyt**, con a, ¢y, Go, p € R

Modelo BV.

La solucién encontrada es la siguiente
am=a=a3=1 g=0, (7.60)

Vm € (—1,1)\ {0}, resultando asi is6tropa y no inflacionaria. Con respecto al campo escalar, el potencial y la
“constante” G, vemos que
2(1—m?)

2
‘sz(, GOZ “2

> 0. (7.61)

Sin embargo, con estos resultados no podemos determinar el comportamiento de la magnitud G, G ~ #%%,
« ha quedado indeterminada en la solucién obtenida. Observar que si « € (—1,00)\ {0}, entonces el potencial,
V(t) ~ t~2@+1) se comporta como una funcién decreciente y positiva. De esta forma, G s6lo es decreciente en el
intervalow € (—1,0), y creciente si « > 0.

Modelo BVII

Resolviendo las ecuaciones de campo bajo las hipétesis planteadas encontramos la siguiente solucién
ap=a=a3=1 g=0, a=1 p=1 Gy=2, h=0. (7.62)

Observamos que obtenemos la misma solucién que en los casos anteriores, es decir, tnicamente valida para 1 = 0,
por lo tanto del tipo BVIIy, isétropa (todos los factores de escala son idénticos) y no inflacionaria (7 = 0). Sin
embargo y a difencia con el modelo BV, aqui hemos obtenido un valor determinado para «, siendo « = 1, por lo
que el potencial V es positivo y se comporta como V ~ t~#, mientras que G, lo hace como G ~ t2,i.e. G, es una
funcién creciente. Observar que GV ~ +~2 mientras que el modelo clasico A ~ +72 es decir, en el enfoque clasico
A no esta multiplicado por G, mientras que en el enfoque escalar V, aparece multiplicado por G.

Modelo BIX

Para este modelo encontramos la siguiente soluciéon
5
ap=a=a3=1 4g=0, a=1 pp=1, GO:E’ (7.63)

que se comporta como la obtenida en el modelo BVIIy. Vemos que como en las otras soluciones para esta métrica,
la solucién es isétropa (los parametros de anisotropia son nulos) y no inflacionaria, ya que la métrica se reduce a
la dada por la Ec. (7.48). Al ser « = 1, el modelo predice que G ~ #2,i.e., es creciente, mientras que el potencial se
comporta como V ~ t74,
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7.3.3. Modelo escalar sin interaccién con un campo de materia

Al no considerar interaccion entre el campo escalar y el de materia, entonces las ecuaciones de conservacién a
considerar son (Tm)z ;=0= (T‘l’)ﬁ j» por lo que las magnitudes, tal y como deméstrabamos en el tercer capitulo,
se comportan como ¢ = ++/wIn(t), V = fexp ($%¢) y o = pot 2.
Modelo BV

Encontramos la siguiente soluciéon

1
ag=ay=a3=1, g=0, 'y:—g, x=p, p0:3<1m2§>, (7.64)
por lo que la solucién tinicamente es vélida para vy = —% yVm € (—=1,1)\ {0} ; eimponemos la condiciéon 0 < B <

2 (1 —m?), para que la densidad de energia sea positiva; de esta manera, entonces obtenemos que a = g € (0,2).
Al ser los pardmetros de anisotropia nulos, entonces la solucién es isétropa y no inflacionaria, ya que g = 0.

Modelo BVII

La solucién hallada sélo es valida para h = 0, encontrando

o _ _a—n(1_Po __1
M =m=a3=1 q=0, oc—/%—Z( 3),p06(0,3),'y— = (7.65)
vemos que, como en los casos anteriores, la solucién sélo es valida para la EAE v = —%, debiendo imponer la

condicién p, € (0,3) para garantizar que « > 0. La solucién es isétropa (FRW plano) y no inflacionaria ¢ = 0. Si
py < 1, entonces la solucion colapsa a la obtenida en el modelo escalar con & = = 2.

Modelo BIX

Resolviendo el sistema asociado a las ecuaciones de campo, encontramos la siguiente solucion

3 /(5 5 1
m=am=a3=1 g=0a=2§, p0—2<2—ﬁ>, ‘36(0,2>, T="3 (7.66)

observando, como en los casos anteriores, que la solucién es isétropa y no inflacionaria. Vemos al mismo tiempo,
que s6lo es vélida para y = —% con la restriccién B € (0, %) .

7.3.4. Modelo escalar sin interaccién con un campo de materia y G variable

Las ecuaciones de conservacién a considerar en este modelo son las siguientes

/ /

G
Pt (o +pm) 0= =00 ¢ (O +Vyp) = =0, (7.67)

y recordamos que las principales magnitudes, en este caso, deben comportarse de la siguiente manera: ¢ = ¢,t~%,
V= pt2et) G = Gty p = pot_z(“+1), siendo « una constante numérica a determinar.

Modelo BV

Con respecto a los pardmetros de los factores de escala, la solucién hallada es la siguiente
m=a=a3=1 ¢q=0 Vme(-1,1)\{0},

i.e., la encontrada en casos anteriores, por lo que la solucién es isétropa y no inflacionaria, siendo sélo valida para

v = —3. La soluci6n para el resto de los pardmetros es la siguiente
B = a? 0o = = (1 - mz) — 3a? (7.68)
’ 0 ( O 4 °
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(1-07)

por tanto, para garantizar p, > 0, imponemos la condicién, a? < G, = K. En esta ocasion, tampoco somos

capaces de determinar el comportamiento de G, G ~ t?*, ya que « queda indeterminada. Sélo al asumir que el
potencial, V(t) ~ t~2(«*+1) imita el comportamiento de A, podemos acotar los posibles valores que puede tomar
a, es decir, & € (—1,v/K)\ {0} . Por tanto G es decreciente en el intervalo « € (—1,0), mientras que se comporta
como funcién creciente si & > 0.

Modelo BVII

La solucién hallada en este caso, también pertenece a la clase BVIIj

3 3 1

ag=m=a3=1 g=0, oc—l—ﬁ,po—GO 2,7— 3 h=0. (7.69)

Encontramos la siguiente restriccion a la solucién encontrada Go < 2 para garantizar, p, > 0. Vemos que la

solucién sélo es valida para v = —% y, con respecto a los factores de escala, la soluciéon vuelve a ser del tipo FRW

plano, por lo tanto isétropa y no inflacionaria. Con respecto al comportamiento de G, vemos que sélo puede ser

creciente, pues, en este caso hemos podido determinar el valor del parametro, «, siendo & = 1. La funcién potencial
es positiva y decreciente V ~ 4.

Modelo BIX
Como en las soluciones anteriores para este tipo de geometria, vemos que obtenemos

1
5-2Gy), 7=—=, (7.70)

m=ay=a3=1, g=0, a=1=2p, 3

3
p074G0

imponiendo la restriccién, Gy < 3, para asi garantizar que la densidad de energia sea positiva p, > 0. Por tan-
to, la solucion es isétropa y no inflacionaria siendo sélo vélida para el valor del pardmetro de la EdE v = —%.
Observamos que « = 1, lo que implica que G sea sélo creciente, G ~ 2, mientras que el potencial es positivo y

decreciente.

7.3.5. Modelo escalar interactuando con un campo de materia
Primer enfoque

En este primer enfoque la ecuacién clave es la de conservacion, p, + (w +1) p,,H = —¢' (O¢ + V) , mientras
que el comportamiento de las magnitudes, densidad de energia del fluido perfecto, campo escalar y potencial,
estdn descritos por la Ec. (3.144).

Modelo BV. Al resolver las ecuaciones asociadas a este modelo, encontramos la siguiente soluciéon

m=m=a=1 q=0 a=2(1-m)—py(y+1), 5:2(1—m2)+%0(7—1), (7.71)

2(1-m?)
(y+1) 7
podemos observar, la principal diferencia con respecto al modelo sin interacciéon es que, en esta ocasion, la soluciéon

es valida para cualquer valor de la EdE, en vez de tinicamente para y = —%, lo cual es fisicamente mds realista.
Sin embargo, la solucion encontrada vuelve a ser isétropa y no inflacionaria. Si por ejemplo fijamos ¥ = 0, (o que
puede representar un modelo de materia oscura interaccionando con energia oscura) entonces

Vm € (—1,1)\ {0}, y valida Vy € (—1,1], imponiendo la restriccion p, < para que « sea positiva. Como

ﬁ:l—mZ—f—%, pO:Z(l—mz)—«x,

cona <2 (1—m?) €(0,2).
Modelo BVII. La solucién encontrada para esta geometria es la siguiente

1
ap=a=a3=1 ¢g=0, oc:2—p0('y+l),,B:2+§p0('y—1), h=0, (7.72)
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siendo valida Vy € (-1, 1}, en vez de un tnico valor de . Vemos ademads que la solucién sélo es vélida cuando

h = 0, por lo que pertenece a la clase BVIIy. Debemos imponer la restriccién p, < ﬁ, para que a > 0. Por tanto

la solucién es isétropa pero no inflacionaria. Fijando = 0, encontramos que

a=2(—1), py=2(1p), Vo € (1,2).

Modelo BIX. En este caso obtenemos

5 5 1
m=m=a=1 =0, a=5-p(r+1), p=5+5p(7-1), (7.73)
con Vv € (—1,1], junto con la restriccién, p, < ﬁ La métrica, por tanto, colapsa a la dada por la Ec. (7.48), lo

que implica, que la solucién es isétropa, siendo el pardmetro de deceleracién g = 0. En el caso v = 0, la solucién
se reduce a

5 55

Segundo enfoque

En este segundo caso, las ecuaciones de conservacion a considerar son las siguientes: p/, + (w +1)p, H =
—¢'q?, y O¢ + Vy = ¢?, donde la funcién de acoplamiento es q¢ = dp,,, siendo 6 < 0.
Modelo BV. Vemos que la solucién sélo es véalida siy > —1/3,y Vm € (—1,1) \ {0}, ya que

m=m=a=1 q=0, 5:2(1—m2)—m<2(1—m2)—a),
2(1—m?) —a

1 By +1), (7.74)

Po = , tx<2<1—m2)e(0,2), 5:_1

Va
en el primer enfoque, en el que no se considera ninguna funcién de acoplamiento, la solucién era valida Vy &
(—1,1]. Por tanto volvemos a obtener una solucién isétropa y no inflacionaria. Si v = 0, entonces

« 1
—1em2 X :2(17 2)7 , 6= ——,
B me+ 57 Po m « Ja
cona <2 (1—m?).
Modelo BVII. En este caso la solucién vuelve a pertenecer a la clase BVIIy, ya que la solucién encontrada sélo
es valida para I = 0, siendo is6tropa y no inflacionaria. Encontramos que

1 143y
ap=a=a3=1 ¢q=0, a=2- +1), =24z -1), 0=, 7.75
1=ay=4a3 q po(vy+1), B 500 (1= 1) (0 F 1) (7.75)
valida Vy € (—1/3,1], (6 <0), con la siguiente restriccion sobre, p, < ("YZTU Restringiéndonos al caso vy = 0,
encontramos que
1 «
5__ﬁ' ﬁ—l—i—i, pp=2—ua,
Vo € (0,2), siendo un resultado muy parecido al obtenido en el modelo BV.
Modelo BIX. Encontramos que la solucién es vélida Vy € (—1/3,1] junto con
5 5 1 2(1+37)
aq=a,=az3=1, =0, a=—-— +1), ==+ = -1), 6=-— , 7.76
debiendo imponer la siguiente restriccion, p, < ﬁ, (6 <0). Es decir, la solucién no es inflacionaria e isétropa.

En el caso v = 0, observamos que la solucién resulta

1 5 «a 5 5
5:—7 = — —_ —_ - — —
Ja B 1 + 5 Po=5 4 Yo € <0,2),

encontrando asi la misma solucién que en el anterior enfoque.
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Tercer enfoque

Recordamos que las ecuaciones de conservacion en este tercer enfoque son: o), + (w + 1) p,H = Q,y ¢' (O + V) =
—Q, siendo la funcién de acoplamiento Q = dHp,,, con é > 0.
Modelo BV. Bajo las hipétesis planteadas, la solucién hallada para esta geometria es la siguiente

ﬁzz(l_mz)_M(z(l—mz)—“)/ 5=%+% (7.77)

viendo de esta forma, que se trata de una solucién isétropa (los tres factores de escala son iguales) y no infla-
cionaria, § = 0. Resaltamos que hemos obtenido la misma solucién que en el segundo enfoque. En este caso,
el valor critico para el pardmetro de la EdE v, es v+ = —1/3, por tanto, la solucién es vélida si v > —1/3,y
Vm € (—1,1)\ {0}, de otra forma obtendriamos é < 0 (lo cual es termodindmicamente inconsistente). Si v = 0
entonces la solucion es:

[3:2(1—m2)+g,p0:2(1—m2)—a,5=%,

cona < 2 ( 1-— mz) . Observamos que, en este caso, y = 0, obtenemos la misma solucién en los tres enfoques.
Modelo BVII. La solucién encontrada sélo es vélida si i = 0, siendo

1 1
ap=a=a3=1 g=0, Dc:2—p0('y+1),5:§+'y, /3:2+§p0('y—1), (7.78)
y vélida Vy € (—=1/3,1], (6 > 0), imponiendo la restriccién, p, < szl) La solucién, al igual que en los casos

anteriores, es isétropa y no inflacionaria. Fijando y = 0, entonces obtenemos

1 o
(5 3/ ‘B +2/ pO 06/

Va € (0,2), obteniendo asi la misma solucion en los tres enfoques.
Modelo BIX. Encontramos que la solucién vuelve a ser isétropa y no inflacionaria ya que

5 1 5 1
ap=a=a3=1 ¢=0, tsz—E('y—l—l), (5:§+’y, ﬁ:§+§p0(7—1), (7.79)

con p, = p,, € imponemos la restriccién, p, < ﬁ, Vy € (—1/3,1], (6 > 0) . En el caso particular en que y = 0,

la solucién colapsa a:

1 5 5 5
(5—5, ﬁ—E—FIX, po—i—zx, Vﬂée(o,2>,

i.e., idéntica a la obtenida en los tres enfoques.

Conclusion 7.3.1 La principal diferencia entre los tres enfoques, la obtenemos en el rango de validez del pardmetro de la
EdE; en el sequndo y tercer enfoques la solucion sélo es vilida si v € (—1/3,1], mientras que en el primero de los enfoques
v e (-1,1].

7.3.6. Modelo escalar interactuando con un campo de materia y G variable

En este modelo o/, + (0,, + pm) H+ $p,, = Qy ¢ (O¢ + V) + %p¢ = —Q,con Q =6Hp,,, y 6 > 0. En este
caso, la solucion toma la forma: ¢ = ¢yt %, V(t) = B2t G = Gyt*, 0, = porz(ﬂtﬂ).
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Modelo BV
La solucién que hemos hallado en este caso es la siguiente
ag=am=a3=1 g=0, (7.80)

donde m € (—1,1) \ {0} . Por consiguiente, al ser la misma que en los casos anteriores, se trata de una solucién
isétropa y no inflacionaria. Con respecto a los otros pardmetros vemos que

~2(1—m?) — %Gy ~((6(1—m?) —Goa?) (1+7) —4 (1 —m?) +24>Gy)

AT CE 26y (1+7) S B
siendo valida Vy € (—1/3,1] e imponemos la condicién a? < @ = K. En el caso particular en el que y = 0,
entonces 1 1 1

pozao[z(l—mz)—coaz], ﬁ:ﬁ{Z(l—mz)—i—Gotxz], 6=
encontrando la siguiente restriccion, 4% < 2(15:12) = K, yaque p, > 0.No podemos determinar el comportamiento

de G, pues G ~ t?*. La tnica restriccién sobre « nos permite afirmar que « € (—1,v/K)\ {0} . De esta forma
garantizamos que, V (t) ~ 2t o] potencial se comporte como una funcién decreciente y positiva. Con respecto
a G s6lo podemos decir que es decreciente si « € (—1,0), y creciente si &« > 0.

Modelo BVII

Bajo las hipotesis consideradas la solucion es,

o 2- Gy ﬁ:67+(1f7)co+2
0 Go(1+7)’ 2Go(1+7)

1
ap=a=a3=1 4g=0, =1, (5:'y+§, (7.82)
siendo s6lo vélidasih = 0y v € (—1/3,1], e imponiendo la condiciéon Gy < 2. La solucién, por lo tanto, es istropa
y no inflacionaria. Como en los anteriores casos (en esta geometria) & = 1, por lo que el modelo predice que G es
una funcién creciente, mientras que el potencial es decreciente y positivo. Si consideramos la EAE 7y = 0, entonces

2-Gy

w=1 0y = _2—|—GO 5_1

Gy ' B 2Go © 3
Modelo BIX

En el dltimo de los modelos estudiados en esta seccién, encontramos la siguiente solucién

_ 5-2Gy _15y+2(1-7)Go+5 1
o= 26, (T+ )’ iGo(1+7)

ap=ay=a3=1 g=0, a=1,

siendo, por tanto, s6lo vélida si v € (—1/3,1]. Debemos imponer, ademads, la condiciéon Gy < 5/2, para garantizar
asi que la densidad de energia sea una magnitud positiva. Al igual que en las soluciones anteriores, ésta también
es isétropa y no inflacionaria. Como en el modelo BVIIj aqui también & = 1, entonces G es creciente, mientras que
la funcién potencial es positiva y decreciente. En el caso y = 0, la solucién es

_ 5-2G

w=1, py= _5—|—2G0 1

= 5:—
2Gy ' B 4Gy ' 3’

la cual es muy parecida a las anteriores.

7.4. Modelo tenso-escalar

Las ecuaciones de campo vienen descritas por

87 w 1
Gij:?Tij+A(¢)gij+? -

¢ (4’;1‘]‘ - gijD47) , (7.83)

1 I
(4’,i4’,j — 58P ) +
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d dA
(3-+2 (¢)) Op = 87T — G0 07 =29 <¢d¢ A <¢>>) (7.84)

mientras que las principales magnitudes, tal y como demostramos en el tercer capitulo, deben comportarse de la
siguiente manera

—(fi+a)

p=ot", A(p)=NAop~ 7 , w(¢p)=const, p=pyt", Geglt) = ()", (7.85)

confi+a =2,ya=(1+7)h,siendo vy el pardmetro de la EdE, p = p.

7.4.1. Modelo BV

Para este modelo el tensor energia-momento efectivo adquiere la siguiente forma

e ()
70 = 7, y¥ P LA, 7.86
0= 5 f ¢+2 P +A(¢) (7.86)
L8t ¢ (d U w (N ¢
n--0r-5(5+5)-7(5) -Frao 757
’ 8t ¢ (d w (¢\* ¢
=5 (5+5) -2 (5) -G ra@. 759
3 8t ¢ (a UV w (¢ ¢
BT (55)-5(5) -G e )
mientras que las ecuaciones de conservacién son
¢ ‘P'>_ ( _ dA)_S” _
342 H 2(A - 3p), 7.90
+20 () (5 + 1S 055 ) = 5 =) 790
o'+ (p+p)H=0, (7.91)

con H = ht~!. La solucién encontrada para las Ecs. (7.3-7.7) bajo las hipétesis anteriormente planteadas, Ec. (7.85),
es la siguiente

m=a=a3=1 ¢,=1 me (-1,1)\ {0}, n=-1-23,
1
poz—m((w+1)(37+1 +67+2m?),
2 _ —
Ay = B+ (2(m -1) + (v )(37+1)w). 7.92)

2(1+17)

Observamos que la solucién es is6tropa y no inflacionaria siendo vélida, en principio, param € (0,1), es decir,
hemos encontrado el mismo tipo de solucién que en los casos anteriores para esta geometria. Con respecto al
parédmetro de la densidad de energia vemos que p, = 0, sii

(a)i \/Zw(l—m2)+3—2m2+2)
3(w+1)

v = , Vw € R\ {-1}, (7.93)

mientras que, i = 0 <= vy, = —%. Siy < —1/3entoncesii >0y <0Vye (—1/3,1].

Fijando el valor del pardmetro de Brans-Dicke en base a las observaciones recientes w = 4-10* ([241]) y
tomando para m el siguiente valor, m = £1/2 (aunque el resultado no dependa tanto del valor de m sino del valor
de w), entonces p, > 0 <= v € I;, donde I; = (—0,335382, —0,3313004) . Mientras que Ag > 0, Vy € (—=1,1]\ L,
siendo I, = (—0,3333427, —0,333333) . Observamos que Ag = 0, si

1 1
= —— - _ 2
Y=-3 T=3- (wj:\/Zw(Zw 3m +3)>,
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siendo Ag < 0, Vy € I, con I C Iy. Por tanto, llegamos a la conclusién de que la solucién sélo es véalida para
Vy € L, ie., un pequefio entorno de vy, £(y, = —%) = I, con I, C I;. De hecho, si observaciones futuras
sugiriesen un valor mayor del parametro de BD, entonces dicho intervalo serfa todavia mds pequefio, de forma
que en el limite, I; — {—1/3}, siendo este resultado concordante con el hecho de que cuando w — oo la teoria
de BD converge a la RG. De esta manera, vemos que, si y = 7., entonces p, > 0 pero Ag = 0y 7i = 0, entonces
¢ = ¢, lo que significa G = Gy (constante), es decir, para este valor especifico, la solucién encontrada coincide con
la solucién del modelo clasico hallada anteriormente. En el siguiente gréfico, Fig.(7.1), representamos la solucién
obtenida en el intervalo .

r0.10
0.08
F0.06
F0.04

0.02

Y

r T T T T-0
-0.336 -0.335 -0.334 -0.333 =o:
[-0.02

Figura 7.1: Solucion al modelo JBD con A = A(¢), para el modelo BV en el intervalo I; = (—0,335382, —0,3313004).
pp (rojo), Ag (azul), /i (magenta).

De igual forma podemos comparar la soluciéon de este modelo con la encontrada en la clasica con G y A
variando en el tiempo. Vemos que V7 € I tal que 7 > 1., entonces i < 0y por lo tanto Geg =~ ¢!, es creciente,
y A se comporta como una funciéon decreciente y positiva. Observar que 7 > 0, Vy € (—0,335382,7,), i = 0si
Y=,y <0Vy € (y.,—03313004).

7.4.2. Modelo BVII

Para esta geometria, el tensor energia-momento adquiere la siguiente expresion

T) = i;TpH(Z +% (‘g)zw\(qb), (7.94)
LA e o
L R BT
T3 = (’Z/ - lZ) ‘g (7.97)
L A o e

siendo las ecuaciones de conservacién las dadas por las Ecs (7.90-7.91). Encontramos la siguiente solucién

aq=a=a3=1 ¢g=0, h=0,
$po=1 7=-1-3y,

[w (3y+1)2+972+127+1}
Po=— 87 (1+7) '
Ay~ Br D 0=y Br+1) (7.99)

2(1+9)
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Vemos que la solucién encontrada sé6lo es valida para el caso i = 0y que los tres factores de escala son idénticos
por lo que es isétropa y no inflacionaria, como en los anteriores casos. Llevando a cabo un andlisis idéntico al
realizado para el modelo anterior, encontramos que p, = 0, sii

 (wEV2w+3+42)
v=— 3013 , w# -1, (7.100)

mientras que, Ag = 0, sii

1 w =+ /2w (2w + 3)
3w

, w#0. (7.101)
Si fijamos w =4 - 104, entonces

pp>0 <= «vyeh, L= (—0,335698, —0,330984) ,

AN <0 <= «veb, I=(-0333345 -0,333333), (7.102)

de hecho Ay > 0siy € L. Es decir, tenemos una situacién absolutamente anédloga a la descrita en el modelo BV
(ver Fig. (7.1)) y, por tanto, llegamos a conclusiones anélogas en este caso. Vemos que la solucién sélo es valida
V7 € I, un entorno del punto critico v, (7. = f%) = Ij, con I, C Ij; pero si consideramos las observaciones

([95]) las cuales sugieren Ay > 0, entonces la solucion sélo es valida Vy € I\ L.

7.4.3. Modelo BIX

En este caso el tensor energfa-momento efectivo es el siguiente

- Soen 5 (4) v
o, (L) e (0, a0t
1S4 (5 0)5(5) 5o
-0 (1) 5 (5) -5 v

y las ecuaciones de conservacién a considerar son (7.90-7.91). La solucién encontrada es la siguiente
ag=ay=a=1, q:O 4’0:1/

[Zcu (37 +1)% + 1872 + 24~ + 1]

Po="~ 167 (1+7) '
_ B+ G+2w(1—7)By+1))
Ag = 01 , (7.107)

por lo que la métrica colapsa a la dada por la Ec. (7.48), siendo la solucién isétropa y no inflacionaria. En este caso

<2wj: V25w +7) +4)
6(w+1) ’

mientras que el pardmetro de la constante cosmolégica se anula, Ag = 0, cuando

1 20 + /2w (Bw + 15
— Z’w(““r ) w0, (7.109)

Y= 75’

v w £ -1, (7.108)

Una vez més se pone de manifiesto la analogifa entre las soluciones para los distintos modelos. Si consideramos
que w = 4 - 10%, entonces encontramos los siguientes intervalos

00>0 < qyel I =(—0335976878,—0,330706454),
Ao <0 <= el I=(—0,333348958 —1/3), (7.110)
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de esta forma las conclusiones son idénticas a las encontradas en los dos casos.

Conclusién 7.4.1 Por tanto, en los tres casos concluimos que la solucién sélo es vdlida en un pequefio intervalo de vy,
E(y, = —%) = I . Para vy, entonces p, > 0 pero Ag = 0y it = 0, lo que implica ¢ = ¢, y esto significa que G = Go
(constante), es decir, la solucién coincide con la obtenida en el modelo cldsico para un fluido perfecto. Si comparamos estas
soluciones con las obtenidas en el modelo cldsico con constantes variables, vemos que si y > 7., Vy € Iy entonces 7i < 0y
al ser Gegg =~ ¢! (G(t) ~ t37+1) , entonces es creciente, mientras que A (A ~ t‘2) es positiva y decreciente, tal y como
sugieren las observaciones recientes.

Si realizamos un andlisis similar al aqui efectuado pero para el modelo descrito por la accién

1 1
5= 8ﬂfd”‘wfg{z [evR— %fmf‘ —ZU<4>>} +£M},

entonces llegamos a la misma conclusién, lo cual no es obvio, tal y como hemos puesto de manifiesto a lo largo de
esta Tesis.

Para concluir, compararemos nuestros resultados con las observaciones recientes sobre la variacién de G, las
cuales estiman la relacién G’/ G (ver por ejemplo [222]). Nosotros, en los tres modelos estudiados, hemos obte-
nido, G(t) ~ 371 y G(t) ~ t?; esto significa que G'/G ~ et~!, siendo ¢ = 37 + 1 0 2. Si consideramos una
estimacién media para la edad del universo como t ~ 10'7s = 3,1536 x 10'%yr, entonces obtenemos los siguientes
resultados en funcién de la EdE y : Paray = 1, (e =4), G'/G ~ 1,2683917 x 10’10yr’1, para vy = %, (e=2),
G'/G ~ 6,3419584 x lO’Hyr’l, paray =0, (e =1), G'/G ~ 3,1709792 x 10’11yr’1, mientras que para vy = —0,3,
(e = 0%),G'/G ~ 3,1709792 x 10~ 2yr~1. Observar que estos resultados dependen de la estimacién sobre la edad
media del universo, i.e., sobre la estimacién del parametro de Hubble. Como podemos ver, nuestros resultados
estdn de acuerdo con los obtenidos para el pulsar binario Hulse-Taylor [85] y [86] y con las observaciones sobre la
enana blanca G117-B15A, las cuales sugieren |G’/ G| < 4,10 x 10~ 'yr~! [90] pero no concuerdan con las aportadas
por supernova tipo IA las cuales sugieren una G decreciente, —1,6 x 10~ 2yr~! < G'/G < 0[89].
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Modelo Kantowsky-Sachs
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8.1. Métrica y ecuaciones de campo

Comenzamos considerando los siguientes campos de Killing (KVF) [289],

Z1 =0y, Zp=cotzcosydy+sinyd;, Zz= —cotzsinyd, +cosyd;, Zy =9y,

de tal modo que forman la siguiente algebra

(Z1,2) =23, [Z0,23) =21, |Z3,Z1)=Zp, [Z4Zi]=0.

De esta forma la métrica adquiere la siguiente expresioén

ds? = —dt? + a(1)dx® + b2 (t) (sin® zdy? + dz2)

Encontramos que la métrica (8.3) admite el siguiente campo homotético (HVF)

a v v

donde los factores de escala se comportan de la siguiente forma

a(t)=apt™, 'y  b(t)=Dbet, VmeR".

149

(8.1)

(8.2)

(8.3)

(8.4)

(8.5)
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Las ecuaciones de campo para esta métrica son

1 vad (VN
b2+2ba+<b> =1, (8.6)
1 b (N
2yt <b> = T3, (8.7)
1 ! ! "
b? * be ! 59

siendo T; el tensor energia-momento correspondiente. A esta ecuaciones deberemos afadir la(s) ecuacioén(es) de
conservacion correspondientes a cada modelo.
Con las restricciones obtenidas para la métrica, los pardmetros de anisotropia vienen dados por

2 2 2
Ao M= 5 WR= (re? = 2m +2)7 2m+? , (8.9)
3(m+2) 36 (1m + 2)

y la entropia gravitatoria,
2 (m?—2m+2)°

P? = :
3 (m* 4 2m? + 4m + 4)

(8.10)

8.2. Soluciones clasicas

8.2.1. Soluciones de vacio

No existen soluciones para este modelo.

8.2.2. Fluido perfecto

Recordamos que el tensor energia-momento estéd definido por, T;; = (p + p) u;u; — pgij, con una ecuacién de
estado (EdE), p = 9p, (v = const.), y que ademds, consideramos el principio de conservacién para el campo de

materia, i.e., Tl]] = 0. Encontramos la siguiente solucién

a(t) = apt¥?,  b(t) =bot, p=pet % (8.11)
por tanto, la métrica adquiere la siguiente expresion
ds? = —dt* + 12V2452 + (sin2 zcly2 + dzz) , (8.12)
siendo la solucién encontrada tinicamente valida para el siguiente valor de la EdE
7. =1—+/2~ —0,41421356. (8.13)
Con estos resultados vemos que la solucién es inflacionaria, ya que el pardmetro de deceleracién es negativo
7=2-1=2-2vi<o, (8.14)

mientras que los pardmetros de anisotropia toman los siguientes valores

(2 B ﬁ)z 2 » 11 35V2 4
A= —~~——72-=209437252 x 1077, W= — — —— =2,8059077 x 10”7, (8.15)

(2+ﬁ)2 2 ?

por lo que podemos considerar que la solucién es isétropa, al ser ambos valores muy préximos a cero. El valor de
la entropia gravitatoria es el siguiente

p2_52_12V2 _ ol ine0 1072 (8.16)
T
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8.2.3. Modelo con constantes variables

En este caso, consideramos que las “constantes” G y A varian con el tiempo, y recordamos que las ecuaciones
de campo para este modelo son las siguientes:

Gij=G(T;— A(t)gi, (G — Alt)gy)” =0, (8.17)

donde, ademads, tendremos en cuenta la condicién de conservacién para el campo de materia, Tl]] = 0, evitando asi
procesos de creacién de materia. Encontramos la siguiente solucion

a(t) - aotﬁ’ b(t) - bot/ p = pot_(’)"'rl)(z‘i‘ﬁ)

G = GottD(2+v2)-2 A _ A2 (8.18)
donde
decreciente Vy € [—1,7,) negativa Vy € [—1,7,)
G =~ ( constante siy = 7, , Ag= < nulasiy =1, , (8.19)
creciente Vvy € (., 1] positiva Y7y € (7., 1]

siendo 7, el valor critico del pardmetro de la EdE dado por la Ec. (8.13). Esta solucién, en principio, es véalida para
todo valor de la EdE 4, i.e., no existen restricciones (matematicas) para y. Como en la solucién anterior, vemos
que volvemos a obtener una solucién inflacionaria, ya que el pardmetro de deceleraciéon es negativo, 4 < 0, y que
podemos considerar la solucién como isétropa, pues los dos pardmetros de anisotropia estdn muy préximos a
cero. Observamos que G (y,) = Go, ¥ Ag (7.) = 0. Teniendo en cuenta las observaciones que sugieren una A > 0,
entonces llegamos a la conclusion de que la solucién solamente tiene sentido fisico en el intervalo v € (1., 1],
donde G es creciente y A > 0.

Vemos que nuestro modelo predice los siguientes valores numéricos para la “constante” de gravitacién. Consi-
deramos el cociente, G’ /G,

GI
G

€
3,1536

Q

~ % x10 0y, = (y+1) (2 n fz) —2 (8.20)

siendo f un valor estimado de la edad del universo. En la siguiente tabla recogemos los diferentes valores de G’ /G,
para diferentes ecuaciones de estado

’ v \ G'/G ‘
—1/3 1 8,7564171 x 10~ 2yr~!
0 | 4,4844419 x 10~ yr T
1/3 |8,0932417 x 10~ Myr~,
1 [1,5310842 x 10~ Oyr 1.

De esta forma, los resultados s6lo estarian de acuerdo con las observaciones para valores de y < 0. Estos calculos
son muy sensibles a la edad estimada del universo, por lo que si utilizamos otra estimacién, los resultados varian.

8.3. Modelos escalares

8.3.1. Modelo escalar

Para este modelo, las ecuaciones de campo vienen dadas por las Ecs. (8.6-8.8), donde el tensor energfa-momento
estd definido por las Ecs. (3.67-3.68) mientras que la ecuacién de conservacién viene dada por la Ec. (3.69). Por lo
tanto, si consideramos la Ec. (3.99) encontramos el siguiente resultado

x=2v2, B=2+V2, m=+72, qu—;\fZ<O, (8.21)

viendo que obtenemos la misma solucién para los factores de escala y, por lo tanto, la métrica viene expresada por
la Ec. (8.12). De esta forma podemos asegurar que la solucién encontrada es inflacionaria e isétropa. La solucién
obtenida, # = 2+/2, es un atractor para otras soluciones, por lo que describe comportamientos asintéticos para
éstas, tal y como ha puesto de manifiesto Coley [151]. Vemos que el potencial es positivo, por lo que este modelo
predice que la constante cosmoldgica sea positiva y decreciente V ~ Bt 2, tal y como sugieren las observaciones
recientes.
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8.3.2. Modelo escalar con G variable

Al igual que en el caso anterior, las ecuaciones de campo estdn definidas por las Ecs. (8.6-8.8) con un tensor
energia-momento definido por las Ecs. (3.67-3.68), y ademas, tendremos en cuenta una ecuacién de conservacién
descrita por la EC. (3.106). El comportamiento de las magnitudes involucradas en este modelo esta descrito en la
Ec. (3.140). Encontramos la siguiente solucién

1 3 2V2
P ﬁ:§a2(1+\fz), m=v2,q=2-3v2<0, GOZT{, (8.22)

de forma que, una vez maés, encontramos que los factores de escala se comportan de igual forma que en la soluciéon
obtenida para un fluido perfecto, por lo que la métrica se reduce a la Ec. (8.12), asegurando asi que la solucién
es inflacionaria e isétropa. El pardmetro & queda indeterminado, pudiendo tomar valores tanto positivos como
negativos excepto & = 0, i.e., « € R\ {0}. Sin embargo, para que el potencial describa una constante cosmoldgica
positiva y decreciente, V ~ t—2(e+1) "entonces a € (—1,00)\ {0}. Con esta restricciéon, G ~ 2% Gnicamente es
creciente si w € (0,00), pudiendo ajustar el valor de «, teniendo en cuenta los diversos trabajos sobre la variacién
de G, es decir, si consideramos que G'/G ~ et = ﬁ X 10_10yr_1, siendo ¢ en este caso, ¢ = 2&, y tomando

por ejemplo, G’ /G < 4,10 x 10~ yr~1, entonces = 0,646488.

8.3.3. Modelo sin interaccién con un campo de materia

Las ecuaciones de campo para este modelo estdn descritas por las ecuaciones (8.6-8.8). Los tensores energfa-
momento de los campos de materia y escalar estdn definidos por las Ecs (3.3 y 3.67-3.68). Al no contemplar

interaccion entre los diversos campos considerados, las ecuaciones de conservacién estan descritas por las Ecs.
(T'”)g j=0= (T‘P); i En el tercer capitulo determinamos el comportamiento de las magnitudes (3.144), por lo que

la solucién encontrada es la siguiente

2
ﬂ=2+ﬁfpo§, “:Zﬁ*P0(2+\6)f
m=+2, y=1-V2=1, q:Z—%fz<o. (8.23)

Vemos que la solucién tnicamente es valida para, v = 1 — V2 = Y., tal y como sucedia en el caso de un
fluido perfecto, obteniendo el mismo comportamiento para los factores de escala que en aquella solucién, por lo
que la solucién es inflacionaria e isétropa. Las tinicas restricciones fisicas que podemos imponer son las siguientes:

considerar que p, sea positivo, i.e., p, > 0, ademds a debe ser positivo, por lo tanto, p, < 2v/2/ (2 + \@) ,

mientras que f3 s6lo es positiva si p, < 2 (2 + ﬁ) /2, por lo que concluimos que, p, < 2v/2/ (2 + ﬁ) . Desde

el punto de vista de los sistemas dindmicos, Coley (ver [151] pdg. 77) ha puesto de manifiesto que este tipo de
soluciones (las matter-scaling solutions) son estables y con sentido fisico si « > 2; de esta forma podemos obtener

otra restriccion sobre p,, siendo ahora ésta, p, < (2\/5 — 2) / (\@ +2).

8.3.4. Modelo escalar sin interaccién con un campo de materia y G variable

Las ecuaciones de campo para este modelo vienen descritas por las Ecs.(8.6-8.8). Los tensores de los campos de
materia y escalar estan definidos por las Ecs. (3.3 y 3.67-3.68). Al considerar que no hay interaccién y que G varia
con el tiempo, entonces las ecuaciones de conservacién quedan definidas por las Ecs. (3.147-3.148). Al saber como
se comportan las magnitudes (3.149), entonces la solucién encontrada es la siguiente,

a=a, /3:%2(1+f2), po—é()(1+\f2)—f<2+\f2),

y=1-V2=1, m:ﬂ,q:2—§ﬁ<0. (8.24)

Una vez mas, observamos que la soluci6n sélo es valida para el pardmetro de la EdE 7. = 1 — v/2, y que los
factores de escala se comportan como los obtenidos anteriormente, por lo que la métrica viene expresada por la
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Ec. (8.12), de forma que la solucién es inflacionaria, al ser el pardmetro de deceleracién negativo, e isétropa, al
ser los dos pardmetros de anisotropia muy préximos a cero. Observamos que la soluciéon queda indeterminada al
depender de & y Gy. En primer lugar debemos “suponer” que Gy, es positivo pasando a imponer alguna restriccién
al parametro «. La tnica restriccién posible viene dada en funcién de la expresién encontrada para el pardmetro
0o que debe ser también positivo, por lo tanto, encontramos que

s (1+2)
a? < G—Om. (8.25)

Resaltamos que la solucién encontrada predice un valor g > 0, lo cual concuerda con las observaciones. Ade-
mas deberemos tener en cuenta que a« € (—1,00)\ {0}, para que el potencial, que imita el comportamiento de
la constante cosmolégica, sea decreciente. Pero no podemos afirmar nada sobre el comportamiento de G, ya que
puede ser tanto creciente como decreciente.

8.3.5. Modelo escalar interactuando con un campo de materia
Primer enfoque

En este primer enfoque, las ecuaciones de campo a tener en cuenta vienen dadas por Ecs. (8.6-8.8) donde los
tensores energia-momento de los respectivos campos estan definidos por las Ecs. (3.3 y 3.67-3.68). Al considerar

interaccién entre ambos campos, la ecuacién de conservacion es (3.151), i.e., (T’”)f,]. = — (T‘P);,j. Teniendo en
cuenta el comportamiento de las magnitudes Ec. (3.144), encontramos la siguiente soluciéon

m:\/ﬁ,qzzf%\/i<0, a=2V2—-p,(7y+1), B= (2+\6)—p2—0(1—7), (8.26)

siendo vélida para todo valor del pardmetro de la EdE v, i.e., Vy € (—1,1], en vez de para un tnico valor como en
las soluciones anteriores. Igualmente observamos que la métrica colapsa a (8.12), y que, por tanto, la solucién es
inflacionaria e isétropa. La tinica restriccion sobre p, que encontramos es la siguiente,

2V2
0< < —, Vy e (—1,1], 8.27

ya que & debe ser positivo. Con esta restriccién garantizamos que 8 > 0, por lo que el potencial es positivo y
decreciente.
Siy = 0, (modelo de materia oscura interactuando con energia oscura) entonces

m=v2, a=2V2-p, ﬁ:(2+\/§)—%0, (8.28)
y por lo tanto 0 < p, < 2v/2.

Segundo enfoque

En este segundo enfoque, las ecuaciones a tener en cuenta son Ecs. (8.6-8.8) junto con las Ecs. (3.3 y 3.67-3.68)
que definen los tensores de los campos de materia. En este caso, las ecuaciones de conservacion estdn definidas por
Ecs. (3.162-3.163). Si tenemos en cuenta que el comportamiento de las magnitudes estd descrito por la Ec. (3.144),
entonces la solucién encontrada es la siguiente,

m=v2, q:2—§ﬁ<0, a=2v2—p,(7+1),

ﬁ:(2+ﬁ)+%0(7—1), az—Wgo. (8.29)

Sorprende ver que hemos encontrado la misma solucién que en el caso anterior y que, por lo tanto, la solucién
es inflacionaria e isétropa; ademds, deberemos tener en cuenta las mismas restricciones sobre «. La tinica diferencia
con respecto al anterior enfoque viene determinado por el hecho de que, en este modelo, § debe ser negativo
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(para no violar los principios de la termodindmica); por esta razén, encontramos que la solucién sélo es vélida si
v € (7.,1], ya que, de otro modo, J podria ser nula, si v = 1., 0 positivo si ¥ < 7.
Siy=0

m=v2, q:2—§ﬁ<o, a=2v2—p,,
V2
p=(2+v2) -, s=-Y= <, (8.30)
viendo de esta forma que a > 0,51, 2v/2 > p,.

Tercer enfoque

Si resolvemos las ecuaciones de campo Ecs. (8.6-8.8) siendo los tensores de los campos definidos por las Ecs.
(3.3 y 3.67-3.68) junto con las ecuaciones de conservacién Ecs.(3.181-3.182) y teniendo en cuenta los resultados de
la Ec. (3.144), entonces encontramos la siguiente soluciéon

m=1/2, q:2—§ﬁ<0f 0 =2vV2-py(7+1),

B=(2+V2)+ 2 (y-1), s=v2Z+y-1, (8.31)

siendo ésta igual a la anterior y, por lo tanto, validas en este caso las conclusiones a las que habiamos llegado
en dicho caso. Vemos ahora que, J§ debe ser positivo, encontrando asi que la solucién sélo puede ser valida si
v € (7,,1], donde recordamos que v, = 1 — /2.

Si fijamos y = 0, entonces

3
m=v2,  q=2-3V2<0, «=2V2-p, p= (2+v2) —%0, s=V2-1. (832
Vemos por lo tanto que los tres enfoques estudiados son muy similares; la tinica diferencia entre el primero y los
otros dos es la validez del pardmetro de la EdE, en el primero encontramos que la solucién es validasiy € (—1,1],
mientras que en los otros dos, la solucién sélo es vélida siy € (7, 1].

8.3.6. Modelo escalar interactuando con un campo de materia y G variable

La solucién encontrada para las ecuaciones de campo (8.6-8.8), junto con las Ecs. (3.3 y 3.67-3.68) que definen
los campos de materia y escalar, y las ecuaciones de conservacién (3.224-3.225) donde la funcién de acoplamiento
viene dada por la expresién Q = dHp,,, es la siguiente

3
m=v2,  q=2-3vV2<0, d=7v-14+V2 Vre(y1],

2\/§ - 0(2 GO 1 2
= —, = (a®Go(1—7) +4y (V2+1) +4). 8.33
En primer lugar vemos que la solucién sélo es vélida si y € (7,,1]; de esta forma garantizamos que § > 0.
Los factores de escala se comportan como en las soluciones anteriores y, por lo tanto, esta solucién también es
inflacionaria e isétropa. Una restriccion posible sobre a viene de la definicion de p,, que debe ser positiva. De esta

forma encontramos que, a? < % Ademas, podemos considerar que « € (—1,00)\ {0}, para que el potencial

sea decreciente. Con esta restriccién vemos que f es positivo, lo cual concuerda con las observaciones. Pero no
podemos afirmar nada sobre el comportamiento de G ya que puede ser tanto creciente como decreciente. Si fijamos
v = 0, entonces

m=?2, q:Z—%\/E<0, b=—-1+V2

2v2 o, 2 a?
Po= "G ﬁ_50+7' (8.34)
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8.4. Modelos tenso-escalares

8.4.1. Modelo con constante cosmolégica

Recordamos que las ecuaciones de campo para este modelo son las siguientes

1 8 1 1
Rij = 58ijR = %sz +A(P) gij + % <<P,i4’,j - 28ij¢,z¢’l> + % (4’;1']' - 8ijD4’) , (8.35)
(342w (¢)) Op = 81T — wyd ;¢ —2¢ (pAy — A (), (8.36)

siendo, T = Tl.i, la traza del tensor energia-momento del campo de materia. La constante efectiva de gravitacion,
Gef(t), viene definida por la expresion

(8.37)

2w+4\ Gy
6t = (353) 7

De los resultados obtenidos en el capitulo 3, sabemos que las magnitudes deben comportarse de la siguiente
forma:

¢ =ot", A(P) =Nt ", w(g)=const, p=pgt"

donde, n+a =2, 0 = (14 ) h, y h = 2+ m. Teniendo en cuenta todos estos resultados, encontramos la siguiente
solucién a las ecuaciones de campo planteadas.
Los factores de escala se comportan de la siguiente manera

a(t) = agt™, b(t) = bot, (8.38)
con
m= % (1-vy—A)€[1,2361,4], Yy € {—1, H , (8.39)
siendo, A = 1/992 — 10 + 1. El pardmetro m no estd definido si y € (%, 1) . Precisamente m (y = 1) = 0.
El campo escalar se comporta como sigue
¢ = Pot", Get = ¢!, (8.40)
donde
n= % (—1 —3Y 4+ A +7)) c {—1;,2} ,  Vye [—1,;} , (8.41)

observando que

1
n>0,Vvye[-17,.), n,, =0, n<0, Vye (’yc, 9} , My = —2.

Recordamos que 7y, estd definido por la Ec. (8.13). Con respecto a la constante del campo escalar ¢, la solucién

obtenida es )
14+4y*—7y+A2y-1) 11 1
=— -3, — -1,= 42
$o Y1437+ A) €35 VYre|-Lg| (8.42)

viendo que

1
(PO <0 v’)/ € [_1/ 71) ’ (PO'yl = O’ (PO > 0/ vr)/ € (r)/l/ 9:| ’ (PO'y:l = 1/

donde v, = —0,1708203932. Por lo tanto, la s6lucién sélo es valida si y € ('yl, %} y v = 1, ya que sélo para estos
valores de 7, ¢, es positivo. Con respecto a la constante cosmolégica encontramos que

A(p) =Nt ™2, No=Ag(1,w), w (¢) = const = 4 x 104,

(el valor de w (¢) lo hemos obtenido de [241]), es decir la constante Ay toma una expresién complicada que de-
pende de los pardmetros 7 y w. El andlisis numérico llevado a cabo nos muestra que: Ag > 0, Vy € (—1,7,),
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Aoy, = 0, Ag > 0¥ € (12,70), Aoy, = 0, Ag > 0¥y € (%,5] ,y Mgy = 1, siendo 7, = —0,4142736105, y

7. = —0,4142135624. Observamos que 7, € (7., 4],y por lo tanto Ag,, > 0.
La densidad de energia se comporta de la siguiente manera

p=ppt™ ", a=(1+7v)(m+2), Po = po (1, @), (8.43)

donde el andlisis numérico realizado nos indica que
00 >0Vye(=L1),  Pop, =0, P <OYYE(Y,75),  Po, =0
1
Po>0Vy e (v5,71), Loy, = 0, pg <0, Vy e <71, 9] , Poq_, = —795,8940815, (8.44)

donde v, = —0,4187505363, 75 = —0,4097441700, y y; = —0,1708203932.
De esta forma, llegamos a la conclusién de que la solucién encontrada no es fisica (carece de sentido fisico) ya

que ¢, > 0, YV € (')/1, %} , pero py <0, Vy € (’yl, %} . Resaltamos el hecho de que, precisamente cuando y = 7,

entonces los pardmetros adquieren los siguientes valores numéricos, m, = V2,1, =0,y Ng,, = 0, tal y como
sucedia en la solucién encontrada para un fluido perfecto con constantes variables en el marco de la Relatividad
General.

8.4.2. Modelo con potencial

Las ecuaciones de campo son

8 1 1 u
Gij = %sz + % <¢,i¢,j - 28ij¢,l¢’l> + 5 (47,.,-]- - gijD(P) + g))gij, (8.45)
(342w (¢)) O¢p = 87T — weg ¢ + pUy — 2U (¢), (8.46)

donde, T = T/, es la traza del tensor energfa-momento. Para este modelo la constante efectiva de gravitacién,
Gefs(t), estd definida por

2w+4) G (8.47)

Gest(t) = (2w+3 o(t)

Recordamos que en el capitulo 3, habfamos demostrado que las magnitudes deben comportarse de la siguiente
forma

o =got" U(@)=Ut"™?, Gegm¢™!, w(p)=const. p=pet™,
conn+a=2,a=1+y)hyh=2+m.
Siguiendo los pasos descritos en el anterior modelo, encontramos la siguiente solucién. Los factores de escala

siguen las leyes
a(t) = agt™, b(t) = bot, (8.48)

con
1

1
=—(1—-9-A 1,2361,4 -1, = 8.49
m=g(-7-A)enze1y,  vre|-1g, (8.49
yA = /992 — 107 + 1, no estando por lo tanto, definido el pardmetro m, Vy € (%, 1) ym(y=1) = 0. Con
respecto al campo escalar vemos que

p=ot",  Gpm¢ ' =Gt (8.50)

siendo en este caso

1 ) 14 1
niﬂ( 1—3y +A(1+’y))e{ 3,2}, V’)/E[ 1,9}, (8.51)

observando que

1
n> 0/ Vr)’ S [_1/76)/ n"/C = 0/ n < 0/ v’)/ € (l)/c/ 9:| ’ n'yzl = _2/
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donde 7, es el valor critico de la EAE dado por la Ec. (8.13), mientras que

_ 4y 3y —1+A)
592 +4y -1+ A(y+1)’

$o ¢y >0, Vy € [—1, H , (8.52)

observando que: ¢, (v = 1) = 1. De esta forma vemos que la solucién sélo tiene sentido fisico si y € {71, g} y
v =1, ya que ¢, debe ser positivo. El potencial del campo escalar se comporta de la siguiente manera

u ((P) = uOtn72/ Up = Uy (’Y/ (U) ’ w (‘P) = const = 104/ (853)

el andlisis numérico llevado a cabo nos indica que

1
Uy >0 V"y S (1, 9:| \ (’)/2, ’}’C) ’ u07:1 =1,

Uoy, =0, Uo<O0VY€E(7127), U =0,

siendo v, = —0,4142736105, y v, = —0,4142135624. Obsérvese que (n —2) < 0. La densidad de energia sigue la
siguiente ley

p=pt ",  a=0+7)(m+2), py=py(r,w), (8.54)
con ]
0o <0Vye (-1, 9] \(re75),  Po,, = —795,8940815,

Poy, =0 Po >0 VY € (74,75), Poys =0
donde 7, = —0,4187505363, y 75 = —0,4097441700.

0.1

Y

T T T T L = —— T
-0.422 0,420/ -0.418 -0.416 -0.414 -0.412 -0ATp 6408

Figura 8.1: Modelo con potencial. La solucién sélo es valida en el entorno v € (7, 7s). py (r0jo). Uy (azul) y n
(magenta).

Por tanto, la solucién tnicamente tiene sentido fisicosiy € I = (v4,7Y5) 3 7., es decir, un pequetio entorno del
valor critico del pardmetro de la EdE vy, donde la densidad de energia es positiva, p, > 0, al igual que el campo
escalar ¢, > 0, mientras que el potencial Uy > 0Vy € I\I, donde I. = (7,,7.). En la figura adjunta hemos
representado esta situacion, ver Fig.(8.1). Vemos que G (7y) , es decreciente si y € (74, 7,), constante si v = 7,
y creciente si v € (., 75) . Tal y como sucedia en la anterior situacién, el del modelo con constante cosmoldgica,
vemos que si fijamos v = v, entonces, m,_ = V2, ny, =0,y Aoy, = 0, tal y como sucedia en el modelo con un
fluido perfecto con constantes variables. De esta forma, vemos que existe una estrecha relacién entre las soluciones
obtenidas en dicho marco y las aqui obtenidas, donde Geg & t " = t1+7)1=2 i, el mismo resultado que en aquel
escenario. De igual manera, observamos que la solucion es inflacionaria, ya que g < 0, Vy € (74,75) y que es
isétropa, pues los pardmetros de anisotropia estin muy préximos a cero.

—1)2 2 _om+2)?
A= LMD s, g e 2m2)
36 (m +2)

< 0,01, (8.55)
3(m+2)
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y la entropia gravitatoria,

2 (m? —2m+2)°

2
= 0,02, 8.56
’ ’ 3(m4+2m2+4m+4)<< (8.56)

con m = % (1—y—A), A= +/992 — 107 + 1. Para concluir esta seccién, hemos calculado los valores de m en
Y4 Y s siendo: m,, = 14117478 y m,, = 1,4166738. Estos valores adquiriran un completo sentido en la proxima
seccion.

8.4.3. Modelo camaleén

Las ecuaciones de campo vienen descritas por las siguientes ecuaciones

J(¢) w 1 : 1 u(e)
Gij = TTi/‘ + o (4’,;‘4’,]' - 2$ij4’,l¢l) + P (4’;1‘]‘ —81']‘D4’) + Tgijf (8.57)
(2w +3)0¢ =T (] - ;gb](p) — (¢l —2U), (8.58)

donde las magnitudes deben comportarse de la siguiente manera

¢ =¢ot", U(p)=Upt" ™, Gegmo™, w(¢p)=const. p=pyt™ J(p)=Jot"""2

conae = (1+y)h,yh=2+m.
Encontramos la siguiente solucién. El parametro n;

, (8.59)

de tal forma que n = 0, sii m, = +/2 = +1,414213562, considerando sélo la solucién positiva, entonces, m €
R*\ {1}.Observamos que n < 0sim € [0,1) U (mc4,00),yn >0sim € (1,mc).

El resto de las magnitudes dependen de los parametros (m,y,w), por lo que, para llevar a cabo un anélisis
numérico, necesitamos fijar el valor de dichos pardmetros. Fijando w = 4 - 10%, entonces hacemos variar (1, ).
En el figura adjunta (8.2) representamos las magnitudes, densidad de energia p (rojo), campo escalar ¢ (azul),
potencial U (verde), junto con el plano z = 0 (gris), para resaltar los valores positivos de las tres magnitudes para
un pequerio intervalo de m, donde ambas funciones son positivas.

Vemos que la densidad de energia es positiva Vy € (7., 1], siendo negativa cuando y < <,. De forma porme-
norizada podemos fijar determinados valores para ¢, v = 1,1/3,0, —1/3, i.e., las ecuaciones de estado usuales.

Para v = 1 entonces; ¢ = ¢,t", y por lo tanto, Geg ~ (j)—l = G4t7",donde

(10002m* — 2m> — 60007m? 4 80010)

= = 1 ~ 1 4 = — .
00 =90 (m 7= 1w =10') (5001m% — m? — 9999m% —3m 1 2) ’ (8.60)

entonces
¢y = 0, <= my = 1,414184279, my = 2,000024995, (8.61)

y ¢ no esta definida cuando
mg, = 0,1399429180, m,, = 1,414180724,

de tal forma que ¢, > 0sim € (mgy,m,,), negativo ¢, < 0sim € (mg,,my),y ¢y > 0sim € (my,my). La
constante del potencial Uy se comporta de la siguiente manera

, (8.62)

por lo tanto U tiene las mismas raices que ¢, y no estd definido cuando
mg, = 0,1399429180, my,, =1, m,, = 1,414180724,

de tal forma que Uy > 0sim € (mg,, mg,) \ {ma,}. Uy < 0sim € (my,,my),y Uy > 0sim € (my,my).
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Figura 8.2: Modelo camaleén. Representacién de las magnitudes, p (rojo), ¢ (azul), U (verde) junto con el plano
z =0 (gris). m € [1411,1417], v € (—1,1].
Con respecto a la densidad de energfa vemos que: p, = p, (1,77 = 1,w &~ 104, Jy = 10) con

(10002m* — 2m> — 40003m? — 2m + 40006)
1607 (5001m4 — m3 — 9999m? — 3m 4 2) (m — 1)’

Po = Po

entonces p, = 0, sii
my = 1,414184279, my = 2,000024995, m3z = 1,411747788, my = 1,416673272,

y estando no definida si
mg, = 0,1399429180, mg,, =1, m,, = 1,414180724.

Encontramos que p, < 0,sim € (g, ma,) \ {Mmay}, 0y > 0,Ym € (m3,my) yp, <0,sim € (my,my).No obstante,
un andlisis cuidadoso muestra que p, no esta definido cuando m,, = 1,414180724, observando que m,, € (m3, my) .
Por lo tanto p, > 0, Vm € (mg, my,) U (my,my), sim € (my,, mq) entonces p, < 0.

Vemos la relaciéon entre las distintas raices

Mg, = 0,1399429180 < m,, = 1 < mz = 1,411747788 < m,, = 1,414180724 <
< my = 1414184279 < m., = 1,414213562 < my = 1,416673272 < my = 2,000024995.

Por consiguiente se concluye que la solucién sélo es vdlida si m € (mg3,m,,) U (my,my4), ya que en dicho
intervalo p, > 0, ¢, > 0. En la figura (8.3) hemos represanto esta situacion. Comparar con la figura anterior (8.2).

Para aclarar los intervalos de definicién y poder comparar los resultados, en la siguiente tabla hemos escrito
las diferentes raices, r;, de las constantes (1, ¢, Uy, p,) cuando y = 1:

| r \ r2 \ 3 \ ry |
n me = 1,414213562
b, my = 1,414184279,
U, my = 1,414184279,
0o || m3 = 1411747788 | my = 1,414184279, my = 1,416673272

Los casos v = 1/3,0 y —1/3, son muy similares. Por ejemplo, si v = 1/3, el andlisis numérico llevado a cabo,
resumido en la siguiente tabla, nos muestra las diferentes raices y los intervalos de definicién de las magnitudes
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0.0159

0.010

0.005
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-0.005 -

Figura 8.3: Modelo camaleén con y = 1y m € (m3,my). p, (rojo). Up (azul ) y n (magenta),. ¢, (verde). Las graficas
de ¢, y Up aparecen superpuestas.

estudiadas (comparar con la tabla anterior).

I " \ r \ 3 \ ry
7 i, — 1414213562
% = 1,414197143 | m, = 1,414213562
Uy my, = 1,414197143, | m, = 1,414213562
po | s = 1411747788 | m; = 1,414197143, | m, — 1,414213562 | iz = 1416673272

En las figuras adjuntas, ver Figs. (8.4) hemos representado las diversas magnitudes en el intervalo m € (m3,,my)
y en detalle el intervalo m € (my,,m.). Observar las analogfas con el caso y = 1y comparar con la Fig. (8.2). Puesto
que la densidad de energia y la funcién escalar deben ser positivas, i.e. p, > 0, ¢, > 0, entonces la solucion sélo es
vélida en el intervalo (m3,my) U (m., my) . La funcién potencial (la constante cosmoldgica), U, es positiva, Uy > 0
si (m3, my) U (m¢, my) , pero en dicho intervalo, la constante de gravitacion efectiva, G, puede ser tanto creciente

como decreciente.
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1.41415 1 1.41425 1.41430
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Figura 8.4: Modelo camaleén con v = 1/3 'y m € (m3,my). p, color rojo. Uy azul y n color magenta. ¢, esta
representada en color verde. Detalle ampliado del intervalo m € (my,,m.).

Por tanto, la solucién es vdlida para todo valor de ¢y € (v,,1], mientras que en el modelo estudiado ante-
riormente, la solucién sélo era vélida en un pequefio entorno del valor critico .. Recordamos que en el anterior
modelo obteniamos m,, = 1,41174778 y m,, = 1,41667328.
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8.4.4. Modelo de gravedad inducida

En este caso las ecuaciones de campo son

1
F(¢)Gij=T;j+ (4’,1-(1’,]' - 28ij4’,z¢’l> + (F (¢),ij — &;LF (¢)> + U (¢) 8ijr (8.63)
200¢ = RFp —2Uy, (8.64)
siendo R la curvatura escalar y F (¢) = ¢?/4w. La constante de gravitacion efectiva Gg(t) viene definida por la

siguiente expresion
G

2

> / 2
La curvatura escalar para la métrica (8.3) es: R = 2 (“a// + ZbTZ + 2%/ + bl—z + (%) ) . Las magnitudes, tal y

Geit(1) = (8.65)

como demostramos en el capitulo 3, deben comportarse de la siguiente manera

o =pt", U(P)=UptP" Y, Gy ? w(p)=const, p=pyt "

cona = (1+)h,yh =2+ m. Teniendo en cuenta todos estos resultados, encontramos la siguiente solucion. Los
factores de escala son
a(t) = agt™, b(t) = bot, (8.66)

conm = m(n):
m=—-n+A, A=+V2n2+n+2, (8.67)

donde, tal y como podemos obervar, si n = 0, entonces m = /2. El campo escalar, ¢y = ¢ (1, ) verifica

2Bt (14 ) +n(1-2A+w(1+A) (1+7)—(2A+1)7)+3(y+1)]

= , 8.68
0T T B Rt -+ R (T2t w L A) —w—T) =7 (A1) =1 (8.68)
de tal forma que ¢, = 0, sii ¥ = —1,y n # 0. Con respecto al potencial, Uy = Uy (1,7, w), hemos encontrado el
siguiente valor
_ % _ _ 2
Uo = (n(A=n)(@=2)+ (1 +1) (@+1)+3). (8.69)

Por ultimo, la densidad de energia, p, = p, (1,7, w) , se comporta como sigue:

pozzL [470 (nw—(1+n)+(n—A) (1—112))—2n3(w—|-1)—|—2n2(—1—|—2(A—n)(l—w)—w)—6n}.

w(n-1)
(8.70)

Tal y como podemos observar, todos los pardmetros dependen de (1, y, w) y, por lo tanto, es necesario estudiar
la solucién mediante analisis numéricos. Fijando w = 4 - 10%, las soluciones sélo dependen de (1, 7). En la figura
adjunta (8.5) representamos las graficas conjuntas de los pardmetros p, (rojo) Uy (azul) y ¢, (verde), junto con
el plano z = 0 (gris) para resaltar aquellos intervalos en los que los parametros son positivos, n € [-2,1] y
v € [-2,0].

De esta forma vemos que la solucién tnicamente tiene sentido fisico si ¥ < —1, ya que para dichos valores,
tanto la densidad de energia como la funcién escalar son positivos; sin embargo el potencial es negativo. Por
ejemplo, para n = —1, obtenemos ¢, > 0y p, > 05siiy < —1 mientras que Uy < 0siy < —1. Llegando a la misma
conclusién si n = —2. Observar que los casos n = 0 y n = 1 estdn prohibidos. Por lo tanto, la solucién obtenida
solo es vélida si y < —1. Sin embargo, para estos valores de la EdE Uy < 0, lo cual, esta en contradiccién con las
observaciones.
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Figura 8.5: Modelo de gravedad inducida. Graficas de p, (rojo), Uy (azul) y ¢, (verde), junto con el plano z = 0
(gris), n € [-2,1]y v € [-2,0].
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9.1. Sistemas dindmicos

A lo largo de la Tesis hemos hecho varias conjeturas sobre el comportamiento dindmico y la estabilidad de al-
gunas de las soluciones obtenidas. Como primer trabajo futuro, deberiamos estudiar més a fondo esta cuestién. El
método de los sistemas dindmicos aplicado a modelos cosmolégicos, se remonta a la década de los 60 con trabajos
pioneros llevados a cabo por Bogoyavlenski [290]. Sin ser exhaustivos en la exposién del desarrollo histérico, dire-
mos que trabajos posteriores de Collins [285] (ver también [269] y [291]), ayudaron a entender la dindmica de los
modelos tipo Bianchi. Posteriormente, Barrow y colaboradores [292] estudiaron la dindmica de algunos modelos
tipo Bianchi, para un fluido perfecto, a la Lyapunov, demostrando bajo qué condiciones se producia la estabilidad
de estas soluciones. No fue hasta la década de los 90 cuando, de forma sistematica y utilizando el método de las
variables adimensionales, Wainwright y colaboradores estudiaron todos los modelos tipo Bianchi para un fluido
perfecto, recopilando todo este trabajo en su famoso libro [150]. Mds tarde se generaliz6 el estudio a modelos
mads complejos como fluidos viscosos, modelos escalares y otras teorias gravitatorias, como cuerdas, branas, etc,
trabajos éstos recopilados en el libro de Coley [151]. Existen otros enfoques alternativos al de las variables adimen-
sionales como el seguido por Szydlowski y colaboradores, quienes a partir de una formulacién hamiltoniana de
los modelos cosmolégicos estudian su estabilidad estructural, a la Smale [293]. En un articulo reciente, Szydlowski
[294] enfatiza y resume esta técnica.

Utilizando el método de las variables adimensionales (ver por ejemplo [150] y [295]), veremos que si bien la
tactica de sistemas dindmicos funciona bien en los modelos estdndares, no asi en los modelos con constantes va-
riables. Para ello, estudiaremos el caso mas sencillo, el de un fluido perfecto y una métrica tipo FRW, demostrando
que no es posible formular un sistema dindmico coherente, al faltar una ligadura. Por tanto, consideramos un flui-
do perfecto y la métrica FRW, ds? = —dt? + f2(t) dI;?, donde dI;? es la métrica del 3-espacio de curvatura constante

163
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y f el factor de escala. La notacién que utilizaremos en esta seccién es la siguiente: un punto denotard una deri-
vada respecto al tiempo ¢ y definiremos el pardmetro de Hubble como sigue: H = f/f, por lo que las consabidas
ecuaciones de campo pueden escribirse de la siguiente forma:

2_Z2,_2 2
H? = 30— R+ 3A, (9.1)
S 9 3y-2 1
5= gH" = G p—o—gA, (9.2)
p = —3vHp, (9.3)

donde, 3R = 6k/ f?, es la curvatura del 3-espacio y g es el pardmetro de deceleracién. Si asumimos que H # 0,
entonces podemos definir las siguientes variables adimensionales

3R 0 A

Kzi 027 Q - ——=-
6H2’ 32" AT 3E2

(9.4)

Vemos que el parametro de densidad, (2, esté relacionado con el de curvatura K y el de la constante cosmolégica
Qa, mediante la ecuacién de Friedmann, i.e., la Ec. (9.1):

QO=1+K—-Qp, (9.5)
mientras que el pardmetro de deceleracién puede ser expresado en funcién de la ecuacién de Raychaudhurii.e.:

_3y-—2
2

3y —2
2

3
QO-0p = (1+K)—%QA. 9.6)

Si tenemos en cuenta la condiciéon débil de energia junto con A > 0, entonces obtenemos de forma inmediata,
0<Q, —-1<K0< Qy.Siconsideramos modelos donde R no sea positiva, entonces estas magnitudes son

compactas, es decir, estan definidas en un intervalo compacto

0<OQ<1, -1<K<0, 0<Qu<L. (9.7)

Introduciendo una nueva variable adimensional definida por, () = %% (), entonces obtenemos el siguiente

sistema

H = —(1+¢)H, (9.8)
K = 2K, (9.9)
Qp' =2(149)Q4. (9.10)

mientras que, de la ecuacién de conservacién, obtenemos la siguiente ecuacion
Q' =29-(3y-2)]Q. (9.11)

De esta forma llegamos al siguiente sistema dindmico:

Q' =[2(144)-37]Q, (9.12)
K = 24K, (9.13)
Qp' =2(149)Q4. (9.14)

Con este sistema podemos investigar el comportamiento de un modelo homogéneo e isétropo con constante cos-
moldgica [150].

9.1.1. Modelo con constante variables

Siguiendo esta tactica, pretendemos ahora formular un sistema dindmico anédlogo, en el caso en el que las
constantes sean variables en el tiempo, i.e., G = G(t) y A = A(t). Empezaremos definiendo las variables adimen-
sionales 3

R Gp A
K=—, QO=—5, Q\=-—. 9.15
6H? 3H2 T 3H2 -15)
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por lo que las ecuaciones de campo serdn ahora

1 1 1

2 _ - _ -3 -

H? = 2Gp— 2R+ 24, (9.16)
S 2-3y 1

s= ¢ Grt3zh (9.17)
p = —3vHp, (9.18)
A = —Gp, (9.19)

o
. G A
p+3vHp=—=p— ¢ (9.20)

si no queremos imponer la condicién de conservacién al tensor energia-momento. De esta forma, tenemos las
siguientes posibilidades:

[ p=—3yHp, . _ G A
(1){ A= —Gp, (2.):p+3yHp = reldniret
1. Primer caso. En este caso las ecuaciones del sistema dindmico asociado son
Q’:ﬂ—i—[Z(l—i—q)—By]Q (9.21)
3H3 ! ’
K = 24K, (9.22)
Qp = A
N =gt 2(1+9)Qq. (9.23)
donde
1d 1 d (Gu 1 (Gu G 2HH
O =_—= = (=L )= — (=L + =L —
mar Y 3Hdt( 2) 3H <H2+H2 =T
1d 1d A A A (—2HH
Q / _ — Q - _ —_ - J
A= Fgg () Hdt<3 2) 3H3+3H< H* >
por tanto
o = £+2(1—|— ) =37 Q (9.24)
K' = 24K, (9.25)
Q) = A—1—2(1—1— )| Q (9.26)
N N q A .

Sin embargo, no disponemos de ninguna ecuacion para G o para A, por lo que el anterior sistema no constitu-
4
ye un sistema dindmico. No obstante, de las relaciones )’ = 0 = Q) A, obtenemos las siguientes expresiones

GiH +2(149)—3y=0 <= G =GoS 21+

AN _ — A-g—2(1+q)
#2149 =0 = A=AgS

que si estan en concordancia con resultados previos obtenidos mediante pura integracién [296].

2. Segundo caso. Las ecuaciones son

A _ Gp
G G " 3H2
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por lo que el sistema asociado es

A
[ —
O = — g +2(1+9) —31]0, (9.27)
K = 24K, (9.28)
, .

pero, al igual que antes, no disponemos de ninguna ligadura para G o para A.

De esta forma vemos que es necesario trabajar mas si queremos estudiar estos modelos con este tipo de técnicas
0 quizds estudiar otras alternativas como la de la formulacién hamiltoniana.

Antes de terminar esta seccién, me gustaria resaltar el hecho de que no todo estd hecho en el estudio mediante
sistemas dindmicos de los modelos tipo Bianchi. A lo largo de la Tesis, hemos mostrado los resultados ya existentes
y, de igual forma, hemos mencionado las conjeturas que, por ejemplo, existen para los modelos BVI, incluso en
el caso mas sencillo de un fluido perfecto. Precisamente la demostracién de estas conjeturas estd pendiente de
estudio y, sobre todo, en casos mds complejos, cuando se estudian modelos escalares, etc. De igual forma, se
pueden revisar y ampliar todos los resultados concernientes a soluciones en modelos tenso-escalares, de los que
apenas se ha trabajado con métricas tipo FRW [297].

9.2. Teoria de cuerdas

En la cosmologia actual se acepta el hecho de que el universo esta en expansién. Extrapolando hacia el pasado,
nos encontramos que los modelos poseen una singularidad inicial en la que altas energias estdn involucradas
y los modelos dejan de funcionar en tal época. De esta forma, vemos que es necesario crear otras teorfas que
sean capaces de explicar semejantes fenémenos. Una de tales teorias es la de supercuerdas [296]-[299], siendo
una candidata a unificar todas las interacciones, incluida la gravitaciéon. Existen cinco teorias de supercuerdas,
aunque existen ahora evidencias de que todas ellas estdn relacionadas y que pueden ser una manifestacién de una
teorfa cudntica méas fundamental, denominada M-teoria. Uno de los condicionantes mds fuertes para estas teorias
de unificacién es que deben predecir modelos cosmoldgicos realistas. De esta forma, es importante investigar
si los modelos cosmolégicos sugeridos por estas teorias isotropizan y homogeinizan en el futuro, al igual que
determinar la validez del régimen de bajas energias. A la luz de recientes observaciones, sabemos que la densidad
de energia generada por el vacio puede dominar la dindmica del universo a gran escala en el presente, por lo que
es importante preguntarse si estas teorfas pueden modelizar estos escenarios tipo “quintaesencia” y no menos
importante es preguntarse si la inflacién puede ocurrir.

9.2.1. Ecuaciones de campo

Una prediccién definitiva de la teroria de cuerdas es la existencia de un campo escalar, ¢, denominado “dilatén”
que se acopla directamente con la materia en el sector de Neveu-Schwarz/Neveu-Schwarz (NS/NS), el campo de

Kalb-Ramond, Hjj), y el campo del tensor métrico también denominado “gravitén”. Empezaremos considerando

la siguiente accién para cuerdas D-dimensionales para bajas energias [300]
1 1
S=-7 /de —ge? {R + (V)2 =V — qu} + /de« /=& Lomatter , (9.30)
D

donde k2, = 87Gp, y

= ¢ es el campo dilatén, que determina la intensidad del acoplo gravitatorio
» V, es el potencial del dilatén, y

= H? = H;;3 H/" donde H;j = 9;Bjy;
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Si variamos la accion con respecto a g;, Bjj y ¢, entonces encontramos las siguientes ecuaciones

1 : 1
glR = kpe? T/ + — <3HMKH e gfin) - 58V

12
- %g{ (V9)” + (glg™ — 8}8™) VaVip, (9-31)
v, (e—¢HijA) -0, (9.32)
20¢p+ R — (V) =V — L 0, (9.33)

12

donde Tj; es el tensor energia-momento derivado del lagrangiano de materia.

Las ecuac1ones de campo obtenidas son similares a las de Brans-Dicke donde el pardmetro de Brans-Dicke se
iguala a: w = —1. Estrictamente hablando, esto sélo es cierto en ausencia del campo H y donde, tal y como sucede
en los modelos tipo Brans-Dicke, se asume que el tensor energia-momento de todos los campos estd minimamente
acoplado con la métrica g;;. Sin embargo, considerar w = —1, no es consistente con las observaciones. Mientras
que asumimos que el tensor energia-momento de otros campos de materia se conserva con respecto a la métrica,
de tal forma que, V; T/ = 0, no podemos definir un tensor energia-momento sélo en términos del campo H que
es conservado independientemente del dilatén. Esto es una consecuencia de las ecuaciones del movimiento para
H (Ec. (9.32)), las cuales tienen una dependencia explicita de e?. Hjj) solo se acopla minimamente con la métrica
conforme

2
g] exp ( 4) ) gZ]/ (9.34)
la cual se denomia, la B—métrica, donde encontramos que, V;H ijA = 0, observandose que la 3-forma Hjjp, tiene

una definicién invariante conforme en términos del potencial B;;.
Otra métrica, particulamente ttil, es la denominada métrica de Einstein [302], definida de la siguiente forma

8ij = exp ( 24) ) 8ij- (9.35)

En este marco, la accién aparece como la accién de Einstein-Hilbert de la Relatividad General escrita en D-
dimensiones, mientras que el dilatén aparece simplemente como un campo de materia, aunque con interacciones,

1 /= \2 2 1 4\ ~
22/dD [RD 2<W’) VeXp(D—z)lzeXp(D—2>H2}

D
+ /dD gexp (D 4)2) »Cmatter . (936)
Las correspondientes ecuaciones de campo, por tanto, son ahora las siguientes [303]
Ri— 13 T BF. 4 @OF, 1 OF, 9.37
2811 —KD( 1]+ z]+ l])/ ( . )
(exp ( i ) HifA) _o, (9.38)
2¢ 1 4 N\
qu Vexp( 2>—|—6exp( D> H* =0, (9.39)
donde
~ D ;
Tl] = exp <D2> Ti]' (9.40)
~i 1 i 1.
~4 1 4¢ SO 1 .~
2 (H A 2
K% T/ = T &P (—D_2> (SH,-,\KHJ K EggH ) , (9.42)

K% (V)”Tij = —%Vexp <2f> §f-', (9.43)
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son los tensores energia-momento para los campos de materia, dilatén, campo H y el potencial V, respectivamen-
te. El tensor energia-momento efectivo (el total) debe verificar las identidades de Bianchi y, por lo tanto, debe
tener divergencia nula. En 4-dimensiones, las ecuaciones de movimiento para el campo H, Ec. (9.38), se resuelven
haciendo la siguente hipétesis sobre dicho campo,

Fiih = 20giiAxy (9.44)

~UVAK ~UVAK

donde €""** es 1a 4-forma antisimétrica (que verifica V o€

= 0) y de la condicién de integrabilidad, 8[ i) =0,
obtenemos una nueva ecuacion para & (el axién)

Oh+2V'¢Vih=0. (9.45)
Por lo tanto, h, evoluciona como un campo escalar sin masa acoplado al dilatén (excepto en el B-marco donde

i h = 0). La misma interaccién aparece en la ecuacién de movimiento para el dilatén (Ec. (9.39), con V = 0) como
~ ~ \2
D¢ = ¢ (Vh) . (9.46)

De esta forma tenemos tres campos escalares interactuando, cuyos tensores energia-momento vienen dados por
las siguientes definiciones

~ 1
x2 (@) Ti] =5 ( gha — gjg’\"> AP s (9.47)
2 (H) Tij _ % ( g — g]g/\x> Ph e (9.48)
_ 1 v
K3 (V)TZ = —EVexp (¢)g§ (9.49)

y donde se puede asumir que el potencial puede tomar la siguiente forma (tipo exponencial)
V(p)=Ae?, (9.50)

siendo A una constante no-negativa (espacio-tiempo de-Sitter). De esta forma, en el marco de Einstein el efecto del
potencial imita a la constante cosmolégica, V(¢) = A.

9.2.2. Colineaciones de materia

Aplicaremos la técnica desarrollada en el tercer capitulo de esta Tesis para determinar la posible forma, si la hay,
que pueden tomar las distintas magnitudes para obtener soluciones autosimilares y bajo la hipétesis simplificadora
de descomposicién. Por tanto, fijando D = 4, los tensores a estudiar son los siguientes:

T/ = exp (29) T/ 9.51)
% 0T = 2 (NM" ng“) PP (9.52)
G V1] = L exp (-29) (e - JFH), 9.5)
12 T = —%Vexp (@) 3. (9.54)

de esta forma, tomando un campo homotético genérico, H, y despreciando las ecuaciones que conducen a obtener
restricciones sobre la métrica, obtenemos las siguientes ecuaciones.

1. T/ =7,
LyTij=0, 2tpd' +tp'+2p =0. (9.55)

2. 0T = (Pt 771’
LOT; =0, 1" +¢'=0, <  ¢=Ci—C3nt. (9.56)
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3. Teniendo en cuenta la definicién dada para el campo H entonces tenemos que
w7 _ L (g - Lz 20y g L ogpa i
i 2 g}/lg Zg}lg Albx — 4 t’?i/
y por lo tanto

LT, =0, ¢+t 1 =0.

4. ) Tl] = %A(t);yg, donde obviamente estamos suponiendo que A = A(t), tenemos que

_ 1
LT =0,  At+A=0 <= Axt>
H Y 2 +

De las Ecs. (9.56) y (9.59) obtenemos
¢=Colnt, Amt?

y por tanto, de la Ec. (9.58) obtenemos

¢, C
th" + (Cp+1) 1 =0 =222 n=het .
+(Cp+1) = <G, 0
Por ultimo, la Ec. 2tp¢’ 4 tp’ + 2p = 0, resulta ahora
t' +2(Cp+1)p=0 = p= Co
¢ 2(Cpr1)”

De esta manera, podemos resumir todos estos resultados en el siguiente teorema.

- 9.2.1 Bajo la hipétesis de autosimilaridad las magnitudes deben comportarse de la siguiente forma:

p=pot 2@t g =gp,Int, h=hot %, A=At 2

9.2.3. Ejemplo

169

(9.57)

(9.58)

(9.59)

(9.60)

(9.61)

(9.62)

(9.63)

A modo de ejemplo, escribiremos y resolveremos las ecuaciones escritas en el marco de Einstein para una

métrica tipo Bianchi [, i.e.,
ds?> = —dt* +a(t)*dx® + b(t)2dy? + d(t)2d=?,

por lo tanto, las ecuaciones de campo son

Y dd Ay

Syt ooty =t }Lqﬁ + %ez‘l’h% + %
%N + %/%/ + %N = —x%e¥p — %ﬂ)? — iez‘l’hf + %,
%N + %/%/ + %ﬂ = —x%e¥p — 4114)% - %ezg{’hf + %,

y las ecuaciones de conservacion
ﬁy (exp (—2¢) Ifﬂ“”\) =0,
54) —Vexp(¢) + % exp (—2¢)H> =0,
que ahora pueden reescribirse como sigue
Oh+2V"$V,h = 0.
5(,1) —Vexp (¢) + % exp (—2¢) H> =0,

(9.64)

(9.65)
(9.66)
(9.67)

(9.68)

(9.69)

(9.70)

(9.71)
(9.72)
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ie.,

hee + hy (9 + 2(Pt) =0, (9.73)
Gy +¢0+V —e*ni =0, (9.74)

donde 6 = (%, + y, + %) . Vemos que la EDO,

he + hy (9 + 2¢t) =0,

admite la siguiente solucién, i = Cg + Cot' =%, donde k = 6 + 2a, y para soluciones autosimilares (para un BI)
8o = 1, comprobando, por ejemplo, que si las magnitudes se comportan como

p=t 200t pmgyIn(t), A=t? hxth.

Entonces Y rd Ay 1 1 A
T T e e PR
e i A A (s

E/
resultando asf que si son solucién a las ecuaciones de campo, ya que
2h2 = P0on? = P0oh, N P = 12y exp(2¢,In(t)) = 1290,

Una vez que hemos visto que los modelos de cuerdas admiten soluciones autosimilares, deberiamos construir
un modelo en el que las constantes puedan variar y, por lo tanto, aplicar el programa aqui desarrollado a este
nuevo modelo para ver como varian las constantes.

9.3. Modelo de branas

La teoria cosmolégica de branas estd motivada por avances recientes en la teoria de cuerdas/M-Teoria. En
esta teoria, nuestro universo o brana, estd modelado por una hipersuperficie, 4D, inmersa en un espacio-tiempo
5D o bulk. Los campos de materia estdn confinados sobre la brana, mientras que el campo gravitatorio puede
propagarse por el bulk. En este nuevo marco teérico, no es necesario que la dimensién extra sea muy pequeia
0 esté compactificada, tal y como pasa en la teoria de cuerdas, por ejemplo. De esta forma, surgen unas nuevas
ecuaciones de campo, que resultan ser unas modificaciones de las de Einstein vélidas para altas energias. En
particular los modelos de Randall-Sundrum son modelos fenomenolégicos relativamente sencillos de tratar, y que
recogen rasgos esenciales de las teorias de supergravedad 11D propuestas por Hotfava y Witten. Estos modelos de
branas permiten investigar fendmenos gravitatorios no lineales. Las ecuaciones de campo sobre la brana difieren
de las de Einstein en que éstas estdn afectadas por fenémenos no locales provenientes del campo gravitatorio libre
en el bulk y transmitidos (propagados) via la proyeccién del tensor de Weyl y las correcciones que introducen los
campos de materia que son significativas para altas energias, i.e., en un periodo préximo a la singularidad inicial.

9.3.1. Ecuaciones de campo

Las ecuaciones de campo inducidas sobre la brana conducen a obtener nuevos términos que llevan efectos
sobre la brana. Las ecuaciones son [304, 305]:

~4
Gij = K2Tg’ +K'S, — & —Ag,, (9.75)

donde «2 = 871t/ M}%, 2 = 8n/M3 , y siendo ]\7Ip la masa de Planck fundamental en 5D, la cual es tipicamente

mucho menor que la masa de Planck sobre la brana, i.e., en 4D. La constante cosmolégica en 5D se denota por, 1~\,
y se considera como negativa, siendo la tinica fuente gravitatoria sobre el bulk. La relacién entre las constantes es
la siguiente
K 2 (% | 1~
A=6p, A=1R (A + %KW) ) (9.76)
K
siendo A la tension de la brana, la cual se asume positiva, para asi poder recobrar la gravedad convencional sobre

la brana.
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Vemos que el bulk introduce correcciones en las ecuaciones de Einstein sobre la brana de dos formas: la primera,
los campos de materia introducen correcciones de orden 4 en el tensor energia-momento a través del tensor S;;; y
la segunda, existen efectos no locales provenientes del campo gravitatorio libre en el bulk transmitidos via &, es
decir, la proyeccién del tensor de Weyl. De esta forma, vemos que las correcciones de materia estan definidas por

Sy = LT, — 1Tl + g, [3Tup T — (T*)7] 9.77)
que se reduce a
S; = 120 itk + 130 (0 +2p) (9.78)

para un fluido perfecto o un campo escalar minimamente acoplado (o una combinacién de ambos) y u' es la 4-
velocidad comévil con la materia. b, = g, + ujuj, es el tensor de proyeccion. Las correcciones de orden 4 de la RG

estandar seran significativas cuando %p? > ¥2p (i.e., en un régimen de altas energfas).
Debido a las propiedades de simetria que posee la proyeccion, el tensor &;; (bulk Weyl tensor) puede descom-

ponerse de forma irreducible con respecto a la 4-velocidad u/, de la siguiente forma [306, 307]:
-6 .
51']' = poyY {Z/l (uiuj + ghi/‘) + Pij + Qiu]' + Q]'Mi , (9.79)
donde la constante, %, es introducida por consideraciones dimensionales. U estd definida por
U= —LPAEju'n (9.80)

siendo una densidad de energfa efectiva no local sobre la brana, que proviene del campo gravitatorio libre en el
bulk. El término escalar, i/, también se denomina densidad de energia oscura. Por otro lado, existe una energia
anisétropa no local sobre la brana definida por

Pij = —%Kz/\ hl“h]lg - %hﬂéﬁhl] gﬂéﬁ (981)

la cual conlleva efectos via ondas gravitatorias en el bulk. Por tltimo, definimos el flujo de energia no local sobre
la brana de la siguiente forma
Qi = %KZ)\ h,“x ,x’guﬁ . (9.82)

Si definimos un tensor efectivo energia-momento, entonces podemos reescribir las ecuaciones de campo de la
siguiente forma:

GZ./. = KZT;"t — Agij, (9.83)
donde ‘ ,
tot
T ° Tm + XS ﬁgﬁ’ (9.84)

de esta manera, la densidad de energia total, la presion, el esfuerzo anisétropo (anisotropic stress) y el flujo de
energia estdn definidas mediante [306, 307]

6U
plot — ( )+7 (9.85)
U

pret =p+%(p+2p> ol (9.86)
6

ﬂfjot P (9.87)
6

0" = 5y Q- (9.88)

Para un bulk vacio, se debe verificar que, V/ T;; = 0. Las identidades de Bianchi sobre la brana implican que

. 2
vig, = ¥ vis,

j =3 V'Sii, (9.89)

observandose que '
ViSi=p (o' +(p+p)H) =0, (9.90)
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ya que V/T; i = 0,y por lo tanto, obtenemos [306, 507]
i ) 4
\% 51] =U"+ gHU =0. (9.91)

Estos son los ingredientes bdsicos de la teoria de branas. Demostraremos a continuacién que, debido a las
correcciones que introducen los tensores SZ-]-, y Euv, sobre las ecuaciones de Einstein, no existen soluciones autosi-
milares.

9.3.2. Colineaciones de materia

En esta seccién veremos que no existen soluciones autosimilares en la teorfa de branas. Para tal propdsito
aplicaremos la técnica de los colineaciones de materia al tensor energia-momento, bajo la hipétesis simplificadora
de descomposicién, mostrando que las magnitudes tienen distintos 6érdenes de magnitud. Tomando el campo
homotético

3
Z (1—tH;) (9.92)

y calculando la derivada de Lie de cada una de las componentes de dicho tensor efectivo (fijando A = 0)

LyT? =0
obtenemos
LyTP =0 < (t4+20=0, <  p=pyt? (9.93)
LySij=0 <  pt+p=0, <  p=pt} (9.94)
Ly&;i=0 —  Ut+U=0, <= U=Ut? (9.95)

donde las Ecs. (9.93 y 9.94) son contradictorias, lo que significa que

kit ™2 = Gpot 2+ 0% + Upt 2.

G
2P
Ademas, la Ec. (9.95) es contradictoria con la Ec. (9.91). Por lo tanto concluimos que no existen soluciones autosi-
milares (ni tipo power-law) para los modelos cosmolégicos de branas.

- 9.3.1 No existen soluciones autosimilares en modelos cosmolégicos de branas.

9.3.3. Variacion de constantes

Ya hemos visto que no exiten soluciones autosimilares, pero ahora quisiéramos introducir la idea de la varia-
cién de las constantes en las ecuaciones de campo de la teorfa de branas. Para ello, ideamos el siguiente modelo
fenomenolégico. Siguiendo la misma idea que en la generalizacién de la Relatividad General, empezaremos con-
siderando las siguientes ecuaciones de campo

Gij = KthOt Agij, (9.96)
donde 6 .
tot _
Tl-j0 =T+ Xsij - @5}]’, (9:97)
con

Tij = (P + P) uillj + Pgij,

gij =—6 [U (M,'M]' + 3h,']'>:| . (9.98)
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Imponemos la condicion de divergencia nula para que se sigan verificando las identidades de Bianchi

\Y (G(t)T};’t - A(t)gl-]) -0, (9.99)
obteniendo ,
G {(ptot) + (o™t + pot) H} = Glpt + A'(1), (9.100)
viendo que
K> =8nG, A= %k%Ag, + GA. (9.101)
Si expandimos la Ec. (9.99), entonces obtendremos la siguiente ecuacién
G[p> (G N 6 G N
_ !/ / ! e N - = / _ I _ — -~
0_pG+Gp+A+A{2<G A)—Fpp]—kGA[u U<G+A>}+
G 8U
+ (G (p+p)+<plp+p) +GA> H, (9.102)

.. / / ’ . .
donde definimos, H = % + % + %. Reordenando términos

/ / / E 4 giﬁ / i o S’ )L,,é _
(GP+G(p+p)H+pG+A)+Ap{2 G a)tEtetp Hl U U F+ 5 —3H )| =0

Para intentar obtener ecuaciones de campo mds tratables, introducimos las siguientes hipétesis, como en el
caso estandard, i.e., asumiremos que V"T,, = 0, y por tanto

p'+(p+p)H=0=pG + A,

resulta ahora

G [p(G N / 6 , G AN 4
B (S-F) e rernn| =S lw-u (S5 -3m)]. 9.103)
De esta forma - , ) , ,
G° (G AT\ / G A 4
CE(C-%)=-fw-u(G+5-3m)]. (9,104
llegando asfi a las siguientes ecuaciones de conservaciéon
A = oG, (9.106)
G¥? (G X ) G AN 4
SR (cW)‘[“ ‘“(cU‘gH)]' (-107)

Como podemos observar, si G y A son constantes, entonces recobramos las ecuaciones de campo habituales, i.e.,
/ /! 4
p+(+p)H=0, vy Z/{+§Z/IH:O,

pero si las consideramos como variables, entonces teniendo en cuenta las definiciones

K2A
A= STS +GA, K = 6%, (9.108)

trataremos de simplificar las Ecs (9.105-9.107), ya que

!/
K2A
A = (55 + GA) = (kg’As + kgA’S) +G'A+GA,

N =

2

llegando asi a dos posibles hipétesis de trabajo

1. k% = const = A5, o considerar Ag = 0,
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2. K3(t), As(t).

Por tanto, al no disponer de ecuaciones para k2(t) y As(t)) entonces trabajaremos con la primera de las hipéte-
sis, llegando de esta forma a obtener las siguientes ecuaciones de conservacién. Bajo la hipétesis de autosimilaridad
(o soluciones tipo potencia) las ecuaciones (9.105-9.107) resultan

p = pot MY, (9.109)
/
A= —% (A+pot”“7+”), (9.110)
2—2h(y+1) = ! A+ pot D) , A+ pgt~Hr+D)
g 2rce (o (A (€ (i e e
> 1+ < =-u'+u |1 - She ), (1)

donde la Ec. (9.110) puede escribirse como
N (A+p) G

i (9.112)
y admite la siguiente solucién
7G/ t—]’l(’)’+1)dt
Aot pOG 1. (9.113)
Por otro lado, simplificando, la Ec.(9.111) resulta
Gp*G 0 , Gp 4
VY= —y — Z B4 = 114
12 (<2+A>) U-u{=5+3zH) (9.114)
obteniendo por tanto
24—2h(y+1) / —h(y+1) / —h(y+1)
Pot GG Pot _ [ G Pt 4,
17 2+ 1 =-U-U C 3 + 3ht . (9.115)
9.34. Elcasol =0
Bajo esta hipétesis la ecuacion de conservacion resultante es: V¥ (G(t)T;l?} — A(t) 8w> =0,
/ / / G p G/ )\, /
(Go'+G(p+p)H+pG +A)+Xp sle—71) +(e+p)H| =0. (9.116)

Al igual que antes, si asumimos que V/ T;j = 0,ie.p'+ (0 + p) H = 0, entonces la ecuacién de conservacion se
reduce a la siguiente

a1 Gl (S oMY 2
oG + A"+ Pl le 3 =0. (9.117)
Si tenemos en cuenta las anteriores consideraciones sobre A, (i.e., trabajamos bajo la hipétesis A5 = 0) entonces
A = (GA) =GA+GA, (9.118)
y por lo tanto
G [p(G N
/ ’ 1,9 plY A _
oG +G)L+GA+/\p [2(6 /’\)} 0, (9.119)
con p = pyt M@+, Simplificando
G (p & & N
—(5+1+-=5|=(-=5-1)~ 9.120
G<A+ +22\2> <2/\2 )/\' 120
llegando asi a la siguiente ecuacién
l 2 2 l
E = fi /\7 (9.121)
G 207 +20p+p2 ) A

Si hacemos una nueva hipéteisis, p = A, entonces

/ 2_2/\2
AR (R s w1y, (9.122)
G 2A5 +2Aopg + P
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9.3.5. Colineaciones de materia

Una vez que hemos planteado las ecuaciones de campo junto con las de conservacién, queremos ahora deter-
minar si existen soluciones autosimilares para este nuevo modelo, y de admitirlas, la forma que debe tener cada
magnitud. Para ello, calcularemos la derivada de Lie siguiente

Ly (GOTE = AlH)gi) =0,

por lo que, bajo la hipétesis simplificadora de descomposicién, obtenemos

Ly (A(t)gij) = = ANt+2A=0, A = Agt72, (9.123)
/ !
( (T ) = — % +% = —%, —  Gp~t? (9.124)
t G N ! 2 G _
( ((t)) Sl]> = <— ey +2% =7 — sz ~t72, (9.125)
51 u G N 2 u 5

Como podemos observar, no hemos obtenido resultados explicitos para cada magnitud, sino relaciones entre
ellas. Sin embargo, es posible refinar més este resultado teniendo en cuenta las siguientes consideraciones. Por
ejemplo, de la Ec. (9.125) hemos obtenido la siguiente relacién entre magnitudes

~ 172, (9.127)

)\/ p/
=— A= 12
PR — 0 (9.128)
observandose que [A] = [p], es decir, son magnitudes con igual ecuacién dimensional. Considerando esta relacion,
entonces de la Ec. (9.126) obtenemos
U = Upt™, (9.129)

yaque A ~ py Gp ~ t~2ypor tanto, GA ~ 2.
Sin embargo, si suponemos que

G=A, (9.130)
entonces
GrAmprt], (9.131)
que también es un resultado consistente. La Ec. (9.126) nos da
U
— e 9.132
N (9.132)

La constante cosmoldgica y la de la gravitacién vienen definidas por

k2 k2A? ki)
A=2 | As+ 2~ G =2 9.133
> < st =g | c (9.133)
entonces 5 42 )
kiAs kA ke
A="00550 BB L GArt 2 KBAsst (9.134)
2 6 2
siendo otra alternativa considerar, As = 0, y por lo tanto
A=GA=t2 (9.135)

En conclusién, tenemos dos hipétesis de trabajo
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1. H1. A = p, ya que [A] = [p], entonces Gp =~ t 2 y por tanto GA = t "2, A = GA = t 2y U = Ut ™.
Esta hipétesis implica que, k& (t) # const., ya que ki(t) = & # const.

2. H2.G= A, entonces G A~ p =71, yU = Upt ™.
Esta hipétesis implica que, ki (t) = const.

La hipétesis G ~ A ya ha sido formulada por otros autores (ver por ejemplo [308]-[309]-[310] y [311]), mientras
que la hipétesis A = p, parece nueva.

9.3.6. Ejemplo

Caso1

En este caso consideraremos la hipétesis H1. Por ejemplo, si consideramos la métrica, tipo BV,
ds? = —dt* +a®(t)e "2dx® + b2 (t)e*dy? 4 d*(t)d2?, (9.136)
entonces las ecuaciones de campo son

G, 6U

dv dd Ay s N1
a d d v
- <a_d> n (d_b> _o, (9.138)
v'ood" Ay 51 G , U
?+?+ng7’l ﬁ—*G’YP*ﬁP (1+27)7a+/\7 (9'139)
" a" dd 51 G , 2U
Tt ﬁ——G'yp—ﬂp (1+2’y)—a+/\, (9.140)
R N 1 G , 2U
?—k;—f—g?—f—mnﬁf—@m—ﬁp (1+2'y)—a+/\, (9.141)
O+ (r+1)pH=0, = p=ppt "0, (9.142)
/
% (A+p) = -, (9.143)
2 / /
p GG PNy —y(CP 4y
= (2+/\) - u(G B Znt). (9.144)

La solucién encontrada es la siguiente
1 11
alzazzi(li\/l—élnz), ;=1 m=n ne(-73)\{0}, (9.145)

y, por lo tanto, la métrica se reduce a
ds? = —dt? + £2Me 212 dx2 4 2m 22y 4 1272 (9.146)

i.e., hemos obtenido una solucién tipo BVIj.
El comportamiento de las principales magnitudes es el siguiente:

p=pot Y, oy =1y >0,
A=At "D Ay =Ag >0,
. Ao (1+m) (1+2m)
G = Gt"rth=2 Gy = ,
(425 — (1437) g + (1 - 37) Aapy )
A1+ m)2 (1+2v1—4n?)

U=Ut™ U= 5. (9.147)
4 (4?% —(1+37)p5+ (1—37) Aopo)
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Sélo resta estudiar el comportamiento de Gg y Uy, ya que estas constantes deben ser positivas. Por ejemplo,
fijando py = 1/3, Ag = 1,y n = 1/3, entonces vemos que

Uy >0  Vye(-1,1], Go>0 Vye(-11]. (9.148)
Si ahora fijamos 7y = 0, encontramos que

p=pot ™", A=Apt7", G =Got"2, U=Ut™, (9.149)
donde

1
w = (1 n ‘f) . h=(142a) =2+ ? ~ 2,7454, (9.150)
y por lo tanto
3

es decir, la solucién encontrada, como ya sabemos, no es inflacionaria y podemos considerarla como isétropa. G
es creciente mientras que la tensién de la brana A es positiva y decreciente, al igual que la densidad de energfa y
la constante cosmolégica, ya que A = GA = t~2.

Caso 2

Estudiaremos ahora el caso particular, i = 0. Bajo esta hip6tesis obtenemos los siguientes resultados

A —AC)Y/?
A m=n= (=40 2B) , (9.152)

es decir, la solucién es del tipo BVI). Las principales magnitudes se comportan de la siguiente manera

p=pot "N, oy =py >0,
A=At "D Ay =21 >0,

G =G 2, Gy="02, ©-159)
siendo
A =223+ (1) ooy + 103,
B =p,(1+7) (py+ Ao),
C =2A3 — (1437) Aopy — (2 + 37) p3. (9-154)

De esta manera vemos que la constante C debe ser negativa, C < 0, si queremos que n € R. Por tanto, C < 0, sii

1
Ao = 100 (1 +3y% /37 (3 +10) + 17) , (9.155)

de donde se observa de forma inmediata que /37 (37 + 10) +17 € Rsii v > —0,72386, llegando asi a la con-
clusién de que la solucién unicamente es valida si y € (—0,723 86, 1]. Si por ejemplo fijamos los siguientes valores

numéricos, o, = 1,y Ag = % (1 + 37+ \/ 37 (3y+10) + 17) — 0,01, para asi asegurarnos de que la condicién,

2A% < (1+3w) Agoy + (2 + 3w) p3, se verifica, entonces obtenemos los siguientes resultados numéricos
ap=a;—1, = h—3 = gq—0, (9.156)
mientras que
p=pot 2, g =py>0,

A=At 3D A=A >0,

_ Ao A
G=GytPrtH-2 Gy = %

viendo asi que G también es creciente bajo esta hipétesis.

>0, Yy € (—,6663330003, 1], (9.157)
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Caso 3
Estudiaremos, por dltimo, un modelo bajo la hipétesis H2 con la siguiente métrica, por ejemplo, tipo BVIy, i.e.,
ds? = —dt* + a?dx* + <b2 cosh? mx + d? sinh? mx) dy?—
—2 (82 + d?) coshmx sinh mxdydz + (b2 sinh? mx + 2 cosh? mx ) dz?. (9.158)

Las ecuaciones de campo son

dY dd dY B A2\ m? G, 6U
vood 4y B2\ m? G 2U
Tratant <2+d2+b2> g2 = O g (1427 — Gy A ©.160)
a v oad'b 3d> b2\ m? G , 22U
T tan ) d = O ()~ e G161
b2 d2 ab a d 4" b
22 vZ T ab ad AT Y (-162)
ar a" add 3v* 4?2\ m? G , 22U
T a+ad‘<2+dz‘bz>4az—‘cw‘up (A+2m) = gr +A (.163)
o+ (w+1)pH=0, = p=pyt "D, (9.164)
li
% (A+p) = -, (9.165)
2 / /
P°GG (5, Y _ gy (G0 A
- (2+ A) - U u(G B4 Zht). (9.166)

Asumiendo las hipétesis H2, encontramos los siguientes resultados

4= — m Y _1G7+2) v e (—2 0) , (9.167)

C2(y+ 1) o 2(y+1)

observando que, m € RT < 7 € (f%,O) , mientras que a; € RT <= 7 € (—1,0). Las principales magnitudes
se comportan de la siguiente manera

p=pt,  py=py >0,
A=A, Ag=Ag>0,
Aoy (1+37)
(147) (423 = (1+37) 0§ + (1-37) Aopy)

Ar (1 21
U= uot—4, Z/{[) _ 07 ( + 3’)/) ( 0 + pO) 5 (9168)

4(1+7)° (403 (1+37) g+ (1-37) Aopy)

G =Gyt !, Go =

Necesitamos hacer un pequefio andlisis numérico para poder determinar el comportamiento de las constantes
Go y Up. Por tanto, si por ejemplo fijamos los siguientes valores, o, = 1/3,y Ag = 1, entonces

1
Uy >0 —= 7<—§, Go>0 = 7<—§,

llegando asi a la conclusién de que la solucién sélo es posible si vy € (— %, - %) . Obsérvese que, bajo estas hipoétesis,

G es una funcién decreciente.

Como trabajo futuro esté claro que el primer paso serd encontrar unas ecuaciones de campo que contemplen
la variacién de las constantes. Aqui tan s6lo hemos esbozado una aproximacién fenomenoldgica. En este sentido
debemos recalcar el hecho de que este camino ya se ha iniciado. En la formulacién propuesta por Gergely (ver por
ejemplo [312] y [313]) las ecuaciones de campo son deducidas en 5D en vez de en 4D, como aqui, y considerando
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que la tensién de la brana es variable [314]. Los modelos tratados hasta el momento sélo consideran geometrias
que sobre la brana reproducen las de FRW, por ejemplo, la de Vaidya anti-de Sitter (VAdS5D). Nada se sabe sobre
el comportamiento con geometrias mds complejas que reproduzcan los tipo Bianchi sobre las branas. Otro enfoque
interesante es el propuesto por P. de Leon [315]-[317]. Inspirado en las teorias Kaluza-Klein, sugiere la posibilidad
de que al escribir una métrica en 5D sin considerar coordenas gausianas y, por lo tanto, con gs5 = &¢, siendo ¢
cierta funcién escalar tal que 4)’ (t) #0, implique la variacién de las constantes sobre la brana, i.e., las constantes en
4D (ver también [318] y [319]). Por dltimo, y quizas el enfoque mds interesante, seria formular unas ecuaciones de
campo para la teorfa de branas en el marco de los modelos de Jordan-Brans-Dicke. De esta forma, no seria necesario
hacer ninguna hipétesis inicial sobre el comportamiento de ninguna de las constantes, tanto de las constantes en
5D como en las de 4D. Trabajos pioneros en esta direccién son los de Mendes y Mazumdar [320], aunque las
geometrias 5D utilizadas s6lo reproducen las de FRW en 4D (ver también los trabajos de [321] y [322]).
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10.1. Conclusiones generales

A lo largo de esta Tesis, hemos estudiado la forma en la que pueden variar las “constantes” de gravitacién y

cosmoldgica en tres marcos teéricos diferentes:

1. Relatividad General (RG)

2. Modelos escalares (SM)

3. Diversas teorias tenso-escalares (STT)

Del conjunto de soluciones que admiten las diferentes ecuaciones de campo en cada uno de los modelos es-
tudiados, nos hemos centrado en las soluciones autosimilares. Hemos puesto especial énfasis en los aspectos for-
males de cada uno de los modelos tedricos estudiados, demostrando la forma que pueden adquirir cada una de
las magnitudes para que las ecuaciones de campo admitan soluciones autosimilares. Hemos llevado a cabo las
demostraciones utilizando los métodos de las colineaciones de materia y grupos de Lie. Mientras que el método
de las colineaciones de materia se restringe exclusivamente a soluciones autosimilares, con el de grupos de Lie,
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ho mds potente y general, hemos podido obtener soluciones tipo potencias, en las que las autosimilares estan

incluidas.

Aunque nuestro proposito se ha centrado en el estudio de soluciones autosimilares, con el método de grupos
de Lie, tal y como lo hemos empleado aqui, nos permite obtener otras soluciones, simplemente imponiendo otras
simetrias. De esta forma, se presenta asi un método sistemético que nos permite encontrar otras funciones escalares
y sus respectivos potenciales, abriéndose la puerta a otros campos de trabajo.

Con respecto al comportamiento de G y A, hemos visto que en cada modelo varfan de forma diferente. De
forma genérica podemos decir:

En el marco de la RG, G es una funcién creciente si A, funcién decreciente, es positiva siendo la solucién
vélida para valores del pardmetro de la ecuacion de estado y € (—1/3,1)

En los modelos SM, A siempre es decreciente y positiva; sin embargo el comportamiento de G queda, por lo
general, indeterminado

En los dos modelos STT sistematicamente estudiados, G y A muestran el mismo comportamiento formal
que el obtenido dentro del marco de la RG. Sin embargo, su comportamiento cualitativo es muy diferente,
ya que la cosmoldgica es A > 0 mientras que G puede ser creciente, constante o decreciente. Ello es debido
a la estructura de la ecuaciones de campo, siendo mucho mas restrictivas en los modelos tenso-escalares; de
esta forma, las soluciones obtenidas son tinicamente vélidas para entornos reducidos de un valor critico del
parametro de la EdE 7y

Todas las soluciones halladas son no inflacionarias, excepto en el caso de los modelos Kantowsky-Sachs

Con respecto a la isotropia de las soluciones, casi todas las soluciones obtenidas isotropizan (los pardmetros
de anisotropia adquieren valores muy pequefios) o son is6tropas (W? = A = 0)

A continuacién resumimos los principales resultados y detallamos las conclusiones a las que hemos llegado en
cada uno de los modelos tedricos estudiados y para cada una de las geometrias consideradas.

10.2. Resultados geométricos

Las soluciones homotéticas para cada uno de los modelos son las siguientes:

[ Modelo || Métrica [ Restricciones
BI ds? = —dt? + 2ndx? + £22dy? + 23dz> a1, 82,83 € R
BII ds? = —dt® + 21dx® + 2zK2"dxdz + (22 + K2Z2212) dy? + t23dz> ay a3 —m =1
BII || ds? = —df? + e 2m2dx?  Pooe2dy? + £dz? a1 €R, a3 =1,

m=0,6n=0

BV ds2 _ _dt2 + t2dx2 + t2a26—2mZdy2 + tZase—ZmdeZ a] = 1, ap,as € R

BVIp || ds? = —di 4 29 2m2dx? 4 22e- 212 dy? 4 12d72 a2 €R, a3 =1,
m=n

BVI, | ds? = —df 4 £2ne2mdl 4+ P2e2m2dy? 4 272 a,m €R, a3 =1
h y m#n

BVIIh dSZ — _dt2 + tZdXZ + eehthaz (dy2 + dZZ) ap = 1, an,as S R

ds? = —dt” + (?sin®z + 122 cos? z) dx* +
+2 (#**2 — 12) sinz sin x cos zdxdy+

BIX =1 R
+ (2 sin® x cos? z + 1272 sin? x sin? z + 2% cos? x) dy?+ M=t 0203 E
42129 cos xdydz + 12%3dz>

KS ds? = —dt® 4 2% 4 12 (sin2 zdy?® + dzz> =1 meR

a=apt", b="bot?, d=dyt**, H=ht"", h=a+a+as.
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10.3. Relatividad General

10.3.1. Soluciones de vacio

En la siguiente tabla resumimos las soluciones encontradas para una de las geometrias estudiadas. Estas son:

[ Modelo || Vacio |

BI a1+a2+a3=1,a%+a%+a§=1, K

BII a1:a3:0,a2:1, K =0, T

BIII m=1 a=0 m=1

BV a1:a2:a3:1, m = =1, M

BVI, ap=a,=0,a3=1,m=n=0, T
a =apy, n=Fap, a = *m,

BV a1 =3 (14 )/~ +4a,+1)

BVHh a1:1,a2:a3:0, h:O, T

BIX A

KS ?

donde K significa tipo Kasner, T tipo Taub y M tipo Milne.

10.3.2. Fluidos perfectos

Las ecuaciones de campo se obtienen a partir de la accién
4 1
S= /d x\/—g aR—l—ZEm .

Dentro del contexto de la autosimilaridad, hemos demostrado que las magnitudes deben comportarse como:

p=pt?  p=1p
Las soluciones para los distintos modelos son las siguientes:
| Modelo || Factores de escala K lq | Isotropia \
BI mtata=1 a+a+a3<1, J [y=1 =2 W< A—=0
— _I=7 — . _ _7*t3

BII R T S G L L1 0| W2< A0

2 — ~Brine re(-31)]a> AT

4(y+1)*
BIII a=1, a=-21, :% 76(—%,0) >0 W2< A0
B — = V=B 1 W2 =0

BVIp || ;=02 = griy,m=n = —5rm re(=31) [a>0| (0,1)?

4 = 1—'12(7411)—7 _ b(ﬂ2(7+11)+27)

7+ ’ T+ ’ 2
- 1 W= =W (7,a2)?

BV, | m=b(1-ay), b=/ re(-51) a>0 A= A(y,a)?

S2

ap =ay =az =1, _ 1 _ 2 g
BV me (—1,1)\{0}, F. Y=—3 g=0|W"=4=0
BVI, |[ay=ay=a3=1, h=0 F v=-1 g=0|W?=A4=0
BIX m=a=a3=1, Fi v=-3 g=0|W?=A4=0
KS m=v2 am=1 T=1-v2 |g<0 | W< A—=0
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donde 52 es la segunda solucién para esta métrica (BVI})

S 1+ 1+9 Ad+y)+27

A rEVBr=4) o 3P (14 A) +(1-34) — 49
2(y+1) ' 14372 ’

1
Vy € (—3,0>, 7>0, W< A—0.

Los simbolos J, C, Fy y F+ hacen referencia a las soluciones, bien conocidas, de Jacobs, Collins y Friedmann-
Robertson-Walker (K = 0,1, —1), respectivamente.

Por tanto, podemos concluir que:

» Hemos obtenido nuevas soluciones en los casos BVI, y Kantowsky-Sachs (KS)
» Hemos demostrado que la tinica solucién homotética para la métrica BVII;, corresponde al caso i = 0
= La soluciones obtenidas son tinicamente validas para determinados valores del pardmetro de la EdE vy

» Todas las soluciones obtenidas son no inflacionarias, ¢ > 0, excepto el modelo KS, por lo que, si tenemos
en cuenta las observaciones recientes, dichas soluciones no pueden describir la aceleracién que actualmente
experiementa nuestro universo. Describen, como ha sido puesto de manifiesto, estados asintéticos, futuro o
pasado de otras soluciones

= Con respecto a la isotropizacién de las soluciones calculadas, podemos decir, que todas ellas isotropizan a
excepcién de las que pertenecen al grupo BVIj y BVI,. En particular, la solucién obtenida para la métrica de
tipo BV, hemos visto que la solucién puede ser considerada como isétropa con respecto al parametro de
anisotropia de Weyl, W?, sin embargo si 7 — —1/3, el primer pardmetro de anisotropia, A — 1, en cuyo
caso, y con respecto a este pardmetro, la solucién no puede ser considerada como isétropa en dicho punto,

A€ (0,1)?

Respecto a las soluciones del BVI}, la primera de ellas, en general y considerando ambos pardmetros de
anisotropia, no es isétropa, ya que hemos encontrado que W? = W (v,a2) y A = A (7, a3) . Sin embargo el
andlisis numérico realizado, nos muestra que si eliminamos un pequefio entorno del intervalo de definicién
del pardmetro de la EdE v, £ (—1/3), entonces la solucién si es isétropa, verificindose que W? < A — 0.

Por contra, la segunda solucién si es is6tropa, sin ninguna restriccién, Vy € (— %, 0)

Con los simbolos, W? < A — 0, queremos expresar el hecho, reflejado en los capitulos anteriores, de que W?
es mucho menor que Ay que a su vez, el pardmetro A toma valores muy proximos a 0 (A = 0), al menos en ciertas
regiones fisicas del espacio de pardmetros.

10.3.3. Relatividad General con CVT
Las ecuaciones se deducen a partir de la accién
1
— 4 ol R_
S= /d x\/—g& [ZG(t)R AN()+ L,
mientras que las magnitudes deben seguir las siguientes leyes

p=pot™", p=70, a=h(y+1), h=a1+ay+as, G=Got* 2, A=Agt 2
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Las soluciones obtenidas para las diferentes métricas son:
| Modelo [ Factores de escala v (A>0,G "M ]q | Isotropia \
BI mta+az=1 at+a5+a;<1, J Yo = g=2 W?< A—0
1 2 —
a1+ =5 (1+£vV1—-4K*), ap =a3, 1
BII ye(-11 7>0 |[W< A0
me=1(3+VI—4K2), Ke [—%,H\{O} ( 3 )
2
BIII sm=a, =1, m=0, n=,/1-a = (—%,0) g>0 ZVE_{OO&’;)?
< ,3)?
a1 a2
ap=ay =5 (1£vV1—-4n*),
BV 2(11 ) ve(-41) g>0 |[W2< A0
a3+1 a3+1-2a3 1
BVI, M= g M=\ gt = g T (-31) >0 | W< A0
2(2—a)—ay(a—1)2 2 _1 q>0 W2 < A—0
o = Pl T g <1 re(-41)
1
BV m=am=a3=1, me(-1,1)\{0}, F, 167(%’1 ). g=0 |W?=A=0
c— "3
BVI, ||m=a=a3=1 h=0 F 16_(%,11), g=0 |W2=A=0
c— 3
BIX 4 =ay = a3 =1, Fi ze_(%’ll)’ g=0 |W2=A4=0
c— 3
KS m=v2 a=1 ze_(”{f’l)'z §<0 |W2<A—0
=1-

Podemos afirmar, por tanto, que:

= Los factores de escala, en general, son diferentes a los obtenidos en el caso de un fluido perfecto, con cons-
tante “constantes”. Los casos BI, BV, BVII}, BIX y KS coinciden con el caso anteriormente estudiado

» Hemos demostrado que existe una relacién entre el comportamiento de G y el signo de A. Cuando A < 0
(situacién descartada observacionalmente) entonces G es decreciente. Si A = 0, entonces G = const. y cuando
A > 0, entonces G es creciente ()

= Con respecto al rango de validez del pardmetro de la EdE <, observamos que mientras para las soluciones
obtenidas en el caso de un fluido perfecto era tan solo para un valor determinado (en la mayoria de las
soluciones) en este caso, para todas las métricas estudiadas encontramos que las soluciones son validas
(mateméticamente) para todo valor de v € (—1,1). Unicamente considerando las observaciones recientes,
que indican A > 0, somos capaces de determinar el intervalo de validez (fisico) de vy, siendo: v € (7., 1),
donde v, representa el valor donde « = 2, y por tanto A = 0y G = const.

v € (—%, 1) representa que, al depender la solucién de pardmetros geométricos como n y m, el estudio

numérico realizado indica que aproximadamente v € (— %, 1)

El modelo BI, sin embargo, se comporta de manera diferente, ya que en €I, la solucién tinicamente es vélida
siy = 1, pero precisamente para este valor, obtenemos A = 0y G = const.

Todas las soluciones (excepto el caso BI) predicen que G es creciente; de esta manera la relacion

GI & & 10
— ~ - 10~ =a—2
G~ 131536 <10 YL E=a—2

se ajusta a la mayoria de las observaciones, donde hemos considerado como edad media del universo ¢ ~
10'7s = 3,1536 x 10'%yr

= La tnica solucién inflacionaria es la que corresponde al modelo KS, el resto de las soluciones verifica g > 0
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= Todas las soluciones obtenidas se puede considerar que isotropizan, encontrando solo en el caso BIII donde
para determinados valores, el primer pardmetro de isotropia, A, no tiende a cero. De igual forma, en todos
los casos resulta la relacion

W2 < A0,

por lo que podemos afirmar que

sid— 0= W?—0,
pero no asi, la implicacién inversa, i.e.,

SiW? = 0 4= A— 0.

La razén de estas implicaciones estriba en que, mientras en la definicién del pardmetro A solo estdn involu-
cradas derivadas de primer orden, en la del pardmetro de Weyl W2, las derivadas son de segundo orden

» La tinica solucién homotética para la métrica BVII;, corresponde al caso i = 0; precisamente, esta solucién
(BVIIp) junto con la BV y BIX reproducen las obtenidas para los casos FRW con diferentes curvaturas

= En el apéndice A, hemos demostrado cémo estudiar, en el caso del modelo BI, la variaciéon de G y A de
forma alternativa. Construyendo EDOs de segundo y tercer grado, demostramos y comparamos las venta-
jas y desventajas de cada enfoque. A pesar de obtener el mismo resultado cualitativo, mismos 6rdenes de
magnitud para las magnitudes, los comportamientos cualitativos son diferentes, ya que en el estudio desa-
rrollado en el apéndice, en la integracién de las ecuaciones aparecen constantes de integracion que dificultan
la interpretacién cuantitativa de la soluciéon

10.4. Modelos escalares

10.4.1. Modelos escalares

El modelo esta descrito por la accién
4 1 1 2
5= [y |seR—5 (V0P -V (9)].

Los resultados teéricos obtenidos para el campo escalar ¢ y el potencial V, indican que la tnica posibilidad
compatible con las soluciones autosimilares es

¢=+valn(t), V=pPexp (quE(P)'

De hecho, también hemos demostrado la implicacién inversa, es decir, si el campo escalar y el potencial estan
dados por las anteriores expresiones, entonces los factores de escala siguen una ley de tipo potencias.
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Las soluciones obtenidas son las siguientes:
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[ Modelo [| Factores de escala |, B lq | Isotropia
BI a1+ +as =1 223”2(1_”2”2”3(1_“3)_2“2”3' g>0 | W2< A0
1
a1 =5 (14++v1-4K2),
l 2<1 ) a=1 5i3\/1—4K2),
BII a2:a3:1(3¢ 174K2), —;i i §>0 [ W2< A0
Ke [-3.4]\{0} Pl VI—aK =3
2:2
m=V1-n2a =a3=1, 9 W2 -0,
BIII ne (—1,1)\ {0} a=21, PB=1l+a—n qg>0 AE(O,%)?
H1:a2:%(1i\/1—4n2>, 5 5
BVIy ) { 11}\{0} a=2a, PB=2a35 g>0 | W < A—=0
a3 =1, m=mnec —35/7
m(m?—1+a3) ‘= 2(2a3+(2a,+1)m? —aZ (1+2m2+a3) —m*)
n=-———2 = 7 ,
2 —1)2’ m2+(a—1)
BVJ, B z(a%+mn;>tgzz(l+)mz+u%) b= Zmz(2a§+(2a2+1)m2—2a§(1+2m2+a§)—m4) qg>0 W2 < A—0
f = m2+(ay—1)2 (n12+(a2—1)2)2
BV a1:a2:a3:1/ ‘x:ﬁzz(l_mZ) q:() WZZAZO
m € (—1,1)\ {0}, F_q
m=a=a3=1, —a_ _ 2 _ 4 _
BVII, o A n=p=2 g=0|W2=A=0
BIX m=a,=as=1, Fi a=p=3 g=0[W?2=A=0
KS m=v2, =1, a=2a;,p=2+ma g<0 | W< A—0

De esta forma podemos concluir que

» Los factores de escala se comportan de igual forma que en el caso de la RG con constantes variables

= El modelo BI predice que B = 0, por lo que el potencial del campo es nulo. En el caso de la RG con CVT

también se obtenia el resultado A = 0

» En todos los modelos (excepto el Bl) se obteine que B > 0, por lo que las soluciones predicen una constante
cosmoldgica dindmica (decreciente) y positiva (consistente observacionalmente)

= A excepcién del modelo KS, todas las soluciones son, no inflacionarias, § > 0. De esta forma, vemos que
dichas soluciones no describen la actual aceleracion que experimenta el universo

» Todas las soluciones isotropizan o son is6tropas, a excepcién del modelo BIII, en el que para determinados
valores de 7 el pardmetro de anisotropia .4 no tiende a cero, pero si el de Weyl W2

= No existe solucién autosimilar para el modelo BVII}; tinicamente en el caso & = 0

10.4.2. Campo escalar sin interaccién con un campo de materia

El modelo esta descrito por la accion

S = / d*x\/—g [;GR - % (V)2 -V (9) + Lm} .

Los resultados tedricos obtenidos para el campo escalar ¢ y el potencial V, indican que la tnica posibilidad

compatible con las soluciones autosimilares es

p=pot %,

p=10. ¢==Valn(t), V=_pexp (3F5E<P> :
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Las soluciones obtenidas son las siguientes:
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| Modelo | Factores de escala | a,B,pg K | g | Isotropia \
=21 (1—ay)+
BI ay+ar+az=1 +2a3 (1 — az) — 2aza3 — 2p,, 1 >0 W< A—0
p=0
1—v
R py = Btalri1)=)
BII ay = a3 = 48%71), o) (-31) | >0 <a—0
K2 — —(37(+1 ()72—1) P=20G+)
4(y+1
— 2 g g — _ _ y(&+eo(1+2)+p0)
ap = —o3q,02 =az =1, o= ) )
Bl _ VARG g | p o P e (-30) |0 W <as0
2(y+1) ! — ( (y+1) )
— g — 1= _ _ 1 2
a1 = a2 = 3577y a3 =1 &=37T 1—7—py(r+1) 1 ’
BVIo Y 2 ) g (oD Lirt1)) (-31) [0 /wr< a0
2(7+1) 2(y+1)>
a4 = 2(11%+m2)7a2(1+;112+a%)
2+(a-1) _1 2
BVI, ey s1 ( 3,1) S0 (W2 < A0
 m24(ap-1)?
ap=a;=a3=1, _ ) 1 24
BV clanvioy, | 7o a=p<2(1-md) 1 0 [W2=A=0
ay =ap =a3 =1, _ o 1 2 _ 4 _
BVII, 0 R n=p<2(1-4) 1 0 [ W2=A=0
BIX m=m=a=1  F a=p8, Be(0,3) —1 W2=A=0
o =2a;+py(a; —2), >
KS m=v2 @m=1 1-v2 [ <0 | W< A—0
donde S1
(eo(r=1) (Y + 1) +4(y+1)my/= (7 =1) By +1) —4m? (y +1)* + 47 (1 - 1))
N =
(1—172) '
2 2 2
; (bo(r=1) (Y + 1 +4(y+1)my/= (7= 1) By +1) —4m? (y +1)* + 47 (1~ 1))
2(y+1)? '

Concluimos por tanto que:

= Los factores de escala, excepto en el modelo BVI, coinciden con los obtenidos para un fluido perfecto dentro
del marco de la RG

» En todos los casos, las soluciones obtenidas predicen que la constante cosmoldgica es positiva y decreciente,
B > 0, a excepcién del modelo BI, donde g = 0,i.e., A =0

» Losrangos de validez del pardmetro de la EdE <y coinciden con los obtenidos en el caso de un fluido perfecto
en RG

= A excepcién del modelo KS, ninguna de las soluciones encontradas es inflacionaria
= Todas las soluciones halladas, incluidas las del modelo BVIy,, isotropizan o son isétropas

= El caso BVII}, colapsa al modelo BVI] ya que la solucién encontrada solo es compatible si i = 0

10.4.3. Campo escalar interactuando con un campo de materia
Hemos estudiado tres escenarios (enfoques) en los que se considera que el campo escalar interacciona con el

campo de materia. Los resultados tedricos en los tres casos son

2
p=ppt Y, p=ap ¢==Valn(), V_ﬁeXP<EF\/&<P>~
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También hemos demostrado que otras funciones de acoplamiento pueden ser consideradas y, la forma que
pueden adquirir éstas en el contexto de soluciones autosimilares.

Tal y como hemos visto a lo largo de la Tesis, en general podemos decir que las soluciones en los tres casos
coinciden, salvo en algunos modelos con respecto al primer enfoque y solo para los casos BIII, BVIy y BVI,,.

En la siguiente tabla, mostramos las soluciones obtenidas para los enfoques segundo y tercero:

2 (m2 + (ap — 1)2)

| Modelo [ Factores de escala | &, B, pg v | q [ Isotropia
BI 3
Ke[-3.1]\{0} a=1(5+3VT—4K2) —py (v+1)
BII =4 (1£V1-4K2) p=1vVI— 42—+ 000 | (—11) >0 W< A0
+1)v1-4K2+2
m=ay =} (3£ VI-aK7) | 6= O
PP (1 (E5:)
12 g —as =1 > W2 50
BIII a 1—na as _2m (a2+3a1+2)+p (6(2+a1)—2(1+aq)) _l,O >0 4
ne (-1,1)\ {0} p=""" 202ra) (=3.0) A€ (0,3)?
5:2+1l11+’y
I (CRVe T a=2ay—py(y+1)
BVIy 16_[21_1}\3 ﬁ=§a§(+f7)°(v;l) (-31) |>0mr<a—0
n —5,5 _ 20 (w+1)+w—
32| \{0} 5 = 2ely ol
= 2(H§+m2)7a2(l+mz+a%)
1= 7
BVI, B m(mz"jzl*;(:%z)—l) s1 (%,1) S0 W2< A0
n = _4m2+(ﬂ2*1)2 ’
a a a 1 zx<2( _mZ) (1-9)(2(1-m?)—a)
1=4ad2=4a3 =1, _ ooy =7 —m7)—a _1 2 — A=
BY me (~1,)\{0}, F, | F=20-m) 27+1) (-31) |0 [wr=a=o0
§=1+7
Bvi, | MTM=a=1l B=2+5%(y+1) (—%,1) 0 [W2=A=0
x=2—3(7y+1)
BIX m=a=a3=1, F1 ﬁ:1%+p7°(7+1) <*%11> 0 W?=A=0
T Caa)
& =2a1 —py(y+1
KS m=vV2, a=1 B=2+4a;+ 0, (v —1) (1-v2,1] | <0 | W2< A—=0
5:74—\@—1
donde S1
ay —1)* (y = 1) +m? (3y +1 243 (ay — 1)
5:(2 )(,Y ) ; (’)/ ), a:_zmz_(,)/_'_l)po_ 22( )2/
(m2 + (2= 1)) & m? (a3 = 1)
1—
PR Gl 01 2[1+a2(a2—2)(2a2—a§—2)—

—mz((mz—l—Z) +2a2(a2—2)—4(—m—a2—|—a§+m2) (m—a2+a%—|—m2)>}.

De forma que, podemos concluir:

= Con respecto a los factores de escala, observamos que las soluciones halladas coinciden con las del modelo
escalar y, por tanto, con las del modelo con constantes variables en el marco de la Relatividad General

» El rango de validez del parametro de la EdE 7y coincide con el obtenido en RG con CVT, siendo mas amplio
que en el caso sin interaccién, donde por ejemplo, para los modelos BIIL, BVIy, BVI;, y KS solo era valido para
un Unico valor, 7, mientras que aqui lo es en (., 1)
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= En todos los casos, las soluciones predicen que la constante cosmolégica es positiva y decreciente, ya que
>0

» Ninguna de las soluciones hallada es inflacionaria, g > 0 a excepcién del modelo KS, tal y como sucede en
los casos anteriormente estudiados

= De igual forma vemos que todas las soluciones encontradas isotropizan o son is6tropas, como en los casos
BV, BVIly, y BIX

» Para el modelo BI, existe una solucién matematica tipo Jacobs con § = 0, pero la hemos descartado desde el
punto de vista fisico al ser termodindmicamente inconsistente, por lo que concluimos que no existe solucién
fisica y que, por lo tanto, en el contexto de las soluciones autosimilares no se puede considerar interaccién
alguna entre un campo escalar y otro de materia

Sin embargo, con respecto al primer enfoque, encontramos las siguientes diferencias con respecto a los enfoques
anteriores: el primero se refiere al rango de validez de la EdE; en este caso y para todos los modelos encontramos
que ¥ € (—1,1) a excepcién del modelo BI, donde tampoco se pueden considerar interaccién entre el campo
escalar y el campo de materia, como en los anteriores enfoques (termodindmicamente inconsistente). El segundo
concierne a las soluciones para los modelos BIII, BVIy y BVI,. En la siguiente tabla resumimos las soluciones
halladas para dichos modelos.

Modelo | Factores de escala a, B, 0y v q Isotropia
BIII 7
T
a=a =5, az=1, a=1—-p)(y+1), ”
BVI, 2 ~1,1) | >0 | W2< A—0
m=n=:t B=5(+p(v=1)) -L1)
ag=m, ap=1—m a=4m(1—m)—p,(y+1) ’
BVI -1L1) [ >0 | W< A—=0
" n=ap, B=2m(1—m)+%p,(y—1) ( )

Las conclusiones a las que podemos llegar son, por tanto, las siguientes:

» Los factores de escala son distintos que los encontrados en los enfoques segundo y tercero
= No hemos hallado solucién matemadtica al modelo BIII

= B> 0y, por lo tanto, predice el mismo comportamiento para la constante cosmolégica que en los anteriores
enfoques

= v € (—1,1), siendo de esta forma mayor el intervalo de validez que los casos anteriores en los que y €
1
(=51)
37

= A pesar de ser mayor dicho intervalo, las soluciones hayadas contintian siendo no inflacionarias, ya que
g>0

= Ambas soluciones isotropizan

10.5. Modelo escalar con G variable

10.5.1. Modelos escalares

Consideramos la siguiente ecuacién de KG modificada

av._G'p
17 gt = "¢ _
¢ +¢ H+ dp t5 Y 0
De esta forma, el comportamiento del campo escalar, del potencial y de la constante de gravitaciéon G(t), vienen
dados por

o =gt V() =pt20H), G=Gyt*,  aecR\{0}.

Las soluciones que hemos hallado para este modelo estan resumidas en la siguiente tabla:
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[ Mod. | Factores de escala | o, B |G g | Isotropia \
a+ay+a3=1 B=0 ? >0 W2 < A—0
m=3-50=17

BI 4 Lr2eaty/Te 120 B=0 ? >0 W2 < A0

- 4
B— 172a3+\/1+4a3712u§
Ke[-33]\(0}, 2

BI | g = 1=VI4R2 B=1% (1% vI—4K) ? >0 W2 < A0
4y = a3 = 31\/%1 4K2
a1 =V1—-n2a =a=1, _ﬁ — ? W2 =0,

L N =5 (1+v1i-1) : >0 Ae (0,3

_ o (Evi-an?) \/GO 14+V1—4n
BV, | TR a3 =1 0 ( ) N N W2 < A0
m_”e[ 33| \ {0} 5:%(1+\/1—4n2)
— m(l m _“2)
T om2t(ap—-1)2 _ m2a? 2
BV () -m (i) | P i mop ? >0 W< A=0
L m2+(ay—1)%
m=a=a3=1, _ 2 24—
BV = ? 0 W2=A=0
e(-1LV\{0}, Fq |P
a1:a2:a3:1, 4 2 _
BVIL | 7T E x=1=8 2o W2=A=0
BIX |ai=mm=a3=1, F x=1=8 N 0 W2=A=0
KS |ay=v2 ap=1 5:%&2(1+\/§) ? <0 W2 < A0

Las conclusiones a las que podemos llegar son las siguientes:

= En primer lugar resaltar que, con respecto a los factores de escala, las soluciones obtenidas coinciden con las
halladas en el caso del modelo escalar y, por lo tanto, llegamos a las mismas conclusiones que allf expusimos
con respecto a los pardmetros de anisotropia y aceleracién, es decir, ninguna solucién es inflacionaria, excepto
el modelo KS y todas las soluciones isotropizan o son isétropas, encontrando tinicamente una solucién para
el caso BVIly,i.e., h=0

= Respecto al comportamiento de la constante cosmolégica, podemos afirmar que todos los modelos predicen
una A positiva y decreciente, a excepcién del modelo B, en el que a pesar de haber obtenido dos soluciones,
en ambas encontramos que B = 0y, por tanto, no describen el comportamiento de A

» Solo en tres de los casos estudiados podemos afirmar que la funcién G(t) es creciente, BVIy, BVIIj y BIX (i.e.,
el mismo comportamiento que en el caso de la RG con CVT); en el resto de soluciones, no podemos determi-
nar su comportamiento, ya que las soluciones encontradas dependen del pardmetro libre «. En el mejor de
los casos hemos podido encontrar ciertas acotaciones de &, pero éstas no nos han ayudado a determinar el
comportamiento de G

10.5.2. Campo escalar sin interaccién con un campo de materia

Las ecuaciones de conservacién modificadas para este modelo son

G v G
O+ (O +Pm) H+ =0, =0, ¢”+¢’H+¢+2f 0,

y donde las principales magnitudes deben comportarse de la siguiente manera

donde, H=ht"!, p = yp,ya € R\ {0} h € R,
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Las soluciones halladas para el modelo son las siguientes:

[ Mod. [ Factores de escala | &, B, g v | g [Isotropia |G |
BI ay+ar+az =1 B=0, p,>0 1 S0 WP<A—=0]?
(1+V1-4K?) o2 (14v1-4K2)
ay = -———>, = 1 2
BII Y p ) -1 >0 W< A—0|?
— 37
ay =daz = (£/100) i ) po >0 ( )
_ _ _ 2y 2 (1—
ﬂz—a?,—l,a]——m ‘B:'L(l')’,
BIII T Z () (-30) >0 W<A=0]?
BVI o =1, al:azzﬁ /3:“22(17_31) ( 1 1) >0 W2 =0 2
0 _ /-G D(r-D) ¥ Ae (0,1 '
=G — po >0 (0,1)
am=1- __nBrHD) a3 =1
—Gr+H(r-b) 2(1-7)
_ \/i — -
BVL, | g — Y2V EBOD) | B = S ~(-31) >0 <as0|?
(r+1) /=Gt (7-1) po >0
_ =B+ (v-1)
m=—n+ —YH) ] ,
a1:a2:a3:/ :0(, _1 2: _ )
BV e o o) b >0 1 0 [W2=A=0 |2
BVI, |ay=ay=a3=1, h=0 00 > 0 -1 0 [ W=A=0 | ~
BIX a1:a2:a3:1 P0>0 —% 0 WZZA: /‘
—
KS 611:\/5, 612:1 'B_f)(l—'—\/i), 1_\/5 <0 W2<<./4—>0 ?
Po >

De esta manera llegamos a las siguientes conclusiones:

Los factores de escala de la mayoria de las soluciones coinciden con las obtenidas para un fluido perfecto en
el marco de la RG; sin embargo, los modelos BII y BVI;, presentan otras soluciones. La solucién del modelo
BII coincide con la obtenida en el modelo GR con CVT, mientras que la del BV}, es nueva

En todos los casos B > 0, lo que implica que A es una funcién decreciente y positiva. No obstante, en el
modelo BI § = 0 (como en todos los casos estudiados), de esta manera, las soluciones autosimilares obtenidas
para esta geometria no explican la variacién de la constante cosmolégica al considerarla nula

Con respecto al rango de validez del pardmetro y, vemos que estos coinciden con los hallados para el caso
de un fluido perfecto. En el caso particular del modelo BVIj, el andlisis numérico llevado a cabo nos permite

estimar que ~ ( - %, 1) ya que la solucién depende de m y n

Excepto en el caso del modelo KS, el resto de soluciones son no inflacionarias

Podemos considerar que todas las soluciones isotropizan o son is6tropas a excepcién del caso BIII, en el que
para determinados valores de 1, el primer pardmetro de anisotropia .A tiende a 1y, por tanto, la solucién no
puede considerarse como isétropa

Por altimo y respecto al comportamiento de la funcién G(t), las soluciones obtenidas no nos permiten de-
terminar su comportamiento, ya que éstas dependen del pardmetro libre a. Unicamente en los casos BVIj y
BIX las soluciones predicen que serd creciente

10.5.3. Campo escalar interactuando con un campo de materia

Solo hemos estudiado un posible caso de interaccién entre un campo escalar y uno de materia, siendo las
ecuaciones de conservacién modificadas

G’ av G’P¢
Ot (owtpm) H+ Zpy = Q9" +¢'H o+ 505 =-Q Q=2dHp,
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y, donde hemos demostrado, que las magnitudes deben comportarse de la siguiente manera

siendo H=ht"!,h € R*, p = yp,y « € R\ {0}.
Las soluciones obtenidas son las siguientes:

[ Mod. | Factores de escala | &, B,pg I | g | Isotropia |G |
BI 7
(1:+v1-4K?) 11 B=pB(1K Gopa)>0
ay = 2 Ke|=2,2]\{0} = K,G 0 1
BII Po = o (7, 0) > —3,1 >0 | W2<A—0|2?
by — g — (3EVIZIKE) 5 (r+)VI-aK2 42y ( 3 )
2”7 1 V1K
BII |7
a=a =3 a3 =1 B= 24 0-2)e7Gy
BVI, | "} %272 3= (r1)Go (0,1] >0 [ W2<A—0|?
m=mn= :I:z p — 1—w G — ,)/
0 (’Y+(1)G0 E
_ _ —Go(a2+20) —8n(n+1)
Bv, | ATl m=n p= Goro (0,1] S0 [ W2< A—0|2
m=-1-n, ne(-10) 0p>0, 5=1
== e 1 ﬁ:ﬁ(y,m,Go,a)>0
BV 1= % =8 po = po (7,m,Go) >0 (-1/3,1] |0 |[W2=A=0 |?
€ (=1,1)\{0} 1
6= ¥+ 3
B= 67+(1—7)Go+2 0= 1
BVIL, |ay=ap=a3=1, h=0 251+ "ol (=1/3,1] |0 [ Wr=A=0 | &
Po G0(1+’Y) 0= ,Y+ 3
g — B0 GFs g
BIX |aj=ay=a3=1 it 1 "1 (=1/3,1] |0 [ W2=A=0 |
Po= 261 0 =713
«2Gy(1—7)+47(V2+1) +4
p= Go(r+1)
KS |a1=v2 a=1 _ 2V2-4%Gy (1-v2,1] | <0 W< A—0|?
Po Go(r+1)
S=7—1+2

Las conclusiones a las que hemos llegado son las siguientes:

No existe solucién fisica para el modelo Bl, que sea termodindmicamente consistente, aunque si existe so-
lucién matematica. Hemos visto, por tanto, que no es posible considerar, en ninguno de los modelos estu-
diados, interaccién alguna entre el campo escalar y el de materia, en el contexto de soluciones autosimilares,
para este tipo de geometria

Sin embargo, no existe solucién (matemaética) para el modelo BIII

Encontramos en todas las soluciones que > 0; de esta forma, las soluciones halladas predicen una constante
cosmoldgica positiva y decreciente en el tiempo

Los rangos de validez del pardmetro de la EdE 7, en las soluciones BVIy y BVI, son menores que en los otros
casos donde hay interaccién, siendo v € (0,1] en vez de y € (— %, 1]. En el resto de soluciones se obtiene el
mismo rango

Las soluciones halladas no son inflacionarias, a excepcién de la obtenida en el modelo KS

Con respecto a la isotropia de las soluciones encontradas vemos que todas ellas isotropizan en todos los casos
o son isétropas, como en los modelos BV, BVII, (h = 0) y BIX

En este modelo tampoco somos capaces de determinar el comportamiento de la constante de gravitacién
G(t). La estructura de las ecuaciones de campo, en las que hay mds incégnitas que ecuaciones, imposibilita
obtener resultados concluyentes. Solo en los modelos BVII, (h = 0) y BIX podemos concluir que G es una
funcién creciente
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10.6. Modelos tenso-escalares

Hemos estudiado diversos modelos tenso-escalares. En el denominado caso general, la accion estd descrita por

5= g [ vz {3 [FOIR-Z(9)0.0" ~2ulg)] + Lu}.

Hemos calculado la forma admisible de las funciones F (¢) y Z (¢) para que las ecuaciones de campo asociadas
admitan soluciones autosimilares. La accién resultante se transforma en

1 11 5_ _
S = s /d4x\/—g {2 [472 "R—¢p "¢ 9" — 2U(¢)} + £M} .
por tanto, para diferentes valores de la constante m obtenemos diferentes teorias. Los casos expuestos son:

- m = 0, modelo de gravedad inducida
- m = 1, modelo con potencial U

- m = 2, modelo escalar con G,¢¢ = const. Describe modelos fantasma (phantom models) sin necesidad de impo-
ner una energia cinética negativa

De igual forma hemos estudiado los modelos tenso-escalares tipo camaleén, demostrando la dependencia fun-
cional que debe tener cada magnitud para que las ecuaciones de campo admitan soluciones autosimilares

Por ultimo, hemos demostrado que existen soluciones tipo power-law para las denominadas teorias f(R, ¢)
(generalizacion de los modelos F (¢) R) bajo la hipétesis de que podemos descomponer en variables separadas la
funcién f, f = K(R)g(¢), y donde ademas, la funcion K, adquiere la siguiente forma, K = R”, 7 € R, lo cual resulta
apropiado al trabajar bajo la hipétesis de autosimilaridad. Sin embargo, para el caso particular de estas teorias, las
denominadas f(R), hemos probado que no existen ni soluciones autosimilares ni tipo power-law.

A continuacién resumimos los principales resultados sobre el comportamiento de G y A en los dos modelos
tenso-escalares, sistematicamente estudiados, denominados, modelos con A y potencial U respectivamente.

10.6.1. Modelo con A

La accién estd descrita por

1
S = g | 4578 |0R— 50,07 + 200 (9) + 2L,

demostrando que las magnitudes deben comportarse de la siguiente manera
¢ = (potﬁ, Getf ~1*72, A= Agt™2, wpp =const, p= pot ™, a=(1+7)h,

dondeh =ay+ax+a3,yp=yp,cony € (—1,1]siendofi =2 —a,a =h(y+1).

Resaltamos que, el comportamiento funcional de las magnitudes es el mismo que el obtenido en el modelo con
constantes variables en el marco de la Relatidad General. Sin embargo, hemos mostrado que las soluciones no son
iguales y, por tanto, este modelo no predice el mismo comportamiento para Gy A.
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Las soluciones que hemos obtenido son las siguientes:

[ Modelo | Factores de escala |y lq | Isotropia | A |G \
BI ap+ay+a =1 1 >0 W2 A—=0 0 const
—4w(y—1)> =3+
M= Sw(f'ig—l))—11+:’ (—%,1) >0 | W< A—0 | 0 G~ G(v)
0> — aa — 2w(y+3)(y—1)—7+7
BII 27 M7 TBu(E-1) 114y
2y = Y4+1-1/992—67+1+167K2
- =
ty = a3 — 5’y+17\/9728jy6'y+1+1671<2 ~(~1,1) >0 | W2 A—0 | >0 | G(v,)
— __2wO=-D-1 2
BIII A e )N T N (_%,0> >0 W 05 ’ 0 N\
g =a3=1, m:m('y,zw) Ael0,3)?
_ _ l—y4w(y+]
M =02= =502 1) 07,3 1 W2 —0
BVlo 1) A—(aa-1)? ( 3’1> >0 Ael0,1)? 0 G~G()
m=n=s; w
— V3 (g
BVI, m‘jg((az 11))’ ! >0 (W2 A—0 |>0 | G4
n = 3 ﬂl -
g = =1, ,)/ __1 S _ _ > ,)/
BV " (”31,1‘33\ {01} Elye=-b >0 | W2=uA=0 0 |Gy,
BVI, |[aj=ay=a3=1, h=0 E(ve=—2)[>0 [W2=4=0 >0 |G(v.)
BIX %1:@:@:1 E(yve=—3[>0 [W?=4=0 >0 | G(v.)
KS

De esta forma podemos concluir:

» La solucién hallada en el modelo BI si coincide con la del caso GR con CVT, ya que A = 0y G = const.
ademas la solucién solo es vélida para ¢ = 1

= En el modelo BII hemos obtenido dos soluciones, ninguna de ellas es inflacionaria y ambas isotropizan

- En la primera, encontramos que A = 0, por tanto, esta solucién no describe su dindmica. La solucién es

vélida Vy € (—%, 1) , sin embargo, G es creciente si y € (%, 1) , constante si ¥ = % y decreciente si
11
e(-4)

- La segunda solucién predice, en general, que A > 0y, vélida Vy € (—1,1) (numéricamente). Al depender
las soluciones del parametro geométrico entonces se hace necesario analizar la solucién numéricamen-
te. Encontramos que en los entornos (v, = 7.(K)) donde la densidad de energia es positiva, A lo es,
excepto en un pequefio subintervalo, Iy C £(7y,. = 7.(K)), donde A < 0. En este intervalo G es crecien-

te, constante en vy, y decreciente. El didmetro del entorno £(vy.) depende del valor del parametro de
Brans-Dicke wpp de forma que, cuanto mayor sea este pardmetro, menor serd el didmetro del entorno

= En la solucién obtenida para el modelo BIII, encontramos que A = 0. El factor de escala a, € (0,1) siendo la
solucién solo valida si 7y € (—%,0) . De esta forma, cuando vy — —1/3, entonces a, — 1, encontrando que

la solucién es is6tropa (W? < A — 0); pero si v — 0, entonces a; — 0, no podemos afirmar que es is6tropa
(con respecto al pardmetro .A), pero si en funcién del pardmetro de Weyl, ya que W? — 0. La solucién no
es inflacionaria. Por dltimo, observamos que G se comporta de forma decreciente en todo el intervalo de

definicion, i.e., Vy € (—%,0)

= En el modelo BVIy, la solucién hallada indica que la constante cosmolégica es nula, i.e., A = 0, siendo ésta
vélida cuando el pardmetro de la EdE v, pertenece al intervalo (— %, 1) . No es inflacionaria, pero podemos

decir que si isotropiza, ya que solo cuando v — 1, entonces A — 1, mientras que si ¥ — —1/3, entonces
A — 0. La constante de gravitacion efectiva se comporta de la siguiente manera: G es creciente si v €

(%, 1) , constante si y = % y decreciente si vy € (—%, %)
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= Para el modelo BVIj, la solucién obtenida solo es valida si v = %, obteniendo ademas A # 0. Al depender la

solucién de varios parametros, entonces su andlisis se ha realizado numéricamente, llegando de esta forma
a la conclusién de que no es inflacionaria y que isotropiza, ya que ambos pardmetros tienden a cero. Con
respecto al comportamiento de A y G observamos que en el intervalo donde la densidad de energfa es po-
sitiva Z (este intervalo depende de los valores de (a1,a3)) A es siempre positiva, excepto en un subintervalo
Ip donde A < 0, In C Z. En el intervalo Z, G es creciente y decreciente de tal forma que cuando A = 0
entonces Gef = const.

Con respecto a los modelos BV, BVII;, y BIX, vemos que se comportan de forma similar. En primer lugar
resaltar que la solucién correspondiente al modelo BVII;, tinicamente es valida cuando & = 0. Las soluciones
son is6tropas, ya que los tres factores de escala coinciden, y ninguna de las soluciones es inflacionaria. De
igual forma, observamos que dichas soluciones son solo validas en un pequefio entorno de v, = —1/3, i.e,,
E(v,). De esta forma, encontramos que A > 0 Vy € £(7,) excepto en un pequefo subintervalo Iy donde
A <0,Ipn C E(7,). Precisamente en 7y, A = 0y Gegs = const. Asi, Geg es creciente si y > 1y, y se comporta
de forma decreciente si y < v, Vy € E(77,).

No existe solucién fisica al modelo KS, ya que, en el intervalo en el que p, > 0, encontramos que ¢, < 0,
descartando asi la solucién matematica hallada

10.6.2. Modelo con U

El modelo esta descrito por la siguiente accion

1
5= 1o [ #0V/78 |9R = .0~ 2Ulg) + 2L

demostrando que las magnitudes, dentro del contexto de autosimilaridad, deben comportarse de la siguiente
manera

¢ =pt", U=Upt" 2, wpp=const, p=pyt ™% a=(1+7)h

Las soluciones obtenidas para cada una de las geometrias estan resumidas en la siguiente tabla:

[ Modelo | Factores de escala K | g | Isotropia lu |G \
BI amtay+a =1 1 S0[W?<A—0]0 const
BII m=a; =} (m +1), E(y,=0) >0 | W2< A—=0|>0|G(y,)
K* =1 (a1 +1)(3a; — 1) ¢ ¢
1—yE/7(9y+4m2—6)+1
*BIII ay = ( 2y ) g(,)z) (m) >0 (W2 < A—=0]>0]|G(7.)
m=a=1, m=m(yw) Ve = velm
19y +16n2—6)+1
*BVIy M == 4y 5(7_6) >0 (W< A—=0|>0]G(y,)
g3:1,m:n ,Yc_/)/cn)
m= %2 (ay—1) 1 2 1
BVI, N ’ 3 >0 W2<A—0]>0|G(3)
n=>(—1)
am=a=a=1, __1 2 _ 4
BV m e (—1,1)\ {0} E(ye=—3) >0 W-"=A=0 | >0|G(v,)
BVI, |ai=ay=a3=1, h=0 E(re=-1) >0 [ W?2=A=0 | >0]G(,)
BIX ap=ay=az3=1 g("}/C:*%) >0 ([ W?2=A=0 >0 G(’)/C)
KS a1 =v2, a=1 E(e=1-vV2) [ <0 | W< A—=0]|>0]G(q,)

En los casos BIII y BVIj existen soluciones que coinciden con las del modelo tenso-escalar con A.
Las conclusiones a las que podemos llegar son las siguientes:

» El modelo Bl no predice variacién alguna de G ni de A, ya que la solucién obtenida es coincidente con la del

modelo tenso-escalar con A, y por tanto, Gegs = const y U = 0

Para esta geometria, también hemos analizado el modelo tenso-escalar denominado gravedad inducida. La
solucién hallada es idéntica a la de los otros dos modelos tenso-escalares, obteniendo iguales factores de
escala, mismo comportamiento dindmico y siendo G = const y U = 0



10.7. OTRAS TEORIAS 197

= La solucién que hemos hallado para el modelo BII solo es vélida para un pequefio entorno £(7,), del valor
critico del parametro de la EAE v, = 0. En este entorno, la solucién es is6tropa y no inflacionaria. La funcién
potencial es positiva, excepto en un subintervalo, Iy donde U < 0, I5 C £. G es creciente siy > 7, constante
en v, (A = 0) y decreciente si v < 7,. No existe analogia alguna entre esta solucién y la del caso con A

= En el caso BIII, vemos que la solucién depende de varios pardmetros y, por lo tanto, su interpretaciéon debe
realizarse mediante andlisis numérico. Fijando un valor de m, entonces la solucién hallada solo es valida
para un pequefio entorno de -y, denotado por £(7,). En dicho entorno tanto la densidad de energia como la
funcién escalar son positivas. La solucion es isétropa, ambos pardmetros tienden a cero y no es inflacionaria,
g > 0. La funcién potencial U es positiva menos en un subintervalo Iy C &, donde o es nula (en los extremos
de I5) o es negativa. Con respecto a la constante de gravitacion efectiva, observamos que: G es creciente si
¥ > ., constante en 7y, (U = 0) y decreciente si y < 1., para todo posible valor de y € £

» Observamos en el modelo BVIy, que la solucién hallada depende de los parametros (1, 7) de tal forma que
el anélisis debe realizarse numéricamente, de forma andloga a la llevada a cabo en el modelo BIIIL De esta
manera, si fijamos el valor de 7, entonces encontramos que p, y ¢, son positivas solo en un pequefio entorno
de 1., donde la solucién puede considerarse como isétropa pero no es inflacionaria. U > 0, Vy € E\I,,
donde U < 0 en I5. Por dltimo, G es creciente si y > v, constante en y, (U = 0) y decreciente si y < 7,

= La solucién obtenida para el modelo geométrico BVIj, es la misma que la obtenida para el caso con A, por
tanto, las conclusiones son idénticas

» Los modelos BV, BVII}, y BIX, se comportan de forma andloga y su solucién coincide con la obtenida para el
modelo tenso-escalar con A, por lo que llegamos aqui a las mismas conclusiones

» En este caso si encontramos solucién fisica para el modelo KS, siendo ésta tinicamente vélida en un entorno
de £(7,), donde , = 1 — v/2. La situacién es analoga a la descrita para los otros modelos. U > 0, Vy € E\I,,
donde U < 0 en I, y donde G es creciente si y > 1., constante en -y, (en dicho punto U = 0) y decreciente
siy < .. Con los valores de los factores de escala obtenidos, podemos afirmar que la solucién es isétropa e
inflacionaria, ya que g < 0

La solucién al modelo camale6n para esta geometria, nos muestra que ésta es valida Vy € (7., 1] en vez de
un pequerio intervalo en torno al valor critico 7,. El andlisis numérico realizado, nos indica que, restringién-
donos exclusivamente a los intervalos en los que U > 0, la constante de gravitacion efectiva Geg puede ser
tanto creciente como decreciente

En el caso de la gravedad inducida, hemos descartado la solucién obtenida al considerarla como no fisica, ya
que en los intervalos en los que tanto la densidad de energia como el campo escalar son positivos, la funcién
potencial es negativa (en contradiccién con las observaciones)

10.7. Otras teorias

10.7.1. Gravedad conforme

En el tercer capitulo de la esta Tesis, estudidbamos la teoria de gravitacién conforme bajo la hipétesis de auto-
similaridad. Recordamos que las ecuaciones de campo que describen el modelo son

1 m
Rjj — 3Rgij = 87G () T} — A (9) g — T,

donde
m (¢ _ 1 k 2
T = (o + p)uiuj+ pgij, T = e (gijfl" Pr— 44’,i4’,j) + N ((Pi;j —81‘]‘547) .

Mediante el método de las colineaciones de materia, deducfamos la forma de cada una de las magnitudes
para que las ecuaciones de campo admitieran soluciones autosimilares. En particular deduciamos la forma de la
funcién gauge ¢ (t), ¢ (t) = ¢,t%, sin invocar condiciones externas basadas en consideraciones fisicas. El resultado
tedrico al que llegabamos es valido para cualquier geometria tipo Bianchi y establece que las magnitudes deben
comportarse de la siguiente manera

_2—h(1+7)

9=t @ ER e="rFg, A(p)=Not™%, Gp=t72
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Hemos estudiado la forma en la que pueden variar G y A en los siguiente modelos: Bianchi I, VIIy, IX y KS, ya
que sus métricas no dependen de pardmetros geométricos, facilitando asi los calculos.

1. Para el modelo Bianchi I el resultado obtenido es el siguiente: 1 = 1, i.e., a1 + a2 + a3 = 1, siendo la solucién
a2+a3—u%—u§—a2u3 . 1—9

87p, ’ 3y+1
tanto, la funcién gauge ¢ se comporta como una constante, ¢ = const. La constante cosmolégica es nula, ya
que Ag = 0, y por dltimo p, = p, > 0. Si tenemos en cuenta la condicién externa G¢? = const., entonces
concluimos, de la relacién, Gp = t~2, que la densidad de energia se comporta como: p = p,t~2. Es decir, bajo
las hipétesis consideradas, la solucién hallada colapsa a la de tipo Jacobs, obtenida dentro del marco de la
Relatividad General

Unicamente vdlida para ¢y = 1, y donde Gy = esto implica que, ¢ = = 0,y por lo

2. Las soluciones para los modelos Bianchi VIIy y IX son coincidentes. En ambos casos se obtiene: h = 3, i.e.,
a; = ap = az = 1, siendo la solucién tinicamente vélida para el pardmetro de la EdE v, vy = —1/3, y donde
Ay = 0. Por tanto, e = 0, siendo la funcién gauge constante: ¢ = const. Bajo la hip6tesis, Gp> = const.,
llegamos a la conclusién de que la densidad de energfa sigue la ley: p = p,t 2. Como podemos observar, las
soluciones obtenidas coinciden con las de un fluido perfecto en el marco de la RG

3. Por dltimo, consideramos el modelo KS. La solucién obtenida en este caso es la siguiente: h = (2 + \@) ,

ie., a1 = V2, ya; =1,donde, v =1— V2, y por tanto, & (y) = % = 0. La solucién para el resto

V2+1
47tpg 7
de un fluido perfecto en el marco de RG

de pardmetros es: Gy =

y Ao = 0, donde p, = p, > 0. De nuevo, la solucién obtenida coincide con la

En todos los modelos estudiados hemos obtenido que la funcién gauge es constante y que la constante cosmo-
l6gica es nula, siendo la solucién solo vélida para un determinado valor del pardmetro de la ecuacién de estado,
7. Sin embargo, al no disponer de una ecuacién que describa la variacién de G, tinicamente podemos determinar
su comportamiento considerando hipétesis externas a la teoria, como G¢? = const. De esta menera y, bajo esta
hipétesis, llegamos a la conclusién de que G es constante, G = Gy y, por tanto, p = pot*Z. Por consiguiente, hemos
visto que las soluciones son, en realidad, las obtenidas en el caso de un fluido perfecto en el marco de la RG. Si
consideramos otra hipétesis sobre G, por ejemplo, asumimos la hipétesis de Dirac y por lo tanto suponemos que
G =~ t~!, entonces las conclusiones cambian y la densidad de energia p debe comportarse ahora como p =~ ¢!,
para que se verifique la relacién Gp = t 2.

10.7.2. Modelo de Barber

Las ecuaciones de campo del modelo son
1 _ _
Rij — 5Rgij = ¢ ', Op=AT, G=¢ "

Hemos deducido la forma que puede tomar el campo escalar ¢, para que las ecuaciones de campo admitan solu-
ciones autosimilares. El resultado principal al que hemos llegado es el siguiente

-1
Bt =Cth + Ot p=py (G424 Ot 2), G=Go (Cutt +Coth)

con Ay = % (1 —ht/h2—-2h+1+4A(1— 37)) . De esta manera, vemos que hemos obtenido tres posibles
formas para, ¢, (¢, ¢, ¢_)

¢ (1) = Crttt + Cot=, ¢ (1) = Cit=,
aunque ¢ y ¢, presentan el mismo comportamiento cuando ¢ es suficientemente grande.

Hemos estudiado como puede variar G en esta teoria consierando los siguientes modelos geométricos BI, BVII,
BIX y KS. En la siguiente tabla resumimos los principales resultados de cada solucién.

[ Modelo | Factor de escala I | Ax \
BI a1+ay+az=1 1 :E\/*Z/\

BVII, m=a=a3=1,h=0 —% —1:|:\/2A+1

BIX m=a=a3=1 —3 —1+V2A+1

=

KS 0 =V2, ay=1 ;(—1—\/§i\/(1zﬁ—8))\+zﬁ+3)
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con A < 0, donde se suele considerar A = —0,1.
Con estos resultados podemos, ahora, calcular el ratio G’/ G, considerando como edad media del universo
t ~ 10's = 3,1536 x 10'yr. Los resultados obtenidos son los siguientes

%/ Ay ‘ A_

BI 1,4181 x 10~ Tyr=T [ —1,4181 x 10~ Tyr T
BVII,&BIX | 3,3476 x 10 2yr—1 | 6,0071 x 10~ Myr~!

KS 3,0686 x 10~ 2yr—1 [ 7,3485 x 10 Tyr!

Para el modelo BI hemos obtenido una solucién tipo Jacobs donde v = 1. Sin embargo, la solucién de este
modelo nos dice que G puede ser tanto creciente (G_) como decreciente (G, G4). Recordamos que la solucién de
los modelos JBD para esta métrica predecian Geg = const. Si comparamos la forma en la que varia G con las
observaciones, vemos que las predicciones del modelo coinciden con algunas de las observaciones recientes. El
resto de casos estudiados predice que G varfa de forma creciente, siendo estas predicciones concordantes con las
observaciones, excepto en el caso del modelo KS con A_. Las soluciones para los modelos BVII; y BIX son solo
vélidas para ¥ = —1/3, mientras que la solucién del KS lo es para ¢ = 1 — /2. Curiosamente para estos valores
de la EdE, como en el caso BI, las soluciones de los modelos tipo JBD predicen Gg = const.
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Apéndice A
Bianchi I con G y A variables

En este apéndice mostramos como calcular la variacién de G y A mediante grupos de Lie, en el caso especifico
del modelo clasico con constantes variables para el caso Bianchi I. Empezamos recordando que las ecuaciones de
campo que definen el modelo son las siguientes

Xy Xz zY

A 2L 22 Ac? A.l

<Y T xzt7Y 81Gp + Ac?, (A1)
YN Z// Z/ Y/

v tZtZy = "8G+ Ac?, (A2)
XII Z/l X/ ZI
x + — + X7 = —87Gyp + Ac?, (A.3)
X// Y// X/ Y/
<ty txy = —87Gyp + Ac?, (A4)
p'+p(l+9)H=0, (A.5)
N = —87G/p, (A.6)
donde (’ = %) , y definimos
X Yy 7z
=|l=+=+=]. 7
H (X +y+ Z) (A7)

El propésito es construir una EDO a partir de las ecuaciones de campo del modelo. Para ello consideramos las
Ecs. (A.2-A 4) y teniendo en cuenta la Ec. (A.1), entonces obtenemos

X/l Y// Zl/ ’
Y+7+7——4r[(1+37)Gp+Ac. (A.8)

Ahora, teniendo en cuenta la Ec. (A.5), y elevdndola al cuadrado, se deduce

I\ 2
<Z) = (14+7)*H?, (A9)
ya que
X'\* (Y\? [Z\* Xy xz zY
H? = — — — 2|l ==+ ==+ == . Al

() + () +(5) w2 (55 +%5+%%) (A1)

Consideramos ahora la Ec. (A.1) obteniendo de esta forma

N\ 2 I\ 2 I\ 2 I\ 2
o\ 2 (X Y z 2

La derivada de p de la Ec. (A.5) puede expresarse en términos de G, A y p sélo considerando las Ecs. (A.8) y
(A.11). De esta forma llegamos a la siguiente expresion

(‘)/)2 24y 0" G (1—7) +3Ac2 (A.12)
p) (1+9)? p(A+7) b ‘ '

201
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Ordenando los términos de la anterior ecuacién, vemos que hemos obtenido una ecuacién de segundo orden
con tres incognitas.

N2
o' = Kl(pp) + K»Gp? — K3 Ap, (A.13)

donde )
+ 2 2
K =7 Kzzlzn('y —1), Kz =3(1+7)c% (A14)
i+ e

Observamos que en el caso particular ¢ = 1, entonces K, = 0, de tal forma que la Ec. (A.13) colapsa a una EDO
con dos incégnitas. En este punto, podemos estudiar la ecuacién (A.13) mediante GL y obtener la forma de las
magnitudes involucradas, de forma que el modelo admita soluciones tipo potencias, o intentar reducir el niimero
de incognitas.

S5i seguimos este tiltimo camino, entonces, diferenciando la Ec. (A.12) y teniendo en cuenta la Ec. (A.6) llegamos
a la siguiente EDO de tercer orden, pero con solo dos incégnitas

o ()
o =Kap" s =Kt K3G'p* — K4Gp'p, (A.15)
donde
_ 5+3y 442y B » B Y
K= 2= 15 Ky =121 (1+7)7, K4—127r(1 fy), (A.16)

y donde asumimos que v # —1. Como en el caso anterior, vemos que si y = 1, entonces la Ec. (A.15) se reduce a
o L)
o = 4p”§ - 37 + 487G/ . (A.17)

Por tanto, pasaremos a estudiar las ecuaciones (A.13) y (A.15) mediante GL mostrando que ambos enfoques
son idénticos.

A.1. Estudio de la Ec. (A.15)

Empezaremos estudiando la Ec. (A.15) i.e.
" 1l p, (p/)3 /.2 /

donde las constantes (Kl-)?:1 estan dadas por la Ec. (A.16). En particular, buscamos la forma de G(t) que haga que
las ecuaciones de campo admitan soluciones de tipo potencias.

Siguiendo los pasos descritos en el segundo capitulo, comenzamos calculando el sistema de EDPs que nos
permite obtener las simetrias de la ecuacién bajo estudio, siendo

0°¢, =0, (A.19)

0’y =0, (A.20)

Kipn — Klpqu — 9p3§tp + 3p317pp =0, (A.21)

—Kip?n, + 3P3’7tp —30°,; =0, (A.22)

K10°8 pp + KopZy — 078 ppp = 0, (A.23)

265011, — K191, + 2K10°8 4, — 2Katp = 30%G 50 + 07109 = O, (A.24)

3Kty — 2Kip%1y, + 3Kap*GE, + Kip?Gy — 30°Gyyp +30%1,5, = 0, (A.25)

K4p*G'¢ + Kap® Gy + 2K4p*GEy — Kip? 14 + 30 1144, — Gy — 4K30°G'E, = 0, (A.26)

Kap*G, + 0%, + K3p°G'ry, — 3K3p°G'¢y — Kzp°G"E — 2Kap* Gy = 0. (A27)



A.1. ESTUDIO DE LA EC. (A.15) 203

Al estar solo interesados en las simetrfas que nos llevan a obtener soluciones tipo potencias, entonces impo-
nemos la simetria X = (at +e) 9y + bpdp, i.e,, { = at +e, 1 = bp, de forma que, al verificar el anterior sistema,
podamos obtener restricciones sobre G(t). De la Ec. (A.26), obtenemos una primera restriccién

G b+2a

o ) A28

G at+e ( )
mientras que de la Ec. (A.27) obtenemos la siguiente

G” 3a+0b

— = , A29

G’ at +e ( )
siendo a,b,e € R. Observamos que [a] = [b] = 1, i.e. son constantes adimensionales, mientras que [¢] = T, con

respecto a una base dimensional B = {L, M, T} . Por lo tanto, pasaremos a estudiar las soluciones que obtenemos
en funcion de las diferentes constantes a, b, e.

A.1.1. Simetria de escala

Considerando e = 0, i.e., ({ = at, § = bp), integramos las Ecs. (A.28 y A.29), donde

G’ b+2a (240
T=— = G=G) (2+5) (A.30)
G" 3a+b (24t
o= G=C+Go(t)y ), (A31)
por lo tanto
G =Go () (2+), (A32)

donde asumimos que Gy > 0. La solucién invariante que induce la simetria para la densidad de energia es la
siguiente

bdt - dp o b/a
it p == p=pgt”’", (A.33)

y, por razones fisicas, imponemos la condicién, ab < 0, tomando por ejemplo b < 0. Si hacemos que esta solucién
verifique la Ec. (A.18) con G(t) dada por la Ec. (A.32), entonces podemos encontrar el valor de p,,, siendo

b
S , (A.34)
o= = G 12ma (1+7)?
con la tnica restriccion v # —1. Recordamos que ab < 0, por lo tanto p, > 0.
Por altimo, calculamos A. Considerando la ecuacién
/ / b -3 Y 1 b b
N =-8nGp=8m |2+ =) p,Got™", = A=LApt™ 7, N=—7-1(2+-]. (A.35)
g 30+pPa\
Vemos que el comportamiento de G y A estédn relacionadas
decreciente sib/a € (-2,0), negativasib/a € (—-2,0),
G~ <{ constantesib/a = -2, Ag={ nulasib/a= -2, , (A.36)
creciente sib/a < -2 positivasib/a < =2

tal y como habiamos obtenido en el capitulo dedicado al estudio de los modelos Bianchi I. Sin embargo, aqui no
somos capaces, con el método seguido, de determinar el valor de la ecuacién de estado, o el valor de los pardmetros
de los factores de escala.
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A.1.2. Comportamiento exponencial

Haciendo a = 0, entonces ({ = e, 7 = bp) . Integrando las Ecs. (A.28-A.29) obtenemos

G’ b b

Yol _E':> G =Gy exp(—gt), (A.37)

G" b b

re i G= Cz—i—Goexp(—gt), (A.38)
por lo que consideramos

G =Gy exp(—gt), (A.39)

siendo Gy > 0. La solucién invariante en este caso es

bdt d b

- = ?p = P =0 exp(gt) (A.40)

imponiendo la restriccion, eb < 0, por ejemplo consideramos b < 0. Al igual que antes, calculamos el valor de p,,,
a partir de la Ec. (A.18), encontrando que p, es nulo, i.e., p, = 0. Por lo tanto descartamos esta solucién.

A.1.3. Simetria completa

En este caso consideramos todas las constantes i.e., (§ = at + e, 1 = bp) . Integrando las restricciones, obtene-

mos
g’ _ b+2a

L =5 G = Golat +e) B/, (A41)
G" 3a+b _
6 = — at + e —— G - Go(at + e) (2a+b)/[l’ (A42)

con [e] = T, que podemos interpretar como un tiempo caracteristico. La solucién invariante para la densidad de
energia es

o = polat+e)"*, (A.43)
imponiendo la restriccién fisica ab < 0, considerando, por ejemplo que b < 0. El valor de la constante p,, resulta en
este caso

B b
127aGo (1 +7)*

con ¢y # —1. En este caso, las soluciones obtenidas son no-singulares cuando f — 0 al ser e # 0, y por lo tanto
p # o0. De la Ec. (A.6) obtenemos A

P = (A.44)

A=No(at+e)2,  Ag= (6 i Jlr e b (ZZ; b)> . (A45)

Tal y como podemos observar, hemos obtenido el mismo comportamiento para G y A que el obtenido en (A.36).

A.2. Estudio de la Ec (A.13)

Nuestro propésito, ahora, es estudiar la Ec. (A.13) y comparar los resultados con los obtenidos en el estudio de
la Ec. (A.15). Por lo tanto, consideramos la ecuacién

"2
o = 1<1<pp) + K2Gp* — Kz Ap, (A.46)

= %, Ky, =127 ('yz —1),K3 =3(1+1).Observamos que en este caso, estamos considerando una EDO

de segundo orden con tres incégnitas, la cual parece mads sencilla de resolver que la anterior, pero en realidad, tal
y como mostraremos, este enfoque tiene méas inconvenientes que el anterior, ya que aparecen méas constantes de
integracion, que hacen mas dificil predecir el comportamiento de las magnitudes.

con, K3
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Considerando el método estdndar, empezamos calculando el siguiente sistema de EDPs
Kig, +pGpp =0, (A47)
K (1= p1,) + 0% (0= 28) =0, (A48)
30%¢, (K3 — KopG) — 2Kip1p, + 2011, — Eyup® =0, (A49)
10° (KsA = K0G) +20°¢, (KsA — KopG) — p°11,, (K3A — KopG) + &p° (KsA' — KooG') +p?1p = 0. (A50)

De la Ec. (A.50) obtenemos las siguientes restricciones al imponer la simetria X = (at + e) 9; + bpdp, (como en
el caso anterior)

N 2a
= (A.51)
/
A.2.1. Simetria de escala
En este caso, consideramos que X = atd; + bpd, y por lo tanto
AXI = —% — A=Apt?,  Ap€eR, (A.53)
%/ _ b LZ” . G=GptYt  GyeR". (A.54)

Vemos que tenemos dos constantes de integracién, Ag y Gy, pero no tenemos informacién sobre sus signos; tinica-
mente hemos impuesto que Gy > 0. La densidad de energia se comporta de la siguiente manera

dt  dp b
—_ = = ta IR+ A.
at  bp = p=pptt,  pyg€RT, (A.55)
debiendo imponer la condicién, ab < 0, por ejemplo b < 0, y asumiendo que p, > 0. Tal y como se observa se
verifica la relacién Gp = +72.

De esta forma, el resultado que hemos obtenido es el siguiente

crecientesi — b > 2a
Grt22{ constantesi —b=2a A= Aot 2, (A.56)
decreciente si — b < 2a

S

)
Q

pero no tenemos informacién alguna sobre el signo de Ay.
Intentamos ahora obtener mds informacién sobre el valor de las constantes de cada una de las magnitudes.
Puesto que p debe verificar la Ec. (A.53) con G(t) y A(t) dadas por las Ecs. (A.53-A.54), encontramos que p,

_ab(1+) +b? —3Apa? (1+7)?

— (A.57)
Po Go12ma? (14 9)* (1 — 1)
cony € (—1,1), viendo que
00 > 0= b > —ab(1+17) +3Apa® (1+7)?, (A.58)
con ab < 0. Ademads, p debe también verificar la Ec. (A.6), por lo tanto
b alo
r_ / _ _ 4 e
N = -8nGp = —NAg =4nr (2+u>GOPO = 09 4Gy 20+ B)’ (A.59)
llegando asi a
b b 2a+Db
Ng = — 1 . A.60
0 3a(1+’y)( +3a(1+’y)) (a(1—7)+2a+b) (A.60)

Tal y como hemos visto, en ambos enfoques, hemos obtenido el mismo orden de magnitud para cada magnitud,
pero en este caso, hemos obtenido mucha menos informacién sobre el comportamiento de las constantes numéricas
de cada una de las magnitudes, ya que éstas dependen a su vez de nuevas constantes de integracion.
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