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CONTROL DE SISTEMAS LINEALES CON EXPECTATIVAS RACIONALES.

EL CASO DE INFORMACION INCOMPLETA

EMILIC CERDA TENA
Departamento de Andlisis Econdmico
Universidad Complutense de Madrid

RESUMEN

En este trabajo se resuelve la versién para el caso de
informacién incompleta del problema de control de sistemas econdémicos
lineales con expectativas racionales y funcién objetivo cuadritica, ya
estudiade anteriormente en el casc de informacién completa. En ambos
casos no se cumple la hipdtesis de causalidad por lo que no son
aplicables las técnicas hablituales de Teoria de Contrel, aunque el

método que se utiliza se apoya en ellas.

Palabras clave: Contrel estocdstico, Expectativas racionales,

Informacién incompleta.
Clasificacién A.M.S.: 93A99

SUMMARY

The problem of optimal control of linear =conomic systems with
rational expectations and quadratic objective function is solved for
the case‘of incomplete information. The case of complete informatlon
has been previously studied. In both problems the hypothesis of
causality is not satisfied and, therefore, the standard techniques of
control theory cannot be directly applled, though the method used ls

based on these techniques.

Key works: Incomplete information, Rational expectations, Stochastic

control,
AMS Classification: 93A99,

Title: Control of linear systems with rational expectations. The case

of incomplete information.



1.- INTRODUCCION

En la mayoria de las decisiones econdémicas no triviales
interviene la variable tiempo. Muchas de las decisiones de los agentes
econémicos en un momento del tiempo dependen de su visién del futuro,
es decir, de sus expectativas. Lo mismo ocurre con el comportamiento
de los agregados econdmicos que forman los modelos macroecondémicos. En
Ia literatura econémica existen distintas formas de modelizar las
expectativas, siendo las mids importantes: las expectativas estaticas,
expectativas adaptlativas y expectativas racionales, hablendo adquirido
estas dltimas gran importancia en los Gltimos afios y siendo hoy dia
referencia obligada en cualquier tratado de Economia Dinadmica (Pesaran

(1987), Aoki (1989), Holly and Hughes Hallett (1989)}.

La hipdtesis de expectativas racionales en su versidén fuerte de
Muth, supone que la expectativa gue tienen los agentes econdmicos en
un instante t, sobre el valor gque tomari una variable en el futuro
{que es subjetiva e inobservable), es la esperanza matematica ws ia
variable condicionada a la informacidn que se posee en t, implicada
por el modelo. La hipétesis supone, por tanto, gue los individuos
actdan como si conocieran el modelo y formaran sus expectativas de

acuerdo con é1.

Las técnicas de Teoria de Control no son aplicables, en general,
a sistemas con expectativas racionales de las variables de estado, por
no cumplirse la hipétesis de causalidad. {Acki-Canzoneri (1979), Chow

(1980), Briffill (1981), Bulter (1983)).




En Cerdd (1990) se presenta un método, que se apoya en la
Programacién Dinamica, que resuelve el problema de control de un
sistema 1lineal con expectativas racionales y funcién objetivo
cuadratica. En este articulo se va a abordar el problema para el caso
de informacién incompleta:; se supone que las varlables de estado
(variables enddgenas) no son observables, teniendo unas varlables de
observaclén relacionadas con las variables de estado por la ecuacién

de observacién.

En el apartado 2 se enuncia el problema. En el apartado 3 se
obtienen unos resultados previos. En el apartado 4 se presenta el
teorema que resuelve el problema. En el apartado 5 se presentan las

conclusiones del articulo.

2. ENUNCIADO DEL PROBLEMA

Consideramos el problema con funcién objetivo, ecuacién de estado

¥ ecuacién de observacién sigulentes:

f T
MIN Eoszﬁ Y (yt~at) Kt(yt-at}, siendo Kt matriz simétrica, semidefi-
t=1 .
nida positiva
* *

4yt=Btyut-1+B1tyt+1/ t-1+Atyt-1+ctxt+bt+ut (para t=1,...T) (1)
thzutytwt (para t=0,...,T)

»en donde:

y¥.: es un vector de variables endégenas, no observable.

t

X, : es un vector de instrumentos politicos (variables de control)



bt: es un vector que recoge los efectos combinades de las
variables exdgenas no sujetas a contrel.
z,: es un vector de variables observables.

Suponemos que YorUyrer s Un¥o,. o W, son vectores aleatorios,

1
mutuamente incorrelados, tales que:
Eut=0 H EutufUt

Ewt=0 : Ewtw't'—-wt

Ey0=m ; E(y0~m)(y0-m)’=s

Ademds, suponemos que wt es definida positiva, para cada t.

yt/k=E(yt|Ik): es la expectativa (racional) que al final del

periodo k, se tiene sobre el valor que el vector y tomard en el

periodo t. En este caso: Ik={zk, RETENE TER xi;bk, Ce s b1 }, pero no
contiene a Yoo 2 ¥y Ya que son desconocidos (no observables).
E0W=E{H| IOJ

Suponemos que las variables exdgenas {bt} son estocédsticas, de la

forma:

en donde {gt} es un proceso estocdstico, de media cero, serialmente
incorrelado, independiente de las perturbaclones que entran en el
sistema que explica Y de los ruidos de observacién y de 1la variable

aleatoria Yy (Se puede considerar p finito o infinito).




Nota: El problema en el que aparezcan en el sistema (1) sumandos del
*

,B vy se trata de manera andloga al

E 3
tipo ce
P yt+2/t-1' pt’ teprt-1

B
2t

problema que se enuncia en este apartado.

3. RESULTADOS PREVIOS
3.1. Expresion del sistema en olra forma equivalente
Proposicidén 1

El sistema (1) se puede expresar de la sigulente forma:

~d ¥ ~ ~r * N'.’
yt=Bityt+l/t-1+Atyb4+(At_At)E(yt—l|It-1)+Ctxt/t—1+bt/t-1+vt
en donde: B =(1-8)7'B
1t t 1t

A =(1-B ) 'a

AP -1

Ct—(I Bt) Ct

~t, ¥
bt/t 1 (IHBt) bt/t 1
»

Ve C (X %, 1)+(bt-bt/t-1)+ut

Demostracidn:

Consideramos el sistema (1)

*
yt"Bty:/t—1+B;tyt+1/t—1+Atyt—1+ctxt+bt+ut (para t=1,2,...,T),

en donde, como hemos seflalado en el apartado 2 las expectativas son

]

=E{y e

|1

t+l

* *
racionales, por lo que y tel/t-1

t/t-1

Tomando en los dos miembros del sistema (1) las esperanzas

=Ely |1, 1i ¥

condiclionadas a It_“1 y teniendo en cuenta que las expectativas son

raclonales, queda:
* ¥ *

yt/t-1=Btyt/t-1+B1tyt+1/t-1+AtE(yt—1IIt—1)+Ctxt/t-l+bt/t-l
* B -1 * * *
@ yt/t-i_(l Bt) [Bityt+1/t~1+AtE{yt—1IIt~1)+Ctxt/t—1+bt/t—1]
Por tanto:




»

yt=yt/t_1+Atyt_1—AtE(yt_1|I Jiv =

t-1 t
~ * ~ ~ * ¥
~B1tyt+1/t_1+Atyt_1+(At~At)E(yt_1|It_1)+Ctxt/t_l+bt/t_1+vt
Corolario
En el caso de informacién completa, tenemos
Ik={yk,...,y0;xk,...xi;bk,...,bl}, con lo cual nos queda
~ * -~ -~ * e
v , resultado que coincide con

yt=Bltyt+1/t~1+Atyt—1+ctxt/t-1+bt/t-i+ t

el que teniamos en ese caso (Cerds, 1990}.

Nota. Suponemos, como en el caso de Informacién completa,que los
vectores vt son incorrelados en el tiempo y tienen media cero. Ademis,
Y V., e a VoW .00, W son mutuamente incorrelados. Sea Ev =0:
o' 1 ' "0 T t

Evtvt=Vt.

Suponemos, también, que para cada t, la matriz (I_Bt) es no

singular.

3.2, Problema previo

Antes de enunciar y demostrar el teorema que resuelve el problema
que nos ocupa, vamos a plantearnos un problema previo, de control con
informaci6on incompleta, para una formulacién particular del sistema,
sin expectativas, cuya solucién utilizaremos de manera auxiliar en la

demostracién del teorema gue mds nos interesa.

El problema previo es el siguiente:




T
(in B e
MIN EOW—E0 Y (yt at) Kt(yt at), siendo Kt matriz simétrica, semidefi

L=t nida positiva

{y =Dtyt-—1+(At—Dt )E(yt

N )+Ctxt+bt+ut, para t=1,...T

|1
-1l -1

th=Mtyt+wt para t=0,...,T
Suponemos que y ,Uu_,...,Uu ,W ,...,W_ son incorrelados. Ademas, Eu =0,
o' 1 T' 0 T t
Ev =0 Vit
t
I={z ,...,z2 ;%X ,...,%x;b ,,,.b }
k X 0' Tk 1' Tk 1

v, bt es de la forma expresada en el apartado 2.

3.3. Solucién al problema previo
Teorema 1

La solucién al problema previo es la siguiente:

Ytg_,

x, =G E(yt 11 t-1" ©t

Hc) lon s
tt.t t t t

g = ~(C;H C)'C (thm B

C'J

P
en donde {
H

=K +{A+C G )'H (A +C G ), con H =K
t-1  t-1 t t ot t Tttt T T
siendo:

*
htn1=K{_1a +(A +C G I (ht/t . tht/t—1)' con hT=KTaT

Ademas, para Vt(It_1)=MIN Et_l{(yt—at) Kt(yt—at)+Vt+1(It)}, con
T+1(IT)=0, se tiene:
Vt(It 1)=Et l{yt—l(At+Cth) Ht(At+Cth)yt—l—

*
- (A *C5 ) (ht/tI_tht/bd)+Et—1{(Ctgt+bt) Ht(ctgt+bt)}“

—2E -1{(bt+ctgt} h WE _fuHu B (e E _{ly, 7y, ) (A -
D, *C.G,) Ht(At"Dt+Cth}_2(At+Cth) H (A DIy, -y, )}



siendo: ¢ =a’' K a *
t-1 t-1 t-1 t-1

_ZEtui{(bt+Ctgt) ht}+Et_1(ct)+Et_1(uthut)+

Et_l{(bt+ctgt) Ht(bt+Ctgt)}-

+E Ay

o1 t-lpytﬂl) {(At-Dt+Cth) Ht(At~Dt+Cth)—

—Z(At+Cth) Ht(At—Dt}](yt_ “yt—i)}’ con c=a'K a

1 T TTT

(Hemos utilizado la siguiente notacién: §t_1=E(y |1 )=Et_ y. ).

t-1' t-1 1 “t-1

3.4, Comentarios sobre la solucién obtenida.

Consideremos el problema de control lineal-cuadratico standard,
con informacién completa (problema SIC):

T

MIN E W=E_ ¥ (y -a )'K (y -a ), slendo K  matriz simétrica, semidefi-
0 0.2 Tt Tt t 7t Tt t

- nida positiva

= + + =1,...
Y, Atyt_1 Ctxt+bt u . para t=1, , T

.en donde las variables bt son estocasticas, de la forma en que se

han expresado anteriormente.

~

La solucién éptima de este problema es: xt=thbq+g ., en donde Gt

t

Y 8, vienen dadas por las mismas expresiones del teorema 1, cbteniendo
Ht’ ht igualmente como en el teorema 1.

La versidén de informacién incompleta del misme problema (problema
SII):

T
(MIN E0w=Eot§1(yt—at] Kt(ytwat), siendo Kt matriz simétrica, semidefi-
B nida positiva

4yt=Atyt_1+Ctxt+bt+ut , para t=1,.,.,T

th=Mtyt+wt , para t=0,...,T



tiene como solucién ;t=GtE(yb4|Ibd}+gt, siendo Gt,gt anidlogas a las
obtenidas en el teorema 1, al igual que Ht,ht y, por tanto, también
andlogas a las del problema SIC. Por tanto este problema y el llamado
problema previo tienen exactamente la misma solucidén, Ademas, en la
expresién del control éptimo del problema previo, y por tanto el
problema SII encontramos exactamente la expresién del control 6ptimo
del problema SIC, con el unico cambio de E(yt-1|It-1} en lugar de
Vi1

Los desarrollos completos de las solucicnes éptimas de los
problemas SIC y SII, con las notaciones y supuestos que utilizamos en

este articulo aparecen en Cerda (1987).

4. SOLUCION AL PROCBLEMA

El siguiente teorema nos da la solucién al problema dque nos
ocupa.
Teorema 2

Consideremos el problema enunciado en el apartado 2. Suponemos

* *
que, para t=T (periodo final), se verifica que y_“l/_r 1=FyT/T .
La solucién optima es xt=FtE[ybd|It_1]+ft, en donde F, f

coinciden con las expresiones calculadas en el caso de informacidén

completa.

Demostracion

Partimos de la versién en informacién completa del problema que




nos ocupa y sSu solucién oOptima (Cerda, 1990). Para ese caso, el

sistema se puede expresar:

~ * ~ ~ ® ~ ¥

y =B 'y Ay

+ v
L 1t t+i/t-1 t

+C x +b +
t-1 t t/t-1 t/t-1 t

~ ~

en donde Bit’ At, . vtcoinciden con las expresiones que

t’ b
t/t-1

aparecen en la proposicion 1.

En el punto 2 del método que se utiliza para resolver el problema

*

en el caso de informacién completa, se trata Yie1st-q COMO dado y se

utiliza la programacién dinamica, obteniendo:

~g ™

Gy yt+1/t—1+

t/t-1 ot g

+G
t-1 1t t

En el caso que nos ocupa ahora (informacidén incompleta), hemos

visto en la proposicién 1 que el sistema se puede expresar:

~ *

yt=B1ty

¥ ~¥

|1, )+ x +b v, (2)
t-1 t-1 Lt t/t-1 t/t-1 ot

t+1/t-1+Atyt—1+(AtFAt)E(y

*

Tratamos ahora a vy comoe dade y utilizamos el teorema 1

t+1/t -1

Junto con los resultados que se comentan en 3.4, obteniendo:

~ ¥

-GtE(y 1+G

Xest-1" g (3)

I +
t~1l t-1 ltyt+1/t~1 t

,en donde Gt,Gu,gt coinciden con las expresiones obtenidas en el caso

de informacidén completa.

Llevando este resultado a (2), obtenemos:

*

y.=R_ .y

t 1t A yt—1+(Rt—At)E(y

+ P! +r +v
t+1/t-1 ¢ ! t~1) t ot (4)

t-1

10



»en donde: R1t=B1t+CtG1t; Rt=At+6th; t St/ti 6tgt

* *

, pero en general, r #r , para jr1).

S =
(obsérvese que r =r L/t

v trst-1

Vamos a resolver este sistema. Demostraremos por induccién que el

sistema (4} se puede expresar yt=Atyt-1+(Pt_At)E(yt-1lIt—1)+st+vt (5)

=f{T- 1 - =
en donde: {I thPtl) Rt para t=1,...,T con F%+1 r
R P )7 *
s =R, P, 1) (rt+R1LSt+1/t-1)’
para t=i,...,T, con ST+1=0.
PARA T
Particularizando {4) en T, y teniendo en cuenta que
: ry. d
Yrer 1™ Y1rpaq TUCCRE
Y -RiTryT/T -1 ATyT-1+(RT“AT)E(yT-1‘IT-1)+rT+vT

Tomando en los dos miembros esperanzas condicionadas a IT . Y

tenierdo en cuenta oue las expectativas son racionales, obtenemos:

*
Yesraa By Ve pe BBV 1L vm,y
Luego
*

R YPIRL C A e 1)+Vt_

Ay HPAIElY [T ety

i -1
en donde: P =(I-R T) R

e -1
ST_(I RITF) T

[SUPONGAMOS QUE ES CIERTO EL ENUNCIADO (5) PARA t+1]

® Ve AVt (Pt+1uAt+1)E(yt’It)+st+l+v

L+t
Vamos a demostrarlo [PARA t

11




Partimos del sistema {4).

A partir de 1la hipdtesis de Induccién para t+i, tomando

esperanzas condicionadas a It . y teniendo en cuenta que las

expectativas son racionales llegamos a:
* * *

=p +g
Yern-t Teatlest-1" Searst

Llevando este resultade a (4) y, tomando esperanzas condicionadas a

It-1 y teniendo en cuenta que las expectativas son racionales,

obtenemos:
* *

yt/t—1=R1tPt.+lyt/t-1+R1tSt+1/t—1+AtE(yt—i l It.—1 )+(Rt—At)E(y

|1 J4r

t-1' t-1 t

Luego:

*

yt=yt/t-1+Atyt~1"AtE(yt—ii

7o -1
, en donde Pt {1 Rupui) Rt

It—i}+vt=Atyt-1+(Pt"At)E(yt-i|It-1)+st+vt

s =(I-R. P ) "Yr +R_s )
t 1t tL+% t it t+1/0-1

Queda asi demostrada la expresién de la solucién para el sistema.

Los valores de Pt,st gque hemos obtenido coincilden con los

calculados en el caso de informacién completa,

Tenemos, por tanto:

yt=Atyt”1+(Pt—At)E(yt_1|It_1)+st+vt (6)

dyt+1=At+1yt+(Pt+1~At+1)E(yt[It)+st+1+v
* * *

t+l

e = +s
Yesrt1 ter e re-1" Searst

De {6) obtenemos:

*
=Y

t/t-lzptE(yt-liI Ts,

t-1

Por tanto:

* *

PE(y [I )+

=P +
yt#l/t—i tei t -1t t-1 t+lst St+1/t—1

12




Llevando este resultado a (3} queda:
~ »*

xt/t_1=(Gt+G1tPt+1Pt)E(yt_1| ) 8, G1tpt 1t Gltst+1/t—1
Por tanto:
;:/t 1-x —FtE(y |1 t- 1)+ft'
en donde F =G +G P P

t Tt 1t eet

ftzgt+Glt(Pt+15t+st+1/t—1

Vemos, por tanto, que Ft’ft coinciden con las expreslones
obtenidas en el casoc de informacidén completa y el teorema queda

demostrado.

Nota: En la demostracidn del teorema hemos supuesto que las variables
p
exbégenas {bt} son estocéastlcas, del tipo b = Y Rb

i1
i=1

+gt. El teorema

es igualmente cierto para el caso de variables {bt} deterministicas y

la demostracidén es ansloga.

5. CONCLUSIONES

En las paginas anteriores se ha enunciado y resuelto el problema
de contrel de sistemas lineales con funcién objetive cuadratico y
horizonte temporal finito, para el caso de informaclén incompleta,

versién para este supuesto del problema tratado en Cerda (199%0).

Aunque las técnicas habituales de Teoria de Control no son

aplicables a este caso por no cumplirse la hipétesis de causalidad, el

13




resultade final que se obtiene si conserva la propledad conoclda en
los problemas lineal-cuadriticos standard: la expresién del control
éptimo para el caso de informacién incompleta coincide exactamente con
la obtenida en informacién completa, cambiando uUnicamente Y., POT

Ely }.

I
S LN

). se

En e}l caso Gaussiano esta esperanza condicionada E(ybd|1t_1.

podrd calcular utilizando la generalizacién del filtro de Kalman para

la ecuacidén de estado y sistema de observacién de datos.

APENDICE

Demostracién del teorema 1

Por induccién sobre t. Para T:

VT=(IT—1)=ET—1{(YT_aT)'KT(yT—aT}}=

=ET- 1 ¢ yTKTyT—zyTKTaT+aTKTaT )=

)Hy

=a'K a
T 1T T T

T

=E%_1(y ~2yThT+cT) en donde HTzKT; hT=KTaT; .

sustituyendo Yy, por su valor queda:

VT(IT-1)=ET-1{{Dry&-1+(AT_DT)YE-1+CTXT+bT+PT]
HoDpyo  * (ADL)Y, #CXo¥b by )=

- - v ' =
2ETul{[DTYT-1+(AT DT)yT—1+CTXT+bT+uT] hT}+cT

=E,_ Dy +(A-D)y VHIDy +(A-D)y 1}+

T° T-1 T "T-1 T T T-1
' O ’ ] [ Iral] ~
XT CT I-I’I‘CTXT +E'l'--l (bTHTbT ) +ET—1 (uTHTuT ) +2xTCTHTATyT-1+

+2EH{ {DTyT_1+(AT—DT)yT_1] HTbT}+
* _ 'L
Y2 CH b T2y A2 G -2b L hke

Condicién de minimo:
BVT _ *
— =O=2CTHTCTXT+2CTHTATyE—1+2CTHTb

-2C'h
3xT 1 TT

T/T-

14




~

X_=G_y

T T g

+
T=-1 °T
¥ -1.,
GT—-(CTHTCT) CTHTAT
*

— ¥ -1 ] -
8.7 (CTHTCT) CT(HTbT/T—i h'r)

-~

* Ve (1 T-1 )=ET-1 { {DTyT—1+ (AT"DT ) y1'-1+c"‘rc;1'3‘(1-1 +b'r+c'rg'r+u'r} H,

[Dy, ,*+(AD, )y'r—lm'rG'ryT-:+b-r+crgr+“rl r-

~2E__ {[D

- v v ' U
y. +(A-D)y +CGYy +bT+CTgT+uT] h-r}+°r

T-1 T T "T-1 T T"T~1
), ¥y utilizamos (AT+CTGT) H C_=0

T

Ponemos 371,_ Yot (§T_ e

L - - v -
ET~1{EDTYT-1+(AT DT)yT-1+(AT DT)(yT-i yT-1)+CTGTyT-1+

+CTGT ( yT— 1 "yT-l ) -'.'b'I"l-C'I'gT.&uT:i H'1‘ [ DTyT- H * (AT—DT ) yT-i *

* (AT_DT) S AR LR (y'r—1+CTGTyT-1"yr-1 )+b +C g +u ] r-

2B, Ay +(A-DIy, +(A-DI(y, -y, MCGy, +

_— : e o
+CTGT(yT—1 yT-1}+bT+CTgT+uT] hT} Cy

= {y. (A +CG }’HT(AT+C G ly

Tt Trer T LT 10 Wy o {0V v,

1
(AT—DT+CTGT) HT(AT-DT+CTGT) (y,f_ Yo 1+
+E'r— 1{ (bT+CTgT) HT(bT+CTgT) }+ET_1 (uTHTuT)-ZyT_ . (AT+CTG T) h'r

_ *
-2E (b +C g, ) h} tC YL (AFCG ' Bb L *

*2E_ Ay (ACG) H (A -D ) (v -y, )}

En el ultimo sumando ponemos yT_1=§T_1-(§T_1~yT"1) y queda de

siguiente forma:

E, {[(ACG)) (§T~1_ (§T-1_y‘1‘—1) 2k HT(AT_D‘I‘) @'r-i_y'r—a )=

=-E..f (y'r—1_yr-1 ) (AT+CTGT) HT(AT—DT) (y'r-1"y'r—1 )}

Por tanto:
VT( I'1--1 )2E7-1 {qu (AT+CTGT) HT(AT+CTGT)YT—1}

—_ *
_zyT-l {AT+CTGT) (hT_HTbT/T-i )+ET-1 { (bT+CTgT) HT(bT+CTgT) }
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_ZET-l { b'l‘."CTgT ) hT } +CT+ET-1 ( u'l'i-I'i‘u'i‘ ) +ET-1 { (yT-l Y, )

T-1
{ (AT~DT+CTGT) HT(ATuDT+CTGT)-2(AT+CTGT) H. (AT—DT)] (‘_\,l_l__l—y_r._1 1}
Téngase en cuenta que cT=ET_1(cT) y h -hT/T . Queda demostrado el

teorema para T.

SUPONGAMOS EL TEOREMA CIERTO PARA t

Vamos a demostrarlo PARA t-1.

La ecuacién de Bellman es:

Ve ! It-2)=XMIN E oy 2 V'K by may )Y (T 00
-1

siendo vt(Itni) igual al wvalor que aparece en el enunclade del

teorema, por la hipétesis de induccidn en t.

Por tanto: Vt.-i ( It_z)=Et_2{yt_1Kt_lyt_1~2yt_1Kt_1at_1+

¥ +A =
2l Ky YV Ty

(yt 1Ht Vi 2yt 1ht . ct_l). en donde:

Ht =K +(A +C G )'H (At+Cth)

*
ht—1=Kt 1 t- 1+(A *C G ¥ (ht./t. -1 tht/t.-i)

ct_1=expresién que aparece en €l enunciado del teorema

Sustituyendo ¥,_, por su valor, queda:

Vt-l [It-2}=Et-2{ [Dt-lyt-—2+(At-1_Dt—1 )yt-2+ct-1xt—1+bt—l+ut—1}

Ht.-l D, ¥t 7Dy, Wea*CoXeo Py P 11

{[Dt 1"t-2 (At.—i—Dt-l)yt-2+ct-1xt-—!+bt—1+ut-—i} ht-1}+
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+Et—2(ct-1 )SEt—2{ [Dt-lyt—2+(At-1-Dt-1 )yt-— ! Ht-ll{)t-lyt-2+

+(At—1th—i)yt-z}}+xt-—lct-1Ht—1Ct-1xt—1 t- (bt 1 t- lbt, 1)

+Et-2(ut-1Ht~1ut-1)+2xt 1Ct lHt lAt lyt 2 {tp yt—2+

A _ DY GV by 2 G P

—2Et.-2{ [Dt-lyt-2+(At-1th-1)yt-—2] h } zxt 1Ct. lht 1/t~ 2

- ¥
E —2{bt-1ht-1)+Et.-2(Ct-1)'

Condicién de minimo

av
-1 , , -
0—2Ct :Ht 1%t t-1+zct—1Ht-1At-1yt—2+
ax
t-1
¥
+2C' H b -2C' h
bo1 b=l tei/t=2 ~ t-=1 t-1/t-2
* X170 Y2 8
e ft =1,
t.-— {Ct lHt IC". 1] Ct"'l t-lAt"l
en donde: -1, . .
8~ B G G B P e P
» V0, =E LU Ly 2+(At—l_Dt—l)yt-2+ct-1Gt-1yt~2+bt-i+
- AL .
{Ut-lyt-2+(AL—1th-1)yt-2+ct-1Gt“1yt-2+bt-1+ct-lgt-1+ut-1I}
A DS P A G PR AP S NIPL S TIPS PR Yt - A

1 —*
+ut—1] ht—1}+Et-—2(ct-1)

Ponemos ?t_2=yt~2+(§t -y 2), y utilizamos (A, +C G )’

-2 Tt~ t-1 “t-1 t-1
H C =0
t-1"t-1
* _
Et_a{[Dt”lyt_zHAt_1 D, _ )y (A _ D, )(y Y, )
+Ct-1Gt-1yt—2+Ct-1Gt—1(yth_yt-z)+bt—1+ct-1gt-1+ut-1] Ht-l

(D vy +{A -D dy _+{A -D )y _-y _)}+C

Y P PR (TP TP PR (TP (TP L P P
*Cy G 1(y V2P 08P 132 Dy ot
+(A - - y
AP Wt A D)y C 18 1Yea®
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+Ct—1Gt-1(yt-z_yt-2)+bt—1+ct-1gt-1+ut—1} ht-1}+Et-—2(cl-—1)=
=Et-2{yt-2(At—1+Ct—1Gt-1) Htr-l(At-i Ct, i t. 1)y H

{(yt 2_ t- 2) (At-l_Dt~}+Ct-1Gt-1) Ht-I(At-i-Dt—1+Ct—1Gt~1)

{yt-z_yt—a)}+Et-2{(bbd+ £-18¢- RN (bt-a Co-18e- Rhas
2B 1)+2yt—2(At—1+Ct—th-i) HoaPeossea™
_zyt-z(Abd+Ct 1 'h betst {{ e-17C 18 RN 1}+

*E t Z(Ct 1}+2Et—2{yt-2(At-1+Ct—1Gt-1) Ht—l(At-i—Dt—i)(yt-z—.yt-a)}

En el 1dltimo sumando, ponemos yt_2=§t_2-(§t_2—yt_2), y dqueda de la

sigulente forma:

Etnz{{yt-a_(yt~2_yt-a)] (At-1+ct—1Gt-1} Ht-1(At—1_Dt—1)(yt-z_yt-z)}=
= Et—z{(yt—zﬁyt—z) (AL-1+Ct 1t 1) H 1(At«1_Dt-1)(yt-2—yt-2)}
Por tanto:

Voo o) "Bty o A *C L Gy Ho (%€ G Ve

— * *
_ZyE—Z(At—1+Ct—1Gt-1) [ht~1/t-2-Ht~1bt-1/t-2}+

+Et-2{(bt-1+ct—1gt-l) Ht-l(bt-1+ct 17t - 1)} ZE {(bt-1+ct-lgt—1} ht—1}+

+Et.—2(ut 1Ht 1 t- 1) E Z{Ct—1}+

By LY ) LA, By *C Gy VT H l(At-l_Dt-i+

+Ct 1 ¢t~ 1) Z{At 1+Ct-IGt.-l) Ht-i(At—l—Dt-—l)](yt-.?.“yt—iz)}

con lo que hemos demostrado el teorema.
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