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INTRODUCCTION

Los miltiples y variados intentos de formalizar m&s o me--

nos ampliamente los procesos de decisibdn humanos constituyen la --

teoria de la decisi6n'que en sus aspectos mas précticos)se suele -

s

denominar an&lisis de decisiones, anflisis de sistemas aplicados,-

etc.

Los problemas de decisidn reales son frecuentemente muy ==
complejos: afectan a muchos individuos, cada uno de los decisores
considera varias caracteristicas y tiene criterios Qistintos, las
consecuencias influyen sobre el sistema un largo perfodo de tiempo,

engendran la necesidad de decisiones sucesivas en el tiempo, etc.

Importantes problemas multicriterio en ambiente de incerti
dumbre, polietipicos, en concurrencia, etc., se presentan en la --
realidad, y es inevitable estudiarlos y resolverlos con algo mis -

que la intuicibn de los expertos.



II.

Un problema tipico (¥) es la comparacién de diferentes mez
clas de energias (carbbédn, petrbdleo, gas, nuclear) sobre sectores =-
de poblacibén de unos 300 millones de individuos. Diferentes mezclas
tienen distintos impactos sobre la cualidad ambiental, sobre la sa
nidad -y seguridad, sobre la situacibn socioecondmica de los se--
res que habiten la regibn y sobre el sistema de costes. Se trata -
de comparar distintas mezclas posibles para determinar la 6ptima o
al menos una satisfactoria. La complicacién del problema aumenta -
al observar que el impacto de las decisiones se hard sentir muchos
afios y que afectard a grandes poblaciones, posiblemente con crite

rios muy diferentes.

Se puede hoy hablar,y algo se ha estudiadq,sobre los proce
sos de decisibn que relinen las mGltiples caracteristicas de colecti
vos, polietipicos, multicriterios, en incertidumbre, con varios de
cisores, y en concurrencia. Distintos conceptos apropiados de uti-
lidad como puente entre la realidad y la modelizacibén han sido in-
troducidos en los Gltimos afios. En esta memoria nos ocupamos de los
problemas concretos de decisién individual con multicriterio en am
biente de incertidumbre o en concurrencia. De un modo descriptivo
el problema de decisibn, consiste en que el decisor debe elegir en
tre varios cursos de accibn, cada uno de los cuales conduce a una
consecuencia, que es suceptible de varios criterios de evaluacibn.

Dos son fundamentalmente los caminos que se han seguido para tratar

(%) Actualmente en estudio en el I.I.A.S.A. (Instituto Internacio-
nal de Analisis de Sistemas Aplicados de Viena).



II1I.

estos problemas: a) la teoria de la utilidad apropiada y b) las re
laciones de orden. Responde la segunda metodologia principalmente

al caso finito en ambiente de certidumbre y ha sido ampliamente de
sarrollada por la escuela francesa a partir de B. Roy (1971). Cong
tituye toda una amplia metodologia, a veces con los nombres de "ayu
da a la decisibn', "métodos interactivos", etc., que pretenden . con
ducir al decisor por caminos en que vaya suministrando informacién,
que a su vez, se utiliza para ir reduciendo las dudas al minimo y

tomar una decisién acertada. El énfasis de estos métodos es méas so
bre aspectos précticos que tratan de concebir mejor los pasos rea-

les del proceso de decisiébn.

En esta memoria nos hemos propuesto resolver una serie de
problemas pendientes, dentro del marco mas formalizado de los mode
los que introducen funciones de valor o funciones de utilidad, ini
ciado por Von Neumann (1944), y continuando por la escuela america
na de Raiffa (1968), Fishburn (1970), Aumann (1964), etc. Nos he--
mos preocupado de los aspectos conceptuales y de la formulacibén de
modelos mediante la funcibén de utilidad apropiada y no de los as--
pectos complementarios de la programacibn, como métodos y algorit-
mos de chlculo, (Zeleny (1974), Geoffrion (1965), Ching-Lai Hwang
(1979), etc.), de soluciones en los modelos planteados. De este as-
pecto y de los métodos experimentales para la construccidn efecti-
va de la funcibén de utilidad sblo hacemos algunas referencias. Es-
tos (iltimos son realmente problemas extramatemticos, aunque no -~
despreciables si se quieren tener datos fiables y adecuados a un -~

problema concreto (MacGrimmon (1973)).
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Una tercera metodologia con la que se ha intentado aproxi-
mar los trabajos de la escuela francesa a la idea de que decidir -
es seleccionar conjuntos parciales, introduciendo conceptos de ni-

cleo, casi-nicleo, etc., es debido a una escuela alemana (Wilhelm

(1975), Fandel y Wilhelm (1976)), que tiene como antecedentes tra-

bajos anteriores de Arrow (1951), Chernoff (1954), etc.

En resumen, esta memoria consta de tres capitulos dedica--
dos todos ellos a problemas de decisibn con multiatributos: el pri
mero en ambiente de certidumbre, el segundo en ambiente de riesgo

y de incertidumbre, y el tercero en situacidn de concurrencia.

En general las motivaciones inmediatas han sido problemas
concretos planteados en libros o memorias y que hemos tratado de -
resolver y desarrollar. Como idea general directriz del trabajo po
demos decir que se ha tratado de construir en una linea coherente,
una teorfa de la decisibn con multiatributos, que aborda 12 los --
procesos en certidumbre con su funcibén de valor vectorial reduci--
ble en dimensibén en pasos sucesivos, 22 el paso a los procesos de
decisibn en incertidumbre, construyendo la funcibn de utilidad ge-
neralizacién de la de Von Neumann apoyada en la anterior funcibén -
de valor y 32 la iniciacibn del tratamiento de los problemas en --

concurrencia o juegos no cooperativos con multicriterios.

Una gran parte de los trabajos de diversos autores en este
campo se encuentran expuestos sin el rigor matemAtico necesario y
también ha constituido un trabajo no pequeiio para el autor de esta

memoria formularlos en forma rigurosamente adecuada el contexto gene



ral de la misma, pero siempre sefialando el origen de las ideas y -

desarrollos de que partimos.

Agradecemos a los Profs. Sixto Rifos y F. J. Girdn 1la direc

-¢ibn de este trabajo.



CAPITULO I

Método Secuencial de Funciones de Valor Vectoriales

I.0.~- Motivacibn.-

Dos son las motivaciones principales de este capitulo. En
primer lugar, resolver un problema propuesto por Aumann (1964), -
en relacidén con la existencia de puntos maximales en un recinto -
que pueden no corresponder a maximos de una funcibdn de utilidad -

definida en €1, .

La segunda es estudiar la posibilidad de simplificar la -
construccibén efectiva de la funcidn de utilidad (contexto aleato-
rio) mediante la simplificacibén de la construccibdn previa de la -

funcidbén de valor (contexto determinista).

1)

Dice Aumann "When the order is complete, every utility
constitutes a faithful representation, so that every maximun ele-
ment of A, can be obtained by maximizing any utility over A. When
the order is not complete it may be happen that some maximal ele-

mentas of A are achieved as the maxima of utilities whereas others

are not'",

"We would like to find conditions on A and/or the preferen
ce order which exclude this possibility, that is, under which an
element x of A is maximal in A iff there is a utility u on X that

is maximized over A at x".



"The topological case remains unexplored. It would be in-

teresting to see results in this direction".

Alude con este Gltimo parrafo, al planteamiento de posi--
bles generalizaciones del teorema de Debreu a ordenaciones parcia

les.

Pues ,bién, en respuesta a esto damos una generalizacidén -
de la funcibdn de valor de Debreu, sustituyéndola por una funcibdn
de valor vectorial,que corresponde a un orden parcial en HDI y ==

o mas general, en un espacio topolégico.

El ejemplo aludido de Aumann es el siguiente: Sea X el --

plano euclideo considerado como espacio vectorial.
Supongamos que
X2 YED X IV X523,

X3Y ED X2V X2 Yy X F Y

Sea A el disco unidad x2

1t xg £ 1. Consideremos funciones

de valor de la forma

v o= oeyX, *+ X, § ¢y, €50 {1)

4
[

f:lg- 0.1.



El punto (1,0) es maximal en A y se puede ver facilmente
gque no corresponde a maximo de la funcibn de valor. En efecto, ra
ra que hubiera maximo de la funcién (1) en (1,0) deberia haberlo

de la funcibn

v = c

I~
|
IN
wly

cos@P+ ¢ sen® ; - -gi

1 2

en = 0, 16 que es imposible por que la derivada

vt (@)

1]

- cy seng+ c, cosp

es

v' (0)

i

€y > 0.

Como ya dijimos, la segunda y mAds importante motivacibdn -
de este capitulo, es estudiar la posibilidad de simplificar la -~
construccidédn efectiva de la funcibén de utilidad, en un contexto -
aleatorio, ya que el problema en consideracidén se podria suponer
en ambiente de certidumbre, construir la funcibdn de valor corres-
pondiente como se verd en el presente capitula, y a partir de és-
ta pasar mediante alguna trnsformacidn apropiada, aspecto que tra
taremos en el capftulo siguiente, a la determinacibén de una fun--
cibén de utilidad (en ambiente de incertidumbre) que refleje las -

preferencias del decisor.

L.1.- Nomenclatura y notacibn.-

Hay cierto confusionismo de nomenclatura en los libros y
memorias, y nosotros vamos a fijar la siguiente para el resto del

irabajo:



Tenemos un conjuntocﬂ.de alternativas, actos o decisiones,

a¢ A, como consecuencia de una de las cuales se obtiene un resul-
tado. Un resultado es, pues, un ente u objeto seguro que se reci-
be como consecuencia de la decisibn y que es suceptible de identi
ficacibn mediante N atributos o cualidades caracteristicas, que

suponemos suceptibles de medidas o evaluadores!

(z1 (a), z, (a), cece, z, (a)) = z (a)

Consideramos objetivos o criterios como ciertas caracte--

risticas (algunas coincidirin con los atributos, otras dependeréan
de todos o algunos de ellos) que el decisor estd interesado en op

timizar.

Supondremos que estos criterios son n y que se designan

por

(x1 (z(a)), x2(§(a)), cese 4 X (z(a))) = x (z(a))
Asi x(z) es una aplicacibén RN — R™, mientras z(a) es -

una aplicacibn A -ﬂEﬁN.Es frecuente que haya una jerarquia de -

atributos en dependencia unos de otros.

A

A BecRN teR”



En esta nomenclatura los objetivos son caracteristicas, =-
cuyas medidas se pueden obtener directamente, mientras los crite--
rios son introducidos a partir de aquellos como escalas que repre-
sentan unas ciertas preferencias fijadas por el decisor, y se adap
tan a las operaciones que se definen de modo natural en el espacio
de atributos. Se consideran de un modo especial en este trabajo ob

jetivos de 18 etapa, de 28 etapa, etc.

I.2.- Un ejemplo introductorio.-~

Comencemos exponiendo un sencillo ejemplo, que sera Gtil -
para fijar las ideas dadas anteriormente y pasar luego a su forma-

- lizacibn.

SeauA un conjunto de coches que un decisor puede comprar.
En cada elemento ae€ ¢! , considera atributos con zl(a)= velocidad -
mAxima, za(a)= recorrido de frenado, zg(a)= cilindrada, etc. Inme-
diatamente después el decisor puede fijar algunos criterios de pre

ferencia, cada uno de ellos dependiente de uno o mas atributos:
xy (z1.22)= xz(zz,ZB)“ e

Supongamos otro ejemplo en que un inversor que posee un -~
cierto capital C, y desea depositar una parte de éste en una cuen-
ta corriente (atributo zl), otra parte del capital invertirlo en -
acciones de la Telefbnica (atributo z2), y otra en Explosivos (atri
buto zj). Supongamos que a la hora de hacer la distribucién de su
capital, desea tener en cuenta dos aspectos, que seran por una par

te la renta, a la que llamarad gbjetivo Xys ¥ PoOr otro lado la lie-



quidez (medida por algGn indice apropiado) u objetivo Xg que le
pueden producir las posibles reparticiones que pueda hacer de su

capital en los tres valores citados.

Esquematicamente el problema del inversor se podria repre-

sentar en la forma de la figura 2.l1l., ya que en este caso se con-

funde el espacio (A con e1 B .

oY

| ;2
H+
3
+
Ry
Espacio
Espacio de crite
de
rios u -
Atributos objetivos
! xl
Z2
fig. 2.1.

Espacio de atributos

Espacio de objetivos

z, pts en cuenta corriente xy = xl(zl.zz,z3)=renta
z, pts. en accs Telefbnica x, = xa(zl.zz.zj)=liquidez
z4 pts. en accs. Explosivos

Zy * Zy * zg = C (capital}



Para abordar el problema, el primer paso sera construir --
una funcibén de valor vectorial en el espacio de atributos (o deci
siones), y que toma valores en el espacio de objetivos, y refleja
la importancia que el inversor asigna a los atributos (zl,zz,zj)

en relacibn con la renta Xy, Y en relacibn con la liquidexz X,
A continuacibén podria interesar construir una funcién de valor es
calar sobre el espacio de objetivos que refleje las preferencias

del decisor respecto de las distintas posibilidades (xl,xz) de --
renta y liquidez. Como se vé, este sencillo ejemplo, se podria -
extender tanto en la dimensién de los espaciosconsiderados al su-
poner mayor nimeroc de atributos y objetivos, como en la considera

cibn de otros nuevos espacios de objetivos de 28 etapa, 3ja& etapa,

etc.

Intuitivamente la idea que se va a desarrollar y que esté
contenida en los teoremas que se veran mas adelante es ir hacien-
do una reduccibdn en la dimensidbn de los sucesivos espacios de ob-
jetivos en consideréci6n, usando como puente entre ellos una fun-
cibébn de valor vectorial para pasar después, al problema de optima
cibén. En cada una de las etapas el conjunto de puntos que son maxi
males se va reduciendo y el proceso es convergente. En la pricti-
ca esta reduccibn sucesiva se har& de acuerdo con el decisor de -
modo que éste pida la continuacién del proceso, si no estad satis-

fecho con la reduccidén del conjunto maximal a que se ha llegado.

Esta es la idea directriz del proceso que vamos a exponer,

que podria llamarse "método secuencial de funciones de valor vec-

toriales". Este método participa del rigor aximitico de los méto-



dos de las funciones de valor y utilidad, de la escuela americana

(Raiffa, Fishburn, Debreu, etc.), ¥y en cierto modo,también de la

flexibilidad y adaptabilidad de los métodos interactivos de ayuda

a la decisibdn mediante superclasificacibn, seguidos por Roy y la

escuela francesa.

I.3.- Formalizacidén del método. Teoremas principales.-

Para formalizar esta metodologia, se dard en primer lugar
un teorema que introduce una funcibén de valor vectorial, cuyas com
ponentes serén los objetivos de 12 etapa, que son los primeros con
siderados después de los atributos, es decir, una funcibén de valor
vectorial que nos hace pasar del espacio N—dimensiopal de los --
atributos al espacio n-dimensional de los objetivos de primera --
etapa (22 (En nuestro ejemplo del inversor de bolsa, se pasarfia -
de un espacio de N = 3 dimensiones puesto gque es tres el nGmero -

de atributos, a uno de n = 2 ya que son dos los objetivos de pri-

mera etapa bajo consideracibn).

Veamos ahora un teorema que formaliza las ideas indicadas,
introduciendo una funcibn vectorial de valor, que viene a repre--
sentar una generalizacibén de la funcibn escalar de valor de Wold-

Debreu (Rios;Insua, 1976 y Koopmans, 1972).
TEOREMA 3.1.

Sea 8:_’: H]; un conjunto de elementos z = (zl,....,zN)
(que corresponden a los N atributos) y supongamos que el indivi--
duo tiene un comportamiento preferencial regulado por el conjunto

de axiomas siguientes:



1.~ Las preferencias estin reguladas por n prebdrdenes com-

pletoa(a)%i :

(zl,....,zN) '>".i (zi,.....zl{J) (i=1,....,n)
(cada uno de ellos asociado a un objetivo).
2.- El orden parcial natural definido por
(zl.....,zN) > (zi,....,z&) cuando zjaz:j‘vj

(zl,....,zN) p (zi,....,z&) cuando zJ; z\‘]., Vj

Yy z, » z] para algin t , es compatible com los prebérdenes -

t
ki (i = 1,....,n), es decir
z 3z =z
i=1l,¢e..,n
z3z =zxz

que

E'ﬁvi li E + (1_ 1i) En

En estas condiciones existe una funcidén de valor vectorial,

continua, isbtona y fiel

x (E) :R;. -%R;

donde x (2) = (% (z)yee.o, x, (z))

es decir, tal que

iN

>i z' &> xi(g) )xi(g‘)

i = 1y2,ceee,n

IN

~y 2 = %, (2) = x, (')



10.

Ademds, tal funcién es Gnica salvo una transformacibn mond
tona. Es decir, si existe otra funcibn vectorial Y (5) que tiene

las mismas propiedades citadas que x (g). se verifica que
Yy (z) = g (x1 (z)) (i=1,...,n)

siendo 8y (i = 1,ee0.,n) funciones estrictamente monbtonas, y con

tinuas.

DEMOSTRACION. -

Se tiene en H; definidos n prebrdenes completos ki s ca-

da uno de ellos respecto de uno de los n objetivos de primera eta

pa.

Vamos a probar que para cada i=l,....,n existe una funcibn

+ +
x F!N —> R

3 (2)

continua, isbtona y fiel, siendo ademis Gnica salvo una transfor-
macién estrictamenté monbtona, y continua. Una vez demostrado es
to, tendremos probada la existencia de la funcibn vectorial x (z)

con las propiedades indicadas.

En efecto, sea un elemento EO 5 O, ¥ sea el subconjunto -
+ o +
zZ = geHN/HF.zO,g.:lg]c Ry

Este subconjunto Z, estd completamente ordenado como conse

¢uencia del axioma 2, pues dados El, 52 € Z, existen 11’ 12 20 -

tales que 1 A o
z2 = £ 2
Ez - 2'2 EO v
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. o . ] 1 2
o bien 1.1)2.2 luego .llg >X.2§ =z }1 z°,
. O o 1 2
o bien ).1(12 luego llg <2.2§ =z i.g .Y
o o 1., 2
o bien 2.1 .-.12 luego 4, z =dk,z =Sz Yz

Definamos ahora la funcibn

'ui:Z——-)R+

en la forma siguiente:-

v, (z) =4 , siesz = Az°

Esta funcibn v, (z), asi definida es isbtona y fiel, sien-

i

do ademés v (0) =0y v, (z

o
i-)

= 1.

Veamos que es isbtona. Para ello, sean 51, gz € Z, tales -

que gl >.i 92, sera entonces

1 o o 2
z "'11? >j_z’zz =2z

luego 2.1 > 12 Y puesto que v, (gl) = }’1 y v (z%) = 2 sera -
v, () >y, (2.

Supongamos ahora glfvi 1.:2, tendremos que

2

IN

1 _a o o _
z =" ’Vj_x'gf‘f

luego ).1 = A que implica que ¥, (gl) - v, (9.

29
Por tanto, v, (g) es isbtona y ademas fiel por ser el pre-
orden ki completo.



12,

Vamos a extender ahora la funcién vy (z) a todo H; .

+
Dado z € RN’ , se pueden encontrar dos nGmeros },1, ).2 ta--

les que
' o . - O
‘oz 3z 34230
Por el axioma 2, seri |
220 &y zx Ay 2,

y en virtud del axioma 3, existira un n e [0,]] tal que

A

zne, Ay z° 4 (-p) A, 2% = (WA, «+ (1-p) 2,) 2° = z'ez
- i 1= 7 B -] 1 27 = <

ya que 13u 3.1 + (1= p) ).2 30.

Por tanto, dado z ¢ H;, existe un z'€ Z tal que z ~3z'.
Definimos entonces la funcibn

x; (z) :Ry —> R"
.por el convenio

x; (2) =47 sizay 12°

Esta funcibn xy (z) asi definida, es isdtona por serlo la
funcibdn v, (z) y fiel ya que el preorden ki es completo. Ademas
xg (z) es continua en cada punto EG‘H;, es decir, dado un £>0 -
se puede determinar un 030 tal que si d (z, z'){ 0 , entonces -
lxi (z) - x5 (g')l {&E. En efecto, sea xi(g') =1 , es decir z'nsy 11 50

}'seanll =it & , 12 = )- ¢t tales que

Are=x; Az°) D%, (Az2°) =2 3x; (A, 2°) =4-¢
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Como consecuencia del axioma 3, resulta facilmente que los

conjuntos

son abiertos.

Fn efecto; sea gecl, luego ¢ i.*"l 50. Sea ('> ;150 + L,

)
fig. 3.1.
luego §' > A’l go, t'>»8 v ;'}i A'l go, luego por el axio

ma 3, existe ﬁ tal que

Aiz2°Asq BErQ-BYE =0, 6>C -

, se verifica que el en-

. 1
S5i tomamos g ( 5 m&n ‘ Ci - oi
torno E. ( ) esth contenido en Cy» luego C,; es abierto. También
es abierto I = le]CZ. Como z'g I, existir& un entorno Eé (z') --
contenido en I, y para todo §£Eé(§') seré

2% = (a-6)2° Lz L (A+e) 2% =2 2°%
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y como x, (z) es isbtona

i

A-8 & x (z) £ A+e

o bien

e x (2) -4 -
como A=x, (z'),

x, (z) - x, (z*') < ¢
l i i "= ‘

Probemos ahora que la funcién de valor x,; (z), es Gnica sal
vo una transformacibén estrictamente monétona, y continua, es de--

(4)

cir, que para toda otra Yy (z) continua y monbétona de z, es ~-

Yy (xi) continua y mondétona de x5 .

En efecto, supongamos que existe otra funcibn vectorial --
y (2z) con las mismas propiedades que x (z), y vamos a ver la rela
cibén entre vy (z) ¥ xy (z). Si llamamos [g] a la clase de todos
los elementos equivalentes a z, tenemos que a cada [EJ corres—-

ponden dos nimeros x, (z), vy (z). Podemos establecer una corres-

i
pondencia 1-1 entre Xy € Y4 Y Vamos a ver que es egstrictamente -

monbtona en ambos sentidos. En efecto,
1 2 1 2 1 2
x; (27) > x; (27) &z >i z" &y; (z7) D>y, (27)

i
Al ser yi(xi) funcidn estrictamente monbétona y analogamen-

te x (yi), resulta que al intervalo comprendido entre dos valores

i

fijados de una de las variables corresponde el intervalo entre los
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valores homblogos de la otra; luego los valores de Y; quedan den-
’

tro del entorno (yi (xz) -,y (x:) + €) sin mas que tomar x;

en el intervalo (x; -4, x: +¢8), vy reciprocamente, luego - -

Yy (xi) y x, (yi) son ambas continuas.

Puesto que se ha probado que cada funcibn x, (z) (i=1,....
es isbtona, fiel y continua, y Gnica salvo una transformacidn es-
trictamente mondtona y continua, se tendra que la funcibdn vecto--
rial x (z) cumplird las propiedades exigidas y el teorema queda -

probado.

El caso mas sencillo, relativo a este teorema, es aquel en
que n = 1, es decir7e1 caso en que el espacio"e de objetivos de -
primera etapa esti formado por un inico objetivo, con io cual se
tendra en 8 una Gnica relacién de preorden completo, y el proceso

de reduccidn constaria de una sola etapa puesto que se pasaria -
de un espacio de N dimensiones a uno de una dimensibn. En tal ca-

so se obtendria una funcibén de valor escalar

vV (z) =v (zl. caeey zN)

A este caso, se refiere el teorema de Wold-Debreu, sobre -
el modelo de "utilidad para complejos de bienes en certidumbre" -
!

iniciado en los problemas clasicos de la economia del consumidor

y del que el teorema dado es una generalizacidn.

El otro caso extremo se presenta cuando n = N, y cada atri

buto debe ser asociado a un criterio de optimizacidn.

yn)
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Es importante recordar, que la principal idea que se persi
gue es hacer lo mas facil posible al decisor la determinacibn de.
la decisidén Sptima. Entonces resulta interesante la situacibn en
que hay la posibilidad de establecer relaciones entre los n obje-
tivos de primera etapa, lo que permite llegar mediante una nueva
funcibén de valor vectorial a un espacio de objetivos de segunda -
etapa, siendo este iltimo espacio de menor dimensibén que el ante-

rior. De esto se ocupa precisamente, el siguiente
TEOREMA 3.2,
-t .
Sea 6 .-::Fln un conjunto de elemeéentos
X = (xl, cees,y xn)

que representan n objetivos de primera etapa de evaluacibdn de un
decisor, y supongamos que existan k objetivos de segunda etapa, -

siendo kd{ n, tal que

1.~ Las preferencias estin reguladas por k prebrdenes com-
pletas >»'
’ i
(xl....., xn) kj._ (xi,...., xx'l)
(cada uno de ellos asociado a un objetivo de segunda etapa).
2.~ El1 orden parcial natural definido por

(xl,....,xn) Z(xi,....,x!‘l) cuando x5 )xs V

(xl,....,xn) >‘(xi,....,xr'1) cuando x 3"5 V j



17.

y Bt tal que xt)x;:, es compatible con los predrdenes - --

ké (i =1, 2,e..., k), es decir

x3x = xxx
i=1,00.0, k
x>x' = x> x

3.- Si x aé x! éé x", (£ = 1,...., k), existe li € [b,i] ,
tal que

§'ﬂé li x + (1~ li) x" (i = 1,...., k)

Con estas condiciones existe una funcidn de valor vectorial,

continua, isbtona y fiel

ve (x) : R, —> R,

n

donde

v (x) = (vl (x)yeene, Vi (x))

AdemAs tal funcibn vectorial es tnica salvo una transforma

cibén estrictamente mondtona, y continua.
DEMOSTRACION., -
An&dloga a la del teorema 3.1.

Si ahora se aplican de forma reiterada los teoremas 3.l. y

3.2., se llegaria a una representacidn de la forma

V(z) =v* (x (2)) = (vl (x(z)),.aea, v

z " (x(z)))
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siendo tal descomposicibdn o proceso bietdpico aplicable a la reso

lucidén del problema de bptimo.

Sin embargo, puede ser interesante considerar sobre el es-

pacio de dimensién k de objetivos de 28 etapa; una nueva funcibn

de valor vectorial para pasar a otro espacio de dimensién 1 (1 ob

jetivos de 38 etapa) menor que k, a continuacibén hacer una nueva

reduccidén, etc. Parece entonces natural considerar un proceso po-

lietidpico de amalgamacidn

iterada del nimero de objetivos. P.e. -

tal situacibén seria 1la de
a 12 objetivos de primera

por 1ltimo a 1 de tercera

f. de valor

+ vectorial
——
Rao
20 atributos 12

de

un proceso de reduccibédn de 20 atributos

etapa, después a 3 de segunda etapa y -

etapa. Esquematicamente seria

f. de valor

+ vectorial +
Ris —_— R3

objetivos
la etapa

3 objetivos
de 23 .etapa

f. de valo;H;

de Debreu

1l objetivo
de 33 etapa

Si este proceso finaliza p.e. en ]?;, es de¢ir la dimensidn

del Gltimo espacio a que se ha llegado, tiene dimensién mayor que

uno, entonces es interesante hacer una descomposicidn del tipo adi

tivo, multiplicativo, etc.

(Keeney y Raiffa, 1976), teniendo en -~

cuenta, sin embargo, que el problema de 6ptimo que tratan de permi

tir resolver estos teoremas estarl mejor definido cuanto mas préxi

mo esté a la unidad la dimensibén del Gltimo espacio de objetivos -

considerado.
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I.4.- Comparacibén con los teoremas de separabilidad de Debreu.-

Los teoremas de separabilidad de Debreu tienen como objeti
vo descomponer una funcibdn escalar de valor en suma o producto de
funciones que dependan de conjuntos parciales de atributos, faci-

litando asi la construccidn final de tales funciones.

El proceso que aqui hemos seguido, de construccibén de fun-
ciones de valor vectoriales, estd intimamente relacionado con és-

te y vamos a precisarlo en lo que sigue.

En tal direccibén se van a dar dos nuevos teoremas. En el -
primero de ellos se considera una situacidn mas general que la del
teorema 3.l. y en el segundo una situacidn particular del primero,
y que se refiere a la separacibn total de la funcidén de valor pa-
ra subconjuntos de atributos, siendo &sta utilizable para la com-
paracibén con los teoremas de separabilidad de Debreu (Rios Insua,
'19771. Es decir, intuitivamente el primer teorema se refiere a la
situacibn intermedia con respecto a las indicadas (teoremas 3.1. y
4.2.), en que sobre cada objetivo influyen conjuntos parciales del
conjunto total de atributos, y estos conjuntos parciales serin en
.general no disjuntos. La situacibdn en que estos conjuntos parcia-
les son disjuntos es la referida antes al caso de separabilidad to

tal y relativa al segundo de los teoremas indicados.

Teniendo en cuenta ésto, se tendri el siguiente:
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TEOREMA 4.1.

Sea B =R}

N un conjunto de elementos

z = (zl, Zgreneny ZN)

P — e —

a— <
Sea El:(zll,.....zl e 31 =R i'lfeL-_:,,v .
1

i

ceeen ZyE (zrl reeeerZ
1

i n

)eB =R v
n

siendo {11""'1i1]= Il""" {nl,.....ni } = In subconjuntos
n

. n
no vacios de I = {1, 2,....,N} y tales que JEle = I, pudiendo -

ser IjnIt % @ para j #£ t.

Supongamos que el individuo tiene un comportamiento prefe-

rencial regulado por los siguientes axiomas:

1.- Las preferencias estéin reguladas en cada 81 (i=1,....,n)

por un predrden completo >"’.i , es decir,

El = (zll,....,zli )kl (zil,.-..,zii ) = Ei; él’ §i£ %1
: 1 B 1

z, = (znl,.....zni ) kﬁ (z;ﬁ,....,z;li ) = zZi5 Z, g;iecﬁn
n n

(cada uno de ellos asociado a uno de los n objetivos)

2.~ El orden parcial natural definido por

V.
IN
-

Z

Vo
N
o

Z3
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es compatible con los prebdrdenes Aci (i = 1,.0..,n) es decir
Z3 32 E Xy EH
z; 5’ zy =2 >1 zi
3o- Stz X, ozl %, 20 (=1,....,m) existeun i, € [0,1]

A. z

] - 1
zjvg Ay 2y v (1-4,) 2]

En estas condiciones existe una funcibébn de valor vectorial,
continua isbétona y fiel

x (z) = (x1 (gl),..... x (gn))

donde x; (gl) : R Il———) R*

+ +
%, (z0): Ry —A
Ademas tal funcibn es finica salvo una transformacidn estric
tamente monbdtona y continua. Es decir, si existe otra funcién vec
torial y (z) que tiéne las mismas propiedades que x (z), se veri-

fica que

Yy (Ei) ok - (xi (gi)) (i=1,....,n)

siendo g, (i=1,....,n) funciones estrictamente monbtonas y conti-

nuas.

La demostracién es anadloga a la del teorema 3.1..
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A los x (z) se les podria aplicar el teorema 3.2. o bién un
teorema andlogo, pero en el sentido del teorema dado, es decir, de

finiendo adecuadamente los prebrdenes en subconjuntos parciales --

"del conjunto total de objetivos de primera etapa, obteniendo una -

nueva funcién de valor vectorial. Reiterando este procedimiento en
la forma indicada en la éecci6n3, es decir, de forma andloga al --
procedimiento polietipico de amalgamaciédn iterada del nGmero de ob

jetivos, se podria considerar un "proceso polietipico de amalgama-

cibn parcial iterada", en el sentido del teorema 4.1l., es decir, -

en lugar de considerar relaciones de preorden en el conjunto total
de atributos (o de objetivos), considerar tales relaciones en sub-
conjuntos parciales de estos. Esto es precisamente lo que se hace
en el ejemplo numérico que se da al comienzo de la seccibdn 4., en

la primera etapa de reduccidn de las dos que se consideran.

Si en el teorema 4.1. se supone que Ij I"IIt =@, si j £ t,
que intuitivamente representard el caso particular en que se ha he
cho una particidn del conjunto de atributos y cada subconjunto de
esta particibn influye sobre un objetivo, tendriamos la situacibdn
relativa a la utilidad ramificada o arborescente (Gorman, 1959, y
Strotz, 1959) o de separabilidad total, que responde al hecho in-
tuitivo de la independencia preferencial en grupos de bienes de --
consumo, como podrian ser p.e. transporte, vestidos, alimentos, --
etc. Es decir, considerar la agrupacidn de conjuntos de atributos
facilmente comparables entre sif, y considerarlos separados de otros

grupos cuya comparacidn es posterior y menos natural.

Vamos a ver ahora el teorema que refleja las ideas intuiti-

vas que se acaban de exponer y que es, como se habia indicado, un
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caso particular del teorema 4.1. Este teorema va a ser de utilidad

para su comparacidn con los teoremas de separabilidad de Debreu.

Introduzcamos previamente el concepto de preorden producto.

DEFINICION 4.1.

Sea el conjunto Z = Z; X....X Z , ¥ Z = (51,...., EN) € z,
donde §1=(zl"""21)€ Zy, Ez:(ziﬂ......,z‘,)e ZZ"'-"En:(zt"."’ZN)GZn’

Definimos los preordenes z, k]. z!

z1 (1) en Z,, ‘_12}:2 z!, (2) en -

Zz,...., z, '\#n 31'1 (n) en z_ .

Entonces se dice gque el preorden (gl,....,gn) %'(g'l,....,gr")(rﬁl)
es el producto de los prebébrdenes (1),....,(n), si verificarse las
relaciones (1),....,(n), equivale a que se verifique la relacibn -

(n+1).
TEOREMA 4.2.

Sea ¢3 ER; un conjunto de elementos

z = (Elq Zorecess En)

donde zy = (zl,..¢.,zi), z, = (zi+1,....,zj),...., z = (zt.....,zN)

y supongamos que se verifican los siguientes axiomas:

l.- Las preferencias estan reguladas por n prebrdenes com--

pletos ‘k’i (i = 1,....,n)
> 1
Z1 w1 EIi.”""‘:'n‘k'.n Zn

que subordinan un preorden 2 en P definido por
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(2g1eeenrzy) X(2)0eeeiz)) &

neean e

Zn #n Zn

2.- El1 orden parcial natural definido por
z; 3%y
z; >z

es compatible con el preerden éi (i=1,....,n), es decir,

=>z; X; z}

IN
"
A\

N
[,

: (i=1l,eea0,n)
i >z =z >y

1IN

3.~ Si Eiki z} kigg (i=1,....,n), entonces existe un --

i, € [:0,1:] , tal que

zjA, A + (1-2,) 2}

iZ%i i

En estas condiciones existe una funcibén de valor vectorial,

continua isbtona y fiel

x (z) = (x1 (gl),....,xn (gn))

donde + +
x, (z;): Ry — R

* + +

Xn (En): Rn-i-tirl__'}n
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es decir tal que

2y >y 2 EPxg (2 >x; ()
(i=1l,¢...,n)

zivy 2 & x (zy) =x; (z))

Tales funciones xi (zi) son Unicas salvo funciones estricta

mente monbdtonas, y continuas.
DEMOSTRACION. -

Mediante un razonamiento anilogo al del teorema 3.l., se de
muestra la existencia de la funcidn x; (i=l,....,n) isdtona, fiel
y continua, y Unica salvo transformaciones estrictamente mondtonas

y continuas.

Ahora bien, por definicibén de preorden producto en la hipb-

tesis 1, se tiene

zyz' &=

Yy por ser

x, (i=1,....,n) fiel, lo anterior equivale a

xy (51)2 xq (Ei)

&> x (g)}'x (z')

x (gn) 2 x, (g;‘)

y el teorema queda aprobado.
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Si se aplica ahora a los x (E) el teorema 3.2., para el ca-
s0 en que k = 1, se tendria probada la existencia de una funcién -
de valor

g (x): R} — R"

es decir g (x) =90 (xl(El)""" xn(gn))

siendo xXMx' & (x) >F (x")
xAx EDP (x) =0 (x')

y ademds continua y tnica salvo una transformacibn estrictamente -

monbétona y continua.

Se observa que se ha llegado a un modelo de separabilidad o

descomposicibn total de la forma
F (51'°""§n) =@ (x1 (El),....,xn (gn))

es decir, tal que
(!l"""zn) éa(gi.....,gﬁ) si vy solo si
(4.1.)

g (x, (51).....,xn (gn)))ﬂ (?cl (gi,....,xn(gr‘l))

siendo este modelo al que hemos llegado de sustancial ayuda en el
anAlisis de decisiones, pues permite construir la funcién de valor

en una forma mas sencilla, a partir de las funciones de valor de -
las componentes, y por tanto hacer mas sencillo el problema de 6p-

timo como se vera en la siguiente seccidn.

Vamos a comparar ahora estos teoremas con los teoremas de -

separabilidad de Debreu (Koopmans, 1972 y Rios Insua, 1976), ya ~-
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que la representacidén a la que se llega, es anAloga a esta ®ltima

considerada para un caso particular.

Para concretar, supongamos que Unicamente se tienen dos ob-

jetivos Xy Y X5, Y que hay definidos dos predrdenes completos -

é;l y éa , en la forma

1
zZy »>v1_ Z
donde (31, 52)5 Z = Zl x 22
1
z2, ®2 %
siendo z, = (zl,....,zi)e Z, v z, = (zi+1,....,zN) € Z,.

Aplicando a esta sgituacibén el modelo anterior (4.1.), se ob

tiene una representacidén de la funcibn de valor de la forma
F(z) =9 (xl (51), X, (52))
con las correspondientes propiedades.
Antes de pasar a la comparacibdn de nuestro modelo con los -
de separabilidad de Debreu, veamos el concepto de independencia -~

preferencial en que se basan tales teoremas, y su equivalencia con

el concepto de preorden producto dado en la definicibdén 4.1.

DEFINICION 4.2.

Sea 2% una relacién de preorden definida en Z = Zl x Zz. Se

dice que Zl,es preferencialmente independiente de Zz, si y solo si

al verificarse para algin §é y todo par zi, ple Zl la relacibn -

(2, z3) X (29, z8)
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se verifica necesariamente la relacibn
]
(31‘ 52) %,(gl. 52)

; 1
para todo zy, zj € Z, Y todo z,¢€ Z,

Analogamente se define la independencia preferencial de 22

respecto de Zl.

Si ahora se parte del teorema de Wold-Debreu que es el caso
particular del teorema 3.l. paran = 1, y si a continuacibén se apli

ca el

TEOREMA (DE SEPARABILIDAD DE DEBREU)

Sea ) un preorden completo definido en el espacio Z = Z, x Z

1
representable por una funcibén de utilidad G (51, 52). y suponga--

2!

mos que los predrdenes inducidos por'é; sean independientes del vec
tor de referencia Eo = (E;' Eg)' Entonces se verifica que -
G (El'

de u y v. MAs atGn, si G (El, 32) estd definida en un espacio co--

52) = F (u (gl), v (52)), en que F es una funcibén creciente
nexo, y G es continua, entonces u (El)' v (32) y F (u,v) son con-
tinuas y las imAgenes de u (gl) vy v (52) son intervalos.
DEMOSTRACION. Koopmans (1972).

Se llega por este camino a una representacibdn separable de

la funcibén de valor escalar.

Es de notar que el proceso seguido para llegar a dicha re-
presentacién es inverso al que se puede obtener a través de nues-

tros teoremas vectoriales.
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En efecto, en los teoremas de Debreu, primero se construye
la funcibén de valor total, y despues se hace separable, mientras
que en los nuevos teoremas el proceso es inverso, primero se cong
truyen las funciones de valor de las componentes y luego la fun--

cibn que engloba estas.

Un aspecto importante a destacar al comparar ambos teoremas
y razén por la cual se llega a una representacidén aniloga de la -
funcibn de valor, es precisamente la equivalencia que se da entre
los conceptos de independencia preferencial del teorema de Debreu
Yy el concepto de preorden producto de nuestro teorema y que viene

dado por el siguiente

TEOREMA 4.3.

El preorden (51, 52) & (z1, Eé) (1) en 2 = Z, x Z, es equi
valente al conjunto de los predrdenes ?1;%1 z] (2) en Z, v -
z, g\,z z, (3) en Z, si y solo si Z; es preferencialmente indepen--

diente de Zz, Yy 22 es preferencialmente independiente de Zl'

DEMOSTRACION, -

Veamos que si el preorden (1) es equivalente al conjunto -
de los (2) y (3), entonces Zl es preferencialmente independiente
dezzyzzloesdez,

1

En efecto, se tiene que

(zj, 23) X (z), 25) &= 2] % 2, ¥ 25, 2}

A

como evidentemente es z, 22 z, para todo z, € Z2 resulta que --
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(gi, 52) > (51, 52) Yy Z; es preferéncialmente independiente de Z,.

De forma anidloga se prueba que Z, lo es de Z,.

¢
Reciprocamente ,supongamos ahora

7
Z1 preferencialmente independiente de Z2 y

22 preferencialmente independiente de Zl.
Podemos definir

1 +

z} kl z, &> (91‘ 52) > (51. 52) para todo z, & Z,

L] .

z) kz z, &> (51. gé) > (zy5 52) para todo z, € Z;.
Comprobemos que

2} ¥ 71 23R, 6 (2 1) X (2 2y

En efecto,

&t L L ] 13 ]

i 2z} & %z, => para z} € Z,, (El' Ez)k(‘:‘l’ 32)

y como Z, es preferencialmente independiente de Zz.

1
(51'.' 52) b(glg 52) para todo z,€ Z, (a)

Por otra parte,

si gé }2 z, =p» para gie Zl, es

(z3, z5) }v(gi, z,) (b)

Y por la transitividad de }v , de (a) y (b) se deduce que

(z}, gé)%(gl. 52) .
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Reciprocamente,

si (z}, z3) > (z,, z,) => para zj, (z, z} 2 (z1, z,)

y por ser Z2 preferencialmente independiente de Z,, (gl,gé)éb(gl,gz)

para tod z,€ Z,, que equivale a Eég>2 z,-
Por otra parte, si (gi, Eé)éc(gl, 52) =3 para

2l (gi. Eé) 25(51‘ gé), Y por ser Zl preferencialmente indepen--

diente de Z es

2'

(_z_i_' 52) k (_z_l, 22) para todo z, € Z,

que equivale a giébl Zys Y el teorema queda probado.

Por otra parte si ahora consideramos n 22 3 objetivos, el -
teorema de Debreu da una representacibn de la funcién de valor de

tipo aditivo
G (z) = £, (51) AECEETERAE 3N (gn)

que es mucho mas estricta que la representacidn

F (z) =9 (x1 (El)' ceeey X (gn))

n

de nuestros teoremas, pero que como es natural requiere condicio-

(s)

nes de independencia preferencial mas fuertes
De aqui el interés de nuestros teoremas de separacidn.

Vamos a dar a continuacibén una generalizacibdn del teorema
de Debreu (1954), siendo ésta un teorema mas general que el 3.1.

Y en el que se suprime el segundo axioma (orden parcial natural -
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implica el preorden fijado) y considera el espacioa de atributos

un espacio topoldgico separable y conexo.
TEOREMA 4.4,

Sea el espacio de atributos B un espacio topolbégico sepa-
rable y conexo, siendo sus elementos z L.,_*.,«_____—_' Supongamos
que hay definidos en 8 n prebérdenes completos kl (i=1,....,n) -
(cada uno de ellos asociado a un objetivo). Si para cada E'G‘B y

cada i = 1,.¢..,n los conjuntos {3/5 § ’.‘.'} y {E/f' :\; E} -

son cerrados, entonces existe una funcibén de valor vectorial
x (z) :® —> R®
continua y fiel, siendo
x (z) = (x; (2)yeeeny x (z))

es decir, tal que

z g z' é%xi (z) > x5 (z') (i=1,....,n).
La demostracibén se basa en el siguiente
LEMA. -

Sea X un conjunto en el cual estid definido una relacibn de

preorden completo A‘/ y Y sea Z = {Eo‘

Zyr esee } un subconjunto

numerable de X, si para cada par x, y € X, tal que x £ Yy hay un
6)
y &,

elemento 1z, € Z tal que x £z, £ entonces existe en X una

funcibn real que conserva el orden y continua en cualquier topolo

(7))

gia natural



DEMOSTRACION. - Debreu (1954).-

Veamos ahora la demostracibén del teorema 4.4. Sea Z un con
Junto numerable y denso enéB . Fijado un 1 € {l,....,n} conside-
remos un par de elementos z', z"e éB » tal que 5'-f z". Los con--
Juntos Al = {gg 8 /z ’i$ 3'} y A2 = {338 /g"ﬂég} son disjun
tos, cerrados y no vacios, y no puede ser Al l.'J:\2 = 3 puescﬂ es
por hipbtesis conexo. Por tanto el conjunto abierto - -
{ gezﬁ /g“fxg ‘% §“} es no vacio, luego tiene que contener -
un elémento g"é Z. Por tanto, puesto que la topologia en X es --
una topologia natural aplicando el lema anterior queda probada la

existencia de la funcibn x (g) con las propiedades requeridas. -

i
Reiterando este procedimiento para todo i=1,....,n el teorema que

darfa probado.

Es importante destacar, que se puede obtener una demostra-
cién a partir de éste, del teorema }.l., mediante agregacibn de -
la condicibén 2 de este, cuyo enunciado implica considerar el espa

cio euclideo HN.

También se podria haber dado un teorema anélogo al 3.2., -
en la misma linea del que acabamos de demostrar. Sin embargo, se
ha usado el teorema 3.1. y 3;2. (en lugar de las generalizaciones
del de Debreu), por ser mAs adecuado y suficiente para el correc-

to desarrollo del proceso polietApico que hemos considerado.

Resulta asi gque hasta donde el decisor o experimentador pue
de llegar en la tarea de evaluacibn de una situacidn real de deci

sién, dependeréd de que las suposiciones del correspondiente mode-



34.

lo se verifiquen en la situacibén real para su correcta aplicacibn.
Estas suposiciones que se hacen, constituyen la base tebrica de -
los distintos modelos que se consideran y deben ser justificadas

sus aplicaciones en las posibles situaciones de eleccidn particu-

lar.

La idea que se ha perseguido en el proceso de construccibén
de los teoremas es facilitar al mAximo posible, la construccién -
de la funcibén de valor dentro de unos requerimientos estructura--
les y de informacién adecuados. Entonces, teniendo en cuenta los
teoremas dados, se observan basicamente dos aspectos que dan una
ventaja a la metodologia desarrollada, respecto de otras. Primero,
la amplia gama de modelos que se tienen entre los dos posibles mo
delos extremos (teoremas 3.1. y 4.2.), y segundo, la posibilidad
de elegir, en el proceso polietapico considerado en el cual se --
aplican los distintos modelos ‘indicados, un nimero de objetivos
lo mas apropiado en la etapa siguiente a la que se encuentra el -

proceso.

En resumen, esta metodologia desarrollada goza tanto de un
formalismo matematico como de una flexibilidad de adaptacién a la
situacibén real que la hace de gran utilidad en los problemas rea-

les de decisibén, con los que un individuo pueda enfrentarse.

El esquema adjunto indica la relacibédn de variables en los

diferentes teoremas indicados.
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1 2 N
Teorema 3.1.
xy x, x
zy z, z3 zy Zg - - zy
Teorema 4.1.
Xy x, . o x
z, z, 23 zy Zg o o+ - Zy
Teorema #.2.
(variables separables)
x; x, . e . x
z3 Za Z3 . .. zy

Teorema Wold-Debreu
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I.5.- E1 problema de optimacibn, Un ejemplo.-

No vamos a dar aqui teoremas de existencia en relacibn con
el problema del vector miAximo, ni tampoco entramos en los métodos
matemAticos y algoritmos de la programacibdn. Nos centramos sobre
el problema de construccibém de la funcidn de valor, cuya evalua--
cibn correcta es requisito previo en la metodologia mas o menos -
sofigsticada. Si la funcibédn de valor vectorial o escalar que se --
trata de maximizar no responde correctamente a las preferencias -
del decisor, ningin método de programacidn conduciri a resultados

correctos.

Dentro del citado aspecto del problema de optimacibdn, a sa
ber la construccidn de la funcibn de valor, se consideraran tres
puntos.de vista que, aunque diferentes, estin intimamente rela--

cionados entre si.

Antes dé empezar con ellos vamos a dar una ilustracibé4n nu-
mérica mediante un ejemplo, en que el proceso de reduccibn‘consta
de dos etapas, Y se pasa en la primera etapa mediante una funcibn
de valor vectorial de un espacio de tres dimensiones a uno de dos,
reduciendo asi el conjunto de puntos maximales de interés para el
decisor, y en la segunda etapa de un espacio de dos dimensiones a
uno de una, obteniendo asi una nueva reduccibdn del conjunto de ~--
puntos maximales. Este ejemplo es un caso particular del primer -
punto de vista de los tres que se consideran. A continuacibén del
ejemplo, se darA la formalizacidn en sus aspectos tebricos de es-

te punto de vista, asi como de los otros dos que se consideran.
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Comencemos con el ejemplo. Supongamos que se producen tres

tipos de herramientas en cantidades z, de tipo A, z_ de tipo B, y

1

3 de tipo C. Cada herramienta de tipo B ocupa en su fabricacidn

2

z
doble tiempo que cada herramienta de tipo C, y cada herramienta -
de tipo A, doble que la de tipo B. Se supone que, si toda la pro-
duccibdbn fuera del tipo C, se podrian hacer a lo sumo 1.000 unida-
des diarias. Ademas el material de que se dispone diariamente 1li-
mita a 600 el nimero total de unidades que se pueden producir. --

Tendremos entonces las limitaciones

< 1.000

z, >0 (i =1,2,3)

donde Z C F‘; es el espacio de atributos o decisiones, que coinci

de con el poliedro convexo OABMCNA (fig. 5.1.).

El primer propbsito del decisor podria ser fabricar lo ---
maximo de cada tipo; pero este punto de vista pronto le conduce a
que no tiene sentido hacer maxima cada una de las z, (i =1, 2, 3),
Yy que lo que puede alcanzar son los puntos maximales del conjunto
Z que forman un conjunto muy extenso. Este conjunto de puntos ---
maximales seria el conjunto de dos poligonos (rayados) ABMCNA --

(fig. 5.1.)



fig. 5.1.

Supongamos ahora que el decisor introdujera dos objetivos:
12 hacer mdxima la ganancia total sabiendo que gana 0,5 por uni--
dad A, 0,4 por unidad de B y 0,1 por unidad de C; 22 hacer maximo
el nimero de unidades producidas de tipos B y C. Tendriamos asi -

que hacer makimas .

x, =0,52z, +0,4z_+ 0,1z

1 2 3

(L)

x, = 0,5 z2 + 0,5 23
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Si ahora quiere hacer maximos Xy, ¥ X,, se encontrarad que -

tampoco tiene sentido mas gque obtener los maximales del conjunto

+
Xe Hz , obtenido de Z mediante la transformacién (1), y que se

corresponderan con un subconjunto del conjunto de los puntos maxi

males de Z, que es el de los puntos eficientes respecto del par -

de objetivos fijados.

En efecto, sea X el poligono convexo O0'C'M'B'A'0' (fig. -

5.2.), donde A}B!C]M!NJO! son respectivamente los transformados. -

mediante (1) de los putnos A,B;C,M,N,0,

L]
N' (113,233

B' (200,250)

+
Ry
X
—» X1
o' A'(125,0)

fig. 5.2.

Vamos a comprobar que el conjunto de
YA regpecto del par de objetivos fijados, es
puntos que pertenecen a Z obtenidoc mediante
versa de (1) al aplicarla al conjunto M (X)

de X, respecto del orden parcial natural de

puntos eficientes de
decir, el conjunto de
la transformacibn in-
de puntos maximales =

2 .
R®, es un subconjun-
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to del conjunto M (Z) de puntos maximales de Z respecto del orden
parcial natural de Flj, con lo cual el decisor en su problema de

6ptimo, bastaria que tuviese en cuenta en vez de todo el conjunto
M (Z), el subconjunto de este indicado y ai que representaremos -

por M¥ (Z).

En efecto, el conjunto M (Z), es ABMCNA (fig. 5.1.) y el -
M (X)), B'M' (fig. 5.2.). Entonces se comprueba facilmente que al

ser

x (z)

]

(xl = 0,5z, * 0,4 z, + 0,1 z x, =035z2+0,5 z3)

3 ]
M (2) = xt (M (X)Nz = B (fig. 5.1.)

que es una parte de M (Z).

Por tanto, se observa que el decisor ha reducido sus posi-
bles decisiones maximales del conjunto ABMCNA, al conjunto BM, que
es sensiblemente mas reducido, y por tanto de mayor utilidad en la
determinaciédn de la decisibén &ptima en relacibn con su sistema --

preferencial.

Un paso mAs puede ser que el decisor considere plausible -
establecer una nueva ponderacidn de los dos objetivos de primera

etapa (xl, x2) y fijar un objetivo y de segunda etapa, p.e.
y = 0,5 x, * 0,5 X, (2)

Entonces se tendr& en la recta H+ un conjunto Y transfor-
mado del conjunto X, mediante la transformacién (2),,siendo enton
ces Y, el segmento de recta O0'"M" (fig. 5.3.). Analogamente a como

en la etapa anterior, el conjunto de puntos eficientes de X res--
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pecto del objetivo fijado, es decir el conjunto de puntos que per
tenecen a X obtenido mediante la transformacidn inversa de (2), -
al aplicarla al conjunto M (Y) de puntos maximales de Y, que en -
este caso posee un nico punto que es mAximo, es un subconjunto -

de M (X), al que representaremos por M* (X).

B"(225)

c"(180)
N"(173)

A"(63,5)

fig. 5.3.

Se tiene asi que M (Y) = M", (fig. 5.3.), y teniendo en --

cuenta lo dicho en el parrafo anterior, seri

M* (x) !‘1 M(X))NX =M, (fig. 5.2.)

donde y=y (§) = 0,5 x; *+ 0,5 x,,

siendo M* (X) & M (X)
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Por tanto se ha hecho una reduccidén del conjunto M (X) de
puntos maximales de X, al conjunto M¥ (X), por lo que al conectar
esta 28 etapa con la etapa anterior parece natural en el proceso
de optimacibn, que en lugar de considerar el conjunto de puntos -
eficientes de Z, M’(Z):E-l(M (X})N 2, como se habfa indicado, debe
ria sustituirse tal conjunto, por .. .

MY (2) = x (M () Nz

siendo M (Z)cM® (Z2)C M (2)

y el conjunto M' (Z) y no el M* (Z) ser& el de interés para el de
cisor, y en el cual deberid determinar su decisibén b6ptima. Se obser
va entonées que la consideracibn de una segunda etapa, ha produci
do una nueva reduccidn del conjunto de puntos eficientes de Z, Pa

sando de M (Z) a M' (2).

En nuestro problema concreto, se ha pasado mediante la con
sideracidén de esta nueva etapa y a la vista de las preferencias -
del decisor, a reducir el conjunto M‘(Z) = BM a M' (Z) = M, sien-
do el punto M = (0, 400, 200) y que corresponderia a la decisidn

é6ptima para el decisor, consistente en fabricar cero herramientas

de tipo A, 400 de tipo B, y 200 de tipo C.

I.6.- Formalizacibén del problema.-

Vamos a continuacién a formalizar las ideas contenidas en
el ejemplo anterior dando los aspectos tebricos para una etapa, -
para después hacer la extensibén a un nimero finito de ellas con -
el correspondiente proceso secuencial de optimacidén del cual el -

ejemplo dado es un caso particular.
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Consideremos la funcibén de valor vectorial

x (z) : Ry —>RA,  (6.1.)
donde como se sabe, es
x (z) = (x1 (z)yeenn, x (z))

y donde x, (z) indica el valor del i-&simo objetivo en el punto -

z € Z.
Sea X = {:_ce, R;/:f:)_c(g) paraalgﬁngez}

es decir, se tendria que X = x (Z).

sz
x
n
R: {
N +
R'l
e
x(z)
> "1
§=(z1......zN) - X
fig. 6.1. x=lxgaeneenxy)

Supondremos en lo que sigue, que para todos los atributos

y objetivos el decisor prefiere valores mayores de X, ¥ zi a meno

res.,

Veamos ahora unas definiciones que nos van a ser (tiles pa

ra dar a continuacién unos teoremas.
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DEFINICION 6.1,

Se dice que x* X, es un punto maximal en X pira el or--
X" &

den parcial » en R™, si no existe un x € X tal que x3x*, y x+#%x .

Si el orden parcial k,enn es el orden parcial natural, -
la definicién anterior se vé inmediatamente que es equivalente a
que

XN x (x*) = {J_g’}

donde X (J_:’) es el cono positivo de R™ trasladado al punto )_g' « =

Al conjunto de puntos maximales respecto del orden natural %; en

Hn, lo indicaremos por M (X).

Analogamente se definirfia punto maximal en Z respecto de -
un orden parcial en HN. Si tal orden parcial es el natwal HN. -
que representaremos por %’-' , el conjunto de puntos maxinales en Z

respecto de este lo indicaremos por M (Z).

Vamos a dar a continuacibén la definicibn de punt> eficien-

(8)

te . Para ello supongamos la funcibn vectorial

x (z) :RY —3R"

donde x (z) = (x1 (z)yeeen, x (2)) y siendo xy (z) pari todo --
izl,.404,n,funciones univocas continuas y monbétonas. Ser ZC HN y
X = x (2) con X& R™. Las familias x; (z) = k (i=l,... ,n) defi-

nen en Z un preorden parcial ')\;' en la forma siguiente
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DEFINICION 6.2.~

Dados z, z' & Z, diremos que z ¥z' si y solo si - -

x; (E);xi (z') para todo i = 1,....,n.
Entonces se tiene,

DEFINICION 6.3.-

Se dice que g’g Z es un punto eficiente en Z, o maximal en

Z respecto del preorden parcial 2;, si no existe un z' € Z tal que
z! )Z z , 6 de forma equivalente si no existe un z'¢ Z, tal que -
xg (z') 2 x,; (z*) para todo i=1l,....,n, siendo xj(E‘)>’H(E,) pa-

ra algin j.

Tal conjunto de puntos eficientes,lo indicaremos por M* (z)

(notacibén ya introducida en el ejemplo de la seccibn anterior).

Parece intuitivo que si es X = x (Z), interesara considerar
en XC Fln, el conjunto de puntos maximales M (X), y obtener los -
puntos de Z que se transforman en los de M (X). Vamos a ver prime
ro que tales puntos forman un subconjunto de M (Z), y después que

precisamente tal subconjunto sera M* (2).

Para ello, damos en primer lugar un teorema que prueba que
si x (z) es una transformacién con unas ciertas propiedades, se -

verificaré que
M (XD NzZeM(2)
es decir, que los puntos maximales de X respecto del orden parcial

natural enlﬁn, son transformados de puntos maximales de Z, respec

to del orden parcial natural de RN.
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TEOREMA 6.1.-

Sea x (z): HN —>R" una transformacién univoca, continua

y estrictamente monbtona, es decir

x; (z +4z) > x; (z), para todo i=1,....,n y gj

tal que x; (z +0 2z) >x, (z)
J = = J =
siendo
Az, >0 para todo h=1,....,N ¥y 31,
tal que

Az, > 0.

* os maximal en

Sea e ZC RY un punto tal que x (g_.') = X
X =x (z)c R™ para el ordem parcial natural %’ en R™. Entonces
se verifica que 3' € Z es maximal en Z para el orden parcial na-

tural ;v-' en HN.

DEMOSTRACION. -

Puesto que :_c* =x (g’), es maximal en X para el orden par--

cial natural en Fln, se verificari que
x0x (=) = {x*]

Vamos a probar que también Z M Z (2) = {g’]. Para ello su-

pongamos que z Nz (z%) £ {.E'} |

En consecuencia existe gl_ # z*, tal que 515 z Nz (z*).
Entonces sera El ‘*’ z , y como x (z) es estrictamente monbtona,
x (El)}v x (z*), y x (51) # x (z"). Por tanto x* = x (2z") no se-
ria makimal, luego

zNz (z%) = {g*} .
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Veamos ahora’ que el conjunto de puntos de Z que se transfor
man en el conjunto M (X) coincide con m* (Z). Es decir, parece in
tuitivo que si se consideran las funciones reales x; (g):F‘N —>R,
(i=1,....,n) y se suponen estrictamente monbtonas, univocas y con
tinuas, las funciones x, = x; (g) forman unas familias de superfi

i

cies isolQtiles x, (z) = k, definiendo cada una de ellas un preor-

i
den completo, y conjuntamente un preorden parcial é; en Z, obte--
nido como producto de los prebrdenes completos definidos por es--

tas familias.

Estas familias de superficies isoGtiles, se transforman en
el espacio R"™, mediante la transformacién x (z): RN —3>R™, en
‘las familias de hiperplanos x; =k (i=1,....,n), y analogamente
definen un orden parcial en X obtenido como producto de los brde-
nes completos definidos por estas familias, que coincide con el -

orden parcial natural en RIE

Como habiamos visto, los puntos maximales de X son impor--
tantes en el problema de las decisiones 6ptimas, por tanto serd -
importante ver como habiamos indicado, que estos puntos son los -
transformados de los puntos efecientes de Z, es decir, de los pun
tos maximales de Z respecto del preorden parcial 2; definido ante

riormente.
Entonces se tiene el siguiente

TEOREMA 6.2.-

Sea x (z): R N—%Rn una transformacidn univoca, continua

N
y estrictamente mondtona. Entonces §’e M*Z)Nzc R" es un pun
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to eficiente de Z, o bien maximal en Z, respecto del preorden par
cial }: y sl y solo si x (g") = 5’. es un punto maximal em - -

X=x(Z)e Rn, para el orden parcial natural ¥ en R™.

DEMOSTRACION. -

Si z¥ es eficiente en Z, resulta que no existe z' & Z, --
tal que z' }’ 5*. Esto equivale a que no existe z'€ Z tal que --

x; (z') > xy (z%) para todo i=l,....,n y aj tal que xj(g')>x (z%).

J

Esto equivale a gue no existe x'€ X, tal que x'= x (2'), -

. *
que verifique xi),x

i Para todo i=ly4ee.yn y_gj tal que xj> x; ’

siendo x's= (xi,...., xx‘x) y :_g’ = (x?"_.....,xl’l ) = x (=

Es decir no existe x'€ X tal que x'» x* y x'+& :_c’, luego x*

es maximal en X, respecto del orden parcial natural en Hn.

Se tiene entonces por el teorema 6.1l., que
M (2) o (M (x)Nz

y del teorema 6.2., que

-1

M* (z2) = xF (m (x)Nz.

De ambas relaciones se deduce que deberi ser

M* (z) € M (2).

Resulta asi que, una vez determinado el conjunto M (X), que

(9)

se determina por métodos conocidos , (Kuhn y Tucker, 1951; Kar-
1in, 1959; Zeleny, 1974; Cohon, 1978 y Ching-Lai Hwang, 1979), se
pasaria al conjunto

M* (z) = x 1 (M (x))Nz
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de decisiones o alternativas eficientes y bastaria investigar M¥* (2)

en lugar de M (Z), para llegar a una decisién 6ptima.

Conviene resaltar, que en las situaciones de decisibn real,
la necesidad de llegar a la eleccibdn de una altermativa final de
decisibn, llevaria a una reduccidn adicional del conjunto M* (z),
de alternativas eficientes, que sean igualmente preferidas respec
to a las actitudes del decisor y mas preferidas que el resto. Es-
to es precisamente lo que se consigue mediante el proceso polieta
pico que consideramos, es decir, ir reduciendo el conjunto M* (2)

mediante la consideracidn de nuevas etapas.

Vamos ahora a hacer la extensidn del proceso de optimacibn
para dos o mas etapas, para lo cual se introduce una notacibén, --
que ademas va a ser (til para comprender algunas relaciones entre

los distintos espacios del proceso polietapico indicado.

Sean jl > jz > ....>ji'7 eree >jh las dimensiones de los

distintos eapacios que se consideran en el proceso.

Representemos por aa . 1la relacibdn de preorden parcial en

;Bi’ dondeéBi representa el espacio de objetivos que corresponde a

(10)

la reduccibén a la dimensibn ji y para los objetivos de la eta

pa i-1, siendo 81 = R' , para todo i=1l,....,h.

3.

1
f

Esquematicamente se tendria una serie de transformaciones

en la forma

x X,
Rt -1y pt 225 ....... 23 gt el Rt
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donde x5 (i=l,....,h-1) son las funciones de valor vectoriales, =
dadas por los correspondientes teoremas, siendo 31 el espacio de

atributos, 3 espacio de objetivos de primera etapa, 3 espacio

2
de objetivos de segunda etapa, etc.

3

Es natural considerar que si el decisor ha llegado a la re

lacibn ‘b_j , ¥ tiene elementos de informacién suficientes para ob
i

tener la funcibén de valor vectorial que da la etapa siguiente, de

beré ser

(3.) ¢ (% ),
i

> N

J Ji4x
que se ha de entender en el sentido de que la primera relacibn es
ta definida en el espacio ‘Bi' ¥y la segunda en el <Bi+1, y ser& -

posible comparar nuevos vectores mediante la relacibn kj aun

?
. itl
que para todo par comparable por kj , debe verificarse que sus -
i

transformados mediante x5 deben ser comparables por kj .
- i+l

Veamos ahora la definicibén de punto eficiente de %i'

DEFINICION 6.4.-

Se dice que el punto E"e 31 es eficiente en %i’ o bien -

maximal en 31 respecto de la relacibn “>V‘j s si no existe otro -
i

z'e 2}1, tal que z' >:j z*.

i

Tal conjunto de puntos eficientes lo designaremos por H; .
i

En el caso particular en que >’."j fuera el orden parcial -
. i
natural en R ?* , el conjunto de puntos maximales respecto de es-

te, lo indicaremos M y se verificari que

3’

M, o M*
S PR 1Y
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y mM* - §T1 (

M )N 3,
T E My, 08

sin mas que tener en cuenta los teoremas 6.1. y 6.2.

La extensidén del proceso de optimacid4n a dos o mas etapas
es sencilla. En efecto, continuando con la notacidén anterior, su-
pongamos que el proceso tiene h etapas, por tanto habra h-1 funcio
nes de valor vectorial x5 (i=1,....,h-1), siendo > j2>....>jh
las dimensiones de los espacios en consideracidn. Aplicando en for
ma reiterada los resultados anteriores, se tendrd que en la etapa

h-1,
* -1
M, = x (M. )f];B c M, ,
Jpoy - TR Ty h-1 Jhoa

‘es decir, la transformacién inversa mediante Eﬂil del conjunto de

J
puntos maximales de Jb respecto del orden parcial natural en R h,

h
es un subconjunto del conjunto de pun--

Jh-

Yy que pertenecen a ﬁh-l’

tos maximales de éB respecto del orden parcial natural en

1

h-1

que ademads coincide precisamente, como ya se habia visto, con el

conjunto de puntos eficientes de éa 0 bien puntos maximales -

h-1’
respecto de la relacibn ébj definida ésta por la transformacién
h-1
+ +
*ha t By TRy
h-1 n

es decir, por el sistema de curvas isoutiles x:_l (g) = k (11)-

t=1l,....,J;, ¥ siendo z ¢ é&h-l’

Analogamente en la etapa h-2, el conjunto M; de puntos
h-2
eficientes de .:Bh_z, es tal que
M = xl, M I B, €M
Jh-2 Jh-1 h-2
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sin embargo este conjunto podria ser reducido, mediante la consi-

deracibén natural de tomar, no la transformacibdn inversa mediante
5;;1 de

-2 sino la de M* , habiendo obtenido &ste Gltimo --

M ,
Jp-1 Ih-1
conjunto en la anterior etapa. Esto nos llevaria a considerar un

»

3 , que seria
h-2

nuevo conjunto reducido aGn mAs del M
M = ’-‘r:iz (M; )N Bh-a
In-g h-1
verificédndose que

M € M* ¢ M,
Jn-2 -2 h-2

y teniendo en cuenta que mediante la consideracibén de esta segun-
da etapa, ha obtenido el decisor una nueva reduccibn del conjunto

de puntos maximales de su interés.

Continuando con este proceso de optimacibn, se cbtendria -

en la etapa h-3,

. I
Mdh_3 = Xne3 (Msh_a) n 3}1_3

verificindose que

-1 » »
M! c (M n cM cM
Jh_B §-h-3 jh_z 8h‘3 Jh_3 jh_3

Reiterando el proceso, se llegarfa al subconjunto de pun--

tos de ,31

[} -1 1 - <1 -1 ' = =
My = x (sz)n(ﬁ1 = x50 (x (MJ3)n&)2)n S

= 5;1 (1‘;1 (...(g_r.-l (M

N Yoo N n =
h-2  Jn-1 Brn-2 BN By

= xt gt G, ot M INB, )0 By )1 BIN B,
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Se observa que en el proceso de optimacibén de este proceso

polietapico, se parte del conjunto M de puntos maximales de &D

Jn j h'
respecto del orden parcial natural en R h, y se va produciendo -
una reduccién, llegando finalmente al conjunto Mg , donde

1
M., C ees(C xt (M*)nc’g c M*c M,
Jl =1 Ja 1 Jl Jl

y este conjunto M3 y sensiblemente reducido del Mj es en el que
1 1
el decisor deberia investigar para determinar su curso de accidn

éptimo.

I.7.- Generalizacibn del proceso de optimacidbn.-

A fin de no alargar la exposicibén de esta parte, se exponen,
gin llegar a un formalismo completo, dos métodos que complementan
y perfeccionan lo anterior y que pueden ser de gran interés préc-

tico.
De estos dos métodos vamos a ver el primero.

Consideramos por sencillez una etapa y Unicamente dos obje
tivos de primera etapa. Estf : es una situacidn generalizada de 1la
anterior,y consiste en dada una funcibén de valor vectorial

x (z) : Ry — R}
considerar en X C H;. donde X es el espacio de objetivos de pri-
mera etapa, O6rdenes parciales mis fuertes que en el primer punto
de vista considerado, y los correspondientes en Z C:F};. Es decir,
supongamos que en X, se tiene definido un orden parcial a partir
del producto de los Srdenes completos definidos por

klxl + k2X2 = k k2 = 1 - kl

(7.1.) donde

' ] - k' ' - k!
k1¥1“+ k2x2 = k k2 = 1 kl
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en que los vectores (kl, kz) y (k$, ké) deben ser linealmente inde

pendientes,

Se observa que (7.1.) son dos combinaciones lineales con--

vexas de ambos objetivos Xy Y X5, Y que los vectores (ki, ki) y -

(k;, k!) son las acotaciones a los pesos que se asignan a los ob-
2 2

Jjetivos x, y x, respectivamente, y que reflejan la indeterminacibn
1 ’ q

2
relativa al desconocimiento del verdadero valor de éstos. Estos -
vectores determinan el cono K convexo, :cerrado 'y puntiagudo (fig.

7.1.) denominado cono de comparabilidad. A partir de &l, se consi

dera el correspondiente cono polar
K° = {,_ce R2 / pT )_cgo,Vpcx}

que también serd puntiagudo. Sea ademis - K° (x) la traslacidn de

- K° a1l punto x como vértice.

x, ‘

L]
k2
X
kz
P X
7/, 1
M X

fis- 7.1.

Esto lleva a introducir el concepto de K - dominancia (Yu,

19743 Giron y Rios, 1979), de tal forma que dados x, §'€ X, se dira

que x' K - domina a x, y se escribe §'£ﬁ x, si x'€ - K? (x).
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Se comprueba facilmente que la relacibdn de K-dominancia es

un orden parcial.

Veamos ahora la siguiente

DEFINICION 7.1.-

Dado x'g X, se dice que es un punto maximal en XC Hn para

el orden parcial de K-dominancia definido en X por (7.1.), si
XN- K (x*) = {1_('} .

Al conjunto de puntos maximales de X respecto del orden ~-

parcial definido por (7.1.), se representarad por M, (x).

Es de notar, que el primer punto de vista considerado es,
como ya hablamos indicado, un caso particular de éste, en el que
el desconocimiento de pesos asignados a los objetivos es total, es
decir, seria una situacibébn de incomparabilidad total, en la cual
las acotaciones de los posibles pesos asignados a ambos objetivos
serian (1,0) y (0,1) respectivamente, siendo estos vectores los -
correspondientes al cono positivo u ortante fundamental Ko de Hz,
y donde el conjunto de puntos maximales respecto de la Ko-dominaﬂ
¢ia seria el conjunto M (X) considerado anteriormente, pues la re
lacién de Ko-dominancia coincidirfa evidentemente con el orden par

cial natural de Rz.

Se demuestra que si Kl y K2 son dos conos tales que Kl po } Kz,
el orden ‘?( estad contenido en el orden %( (Rios, 1976,b}. Por -
1 2 (12)

tanto se tiene que puesto que K C Ko‘ se tendréd la relacibn

My (X)c M (X)
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Vamos a ver ahora unos teoremas anidlogos a los 6.1. y 6.2.,
que seran fitiles para la construccibén del proceso de optimacibén -
andlogo al del primer enfoque, para la determinacibén de la deci--

sibén O6ptima.

Consideremos ahora, el correspondiente preorden parcial de
(7.1.) en Z, que seri el meordm parcial que viene definido por el

producto de los prebdrdenes completos definidos en Z a partir de

(z) + x, x, (2) = k

(7.2.)
ki xy (z) + k! x, (z) = x'

es decir, dos sistemas de curvas isoitiles que determinan el con-
Junto de puntos K-eficientes de X, o puntos maximales respecto del

merdm parcial definido,por (7.2.).
Veamos la siguiente

DEFINICION 7.2.-~

Un punto 5*6 z C HN, se dice que es K-eficiente en Z, o -

*
maximal en Z respecto del preorden parcial Jb definido a partir de

k, x k

(z)

1l

1 (z) + k, x

2

k!

1* (z) + k) x (z) = k*

2 -

siendo (k,, kz) #* (k1 ké),si no existe otro punto z'€ Z, tal que

z' }’ 5.* , lo que es equivalente, si no existe z'€ Z tal que
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L (2 ¢k, x, (z)

ki x3 (2') + k5 x, (2') 3 k] x; (2*) + k) x, (z")

2 72

siendo al menos una de las dos desigualdades estricta.

Al conjunto de puntos K-eficientes de Z lo representaremos

por M (z).
Veamos ahora los teoremas indicados.

TEOREMA 7.1l.--

N n .
Sea x (z) :R —> R~ una transformacibén univoca, continua

y estrictamente monétona. Sea E'e ZCHN un punto tal que - -

x (z*) = x* es maximal en X = x (2) © R" para el orden parcial kK

de K-dominancia en R™. Entonces se verifica que g‘e Z es maxi--

mal en Z para el orden parcial ,ﬁ( de K-dominancia en HN.

DEMOSTRACION. -

Andloga a la del teorema 6.1.

TEOREMA 7.2,.-

Sea Sea x (5) : FlN -—-}Hz una transformacibn univoca, con
tinua y estrictamente mondtona. Entonces g’ € M;; (2), es decir -
E' € Z2C RN es un punto K~-eficiente de Z, si y solo si - -
™ = x (z") € X = x (2)C Rz es un punto maximal en X para el or

den parcial de K-dominancia en Rz.

DEMOSTRACION, -

Sea E" (4 MK(Z)’ esto quiere decir que no existe z' € 7 --

tal gque
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kK, x; (z') + k, x, (z') )k xy (2*) + k, x
(z') >k

5 (z*)

' 1 ] L ] »*
ki ox, (z') + k) x, 1% (z°) + k) x, (z%)

y al menos una de las dos desigualdades es estricta. Esto equivale
a que no existe x' = x (E‘) € X tal que
t 1]
kl xy + k2 xz,z'kl Xy + k2 X,
[ 1} L 1 1 |
ki x5 + kj x; )’kl x; + ki x,
y al menos una de las dos desigualdades es estriéta, siendo

x' = (x], xé) y x* = (x{, x;) = (xl (z"), x, (z*)). Es decir, -

2
f'a X, es un punto maximal en X, respecto del orden parcial de --

K~dominancia en RZ, es decir x' € M (x).
La demostracidn para el caso en que X & R ™, seria analoga.

Se tiene entonces que por el teorema 7.1., sera
M, (2) D x7t (g () Az
y del teorema 7.2., que M; (z) = §-1 (MK xHhnz

De ambas relaciones se deduce que deberi ser

%
My (z) « Mg (z).

El problema de 6ptimo se resolveria de forma andloga a como
se hizo en el primer enfoque, es decir, se determinaria el conjun-

to HK (X), v de este se pasaria mediante la transformacibn inversa

de x (z), al conjunto

Mg (2) = xh g (X)) Nz

Y puesto que

M‘; (2) € M (2)

el problema de 6ptimo gquedaria por tanto reducido a investigar el

conjunto M; (Z) sensiblemente reducido del M (z).
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Puesto gue, como se ha visto resulta que se verifica que
My (z2) © M (2)C M (2)

esto resulta bastante natural, pues en este enfoque la incertidum
bre es parcial a diferencia del primero en que era total y por tan
to resulta 1l6gico que el decisor determine su decisibén en este se

gundo punto de vista, ya que la informacidén que tiene es mayor.

La extensién del proceso de optimacidén a dos o mas etapas
seria analoga al primer enfoque, haciendo hincapié& en que el con-
junto final de puntos maximales a que llega el decisor después de
las h-1 transformaciones inversas seria mas reducido que en el pri
mer enfoque, lo cual es completamente natural como ya se habia in

dicado.

Un tercer punto de vista, que es en realidad el caso que =~
se obtiene como paso al limite del anterior, se tendria al ir con
siderando en el anterior punto de vista érdenes parciales cada vez
mas fuertes en X, y los correspondientes predrdenes parciales en
Z. Intuitivamente, esto significaria ir conociendo con mayor preci
sibébn los pesos que se asignan a los distintos objetivos, es decir,
ir disminuyendo la incertidumbre sobre el verdadero valor de los

pesos, y por tanto su cono de incertidumbre K.

Como consecuencia de esto, se irfan reduciendo los conjun-
tos de puntos maximales de X y Z respecto de el orden parcial de
K-dominancia, y se obtendria como posicibén 1limite en X, el Angulo
llano de Bayes, correspondiente al vector (kl' kz), que nos deter

x, + k., x, = k. Esta situacibén limite,

minaria la recta Bayes k 1 o %o

1
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seria la correspondiente a un conocimiento preciso de los pesos

que se adignan a los diferentes objetivos.

En esta situacibén se obtendria, en X, un o varios puntos -
de miximo, correspondiente al punto de apoyo de la recta . - -
k1 xy + k2 x, = k con X, ¥y en Z, a partir del sistema de curvas -
igoGtiles, se tendria uno o rvarios puntos g’ de mAximo originales

de x" , es decir, tal que x (2*) = 5"

Una vez determinado el punto 5'. se pasaria aEg'l (§'ﬂ'flz
y se tendria la alternativa E' correspondiente a la decisién 6pti

ma. La extensibn a mAs etapas seria inmediata.

Es interesante observar que las ideas sobre ponderacibn de
objetivos introducidas en estos dos iltimos métodos han sido suge-
ridas por la lectura de los trabajos de Rios (1976,b), y Girbény Rios
(1979), en que tales ideas se dirigian a la valoracibén apropiada
de las situacionés‘en.incertidumbre parcial., Cabria pues, combinar
ambas consideraciones en un estudio global, lo cual hemos iniciadoA

pero no incluimos aqui.

En todo éaso estoc «confirma la simetrfa de tratamiento a la

utilidad y la probabilidad establecida en Girdém (1979).
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NOTAS A PIE DE PAGINA

Aumann, R. J. (1964). pag.1l50

Respecto a la relacibén entre N y n, consideramos natural, el
que sSea n mas pequefio que N, puesto que los criterios tratan
de resumir los objetivos y lograr una reduccibén de dimensibn,
para hacer mas sencilla la resolucién del problema en cuestidn.

Hay diversos nombres para el concepto que aqui llamamos (si--
guiendo a la mayoria de los autores) preorden. Asi, Arrow lo
denomina cuasiorden y al preorden completo lo llama orden dé-
bil. A este lo denominan Raiffa-Keeney estructura de preferen
cia, y orden de preferencia completo en Koopmans, etc.

Esto no contradice que puede haber funciones discontinuas --
y, (x).
i

Ver p.e. Keeney y Raiffa (1976).

Esta propiedad se denomina orden-denso. Ver Fine (1973)

Una topologia natural en X, es aquella para la cual los conjun
tos ¢{x€ X: x £ x' y {xe X: x*Z£ x} son cerrados para to
do x' € X.

También llamado punto optimal de Pareto, punto admisible, pun
to no dominado, etc.

Aqui no entramos en los aspectos algoritmicos ciertamente im-
portantes, pero que desbordan el contexto de esta Tesis.

Para i = 1, se tendrfa el espacio de atributos, para i = 2 el
espacio de objetivos de .primera etapa, para i = 3 el de segun
da etapa, etc.

Estas funciones vérifican las propiedades dadas por los teore
mas 6.1. y 6.2.

Con la, suposicidn que habiamos hecho de que K° es un cono pun
tiagudo, es decir K no se reduce a un vector.

Idem nota (12).
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CAPITULO IX

Decisiones con Multiatributos en Incertidumbre

II.0.- Motivacién,~

Hay miltiples métodos iniciados y seguidos en la literatu
ra cientifica para tratar elbproblema de la decisibn en incerti--
dumbre com multiatributos. Presentaremos primeramente, mediante -
algunos ejemplos, el problema, para después pasar revista a tales
métodos. MAs tarde trataremos de dar fundamento y rigor a la meto
dologia relativa a los métodos analogos para el caso de incerti--
dumbre al del vector maximal y al de la funcibén de valor conside-

rados como bAsicos en el caso de certidumbre.

Todos estos métodos presentan nuevas dificultades respec-
to del caso de certidumbre’pues es intuitivo que el proceso de rg
duccibén de un problema de multiatributos en incertidumbre puede -
comenzar de dos modos distintos: a) reduciendo los multiatributos,
o b) reduciendo la incertidumbre. Es decir, comenzando por susti-
tuir cada complejo de multiatributos por un vector de menor dimen
sidén o por un "escalar equivalente", o empezando por reducir cada
consecuencia en incertidumbre a un "equivalente en certidumbre".
Sin embargo, pronto veremos que estas ideas tan simplistas puede

conducir a comportamientog errbneos.

También daremos una formalizacién de la relacibdn existen-

te entre la funcidén de valor y la funcibén de utilidad, aspecto --
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que hasta ahora s6lo se habia tratado de forma muy poco estricta

en la liferatura. Yy obtendremos un resultado que nos refleja un -
paralelismo con el capitulo anterior al relacionar la funcién vec
torial obtenida a partir de una generalizacibén del teorema de --
Von Neumann en la misma linea que el teorema vectorial de Wold- -

Debreu del capitulo I.

IT.l.- Ejemplos introductorios.-

Vamos a dar algunos ejemplos de problemas con multiatribu -
tos en incertidumbre, que van a ser ittiles para un mejor encuadra

miento y comprensién de los desarrollos tedricos posteriores.
Ejemplos:

1.~ Supongamos un cierto individuo al que se le presentan
dos opciones, caracterizada cada una de ellas por dos atributos.
Sean estas x e Yy, donde
x = (com certidumbre) un puesto de trabajo con un salario mensual
S, (= 100.000 pts.) y una casa C,

y = con probabilidad 0,8 (suceso El)' da un sueldo mensual S, (=

(= 20.000 pts. mensuales),

= 130.000 pts.) y una casa C2 (= 30.000 pts. mensuales), y nada con

probabilidad 0,2 (suceso Ez)
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Las dos situaciones aleatorias a elegir son,

x » A
El E2 E E2
p= 0,8 0,2 p= 0,8 0,2
S S S (o]
Atributos 1 1
Cl C1 C 0

que también podemos representarlo en la forma

E

By

0,2

1
p= 0‘8
a; : (Sl.Cl)
a, (SZ'CZ)

(sl,cl)

(o, 0)

Se tiene as{, un problema de decisién con dos a:ributos en

ambiente aleatorio,

las dos opciones a; o a,

en el cual el decisor debe determimar cual de

es mis preferida.

2.- Una modificacibén del ejemplo anterior, seriiconsiderar

las opciones a (x), donde

a (x)

=

p =

Atributos

O n A

x
x
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siendo x = 13 0,9; 0,8; ....; 0,1, las posibles probabilidades del

suceso El‘ Yy

12}
]

100.000, S = 110.000,...., S = 200.000

9,9 o,1 ~

€1

[}

20.000, C = 21.000,

= 30,000
0,9 3

ceeer Coy =

como anteriormente.

Se vé que en este ejemplo hay diez posibles opciones, y el
decisor debe determinar aquella mas preferida por &1, teniendo en
cuenta que cuanto mejor es la opcibn, menor es la probabilidad de

obtenerla.

3.- Una nueva modificacibén en el ejemplo anterior, nos va

a llevar al caso continuo. Sea como antes a (x), la opcidn

1 2
p =X l-x
S(x) 0
Atributos
c(x) 0

donde ahora x g (0, 1) ¥y

S(x) = 100.000 + (1 - x) 100,000

|

C(x)

[0}

20.000 + (1L - x) 30.000

El problema sigue siendo determinar la opcidn mas preferi

da.
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4.~ Por iltimo, supongamos un fabricante de zapatos, que
desea determinar las cantidades de dos tipos de zapatos que debe
fabricar para su venta en la temporada que se avecina. Para ello,

sean x, Yy x las cantidades de zapatos de tipo 1 y 2 respecti-

2,
vamente que debe fabricar. El conjunto de posibles soluciones, son
los puntos del polikdro - convexo XIC-R; determinado por las res

tricciones

El fabricante sabe que su competidor puede adoptar dos po

liticas de fabricacibén El y E y teniendo en cuenta é&stas, quie-

2’
re maximizar: 1) por una parte el volumen de ventas de acuerdo --
con unos ciertos precios que fijar& el fabricante en funcibn de -

la politica de produccibén que adopte el competidor y que vendra -

dado por la funcibn objetivo 1,

z (x5, x;) = (zi (x1, x,), z; (xy+ x,))
(xl, x,) = x; + 2x,, si el competidor adopta Ejr Y

1
z, (xl, xz) = 3x; + x,, si el competidor adopta E,.

2) por otra parte desea maximizar las ventas de aquel ti-
po de calzado que lé dé mAn prestigio, que es del tipo 1, si el -
competidor adopta E1 y del tipo 2, si el competidor adopta Ez. En

tal caso la funcibn objetivo 2 seré

2 2 2
z (xl. x2) = (z1 (xl. xz), z, (xl, xz))
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donde

[t}

2 .
z] (xl, xz) xy, si el competidor adopta E;, y

2
z, (xl, x,) = x,, si el competidor adopta E,

El problema del fabricante, es determinar el punto (xl,xz)e‘x,
que sea lo mas satisfactorio posible, teniendo en cuenta dos obje
tivos, vy que la naturaleza (competidor) puede adopta; dos estadog.

Se observa, que este es un problema de decisibdn en incertidumbre
con dos objetivos, pues el fabricante desconoce la politica de pro

duccibdn de su competidor.

II.2.- Trabajos Xniciales.-

Los dos trabajos pioneros sobre multiatributos en incerti
dumbre son los de Montgolfier y Tergny (1971), y de Dinkelbach e

Iserman (1973).

Montgolfier y Tergny empiezan por considerar el caso de -
certidumbre con multicriterios. El1 desarrollo se limita al caso -
discreto en que el conjunto A de acciones Ai (ie {1,.....1} )
es finito. Consideran que hay situaciones en las que no resulta -
posible definir una tnica funcibn econbmica, como p.e. en las dos
situaciones: a) un inico decisor que puede adoptar distintos pun-
tos de vista (beneficio, satisfaccibn de las personas afectadas -
por la decisibn, etc.) sin pretender a priori establecer una rela
cibn entre, estos diferentes puntos de vista; y b) varios deciso-
res, en una decisidén colegial, que pueden tener distintos puntos

de vista, sin que sea posible una asignacibdn precisa de pesos.
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Definen punto de vista como toda relacibn de preorden en

el espacio de acciones, pudiendo ser é&ste canpleto o parcial. Tienen
asi, que a un conjunto de puntos de vista (parciales o completos) -
corresponden otros tantos prebrdenes, cuyo producto es un preor--
den parcial, que representa un nuevo punto de vista llamado _s_ilx_té
fﬂ:& (es de destacar que el proceso inverso no siempre es posible,
es decir, la descomposicibédn de un punto de vista parcial en pro--

ducto de puntos de vista).

Limitandose al caso en que las A; se pueden juzgar, segin

los puntos de vista completo,definen un criterio C como una apli-

k'

cacién f, de un punto de vista total en R,

fk + A —>R
donde

£, (&) = v,
Por tanto es posible construir en esta situacibn un cuadro

de dimensidén I x K de valores V Ademas se verifica la propie-

ik*
dad de que toda funcidn estrictamente monbtona ¢ , transforma el

criterio Ck en un criterio equivalente C!, de tal forma que

24 - -
Vik = 9 Vgy) = £ (Ay)

A continuacién consideran el caso de incertidumbre con mo
nocriterio como caso particular del de multicriterio en certidum-

bre. Cada estado se considera como un criterio, y el tratamiento
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que sugieren es anfdlogo. Es decir, si S es el conjunto de suce--
sos EJ (j = 1,0044,J), el significado de un Gnico criterio en in-
certidumbre es que existe una funcibdn tal que a cada Ai,Y cada Ej

le corresponde

(A.)
i

Este problema lo consideran como un caso particular del -
problema de eleccidn multicriterio en certidumbre, pues suponen -
cada suceso E\1 como un punto de vista, y ambos problemas se tradu
cen en forma aniloga por un cuadro de valores, pudiendo recibir -

el mismo tratamiento.

Una observacibén a sefialar es que el método mas importante
en el caso de incertidumbre es el bayesiano, que conduce a consi-

derar como regla u operador de sintesis (nomenclatura de Montgolfier

y Tergny) una funcibn lineal, la cual es invariante por transfor-
maciones lineales, mientras que en general los operadores de sin-
tesis que se consideran en multiatributos en certidumbre suelen -

ser no lineales y no invariantes por transformaciones lineales.

En cuanto al caso de incertidumbre con multicriterios, lo
\
consideran como una superposicibén de los dos precedentes, lo que
les conduce a considerar una valoracibdn de cada accidn Ai' segin

el criterio Ck y el estado E., por un nimero
J {vijk} .

Se tiene asi, una matriz tridimensi%nal de la que no acla
ran Montgolfier y Tergny, si los criterios a seguir son la reite-

racibn de los anteriores. No habla de su "aplicacidn consistente"
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(;Cabe aplicar un criterio minimax a la incertidumbre y un crite-
rio lineal a los atributos?, y ¢{ el orden de aplicacibn puede in-~
fluir?). Lo que si indican (y esto es importante), es que se debe
tener en cuenta la independencia de los puntos de vista, pues pue
de ocurrir que los valores atribuidos a una serie de acciones por
dos puntos de vista diferentes sean estadisticamente correlados.

Entonces la ponderacifn de puntos de vista debe tenerse en cuenta.

En este orden de ideas, a nuestro juicio, cabrfa presen--
tar el problema de dar una axiomatica en que el punto de partida
no sea una matriz bidimensional de utilidades,; sino tridimensional,
Pero de hecho, Montgolfier y Tergny, lo ﬁnico que hacen es dar re

glas empiricas de construccidn de operadores de sintesis.

La idea de Dinkelbach e Iserman es distinta. Veamos un --
ejemplo que ilustre su metodologfa. Para eilo, sea Xcﬂz, el con
junto de soluciones factibles (decisiones), que viene representa-~

do por el poliedro convexo, dado por las restricciones

2

o, 4+ =1, 2

L]
[

o>
+ IN WV
o

Supongamos por simplicidad que el decisor tiene dos obje-

tivos, y dos estados de la naturaleza ml y wz siendo las fun-
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ciones objetivo

' (%) = (] (%), z e

22 (x) = (22 (x0), 22 ()_c))T .
en donde

zi (x) = zi (xl. xz) = x; + 2x,

2y (x) = 2z} (x;, x,) = 3x; + x,

22 (x) = 22 (x;, xp) = x;

zz (x) = zg (xl, xz) = x,

siendo z; (x) es el valor de la iésima funcidn objetivo (i = 1, 2)

para el j-é&simo estado de la naturaleza (j = 1, 2).

Dinkelbach e Iserman, lo gque hacen para poder llegar a -~

una decisidén, es formular lo que denominan un programa sustitutivo

(nomenclatura de Dinkelbach e Iserman), para llegar a funciones -
objetivo con valores escalares, y aplicar un criterio de decisidn

en certidumbre.

Tal programa sustitutivo viene dado (para el caso de dos

objetivos) por

iip (g; - gl (x) "n

e (zf - 2% @ |,
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(7w >1), donde 5; (i = 1, 2) es la solucidn perfecta (Geoffrion,
1965), y P una matriz diagonal cuyos elementos Py (j = 1,....,1)
(1 estados de la maturaleza) son no negativos. De acuerdo con las
asignaciones que se hagan a los P; Y W, obtienen los enfoques --

Bayesiano:', de Laplace y de Savage-Niehans.

En el ejemplo concreto que se ha propuesto, si se supone
P =Py Y . = 1 (enfoque de Laplace) se llegaria mediante -~
el programa sustitutivo a una solucidn igual a la que se llegaria

considerando el equivalente cierto, que serfian las funciones obje

tivo
1 _ 1 1 _ 5 3
Z, ()_‘) = Plzl ()_() + pzzz (3_!) = ) xl + —E- xz
z2 (x) = z2 (x) =+ z2 (x) = fl £ 3 x
- - = pl 1 - P2 2 rie 3 2 )

de un problema multiatributo en certidumbre, al que se le aplica-
ria el criterio del maximo vectorjal para llegar a la solucién in

dicada, es decir

max : x€X .

Por tanto, en el método de D. e I., cada componente del -
complejo de criterios (u objetivos) tiene una distribucibn de Pro
babilidad o presenta una situacibdn de incertidumbre y proponen --
que se sustituya por su "equivalente en certidumbre". De este mo-

do, a cada decisibn le corresponde un complejo de consecuencias -
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en certidumbre y los métodos de tratamiento del problema de multi
criterios en certidumbre completarian el tratamiento. Se obtienen
asi{ diversos métodos combinando las diversas interpretaciones po-
sibles de '"equivalente.cierto" con los diferentes métodos posibles

de multicriterios en certidumbre.

Hay una doble critica a esta metodologia, ya que por un -
lado se debe exigir una cierta consistencia entre unos y otros mé
todos, y por otro no tiene en cuenta la interdependencia estocas-
tica de los objetivos o criterios y valdrian solamente para el ca

so de indiferencia respecto al riesgo en los objetivos.

Estas dificultades se salvan tratando en una manera conjun
ta los multiobjetivos en incertidumbre, mediante una axiomAtica -

apropiada, como veremos mas adelante.

IT.3.~ Decisiones en incertidumbre para multiatributos.-~ Introduc-

cibén. -~

El problema de decisibn en incertidumbre con multiatribu-
tos tiene su tratamiento mas apropiado con la teoria de la utili-

dad de Von-Neumann y sus generalizaciones.

Dado el caracter abstracto de los entes que entran en el
teorema de Von-Neumann, es posible adaptarlo al caso de multiatri
butos, y tedricamente se tiene asi la solucidén del problema maxi-

mizando la utilidad esperada. Tambi&n se puede establecer, como ve

remos mas adelante, un mayor paralelismo con nuestro capitulo re-
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lativo a decisiones en certidumbre si empleamos un resultado rela
tivo a la utilidad vectorial que esti en correspondencia con nues

tro teorema sobre la funcidn vectorial de valor en certidumbre.

No tiene una dificultad especial el problema de incorporar
nueva informacibén mediante el teorema de Bayes, y se obtiene como
veremos mas adelante, la regla andloga de maximizar la utilidad -

a posteriori, para cada resultado posible del experimento.

Sin embargo, la gran dificultad de construir practicamen-
te la utilidad de Von-Neumann, que es la critica que suele hacer-
se a tal método, nos hace interesarnos por una metodologia de --
Raiffa, que permite relacionar tal funcién de utilidad con la fun

cibén de valor de Debreu, mediante una transformacibé4n monébtona.

Tal metodologia se encuentra en la literatura (Raiffa, --
1969 y Fischer, 1975), indicéndola sin llegar a formalizarla en -
adecuados teoremas, preocupéndose nicamente de su aplicabilidad.

Como dice G. W. Fischer (1975, pag. 36).

"Recall that if V is an appropriate measure
of riskless value, then there exists some

monotone transform R such that U(X)=R [V(X)] ",

IT.4.- Esperanza de utilidad y funcién de valor.-

Trataremos ahora de establecer la relacibn entre la fun--

cién de utilidad de Von Neumann que permite construir la esperan-
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za de utilidad y resolver los problemas de optimacidn en incerti-
dumbre o en riesgo y la funcién de valor, ya estudiada en el capi
tulo anterior, asi como el paso a las correspondientes funciones

vectoriales.

Si admitimos los axiomas de Von -Neumann-DelGroot (DeGroot,
1970) y los de Wold-Debreu, el primer sistema nos conduce a una -
familia infinita de operadores de utilidad, y el segundo a una fa
milia infinita de funciones de valor, y el objetivo de los teore-
mas es relacionar unas con otras por su interés tebdrico y por la
finalidad practica (como ya se indicd en el capitulo I}, de faci-
litar el cAlculo de la funcibn de utilidad en el caso de multia--

tributos.
. Tenemos entonces el siguiente

TEOREMA 4.1.-

Sea un conjunto S de elementos x = (xl,...., xn)c F{;, y
CL una 0 -dlgra de subconjuntos de S. Supongamos que en S tene--

mos definido:

la) Un preorden completo (FI;. %), que refleja las prefe

rencias del individuo.
Este preorden es tal que:

1b) El orden parcial matural 3 en Rxlimplica el preor--

den % , es decir,
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1lc) Si x XY 2z, existe un A e [:0.1] , tal que

yardxt (1-1) z.

Sea JDB la clase de las distribuciones de probabilidad aco
tadas definidas en S, es decir, tales que para cada P € 1>B exis

ten J_gl, 3_525 S de modo que P [515 ’_‘5’.52:] = 1.

1d) Se tiene definida una relacibén de preorden completo -
(—?;. %*). siendo éste consistente con el preorden (H;, é ) cuan
do las distribuciones de probabilidad PG.;PB, degeneran en elemen-

tos seguros x € S.

le) Sean Pl, P2, Pe Jg, y o €(0,1). Entonces
a l1-a a l-a

pt ¥p? e P

pl P PP P

1f) Sean Pl, Pz, P € ;% tales que P]' }‘ P )‘Pz. Entonces

existen a € (0,1) y B e (0,1) tales que
a 1-a

) Y
p2 P!

2

P>’<
P‘((

v ™
- 5

b=
N——

Con estas hipbtesis:

1A) Existe una funcibén de valor

v: R, —>R
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que es continua isbtona y fiel, es decir

]

yye> v (x)y v (y)

xwvy v (x)=v (y)

1B) Tal funcién es Gnica salvo una transformacibn estric-
tamente mondétona y continua @ ( . ), es decir, si v* (x) tiene -

las mismas propiedades que v (x), es
viix) = p(v (x)) .

1C) Existe una funcidn de utilidad

s —»R

=
)

tal que para todo x € S , es

Para poder establecer la relacidén llamada "hipbtesis de -
la esperanza de utilidad", hay que demostrar la existencia del --

operador de utilidad
U (P) - [ u (x) dP (x) r(x) € A
S

Para esto, siguiendo a DeGroot, se introduce un nuevo axio

ma. .
Supongamos :

lg) Cualesquiera que sean x', x", x™ ¢ S, Y a,pe [b,l],

se varifica
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a 1-a B 1—3
x : g ed

x x' x" x"'

-

Se demuestra entonces que si para cada P € QB’ se define

B = 1 a]u (x) aP (x),

X
esta integral existe y se verifica

p'\’Bzz*(l—ﬁ)fl)

f u (x) dP (x)
S

y se verifica que para cualesquiera que sean Pl, P2 € %,

y mas adn,

(1D) existe U (P)

Pl 9% si y solosi v (PhH Y u(P? .

4%

Ademas, si u" (x)es otra funcibén de utilidad, se verifica

que
u® (x) =au(x) +b

siendo a)> 0, y b nimeros reales.
Finalmente:

1E) Para cualquier funcidn de valor v, y cualquier funcién

de utilidad u continua, se verifica que
u (x)} =@ vix)),

siendo @ una funcibn estrictamente monétona y continua.
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El enunciado de este teorema coordina en uno solo los de
DeGroot y Wold-Debreu, con el resultado nuevo 1lE, que permite la
construccidédn de la funcibdbn de utilidad a partir de la funcidn de

valor.

Que estos dos conjuntos de axiomas ne son incompatibles -

resulta de ejemplos inmediatos.
Si a partir del operador de utilidad

U (P) = u (x) dpP (x)
s

se define para Px =(i) , la funcién
u(x) =0 (P’_S)

para todo x & R;, esta funcibn de utilidad tiene las propiedades

de una funcibén de valor, pues por la hipdtesis 1d,
*
PE > Pz equivale a x » ¥y
y como aquella equivale a
)
U (P,—c) > U (Pz

tendremos que

(]

>y&>u (x)> a ly),

y analogamente
xwvy&>u (x) = (y).

Con esto esta demostrada la isotonia y fidelidad respecto

del preorden 25 de la funcién de utilidad u (x).
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La continuidad de la funcibén u (x) resulta de que en S, -

se verifican para el preorden AS', las condiciones 1-b y 1-c.

Al haber demostrado que u (x) tiene las propiedades de una

funcién de valor en F!:. de la propiedad 1B, resulta que
u (x) = @ (v (x)).

OBSERVACIONES:

1) La funcidén u (x) construida a partir de los axiomas de
Von Neumann-DeGroot no tiene porqué ser una funcidn de valor (si
no se admite explicitamente el axioma de continuidad de Debreu),

y por tanto no tendria que ser u = @ (v).

2) En particular, u (x) puede no ser continua, aunque se
ha demostrado que, bajo condiciones muy amplias, es medible. En -
cambio, de las condiciones del teorema de Wold-Debreu resulta que

la funcibén v (x) es continua.

n
Por otra parte, si x = (x;,....,x )€ R (n » 3), una -
condicién sencilla para que v (x) sea aditiva, es decir, para que

se pueda descomponer en la forma
v(x) = vy () 4 v, (x) + ceee v (x)

es la monotonia o independencia dé&bil en el sentido de Debreu, a
saber, si y es un subconjunto de atributos de x = (xl.....,xn), y
z el complementario de modo que x = (y, z); si (zi, 51) e (!j. gj)
son dos estados, la condicibén de monotonia es

i i

sy ol 2h e ot P gt 2
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Si suponemos que se verifica tal condicibn para todas las

posibles particiones de x y que por tanto vale que

v (x) = vy (xl) AECETTIE 3 (xn).

Y que ademas existe la funcibén de utilidad u (x), puede ocurrir -
que ésta no sea una funcidén de valor. En efecto como consecuencia
del teorema de Wold-Debreu cualquier otra funcibén de valor que re
presente el mismo orden, es de la forma @ (v (x)), siendo @ una
funcibén estrictamente mondétona y continua. Pero, si consideramos
una funcibén de utilidad

n

' (%} vy (x))

al tener una estructura aditiva debe verificarse la condicibédn de
marginalidad de Fishburn (Ver Rios (1976,a)), pero ésta condicién
no se verificara en general, pues se demuestra facilmente que no
es consecuencia de la condicién de monotonia de Debreu, sino que

es una condicibn méds fuerte.

Estas consideraciones indican el interés de la propiedad,
que se demostrd, relativa a la relacibn entre las funciones de va

lor y utilidad.

3) Veamos con un ejemplo, que la funcibdn de utilidad de -

Von Neumann definida en un rectangulo A,
u (x) : A —> [b,l]

puede ser discontinua.
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Definamos

4 ,
0,3 (x;-2) (x,-2) i (x,0x,) € ([252,5] x [2:3] )L

u (x;, x,)=4 , uclz,3] x [2:2,5])

\ 0,6 + 0,4 (x;-2) (x,-2); (x;,x,)€(2,5;3] x (2,5:3]

Esta funcién tiene la forma que se indica en el grifico

(fig. 4.1.).
4
'l '//,,_\ ulx;, xz)

2{ 2,5 3 -5
2 g PN
. ’ ':‘51"':';-:‘"}5
2,5 ’{-*_,_«:;a’:'"‘v‘
T .
1/ / /
7
*1 fig. &.1.

Esta definicién, de acuerdo con los axiomas de Von Neumann,
implica que si
P 1-p

v (x0, x5)
(3,3) (2,2)

entonces
pu (3,3) + (1-p) u (2,2) = u (x;, x,)
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Yy si ponemos
u (3'3) = 1| u (2,2) = 0

queda
P =u (xl.xz) .

En particular

u (2,55 2,5) = 0,075

u (2,51 2,51) = 0,70404
A primera vista resulta extrafio que, p.e.:

0,075 0,925
~ (2,552,5),
(3,3) (2,2)

y

0,70404 0,29596
o (2,5132,51),
(3,3) (2,2)

sin embargo, no hay contradiccibén formal entre este comportamien

to y la axiomatica de Von Neumann.

4) Para los problemas practicos es suficiente la conside
racidn de la clase 2};. Una clase mas amplia, es la ;I; (distri
buciones de probabilidad para las que U (P) es finita), gque con-
tiene é;g. Es inmediato ver que se podria dar un teorema anilogo
al dado, considerando la clase éP , mediante algunos complemen-
tos andlogamente a como se hace en (DeGroot (1970), pag. 110), e
incluso considerar la clase mas general ;;?de todas las distribu

ciones de probabilidad (1).
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5) La ventaja de establecer una relacibn sencilla entre -
la funcibén de utilidad u y la de valor v, estid en que si se ha de
terminado v, el paso a u, se reducird a la determinacién de algu-
nos parametros de la relacidén que las liga, que den una idea de -
la actitud frente al riesgo por parte del decisor, y que sean su-
ficientes para construirla. Es decir, de esta metodologia, que he
mos formalizado, resulta un caminoe practico que hace méas facil la
construccién de la funcibdn de utilidad correspondiente. Esta cons
truccidén consta basicamente de dos etapas: la primera consiste en
determinar la correspondiente funcibén (es) de valor v (que no ne-
cesita de comparacidén de perspectivas), mediante algin procedimien
to adecuado (intercambio secuencial, medida conjunta, etc. (Fischer

(1975). Von Winterfeédt y Fischer (1975), Keeney y Raiffa (1976))).

La segunda etapa consiste en construir algunos puntos de
la relacibén u = @{(v), es decir, seleccionar varios resultados o
consecuencias, de tal forma que estén situados a lo largo de todo
el recorrido de la escala de valores, es decir que cubran el reco
rrido de la funcibdn de valor v. A continuacibn el decisor asigna
de forma directa, utilidades a estas consecuencias mediante el --
procedimiento de las probabilidades de indiferencia de Raiffa --
(1969). Para obtener la transformacibén @ , primeramente se.toman
los "valores" sobre un eje horizontal y las correspondientes "uti

lidades" sobre un eje vertical.
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u
1.001
*
.75 1
*
L] O--
> *
.25 |
0 ——t + t % v
20 4o 60 80 100
fig. 4.2.
Tomando un origen de forma arbitraria, p.e., u (v=0) = 0
y u (v = 100) = 1, se puede obtener una buena aproximacidn de la

transformacién ¢ , mediante una curva que se ajuste a los puntos
considerados en el plano (v, ul.

Existen otpps‘métodos como se puede ver en la extensa bi-
bliografia existente, que son modificaciones del anterior y tienen
sus ventajas e inconvgnientes sobre el método basico considerado.
Teniendo en cuenta éstas, el decisor deberad determinar a la vista

de su problema qué método practico le resulta mis adecuado.

IT.5.- Generalizaciones,-

Vamos a ver a continuacidén varias generalizaciones de las
cuales es suceptible el teorema que hemos dado, y que vamos a in-

dicar a continuacibn.

La primera que consideramos se obtiene acoplando el teore
ma dado en forma vectorial de Wold-Debreu con el teorema apropia-~

/
do, relativo a utilidad vectorial, obtenido este como generaliza-
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cidén del teorema de Von Neumann en la misma linea que el teorema

vectorial de Wold-Debreu. Tenemos asi

TEOREMA S5.1.-

Sea un conjunto S de elementos x = (xl,...‘,xn)e H;. y
a una 0 -4lgebra de subconjuntos de S. Supongamos gque en S te-

nemos definido.

la) k prebdrdenes completos ( F{;, éﬁ } (i=1,....,k) que =
reflejan las preferencias del individuo respecto de k criterios,
y verifican condiciones andlogas a la del teorema 4.1. Supongamos

también que

1b) Se tienen definidas k relaciones de preorden completo
( ;z;. Aa ) siendo estas consistentes con los respectivos preérde
nes ( F!;, k& ) (i=1,....,k), cuando las distribuciones de proba-
bilidad P € % degeneran en elementos seguros x € S, y supongamos
que se verifican para estos predrdenes condiciones andlogas a las

del teorema 4.1.
Con estas hidtesis
A) Existe una funcibn vectorial de valor
v: R —>R"

donde v (x) (Vl

(x),eene, vy (x))

siendo continua isbtona y fiel, es decir

x > yéévi (J_:))vi (y)

1
i=1,...4,k

xn yEI vV, (x) = v (y)
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B) Tales funciones v:,L son Gnicas, salvo transformaciones
continuas y estrictamente mondtonas, es decir si v¥® (x) es otra -

funcibén que tiene las mismas propiedades que v (5), es
vy (x) = P (vi (x)) (i=1,....,k)
donde Qi es ung transformacibén continua y estrictamente monétona.
lc) Existe una funcibén vectorial de utilidad

u: S ———;F%k

donde
u (x) = (u

1 ()_C),o---. ul( ()_()),

y para todo i=1l,....,k, se verifica que cualesquiera que sean --

Pl, p%e -?g, es
»
pt s P? si y solo si U (PY) > U (p?),

v si uf(x) = (u¥ (x),.e.., u® (x)) es otra funcibn vectorial de -
X 1 ¥ k X

utilidad, se verifica que u; (x) = aju, (x) + b,

siendo ai) o, y b, nimeros reales (i=1,....,k).

1D) Para cualquier funcibn vectorial de valor v y cualquier

funcibén vectorial de utilidad u, se verifica que:
(vgpeeeey, up) = Coy (vidyeeee, @ (v )

siendo Pi (i=1,....,k) transformaciones continuas y estrictamente

monbtonas.

Como se ve, el teorema %4.l. es un caso particular de éste

en que se considera k = 1. '
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Al estudiar el problema de decisidén en certidumbre (cap.
I), suponiamos que en algunos casos seria posible llegar en el pro
ceso polietipico de reduccidn a la consideraciédn final de un Uni-
co criterio y en tal caso se pasaria al caso de incertidumbre .me-

diante el teorema 4.l. indicado.

Sin embargo puede ocurrir que en un problema no sea posi-
ble o no interese, como hablamos indicado)una reduccibén al caso de
criterio escalar. Entonces la generalizacidn dada (teorema 5.1.),
nos permite una vez obtenida la funcién vectorial de valor, pasar
a la funcibn vectorial de utilidad correspondiente, si se conside

ra necesario, por ser el problema en incertidumbre.

Como se vé, esta generalizacibn que hemos dado mediante =
el teorema 5.1. nos lleva a obtener un paralelismo con el capitu-
lo relativo a decisiones en certidumbre aprovechando los resulta-
dos obtenidos en aquél para darle una mayor coherencia y conexibn

a ambos.

Otro tipo de generalizacibén que se obtiene, es utilizando
en el teorema 4.1. en lugar de el teorema de Wold-Debreu, el de -
Suppes~Zinnes(2), sobre representacién del orden de preferencias
y acoplarlo)anélogamente a como hemos hecho anteriormente,con el

)

teorema de Von Neumann.
Antes de enunciar tal teorema veamos la siguiente

DEFINIDION 5.1.-

Sea S un conjunto no vacio y ‘k una relacibdn binaria so-

bre S x S. E1 par (5 x S, » ) es una estructura algebréica de di-




89.

ferencias si y solo si para todo a, b, ¢, d, a', b' y c'€ S, vy
toda sucesidn ag, az, ceces 5 By cese, € S, se satisfacen los -

cinco axiomas siguientes:
1.- (S x S, % ) es un preorden completo
2.~ si (a, b) A (c, d) entonces (d, c) X (b, a)

3.- 5i (a, b) X (a', b') y (b, ¢) % (b*, c'), entonces

(a, c) > (a', c').

'~

b.- si (a, b) 3 (¢, d) X (a, a), entonces existen - -

d*, d" ¢ S, tal que (a, d') A (c, d) A (d", b)

5.- 5i a Byy eeeey iy +ee. €S Una sucesidn estandar es

l'

trictamentes acotada ((ai ai) ’V(az. al). para cada a,, a -

+1°* i+l
de la sucesidn; y existe d', d" € S, tales que (d', d") > (ai. al)}

> (d", d') para toda a, de la sucesidén), entonces es finita.

i

TEQOREMA 5.2.-

Ssi (S xS, }v ) es una estructura algebriica de diferencia,
entonces existe una funcidn real v sobre S, tal que para todo --

a, b, ¢, d € S
(a, b) » (e, d) &> v(a) - v(b) 3 v(c) - v(d).

Mas atin, v es Gnica salvo una transformacidn lineal positiva, es
decir, si v' es otra funcidn con las mismas propiedades que v, en

tonces existen a, f € R y & >0, tales que

vi = av +f
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DEMOSTRACION.~ Krantz y otros (1971).

Al hacer el acoplamiento mediante el teorema que acabamos
de dar en la misma forma que se habia realizado con el teorema --
b.1., 1llegamos a que la relacibén que debe haber entre ambas funcio

nes es de la forma

u=av+b, a)>0;

siendo ésta mis estricta que la relacidn obtenida en el teorema -

k1.

II.6.~ Problema de decisgibn con informacién complementaria.-

Podemos presentar en una forma bastante general el proble
ma de decisibn en incertidumbre con incorporacibdn de informacibn
complementaria suministrada por experimentos u observaciones pos-
teriores, es decir, un modelo anadlogo al clésico bayesiano para -
incorporar nueva informacibn y sustituir las probabilidades a --

priori por otras a posteriori.-
Para ello sea:

12) D el conjunto de decisiones d;, dyy.0es; Q el conjun

to de sucesos w].,a)z,...., que representan una particibén de 52.

29) S un conjunto de consecuencias, que son vectores n-di

mensionales x =.(x,,....,x ) € S ¢ R™.
- 1 n

32) Un conjunto de experimentos Z = (zl. 22,....) (o fuen

tes de informacibn) que dan lugar a resultados posibles gl, Cz,....,
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ko) Una distribucibdn de probabilidad a priori que asigna
a cada suceso @ € S} una probabilidad p ( @ /d, z), que depende

de la decisidén d y del experimento z.

52) Una funcibédn de densidad f que asigna a cada punto --
x € S, una densidad de probabilidad f (x/d, ®, z), que depende de

la decisibn d, el suceso @ , y el experimento z.

Se podra obtener la densidad de probabilidad sobre las con
secuencias dada una decisibén d y un experimento z, y que representa
la incertidumbre que modifica la p (®w/d, z), después de conocido
el resultado del experimento, que viene dada por

g x/d, z) = 3 p(w/d, z) f (x/d, 0, z).

wel)
Con esta funcibén de densidad de probabilidad, se puede for
mar la esperanza de utilidad
U (d, z) = g (x/d, z) u (x) dx;
S
Abora bien, teniendo en cuenta el resultado del teorema -

4.1., se puede ponef

U (d, z) =/ g (x/4, z) p(v (x)) ax,
s

donde v e: la funcibn de valor y @ una transformacidn estrictamen

te mondtora adecuada. La maximizacidén de acuerdo con la teoria ex
.2 ”*

puesta, e: decir, la determinacidén de la decisiétn 4 € D tal que

U (d”, z) = max U (d, z)
deD



nos conduciri a la decisidn Sptima, dentro de la linea general de

decisiones bayesianas.

Por Gltimo, indicaremos que también seria posible maximi-
zar sobre Z, es decir, sobre el conjunto de posibles experimentos.
Esto nos llevarfa a un anllisis del valor de 1la informacibn (Raiffa

¥ Schlaifer (1961)), pero en el gque no vamos a entrar aqui.

I1.7.~ Problema de la cartera con multiatributos.-

Consideremos n tipos de acciones, obligaciones, etc.: =~-
Al' Az....., An' y supongamos que se invierte una unidad de capi-

tal en las proporciones tl, tz,....,tn en las mismas, es decir:
n
T t=1, £ ) 0. (1)
i=1

El problema clasico de la cartera trata de, fijado un in-
tervalo de tiempo, hacer méxima la renta que se puede obtener del
capital determinando los ti' Corrientemente se considera la renta

bilidad de cada papel A como una vairable aleatoria 51, y se -

1'
trata de determinar (tl,....,tn) tal que

£- 3¢, &, (2)
sea mhxima con las condiciones (1) .

El problema ha dado lugar a una amplisima literatura (no
menos de 10 libros, y centenares de memorias) desde que fue trata

do de una manera concreta por Markowitz (1959). lLos trabajos se -
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refieren especialmente a diversos criterios para interpretar lo -
que es obtener una rentabilidad mixima teniendo en cuenta el ries
go. Asi se han considerado criterios de la media y varianza, cuan

tiles, utilidad Von Neumann, dominancia estocastica, etc.

Parece ser, sin embargo, que los métodos de decisidn con
multicriterios no han pasado al problema de la cartera a pesar de
que se reconoce por varios autores que todas las caracteristicas
de un papel no se reflejan més que parcialmente en la rentabili--
dad y que seria conveniente tener explicitamente en cuenta otros
criterios distintos de la maximizacidén de la rentabilidad. P.e. -
la liquidez es un criterio muy importante, ya que indica la proba
bilidad de poder recuperar . todo o parte del capital invertido en
un cierto momento. No vamos a entrar ahora aqui en la discusibén -
relativa a diversos indices practicos propuestos para la conside-
racién de la liquidez. Una manera utilizada es considerar la varia
ble aleatoria cantidad de un valor en pesetas contratadas en un -

(3)

dia . También podrian considerarse las cantidades demandadas, -

etc.

Si consideramos dos atributos ( §i' n, ) para cada papel
Ai (analogamente se podrian considerar k atributos}, el problema
de la cartera puede plantearse asfi: determinar el vector t:(tl,....,tn)

tal que la variable
n
(E,m) = 3 ¢ ¢
1

nos de esperanza de utilidad maxima:

Max E u(§,n)] =Max/'/u (x, y) dF (x, y) (%)
t
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con las condiciones

n
> t, =1
e (5)

ti'z (o]
Supuesta conocida la distribucibn conjunta de

CELamys Eov My eeeey Epnm ) (6)

y la funcibn de utilidad u (x, y).

Es claro que el conocimiento de la funcibén de distribucién

de la variable (6) , permitir& conocer la de la variable 3, y
de aqui se pasarad a la maximizacibén de la integral (4) , con las

condiciones (5) .

El caso especialmente importante de utilidad cuadratica,
considerado por Markowitz, conduciréa en el caso de dos variables

a la siguiente situacibdn: sea en efecto

u(x.y):ax2+bxy+cy2+dx+ey

y en virtud de (3) .

[ " 5 12 b( 3 ) (3 )
E |u (x.y)] = E [a ( t, x + b( t, x t, vy +
% i*i 2 1% S %57y

n 2‘ [ n n
te(Zeyyp? fee d(§t1x1)+c(‘l\jtjyj)]=
n -~ n
=a(§ tiE[xi- +i§j ty tjE [xi xJ])+
n - - *
+ b (z tl tJ E-xi yj] ) +
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n

EtJE[yi] £33ty tjE[yiyJ.] )+

1 i¢j

n n
+d(§tiE[xi])+C(§tiE[_yi] )

y el problema es hacer mixima esta forma cuadratica en las t con

i'
las condiciones (5) . Como se ve los coeficientes de la forma cua
dratica se expresan mediante los dos primeros momentos de algunas

distribuciones marginales de (&) .

Este planteamiento se generaliza al caso de k criterios -
sin mas que considerar en vez de la variable (3) , la ( §, M gecsey ; )=
n n n
*
= ( %ti Ei, ‘?ti ")i, ....,Zl: ti Ci) (Ghy y la esperanza

de utilidad aniloga a (4) y restricciones anailogas a (5) .

Otros planteamientos posibles del problema serian, consi--

derar una utilidad vectorial:

e

(x, ¥) = [a (x, ¥) , b (x, y)]

y en particular separable:
u (x, ¥y) = [a (x), b (y)]

¥y como caso mas particular cuadritica en cada variable, es decir,
u (x, y) =[x -11 xz. y "12 yz] )

que conduciria a determinar el mAximo vectorial

e 30 RE HO R Gl EE SR A D R O R

fl' voeey
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Estos planteamientos se trasladan sin dificultad al caso

de k criterios.

Por otra parte, el caso de utilidad vectorial cuadratica
separable se relaciona de modo natural con un planteamiento analo

go al que hace Markowitz para monocriterio.

‘Se define una cartera caracterizada’por la media

E =[E[§] ! E["]}
s varianza v { vg] . v[r] ]

como eficiente, si no existe otra mejor respecto del orden A; de-

finido asi:
> »
(Eyy V) > (Ey, V,) &= E) 3 By, VY,
(siendo uno de los signos estricto), y siendo
»
B ¥ e [e] s 5[n] 58] e, []
., -
1 V&=V [§] £ VlE"] ' v2|:§] < vz["]
Se trataria entonces de probar (10 que aqui solo conjetu-

ramos) que obtener los puntos eficientes equivale a resolver el -

problema de maAximo vectorial para pares ( Al' 12) fijados

we [o[1-2, V] L 2B] -2, 0R)] @

ey

y estAd claro el paralelismo de esta expfesibn con la (@) a que nos

conducia la maximizacié4n de la utilidad cuadratica separable.
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Hacer algin ejemplo de calculo efectivo, no parece ofrecer

especial dificultad respecto de los problemas con un solo criterio.

I1.8.- Paralelismo entre metodologias de decisiones en certidum--

bre e incertidumbre.-

Es interesante sefialar un cierto paralelismo entre deci--

siones en certidumbre y en riesgo o incertidumbre.

Supongamos una situacidn de decisidn en incertidumbre con

k estados (a)l,.....a)k), N criterios y m decisiones ai

E ) (ai, wj)
ay z (ai.uj)= '
Zy ( a )

Hemos visto como en el caso de certidumbre, en que la con

z, (a,)

secuencia de a., es un comple jo ( l. 1 ) y se define un meorden
zy ( ai)

de preferencia et s Y en consecuencia se llega al concepto de ma-

ximal y de decisidén eficiente, y posteriormente por un proceso se

cuencial a la reduccibn del conjunto eficiente.

Aqui, en nuestro problema actual, la consecuencia de una
decisidn a;, es una variable aleatoria vectorial

1 (ai,wj)
z (a., mj) = E con P ( wj) = P

ZN(ai' mJ) (J‘-_-}_'....,k)



98.

Diremos que z ( ai.w) Xz @) si para todo ® es

ah,
z (ai.w)}v z (ah.w)(l) y para alghn ® es z (ai,w)>
> z (ah,a)) (2) Con la definicién dada (cap. I para 5 ) re

sulta que (1) y (2) equivalen a que para todo @ y todo k
zk(ai.aj)z zk(ah,m)
y para algin @ y algimk, sea

z (ai,w),) zk(a )

k h’

Tras esta definicibén vienen otras dos:
1) a, es 6ptima, si para todo k = i es
z(a,,0) % z (a_,0)

2) a

i ©s eficiente si no existe k 5= 1 tal tal que

z ( ak,m) >* z ( ai.(o)

Esta nocién de eficiencia es mucho mis débil que la que -
se obtiene en el caso de certidumbre y por tanto la determinacién
del conjunto eficiente deja una enorme indeterminacién en el pro-

blema, incluso en el caso de solo dos estados.

Cabria proseguir este método en paralelo con el método se
cuancial de decisibn en certidumbre, y el teorema dado sobre uti-
lidad vectorial provee un método andlogo de reduccibn de la dimen
sidén del conjunto eficiente. El paso final es llegar a la optima-
cidn de la funcibédn de valor en el caso determinista y a la de la
esperanza de utilidad en el de incertidumbre. Todo esto lo podemos

resumir en el siguiente cuadro:
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Decisibébn en certidumbre Decisibébn en incertidumbre con
con N atributos. N atributos y k estados.
ceavssecall, seceanancae
z. (a,) z, (a,, g.)
11 conjunto 1" 47" \dominancia
a._.—y M - ai—* -
* eficiente * estocastica
ZN ( ﬂi) ZN ( Bi. wj)
reduccidn a reduccibn a
n criterios n criterios
cessaccec(). cavecssans
x, ( a,) x, (a,, g.)
1 . conjunto 1 _1'
a_ - : > a :
- eficiente t .
x ( ai) x ( a, wj)
reduccibén a reduccidn a
una funciébén de una funcidn
valor escalar de utilidad

ai—-)-v (Ei) o decisgsibén de a i—-} U [g( a s @ )| — decisidn
valor maximo de utilidad

maxima.

Como es sabido, en el caso de monocriterio la nocién de do
minancia da lugar a varias definiciones, asociadas cada una a una
familia de funciones de utilidad. Entonces, se encuentra aqui un
campo amplio de problemas no tratados si se quiere extender dichos
conceptos de dominancia de primero, segundo y tercer tipo a la va
riables aleatorias multidimensionales y mas aun al tratar de buss
car teoremas de equivalencia con respecto a las familias de fun--

ciones de utilidad de variables multidimensionales.
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NOTAS A PIE DE PAGINA

(1) Para un desarrollo mas general, ver p.e. Fishburn (1970). Gi-
ron (1979) obtiene una caracterizacién de la funcibén de utili
dad para densidades.

(2) Ver Krantz y otros (1971), pag. 150.

(3) Parece que un tal indice se utiliza para considerar que un va
lor es "calificado" en Bolsa.
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CAPITULO III

Juegos con Multicriterio

I¥Y.0.- Motivacibn.-~

Las consecuencias de una situacién conflictiva entre dos -
o més individuos o decisores, pueden ser juzgadas por cada deci--
sor deasde varios puntos de vista: asi, en una campafa publicita--
ria para conquistar un mercado deberi tenerse en cuenta la diver-
sidad de tal mercado p.e., clientes de varios niveles econbmicos,
unos mas asequibles por unos medios de propaganda que por otros,
etc. Andlogamente al tratar de obtener un contrato mediante una -
puja en una subasta, seri interesante considerar los aspectos de
empleo, consumidores, etc., logrado con las distintas consecuen-
cias posibles. En un problema militar los aspectos de vidas civi-
les v militares perdidas, armamento, posiciones estratégicas, etc.

son dificilmente comparables.

En todos estos casos la introduccibn de una utilidad uni-
dimensional es un método suceptible de ser mejorado mediante la -
utilidad multicriterio. Y en consecuencia)de un modo general vamos
a considerar algunos puntos de una teorfa de juegos con criterios
miltiples dando un nuevo paso para llegar de la decisibn indivi--
dual con criterios miltiples a los juegos multicriterio, comenzan

do por generalizar los juegos no cooperativos de n personas.
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El concepto de juego con pagos mhltiples fue introducido
por Blackwell (1956), y Contini (1966), y otros trabajos posterio
res son de Zeleny (1976), Dragucin (1975), Cook (1978), y Aubin -
(1971). Todos estos trabajos se dedican a generalizaciones de los
juegos bipersonales de suma nula en la consideracibén de pagos vec
toriales, adoptando distintas 6pticas para ampliar la idea del mi
nimédx. El punto de vista de esta parte de nuetro trabajo, es con-
siderar un campo mas amplio, que es el de los juegos vectoriales

no cooperativos n-personales.

III.l.- Definiciones.-

Sea I el conjunto de todos los jugadores gque vamos a supo

ner finito. A cada jugador se le asignard un nimero del conjunto..

I = {1, 2, ...,‘n} .

Cada jugador i € I tendra a su disposiciédn un cierto con-

junto S{ de posibles acciones o estrategias s, € Si.

El proceso del juego consistiri en que cada uno de los ju
gadores elige una cierta estrategia sj € S;, y como resultado se
tendrd un sistema de estrategias (83, «v.., #p) = 8. A este siste

ma de estrategias se denomina una situacibén o punto. El conjunto

de todas las posibles situaciones o puntos se indicari por

n

S=S]_x....x5n=H S3
i=1
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Para cada situacibn s, el jugador i obtendri un pago que

vendr& dado en la forma
1 k
Hy (s) = (Hy (s), ...., H; (s))

donde'Hi (3) ser& el pago que obtiene el jugador i, con respecto
al criterio j (j =1, 2, ...., k), cuando la situacibn que se d&
es s. La funcién vectorial Hj definida en el conjunto S, se llama
funcién de pago vectorial y consta, como se ha indicado, de k com
ponentes, siendo K el nimero de criterios considerados por el de-
cisor. Tal situacibén nueva es la que nos interesa a diferencia -

de la clésica en que es k = 1.

Supondremos en todo lo que sigue, que estas funciones de
pago son utilidades vectoriales en el sentido considerado en el -
capitulo II, y que, por tanto, tiene sentido la consideracibn de
esperanzas vectoriales respecto de distribuciones de probabilidad

fijadas, como ya vimos en el capitulo precedente.

Veamos a continuacibn la definicibén de juego vectorial no

cooperativo.

DEFINICION 1.1.

Un sistema

G = (1:, {si} ser v {Hi} iex) (1)

donde I y S; (i€I) son conjuntos y H; = (Hi, cevey HE) es una fun

cidn vectorial definida en el conjunto S, es un juego vectorial -

no cooperativo.
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DEFINICION l.2.

Un juego vectorial no cooperativo se dice de suma constan-

te, si existe un vector constante C = (C1, ...., Ck) tal gue

> Hi (s) =¢C
i€l
o bien
2> Hg (s) = Cj (j =1, 2, eee., k)
icel

para toda situacibn s¢S.

En el caso en que Cj = O para todo j = 1, «v.ay k, el jue

go se dice de suma nula.

Desde un punto de vista intuitivo resulta natural conside
rar que cada jugador se proponga obtener al terminar el juego el -
mayor pago posible. Esto serfA consecuencia del concepto de orden
de preferencia que se dé, y precisamente en la diversidad posible
de ordenaciones vectoriales estd la clave y la dificultad para el
desarrollo de una teoria de juegos vectoriales como veremos en lo

que sigue.

IIX.2.~- Puntos de equilibrio.-

Desde un punto de vista intuitivo, una situacibén en el Jue
go (1), se dice que es admisible para el jugador i, si al reempla
zar su estrategia actual en esta situacién por alguna otra estra-

tegia, el jugador i es incapaz de incrementar su pago.
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Es decir, sea s = (sl, ceees Si§r Sy Siiq0 eeees sn)

una situacibn arbitraria en un juego G, y sea s; una estrategia -
para el jugador i. Formamos una nueva situacidn que difiere de 1la
situacidn s, solo en la estrategia s; para i, que se sustituye por

la estrategia si.nA la nueva situacidn obtenida -

(sl, cerey Sy g 81y S 0 eeee sn) la indicaremos por s//s;. Es

1

evidente que si ;¥ si coinciden seré s//si = s. Entonces tenien

do en cuenta esto se tendré

DEFINICION 2.1.

Una situacibén s en el juego (1) se llama admisible para -
el jugador 1, si para cualquier otra estrategia si € Si para este

Jugador se tiene que

Hy (s//si) es menos preferido que H; (s).

El precisar esta nocibén de menos preferido, que es finica
en el caso escalar o monocriterio, puede tener varias interpreta-
ciones en el caso vectorial. Este lleva consigo la aparicibn de -
dificultades como ya se habia apuntado, y de aqui el interés de -

esta clase de juegos.

DEFINICION 2.2.

Una situacibn que es admisible para los jugadores l,....,n,

se llama una situacidn o punto de equilibrio.

Parece natural, teniendo en cuenta la definicibn de situa

cidn o punto de equilibrio, que en puntos de equilibrio y solo en
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tales puntos, ningin jugador esté interesado en desviarse de su -
estrategia inicial, es decir, si todos los jugadores fijan sus es

trategias excepto uno, este empeora su pago, si cambia la suya.

DEFINICION 2.3.

Una estrategia de equilibrio de un jugador en el juego (1),

es una estrategia que aparece en al menos una situacibén o punto -

de equilibrio en el juego.

Como es bien conocido, una gran parte de la teoria de jue
g0s no cooperativos estad principalmente encaminada al estudio de
propiedades y métodos para determinar los puntos y estrategias de
equilibrio en tales juegos, y esto es lo que trataremos de genera

lizar a este tipo de juegos vectoriales.

Vamos a dar una clasificacibén de los juegos vectoriales -
no cooperativos de tal forma que todos los juegos que pertenezcan

a una misma clase tendrin los mismos puntos de equilibrio.

DEFINICION 2.4.

Sean dos juegos vectoriales no cooperativos con los mis--
mos conjuntos de jugadores y estrategias (solo difieren en sus --

funciones de pago)

G ’(I’{Si}iex’ {n;} ie1> (2)
G''= (1, §8:) ser {Hi'}iel> (3)
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Los juegos G' y G'' se dicen estrategicamente equivalen~-

tes y se indicarl en la forma G'~G'' si existen k nGmeros reales
positivos kj’ y n.k nimeros reales Cg (i=1, ccaey n, =1, ceu., k),

tales que

Hij (2) =k, Hi‘j (s) + ci (4)

La relacidén de equivalencia estratégica es una relacibn -
de equivalencia. Veamos que se cumplen las correspondientes propie

dades:
1.~ Reflexiva

Cada juego es estrategicamente equivalente a si mismo, es

decir G'~ G'-., Para probar esto, basta hacer en (k4),

Ky =1y ci =0 (j =1, eoeeyky, i=1, vaus, n)

2.~ Simétrica

Si G*~ G'', entonces G''~ G'. En efecto, a partir de (4),

basta tomar

. cd
Hd (s) = 2 wd (s) - 23
i k i k 3
J
siendo —£—>r0, J =1, «..., k.
k.
J
3.~ Transitiva
Si G~G' v G'~G'', entonces G~G''. Para probarlo, se tie

ne que de la condicibén de equivalencia estratégica de los pares -
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de juegos (G, G') y (G', G'') asera Hij (s):kj Hi (s) + Ci . -
Hi'J (s) = k3 HiJ (s) + CiJ y de acuerdo con la definicibén es --

kj> 0o v k&) 0, para todo j = 1, ...., k.
Entonces

ved - TH J J
Hi (s) = kj kj H{ (s) + (k3 cy + ¢ )

Siaﬁokjk3>0,j =1, eo.s k, luego G~G'"',

Se tiene asi que la relacibn de equivalencia estratégica
es una relacién de equivalencia que subdivide la totalidad de los

juegos no cooperativos en clases disjuntas de juegos equivalentes.

El significado de la equivalencia estratégica de juegos =
esti bisicamente en la diferencia que hay entre las cantidades --
iniciales Ci que con respecto a cada criterio poseen los jugade--
res y en las unidades relativas que con respecto a cada criterio.

se miden tales cantidades o pagos (esto viene indicado por el coe

ficiente kj).

Resulta entonces completamente natural el pensar que para
Juegos estratégicamente equivalentes, el comportamiento racional
de los jugadores debe ser el mismo. Esto viene confirmado por un

teorema (4.1.) que daremos mis adelante.
TEOREMA 2.1.

’
Cada juego vectorial de suma constante es estrategicamen-

te equivalente a un juego vectorial de suma nula.
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DEMOSTRACION. -

Consideremos el juego vectorial de suma constante

G' = (' {SJ jer’ {Hik ieI)

en el cual la suma de los pagos para todos los jugadores es igual

a Cj para cada j - K y cada situacibén del juego, es decir

> Hij (s) = CJ. para todo s € S, y para todo j € K
icI

Tomemos ahora de forma arbitraria nimeros Cg (i € I) tales

que > C*iiccj para cada j = 1, .... k
igI

Haciendo

J _ oy d J
Hy (s) = HY (s) - cy.

es j
> Hy (s) = O para todo j = 1, 2, ...., k
iex

y se tiene entonces que
G = (I' 15} ser {u} iéI)
es de suma nula, siendo G'~ G.

Vamos a ver a continuacién un caso particular de juegos -

vectoriales llamados antagbémigoss .

DEFINICION 2.5.

El juego.-

G = (1- {5} ser o Hsd ieI)
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se llama antag6nieb‘ , 81 solo hay dos jugadores y los -
valores de las componentes de las funciones de pago para estos ju
gadores son iguales en valor absoluto pero de signo contrario.
Asi, se tiene que para un juego antagonistico es I={1,2} y Y
", (s) = - H, (=) (5)

para todo s € S. De aqui se tiene que

(s)

1]
[}

Hy (s) + H,

es decir

#) (s) + ) (s) =0

para todo j = 1, ...., k y todo s € S5, luegoc un juego vectorial -
antagdnico es un juego vectorial bipersonal de suma nuia. Re--
sulta entonces evidente que para definir un juego vectorial anta-
gbnico , es suficiente con estipular la funcibdn de pago de uno
solo de los dos jugadores, ya que la funcidén de pago del oponente

estari dada por (5).

Teniendo en cuenta esto, un juego vectorial antagonistico
quedar& indicado mediante G = (Sl, S, H)

donde S, y 52 son los conjuntos de estrategias para los jugadores

1
1 y 2 respectivamente, y H la funcibén de pago para 1, que es una

funcibn que toma valores vectoriales.

Es lo que sigue, vamos a ver como precisar el orden con -
que se comparan los complejos o vectores de pagos, que son los re
sultados posibles del juego, ya que el concepto fundamental de --

situacibén admisible, se ha basado en la idea de "menos preferido

que".
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IIT.3.- Puntos maximal y maximal débil.-

Vamos a ver en primer lugar una revisibdn de una serie de
conceptos que van a ser tiles para hacer mAs precisa la afirma--

cibén dada anteriormente.

Para ello, sea T un subconjunto del espacio euclideo fini
to n-dimensional R"™, cuyos elementos son de la forma x=(xl,....'xn),

es decir, vectores de n componentes.

DEFINICION 3.1.

Una relacibén P definida en el conjunto T, es un orden par
cial, 8si P tiene las propiedades reflexiva, antisimétrica y tran-

sitiva.

DEFINICION 3.2.

Una relacibén R definida en el conjunto T es un orden par-

cial estricto, si tiene las propiedades transitiva y antirreflexi

1y,

En virtud de un teorema de Lin (1976), esto equivale a su

(2)

va

poner que es transitiva y asimétrica
Ambas relaciones de orden parcial y orden parcial estric-
to, se pueden definir una a partir de la otra. Asi es:

- S1i la relacidn R definida en T es un orden parcia%ﬁQMMQ

7

tricto y se define la relaciédn P en la forma:

xPy equivale a que xRy o x

i
<

entonces P es un orden parcial, y

BIBLIOTECSA,
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~ Si la relacién P definida en T es un orden parcial y se
define la relacibn R en la forma:
xRy equivale a que xPy y x =% ¥y

entonces R es un orden parcial estricto.

Con este convenio resulta como consecuencia que, dado un
orden parcial estricto en un conjunto, este define un orden par--
cial asociado y reciprocamente, y ambas relaciones se pueden defi

nir una por la otra de modo inmediato.

Consideremos ahora dos érdenes parciales estrictos en T,
definidos por:

1.- xLy & x; 4y, Vi

2.~ x§y é—-}xi(yiV1=l......n

Los correspondientes 6rdenes parciales asociados serén res

lyeeea, N y3_j tal que xj< vy

pectivamente los definidos por:
-
1. xﬁ{y(:)xiéyiv:l
2'.- xZLy e x<{y o x
F F

lycece, n

Yy
Verificado ambos la propiedad antisimétrica, es decir
x4y a yLx = x =y
xéy A oydx = x
F

Vamos a suponer ahora el conjunto T ordenado mediante la

y

relacibén < de orden parcial estricto (o bien mediante la correspon
diente relacibn 5 de orden parcial). Se tienen las siguientes de

finiciones.

DEFINICION 3.3.

Un elemento a & A" es una cota superior para el conjunto

T, si x<{a para todo elemento x € T.
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DEFINICION 3.4.

Un elemento a € R™ es ol supremo del conjunto T, si a es

la menor de las cotas superiores de T.

Si el elemento supremo pertenece al conjunto T, se llama -

maximo, y se tiene entonces la siguiente

DEFINICION 3.5.

Un elemento a € T es el maximo del conjunto T, si x<a o
a = x para todo elemento x € T, o equivalentemente en términos del

orden parcial $ y si x 4 a para todo elemento x € T.

DEFINICION 3.6.

Un elemento a € T es maximal en el conjunto T, si no exis-

te un elemento x € T tal que a< x.

Si en las definiclones dadas se emplea en lugar de la rela

cibén de orden parcial estricto.< , la 4< y es decir, se supone -
F
el conjunto T ordenado mediante £ , entonces los conceptos analo
F

g€os se llaman: cota superior débil, supremo débil, miximo débil, y

maximal débil.

Se observa que en el caso escalar las relaciones <( y ‘4
F

son idénticas. Sin embargo para n>»2, es decir el caso vectorial,
la relaci6n.{ de orden parcial estricto (o bien su correspondiente
relacibn :; de orden parcial) es m&s débil que la relacién £ -

F
(o bien que la relacién £ ), pues é&sta implica aquella pero no a

et/

la reciproca.
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Se prueba que:

1.~ Todo elemento maximal es maximal dé&bil pero no reciprocamente.

2.- Todo elemento miximo débil es mAximo, pero no reciprocamente.

Vamos a continuacidén a dar un ejemplo que ilustre las defi
niciones dadas.
Ejemplo. Sea el conjunto T (fig.3:1) en H.2, determinado por
Xy 4 11

Bxl + x, £ 26

x; * 2x, < 22

xy £ 10

12x1 - 11)‘:2 £ 98
21x; + llx2> - 61 .

Todos los vectores de BC y CD excepto el B ya que B e‘ T,
son maximales. Todos los vectores de BC, CD y DE excepto el B, ya

que B @ T, son maximales débiles. Se tiene entonces como se indicé.

+H(12,15)
*2 4 R2
A(-5,11) | ___B(5,11)  (10,11)
0
c(6,8)
D(10,6)
5] s
E(10,2)
$ $ + = x
-5 5 10 1
54
F(-1,-10)T
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que todo maximal es maximal débil pero no reciprocamente. En efec-
to, p.e. el vector E es maximal débil pues no existe x € T tal que
E <4 x, sin embargo, no es maximal pues existen vectores x & T tal

F .
que E{x, en particular E(D.

El vector H es una cota superior y superior débil de T.

El vector G es supremo de T, pero no supremo débil de T. -

Como G €T no existe el maximo de T y tampoco el méximo débil.

Los vectores maximo y maximo débil no tienen por gqué coin-~

cidir como se comprueba en el sencillo ejemplo en que ahora T es -
. 2 . .

el conjunto de R“ limitado por Oleéz y 0<x2<l. El vector -

(2,1) es supremo y maximo pues pertenece a T, sin embargo no es --

mhximo débil.

II1.4.- Extensidn mixta de un juego vectorial no cooperativo.-

Hemos visto la definicibn de juego vectorial no cooperati-
vo en forma normal en la seccidn 1, vamos a continuacibn a particu
larizar al caso de dos jugadores para dar, mediante algunos ejem--
plos, ciertas propiedades y dificultades caracteristicas de estos

juegos.

Para n = 2, se reduce el juego vectorial en forma normal a
una matriz cuyos elementos seran complejos de dos vectores de k --

componentes, es decir, si el jugador 1 tiene n, estrategias puras

estrategias puras, entonces H; (st 2)

o 1
y el 2 tiene n s sj) y H, (si. sy)s

2

se podran identificar con los vectores (aij, [ a:j) y -
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(bij, eveey bgj) respectivamente, siendo si la i-ésima estrategia
pura del jugador 1, y sj la j-ésima estrategia pura del 2. A este
tipo de juegos vectoriales finitos bipersonales de suma general, -

se les llamari juegos vectoriales biﬁatriciales, Yy su matriz de pa

gos }a representaremos en la forma

1 k 1 k 1 k 1 k
2 2 2 2
(A,B)= e .
1 k* 1 k 1 :k 1 k
((a . @ )(b U )) e ((a e 8 J(b e b))
ny 17 gl ey 17 oyl mny T Mty N
donde
1 k 1 k
(8] eeee Byg)eces (a e B ).
11 . 11 1n2‘. ln2
A= . .
1 k 1 k
(a vees @ } eve. (a wee B )
nll nll n;n, n,n,
¥y
1 k 1 k
(bllu? bll)....(bln sene bln )
. 2 . 2
B= . .
1 k 1 k
(b jem b 1)....(bn " b"l"z)

1 1 12

son las matrices de pagos para el jugador 1 y 2 respectivamente, -
siendo los elementos de (A,B) complejos formados por 2 vectores en

un cierto orden.

A partir de aquiAvamos a considerar por sencillez y para -
una mayor comprensidén intuituva unos ejemplos con juegos vectoria-
les bimatriciales. Sin embargo, las propiedades, las daremos des-~-

pués para juegos n-personales.
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Para dar las diferentes interpretaciones posibles a la re-
lacibn. "5i el jugador i cambia de la estrategia si de equilibrio
a otra sf , (y los demads permanecen en las suyas) el nuevo pago =--
que resulta es "menos preferido', teniendo en cuenta que dichos pa

gos son vectores de Hk, y las definiciones dadas en la seccibn 3,

se tienen los siguientes:

Hi (s//si ) es menos preferido que Hi(S)‘se interpreta

1a ‘-5 52 no %

sa ’-V( 68 no '%
F

3a £ 78 no >

4a i".< 88 no >F .

Teniendo en cuenta la equivalencia indicada del orden par-
cial con el correspondiente orden parcial estricto, nos podemos --

quedar con la 38, 4a, 78 y 8a,

Veamos a continuacibén un ejemplo de un juego vectorial bi-

matricial con punto de equilibrio.

Ejemplo 1.-

Sea el juego vectorial bimatricial con matriz de pagos

s; JZ sg
st [((2,2,2)(1,1,1)) ((0,0,0)(0,0,0))
S B
s ((0,0,0)(0,0,0)}) ((1,1,1)(2,2,2))

siendo para cada complejo el primer vector, el pago que recibe el

primer jugador, y el segundo vector el pago del segundo.
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Se comprueba fAcilmente que los pares (s;'_, s;) Yy (si, sg)
son puntos de equilibrio tanto con respecto a la relacibn de orden
parcial estricto £ (que hemos llamado 38), como a la < (que he--

F

mos llamado 48).

Pues (0,0,0) I"< (2,2,2) para el jugador 1

Y (0,0,0) ‘l{\ (1,1,1) para el jugador 2

y como consecuencia de la relacidn existente entre -( y { vista -
F
en la seccibn %4, también seradn puntos de equilibrio los pares indi

cados, con respecto a la relacibn -( .

Veamos a continuacibén otro ejemplo en el que existe punto

de equilibrio respecto a la relacién { , Pero no respecto a < ‘.
F

Ejemplo 2.-

Sea el juego con matriz de pagos

s; J2 52
sl ((2,3,2)(1,2,1)) ((0,0,0)(1,2,0))
I
2 ((0,3,2)(0,0,0)) ((1,2,1)(2,3,2))

La situacibn (s}_, s;) es un punto de equilibrio respecto a

la relacién 4 , Ya que

(0,3,2)<(2,3,2) para el jugador 1
(1,2,0)< (1,2,1) para el jugador 2
Sin embargo no es punto de equilibrio para la relacibn -<,
F
pues no es (0,3,2) £ (2,3,2) para el jugador 1,
F
Y no es (1,2,0) £ (1,2,1) para el jugador 2.
F

L
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Es interesante observar que con la relacibn 78 si es --

(si

, s;) punto de equilibrio, pues
(0,3,2) no esi> (2,3,2) para el jugador 1

(1,2,0) no es »(1,2,1) para el jugador 2
1 1 s .
y también con la relacibn 88 es (sl ' 52) punto de equilibrio pues

(0,3,2) no es ;ﬂ (2,3,2) para el jugador 1
3

(1,2,0) no es X (1,2,1) para el jugador 2.
e

La explicacibn es bien sencilla ya que la relacibdn "no es)ﬂ'

es menos estricta que la-<, y anAdlogamente la '"no es >? "y la E( .

Entonces, una vez que ya hemos dado la forma con que preci
sar la relacidn "menos preferido que'", vamos a dar un teorema pen-
diente de la seccibn 3, y en el que se decia de forma intuitiva que
en los juegos estrategicamente equivalentes, el comportamiento ra-

cional de los jugadores debe ser el mismo,
TEOREMA 4.1.

Los juegos vectoriales estrategicamente equivalentes poseen

los mismos puntos de equilibrio.
DEMOSTRACION,

*
Sea G'=~G", ¥y sea s un punto de equilibrio respecto de --
la relacibn.<<i en el juego G'. Esto equivale a que para todo i € I

y toda estrategia s, € S, es
i Hy (/7 s)<H, (™).
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Ahora bien, como 3
) (8) =k, uyd (s) + ¢}

y kj>0 para todo j =1, .... , k, se tendra que
" * " ]
HY (s%// s;) 4 0y (%)
para todo 1 € I y todo 85 c Si' y el teorema queda probado.

También vale esta propiliedad si se utiliza la relacidn ;L -

Para finalizar con estas ilustraciones numéricas, conside-
remos una situacibdn ciertamente interesante y que séria la que vie
ne dada por la siguiente pregunfa: !se podria dar un ejemplo en --
que se tuviera un punto de equilibrio para un criterio, otro para
el otro criterio y sin embargo no lo hubiere para ambos?. La con--

testacibn es afirmativa.

En efecto, basta considerar la matriz de pagos respecto ~-

del primer criterio 1 2
s s
2 2
a1 (2,2) (2,1)
2
sy (1,0) (0,3) /.

El par (si ’ s;) es un punto de equilibrio. =~ Para el segundo cri-

terio sea la matriz de pagos 1 2
s s
1 2 2
8] (1,1) (1,0)
2
s, (2,2) (3,3)

el par (s sg) es un punto de equilibrio.
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La matriz de pagos para ambos criterios con la notacibn co

rriente seria 1 5
S5 S

5T ((2,1) (2,1)) ((2,1) (1,0))

sf ((1,2) (0,2)) ((0,3) (3,3))

1

10 ), ni en (s2 sz).

s1
1 "2

que no tiene punto de equilibrio ni en (s 5

respecto de las relaciones £y L .
F

Estos ejemplos ponen de manifiesto algunas de las dificul-
tades con estos juegos, asi como la necesidad de pasar a la exten-
sibén mixta de un juego vectorial para determinar la posible exis--
tencia de un punto de equilibrio en estrategias mixtas, pues como

se acaba de ver, no siempre existe en estrategias puras.

En la segunda seccidn, se dio la definicibn de juego vecto
rial no cooperativo, y de situacibdn o punto de equilibrio, asi co-
mo la conveniencia de los jugadores de alcanzar tal punto de equi-
librio. Tal tendencia hacia el equilibrio se puede ver como una cla

se de comportamiento Sptimo.

Parece natural preguntarse si ,como en los juegos escalares,

J
en los juegos vectoriales harh gran cantidad de juegos que posean
una situacidén de equilibrio en estrategias mixtas sin haberla en -

estrategias puras.

Para este propbsito se introduce la extensibén mixta de un

juego vectorial no cooperativo.
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Sea
6= (I’ {si} ier {Hi} 1:1)
un juego vectorial no cooperativo arbitrario. Vamos a suponer que

el juego es finito, es decir, el conjunto S, de estrategias puras

i

de cada uno de los jugadores es un conjunto finito.

DEFINICION 4.1.

Una estrategia mixta para el jugador i, es una distribu--

cibén de probabilidad sobre el conjunto S, de sus estrategias pu--

i

ras.

Puesto que se ha supuesto que el juego es finito, las es-
trategias mixtas se reduciréh a vectores con un nimero de componen
tes igual al de estrategias puras que tenga el correspondiente ju-

gador y cuya suma sea la unidad.

La probabilidad asignada mediante x, a la estrategia pura

i
s; se indicaré por x; (si), y al conjunto de todas las estrategias

mixtas del jugador i, se indicaré por xi.

Cada uno de los jugadores i (i € I), usarfisu estrategia -
mixta x4 @8 decir elegirh sus estrategias puras s, con probabili-

dades x (si). Suponemos que las estrategias mixtas de los jugado-

i
res 1, 2, «.c. y n, son distribuciones de probabilidad conjuntamen
te independientes de modo que la probabilidad de llegar a la 3itua
cibén s = (si, cese sn) se supone que es el producto de las proba-
bilidades de elegir sus componentes x; (si).x2 (82)....xn (sn). Con
Jo cual la distribucidn de probabilidad x sobre el conjunto d: to-
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das las situaciones estad definida por
x (s) = x (sl, cace sn) = Xy (sl) ceee X (sn)

para todas las situaciones en el juego G. Estos tipos de distribu-

ciones de probabilidad x, se llaman situaciones o puntos del juego

G en estrategias mixtas.

Se tiene entonces que wuna situacidn del juego G en estra-
tegias mixtas es la realizacibn de varias situaciones actuales en
estrategias puras, cada una ocurriendo con una cierta probabilidad.
Por tanto, el valor de la funcidn de pago para cada jugador en una
gituacibn o punto en estrategias mixtas es una variable aleatoria
'y el valor de esta funcidn de pago se obtiene, calculando su espe-

ranza matematica ya que como dijimos son utilidades vectoriales. -

Asi

Hy (x) = (H] (x), «ee , HY ()
siendo

H: (x) = X H:(s)x(s) =

s€eS
n
= 3 eeee 3 HY (syeena,s) x. (s.) (1)
slGSl s GSn 1 1 n i=1 * 1

Tenemos ahora la siguiente:

DEFINICION 4.2.

El juego.

¥ - (I. {Xi} iel {”i} j.eI>
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en el cual I es el conjunto de jugadores, Xi es el conjunto de es
trategias para el jugador 1 (para cada i € I), y la funcibn de ra

go viene dada por (1), se llama 1a extensiédn mixta del juego G.

DEFINICION 4.3.

Una situacibén o punto de equilibrio en una extensibén mix-

*

ta G~ del juego G, se llama -la situacibdbn o punto de equilibrio -

del juego G en estrategias mixtas.

Asi se tiene que el punto x¥ es de equilibrio en el juego
G¥', si para cualquier jugador i (1 = 1,...., n}, y para cualquier

estrategia mixta x; Ppara este jugador, se verifica que:

Hi (x*// xi) es menos preferido gue Hi (x*), donde 1la rela
¢cibén "es menos preferido que'", quedaria precisada con las ya da--

das en la seccibn anterior.

Como ya se habia indicado anteriormente un aspecto muy im
portante dentro de la teorfa de juegos no cooperativos y en parti
cular en los juegos vectoriales es la existencia de puntos de equi
librio (en estrategias mixtas). La contestacibén a esta cuestibn -
dependera evidentemente de la relacibn de orden que se haya usado
para la definicidn de punto de equilibrio. Asf, se tiene que con
respecto a la relacidén 38 (< ), no es posible dar un teorema de -
existencia como vemos a continuacidn con un ejemplo, en el cual -

no existe punto de equilibrio.

Para ello, consideremos un juego vectorial (bicriterio) -
bimatricial, que lo vamos a construir a partir de dos juegos bima

triciales.
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(3)

Sea la matriz de pagos respecto del primer criterio

< (1, -1) (e, 0)
(-1, 1) (2,-2) )

Para este juego bimatricial, se tiene que el par (x: , x;)
donde x: = (-13!—-. %—) Yy x: = (—é—. —%—) es un punto de equilibrio ya

que

) para todo‘xi € [O,IJ

tof =

1 1 1 1 3
Hl (xl v ?)$Hl (T;

H 1 (-Z—, -]2'—) para todo x; < [6.1]

(%, x;)éﬂz

[ S

Por otra parte, sea la matriz de pagos respecto del segun
((1, -1) (0,0) )
(0,0) (1, -1)

Para este juego bimatricial, se tiene que el par (x!, x'z)

1 1 1 1
[ L JE .
donde x] = (--2 5 ?) Yy xz (---2 y —2) es un punto de equilibrio ya

do criterio

que
2 1 1 2 1 1 1
H]. (xl ’ E) \<~ Hl (E‘ 'Y -§-) para todo xl € [0,1]
2 1 1 2 1 1 1
H2 ("é" , xz) é H2 (-§- , —2—) para todo x5 € [0,1].

Consideremos ahora el juego vectorial bimatricial obtenido

de los dos anteriores, cuya matriz de pagos sera

(1, 1) (-1, -1)) ((o, 0) (0, 0))

((-1, 0) (1, 0)) ({2, 1) (-2, -1))
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Si existe punto de equilibrio para este juego, desde luego

s X1). Pero se comprueba -

debe serlo o bien (xf . x;;) o bien (x! 5

1

fdcilmente que no se verifica que:

3, 2, 82 3, Indal (2, P82, I

2 1 2
1,3 1 2 .3 1 1,3 1 1,3 1
(Hy (F, x3), Hy (F, xz0)<4H, (§, 5), Hy (g, F))

para todo x1 x; (3 E’,]_.], ni tampoco se verifica que:

1 L}

1 1 2 1 1 1,1 1 2 (1 1
(Hy Geps g0 By Gy DL (30 50, B Gy )
1,1 1 2 1 1 1,1 1 2 1 1
(Hy (G xp) Hy (G0 xp )<y (5, 5), By (5. 3))

1 1
para todo X3 X, € [9,1].

Por tanto no existe punto de equilibrio para el juego con
siderado, respecto de la relacibn < . Lo mismo se puede decir res-

pecto de la relacibn < .
F

Como consecuencia se deduce que no es posible un teorema
de existencia de punto de equilibrio (en estrategias mixtas), si

se basa la definicibén de este en las relaciones { -3 _< .
F

Teniendo en cuenta estos aspectos y como se vio en los --
ejemplos, parece natural utilizar una definicién de punto de equi-
librio menos exigente como seria la obtenida mediante la relacibn

78 (no ») u 83 (no > ).
F

Veamos estas nuevas definiciones, que por sencillez las -

hemos dado para el caso de dos jugadores.
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DEFINICION 4.4.

Diremos que el par de estrategias (x]'_ ' x'z) es un punto -

de equilibrio en el juego.

G = (51' Sys {“i} i=1, 2)

8i no existe otro par de estrategias (xl . xz) tal que:

H, (x; , x!) >H, (x' , x')
1 1 2 1 1 2

H, (x' x,) H, (x' , x')
21’2>21 2

Analogamente se definirfa punto de equilibrio débil, pero

utilizando la relacibén 8a {(no >- ) en vez de la 78.
F

Vamos a ver ahora un teorema que garantiza la existencia
de punto de equilibrio en estrategias mixtas, si usa la definiciébn

4., Para ello, demos previamente la siguiente:

DEFINICION 4.5,

Una funcién F: Rk —> R se dice que es estrictamente -

isbtona, si dados z1, z%e¢ RY, y si z!32%2 = F (zhidF (2.

TEOREMA 4.2.

Sea
G = {53, Sy, {“1}1:1.2)

un juego vectorial no cooperativo y F: Flk —> R (k criterios) -

uwna funcidn estrictamente isbétona. Si el par (xi. x'g) es punto de

equilibrio para el juego escalar v {
Gh = {8y S (F o l)ia1,2
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entonces (xi, xé) es un punto de equilibrio para G.

DEMOSTRACION, -

En efecto, supongamos que (xi, xé) no fuera punto de equi
librio para G, esto implica que existe al menos un par de estratg

gias (xl, x2) tales que

"H'lu (xl, x'z) }’Hi (xi, x'2)

L)

i{z (xi, xz) > H'z' (xi, xh

Ahora bien, como F es estrictamente isbdtona, seria
(F o‘IA{‘l) (xl. x'z) > (F o Hl) (xi, x'z)
(F o hz) (x}, x,) >(Fo ﬁ;) (x}, x})
¥ no seria (xi, xé) punto de equilibrio para G' contra la hipbéte-
sis. Luego el teorema queda aprobado.

Vamos a ver ahora como en el ejemplo Gltimo que habiamos
dado y en el cual no habfa punto de equilibrio respecto de la re-
lacibn < , Se tiene que usando el teorema 4.2. se garantiza la --
existencia de punto de equilibrio respecto de la relacibn "no } "

(dada una funcidn estrictamente isétona).

Se tenfia el juego vectorial bimatricial, con matriz de pa

gos
((1, 1) (-1, -1) ((0,0) (0,0))

((-1, 0) (1, 0)) ((2, 1) (-2, -2))
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y consideremos la funcibn F: F‘I2 —> R definida en la forma ‘- --

F (x, ¥) = x + y, que es estrictamente isbétona.

Mediante F, la matriz anterior se transformari en la matriz

((2, -2) (o0,0) >

(-1, l) (31 ‘3)

correspondiente a un juego bimatricial. Por el teorema de Nash, -
tal juego tiene punto'de equilibrio, siendo este el par (x!, xé),

2 1 1 1
' - — — 1 = —_— —_—) .

donde xi = ( 3 3) y x} ( 5 2) Por el teorema dado, el par
(xi, xé) es punto de equilibrio del juego vectorial bimatricial -
primitivo, pues como se comprueba facilmente, no existe ningin -

.1 1
X3y Xp € [5, i], tales que

1 1 2 1 1 1 2 1 2 2 1
(H}_ (xl' ?)v Hl (qu —2')) >(H1 (~3-, —2~). Hl (—j—, —2—))
y
my (2, %), w3 (5, g >ag (3, 5, 6y, 30

Es de destacar que la extensién de este teorema a mds de
dos jugadores con las correspondientes modificaciones seria senci
lla. De todas formas hay que indicar el interés de este teorema -
porque permite la determinacibén de puntos de equilibrio en proble
mas multicriterio, sin mas que pasar a una matriz tnica {(gque en -
el caso de n jugadores seria una matriz en n dimensiones) median-

te una transformacibén isbtona.

Una Gltima observacidn interesante, es que el concepto de

punto de equilibrio (equilibrio débil) que hemos dado, utilizando
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la nocién de maximal (maximal débil) es el que parece natural em-
plear como generalizacibdn natural, en vez de los otros conceptos

posibles que resultan excesivamente exigentes.

Pasemos a continuacidn a considerar juegos vectoriales bi
personales de suma nula. Su forma normal se reducird a una matriz
A, con tantas filas como estrategias puras tenga el primer jugador
y tantas colummas como estrategias puras tenga el segundo, siendo

esta

1 k 1 k 1 k
(511 weos all)“” (a11n~ li)u~ (alnnu aln)

1 * k 1 ° k 1 ° k
1 -:. ajl)":‘ (aji"" ji)"" (adn.... ajn)

1 * k ® I ° k 1 ° k
(aml ——ee aml)nuv(aminu ami)u« (amn~~ amn)

A = (a

El pago esperado respecto de los k criterios, suponiendo
que el jugador 1 elige la j-é&sima estrategia pura y el 2 elige la

i-ésima, es el vector situado en la fila j, y en la columna {.

El paso a estos juegos conduce de forma natural al concep
to de punto minimaximal como analogo al concepto de punto de si--

1la en los juegos escalares.

DEFINICION 4.6.

Dado el juego vectorial bipersonal de suma nula

G = (sl, s H)

2!

diremos que (sf, S;) es un punto minimaximal para la funcibén H, -

si no existe otro punto (sl, 52) € S x S, que satisfaga las con-

2

diciones H (s, s;)}ﬂ (s:, s’é)}H (s:, s,).
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Andlogamente se daria el concepto de punto minimaximal dé

bil, pero usando la relacién no » , en vez de la anterior.
F

Este punto minimaximai que es, como se ha indicado una ge
neralizacidén del concepto de punto de silla en los juegos monocri
terio, no ser& evidentemente en general fnico. Trasladado este --
concepto a la matriz A de pagos, se ve que el punto minimaximal,
seria un punto maximal de columna y minimal de fila. Analogamente,
el punto minimaximal débil serfa un punto maximal débil de colum-

na y minimal débil de fila.

Vamos ahora a relacionar los conceptos de punto minimaxi-
mal y situacibén de equilibrio (para dos jugadores), y veremos co-
mo en el caso de los juegos vectoriales bipersonales de suma nula,

coinciden ambos conceptos.

En efecto, sea
G = {S;, Sy, [Hi} i=1,2

un juego vectorial bipersonal de suma nula, es decir

H, (sl, 52) = - H, (sl, sz)
' * .
para todo (sl. 52) € S1 x 52’ Supongamos que el par (sl, 52) es -
un punto de equilibrio, lo que quiere decir que no existe - --
(sl, 52) € 5, x S2 tal que

* * *
Hy (sl, 52) }‘Hl (sl, 82)

¥ “
H2 (51, 52) >-H2 (sl, 52)

Multiplicando la segunda desigualdad por -1, se tiene que

no existe s, € S, tal que
2 2 - ¥ *®
- H2 (sl, 52)'4 - ”2 (sl, 52)
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y como el juego es de suma nula, lo anterior es equivalente, a -~
que no existe s, € Sz, tal que
M » ¥

Hy (57, sy)  H (87, s,)
y junto con la primera desigualdad se tiene que no existe - -
(sl, sz) € S1 x 52 tal que

* #* * 3
Hy (sl, sz)> H, (sl. 52)>H1 (sl. 52)

que afirma que el par (sl. 52) es un punto minimaximal de la fun-
cibén de pago del primer jugador. Como en el razonamiento dado, to
dos los pasos son equivalencias, queda probada la igualdad de am-

bos conceptos en la situacibébn particular antes indicada.

Un razonamiento completamente an&logo se daria para los -~

conceptos de punto de equilibrio débil y minimaximal débil.

NOTAS A PIE DE PAGINA.-

(1) La relacibn R es antirreflexiva en T, si para ningin elemento

x € T, se verifica x R x.

(2) La relacibén R es asimétrica en T, si para ningin par de ele--
mentos x, vy € T, se verifica simultaneamente que x Ry e --

vy Rx .

(3) Por sencillez se ha tomado de suma nula.
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