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Resumen

Los modelos actuales de la estructura y composición de la materia en las estrellas
de neutrones son complejos pues requieren predecir los datos astrofísicos (masa, radio,
parámetros de Kepler en sistema binarios, perfil de las señales de su espectro, etc.) a
partir de la ecuación de estado de la materia comprimida. Tras repasar los aspectos
más relevantes de la estructura de la materia en las estrellas de neutrones, se describen
2 resultados originales: (1) Un Test observacional para confirmar la hipótesis de que
la corteza de la estrella de neutrones contiene hierro en forma cristalina 1 , para ello se
requiere la existencia de una estrella doble de neutrones, compuesta por una estrella
de neutrones fría, y su compañera un púlsar o una fuente de rayos X, al objeto de
estudiar los patrones de difracción de Bragg que puedan ser observados, y (2) Un
cálculo variacional basado en el modelo Cornell del gauge de Coulornb QCD, para
mostrar la posibilidad de que los neutrones en la estrella puedan adoptar simetría
cúbica a un coste de energía de 150 MeV. Comparando este resultado con la energía
libre de Helmhotz obtenida al deformar los neutrones, se infiere un suavizamiento de
la ecuación de estado (EoS) de la materia de neutrones.

Abstract

Current theories of Neutron Stars structure and composition are very complex. As
very information-rich equations of state (EoS) have to be tested with few astrophysics
data (mass, size, pulsar period and time dependence, etc.) .After a brief overview of the
most relevant issues on the structure of neutrón stars interiors, we here propose two
original results: (1) An observational test to confirm the hypotesis that the outer-most
layer of the star contains iron in crystalline forrn", that requires the existence of a
double neutron star composed of one cooled-down neutron star and a pulsar or X-ray
emitting companion, for studying the resulting Bragg "s diffraction pattern observed,
and (2) A variational computation within the Cornell model of Coulomb gauge QCD,
to show that neutrons in the star can adopt cubic symmetry at an energy cost of
150 MeV. Balancing this result with the Helmhotz free energy gained by increasing
neutron packing, a possible softening of the Equation of State (EoS) of neutron matter
would ensue.

Palabras clave: Estrellas de Neutrones, Difracción de Bragg, Gauge de Coulomb
QCD, Neutrones Cúbicos, Pulsar, fuentes emisoras de Rayos X, Materia de Quarks:
condensados, diagrama de fases

Key words: Neutron Stars, Bragg Diffraction, Coulomb gauge QCD, Cubic neu-
trons, Pulsar, X- rays sources, Quark matter: condensates, phase diagram

1Artículo aceptado para su publicación en la revista Astrophysics and Space Sciences.
"Bragg Diffractionand the lron Crust of Cold Neutron Stars", Felipe J. Llanes-Estrada and
Gaspar Moreno-Navarro.En prensa.

2 A paper has been accepted for its publication in Astrophysicsand SpaceSciences."Bragg
Diffractionand the Iron Crust of Cold Neutron Stars", Felipe J. Llanes-Estrada and Gaspar
Moreno-Navarro.In press.
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1. Introducción y Motivación

Han transcurrido más de 70 años desde que se
predijera la existencia teórica de las estrellas de neu-
trenes [1]' como remanentes de las explosiones de su-
pernova originadas por el colapso gravitacional de es-
trellas ordinarias. La visión actual es que las estrellas
de neutrones se forman en las explosiones de super-
nova tipo IIi es decir, tras el colapso final de estrellas
progenitoras masivas, cuya masa M esté comprendi-
da entre 8 y 25 masas solares, tras consumir todo
su combustible nuclear. Pero, no fué hasta que en
1968 se descubrieran los radiopúlsares [2], sugirien-
do que podrían ser estrellas de neutrones, cuando se
inició una intensa investigación y búsqueda de este
tipo de estrellas. Es decir, los púlsares son estrellas
de neutrones en rotación con su momento magnéti-
co inclinado respecto al eje de rotación de la estrella,
que emiten un haz de radiación electromagnética a lo
largo de su eje magnético, y al rotar la estrella, dicho
haz de radiación es observado desde la tierra como
un faro, de ahí el nombre de Púlsar. Las estrellas
de neutrones se detectan y observan actualmente en
un amplio rango de frecuencias del espectro electro-
magnético, desde las radiofrecuencias hasta los rayos
gamma de alta energía. Actualmente, se estima en
nuestra galaxia, una población de estrellas de neu-
trones del orden de 108 y se han detectado más de
17001.

Sin embargo, la comprensión de los procesos físicos
involucrados en la formación, composición y estruc-
tura de la materia en su interior es todavía incomple-
ta, debido a que en el interior de las estrellas de neu-
trones se encuentra materia nuclear en condiciones
extremas, en un rango de densidades que abarca más
de 15órdenes de magnitud. Por eso, antes de describir
los resultados originales de nuesta investigación sobre
el tema, vamos a repasar brevemente los aspectos fun-
damentales de la física en el interior de las estrellas
de neutrones como: la ecuación de estado, la relación
masa - radio y algunas consideraciones sobre obser-
vables astrofísicos relevantes.

J Un catálogo actualizado de púlsares puede consultarse en
la página web del ATNF(Australia Telescope National Facili-
ty): http://www.atnf.csiro.au/research/pulsar/psrcat/

2. Estructura de la materia en
el interior de las estrellas de
neutrones

Los modelos actuales sobre la estructura de la ma-
teria en el interior de las estrellas de neutrones con-
sideran que la densidad de la materia varía en un
rango que va desde la densidad de la materia forma-
da por átomos de hierro ({! ~ 7,9g.cm-3), en for-
ma de red cristalina en la superficie de la corteza
de la estrella, hasta (10 - 15){!oveces la densidad
de saturación de la materia nuclear normal que es
{!o=2,8x 1014g.cm-3, equivalente a una densidad del
número de nucleones no = 0,16fm-3. Además, si
consideramos que la masa típica de una estrella de
neutrones es M = 1,4M0 ~ 1,4 x 1,99 x 1033g, y
que tienen un radio típico R = lOkm, entonces en
el interior de la estrella su densidad de masa media
es p = 4~~3 = 6,7 X 1014gcm-3 '" (2 - 3){!o.Pero,
además en el centro de la estrella su densidad de masa
puede alcanzar entre (10 -15){!o, por ello se conside-
ran las estrellas más densas y compactas del universo.

La estructura y propiedades macroscópicas de las
estrellas de neutrones, suponiendo por sencillez que
tienen simetría esférica y no rotan, vienen determi-
nadas por las ecuaciones y condiciones de equilibrio
hidrostático de la Teoría General de la Relatividad,
conocidas como ecuaciones de Tolman-Oppenheirner-
Volkoff (TOV)[3]:

dP(r)
dr

G[€(r) + P(r)][m(r)c2 + 47rr3P(rlh)
c4r2[1 - 2Gc7'tl]

m(r)

r-47rJ 2c2 r r::(rjdr'
o

(2)

siendo m(r) la masa gravitacional dentro de una
esfera de radio r, incluyendo la energía de enlace grav-
itacional, P(r) la presión, é(r) la densidad de energía,
G es la constante gravitacional y e la velocidad de la
luz en el vacio. Estas ecuaciones muestran que las
propiedades globales de una estrella, como su masa
y su radio, dependen directamente de la relación en-
tre la presión P(r) y la densidad de energía r::(r)o
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bien entre la presión P(r) y la densidad de masa
p(r) = ~; es decir, de la Ecuación de Estado (EoS),
P = P(e), de la materia en su interior, la cual de-
pende a su vez, de las interacciones nucleares y entre
partículas existentes. Por lo que, cuando se dispone
de medidas observacionales precisas de las relación
entre la Masa y el Radio, M(R), de una estrella de
neutrones, como en algunos casos de estrellas bina-
rias, se puede obtener información sobre la estructura
y tipo de EoS en el interior de la estrella. En la prác-
tica. lo habitual es obtener la relación Masa-Radio
a p~rtir de una ecuación de estado teórica dada [4J.
Además, el número bariónico en el interior de una
esfera de radio r viene dado por:

() ¡r r2n(r')dr'
N T = 47r ,V1- 2G7(r')

O e r'

donde n(r) es el perfil de
densidad bariónica de la estrella. Para resolver
estas ecuaciones se imponen como condiciones de
contorno que la presión en la superficie de la estrella
sea cero, P(R) = 0, que la masa gravitacional total
de la estrella sea M = m(R), que el número barióni-
co total sea N = N(R) Y la condición relativista:
R ~ 2~2M (condición de Schwarzschild). De modo,
que dada una (EoS), que proporciona una relación
de dependencia P = P(e), las soluciones de las
ecuaciones TOV proporcionan una única relación
entre la masa, M, Y la densidad bariónica en el
centro, n(r = O).

Sin embargo, aunque se pueden hacer medidas as-
trofísicas muy precisas de las masas de estrellas de
neutrones en sistemas binarios, mediante medidas as-
tronó micas de desplazamientos Doppler y otros efec-
tos relativistas de las líneas espectrales, las medi-
das del radio o del momento de inercia de las estre-
llas de neutrones son mucho menos precisas que las
obtenidas para las masas.

Por ello, la obtención de medidas precisas de la
relación Masa-Radio en las estrellas de neutrones ob-
servadas es el objetivo fundamental de la Astrofísi-
ca observacional. Un test habitual para medir las
relación Masa-Radio en las estrellas de neutrones
se basa en la medida del efecto relativista de corri-

miento hacia el rojo gravitacional [5J. Que consiste
en medir la pérdida de energía que experimentan los
fotones que salen de la estrella para escapar de su
campo gravitatorio. Se expresa normalmente medi-
ante la relación (4) entre la frecuencia de los fotones,
vo, emitidos en la superficie de la estrella, respecto
de un sistema de referencia local, y la frecuencia de
dichos fotones, Veo, detectados por un observador dis-
tante

(3)

1 Vo
Veo = vo(1- XGR)' = (1+ z) (4)

donde z = (1 - 231){)-1 - 1 es el parámetro de
corrimiento hacia el rojo gravitacional. Por lo que
si obtenemos el valor de z, entonces podemos cono-
cer la relación Masa-Radio a partir de la relación
XGR = 23l){, también conocida como compacidad.
Otro test observacional muy preciso en ciertas cir-
cunstancias es el basado en la medida del efecto rela-
tivista del tiempo de retardo de las señales emitidas
por los púlsares, denominado efecto Shapiro o Shapiro
time delay , que ha sido utilizado para la medida pre-
cisa de la masa del pulsar más masivo hasta ahora
conocido de 1,97M0 [6J.

En la Figura 1 se muestra un diagrama de rela-
ciones Masa-Radio para distintos modelos teóricos
de EoS. Conviene destacar que en los cálculos ini-
ciales realizados con las ecuaciones TOV se suponía
que las estrellas de neutrones estaban formadas com-
pletamente por neutrones relativistas sin interacción
(gas libre de neutrones), por lo que la ecuación de
estado de dicho gas de neutrones es extremadamente
"blanda" (soft); es decir, que aumenta muy poco la
presión, P, al aumentar la densidad de energía, e,
y predicen un valor máximo de masa, M, de 0, 7M0
para un valor de 17 veces la densidad de masa-energía
en el centro de la estrella, p(r = O), en unidades de
Po' Por ello ya ha sido descartada. Además, cuando se
introducen términos de interación entre los neutrones
el valor máximo de la masa de la estrella puede lle-
gar hasta 3M0, para algunos modelos de EoS. Por
otra parte, tal y como se observa en la Figura 2 al-
gunas curvas de la familia de EoS no cortan la franja
horizontal asociada a la masa medida para el púlsar
J1614-2230 (1,97 ± 0,04M0). En particular, la ma-
yoría de las curvas asociadas a materia exótica, tales
como los consensados de kaones o de hiperones, que
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tienden a predecir valores máximos de las masas in-
feriores a 2,OMo, por lo que serían descartadas [6].

12 13 14 15

Figura 1 Relación masa-radio para distintos
modelos de EoS.( Fuente: Demorest et al. [6])

Por lo tanto, es muy útil disponer de cotas máxi-
mas de parámetros astrofísicos observables para con-
trastarlos con los valores máximos predichos por la
EoS. Así, por ejemplo, la ecuación (5), independiente
de la EoS, debida a Lattimer y Prakash [4]' permite
obtener la frecuencia de rotación máxima de una es-
trella:

M ,R 3

l/spinmáx = 1045( M
O

)" (10) - 'l (5)

mientras que la ecuación (6) da una cota superior
al radio máximo en función de la masa [7]

M,
R<9,52(M )'ikm

o
Así, para un masa M = 2Mo, se obtendría una co-

ta superior del radio igual a 9,52(2)~ = 11.99km. Por
lo que, aquellos modelos teóricos de la EoS que predi-
gan valores superiores a dicha cota superior quedarían
descartados. En la Figura 2 se muestra un diagrama

de valores máximos de la masa versus la densidad
de energía central para la estrella de neutrones más
compacta (maximal) frente a otros modelos de EoS.
Se observa como a medida que la EoS se hace más
pronunciada "stiff", el valor máximo de la masa de la
estrella predicha por el modelo aumenta, así como su

tamaño, pero su densidad de energía central o su den-
sidad de masa en el centro de la estrella disminuye.
y para valores superiores a una determinada densi-
dad de energía central, c(r = O) , la estrella se torna
inestable y colapsa en un agujero negro. Por lo tanto,
para cada EoS hay un valor máximo de masa
para una estrella de neutrones en equilibrio
estable. Si además aparecen nuevos grados de lib-
ertad a densidades de energía más altas, entonces se
espera un suavizamiento de la EoS y por lo tanto una
reducción del valor máximo de la masa de la estrella
de neutrones, predichos por los modelos teóricos [4].

o 1 2 3 Ap¡rotm~t. ~entáo!~ryoroDe~~it)' rln~J '4

3.0 •. • o ¡NR Potenita!

\ •••• o R f"".eId-T'hoocet'M:ol

••• \ A Ouorits otId tfytH"idj 2.5~ ~~,: __~\~';'-':, ?_~~~~_~_~~~S ~

E ~\ ""E 2.0~------_·_----'".~--Qj--- * -~-'~l.----------------...¡
"s 4 8'0. °0 ~~ o .~ '11 "'1

:::E .,. ~ ~'" ~"'II»O -"'"''''
b..o ..?~o o 'J' ,- •••.•••. .."

1.5, ~__-~-?~-,:-"-c--- ' _
1...._ __ .o.J-"-"O'_.... -o .
o 1 2 J • 5 6

Centrol Uoss-(ne'gy Oensity fe (10'~ 9 cm-,))

Figura 2 Diagrama masa máxima versus densidad
de energía central máxima para diversas EoS

(Fuente:Lattimer y Prakash [4])

(6)

Para la EoS de la estrella de neutrones más com-
pacta se ha obtenido la relación siguiente [4]:

Cmáx X M~áx = 1,358 x 1016gcm-3M6 (7)

Esta relación es muy importante, pues permite es-
tablecer cotas superiores al valor máximo de la den-
sidad de energía central en cualquier estrella de neu-
trones para cada valor de la masa máximo predicho
por los modelos.

En la Figura 3 se ilustra la estructura y composi-
ción de las estrellas de neutrones en función de la
densidad, para los distintos modelos teóricos actuales,
de los cuales no hay evidencia observacional hasta la
fecha. La estructura está formada por una capa en-
volvente o atmósfera, una corteza y el núcleo. Donde,
a su vez, la corteza se divide en corteza externa y
corteza interna, y el núcleo, por su parte, se divide
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en núcleo externo y núcleo interno, al objeto de de-
limitar los rangos de densidades alcanzados en cada
capa de la estrella.

Figura 3. Estructura y composición de la materia en
las estrellas de neutrones, según los distintos
modelos teóricos. (Fuente: Weber, F. [8 Y 9])

Información más detallada sobre la estructura, la
composicióny la ecuación de estado (EoS) de la mate-
ria nuclear en el interior de las estrellas de neutrones
puede encontrarse en las referencias [5, 8 -13].

Un aspecto destacable de algunos modelos teóricos
actuales es que en las condiciones extremas de pre-
sión y densidad a la que se encuentra la materia en
el núcleo interno resulta energéticamente posible la
creación de multitud de partículas masivas en diver-
sos procesos subatómicos. Entre los más espectacu-
lares están: la generación de hiperones y de resonan-
cias bariónicas (I:, 3, A, ll), la formación de conden-
sados de bosones tipo kaones, piones (k-, 11"-) Y la
formación de materia de quarks (u,d,s) desconfina-
dos.

Por otra parte, si fuera cierta la hipótesis de la ma-
teria extraña [14, 15],de que la materia formada por
3 sabores de quarks (u, d y s) fuera más estable que
la materia ordinaria formada por nucleos atómicos,
entonces en el interior de las estre-llas de neutrones
debería hallarse materia de quarks en lugar de mate-
ria hadrónica ..Además, mediante un sencillo razon-
amiento geométrico se puede llegar a la conclusión de
que a partir de cierto valor de la densidad de nucle-
ones superior a 2,19no los hadrones pueden llegar a

disolverse y formarse materia de quarks. En efecto,
como el radio de un nucleón [16] es rN '" 0,88fm,
entonces los nucleones comenzarían a "tocarse"para

3

una densidad de nucleones igual a n = (47T;N)-1 =
(47TOt83)-1 = 0,35fm-3 = 2.19no, valor fácilmente
alcanzable en el núcleo interior de las estrellas de neu-
trones, por lo que los neutrones y protones pueden
romperse en sus constituyentes de quarks o bien de-
formarse. Además, se han realizado estudios teóricos
[17],que concluyen que en el supuesto de que la ma-
teria de quarks exista, ésta debería encontrarse en un
estado de color superconductor. Esto se debe a que la
interacción fuerte entre los quarks es muy atractiva
en ciertos canales y los pares de quarks se espera que
formen pares de Cooper, análogos a los que se forman
en un superconductor normal. Y como los pares de
quarks no pueden ser neutros en la carga de color,
el condensado resultante rompe la simetría de color
y se forma lo que se llama superconductor de color.
La materia de quarks presenta un diagrama de fases
muy complejo debido a que los quarks poseen 3 co-
lores distintos y 6 sabores con masas diferentes. Sin
embargo, como se ha visto antes [6],algunos modelos
de materia exótica de quarks podrían ser descartados.

3. Resultados originales

A continuación se resumen los principales resulta-
dos obtenidos y se dan las referencias de los artículos
que hemos enviado para su publicación.

3.1. Difracción de Bragg en la corteza.
LTienen las estrellas una capa
cristalina?

La hipótesis de que la superficie de la corteza de
la estrella de neutrones está formada por una estruc-
tura cristalina de átomos de hierro no se ha probado
experimentalmente. Por ello, en este trabajo se pro-
pone un test observacional [18],para inferir dicha es-
tructura cristalina de hierro a partir de la obtención
de patrones de difracción de Bragg, de forma simi-
lar a como se hace en el laboratorio para investigar
la estructura cristalina de un material, pero aplica-

4



do a un sistema binario formado por dos estrellas de
neutrones, siendo al menos una de ellas una estrella
de neutrones inerte, cuya estructura cristalina se de-
sea probar, que denominamos Reflector, y la otra un
púlsar de rayos X, que no absorba gas o materia en
acreción de su compañera, que denominamos Pharus.

Para simplificar los cálculos y la simulación de
los patrones de difracción observables con telesco-
pios hemos considerado los siguientes valores para
los parámetros orbitales:l) las masas de Pharus y de
Reflector son iguales, siendo su masa m = 1,35 ±
0,04M0, que es el valor medio típico medido de
las estrellas dobles de neutrones, 2) tienen un radio
r = lOkm, 3) que describen órbitas circulares alrede-
dor de su centro de masas, donde se ha fijado un
radio orbital entre las estrellas de R -:::= 10000km, 4)
el período de rotación del púlsar Tspin = l s, que es
un valor típico para la mayoría de la población de
púlsares, 5) el período de rotación orbital Torb -:::= 15s,
un múltiplo del mismo orden de Tspin, para facilitar
la observación de la señal reflejada, que aunque es
pequeño, comparado con los valores observados, no
es imposible, y 6) que el ángulo de inclinación del
plano de la órbita respecto al plano frontal o plano
perpendicular al rayo visual es de 90°. En estas condi-
ciones, ciertamente restrictivas, pero que sirven para
ilustrar el modelo en un caso sencillo y académico,
se espera obtener, en un observatorio en la Tierra o
en un Telescopio espacial de rayos X, la señal pri-
maria pulsada de rayos X procedente de Pharus, y
una señal secundaria, intercalada con aquélla, como
resultado de la reflexión de la señal de Pharus en Re-
flector en su movimiento orbital alrededor de Pharus.
Es decir, se espera obtener los patrones de difracción
de Bragg, tanto para la señal primaria como la se-
cundaria, cuya característica fundamental de la señal
secundaria es que debe aparecer a las longitudes de
onda A,~, j, ...,~.Además, se describe como obte-
ner la distancia interatómica de la red cristalina, par-
tiendo del patrón de difracción para la secuencia de
longitudes de onda de la señal secundaria y del ángu-
lo formado entre Pharus, Reflector y la línea visual
a tierra.

En la Figura 4 se muestra el esquema de la con-
figuración orbital para observar la difracción, en el
supuesto de que se cumpla la Ley de Bragg:

n..\
cosO = 2d (8)

donde O es el ángulo de incidencia que forma la señal
procedente de Pharus con la normal al plano de re-
flexión en la superficie de Reflector, A es la longitud
de onda de la señal procedente de Pharus, d es la dis-
tancia entre los planos atómicos de la red cristalina
en la corteza de Reflector y n un número entero que
proporciona la secuencia de los picos de señales de
Bragg. Como el cosO :S 1 y n ~ 1, dicha condición
sólo puede ser safisfecha para A :S 2d. Como sabemos
que d = 0,3nm para cristales de hierro, y hemos esti-
mado que d no varía en la superficie de las estrellas de
neutrones, lo cual es cierto, según [18J,debido a que
las fuerzas gravitacionales en la superficie de Reflec-
tor deforman moderadamente la estructura cristali-
na hasta una profundidad de unas pocas micras, en-
tonces la difracción de rayos X, para la supuesta es-
tructura cristalina del hierro en la corteza de la es-
trella es similar a la existente en la tierra. En conse-
cuencia, las longitudes de onda de las señales que se
deben buscar son aquellas que cumplan ..\ :S O,6nm.

Otro aspecto que se debe tener en cuenta en la ob-
tención de los patrones de difracción es la corrección
relativista por el corrimiento hacia el rojo gravita-
cional, mencionado en el apartado 2. Hemos corregi-
do la condición de Bragg anterior por la ecuación:

nAEarth
cosO =

2d(1 + z)
(9)

Además, hemos introducido en la ecuación anterior
la expresión de la distancia entre planos del cristal

2 '

d2 = h2+~2+12' en función de los índices de Miller
h, k, l,y del tamaño de la celda unidad, a, al objeto de
distinguir en los patrones de difracción de Bragg, si se
corresponden con una estructura cristalina bcc o fcc,
pues la difracción sólo ocurre en una red cristalina
bcc para aquellas combinaciones de los índices que
cumplan h + k + 1 sea un múmero par, mientras que
para un retículo cristalino fcc, la difracción ocurre
cuando todos los índices h, k, 1 sean todos impares o
pares. Así, la ecuación anterior se transforma en

nAEarthJh2 + k2 + z2
cosO = (10)

2a(1 + z)

5



Figura 4 Configuración orbital
(T representa el observatorio en la tierra, P es

Pharus y R Reflector)

Cuando R (Reflector), en su movimiento orbital
cruza el haz de radiación procedente de P (Pharus),
entonces si la intensidad de la señal procedente de P
es suficientemente intensa para que, tras su reflexión
en R, pueda ser observada en la tierra, y se cumplen
las condiciones de Bragg, sería posible obtener pa-
trones de difracción de Bragg similares al represen-
tado en la figura 5, obtenidos en nuestra simulación
computacional. Por ello, en nuestro programa se han
fijado los valores de los parámetros orbitales, antes
mencionados. En particular, como la intensidad de la
señal reflejada por R es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia de separación entre ambas
estrellas, si queremos observarla su intensidad debe
ser inferior a la intensidad de la señal de Pharus
hasta 4 órdenes de magnitud, que es la sensibilidad
actual de los telescopios. Además, hemos considera-
do también como factor adicional de decrecimiento
de la intensidad reflejada en R, el hecho de que una
fracción de la señal del haz que llega a Reflector se
pierde por el efecto de la forma esférica de su su-
perficie. Dicho efecto se ha introducido en el modelo
computacional, mediante la fórmula siguiente, obteni-
da por analogía con la variación de las fases lunares:
F = ~(1+ cos 2e), siendo F la fracción de la super-
ficie de Reflector iluminada por Pharus, vista desde
un observador en la tierra. Asimismo, se han estima-
do las posibles correcciones de la teoría general de la
relatividad tales como: la potencia radiada por ondas

gravitatorias, la disminución del radio de la órbita, la
disminución del período orbital y el tiempo estimado
para que se produzca el colapso del sistema binario,
pero los valores hallados nos han permitido despre-
ciar los , siempre que los tiempos de observación de los
perfiles de las señales sean inferiores al tiempo halla-
do para el colapso del sistema binario, estimado entre
5 y 10 años.

Para la obtención del ángulo de reflexión, e, hemos
utilizado el efecto Doppler cinemático, que afecta a
la forma del espectro de las señales de Pharus (señal
primaria), y analizando los datos extraídos de las cur-
vas de velocidad radial, junto con los desplazamien-
tos Doppler se puede determinar la posición angu-
lar (fase) que corresponde a cada pico de señal de
Pharus, y a partir de ese dato calcular el ángulo de
reflexión de la señal en Reflector a partir de la fór-
mula: e = eDooppler + 2r"At. Además, Reflector cruzará

or-b

el haz de radiación de Pharus para cada intervalo de
tiempo que cumpla la relación entre números enteros:
b.t = hTorbit = l2Tspin (siendo hy l2 E N)

Figura 5 Ejemplo de patrón de señales del espectro
observables de Pharus (señal primaria) y de

Reflector (señal secundaria)

Como ya se ha indicado, lo que distingue a la
difracción de Bragg frente a otros fenómenos as-
trofísicos que producen también señales secundarias
complicadas, es que los picos de Bragg aparecen
con valores específicos de A , formando la secuen-

. \.>..>. x Ad ás' ició 1era A, 2' 3' ..., ñ' emas, existe otra pOSICI n re a-
tiva de Pharus respecto a Reflector, simétrica repec-
to al plano que pasa por el CM; es decir, cuando

6



se intercambia en la figura 4 la posición de R y P,
que también debería de producir otra secuencia adi-
cional de picos de Bragg pero a las longitudes de onda

I ;..' ;.. ;..' •>., "2' "3' "4"'" estando relacionadas ambas lon-
gitudes de onda por >.'2 = (2d)2 _ >.2.

Como conclusión del test observacional, para
obtener el valor de la distancia d entre los planos del
cristal se deberían seguir los pasos siguientes:

• Encontrar un sistema binario capaz de repro-
ducir el patrón de señales de Bragg propuesto.
Debido a que no se puede calibrar a priori la
energía, debido a los diferentes efectos de cor-
rimiento hacia el rojo, una forma de proceder
sería realizar estudios de correlación de la in-
tensidad de las señales en función de la energía,
(I(E)I(2E)).

• Medir el período de rotación del pulso principal
de Pharus, Tspin'

• Realizar un simple análisis de números
racionales, para obtener aproximadamente
Torbit de Reflector

• Obtener el ángulo de reflexión e mediante una
medida del efecto Doppler o mediante otro pro-
cedimiento astronómico.

• A partir de >'0, que es la longitud de onda más
larga, que pueda ser vista en la tierra de Reflec-
tor, tras introducir las correcciones necesarias, se
usa la Ley de Bragg para obtener d.

3.2. Neutrones cúbicos. Cálculo varia-
cional basado en el modelo Cor-
nell del gauge de Coulomb QCD

En esta parte del trabajo simulamos la deforma-
ción de neutrones, considerando que tienen simetría
esférica y son incompresibles en los núcleos atómicos,
a escalas de energía del orden de 10 MeV, pero que
a escalas de energía mayores, del orden de 140MeV,
como las existentes en el interior de las estrellas de
neutrones, podrían deformarse, manteniendo su volu-
men constante, y experimentar un cambio de simetría
esférica a simetría a cúbica, al objeto de analizar el

balance energético en este proceso, para después com-
pararlo y ver si es compatible con un cálculo teórico
variacional basado en el modelo Cornell del gauge de
Coulomb QCD. [19]

3.2.1. Simulación de neutrones cúbicos

Partimos del supuesto de que los neutrones mi-
cialmente tienen forma esférica, cuya superficie se
puede representar gráficamente mediante la ecuación
x2 + y2 + z2 = R2 . Ahora buscamos una función
polinómica de grado N variable que aproxime o in-
terpole su superficie entre la esfera del neutrón y el
cubo circunscrito a la mísma. Cuando probamos con
la ecuación xN +yN +zN = RN observamos que para
valores pares de N ~ 100 el error de interpolación
con la superficie cúbica es inferior a 10-3, por lo que
podemos considerar que dicha ecuación es una buena
aproximación al problema de interpolación entre la
esfera y su cubo circunscrito. A N, lo denominamos
parámeiro de cubicidad.

En las figuras 6, 7, 8 y 9 se representan las curvas
iN = (1 - xN - yN)-frpara los valores de N=2,4,8 y
12para -1 ::;x::; 1, -1 ::;y::; 1 .

Figuras 6 y 7

7



(8xl/8+6xl/2)x 4w;,3 , ,
16V2r3 ~ 0,74 donde se ha utilizado que

la longitud de la arista del retículo cúbico fcc o celda
unidad es: afee = 2V2r. Además, ésta es la densi-
dad máxima de empaquetamiento, que en 1998 Hales
ha demostrado que es maximal [20J.El volumen de
las esferas en un retículo fcc es igual 8 octavos del
volumen de una esfera, correspondientes a las esferas
situadas en los 8 vértices del cubo, más 6 semies-
feras correspondientes a las esferas de las seis caras

L- --=::-_....l...::---::,-- --' del retículo. Es decir, que hay 4 esferas en una celda
Figuras 8 y 9 unidad fcc. Entonces, si vamos aumentando el valor

de N, la densidad de empaquetamiento compacto fcc
de los neutrones deformados será: Tlfee(N > 2) =
Vneutronesdeformo.dos _ 4x8x'>'N - A a a el

Vretíeulo - 4x8 - N, Y P .r
caso N=2, Tlfee(2) ~ 0,74 como valor más eficiente
del empaquetamiento fcc. Como queremos estudi-
ar la deformación del neutrón a volumen con-
stante, imponemos dicha condición para cada tipo de
empaquetamiento. Esto es: 41f;' = V(Constante) =
AN x ly,,(se) , siendo ly,,(se) el volumen de la cel-
da unidad del retículo cúbico simple o del cubo cir-
cunscrito a cada neutrón deformado. Por lo que se
obtiene ly,,(se) = ~~~.y para el empaquetamiento

fcc, obtendríamos: 41ft = V(Constante) = Tlfee(N >
)

13 (Ice) 13 (Ice) 3 ( )2 x~ =AN x~,siendolN fce elvolumen
de la celda unidad del retículo fcc. Por lo que el volu-
men del retículo fcc por neutrón es VN(fce) = ~~~.
es decir, VN(fce) = ly,,(se), para N > 2.

Variación del volúmen intersticial por neu-
trón en función del valor de N

Evaluación numérica del volúmen encerrado
por las gráficas de las funciones f N La fórmula
(11), AN, nos proporciona ~ del volumen encerrado
por las gráficas de las funciones f N, así como el valor
de la densidad de empaquetamiento de los neutrones
en función de N.

1 (l_xN)k

AN =11 (1- xN - yN)* dydx (11)

En efecto, para N=2, nos da ~del volumen de la
esfera de radio unidad, A2 ~ 0,52 . Además, sabemos
que dicho valor es igual al valor de la densidad de
empaquetamiento compacto de esferas en retículos

. t Ii ibi . 1 ( ) () VesJero.sCrIS a inos cu ICOS simp es se TI se = VreÚculo =
(8x 1/8) x br

3

8rO =r ~ 0,52 donde se ha utilizado como va-
lor de la arista del retículo cúbico simple ase = 2r
y una esfera en cada vértice del retículo (sc). Es de-
cir, que hay el volumen de una esfera en cada retícu-
lo cúbico simple o celda unidad, En consecuencia,
si vamos aumentando el valor de N, la densidad de
empaquetamiento de los neutrones deformados será:
TI (N > 2) = Vneutrón~eformo.do = 8X'>'N = A ,
se Vret,eulo 8 N,

es decir, el valor de AN nos da la densidad
de empaquetamiento de los neutrones, que va-
mos deformando hasta aproximarse a neutrones cúbi-
cos, cuya densidad de empaquetamiento máxima (la
unidad), se alcanza en la práctica para N =100, co-
mo se ve más adelante en la Tabla 1. Análogamente,
sabemos que en los empaquetamientos de esferas en
retículos cúbicos centrados en las caras (fcc), su den-
id d d . t (f) VesferasSI a e empaquetamien o es TI ce = VreÚeulo =

El volumen intersticial por neutrón en función de N
viene dado por las relaciones siguientes: Vintse(N) =
ly,,(sc) x (1 - AN) y V;ntfee(N) = VN(fce) x (1 -
Tlfee(N)).

Entonces, el volumen ganado por el neutrón al au-
mentar N será: ~V;nt = V;nt(N = 2) - V;nt(N).

En la tabla 1se muestran algunos valores obtenidos
para AN , ly" Y~ V;nt(N) para retículos se, los valores
para fcc no se muestran por diferir únicamente en
la 40. columna y en la 30. para N=2. El volumen se
expresa en unidades de fm3 y se ha utilizado como
radio del neutrón r = 0,88fm,
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Tabla I valores obtenidos para retículos SC

N
2
4
6
8
10
100
1000

l3 _ 41rr3
N-3AN
5.4518
3.5231
3.1683
3.0381
2.9753
2.8559
2.8546

!:lVintsc(N)
O

1.9287
2.2834
2.4137
2.4764
2.5958
2.5972

un modelo de teoría cuántica de campos de la Cro-
modinámica Cuántica (QCD), que permite emplear
las técnicas y métodos del problema de la interac-
ción de muchos cuerpos, típicos en Física nuclear
y de la materia condensada. Los campos relativis-
tas de los quarks W interactúan vía la densidad de
carga de color wt(x)Taw(x). El modelo ya ha sido
ampliamente utilizado para estudiar el espectro del
quarkonium [21, 22]' así como para mesones y bar-
iones ligeros [23, 24] con el potencial de interacción
de Cornell Ver) = IJ-r - ~. Empleamos la aproxi-

mación del modelo BCS al estado fundamental (3Po
quark-antiquark al condensado de vacio In » para
generar los 3 quarks constituyentes del neutrón a par-
tir de la corriente de quarks de masa m = 5 MeV en
el Hamiltoniano, aplicando la función de onda de la
segunda cuantificación apropiada para bariones de 3
quarks en términos de los operadores de creación de
Bogoliubov

AN
0,5235987756
0,8102484190
0,9009586960
0,9395875453
0,9594044858
0,9995160472
0,9999950748

A continuación representamos las curvas de
variación del volumen ganado por neutrón, expresa-
do en (Ge V) -3, en función del parámetro de cubici-
dad, N, para los empaquetamientos (se) y (fcc). Se ha
utilizado la equivalencia: 1fm3 = 1,30142957 x 102

(GeV)-3

" "k

IN) = ~FA1A'A3(i;;1,k2,k3)B:J B:J B:J In>6 N k1Ali k,A,j k3A3k
(13)

Para hacer la aproximación variacional de Rayleigh-
Ritz al estado de energía más bajo de los bariones,
empleamos para la parte orbital la función de ondas
separable FN(kp,kA) = v» (~) 'l/;N (~), siendo
p, A, R las coordenadas de Jacobi asociadas a 3 cuer-
pos, con componentes cartesianas Px, Az, etc., en el
sistema de referencia del centro de masas (CM) de
los 3 quarks, de modo que k1+k2+k3= O.

ijk
Además la función de onda de color T se nor-

maliza a 1 teniendo en cuenta todas las posibles con-
tracciones de los campos en el cálculo de (NIN) .
Y puesto que construimos FN de modo que sea to-
talmente simétrica ante el intercambio de 2 quarks,
no realizamos la suma sobre todas las permutaciones

A continuación estimamos el coste energético de la posibles de estados de N en la base de ortonorma-
deformación del neutrón mediante un método varia- lización, para evitar dobles cuentas.
cional basado en el Hamiltoniano de Cornell para el y ahora como función de ondas de prueba norma-
gauge de Coulomb QCD [19], lizada variacional utilizamos primero una 'l/;N a partir
?t(x) wt(x)( -i5. 'V+ m(3)iI! + (124euna solución numérica precisa conocida del pr~b-

1 J lema de 2 cuerpos y usamos 'l/;N ( k[; + k!; + k:) N )

2 d3ywt (x)TaiI!(x) V(X - Y)wt(Y)TaW(Y.bomo función de onda que interpola entre la simetría

2°L'o •
o •. , _. --T"~-

> 'o

I
Van3Ción del volumen inlC:oujc:i:a1 aan:a.do por neutro.: 1
funri6n do I'J (Re_k •.•Io ellbioo ilimplo (se»
Vuriu.cIOn del yolun'\Cn inler5l1cial lJanado por neutrón
función de N p.'U"a rc,¡culos Ice (.jUSlac:b elinúnanoo

L-~v.~lo~~~'~'~~liv~~~h~••~••~v~.lo~~~d.~N~;e"~"~_~'~'"~2\--J

Figura 10 Volumen ganado por neutrón en función
del parámetro de cubicidad (Verde(fcc) y rojo(sc))

3.2.2. Cálculo variacional
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esférica, para N = 2, Y la simetría cúbica, cuando
N --> oo , tal y como se ha visto en las figuras 6, 7,
8 Y 9.

El valor esperado del Hamiltoniano que se mini-
miza (NIHIN) es una función de los parámetros
variacionales O!p,O!,\. Para calcular el valor espe-
rado, realizamos numéricamente la suma spinorial
relativista para la parte de la función de onda de
momento-spin-sabor, que debe ser completamente
simétrica, teniendo en cuenta que el neutrón tiene
spin e isospin igual a 1/2, y dejamos la condición de
antisimetría de la función de onda completa para el
grado de libertad de color de los quarks, para ajus-
tada al final, así como que el término de interacción
del Hamiltoniano sea diagonal en el sabor (isospin),
y seguidamente se calcula la integral de 9 dimen-
siones asociada a los 3 quarks mediante métodos de
Monte Carlo. La aproximación del modelo a la masa
del neutrón resulta ser 980M eV (con un error de
40 MeV), siendo la masa física 940 MeV. Hemos
encontrado que la masa del neutrón aumenta alrede-
dor de 150MeV para valores del parámetro de cubi-
cidad comprendidos entre N= 2 YN=18. Además, se
ha comprobado que el resultado hallado es indepen-
diente del spin, pues al repetir el cálculo para la reso-
nancia bariónica 6.(1232), que tiene todos los spines
de los quarks paralelos, se ha obtenido la misma e-
nergía de excitación. También, observamos que con
un coste de 50 MeV el neutrón ya pierde casi su
simetría esférica, y adopta simetría cúbica para el va-
lor de 150 MeV. Una vez hallado el coste energético de
150M eV, necesario para deformar el neutrón, ahora
comparamos si dicho coste energético puede proce-
der de la energía libre de Helmholtz P6.V obtenida
al reducir el volumen intersticial entre los neutrones
gracias al cambio de simetría esférica a cúbica. Y en
efecto, sabemos que la máxima ganancia en volumen
por neutrón en una estructura fcc, con densidad de
empaquetamiento 0,74 es el 26 % del volumen inicial
ocupado por neutrón. Entonces, teniendo en cuenta
los resultados en la simulación de neutrones cúbicos,
mostrados en la figura 10, se puede encontrar, a pre-
sión constante, para cada valor de el valor del in-
cremento de la densidad de energía. Por último, en la
Figura 11 se muestra el efecto hallado de la deforma-
bilidad del neutrón en la ecuación de estado (EoS)

de la materia neutrónica, donde se puede ver que la
EoS se suaviza a densidades relevantes para la
estructura de las estrellas de neutrones.

- Chtrnl EfFeCUve Th-eory
..... Free neutron 80S

7r-~--i-- Co.usulity linlit c •.<c
o Hebelcr c t al 20 IO

6 Cub e-neutro" correction

:5

2

4 1:1 10 12 14 16

e (n':re: "")

Figura 11 Efecto de la deformación de los neutrones
en la EoS de la materia neutrónica [24, 25].

4. Conclusiones

Hemos visto que el conocimiemto de la estructura
y composición de la materia nuclear en el interior de
las estrellas de neutrones es aún incompleto, dadas
las condiciones extremas de presión y densidad pre-
sentes. Por ello, con este trabajo hemos pretendido
aportar un granito de arena mediante la preparación
de 2 artículos [18, 19] que pueden ser relevantes y de
interés, pues pueden abrir nuevas líneas de investi-
gación. En particular, la propuesta del Test observa-
cional para observar patrones de difracción de Bragg
en las estrellas de neutrones, puede ser relevante y
de interés para astrofísicos. Mientras, que la idea de
simular neutrones cúbicos y ver sus efectos en la es-
tructura y ecuación de estado de la materia neutróni-
ea, puede tener implicaciones tanto en astrofísica co-
mo en física hadrónica, ya que puede ser un factor
que puede afectar a las propiedades macroscópicas
observables de las estrellas de neutrones, así como a
los estudios de las ecuaciones de estado de la materia
nuclear en las estrellas de neutrones.
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Apéndice A: Figuras Extra
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Figura A.1 Masas medidas de estrellas de
neutrones.(Fuente: Lattimer y Prakash [4])
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Figura A.2 Algunos Modelos de EoS para la materia
(presión versus densidad de energía) en el interior

de las estrellas de neutrones calculadas para
composiciones diferentes y distintas técnicas y

teorías de campo efectivo nuclear. (p, n denotan
protones y neutrones; H, K, Q son condensados de

hyperones, Kaones y quarks, respectivamente
(Fuente: F. Weber en [9J.)

Figura A.3 Estructura de la materia en las estrellas
de neutrones. (Fuente: J M Lattimer, M Prakash,

Science 2004;304:536-542)
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-Figura A.4 Patrón de senales del espectro SImilar al
de la Figura 5, pero quitando la señal de Pharus

para observar la secuencia de repetición de señales
de Reflector
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