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PROLOGO

El objetivo de este trabajo es estudiar los problemas
de localizacidén de centros en grafos, formular el tratamiento
y sistematizacion de la materia. desarrollar algunos aspectos
poco estudiados, recoger algunos resultados relevantes para
grafos ordinarios y redes, presentar distintos modelos de
grafos aleatorios. estudiar las relaciones entre ellos vy
generalizar el tratamiento de la localizacién de centros a

grafos aleatorios.

En estos problemas de localizacién el criterio de
optimalidad consiste en minimizar la distancia desde la
instalacién hasta el lugar mas alejado del grafo, supuesto
accesible, es decir, la optimizacidén del "caso peor".

Un problema mé&s general consiste en localizar de
dichas instalaciones un numero m, que puede ser grande. Estos

problemas se denominan de localizacién minimax Y las

instalaciones resultantes se llaman centros del grafo.

En algunos problemas de localizacidén interesa reducir
al minimo la suma total de las distancias o funciones de
éstas, desde los vértices del grafo hasta la instalacién, es

decir, problemas de localizacién minisum vy las instalaciones

resultantes se llaman medianas del grafo.

-1V -



Se tratard el problema de localizar centros er
grafos, porque para resolver los problemas de localizacaor
minisum y los de localizacién minimax se requieren métodos

diferentes.

En 1954 Whitin seflala las posibilidades de la teoria
de grafos en Economifa. y de ahf surgen aplicaciones en
problemas de transporte aéreo. localizacién de ambulancias o
puestos de socorro, sucursales bancarias, cadenas de
restaurantes. etc. Estos problemas incluyen la cuestion
principal de dénde localizar un objeto, u objetos.

Las aplicaciones practicas de la teoria de grafos
conducen a modelos en los que los vértices. las aristas o
ambos se suprimen segun unas reglas probabilisticas definidas.

Los primeros eiemplos de grafos aleatorios aparecen
en 1956 al estudiar Moor y Shannon circuitos eléctricos usando
relés.

En 1959 Erdés y Rényi asi como Gilbert presentan los
primeros trabajos sobre grafos aleatorios.

Un grafo aleatorio puede representar una red
eléctrica, nerviosa. o de carreteras. en las gque los Vvértices
son centros de comunicacién y las aristas son los cables. las
conexiones. o las carreteras respectivamente, que pueden
fallar de alguna forma aleatoria.

Cuando las instalaciones son hospitales, el problema
del m-centro en un modelo de grafo aleatorio aparece al

localizar m hospitales en otros tantos vértices del grafo,



considerando que un paciente potencial., que est4 a cierta
distancia del hospital m&s préximo, puede requerir o no

servicio de uno de esos hospitales.

Este trabajo consta de cuatro capitulos seguidos de
las conclusiones y la bibliografia.

En el capftulo 1 se introduce el tema en grafos
ordinarios, se fijan las notaciones y la terminologfa, se
presentan distintos modelos y se define el problema del
m-centro en grafos ordinarios para los distintos modelos., asft
como el problema del r-cubrimiento. A continuacidén se
demuestran los teoremas necesarios para resolver estos
problemas y se termina el capitulo con la exposicién de
algoritmos de resolucién del problema del m-centro con su

correspondiente complejidad.

El segundo capitulo trata de 1la localizacién de
centros en drboles y en redes, grafos orientados y ponderados.
Después de dar las definiciones previas y presentar Ilos
distintos modelos se define el problema del m-centro en una
red vy el problema del r-cubrimiento, se estudia la relacién
entre ellos y se exponen algoritmos de resolucién para el
problema de! m-centro en los distintos modelos, indicando su

complejidad.

Se aborda en el tercer capitulo el problema de la
localizacién de centros en grafos aleatorios. Se definen éstos
como elementos de un espacio muestral de cardinal mayor que la
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unidad y se formulan distintos modelos de grafos aleatorios.
estudiando las relaciones entre ellos. Se observa |[a necesidac
de dar un tratamiento distinto a este tipc de grafos. se
requieren nuevas definiciones necesarias para el estudio. comc
la de funcién umbral. que permiten dar un tratamiento
eéstadistico a estos grafos. Se estudia el problema de la
conexion fundamental para tratar el problema del m—-centro. Se
dan los teoremas y demostraciones necesarios para que este
problema tenga solucién casi-seguramente y se finaliza con
unos algoritmos para construir grafos aleatorios. grafos
aleatorios conexocs y para determinar un centro o un m—centro.

restringido a los vértices., en un grafo aleatorio conexo.

En el ultimo capitulo se presentan cuadros resumen de
los algoritmos analizados en los capitulos anteriores con la

complejidad asociada.

En las conclusiones se recogen las afirmaciones Yy
teoremas m&s importantes. enumerados en los correspondientes
capitulos. Al final del trabajo se indican 1las referencias

bibliograficas utilizadas.
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CAPITULO 1. LOCALIZACION EN GRAFOS ORDINARIOS.






CAPITULO 1. LOCALIZACION EN GRAFOS ORDINARIOS

1.1 Introduccién.

Se dan resultados sobre localizacién de centros en
grafos ordinarios y sus algoritmos.

El origen del problema se remonta al siglo XVII en el
que Fermat plantea la cuestion siguiente: “Dados tres
puntos en el plano hallar un cuarto punto tal que la suma de

sus distancias a los tres puntos dados sea minima".

En 1640 Torricelli observa que las circunferencias
que circunscriben los tridngulos equilateros construidos en
los lados del tridngulo, exteriores a éste, se cortan en el

punto éptimo.

Simpson, en 1750. lo generaliza para obtener el
punto que minimiza la suma de las distancias ponderadas a los

tres puntos dados.

En 1834 Heinen demuestra que la propiedad de
Torricelli no es general. Cuando los tres puntos forman un
tridngulo con un 4ngulo mayor o igual a 120°, el vértice de

este &ngulo es el punto minimizante.

A. Weber. en 1909, incorpora este problema a la

teoria de la localizacién.



Sylvester., en 1857. plantea l!a sigulente cuestidn:
"Hallar el menor circulo que contenga un conjunto dado de
puntos en el plano". El centro del circulo es la localizacién
minimax de wuna instalacién con respecto al conjunto de
puntos. En 1860 da una solucién geométrica del problema que se

atribuye a Pierce.

En 1869 C. Jordan propone localizar un centro
supuesto que los unicos puntos de factible localizacién son

los vértices del grafo.

E. Weiszfeld presenta en 1937 un procedimiento
iterativo para localizar una nueva instalacién que minimiza la
suma de las distancias euclideas ponderadas a cualquier numero
de instalaciones existentes. Su trabajo, publicado en franceés
en la revista japonesa T;hoku Mathematics Journal, ha

permanecido casi en el olvido hasta 1960.

Precisamente hasta la década de los 60, que coincide
con el auge de los ordenadores digitales, no existe un campo
concreto de estudio dedicado a la localizacién de

instalaciones.

El problema del centro absoluto de un grafo para el
caso en que los vértices sean los tnicos puntos de demanda lo
plantea en 1964 Hakimi. A continuacién trata el problema del

m-centro y define el centro local en una arista.

En /73/ se demuestra gque un m-centro siempre esté
formado por vértices o centros locales con respecto a pares de

puntos de demanda.



Se recopilan 226 articulos en /35/ escritos hasta

1974.

En 1975 se publica un texto de N. Christofides /22/
y en 1978 Minieka demuestra que existe un conjunto finito
dominante para localizar un unico centro en un grafo en el que

el conjunto de los puntos de demanda es infinito.

Se trata el problema de localizar el centro
absoluto en un grafo con vértices ponderados en /53/ y se
propone un algoritmo para hallar un m-centro tanto absoluto
como restringido a los vértices. En este mismo afio, Handler vy
Mirchandani extienden el concepto de centro local a los
vértices y definen el rango de 'un centro local como la
distancia a uno cualquiera de los puntos de demanda para los

que es centro local, vya que es la misma para todos ellos.

En /64/ se presenta el problema del m-centro en el

caso general.

Se analiza en /37/ la localizacién de una o mds
instalaciones y se recogen mas de 150 articulos publicados
hasta 1982. En /66/ se estudia la complejidad en el problema
del m~centro y una interesante revisién del problema del

m—centro y de la m—mediana se puede encontrar en /93/ y /94/.

Se extiende el concepto de centro local de Handler y
Mirchandani en /74/ y se trata el problema del m-centro

continuo.



El problema del m-centro para un conjunto finito de
vértices ponderados en un espacio métrico arbitrario se puede

encontrar en /27/.

Se estudia, en 1986, el problema de la localizacién
minimax en grafos mixtos , /74/, y el problema del

r-cubrimiento en /26/.

En 1988 1la busqueda sistematica por ordenador
detecté 355 articulos., publicados entre 1973 y 1984, que se
refieren al tema del recubrimiento o del empaquetamiento en

grafos y otros 529 publicados desde 1985 a noviembre de 1988.

Nuestra contribucidén en este capitulo consiste no
sélo en recopilar aquellos resultados relevantes para centros
en grafos ordinarios. sino en formular el tratamiento y la
sistematizacién de la materia.

Se generalizan algunos modelos para los que se
analizan los algoritmos y se describen éstos demostrando los

teoremas y proposiciones necesarios.

1.2. Definiciones previas y nomenclatura.

Sean E. un espacio métrico completo, con una métrica
d; X un subconjunto de E, finito, de cardinal n: I wuna
correspondencia de X en X, A el conjunto de los pares relacio-
nados por la correspondencia I' y G(X,A). un grafo dirigido. A
cada vértice x4 del grafo se le asocia un peso V.. que

representa su importancia.



Fijado un numero reai X > 0. sean:

o
RO\ (x) = (xj / vjd(xt.xj) < A, x, € )

.

\
¢ E < o
R, (x) (xj / ",d"‘,"&) <\, x e X ) \\.‘

que indican, respectivamente, los conjuntos de vértices X, Qque
son accesibles desde el vértice X~ Ppor una trayectoria de
longitud ponderada vld(x&.xj) £ X\ y aquellos otros desde los
que el vértice x Se puede alcanzar por una trayectoria de
longitud ponderada vjd(x),x‘) S N,

Sea X  un subconjunto, de cardinal m de X, vy

d(x .x.) = min {(d(x.x)]
mot xJG xm ot

(3}

d(x. ,X ) = min (d(x .x)]
9 ™ 1 3

x & X
J
[4)
Definicién 1.2.1.
S (X ) = méx [v. d(X .x)]
[ m x € X H m J
]
{51

es el numero de separacién externa del conjunto xm.

Observacioén 1.2.1.

La definicién anterior es util en aquellos problemas
en los que es necesario acceder desde el punto de servicio al

de demanda.



Definicion 1.2.2.

S(X ) = max (v d(x .X )]
t ™ x € X 3 3 m
]

(6]

oo el numers de senaracibHn indenna del conpurus xm.

Observacioén 1.2.2.

Andlogamente para problemas en 1los que se accede

desde el punto de demanda al de servicio.

Si X consta de un solo vértice X . los numeros
So(xm) y S (X ) se llaman. respectivamente. la separacidn

externa vy la separacion interna dei vértice X .
Lema 1.2.1

Un grafo G(X,A) tiene numeros de separacidén itnterna
y externa fintitos para todos los vértices, st y sdlo st es

fuertemente conexo.
Demostracion.

G es fuertemente conexo si a partir de cualquier
vértice se puede alcanzar cualquier otro siguiendo un camino
del grafo, es decir.

\4 x € X es F{x}) = X,
. - ~2 ]
Siendo I'(x,‘) - (x.‘{ ur"(x_\) @ (x,l) url (x,‘) U ...

donde l""(xi) es el subconjunto de vértices de X que se pueden



alcanzar a partir de X, utilizando un camino de longitud menor
o igual que n, formado por aristas de}l grafo.

Si 7«0 es la longitud, A, mé&s pequefia, de manera que
para un vértice xes R°x(x‘) = X. entonces S (x) = .

Andlogamente, si )‘; es la longitud, X, mas pequefia

de manera que R‘A(x ) = X, entonces S (x) = X .
Y t [ t

Si G no es fuertemente conexo., existe al menos un
x & X que no se puede alcanzar desde cualquier otro vértice
siguiendo un camino del grafo. Si x) es un vértice desde el
que no se puede llegar a %, entonces los numeros

So(x‘) = méx [v. d(x .x) 1] Y Sl(x) = méx [v‘d(x‘,x.)]
xje X ! ] J x e X !

no son finitos. lo que contradice la hipdtesis.

|
Definicién 1.2. 3.
Un conjunto x: c X para el gue
(-]
-
so(xMO) =- xminx (S (X )1}
m
(71
se llama m-centro externo del grafo G. A So(x:‘ ) se le
o
denomina m-radio externo.
Definicién 1.2.4.
Un conjunto x;c X para el gue
t
-
S(X ) = min ([S (X )]
™ xXecx 0™
™
[8]



se llana m—centro interno del grafo G. S‘(Ii ) rectbe el
t

nombre de m—radio interno.

Observacion 1.2. 3.

Generar todos los conjuntos posibles de vértices

xms X que contienen m vértices y hallar. los conjuntos x: Y
o

- . - . -
xm que forman el m—-centro. utilizando las definiciones
t
- m . .
anteriores, requiere m(n-m)[n] comparaciones supuesta conocida

la matriz de distancias.

Definicién 1.2.5.

Un conjunto I: < X para el gue

ot
-
s (X ) = min [S (X )]}
ot |'n°l x < x ot m
™m
{8}
se llama m—centro interno—externo combinado del grafo G,
siendo
So'.(xm) = So(xm) + St(xm)
{10]

la separacién interna-externa del conjunto I;.

Si los puntos del m-centro est#n situados en los

arcos del grafo, el conjunto se dice m—centro absoluto.




Definicion 1.2.6.

Si a = (xi, x‘) @8 un arco de un grafo cuyo peso
(longitud) es tu se puede definir un punto y colocado en e!
arco especificando la longitud t(xl,y) de la seccidn (xi.w
stendo:

(x .v) +E (v, x’,) - ‘u‘

[11)
Definicion 1.2.7.
S,(») = max [vld(v.xj)]
x €
b
[(12]
es la separacién externa de .
Definicién 1.2.8.
S;(w = max [vd(x.w]
x e€Xx ! J
]
(131}
es la separacién interna de y.
Definicién 1.2.9.
Un punto y‘o para el gue
L]
r, =S () = min (S (y]
y en O
[14])

se llama centro absoluto externo del grafo. El numero r,

recide el nombre de radio externo absoluto.




Definicién 1.2.10.

Un punto y.t para el gue

-
ry =S¥ ) = min (S(»)
y en G
[{15)
Se llama centro absoluto interno del grafo y a rt radio
tnterno adsoluto.
Definicion 1.2.11.
La separacién interna—externa de y es:
S, (¥ =S (» + S (»
[16]
Definicién 1.2.12.
Un punto p. para el gue
-
Sa‘(y) = min (Sot(y)]
y en G
117}

se llama centro interno—externo absoluto del grafo.

Observacioén 1.2. 4.

Este concepto tiene interés en la localizacién de
centros en los que interesa minimizar el tiempo que se tarda
en llegar a la comunidad mé&s alejada y volver de nuevo, por

ejemplo para ambulancias, bomberos, etc.

Se estudia el problema del m-centro en distintos

modelos:

10



[ Modelo 1.2.;4] G(X.A) dirigido.

G(X,A) es un grafo., cuyos conjuntos de vertices
y de aristas son:
X = (x, . Xyo e x.}
P W |

A= (a‘. a,

donde a = (xt.xR siendo x; imagen de X, por una
correspondencia I' de X en X.

Se consideran las correspondencias i y f del conjunto
A en el conjunto X que a cada arista asocian respectivamente

el vértice inicial (o los veértices iniciales) y el vértice

final ( o los vértices finales). respectivamente.

Definicién 1.2.13.

Se llama extremo de la arista a a cualguier vértice

Que pertenece al conjunto e(a) = i(a) v f(a).

Las aristas con un solo extremo se llaman lazos.

Definicion 1.2.14.

Una arista akdol grafo G que no es un lazo se dice
que es:

Dirigida si tiene un solo vértice inicial y un solo
vértice final.

No dirigida st sus extremos son a la vez extremos
tnictal y final.

Un grafo G en el que todas las aristas son dirigidas

es un grafo dirigido.

11



| Modelo t.2.2 ] G(X.A) no dirigido.

Es un grafo G(X.A) que tiene todas sus aristas no
dirigidas.

En los grafos no dirigidos coinciden los numeros de
separacidén interna y de separacién externa del conjunto I;.

A cada arista a = (xi,x}) se le asocia una longitud
ﬁl = l(xi,ﬁ) Y cualquier punto y de la arista a se determina

dando la longitud de y a uno de los extremos de la arista.

Modelo 1.2.3 ] G(X.A) mixto.

Un grafo mixto es un grafo G(X.,A) con unas

aristas dirigidas y otras no dirigidas.

Definicién 1.2.15.

Un grafo mixto estd definido por los conjuntos X y A
de vértices y aristas respectivanente y un par de correspon-—
dencias i y f de A en X tales gue

Ji(a)| = |f(a)] v 0 < |e(a)] < 3, para cada a e A.

Es decir. una arista puede tener uno o dos extremos,

gi tiene uno es un lazo y si tiene dos puede ser no 1lirigida o

dirigida, pero no ambas cosas a la vez.

Se considera el modelo (G.U,F) donde G(X.A) es

un grafo y los conjuntos U vy F se definen del siguiente modo:

12



U es un conjunto finito de puntos de demanda con
pesos v(u), para cada u « U, por ejemplo el conjunto de
vértices del grafo o un subconjunto finito de P(G), donde P(G)
indica la unién del conjunto de vértices y del de puntos
interiores de las aristas del grafo.

F es un conjunto de puntos de factible localizacién

que puede ser finito o infinito.

| Modelo 1.2.5 (G.U.F.P)

El modelo (G.U.F.P) donde G(X.A) es un grafo, U
es un conjunto finito de puntos de demanda. con pesos v(u)
para cada u « U, F es un conjunto de puntos de factible
localizacién que puede ser finito o infinito y P es un

conjunto de puntos de servicio preestablecidos.

1.3. El problema del m-centro.

Problema 1.3.1. El problema del m-centro externo.

El problema consiste en:

Determinar
x; - (c‘, Cpe vve s cm) c X
que minimice
F(x . x,. > X ) o=
- max v. d(Xx ,x)} -
x e€x ! ™o
b)
=S (X).
o -m

f18]}
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Problema 1.3.2. El problema del m-centro interno.

El problema estriba en:

Determinar
xm - {c‘. C,- c.) < X
que minimice
F(x‘. Xpo v xm) -

- max {v d(x., X )} -
x e x U s
J

=S (X)).

f19]

Problema :.3.3. El problema del m-centro interno-externo.

El problema se formula asi:

Determinar
x, = fc,. c,. c .l <X
que minimice
F(x‘, Xyo von s xm) -

= max {v fd(xX ,x)+d(x .,X )]} -
x € X ’ mod .
]

= Sot. (xm) N

{20}

Sea 3/m un conjunto de m puntos colocados no

necesariamente en los vértices del grafo G.
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Definicién 1.3.1. I
£
La separacién del conjunto .ym es: (A . *r
- 14
S(ym) =  max lvjd(.!/m.xj)] ) K
xje X o
{21)
siendo »
Ay _.x) = min fa(y.. x)1.
m A 3
y. €Y,
(22}
Definicion 1.3.2.
de puntos

El m—centro absoluto de G es el conjunto

min (S(¥)]

tal Que:

s’ -
ymon a

(23]

¥

El problema del m~centro de F con
a U en el modelo (G, U,F).

Problema 1.3. 4.
respecto

F de

encontrar un subconjunto de

Se trata de
cardinal m que tenga la menor separacién con respecto a U.

Definicién 1.3. 3.
La separacién de X < F con respecto a U es:
siendo u € U}.
(241

S(U.X) = m&x {v(u).d(X,u),

15



La separacion de X con respecto a U es infinita st

algun punto de U no es accesidble desde X y es cero si U c X,

El problema en el modelo (G.U,F) consiste en:
Determinar
X = (c,.c,. ....c )<F, [X| =m
que minimice
S(U.X).
(25)

Definicién 1. 3. 4,

Cualguier conjunto 1?. solucidén de este prodblema es

un m~-centro de F con respecto a U.

Definicién 1.3.5.

El valor r(m) de la separacién de cualqguiera de

dichas soluciones es el m—-radio de F con respecto a U:

F(m) = S(U.X%).
1261

Problema 1.3.5. El problema del m-centro con centros

preestablecidos.

El problema consiste en:
Determinar

X = (c. c . ¢} <F, |[X] =m

16



que minimice
S(U, X U P).
[27)

Definicién 1.3.6.

Cualguier conjunto I' Que sea solucién del problema

anterior es un m—centro de F con respecto a U, dado P.

Definicion 1.3.7.

El valor r(P;m) de la separacién de (I. U P) es el

m-radio dado P.

r(P;m) = S(U, X" u P). _
{28]

Problema 1.3.6. El problema del m-centro absoluto.
El problema consiste en:

Determinar
3/"'- (y‘, Yoo -o- o Y ). siendo Y, puntos de
G. no necesariamente vértices,

que minimice
F(yt. Yyo soee ¥) o=
- . m:xx {vjd(.?/m.xj)} -

j
-SW,).
{29]
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1.3.1. Los centros locales.

Minieka define el centro local en el interior de una

arista a = (x....x)) como un punto equidistante de dos puntos de
demanda y tal que. en ninguna de las dos direcciones en que
puede ser desplazado dicho punto decrecen a la vez las

distancias a estos dos puntos.

Definicion 1.3.1.

Un punto x € F es un centro local de F con respecto

a U de rango r st cumple:

i) Existe algun punto de U cuya distancia
ponderada desde x es r .

ii) No existe ninguna direccidén desde x dentro
de F sobre una arista no dirigida por la que se pueda
desplazar x de manera que las distancias ponderadas a los
puntos de U gque valen r, sean todas a la vez decrecientes.

iii) No existe ninguna direccién desde x dentro
de F sobre una arista dirigida desde la Qque se accede a todos
los puntos de U por un camino de longitud ponaderada no

superior a r.

Definiciéon 1.3.1.2.

El punto x € F se dice Qque es centro local de F

con respecto a U si lo es para algun rango r.

18



Observaciéon 1.3.1.1.

Un mismo punto x puede ser centro local con respecto
a un coniunto U, fijo. con distintos rangos y puede ser centro
local con el mismo rango con respecto a distintos conjuntos de

puntos de demanda., incluso disjuntos.

Para un grafo G(X.A) conexo y dirigido, Handler vy
Mirchandani extienden el concepto de centro local a los
vértices, y asocian a cada centro local el rango o distancia a

los puntos de demanda con respecto a los que es centro local.

Para ellos si x es un centro con respecto a un
conjunto de demanda U y r = méx {(d(u,x). u e U}. entonces hay
varios puntos de demanda de U a la distancia r, de x ¥y no hay
ninguna direccidén desde x en la que todas las distancias sean

decrecientes.

Definicién 1.3.1.3.

Las direcciones desde x en las gue d(u,.) es

decreciente en x estén determinadas por el conjunto Axx de
RS

vértices ﬁ tales que la arista (o swbarista) (x,x] pertenece
]

al camino més corto o a uno de los caminos mas cortos de x a

X .
1

A =0 s{ y s6lo st x = x .
"‘i A9

Definicién 1.3.1.4.

Un punto x del grafo G(X.A) es un centro local de

rango f: con respecto a un conjunto de puntos de demanda U, no

19




vacto, st y sélo sti:

[30])

{31]

Minieka /72/ demuestra que el centro absoluto de un
grafo se encuentra en un vértice o en un centro local con

respecto a dos puntos de demanda.

Handler y Mirchandani /44/ demuestran que el centro

absoluto de un grafo se encuentra en uno de los centros

locales, siendo su rango y su separacién coincidentes.

Teorema 1.3.1.1.(Moreno)

Dado un grafo G(X.A), para cualquier conjunto finito
de puntos de demanda U, el prodblema del 1-ceniro tiene wuna
solucién gque es un centro local con respecto a un subconjunto
de U y su rango es el l-radio.

Demostracién.

Ver Moreno /74/.

Teorema 1.3.1.2. (Dominancia de l1os centros locales)

Si un punto x s un centro de F con respecto a U, F
cerrado, entonces x es un centro local de F con respecto a U

de rango S(U,x).

20



Demostracion.
Si x es centro de F con respecto aUy r = S(U.x)
vamos a ver que x es centro de F con respecto a U de rango r.
Consideramos U(x) = { u€U /v(u).d(x.u) = S(U,x)}=0.
Supongamos que x no es centro de F con respecto a U
de rango r. entonces pueden fallar las condiciones ii) o 1iii)

de la definicion 1.3.1.

Si falla ii) entonces existe una direccion desde x
dentro de F sobre una arista a ={x,x'] no dirigida por la que
se puede desplazar x de manera que las distancias ponderadas a
los puntos de U que valen r sean todas a la vez decrecientes.
En este caso existe x''(t) en la arista a Y ue U(x) tales que

S(U.x'') = S(U,x) - t.v(ug.t(x.x') < S(U,x) t e« (0.1)

Y x'' seria una mejor localizacién para el centro local que x.

Si falla i1ii) existe una direccién desde x dentro de
F en una arista dirigida a ={x,x'] desde la que se accede a
todos los puntos de U por un camino de longitud ponderada

menor o igual a r. Entonces

YueU, v(u).[d(x,x') +d(x',u)] €r
de donde

méx [&(x.x') + d(x'.u)}.v(u) £ r = S(U,x)
ueU

Por tanto
YVu e U, 3x''e ay t € (0.1) tal que

v(u) .d(x'‘',u) = v(u).[f(x.x')+d(x’' ,u)-t&(x.x')]=
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= v(u) . [&(x.x"V+d(x . u)j-v(u) .t . &(x,x')=
S r - v(u).t.&(x,x").
En consecuencia
S(U.x') < r = S(U.x)
en contradiccién con la hipétesis de que x es centro de F  con
respecto a U.
Por tanto x es centro local de F con respecto a U de

rango r = S(U,x) .

Proposicion 1.3.1.1. (Centros locales nulos)

Los puntos de demanda que estan en F son centros

locales de rango cero.

Demostracidén.
Si u es un punto del conjunto de demanda Uy u e F,

entonces es centro local con respecto a él mismo y por tanto

Su rango es cero.

Teorema 1.3.1.3. (Conjunto finito dominante)

St se impone la condicién de que la frontera de F es
finita, el conjunto de los centros locales de F con respecto a
U es un conjunto finito y dominante para el problema del

centro de F con respecto a U,

22



Demostracion.

Como en cada arista existe como maximo un centro
local con respecto a cada par de puntos de U, el cardinal del
conjunto de los centros locales interiores a F es finito.
Cualquier otro centro local serd& un vértice o un punto de la
frontera de F y como ésta es finita el conjunto de los centros
locales de F con respecto a U es finito. Por tanto existe un
conjunto finito Yy dominante para el problema del centro de F

con respecto a U.

Proposicién 1.3.1.2.

En un grafo no dirigido, el centro sélo puede estar
en los vértices, en los puntos frontera y en los centros
locales con respecto a pares de puntos.

En un grafo dirigido, el centro sélo puede estar en
los vértices, en los puntos de demanda o en los puntos

frontera..

Demostraciosn.

Si x es un punto frontera de F vy pertenece a la
arista a = (xt,xj) puede ser un punto aislado y entonces es un
centro local para cualquier punto accesible desde x, o Dbien

una de las subaristas [x‘,xl [+ (x,xj] no est4 contenida en F.

Supongamos que [x.le # F. En este caso 3ye [xi.xl

tal que {y.x] <« F y VYze [x.xﬂ el segmento (x.z) ¢ F.
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Si la arista a es dirigida y no contiene ningun u€ U
los puntos de demanda se alcanzan a traveés del extremo xj Yy
por tanto a través de z. Asi x es centro local con respecto a

cualquier punto de demanda accesible desde x.

Si la arista a es no dirigida. x no es centro local
con respecto a los puntos que se alcanzan éptimamente desde x
a través de x vy st lo es con respecto a los puntos u que se
alcanzan éptimamente desde x a través de X, pero no a través
de X - Por tanto el punto x es centro local con respecto a
cada uno de los puntos de demanda que son accesibles desde x

pero no a través de X -

Si x es un punto interior de F que pertenece a la
arista dirigida a -[xi.x)] todos los puntos exteriores a ella
Y accesibles desde x se alcanzan sélo a través de xJ Y por
tanto la direccién hacia x no verifica la condicién iii) de la
definicién 1.3.1. Por tanto el centro en un grafo dirigido. si
no es un punto frontera de F, s6lo puede estar en los vértices

o en los puntos de demanda.

Si x es interior a F e interior a una arista no
dirigida a = [x‘.xj] Byl e [x,x)l % 3yz € [x.x] tales que
[x.yl] Y [x.yzl estdn contenidos en F. En este caso todo ue U
se alcanza é6ptimamente desde x a través de x o a través de
x;. Por tanto u se alcanza éptimamente desde x a través de Y

o a través de v,. Como [x.v,} vy Ix.yzl estdn contenidos en F,
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x es centro local con respecto a U de rango r s1 el conjunto
de puntos de U que estan a una distancia ponderada r desde x
no est& contenido en los conjuntos de puntos accesibles desde

x a través de Y, ni a través de Yy

Asi x es centro local de rango r sSi y sdélo si

existen dos puntos u' y u'' de U tales que

v(u').d(x.,u') = v(u'').d(x,u'"')
siendo u' y u'‘' puntos de demanda que no son accesibles desde
X a través de X ni a través de x . El punto x es centro local

con respecto a un par de puntos de demanda.

Observacién 1.3.1.2.1.

En un grafo no dirigido. un punto interior a una
arista es centro local con respecto a uno o a un par de puntos
de demanda. Un vértice lo es con respecto a uno, dos o mé&s
puntos de demanda, incluso si F = P(G) vy la longitud de Ilas

aristas es simétrica.

Teorema 1.3.1.4. (Moreno) (Centros locales con respecto a mé&s

de dos puntos) .
Para cualg@uier numero natural m, un vértice X, que

es centro local con respecto a un conjunto de m puntos de
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demanda puede no ser centro local con respecto a un

subconjunto propio.
Demostracioén.

Consideramos para m=6 el grafo G(X.A). representado
en la figura 1, siendo X = fx,.x,. ... . x }y R el conjunto

de aristas dibujadas con longitudes unitarias.

Figura 1

El conjunto de demanda es U = (xt.xz.xa,x‘.xs,xd) Y
el de puntos de factible localizacién es el conjunto X y todos
los puntos de las aristas de G.

El vértice X, que es el centro geométrico de la
figura, es centro local con respecto a U pero no 1lo es con
respecto a U‘- (xt,xz,x’) < U, vya que S(U’,xis) < S(U‘.x") Y

lo mismo ocurre con cualquier subconjunto propio de U.
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En general., dado el grafo G(X,A) con conjunto de
puntos de demanda U = (x‘. I vértices de un
poligono regular de m lados. siendo X el conjunto formado por
los m vértices de U, 1los puntos medios de los lados del
poligono que los tiene por vértices, asi como los puntos
medios de los poligonos que se obtienen repitiendo el procedi-
miento anterior (m—-2) veces, vy el centro geométrico de la
figura, el centro de la figura es el centro local con

respecto a Uy no es centro local con respecto a ningin

subconjunto propio de U.

Observacién 1.3.1.4.1.

Los vértices que son centros locales con respecto a
un conjunto U de m puntos de demanda Yy no con respecto a un
subconjunto propio de U pueden ser la unica solucién del

correspondiente problema de centro.

1.4. Localizacién de un m—~centro con centros preestablecidos.

Se trata ahora de localizar m nuevos puntos de
servicio de forma que la separacién del conjunto de los puntos
de demanda a la unién de P con el conjunto de los m nuevos

centros, sea minima.
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El problema del m-centro con centros preestablecidos
consiste en determinar un subconjunto de F de cardinal menor o
igual a m que minimice la separacién del conjunto U, de puntos
de demanda, al conjunto X v P, siendo P el conjunto formado

por los centros preestablecidos.

Teorema 1.4.1.

St F es cerrado esta asegurada la existencia de
solucion para el problema del m-centro de F con respecto a U
dado P.
Demostracion.

Ver Moreno /75/.

Teorema 1.4.2. (Conjunto dominante)

En el modelo (G,U,F,P) para cualgutier conjunto Xc F
con m puntos existe un conjunto X' constituido por m centros
locales de F con respecto a U tal qgue:

S(U, Pux') < S(U, Pux) .

St F tiene frontera fintta el conjunto de los
centros locales es finito y por tanto se podré& encontrar el
m—centro, dado P, con un procedimiento finito.

Demostracion.

Consideramos un conjunto X « F de cardinal m Yy
llamamos r a S(U, PuX). Se define U' ={ue U / v(u).d(P.u) >r}.

Si U'= @ entonces S{(U,P) < r. Si X' es un conjunto
formado por m centros locales de F con respecto alU y X es
cualquier subconjunto de F de cardinal m entonces

S(U, PUX') = S(U, Pux).

28



Si U'= @ entonces 3 ue U / v(u) .d(P.u) > r. Conside-

ramos X' formado por m centros de F con respecto a U.

VueU es v(u).d(P.u) sr » v(u).d(PuX', u) = r.

Si ue U' y v(u).d(X,u) sr.

por estar X' formado por
centros locales de F con respecto a U,

m

v(u).d(X',u) S v(u).d(X,u) < r.
De donde

S(U, Pux') = r = S(U, PUX).

Si F tiene frontera finita, por el teorema 1.3.1.3,

el conjunto de los centros locales de F con respecto a U es un

conjunto finito y en consecuencia el m—-centro dado P se puede

encontrar por un procedimiento finito.

Teorema 1.4.3. (Obtencién del m-centro)

Dados el modelo (G,U,F,P) y un valor r > 0, sea:

U(r) = (ue U/ v(u).d(P,u) >r }
(U'(r) = {ue U / v(u).d(P,u) 2 r }]
St X(r) [X'(r)]) es m-centro de F con respecto a U(r)
fU'(r)) se verifica:
a) St S(U(r).X(r)) = r
[S(U' (r),X'(r)) < r ]
entonces:S(U, P U X(r)) <r

[S(U, PUX'(n) <r].

b) En caso contrario, para cualguier conjunto X de

no més de m puntos de F se vertifica:

S(U, PUxX) > r.

[S(U, PUX) 2 r].
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Demostracion.
a) Si S(U(r),X(r)) £ r, consideramos ue€ U. Puede
ocurrir:
°|) ue U(r) entonces
vi(u) .d(u,X(r)) = S(U(r).X(r)) = r.
az) ug U(r) entonces
v(u) .d(P.u) = r

En cualquier caso S(U, PUX(r)) = r.

b) Si S(U(r).X(r)) > r, entonces S(U, PUX(r)) > r.
Supongamos que exigte X < F tal que |X| = m que verifique
S(U,PuX) £ r. Como VY ue U(r) es v(u).d(P,u) > r, ha de ser

v(u) .d(X,u) < r - S(U(r).X) = r
y como X(r) es el m-centro de F con respecto a Ul(r)
S(U(r) .X(r)) £ S(U(r),X) =r
en contra de la hipétesis.

La demostracién para U'(r) es anadloga.

Teorema 1.4.4. (Obtencién del m-radio)

En el modelo (G,U,F.,P), para todo numero natural
m, el m-radio de F con respecto a U dado P es:

i) r(P:m) = min { r / S(U(r):X(r)) S r }.
stendo U(r) = {ue U / v(u).d(P.u) > r }) y X(r) m—centro de F
con respecteo a U(r) y

ii) r(P:m) = méx (r /7 S(U'(r) . X' (r)) 2 r }
siendo U'(r) = (ue U / v(u).d(P,u) 2 r }) vy X'(r) m—centro de

F con respecto a U'(r).
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Demostracioén.

i) r(P;:m) es el mradio de F con respecto a U dado
P, si x" es un m-centro de F con respecto a U dado P se tiene:

S, Pux®) = r(P:m.

Consideramos

U(r(P;m)) = {ue U / v(u).d(P,u) > r(P:m)}

Si v(u .d(P,u) > r(P:m}, como S(U, Pux") = r(P:m)
entonces

viu .d(x",u) < r(P;m).

Por tanto S(U(r(P:m)), X°) < r(P:m) y si X(r(P:m))

es un m-centro de F con respecto a U(r(P:m)) entonces
S(U(r(P;m) ;X(r(P;m)) < S(U(r(P;m));lf) < r(P:m).
Y en consecuencia:

min {(r / S(U(r).,X(r)) £ r) < r(P:m).

Supongamos que
min {r / S(U(r).X(r)) < r} < r(P:m)
entonces 3 r < r(P;m) / S(U(r).X(r)) = r vy aplicando el teore-
ma 1.4.3. se tiene
S(U, Pux(r)) = r <r(P:m)
que contradice la definicién de r(P:m) como m-radio de F con
respecto a U dado P. va que X(r) seria mejor solucién que x*
para el m-centro de F con respecto a U dado P.
Por tanto
min {r / S(U(r).X(r)) S r} = r(P:m).

La demostracioén de ii) es an&loga a la anterior.
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1.5. El1 problema del r-cubrimiento.

Se trata de minimizar el numero de centros a
localizar para dar servicio a un subconjunto del conjunto de
vértices X, de tal forma que cada vértice esté separado
del centro ma&s préximo una distancia que no supere la

constante dada r.

En el modelo (G,U,F). el problema consiste en
determinar el subconjunto de F. de menor cardinal. fijada una

cota r para su separacion.

En cualquier contexto se puede plantear el problema
inverso al del m—-centro, es decir. en vez de determinar la
localizacién que minimiza la distancia (el tiempo o el costo)
necesaria para acceder al punto de demanda m&s alejado
limitando el numero de centros a establecer. determinar la
localizacion que optimiza el numero de centros de servicio con
una cota en la distancia de acceso (el tiempo o el costo) a

los puntos de demanda.

El problema del r-cubrimiento de U por F en el modelo (G, VU,F).

Dado un valor positivo r el problema consiste en:
Determinar el conjunto
X < F
que minimice
|xX| siendo S(U.X) < r.
(32}
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Si S(U.X) < r se denomina de r-cubrimiento estricto

de U por F.

Definicién 1.5.1.

Un r-cubrimiento estricto de U por F es cualguier

conjunto x' Gue sea solucion del prodlema anterior.

Definicion 1.5.2.

El numero de puntos de cualqQuiera de los conjuntos

x' solucion del prodblema es el nunero de r-dominacidén (o

r-dominacion estricta) de U por F:

m(r) = |x"|

Teorema 1.5.1. (Moreno)

Dado un grafo G(X,A) y un conjunto finito U de
puntos de demanda de G, para cualguier valor de r > 0, existe
un r-cubrimiento x* formado por centros locales tales gue para

-
cualguier punto de demanda u existe un c < X que verifica:

d(u, cx) < rcx

¥ S(U.x") = méx (d(u.c). u € U, c€ x* ) <r.
Demostracioén.

Consideramos un r—-cubrimiento X de G y para cada

xe X, U(x) = {ue U / d(u,x) S r) = 0.
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Si c, es el l-centro con respecto a U(x) y
x" = (c,. xe x)
es el conjunto de estos l-centros. por el teorema 1.3.1.1.

€, @3 un centro local y su rango es r. = S((U(x) .c‘).
x

Como U=U U(x), YueU, 3 c &x tal que
» @)X *

d(u.c ) € S(U(x).c) = r_ = S(U(x).x)
3 x Cc

pPor ser c_ el centro local con respecto a U(x).

Ademéas

S(U.X") = méx {d(u.X"), ue U } =

max {min (d(u.c‘), ue U, c € x') } <

1A

max { r, . cex } < méx { S(U(x).x)., xeX } <
n

1A

méx { S(U.x)., xex } =-S(U.X) < r.

Y como |x"| < |X| = m(r), x* es un r-cubrimiento.

Teorema 1.5.2. (Dominancia en el r-cubrimiento)

Dado un grafo G(X,A), un conjunto finito U de puntos
de demanda y un conjunto cerrado F de puntos de factidble
localizacién, el conjunto €(r) de los centros locales de F con
respecto a U de rango menor o tgual a r es dominante para el

problema del r-cubrimiento de U por F.



Demostracion.

€e(r) = (x «e F / x es centro local y rango(x) =< r}.

Consideramos Y. un r-cubrimiento de U por F tal que
¥l = m.

Para cada v, € Y se define

Uy) = { ueU/viw.dy.w) <r}

Por el teorema 1.3.1.1. 3 7 l-centro de F con
respecto a u(u.‘) Y por el teorema 1.3.1.2. s es centro local
de F con respecto a ‘u(y.‘) con rango(;t) - S(‘u(yi).z.k) < r.

Llamamos Z = {2,. 2, .-- . 2} conjunto de los m
centros locales de F con respecto a UWL)'

Teniendo en cuenta que U 'll(yL) > U ya que

v Y
YueUcomo S(u,¥) £r « 3 v s Y / v(u) .d(yi,u) < r
se deduce que
YueU 3 I = Z tal que S(u.;\) < S('U(v.t).:,‘) <r.

As{ 7 € e(r) vy S(U.Z) < r.

Teorema 1.5. 3.
En el modelo (G,U.F) siendo U un conjunto finito y F

cerrado

a) YVme N* todo r(m)-cudbrimiento de U por F es
un m-centro y ademds r(m) es el menor valor de r tal gQue el
numero de r—dominacién es menor o igual a m.

b) YVme IN- el conjunto de los centros locales
de F con respecto a U cuyo rango es menor o igual a r(m) es

domtnante para el m—centro.
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Demostracion.
a) Dado r > 0 se define E(r) = (Y < F / S(U.Y) < r}
Si r = r(m) entonces m(r) = m.
Consideramos y‘ un r-cubrimiento de U por F.
Y eE(r) vy |¥|=mir) =m SWU.Y) Sr=rm.

-
por tanto ¥ es un m—centro.

Ademéds si r(m) S r entonces m(r) S m, de donde r(m)
es el menor valor de r tal que el numero de r-dominacién es

menor o igual a m.

b) El conjunto €(r(m)). por el teorema 1.5.2. es
dominante en el problema del r(m)-cubrimiento de U por F. por
tanto existe un r(m)-cubrimiento 2" de u por F formado por
centros locales de rango menor o igual a r(m) con |2’| <m. Y
como consecuencia del apartado a) 2" es un m-centro de F con

respecto a U.
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1.8. Algoritmos para la resolucién del problema del m—centro.

Para determinar el m-centro absoluto de un grafo se

calculan las distancias indicadas en (3]

1.6.1. Algoritmos de distancias.

1.6.1.1. Dijkstra Modificado.

Se calculan las distancias en G(X.A) desde un
vértice dado (raiz) construyendo el &rbol de caminos minimos a
partir de é1.

En cada paso se incorpora un nuevo vértice, el mas
préximo, y la arista que lo une. A cada vértice se le asocia
un nivel, la longitud del camino minimo desde la rafz hasta
él. El nivel de la raiz es siempre cero.

El esquema del algoritmo es el siguiente:

Paso 1. Inicializar el 4rbol con un vértice x.

Paso 2. A cada x € X se le asocia un nivel "infinito" y
un Nodo = 0.

Paso 3. Para cada x € X adyacente a x se le asocia un
nivel igual a la longitud del camino de x a la
raiz.

Paso 4. Se elige xj e X que tenga el minimo nivel.

Paso 5. Se incorpora x, al 4rbol, se elimina de la
estructura y se incorpora a una lista que los
mantiene ordenados de acuerdo con su nivel.

Paso 6. Los vértices restantes se ordenan de acuerdo con

el nivel que tengan en cada instante en una
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estructura ordenada “Niveles".La variable 'nodo"
indica la posicién de cada vértice dentro de la
correspondiente estructura "niveles”.

Paso 7. Si no quedan vérticag fuera del 4&rboil parar y en
caso contrario volver al paso 2, sustituyendo x

por ei ultimo vértice incorporado.

COMPLEJIDAD:
La complejidad de este algoritmo es:

O(|A|.log [X]|I.

Observacion 1.6.1.1.1.

Si se calculan las distancias "“desde" un vértice o

"hasta" un vértice, se dice algoritmo de Di jkstra-exterior o

Di jkstra-interior.

1.6.1.2. Dijkstra Global Modificado.

Se calculan a ia vez las distancias hasta o

desde un conjunto finito de puntos o de vértices.

Los puntos forman una lista P, con sus factores de

ponderacién v(p). para cada elemento p € P.
Descripcién del algoritmo.
Paso 1. Inicializar Niveles-Conj. = 0.

Paso 2. Cada p € P se dispone en una estructura ordenada

“Niveles(p)" y se construye el 4rbol de caminos

minimos hasta p.
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Paso 3. A cada p € P se le asocia
Nivel-Conj (p) = v(p).min (niveles(p))

Paso 4. Se elige el punto p @ P que corresponda al minimo
de Niveles—-Conj. y el vértice x correspondiente
al minimo de Niveles (p).

Paso 5. Se elimina x de Niveles (p) Y se incorpora a la
lista "Lista(p)" que ordena los vértices de
acuerdo con su distancia a p.

Paso 6. Los vértices no incorporados se ordenan en las
estructuras Niveles (p) de acuerdo con su nivel
para cada punto p de la lista.

Paso 7. Si "Niveles (p)" = 0 eliminar p de Niveles—Conj.,
en caso contrario volver al paso 2 hasta que

Niveles-Conj. = O.
COMPLEJIDAD:

La complejidad del algoritmo es:

O({P|.|A|. m&x (log|X|., log|P|}.

1.6.2. Algoritmos de centros locales.

Determina los centros locales de F, con respecto a
un conjunto de demanda U, cuyo rango esta entre r' y r'‘'.

Cada u € U lleva asociada una lista. ordenada por su
nivel, de los vértices cuya distancia ponderada a u no supere

ar''
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Descripcion del algoritmo.

Paso 1. Para cada u e U, x es el primero de la lista de
u, r = d{(x,u).v(u). Se aplica 1.6.1.2. a u hasta
el nivel r'' o 1.6.1.1. a cada u € U hasta el
nivel r'‘'/p(u).

Paso 2. Se determina si X es centro local con respecto a
U de rango r.

Paso 3. Para cada vértice x' adyacente con x se determina
8i con otro punto de demanda u' € U existe un
centro local en [(x,x’'] con respecto a u y u'
siendo u 6ptimamente accesible a través de x y de
rango entre r' y r''.

Paso 4. En caso afirmativo se introduce en la lista de
centros locales.

Paso 5. Volver al paso 2, siendo x el siguiente de la

lista de u hasta que d(x,u) .v(u) < r'.

COMPLEJIDAD:

El conjunto de los centros locales de P(G) con
respecto a un conjunto de demanda U se determina a partir de
la matriz de distancia con complejidad:

O(|A].[u|?).

1.6.3. Algoritmos para el centro absoluto.

El centro absoluto, y‘.de un grafo G(X,A) es aquel

centro local que tiene la separacién minima.
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1.6.3.1. El método de Hakimi.

1.6.3.1.1.

Para un grafo G(X,A) no dirigido.

Paso 1. Para cada arista a- (xa, p’ del grafo se elige
un punto cualquiera y,, 9iendo t(yk.xﬁ)- 14 la
longitud de la subarista [yk.xn} Yy por tanto

Ly, . x )= laﬂ L.

Figura 2

Paso 2. Se calcula s(yk) mediante

s(ark)-x m:xxlvtminu(yk.xﬂ) +d (X %) 8y, x ) +d(x,. %) }] =
L

- 3 m:xx [min (v,‘((+d(xﬁ.xt)). v_t{caﬂ+d(xa,x‘)-{)l]-
i

133]

Paso 3. Se determina ".k € a (o los puntos de la arista

a, ) que tiene(n) la separacién minima.
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Paso 4. De los y‘k, k=1,2, ... , mse elige el que da

lugar al minimo mas bajo.

COMPLEJIDAD:
La complejidad de este algoritmo es:

OL|A}.]1X] +|X|* 1og}X]].

1.6.3.1.2.
Para un grafo dirigido.
El método no cambia. pudiendo sustituir

cada concepto no dirigido por su equivalente dirigido.

1.6.3.2. El metodo de Hakimi modificado.

Cualquier centro local en au - [xL,x” tendra
asociado con ¢l un radio local absoluto. llamado ru, que debe
ser al menos mayor o igual a Pu’ siendo

B, - xim:xx [v. min d(x_.xﬁl. d(x_, xﬁ ]

pu es un limite inferior en el radio absoluto del grafo,

por tanto. la cantidad P = min (Py" donde A es el
(x_ ,x YEA )
L

conjunto de las aristas del grafo. es un limite inferior
vdlido en el radio absoluto.

Si el centro absoluto est4 en el punto medio de la arista
a.‘j - (xv xﬁ. entonces el radio absoluto es

1
Ptz x..tn..

, (34}

donde x _ es el valor de aquel X, que produce el p.u. méximo.
®
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Por tanto, la cantidad

H = wmin {PLJ + i x._{j }. é

{n. ,x) € A
A 1

VT qasy

.o T

es un limite superior vdlido para el radio absoluto. 2\ .

Yeany,)

1.6.3.3. El método iterativa.

1.6.3.3.1. Para grafos no dirigidos.
Consideramos los conjuntos:
Q (x) =<y / vdly.x) <X, vy en G}

(36]
el conjunto de todos los puntos Yy en el grafo G desde los que
el vértice x es accesible a una distancia ponderada A.

El radio absoluto r es el valor Xmm de modo que
_3 Q(x)] =9 (x) NQ(x,) N ... "Q(x) = O
=1
[37)
Por consiguiente, se empieza con cualquier valor pequefio
de X y se calculan los conjuntos Q (x). YVi=1,2, ... ., n,
comprobando (37). Si no se satisface [37] se da a XA un
incremento pequefio y repetimos el proceso hasta que se cumpla
{37} vy el valor resultante de A es el radio absoluto r del

grafo. El conjunto interseccién

N x)]

x & X
1
contendrd, en la iteracién final. precisamente un unico punto

que es el centro absoluto y'. Ver Christofides /22/.
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Observacion 1.6.3.3.1.

Puede contener mas de un punto en el caso en que exista

m&s de un centro absoluto.

Observacién 1.6.3.3.2.
v Vv

. L)
Si A < d(xi,xﬁ . entonces Q, (x) N Qx(xj) - 0.
(VAR IV
A
Yy el conjunto n (Qx (xi)l es vacio.
x € X

As{ el método iterativo para localizar el centro absoluto

se puede iniciar con un valor de XA dado por

V‘,. V‘i
IS = max [ d(x,x)]
inicial xi.’“j e X Vi *Vj v
(38}
puesto que r debe ser mayor o igual a kuﬂaor
Observacién 1. 6. 3. 3. 3.
El valor 6 = 2x se puede llamar el diametro del

inictal
grafo.

1.8.3.3.2. Para grafos dirigidos sigue siendo

vdlido lo dicho anteriormente.

1.6.3.4. Algoritmo de Kariv y Hakimi.

Se considera el modelo (G,U,F).
Se ordenan los puntos de U con respecto a su
factor de ponderacién, v, = v(uﬂ

v Sv. £ ... <v , Ul = n
s 2 n



Definicién 1.6.3.4.1.

Para cada i = 1,2, ... .n, la funcien definida en
(0.1):

s(i;t) = d{x(a.t). ul.v
A Y +

(391}
es la separacion del i(-ésimo punto de demanda.
Definicién 1.6.3.4.2.
Para cada i = 1,2, ... , n la funcion definida en (0.,1]:
S(i:t) = méx {S(j:t): ji=1.2, ... . i}
[40]

es la separacién con respecto a los { primeros puntos de
demanda .
Las funciones s(i:t) y S(i:t) son lineales a trozos vy

continuas.

Figura 3
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S(i: .) se obtiene de la lista:

L(i) = (t(i:0)=0.t(i;1), t(i:2). ... , tii:n)= 1),
siendo t(i,j) < t(i,j+1), los puntos de no linealidad de
la funcién S(i;.) en orden creciente, y los valores de S(i:.)
en cada uno de ellos:

S(j) = S{i;t(i.j)).

El valor de S(i:t). Yt € [0,1) se caicula determinando

el valor j tal que t(i:)) = t < t(i:;j+1l). Entonces
S(i:;t) = S(3) + (t-t((i:;jJ)).(S(j+1) - S(j))

Para el i-ésimo punto de demanda u. la lista L(i), vy los

valores de S(i;.) en L(i)., se obtienen de la lista L(i-1) con

sus valores correspondientes.
Puesto que S(i,t) = max (S(i-1:t).s(i:;t)}, los puntos de
no linealidad de S(i;.) pueden ser, adem4s de los de S(i-1:.),.
el pico de s(i;.) y los puntos de corte de S(i-1:;.) y s(i;.).
Es facil probar que el numero maximo de valores a

insertar en la lista L(.) es 3: t°', t. Yy t'*' (ver Fig.3)

Descripcion del procedimiento para hallar el minimo

local.

Paso 1. Inicializar con a = [x . xﬂ € A.
Paso 2. Para cada i = 1,2, ... . |U|. localizar el valor
t(i) = t(a,u) y calcular s(i:t) y S(i:t). Se

inserta t' en L(i).
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Paso 3. 5i S(t) < 8(t") y S(0) S s(0) entonces se
elimina el subintervalo (O.t.).
En caso contrario se elimina el subintervalo
', t®). 1lamando t' al punto de corte de S Y
s entre O vy t* y se inserta t' en la lista
L(i).
si s(t*) < s(th y S(1) = s(l) entonces se
elimina el subintervalo (t.,l).
En caso contrario se elimina el subintervalo
(t', t''), llamando t'‘' al punto de corte de S
Y s entre t* Yy 1l y se inserta t'‘ en la lista
L(1).
Paso 4. Se busca la mejor localizacidén factible entre los
puntos de la lista L(i), determinando el punto de

menor separacion.
COMPLEJIDAD:
La complejidad del algoritmo de Kariv y Hakimi. para
localizar el mejor punto en una arista es:

oLju].log{u|l.

Observacién 1.6.3.4.1.

Si la arista no tiene todos sus puntos de factible
localizacién, la mejor localizacién factible est4 en wuno de
los puntos de la lista o en uno de los puntos frontera. Para
cada arista se determina el punto de la lista que sea factible

Y tenga la menor separacién posible y la separacién en los
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puntos frontera se obtiene por interpolacién entre los

elementos de la lista.

Paso

Paso

Paso

Paso

Paso

1.6.3.5. Algoritmo de relajacioén.

4]

Inicializar con x e F.

Se aplica Dijkstra exterior a x y se determina el

punto u € U ponderadamente mas alejado de x.

R = {(u}.

Se aplica Dijkstra interior a u y se determina el

centro de F con respecto a R, como el punto c € F

con menor separacién de u.

Si r se alcanza en R parar.
En caso contrario se aplica Dijkstra exterior a
C Y se llama r a su separacién. Si r no se
alcanza en un punto de R, se considera u. un
punto ponderadamente md&s lejano de c. Se aplica
Dijkstra interior a u hasta el nivel r y se
incorpora u a R. Se eliminan los puntos de F
que estén a distancia mayor que r de alguno de
R. Se determina el nuevo centro c¢c de F con

respecto a R.

1.6.3.5.1. Si F es finito.

Si F es finito se puede hallar un centro

de F con respecto a U con [F|.|U| comparaciones a partir de la

matriz de distancias obtenida por aplicacién del algoritmo

modificado de Dijkstra a F, U o X.
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Se implementa mediante una lista L que contenga los
puntos de F ordenados en cada paso por su separacidén con
respecto a R. El centro c¢c de F con respecto a R es el primer

punto de la lista.

1.6.3.5.2. Si F es infinito.

Si F es infinito, se asegura la existencia
de un centro de F con respecto a U si F es cerrado y U es
completamente accesible desde F.

Se descartan las aristas completas a = [xg'x,] tales
que

min (d(xi.u). d(xJ.u)).v(u) >r.

Se modifica la determinacién del centro de las

aristas no descartadas con respecto a R.

La lista L estad formada por las aristas contenidas
en F ordenadas de acuerdo con el valor de una cota inferior de

la mejor localizacién en cada arista.

Descripcién del algoritmo.

Paso 1. Inicializar con un punto x € F.

Paso 2. Se aplica Dijkstra exterior a x y se determina el
punto u @ U ponderadamente més alejado de x.

Paso 3. R = {u}.

Paso 4. Se aplica Dijkstra interior au y se determina

para cada a = [xi. xﬂ contenida en F la separa-
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Paso S.

Paso 6.

cién
S(R:a) = min ( dix .u). d(xj,u)).v(u)
Se inserta la arista a en la lista L con su
separacion S(R:a).
c = x.
Si r se alcanza en R parar.
51 no se aplica Dijkstra exterior a ¢ y se
1lama T max {(d(c.u).v(u), u € U)
Y r= d(c,u.).v(u.)
Sir > S(R;c) entonces se aplica Dijkstra
interior a u hasta el nivel r .
Para cada a < F se llama
r= min {d(x ,u), d(xj.u)}.v(u)
Si S(R:f) 2r ., para feF, or > r..
entonces se elimina a de F y f de la
lista L.
En caso contrario, si S(R:;f) < r.,
entonces se hace r= = S(R:f) y se
recoloca la lista L en orden
creciente de S(R:f).
Se incorpora u a R y se determina el nuevo
centro c de F con respecto a RU {u} después
de obtener los nuevos centros locales con
respecto a R motivados por la incorporacién

de u a R y elegir entre los gque cubran R el

de menor rango.
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1.6.3.6. El algoritmo de Minieka.

El procedimiento consiste en determinar la me)jor
localizacién posible en cada arista [xt.xj] que se encuentra
en un centro local con respecto a un punto u al que se accede
6ptimamente a través de X v al punto x que es el méds lejano

de X, de entre los que estd&n m4as alejados de X que u.
Descripcién del algoritmo de Minieka:

Paso 1. x = ;.

Paso 2. u = u(k) para k = 1,2, ... ., n ordenados segun la
distancia a x, desde el mds lejano al mds
préximo.

r = {d(u.x) + &(x .,x) + d(x.,.x)]
8 * ) 3

:
2
Paso 3. Al pasar de u al siguiente si

d(x ,u) > d(x..x)
3 ]

entonces se hace x = u y si
r < Radio

entonces se hace Radio = r. Volver al paso 1.

Para cada par de puntos u y x el correspondiente
centro local tiene una separacién, que es su rango:
r=2% [diu.x) + &(x.x) + di(x..x)]
2 [N 1 ) J
Y estd en el interior de la arista (xi. xj] 8i:

d(u.x) < r < d(u.x) + &(x .x)
i L L J

d(x,xj) < r« d(x.xj) + t(xt. xﬁ.
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1.6.3.7. El algoritmo de relajacion para el caso UsX

grafo G(X,A)

y F = PCG).
El algoritmo determina el centro absoluto de un

no dirigido. con longitudes ¢(.,.) simétricas en

el caso en que el conjunto de los puntos de demanda vy los de

factible localizacidén son vértices y puntos interiores a las

aristas.

Descripcion del algoritmo.

Paso 1.

Paso 2.

Iniciar R con cualquier vértice x, Yy como centro

c tomar el mismo X . Hacer r = 0 vy r. es la

separacién de c.

Sir = r. parar.
En caso contrario determinar el vértice xj a
mayor distancia de ¢. Si ésta es superior a r
se incorpora ﬂ a R y se determina el centro c
con respecto a R hallando los nuevos centros
locales, que motiva la incorporacion de xj a
R, de rango entrer y r.; el centro c es el

de menor rango entre los que cubran R. Se hace

- .
r = rango de c y r es la separacién de c.

1.6.3.8. Algoritmo para determinar el centro absolu-

to de un arbol.

Un &rdol es un grafo conexo gue tiene al menos

vértices y no tiene ciclos o circuitos cerrados.
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Un grafo es conexo si dados dos vértices cualesquier-.

del grafo existe al menos un camino Que los une.

El algoritmo de relajacién se puede utilizar para
determinar el centro absoluto de un 4&rbol, modificando el

algoritmo dado en 1.6.3.5.,del siguiente modo:

Paso 1. Si x es un vértice cualquiera, determinar el
vértice x, més alejado de x Y el vértice x, més
lejano a x, .

Paso 2. El punto medio del camino éptimo de X ax es el

centro del 4&rbol.

1.6.4. Algoritmos para determinar m-centros.

1.6.4.1. Algoritmo de Minieka.

Se considera un grafo G(X,A) con vértices no
ponderados.Es facil ver que:
Existe un m-centro absoluto en el conjunto C = C'U X
siendo C' el conjunto de los puntos x de cada arista a-[x‘,xﬂ
para los que d(xi.x) - d(x.xﬁ.

Ver Minieka /71/.

Como el numero de puntos de C' es a lo sumo |X|.[|X|—1].
el m—centro se puede encontrar tomando como localizaciones
factibles los n = |X]| vértices y los n(n-1) puntos de C', es

decir, examinando un numero finito de candidatos.
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COMPLEJIDAD:
La complejidad de este algoritmo es:

o ”xlamn‘ |A|m ]

1.6.4.2. Algoritmo de Minieka para el modelo (G, U,F).

Para el modelo (G,U.F), el algoritmo de

Minieka es la aplicacioén del siguiente resultado:

Teorema 1.6.4.2.1.

Un m-centro de F con respecto a U es un conjunto x
de m puntos tal qgue st r = S(U,X), no existe ningun
r—cubrimiento estricto de U por F con m puntos.

Demostracion.

Moreno /74/.
Descripcién del algoritmo.

si x" es cualquier subconjunto de F formado por m
puntos, repetir, mientras exista x, la
operacion:

Sea X un S(U,X")-cubrimiento estricto de U

por F tal que |X| < m. Hacer x* = x

Si F es finito el algoritmo lo es, ya que siempre se
reduce la separacién de x* Y se recorre el conjunto de las
distancias ponderadas desde F hasta U, que es finito.

Si F no es finito pero tiene frontera finita el

algoritmo es finito si sélo se buscan conjuntos X constituidos
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por centros locales de F con respecto a U. La solucién se
alcanza al ser el conjunto de los centros locales de F con
respecto a U, cuyo rango no supera r, dominante para el

m—centro.

COMPLEJIDAD:
El algoritmo de Minieka para el m-centro de F con
respecto a U tiene complejidad:

O[ IAIM. IUI‘W‘)].

1.6.4.3. El algoritmo de Kariv y Hakimi.

Este algoritmo se fundamenta en el siguiente

teorema:

Teorema 1.6.4.3.1.

Para el modelo (G,U,F) siendo U un conjunto finito y
F cerrado, st m e IN- existe al menos un conjunto Y’ formado
por (m—1) centros locales de F con respecto a U tales gue st
U'es el conjunto de demanda no cudbierto por estos (m-1)
centros locales dentro de su rango, entonces el centro de F
con respecto a U' Junto con los (m—1) centros locales
anteriores constituye un m—centro 3/. de F con respecto a U

cuya S(U..Z/.) es el radio de F con respecto a U'.

Demostracion.

Yme !N'. por el teorema 1.5.3., existe al menos un
-
m—-centro ¥ formado por centros locales de rango menor o igual

a r(m).
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Para cada u € U, por el teorema 1.3.1.1. existe un
centro local - K}u) con respecto a {u} cuyo rango es el
l-radio:

v(u) .d(y .u) = rango (v}
Como S(U.&F) = mé&x {rango (%). ve y‘ }. si % e y' es tal
que rango(%) = S(U.y.) entonces ¥' = y' - (y) es el conjun—
to buscado formado por (m—1) centros locales y U'= (uj) siendo
% = %(uﬁ, es decir, u; el punto de demanda cubierto por Y,
S(U.y‘) - rango(%) = S(%.u). es decir, el radio

de F con respecto a U'.
Descripcién del algoritmo.

Paso 1. Determinar todos los centros locales de F con
respecto a U.

Paso 2. Repetir para las posibles elecciones de (m-1)
centros locales.

Paso 2.1. Determinar el conjunto U' de los puntos de
demanda no cubiertos por estos (m-1l) centros
locales.

Paso 2.2. Determinar el centro de F con respecto
auU'.

Paso 2.3. Sea r el madximo de los rangos de estos m
centros locales, los (m—1) anteriores més el
centro con respecto a U'.

Paso 3. El m-radio es el mejor de los valores de r
correspondientes a todas las posibles elecciones

de (m—1) centros locales.
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COMPLEJIDAD:

El algoritmo de Kariv y Hakimi tiene complejidad:

(2w—-1)

O({A|™. |U} Log |U}]

1.6.4.4. Algoritmo iterativo para el m-centro abso-

luto.
Se considera cada vértice X, sucesivamente y se
penetra a lo largo de todas las rutas posibles que parten de

4] hasta una distancia 6‘ - —%—: donde X es una constante
i

predefinida que se llama la penetraciodn.

Los conjuntos Qk(xi) {36) se calculan de manera similar.

Consideramos una regién ¢X' es decir. un conjunto de
puntos y de G, tales que todos ellos pueden llegar exactamente
al mismo conjunto de vértices de G dentro de las distancias 61
para una A dada.

Una regién puede ser, por ejemplo, una seccién de

una arista o puede contener un solo punto.
Descripcion del algoritmo.

Este algoritmo permite hallar el m—-centro absoluto

de un grafo G = (X,A) para un m dado.

Paso 1. Poner A = 0.

Paso 2. Incrementar A en una cantidad pequefia AA
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Paso 3. Hallar los conjuntos Qk(x‘) para todos los x e X
y calcular las regiones ¢k'

Paso 4. Formar el grafo bipartido G' = (X'U X, A'), donde
X' es un conjunto de vértices., cada uno de los
cuales representa una regién, Yy A' es un conjunto
de aristas, de forma que existe un arco entre una
region-vértice y un vértice X, 81 y sélo si x se
puede alcanzar desde esa regidn.

Paso 5. Hallar el conjunto minimo dominante de G'.

Paso 6. Si el numero de regiones en el conjunto anterior
es mayor que m, volver al paso 2; en caso
contrario. parar. Las regiones en este conjunto
forman entonces el m—centro absoluto del grafo

original G.

El numero de regiones en el conjunto minimo
dominante representa, por definicién, el numero mas pequefio de
puntos de G a partir de los cuales todos sus vértices se
alcanzan dentro de una distancia de penetracién A para esa

iteraciodn.

En el proceso de obtencién del m—centro absoluto se
deducen también los (n-1), (n-2). etc. centros absolutos. Por
tanto, al término de cualquier iteracién. las regiones en el
conjunto minimo dominante son el ({-1)-centro absoluto, y el
valor correspondiente A\ a esa iteracién es el “(&-1)-radio

absoluto”, es decir. es el valor "critico" de A.
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Observacion 1.6.4.4.1.

El menor valor de m, de manera que cada vértice se
alcance desde algun centro para una distancia critica dada
(problema inverso), se obtiene de los pasos 3 a 6, como el
numero correspondiente de regiones en el conjunto minimo

dominante y las regiones forman el m—centro buscado.

1.6.4.5. El algoritmo de relajacién para el m—centro.

El algoritmo de Minieka se mejora si el
m—-centro est& constituido por centros locales con respecto a
puntos de demanda extremos (puntos muy lejanos entre si). Es
la correccién y generalizacién del presentado por Handler., en

1979, y se basa en el siguiente teorema:

Teorema 1.6.4.5.1.

Dado un grafo G(X.,A) coen un conjunto finito U de
puntos de demanda y un conjunto F, cerrado, de puntos de
factidle localizacion, st ¥ < F, |¥'| smyr =sw.y".,
es un m—centro de F con respecto a U si y sélo st para R < U
no existe ningun r-cudbrimiento estricto de R por m puntos de
F.

Demostracion.

[(#] Sea " un mcentro de F con respecto a Uy r=S(U,%").

Supongamos que ¥ es un r-cubrimiento estricto de R=U

por m puntos de F. Entonces S(U.%) < r vy |¥| = m.
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Como S(U,¥) < r = S(U, W.) y (¥ =m. ¥ serfa un

r—cubrimiento estricto de U por F con m puntos y esto es

imposible por el teorema 1.6.4.2.1.

[«] Supongamos que r = SW.¥") e " no es un mcentro de

F con respecto a U y sea ¥ un m-centro de F con respecto a U.

Entonces S(U,¥) < S(U.37).

Si R< U, S(R.& < S(U.2 < S(U.¥") = r. Por tanto ¥ es

un r-cubrimiento estricto de U por F con cardinal m, en contra

de la hipotesis.

Descripcion del algoritmo.

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

COMPLEJIDAD:

Se considera cualquier conjunto R relajado de U y
x* cualquier subconjunto de F de cardinal m.

Sea X un S(U;Jf)—cubrimiento estricto de R
por F.

Si |X] > m entonces x" es un m-centro. Parar.

Si S(U:X) < S(U:X") entonces hacer X = X vy
volver al paso 2. En caso contrario affadir a R un

nuevo punto de demanda y volver al paso 2.

Si M es el numero de centros locales relativo a R. la

complejidad es:

O[mux {IA].Loglx], u|.M" . ul? }M]
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1.6.4.6. Algoritmo de relajacion mejorado.

Se mejora el algoritmo de relajacién por varias

heuristicas:

H.1.- Comenzar R con un unico punto de demanda.
preferiblemente un punto extremo. por ejemplo el mas alejado

de un punto de localizacién factible cualquiera.

H.2.~ Si el numero de centros buscado es pequefio.
calcular los m-centros para m = 1, 2, ... ,usando el

(m—1) ~centro como conjunto x" inicial para el m—centro.

H.3.~- Si la separacién con respecto a U es mayor que
la relativa a R, introducir en R uno de los puntos que la
ocasionan, por ejemplo., un punto u « U - R tal que:

d(x.u) .p(u) = S(U,X).

H.4.- Como s6lo interesa la existencia de algun
r-cubrimiento estricto con menor separacién que 1?, basta
encontrar un recubrimiento con m puntos como mé&ximo en el
problema asociado y tomar como X el correspondiente conjunto.
Se consigue as{ un menor decrecimiento de la separacién pero

una mayor rapidez en la resolucién del recubrimiento.

1.6.4.7. Algoritmo de Moreno.

Este algoritmo se basa en el siguiente teorema:
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Teorema 1.6.4.7.1.

Para cualquier r < r(l) (el l-radio), el conjunto P

de los puntos del grafo G(X.A) con vértices ponderados Gue se

encuentran a

distancia r de algun vértice, es dominante para

el r—-cubrimiento estandar.

Demostracidn.

Ver Moreno /75/.

Descripciéon del algoritmo.

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

Dado el numero m de centros a establecer.
determinar el conjunto C de centros locales del
grafo G(X,A). Introducir todos los rangos
distintos en un 4rbol binario balanceado. (Ver
Moreno /75/) . Comenzar con la rafz.
Nodo = rango de la raiz.

Tomar el valor r del Nodo y determinar el
conjunto P de los puntos de G a distancia
ponderada r de algun vértice de X.

Averiguar si existe algun conjunto X de m
elementos de P que cubran X dentro de un radio r.
Si existe X, almacenarlo . pasar al hijo
izquierdo y asignar a Nodo el rango de éste. En
caso contrario pasar al derecho y asignar a Nodo
el rango del hijo derecho.
Si Nodo = 0, X es un m—centro, en caso contrario

volver al paso 2.
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COMPLEJIDAD:

La complejidad de este algoritmo es:

OL|AI™. |X|"™" .Log |X]].

1.6.5. Algoritmos de m—centro de F con respecto a v

con centros preestablecidos.

Este problema 1lo inicio Minieka en 1980, estudiando
la localizacién de s6lo un nuevo punto con distintos

criterios.

El problema del m—centro de F con respecto a U - dado
se resuelve con r(P:m) y el m—centro de U(r(P:m)).
Para obtener este valor se aplican las heuristicas:

H.1. Creciente. (Halpern y Maimon (1982)).

A partir de un valor suficientemente pequeflio,
aumentarlo hasta encontrar el primero que verifique la
condicién requerida.

H.2. Decreciente. (Halpern y Maimon (1982)).

A partir de un valor suficientemente grande,
disminuirlo hasta encontrar el primero que verifique Ila
condicién requerida.

H.3. Fibonacci. (Hansen, Thisse y Peeters (1981)).

A partir de dos valores, suficientemente pequefio vy
grande, efectuar una aproximacion en m utilizando la 'seccién
aurea” consistente en seguir los nimeros de Fibonacci entre

dichos valores hasta conseguir el requerido.
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H. 4. Arbol. (Moreno (1986)) .

Introducir los posibles valores del m—radio r(md en
un 4rbol binario balanceado y realizar una busqueda de los

valores consecutivos que verifican la condicién requerida.

Conocidos todos los 0[|A|.|U|'l centros locales e
introduciendo los rangos menores que S(U,P) en un 4rbol
binario balanceado se resuelven un numero de problemas de

m—centro del! orden de la profundidad del 4rbol.

Se resueive el problema del m-centro por el

Iul(lm-v

algoritmo de Kariv y Hakimi con O{|A|". .Log|U|]l para

cada uno de ellos. La complejidad total es:

@™ Log|A|.(Log|U])?].

or|Al™. |u|
También se puede aplicar un algoritmo como el de
Minieka:

Paso 1. Sea X un subconjunto cualquiera de F con

cardinal menor o igual amy r = S(U, PuU X).

Paso 2. Repetir, mientras S(R.X) < r, la operacién:

Construir U' = { u@ U/ d(P,u).p(u) 2 r 1},
obtener un m-centro X de F con respecto a U' y

rebajar r haciendo r = S(U,P v X).
El conjunto X obtenido es la solucién del problema

del m-centro de F con respecto a U con centros

preestablecidos.
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CAPITULO 2. LOCALIZACION EN ARBOLES Y REDES.
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CAPITULO 2. LOCALIZACION EN ARBOLES Y REDES

-
3,

X,

2.1. Introduccién.

Este capitulo trata de la localizacién de centros
en 4rboles y redes, un arbol es un grafo conexo, con al menos
dos vértices y sin ciclos ni aristas multiples y wuna red
N(X.A) es un grafo orientado y ponderado. El problema de Ila
localizacién de un centro en una red fue resuelto en 1965 por
Hakimi.

En 1979 se propone un algoritmo /53/para hallar el
m—centro en redes y se recogen problemas de localizacién en
éstas en /44/.

En 1981 se presenta un algoritmo /65/ para hallar el
k—-ésimo camino m&s largo en un d&rbol.

Se publica un interesante articulo /66/ sobre
complejidad en el problema del m—centro en 1983 y una revisién
de los problemas de localizacién en redes /93/ vy/94/ que
incluye 117 referencias bibliogréficas.

En 1985 se estudia el problema del m-centro continuo
en una red, ver /45/.

La busqueda por ordenador realizada en 1988 detectdé
3850 articulos publicados entre 1973 y noviembre de 1988.

‘ Los problemas de localizacién en redes tienen

maltiples aplicaciones pues éstas son un modelo para
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representar una red de carreteras. fluvial. terminales de
aeropuertos, andenes de embarque, eléctrica, de ferrocarril.
etc.

En este tipo de problemas las instalaciones se
representan por puntos que se pueden localizar en los vértices
© en las aristas de la red y la funcién objetivo a minimizar

suele ser:

-Una suma de costes de transporte proporcionales a las
distancias de viaje. en la red. entre los puntos de demanda vy
la m&s préxima de las nuevas instalaciones., que da lugar al

problema de la m-mediana.

-E]l m&ximo de "pérdidas" proporcionales a las distancias
de viaje entre los puntos de demanda y la instalacién mas

préxima, que conduce al problema del m—centro.

-El numero total de instalaciones a localizar, con lo que

se obtiene el problema del r—cubrimiento.

En este capitulo se presenta el problema del
m—centro en una red y se generalizan algunos modelos.
Consideramos en particular los problemas de localizacién de
centros en redes-drboles, T, es decir, en aquellas redes que
contienen un uUnico camino méds corto entre dos vértices

cualesquiera.
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2.2. Definiciones previas y nomenclatura.

Consideramos un espacio métrico completo E. con una
métrica d: X un subconjunto de E, finito, de cardinal n: ' una
correspondencia de X en X y A el conjunto de los pares
relacionados por la correspondencia I'. A cada x € X se le
asocia un peso v, -

Definicién 2.2.1.

Una red N(X.A) es un grafo dirigido w orientado y
ponderado .

Definicion 2.2.2.

Un 4rdol T(X.A) es un grafo conexo Qque tiene al
menos dos vértices y no tiene ciclos, o circuilos cerrados, nt
aristas multiples.

Un grafo es conexo st dados dos vértices

cualesquiera del grafo existe al menos un camino gue los une.

Teorema 2.2.1.
St T(X,A) es un grafo siendo |X| = n 2 2 las siguien
tes propiedades equivalentes caracterizan un érbol:
1. T es conexo y no tiene ciclos.
T no tiene ciclos y posee (n-1) aristas.

T tiene (n-1) aristas y es conexo.

H WON

T no tiene ciclos y afiadiendo una arista se crea un

ciclo y sélo uno.

5. T es conexo y st se suprime una arista deja de ser
conexo.

6. Cualquier par de vértices de T estdn unidos por un

unico camino.
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Demostracién.

Es sencilla. Puede verse en /8/.

Definicién 2.2. 3.

Un vértice x de vuna red N(X,A) se dice qgue es
terminal si existe una sola arista en A con el vértice X como

extremo. Esta arista se llama una arista terminal.

Proposicioéon 2.2.1.

Todo d4rbol no trivial tiene necesariamente dos
vértices terminales y al menos una arista terminal.
Demostracion.

Es consecuencia inmediata de la definicién de 4rbol.

-

A cada arista de la red N(X.A) se le asocia una

longitud positiva. la distancia entre sus vértices.

Definicién 2.2. 4.

La distancia entre dos vertices X, v xJ de N es la

longitud de algun camino mdas corto gue une x con xy
Como consecuencia del teorema 2.2.1. podemos af irmar
que un 4rbol, T. es un grafo que contiene un dnico camino

entre dos vértices cualesquiera.

Definicién 2.2.5.

Una red-4arbol es una red Que es fuerlemente conexa y

sin ciclos ni aristas multiples.
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Observacion 2.2.1.

En el caso de una red-4rbol T(X.A) la distancia
entre dos veértices es la longitud del unico camino que los
une.

Si x es un punto de la red N(X.A), interior a la
arista [xt.x’,], se considera N' la red que se obtiene
afiadiendo el punto x al conjunto, X, de vértices de N vy
reemplazando la arista [xi_.xj] por las subaristas [xl.xl Y
(x,xj).

Si y es un punto de la red N' (X v {x}.A'), interior
a la arista [";'~"j']' se considera la red N'‘' que se obtiene
afiadiendo el punto y al conjunto X U ({x} y reemplazando la

arista "‘a""j'] por las subaristas (x '.y] e [y, xj'l.

Definicién 2.2.6.

La distancia entre dos puntos x e y de la red N es

la longitud de algun camino mds corto que une X e vy en la red
N'".

Definicién 2.2.7.

Un vector localizacién es un elemento

Y-(y‘, e YD)

n

del producto cartesiano N' = N x N x T x N

Definicion 2.2.8.

La distancia de un vértice a un conjunto Y de puntos
de la red N es:

d(x.. Y) = min d(x.. vy)
A8 1
yveyY

(41)
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Observacioén 2.2.2.

La distancia de x a Y se puede interpretar como el

tiempo necesario para viajar de X, al punto mds préximo de Y.

Definicion 2.2.9.

Dados Y,Z < N". la distancia

a_(Y.2) -Zd(v,‘. z).
[
(421

La distancia (42]) da estructura de espacio métrico

a N".

Definicién 2.2.10.

Dados Y, Z < N, la distancia de Y a Z es:
d(Y.2) = min {(d(y.2). vy e Y, z € Z}

[(43]

Francis, McGinnis vy White /377 destacan las
siguientes propiedades de las distancias en redes:
Lema 2.2.1.

Dada wuna red N = (X,A), una arista (x},x_]
cualguiera de A y uno de los vértices x e X, la funcidén d(x.xu
es:

1) Continua en [x;. x.].

ii) Al vartar x de X, a x en la arista (xr, x.] o
bien es:
a) linealmente creciente, o

b) linealmente decreciente, o
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c) primero es Llinealmente creciente y
luego linealmente decreciente.
iti) Es convexa, es decir, dados dos puntos del grafo
de la funcidén d(x.xl) el segmento que los une

esta contenido en el grafo de dicha funcidn.

Lema 2.2.2.
La funcién f‘(x) = d(x.a) es convexa en la red N,

cualguiera que sea a € N st y sé6lo st N es una red-arbdol.

Lema 2.2.3.
lLa funcioén fz(x,y) = d(x,Y) es convexa en Nz St v

s6lo st N es una red—-arbdol.

Lema 2.2.4.

La suma de funciones convexas en S < T" es una
funcioén convexa en S.

El maximo de funciones convexas en S es una funciédn
onvexa en S.

St f es cualq@uier funcidén convexa en S c ™ Yy g es
cualquier funcién convexa y no decreciente en el espacio
euclldeo de dimensioén uno, entonces la funcidn gof es convexa

en S.
Como consecuencia de los lemas anteriores., dados dos

numeros X y M no negativos. la funcién Ad(x.a) es convexa en

™ y la funcién nd(x.y) es convexa en .
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Los problemas del m-centro y 1la m—-mediana son
problemas de minimizacién convexa en el caso en que la red es
una red-drbol y 3i la red no es una red-4rbol pueden no ser

convexos.

A continuacién presentamos los modelos que vamos a

utilizar:

Modelo 2.2.1 ] N(X,A)

N(X,A) es una red. es decir. un grafo dirigido vy
ponderado cuyos conjuntos de vértices y de aristas son:

X = (xt, Xpo oo X}

A= (a‘, a. .. a_).

Modelo 2.2.2 (N.P)

El modelo (N.P) representa una red N(X,A) con un

conjunto finito P de puntos de servicio preestablecidos.

Modelo z.a.a] T(X.A)

Indicamos por T(X.A) una red-4rbol. es decir, una

red fuertemente conexa, sin ciclos ni aristas mualtiples.

2.3. El1 problema del m-centro en una red.

Consideramos N = (X,A) un grafo dirigido u orientado
y ponderado. Suponemos que al menos una de las aristas une dos
vértices cualesquiera distintos y que A no contiene <ciclos o

circuitos cerrados ni aristas multiples.
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Se formula el problema del m-centro en una red

N(X,A) con los siguientes supuestos:

A.l.

Las instalaciones que se van a localizar se supone
que tienen 4rea cero Y se representan por puntos.

El coste del viaje, o el tiempo necesario para
viajar. desde x, a una instalacion es directamente
proporcional a la distancia en la red. con
constantes de proporcionalidad v que son indepen—
dientes de los valores de las distancias.

Las distancias en la red son las longitudes de |los
caminos mds cortos.

Si se va a instalar md&s de un centro, entonces todos
ellos son homogéneos y se viaja al, o desde el cen-
tro més préximo.

A cada arista se le asocia una longitud positiva, la
distancia entre sus vértices, y toda arista es
rectificable, es decir, existe una aplicacion

biyectiva de cada una en el segmento [0,1].

Asi, para cada punto x de cualquier arista, por

ejemplo la aAlj de longitud ﬂy que une X con xj existe un

unico numero A(x) € [0.1] tal que X(X)'ﬁj Y ll—k(x)].{‘ son

las longitudes a 1o largo de 1la arista entre x Y x.

J

respectivamente.

Problema 2.3.1. El problema del m-centro restringido a los

vértices.

El problema consiste en:
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Determinar

I-(C.c.....cm)cx. m<n

m 1 2

que minimice

F(x . x_ ., ..., x )= max {f (d(x. . X )} = F(x ).
1 2 m 3 i m m
1< <n
[44)
Siendo f‘, i =1,2, ..., n. funciones de las distan-

cias de cada vértice de la red al conjunto
I'm- (0 X0 .o x ).

Las funciones ft(d(xi‘xm)) se pueden interpretar
como el tiempo necesario para viajar desde x, al centro més
proximo. En ese caso F(X ). |X | = m, representa el tiempo
méximo necesario para llegar desde X, al centro mds préximo de
Im. El correspondiente problema del m-centro determina el
conjunto X" < X, |1"m| = m. que hace minimo el tiempo
mé&ximo necesario para llegar desde X, al centro mds préximo de

x .
m
La expresion general de las funciones f.‘(d(x.‘,xm))
es:
f‘(d(xi.xm)) = vd(x., X)) +h
(45]
siendo Vi, numeros positivos gque representan pesos Yy h_L
constantes que representan costes fijos.

Observacién 2.3.1.

En la interpretacién anterior hL podria ser el

tiempo de preparaciéon del viaje en X, .
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As{ la expresién general de F(I‘m) es:

F(X ) = ma&x {vd(x.,X ) + h } U
m . 1S m T
1S En

Observacién 2.3.2.

El problema tiene interés en el caso de una red de
transporte aéreo en la que los vértices son aeropuertos. Se
localizan m vértices del grafo (instalaciones) de tal forma
que minimicen la distancia m&xima entre un punto de demanda vy

su instalacién mas proxima.

Definicién 2.3.1.

Lla separacién del conjunto :Cm es:

S(X ) = mé&x { f (d(x .X )}
" 1<iSn t v

[47]
stendo d(x‘,:(‘m) la distancia definida en [41].

Definicién 2.3.2.

El m—centro restringido a los vértices de N es el

»
conjunto X m tal Que

-
S(x m) - xménx (S(Im)]

(48]
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Definicion 2.3. 3.

Se llama m-radio de N, r.. al valor de la funcion F
en el m—centro, es decir, st x&. es un m-centro,
r = F").
m m

[49]

Observacioén 2.3, 3.

Si m= n entonces X = Xy r = 0.
m m

2.3.1. Los centros locales.

Al considerar como posibles puntos de localizacién
de los centros los puntos de las aristas se obtienen los

centros locales.

Si ¢ es un l1-centro con respecto a un conjunto de

demanda U vy r.- méx d(u,c). entonces hay al menos un punto de
uevuv

U a la distancia r, de ¢ Yy no hay ninguna direccié6n desde c en

la que todas estas distancias sean decrecientes.

Definicién 2.3.1.1. (Moreno)

Las direcciones desde c en las gue la distancia
d(u..) es decreciente en c estdén determinadas por el conjunto

AC x de vértices xj tales que la arista (o subartista) (c.x”
[t
pertenece al camino mas corto desde c a X, .
A - @ si y sélo st ¢ = X .

C,X
i
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Definicioén 2.3.1.2.

Un punto x de la red-arbol T(X,A) es un centro local
de rango rx con respecto a un conjunto U, no vacto, de puntos
de demanda st y soélo st

1. d(x,u) = LIV Y ueUlU.

2. n A - 9.
uey >4

Segun el teorema 1.3.1.1.:

Para cual@uier conjunto de puntos de demanda U
el problema del l-centro tiene una solucidn y esta solucidn es
un centro local con respecto a un subconjunto de U de rango

tgual al l-radio.

Problema 2.3.2. El problema del m-centro absoluto de NCX, Ad.

Si no se exige qgque los centros sean vértices
obtenemos el problema del m-centro absoluto de la red N que

podriamos formular del siguiente modo:

Determinar
Y = {y,.v,, ... .Y, } <N
que minimice
Fly,.¥,. ... .y } = max {f‘(d(x.‘..‘!/)) }- F ()
1€i<n

{50}
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La expresién general de F(Y) es:

F(¥) = max (v‘d(x.‘,zl) + h‘)

1SiSn

{51]

Definicion 2.3.4.

Se llama m—radio absoluto de N, r. .al valor de la

funcidn F en el m—centro absoluto ym'.

-
r =F@y) = min ([F(Y)] =
Yy <N

= min [ méx (f (d(x ,Y)} ]
Yy <N 1€ € " N

[521

Problema 2.3.3. E1 problema del m-centro continuo de N(X, A.

Si los puntos de demanda de servicio pueden ser
tanto los vértices como todos los puntos de las aristas de la
red. el problema se denomina del m-centro continuo Yy lo
podemos formular del siguiente modo:

Determinar
¥ = {y,.¥,.....7,} <N
que minimice
Fly,.¥_.....¥ ) = méx {f(d(x,.?/)} = F (Y.
E 2 m
x € N

[531

Observacion 2. 3. 4.

Una aplicacidn de este problema seria la
localizacién de m ambulancias en una red de carreteras, ya que

la demanda puede ocurrir en cualgquiar punto de la red.
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Problema 2.3.4. El problema del m-centro restringido a 1los

vértices con centros preestablecidos.

Consideramos el modelo (N.P). siendo N(X,A)., con
{X| = ny P <cXtal que |P| =m. Se trata de localizar m
vértices que incluyan los o dados en P y que formen un
m—centro.

El problema consiste en:

Determinar

giendo P el conjunto formado por los m vértices
dados vy X‘ un conjunto de m, =m-m vértices

que minimice

F(X) = méx { vdix. PuU X‘))
x eXx h

(54)

Problema 2.3.5. El problema del m-centro absoluto con centros

preestablecidos.

Consideramos el modelo (N.,P). siendo N(X.A). con
[X| = n., vy |P| = m . Se trata de localizar m centros en N de

modo que incluyan los m puntos dados en P.

Se puede formular asf:
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Determinar

siendo P el conjunto formado por los m, puntos dados
e Y‘ un conjunto de m,=m-m puntos de N,

que minimice

F(¥) = ma&x ({(vd(x, PuU YY)}
1S¢Sn ¢ ¢ '

(551

Problema 2.3.6. El problema de localizar m—-instalaciones

minimax con comunicaciones mutuas.

Se considera una red N(X.A). con |[X| = n,
Y = (y‘.yz,..., Y.} < N y dos conjuntos no vacios I- e Ic.
siendo:
e (ij), 1=1i=m 123 =<n)
I, {.k), 1 25 <k =m}
{561
se define la funcién
F(Y) = mdx [ max {v.d(y..x.)}, max {(w.d(y .y ))]
(i, jre | 4 vl i, krel s ik
c »
(571

donde vu Y W, son pesos positivos.

El problema consiste en:
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Determinar

Y = {y,.v,. ... y } <N
que minimice
F(¥) = méx [ méx {v.d(y .x.)}. méx (W.kd(Y.,Yk) )]
ci, jre | Y vd tj,krel s J
c »
(58}

Observacién 2.3.5.

Se presentan problemas de este tipo S8Si se quieren
localizar nuevas instalaciones gque realizan una labor de apovyo

a instalaciones en servicio o bien a otras de nueva creacidn.

Problema 2.3.7. El1 problema de localizar m centros con

distancias restringidas.

En una red N(X.A) con |{X| = n, se consideran los

conjuntos no vacios I. e Ic definidos en [56} y wunos numeros
sitivos c . b, .
PO ij Y e

El problema estriba en:

Determinar
Y = {y,.¥,..... Yy, ' N

que satisfaga:

d(y‘.ﬂ) < - v (i.j) e Ic
d‘Yka) < bm’ Y (J.k) eI,

(591

Si existe al menos un conjunto ¥ que satisfaga las

restricciones anteriores se dice que las distancias

restringidas son compatibles.
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Problema &2.3.8. El problema de multiinstalacién minimax

t-ob jetivo.

Sean N(X,A) wuna red y los conjuntos I. e Ic

definidos en (56].

Se considera para cada r, 1< r < t, un subconjunto

no vacio 1" del conjunto Ic V] 1., y los numerogs pogitivos v,ur

Y w*' que representan pesos. Se define para cada Y < N,

|¥| = m. el r-ésimo objetivo:

£ (Y) = max[ mé&x  {v ' d(y .x.)}., méx {w' d(y.y ))]
" i, jre I'm1 Y v (1.0€ 17Nl s ik
[+ »
[60]
Si alguno de los conjuntos I' n Ic e I' N I' fuera

vacio se define el m&ximo correspondiente igual a cero.

Los conjuntos I para cada r, i< r< t no son necesa-
riamente disjuntos e incluso st existen p,q, 1 £ p < q = t
tales que (i.j) € 1" n 1% n I, ( o bien (j.k) e 1Pn1¥n 1)
3 q ! P q
puede ser Vu ] vu ( o bien w“k = wm ).
El problema de multiinstalacién minimax t-objetivo
gse enuncia asi:
Determinar
Y = {v,.¥,,--..¥ } &N
que minimice
F(y) = (f‘(.?/).fz(.‘!/). ft(.?/)).
(61}
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2.4. El problema del r-cubrimiento.

En lugar de localizar m centros de tal forma que
minimicen la distancia mdxima para unos puntos de demanda
dados, se resuelve el problema inverso:

Determinar cudl es el menor numero m de instalacio-
nes tales que el m-radio de N sea menor o igual a un valor

dado r.

El problema del r—-cubrimiento ( o r-~dominacién) en
una red general se expresa asi:
Minimizar |¥|. ¥ < N,

sujeto a

[(62]

Si los veértices de N representan puntos de demanda y

también son los puntos de posible localizacién para una
instalacién, una solucién factible representa un conjunto de
vértices, ¥, tal que cada punto de demanda (vértice) esta a
distancia menor o igual a r de alguna instalacién de Y. Una
solucién é6ptima es uno de estos conjuntos que ademds tiene el

minimo cardinal.

Definicién 2.4.1.

El numero de r-dominacién es el menor entero

positivo m tal que el m-radio absoluto de N es menor o tigual
-

Que r, es decir, st Y es un r—cubrimiento, el numero de

dominacion es m(r) = |¥"|.
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Observacion 2.4.1.

Aplicaciones de problemas de r-cubrimiento son la
localizacién de sucursales bancarias. de restaurantes del

mismo propietario, etc.

Observacion 2. 4.2.

Podemos considerar r como un parametro y tendremos
as{ para cada valor de r un problema diferente de

r-cubrimiento.

Relacién entre el problema del m-centro y el del

r-cubrimiento.

Designamos por q(r) el valor minino de la funcién
objetivo para los problemas de r—cubrimiento,
Lema 2.4.1.

Existe un m-centro Y y un valor de r tal que

vkd(xt..y) <r, i=1,2,....n
y |¥] = m.
si y sélo si q(r) < m.
El mtnimo valor de r para el gue q(r) < m es r.. el

m-radio.

As{ se puede resolver el problema del m-centro a
partir de las soluciones de una sucesién de problemas de
r—cubrimiento con r decreciente. Una vez que se conoce r = se
puede resolver el problema del r -cubrimiento para obtener el

m-centro absoluto.
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Definicion 2.4.2.

St m es el numero de dominacidn de radio r, entonces

todo m—centro absoluto de N es un conjunto dominante de

radio r.

Definicion 2. 4. 3.

Con)junto dominante es un conjunto dominante de

radio 1 para una red cuyas aristas tienen longitud 1 y cuyos

vértices tienen peso 1. Su cardinal es el numero de dominacién

de la red N.

Observacion 2. 4. 3.

Si se conoce un procedimiento para hallar el
m—centro. entonces realizando una busqueda binaria sobre los
posibles valores del numero de dominacién de radio r: n, n-1,

. 3. 2. 1, se puede hallar un r-cubrimiento.

Observacién 2. 4. 4.

Si se conocen m., el numero de dominacién de radio r.
Y un conjunto dominante de radio r tenemos un m—centro

absoluto de N.

Por el teorema 1.5.1., se sabe que:

Para cualqQuier valor r > 0, Aay un r—-cubrimiento I‘
formado por centros locales tales gue para cualqQuier punto de
demanda u existe un X € x* tal Que

d(x,u) < Ty
Y max (d(u.X"), u e U) = max {r,. x = %"y < r.
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Y como consecuencia de! teorema 1.5.3., el problema
del m—centro se resuelve mediante un conjunto de problemas de
r—cubrimiento. El valor inicial de r puede ser cualquier cota
superior de L el m-radio. Se cubre el conjunto de puntos de
demanda con el minimo nimerc de centros locales de rango menor
que r, en el que cada centro local x cubre el conjunto de
puntos de demanda dentro de su rango, que es la distancia L.
Se va disminuyendo el valor de r tomando como valor en cada
paso el mé&ximo rango de los centros locales en la solucidén del
problema de r-cubrimiento del paso anterior. mientras que el
nimero de centros locales sea mayor que m. El dltimo valor de
r es el mradio r_y el correpondiente r-cubrimiento es un

m—centro.
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2.5. Algoritmos para la resoluciéon del problema del m-centro.

2.5.1. Algoritmos de centros locales en una red con vér-—

tices ponderados.

2.5.1.1. El método de Hakimi (1965).

Este algoritmo determina el centro local en una
arista de la red N(X.A) con vértices ponderados.
Se parte de una lista de los vértices de la red ordenados

en orden no decreciente de los pesos.

El esquema del algoritmo es el siguiente:

Paso 1. Se inicializa i = 0 y se elige una arista
a = (xr,x.) de la red. L es la lista
ordenada <0.{(a)>, d_(0) = 0, d_(&{(a)) = 0.

Paso 2. Si i= n entonces ir al paso 1.
En caso contrario se asigna a i el valor i+l.

Paso 3. Se calcula para cada vértice X su distancia
ponderada a un punto arbitrario x(a) de
a = (x.x). Llamando t a la distancia de
x(a) a x a lo largo de la arista a. la

distancia ponderada de X, al punto x(a) es:

d,(x . t) = vi.min {(t+d(x ,x ). (f(a)~t+d(x .x ))}
(63}
La representacién gréfica de d (x..t)
cuando 0 £ t < ¢(a) es un segmento o dos segmentos de

. +
linea recta cuyas pendientes son v, . En el caso en que consta
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de dos segmentos. en el punto en que estos se unen la funcioén
da(xi. . ) alcanza su ma&ximo.

Paso 4. Hallar el punto é tal que

d_(x ,£) = max {d_(x .t)}
a v 0<t<f(a) >
[64]
Teniendo en cuenta gque da(x‘. .) es lineal a

trozos y continua en cada arista. este mdximo

para cada arista se alcanza en £. que serd 0.

{(a) o el punto en el que se unen los dos

segmentos. en el que la funcién no es

derivable.
Paso 5. Hallar el punto t_ e L = <0, {(a)> tal que

t™ = max (¢, eL/ts t)

[65]

Yy hallar el punto t+ e L = <0, ¢(a)> tal que
t'=min (t €L/t zt)

Se calcula
da(t,)—da(tj_‘)

du(t) = d (t ) + — (t =t )

{66]

Si da(t) 2 da (xt.t ) volver al paso 2.
Paso 6. Si t = t= t+entonces asignar a da(t) el

valor da(xi.é) e ir al paso 7.

En caso contrario (t < t< t+) insertar ¢t

en la lista L, asignar da(t) el wvalor

a (x .t), a t” el valor t v a t* el valor t



Paso 7. Si t = 0 entonces ir al paso 8. En caso
contrario se llama s  al valor t . Hallar
méx (t e L/t <s™)
y asignar a t~ este valor.
Si da(t—) < da(x‘.t-) entonces borrar t_
de la lista L y repetir el paso 7.

Si da(t-) -da(xi‘t_) entonces ir al paso 9

Si da(t ) > da(xvt ) entonces hallar el
punto t_ del intervalo (t”.87) en el que
se cortan da(.) Y da(x“ .). Insertar el
punto t° en la lista L. asignar el valor
da(x‘,tO) el valor da(to) e ir al paso 9.

Paso 8. Si t = 0 entonces ir al paso 9.
En caso contrario insertar el punto t=0 en
la lista L y asignar a da(O) el valor
da(x‘.O).

Paso 9. Si tt - ¢(a) entonces ir al paso 10.
En caso contrario se llama st al valor T
Hallar el

min (t &L/t > %)

Y asignar a t+ este valor.

Si da(t+) < da(xrt+) entonces borrar t* de
L vy repetir el paso 9.

Si d (t*) -d (x.t+) entonces volver al

a (-] 1S
paso 2.
N + +
Sid (t) > 4. (x.t') entonces se
(=} a (8
calcula el punto t° en el intervalo

(s’.t*) en el que se cortan da(.) Y
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d (x,.). Insertar el punto t en la
a 19 o
lista L. asignar a da(te) el valor

da(xi,ta) y volver al paso 2.

Paso 10. Si é = {(a) entonces volver al paso 2.

En caso contrario insertar el punto
t = <¢(a) en la lista L. asignar a
da(l(a)) el valor da(xut(a)) Yy volver al
al paso 2.

Paso 11. Hallar en la lista L un punto t* para el
que d_ (.) es el minimo. Cada uno de estos
puntos es un centro local en la arista a vy
el valor da(t.) es el radio local

correspondiente.
COMPLEJIDAD:
La complejidad de este algoritmo es:

0 (]X].log|X]| 1.

2.5.1.2. Algoritmo de Kariv y Hakimi €1979).

Este algoritmo determina el centro !ocal en una
red de vértices con pesos unitarios.

Se elige una arista a = (xr,xs) de la red. Se supone
conocida la matriz de distancias de la red. Para cada vértice
x, de ésta se dispone de una lista L(xi) en la que estén
ordenados todos los vértices de la red en orden no creciente
de sus distancias a x . por tanto x ser& el dltimo de L(xJ<

En el algoritmo t* Y r representan el centro local y

el radio local. respectivamente., en la arista a = (xr,x.).
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Descripcién del algoritmo.
Paso 1. Sea x el primer vértice de la lista L(xr) Y
;( el primer veértice de L(x_).
Si da(x..O) < da(;.t(a)) entonces asignar a et
el valor 0 vy a r el valor da(x..O).
En caso contrario asignar a t* el valor ¢(a) Y
ar el valor da(;t.l(l)).
Si x" = :—c entonces parar.
[V xeX y V¥ te [0.2(a)] d (x.t)Sd (x".t) v asi
da(x.. ) o= d ). e Yy r son el centro local
y el radio local de a, respectivamente].
Paso 2. Dar a i el valor 1 y llamando x ~al vertice de
minimo indice tal que d (x .f(a)) -
méx {d_(x .{(a)) asignamos a x el valor <.
Para cada x € X se define
X = {(xeX/ da(x.O) < da(x.\.O))
[67]
Paso 3. Asignar a i el valor i+l.
Sea x" el i-ésimo vértice de la lista L(x’) .
Si d,(x".0) = d_(x_.0) entonces ir al paso 4.
En caso contrario, si da(x..l(a)) > d, (x .¢(a))
asignar a X el valor x'. Repetir el paso 3.
(d, (x;.0) =d (x.0), 1 <nJ.
Paso 4. Se llama X a X
Si i = n entonces ir al paso 8.
En caso contrario asignar a X el valor x. e ir

al paso §.
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Paso 5. Asignar a i el valor i+l.
Sea x" el i-ésimo vertice de la lista L(xr).
. - .
Si da(x .0) = da(xn.O) entonces ir al paso 6.
En caso contrario si d (x..((a)) > a_(x ,¢(a))
a a m
asignar a X, el valor x. Y repetir el paso 5.
fd,(x;.0) = d (x_.0), i< n].

Paso 6. Si las funciones dalx_,.) Y d°(§',.) no se cortan
o0 bien coinciden a lo largo de todo un segmento
entonces ir al paso 7.

En caso contrario se 1llama tm al punto de
. N —i
interseccién de d_(x ..) vy da(x L)
Sid (x .t ) < r entonces asignar a t* el valor
(=] m m
t vy ar el valor d (x .t ).
m a m m

Paso 7. Si da(xm.t(a)) > da(§‘,t(a)) entonces asignar a
—i
x el valor x_ .

m
Si 1 = n entonces ir al paso 8.
En caso contrario asignar a x. el valor ;‘ e ir
al paso §.
. - —- .

Paso 8. Si da(x . L)Y du(x , .) no se cortan o si
coinciden a lo largo de todo un segmento entonces
parar.

En caso contrario, sea tm el punto de
. . - —
interseccion de da(x S 4 da(x PR
Si da(x.,tm) 2 r entonces parar.
En caso contrario, asignar a t' el valor tm
y ar el valor da(x..tm) Y parar.
COMPLEJIDAD:

-

La complejidad de este algoritmo. supuestas
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conocidas la matriz de distancias y las listas L(xr) Y L(x.)
es:

o []Xx]

2.5.2. Algoritmos para el centro absoluto en una red.

2.8.2.1. E1l método de Hakimi (1978).

Consiste en calcular el minimo local para cada
arista a de la red N(X.A) y seleccionar el mejor entre los |A|

minimos locales.

Descripcién del algoritmo.

Paso 1. Ordenar los vértices de la red segun un
orden no decreciente de sus pesos.

Paso 2. Para cada arista a de la red se aplica el
algoritmo 2.5.1.1. para hallar un centro
local en a y el radio local correspondiente.

Paso 3. El minimo de los radios locales de Ilas
aristas de la red es el l-radio de la red.
Cualquier centro local que corresponda al
minimo de los radios locales es l-centro de

la red.

COMPLEJIDAD:
La complejidad del algoritmo es:
O (|A]).|X]|.log|X]| ]

supuesta conocida la matriz de distancias del grafo.
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2.5.2.2. Algoritmo de Hakimi, Schmiechel y Pierce

C1978>.
Este algoritmo. /93/, resueive el problema del
l1-centro en una red con vértices no ponderados con complejidad
O [|A].|X].log]X]])
y con complejidad
0 (|A].|X]|*.log |X]| ]

para el caso de vértices ponderados.

2.5.2.3. Algoritmo de Kariv y Hakimi (1979).

Este algoritmo determina el l1-centro en una red

en la que los pesos de los vértices v, son todos unitarios.

Descripcién del algoritmo.

Paso 1. Para cada x € X, se construye una lista L(x)
de todos los vértices de la red ordenados en
orden no creciente de sus distancias a x.

Paso 2. Para cada arista a de la red se aplica el
algoritmo 2.5.1.2. para hallar el radio
local de a y un centro local.

Paso 3. El minimo de los radios locales de todas las
aristas de la red es el l-radio de 1la red.
Cualquier centro local que corresponda al
minimo de los radios locales es un 1l-centro

de la red.

COMPLEJIDAD:

La complejidad de este algoritmo, conocida la matriz
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de distancias es:

0 ([|A].|X| + {X|®. log|X| 1.

2.5.3. Algoritmos para el 1-centro absoluto en una

red-arbol.

2.5.3.1. Algoritmo de Goldman (1972).

Resuelve el problema de localizar el 1-centro
absoluto de una red-arbol con v =1 ., Vi=12 ... ., n vy
con sumandos. Este algoritmo determina la arista en la que
estd el centro absoluto o reduce la busqueda a uno de los dos
subdrboles que se obtienen eliminando todos los puntos
interiores de esta arista.

La complejidad de este algoritmo es:

o (Ix{*1

2.5.3.2. El1 método de Handler (1973).

Resuelve el problema del! centro absoluto en una

red—-drbol con pesos unitarios y sin sumandos.

Descripcién del algoritmo.
Paso 1. Se elige un vértice cualquiera X del 4arbol.
Paso 2. Hallar el vértice x, mas alejado de x. .

Paso 3. Hallar el vértice X, mas alejado de X,
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Paso 4. El punto medio del camino que une x_con x,
es el unico centro absoluto de la red-édrbol.

COMPLEJIDAD:
La complejidad de este método es:

o (]X] 1

2.5.3.3. Algoritmo de Dearing y Francis (1974).

Este algoritmo, que resuelve el problema
del centro absoluto para una red-4rbol con vértices ponderados
Y con sumandos, se basa en el siguiente resultado:

Lema 2.5.3.3.1. (Dearing y Francis).

El radio de cualguier red estd acotado inferiormente

por a , siendo

h h’
d(x.\,xj) + — + -~
i 3
a = méx
1 1
L,) € 1,2, ... ,n> _— o —
v v

(68}
y esta cota inferior se alcanza siempre gque la red sea una
red-drbol .
Descripcién del algoritmo.
Paso 1. Para cada i.j € { 1.2, ... .n }, i3, se

calcula bu. siendo

vvd(x ,x.) + vh + vh
L] L F L]

[¥

[69]
y entonces se determina e! maximo valor

b de b
re i)
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Paso 2. Se calcula hz‘ mé&ximo valor de hv

Paso 3. Se determina b. el maximo de b, vy hv

Paso 4. Si b = ht. se toma x. = x,  como el anico
centro absoluto. Parar.

Paso 5. En caso contrario., es decir, 3i b = b", ae
toma x" el unico punto del camino que une x,

con x  que verifica las dos igualdades

siguientes:
vd(x .x) + h - h
L ] T L ] L ] r

-
d(x .x) =

v o+ Vv
r s
(70)
vd(x ,x) +h =-h
- r r L] r *
d(x .x)) =
v + v
r L]
{711
COMPLEJIDAD:
El calculo de b requiere O (|X}| %1 operaciones.
Observacioén 2.5.2.3.1.
Si hacemos h; = 0. vi= 1,2,..., n el algoritmo

resuelve el problema de hallar el centro absoluto sin

sumandos.

2.5.3.4. Método de Lin (1975).

Lin ha ampliado el método de Handler para
resolver el problema del l1-centro absoluto en una red-4rbol

T(X,A) con pesos unitarios y con sumandos.
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Descripci6on del algoritmo.

Paso 1. Se afiade un nuevo vertice adyacente a cada
vértice antiguo xtde T y una arista que le
une con él1 de longitud igual al sumando h,
asociado al vértice antiguo. Se obtiene asf
una red-4rbol T' con sumandos cero.

Paso 2. Se aplica el algoritmo 2.5.3.2. a la

red—-drbol T'.

COMPLEJIDAD:
La complejidad del metodo de Lin es:
o [x'| 1
siendo |X'| = |X| + |V|. donde |V| representa el numero de

vértices afiadidos., es decir. el numero de sumandos rkx 0.

2.5.3.5. Algoritmo de Kariv y Hakimi para el

1-centro absoluto en una red-arbol (1979).

Resuelve el problema del l-centro absoluto de
una red-arbol T(X.A) con pesos distintos de la unidad y con
sumandos. Reduce la busqueda a subdrboles cada vez mas
pequefios hasta quedar reducidos a wuna arista y utiliza el
concepto de centroide de una red-adrbol que definimos a

continuacién.

Definicion 2.5.3.5.1.

Dado un vértice x de una red-arbol T(X,A), el grafe

T-{x) se compone de los subdrdboles conexos T;A ,T;z e,
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T . Se define
x.p

N(x) = méx (|T
1< X P,

|}

Definicion 2.5.3.5.2.

Un centroide de una red-arbol T es
para el gque N(x) es minimo.

N(x ) = min { N(x) }
€ x € X

Observacién 2.5.3.5.2.1.

Una red-4rbol puede tener uno o dos

{72)

un vértice xc

(73]

centroides. Si

tiene dos centroides, éstos est&n conectados por una arista.

Se designa por T+xt el sub&rbol que consta de T

el vértice x y la arista que conecta x con T;‘.

Teorema 2.5.3.5.1.

xu”

Dado x € X un vértice fijo 'y x_un vértice tal Que

v .d(x ,x) = madx (v.d(x ,x)}
v r x . €X J J
i
st T;J

entonces el l-centro de T esta en T*x‘

es el sudardbol de T-{(x} al que

Demostracion.

-
Supongamos que el l-centro x de T no

T+c. Como x € T - {(x)
x, r
d(x_.x) > d(x_.x)
r r

y si r _es el 1-radio de T entonces

* x € X

)
por tanto x no seria el 1-centro de T. porque
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r. 2 v.d(x.x) >v .d(x.x) = méx {v.d(x.x))
r r r r 3 3

la eleccion de



X nos daria una menor separacioén

. +
luego x € T wl

v .d(x ,x)
r r

Corolario 2.5.3.5.1.1.

Sean X Y X dos vértices tales gue x € T :c Y
x,

x €T stendo ¢ = & y

[y wh

vt.d(xt,x) = v, .d(x_.x) = max (VJ.d(x,.x))

x € X
J

Entonces x es el l-centro de T.

2.5.3.5.1. Algoritmo para hallar el centroide

de una red-arbol.

Descripcién del algoritmo.

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Se inicializa T' = T. Para cada vértice x de
T' se define n(x)=n-1, el numero de
vértices del subdrbol T-{x}.
Si T' consta de un solo vértice . Parar. El
anico vértice de T' es el centroide de la
red—-drbol T.
Se elige una hoja x de la red-4rbol auxiliar
T'. Si n(x) £ |[n/2] entonces parar. La hoja
x es un centroide de la red-d4rbol T.

En caso contrario, si X es el vértice
adyacente a x en T' se asigna a n(xﬂ el
valor n(x)-(n-n(x)). Se elimina el vértice

x y la arista (x,xi) de T'. Hacer T’ -

T'-{x} ¥y volver al paso 2.
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COMPLEJIDAD:
La complejidad del algoritmo para
centroide de una red-4drbol es:

o (x| 1.

Descripcién del algoritmo de Kariv y

hallar el

Hakimi para

hallar el 1-centro absoluto de una red-arbol.

En este algoritmo T' representa el sSubdrbol T_L-

=T . —(x}, T'' es T' y T''' es T .
x A x , =,
18 LY L

Paso 1. Se inicializa T' = T.

Paso 2. Si T' tiene una sola arista a, entonces por

el algoritmo 2.5.1.1. se halla

el centro

local x. de T en la arista a. Parar. x es

el l-centro de la red-a&rbol T.
Paso 3. Usando el algoritmo 2.5.3.5.1.

centroide X, de T'.

hallar el

Paso 4. Se considera el vértice X, de T tal que

v .d{x, x) = max (v .d(x .x )}
r r < ) <
x)ex

Se considera T''' la componente

de T-(xc)

que contiene Xy T'' el sub&rbol que est4

formado por T''', el vértice X, Y la arista

que conecta x_ con T .
Paso 5. Si existe X, tal que X, & T ' v

v .d({x ., x) = v .d{x_ ,x)
L] L ] < r r <

entonces, por el corolario 2.5.3.5.1.1., x

es el l-centro de T. Parar.
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Paso 6, Asignar a T la interseccion TAT'* y

volver al paso 2.
COMPLEJIDAD:

La complejidad de este algoritmo es:

0 (|X}.log|X] )

2.5.3.6. Algoritmo de Kariv y Hakimi para determinar

el 1-centro restringido a los vértices de

una red-arbol (1979).

Para resolver el problema del l-centro en una
red-4arbol restringido a los vértices se puede adaptar el
algoritmo 2.5.3.5. sustituyendo el paso 2 por el siguiente:

Paso 2': Si T' tiene una sola arista a = (x, . xJ

dr - max {vd(x .x}}

« €X J 3w

)
d = max {vd(x. ,x )}

x eX J i"Te

i}
Si dr < d_, entonces x, es el l1-centro
restringido a los vértices de T.
Si dr > d.. entonces x, es el l-centro
restringido a los vértices de T.
Sid = d., entonces x_y Xx son los dos
r t ] r [ ]

l-centro restringido a los vértices de T.

Parar.
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2.5.4. Algoritmos para hallar un conjunto dominante de

radio r.

El problema de hallar un conjunto dominante de
vértices de radio 1 en una red-4rbol cuyas aristas tienen
longitud 1 y cuyos vértices también tienen pesos 1 lo
resuelven, en 1975, Cockayne, Goodman y Hedetniemi con un
algoritmo de complejidad O [|X]|].

La generalizacién a un conjunto dominante de
vértices de radio r, entero, en una red-é&rbol con vértices de
peso 1 y cuyas aristas tienen longitud 1 lo resolvié.en 1976,

en tiempo lineal Slater.

2.5.4.1. Algoritmo de Kariv y Hakimi para hallar un

conjunto dominante absoluto de radio r (1979).

Este algoritmo , que resuelve el problema de
hallar un conjunto dominante de radio r para una red-&rbol con
veértices ponderados, es una generalizacién del algoritmo de
Slater.

Dada una red-d4rbol T(X.A) con pesos v, en cada
vértice, no todos unitarios, y un nimero r > 0, se trata de
hallar el menor numero positivo m tal que el m-radio absoluto
de T no sea mayor que r.

Este algoritmo realiza una busqueda a través de las
aristas de T, empezando por las hojas y moviéndose hacia el
interior. Durante esta busqueda se localizan 108 puntos del
conjunto dominante deseado de forma 6ptima hasta que se cubre

el &rbol completo con m puntos dentro de un radio r. Para ello
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se usa una red-arbol auxiliar T' y se define una variable

R(xt) para cada vértice de T'.

Definicion 2.5.4.1.1.

a) St el veértice X estd ya cubierto por uno de
los puntos del conjunto dominante gue se ha localizado en la
red-darbol hasta ahora, entonces

R(xl) es la distancia no ponderada entre x Yy el

punto mas préoximo del conjunto dominante. En este caso

r

v, z R(x\) 2z 0.

[74]

b) S{ el veértice x, no esta cublertoe todavia

se considera el conjunto S(xt) formado por el vértice X, y
aguellos vértices gue no se han eliminado todavia en T' y gque
estan cubiertos por el mismo punto del conjunto dominante gue

X - Se define

r
-R(xi) - min { _— }
x € S(x.) v, - d(x.x)D
3 13 J ) T
(751
que es la maxima distancia no ponderada de X dentro de
la cual cualquier punto de la red-éarbol auxiliar T' podrta

cubrir todos los vértices del conjunto S(xk) . En este caso

r
Ti P4 ‘R(XL) > 0.

(76}

Descripciéon del algoritmo.
Paso 1. Se inicializa T' con Ty m= 0. Para cada

vértice X, de T' se le asigna la variable
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Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

r

R(xi) - -;:.
Si no existe ninguna hoja X, del 4rbol
auxiliar T' tal que R(xr) 2 0 ( ninguna hoja
esta cubierta]l. entonces ir al paso 5.
Si el arbol auxiliar T' es un vértice x con
R(xr) > 0 entonces parar. E1 4arbol T esta
cubierto dentro del radio r por un conjunto
dominante de m puntos.
En caso contrario. sea x_ una hoja de T' tal
que R(x) =2 0y sea a = (x_. x) la arista
incidente con x en T'. Eliminar X, vy a del
4rbol auxiliar T'.
Si R(x') + {(a) es la distancia de x, al
punto del conjunto dominante que cubre x .
puede ocurrir:

r

R(xr) + ¢(a) = - entonces ir al paso 4.
]

o bien
r

R(xr) + L(a) > v [ en este caso el
]

punto gue cubre x_ no cudbre x_l entonces
volver al paso 2.
r

( R(xr) + {(a) < - es decir, el punto
]

del conjunto dominante gue cubre X, también

cubre x.]

Si 0 = R(x.) =< R(xr) + L(a) ( x, esta tam—

bién cudierto por un punto préximo] enton—

ces volver al paso 2.
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Paso 5.

Paso 6.

Paso 7.

Si 0 <R(xr)+l(a) < R(x.) (el punto del
conjunto dominante Que cubre X esta
mas préximo a X, Que el punto del conjunto
dominante Que ahora cubre X, ] asignar a
R(x) el valor R(x)+é{(a) y volver al
paso 2.

Si 0 <R(x))+(a) < -R(x)) [ el punto del
conjunto dominante gue cudre x, cubre
tambien al conjunto S(x.)] entonces
asignar a R(x‘) el valor R(xr)+t(a) y
volver al paso 2.

Si 0 < -R(x,) <R(x)+{(a) [el punto del
conjunto dominante que cubre x  no cubre
todos los puntos de S(x.) | entonces

volver al paso 2.

(Para cada hoja X, de T' tal que R(xr)<0. es
decir, Que no est& todavta cudbierta ]. Si el
4rbol auxiliar T' tiene un solo vértice X .
entonces hacer m = m+l. affadir el vértice X,
al conjunto dominante y parar.

En caso contrario. sea x una hoja de T v
a = (xr.x.) la arista incidente con X en

T'. Eliminar x vy a del &rbol auxiliar T'.
Si -R(x) > {(a) entonces ir al paso 7.

Si -R(xr) = {(a) entonces ir al paso 8.

Si -R(xr) < ¢(a) entonces ir al paso 9.

{ -R(xr) > ¢(a) : no es necesario gue el punto

del conjunto dominante gque podria cubdbrir el
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Paso 8.

conjunto S(xr) se localice en la arista a )
Si -R(x) - L(a) < -R(x,). entonces [R(xr)<0
y ast x, neo estart{a todavia cubierto; después
de eliminar X de T', los vértices de S(xr)
se incluyen en el conjunto S(x.) v se
actualiza el valor de R(x.) ] asignar a R(x.)
el valor R(x)) + {(a) y volver al paso 2.

Si o< —R(x.)s —R(xr)-l(a) entonces {aungue
los vértices de S(x') estén ahora inclutdos
en el conjunto S(x-), no es necesario cambiar
el valor de R(x.) ] volver al paso 2.

Si 0 < R(x) = —R(x') - {(a). entonces | X,
estéd ya cublerto, y el punto del conjunto
dominante que cubre x, también cudre los
vértices de S(x,) 1 volver al paso 2.

Si —R(x'_) - fa) < R(x.). entonces (el
vértice x, estéd ya cubrerto; sin embargo, el
punto del conjunto dominante Que esta
cubriendo ahora x, no puede cubrir los
vértices del conjunto S(xr) . Se trata X, como
si{ no estuviera ya cudbierto y se busca un
punto gue cubra X, v el conjunto S(xr). Ast,
el nuevo conjunto S(x ) es ahora S(xr) u (x.)
y se vuelve a asignar el wvalor de R(x) |
asignar a R(x)) el valor R(x) + <(a) Yy
volver al paso 2.

[—R(xr) = ¢a): para cubrir el conjunto

S(x'),so puede localizar un nuevo punto del
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Paso 9.

COMPLEJIDAD:

conjunto dominante en el vértice x.].

Si R(x.) = 0 {hay ya un punto del conjunto
dominante localizado en x.], entonces volver
al paso 2.

([Determinar el conjunto dominante absoluto
de radio ri}.

[-R(xr) < ¢(a): para cubrir el conjunto
S(x') . se puede localizar un nuevo punto del
conjunto dominante en la arista a, a la
distanctia -R(xr) de x y por tante a &
distancia t(a)+R(xr) de x.l. Asignar a m el
valor m+l, localizar un nuevo punto del
conjunto dominante en la arista a -(xr.x.) a

la distancia -R(xr) de X, ¥ volver al

paso 3.

La complejidad de este algoritmo es:

2.5.4.2.

o (})x]1.

Algoritmo de Kariv y Hakimi para hallar un

conjunto dominante de radio r restringido a

los vértices (1979).

Para resolver el problema del

conjunto dominante de radio r restringido a los vértices se

puede adaptar el algoritmo 2.5.4.1. cambiando el paso 9 por el

siguiente:
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Paso 9°': (—R(x}) < L(a): El vértice x, no cudbre ol
conjunto S(xr). v ademas habrta Qque
localizar en X un nuevo punto del
conjunto dominante). Asignar am el valor
m+1, localizar un nuevo punto del m—-centro

en x_, asignar a R(xr) el valor 0 vy volver

al paso 3.
COMPLEJIDAD:
La complejidad de este algoritmo es también

o x| 1.

Observacion 2.5.4.1.

El numero m que se obtiene al terminar los algoritmos
anteriores es el numero de dominacién de radio r y el conjunto
de m puntos que se construye es el conjunto dominante de

radio r.

2.5.5. Algoritmos para hallar m-centros en una red.

Todos los procedimientos para resolver este
problema generan y resuelven una sucesién de problemas de

r—cubrimiento.

Para hallar el m—centro absoluto Francis, McGinnis x‘

White /37/ usan algunos de sus resultados sobre el problema

del centro absoluto. En particular, utilizan el hecho de que

hay un problema de centro absoluto cuyo valor minimo de la
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funcién objetivo es igual al valor minimo de la funcién

objetivo en el problema del m-centro. Este hecho les permite

reducir la busqueda del minimo valor de la funcién objetivo a

las entradas positivas de la matriz asociada B = [bu]. siendo

v, v). d(xi ,x))

(3]

{771

que se obtiene haciendo cero los sumandos h, en [69],

correspondiente al algoritmo 2.5.3.3. que resuelve el problema
del centro absoluto con sumandos.

Dada wuna funcién
F(Y) = mé&x {(vd(x . Y) }.
<. 18 L

el problema del r—cubrimiento consiste en:

Minimizar
|¥| de manera que
F(¥) < r, para un valor de r dado.

Si q(r) es el valor minimo de la funcién objetivo en
el problema de r—cubrimiento. tomando r como pardmetro, vy Lo
es el minimo valor de la funcidén objetivo en el problema del
m-centro. r_ es el minimo elemento r del conjunto de las
entradas positivas de la matriz B para el que gq(r) < m.
Entonces r.es el m~radio y cualquier ¥ que resuelva el
problema del rm—cubrimiento es un m-centro absoluto. Asi para
resolver el problema del m—-centro se resuelven una sucesién de
problemas de r—-cubrimiento. usando una busqueda binaria para

hallar r_en el conjunto de las entradas positivas de la

matriz [b .].
(3]
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Para el caso en que no todos los pesos de la
red N(X,A) son la unidad, Karjv y Hakimi demuestran que el
problema del m-centro se puede reducir a uno

computacionalmente finito y dan un algoritmo para resolverlo:

2.5.5.1. Algoritmo de Kariv y Hakimi para

hallar un m-centro (1979).

Este algoritmo resuelve el problema de

hallar el m—centro en una red general N(X.A).
Restringe la busqueda a un conjunto de ‘“"puntos
sospechosos” siguiendo a Minieka y wutiliza el concepto de

"rango"” de los “puntos sospechosos" introducido por Handler.

Definici6on 2.5.5.1.1.

El rango del centro local c con respecto al par de
vértices x vy x'| es:
r(c) = d(x .c) = d(xj.c):
(78]
Descripcién del algoritmo.

Paso 1. Hallar la localizacién Y v el correspon—
diente rango r’ de cada uno de los "puntos
sospechosos", es decir, los vértices de la
red Yy los puntos en los que las dos
funciones d_(x,. . ) vy da(xy . ) se cortan
con pendientes de signo contrario. El numero

de puntos sopechosos es O [|A].|X|*].
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Paso 2. Para cada conjunto posible

Xm_‘- (x‘.x’..... x"p‘)

de m-1 puntos sopechosos, dar los pasecs 3.4
Y 5 v luego ir al paso 6. El numero de estos

subconjuntos es a lo sumo

")

Paso 3. Para cada i, 1 £ i £ m-1, siendo
r'’= méx (vd(x.x))}
x &X ] J v
3
el rango de X . hallar

X = (x. € X / vd(x.x)s r")
A 1 J ) L

m-1
X = u Ji

v=1
Paso 4. Hallar el l-centro v, de la red N'( siendo

N' la red N en la que todos los vértices de

X tienen peso 0. r'™ es el l-radio de N'.

Paso 5. X =X U {y]}.
Asignar r(X ) = max (r") y regresar al
m .
1SiSm
paso 2.
Paso 6. Si I?m es el conjunto tal que

r(X" ) = min (r(X)}
x
m

entonces I’m es un m—centro de la red Y

- .
r(x'm) es el correspondiente m-radio.

COMPLEJIDAD:

Para el caso en que los vértices no esatdn ponderados



la complejidad de este algoritmo es:

o (A" |X|*™*/(m-1)! ]
Y para el caso en que no todos los pesos son la unidad es de
complejidad:

o (|AI™. IX)™™. log|X|/(m-1)! ).

2.5.5.1. Algoritmos para el m-centro continuo

en una red.

De los problemas de localizacién minimax
en redes el mds interesante es el del m—-centro continuo en una
red, Problema 2.3.3., en el que tanto los puntos de demanda
como las instalaciones pueden ser vértices o cualquier punto
de los arcos de la red.

Una forma de aproximarse a la solucién de este
problema es discretizar el conjunto de los puntos de demanda y
resolver el problema del m—-centro para el caso en que las
instalaciones se pueden localizar en los vértices o en las
aristas de la red., pero los puntos de demanda son un numero

finito.

2.5.5.1.1. Algoritmo de Minieka (1970).

Este algoritmo resuelve el problema del
m—centro absoluto en una red N(X.A) en la que el conjunto de
puntos de demanda es X.

Minieka /73/ demuestra el siguiente resultado en el

que ge basa su algoritmo:
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Teorema 2.5.5.1.1.1.

El conjunto fintto C de todos los centros locales de N
define un conjunto dominante para el problema del m—centro en
una red en la que las instalaciones se pueden localizar en los
vértices o en las aristas de la red y con puntos de demanda en
los vértices, gue permite definir

L min [ méx d(x;.x)]
x;s Cc x&X

[791]

Se considera D = [d"] de n = |X| filas vy lc|

columnas. siendo dq la distancia del vertice x, al Jj-ésimo
candidato a centro. Entonces

r, = min méx min (d‘).
HE S xe&X jai Y
™m 1 m
{80}
siendo Hm el conjunto de indices de un conjunto de m columnas

de Dy S = (1,2, ... . |C|}.

Descripcién del algoritmo.

Pace 1. Se elige un conjunto H_ formado por los
indices de un conjunto arbitrario de m
columnas de D.

Pace 2. Calcular ¢ = méx min (d

).
x € X jeH i

Paoce 3. Actualizar la matriz B = [b“]. donde
0sid . 24d i=1,2 ... n
b = v ) c
Y 1 en caso contrario 3 2. ... <]
Pace 4. Resolver el problema de recubrimiento
h = min e'x. donde et = (1.1, ... ,1)

Bx 2 e, x e (0.1}, j= 1.2, ... ., [C].
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Paoce S. Si h > m parar; L d es el valor de una
solucidén 6ptima.
En caso contrario actualizar Hm y volver al

paso 2.

COMPLEJIDAD:

La complejidad de este algoritmo es:

o [ ixp + (13! ].|A|].

2.5.5.1.2. Algoritmo de Handler y Rozman (1985)

Handler y Rozman /45/ dan un algoritmo
para resolver el problema del m-centro continuo en una red en
la que las instalaciones se pueden localizar en cualquier
punto de los arcos y con puntos de demanda en los vértices.

Este algoritmo se basa en las siguientes proposiciones:

Proposicién 2.5.5.1.2.1.

En el algoritmo 2.5.5.1.1. st d es el valor
correspondiente al m-centro asociado al conjunto Hm con el que
se trabaja, entonces todas las columnas (candidatos a centros)
del conjunto K = (¢ € C 7~ rCco 2 d )}, siendo r(c) el rango de
c definido en (78], se pueden eliminar sin perder la

optimalidad de la solucidn.

Proposicién 2.5.5.1.2.2.

En el algoritmo 2.5.5.1.1., para cualguier columna j

y para cualqguier fila i, el procedimiento de inicializacién
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b,‘J = 0 st d” > r'?, siendo r? el rango del candidato a

centro asociado con la columna j, se puede tomar sSin perder la

optimal idad.

Descripcion del algoritmo.

Paso 1. Se elige un conjunto Hm formado por los
indices de un conjunto arbitrario de m
columnas de D.

Paso 2. Calcular @ = mé&x min (dlj.
x‘ex ]EH"‘ i

Pase 3. Ajustar la matriz B = (bu], donde

0 si d. >r
b = b
3]

1 en caso contrario

¥R

para i = 1,2, ... ., n y j= 1,2, ..., |c].
Paso 4. Eliminar de B todas las columnas j tales que
r? 2 d.
Paso S. Resolver el problema de recubrimiento
h = min e'x, donde e' = (1.1, ... .1)
Bx 2 e, x € (0,1}, j= 1.2, ... . |ct.
Paso 6. Si h > m parar: LI d es el valor de una
solucién éptima.

En caso contrario actualizar Hm y volver al

paso 2.

2.5.5.1.3. Algoritmo de relajaciéon de Handler y

Rozman (1985).
Este algoritmo permite resolver el
problema del m-centro continuo en una red en la que las

instalaciones se pueden localizar en cualquier punto de las
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aristas de la red vy en la que 1los puntos de demanda son
vértices.
En el algoritmo se utiliza la siguiente notacién:
Se supone que un candidato a centro c € N estéa
determinado originalmente por un par de vértices X Y xf
C(x,y) = {(ceC/ 3 X.x, € X respecto de los cuales
c es centro local}.

C [(x.y):d ] = {c € C(x,y) / r(c) < d }.

C (R:d}= u C {(x.y):d ]
X, % e R

{(h, ih. ; } son los candidatos para una solucién
6ptima del problema de recubrimiento. donde
h es el valor de la funcién objetivo.
ih es el conjunto de los h centros en la
solucién.

-

d = méx {r(c)}.
c & xh

Descripcién del algoritmo.

Paso 1. Se inicializam = 1 y se selecciona un
vértice cualquiera x. Se define R = (x},

d = o, C{R:d} = ({x} (centro local con

respecto a x y x de rango 0), d = 0,

X‘ = {X}.

Paso 2. Si todo vértice de X - R est& dentro de un
rango d de algun x € Xm. entonces xm es una

solucién mejorada. I; - Xm es la nueva

-

solucién en curso, con d = d una cota

superior de r . Actualizar C {R:d}) eliminan-
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do los candidatos a centro cuyos rangos sean
mayores o iguales a d. Ir al paso 4.
En caso contrario se elige como vértice a

entrar X . el més alejado de Xm. Si

- -

d ¢ max a(X .x) < d, entonces X es
x e«X m) m
3
todavia una solucioén mejorada. Se hace

d = max d(X .,x) y X = i .
]

Ir al paso 2.

Paso 3. Afiadir x a R y actualizar C {R:d}) afladiendo
los candidatos a centros C [(xr.y):d 1.
Y y €« R. Ir al paso 4.

Paso 4. Seleccionar de C (R:d} un conjunto arbitra-
rio de m candidatos a centros, im, que
cubran todos los vértices de R e ir al
paso 2. Si esto no es posible ir al paso S.

Paso 5. La solucién en curso X es un conjunto de
m-centros con m-radio r. = d. Si m es el
numero de centros buscados parar. En caso

contrario hacer m = m+1 y volver al paso 4.

Este algoritmo mejora en la practica la complejidad

de los anteriores para valores grandes de n.

2.5.5.1.4. Algoritmo de Moreno.

Este algoritmo para determinar el m-centro
modifica el procedimiento de relajacién de Handler vy se basa

en ol siguiente resultado:
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Proposicién 2.5.5.1.4.1.

£33 R‘ i) R: son dos conjuntos de vuvértices

Cuyos centros respeclivos son c, Y t:z con radios r Yy r,.

disjuntos

una

buena localizacién para el centro de R = R‘ U Rz es el punto ¢

del camino m(nimo de c, ac, tal qgue:

r, + d(c‘,c) - d(c.cz) +r,.

Descripcién del algoritmo.

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

COMPLEJIDAD:

Inicializar |X| conjuntos R

R = (x}, 1=1,2, ... ,|X| =n.
1Y 19
Para cada i se define ¢ = x. r = o]
w.=r +d(x. .x) +r para j = 1,2, ... .n.
(8] L v 3
Se calculan w = min w

bexvd 15;%n Y

w, = min w .

k, )<k (9 {8)

1SiSn

Se elige el par (k,j(k)) que minimiza wu
se actualizan R .c. vy r .
T \Y L
Rt - Rk v R;(k)

wk . )k
rs
L

c es el punto del camino minimo de <,

c)m que estd& a distancia r-r, de C.-

Se calculan los nuevos valores de w, Y

P

repite el paso 2 hasta tener m ternas

(R.,r ,c), es decir |X| -m veces.
T L L

La complejidad de este algoritmo es:

0 (|X|® log|X]| }.
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2.5.6. Algoritmos para hallar m-centros en una red-arbol.

2.8.6.1. Algoritmo de Handler (1978).

Este algoritmo resuelve el probiema del
2-centro absoluto en una red-4arbol T(X.A). con pesos
unitarios, en la que los puntos de demanda estdan en los
vértices vy las instalaciones pueden estar en los vértices o en

las aristas de la red.

Descripcion del algoritmo.

Paso 1. Se aplica el método de Handler. algoritmo
2.58.3.2., para determinar el l-centro
absoluto x" de T.

Paso 2. Se divide la red-4rbol por x' en dos
subdrboles disjuntos ‘1" Y Tz.

Paso 3. Se aplica el algoritmo 2.5.3.2. para
determinar los l-centros absolutos x.‘ Y
x'z de T; Y T; respectivamente. que
constituyen el 2-centro de T.

COMPLEJIDAD:
La complejidad del algoritmo de Handler es:

o tx|1.

2.5.8.2. Algoritmo de Kariv y Hakimi para el

m-centro absoluto (1979).

Este algoritmo. que resuelve el problema de

hallar el m-radio y el correspondiente m—centro absoluto para
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una red—-4rbol con vértices ponderados., se basa en el siguiente

resultado:

Teorema 2.5.6.2.1.

Su y’m es el m-centro adbsoluto de una red-ardol con
vértices ponderados y r, es el m-radio absoluto, entonces

-
existe al menos un x € Y m Y un par de vértices x Vv xj tales

Que:
d(x. x) = d(x .x) + d(x,x)
19 1 L I
Y
v .d{x ,x) = v .d(x .,x) = r
i i J 3 m
Demostracion.

Ver Kariv y Hakimi /53/.

Corolario 2.5.6.2.1.13.

El m-radio absoluto de una red-arbol con vértices

ponderados es uno de los n(n-1)/2 posibles cocientes:

vv. d(x ,x)
L) Y )

v. + v,
i J
Demostracidn.
vV.r_ + v.r
rm rm ) m S m
d(x .x) = + -
[ ) V. v
L ] V..V
LI
de donde
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Descripcion del algoritmo.

Paso

r.
Y

Paso

Paso

Paso

Paso

COMPLEJIDAD:

1.

Se calculan los n(n-1)/2 valores
vv. dix .x.)
v ) [ b

para 1 £ i <j £ n
vV + v

t )
Se ordenan los valores ru en una lista L en
orden no decreciente.
Se aplica el algoritmo 2.5.4.1. para hallar
un conjunto dominante de radio r,; para cada
i*j, 1 =1 <p. 1=<j<ny se calcula el
niumero de dominacién, m,. de radio T
Mediante una busqueda binaria en la lista L
se determina r, que es el menor r; para el
que m.‘j < m. Se designa por m' el numero de
dominacion de radio r .
Si y' es el conjunto dominante de radio

m'

r . dque se determina por el algoritmo

2.5.4.1., affadiendo cualquier conjunto

-
arbitrario de m—m' puntos a ¥ se obtiene

m'

un m-centro &’m de la red-4arbol.

La complejidad de este algoritmo es:

2.5.6.3.

o [[X]|%.10g|X] 1.

Algoritmo de Kariv y Hakimi para el

restringido a los

m—centro restringido a los vértices (1979)

Para resolver el problema del m—-centro

vértices se puede aplicar el algoritmo
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2.8.6.2. sustituyendo los pasos 1.3,4 v 5 por los siguientes:
Paso 1'. Se calculan los n(n-1) valores:
r; - v.‘.d(x.‘.xj) para i » j, 1 £is<n,1=<jsSn
Paso 3'.Se aplica el algoritmo 2.35.4.2. para hallar
un conjunto dominante de radio r,;, para cada
i=j, 1<is<n,1=<j=<nysecalcula el
numero de dominacién. m.. restringido a los
vértices para cada r

Paso 4' .Mediante una busqueda binaria en la lista L

se determina r

r = min {r” / m._<m }.
m . . A2 \2]
i,) & ¢1,2,...,m

Se designa por m' el numero de dominacién de
radio r_.
m

Paso S'. Si x* es el conjunto dominante de radio

roo. que se obtiene aplicando el algoritmo
2.5.4.2., afiadiendo m—m' vértices arbitra-

. - . -
rios a X se obtiene un m-centro X ™ de

m

la red-darbol.
COMPLEJIDAD:

La complejidad de este algoritmo es también:

0 (]X|* log|x| J.

2.5.6.4. Algoritmo de Hakimi, Schemeichel y Pierce

para el m-centro absoluto (1978).

Este algoritmo, que resuelve el problema del

m—-centro absoluto en una red-drbol con pesos unitarios en los
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vérticeas para m > 2, se basa en el siguiente teorema:

Teorema 2.5.6.4.1. (Hakimi, Schmeichel y Pierce).

Dados un 1-centro absoluto y' de wuna red-érbdbol
T(X.A). un vértice periférico X . es decir, un vértice gue
verifica:

arx,.¥7) = méx {d(x.¥)}
X € X

y P(x‘.y.) el camino Que une %, con y‘, st y. no es un vértice
el camino p(x‘,y.) se supone Qque Iincluye la arista Que
contiene y.A Entonces existe una arista a en el camino
p(x‘.y.) Que st se elimina de T separa dos componentes T;' Qque
contiene X .V Tz, tales que st y" es el l-centro adbsoluto de

- - -
T‘ e ,g/m_‘ es un (m-1)-centro de 'I‘z entonces 3/," = (y’ }) U 3/"_‘

es un m—centro absoluto de T.

Descripcién del algoritmo.

Paso 1. Se halla el 1-centro absoluto y. de T y un
vértice periférico X, -

Paso 2. Sea p(x‘.y.) el camino que conecta X, con
y‘, Yy si p. no es un vértice p(x‘,y.) se
supone que incluye la arista a la gque
pertenece y‘. Para cada a de p(xl,u.) . se
determina ‘I;(a). el subdrbol de T-{a} que
contiene XY 'I‘z(a) el otro subdrbol de
T-{a}.

Paso 3. Se halla el l-centro absoluto y.’(a) y el

correspondiente l-radio r‘1(a) de T’(a) . BSe

halla el (m-1)-centro absoluto 3’....-;(” de
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Tz (a) y su correspondiente (m-1)-radio

2
absoluto r m_‘(a).

Paso 4. Se determina

r ., (a) = méx (r“(a). rzm_‘(l))-

y se calcular (a) = min _ ({(r (a)}
m o ™m

aep(x .v )
Entonces rm(ao) es el m-radio absocluto de T
Yy el conjunto ym:‘(ao) U (yf‘(ao)) es el

m—centro absoluto.

COMPLEJIDAD:

La complejidad de este algoritmo es:

O ( |X| log” "|X} ) para m > 2.

2.5.6.5. Algoritmo de Hakimi, Schemeichel y Pierce

para el m-centro restringido a los

vértices (1978).

Para determinar el m-centro restringido a los
vértices de una red-4rbol T(X.A) con pPesos unitarios. no se
puede aplicar el teorema 2.5.6.4.1. en el que se basa el
algoritmo anterior, pero s{ se puede hacer uso del siguiente

lema:

Lema 2.5.6.5.1.
Se constidera una red-4arbol T(X,A) con pesos unita-
rios en los vértices y dos vértices periféricos X,V x, tales

que d(x, .x ) = max {d(x .x)}. Para cada arista a del
172 L
xi,xj e X

camino p(x‘,xz) se construyen los dos subdrboles conexos 1;(.)
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v Tz(a) Que se obtienen eliminando la arista a de T, siendo
T‘(a) el gue contiene x‘. Entonces, para cada m (m>l), existe

wna arista a en p(x‘,xz) y dos nuneros naturales m‘ y m,

(m +m = m) tales qQue st x' es un m —centro de T (a) \Y]
1 2 m 1 1 m

- - - -
x @s un m_—centro de T (a ), entonces X = X (U o es
mz 2 2 ™ m m‘ mz

un m—centro restringido a los vértices de T.

Descripcién del algoritmo.

Paso 1. Se hallan dos vértices perifericos L 4 X,

de T tales que
d(x;"‘z) - max (d(xi.xj)). Sea P(x‘.xz)
x .x € X
LI
el camino que conecta X, Y X, en T.
Paso 2. Para cada valor de m (m‘ e (1,2, ... .m—1})

dar los pasos 3,4 vy 5.

Paso 3. Para cada arista a de p(x‘,xz) se halla:
[-]
17) Un m‘—centro I‘m (a) v el correspondiente
1

m;radio r_(a) de T‘(a), siendo Tt(a) el
1

subdrbol conexo de T-{a) que contiene X, -

1o

2 ) Si m,~m-m, se halla un mz-—centro
x'm (a) y el correspondiente mz—radio
2

r_(a) de Tz(a), siendo Tz(a) el subérbol
2

conexo de T-{a} que contiene X, -
Paso 4. Se determina

r (a) = max {(r_(a) ,r_ (a)}
m mz m m

1 1 2
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Y se calcula

m ,

acp(x‘,xz) 1

min tr (@)}
2

%

L
mediante una busqueda binaria. \g', g
Paso 5. Sea am{mz la arista de p(x, .x)) tal\SP: L _}?J
r__(a_ _) = min {r (a)y
m .,m m ,m m ,m
12 172 aep(x‘,xz) 172
Designamos por
r - r (a )
m .m m .m m.m
1 2 1 2 1 2
Ad - -
x = X (a ) U X (a )
m ,m m A m m .,
12 1 s 2 2 1 2
Paso 6. Asignamos a r el valor
min (r /1 £m <my m = m-m} Y
m,m 1 2 E

- R -
sea X - el conjunto X m.m due corresponde
172
ar . Entonces r_es el m—radio restringido
-
a los vértices de T y I'm es un m—-centro

restringido a los vértices de T.
COMPLEJIDAD:
La complejidad de este algoritmo es:

o1 |x].108™"|X|}.

2.5.6.6. Otros algoritmos para el m-centro en una

red~arbol.
Con objeto de rebajar la complejidad de los
algoritmos para resolver el problema del m-centro en una
red-4rbol, se han buscado conjuntos que contengan los valores

factibles del radio.
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Definicién 2.5.6.6.1.

Un valor r > 0 se dice gque es factible si existe un
conjunto de m elementos del conjunto de puntos de posidle
localtizacién de centros

ty,, ¥, - ¥}
tales gue la distancia de cualguier punto de demanda x al mas

préximo de los Y, (1 =1,2, ... , m) es menor o tgual a r.

Chandrasekaran y Tamir /65/ y /66/ prueban que estos
conjuntos de valores factibles del radio para una red N(X,A)
son:
R = { d(x.x), x .x € X }
 § g J L J
{81]
3i tanto los puntos de demanda como los de posible localiza-
cién de centros estdn restringidos a los vértices. en el caso
de vértices no ponderados vy
R = ( vd(x .x). x.,x € X }
2 8 i b T 3
(82}
8i los vértices tienen pesos v, no todos uno.
1
R, = -3 d(x.‘.x‘,). X%, € X}

(83}
si el conjunto de los puntos de demanda estd restringido a los
vértices pero los centros se pueden localizar en los vértices
O en las aristas, para vértices no ponderados y

vv. d(x .x)
[ | i 1
R‘ - { —_—, X_.X € X }
v. +vV J
3 )

(84]

para vértices ponderados (Ver Corolario 2.5.6.2.1.1.).
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Rs- (d(xl,xn . —% d(xl,x,), x. x & X )

(85]
si la localizacién de los centros se reduce a los vértices,
pero son posibles puntos de demanda tanto los vértices como
los puntos de las aristas.

d(xi.xﬁ
Rd-{——. x.xeX, k=1,2, ... . m }
2k v
{86]

si tanto los puntos de demanda como los m centros pueden ser

tanto vértices como puntos de las aristas.

2.5.6.6.1. Algoritmo de Chandrasekaran y Tamir

€1980).

Este algoritmo resuelve el problema de
determinar el m—-centro continuc en una red-4rbol, con vértices
no ponderados, en el caso en que tanto los puntos de demanda
como las instalaciones pueden estar tanto en los vértices como
en las aristas.

Se prueba que r. es uno de los numeros:
d(x, .x)
DR
r
3]
2k
[87]
siendo x Y ﬁ,dos vértices de grado 1 ¥ k cualquier entero
entre 1 y m.
La complejidad del algoritmo de Chandrasekaran vy
Tamir que permite calcular *m Y aplicar el algoritmo de

r-cubrimiento es:

0 ((|X|.log m*].
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2.5.6.0.2. Algoritmo de Megiddo, Tamir, Zemel y

Chandrasekaran (1981).

Este algoritmo /65/. resuelve el problema
del m—centro en una red-4rbol en el caso que los puntos de
demanda. o los de posible localizacién , o ambos, estén
restringidos a los vértices de la red. Se puede aplicar tanto
en el caso de vértices no ponderados como para vértices con
pesos v no todos uno. Divide la red-érbol T(X.A) con |X| = n,
en tres subdrboles, cada uno de ellos con cardinal menor o
igual a |n/2] + 1.

La complejidad del algoritmo de Megiddo, Tamir.
Zemel y Chandrasekaran es:

0 (|X|.min {m.log®|X|. |X|.log m} ].

2.5.6.6.3. Algoritmo de Tansel, Francis, Lowe y

Chen (1982).

Este algoritmo /93/ resuelve el problema
de)l m—centro (0 < m < n) en una red-drbol, con distancias
restringidas. para el caso en que se imponen cotas superiores
a la distancia de cada vértice al centro méds prdximo,

sustituyendo los pesos v por funciones f de la distancia
i iy

d(xi,y) que son continuas y estrictamente decrecientes. Este
problema recibe el nombre de problema del m-centro no lineal.
La complejidad del algoritmo de Tansel, Francis,
Lowe y Chen es:
0 [|X]|*. 109 |X] I

si se utiliza un algoritmo para el problema del r-cubrimiento
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de complejidad O [|X|*] y de complejidad:
0 (|X}®.l0g |X| 1}
8i se utiliza un algoritmo de complejidad O [|X|] para el

problema del r-cubrimiento.

2.5.68.6.4. Algoritmo de Tamir y Zemesl (1982).

Este algoritmo resuelve el problema del m-centro en
una red-drbol en el caso en que todos los pesos son la unidad.
Y que los suministros ( o puntos de posible localizacién), I,
y demandas. A, son una coleccion de un numero finito de
subregiones de T disjuntas. cerradas y conexas. de las que
alguna puede ser un solo punto.

El algoritmo reduce la busqueda de r_a un conjunto
finito .&,formado por las distancias entre cualquier punto
"extremo'" de una subregién en ¥ y cualquier punto "extremo' de
una subregioén en A y resuelve el problema del r-cubrimiento
para valores de r € &.

La complejidad del algoritmo es:

0 (|X|.log%|X]| |
para el caso en que tanto £ como A son discretos.
Si £ y A contienen una arista entera entonces la
complejidad es:

0 [|X]| min {m.log”|X|. |X|.log m } ].

2.5.6.6.5. Algoritmo de Megiddo y Tamir para el

m—centro continuo (1983).

Permite resolver el problema del m—-centro

continuo en una red-&rbol con vértices no ponderados,
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mejorando la complejidad de los anteriores. Ademas se obtiene
una cota superior del numero de operaciones necesarias que no
depende de m.

Partiendo del resultado de Chandrasekaran y Tamir
que afirma que el m-radio es uno de los numeros d(xi,xj)/Zk.
donde X, ¥ x son dos vértices de grado 1 de 1la red-4rbol
T(X.A) ¥y k es cuaiquier entero entre 1 vy m, se definen las
funciones:

d(xi.xﬂ
ku(r) i e T (r >0). Vv X .x, € X.

(88}
es decir, ku(r) es la parte entera mas uno del cociente
d(x ,x)/2r , ¥ x, x e X.

[ J L b}
La funcién ku(r) es, para cada par de vértices X .

x de X fijos, una funcioén escalonada con saltos

d(xt.xﬂ
2k -{. k = 1,2, ... .m.

[89]

Se determina un intervalo ([a.b] para r tal que
m >m2Zm en el que las funciones ku(r] son constantes en
[a.b). Por tanto a < r. < b, vya que m = min { r / m <m} Y
por tanto r_ = b vya que al menos una de las funciones k‘J(r)
debe tener un salto en r.-

Este intervalo (a,b) se va reduciendo gradualmente,
conteniendo sSiempre L tal que mrs m. La reduccién /65/ se
realiza en dos fases. En la primera se encuentra un intervalo
(ao.bol tal que a < r, < b y al menos una de las funciones
ku(r) es constante en (ao,bol. En la segunda fase se va

reduciendo gradualmente el intervalo a la vez que va
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aumentando el conjunto de los pares (x‘.xﬁ para los que la
funcién ku(r) correspondiente es constante, hasta conseguir

que todas estas funciones sean constantes en el intervalo.

Se considera un centroide ¢ de T. es decir, se
divide T en dos subarboles T;y T; cuyo unico vértice comun sea
c y tales que cada uno de los subdrboles tengan a lo sumo
[n/2] + 1 vértices. El1 centroide se puede hallar por un
algoritmo de Goldman de O [|X|} o por el algoritmo 2.5.3.5.1.

de Kariv y Hakimi también de complejidad O [|X]|].

A continuacién se calculan d(xl.c). v x € 1} Y
d(c.xﬂ, v xjc T; Yy se reduce la busqueda de r. al conjunto

d(x. .c) +d(c,x.)
i i

N -

. X € 1;, x € T;
k. (r) +k_(r) +1 !
ie <)

[90)
La complejidad de este algoritmo para resolver
el problema del m—centro continuo es:

0 [ |X|.108”|X| 1.

2.5.6.6.6. Algoritmo de Megiddo y Tamir para el

m-centro absoluto (1983).

Permite hallar el m—centro absoluto en una
red-4rbol T(X,A), con vértices ponderados, en el caso en que
los puntos de demanda estd&n restringidos a los vértices de 1la

red.

Se utiliza el hecho de que r_ es uno de los n(n-1)/2

posibles valores del conjunto
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{91]
Siguiendo un procedimiento similar al algoritmo
anterior se encuentra el m—-centro absoluto con complejidad

o (]X] log®|X| 1.

2.5.6.6.7. Algoritmo mejorado de Megiddo vy

Tamir €(1983).

Determina el m-centro absoluto en una
red—4rbol T(X.,A) con vértices ponderados. si los puntos de
demanda se restringen a los vértices de la red.

Se determina el centroide de T, dividiendo T en dos
subédrboles cada uno de los cuales con a lo sumo [n/2] + 1
vértices. Se procede del mismo modo en los subdrboles hasta
obtener una descomposicidén total.

La distancia d(x,. x)) = d(x .c) + d(c.xj) donde c
es un centroide de la descomposicién total de la red-&rbol T.

Si €, s uno de los centroides y T‘k Yy T’k son los

sub&rboles que separa Cy de un subdrbol anterior, se reduce la

busqueda del m-radio al conjunto

vV, [d(x, .c ) + d(ck‘xﬁl

1
{ v .xieTk.xjeT’k}

{92}

y siguiendo un procedimiento andlogo al de los algoritmos
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i
g
1
!

anteriores se resuelve el problema del m—centro con compleji-
dad:
0 (|X|.log® |X|.loglog|X]| I.
Si los m centros sélo se pueden localizar en los
vértices, la complejidad es:

o {|X].log® |X| 1.

2.5.7. Algoritmo para el problema del m-centro con

centros preestablecidos.

2.5.7.1. Algoritmo Modificado de Kariv y Hakimi

€1979).
Resuelve el problema del m—-centro con m
centros preestablecidos en una red-drbol T(X.A) considerando
para cada vértice x € X el punto y(x‘) e y' que est4 més

préximo a X - As{

d(x.¥(x)) = min, {d(x.v)}.
yey

{93]

Cada una de las distancias ponderadas v, d(xk,y(x\))
puede ser el m-radio con m centros preestablecidos de la
red—4rbol T(X.A).

En el caso del problema del m—-centro restringido a
los vértices y con centros prestablecidos estos valores estén
ya incluidos en los n(n-1) valores

r, - vid(xi.xj), X . x& X, 1= j.

J
(94]
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En cualquier caso, el numero de posibles valores
del m-radio es O [|X|*] y la complejidad del algoritmo
modificado para el m-centro con centros preestablecidos sigue
siendo

0 (1x}*10g}x] 1.

2.5.8. Algoritmo para resolver el problema de

localizar m instalaciones mini max con

comunicaciones mutuas.

2.5.8.1. Algoritmo de Francis, Lowe y Ratliff

€1978).
Eate algoritmo determina m instalaciones
minimax con comunicaciones mutuas en una red-drbol T(X,A).
Se parte de una red-drbol T(X.A), con |X| = n. dos
conjuntos I. e Ic' no vacios:
I, et (i), 1<is<m 1=<j=<n}

Ipb, €« 0G.k). 1 53<k=m}

[95]
Yy la funcién

F(Y) = méax { méx {v. d(y .x) }. ma&x w_d(y. .y, ) }
[§ i J ik ) k

(L, JrEx t).krex
c B

[96]

Se construye el grafo unidirigido de nodos Nr

N,. -WN L El. E,. ... . E.
Para cada (i.j) € I se coloca un arco Uﬂ.Eﬂ de
1

longitud g Y Ppara cada (Jj.k) € I. un arco (Nka) de
L)
1

longitud v
ik
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Se considera n. la longitud del camino méas corto
que une dos nodos E. Y El cualesquiera en los que existen

instalaciones y se calcula

-
zZ = ma&x {(d(x .x)/n_ }.
1< a<tSn et o

(97}

Se construye una solucién éptima &’ aplicando el

Procedimiento de Localizacidén Secuencial /36/ a las
restricciones:
Z‘
dy .x) = ;:T . (i.5) &« I
(98]
zQ
aly;. v ) = 5—. (i.k) I
ik
(99]
Para calcular n se necesitan O [|X|’ ] operaciones
y para las distancias d(x,.x) . O [1X{*1 operaciones. La

aplicacién del Procedimiento de Localizacién Secuencial

requiere O Im(|X|+m)] operaciones.

Observacioéon 2.5.8.1.1.

Se supone que G es conexo, Si no lo fuera se
descompondria el problema del calculo de Z. en un conjunto de
problemas independientes en los que el grafo subyacente sea

conexo.

Kolen (1982) demuestra que este problema es

NP-dificil en una red general.
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2.5.9. Algoritmo para localizar m centros con

distancias restringidas.

El problema de localizar m centros con
distancias restringidas en una red lo han planteado Dearing,
Francis y Lowe en 1976. Se demuestra que las distancias
restringidas definen siempre conjuntos convexos 81 y 36lo si

la red es una red-4rbol.

2.5.9.1. Algoritmo de Francis, Lowe y Ratliff

para localizar un centro con

distancias restringidas €1978).

Para localizar una sola instalacién
Dearing, Francis y Lowe dan una demostracidén constructiva del

siguiente resultado para una red-arbol T:

Lema 2.5.9.1.1.CHorn).

Existe y € T para el que
< .
d(y. xi) £c. 1€ I

st y sdlo st

IA
o]

d(x].xk) < c) + c,. para i<€j3<k

{100}

Bas&ndose en este resultado Francis, Lowe y Ratliff

desarrollan un Procedimiento de Interseccién Secuencial /36/
que interseca los entornos

N(x. c) = {(xeT/ d(x.x) < c }
1S L L 13

{101}
para obtener el entornc compuesto
N(p.r) = 2] N(xi.cﬂ
TP €1
(102]
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con centro unico p y radio r. Este entorno compuesto es un
subdrbol compacto, conexo y contiene todas las soluciones
factibles del problema de localizar un centro c¢on distancias
restringidas.

La complejidad del algoritmo es:

o (}x} 1.

2.5.0.2. Algoritmo de Francis, Lowe y Ratliff

para localizar m centros con

distancias restringidas (1980).

Francis, Lowe y Ratliff extienden el
resultado de Horn para localizar m nuevas instalaciones.
Construyen un grafo unidirigido G con nodos N‘. Nz' e Nm.
E‘. e En Yy crean un arco (N‘. Ej) de longitud c,; Ppara

cada (i,j) € Ic Y un arco (N,. Nk) de longitud bw para todo

(G.k) € I.

Se supone que G es conexo, Si no es asi se
descompone en un conjunto de problemas independientes que se

estudian por separado.

Dados dos nodos cualesquiera Ej Y Ek en los que
existen instalaciones se designa por ¥ (E,- Ek) la longitud
del camino m&s corto en G que conecta los dos nodos. EI
problema de las distancias restringidas es compatible si vy

sélo si

A
=]

d(xj.ag‘) =2 (E,.. E). paral =3j <k
(103]
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Las desigualdades {103] reciben el nombre de

condiciones de separacién.

El Procedimiento de Localizacion Secuencial requiere

para este caso O [m(|X] + m)] operacicnes.

2.5.10. Algoritmo para el problema de multiinstala-~

cién minimax t-objetivo.

2.5.10.1. Algoritmo de Tansel, Francis y Lowe

para multiinstalacién minimax biobje-

tivo {(18982).

Para este caso particular Tansel, Francis

y Lowe dan un procedimiento que permite construir la frontera

eficiente, es decir. el conjunto de las 2-uplas (Zy
constituyen los valores objetivos de los puntos

para dicho problema.
Este procedimiento requiere

0 I(mtm + [X|%) ]

operaciones para construir la frontera eficiente.
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CAPITULO 3. LOCALIZACION EN GRAFOS ALEATORIOS.






CAPITULO 3. LOCALIZACION EN GRAFOS ALEATORIOS

3.1. Introduccién.

En los capitulos anteriores se han considerado grarfos
G(X.A). siendo

X = (x‘, X

5 xn) y A = 4a', a_ ., ... ,at)

2

conjuntos fijos. Las aplicaciones practicas de la teoria
de grafos conducen a modelos en los que los vertices. las
aristas o ambos se suprimen segun unas regias probabilisticas
definidas.

Los primeros ejemplos de grafos aleatorios aparecen
en 1956 al estudiar Moor y Shannon circuitos eléctricos usando
relés.

Erdos y Rényi asi como Gilbert. en 1959. presentan
los primeros trabajos sobre grafos aleatorios.

En 1979 se publica un 1libro de Bollobas /10/ que
presenta un capitulo dedicado a este tipo de grafos.

Un interesante articulo /30/ se publica en 1981
incluyendo problemas abiertos en este campo. Y a partir de
este afio crece el interés por el estudio de los modelos de
grafos aleatorios.

Se presenta en /2/ el problema del recubrimiento en
grafos aleatorios.

La existencia de ciclos Hamiltonianos en una clase de

grafos aleatorios se estudia en 1983. Ver /33/. En 1984 se
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utilizan los grafos aleatorios para expiicar un modelo
epidémico sugerido por Gertsbakh en 1977. Ver /49/ y /50/. La
infeccién se transmite de los m vértices inicialmente
infectados en direccién inversa a las orientaciones de |los
arcos.

En 1985 se estudia el numero de dominacién de grafos
aleatorios en el n-cubo /51/ y se presentan en /90/
recubrimientos asintéticamente puenos para grafos aleatorios.

La evolucion de los grafos aleatorios se introduce en
/80/ y los articulos s/99/./100/. /101/ y /102/ recogen la
evolucién de éstos en el n-cubo Yy el problema del
recubrimiento por subcubos.

Pero los grafos aleatorios tienen también intereés gor
31 mismos. Se puede considerar cada uno de estos como un
"grafo con vida" que se desarrolla. o pasa por varios estados.

adquiriendo cada vez mds aristas.

El tema sigue siendo de interés y actualidad vy una
prueba de ello es que ya se han realizado dos Encuentros
Internacionales dedicados a Grafos Aleatorios vy Métodos
Probabilisticos en Combinatoria. El Segundo Seminario
Internacional reunié en Polonia a 52 participantes de 14
paises.

Karonski y Palka /55/ editan en 1987 las Actas de
este Segundo Seminario y anuncian que se seguiran organizando
con cardcter bienal.

En noviembre de 1988 se reailiza una busqueda por
ordenador que detecta 179 articulos sobre grafos aleatorios

publicados desde 1973 a finales de 1984, de los que 9 tratan
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el tema de recubrimiento o empaquetamiento, y otros 284
articulos publicados desde enero de 1985 a noviembre de 1988
de 1os que 19 tratan sobre recubrimiento o empaquetamiento. En
esta busqueda no aparecié ningun articulo sobre modelos de
localizacién en grafos aleatorios en el sentido que estamos
tratando.

Nuestro objetivo es estudiar la localizacién de

centros en este tipo de grafos.

3.2. Nomenclatura y definiciones previas.

Dado un grafo G(X.A)., siendo X = (xl.xz, . Y

A'(ak'aé’ e ‘1) conjuntos finitos, el numero de vértices.
n, recibe el nombre de orden de G y el numero de aristas ,t,el
tamafio de G. El vértice x  se dice que tiene el nivel i.
Podriamos ahora considerar todos los grafos posibles
de orden n. E!l numero de grafos etiquetados ( o de vértices

distinguibles) de orden n es:

)
VR = 2\

2, ()

De éstos los que tienen tamafio t serdan:

c . [(z)]
(5.t t

Un grafo aleatorio serd un elemento de un espacio
muestral de cardinal mayor que 1. Se presentan a continuacién

distintos modelos de grafos aleatorios:
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Modelo 3.2.1% Modelo de densidad fi ja de aristas.

smp(xn, J;m).
Dado un numero natural m > 1 fijo, consideramos un
conjunto de cardinal n, X = {(x , x_, L. ., x}, las [n]
n 1 2 n 2
aristas que unen estos puntos y un numero p € R / 0O<Kp«1, ol

espacio muestral M = gnp estd formado por todos los grafos

etiquetados de orden n.

En este modelo se consideran pues n vértices fijos vy
las [g] posibles aristas., y cada una de ellas pertenecerd al
grafo aleatorio G (X ., ) con probabilidad P. fija,

n,p ™ ~p
independientemente de que pertenezca o no otra arista al

grafo.

El numero de aristas de uno de estos grafos an

sigue una distribucién binomial B[ (:), P ].

Si se elige al azar un grafo G“p de A, la

probabilidad de que |[& | = t es:
np

o) 7y = o) (D)t
P(le | = t) = [ N ]-Pl.(l'P) z - [ ? ].pt‘q z
‘P t t

[104)

Es inmediato probar que la probabilidad del espacio

muestral $np es 1.
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Proposicién 3.2.1.1.

El modelo de densidad fija de aristas es equivalente
al modelo gue se obtiene borrando cada una de las [;] aristas

con probabilidad q = 1-p.

Demostracion
Es obvio, teniendo en cuenta que P(|d;m|- t)
coincide con [104).
[

Observacién 3.2.1.1.

Este modelo tiene aplicacidén en los sistemas fisicos
o quimicos en los que los vértices pueden representar
moléculas y las aristas enlaces entre ellas, o bien los
vértices son nucleos y las aristas conexiones que pueden

fallar con probabilidad q = 1-p fija.

Modelo 3.2.2 J Modelo de namero de aristas fi jo.

3n$ (Xn.d;$).

Dado un numero natural n > 1 fijo Yy un numero t e N
tal que 0 <t < (;). también fijo, el espacio muestral M =%

nt

estd formado por todos los grafos etiquetados Gnt(xn,xmt) de
orden n y tamafio t.

La probabilidad de cada grafo Gn‘(Xn.An ) de -4

ot nt
())-1
2
P(GnA) = [ t ] ’

es constante:

[10S)
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[ﬁlodelo 3.2.3 Modelo de grafos esparcidos.

3,\"()(".-4“.’. P = p(n)).

Se puede extender el modelo 3.2.1. suponiendo Xh =

= {x,.x,. ... . x}, |X | =n >1 variable. las [g] posibles

aristas a” - (xl,xﬁ Y una probabilidad p funcién del nimero
In n

de vértices p = p(n), por ejemplo p = a.————— (a = cte).
(n-1)

Caso particular:

lgrodalo 3.2.3.1 ] Modelo de densidad paramétrica.

c/n

$ (X, , p=1-n ',

Un caso particular del modelo 3.2.3, que 8se conoce
con el nombre de modelo de densidad paramétrica. es el
siguiente:

Dados Xn - (x‘,xz, . ,xn) siendo n > 1 fijo, vy las
(:) aristas que unen los vértices de Xn. el espacio muestral

-c/n

. P(X“,dnp. P = 1-n ) esté& formado por todos los grafos

n,

de orden n en los que cada arista au - (xt, xﬂ pertenece al

grafo con probabilidad p = = 1 - n—C/", independientemente de
la presencia o ausencia de otras aristas., donde c puede tomar

cualquier valor entre 1/n Yy n/log n.

Modelo 3.2.44J Modelo de grafos esparcidos en funcién del

tiempo.
Sn.’(xn» -‘mp. P = p(t)).

Dados Xn - (x‘.xz, - ,xn) siendo n >1 fijo, vy las
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i

(:) aristas que unen los vértices de Xn. el espacio muestral

sw(xn.dw. p = p(t) esta formado por todos los grafos de

orden n en los que cada arista ‘\, = (x,l. x’) pertenece al
grafo con probabilidad p = p(t)., por ejemplo p = 1 - e—".
siendo 0 = t < +o el pardmetro tiempo. Se definen asi grafos

aleatorios Gn .dnp) esparcidos en funcién del tiempo.

S PO ( xn

Observacioén 3.2.4.1.

s ) se

En este modelo un grafo aleatorio G (X .
n,pat) N np

puede considerar como un oOrganismo en crecimiento que va

adquiriendo aristas con el tiempo.

Ii)lodelo 3.2.5 ] Modelo de numero de aristas funcién del

namero de vértices.
Sn‘t(xn.ﬂm, || =t(n)).
También se puede extender el modelo 3.2.2.
considerando X = (X .X,. ... .X_ ). X | = n variable y el

|#|=t(n). funcién del numero de vértices. Por ejemplo puede

ser t(n) de O(1) o bien t(n) de O(n.ln n).

Observacion 3.2.5.1.

En este modelo un grafo aleatorio G (X .o ) se
ntr n n,t
puede considerar como un organismo en crecimiento que adquiere

cada vez més vértices y més aristas.
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Modelo 3.2.6 Modelo de grafos aleatorios con el mismo

grado s en cada veértice.

§n'.(Xn.J{\.).

Dado un conjunto X_ = {x ,x_. ... .x_ )} fijo, siendo
n 1 2 n
n >1 vy un nimero s fijo tal que 1 < s £ n-1 el espacio
muestral M = ¢ (X .# ) consta de todos los grafos
n,e n ne
etiquetados Gn .(Xh.#;.) con aristas no dirigidas, de orden

n en el que cada vértice tiene grado s, es decir. cada

vértice estd unido con otros s vértices.

La probabilidad de uno cualquiera de los grafos Gn.

de ¢ -(Xn,d;_) es:

n, -

n-1y "
CNREE () I
[106)

n-1

s ] elecciones

va que para cada uno de los n vértices hay [
posibles de los s vértices que se unen con él,

independientemente de los restantes.

[7Modalo 3.2.?4J Grafo con aristas probabilizadas.

> M).

gn.n‘xn'An.n

Se considera un conjunto de vértices

X = (x‘,xz. e xn)
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las [2] aristas .U - (xi,x) que 1os unen y una aplicacioén n

de An" en (0,1) que a cada arista 'u hace corresponder

n(au) = A cada una de las araistas a” se les asignan

unos numeros du fijos que indican la distancia del veértice X,
al vértice ﬁ y otros numeros "u' 0<"u<1' que indican la

probabilidad de que se utilice la arista a“ -(xi,xﬁ.

n) tiene por conjunto de

Un grafo Gmn

<€ gvu,rl (xh ‘ An,rl ‘
vértices X y las [g] aristas au que los unen se utilizan con

probabilidad nq gsiendo 0 (nq<1.

Observacion 3.2.7.1.

Si la probabilidad "q = p / 0<Kp<l, Vi=j tendr{amos

como caso particular el modelo 3.2.1.

Observacion 3.2.7.2.

Una aplicacién de este modelo podria ser la
siguiente:

Supongamos dadas n poblaciones X, tales que cada una
de ellas estd comunicada con las (n-1) restantes por
carreteras au: los numeros du representan la distancia entre
LI 4 xJ por carretera y los "u pueden indicar la frecuencia
de utilizacién de la carretera au en cualquiera de los dos
sentidos, o la probabilidad de que esa carretera esté

bloqueada.

149



Modelo 3.2.8 Modelo de aristas dirigidas y probabilizadas.

¢ (X .8 _.m).

n, 1t n n, T [§]
Se considera un conjunto de n vértices
X = {(x, x,, ... , x}, siendo x =i,
n 1 2 n L
y las n(n-1) aristas a” - (xi,xn que parten de un vértice
cualquiera a cada uno de los restantes. Para cada arista se

congsidera la longitud de ésta dLJ Y un numero nq - P(au).
n

0 =nm =<1 tal que 2 nm =1, para cada i = 1.2, ... ., n.
S A7}

=1

Observacién 3.2.8.1.

Este modelo tiene utilidad en la localizacisén de
instalaciones de emergencia en la que los numeros nU pueden
representar la probabilidad de que un usuario de la poblacién
X Precise servicios de una instalacién en xr

En general nu - n“ e incluso uno de ellos podria

ser cero sin serlo el otro.

l Modelo 3.2.9 ] Modelo de grafos con numero de aristas

variable.

A7

(X AT

Otra posible ampliacién del modelo 3.2.2. consiste
en suponer un conjunto de vértices Xh-(x‘.xz,....xn). n > 1

fijo, siendo x. = 1 y n variables aleatorias. independientes e
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idénticamente distribuidas. (1) tales que P(f(i)=)j)= pr
n

siendo ij = 1.
1=t

Un grafo Gm de ¢ T(Xn.-d"m,) tiene por conjunto de

T n,

vértices X y por aristas au = (i,f(i)=j) con probabilidad pr

Para cada grafo G T = |#| es el numero de aristas

T’

con probabilidad distinta de cero.

Caso particular:

Si p’- 1/n para j=1.,2,..., n. obtenemos el modelo de
grafos con conjunto de vértices ({(1.2,....n} Y aristas

alj = (1,f(i)=j) con probabilidad uniforme "u - 1/n.

Modelo 3.2.10| Modelo general con n vértices.

g (X =),
n n

Dado un numero natural mn > 1 fijo, consideramos un

)

n

conjunto de cardinal n, Xh- (x‘. x 2

2 . x} y las (
aristas que unen los elementos de X. Se designa por G el grafo
completo de conjunto de vértices X con las (:) aristas.

Un modelo mas general de grafo aleatorio se obtendria

al considerar como tal cualquier subgrafo S obtenido borrando

vértices y aristas de G mediante un mecanismo aleatorio.

Caso particular:

Si se suprimen s6lo aristas tendrfamos el modelo

3.2.1.
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Relacién entre los modelos de densidad fija de aristas y de

namero de aristas fi jo.

Erdos y Rényi han demostrado gque asintéticamente, es

decir cuando n ——> ®, el comportamiento de an Y an es

practicamente el mismo cuando t = Lp.(;)J, ya que cuando n es

grande el numero de aristas del grafo an no difiere
significativamente de su valor esperado que es (:).p. puesto

que el numero de aristas, t, sigue una distribucién B[(:).p ].
Y aunque los resultados sobre Gnl son distintos de
los resultados sobre an' si consideramos una propiedad A de

los grafos se cumple:

P(an tenga la propiedad A) =

M), D=
- E: .P .9 . P(G" tenga la propiedad A).
t K

[107)

Definicién 3.2.1.

Consideramos el espacio muestral ynp del modelo

3.2.1. Dada una propiedad A se dice gque casi todo grafo tiene

la propiedad A st

P(an tenga la propiedad A) —m8w———> 1.
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También se puede aplicar a grafos del modelo 3.2.3.

siendo P = p(n).

Teorema 3.2.1. (Bollobas)

Se consideran dos numeros naturales s y k fijos
tales qgue 1 £ 8 £ k y un numero real p tamdidén fijo tal ggue

0K p < 1. Entonces en ynp casi todo grafo an-(xn,.dnp) es

tal gue para todo conjunto de vértices ordenados I T

existe un vértice x € X tal gue

A
w

IA
x

{ (x.x,) e & si 1l < i
1 n.p

(x.x ) €« & si s < i
L n.p
Demostracién.

Dado un conjunto cualquiera de k vértices ordenados

X, X, . X, Y un vértice x € X, indicamos por A la
propiedad
(x.xi) € A; i 1 £1=<3s
3 x € X tal que -P
(x.x.) « A 8i s < i<k
L ne

P(x € X - {x‘. X xk) verifique la propiedad A) -

-
8 k-s
=P .9 .

Entonces

P(Yx €« X — (xt. X . %} no verifique la propiedad A) =

2’

n-k
- [1_ Ps_qk s]
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Si llamamos S al suceso:

“an verifica la propiedad A"

3 k-s n—k
P(S) = 1-P(D) = 1-V_ . [1- p%.q ] -

s x-s1"7K
-1 -n(n-1. ... .(n—k+1).[1- p%.q ]
Pero como
n-k
lim  n(n-1). ... .(n—k+1).[1— ps.qk‘s] <
n —>w®
n-k
< lim nk.[l— ps.qk s] y como 0<p<1l y 0<qg<l es:
n —>w
n—-k
0 =< lim nk [1— ps qk-s] <0
n —>mo
es lim P(S) =1
n —>m
]

Relacién entre el modelo de densidad fija de aristas y el

modelo de densidad paramétrica.

Proposicién 3.2.1. (Protasi)

n
St ¢ = ———— , para todo entero b > 1 el modelo de

logb n

densidad paramétrica coincide con el modelo de densidad fija
de aristas siendo p = 1 - 1/b. Cuando ¢ tiende a 1/n el modelo

de densidad paramétrica descridbe grafos casi nulos.
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Demostracion

n
Para ¢ = ———— es p(n) = 1
logb n

- Wlogn _ | n-log b

por tanto p(n) = 1-1/b.

8i ¢ tiende a 1/n entonces

-1/n° 1/n

lim p(n) = lim (1-n ) =1 - lim n = 1-1 = 0.

n -—>mo n —>wo

En las definiciones siguientes F < G significa que F

es un subgrafo de G.

Definicién 3.2.2.

. » 5 | -
Se dice gque M c M @8 un conjunto convexo st G € M

siempre gue G‘ <G c Gz giendo G‘ Y Gz e A",

Definicion 3.2.3.

Una proptedad A de los grafos se dice qQue es una

propliedad convexa st

(F, € G <F, A (F, vy F, tienen la propiedad &) =

+ (G tiene la propiedad &).
En el siguiente teorema sSe utilizan los modelos

de grafos esparcidos y de numero de aristas funcion del numero

de vértices.
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Teorema 3.2.2. (Bollobas)

Sea 0 < p = p(n) < 1 tal gue

p.nz >moy (].—p).nz > ® cuando n > o
Yy sea A una propitedad de los grafos. Entonces:
a) St 0< &€ < 1 es fijo y st G tiene

n,t(ny
propiedad A para las funciones t(n) tales gue
n n
(1 c)p[z] < t(n) < (1+¢:)p[2],

entonces casti todo grafo an tiene la propiedad A.

la

b) St A es una propiedad convexa y casi todo srafo

de ¢ . tiene la propiedad A, entonces cast todo grafo en
1 n tiene A,
n | P(z)«'
Demostracioén
Se considera M = yhp, siendo 0 < p = p(n) < 1 tal
que p.n® >o (1-p)n® > ® cuando n >0.
n
(2)
El espacio muestral 4 = § = Us , v los grafos
. t=o ™

G €y tienen la misma probabilidad en Snt que en 3np.

PGS, ) = [ ['2'] ].p‘.q‘:"‘.
t

Por tanto el cociente:
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n n
PG, 1od) { [ 5 ] ].p"",q(z)_“’”

P(Smt) es médxima si

P(sn‘) t +1 q
. - L — 2z
PGS, .0} [ g ] —t P
Yy
P(sn.t-t) t g <1
P ) [ 2 ] —(t-1) P
de donde
n
a.t+) 2 o[ Q) -] s o[ @) asese( O n)

o[ @ -t-n)

A

q.t

a) Si 0 ¢ € < 1y n es suficientemente grande

P(S“J) - trl —3— > 1-¢ -
P(gr\,h»i) [ g ] -t P
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P(&n '.) n
—_— K 14t - t < [zl.p.(lﬂ:)
P(Y

n,teg

Por tanto siempre que

n n
[2].9.(1 £) < t(n) < [2].9-(1+c)

> 1 entonces

si P(G tenga la propiedad A )
nLn
n —>©

P(an tenga la propiedad A) =

L) plare) ]
n] (-t
=- Z [2 ].p .q 2 .P(Gn‘ tenga la propiedad &)

l=[(:)p(t-m] t

Luego casi todo grafo

tiende a 1 cuando n tiende a infinito.

tiene la propiedad 4.

b) Llamando t =[(}).p.(1-&)] v t, = [(}).p.(1+&)] como

1A
-+

P )
P(¥ )

n,teg

1-e < < l+e siempre que t‘ < t(n) 2

casi todo grafo G tiene un numero de aristas t tal gque

t £ t <t , es decir,

% 2

t

2
PCU ¥ ) —> 1.
ttt‘ ‘ n —>w
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Ademas 3 n / 0 < n < —%— tal que P [ V] s :] >n para n

suficientemente grande.

Como consecuencia si ¥ ¢ 4 es tal que P(¥) tiende a 1

cuando n tiende a infinito. entonces Vv ¢ >0, 3 t‘ Y tz tales

que
[’2‘].;».(1-;) st < (g].p st [g].p.uu)
15, . N A s, " A
: >1 v 2 > 1
5, 1 n— s, | n—w
Si ¥ es un conjunto convexo Yy g"“; < §n4 [ §ng
entonces
I, " 4l
> 1.
|§m‘| n —>mo

Por tanto siempre que t‘ =t <= t: se tiene

15, . "4

|8

mll n —>»

En particular se verificard si t = | (:)Pj.

Asi, si A es una propiedad convexa y casi todo grafo de

sﬂp tiene la propiedad A, entonces casi todo grafo de

n

i i A,
b »L(:)PJ tiene la propiedad
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Observacion 3.2.2.1.

El teorema 3.2.2. expresa la estrecha relacién entre
los modelos de grafos esparcidos, §n'p(xn.dﬁpm-P(n)). Yy de
numero de aristas funcion del nuamero de vértices,
gn.t(xn"E;'L"'t(“))' cuando t{(n) es préximo a [g].p que es

el numero esperado de aristas en 5n P

Proposicién 3.2.2.

a) Para el modelo de densidad fija de aristas,

§np(x,d). cuando p es fijo casi todeos los grafos an son

conexos .
b) Para el modelo de numero de aristas fijo,
n .
ynA(X.JD. para t L [2]p J casi todos los grafos Gn; son
conexos .
Demostracién

a) En el espacio muestral 3np definimos la variable

aleatoria X:
X(G) = "n2 de conjuntos (xi,xl) de pares de vértices de G

tales que ningun veértice de G es adyacente a

ambos X Y x;ﬂ

Para cada par (xt,xl) ge define la variable aleatoria de

Bernoulli Y.
3]
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{ 1 si ninguin vértice de G es adyacente a X, va xj
Y =
3}

0 si x Y xj estdn unidos por un camino de longitud 2
esta variable aleatoria tiene parametro p(Yu =-1) = (1--&13)""z

Asi X = 2 Yu es una variable binomial de parametros [2]
i
y 1-pH™ % y la E (X) = [;](1-;:’)"".

Para p fijo

. . - . -1) 2 n-2
lim E(X) = lim [n](l—pz)" ? e lim Ei%——— (1-p%) -
n —>® n —>o 2 n —>®

(1 - pz)n-z
= lim ——— =0.
n —> Ln (1-p%)%

Por tanto el numero esperado de pares de
vértices de G tales que ningun vértice es adyacente a los del
par tiende a cero al aumentar n y esto significa que casi

todos los grafos de ynp son conexos.

b) En el espacio muestral gh‘

e = ) "Y[ ) [ (:’t‘_‘:'”'“ ].P 6., =
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9% () - )
k=0 [ (:)]

siendo k el numero de vértices distintos de X Y de xl que son

adyacentes a X, . De los (g)-(n—Z)-k restantes (t-k) son
adyacentes a x), de manera que ningun vértice es adyacente a

X y a ﬂ a la vez.

Por el teorema 3.2.2. s8i t = L [;]p J siendo 0 ¢ p < 1

fijo, casi todo grafo Gnt es conexo.

Proposicioén 3.2. 3.

Para el modelo de grafos aleatorios con el mismo
grado s en cada vértice, para s 2 2, fijo, casl todos los
grafos son conexos.

Demostracién

Ver Palmer /80/.

En el estudio de los grafos aleatorios con
frecuencia interesan no sélo propiedades de G“* o de Gm‘
para funciones p = p(n) o t = t(n) cuando n tiende a infinito,
sino también las funciones minimas p = p(n), o t = t(n),
para las que Gmp o GnJ tienen casi seguramente una propiedad

especifica.
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Definicién 3.2.4.1.

Una funciédn umdbral para la propiedad estructural A

de los grafos es una funcién u de N en R gue t tende

mondtonamente a infintto cuando n tiende a infinito y tal que:

- tirm
0 si - —> 0
lim P(G tenga la propiedad A) = “
Ny
n —>m .t
18f — —> >
uin)

{108}

Observacién 3.2.4.1.

Las propiedades para las que se define una funcioén
umbral son las que se denominan crecientes en el sentido que
si G es un grafo prolongado de F y F tiene la propiedad A

entonces G también tiene esa propiedad.

Definicién 3.2.4.2.

Una funcién p-umbral para la propiedad estructural A

de los grafos es una funcién u de N en R que tiende

mondtonamente a infinito cuando n tiende a infinito y tal Que:

P

0 si m —> 0

lim P(an(m tenga la propiedad A) =

h —w 188 —~——>m
am
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Observaciéon 3.2.4.2.1.

Una funcién umbral u(n) es por tanto una funcién tal
que s8i t(n) ( o p(n)) es mucho menor que u(n) cuando n es

grande es muy improbable que G"'“m ( o Gm’w) tenga la

propiedad A, v si t(n) ( o p(n)) es mucho mayor Qque u(n)

cuando n es grande entonces es muy probable que GMW

(o Gn m) tengan la propiedad A. Podrfamos decir que la

pe
propiedad ‘'surge bruscamente” al alcanzar t(n) ( o p(n)) la

funcién umbral u(n).

Definicién 3.2.5.1.

St u(n) es una funciédn umbral para A y si existe una

funciéon F de R en R tal gue

P(G tenga la proptedad A) ——DF(x) si um X,

ntm uind

esta funcidn F se llama una funcién de distridbucién umbral

para A

Definicién 3.2.5.2.

St u(n) es una funcion umbral para A y si existe una

funcién F de R en R tal gue
P
P(G tenga la propiedad A) ————D>F(x) si —_— —> x,

n,piny uin

esta funciéon F se llama una funcidén de distriduciédn p—umbdral

para A.

Definicién 3.2.8.1.

kEl par de funciones (ul(n).uz(n)) se dice Qque es un
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par umbral para A si

un)—u‘(n)
0 s8f —m—— —D)~m

uz(m
>
tn) ~u
: 1
1 si —m8Mm —

u_«r
2

P(G“.“m tenga la propiedad A)

—>+®

[110])

Definicién 3.2.86.2.

El par de funciones (u‘(n),uz(n)) se dice gque es un

par umbral para A st

n)-u_(m
P 1
u_<(m
2
n) -y (Y
s 1

1 8i ———— —>D+
Uz(h)

P(Gn,plm tenga la propiedad A)

0 si —m—m—— —>-w
>{

{111}

Definicién 3.2.7.1.

Una funcién F de R en R es wuna funcidn de

distriducidn umbral puntualmente si

tna-u
P(G tenga la propiedad A) —>F(x) 8i —8 — —> x.

ntny
u_(m
2

(112]

siendo (u, (n),u,(n) un par umbral .
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Definicion 3.2.7.2.

Una funcién F de R en R es una funcion de

distribucién p-pumbral puntualmente s

pend—u
P(G“'P‘N tenga la propiedad A) ——D>F(x) si -—‘— —_> x.
uz n)
{113)

stendo (u‘(n).uz(n)) un par umbral .

¢Cusl sera la funcién umbral para que un grafo Gh

no tenga veértices aislados?

Primero se determina el numerc esperado de vértices
aiglados en el modelo de numero de aristas fijo snt(x..c).

Para ello se define la variable aleatoria:

. O . ) .
W(Gn.,_) - n—- de vértices aislados en G"'l .

La probabilidad de que un vértice esté aislado es:

)

()

La variable aleatoria n es B(n.,p). por tanto

(114]

166



E(n) = n.p

E(m = n. <

t tim (-2t/m
lim  E(m = lim n.[l - %]- lim  n.e" ™
n —>wm n —>o n —>m
[116)
n.ln n
Sit = K,——
2
0 si k>
lim E(m = lim  (n.e X 1" o jim  n** = 11 8i k=1
n—w n —>w n —  si 0<k<1
1117]

Teorema 3.2.3.

En el modelo de numero de aristas funciédn del numero
n.ln n

de vértices gnllxn.d“t.t-t(n)). la funcidén u(n) = k.———-o
X . 2

stendo k una constante, es una funcién umbral para Que un
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grafo no tenga vértices aislados st k>1 y st 0<k<1 entonces

casi todo grafo tiene al menos un vértice aislado.

Demostracioén

n.ln n
Si u(n) = k.———f——, siendo k > 1, wutilizando la

desigualdad de Markov:

Pn21) £ E(MmM —>0

n —>m®
Yy por tanto casi todos los grafos en sn wm DO tienen
vértices aislados.
Evidentemente si = —— >0 entonces
uiny
n —>m
P(Gm“m no tenga vértices aislados ) = 0
y si ‘:—:: ————> +o0 entonces
“ n —>®
P(G no tenga vértices aislados ) = 1.
LX)
n.ln n

S1 u(n) = k‘___ﬁ__‘ siendo O0<k<1l, entonces casi

todos los grafos tienen al menos un vértice aislado.

i w O ) .
Si n(GnA) - n—- de vértices aislados en Gmt

para probar que P(n =0) —————>0, se utiliza la desigualdad
n —>o

de Chebychev para t= |E(n)|:
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vim EMm*) - (EmN?

P(p = 0) = P[]n -EMm| 2 ]E(n)l] < z 2
(E(m)) (E(n))

>0 basta demostrar

As1 para probar que P(n =0)
n —>o

que E(nz) Y (B(n))z son asintéticamente equivalentes.

Designando por Yi la variable aleatoria:
1 si el vértice x; es aislado
Yl(G) -

0 si el vértice X no es aislado

n

la variable n = 2 YV
iz

»
E(n) = 2 E(Y") + 2 E(Y,.Y)
i=g iy

2
pero como Yg - YV

E(m®)= EM + n.(n-1).E(Y,Y,)

Pero E(Yle) -t Y teniendo en cuenta que

es asintéticamente equivalente a e ="

()

81

t es o(n"’) Y r es constante, se tiene que
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E(nz) es asintéticamente equivalente a E(n) + nf.e "

E(n) es asintéticamente equivalente a n.e_n/". de donde:
E(m®) 1
lim i lim + 1
(E(m) n —>mwo E(n)

y como E(n) ———>» vya que 0<k<1l, se tiene

n —>®
EMm*)-(Em?
P(n = 0) < " >0
(E(m) n —>o
-

Teorema 3.2. 4.

Para el modelo de grafos esparcidos

In n

¢ (X .4 _,p=p(n)), u(n) = c. ., siendo c una constante,
n,p n n.p n

es una funcidén p-umdral para Que un grafo no tenga vértices

aislados si c>1 y st 0<{c<1 entonces casti todo grafo tiene al

menos un vértice aislado.

Demostracion

En gnp se define la variable aleatoria { del

siguiente modo:

(G ) =" n2 de vértices aislados en G
np np
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La probabilidad de que un vértice en G"p este

n-1
aislado es (1-p)

Como { es B(n. (1-p)™") la E(Z) = n(1-p)™* que es

~n-0p

asintéticamente equivalente a n.e Y PoOr tanto a
n.e .
In n
Si se toma p = c. entonces:
n 0sic>1
lim E() = lim = lim N =y 18ic=1
n —w n—d® non n —» ® gi 0<c<1
{118]
Por tanto si ¢ > 1 es lim E({) =0 =»
n —>wo

-+ P({ 21) = E({) ———> 0, es decir, casi todos los grafos
n —>»

en sn* no tienen vértices aislados.

Si 0<c<1 para probar que P({=0) >0 se
n —>w
utiliza la desigualdad de Chebychev.
V() ECH-(Een?
P(C = 0) = P[lt - B0 2 tr:(z)l] < .- -
(E(C)) (E(Q))
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n

Se considera la variable [ = z Y‘, siendo

t=1

0 si el vértice x; no est4 aislado

Y{(G ) =
vone { 1 si el vértice x, estd aislado.

"
Ew®) - Z E(Y) + z E(Y,.Y)

iz (& 3

pero como vZ* - Y.
. 1Y
E(@®= E(Q) + n.(n=1) .E(Y,Y,)
2AN-2)+1
Pero E(Y‘Yz) = (1-p) de donde

2 2AN=-2)eq
E({") = E({) + n(n-1)(1-p) y teniendo en cuenta que

E() = n(1-p)"™" y que lim E({) = o si 0<c<1

n —>m
E(L?*) 1 n(n-1) (1-p) 272"t

lim  ———— = lim + -1
n —>o (E({)) n —>o E(() n? (1-p) 2™

Por tanto

EC®H -EWQN?
P(L = 0) < S >0.
(E(C)) n ——>m
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Definicién 3.2.8.

Un 4ardol aleatorio rotulado de n vértices ( n>2) es

un grafo aleatorio conexo @gue no tiene ciclos ni aristas

mualtiples.

Definicién 3.2.8.

La distancia entre los vértices x vy xJ, de un grafo

aleatorio G es, d(xi, xj) , el numero de aristas de uno de los

caminos mas cortos Ggue unen x, con xJ en G.

Es decir. el mfinimo numero, d, de aristas de los

caminos que unen x. con xj.

0 si x = x’.
d(x‘,xj) - d si L x,. estd&n conectados por un camino.

+o 8i x Y xj no estdn conectados por ningin cami-
no.

(119]

Definicion 3.2.10.

La distancia entre el vértice xtdo G(Xn, £ y un

conjunto C < Xh se define del siguiente modo:

d(x. ,C) = min d(x..x).
i L 3

x & C
]

(1201
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Definicién 3.2.11.

El didmetro de un grafo G con conjunto de vértices

5 = max d(xl, x.) .
x.x e X )
3 ] n

{121}

Definicioén 3.2.12.

El radio de un grafo G con conjunto de vértices X
es:

r = min [m&x d(xi.x’)].

x. &X x «X
i J
[122)
Definicién 3.2.13.
Un subconjunto X de Xn es r-dominante si
YVx € X, 3x € X /dx.x) <r.
1Y n 3 13 J
O bien, si
max d(xt.x) ) £ r.
x € X
1S n
[123)
También se dice que X es un r—cubrimiento

(r-covering) .

Definicién 3.2.14.

El numero de r-dominancia (numero de r-covering) de

G, »r), es el nunero de vértices de x'. el conjunto
r—-dominante de menor cardinal en G.
m(r) = |x"|.
(124)
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Se han presentado distintos modelos de grafos
aleatorios y estudiado relaciones entre ellos. No entraremos
en el tratamiento de los aspectos topoloégicos o geométricos
para estos modelos pues nuestro objetivo es la localizacién de

centros en grafos aleatorios gue exponemos a continuacién.

3.3. El problema del m-centro en grafos aleatorios.

Se pueden extender sin dificultad las definiciones de
numeros de separacién externa (1.2.1) y de separacién interna
(1.2.2) de un subconjunto I; del conjunto de vértices, sin més
que considerar la definicién (119) de distancia entre los
vértices de un grafo aleatorio. Asimismo para determinar el
m—centro externo. el m—centro interno, el radio externo vy el
radio interno utilizamos las definiciones 1.2.3. y 1.2.4.

También se puede considerar el m-centro
interno-externo combinado de un grafo aleatorio., utilizando la
definicién 1.2.5.

A continuacién tratamos el problema de localizar un
centro o m centros en los distintos modelos de grafos

aleatorios.

Observacién 3.3.1.

Se van a localizar las instalaciones en los vértices
del grafo, y no precisamente en cualquier punto a lo largo de
una arista, pues en los modelos de grafos aleatorios los

vértices pueden representar comunidades en las que se van a
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instalar hospitales. puntos de 1os que se propaga una
infeccién, moléculas de un sistema fisico o quimico, etc. y

las aristas no son mds que conexiones entre ellas.

Problema 3.3.1. El problema del m-centro para el modelo de

grafos esparcidos. Gmp(Xn.d;m.P'P(n)).

El problema del m-centro consiste en:
Encontrar un subconjunto X de X tal que |X |=m
que minimice:

méx d(x ,X )
1S ™m

1€isn
(125)
Observacion 3.3.1.1.
Este problema aparece en la localizacion de

instalaciones de emergencia cuando se trata de localizar m
hospitales en m poblaciones elegidas entre n posibles de tal
forma que minimice la distancia de cada una de las poblaciones
al hospital méds proximo., teniendo en cuenta que la
probabilidad de utilizar una carretera que une xcon xj es
p(n).

Observacion 3.3.1.2.

Si p(n) = p es constante obtenemos como caso

particular el modelo de densidad fija de aristas.

En el capitulo 1 se observé, ver Lema 1.2.1., que un

grafo G(X,A) tiene numeros de separacién interna Yy externa
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finitos para todos los vértices si y solo si a partir de
cualquier vértice se puede alcanzar cualquier otro siguiendo
un camino del grafo. Esto nos sSugiere el siguilente teorema

para grafos aleatorios:

Teorema 3.3.1.
Para el modelo de grafos esparcidos
) In n )
Bh'p(xn.dmp.P-P(n)). la funcién u(n) = k.—-n—, siendo k una
constante, es una funcién p-wndbral para gue en el grafo
an(xn..ﬁnp,p-p(n)) el problema del m-centro tenga solucidn

casi seguramente si k >1.

Demostracioén.

Teniendo en cuenta [119] no encontraremos un m-centro
en un grafo aleatorio mientras gque en éste haya vértices
aislados, pero si no hay vértices aislados. comon es finito
el problema tiene solucién.

Consideramos la variable aleatoria {:

-3

C(GNMHQ = "' n de vértices aislados en Gmmm

como { es B(n,(l1-p(n))"" ') sabemos que E({) = n(l-p(n))"™* vy

por el teorema 3.2.4 tenemos:

1 si k =1

1im E(Q) = lim .
o si 0<k<1

.k 0 si k >1
n -
n —>w n —>w

Por tanto si k >1 el numero esperado de vértices
aislados en el modelo de grafos esparcidos tiende a cero

cuando n tiende a infinito.
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In n
En consecuencia si p(n) = k. ———, siendo k i,

por la desigualdad de Markov:

P(L (G ) 2 1) = E(Q)

n.pin >0

n ——>wo
De 1o que se deduce. teniendo en cuenta [119], que

para valores de n suficientemente grandes siempre que

l1n n
n

p(n) = k. ( k >1) el problema de minimizar

méx d(x .X )
1<i<n b

tiene solucién casi seguramente, pues todo se reduce a elegir
subconjuntos de m elementos del conjunto de veértices vy
minimizar d(xL,Im) para i = 1,2, R , n para todas las

elecciones posibles.

=
Teorema 3.3.2.
Para el modelo de grafos esparcidos
in n .
3mp(x"udgp,p p(n)), ul(nm k,——7r——5 stendo k constante tal

que 0Kk<1l, es una funcién wndbral para qgue el problema del

m—centro no tenga solucidén casi seguramente.

Demostracion.

in n
"

Por el teorema 3.2.4 sabemos que si p(n) = k.
siendo k constante tal que 0 <k <1, entonces casi todo grafo
G (X ., .p=p(n)) tiene al menos un vértice aislado, en

n.p ™ np

consecuencia por [119] es imposible encontrar un conjunto
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X <X que minimice madx d(x .X ) en casi todo grafo. Por tanto
m ISISn L m

casi seguramente el problema del m—centro no tiene solucién.

Problema 3.3.2. El problema del m-centro para el modelo de

namero de aristas funcion del namero de vértices.

.. (X,. %, t=t(n)).

El problema del m—centro para este modelo se define

como en ([125]).

Observacion 3.3.2.

Easte problema se puede aplicar en la localizacién de
instalaciones de emergencia cuando se trata de localizar m
puestos de socorro elegidos entre n puntos dados de tal forma
que minimice la distancia de cada uno de estos puntos al
puesto de socorro mas préximo cuando sélo se dispone de t(n)

caminos de comunicacidén.

Teorema 3. 3.3.

Para el modelo de numero de aristas funcién del

numero de vértices yht(xh.x;L. t=t(n)) la funcion
u(n) = k.54%2—2 siendo kK una constante es una funcién umbral

para gque en el grafo Ght(xn,x;‘.t-t(n)) el problema del

m-centro tenga solucidén casi seguramente siempre que k >1.
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Demostracion.

Consideramos ia variable aleatoria n:

o
n(Gmum) = "n de vértices aislados en GnAm;
(
n-1
(2")
L t(n)
Como n es Bin, p » —m8——— se tiene que
( (n
2]
t(n)
( n—l]
2
{ t(n)
E(n) = n. —mm—————
[ [2)
2
t(n)
Si t(n) = kAEAl%—E-. siendo k >0 tenemos por (117
que:
0 si k>l
1tm E(m = 1tm n'™ =1 18sik-=1
n —w n — ® 8i 0<k<1

Por tanto si k>1 el numero esperado de vértices
aislados en el modelo de numero de aristas funcién de n tiende

a cero cuando n tiende a infinito.
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" n.ln n

Por consiguiente, si t{(n) = siendo k>1

P(n(G )2 1) £ E(n) —> 0
nLmn n >o

Asi, para valores de n suficientemente grandes

giempre que t(n) = k. Eézlﬂ—ﬂ (k >1) el problema de minimizar
méx d(x ,X )
1<isn v

tiene solucién casi seguramente. por ser n un numero finito.

Teorema 3.3. 4.
Para el modelo de numero de aristas funcién del

n.én N iend

numero de vértices sM(xh,xM,t-t(n)). u(n)=k.

k una constante tal que 0<k<1l es una funcién umbral para Que

el prodblema del m-centro no tenga solucidn casi seguramente.

Demostracion.

Teniendo en cuenta el teorema 3.2.3. si
t(n) = k.ﬂééﬂ—ﬂ, siendo k constante tal gque 0<k<1l, entonces
casi todo grafo Gnt(Xn,dnt. t=t(n)) tiene al menos un

vértice aislado, por 1o que serd& imposible encontrar un
conjunto x; < xn que minimice

méx d(x .X )
1<i<n v

en casi todo grafo.
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Problema 3.3.3. El problema del m-centro para el modelo de

grafos aleatorios con el mismo grado s en cada

vértice. ¥ (X .4 )
——— n.s n n,

Se considera un conjunto fijo Xn - (x‘, Xpo - o SX 0}
siendo n>1 y un numero s fijo tal que 1 < s £ n-1. Todo grgfo
aleatorio de este modelo tiene orden n y cada vértice esté4
unido con otros s vértices.

Como s >1 no hay vértices aislados en los grafos de
este modelo.

El problema del m—-centro en an(Xn.d;J) consiste en

Determinar un subconjunto X de Xn tal que
X, = m
que minimice
méx { d(x ,X )}
1<isn v
(126}
que por ser Xn un conjunto finito tiene solucién cualquiera
que sea el grafo aleatorio elegido.

En este caso se puede tratar el problema del m—centro

por los procedimientos estudiados en el capitulo 1

restringiendo el conjunto de los puntos de factible

localizacién a los vértices.

Problema 3.3.4. El problema del m-centro para el modelo de

aristas probabilizadas. ynn(xn,An",

Se considera Xn - (x‘.xz, . .xn) siendo n un numero

natural fijo mayor que 1 y las [g] aristas .U que unen los
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elementos de Xn. Llamamos n:An" ——>(0.1) que a cada
arista ‘u hace corresponder "(.u)- nu e« (0.1). que indica
la probabilidad de que x, utilice la instalacién localizada en
x. .
§

En este modelo no hay grafos con vértices aislados.

El problema del m—centro en snn(xn.hn", )

consiste en:

Determinar X < X tal que |X | = m
m n m

que minimice

max [ min {7 d(x .x)]) ]
1<i<nl x ex Y M
3 m

(127]

que representa la distancia médxima para llegar de x, al centro
mas préximo de xm teniendo en cuenta la probabilidad "u de
que x. precise servicio de una instalacién xjde xm.

El problema del m—-centro en este tipo de grafos,
conocidas las probabilidades nu se podria resolver
considerando el grafo ordinario completo G(X,A), siendo X = Xn
minimizando:

F(x .x,, ... ., x ) = max [ min [, d(x .x)]} ]
12 " 1zisnl x ex Y v

Por tanto el problema del m—centro para el modelo de
aristas probabilizadas tiene solucién y se puede tratar por
los procedimientos estudiados en el capitulo 1 considerando

como puntos de factible localizacién los X, de x“.
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Problema 3.3.5. El problema del m-centro para el modelo de

aristas dirigidas y probabilizadas.

3h'n (Xn . "n.n . nl,)
Se considera X = {(x .x . ... .x )}, siendox = 1 vy
n 1 t 1 n 8
las n(n—-1) aristas orientadas a” = (i.)) que unen los puntos
de X . A cada arista a, se le asocia una probabilidad

n
m, = P(a)) < (0.1] tal que ’z‘nu =1, ¥vi=1,2, ... .n.

Cada grafo aleatorio de este modelo tiene por
conjunto de vértices Xn y por aristas los vpares (i.j) que
tienen asociada probabilidad nw > 0.

Como la suma de las probabilidades de las aristas 2,
que parten del vértice i—-ésimo es igual a la unidad, de cada
vértice sale al menos una arista con probabilidad distinta de

cero, de lo que deducimos que no hay vértices aislados en |los

grafos de este modelo.

El problema del m-centro externo en sn"(xn,d;n.nu)

consiste en:

Determinar X < X tal que [X |[=m
™m ™ ™m

que minimice

max [ min (r d(x .x)] ]
1<j=nt x eX Y vt
1S m

(128]
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Andlogamente, el problema del m~centro interno
consiste en:
Determinar X < X tal que |X |=m
m n m

que minimice

max [ min (. d(x.x)] ]
1<j<nl x ex Y ot
1S m

(129)

Estos problemas se puede tratar considerando el grafo

X},

ordinario dirigido vy completo G(X.A) siendo X =X, X, X

x = i, conasiderando "q ponderaciones, minimizando la funcién

F(x .x_. ... ,x ) = méx [ min (n.. d(x ,x.)1 ]
v n 1<jsnl x ex % v
T m
o bien:
F(x ,x_, ... .x ) = max [ min (7. d(x.x)] ]
12 n 1<ji=<n x,lexm Y It

Definicién 3.3.1.

g ) orientado es

Se dice gue un grafo Gn"(xn. g

dédilmente conexo st el grafo no orientado gue se obtiene

despreciando la orientacién de las aristas es conexo.

Definicién 3.3.2.

Se dice gue wun grafo Gn"(xn,nw) orientado es

fuertemente conexo si desde cualguier vértice de G"'r se puede

alcanzar cualgquier olro vértice stgulendo un camino del grafo.

El problema del m—-centro para el modelo de aristas

dirigidas y probabilizadas se puede estudiar por los
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procedimientos vistos en el capitulo 1 restringiendo el
conjunto de los puntos de factible localizacion a los
vértices. Este problema tendrd& solucién , por el lema 1.2.1%.

si y s6lo 81 el grafo es fuertemente conexo.

Problema 3.3.6. El problema del m-centro para el modelo de

grafos con namero de aristas variable.

. 1))

gn.'r ( Xn ‘ "n.'r

Dado X = (x ,x,, ... .x )} siendo x = i y un
n 1 2 n 19

conjunto de n variables aleatorias Z (i) independientes e

idénticamente distribuidas tales que P(Z (i) =j )= pr siendo
n

pj = 1, cada grsfo aieatorio de este modelo tiene orden n vy
1=t

por aristas (i, Z(i)=j) con probabilidades asociadas pJ tales

n
que ZPJ. - 1.

j=t

En este caso de cada vértice salen el mismo numeroc de
aristas y con la probabilidad P(Z (i) =j) = s constante para
todo i= 1.2, ..., n.

El problema del m-centro en 3mr(xn.ﬁEr, Z (1)) se

puede formular as{:

Determinar X < X tal que |X |=m
m n m
que minimice

méx [ min [p, d(x ,x)] ] para los valores de p =0
1<isnl x ex ! vl ]
J m

[129]
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cuya solucién se puede tratar considerando el grafo ordinario
dirigido G(X.A) siendo X= (1.2, ... ,n} ¥y A el conjunto de
aristas dirigidas (i, f(i)=j) con probabilidades asociadas
pn#O. tomando p; como las ponderaciones de las correspondien-—

tes aristas.
Por tanto los modelos de grafos esparcidos vy de

numero de aristas funcidén del numero de vértices son 10S que

necesitan un nuevo tratamiento.

3.4. El problema del r-cubrimiento.

Problema 3.4.1. El1 problema del r-cubrimiento en el

modelo de grafos esparcidos y en el modelo de numero de

aristas funcién del numero de vértices.

Para un grafo GmP(Xn”tmp.pvp(n)) del espacio
muestral $m’(xn,d;m.p-p(n)) o bien GnA(Xn.ﬂ;A,t-t(n)) del
espacio muestral g L(Xh,d’nl,t-t(n)) el problema del

n,

r-cubrimiento consiste en:

-
Determinar un subconjunto X de Xn
que minimice |X|
sujeto a

méx d(x. ,X) < r.
1<i<n v

(1301

187



Observacion 3.4.1.

Este problema proporciona un conjunto r-dominante.

Observacién 3.4.2.

Si determinamos x"c X que minimice |X| sujeto a

mdx d(x ,X) < r
1<i€n *

8e denomina el problema del r-cubrimiento estricto.
El ]I‘} = m{(r) es el numero de r-dominacion.

Relacién entre el problema del m-centro y del r-cubrimiento en

el modelo de numero de aristas fi jo S" t(Xn.dn l).
Vamos a ver que si en el grafo Gn'.(xh.dn‘) tiene
solucién el problema del m-centro también tiene solucién el

problema del r—cubrimiento.

Teorema 3.4.1.
Dado un grafo Gnt(xn"‘nl) la sucesién de los radios

r(m) = min {( mdx d(x.,X), siendo X < X } para m =1,2,
|X|sm  1%u%n v

n es no creciente.

Demostracion.

. -

Si m<m, vy x es un m-centro de Gm‘(Xn.dM)
entonces |I.|$ m<m . por tanto

r(m‘) = min { madx d(x .X), siendo X < x“ } =
X|sm ~ 1=is<n N

=  méx d(x.xX") 2
1< iSn '
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> min { mé&x d(xi,x), siendo X < X )= r(mz)
‘I]sz 1<iSn

por tanto r(m) es no creciente.

Teorema 3.4.2.
Dado un grafo GM_(X",J“‘) la funcidn de dominacidn

m(r) = min { |[X]| tal que mé&x d(x .,X) < r }, stendo r20
xcX 1Si%n ¢

es no creciente ym(r) = m, YVr / r(m) <r < r(m1l).

Demostracién.
. . L
Si r, <rz y X es un r‘—cuhrlmxonto de Gmt(X“..ﬂm‘)

entonces mé&x d(x.,x') £ r <r_, de donde
: i 1 2
15i%n

m(r,) = min { |X| tal que méx d(x.X) Sr } = || 2
XX 1Si%n

} = m(rz)

= min ( |X| tal que méx d(x.X) < r,
xX<X 1Si<n

luego m(r) es no creciente.

Vamos a demostrar que m(r) = m, V r/ r(m)<r<r(m-1).

Si r(m) € r =<r(m1) vy x* es un m-centro de

Gm'_(xn.dm) entonces:

méx d(x.X") = r(m) Sry |X| = m
15i<n ¢

de donde se deduce gque

m(r) = min { |X| tal que m&x d(x.X) £ r } =m
xeX 15isn

(131)
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Adem&s V X c X / méx d(x.X) £ r .si fuese |X| <m

15 Sn
entonces r(m—-1) = min { ma&x d(x .X), siendo X c X )} es
|| <m-1 151 <n ¢ n
menor o igual a r contra la hipétesis de ser r < r(m—-1). Por

tanto VX < X / md&x d(x..X) < r es |X| <m y en
” 15 <n t

consecuencia

m(r) = mi{n { |X| tal que max d(x ,X)
XeX 1Sisn '

A
~
-~
v
8

{132}
De {131) y [132) se deduce que m(r) = m para todo r

tal que r(m) € r Sr(m-1).

Corolario 3.4.2.1.

St r(m) £ r <r(m1) entonces m(r) = my si r = r(m)
entonces m(r) = m.
Demostracion.

Es una consecuencia inmediata del teorema.

Corolario 3.4.2.2.

r < r(m) e m< m(r).

Demostracién.

[:] Si r < r(m) por el corolario 3.4.2.1. es m(r)=m+l
y por tanto m(r) > m.

[«] Si m < m(r) supongamos que r Z r(m) entonces, por
el corolario 3.4.2.1., m(r) = m que es una contradicién con la

hipé6tesis, por tanto si m <m(r) entonces r < r(m).
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Teorema 3. 4.3.
Dado un grafo Gn"(xh,dm‘) todo m(r)-centro de Gm'_

@s un r-cubrimiento y m(r) es el menor numero m tal gue

rim) < r.

Demostracion.

Si r(m) <r < r(m-1) entonces, por el corolario
3.4.2.1., es m = m(r).

Si X" es un m(r)-centro entonces |I.| = m(r) = my

max dix .X") £ r(m).
1gi<n '

Como m(r) = min { [X| tal que max d(x.X) =<r } se
xtxn 1S5i%n

deduce que méx d(x.‘.x') < r }. Por tanto |x'| = m(r) v x° es
1€i<n

un r-cubrimiento de Gv\t'
Adem&s si m < m(r). por el corolario 3.4.2.2., es

r < r(m). Luego m(r) es el menor valor de m tal que r(m) < r.

Observacioéon 3.4.3.1.

Por tanto siempre que en un grafo aleatorio G“‘
tenga solucién el problema del m-centro, también tendré

solucién el problema del r—cubrimiento.

Teorema 3.4. 4.
Para el modelo de numero de aristas funcidén del
nimero de vértices $ (X ,4 ,t=t(n))
n,t n n,t
a) La funcidén u(n) = K. r_\_.lrzl__n_' siendo k vuna

constante, es una funcién umdral para que en el grafo
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Gnl(xn,d“ t=t(n)) el prodlema del r-cudbrimiento tenga

.

t

soluciéon casi seguramente st k > 1.
. n.ln n )
b) La funcién u(n) = k'_'f_' siendo k una
constante y O0<k<l, es una funcién umdbral para gue el

prodlema del r-cudbrimiento no tenga soluciodn casi seguramente.

Demostracion.
Es inmediata teniendo en cuenta los resultados de los

teoremas 3.3.3., 3.3.4. y 3.4.3.

]
Teorema 3.4.5.
Para el modelo de arafos esparcidos

$n$(xn,d;m.9-p(n))

a) La funcidén u(n) = k.ln—ng—. siendo k una constante,

es una funcidén p-umbral para gue en el grafo G“P(Xn..dnp) el
problema del r-cubrimiento tenga solucidn casi seguramente si

k > 1.

-!EF'-‘— stendo k una constante

b) La funcién u(n) = k
tal gue 0<k<1l es una funcidén p—umdbral para que el prodlema del

r—cudbrimiento no tenga solucidén casi seguramente.
Demostracioén.

Es inmediata teniendo en cuenta los resultados de los

teoremas 3.3.1., 3.3.2. y 3.3.3.
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Como consecuencia de los teoremas anteriores:

La probabilidad de que e! probiema del m——centro

(o el problema del r-cubrimiento), en el modelo de numeroc de

aristas fijo, tenga solucién es practicamente nula para un

. . n.ln n
valor de |X“| = n fijo siempre que t < —3 —. para valores

grandes de n.
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3.5. Algoritmos para grafos aleatorios.

3.5.1.

Algorltmo de Takamizawa, Takiuchi y Nishizeki.

aleatorio para

§. (X . ).

n, L

Este algoritmo permite construir un grafo

el modelo de numero de aristas fijo.

Descripcion del algoritmo.

Paso

Paso

Paso

Paso

Paso

Paso

1.

Se asigna a xn el conjunto (1,2, R .n},
J;A el ®, a J el valor n(n-1)/2 vy a T el
valor O.

Se numeran desde 1 hasta n(n-1)/2 las [;]

aristas posibles.

Si T = t entonces parar, J;J es el conjunto

de aristas del grafo aleatorio. En caso

contrario seguir al paso 4.

Se generan numeros naturales aleatorios K

tales que 1 < K =< J.

Se asigna a d;A el resultado d;$ voa

siendo a la arista numerada con Ky a T el

valor T+l.

Se pasa a al final de la lista, es decir, se

hace a, =a vy se asigna a J el valor J-1.

Volver al paso 3.
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COMPLEJIDAD:

3.5.2.

La complejidad de este algoritmo es:

orfx |*1.

Algoritmo de Takamizawa, Takiuchi y Nishizeki.

Con este algoritmo se obtiene un grafo aleatorio

conexo para el modelo de numero de aristas fijo,. sn‘(xn.n; )

t

Descripcion del algoritmo.

Paso

Paso

Paso

Paso

Paso

Paso

Se asigna a Xn el conjunto (1,2, ... , n}, a
J;J el @, a J el valor n(n-1)/2 y a T el
valor O.

Se numeran desde 1 hasta n(n-1)/2 las [;]
aristas posibles.

Se asigna a V, el conjunto (i) para 1=<i=n. a
11 el @ y a 1} el O,

Si T=t entonces parar, d;$ es el conjunto de
aristas del grafo aleatorio conexo. En caso
contrario seguir al paso 5.

Se generan numeros naturales aleatorios K
tales que 1 £ K £ J.

Se asigna a Tk el conjunto Vi formado por un

extremo de la arista Ky a T} el conjunto

formado por el otro extremo de la arista K.
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Paso 7. Si 11-1} entonces volver al paso S. En caso
contrario seguir al paso 8.

Paso 8. Se asigna a J;J el conjunto d;J u a .
siendo a.- la arista numerada con Ky a T el
valor T+1.

Paso 9. Asignar a a, la arista a_va J el valor J-1.

Volver al paso 4.
COMPLEJIDAD:
La complejidad de este algoritmo es:

orlx_|*1.

3.5.3. Algoritmo para determinar un 1-centro para un

grafo G (X ,« ) conexo.
S———— n,t n .t —

Dado un grafo conexo del modelo de numero de aristas
fijo GnA(Xn, d;A) se puede determinar un centro en ese
grafo.

Descripcién del algoritmo.

Paso 1. Se calculan las distancias

d(xl,xﬂ . v x, € X“—(xt)
Y ge inicializa i = 1.
Paso 2. Se elige X Y se calcula

méx d(x.,x ).
15jSn L

- -
Paso 3. Se hace x = x. y r = m&x d(x.,x).
* R 13
2<ji<n

Paso 4. Se asigna a i el valor i+l y se repite el

paso 2.
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Paso 5. Si max d(x. .x) < r' se hace x° = «x Y
1<5;<n ot

r.- méx d(x. .x).
1€ %n *

Si max d(x .,x) Z r volver al paso 4.
1L <n N

Paso 6. Si i = n entonces parar. x. es le 1l-centro
buscado y r' es el 1l-radio.

Si i < n volver al paso 4.

COMPLEJIDAD:
La complejidad de este algoritmo es:

| . log|X_|1.

0(|.d"_“t

Observacién 3.5.3.1.

Este algoritmo determina un l-centro para un grafo

Gni(xh,ﬂ;A) conexo, pero puede existir m&s de un centro. EI
resultado por tanto puede no ser unico. El conjunto de todos
los l-centros forma un conjunto central.

Para determinar el conjunto central se podria aplicar
n veces el algoritmo comenzando cada vez con uno de los n
vértices. El conjunto formado por los 1-centros encontrados

gerfa dicho conjunto central.

3.5.4. Algoritmo para determinar un m—-centro para un

grafo GnA(Xn,d;J) CONexXo.

Se trata de determinar un m—centro en un grafo conexo

G (X ,o# ) del modelo de numero de aristas fijo.
nt n n,t
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Descripcion del algoritmo.

Paso 1.

Paso 2.

Se asigna a Xh el conjunto X .x,. ... XYy
se eligen todos los [tzl] conjuntos C de t-1
vértices que se numeran de 1 a [tgll'

Se inicializa i = 1, r' =0, X_ = @.

Se elige Cr

Paso 2.1. Se elige el conjunto Y de vértices no

cubiertos por los (t-1) vértices

de C. .
A3

Paso 2.2. Se determina el 1l-centro x* de Y

utilizando el algoritmo 3.5.3.

Paso 2.3. r "= méx (d(x.x"). méx d(x,.V)}.

Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

Paso 6.

COMPLEJIDAD:

1<i<n 1Si<n
- -
Se hace r = ry I; - C.L U {x }.
Se asigna a i el valor i+l y se repiten los
pasos 2, 2.1, 2.2y 2.3.

Si r‘< r. se repite el paso 3, en caso

contrario volver al paso 4.

R n
Si i [t—l] . parar. X es el m-centro
buscado y r* es el m-radio.

Si i< (t21] volver al paso 4.

La complejidad de este algoritmo es:

otfx | |#_ |- log|X _|1.

nt
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CAPITULO 4. CUADROS RESUMEN DE LOS ALGORI TMOS.






CUADROS RESUMEN DE ALGORITMOS PARA

LOCALIZACION EN GRAFOS ORDINARIOS.

4.1I. Calculo de distancias.

4.1I1. Centros locales.

4.II1. El centro absoluto.

4.IV. El1 m-centro.






4.1. Algoritmos para calculo de distancias en grafos ordinarios.

ALGORITMO I.1. Dijkstra Modificado
Modelo del
grafo G(X.A)

Calcular las distancias desde (o hasta) un

Resuelve el vértice en G construyendo el 4rbol de ca- 1

problema de:
minos minimos a partir de (o hasta) él. '

i
Comple jidad O[]A].log|X|] i

1
I
ALGORI TMO I.2. Di jkstra global Modificado |
X.A 3

Modelo del G(X.A)
grafo P una lista de puntos p con factores de i

ponderacién v(p) para cada p € P.

Resuelve el Calcular a la vez las distancias hasta o

problema de: desde un conjunto finito de puntos o de
vértices.P. con unas ponderaciones v(p).

Complejidad O(]P|.|A|.max {log|X|.log|P|}]
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4.1II. Algoritmos para centros locales en grafos ordinarios.

ALGORI TMO II.1. Algoritmo de centros locales
Modelo del
grafo (G.U.F)

Determinar los centros locales de F con
respecto a U cuyo rango est4 entre r' y r'’,
cotas inferior y gsuperior respectivamente
del radio de F con respecto a U, y los pun-—
tos de U que cubren dentro de su rango.

Resuelve el
problema de:

Complejidad Ot |A}. Ul
ALGORI TMO II.2. Algoritmo de Kariv y Hakimi
Modelo del
grafo (G.U.F)

Determinar la mejor localizacién factible
Resuelve el

problema de: en una arista. para hallar el centro abso-
luto de F con respecto a U.

Complejidad o1|U].log|U]|]

Me jora: Algoritmo de relajacién
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4.11I. Algoritmos para el centro absoluto en grafos ordinarios.
ALGORI THO III.1. El1 método de Hakimi
odelo del G(X.A) no dirigido o dirigido con
grafo

vértices ponderados.

Resuelve el
problema de

Centro absoluto de G.

localizar:
Comple jidad OL|Al.|X] + |X|*.1og|X])
Me joras : El método de Hakimi modificado.
El método iterativo.
ALGORI TMO III.2. Algoritmo de Minieka
Modelo del G(X.A) no dirigido con
grafo

longitudes simétricas.

Resuel ve el
problema de

Centro absoluto de G.

localizar:
Complejidad OC|A].|X] + |X|®.10g]X])
Me jora: Algoritmo de relajacién.
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4.1IV. Algoritmos para el m-centro en grafos ordinarios.
ALGORI TMO IV.1. Algoritmo de Minieka
Modelo del
G(X.A) con vértices no
grafo

ponderados

Resuelve el
problema de

m-centro absoluto de G.

localizar:
Complejidad or{xX|E™ . A ™

ALGORI TMO IV.2. Algoritmo de Kariv y Hakimi
Modelo del

grafo G(X.A) con vértices ponderados

Resuelve el
problema de

m—-centro absoluto de G.

localizar:
Comple jidad OLJAI™. |X|“*™ ** . 1og]X]|]
Me jora: Algoritmo de Moreno.
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ALGORI TMO IV.3. Algoritmo de Moreno
Modelo del
G(X.A) con vértices
grafo

ponderados

Resuelve el
problema de

m-centro absoluto de G.

localizar:
Comple jidad OLIAI™. |X]™* . log|X]| 1}
ALGORI TMO IV.4. Algoritmo de Minieka

Modelo del

grafo

(G.U.F) siendo F cualquiera
con frontera finita.

Resuelve el
problema de

m—-centro de F con respecto a U.

localizar:

Complejidad or|A™. Ju)E™
Algoritmo de relajacién.

Mo joras:

Algoritmo de relajacién mejorado.
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ALGORITMO IV.S. Algoritmo de relajacion para m—-centro
Modelo del (G.U.F) siendo F cualquiera
grafo

con frontera finita.

Resuel ve el
problema de
localizar:

m—-centro de F con respecto a U.

Olmax (|A]|.log [X}. |U|.M". |u|®). M|

Comple jidad siendo M el numero de centros locales con
respecto al ultimo conjunto relajado R de U.
Me jora: Algoritmo de relajacién mejoradc.
ALGORI THO IV.6. Algoritmo de Kariv y Hakimi
Modelo del
(G.U,F) siendo F cualquiera
grafo

con frontera finita.

Resuelve el
problema de
localizar:

m-centro de F con respecto a U vy
determinar el m-radio.

Complejidad

(2Zm-12)

ot|A|™. |V} .log |U| 1
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ALGORI TMO

IV.7. Algoritmo de Kariv y Hakimi

Modelo del

grafo

(G,U,F.P) siendo F cerrado y P el conjunto

de puntos de servicio preestablecidos.

Resuelve el
problema de
localizar:

m—-centro de F con respecto a U dado P.

Comple jidad

OLIAI™. JUl*™ "’ . log |A]| .(log|UD)? )
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CUADROS RESUMEN DE ALGORITMOS PARA

LOCALIZACION EN ARBOLES Y REDES.

4.VY. Centros locales.

4.V1I. El centro absoluto.

4.VII. El r-cubrimiento.

4.VIII. El1 m-centro.

4.IX. E1 m-centro con centros preestablecidos.

4.X. m instalaciones minimax con comunicaciones
mutuas.

4.XI. m-centros con distancias restringidas.

4.XII. Multiinstalacion minimax t-objetivo.



4.V. Algoritmos para centros locales en redes.
ALGORITMO Y.1. El metodo de Hakimi (1965)
Modelo de
red N(X.A) con vértices ponderados

Resuelve el
problema de
localizar:

El centro local en una arista de la red.

Complejidad oL|X}.log|X|}
ALGORITMO V.2. Kariv y Hakimi (1979)
Modelo de
red N(X.A) con pesos unitarios en los vértices.

Resuelve el
problema de
localizar:

El centro local en una arista de la red.

Complejidad

o (|x}]
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4.VI. Algoritmos para el centro absoluto en redes.

Vi.1. Algoritmo para el centro absoluto en una red.

ALGORI TMO vi.1.1. Hakimi, Schmiechel y Pierce (1978)
Modelo de
red N(X.A) con pesos unitarios en los vértices.

Resuelve el
problema de

Centro absoluto de la red.

localizar:
Comple jidad O[|A}.[X].log|X}|]
Me fora: Algoritmo de Kariv y Hakimi (1979)
N
ALGORITMO vVi.1.2. Método de Hakimi (1978) |
!
Modelo de |
red N(X.A) con vértices ponderados. !

Resuel ve el
problema de

Centro absoluto de la red.

localizar:
Comple jidad Ol|A}.|X]|.log|X]|!]
Me jora: Algoritmo de Kariv y Hakimi (1979)
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ALGORI TMO VI.1.3. Kariv y Hakimi (1979
Modelo de
red N(X.A) con pesos unitarios.

Resuelve el
problema de
localizar:

Centro

absoluto de la red.

Comple jidad

or]al.

IX] + |X|* log|x]

vi.2a.

Algoritmos para el centro absoluto en una red-arbol.

ALGORI TMO VIi.2.1. Goldman (1972)
Modelo de
red T(X.A) con pesos unitarios y con sumandos h;

Resuelve el
problema de
localizar:

Centro

absoluto de la red.

Complejidad

o (|x|*1
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ALGORITMO vi.2.2. Método de Handler (1973)
Modelo de
red T(X.A) con pesos unitarios y hL = 0 para

todo i = 1,2, ... . n

Resuelve el
problema de

localizar: Centro absoluto de la red.
Complejidad o [|x]|}
ALGORI TMO VI.2.3. Dearing y Francis (19742
Modelo de
red T(X.A) con vértices ponderados y sumandos h‘

Resuelve el
problema de
localizars

Centro

absoluto de la red.

Comple jidad

o r|x|*)
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ALGORI TMO VIi.2.4. Lin (1975
Modelo de
red T(X.A) con pesos unitarios y con sumandos hi

Resuelve el
problema de

Centro absoluto de la red.

localizar:
O[|X'|]) siendo |X'| = [X]|+|V] ¥
Comple jidad
V] el numero de h, no nulos.
ALGORI THO VI.2.5. Kariv y Hakimi (1979
Modelo de
red T(X.R) con vértices ponderados y sumandos h,

Resuelve el
problema de
localizar:

Centro absoluto de la red.

Comple jidad

oL|X| log |X]| 1])
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ALGORITMO VI.2.6. Kariv y Hakimi (1979

Modelo de
red T(X.A) con vértices ponderados y sumandos hL]

Resuelve el

problema de l-centro restringido a los vértices.
localizar:
Complejidad O [ |X]| log|X{ 1

4.VII. Algoritmos para resolver el problema del r-cubrimiento en

redes.
ALGORITMO VII.1. Kariv y Hakimi €1979)
Modelo de
red T(X.A) con pesos v_en los vértices

Resuelve el

problema de Un conjunto dominante absoluto de radio r
localizar:
Complejidad o []X] ]
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ALGORITMO VII.2. Kariv y Hakimi (1979)

Modelo de
red T(X.A) con pesos v, en los vértices

Resuel ve el
problema de
localizar: gido a los vértices.

Un conjunto dominante de radio r restrin-

Comple jidad o [([X] I

4.VIII. Algoritmos para el m-centro en redes.

VIII.1. Algoritmos para el m-centro en una red.

ALGORI TMO VIII.1.1. Kariv y Hakimi (1979)
Modelo de
red N(X.A) con pesos unitarios

Resuelve el

problema de m — centro
localizar:
Comple jidad o (IAI™IX|®™* /(m-1)! ]




ALGORI TMO VIII.1.2. Kariv y Hakimi (1979)
Modelo de
red N(X.A) con vértices ponderados

Resuelve el
problema de

m - centro

localizar:
Complejidad o (|AI™]X]}*™ " log |X|/(m-1)!]
ALGORI TMO VIII.1.3. Minieka (1970)
Modelo de
red N(X.A) con pesos unitarios

Resuelve el
problema de
localizar:

m-centro absoluto con puntos de demanda

en los vértices.

Complejidad

o []X]| + [|§|].1A|)
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ALGORI THO VIII.1.4. Handler y Rozman (1985
Modelo de
red N(X.A) con pesos unitarios

Resuelve el
problema de

m—centro absoluto con puntos de demanda

localizar: en los vértices.
1x]
Complejidad o x| + ['5']- 1A
ALGORI TMO Viii.1.S. Moreno (1985)
Modelo de
red N(X.A) con pesos unitarios

Resuelve el
problema de
localizar:

m-centro absoluto con puntos de demanda
en los vértices

Complejidad

o (|x]|* log |X]| 1
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VIII.2. Algoritmos para el m-centro en una red-arbol.

ALGORI TMO VIII.2.1. Handler (1978)
Modelo de
red T(X.A) €on pesos unitarios

Resuelve el
problema de

2-centro absoluto con puntos de demanda

localizar: en los vértices.
Complejidad o (le ]

ALGORI THO VIII.2.2. Kariv y Hakimi (1979
Modelo de

red T(X.A) con vértices ponderados

Resuelve el
problema de
localizar:

m-centro restringido a los vértices

Complejidad

o |X]|%. 1og]X]| )
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ALGORI TMO VIII.2.3. Kariv y Hakimi (1979
Modelo de
red T(X.A) con vértices ponderados

Resuelve el
problema de

m—-centro absoluto y el correspondiente

localizar: m - radio
Complejidad o ( [X]%. log|X] !

ALGORITMO VIII.Z2.4.Hakimi, Schemeichel y Pierce (1978)
Modelo de

red T(X.A) con pesos unitarios

Resuel ve el
problema de
localizar:

m-centro restringido a los vértices siendo
m > 1.

Complejidad

o [|X] -1og™ *|x]I
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ALGORITMO VIII.2.S.Hakimi, Schemeichel y Pierce (1978)
Modelo de
red T(X.A) con pesos unitarios

Resuelve el
problema de
localizar:

m—centro absoluto siendo m > 2.

Complejidad 0 (|X] -log™ x|}
ALGORITMO VIII.2.6. Chandrasekaran y Tamir (1980)
Modelo de
red T(X.A) con pesos unitarios

Resuel ve el
problema de
localizar:

m—-centro continuo con puntos de demanda

también en vértices o en las aristas.

Comple jidad

0 [(|X|.log m 7]
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ALGORI TMO VIII.2.7.Megiddo, Tamir, Zemel, Chandrasekaran
(1981)
Modelo de
red T(X.A) con pesos unitarios

Resuelve el
problema de

m—-centro en el caso en que los puntos de
demanda o los de posiblie localizacién o

localizar: ampbos estén restringidos a los vértices.
Comple jidad 0 (|X| min (mlog®|X| .|X|log m}]
ALGORI TMO VIII.Z2.8. Megiddo, Tamir, Zemel, Chandrasekaran
C1981)
Modelo de
red T(X.A) con vértices ponderados

Resuelve el
problema de
localizar:

m-centro en el caso en gque los puntos de
demanda o los de posible localizacién o
ambos estén restringidos a los vértices.

Comple jidad

0 (|X| min (mlog”|X| .|X|log m}]
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ALGORI TMO VIII.2.9.Tansel,Francis, Lowe y Chen (1982)
Modelo de T(X.A) con funciones f‘ de la distancia
red d(xt.Y). continuas y estrictamente decre-

cientes asociadas a sus vértices.

Resuelve el
problema de

m-centro no lineal con distancias

localizar: restringidas.
0 (}X}*l0g|X|] con algoritmo para el r-cubri
Complejidad miento de 0 ({X}|*] vy
0 {|X]®1log |X|} si el algoritmo de r-cubri-
miento es de complejidad O[|X]|].
ALGORITMO VIII.2.10. Tamir y Zemel (1982)
Modelo de
red T(X.A) con pesos unitarios

Resuelve el
problema de
localizar:

m—centro siendo £ (suministros) y A (de-
mandas) colecciones de un numero finito
de subregiones de T disjuntas, cerradas
Yy conexas y ambas discretas.

Complejidad

0 [|X] log®|X]| I
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ALGORI TMO VIII.2.11. Tamir y Zemel (1982)
Modelo de
red T(X.A) con pesos unitarios

Resuelve el
problema de

m—-centro siendo £ (suministros) y A (de-
mandas) colecciones de un numero finito
de subregiones de T disjuntas, cerradas

localizar: Y conexas y tales que ambas contienen
una arista entera.
Complejidad 0 (|X].min {(m.log”|X|. |X|.log m} }
ALGORITMO ViIii.2.12. Megiddo y Tamir (1983)
Modelo de
red T(X.A) con pesos unitarios

Resuel ve el
problema de
localizar:

m—centro continuo

Comple jidad

0 (|X].leg” |X| 1
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ALGORI TMO VIITI.2.13. Megiddo y Tamir (1983)
Modelo de
red T(X.A) con vértices ponderados

Resuel ve el
problema de

m—centro absoluto con puntos de demanda

localizar: restringidos a los vértices.
Comple jidad 0 (|X}.log” |X| }
ALGORI TMO VIII.2.14. Mejorado de Megiddo y Tamir (1983)
Modelo de
red T(X.A) con vértices ponderados

Resuelve el
problema de
localizar:

m—-centro con puntos de demanda y de posi-

ble localizacién restringidos a los vér-
tices.

Complejidad

0 []X]|.10g® |X] 1]
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ALGORITMO VIII.2.15. Mejorado de Megiddo y Tamir (1983)

Modelo de
red T(X.A) con vértices ponderados

Resuelve el
problema de
localizar: a los vértices

m—-centro con puntos de demanda restringidos

Comple jidad 0 (|x}] .leg®|X|.log log|X| )

4.IX. Algoritmos para el problema del m-centro con centros prees-

tablecidos en redes.

ALGORI TMO IX.1. Modificado de Kariv y Hakimi (1879
Modelo de
red T(X.A) con vértices ponderados

Resuelve el
problema de
localizar:

m-centro con m_ centros preestablecidos

Comple jidad o 1|X|* .log |X]| ]
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4.X.

Algoritmos para localizar m instalaciones minimax con comuni -

caciones mutuas en redes.

X.1. Procedimiento de Localizacién Secuen-

ALGORI TMO
cial de Francis, Lowe y Ratliff (1978)
Modelo de
red N(X.A) con vértices ponderados

Resuelve el
problema de

m—instalaciones minimax con comunicaciones

gidas en redes.

localizar: mutuas.
Complejidad O {m.(|X|] + m) ]
4.XI. Algoritmos para localizar m-centros con distancias

restrin-

XI.1.Procedimiento de Interseccién Secuen-

ALGORI TMO
cial de Francis, Lowe y Ratliff C1978)
Modelo de
red N(X,.A) con pesos unitarios.

Resuelve el
problema de
localizar:

Un centro en la red con distancias restrin-
gidas.

Complejidad

ot x|}
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XI.2.Procedimiento de Localizacion Secuen-

ALGORI TMO
cial de Francis, Lowe y Ratliff (1980)
Modelo de
red N(X.A) con pesos unitarios.

Resuelve el
problema de
localizar:

Localizar m nuevos centros con distancias
restringidas.

Comple jidad

O (m.(]X| + m) ]

4.XII. Algoritmos para el problema de multiinstalacién minimax

t-objetivo en redes.

ALGORITMO XII.1. Tansel, Francis y Lowe (1982
Modelo de
red N(X.A) con vértices ponderados

Resuel ve el
problema de
localizar:

una multiinstalacién minimax t-objetivo

para t = 2.

Comple jidad

0 m*.(m+ |X|%))
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CUADROS RESUMEN DE ALGORITMOS PARA

GRAFOS ALEATORIOS

4.XIII. Algoritmos para grafos aleatorios.
4.XIV. Algoritmo para el 1-centro.

4.XV. Algoritmo para el m-centro.



XIV. Algoritmo para el 1-centro en grafos aleatorios.

ALGORI TMO

XIV. Algoritmo para el 1-centro

Modelo de
grafo aleatorio

Modelo de numero de aristas fijo

Resuel ve el
problema de
localizar:

Un centro entre los vértices de un
grafo aleatorio conexo.

Complejidad

O(]4, |- log|X,|I

XV. Algoritmo para el m-centro en grafos aleatorios.

‘

ALGORITMO

XV. Algoritmo para determinar un m-centro.

Modelo de

grafo aleatorio

Modelo de numero de aristas fijo

Resuel ve el
problema de
localizar:

Un m-centro restringido a los vértices de

un grafo aleatorio conexo.

Comple jidad

orfx_|*7". |4 -log|X_}|1

nool
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CONCLUSTIONES






CONCLUSIONES

Al comenzar el trabajo centramos el interés en los
problemas de localizacién minimax que dan lugar a centros en
grafos.

Primero se estudian distintos modelos de grafos
ordinarios, que pueden ser no dirigidos o dirigidos e incluso
con unas aristas dirigidas y otras no. gue reciben el nombre
de grafos mixtos. También se consideran grafos con un conjunto
U de puntos de demanda, un conjunto F de puntos de factible
localizacién e incluso con centros preestablecidos.

Para los grafos no dirigidos se puede asegurar la
existencia de centro si el grafo es conexo. En el caso de los
dirigidos hay que exigir, Lema 1.2.1., que sea fuertementé
conexo.

Segun se considere que el m—-centro (o un solo centro,
si m=1) esté formado por vértices o pueden ser puntos situados
en las aristas del grafo. nos encontramos ante un problema de
m—-centro restringido a los vértices o un problema de centro
absoluto. Para determinar el centro absoluto de wun grafo,
Teoremas 1.3.1.1.,1.3.1.2., 1.3.1.3., se precisa el concepto
de centro local.

Se demuestra que en un grafo no dirigido. el centro
absoluto 86lo puede estar en los vértices, en los
puntos frontera y en los centros locales con respecto a pares

de puntos, y que si la frontera es finita el conjunto de los
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centros locales es finito, Teorema 1.3.1.3., y por tanto el
problema del centro tiene solucién, que se puede encontrar con
un procedimiento finito.

Si el grafo es dirigido se demuestra dque el centro
sdélo puede estar en los vértices. en los puntos de demanda o
en los puntos frontera y si egstos son conjuntos finitos el
problema del m-centro se puede resolver por un procedimiento
finito.

Para asegurar la existencia de un m—centro en un
grafo con centros preestablecidos se demuestra que es preciso
que F, conjunto de puntos de factible localizacidén. sea
cerrado y tenga frontera finita, Teorema 1.4.2.. Para la
obtencién del m—centro vy del m—radio véanse los teoremas 1.4.3
y 1. 4. 4.

Si, en lugar de minimizar la distancia maéaxima de
un conjunto I; al conjunto U de puntos de demanda., se trata
de minimizar el numero de centros a localizar con una cota r
para la separacién al conjunto de puntos de demanda, se define
el probiema del r—-cubrimiento.

Se demuestra que si el conjunto U de puntos de
demanda es finito. Y r >0 existe un r-cubrimiento, I’. formado
por centros locales, tal que S(U.Xf) < r y que, si el conjunto
U de los puntos de demanda es finito vy el conjunto F de los
puntos de factible localizacién es cerrado. entonces un
r—cubrimiento de U por F est4 formado por centros locales de F
con respecto a U de rango menor o igual a r.

Para determinar los centros locales de F con respecto

a U, 8i éste estd formado por mas de dos puntos., hay que tener
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en cuenta el teorema 1.3.1.4. que afirma gque un vertice puede
ser centro local con respecto a un conjunto de m puntos de
demanda ¥ no serlo con respecto a un subconjunto propio.

Un resultado interesante es el teorema 1.5.3. que
relaciona el problema del m-centro y el del r—-cubrimiento.

Consideramos en el capitulo 2 los 4rboles y los
grafos orientados y ponderados. redes, y en particular las
redes~&rbol y se estudia el problema del m-centro en una red,
primero restringido a los vértices y a continuacién, sin esta
resticcioén, los del m—centro absoluto y del m—centro continuo,
que se extienden para redes con centros preestablecidos. Se
presentan otros tres problemas, también de interés en la
prdctica, que son la localizacién de m instalaciones mimimax
con comunicaciones mutuas, el de localizar m—centros con
distancias restringidas. y el de multiinstalacién minimax
t-objetivo.

Para hallar el 1-centro absoluto de una red-4rbol se
define un centroide y se demuestra, teorema 2.5.3.5.1., que el
l-centro estd en el subdrbol que consta de un subdrbol no
separable T;J, el vértice x vy la arista que conecta x con
T;$.

Para encontrar m-centros en una red todos los
procedimientos consisten en generar y resolver una sucesién de
problemas de r-cubrimiento, con r decreciente, partiendo del
conjunto de valores factibles del m—-radio absoluto.

En el capftulo 3 se extiende el estudio de la

localizacién de centros a grafos aleatorios.

229



Primero se definen distintos modelos de grafos
aleatorios, se estudian relaciones entre ellos y se hace un
an&lisis estadistico de las propiedades de los grafos. Al ser
un grafo aleatorio un elemento cualquiera de un espacio
muestral hablamos de probabilidad de gque un grafo tenga © no
cierta propiedad. Por su interes en el problema del m—centro
se estudia en primer lugar la conexién, Proposicién 3.2.2., vy
se introducen definiciones como la de funcién umbral (funcién

p-umbral) para una propiedad de los grafos. que son funciones

u(n) tales que la probabilidad de que un grafo Gnlm,

(an“v) tenga la propiedad A tiende a cero cuando n tiende a

: S . t(n) p(n) .

infinito sgi i o NGV ) tiende a cero Yy la
t(n) pin)

probabilidad tiende a uno 3i ) tiende a

u(n) u(n)
infinito.
Se demuestra que la funcién umbral para que un grafo

G no tenga vértices aislados es u(n) - kA~2431LJl-
nun) 2

siendo k constante y mayor que 1 y que la funcién umbral para

que no tenga vértices aislados un grafo anu» es
p(n) = c.—l%—ﬂ siendo c una constante mayor que 1.

Se dan las definiciones de distancia ent:e los
vértices de un grafo aleatorio y distancia entre un vértice vy
un conjunto y se extiende el problema del m—centro para grafos
aleatorios. Se consideran como puntos de factible localizacién
unicamente los vértices del grafo y no cualquier punto de las
aristas.

El problema del m—centro necesita un tratamiento
especial para los modelos de grafos esparcidos y de numero de

aristas funcién de n. El Lema 1.2.1. del capitulo 1 sugiere
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los teoremas 3.3.1. y 3.3.3. que determinan la funcion umbral

para que este problema tenga solucién casi seguramente Yy los
teoremas 3.3.2.y 3.3.4. que dan las funciones umbral para qu-
el problema del m-centro en estos modelos no tenga solucién
casi seguramente.

También se formula el problema del r—-cubrimiento y se
estudia la relacion con el probiema del m—centro para el
modelo de numero de aristas fijo. Se demuestra que la sucesién
de los radios r(m) es no creciente, asi como la funcién de

dominacién m(r) = min {|X| tal que m&x d(x .X) = r) siendo

1S <n
r 2 0.
Se demuestra, teorema 3.4.3., que en el modelo de
numero de aristas fijo todo m(r)-centro de Gmp es un
r—cubrimiento y m(r) es el menor numero m tal que r(m) =< r.

Se dan. para finalizar, dos teoremas 3. 4. 4. y 3.4.5
que proporcionan funciones umbral para que el problema del
r—cubrimiento tenga solucion casi seguramente para los modelos
de numero de aristas funcién del numero de vértices y de
grafos esparcidos.

En los tres capitulos se han descrito algoritmos para
resolver el problema del m-centro indicando la complejidad
asociada.

En el capitulo 4 se presentan cuadros resumen de los
algoritmos para localizacién de centros en grafos ordinarios,
4rboles y redes y en grafos aleatorios. con su correspondiente
complejidad

Un método para rebajar la complejidad de los

algoritmos presentados podria consistir en estudiar si se
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puede definir el problema del grafo total G(X,A) en mas de una
componente no separable, esto es en mas de un subgrafo con
conjunto de vértices de cardinal m&ximo que no tiene vértices
de separacion, o de articulacion.

Por tanto. dado un grafo conexo podriamos determinar
para cada vértice X, Si existen vértices xJ Y X xj = L 4
x, =X taies que los caminos que unen x, Y X  Pasan por X .es
decir, si X 3 o no un vértice de articulacién, y en
caso afirmativo determinar las componentes no separables del
grafo.

Si el grafo tiene al menos dos componentes no
separables, para resolver un problema del grafo total. si éste
se puede definir en s componentes no separables, con el
método de divide y vencerds (divide and conquer) se resuelve
el problema en cada componente y luego se elige la solucién
éptima para el grafo total. Para un algoritmo de complejidad

|X|z]. siendo X

T .

et

01]x|*) ésta quedaria reducida a O[|X|*/
+

't
el conjunto de vértices de cada componente no separable.

La efectividad del método de divide y venceréds en los
grafos aleatorios. en el caso en que se pueda aplicar,
pierde interés al aumentar el numero de aristas pues disminuye

el numero de componentes no separables.

En la bibliografia se recogen los libros y articulos
més interesantes pues este tema sigue siendo de interés vy

actualidad.

En noviembre ultimo realizamos una busqueda

sistem&tica por ordenador que detecté 884 articulos referentes
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a problemas de localizacién en grafos ordinarios. de los que
529 se publicaron desde enero de 1985 hasta noviembre de 1988.
3850 articulos que tratan el tema en a&rboles o en redes y 463
que se refieren a problemas de recubrimiento o empaquetamiento
en grafos aleatorios, de 1os que 284 se han publicado desde

enero de 1985 a noviembre de 1988.
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