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seccion 1-A

1. Planteamiento decl problema y convenios de notacidn. (*)

1-A Planteamiento del problema

Dados ios nlimeros reales ¢,B y la funcidn boreliana

I': R+ Ry {4} : ‘

consideramos el siguiente problema qBI' o problema ', tomado de la teo

ria no lineal de barras eldsticas:

- 00 . . 00
minimizax J(v) = % I (v"(x))2dx + I T(v(x))dax
[ []

en el conjunto de las funciones localmente integrables tales que
" 2 pt
v" € LZ(R) R |P(v(x))|dx < o
. 0
y que verifican las condiciones de contorno
v(0) = o ' v'(o) = B :

En la mayoria de los teoremas asumiremos T >0 y T(0) = 0.

Llamaremos problema ofr o problema r-potencial al caso particular

I'(s) = % |s|r , c>o0 R r>o0

Entenderemos qgue la constante C permanece fija salvo indicacidn en

contrario.

Las integrales son de Lebesgue. Las derivadas son en sentido de dis _
tribuciones (seccidn 1-C). I' boreliana implica T(v(x)) medible (sec

cidn 1-D).

(*) Indice de notaciones en la pag. 175 .



El problema [ es convexo si I' es convexa. F) problema r-poten
. . P . < ’
cial es convexo si y sdlo si r>1.

La existencia de solucidn es mds bien “standard"” si I es inferior
mente semicontinua, T >0 y el conjunto de minimizacidén es no-vacio
(seccidn 4). AL permitir que T tome el valor
tencia incluye inecuaciones variacionales como la de la seccidn 31.

.

La unicidad es bien conocida si [ es convexa (seccibn 6-C), pero
no hay recultados genesrales para [' no convexa. En este trabajo esta

blecemes que, en ¢l caso no convexo (0 < r < 1) , el problema qfr

tiene solucidn Ginica salvo para ciertos valores de (u,B8,r) en que hay

exactamente dos soluciones, obteniendo una descripcidén muy detallada de

la estructura de esta pérdida de unicidad (teorema 9.1 y seccién 28). ¢

La ecuacidn diferencial de Euler asociada al problema I es

oV 4+ rwen = o

: s e 1 .
La validez y el significado de esta}ecuacién, cuando ' no es C’ ni
convexa, es otra de las cuestiones investigadas en este trabajo: teo

rema 16.1. (En la seccidn 6 resumimos los casos ya conocidos: T € c!

y ‘T convexa).

Decimos que nuestro problema es de cuarto orden debido al orden de

la ecuacidn de Euler.

El resultado mis importante de este trabajo es la compacidad del so-

porte de lak) soluciongs) del problema T : teorema 19.1. La principal

hipdtesis es

Ir'es)| > Clslr-1 con 0<r<2

En particular, lafs) solucionfs)decl problema r-potencial tienef) soporte
compacto si 0 <r <2, Para este problema dispcnemos de otra demos

tracidn mis breve basada en el método de scmejanzc.

(*) En el indice de resultados {(p.179) se indican las pagiras de los
principales teoremas. :

seccion 1-4

+ew, el teorema de oxis

*)



seccidén 1-a

Ls orientativo observar que si ifngfﬂiXEQQ de T es lipschitziana
en un ‘entorno del origen, el soporte es no-compacto en virtud de teore
" mas clisicos (seccidn 6-B),
Al contrario de 1o que ocurre con la ecuacidn de Euler y con la re
gularidad, la demostracién de la compacidad del soporte es mAs dificil

cuando T' es C! en el origen,

f

Los Gnicos trabajos conocidos en la literatura sobre compacidad del
soporte en problemas con ecuaciones diterenciales de cuarto orden son
los siguientes:

El problema r-potencial con r=1 (y una pequefia modifj cacidn: vég
se la seccidn 33) se trata detalladamente en Berkovitz y Pollard [1],
[2]. (En el segundo articulo se referencian los trabajos anteriores).
Rédhefferh[I] completa su estudio y aplica el método de semejanza.vﬂeg
ténes y Redheffer [1] ,[2] lo gene;alizan incluyendo funciones peso y
té1" inos con derivadas intermedias. Sus resultados no implican los
nuestros, excepto para .r = 1 .,

kin otros dos articulos, Berkovitz y pollard [3], [4] estudian un
problema variacional bastante distinto cuyas soluciones verifican la
miema ecuacién diferencial que en sus artfculos [1] y [2] .

Bidaut-vVeron [l],[Z],[i] estudia el problema I' con I' convexa ,
I'(s) > Clsl . T(0) =0 y demuestra la compacidad del soporte en
dimensién N con simetria esférica. Nuestros resultados abarcan una
amplia clase de funciones convexas y no convexas , c! y no c! , que
no vorific?n la desigualdad T'(s) ;3 C|s| . (Notemos que esta des-
igualdad y F(0) = 0 implican que T po es c! en el origen) .

La cuestion de la éompacidad del soporte para problemas de cuarto
orden en dimensidn N > 2 , sin simetria esférica , permanece abierta.

La compacidad del soporte en problemas de segundo orden ha sido es
tudiada, en cualquier dimensidn, por muchos autores, empezando con Bre
zis [1], a base de emplear principios de comparacién. Puede verse un
resumcn en I.Diaz [l],[Z]. Estos métodos no sirven para problemas de

cuarto orden debido ~ que los principios de comparacidén involucran mis

»
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condiciones de contorno y son vilidos en menos situaciones. No obstan

te, en este trabajo tambi&n aplicamos principios de comparacidn (o de

positividad), aunque de una forma mucho mds indirecta.

El problem& de segundo orden anilogo al problema r-potencial se
estudia , en dimensidén N, por Caffarelli [1] cuando r=1, Alt y
Caffarelli [1] cuando “"r=0" y Phillips [1] cuando 0 < r < 1. (Bl
significado de r =0 puede verse en nuestra seécién 25), En estos

trabajos se afade la restriccidén v ;,0.(*)

El estudio de la propiedad

de compacidad del soporte ex_

plica que planteemos el proble

ma en intervalo infinito. En

=
>
~—

ES

intervalo acotado esta propie

————

dad se traduce en que la solu_
cién es idénticamente nula en
un cierto subintervalo cuya
frontera es una frontera lébre'
es decir, no conocida como dato del problema sino como parte de la reso
lucidn del mismo. Fijados unos datos de éontorno, para que exista dicha
frontera libre la longitud del intervalo, I , ha de ser suficientemente
grande. Las cotas del soporte, ana,obtenidas en este trabajo nos dan
cotas explicitas de dicha longitud. (véase la figura adjunta).

En la ecuacidn de LEuler se observa que el "segundo miembro” es nulo.

“ha compacidad del soporte en problemas "con segundo miembro" se estudia

después con bastante facilidad (seccidn 30).

Por fltimo,mencionaremos las propiedades de regularidad de las solq_
ciones (teorema 21.1)., La regularidadven el interior del soporte esti
estrechamente relacionada con la ecuacidén de Euler. La regularidad 9lo_
bal en R+ requiere ademds un cuidadoso estudio del extremo del SOpOY_
te. Cuando [ no es lipschitziana ni convexa, creemos que la aportacidn
de este trabajo a este respecto es nueva, tanto por los resultados como

(*) Es interesante confrontar los resultados de Phillips de regularidad
hélderiana con nuestro teorema 11.2 (pig.68 y nota pig.69).
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por el método de estudio del extremo del soporte. (Los casos [' lips

chitziana y [' convexa se presentan en la seccidn 6).

~B Alqunas notaciones

Llamamos v a una funcidn genériéa del coﬁjunto de minimizacidn
del problema oBl' o del problcma ofr.

Con la letra u designamos a una solucidn.del problema gBRI' o del
problema afr ,.salvo indicacidn expresa en contrarjo. También escri
biremos u(x; a,8 ) cuando queramos especificar los datos de contorno.
bado que la solucidn puede no ser fnica, convenimos que en las afirma_
ciones sobre u se sobreentiende “para toda solucién u del problema
«pl14;(0 del problema aBr , segiin contexto). Por tanto, en los teo
remas cuyas hipbtesis no implican las del teorema de existencia, laste

sis estancondicionadasa la existencia de u.

a,, @4... serdn los ceros consecutivos de u vy a_ el extremo

superior de su soporte; a puede ser finito o infinito.

oo
Empleamos una U (maydscula) para la solucidn del problema ofr

con a=0, B8 =1. Veremos que U es tnica para todo r > 0. Los

ceros y el extremo del soporte de U seran L Y RN L (A, > 0).
Suponemos que o >0 (con cualquier @ feal) o =0y B>»O0,

de modo que u(x) > 0 cercade x=0 . BEsto no éignifica pérdida de

generalidad en tanto que las hipStesis sobre T'($) sean simétricas
respecto a s = O.

El caso o =0, B =0 no lo tratamos, pues si T 20 y TI(0) =0
la Gnica solucidén es u = 0 (lema 5.5).

Decimos que u "tiene infinitos arcos" para significar que la grafi
cade u en (O,aw) estd formada por una sucesidn infinita (numerable)
de arcos contiguos de signo alternante.

Cuando nos referimos -ocasionalmente- a dimensién N, entendemos Av
y A%v en vez de v" y viv.

Para otras notaciones , véase el indice de notaciones sjtuado al fi_

nal de este trabajo, antes de la bibliog}afia , en_la pag. 175 .
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1-C Convenios sobre las derivadas y las igqualdades c.t.p.

Todas las derivadas son en sentido de distribuciones. Sea @ un
abierto de R, acotado o no. Las funciones localmente integrables en
Q (consideradas como clases en la forma usual) las identificamos con
distribuciones sobre @ . Si una funcién f es igual c.t.p. en Q a
una funcidn continuz g , identificamos f cén g. Si g posee ex
tensidn continua a §! (cierre de §), identificamos  f Yy g con dicha
extensidn. Las igualdades c.t.p. las entenderemos redefinidas de forma
que se verifiquen en los puntos de continuidad.

Exceptuamos de estos convenios la funcidn T (véénse las notas de
la seccidn 1-D).

Resumimos varios resultados fundamentales del anflisis real de nna
variable en el siguiente lema. (Véase Schwartz [1] , cap II, seccidn 4).
"Localmente en S" significa "en cada compacto de S" y las derivadas

son , desde luego, en sentido de distribuciones.

Lema 1.1 Sea f wuna distribucidbn sobre un intervalo abierto Sc R,

acotado o no. Entonces

I. f'e L;oc (S) &= f € Abs Clro0 (5) . En tal caso, la derivada

puntal de f en e.t.p. se identifica con f'.
I f' €Ly, (S) <> € Lip;, (S) . Esta cquivalencia también es
cierta suprimiendo "loc" en ambos lados.

III. f' medida de Fadon sobre S €& f localmente de variacidn
acotada en S.

IV. " medida de Ralon no-negativa sobre S <> f "' no-decreciente
en S E&Pf convexa finita en 8.

V. f convexa finitaen § = f € Ziploc(S).
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En particular, todas las funciones del conjunto de minimizacién del
: =+ . . s
_problema [' pertenecen a C!(R') y tienen derivada primera localmente

abso]utamente_continua (punto I del lema).

1-D Medibilidad de  T(v(x)) : /

Citamos Royden [1] y de Barra [1] como referencias para este aparta
do. TPor "medible" entendemos siempre medible de Lebesgue,
La condicidn " T boreliana" garantiza la medibilidad de la funcién

compuesta  T(V(x)) , en virtud del siguiente lema (Royden [1] , pdqg.70) ¢

- Lema 1.2 La funcidn compuesta f o g es medible si f es borelia_

ngy g es medible,

Para funciones definidas en un intervalo real y con valores en

R U {+=} se comprueba.inmediatamente el siguiente:

Lema 1.3 Son borelianas : a) las funciones mondtonas y, por tanto,
las de variacién acotada ; b) las funciones semicontinuas y, en particu

las, las continuas, y c) las funciones comvexas (finitas o no).

Notas

a) No.basta imponer I' medible, pues puede ser f o g no medible
con f medible y g continua.
b) T es una funcién definida en todas partes y no una clase "defi _
nida salvo conjunto de medida nula". El problema T puede cambiar si
se cambia ¢l valor de I’ en un solo punto. P.,cj., si en el problema
de la seccidén 25 cambiamos a I'(s) =1 para todo s , entoncec el
conjunto de minimizacidén pasa a ser vacio.
c) Recordamos también que una funcidén boreliana puede dejar de ser »

boreliana sji se cambian sus valores en un conjunto de medida nula.
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1-FE Hipdiesis sobre T

En este apartado catalogamos tres hipdtesis sobre r con el fin
de facilitar su frecuente uso posterior, pero sdlo asumiremos alguna
de estas hipdtesis en los lugares donde lo indiquemos expresamente.,

Estas tres hipStesis son:

"FPositividad definida":

') =0.. e inf T'(t) >0 si s #0 (1.1)
1t > 181

"Semi-monotonia ":

r' es no-decreciente en [O, oo) y no—crecienée en (-00,0] B (1.2)

Continuidad absoluta en cada compacto:

I' € Abs Cioc (R) (1.3)

La relacién (1.2) junto con T(0) = 0 implican T > 0.

Cuando se asume con (1.2) , (1.1) puede simplificarse a

re =o y T(s) >0 si s#0

Cuando I es semicontinua inferiormente (y, en particular, cuando es
continua) el teorema del minimo absoluto nos permite escribir (1.1) en

la forma
r) =0 , T(s) >0 si s #0 y lim inf I'(s) > 0

lsl—)m

Cuando se asume con (1,3) , (1.2) puede enunciarse

s I'l(s) > 0 c.t.p. en R
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Ejemplo 1.1 La funcidn |s|” , x>0, verifica (1.1),(1.2) y (1.3).

Ejemplo 1.2 La funcién
1
exp |~ — ’ q>0
Isi?
verifica (1.1),(1.2) y (1.3) y tiende a cero en el origen mis deprisa
que cualquier potencia positiva.
"Ejemplo 1.3 La funcidn

Ist - 1
in|s|.

verifica (1,1), (1.2) Yy (1.3) y tiende a cero en el origen mis despa.

cio que cualquier potencia positiva.

Ejemplo 1.4 La funcidn par tal que r(o)

[l
o
<

]

sq_1 + [sr—1 - sq—‘] sen? L si 0<s g1
r'(s) = o
1 si sy (@>» r> 0)

verifica (1.1), (1.2) y (1.3) vy I'' tiene infinitas oscilaciones en
todo entorno del origen . Obsérvese que

Ir-l

]slqm, < |r'(s)f < |s para [s] &£ 1

Como se ve, las funciones que verifican estas tres hipdtesis pueden

ser "extremadamente" no ~ convexas y tener derivada "muy" discontinua.

»
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1-F Solucidn explicita de algunos problemas wfl

i

1. Si T(s) = 0 entonces la solucidn Gnica es
u{x) =a + Bx

2. Si T(s) = 2 s? 1la ecuacidn de Euler es u '’ +4u=0 vy la

solucién {nica es
-x -x
u(x) =a e cosx + (o + B) e senx

3. si TI(s) = ls‘ la solucidn -de soporte compacto- tiene inéiqi
tos arcos cudrticos semejantes. La resolucidn explicita se encuentra en
Berkovitz y Pollard [2]. si @ = 0 y en Redheffer [1] siaB # 0. En realidad,
2l problema tratado por estos autores no es exactamente el problema

I'(s) = |s] , pero es reducible al mismo, segin explicémos en la seccidn
33. En el articulo de Berkovitz y Pollard [2] se dan referencias ante
riores.

4, En la seccidn 25 resolveremos el problema con

La solucidn se expresa totalmente en forma explicita mediante radica
les, cualesquiera que sean o y B . Es un polinomie de tercer gralo
" de menos de dos arcos” prolongado por cero, Para ciertos a y B8

(calculados también explicitamente ) hay dos y sdlo dos soluciones.
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2. Resumen del contenido (*)

En la seccidén 3 damos una breve descripcién del modelo fisico,

La parte II contiene el teorema de existencia y el de problema
bien puesto, desigualdades que involucran derivadas y propiedades
asintdticas, asi como los casos en que T es lipschitziana, c! o

convexa.

En la parte 111 estudiaremos el problema qfr por el método de
semejanza, obteniendo los teoremas 9.3 y 9.4, que nos dan una infor
v *cidn muy detallada sobre la solucidn. Este método fud aplicado por
Redheffer [l] al caso r=1.

El teorema 9.3 dice que la solucidn del problema «of puede obte
nerse de la solucidn U del problema 01 mediante una traslacién y

una semejanza:
u(x;a,B) = T U (gx + 5)

El teorema 9.4 afirma que, si r > (2/3) - ¢ , U tiene infinitos

arcos semejantes de signo alternante:

~U (x + 7)) =y U (Ax) (2.1

La idea del método es la siguiente. Consideremos (2.1). Si U'(A,) # 0,
entonces Ay p pueden escogerse de forma que  pU(Ax) verifique la
misma ecuacidn diferencial (de Euler) y las mismas condiciones de con
torno que - U{x + A;) , .de modo que son iguales si se sabe la uni_
cidad. )
Para r 3 1 sabemos la unicidad (por ser J convexo) y disponemos
de una demostracidn directa de que U'(A;) # 0, por lo que el anterior
argumento se convierte en una demostracidn con poco trabajo suplementg'_
rio. (véase la nota 9.1). . . »
Para 0 <r< 1 (caso no convexo) es necesarjic trabajar con el fun

cional J en vez de la ecuacién de Euler, y hay que ir demostrando la

(*) En el {ndice de resultados (p.179) se -indlcan las pdginas de los
’ principales tecremas.
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unicidad al mismo tiempo que se desarrolla el método de semejanza .
La ecuacidn de Euler también se usa,'y de manera esencial, para es_
tablecer una primera propiedad de unicidad (lema 7.1 “de prolonga_
cién @inica"). Por otra parte, U'(A,) # 0 es equivalente a que U
tenga infinitos arcos y e;t& estrechamente relacionado con la regu
laridad en el extremo del soporte, por lo que se presentan las ai

ficultades explicadas en el pirrafo 9 de la presente seccidn.

Citamos Sedov [1], Bluman-Cole [1] y Barenblatt-[1] como refe
rencias generales sobre el método de semejanza para ecuaciones dife

rénciales ordiparias y en derivadas parciales.

En las partes IV y V estudiamog el problema I'. Lo resumimos
en los siguientes nueve pasos, asumiendo que T es "definida positi
va" (1.1), "semi-mondtona" (1.2) y absolutamente continua (1.3) .

Los dos primeros pasos se encuentran en la parte II.

1. La hipdtesis de positividad definida implica (teorema 541) que
todas las funciones del conjunto de minimizacidn verifican

lim v(x) = lim v'(x) =0
X-»o0 X-3c0
2. Si u(xg) = u'(xg) =0, entonces u(x) = 0 para todo x » xp.
Esto implica que u tiene a lo mis una sucesidén (numerable) de arcos

contiguos de signo alternante. (Seccifn 5-D).

o . . iv
3. A partir de la hipdtesis de semi-monotonia demostramos que u

es nna medida no-positiva donde u > 0 y no-negativa donde u < 0
(lema 12.1). Por tanto u" es continua donde u# 0 y u' tiene un
conjunto de ceros "muy sencillo" , lo que facilita varios pasos poste

riores.

4, De 3 y 1 resulta que u tiene ceros arbitrariamente grandes
y, por tanto, el soporte sdlo puede ser no-compacto si u ticne infi_

nitos arcos (seccidn 12).
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5. Ecuacidn de Euler (teorema 16.1). Primeramente establecemos ,

donde u' # 0 , un lema (el lema 13.1) de derivacidén de integrales

paramétricas del tipo

a _ d
% J I () + Agx))dx = I I'(u(x) + Ap(x)) Pix) ax

c c

Para este lema y para la ecuacidn de Euler donde u' # 0 (seccidén 13)
s6lo se necesita la hipdtesis de continuidad absoluta de T.
La ecuacidn de Euler es , salvo pequefios matices, una igualdad

c.t.p. en el interior del soporte . Los puntos en que u' = 0 se

tratan con 3 y 2 (seccidn 16). Vdase también el paso 8.

Al mismo tiempo que se obtiene la ecuacidn de Euler resulta que ,

: iv . iv
en el interior del soporte, u es una medida, uu £ 0, u" es

=z

continua donde u' # 0 y u" es continua.
Sin embargo, la distribucién -uiv puede no ser una funcidn ni una
. + . 3
medida sobre R , a causa de la singularidad en el extremo del soporte.

Ejemplo: el problema r-potencial con 0 < r £ 2/3 (seccidén 11).

6. A partir de u ulv'sgo. obtenemos que
Ll : L] e
u'(an) u'(an) <0 , u (an) u (an) >0 (242)

Las condiciones de signos (2.2) estdn enunciadas en el teorema 17.1,
pero son consecuencia inmediata de la ecuacidn integro-diferencial del
teorema 16.2 y de la ecuacidn diferencial de tercer orden del teorema
16.3. Aqui se hace ya un ptimer estudio del comportamiento de u en

a .
©

7. Ccmpacidad del soporte con la hipdtesis adicional

lr-l

Iris)| >cls c.tp., C€C>0 , 0<r<32 "

P 2
Aplicando a cada arco de u un principio de comparacidn parxa el ope_
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iv . s s
rador y >y (con ciertas condiciones de contorno) y usando (2.2)

se obtiene en la seccidn 18

1
L] — .
futta )] < 5 |u'tay]| (2.3)
y después en la seccidén 19
. 2-r
24r
- ' .
a,, - a, < Cte [u'(a)] . (2.4)
de donde a = Z(anH - an) < o porque r < 2,
Cuando 0 < r ¢ 1 (seccidén 20) el principio de comparacidn puede
aplicarse directamente (a cada arco) porque comparamos con la ecuacién
yiv =+ 1 _ La idea de obtener (2.3) y acotar an+1 - ay mediante

]u'(an)] a partir de (2.2) y la ecuacidn yiv =3 1 estd en Hestenes
y Redheffer [1]. La idea de combinar esto con un principio de compa
racidn de cuarto orden se encuentra en Bidaut-Veron [3]. Para apli__
car estas ideas a T no-convexa se necesitan los pasos anteriores ,

especialmente la ecuacidn de Euler.

iz iv .
Cuando 1 < r < 2 comparamos con la ecuacidn y +y=0 y nos

i .
encontramos con la importante dificultad de que el operador y -».y Vs y

no verifica propiedadeés de positividad (o de comparacién) en intervalos
arbitrarjos. Seccidn 19. »

En la seccidn 22 damos una tercera demostracién de compacidad del
soporte para 2/3 £ r £ 1 , basada en la ccta (2.6).

Fn las notas de la seccidn 18 puede verse un resumen con referencias

sobre principios de comparacidn.

8., Continuidad de u"' en los cerns aislados de u' con la hipétg .

sis adicional

e (@®- (o > 2

loc( o) ., «a

€e ecstudia en la‘seccién 14. Estd bhasada en un lema del tipo del pérri
€o 5, pero de demostracidn bastante mas delicada. -
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9. Regularidad en el extremo del soporte . Los resultados se enun
cian en el teorema 2t.1.

Cuando [ es lipschitziana la continuidad de u™ (en todo ﬁ+) se
demuestra de manera muy directa en la seccidn 6 y despues resulta f&cil
mente que u tiene infinitos arcos (por el teorema 12.1).

Pero cuando r' es no-acotada en el origen , nos encontramos con
la siguiente dificultad! Si consideramos una funcidn-prueba ¢ idén_
ticamente nula mis alla de a,, , no obtenemos suficiente informacidén
por diferenciacidén del funcional J. Pero si ¢ no es idénticamente
nula mis alld de a,;,entonces la diferenciacidn del funcional carace
pét completo de sentido. Lo que hacemos (lemas 15.1 y 15.4) es traba
jar directamente con el funcional, buscando (por reduccidn al absurdo)
una funcidn que contradiga la definicién de minimo , sin usar ningiin

tipo de diferenciacidn.

+ .
La continuidad de u" en’ a_ (y en todo R') resulta asumiendo
Gnicamente las tres hipdtesis bdsicas (1.1),(1,2) y (1.3). Como con_
traejemplo, el problema de la seccidn 25 verifica estas hipdtesis ,

salvo que [T es discontinua en el origen, y u" ya no es continua en

a_ .
o
La continuidad de u"' en a_ resulta con la hipdtesis adicional
' k) > 2.5
r E.Lloc(g) ’ q>3 ( )

e involucra la previa demostracidn dé que u tiene infinitos arcos

(lema 15.4) y la cota (teorema 17.5)

3r-2
: . 2+x
[uta)| < cte |u'(a)] (2.6)
donde r esaqui tal que
.- r
I'(s) & cie |s| (2.7

rr eud implica (lema 5.1) que I' es holderiana de indice
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1 1

- = 2.8
P T (2.8)
asi, g > 3 en (2.,5) implica r > 2/3 en (2.7) y por tanto el

exponente de (2.6) es positivo.

La relacidn (2.8) entre los exponentes q y r es heuristicamente
muy orientativa en cuanto a comparar las propiedades de regularidad
correspondientes a la funcién T con las correspondientes a una po_
tencia.

Las cotas geométricas como (2.3) y (2.6) son la clave para demos
trar las propiedades de continuidad absoluta global y de integrabili

dad global.

En la parte VI profundizamos en el estudio del problema r-poten_
cial, a base de combinar el método de semejanza, los métodos de las

partes IV y V y propiedades de continuidad en los pardmetros (a,B,r).

En particular, resolvemos varias cuestjiones pendientes cuando r £ 2/3.
Son piezas clave de la cadena deductiva el lema 15.1 (continuidad de
u" en a_en el caso de un mimero finito de arcos) y el lema 8.5, que

nos da la monotonia en (0,a;) de la funcidn

u' (x)
24

u(x)

El exponente (2 + r)/4 lo escribiremos casi siempre con otra no
tacién en 1la que(*'

’

En la seccién 26 obtenemos que U tiene infinitos arcos para
r > (2/3) - €y vy un sdlo arco para r préximo a cero. El nimero
(2/3) - €9 se acota en la seccién 29. Notemos que si U -tiene in_

finitos arcos el problema afr tiene solucidn {inica para todo (e, R):

(*) El uso del parametro m se justifica por los resultados de las
pags. 62, 64, 68 y 152 .
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teorema 9.1. Cuando U tiene un solo arco, entonces es U >0
y es igual a la solucidn del problema con la restriccidén v 3 O estu_
diada en la seccidn 31.”0

En la seccidn 28 resolvemos totalmente la cuestidn de la unicidad
y de la no unicidad . Para cada r en un entorno de cero existe un
par de datos de contorno {a,B) , @inico “salvo semejanzas"”, tal que
el problema’ xBr tiene exactamente dos soluciones ; una de ellas es
>0 en R y la otra toma valores negativos. La solucidn es dnica

para el resto de los valores de (a,B,r).

En la parte VII damos.otros resultados —especialmeﬁte de soporte
compacto - obtenibles por métodos andlogos. Destacamos que si en el
2
funcional del problema ofr ponemos |u“|P en vez de u" , resul

ta que el soporte de las soluciones es compacto si 0<r<p (sec

cidn 32),

H

(*) En la p. 171 (nota de la seccién 31) se da otra demostracién de que
u tiene infinitos arcos si - r>2/3 .
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3, Modelo fisico

Nuestro modelo fisico es la versidn en teoria de barras de ciertos
modelos para placas desarrolladgs en Ilyushin [1], Kachanov [1] y
Langenbach [1], [2]. En la seccifn 60 de Pisarenko et al,[1] pueden
verse las lineas bidsicas para construir directamente el modelo- de
barras. Las hipStesis éenerales de estos modelos son la "linealidad
geométrica" (o "pequefias deformaciones") y una ley eldstica no lineal,
Las leyes eldsticas no lineales aparecen no sélo por si mismas como
en Pisarenko et al,D] , sino también como una de las formas de enfq_
car la teorfa de la plasticidad : véase p. e€j. en Kachanov [2] la

teoria deformativa de la plasticidad y las relaciones de Hencky. -

.Comentamos que en la teoria de placas de von Karman las hipdtesis
' son justamente las "opuestas" a las anteriores, es decir, geometrfa
no lineal ("grandes deformacibnes") y ley eldstica lineal de Hooke.
(Dicha teoria de von Karman puede verse p. ej. en Lions [1], seccién

4 del capitulo 1 , o en Langenbach Eﬂ).

Pasamos a dar una breve descripcidn de .nuestro modelo fisico. La

ecuacidén de equilibrio de la barra es

2
£ a(u"(x)) + y(u(x)) = g(x)
dx? '

que es la ecuacidn de Euler asociada al funcional de energia

C ' Lo} C
I A (0" (x))dx + [ r{ux))dx - [ yi{x} u(x)dx
0 0 0

con

als) = A'(s) y(s) = T'(s)
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1.a fuerza aplicada por uniJaJ de Jongitud estd dada por g. En
nuestro problema [ es g=0, El caso g# 0 se examina en la sec
cién 30.

ElL término  y(u(x)) representa un vinculo elistico , apoyo o cam
po de fuerzas no lineal.»Por ejemplo, en el problema r-potencial

yis) = lslr-1

sgn s
Si consideramos fuerzas eléctricas, obtenemos modelos‘con r<it1 vy,
en general, con I no convexa. La hipdtesis de semi-monotonia (1.2)
sobre T sigﬁifica que estas fuerzas son atractivas.

Para r=1 el modelo_mﬁs natural es una barra pesada flotante. -
El término sgn u de la ecuacidn de Euler representa el peso de

la barra donde u > 0 .y la fuerza de flotacién neta donde u < O.

La linealidad geométrica lleva a identificar u" con la curvatura.
La funcidn o(s) estd directamente relacionada con la ley tensidn-
deformacidn del materjal de la barra; o(u"(x)) representa el momento

flector. Las leyes no lineales en forma de potencias llevan a.
A(s) = ls'p ’ p>1

En resistencia de materiales se consideran leyes.de esta forma -inclu_
so en pequeiias deformaciones - para materiaies-tales como fundicién y
piedra. véase de nueve la seccidn 60 de Pisarenko et al. [1], quienes
justamente aplican dichas leyes a barras.

Cuando p=2 el material de la barra sigue una ley lineal A= Proke.
Asi pues, en el problema I del presente trabajo la no-linealidad es_
tda sdlo en el término Y(u(x)).

E) caso general p#2 se examina en la seccién 32. El soporte de

las soluciones resulta ser compacto para r < p.

Por otra parte, recordamos que el trabajo de Berkovitz-Pollard {l]
procede de un probiema de [ilerado Sptimo que fisicamente no tienc nada

que ver con la teoria de barras.

»
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PARTE II
RESULTADOS PRELIMINARES

En esta parte por un lado exponemos algunos resultados
conocidos y su aplicacién al problema I' ; por otro lado, de-
mostramos vario§ teoremas gque no hemos visto enunciados ex-
presamente en la litegqtura, pero cuya demostracidn sigue
pautas conocidas.

Los tcoremas 5.1 y 5.2 y el lema 5.5 serdn de uso cons-

tante en este trabajo. (Pags. 34, 36 y 35, respectivamecnte).

.
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4. Teoremas de existencia'y de problema bien puesto

Tecorema 4.1 (de existencial). Dados l<p<e y las fun-
. 7 =+
ciones feLp (r%) Y r,B : R>R U+=} , consideramos

el problema de minimizar

«©

J(v) = ]olv”(x)[pdm4-IOB(v'(m))dx FIor(v(x))dx-]o flx)v" (x)dz

en el conjunto de las funciones localmente integrables tales
que

v"eLp(R+) s LB(v' (x))dx <= 5 ]0 r(viz)lde <=

y que verifican las condiciones de contorno v(0)=a »
v'(0)=8.
Si las funciones T y B son tnferiormente semicontinuas y

el conjunto de minimizacidén es no vacio, entonces este proble-

ma tiene al menos una solucidn.

Comentamos querel conjunto de minimizacidn es no vacio
para todo (a,B) si ' y B son localmente acotadas (p.ej. con-
tinuas) y T(0)=B(0)=0, puesto que existen funciones de Cz(ﬁh
y de soporte compacto que verifican las condiciones de con-
torno. ' )

Las funciones B(v' (x)) y T(v(x)) son medibles por el
lema 1.2 y/o el lema 1.3, con lo cual las integrales de
J(v) tienen sentido.’

Este teorema entra dentro del tipo de los teoremas de
existencia tratados en Morrtey [1]. El caso particular p=2,
T(s)=|s|, B=0, £f=0 de la siguiente demostracidén pucde verse .
en Berkovitz y Pollard [1].

Sea M el infimo de J, que a priori podria ser -~. S6lo el’
Gltimo sumando de J(v) puede ser. negativo. Sea‘(vn) una »
sucesidn minimizante. Veawos que Hv;[% eccrA acotada. En

efecto, si no fuera asi para alguna subsucesién tendriamos
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Contradiccién. Por tanto

)P : ” '
L Jvil® s cte Ioatvn) < Cte Ior(vn) < Cte (4.1)

para alguna constante independiente de n. Por compacidad
débil de Lp(1<p<m) extraemos una subsucesién (que seguimos
llamando vn) tal que v; converge débilmente hacia una cierta
funcién w de LP(RY). Llamemos u a la-primitiva segunda de w
que verifica las condiciones devcontorno, es declr :

X
u(x) = a + BX + I (x-t) w(t) at
0

Vamos a probar que u es solucién del problema.

La convergencia débil de v; hacia w=u" y la férmula

. X
v (x) = a + Bx + I (x-t)v;(t) dt "(4.2)
0 .

muestran que vn(x)—>u(x) puntualmente para todo x3:0.
Analogamente v;(x)—+v'(x) para todo x30. Como T es semi-
cont. inf., T(u(x)) ¢lim inf r(vn(x)). Entonces por (4.1)

y el lema de Fatou :
-] ) ©
‘I r{(u) < lim inf j F(vn)
0 Now 0

Usando esta desigualdad, la andloga para B(u'), la semi-
continuidad inf. débil de la norma LP y (4.1) otra vez,

I4
obtenemos cuando n-ew

o

. -] oo N
J(u) € lim Lnfj fvo|P &+ 1im in€ J B(v') + 1im inf | T(v )
0 n 0 n ] n
1.3)

- lim I £ v' < lim inf J(v_ ) = M
0 n o n
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puesto que 1lim J(vn)=M por constrnccisdn. Como u pertenece al
conjunto de minimizacidn resulta = J(u)=Mf-o y u es solu-

cién del problema.

Notas
a) Este -teorema es aplicable a todos los problemas trata-
dos en el presente trabajo, excepto el de la seccidn 33, cuya
demostracién de existencia reguiere unas modificaciones insig—
nificantes. Al permitir que B y T tomen‘el valor +w, el
teorema inéluye inecuaciones variacionales: p.ej. seccién 31 .
b) Si T(s) » Cte hlr con r>1, puede afiadirse. en J(v) el

término :

—Iofl(x) v(x) dx , ge 1t

pues entonces puede extraerse de {vn} una. subsucesién débil-

r
mente convergente en L .

El teorema siguiente viene a decir que el problema de
minimizacién estd bien puesto, en un sentido préximo al de
Tikhonov (ver-Vainberé [l] ), siempre y cuando se conozca

ademds la unicidad.

Dada cualquier sucesidn minimizante {vn}, existe nuna sub-
sucesidn (que designaremos igualmente vn) y una solucidn u

del problema tales que

I. vy > u” fuevtemente en tP(r*)

II. JOB(v;) ajcB(u') y Ior(vn) -+ Icr(u)

IrT. vou y v oau! nni formemente en cada compacto
n .

»



"0 seccidén 4

IV. Si el problema tiene solucidn iinica, todo lo ante-
rior se cumple para la sucesidén minimizante dada inicial-

mente (sin extraer ninguna subsucesidn).

El punto 1V serd consecuencia de los anteriores,
pues si u es dGnica toda sSubsucesidén convergente de {v;}
converge hacia u"{ y andlogamente las sucesiones de 11 y III.

Consideremos (4.3). Como M=J(u), Ifu“=limffv; y los

otros sumandos son no-negativos, resulta

L . o N o ® ’ oo .
L ‘u..|P=1im 1an[v;|P LB(u')zlim 1an'B(vl'1) Lr(u)=11m me ”"n)
' 0
Extrayendo subsucesiones que converjan a los respecﬁlvos

lim inf, obtenemos el punto I del teorema y ademds

ezl - el

lo que prueba el punto I, porque en Lp, 1<p<=, la conver-
gencia débil junto con la convergencia numérica de la suce-
sién de las normas implican la convergencia fuerte. (Ver en
Kantorovich y Akilov [1], cap. VIII ; teorema 4 (1.VIII), una
demostracién directa para los LP. En Barbu [1], proposicidn
1.4, puede verse una démostracidn para los espacios unifor-
memente convexos. La convexi@ad uniforme de los Lp, 1<p<e,
estd demostrada p.ej. en Sobolev [1] o Adams [l]).

Pasamos a demostrar el punto III. Razonamos sélo para Vo s
pues para v; es andlogo. Sea S un intervalo compacto. Usando
(4.2) y la desigualdad de H&lder :

Ivn(x) - u(x) | < cte(s) ”v;-u“lk

donde la constante es independiente de n y de x. Por tantoe
el resultado ya establecido en el punto I nos da que v, u

uniform, en S.



'

Nota Aun cuando no haya convergenria fuerte de v;, la
convergencia débil de v; y (4.2) implican por si solas que
para alguna subsucesidén se cumple III. En tal caso la demos-
tracién de II1 se basa en el teorema de inyeccidn compacta

del espacio de Sobolev Wz'p(S) en Ci(S).
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S. Desigualdades que involucran derivadas

y propiedades asintéticas

5-A Continuidad de HSlder e integrabilidad de potencias

de la derivada

Lema 5.1 Sea S un intervalo de R, acotado o no. Si

f'EEp(S) con l<pgeo, entonces para todos z,a €5
A S LR P M
II. Si ademds p#e , f(a:)—f(a)=aﬁz—a|1/p,> cuando z-+a

La demostracidén resulta de la desigualdad de'Hélder.
Puede verse en Hardy, Littlewood y PSlya [1], teorema 222.

Notemos que la o del punto I es minidscula.

Nota Para funciones Lip es vdlido un resultado reci-
proco (ver lema 1.1). En cambio, las funciones hdlderianas
pueden no ser absolutamente continuas ni de variacién aco-

tada, incluso en compactos.

5-B Desigualdades de Nirenberg y Gagliardo en dimensidén uno

En los dos lemas siguientes enunciamos parte de las des -
igualdades de Nirenberg [1] (también pueden verse en el libro
de Friedman [l]) y Gagliardo [2]. La presentacién de Niren-

berg estéa directamente adaptada a nuestros propdsitos.

Lema 5.2 Sea S un invervalo no acotado de R.
st rer™(s) y  f™MerP(s) , ot ,  Igpse
entonces para todo t tal que r<tgm se verifica

el < cte ™IS DAl

donde la constante depehde sélo de (m,p,t,r), m es un

enterozl y
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Lema 5.3 Sea S un intervalo no acotade de R.
St f‘eLP(S) y f(M)e LP(s) » O<rge 1spge

entonces para todos m,j enteros tales que 0<j<m se vert-

fica
(3) ’ (m) ya 1-a
179, < ot 1r™ NS enl
-4 1_,1 —a) L
donde a =& 5 i a P f (1-a) -

.La constante puede escogerse de forma que sélo dependa
de (m,j).

"El enunciado del correspondiente teorema de Nirenberg [1]
no incluye la'posibilidéd O<r<1l. Sin embargo, MNirenberg expli-
ca en el texto de su-articulo la validez del lema 5.3 para
todo r>0. El caso m=1 del lema 5.2 estd demostrado para todo
r>0 por Sz.-Nagy en 1941 (ver Beckenbach y Bellman pdg. 167)
y el caso m general se obtiene aplicando el lema 5.3 al caso
m=1.

En el lema 5.2 se tiene que O<agl y a=1 sélo si

’
t=w y m=p=1.

En el lema 5.3 O<act y min{p,r}sqg¢max{p,r} , E1
valor de g dado en el lema es el menor posible. Por el lema

5.2 f(J) € Lt(S7 para todo t3q.

r Y

. t
Nota Si f eL ln L 2 (O<r,<r_g=) , entonces f €L

1727

para todo t entre ryyr en virtud de la desigualdad de

27
. < r .
interpolacidén standard entre espacios L sobre cualguier con-

junto medible de RN

L
et < ey den e

donde 1. a = + (i-a) L
t r r

1 T2
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Esta desiqualdad permite reducir la demostracidn del

lema 5.2 al caso t=w,

w
]
[¢]

Anulacién en « de las funciones del conjunto de minimi-

zacidn

+ P . R
Lema 5.4 Sea fe(ﬂ”ﬁ sR) que verifique las dos hipbtesis

siguientes :
1) Para todo €>0, la medida del conjunto
E (x) = {ye [z, z+1] & |f(y)|>e}
converge hacia cero cuando x-»w.

2) f(M) es uniformemente continua en R'.

Entonces lfm f(J)(m):o N Osjsm.

>

Este lema es un caso particular.del teorema 1 de Redheffer
y Walter [1]. La hipStesis 1) se cumple, desde luego, si
lim £(x)=0 cuando x+». También muchas condiciones de'integré—
bilidad implican la hipdtesis 1), como puede apreciarse en el

siguiente teorema.

Teorema 5.1 Si en el problema oBT la funcion T es "defi-
nida positiva, esto es
r(o)=0 e inf T(t)>0 st s#0
112 151

entonces para toda v del conjunto de minimizacidén de dicho
problema

lim v(x) = lim v' (x) =0

Qoo x>

. . +
En particular, v y v' estdn acotadas en R .
> Yy
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En efecto, apliquemos a v el lema antefior con m=1 : v'

. N .
es uniformemente continua en R por el lema 5.1. Ademds

x+1 ~ )
L T(v(y)) dy » L T(v(y)) dy > lEe(x)l inf T (t)

E(x) jt]>€

Por hipétesis este infimo es >0 y fmr(v)<w. Por tanto
0

lEe(x)I»O cuando x+®», Q.E.D.

Comentamos que si I‘(s))Cte]s]r » r>0 , la conclusién

del teorema puede obtenerse de los lemas 5.2 y 5.3 del si-

guiente modo : 1) Eﬁ el lema 5.2 se toma t=o, S=(xo,w) y se
hace X Heo. Asi resulta v(=)=0. 2) Por el lema 5.3 v'e} y

se aplica el mismo razonamiento.
La hipétesis del teorema es, desde luego, mucho mis ge-

ne: 'l que TI'(s)3Cte|s|’ (ver ejemplos de la seccién 1-D).

Nota bibliogrdfica Los teoremas de Redheffer-Walter [1]'

se refieren a funciones con valores en un Banach definidas .
en un abierto de RN que verifica una condicién del cono.,
Generalizan el teorema de las tres derivadas de Hadamard-
Littlewood : si f(x) =o(1) y f“(x):=0(1) cuando xX-o,
entonces f' (x)=o0(1). Las desigualdades de Nirenberg.[l] y
Gagliardo [2] tambiéhn pueden considerarse desde esta pers-
pectiva. Ver mds referencias y resultados en Redheffer [2],
Béckenbach-Bellman (1], Hardy-Littlewood-PSlya [1].

Las desigualdades de Nirenberg-Gagliardo han sido exten-
didas por Lion's [2] a funciones con valores en espaqios de

Banach.

5-D Propiedades de los ceros y del soporte de las soluciones’ .
2= . Q )

lema 5.5 Sea u una solucidn del problema a«RT con T30
y rU(0)=0 . Si u(mo):u'(xo):o, entonces ul(xz)=0 para todo =

Ta>x .
o
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Sea v cualquier prolongacién de u para x;xo que pertenezca
al conjunto de minimizacién. Si v"=0 c.t.p. en (xo,m) la dnica
prolongacién admisible coincide con la enunciada en el lema
(recuérdese que v' es absolutamente continua). Si, por el con-
trario, v"#0 en -un conjunto de medida positiva de (xo,”).
entonces el valor del funcional es estrictamente mayor y v no
es solucién del problema. .

(No es necesario que T sea "definida positiva” ni gque la

solucién del problema aBfT sea Gnica).

.Teorema 5.2 Sea u una solucidn del problema oBF con
r20 y r(0)=0 . Sea a, (finito o +=) el extremo superior del

soporte de u. Entonces

I. El soporte de u es o bien §+, o bien un intervalo

compacto de la forma [U,aw].

II. Los ceros de u del interior del soporte forman
o biten un conjunto finito; o bien una sucesidn
(numerable) creciente con limite a,. En dichos ceros

es u'A0.

El punto I nos dice que el soporte es un conjunto conexo.
En efecto, sea A el complementario del soporte en R+ y sea
X €A. Por definicién de soporte A es un abierto y u(x) =0
en un entorno de X luego también u' =0 y cl lema anterior
nos da (xo,m) c A. Luego A es o bien vacio o bien una semi-
recta.

Pasamos al bunté I . Que u'#0 en esos ceros es evidente
del lema. Por ser W continua, estos ceros son puntos ais-
lados, luego sélo hay'un nimero finito en cada compacto
contenido en (0,a,), Si el nimero de dichos ceros en (0.a;)
es finito no hay nada més‘que probar. Si g5 irfinito, sea (an}
la sucesidén creciente formada con los ceros, y sea ¢ su
limite. Si ¢=%», es claro que a_=+=, Si ¢ ¢35 finito, el lema

oo

anterior nos dard c=a_ tan pronto sepamos que uf{c)-u' (c)=0.
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Calculando el limite de u a lo largo de {an} resulta efecti-
vamente u(c)=0. Como entre cada dos ceros de u hay algin
cero dé u' (teorema de Rolle), también tenemos una sucesién

de ceros de u' que tiende hacia ¢, luego u' (c)=0.

Los métodos de este apartado fueron ya ucilizados por

Berkovitz y Pollard [1].
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6. Casos en que I es Lip, c! o convexa

Recordamos que u designa una solucién cualquiera del pro

blema afT , salvo que indiquemos expresamente otra cosa.

6-A caso-en que ' es lipschitziana

Lema 6.1

1

I. Sea A un abierto de R y sea Q=u "(A) . Entonces

u*Yer” ()  si  TeLip,, (A)
>iv o o+ . R o, + ., R
IT. u""e¢L (R') si TeLip, (R) y uel (R ) & si TeLip(R)

En el segundo caso '||u1v!|ds0‘ stendo C la constante de
Lipschitz de T.

Damos una demostracidén del punto I que, con ligeras modi-
ficaciones, es valida también para el punto II.

Basta ver que uiv pertenece a Lw en un entorno de cada pun
to de 1. Sea S una bola abierta con ScQ. Por tanto u(S) es un

compacto de A. Sea Al un abierto y K un compacto tales que

w(S)e A, c K e A (6.

1
Sea cualquier ¢€C?(S). Llamaremos igual a su prolongacidn
por cero a todo R'. Dado que u+l¢ pertenece al conjunto de

minimizacidén, tenemos .

03 (usA) -J (u) = %J(u"{-)\d)")z—u“z +fr(u+x¢)-r(u) (6.
S <

(Evidenteménte, da lo mismo poner S que R*en estas integrales).
Por (6.1) y el teorema del mdximo absoluto; para A suficien

temente pequeﬁé la imagen de S por utld esta contenida en K.

La hipdtesis dé Lipschitz nos da entonces que para todo xS y

todo A en ﬁn entorno de cero se verifica la dcéigualdad si-

guiente

3

2)
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(G sre o) -T(ux) € c [A] |40 (6.1

donde C es la constante de Lipschitz de T' en el compacto K.
Obsérvaese que C no depende de ¢. Llevando (6.3) a (6.2),
dividiendo por |A| y haciendo primero a0t despues A»0,

obtenemos

| o o] ef 10

Por definicién de derivada aistribucional, <u1v,¢>=fu"¢“}
Luego la dltima desiqualdad nos dice que la forma lineal uiv

00
es continua en Cp (S) ‘con la norma de Ll. Como d:(s) es. denso
1 .
en L (S), uzv pertenece al dnal de Ll(s), es decir, a Lm(s).
El caso F(s)=|s| del punto @M fue ya demostrado poi
Berkovitz y Pollard [2].

Nota Generalizacidén del lema 6.1 a dimensién N.

Si N<4, u es continua (ver p.ej. Schwarz [1]) y el lema
es 4dlido {ntegramente con la misma demostracidn.

Si N24 se maniiene el punto I del lema.

En particular, para TI({s)=|s} (problema aBr con r=1),
resulta que A2“€ Lm cualquiera que sea N. Esto inltimo esté

ya demostrado en Ekeland y Teman [1].

Corolario 6.1 Si T es "definida positiva” en el sentido
(1.1) y Telipe, (R). , entonces £*Per™(r*) , por
tanto u'" eLip(RY) y

1im u" (x) = 1lim u"(x) = 0 cuando x-+c0

En particular, todo lo anterior se cumple para el prablema
aBr si ryl.
Resulta del punto I del lema 6.1 junto con el teorema 5.1

y el lema 5.4,
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Lema 6.2 5t T(s)=+> para s<0 y T 2s Lip en [O,q] para

todo q>0, entonces u'es una medida de Radon en R*.

La primera hipotesis sobre I impone v0 para toda v del
conjunto de minimizacién. La demostracidén es parecida a la
del lema 6.1. Ahora tomamos ¢20 y hacemos A*O‘, pero no
podemos hacer A»0 . Resulta

<u1v'¢> + Cte J¢ >0

luego utv+ Cte es una distribucidén no-negativa y por tanto

(Schwartz [1]) es una medida.

6-B Caso en que [ es C1 : ecuacién de Euler

Lema 6.3 Se verifica
ut?(z) + T'(u(x)) =0

en todo xe€R' tal que T sea Cl en un entorno de uf(x).

iv , .
Por tanto, u es continua en dichos puntos.

Corolario 6.2 Para el problema r-potencial se verifica
'uiv(x)~#C|u(x)|r_1 sgn u(x) =0

donde uf0 si 0<rsl, en todo §+ st r>1.

Estos resultados serdn mejorados en las secciones 7 y 16.
El método de demostracién es el cl&sico en cdlculo de
1
variaciones. La dificultad de que T no es C en todas partes

se resuelve con una construccién como la de (6.1).

Notas

a) si T'(s) es Lip en un entorno de s=0, el soporte de u
es no-compacto, pues si lo fuera el problema de Cauchy en a_
tendrfa mds de una solucién, en contradiccidn con ¢l teorema
de Picard de existencia-unicidad para E.D.O. Ejemplo : el
problema afir con r22. Insistimos en que aqui hablamos de T

Lip, no de T Lip.



seccidn 6-C . 41

‘) En el problema r-potencial (r>0), u resulta ser ana-
litica donde no se anula, en virtud de teoremas standard de

E.D.O. -

6-C Caso en que I' es convexa : unicidad y otras propiedades

Lema 6.4 S I es convexa el problema oBT tiene a lo
mds una solueidn. En partieular, la solucién del problema

afr es tniea si r>l.

(valido en dimensidn N),

Recordamos que el funcional f-*”flg es estrictamente
convexo (se obtiene de la desigualdad estricta de Minkowski
para integrales, ver p.ej.. Hardy-Littlewood-Pdlya [l]).

Supongamos que el problema oBl' tiene dos soluciones u, a,
con u#u. Entonces u"#u" en virtud de las conditiones de con-
toxno. La funcidn iv-t%i pertenece al coniunto de minim;za—'

2
cién, pero

1 - 1 1.
J(U)+—2—J(u) =F M+ H =M

1
2

donde la desigualdad estricta proviene de usar en los

1 1-
J(2u+5u) <

sumandos de las derivadas segundas la convexidad estricta
de f+||f”§. Puesto gque J3M, la contradiccién obtenida prueba
que u=u.

Nota Las condiciones de contorno de Dirichlet hacen
innecesario que I sea "definida positiva" o que sea estric-
tamente convexa. S{ que necesitarfamos una de estas dos
hipStesis para obtener unicidad con condiciones de contorno

de Neumann o si el dominio es todo R.

En el caso unidimensional, 155 propiedades de regularidad
de u cuando I' es convexa estdn englobadas en otros resultados

del presente trabajo. En efecto :

»
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1. S1 T es convexa y finita en todo R, entonces es local-
mente Lip y entra dentro del lema 6.1 (ver también el coro-
lario 6.1).

2. si T es convexa, 30, s.c.i., y tal que T(0)=0 y
r(so)#+w para algin s°¥0, entonces uiv es una medida de
Radon sobre R+. Resulta de combinar los lemas 6.1, 6,2 y
12.1. (Obsérvese qué I convexa, 30 y T(0)=0 implican T'"semi-
monétona™ en el sentido (1.2)).

En dimensién N citamos lo siguiente (ver Bidaut-Veron [4],
teorema 4.1, corolario 4.1 y teorema 5.1) :

3. S1 T verifica las hipdtesis del pdrrafo 2 anterior y

ademds |T'(s)| »cCte [s], entonces Azu también es una medida

de Radon. .
4, Si, ademis_de 3, ' es finita en todo R, entonces
A2u e 1" + L1 . u verifica la ecuacién de Euler en

sentido multivoco c.t.p. :
-2%ux) e 1! tuix))

y ademds el problema de minimizacién puede caracterizarse
mediante la ecuacidén multfvoca. Esto dltimo fué ya demostra-

do por Ekeland y- Teman [IJ en el caso particular T(s)=|s|.

La ecuacién de Euler (para I no Cl) que estudiamos en la
seccién 16 del presente trabajo no es en sentido multiyoco,
sino de igualdad c.t.p. en el interior del soporte. Los re-
sultados de la seccién 16 admiten ' convexa como caso parti-
cular, pero no estén basados en el concepto de convexidad.
En nuestra opi;ién, el concepto de ecuacidn multivoca no es

Gtil para I' no-convexa.
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PARTE III

EL PROBLEMA r-POTENCIAL Y EL METODO DE SEMEJANZA

En esta parte es importante tener presente el convenio
de signos sobre a, B (pdg. 9): a20 y B>0 si a=0 , de modo que
u>0 cerca del origen.

La constante C se mantiene fija mientras no se indique
otra cosa. Notemos que, ademds, se puede pasar de un valor
a otro de C mediante semejanzas del tipo del lema 8.1: vdase
la férmula (9.7) . )

Las demostraciones de esta parte estdn basadas casi exclu
sivamente en el método de semejanza. Se exceptida la dedué—
cién de la ecuacidén de Euler, que usa métodos de la parte IV.
A su vez, sobre la ecuacién de Euler se basaq las demostra-
ciones del lema 7.1 "de prolongacidén tdnica”" y de la existen-
cia de ceros de u . '

En la parte VI retomaremos el problema r-potencial combi-
nando el método de semejanza con otros métodos. En particu-
‘lar, postponemos a la parte VI la demostracién de que u
tiene infinitos -arcos si r > (2/3)-¢ , asi como el estu-
dio de u(x;a,B) cuando el nimero de arcos es finito.

Gran parte del trabajo se dedica al caso 0O<r<l , ya que
para r3z»l1 disponemos de demostraciones mucho mds breves,
segin se explica en la nota 9.1 . Las afirmaciones sobre
unicidad sélo tienen interés para O<r<l , pues para r3l
sabemos ya que la solucidn es dnica por convexidad (lema 6.4).

Los resultados fundamentales se agrupan cn la seccidn 9.

»
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7. Ecuacidn de Euler y lema de "prolongacidn

dnica" para el problema afr

Teorema 7.1 Consideremos el problema oBr. Entonces para
todo r>0

iv _ r=1 1
u’ = -Clu| sgn u en Lioe [0,a)

Esta igualdad significa, de acuerdo con el lema 1.1, que

u"' es absolutamente continua en todo compacfo de E),aw).
Para r>1 no ofrece ninguna dificultad ; de hecho es cierta
una proposicién mids fuerte : el cololario 6.2. Para 0<rgil

s6lo hay que estudiar los ceros de u en [O,am). Por el teo-
rema 5.2 es u' #0 en dichos ceros, con lo que es valida 1la

demostracidén de la seccidén 13.

Lema 7.1 Sea u una solucidén del problema aBr (r>0) Yy sea
cualquier 8>0. Entonces u sélo admite una #nica prolongacidn
mds alld del punto s que sea solucidén del problema oBr.

En este lema es esencial que s#0. Otra redaccidén del
lema es : "si dos soluciones u,u del problema gfr coinciden
en (o,s), entonces coinciden en §4". {Sin embargo, puede

haber dos soluciones distintas que no coincidan en ningin

entorno del origen ; ver la seccién 28) .-

Veamos la demostracién (para 0<r<1). En los puntos en que
u#0 la ecuacién de Euler verifica la condicidén de Lipschitz
del teorema de Picard de existencia-unicidad para E.D.O.,
luego en ellos no se puede perder la unicidad.  Sea un punto
donde u=0 pero u'#0 ; por tanto u'#0 en un.cierto entorno.
Multiplicamos la ecuacién de Fuler (teorema 7.1) por u'

. »
e integramos, con lo que llegamos a

u'u™ - % U"z _,_ g_ lu,r = Cte
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En el enlorno en que u'#0 podemos rchajar el orden de

esta ecuacidn homogénca, obteniendo

2
3 daw 1 2 /dw\2 C r
w 5 + 2 w (-d__l;) 4 ;—lul = Cte
du
donde w = du/dx y w se considera como funcién de u. Dado

que u es la variable independiente y w#0, se verifica la
condicién de Lipschitz antes mencionada y la unicidad
tampoco puede perderse donde u'#0. (El paso de w(u) a u{x)
también conserva la‘unicidad).-Por dltimo, en los puntos
donde u y u' son ambas cero, u se prolonga univocamente por

cero en virtud del lema 5.5.

- Notas

a) El lema.7.1 se extiende al problema I' si I cumple
las hipdtesis (1.1),. (1.2), (1.3) y ademds T' € Liploc(R—{O}).
En la tdltima hipétesis aparece la derivada I'' y no T ;
el origen puede excluirse gracias al lema 5.5.

b) E1 lema 7.1 puede reformularse en términos del
problema de valor inicial de Cauchy en x=0. Ver la seccidn
23-p, donde se estudia la unicidad del problema afir por un

método diferente.
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8. Algunos lemas de semejanra y homogeneidad

Los lemas de esta seccidn son validos para cualquier r>0.

Las propiedades de semejanza se expresan en el lema 8.1.
Combinando las propiedades de semejanza y homogeneidad
obtenemos los lemas 8.2 y 8.3, los cuales incorporan también
resultados de unicidad derivados del lema 7.1 "de prolonga-
cidén idnica”.

El lema 8.5 nos dard, por un lado, propiedades de uni-
cidad de las fSérmulas que relacionan una soluciones con
otras. Por otro lado nos ayudar&, en la parte VI, a dilu-
cidar varias de las cuestiones mds diffciles cuando r<2/3.
Los lemas 8.3, 8.4 y 8.5 pueden suprimirse si se renuncia

a profundizar el estudio del caso r<2/3.

Recordamos que alves el primer cero positivo de
1 resulta de la ecuacidn
de Euler donde u#0 (corolario 6.2) y el razonamiento de los

lemas 12.2 y 12.3 (padg. 74) .

u (y 51 de u). La existencia de a

M(a,B) designa aqui el minimo del funcional J en el
problema afr. No indicamos la dependencia en r (ni en C)
por permanecer fijos estos pardmetros. También omitiremos
frecuéntemente la r final de "problema afir”.

Para r#2 definimos“,

m = - (8.1)

. 2-x

y convenimos en poner 0=1/m cunando r=2. En las expresiones
que Contengan'm tomaremos el limite cuando r+2 como valor
para r=2.

A los cocientes de la forma

u +n
-—ﬁ1 ulls) con O0ss<ay ( {- 1-: ‘%*l—)
121 1o m 4

a ul(s)

AN
!
i
i
1

convenimos en datles el valor 4 cnando el denominador es
cero.

(*) El uso del pardmetro m se justifica por los resultados de las
pags. 62, 64, 68 y 152

»
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Lema 8.1 Sean u una solucidn del nroblema afr y u una

solucién del problema ofr. Si se cumple la igualdad

g i Bl (8.2)
1-- _1——
o o

entonces :

I. tulox) es una solucién del problema aBr, donde los

nimeros positivos 1 ,0 estdn determinados por (8.3) y (8.4).

’
IT. S uno de los problemas af & aB tiene solucidn dnica,

el otro también tiene solucidn inica y se cumple

ulz) = tufox) para todo z30

@i a=0 (8.2) significa a=0%=0, segln el convenio de dar el
valor 4m).Comencemos por obtener condiciones necesarias sobre
T,0. Imponiendo que Tu{gx) verifique las condiciones de con-

torno (a,B) resulta :
a = ta B = toB (8.3)

Si a#0 y B#0 la condicién de compatibilidad de (8.3) con
(8.2) se escribe '
w” =1 “si r;éz'} :

=1 si r =2 (8.4)

Si =0 .0 B=0 (8.3) no determina T,0. Pero entonces esco-
gemos 1,0 de forma qﬁe cumplan (8.4).

As{ puéds, en todos. los casos existan T,C unfvocamente de-
terminados por (8.3) y (8.4).

Pasamos a la demostracién del lema. Haciendo el cambio

y=0x en la expresién J(tul{gx)) obtenemos :

oo I (]
- _ i 2 3 ~u 2 c T =y | Y
J(tulox)) = 5 10 L u'{y)” dy + £ [J“())| dy
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2
Téngase en cuenta que iL; TG(Ux)] = 102 G"(Ox)
dx
2.3 r
En virtud de (8.4) t1°0° = 1 /0 , 1luego
- Tr - Tr -
J(tulox)) = = J(u) = = M(a,B) (8.5)

Dado que Tu(ox) por (8.3) verifica las condiciones de

contorno (a,B)
r
Mla,B) € J(Talox)) = = M(&,B)
Invirtiendo el razonamiento :
- = 1
M(a,B) < J(— u(i)) =L M(a,B)
T g -
Las dos dltimas desigualdades dan
r
T L e -
M(a,B) = - M(a,B) = J(tulox)) (8.6)

y p. - tanto Tu(ox) es una solucién del problema af.
Pasamos a demostrér el punto M . La unicidad implica
obviamente u(x)=tu(ox). Solo falta ver que la unicidad de
un problema implica la del otro. En efecto, si el problema

aB tuviera dos soluciones distintas Gl Yy u también serfan

27
Tﬁl(ox) y TGZ(Ux) dos soluciones distintas del problema afB.

El razonamiento inverso es claramente también véalido.

Nota El punto esencial estd en el paso (B.5), que es
donde se origina la relacién (B.4). Esta misma relacidn se
obtiene imponiendb que Tu(ox) verifique la ecuacién de FEuler.
A su vez la relacién (8.4) sugiere plantear la hipétesis (8.2)

y sus andlogas de los.lemas siguientes.

Lema 8.2 Seaon u y u soluciones del problema afr y del afr;

respectivamente. Supongamos que existe s tal que 0<5<§I
y que
B _ _.u'(s)
1 - 1
1-2 U
m w(s) m

Sean 1,0>0 determinados por (8.4) y por

a = tuls) o B = tou'(s) ‘ . (8.7)
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Entonces el problema aBr tiene solucidn iinica y

ul(x) = tu (oz+s) para todo =xz30

Nota En la demostracidén que sigue se ve que puede suprimir-
se la hipdtesis §<;1,Vdejando sélo s>0 y admitiendo T<0. Pre- '
ferimos redactarlo asi porque con la condicién s<al obtendre-
mos que el nimero s es tdnico (corolario 8.1).

La funcién u(x) para x»s es solucién del pioblema

. 0 o0 '
min. %I v"zfgj Iv|* v(s) = u(s) , v'(s)=u'(d) (8.8)

s s

luego la funcién u(x+s) es solucidén de :

o oo.
min. %] v"2+9‘j Jvi® vio) = G(5) , v'(0)=7'(5) (8.9)
L] r Jo .
y en virtud de lema 8.1 Tu(ox+s) es solucidén de :
1 (T .2 c ([
min. 5 L vt 2 L}vlr v(o) = tuls) =a , v'(0)=tou’(s)=B

(Recuérdese (8.7)). Hemos, pues, obktenido que Tulox-s) es
una solucién del problema aBr. Sdlo falta demostrar la uni-
cidad del problema~uB. Invirtiendo el razonamiento anterior
resulta que_% u(iéi) es una solucidn del problema (8.8) y puede
tomarse como prolongacidén de u para x2S (en el sentido del
lema 7,4). Si el problema aB tuviera dos soluciones distintas
tendriamos dos prolongaciones distintas de u mis alls del
punto s, lo que es imposible en virtud del Jema 7.1. Nétese

que aqui se usa la hipdtesis s>0.

Lema B.3 Sea u una solucién del problema ofr y u una
solucidén del problema aBr. Supongamos que existen s,8
tales que 0¢s<a

Yy que

7 0$§<51 R s y s no ambos cero.
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v
-

u'(s) - u'(s)
1-1 i1
u(s) m u(s) m

Sean T, 0 >0 determinados por (8.4) y por
u(s) = tu(s) R u'(s) = tou'(s)

Entonces :

I. 5% 8308 y 540 se verifica

ul(x) = Tﬂ(b(x—s)*—g) para todo x30

2 2

y si ademds s8>ds el problema aBr tiene solucidn inica.
II. St s<0s y s#0 se verifica

ulz) = % u (E%ﬁ + s) para todo z30

y si ademds s<os el problema aBr tiene solucidn tdnica.

Nota El caso s=s5=0 es el lema 8.1. Si s=0s#0, haciendo
x=0 en I 6 I resulta (8.3) y también estamos en la situacidn
del lema 8.1. En estos dos casos s6lo puede afirmarse que los
problemas of y af tienen o bien ambos solucién tdnica, o bien
ambos no dnica.

Por otra parte, el lema 8.2 es, desde luego, .un caso parti-

cular del lema 8.3.

 La forma en que determinamos los nGmeros T,c se justifica
como en el lema 8.1,

i Los puntos I y II son disyuntivos y la demostracidén de
ambos es la misma, por lo que sélo demostramos el punto I.

Al igual que en (8.9), u(x#s) es solucidén del problemac&Bl'
con al=u(s) , Bl=u'(s). Ahora aplicamas el ]pma 8.2 poniendo.
u(xts) en vez de u(x), (ql,Bl) en vez de (a,f) y todo lo demds .
igual. (Aqui usamos la hipdtesis s#0). Obtenemos que el pro-
blema 0181 tiene solucidén Unica y que

u(x$s) = Tul(ox+s) para todo x20
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Cambiando x por x-s

u(x) = TG(G(x—s)fé) para todo x3s

Vamos a ver, por prolongacién hacia la izquierda, que esta
filtima igualdad se cumple para x»0. u(x) es solucidn de la‘
ecuacidén de Euler para x»0. Usando la relacidén (8.4) se com-
prueba que Tu(o(x-s)+s) es solucién de la ecuacidn de Euler
para 0(x—s)+§>0. Debido a la hipdtesis §-cszO, la anterior
desigualdad estd implicada por x20. Como la ecuacidn de Euler
verifica donde u#0 la propiedad de unicidad de sus trayectorias,
la igualdad de u(x) y Tulg(x-s)+s) en (s,ai) implica su igual-
dad en [0,9].

SS8lo nos falta demostrar la proposicidén sobre unicidad del
problema aff. (Antes vimos la unicidad del problema aIBI' no

‘la del af). Haciendo x=0 en la igualdad del punto I, resulta :
a = Tu(s-os) . - B = tou'(s-0s)

Eliminando T,0 entre estas dos igualdades y (8.4) :

B8 - u' (s-os)
-1 124
m - = m

a u(s-os)

Podemos aplicar de nuevo el lema 8.2, poniendo g-cs en vez
de sS. Como s-0s>0 por hipStesis, resulta que el problema aB

tiene solucidén dnica.

Lema 8.4 St el problema oBr tiene dos soluciones distin-

tas u,u, entonces los dos conjuntos

4 ' . i)
Imagen ——5—15% R Imagen u LE%
0<x<a1 1—; 0<m<a1 - 1—;
u(z) : ufx) -

tiene interseccidn vacia.

Para demostrarlo, vamos a aplicar el lema 8.3 con (a,B)=(a,B).
Supongamos (reduccién al absurdo) que s y s, respectivamente,
dan el mismo punto de las imagenes. Si §¢Us el lema 8.3 da

directamente la unicidad del problema aB (contradiccidn).
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Si §=Os, el lema 8.3 de nuevo da :
u(x) = Tulox) para todo x30

y haciendo x=0 resulta a=T«, B= ToB, luego T=o = | y

u(x)=u(x) : contradiccidn.

Lema 8.5 Dados cualquier r>0 y cualquier (a,B), sea u

una solucién del problema ofr. Entonces la funcidn

hiz) = u'(x)

u(x)1 n

es o bien estrictamente mondtona en (0,a,), o bien una cons-

tante K, en (O,al). En el segundo caso =a, Y

K(al—x)m st Ogmgal
ul(z) = . (8.10)
0 sl x3a
1
donde K>0 y K, = ;mKJ/m.

Notas
. B . 1/m . : <
a) Fquivale a dectr que u es o bien estrictamente cdén-
cava, o bien estrictamente convexa o bien lineal. (Por inte-
gracidn de h).
b) En la parte VI veremos que h sélo puede ser constante

o creciente si  r<2/3 pg-mk /M o1-t/m

y no hay

infinitos arcos. También demostraremos qﬁe para r suficien-

temente peqiiefio dichas posibilidades ocurren efectivamente.
c) La constante K=K(r,C) estd determinada por 1la ecuacién

de Euler. (Férmula exblicita en seccién 27).

La relacidén (8.10) resulta de inteqgrar h(x)=Kl y del
lJema 5.5, puesto que u'(al)=0 (m~1>0 para éodo r>0).

LLa demostracidén se va a basar en aplicar el lewa 8.3 con
a=a B=é Yy u=u. Snpongamns que h no es estrictamente mondtona,

es decir, que h(s)=h(s) con O<5/§<al , s#s.
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Se cumplird s>ds o s<Os. Basta -evidentemente- estudiar

una de las dos, por ejemplo s»0s. Por el lema 8.3
u(x) = tu(o(x-s)+3) x>0 (8.11)

que es una "férmula de autosemejanza" sin cambio de signo
(las de 1a»secc16n 9 son con cambio de signo). Esta férmula
lleva en seguida a contradicciones si se supone que u'(a1)¥0
(ver ﬁota 9.1) o que u, u', u" 6 u™ se anulan en [O,al).
Sin embargo, la demostracidén que sigue deél lema en toda su
generalidad es bastante mds sutil.

Haciendo x=a, en (8.11) resulta a1=o(al—s?+§ , luego
la recta 1(x)=0(x-s)+s corta a la recta diagonal princi-
pal en x=a,. Ambas rectas no coinciden porque si coincidieran

serfa 0=1, s=s. Como ademis L (0)=s-0s3»0, resulta

si O{x(a1 (8.12)

(En particular es g<1 y s<l(s)=§ L

x<Z(x)<a1

La férmula (8.11) implica, usando (8.4), las siguientes

férmulas de autosemejanza para h
h(x) = h(l(x)) ' h'(x) = oh’(1(x)) . (8.13) .
y haciendo x=5 signo h'(s)=signo h'(s) (8.1

Para concluir la demostracién vamos a ver que h'=0 en el

intervalo (O,al). Sea cualquier x. de este intervalo. Sea

x!=l(x0). Por (B.12) sabemos que ° Xg<x<ay . Supongamos

(reduccidn. al absurdo) que h'(x0)>0. Por (8.13) h(xo)rh(xl)
y h'(xl)>0. Como h' es continua, existe X entre x, vy
Xy tal que h(x0)=h(x0) y h'(xo){O . Ahora bien, como

h(;0)=h(x0) ¢ Xy ¥ §0 se encuentran en la misma situacidn
que s y s y por (B8.14) obtenemos h'(§0)>0, contradiccidn.
De la misma forma se prueba que h'(xo)<0 lleva a contra-

diccién, luego h’(xo)=0. Q.E.D.

Corolario 8.1 El nimero s del lema §.2 e¢std univocamente
determinado por (a,B) y v, salve si n tiene la forma (8.10),

en cuyo cago u también tiene la forma (8.10).
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Corolario 8.2 Para todo r>0 y todo (a,B) el problema aBr
tiene a lo mds dos soluciones distintas. En tal caso, una
de las correspondientes funciones h es estrictamente decre-

ciente y la otra estrictamente creciente.

Si h es constante en (O,al), entonces el problema 0B tiene
solucién dnica en virtud del lema 8.2, aplicando con u=u y
con s cualquier punto de (O,al). Ahora el corolario resulta
del lema 8.4.

Observemos que el lema 8.4,.sin usar el lema- 8.5, ya im-

plica que hay a lo mds dos soluciones.

) 33
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9. Teoremas de semejanza y unicidad (problema afr)

Recordamos que U designa)para r>0 dado, la solucién del
problema Oir (es decir, a=0, B=1). Designaremos par A, ¥ A,
el primer cero positivo (AI#O) Yy el extremo del soporte de
U, respectivamente, cuando convenga distinguirlos de los a

1
y a_ de la solucién de otro problema afr.

En la seccidén 26 veremos que U tiene infinitos arcos

si r > (2/3)-€0 .

Teorema 9.1 (de unicidad)

I. Para todo r>0 y todo (u,B), el problema oBr tiene

a lo mds dos soluciones.

II. La solucidn es unica para todo r>0 si 830 (recuér-
dese el convenio de signos de a,B). En particular, U es uni--

ca para todo r>0.

III. La solucidén es unica para todo (o,B) 8l r es tal

que U tiene infinitos arcos.

El punto I es repeticién del corolario 8,2.

Si B20 la funcién h del lema 8.5 toma el valor cero en
el punto bb donde u'=0 y valores negativos en un entorno a
{a derecha de bo' luego es decreciente; por el coxolario 8.2
no puede haber dos soluciones distintas.ﬁhﬁwmos gnue nsando
sdlo el lema 8.4 también podemos demostrar ripidamente el
punto H). .

Si U tiene infinitos arcos, U'(Al)#O por e} lema 5.5 y

la funciédn
U’ (x)

1 -
U(x)

ERE

tiende a +» cuando x+0+, y a -« cuando x+AI. Apliquemos
el lema 8.2 con u=U : el nimero s existe siempre que a#0.

Si a=0 la unicidad ya la sabemos por el punto I .
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®,

Tecorema 9.2 ‘Representacidn de u(x;0,B) mediante U

Para todo r>0 se verifica

m_

ul(z;0,B) = Bm_l /N 11 x
2m-3 ™1

M(o,8) = g™ 1 M (0,1)

Operando con la definicién de m=4/(2-r)

Este teorema resulta de aplicar el lema 8.1 con a=0 y
calcularo, T y M(0,B) con las férmulas (8.3), (8.4) y (8.6).
La unicidad fue establecida en el teorema anterior.

Se tienen resultados anidlogos para el problema af con
B=0.

Teorema 9.3 Representacidn de ulz;a,B) mediante U

Sea cualquier r>0. Para todo (a,B) si U tiene infinitos

arcos, o pard (a,B) tal que

!
B> i U .
- =4y I
a Ul(zx)

el problema afr tiene solucidn inica y existen unas constantes

s, T, o dependientes de (o,B,r,C) tales que

u(m;a,B)v= T U(0i¥s) para todo x>0

g >0 » 0<s<A,

Las anteriores relaciones determinan univocamente s,1,0
e implican (8.4), (9.1) y (9.2). Obsérvese que 1>0, en vir-’
tud de los convenios de signo sobre a,B de la pdg. 9 .

(*) El teorema 9.2 se trata desde otro punto de vista en el
teorema 17.4 (pdg. 106). Por otra parte, P>0 en virtud
del convenio de signos de la pdg. 9 .
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El teorema 9.2 es el caso particular a=0.
Si 0#0, apliquese el lema 8.2 como en la demostracién del

teorema 9.1. Elegimos s de modo que :

) u'(s)
—L . =z — 18] (9.1)
-2 -1
a U(s) "

Por Gltimo, el lema 8.5 (o el corolario 8.1) nos dan la

unicidad de s. Después T y O estdn determinados por
a = tu(s) - , B = ToU’ (s) ' (9.2)

si a0 y B#0, o por (9.2) y (8.4) si a=0 o B=0.

_Teorema 9.4 (de autosemejanza o de arcos semejantes)

Dado r>0, si U'(Al)ﬁo entonces U tiene infinitos arcos y
se verifica ’

- Ulx+tAy) = wi(Ax) para todo x30 (9.3)

donde ) y n son constantes positivas que dependen sélo de r
(no dependen de a,B,C), estdn dadas por (9.6) y oumplen

paA™ = 1'> R m = , St r 22

]
~
@
o,
=

1y
[\

A

Combinando este teorema y el anterior se obtiene la féxr-

mula de autosemejanza para el problema afir

X-a
u(x) = - lru —2 4+ a para todo x20 (9.5)
u A 1
donde a, = -s/0<0. En el caso particular de U es ag= 0.

En lenguaje geométrico, esta férmula de autosemejanza |
significa que cada arco de u se obtiene del anterior me-
diante una scmejanza que dependé sélo de r (es indepen-

diente del arco y dé a,B,C).
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(l.a estructura de cada arco se estudia en la seccidén 17).

El nGmero a es el "primer cero no-positivo" de u si

prolongamos u hacia la izquierda mediante la férmula de auto-

semejanza. Esta prolongacién coincide con la prolongacién como

solucidén de la ecuacidén de Euler, por el mismo razonamiento

que en la demostracién del lema 7.1.

Para demostrar el teorema, basta observar que —U(x+Al)

es solucidén del problema aB con a=0, =_U'(Ai)>0 y aplicar

el teorema 9.2. Por tanto :
m 1

|u-(}\1)|“‘“ , lorap ™ si rp2

[}

=
n
b

]
[

u IU'(AI)I ’ A si r=2

(9.6)

S6lo falta demostrar la independencia respecto de C. Para

ello hay que realizar un razonamiento de semejanza sobre

la

constante C andlogo al del iema 8.1 (o al del teorema 9.2)

que da :
| Sy f - y! =
Uc(x) == U(::1 (Cx) R Uc(x) = UC=1(Cx)
1 ..
24r

donde C = C

Iy UC=1 son iguales en puntos "homélogos”

C
lo que (9.6) nos da la independencia respecto de C.

Vemos que U

Teorema 9.5 (de alternativa entre infinitos arcos y

"menos de dos arcos")

Dado r>0, se verifica la siguiente alternativa :

(9.7)

por

Si U'(Al)fo (por tanto U'(A1)<0), entonces ul(x;a,B) Liene

infinitos arcos para todo (o,B).

St U'(Al):o, entoneces u(xz;a,B) tiene a lo mds un cero

atslado, es deciv, "no llega a tener dos arcos completos”.

Obsérvese que este caso también puede caracterizarse por
+ . 2 -
U20 en R, o por «U tiene un sélo arco>» , o por A1~Am.

Esta alternativa es.independiente de la constante C.
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En la segnnda alternativa u(x;a,Rf) puede presentar los
dos casos siguientes (en la parte VI veremos que efectiva-

mente ocurren) :

’ +
1. a;=a,. Entonces u30 en R y u tiene s6lo un arco.

Este arco es incompleto si 0>0 y completo si a=0.

2. a,=a,. Entonces u tiene un primer arco positivo in-

completo y un segundo arco negativo completo.

Este teorema es una consecuencia inmediata de los ante-
riores y del lema 5f5' En efecto, si U'(Al)#oientonces
u(x;a,B) tiene infinitos arcos por la férmula de autoseme-
janza (9.5). Sea ahora U'(A1)=0 y sea u solucién del proble-
ma af. Si u'(a1)=0 no hay nada que probar. Si u’(al)#o,
entonces -u(x+a1) admite la representacién del teorema 9.2,

con lo que el segundo arco de u(x) es semejante al arco de U.
Los teoremas fundamentales de esta seccidén pueden demos--
trarse mucho md&s fdcilmente en algunos casos importantes

que detallamos en las siguientes notas.

Nota 9.1 Simplificacidén cuando r31 (caso convexo)

La simplificacidh es dridstica. Por una parte, sabemos de
antemano la unicidad (lema 6.4). Por otra parte, u™ es
continua incluso en a_ (corolario 6.1), luego por el teo-
rema 12.1 u tiene irfinitos arcos y en particular u'(nl)#o.
Entonces los razonamientos de los lemas 8.1 y 8.2 (a su
vez simplificados po; la unicidad) nos dan directamente los
teoremas 9.5, 9.3 y 9.4, salvo la unicidad del nimero s, que

se obtiene como sigue. Si en la relacidn
u(x) = TU(gx+s) = T U(gx+s)

consideramos los ceroé A1 y A, de U, resulta que las rectas

2
oxts y ox+s tienendos puntos ccmunes, luego og=0, s=s. (Esto

es también una demostracién del lema 8.5).
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Ademis podemos hacer los razonamientos de los lemas 8.1
y 8.2 sobre la ecuacidén diferencial de Euler en vez del
funcional J, pues es bien conocido que los problemas cbnvexos
y diferenciables (caso r>1) pueden caracterizarse mediante
la ecuacién de Euler. En el caso r=1 esto Gltimo también es

cierto (ver referencias en la seccidn 6-C).

Nota 9.2 Simplificacidén cuando U tiene infinitos arcos

Estamos en la siguiente sitvacidén : 0<r<1, no sabemos
todavia la unicidad y suponem&s que una de las soluciones
del problema (a=0, B=1) verifica U'(Al)fo‘ El camino deduc-
tivo que seguimos es ' : teorema 7.1, lema 7.1, lema 8.1,

Al llegar al lema 8.2, tomamos u=u =U, s=A y resulta ya

- qué U es dnica, con lo que alcanzamos la s;tuacién de la
nota anterior.

Desde luego, la cbmplicacién mayor estd originada en la
necesidad de demostrar la unicidad al mismo tiempo que se
hacen los razonamientos de semejanza. Otro camino es demos-
trar previamente la unicidad pof el método de la seccidn
23-A, que usa también, en esencia, el lema 7.1 y tanto la

ecuacidén de Euler del teorema 7.1.

Nota 9.3 Simplificacién .cuando r»2/3

Consiste en demostrar previamente que U tiene infinitos
arcos por el método de la seccién 15 o el de la seccidén 26.
Despues estamos en la nota anterior.

Veremos qué para 2/3<x<1 también es u™ continua en a_ ,
pero no disponemos de una demostracidén directa como la del
corolario 6.1. Por el contrario, las demostraéloncs que
conocemos nos obligan a descartar primero la eventualidad
de un nimero finito de aréos, que es -en nuestra opinidén- »

una de las mayores dificultades resueltas en este trabajo.
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10. Compacidad del soporte y férmula de autosemejanza

vamos a interpretar mds detalladamente la férmula de auto-

: <
semejanza (9.5). Dado x, ,angxn a llamamos X 41 2 SU

n+l )
homélogo del arco siguiente, es decir

*n %
L S A
En particular, si xn=an . entonces .~{n+1=an_’1
Por el teorema 5.2 se tiene .
lim xn = a_ (10.

n-oo
cualquiera que sea el punto inicial de la sucesidn {xn}.

1/ es la razdén de semejanza "en el eje de abscisas",

en el sentido de que

1 _ n#! n . (10
A X - X
. n n-1
H = (/0" es la razén de semejanza de los valores

de Iul, puesto que

u(xnfl_

Derijivando (9.5) resulta

. m-3 ‘ . ;
w3 (x ) = = (i) w3 (x) (10.

A

En estas relaciones, asi como en el corolario 10.2 y en lasc

n+1

pp_es,de,lsz queda patente la conveniencia de usar el para-
metro m. Obsérvese que m<0 si r>2., Los signos de m-2, m-3

y m-4 se ponen de manifiesto en las identidades!

2 n-3 =

m-2 = 2-r ' 2-r !

Adelantando ideas, el cambio de signo de m~3 estd estre-
chamente ligado a.la importancia del valor r=2/3'y a la no
acotacién de u" para r<2/3. La positividad de m-2 va unida
a la continuidad de u" para todo r>0. La idrntidad ’
m-4=m(r-1) puedé visﬁalizarse como una especie de ley de

cxponentes para la ecuacién de Euler.

Lo " .
) = —uu(xn) = - (i) u(xn) (10.

3x-2 m-4 = mlr-1) (10.

1)

.2)

3)

1)

5)
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Teorema 10.1 Sean A,u las razone~ de cemejanza del

teorema‘9.4. Entoncesg :

- u<1 para todo r>0
< 1 st 0O<r<2
% =1 8t r=2
> 1 st r>2

Si a_ es finito, p<! por (10.3) y la continuidad de u. Si

©o
a_=», resulta U<l porque u{x)=+0 cuando x+*» (teorema 5.1).
(También dan p<1 la férmula de autosemejanza junto con u eL®
o u" € Lz). Ahora las desigualdades para A se obtienen de

(9.4), teniendo en cuenta el signo de m.

Teorema 10.2 Sea u una solucidén del problema aBr. Entonces
el soporte de u es un intervalo compacto si 0<r<2 K Y
=+

es R st r32 .

Por el teorema 5.2 el soporte es un intervalo.

Si r»2 ya sabiamos que el soporte es ﬁ+ (ver nota de 'la
seccién 6-B). o

Sea 0<r<2. Si U tiene un solo arco, la alternativa del
teorema 9.5 nos da que u es de soporte Compactoi Si U tiene
infinitos arcos, u también tiene infinitos arcos y el soporte .

es compacto por (10.1), (10.2) y ser 1/A<1.

Algunos cdlculos mds con las férmulas (10.2), (10.3) y

(10.4) nos dan los siqgujientes corolarios :

Corolario 10.1 8§% 0<r<2 y U tienc infinitos arcos, en-

tonces

T T T Y TIT/A) T %1 Y T-(173T

con a  como an (9.5).
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E1 problema de acotar el soporte de U queda, pues, redu-
cido a acotar A1 y 1/X. En la seccién 19 se acota Ay (y al
mismo tiempo A_) en un contexto mds general. En la seccién

23-B se dan cotas de 1/AX.

Corolario 10.2

I. S< 0<r<2 y U tiene infinitos arcos, log puntos
homélogos de los arcos de u(x;a,B) estdn sobre una curva de
la forma '

Cte (a_ ~ z)™

Para las derivadas u', u" y u"™ las correspondientes

curvas tienen exponentes m-1, m-2 y m-3 respectivamente.

II. S r>2 , mismo resultado poniendo a + x en vez
de a_ - x, donde a>0 esta dada por (10.6) (Recuérdese que

m<0 si r>2).

IIT. Si r=2, las referidas curvas son exponenciales de-
crecientes.

Comentamos de dénde procede la constante E'Gel punto II .
Para r>2, al ser 1/)>1, la recta a1+(x-a0)/x tiene su punto
fijo para x negativo ; precisamente ese punto fijo ocurre
para x=-a y de ahi la férmula : ’

a, - a

217 %
1 -2

(10.6)

a = —ag+

Cuando r>2, al prolongar u hacia la izquierda mediante la
férmula de aufosemejanza (o como solucién de la ecuacidn de
Euler), los arcos de u van disminuyendo su base y aumentando
su altura segin nos aproximamos al punto -a. En este punto
hay una "explosién" (blow up) oscilante. /

Para completar esta descripcidn, notemos que si r<2- el
punto fijo de dicha recta estd en x=a_; y si r=2 no tiene

punto fijo.
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Nota Si s6lo se desea demostrar la coﬁpacidad del soporte,
se puedé segulir el siguiente camiho abreviado. Si todas las
solucionq; del problema (a=0,B=1) verifican U'(Al)=0, entonces
la compacidad del soporte de u resulta de un razonamiento muy
parecido al del teorema 9.5 ; este razonamiento se basa sélo
en el lema.8.1. Si una de las soluciones del problema (a=0,
B=1) verifica U'(Al)#o, estamos en la situacién de la nota 9.2.

La. demostracién de la compacidad del soporte (por el método
de semejanza) para 1€r<2 puede simplificarse adn mucho més,

de acuerdo con la nota 9.1.

»H
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11. Reqularidad en el problema f—Botencial

‘La ‘férmula de autosemejanza (cémplementada con otros resul-
tados cuando r<2/3) nos permite estudiar exhaustivamente la
integrabilidad LY de u y sus derivadas, lo que nos da propie-
dades de regqularidad en a_ cuando el soporte es compacto, y
de comportamiento asintético cuando el soporte es no-compacto.
Notemos que el corolario 10.2 contiene otra versién de este

tipo de propiedades.

Lema 11.1 Sean r>0, q>0, u solucién del problema aBr con

infinitos arcos. Entonces los niimeros

o
n+1 0 q

] (7| §=0,1,2,3

an

forman una progresidén geométrica de razdn

A

(1)1+(m—,j)q
El resultado es vdlido para derivadas de Jdrdenes supe-

riores siempre y cuando dichos ntimeros estén bien defintidos.

Notemos que en virtud de la ecuacién de Euler (teorema 7.1)
u"™ es continua en-el interior del soporte, de modo que los
nimeros del lema estdn bien definidos.

~La demostracién consiste en un cédlculo elemental con la

férmula (9.5). ‘

Teorema_ 11.1 Heguiafidad L9 global

57 u es solucidén del problema oBfr i
K —+
I. Para todo r>0, u" e %) y por tanto u" e€Abs C (R ).

IT. u™ eL™(R*) si y sblo si 1r32/3 .

rrr. u*P el (r*) s: y sdélo si r>2/3. Entonces u'

e Abs C (ﬁ*),
1v. u*Y e .7(RY) si y sélo si r>l.

v 1, + , . . g iv .=t
V. u” eL'(R") st y sélo si r>1. Entonces u = €Abs C (R ).
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Es de notar que para r<€2/3 la distribucidn sobre Ri u*? an

es una funcién (ni una medida), por no ser integrable en a_ .

La ecuacién de Euler nos da la validez de estos resultados
en cada compacto de [b,am). Si u tiene infinitos arcos, usa-
mos el lema 11.1 y el corolario 10.2. Veamos, por ejemplo,
el punto I. Por el lema 11.1, u™ es integrable en (0,a_ ).

Por el corolario 10.1, u" es continua y nula en a, (recordar
que m-2>0 para todo r>0), luego u" es absolutamente continua
en R' y la distribucién u™ sobre r? es una funcieén integrable.
En los otros puntos el razonamiento es andlogo. Ver los signos
de m-3 y m-4 en (10.5).

Si u tiene un nuimero finito de arcos, postponemos la demos-
tracién a la parte VI . Concretamente, en la seccién 26 veremos
que u sélo buede tener un nimero finito de arcos si xr<2/3,

y entonces el teorema 11.1 es consecuencia inmediata del teo-

rema 27.1 (p.152). Lo mismo es vdlido para el siguiente corolario.
Es claro que el lema 11.1 nos permite precisar exactamente
a que espacios Lq(R+) pertenecen u y sus derivadas. S3lo

damos los resultados que nos parecen de mds interés :

Corolario 11.1 Sea q>0.

: . . . 1 2-

-I. Para 0<r<_2/3, um eL9(RY) si y sélo st q<——3_—'5:-—2_3';
LV + . p . 1 _ 2-r

IT. Para 2/3<r<1, u"YeL9(R") si y sélo st Q< g TATI=r)

Corolario 11.2 Seﬁ r>0.

I. u eLl(R+) sty sblo st r<é6.
10. ueL?(rY) si y sélo si r<io.

IIT. u', u"e t1ert) para todo r>0. "
[ + .
Recordamos que, puesto que u,u',u” ¢L (R ) (son continuas
y nulas en ®), su pertenencia a Lq(R+) implica su pertenencia

t ’ sz
a L (RF) para todo t>q (ver nota de la scccidn 5-B, p.-33) .
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Teorema 11.2 Regularidad hélderiona global

St u es golucidn del problema aBr :

I. wec®™2 (F*) cuando 0<r<2/3

2,1

II. uecC™ (1_?+) cuando r=2/3

II7. ue ™S (%)  cuando 2/5<r<1

IV. ue 03’1 (ﬁ+) cuando r =1

Ademds, esta es la regularidad hlderiana mejor posible

globalmente en R*.

Suponemos infinitos arcos. (Si u tiene un nimero finito de
arcos, nos remitimos a la demostracién del teorema 11.1).

La regularidad es la mejor posible por el corolario 10.2.

Los puntos II y IV son repeticidén de lo dicho en el
teorema 11.1.

El corolario 11.1 junto con el lema 5.1 "casi" implica
los puntos 1 y III . En efecto, q<913—m) implica 1/q'<m-2,
pero no llegamos asi al fndice de Hb6lder m-2. Por ello, hemos
de dar una demostracidén distinta. Damos sélo la del punto III ,
pues la del punto I es andloga.

Sean 0gx,y<a_. Podemos suponer X,y en el mismo arco (el
n-é%imo), pues sind podriamos cambiar uno de los puntos por
su homélogo Qel arco mds lejano, ya que para r>2/3 los va-
lores de u™ en puntos homélogos van decreciendo (corolario

10.2). Sean x,y los puntos homélogos de x,y cn el primer arco.

Por (10.4) : , N
c P fm=3) B _
Ium (x) - u*™ (y)l = (I) l“m (%) -—u™ (Y)‘
Adem&s por (10.2) |x-y| = (1/0" |x-¥| con lo que
Ju™ (x) —u" (y)] . fu™ (x) -u (9]

lx_ylm—‘3 " 'l)_C"‘;Im_J
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Por lo tanto, basta ver que u™ es hélderiana de indice
m-3 en el primer arco. (Se observa ademéis que la constante
de HOlder del) primer arco es vdlida para i*). Ahora bien,

- . iv r-1
en un cero a de u, u es equivalente a Cte (a-x)
(ecuacién de Euler), luego en el primer arco u™ es holde-

riana de indice r, y r>m-3 si r<i. OQ.E.D.

Nota La regularidad hélderiana del teorema 1!1.2 es and-
loga a 1la oﬁtenida por Phillips [1] para el correspondiente
problema de segundo orden en dimensién N. En nuestro problema
de cuarto orden hay que dividir el intervalo 0<r<l en 0<r<2/3

y 0<r<l , cosa que no ocurre en el problema de segqundo orden.
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PARTE 1V

EL PROBLEMA T H LEMAS BASICOS

En esta parte sé extraen consgcuencias de las tres
hipdétesis basicas (1.1), (1.2) y (1.3), tomadas aislada-
mente o no, lo gue ayudari a realizar la éxposicién de
la parte V. '

(Estas hipdtesis se enuncian en la pag. 12).

71
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12. u*’ es una medida dorde ug0

si ' es "semi-mondtona"

Lema 12.1 Sea S un intervalo abierto en el que ufo0.
S7 T verifica la hipdtesis de semi-monotonia (1.2), entonces
u*? es una medida de Radon sobre S, no-positiva si u>0 y no-

negativa st u<0.

Notas

a) Por tanto u" es continua en S, céncava-si u>0, convexa
si u<0 (lema 1.1).

b) Al iguél que en la seccidén 6-A, el lema puede refinarse!
"si T es no-decreciente en un intervalo abierto A, entonées
uiu es una medida no-positiva en Q;u—l(h)".

c) Generalizacidén a dimensidén_N. Si N<4, u es continua

(ver p.ej. Schwarz [1]) y el lema es vélido,con la misma
demostracién’poniendo que S .es un abierto conexo. Si N2>4,
el lema adn conserva su validez si S es el abierto donde
u>0 (o bien u<0), entendiendo que u>0 en un punto xo si

existe n>0 y un entorno de x. en el que u2n c.t.p.

0
d) La generalizacidén_a ordenes superiores (en una dimen-

- R R (n
sién) es inmediata. Nos referimos a poner u ) en vez de u"
en el funcional. Hay que tener en cuenta gue el signo depende

de la paridad de n, porque éu(zn),¢>={«~1)"lu{")¢("’ . Fer ello (—1)"t( u(m)go. ‘

Demostremos el lema. Basta considerar u>0 en §. Sea
- s
¢ € co(s), $<0, A>0. Por (6.2)

‘

’ 2 2
] Tu) - Tutrd) 5 I (u"+2$™) % - u”
S S
Como ujcte>0 en el soporte de ¢, tenemos que u+i¢>0

en S para A suficientemente pequeiio. Por los signos escogidos "
utdp S u y por ser I'(t) no-decreciente para t>0, resulta

[(utddp) £ T(u) en S. Luego

2

IS

J (uvv+k¢ll)2 ~u"
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para todo A>0 en un entorno de cero. pividiendo por Xy

haciendo A*O*, resulta
<u‘l»v'¢> - j u" ¢n >0
S

donde se ha usado la definicidén de derivada distribucional.
Por tanto, la distribucidén utv es no-positiva sobre S, luego

(Schwarz [1]) es una medida.

Lema 12.2 Sea f tal que va es una medida de Radon en el
intervalo abierto feqse), e;<c. Suponemos que 12) f20 pero
fZo y flvso en (cl,c). 20) f(e )=f'(ec )=0. Entonces ct» y

I. f"(e” )30 y finito. Por tanto f"'eLI(cI,c).

II. Si ademéds f'(e”)=0 s, entonces - g £ (e )<0.

Por ser fiv<0, £f" es una funcidn no-creciente, £" es
céncava (lema 1.1) y los li{mites del lema existen. Demostre-=
moé I y I sin presuponer si c es finito o no. Si fuera
£"(c ) <0, seria £'>0 en un entorno y £f<0 : contradiccién.
Por ser f" céncava, f*(c-)#}M. Pasamos al punto I . Si fuera
£ (c_);O, seria en un entorno £"™ >0, f"<0 , £'>0 y f{O,Ipor
tanto f=0, contradiceidn. b, - .

Veamos que c#®. Supongamos c==. Si f"(c )>0, entonces
f">cte>0 en un entorno de  y f£'(c )=+o : contradiccién.

Si £" (¢ )=0, por el punto I €™ (c )§cte<D en un entorno de
o y £"(c)z-= : contradiccién. ’
Lema 12.3 Si T es definida positiva (1.1) y semi-moné-

tona (1.2), entonces u tiene ceros arbitrariamente grandes.

Por el teorema 5.1 los limites u(®) y u'(®) son nulos.
Supongamos (reduccién al absﬁrdo) que u>0 en (ci,w). Por
el lema 12.1 se cumplen las hipotesis del lema 12.2 con c=®

contradiccién. Del mismo modo se excluye p<0.
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Teorema 12.1 Sea T definida pesitiva (1.1) y semi-
mondtona (1.2). Entonces :

0 bien u tiene en (0,a_ ) una sucesidn infinita numerable
de arcos contiguos de signo alternante (abreviadamente “u
tiene infinitos arcos').

0 bien u tiene un nimero finito de arcos, en cuyo caso

el soporte de u es compacto y u"™ no es continua en a_.

Es consecuencia de los lemas anteriores y del teorema 5.2.
El lema 12.3 asegura que existe un primer cero positivo a, de

u. Si u'(al)#O existe a,, etc. O bien u'(an)#O-para todo n

(infinitos arcos), o bien u'(an)=0 para algin n. En el segqgundo

caso an=am, y u (o bien -u) verifica en el Gltimo arco las
hipétesis del lema 12.2, de modo que si u" es continua en a_

entonces u“'(a;)#o.

Nota Si en el teorema 12.1 ademds I(s) es Lip en un en-
torno de s=0, entonces u tiene infinitos arcos. Puesto que ‘
por el lema 6.1 (ver también el corolario 6.1), u™ es conti-
nua en a_. En el lema 15.4 veremos una condicién suficiente

d : . .
mas general para que u tenga infinitos arcos.
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13. Ecuacién de Euler donde u'#0

si I es abs. continua

Vamos a llamar

a a
£(A) = J r{utx)#r¢(x)) dx , g\ = j r'(u<x)+x¢(x))¢(x)dx (13.1)
(o] ) (o} :

El método usual del cdlculo de variaciones nos permitir&
Gotener la ecuacién de Euler en (c,d) en cuanto tengamos un
lema de derivacién de integrales paramétricas que asegure

que f'(A) =g{(A) para A=0.

Lema 13.1 S7 u,¢ son ¢! en el intervalo compacto [e,d],
u'#0 en [e,d] y T € Abs QOC(R), entonces para todo A en un
entorno de cero gix) es continua y FrX) =g(x).

(En este lema I' 'y u no se refieren al problema aBl, es
decir, T y u sélo verificanllas hip6tesis enunciadas en el
lema).

La demostracién se compone de tres pasos : 1. g(}X) estd
bien definida, es decir, para cada A F'(u(x)+l¢(x)).85té
definida c.t.p. en x y pertenece a vle,ar. 2. g(\) es
continua. 3. fg(A)dX = £(A) + Cte. En los tres pasos ) es

cualquiera en un entorno de cero.

. 1. Podemos suponer u'>0. Por el teorema del extremo absoluto,
u'(x) + A¢'(x) > Cte > O (13.2)

para todo xe[é,d] y todo A de un entorno de cero. Para cada
A de ese entorno, u+ld¢ es creciente, luego T'(u(x)+i¢p(x)) es

. 1 .
abs. continua en [c,d], su derivada pertenece a L (c,d) y estd

dada en c.t.p. por
F'(u(x)+A¢ (x)) (u' (x)+Ad’ (x))

en virtud del teorema de cambio de variable en integrales de
Lebesgue. (Ver p.ej. G. de Barra [1], teor. 15 del cap. 9, ©
Sz. Nagy [1]. seccién 5.2.5. También citamos Hardy-Littlewood-
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PSlya [1], pég. 130, por el interés y claridad de sus bhreves
comentarios). Finalmente, por (13.2) resulta que I'(uti¢)

1
también pertenece a L (c,d).

2. Hasta aqui hemos visto que g()) estd bien definida.
Pasamos a ver que g(A) es continua, lo que constituye la
parte mds importante en la demostracidén de este tipo de
lemas.

Llamemos s=H(x,A)=u(x)+4+Ad (x) y H"(»,A) a la
funcién inversa de H para A dado, de modo que §=H_l(s,l) .
El teorema de la funcién inversa aplicado a (x,A)>(s,\) nos
da que H—l es C! en (s,A) porque H lo es. (sdlo usaremos .
la continuidad de H_L).

Por otra parte, podemos escribir trivialmente

d
g = I T (uG)+Ad(x)) (u' () +Xg* (x) z(x,X) dx
A .

donde se ha puesto z(x,\) = ;TT;Tg%gt(x)

pPor (13.2) z(x,X) es continua en (x,\).

Por el teorema antes citado, podemos hacer el cambio de:

variable s = u(x)+A¢(x) = H(x,)). Resulta
uld)+A $(d)
g) = rrs 2z s, 2)1) as
7 1) .
u(c]*l@(c) :

Ahora ya g(A) es continua por un teorema standard de con-
tinuidad de integrales paramétricas de Lebesgue. En efec;o,
dado qu~ Z(“—I(S'A),l) es continua en (s,A) tenemos : 1e) El
integrando es separadamente continuo en A para casi todo s. ]
29) El integrando estd acotado en valor absoluto por Cte I"esH |,

es decir, acotado por una funcién integrable independiente de

A. 3¢) Los limites de integracién son funciones continuas de A.
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3. El terce:r paso resulta de aplica. el iteorema de Fubinti

y cambiar el orden de integracidén. La funcién

a .
] [T (we-2e ) dxr| ax
A

es continua en A por lo mismo que g(A). Por tanto

a | (a ’
J ax I {r-(u(x)+x¢(x)) ¢(x)| dx| < =
0 c :

asi que por el teorema de Fubini podemos hacer el siguiente

cambio de orden de integracién -:

A d A
J g(A)dx = de I I"(u(x)+)‘¢(x)) ¢ (x) dr =
[} c 0 )

a a ‘
= I F(u(x)+A¢(x)) dx - [ F(u(x)) dx = f£()) + Cte.
c . c . '

.En la penultima igualdad se usa de nue&o el teoremavde
cambio de variable : para cada x en que el integrando esté
definido (por tanto c.t.p. en x) hacemos el cambio lineal
A= s=u(x)+id(x).

Lema 13.2 Ecuaeidn de Euler donde u'Z0

Sienetproblema oaBl es T eAbs(%oc(R), entonces T'(u(x))
estd definida c.t.p. en Q y

1
loc

stendo Q el abierto de R* definido por u'#0.

En particular, u'e Abs ro(ﬂ).

ut = - rr(u) en ‘ L ()

(La afirmacién sobre u™ no es mds que el lema 1.1, puntoel),
Obsérvese que sélo hacemos la hipdtesis de continuidad absoluta.
T . .
Basta demostrarlo en un entorno S de cada punto de Q.
Podemos tomar S un intervato abierto con § € Q. En la demos-
1 -
tracién del lema anterior vimos que I''(u(x)) €L (S). Sea

oo .
9 €Co(8S). Por el método usual en cdlculo de variacliones
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0 = dJ (ut)rd) - u"e" + T' (u)d
ai
1=0 s s
donde la derivacién de la segunda integral proviene de
hacer A=0 en el lema anterior.
Por definicidon de derivada distribucional !

v )

u

< 4T (u),¢>=0 , que nos da la ecuacién de Euler en S.

. 3 - 4 < : -
Nota Generalizacidén a ordenes superiores (dimensidén uno).

51 en el funcional del problema I' ponemos u(nr en vez de

u", resulta

n (2n) _ - v ! Al
(-1)" u (x) = “T'(u(x)) en Lloc({u ,éo})

(2nl'¢5 - (=" fu(n) ¢(n)_

Recuérdese que <u



80 seccién 14-A

14, Estudio de los puntos en que u'=0

14-A Consideraciones heuristicas

Sea b un punto en que u' se anula. Vamos a encontrarnos
con los siguientes casos, en todos los cuales u" seri conti-

nua en b :

1. b<a_. Tendremos que u"(b)#0. Estudio detallado en la
seccién 14~-B. En este apartado da igual gque sea b=0 o b>0,
pero mds adelante nccesitaremos distinguir estos .dos sub-

casos.

2. b=a,, cuando hay un nimero finito de arcos. Tendremos
que u"(am)=0, |um (é;)l>0 y u'#0 en un entorno a la izquier-
da de a_. Seccidn 15,

3. b=a_ cuando hay infinitos arcos. Secciones 16 y 18.

4. b>a . Caso trivial.

~Consideremos el caso 1. Tomemos b=0, u(0)=a. Suponemos T
absolutamente continua. El problema es que aungue
F'(u(x)) u' (x) € LI(O,E) en virtud del teorema de cambio
de variable en integrales de Lebesgue (ver citas en la
seccién anterior), en cambio F'(u(x)) puede no ser inte-
grable en (0,e). Veamos el siguiente ejemplo :

I'(s) =|s-u|r sgn(s-a) F'(s)='—-1
. s5-a

<r<
1= ' O<r«<t
en un entorno de s=qa. Como u'(0)=0 y u" es continua y no

+
nuala en x=0, de tiene cuando x+0

2 f e
u(x) -avCte x° r ‘“"‘”"‘xzti-z) - :

luego T'(u(x)) serd integrable en un entorno de cero si, r>1/2,
y no integrable si rg1/2.

Estas consideracjones heuristicas admiten una formulacién
rigurosa y general introduciendo la hipdtesis Ff e 9.
Entonces el '‘nimero .r del éjemplo anterinr es el exponente

de HbHlder (lema 5.1) correspondiénte a g, e3 decir,
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r=1/q' . Asi

b .
r > 3 corresponde a q > 2
En el caso 2 (b=a_ y ntmero finito de arcos) pueden hacer-
se consideraciones andlogas en un entorno a la izquierda E de

a_ (ahora es «=0). Asi resulta que en E

. 3 . Cte
l“A(x’l > Cte (a_-x) [T (ux) | < XA
(a_-x)
" .
y por tanto ['{u(x)) € L (E) si{
r>-§ que corresponde a q>3

La diferencia entre el caso 1 y el caso 2 estriba en que
el primero (cuando b#0) aun podemos estudiarlo por métodos
de derivacidén de integrales paramétricas, mientras que el

segundo no, segin explicdbamos en la seccidén 2.

14-B Ecuacidén de Euler en los ceros aislados de u'

Nos apoyaremos, como en la seccidén 13, en un lema de deri-
vacidon de integrales paramétricas.

Lema 14.1 Hacemos las siguientes hipdtesis
12 u,¢ son Cz en el intervalo compacto [c,d].
20 c<h <d y w'(by ) =0 B u"£0 en c,d].

: ’ rerd : >2
30 T e Abscloc(/“' L I efwc(/t) con q>2 y
A un abierto que contenga el compacto u([c,d]).
Entonces, con la notacidn (13.1), g()) es continua en
A=0 y‘

f£1(0) = g(o)

(En este lema [ y u no se refieren al problema g, es
decir, ' y u s6lo verifican las hipétesis enunciadas en el

lema) .

L1}
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Comparando con el lema 13.1, la dificultad que aparece
ahora es que de la integrabilidad de T'{u(x)) u'(x) no
se deduce tan facilmente como antes la integrabilidad de
T'*(u(x)). Aqui él papel esencial lo juega la hipdtesis
I"eLq con q>2..En la demostracién, desde luego, tratamos
esta dificultad para F'(u(x)+ A¢(x)> y no sélo para
I''(u(x)). .

Podemos suponer u">0. Entonces u'(c)<0, u'(d)>0 y

u" (x).+ Ap" (x) > Cte > O . (14,

para todo x € [c,dI y todo A de un entorno de cero. Sea

x=b()A) la funcidén definida implicitamente por
u'(x) + Adp'(x) =0 ’ x € [c,d]

" para IA[_suficienfemente pequefio u'(c) + X' (c) <0,
u'(d) + A¢'(d) >0 y u'(x) + A$'(x) es creciente en x por
(14.1), luego b(1}) estd definida de manera dnica. Por el
teorema de las funciones implicitas b(d) es Cl,(Sélo usa-
remos la continuidad de b())). Nétese que by =b(0).

Integrando (14.1) entre x y b()A) resulta

Ju' (x) 4 24" (x) ] >Cte|x-b(N) ] (14.

para todo xeb[c,d] y todo A en un entorno de cero.

A partir de aqui seguiremos los tres pasos de la demos-
tracién del lema 13.1. El problema de que las hipétesis
sobre I' sélo se cumplen en el abierto A se soluciona con
una construccién como la (6.1) y omitimos repetirlo aqui.

En lo que sigle se sobreentiende A "en un entorno de cero".

1. pPara cada A, u'(x) + Ad' (x) es negativa en (c,b(}X))
y positiva en (b(X),d) luego por lo dicho en el lema 13.1
' (u(x) + A\¢p(x)) estd definida c.t.p. y es medible en cada
uno de esas intervalos y, por tanto, en [c,d]. Para ver que
es integrable empleamos la hipdtesis I'' € L9, q>2. Més

precisamente, vamos.a ver que

1)

2)
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d
J ll‘- (u(x) + 29 (x) ¢(x)| dx £ Cte independiente de A (14.3)
c B

En efecto, multiplicando y dividiendo por ‘u'+ A¢'|l/q
y usando la desigualdad de Holder resulta esta integral

acotada por :

s t/q , t/q
d q'

I IT* (urag) | ur+re'| ax : [ _Jel? ax _

e e |u.M¢.|q'/q

En la primera integral puede hacerse el cambio de variable

s=u(x)+A¢(x). en (c,b(A)) por un lado y en (b(X),d) por otro,

lo que da
w/c)+id(c) u(d) +tAd ()

J Irt(s)|%as + J jre(s)|¥as (14.4)
u(b(A))+Ap(b(A)) u(b (X))} +Ad(b(A))

que es una funcién continua de X porque I' € LY. ror otra

parte, de (14.2)

d |Q|q'dx -« a dx _
7 /q S Cte ———5‘,71— =
e futergr ] c |x-b(\)]
(14.5)

l_gl x=d
= Cte [lx—b'(l)l q sgn (x—b(l)) K=c

que es una funcidén continua de A porgue q>2 implica q'/q<l.

2. Veamos que g(A) es continua en A=0. Por ser bp=b(0)

y b(}X) continua, dado cualquier € >0 se tiene
|b(x) - be| < & (14.6)

para todo A en un entorno de cecro. Aplicamos a I'' (utd¢) p

la igualdad simbélica
a (bo -€ bo +€ 4 : »
c fod bo-€ bo tE

y llamamos gl(A),‘g2(A) y gj(k), respectivamente, a los

sumandos, de modo que
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g = g () + g,(0) + g ()
lgAr-g(0) ] ¢ g, (M) =g, €01 | + [g3(h)-g (01| + lg, M) 1t|g,(0)]

Las fuhciones gl(A) ¥ 93(1) son continuas en A porque
verifican las hipétesis del lema 13.1, en virtud de (14.6).
Por_tanto )

1im sup |g(A)-g(0)] ¢ |92(0)’+ lim sup Igz(A)l (14.7)

A0 X+0

Acotamos gz(k) aplicando (14.4) y (14.5) al intervalo
(bg-€, bp+e). La férmula (14.4) no la escribimos explfci-
tamente, sino que sélo ponemos que estd mayorada por una

constante 1ndependiénte de X.

' X=bg +€
. . 1-L
- |92(A)|q < Cte ||x-b(1)}]| a sgn(x—b()\))
X=bg -€
De esta se deduce : .
. 1-9-
lim sup Igz(k)lq € Cte €
A+0
De la misma forma se obtiene
L
q

_lgz(o)lq' < Cte €

Las dos Gltimas desigualdades junto con (14.7) nos dan

el resultado buscado, a sabef,,limlg(A)-g(O)|=0-cuando A=+0.

3. El dltimo paso consiste en probar que fg(l)dA=f(l)iCte.
émpleando'(l4.3), la’ demostracidn es como en_el lema 13.1.
’ L
Nota El lema 14.1 puede generalizarse, en la hipdtesis
g>j, a un punto donde sea u(j) continua no nu;a y
u',u",...,u(j-l) nulas. Esta gencralizacidén es Gtil para

problemas I' de mayor orden (en una dimensidn).

Lema 14.2 Ecuacidn de Euler cn los ceros_atislados de u'
Sea el probiema aBl con T € Abs %oc(R) Y
r' GLZOC(R—{O})/ q>2 . - Sea b un punto tal que u" es
continua en b, u'(b)=0, u"(b)#0 y u(b)Z0.



seccién 14-B ' 8

Entonces existe un entorno de b si b>0, o un entorno
a la derecha de b si b=0, en el que T'{u(z)) estd defini-

da e.t.p., es integrable y
u*P(z) = -T'(ulz)) e t.p.

En particular, u'" es continua en b.

La hipétesis u(b)#0 se introduce por comodidad para el
uso posterior del lema. A causa de ella ponemos a=R-{0}
en la hipdétesis sobre r'.

Como b es un céro»aislado de u', el lema 13.2 nos da
que u" es continua en un entorno de b, y no sélo en b.

(En un entorno a la aerecha si b=0).

ElL que T'(u(x)) estd definida c.t.p. y es integrable
se obtiene como en el paso 1 de la demostracién del lema
anterior. .

En el caso b=0, la continuidad de u'" significa (con-
venios de la seccidén 1-C) que existe y es finito el limite
lateral u"'(0+), y la ecuaciénide Euler en un entorno a la
derecha es solamente el lema 13.2.

En el caso b>0, la ecuacidén de Euler se obtiene como en

el lema 13.2, empleando ahéra el lema 14.1 en vez del 13.1.

£ 3]
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15, Estudio del extremo del soporte cuando

el nimero de arcos es finito

En lo que sigue conviene recordar las hipdtesis y los
ejemplos de la seccidén 1-E. En la presente seccién todas
las hipétesis sobre I' y T' pueden exigirse s6lo en un en-
torno del origen, excepto la hipdtesis (1.1) que ha de

cumplirse globalmente.

Lema 15.1 Suponemos que T es "definida pésitiva" (1.1),
"semi~monétona” (1.2) y continua en el origen., Entonces, st
u tiene un nimero finito de arcos u" es continua en a_, es
decir, A

lim u"(x) =0
zra :

Podemos suponer que u es positiva en el dltimo arco. Por
el teorema 12.1 a <=y por.el lema 12.2 u“(a;)>0 y finito.
Supongamos (reduccidén al absurdo) que u"(a;) =K>0. Trasla-
damos el origen al punto’a; y construimos una funcidén v del

conjunto de minimizacién de la siguiente forma :

u(x) .81 x& -~y y >0
vix) ={P(x) si -y<x<gz (15.1)
0 si X2z z>0
z-x1\3 -
donde . P(x) = A (——) : (15.2)
. 2ty

Para gue esta funcién v pertenezca al conjunto de mini-
1
mizacién es suficiente que sea C  en los puntos "de empal-
' 1
me " -y,z. En el punto z lo es. Imponiendo que sea C en

X=-y, se obtiene :

= u(- = 3 —ul-y)
A u(-~-y) ' zty 3 o ioy)
Queda por tanto un solo paradmetro libre, a saber, y.
Vamos a ver que para y suficientemente pequefio J(v) < J(u),

contradiccidén que probari el lema.
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N

J(v)-Jd(u) =

Y Y 4 Yy
~ +
Cuando y+0 .tenemos las siguientes relaciones

“(‘Y)"'gyz ’ 'U'(-Y)'\I—KY r Z'Fy'\;%y

N
N

z
1 I S .2 1 _12a K° 8
1 pr2 -1 128 k8
2 2
: -y (zh()3 2 2
(o]
_l_ u"zl\,_z
2 J-y 2z Y .
0%P(x)<1\=u(—)}) para todo x € [—y,z]

z
] r(p(x)) dx <T(ul-y)) (z+y) = o(y)
-y

(o]
I r(utx)) ax = o(y)
e 4
(En las dos @ltimas se utiliza la continuidad de T en el

origen y,en la penidltima, el no-decrecimiento de I'(s) para

s20. El uso de la monotonia de ' puade evitarse en este paso).

Por consiguiente resulta :

Lim, 3ln)ogw _ 1(22 (g 1) <o

Notas

a) Si se suprime la hipétesis «T continua en el origen>,
el lema pasa é ser f&léo, como muestra el problema "r=0"
de la seccidén 25. .

1) 'Se tiene v30 si u»0, lo que hace este lema aplicable
a problemas de minimizacidén con la restriccidén v20, como el.
de Ia seccién 31. Esta es una de las razones de que hayamds
elegido la funcidén P dada por (15.2).

c) A dicha eleccién hemos llegado despues de un proceso
de estudio y ensayo. Si en (15.2). ponemo$ un exponente 0 cen

vez de 3, la demostracién.sigue siendo vilida para todo 0g>2.

z z 4] 0 .
j p--2+J r(p)—%[ u"Z—J I (w) (15.3)

»
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El valor 0=3 es simple y ademds tiene la propiedad de dar
el valor minimo (con respecto a 0) del limite final dg la
demostracién.

Otras funciones interesantes para demostraciones de este
tipo son las dadas por (15.4), pudiendo ponerse exponentes

0 y 0+l en vez de 2 y 3. (Ha de ser 0>3/2 para que v" € L2).

Lema 15.2 Suponemos que T vertifica las hipétesis (1.1),

(1.2) y (1.3). Si u tiene un nimero finito de arcos, entonces:

I. u'(z)u" (z)+0 y ulx)u (x)->0 cuando x»a; .
II. En un entorno a la tzquierda de a_ se tiene :
w'(z)um (z) -3 ur(z)® 4 r(u(z)) = 0

Las afirmaciones de esta demostracién se refieren a un -
entorno a la izquierda de a_. Como uLv tiene signo constante
(lema 12.1), serd u'#0, luego por el lema 12.2 se verifica

la ecuacién de Euler

wt? = orrw
(En particular, u™ y todos los sumandos de I son fun-
ciones continuasﬂﬂ Multiplicando por u' e integrando resulta
u'u™ - % u"2.+ T'(u) = K
Dado que por el lema (15.1) u“(a;) = 0, tenemos
im_ w'edu(x) = K Y |u'(x) | ¢ ctela_-x)
x+a_ .

Si fuera K#0, resultaria

- K S K
CJutta] 7 ceeta -x)

[a™ ()|

luego serfa u™ no integrable (o, si se prefiere, u"(a;) in-
finito) : contradiccidn. .
S6lo falta probar que uu™-+ 0. Por la regla de 1'Hdpital,

cuando x%a_
L]

{(*) En el entorno a la izquierda de a aqui consiacrado,‘excluido a_ s
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(a;)¢0 por el lema 12.2. (Es indiferente que

o

puesto que u

u™" (a;) sea finito o no). Por tanto

[u] < ctefu'| y Juum] < cteju'u™] o0

Lema 15.3 Suponemos que T berifica las 4hipétesis (1.1),
(1.2) y (1.3), y que u tiene 1_47'{ nimero finito de arcos.

I. St 1!’ eLq, con q>3, en un entorno del origen,

entonces o
0 < |u™ (a;)l P :
II. Si en un entorno del origen IT'(s)} >C|s|r_1 c.t.p.
eon - C>0 y 0<rg2/3 , - entonces

Lum @] = oo

Notemos que la hipétesis de I se cumple, por ejemplo,Sj
Tt es)] ¢ cs)*7?
14-A) que a g "le corresponde" r=1/q'.

con r>2/3. Recordamos (seccién

Como u"(a;)=0, el lema 12.2 nos dé u" (a;)#O. Pasamos
a ver que este l{mite es finito (punto I). Para ello vamos
a ver que uiv es integrable en (c, am). En el lema ante-
rior, vimos que uiv =-T*'(u). Ahora razonamos como en las
férmulas (14.3), (14.4) y (14.5)
1/q

amb a_ . Naw JX
J [F* (u(x)) |ax s] [T (0 |? utax I -
c

c c |u'|q‘/q

1/q"

La primeré integral es finita por la misma razdén que
(14.4). Veamos la segunda integral. Por ser |u"l (a;)|>0

2 1 Cte
Jut(x)| » cte (a_-x) y —= 7 S ]
* lu'(x)|q /a (aw—x)2q /4

Dado que 2q'/g<! equivale a g>3, la segunda integral es
también finita. .

Pasamos al pnnt& IT . Supongamos (reduccidn ai absurdo)
que u™ (a_) es finito. Entonces en un entorno de a

uvCtela_-x)
- o
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ju*?] = 1| > C|u|r_l N octe fa-x)dfrTl)

Por tanto, para 3(1-r)>1, es decir, rg2/3 resulta que
v iv
u no es integrable. Dado que u tiene signo constante,

esto implica |u™ (a;)[ = o, contradiccién.

Finalmente, damos una condicién suficiente muy general
para que no sea finito el nimero de arcos. Recordamos que
si T es Lip, puede darse una demostracién mucho m&s simple

(ver nota despues del teorema 12.1).

Lema 15.4 Suponemos que T verifica las hipétesis (1.1),

(1.2) y (1.3), y ademds que

T’ eLq , con q>3 , en un entorno del origen.
Entonces ul(x;a,B) tiene infinitos arcos, cualesquiera

que sean a y B.

(En la seccién 21 veremos que estas hipétesistam“éﬂmﬂkmr
la continuidad de u™ en a ).

Aplicdndolo al problema r-potencial, nos da que u tiene
infinitos arcos si r>2/3. Este resultado serd mejorado hasta
r>(2/3)-€ en la seccién 26.

Supongamds (hipétesis de reduccidén al absurdo) que u tiene
un nimero finito de arcos. Vamos a ver qué entonces existe
una funcién v del conjunto de minimizacién para la que
J(v)<J(u), contradiccién que probard el lema. El método de
demostracién es como el del lema 15.1.

Podemos suponer u>0 en el Gltimo arco. Por el lema 15.1
u”(a_)=0. Por el lema 15.3 u™ (a_)=-K , con 0<K<m
Trasladando el origen al punto a_ tendremos cuando y»O*

u(*y)“»g y3 , u'(-y)v- g Y2 , u'{-y) vKy

La funcién v vendra dada por (15.1) vy J(v) —T(u) por

(15.3), pero ahora P(x) serd el polinomio de tercer grado

tal que
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P(-y) =ul-y) , P'(-y)=u'(-y) . Piz)=p'(z) =0
Ponemes z = (t-1)y , t>1 . zy = ty .
{ver figura). Vamos a hacer y+0+ f"""“'“”ﬁ
} + ¢

manteniendo t fijo. La idea esen- -y o A

clal es qué los términos en T (P)
y ['(u) de (15.3) tienden a cero con y mids deprisa que los
términos en P" y u".

Algunos cdlculos elementales dan

2 .3
P(x) = -A v(::;‘) + B (;;) _ , (15.4)
A= -u'(-y) (z+y) - 3u(—y)“»§ (t-1) y3

= - K (-2 3
B-A+u(y)m2(t3)

Consideremos en la férmula (15.3) los términos en I (P)
y T(u). Para estos términos no escribiremos la dependencia

en t, pues no la necesitaremos. Para todo X € [—y,z]

[e(x)| ¢ |a]+]B] = oty )

por ser I'' € LY con q>3, el lema 5.1 nos da
I'(s) ¢ ctels|” con  r>2/3

z 3r+1)

Tz : r
I'(P(x))dx\<cte'j |p(x)|”ax<[0(y3)] (z+y) = ofy
—y - —y - . .

De forma algo m&s simple resulta

IO
~y ‘
Pasamos a considerar los términos en P" y u" de (15.3).

’

Fu(x)) ax= oy =*")

Ahora escribimos la dependencia en t eh forma de O de Landau-
cuando t»*«, Dado que para todo x € [—YIZ]

e" (x)] < _2lal+e]B] _ ‘o(%) o(y).

(zty)?

A

z 2 '
1 J P (x) 2 dx < [0(1, 0(y)] C(zeg) = 00D 0(y0)
I e 0%
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0 2
-y ’
Teniendo en cuenta que 3r+1>3 porque r>2/3, resulta
2
y*0 b4

que es negativo para t suficientemente grande. Q.E.D.

Nota Para y pequefiio, A y B son poéitivqs en virtud de
las férmulas contiguas a (15.?). Por tanto v tiene valores
negativos en las ﬁroximidades de x=z. Si tuviéramos -
J(v)<JI(u) con v30 llegariamos a la conclusidén absurda de
que también el problema de la seccién 31 tiene infinitos
arcos. Confréntese con las notas b) y c¢) que siguen al
lema 15.1.

También convienebseﬁalar que los cdlculos explicitos de
la anterior demostracién pueden obviarse casi totalmente
expresando todas las relaciones-mediante O y o de Landau.
Asi, estos métodos pueden aplicarse a problemas de mayor

orden casi con el mismo trabajo.



PARTE V

EL PROBLEMA T H RESULTADOS PRINCIPALES

En esta parte se estudia el problema T cuando T
verifica a la vez las tres hipét;.esis basicas (1.1), (1.2)

y (1.3) , pdg. 12 .
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16. Ecuacién de Euler y otras ecuaciones intecrales/diferenciales

16-A Enunciudo de tres teoremas fundamentales

M(0,a ) designa el espacio de las medidas de Radon sobre (D,aw)-

Teorema 16.1 Ecuacién de Euler

En las hipdtesis (1.1), (1.2) y (1.3):

I. ulveM(O,aw) s uu*P<0 » T'(u(z)) estd definida c.t.p.

1
en (0,a_) y F'(u(x))eLZoc(O,am) .
Ir. W 4 Tr(u) +A = 0 en  M(0,a_)

donde la medida A estd dada por (16.2): verifica. uby0 ,
estd concentrada en los ceros de u' y todos los ceros de u’

.en (0,a_) son puntos aislados.

III. A=0 si ademds r'ezgoc(n—{ol) con q>2 .

La expresidn uuiv estd definida como multiplicacidén de una
funcién continua por una medida.
Conviene sefialar que la distribucidn ut? puede no ser una

medida sobre R+

« @ causa de la singularidad en a_ . Ejemplo:
el problema aBr con 0<rg2/3 (seccién 11).
En el problema r-potencial se tiene A=0 para todo ¥>0 .

A=0 implica, desde luego, A1=0 en el teorema siguiente.

* Teorema 16.2 en las hipdtesis (1.1), (1.2) y (1.3):
I. Para todo mad que no sea un cero de u'

a

a
ulz)u' () - u'(2)u"(x) = [  oun +I ® ul "(u) + A, (x)
T =

x

donde la funcidn no-creciente y no-negativa A, es la primi-
! -

tiva de -ub que verifica A1(am):0 . Ver férmula (16.4).

En particular, es estrictamente postitiva y estrictamente de

. . . "
creciente en (0,a ) y tiene limite nulo en a, la funeidn

wlx)u' (z) = u'(z)u"(2)
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II. En (0,a_) la funcién

u'(x)? - ulx) u"(x)

es posttiva, decreciente convexa (las tres cosas estricta
3 -—

mente), y tiene limite nulo en a_ .

Teorema 16.3 En las hipdtests (1.1),(1.2) y (1.3), se.

verifica para todo =z € (0,a,)

I, Ju'(x)u™ (z) - é un (st r{u(z)) =0

donde los tres sumandos son continuos en (0,a_).

a A
J YL J I(u)

x x

I -u'(zut(z) = 3

Estos teoremas estdn muy relacionados con cuestiones de
reqularidad, seglin detallaremos en la seccidén. 21. En parti
cular, adelantamos que los tres sumandos de la ecuacidn dai
ferencial del teorema 16.3 resultardn ser continuos en E‘:

Los lemas de la parte anterior reducen las dificultades
de la demostracidn a dos cuestiones: 1) Obtener que el con
junto de los ceros de u' en (O,aw) es "suficientemente
sencillo", lo que se concretard de momento en gue es un con
junto de puntos aislados. 2) Obtener que tienden a cero
en a_ varias de la funciones involucradas o, lo que e§ lo
mismo, que son cero ciertas constantes de integracidn. Pric
ticamente s81o habrid que considerar el caso de infinitos ar
cos, pues el caso contrario es casi inmediato a partir de
los resultados de la seccidn 15.

Comentamos que si ademas T € Liploc(R) l;s demostracio

nes se simplifican mucho gracias al corolario 6.1,

Nota El punto II del teorema 16.2 es valido en dimensidn
dos enunciado en la forma siguiente (Schacfer [1]) : Si
A%2u + £(u) =0 y s f(s) = O (y otras hipdtesis de reqgu_

laridad), entonces la funcidn |[grad u|? - nwAu alcanza su
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-madximo en la frontera del dominioi El casc £3Z0 se enéuentra

ya en Miranda [l].

16-B Algunos lemas auxiliares

En las mismas hipdtesis sobre TI.

Lema 16.1 En (0,a_)

A , 2
I. 4"’ es una medida y uu V<o.

II. u™ es mondtona en cada arco de u, continuq donde
u'#£0, con limites laterales finitos en cada punto b
(0<b<a_) donde se anula u'. Por tanto u'u'™ es continua

también en cada punto b.

III. u" es c¢céncava o convexa en cada arco de u y continua
en (0,a_).

(Este lema serd mejorado en la seccién 21).

En (O,am) u y u' no se anulan simultdncamente (teorema 5.2).
Los puntos en que u#0 se tratan con el lema 12.1 y los puntos
en que u'#0 con el lema 13.2. Recuérdese también el lema '1.1.

Lema 16.2. En (0,a)

u'(z)u"’(z)~‘%u"(x)2+- I'(u(zx)) = K con K<0 (16.1)
(La demostracién de que K=0 es la principai dificultad del
teorema 16. 3. fsté estréchamente relacionado con la continuidad
de u" en am).> i ‘
Por ser u" céncava o convexa, en cada arco u' o bien tiene
un intervalo cerrado de ceros,o bien tiene a lo mds tres cerps
aislados. Por tanto pcdemos descomponer (0,a ) en una sucesién
numerable de intervaloé‘abiertos contiguos en. los que o bien

u'=0 o bien u'#0. En cada intervalo donde u'#0 es véalida, -
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por el lema 13.2 , la ecuacién de Euler uiv = ~T"'(u) .

Multiplicdndola por u' e integrando se obtiene la ecuacidn
del lema. En los intervalos en que u'=0 , dicha ecuacidn se
reduce a la relacidn trivial T(u)=K . A priori, la constante
K podria ser distinta en cada intervalo, pero la continuidad
del primer miembro nos da que es la misma en todo (0,a_) .

Veamos que K€0O . Si u tiene un nimero finito de arcos,
el lema 15.2 nos da K=0 . Si u tiene infinitos arcos, toman
do en (16.1) el limite cuando =x*a_ a lo largo de los ceros

de u' resulta

Lema 16.3
I. u' y u" wo se anulan simultdneamente en (0,a_) .

II. Los ceros de u' y de u" en (0,a_,) son atslados.

(Este lema serd mejorado en la seccién 17).
En efecto, si se anulan simultdneamente (16.1) nos da
I'(u)=K , lo que es imposible porque I es definida positiva,
u#0 y K€0 . Por tanto,. los ceros de u' en (O,aw) son aislados.
En cada arco de u , u” tiene (por concavidad o convexidad)
o bien un intervélo E de ceros, o bien a lo m&s dos ceros ais-
lados. En el primer caso es u'"30 en E, luego T (u)=ZK<O0 en E,
luego u=0 en E , lo que es imposible. Por tanto, los ceros
de u" en (0,a_) son aislados. )

Lema 16.4 u" estd acotada en un entorno de a_ .

(Después ve;emos qde de hecho u"(a;)=0 ).
Si u tiene un nimero finito de arcos, sabemgs ya que
u"(a;)=0 por el lcma 15.1 (aqui seria suficiente el lema 12.5).
Sea u con infinitos arcos. En los extremos locales de u"
es u'"=0 , o bien u'=0 si u' no es continua. Por tanto, de
(16.1) resulta que es finito el limitecl.'u"2 cuando x*a_ a lo

largo de los extremos de u" . Q.E.D.
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16-C Demostracién del teorema 16.1

punto I. I’ (u(x)) estid definida c.t.p. por el lema 13.2
y el lema 16.3. El lema 13.2 también nos da que utv = —Fl(u)
en L;OC(Q), siendo 2 el conjunto donde u'#0. Veamos que
.
T*(u)e Llo

la derecha y en un entorno a la jizquierda de cada cero de

c(O,aw). Basta ver que ['(u) e Lt en un entorno a

u', puesto que en cada compacto de (0,a ) hay sélo un ndmero
finito de ceros de u'. Sea pues b, O0<b<a_, un cero de u' y
E un entorno laterai de b en el que uiv tiene signo constante.
Como u"™ tiene limites laterales finitos en b, integrando
w*? = I'(u)  en E resulta que I'(w e (). 0.E.D. (B1
resto del punto I estd en el lema 16.1).

. (Es de notar que el anterior razonamiento no es apliéable
"a b=0 ni a 5=am. Ver la seccidn 21).

Punto FI. Dado que u®?

+ F'(u) (que serd -A) es una medida
sobre (O,am) nula én N, es igual‘a una masa de Dirac en un

entorno de cada cero de u' (porque toda medida concentrada en
un punto es proporcional a una delta de Dirac). Mas detalla-

damente :

- -b) -
A gcng(x ) , o, ulb ) >0 (16.

donde la suma se extiende a los ceros {bn} (0<b <a_ ) de u'

y o, es el salto-de u™ en bn cambiado de signo.

Punto III. Resulta del lema 16.3 y del lema 14.2.

16-D Demostracidén del teorema 16.2

Punto I. La existencia de A1 y de la segunda integraf

resulta a lo largo de la demostracidn.

-4 Cuum cwru =we? - wu™ = ue e artw) Fus 20 {16.
Por tanto uu™ - u' u" es decreciente. El decrecimiento es

estricto porque u" sdlo tiene ceros aislados en (O,aw), cn

2)

3)
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virtud del lema 16.3, Vamos a ver que
lim {(uu™ -uvu") =0
x*a_
El limite existe debido al decrecimiento. Por el lema 16.4
u' u"+> 0. Por tanto el limite de uu™ existe. Si hay infi-
nitos arcos, resulta que es cero calculdndolo a lo largo de
los ceros de u. Si hay un nimero finito de arcos, también
es cero por el lema 15.2. .
De (16.2) y (16.3) se deduce para 0<xl<x2<aoo y
uw'(x)) £0£u(x,)
2 2, % ‘
] u"_+] ull(u) + T o u(b) 6(x-b)
R % n n n’

1 1 X Xyb<xy

: (%)
donde 0 es la funcidén escaldén unidad. La suma tiene sélo un

nimero finito de sumandos y ['(u) € thxl,xz).'Ahora hacemos
x2+aw. El primer miembro tiene limite finito. En el segundo
miembro cada sumando es no-negativeo y no-decreciente respec-

to de x luego gaaa sdmahdb tiene limite finito. Ello prueba

2'
el punto I. En particular,

(x) = I onu(bn) 9(x-bh) (16.4)

x<b
n

*)

con o de (16.2),
Punto II. Inmediato de

4 'Z—UU") = gqu™ -u'u"
‘ .

16G-E Demostracién del teorema 16.3

Punto I. Partiendo del lema 16.2, sdlo falta ver que K=0
en el caso de infinitos arcos. (En el caso contrario ya sabe-

mos que K=0 por el lema 15.2). Usaremos el siguiente resultade :

(*) 0(t)=0 si t<0 , O(t)=1 si £0
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Lema 16.5 Si u es una solucidn del problema aBT y. si

b es un cero de u', entonces
Fl

3 Imu"é = Lml‘(u)
2y

(En este lema no se hace ninguna hipStesis sobre T).

La -funcidn v(x) =u(b+§€9) verifica v(b)=u(b),
v'(b)=0 para todo t>0. Llamemos J, al funcional con
integrales tomadas desde b en vez de cero. Haciendo el

x-b
t

cambio y = b+ resulta :

e3 2 1 (%
. L2 " 2
Jb(v) 3 L u"(y) " dy + : L F(u(y)) ay
Como esta expresién se hace minima para v=u, el lema re-
sulta de
d Jb(v)

dat £=1

Seguimos con la demostracién del punto I. Integrando (16.1) :
2, % .
u'u” - = I u®® 4 I T'(u) = K(x,-x) ' (16.5)
x x .

Haciendo x,=b y x

*>a los lemas 16.4 y 16.5 nos dan
1 o /

2
0 = K(a_-b)

’

lo gque prueba que K=0 siempre que u' tenga al menos ‘un cero

b<a_ ; en particular, siempre que u tenga infinitos arcos.
Punto II. Es (16.5) con x2+am, K=0.
. . - L ]
Corolario 16.1 u” y u’lu™ son continuas en a_,

es dectir

u(xz)»0 y u(x)y" (x) >0 cuando z*ra
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(En la seccién 21 obtendremos también la continuidad ab-
soluta hasta a_ ).
Demostracién como la del lema 16.4. Ahora {(por ser K=0)

resulta nulo el limite de u"2 a lo largo de los extremos de

u-.

Notas

a) Hemos demostrado los teoremas 16.1 y 16.2 sin conocer
previamente que K=0.

b) La demostracidén de que K=0 dada en esta seccién es breve,
pero tiene el inconveniente de apoyarse de manera esencial en
la forma potencial del término en u" (por usar el lemaIIG.S).
En.la nota 18.3 indicaremos otra demostracién de que K=0 para

‘el caso de infinitos arcos.

c) Si B<0 puede ocurrir (secciones 26 a 28) due u tenga sdélo
un arco incompleto y u' no se anule nunca antes de a_. Entonces
s6lo conocemos el método del lema 15.1 para demostrar que K=0.

d) Si se supone que el soporte no es compacto (es decir,
aw=m), resulta K=0 inmediatamente de (16.5). En cfecto, hacien-
do x,%a resultaria "finito=infinito" si fuera X#0. Este camino
siempre podrd seguirse si s6lo se desea demostrar la compacidad
del soporte, pues puede partirse (por reduccién al absurdo)

de suponer a_=®.
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17. Estructura de los arcos de u

y_algunas acotaciones

17-A Estructura de los arcos de u

Teorema 17.1 (Ver .figura de la pdgina siguiente).
En las hipétegis (1.1), (1.2) y (1.3), consideremos el

arco (an, ) de u. Entonces:

Tne1
1 n "
I. u (an) u (an)f 0 y u'(an) u" (a ) >0

II. En Ez u' tiene un dnico cero bn ,u" un

n’an+1]
Wnieo cero e,y u™ tiene o bien un iUnico cero dn o bien un
intervalo cerrado de ceros [?n,an]. Esto iultimo se excluye

81 ademds la monotonfa de T es estricta.

III. an<bn<cn<dn<?n<an*1

(En este teorema puede ser tanto como

a <a
n+l "o

n41-3x - En la figura se supone an+1fam. Los puntos

angulosos de u"™ que se han dibujado corresponden al caso

a

.en que I'' es no-acotada en el origen).

El punto I es inmediato de los teoremas 16.2 Yy 16.3. Re-
cordando gque-u™ ‘es mondétona y u" céncava o convexa en el
arco, los puntos II. y III se deducen del punto I con razona-
mientos elementales.

' Igggema'17.2ﬂ)Asumimos las mismas hipétesis que en el
anterior teorema. En el punto III se supone ademds que existen

los arcos mencionados.

I. lu'(an)[ > hz’(cn)| >furcd,)| > h"(aﬁ+1)|
Ir. lu"(a, )] > ly"(bn)l > lun(d )| > [u"(a,, )|
III. tucb )| > |utb, )| . Si ademds T es.par, en- .
toneces ‘u(bn)l >|u(bn+1)|

(*) ver también el corolario 23.2 (p.137) sobre el problema afr
con r>l .
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Es conveniente ayudarse con la figura y puede suponerse
>
u>0 en (an'anfl)'
Punto I. ‘u'(an)| >|u'(cn)| porque la funcién w2 uun
es estrictamente decreciente por el teorema 16.2. El resto
estd implicade por el -teorema anterior.

Punto II. Veamos que 'u"(bn)l ;lu"(dn)l. Por la estruc-

tura de u
|u(bn)| >|u(dn)|
y por el teorema 16.3 y la monotonfa de T

1

L. 2 ( =L e 2
7 b )% = Tlulb )) > T(u(ad)) = 5 u"(d)

Las otras desigualdades del punto II. estan implicadas por
el teorema anterior.

Punto IIIX. Por el punto II y el teorema 16.3
2

" 2 _l_ " -
u (bn) >2 u (bn+2) = F(u(bn+2))

(N1

r(u(bn)) =

Como T es semi-moenétona (1.2) y u(bn) tiene el mismo-signo

que u(b ), resulta lu(bn)| >lu(b Si T.es par . .no se

n¥2° ' n+2)|'
necesita que los .valores de u tengan el mismo signo.

17-B Algunas acotaciones

Los resultados de este apartado, junto con el teorema 17.2,
permiten acotar explfcitamente los supremos de lul \Ju"] y Ju™} en
R+. Las cotas ae u™ también serdnusadas en la demostracién
de la integrabilidad global de u??, asf como en la demostraciﬁn

de soporte compacto de la seccidén 22.

St ademds

»

SEls1” L 0, 0 NI 0k
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entonces para an<aw

1 14
- r \2+r 2+r
|u(bn)| < (%) |u'(an)|

" 2 2¢
Por el teorema 16.3 u.(bn) = 2F(u(bn))>7?'u(bn)|r

Por el decrecimiento de u'2 - uu" (teorema 16.2)

utta > lutb duro ) |2 luts )] Lo T g.E.p.

El siguiente teorema se fundamenta, en esenéia, en com-
parar el problema T con el problema r-potencial. En el fondo
subyace el método de semejanza, pero preferimos dar aqui una
demostracién directa gue no requiere ningin conocimiento pre-

vio sobre dicho método ni sobre el problema r-potencial.

Teorema 17.4 En la hipdtesis

re)gSlsl” , o0, w0 (17.2)
se tiene : 2+3r
M(0, 8) <c, g+r

donde 03 depende séio de (r,C) y estd dada por (17.4) y

(17.3).
Atencidn : (17.1)’y (17.2) son desigualdadeés opuestas.
Aqui M(O, B) es -el minimo Gdel funcional Jdel problema
aBl con o=0.
Tomemos una funcidén fija Vv del conjunto de minimiza-
cién del problema afiT con @=0 , B=1 y tal que
Ve L"(rY) . por tanto, para todo t>0

vix) = Bt_V(%)

pertenece al conjunto de minimizacién del problema ofl' con

a=0. Fn virtud de la definicidén de minimo
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M(0,B) € J(v)

Usando (17.2) y haciendo el cambio y = tx en las inte-
gral«s resulta

st cc, B2 ye gr ¢r*1
vishy ¥ 2

. . ' e r ‘
1 ¥ c
c, -+ L (V (yf ay , c, =< L Vipr | ay (17.3)

Minimizando esta expresién €on respecto a t se obtiene

el teorema con

—
+
Lo

1
24r
c, (17.4)

18 )
+*
2]

2+r
C3 1+t C

4

[
"
—

N
L

(1+r)

Nota Este teorema estd estrechamente relacionado con el
. /
teorema 9.2, Naturalmente, cada funcidén \, nos da una cons-

tante C Confrontando con el teorema 9.2, se deduce que el

3
valor 6ptimo (minimo) de C3 es M(0,1,r), es decir, el minimo

del problema aBr con a=0, B=1.

Teorema 17.5 Asumimos (1.1), (1.2) y (1.3). Si ademds se

cumple (17.2) y a <a, entonces
- 2r
241

|u"(an)| <3 ¢, Iu'(an)
’

Ir-2

24r
9 .2 I ,
" C: L4
|u ("n)|<2 ‘3 1 (an)

Podemos trasladar el origen al punto a  ycon lo que
uv(an) pasa a ser B. Por ser an<aw, tenemos que B#0. Por
el teorema 111 u'(0)u”(0)<0 y por el punto II del teorema

16,3
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3 (7 .2 © 3 (7 .2
Jut(o)rur (o) | = -Bu" (o) = 3 L un® - L Fwe 3 L u”
243y
. - C24r
< 33(w) = 3mM(0,B) ¢ 3 c, B

En el dltimo paso se ha usado el teorema anterior. Dividien-
do por B resulta la primera desigualdad del teorema.

Haciendo x=0 en el punto I del teorema 16.3

B u" iO) = % u"(O)2

Dividiendo por B y usando la desigualdad ya probada para

u" (0), resulta la desigualdad para u™ .
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i8. Principios de comparacidn y decrecimiento

2 ) "
geométrico de u (an) Yy u (an)

Comenzamos demostrando un principio de comparacidén para
el operador d4/dx4 con ciertas condiciones de contorno asi-
métricas. Este y otros principios de comparacién también
reciben el nombre de principios del méximo y principios de
positividad. Como es sabido, implican existencia.-y unicidad
para el correspondiente problema de contorno, con cualesquiera

datos.

Lema 18.1 Sea f una distribucidn sobre el intervalo (0,a)
tal que <o y fo¥)=f(a”)=f"(a")=f"(a")=0.

Entonces o bien f=0 , o bien fi(z) >0 en (0,a)
Freot)so y fro*) <o.

La distribucidn fiv es una medida porque tiene signo
constante (Schwartz [1]). Por tanto (lema 1.1) £™ es no-
creciente, f" es céncava y continua y los 1{mites indicados
existen. ’

Por el teorema de Rolle f' y f" tienen al menos un cero
interior al intervalo. Si £" tiene dos ceros interiores
¢ < %, entonces (por concavidad) f" es nula en (q.,a) Yy
€0 en (0,a). Por tanto, f' no-creciente, £'30 y £=0.

Luego si f#0, entonces f" tiene un Gnico cero interior y
£7(0*) <o ; por integracién resulta £'(0")>0 y E(x)>0.

En esta seé¢cién vamos a comparar u con un polinomio de
tercer grédo. Posteriormente nos interesard comparar con
un polinomio de cuarto grado. Por cdlculo explicito obtene—.
mos los siguientes lemas. (El primero es, desde luego, el

caso particular 8§=0 del segundoi.

| 1]
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Lema 18.2 Sea @ el polinomio definido por

Q=0 . Qror=ata)=o ,  Qu(a)=8, , @"(a)=v,
Entonces v
Q(x) = x(a-x) [%L (1*‘;-“) + g—‘ (2-%)] !
Q'(o) = % Y;t2 8, (18.1)
-q"(0) = 2 v,+5 8, _ . (18.2)

" Por tanto, si a>0, BI>0 y 71>0 se tiene

8y

a

atz) > 8L & (a-z) >0 en (0,a) ' (18.3)

Lema 18.3 Sea P el polinomio definido por - p*V=-s
y las mismas condiciones de contorno que @. Entonces
P(xz) = é% x (a-z)° » Q(x)

2

P'(0) = a’ +Q'(0) -pP"(0) = a” + Q"(0) (18.4)

Ao

Pasamos al decfecimiento geométrico de u'(an) vy u“(an).

Obsérvese que sdlo hacemos las tres hipétesis bisicas.

Teorema 18.1 °En las hipdtestis (1.1), (1.2) y (1.3)
se tiene

luta,, 1 <dura ), Jurta,, Jl<ilunca,)] (18.5)

Yy butz)| > |qQez)}  2n (a,,a, . )

n+1
donde Q@ es el polinomio de tercer grado indicado en el

pdrrafo siguiente.

Podemos suponer u>0 en (an,a +1)' Trasladamos el orxrigen
n

al punto an' Yy ponemos
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-a . u’(an)=80 P U la ==Y, g'(an*1)=—81 P ula )=y, (18.3)

> >0. 2
Por ser u>0 es BOIBI 0. Por el teorema 17.1 es YO)Y1>0'
(Esta condicidén de signos es esencial en esta demostracidn).
Tomemos Q del lema 18.2 y f=u-Q . Entonces f verifica

el lema 18.1, de donde u(x)-Q(x)>0 , £'(0)>0 y £"(0)<0.
De £'(0)>0 y (18.1) resulta
a
BO><§ Yl +ZB1 y por tanto 80>ZB1

De f£"(0)<0 y (18.2) resulta

6 .
2Y1* a BI<Y0 -y por tanto 271 <Yg Q.E.D.

Nota 18.1 Otros principios de comparacién

a) Problema de Dirichlet para el operador Az

(Fisicamente representa placas y barras empotradas). En di-
mensién uno, el correspondiente pfincipio de comparacidn
(A2u>O implica u20) puede demostrarse como el lema 18.1 o
por el método dé la nota siguiente. Mediante un tercer mé-
todo, Bidaut-Veron [3] lo demostré en dimensidén N con sime-
tria esfériqa. Sin embargo, en dimensién N es, en general,
falso, como prueban los contraejemplos de Garabedian [1],
pdg. 510, y Duffin [1], pag. 1057. Durante mucho tiempo

se conjeturd con Hadamard [1] que era cierto, debido a su

interpretacién en teorfa de placas.

2
b) Problema de Riquier para el operador A

Consiste en dar u y Au en la frontera.(Ver p.ej. en Nico-

lescu [1] 1a definicién general del problema de Riquier).

En teoria de barras significa, si las condiciones de con-

torno son nulas, que la barra esta simpleﬁente apoyada.

(En teoria de placas, sin embargo, la segunda condicién de »

apoyo simple es mds complicada que Au=0). Se verifica tri-

vialmente, en dimensién N, el correspondiente principio de
comparacidn (A2u>0'implica u»0) por aplicacién repetida de;

principio del mdximo para el laplaciano.
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c) Las desusadas condiciones de contorno del lema 18.1
resultan ser las apropiadas para la demostracidén de compa-
cidad del soporte (seccién 19). La razdén de ello estriba,
en dltimo término, en que el polinomio de tercer grado Q
tiene signo constante en cada arco,ademés de minorar u.

Por otra parte, en la presente seccidn se acortan los cdl-
culos, pues trabajando con condiciones de Dirichlet sélo
se obtiene la primera relacién (18.5), y con condiciones de

Riquier s6lo la segunda.

Nota 18.2 Principios de comparacidén y propiedad W de

Pélya
El trabajo de Pdélya [l] implica facilmente principios

de positividad (en dimensién uno) para un operador diferen-
cial lineal de orden m, L, que cumpla la propiedad W de po-
sitividad de los wronskianos parciales, (Ver un resumen y
mis referencias en Beckenbach-Bellman Eﬂ]). En el caso

de coeficientes constantes, para que L cumpla la propiédad
W en un intervalo arbitrario es necesario y suficiente que
sean reales todas Su§ raices caracteristicas. Por gjemplo,

.

el operador u+u(m) , pero no el operadorx uru
Las condiciones de contorno pueden ser muy variadas
(incluso pueden ser condiciones de interpolacién), siempre
gque en cada punto se den derivadas consecutivas empezando
&éon la funcién. Esto incluye las condiciones de contorno de
Dirichlet, pero no las de Riquier. )
El trabajo:de Pélja'da (de manera directa) desigualdades

menos estrictas y exige mas regularidad que el lema 18.1.

Nota 18.3 Otra demostracién del teorema 16.3

El planteamiento es el siguiente : u tiene infinitos arcos
y conocemos ya el lema 16.2, pero no que K=0. Fl teorema
17.1 se demuestra, con un péco més~dc.trabajo, sin necesidad

de saber que K=0. (El tecorema 18.1 se basa en el 17.1).
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Por (18.5) lim u"(an) =0
Por el teorema 17.1, I lim inf u'(a )u™ ta ) 20
Por tanto de (16.1) resulta
0K 1lim inf u'(an) u" (an) = K<0 luego K=0.
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19. Compacidad del soporte si IEL(S);.Z Clslr_‘ con 0 < r < 2

En esta sec;ién tratamos el resultado mids general sobre
comPacidad del soporte. En la seccidén 20 y en la seccidn
22 damos resultados menos generales con demostraciones mas
sencillas y breves.

Los principales resultados previos que usamos en todas

estas demostraciones son:

1) La ecuacidén de Euler (teorema 16.1).

2) La condicidn de signos u'{a.n)u"(a,,)<0 que proviene de
la ecuacidn integral.del teorema 16,2.

3) Las acotaciones geométricas del teorema 18.1, que a
su vez se basan en la anterior condicidn de signos.

(Tambi&n empleamos el teorema 16,3 , aunque en la seccidn
20 puede obviarse).

Si sdlo se desea demostrar la compacidad del soporte, pue
de suponerse que u tiene infinitos arcos, pues en casoé con
trario ya sabemos (teorema 12.,1) que el soporte es comﬁacto.
(En particular, no es necesario el estudio de la seccidn 15).,
Asimismo, recordamos ia simplificacién explicada en la nota

d) Pale. 102 .,

Teorema 19.1 Asumimos las hipdteéis (1.1) , (1.2) y (1.3).
Entonces el soporte de u es compacto si en un entorno de
g=0

It (s)| cls)™ ! ecitep. , €>0 , 0<r <2 (19.1)

La idea principal de la demostracién consiste en comparar,
. iv .
en cada arco de u ,la ecuacidén de Euler u + T'(u) + A =0

. iv . . .
con la ecuacidn lineal vy + Ay = 0 . Ahora bien, esta com

paracidn requiere un proceso de preparacidon y una eleccion cui
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dadosa de las condiciones de contorno (nota 18,1,c).

Teorema 19.2 En las hipdétesis del teorema anterior,
sea (an,an+1) un arco de u tal que

10) La imagen de (a,,a,, ;) por u estd contenida en
el entorno de s=0 en que se cumple (19.1)

20) a, , < a, y, por tanto, u'{an+1) ;6‘0 ,
Entonces
2-r
. 2+r )
a1~ a, <.K, ju'fa,)| (19.2)

donde K, depende sélo de (r,C) y estd dada por (#.9).

P 4
(En relacién con K,, vease también la nota__a) de

la pdgina 120 . Por otra parté, obs&rvese que la segunda

hipbdtesis excluye el {ltimo arco, caso de no haber infinitos
arcos).
Este teorema 'y (18.5) implican el anterior teorema. En

efecto, L (a an) < ® por estar mayorada, desde un

n+1
n en adelante, por una progresién geométrica decreciente,
(Recordamos que u(x) =+ 0 cuando x = aw).

En particular, para el .problema oafl' con a =0 resulta,

suponiendo que (19.1) se cumple glchalmente

g -
s —B g2 (19.3)

® - a2’

que es una cota en la que s56lo _intervienen datos del problema.

Pasamos a demostrar el teorema 19.2. Trasladamos el origen
al punto al vy retfoiamos las rnotaciones de la demostracidn

a .

del teorcecma 13.1. ;n parylcular a Qe T A,
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Llamamos G(x,t) a la funcién de Green, cambiaJa de signo,

del operador a"/dx* con las condiciones de contorno del lema
18,1, es decir, las condiciones homogéneas correspondientes a

las de (19.4). En virtud del lema 18,1

G(x,t) > 0O en (0,a) x (0,a)
Consideremos el problema de contorno lineal

Yy € c“[bfa] , A>0 , By >0 , Y;>0

y'W+ Ay =0 en (0, C(19.4)

y(0) = y(a) =0 y'ta) = - g1 y'(a) = vy
Insistimos en que G se.refiere al operador u - ulv ’
mientras que (19.4) se refiere al operador a > uV o+ au P

Este @iltimo no ve;ifica propiedades de positividad y el pro
blema (19.4) puede no tener solucidn o tenerla no @inica. Re
cordemos que, por el contrario, el principio de comparacidn
del lema 18.1 implica existencia y unicidad para el corres
pondiente pfoblema de contorno.

Puesto que yiv = - Ay , podemos relacionar el problema

(19.4) en G. En efecto, por superposicidn lineal y(x) es
solucidn de (19.4) si y sélo si es solucidn de la ecuacidn

integral

a
y(x) = Q(x) + A J G(x,t)y(r)dt (19.5)
. .

donde Q es el polinomio de tercer grado del lema 18.2.

Aqui sdlo necesitamos recordar que Q0 > 0 .
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por la ecnacidn de Euler , en el a~rco ~onsiderado

i ’ -
~utY = )+ Ay c !
Llamenmos b al cero de wu' en dicho arco. Como el maxi
mo de u en el arco se alcanza en b vy r -1t <1 , te
nemos
r-1
" u(x) u(x) . r-1 u(x)
( u(b)) 2 o luego  u(x) 2= 5
u(b)
y finalmente en (0,a)
-uwt? > con A = —So— (19.6)
-r
a(b)
Se comprende ahora el interés de los siguientes lemas.
Lema 19.1 Supongamos que existe u tal que en (0,a)
v : g, iv R
u és una medidda, u > 0 , u + Au £ 0 y u satisface
las condiciones de contorno del problema (19.4)., Entonces,
el problema (19.4) tiene una solucidn yfz) que satisface
en (0,a) -
ulz) > ylz) > Qlz) >0
(En este lema u no designa una solucién-del problema
I , es decir, u sdlo verifica las hipdtesis enunciadas
en el lema). .
Consideremos u tal que —u:v = Au vy que verifica las

mismas condiciones de entorno de (19.4) . pada u , esta u,.

existe, es {nica y estid dada por
a

(]

wy(x) = Q(x) + AI G(x,t)u(t)dt (19.7)
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Por el lema 18.1 (el cual admite que u'Y  sea una medi

da)

u(x) > u;(x)

vVamos a construir y(i) por iteracidn en (19.5) . Po__

nemos

y1(x) = 0(x)

a
yn+1(x) = Q(x) + A[ G{x,t) yn(t)dt (19.8)
- []

Organizamos la demostracidn en cuatro pasos. Utilizamos

repetidamente que Q,G,\ son estrictamente positivos.

(x) > y_.(x) . Vamos a verlo por inducciGn sobre

1.y .

n+1
n. Es évidente que y, > Q = y; . Supongamos (hipdtesis

de induccidn) que Y, > Y, , . Entonces

Yner = Q + AIG Yy, > 9+ AIG Yo_q1 = Y,

2. yn(x) < u(x) . También por induccidn. Por (19.7)
Y1 = Q < uy<u . Supongamos (hip8tesis de induccidn) Y, < u.
Entonces por (19.7) otra vez
Yoeg =92+ A I Gy <Q+ fG u = u £ ou
’

3. Por monotonia existe y(x) = lim yn(x) para todo

x € (0,a), Ademas
Q(x). < y(x) £ u(x)

y por tanto y(x) es integrable en (0,a). (y(x) es medible

por ser limite puntual de funciones continuas).
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4, Por el lema de Levi de convergencia mondtona "se puede
pasar al 1imite dentro de la integral"” en (19.8), luego y(x)
verifica (19.5), lo que termina la demostracidn del lema.

Comentamos que, por el lema 18.1, o bien u = y

, O bien

u > y en todos los puntos del intervalo,

Lema 19.2 St la ecuacidn y‘v(m) + Ay(z) =0, X >0,

tiene una solucidn estrictamente pogitiva en.(0,a), entonces
. 4]
a f 2T -?7?

Conviene introducir la notacién A = 4u“ y Z = UX. Conéi_

derando la solucidn. general
z z -z ; -2z
A, e cos z + Aze. sen z + A3 e cos z + Ay e sen

algunos cilculos dan que dos raices consecutivas cualesquie_
ra distan menos -de 2% {en la variable 2z), es decir, que

ya < 2% . Q.E.D.

Ahora demostramos el teorema 19.2. Por (19.6) y los dos

lemas anteriores (volvemos a llamar bn ‘a b)

vZ &
— = < ——
an*‘ a, a 2 61/4 u(bn)

pado que (19.1) implica (17.1), aplicando ahora el teorema

17.3 obtenemos (19.2) con
2 - r

]4(2+r) )

Ky = 27 /2 [% (19.9)

A
C 2+r
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Notas:

a) Un estudio mids detallado de la ecuacidn yiv +ly =0
en la situacidén de lema 19.1 permite demostrar que en (19.9)
se puede poner Kp en vez de 27 , siendo Kp la primera raiz
positiva de la ecuacién tgx= thx . Una buena cota superior
de Ko es 5m/4 ., Con siete cifras decimales exactas se tiene

ko= 3.926 602 3 % =3.926 990 8

b) El mismo estudio da que la solucidn y(x) del lema 19.1
es dnica. ~

c) El Gltimo arco hay que excluirlo porque daria Q = O,

o .

<
n

d) Es claro que el teorema 19.2 es vilido también para
r =2, Entonces resulta un decrecimiento al menos evancncfal

de u en ™ ,
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20. Compacidad del soporte : mejoras si 0<rg1

En el caso 0<rg! vamos a dar una demostracién m4s simple
de (19.2), obtener un valor mejor de la constante y suprimir
la limitacidén . an"1<a“‘3 ,Seguimos empleando las mismas con-
diciones de contorno, aunque ahora servirian también condi-
ciones de Dirichlet, de Riquier u otras (ver notas de la

seccidén 18).

Teorema 20.1 Asumimos las- hipétesis del teorema 19.2,

salvo que ahora O0<rgl1 y en cambio puede ser @ 41°%
Entonces
2-r
2+r
- ’
@, én < X, |u (an)l
1-r ‘
_ 1/3 fr- 3(38+r) 1 -
K2 = 24 3 R e

L
c. o4

La simplificacidén estriba en que ahora vamos a poder
utilizar directamente el principio de comparacién (lema 18.1)

v
par~ el operador u’u .

0 24

Tenemos como antes - ut? - r'(u)-FA> c u'”
Sin embargo, al ser ahora r-1<0 , la relacidn
’ - -1 1
uLulb ) implica u® l) u(b )T = ———
n n -r
. u(b )
de modo que tenemos en (0,a)
- a*? 2468 , con § = ——£—~Tj; : (20.1)
u(b )
n -
Consideremos el polinomio (de cuarte grado) P del
lema 18.3. Podemos rcpetir la demostracidn del teoremra
18.1 con P en vez de Q, es decir, con £ = u-P . Ahora
£'(0) >0 da _
. $ 3
B >—i-a3 + Q'(0) luego B.>57 a




puesto que Q' (0)3»0. Sustituyendo
1-r
~a_ < (31)1/3 Iu(b )I 3

2ntt n C n

Notemos que esta relacidn con
pacidad del soporte, puesto que
(Hasta aqui no se ha empleado

de sus consecuencias).
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(18.6) y (20.1) resulta

Iu‘(an)ll/3

(18.5) ya implica la com-
1-x>0 y 'u(bn)|< sup‘ul.

el teorema 16.3 ni ninguna

La demostracidén se termina aplicando el téorema 17.3,

el

Nota Un resultado de soporte

cual s{ que se fundamenta en el teorema

16.3.

compacto para otro Qrobiema

Consideremos el problema que se obtiene cambiando en el

problema I' el funcional por

o o
LI u..’+gj
2 0 2 0

(El término en u'

2 <.
u' + l T (u)
0

la de una cuerda).

significa fisicamente

; B>0

una tensidén como

Entonces,el soporte de toda solucién de este problema es

compacto si se cumplen las mismas hipdtesis que en el teo-

rema 20.1.

Obsérvese que por ser r<1

IT'(s)]» ¢ > o0

Para el nuevo problema puede construirse una

teoremas andlogos a los
finalmente la demostracién de 1la

la del teorema 20.1.

vistos en estas

la hipétesis (19.1) implica

c.t.p.

cadena de
paginas y redreir

compacidad del soporte a

En dicha cadena de teorcmas aparece en vez del operador

1v
u*u

el operador mds complicado

TV N
n->» u — Bu" . Sin

embargo, este dltimo siqgue verificando la propicdad W de

Pélya (ver nota 18.2)

y pueden emplearse los tcoremas de

Pélya [l] sobre interpolacidén, ceros y positividad.

(20.2)
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La ecuaciin de Euler es ahora
w*? ~Bu" 4 F'‘'(u) + A =0

Obten;mos qle u"{x) >0 cuando x*a como en el
corolario l(.lf Entonces,;en los arcos contenidos en un cier-
to entorno de a_ (supuesto u>0)

% - (w4 A-Bu" 2T'(W) -€ »C-€ > 0

de modo que hemos llegado a (20.1) con ~ § = C - €.
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21, Regularidad en el problema T

Teorema 21.1 Regularidad.
I. Asumiendo sélo las hipdbtesie (1.1),(1.2) y (1.3), te
. | -
nemos que u'" es continua donde u' ;é 0y

u*? ¢ M(0,a.) . u™ ¢ L'(RY) y u" ¢ Abs C(EY)

II. S ademds r' e L%oc(n —{0)) con q > 2 , entonces

£V € LiZoc [O,am)' y u™ (x) es continua para =3 a_, T3

III. S%i ademds T' e Lgo'e{ﬁ) con q > 3 , entonces

£’ e LY(RY)  y  u™ € Abs ¢ (FY)

: 0o,
IV, St T verifica (1.1) y T € Liploc(l?) , entonces u‘LveL(ﬁ:

Notas

a) La hipbétesis de III implica que wu tiene infinitos
arcos (lema 15.4).,

b) Consideremos T'(s) = Islr . La hipdtesis de II sc>cug
ple para todo r > 0 , puesto que el origen estd excluido.
Por otra parte, q > 3 de 1III significa r > 2/3.

c) Recordamos que la integrabilidad global de f' impli
ca que f es!globalﬁente absolutamente continua y globalmen

te de variacidén acotada (consecuencia del lema 1.1).

El punto IV es repeticidn del corolario 6.1.
El punto II estd incluido en el teorema 16.1. (El .proble
ma que se presenta cuando el origen es un cero de u' estd

resuclto en el lema 14.2).
Para dcmostraf{III s6lo falta estudiar a_ . Por el lema 15.4

u tiene infinitos. arcos y por el lema 5.1, para s en un compacto:
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Mis) < Cte /5,7‘ con r>2/3

iv
Dado que u tiene signo concstante en (an,a

que uzv e Ll(O,am) es suficiente que

n*l)' para

£ |um (a
n n

lo que es cierto, ya que |u” (an)l estd mayorada por una

b)) et ] <

progresién geométrica decreciente en virtud de los teoremas
17.5 y 18:1. El exponente del teorema 17.5 es positivo
porque r>2/3. .
v 1 + ’, :
Para obtener que u € L (R") solo falta saber que
u" (a;) = 0, pero esto resulta de que u"'(an)-+0. (Aquf

es esencial saber que hay infinitos arcos).

Pasamos a demostrar el punto I. Confrontdndolo con el
teorema 16.1, el lema 16.1 y el corolario 16.1, vemos que
s6lo falta demostrar que u™ es integrable hasta a_ y hasta

el origen.

1. Veamos que u™ es integrable hasta 'a_. Como antes, es.
si1ficiente que

I | u'a
n

- " )
z ) - u'a| <

+1
donde se usa.la notacién del teorema 17.1. (Ver la figura que
lo acompafia). Por el teorema 17.2 'u"(dn)|< |u"(an)| »
laego por e; teorema 18.1 la anterior suma es, en efecto,
finita. Insistimos en gque aqui{ no se ha supuesto ninguna

acotacién de I' por potencias.

;

2. Veamos que u™ es integrable hasta el origen. Existe
ua entorno a la derecha del origen, E, en ¢l gue u'#0. Por
la ecuacién de Euler

iv ’ ' i

- u. = ' (uw) an E
. ! 1
Si u'(0)#0, vimos en el lema 13.1 que (et (E) y a
fortiori u" e LI(E)» . 81 u't0)=0 la demosttracidn no esta »
ilcorporada en lemas anteriores. Como u"' ticne signo cons-

tante en un entorno del origen, es suficiente ver que el
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limite u"(0') es finito. Sea 0<x<x, € E !

x . :
u"(x) = u"(x ) + u"™ (% ) (x-xp) +-I (x-t) utv(t) dt
Xo
luego es suficiente ver que
Xo .
lim I (t-x) T'(u(e)) at < =
X

x+0

+
Si u” (0 )=0 no hay nada que demostrar. Si u"(0+)#0, entonces

en un entorno del origen
Jur(t)] > cte t

Multiplicando y dividiendo por Iu'l y dado que Ot -x<t

% tox ' » %
Lmr (u(t)). Jur(t)] at ¢ cte L I (uie)) Jur ey | ae

y la dltima integral es T(u(x)) - F(u(xo)) en virtud de

la férmula de cambio de variable. OQ.E.D.

Notas ,

a) Sea b un cero de u', b<a_: Si b#0, u™ tiene limites
laterales finitos en 5, ya que uiv es una medida sobre
(O,aw). Si b=0, el limite .u“'(O*) existe por monotonia

pero puede ser infinito, como muestra el ejemplo de 1la
seccién 14-A. En cambio, la hipédtesis de II implica que

u"'(O’) es finito, como ya hemos dicho.

, .
b) Si el soporte no es compacto, estos resultados nos dan

propiedades asintéticas en ©. Seiilalamos también las siguientes?

c) Asumiendo sélo las hipdStesis (1.1), (1.2) y (1.3) se
tiene ’
2, 4
u" € LI(R+) y u' € L°(R)
La afirmacién sobre u" se demuestra por el método que daba
. © [ " 1 +
u™ integrable hasta a_. Ahora u € L (R} y u" € L (RrR')

+
(*) Ademds u' (0)=0 excluye u"(0 )=0 como en el lema 16.3 .
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‘dan u' € LZ(R*) por la desigualdad de Nirenberg del
lema 5.3. '

d) Si ademds se cumple la hipStesis (17.1) del teorema

1
17.3, entonces u' e L (R*) . Es consecuencia del pro-

pio teorema 17.3 y de (18.5) que dan

zjlu(bn+

Putb | o< -
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22. Compacidad del soporte : otra

demostracién  (2/3$rg1)

Supongamos que se cumplen las hipdtesis del teorema 21.1,

III (con lo que u®? GL1 }) y ademés

Ir(s)} 2 ¢ c.t.p.

Entonces

1 L
a. € LT,

En efecto, resulta de integrar |ulv|= |F'(u)| > C

en (O,aw).

Analizando la cuestidén con detalle, se observa que este
tipo de demostracidén de compacidad del soporte puede hacerse

~on hipdtesis mds débiles, a saber

1. Las tres hipdtesis bidsicas (1.1}, (1.2) y (1.3).

r-1 ’ =
2. | (sy| »cls] c.t.p. c>0 ; c>0
c £ 2 -
3. T(s) g = |s|F Fsrsrgt
r
Aqui r<r no es mas que una condicién de compatibilidad

entre las dos desigualdades. La hipdtesis 3 es pés débil que
Tte 4 porque se héce sobre la'funcién en vez de sobre su de-
rivada. Ademis admitimos el valor 2/3.

Veamos .la demostracién. Como siempre, basta considerar el
caso de infinitos aréos. En el arco (an,a ).

ntl

R B L B Y

lull—r

1- % 1- ;
O I e T P Y RN R Rt
Intcgrando resulta

a

1 1- :
R L PRI RN CRSRT
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E' primer factor estd acotado. El segundo estd mayorado
por una progresién geométrica decreciente,por los teoremas
17.5 y 18.1, supuesto r>2/3. Para r=2/3 el segundo factor
estd acotado y para el primero se recurre al teorema 17.3.
Q.E.D. ' A '

La forma explicita de las cotas es complicada debido a
que tenemos dos expénentes : r , r.

En resumen, la demostracién de esta seccidén se funda-
menta en las cotas geométricas del teorema 18.{ y del teo-
rema 17.5. Es menos general y'algo mds complicada (en
cuanto a los resultados previos necesarios) que la dada
en la seccién 20. Su interés radica en el estudio de otros

problemas de contorno y del cdlculo de variaciones.

Nota Simplificacién si r es Lip y |IT ()] » c .

(Obsérvese que hemos puesto r=1 y que I Lip implica r=1).

Si I es Lip y definida positiva (1.1), puede llegarse a
unas cotas geométricas como las dgl teorema 17.5 mucho mas
rdpidamente. En efecto, ahora wPer”(rY y por el teo-
rema 17.2 ) '

Ho'll o, = lurap|
L (a

» )

Aplicando el lema 5.3 con normas Lm

. ‘o 2/3 1/3
lu a [« flum |l < cte [|WV)1% Nuell 2/
L (an.m) L (an,m) L (an,w)

’

& Cte ”uzv”if3 Iu'(an)|l/3

que es el resultado anunciado. La demostracién de compacidad -
del soporte se realiza ahora como antes empleando la h{pé—

tesis IT' ()| > ¢ .
v
Recordamos (lema 6.1) que |Ju || §K si K es una cons-
N o

tante de Lipschitz global de T.






PARTE VI

by

EL PROBLEMA r-POTENCIAL : COMPLEMENTOS

En esta parte combinamos el método de semejanza, los_

métodos de las partes IV y V y propiedades de continui-

dad en los pardmetros (a,B,r)

Recordamos que el problema r-potencial verifica} para

todo r>Q , las tres hipdtesis basicas (1.1), (1.2) y

{1.3) 4, pé&g. 12 .’
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23, Aplicaciones de la parte V al problema r-potencial

23-A Férmula del minimo y reduccidn a un problema de Cauchy

 Teorema 23.1 Sea cualquier (u,B) y cualquier r > 0.

St u es una solucidén del problema opr, entonces

(2 + 3r) M(a,B) = 4au™(0) - (2+7)Bu"(0) (23.1)

Tenemos I'(s) = % Islr Yy I'(s) .= Clslr-1 sgn s

(Es dé notar que en (23.1) no aparece expliQitamente la
constante C). )
" El teorema resulta de operaciones elementales con las ecua
ciones del teorema 16.2,I y del teorema 16.3,II. La clave estd
en que ahora F(u) y ul’(u) son proporcionales. (Ya diji

mos que A, es cero para el problema r-potencial).

Conviene subrayar que el valor del minimo, M(a,B) , es

inico aunque la solucidn del problema ofr no sea finica.

vamos a ver como reducimos nuestro problema aBr a un
probléma de valor inicial de Cahchy, suponiendo B > 0. (Re
cordamos el convenio de signos:a > 0 siempre y B > 0 si
a= 0). )

Del teorema 16.3,1;
2

r

Bum (0) _;_ u”(o) + _Cr_ a = 0 (23.2)

Consideremos (23.1) y (23.2) como un sistema con incdgni
tas u"(0) vy uﬁ (0) . Ssi a >0 y B > 0 tenemos una pa
ribola y una éecta gque se cortan en dos puntos. En uno de
ellos u"(0) es positiva, luego podemos excluirlo por el
teorema 17.1 (ver también la figura que lo aéompaﬁa).Por
tanto u"(0) y u"™ (0) se expresan univocamente mediante

M(a,B). (Los casos &« = 0 o© B = 0 son inmediatos). »
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Desde luego, se puede dar explfcitamente u"(0) y u™ (0)
mediante la férmula de la ecuacién de segundo grado. En el
caso del problema (a=0,B8=1) tenemos las sencillas férmulas

243r
2+rx

M0, 1) v (0) = 1 um(o)? (23.3)

u"(0) = -

Notas (
a) Si B<0, resultan a lo mids dos vectores de datos de
Cauchy, uno por cada punto de corte de la pardbola y la recta,
pero ya no podemos excluir uno de ellos por el anterior
argumento sobre sighqs. Puede demostrarse que; si u tiene

infinitos arcos, el valor correcto de u" (0) es siempre

el menor de los dos.

b) Al haber llegado a un problema de Cauchy, disponemos
de una nueva forma de tratar la unicidad del problema afir.
En efecto, el razonamiento del lema 7.1 nos da que la solu-
cién es itdnica si B20 y que en cualquier céso hay a lo més

dos soluciones.

23-B Cotas de las razones de semejanza y monotonia de otras

funciones auxilaires : -

Teorema 23.2 Sea r>1 y u solucidn del problema aBr.

Con la notacién del teorema 17.1 se tiene

'um (b

L1 .
e <§|u"'(bﬂ)| (23.4)

Podemos suponer u'>0 en (bn,b ) . .berivando

n+l
la ecuacidén de Euler se obtiene :

w = - cle-1) |u|F72 (23.5)
luego u? tiene el signo contrario al de u'. Notemos que, por
ser r>1, lulr_2 es una funcidn intggrable (ya que u' no se

i s v i s
anula donde se anula u) y la distribucidén u  también es una
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funcidén y estd dada por la anterior férmula en (bn'bn+l)'

Ahora u' estd en la misma situaciédn que u en la demos-
traéién del teorema 18.1. Los signos se comprueban conlel
teorema 17.1. Por tanto la segunda de las (18.5) es ahora

(23.4). Q.E.D.-

Notas

a) Si r<1 la distribucién uv no tiene signo constante en
(bn'bn+1) y la demostracién anterior no es vdlida. De hecho,
sabemos por la férmula (10.4) ‘que para r=2/3 (es decir,

n=3) |u"'fbn41)| = |um ().

b) Para r=1 los argumentos de continuidad respecto a r
de la seccién 24 nos dan (23.4) con <« en vez de < .
Esta observacién se aplica también en los resultados que

siguen.

Teorema 23.3 Sean A, u las razones de semejanza del

teorema 9.4. Entonces

2
)" ‘
< (5) R 0<r<l
4 4 - .
u=(l)2_r < 1 Sr © 81 1<r<2
A 2 . =
1 F+r
< (—2-) 8t r>2

’ . .
Nota Por cdlculo explicito tenemos :

-

e 0.04 32139
A

=0.24 21 214 p = (X) = 0.00 34 366

para r=2 A=1 ’ u

para r=1

El cdlculo de A para r=1 estd ya en Berkovitz-Pollard [2];

para r=2 es elemental (véase la pdg. 14).

*
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Haciendo nimeros se comprueba que las cotas del teorema
no son cuantitativamente buenas para r=1 y r=2. El interés

del teorema es cualitativo y asintético (para r*0 y r+®).

De hecho, vamos a ver que le primera y tercera desigualdad
son vdlidas para todo r>0 y la segunda para todo r>1, pero
hemos indicado en cada intervalo la cota mejor.

Resultan de (10.4) junto con (18.5) o (23.4). La primera

se obtiene al considerar u", la segunda u™ vy la tercera u'.
Aquf hemos preferido expresar m=4/(2-r) mediante r.
Vamos a convenir en definir u=t/1=0 cuando U tiene

un nidmero finito de arcos. As{i la férmula {(9.6) se conserva
también en este caso. Obhsérvese que los exponentes de (9.6)
no tienen ninguna singularidad para r=0, puesto que m>2
cuando r=0. .

Corolario 23.1 Cuando r+ot

uo 0 %»0‘ UT(A) >0

Mds adelante [(nota 26.1), veremos que U y 1/X tienden a
cero cuando r—*éI, siendo 0<61<2/3, es decir, ya "antes" de

+

"que r~»>0".

Para r>l seé tienen mds propiedades del tipo del teorema

16.2. La md3s interesante es la siguiente.
’ .

Tcorema 23.4 Sea r>1 y u solucidn del problema

aBr. Entonces en (0,a,) la funcidn
Z
Y(x) = g u™ (z)% - uu*?

es estrictamente positiva y estrictamenie decreciente y
Y(a_)=0.

oo
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Que W(a;)=0 es inmediata de la ecuacién de Euler y el

corolario 6.1. Teniendo en cuenta (23.5)
y! = _c(r-1) Iu""—2 (uu™ - u' u")

que es negativa,por el teorema 16.2, donde u#0 . Q.E.D.
Notemos que para r<i la distribucién ! no es
una funcién en el entorno de cada a . Para r=1 R y
es constante a trozos y no-creciente. )
Ahora razonando como en el teorema 17.2/1 resﬁlta el

siguiente!

Corolario 23.2 (r>1)

lum (@, )] > lum (b )] > Jum (e )| > |u™ (a

)1

n+1
Nota Los mismos métodos dan que la funcidén

_ 4 r+6 2 "
E(x) = 3792 [ g v -uu ]

posee para r>1 lé sorprendente propiedad de que &, -E', E",
-E" y Eiv son todas positivas. (Para otros valores del coe-
ficiente que.multiplica u'2 ya no es cierto). Encontramos

la funcién & multiplicando la écuacién de Euler por u”" e
integrando por partes. Sus propiedades provieneh, en Gltimo
término, de &ue '"(s)30 , y por ello u'v’ €0 (ver la

férmula (23.5)). En particular, se tiene

c r, 1 2 2
n_ = = " = " - ' "
£ p IUI + 2 u u u' u
’ . L.
iv r-2 2
3 = um?y (~u'uv) = um?y clr-1) |ul u'
Finalmente, comentamos que para O<r<i s6lo son posi-

tivas §, -§' y &".




138 seccién 24

24. Continuidad en los pardmetros qo,B8,r

La dependencia continua de los pardmetros «,B,r tiene
interés por si misma y, adem@s, la aplicaremos (en especial
para r £ 2/3) al estudio de la unicidad de solucién y de
la infinitud del nimero de arcos.

En esta seccidn damos un teorema de continuidad en (a,B,x) .
En la nota 26.1 puéden verse otros resultados de continui_
dad en r para o,f8 fijos. En la seccidn 25 explicamos que
la continuidad en r se extiende "hasta r =0".

Escribiremos la dependencia en los parimetros en la forma
. . Ju
M(a,B,r) u(x,a,B,r) u'(x,a,B,r) = 5;‘
- No escribimos la constante C, pues la mantendremos fija\ﬁempre,

Sea {(an’ ﬂ1’ rn)] cualquier sucesidn con limite

(o ,Borxy ) , ry >0 . Ponemos

M, = M(an’Bn’rn) un(x) = u(xianfan’rn)
T poo 2 o r
3 (v = '3[ w? s rif [v] ™
0 n 0
Por tanto M= T (Un)

En las demostraciones pondremos -para abreviar- iguales

a uno los dos ‘coeficientes de las integrales de J.

Teorema 24.1 Con las anteriores notaciones:

I. M(a,B,r) es continua en (a,B,r) para todo (o;B)
y todo r > 0.
II. Existe una subsucesidn (que designamos igual) tal

que para alguna solucidn u, del problema o.Bgr, se tiene

n, > ug oy ‘ué + u,; wuniformemente en cada compacto

" ) +,
u' + uy  fuertemente en L?(R')
n
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Irr. u(z,o,B8,r) y u'(x,a,B,r) son continuas en
(x,o,B,r) en todo punto de r? tal que =20, r>0 y el pro-

blema aBr tenga solucidn iinica.
Primeramente damos un lema preparatorio.

Lema 24.1 Existe una sucesidn (¢ } tal que

12) ¢ze<LN(R*) y ¢, es de soporte compacto contenido en
un acotado independiente de n. ’

20) ¢n(0);an-uo y- ¢é(0)=8n—80

. . +
30) ¢n’¢é y @: tienden a cero uniformemente en R .

En efecto, puede tomarse ¢n igual a cero en [1,m) e igual
en E,l] al polinomio de tercer grado, Pn yque cumple 292) y
P (1)=p'(1)=0. '
n n

Pasamos a dar la demostracién del teorema, organizada en
cuatro pasos. La sucesidn (¢n} solo interviene en el primer

paso.

er )
1~ paso Vamos a ver que

lim sup J (u ) £ M = J (u) i (24.1)
n n o o
lo que implica que para alguna constante independiente de n

«© 2 ] r
n
"7 g ct £ Cte (24.2)
]oun < cte . L la| |

Dado que uo+¢n verifica las condiciones de contorno

(an,gn), por definicidén de minimo

3 0o r
= - " " 2 n .
L N R A I ]D (uo4g")“ + |uo+¢n| (24.9;
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Demostremos que

o 5 o ro
- = " + = =
lim J ~(u_+é ) L u? L |u°| J_(u) M (24.4.)

El paso al limite en la primera integral no presenta
problema, pues tenemos convergencia uniforme en un acotado
indepgndiénte de n. Lo mismo ocurre con la segunda integral
si ro<2, pues entonces ug tiene soporte compacto. Veamos

el paso al limite en la segunda integral cuando r°>2. sdlo

hay que considerar un entorno de . Por el corolario 10.2

__4
’ r°—2
Ju (x)| g cte (34 x)
o
Desde un cierto n en adelante ' rn )ro-E >0 , luego
_4lxp-€)

r -2
(<}

X
fu (x| " <cte (34 x)

donde el segundo miembro ya no depende dé n y es integrable
para € suficientemente pequeifio (nétese que 4:0/(r°-2)> 1

para ro>2 }), luego el deseado paso al limite es legitimo
por el teorema de Lebesgue de la convergencia dominada. (Si
r°=2 tenemos una cota exponencial). Con esto queda probado

(24.4). Ahora (24.1) es consecuencia de (24.3).y (24.4).

29 paso Vamos a ver el punto I y que para una sub-

sucesidn y una u,o

. 2
w'su' . débilmente en L (r") (24.5)

un(x)—*uo(x) puntualmente para todo x>0 (24.6)

Este paso es muy parecido al teorema 4.1 (de existencia),
por lo que seremos muy escuetos. Por (24.2) y compacidad
debil de L2, extraemos una subszucesidén tal que u; converge
débilmente hacia un w de L21R+). Liamemos v a la segunda
primitiva de Q tal que v(0)=(v,o y v'(0)=$o. Para c¢ada. x30
tenemos por convergencia débil A
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X X
u_(x) = un+ant Jo(x—t)u;(t)dt-) ao+Box;Jo(x-t)w(t)dt = v(x)

Usando sucesivamente la semicontinuidad inferior débil
de la norma L2, el lema de Fatou (recuérdese (24.2)) y

(24.1) se obtiene

oo

o 2 L <) 2 o« r
Jo (v) = Jo vt L Jvl < 1im inf Lu; 4+ 1im inf L Iunl n

€ 1lim 1nf'Jn(un) < Mp .

Dado que v pertenece a la clase de minimizacién del problema
agBpry, todas estas éesigualdades son de hecho igualdades,
asf que v es una solucién del problema aqBs ro (10 que prueba
(24.5) y (24.6)) ¥y Mn4M° a lo largo de la subsucesidn consi-
derada. .

Ahora bien, como el valor del mfnimo My, es idnico, toda
subsucesién convergente de (Mn}'converge hacia Mo, por lo
que Mﬁ+Mo a lo largo de la sucesidén inicial toda entera.
Esto prueba que M(a,B,r) es continua en (ug ,Be ,xo ).

39'2350 Demostracidn dél punto II . Es repeticidn de la

del teorema 4.2.

40 paso Veamos el punto IIT . Sea (0g,Bo,xo) tal que el
problema agBgory tenga solucién dnica, es decir, up es unica.
Entonces en el punto II tenemos convergencia de las suce-
siones sin exéraccién'alguna, puesto que toda subsucesién
convergente de {u;} converge hacta ul. Para probar el punto

III tenemos que ver que
(xn.anlﬂn'rn)‘>(xo,ao,Bo,ro) implica un(xn)">uo(xu)

Escribiendo X, = X0 + 6n , tenemos
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X
n
un<xn) —an~6n X, = Jo (xn~,t) u;'] (t) dt =
X X0 Xo-\ﬁn
= { (xg-t)u”(t) dt + § J u"(t) dt + (xp +6 _~t)u"(t) dt
0 n n jop n n n

X0

La segunda y la tercera integral tienden a cero por (24.2) y
la desigualdad de Schwarz. En cuanto a la primera integral, .
2
usando que u;->u; en L (aqui es suficiente la convergencia
débil)
Xq

un(xn)-*ao+BoxD+’J°(xo-t)ug(t) dt = up(xyg)

que es lo que queriamos demostrar. (La continuidad de u'

se prueba de la misma forma).
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25. El problema limite cuando r + 9

25-A Propiedades generales

Fn esta seccidn, asi como siempre que esté involucrado el paso al 1i

mite cuando r + 0 , fijaremos la constante del problema afr poniendo
r
I'(s) = |s|

Atencibn: esto significa hacer C=r (no C =1 ) en la nolacidn

usada en este trabajo. En particular, la ecuacidn de Euler es

- v r-1
u. = - r|u sgnu

pDefinimos el problema af0 como, el problema ofl con

1 si s#0
T(s) = o (25.1)
0 si s=0

Vamos a resumir el estudio del problema aBO én la siguiente cadena
de observaciones y resultados.

1. La funcidn (25.1) es inferiormente semicontinua, por lo que es apli
cable el teorema 4.1 de existencia.

2. El soporte de u es compacto. En efecto, por un lado el conjuhto
{u#0} ha de ser de medida finita para que sea finita la integral de
I'(u). Por otro lado, el soporte es un intervalo por el teorema 5.2.

3. La ecuacidén de Euler es
u =0 en (0,a ) ) (25.2)

Esto es cierto incluso en los cepos aislados_de u. En efecto, en estos
ceros es uw'# 0. Con la notacidn de la seccidn 13, po:9(13.2) resulta
que la funcidn f£(A) de (13.1) es independiente de X ,luego £'(X) = O.

4. E1 teorema 24.1 de continuidad en los pardmetros es vélido con
r>0 envezde r > 0f

n
(25.1) es el limite puntual de |s}|® cuando x » OF.

. . + -
B' ;ka seguir paso a paso la demostracién con r -+ G . Observese que

(*) ya que, para cada A, I'(u(x)+A¢(x)) = 1~ salvo en un punto.
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5. Se tiene que independientemente de «,B

Jurtay) | = /2 (25.3)

Este resultado estid sugerido por la ecuacidn del teorema 16.3

.2
"

u'u™ - u +1 =0 en (O,qw) (25.4)

N|=

Multiplicando (25.2) por u' es integrando se obtiene (25.4), salvo una
constante de integracidn a determinar. Demostrar que la constante de in_
tegracidn es la escrita en (25.4) equivale a demostrar (25.3), lo que
haremos mis abajo, al calcular u explicitamente.

6. También se conservan los teoremas 9.2 y 9.3 y el lema 8.5, po_
niendo en ellos m=2 , que corresponde a r=0. En particular, la fun

cidn del lema 8.5 es

: (25.5)
ul/?

7. Se tiene que independientementé de o,B

lim —~15L1£ll———— = 81/4 (25.6)

: 1/2
x—*a; .lu(x)'

Es consecuencia de (25.3).

25-B Solucidn explicita del problema af0

Primeramente describimos la solucidn.

Por comodidad de escritura ponemos

La solucidn en [0,2] es
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s
0

uta) = a1 - 2%+ B - %0
(25.7)
I\‘=-—Bz—3a B=A+ a0 ' ’
donde 2z viene dado por
2 z=8+ /B + /72 a si 152 > - 96!/
' o
(25.8)
V2 z=-B+ B¥ - /T2 a si 18/2 < - 9g'/% :
a

y en estos casos la solucidn es dnica.

si Bsa?- - 964

las dos férmulas de =z (25.8).

hay dos y sdlo dos soluciones dadas por

(Comentamos que los éasos a=0 o B= 0, ambos incluidos en la
primera de (25.8), son de resolucidn mucho mis facil).

Pasamos a explicar cdmo se obtiene lo anterior.

Las férmulas (25.7) resultan de (25.2) mediante clculos elemen

tales. Entonces

wia=y _ 2R _ - 2(Bz + 30)
u"(a ) = - 2z T o (25.9)
z 2 2 R
M(a,B) = J(u) = z + 1 J ““Z =z + 287 + €aB s 5 (25.10)
. 2 2z 22 z3

’
Fl problema se termina minimizando esta evpresidn respecto de =z.
La clave para obtener =z explicitamente es darse cuenta de que la deri

vada de (25.10) respecto a 2z puede escribirse

. . 1—-—3——(8z+3a)2
2
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por lo que en los extremos locales de (25.10) respecto a z se veri
fica
Bz + 30 _ , 1 .
- =t = (25.11)
z
Esta fdérmula junto con (25.9) nos da (25.3) . Por otra parte también

nos da (25.8), de la siguiente forma:

1. Para B/o 172 > - 721/4 , (25.11) tiene sblo una solucibn
positiva.
2. Para B/ 72 o . 721/4 , (25.11) tiene tres soluciones

positivas, de las cuales sdlo las dos de (25.8) dan minimos locales.

Se termina el cidlculo coﬁparando cuidadosamente los valores de los dos

/2 _ _ 961/4 .

El primer caso de (25.8) corresponde al signo + en (25.11) ,

minimos locales, que resultan coincidir sdlo si B/a

luego por (25.9) A <0 y entonces (25.7) implita wu > 0 en

{(0,2z). Por tanto temegmos el siguiente -corolario.

Corolario 25.1.  Sea el problema aB0. S% B/a 1/2 > - 961/4

entonces u>0 en r* y , por tanto , a1 = a_ .

Nota . El problema r =0 verifica el teorema 28.1,1 (pig. 157) con

m K =8 , p~=-961/4

Ver éspecialmente (25.6) y (25.8) .

’
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26 Un arco o infirito- arceos

Debido al teorema 9.5 (de alternativa entre infinitos arcos y "me
nos de dos arcos"), es suficiente estudiar la infinitud del niimero de
arcos de U , solucidn del problema ofr con 0=0 , B=1. (Sabemos
por el teorema 9.1 que U es finica para todo r > 0). El caso de un
niimero finito de arcos puede caracterizarse por U > 0 en R ,y O

por € U tiene un solo arco® , o por A= A_ . Consecuentemente ,
el caso de infinitos arcos se caracteriza porque U toma valores nega

tivos.

Teorema 26.1

I. U tiene infinitos arcos para todo »r > % - €0, €£0>0.

II. U tiene un solo arco para r en un entorno a la derecha de
cero.

En la seccidn 29 veremos que

2
2 < R
3 €9 0.625
Por el lema 15.4 sabemos que U tiene infinitos arcos para xr > 2/3.
La demostracidn del punto I se basa, en esencia, en pasar de r > 2/3 a

r > (2/3) - €¢ por continuidad en el pardmetro r ., (x) -

Lema 26.1 EL conjunto de los valores de r > 0 tales que U tiene
infinitos arcos es un conjunto abierto.

Por el teorema 24.1 la funcidén U(x,r) es continua. Si U tiene in
finitos arcos pai‘a r=ro, entonces para algin xg es U(xo,re) < 0 I}
luego sigue siendo U < 0 en un entorno de (xo,rp) que proyecta un

entorno de rg . Luego U tiene infinitos arcos en un entorno de ryp. (I.E,D,

Vamos a ver un lema de convergencia de las derivadas terceras. Sea

.{rn} una sucesiébn con 1limite ro > 0. .Ponemos »

Un(x) = U(x,rn)

(*) En la nota de la pag. 171 se da otra demostracién de que u
tiene infinitos arcos si ©>=2/3 .
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Lema 26.2 Existe una subsucesién de la anterior tal que
Ur'z" fx) -~ U;" (x)  puntualmente ec.t.p. en (O,Al(ro))

donde Ai(r,) es el primer cero positivo de U, .

+ .
Por el teorema 24.1 U; + Uy fuertemente en LZ(R) .Por tanto exis
te una subsucesidn tal que U;(x) he U;(x) puntualmente c.t.p.,Conside
remos la ecuacidén de tercer orden del teorema 16.3 con C=r
g Lgn® 4 lulE , '
o - vt 4+ Julf =0 en  (0,A) (26.1)
Up verifica esta ecugcidn en (O,A,(ro)) . Como Un > Uy unifémane_rl
te (teorema 24.1), desde-un n en adelante seri U x) > o0 en
[e , A1(xre) - EJ y U verificard (26.1) en este intervalo. Luego
U;(X)U: (x) Ua(x)U:‘(x) ‘c.t.p. en este intervalo. Teniendo en cuen

ta que Ug s6lo se anula una vez en cada arco, el lema queda demostrado,

Vamos a ver que U tiene infinitos arcos para r.= 2/3.
Para r > 2/3 ya sabemos que U tiene infinitos arcos. Por la fér_

mula (10.4)

' , ™3
o - — "
[ | (3177 b
Dado que m-3 > 0 para r > 2/3 , que 1/ < 1 y que U™ tiene
sus extremos locales en los puntos I\k , resulta para r > 2/3

’

S 2

sup fum )] = v = 1 [—2—+—3£] M (26.2)
2 2+4r

x20

donde se na usado (23.3). Lo importante aqui es que U™ (0) es una fun

cidén continua de r por serlo M (teorema 24.1 otra vez).

o

Sea, pues, r,= 2/3 'y r >2/3 . Por (26.2)
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2
1 2+3
IU"' x| ¢ = —£XIn M? para todo x 30
n 2 2+r n

Por el lema 26.2 resultz-x

) 1 [ 2+43r4)?
jug 55.[ 2+ro°] M2 c.t.p. en (O,A;(ro))

Esto prueba que Up tiene infinitos arcos, pues sino por el lema 15.3

se tendria

Ur (x) > - o cuando x + Ap(re)

lo que contradice la anterior.
Esto demuestra que U tiene infinitos arcos para r = 2/3 . Ahora

el lema 26.1 nos da el punto I del teorema.

Nota 26.1 Mediante el teorema §4.1. la ecuacidén de Euler, las fé;~'
mulas (23.3), el corolario 10.2 ; el teorema 27.1 pueden obtenerse resul
tados mucho mis precisos de continuidad en r. Seialamos los siguientes,
junto con un esbozo de demostracién.

1. U"(%x,r) es continua en (x,r) para x 3 0 , r > 0.

La idea de la demostracién es obtener que la norma de U;‘ en un P
reflexivo estid acotada independientemente dé n; por tanto existe una
subsucesidn de U;’ débilmente convergente. A paitir de aqui, no hay

m3s que seguir la demostracidn del teorema 24.1-
2. U™ (x,r) es continua en (x,r) para 0 ¢ x <A (r) y r>0 .

Resulta de la ecuacidn de Euler y de la ecuacidn de tercer order del

teorema 16.3.
3. Aj(r) es continua para r> 0 y A_(r) para 0<r < 2.

4. p(r) vy .A_!(?) son continuas para r > 0. En partircular,

sl U tiene un solo arco para r = ry , entonces

1
A(r)

u(r) >0 y +> 0 cuando r *> rg

{Recuérdese la férmula (9.6)) .
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Nota 26.2 ni método de continuidad en : permite tambi&n demostrar
que hay infinitos arcos para r > 2/3 .AEs decir, da un método de demos
tracidn distinto del usado en el lema 15.4. A su vez, el método del le
ma 15.4 también permite llegar hasta r > (2/3) - € , si bien los cil_

culos se complican considerablemente.

Demostracidn del punto II del teorema 26.1.

La idea es, en esencia, que por continuidad en r la funcidén U
para r pequeho es "parecida" a la funcidon U para r=0. Para instru-
mentar esta idea necesitamos una propiedad que discrimine entre un arco
o infinitos arcos y quevse conserve al pasar al limite en r . Esta pro
piedad va a ser la monotonia de la funcidn auxiliar fundamental del le
ma B.5.

Recordamos que el teorema 24.1 de continuidad en los parimetros se
extiende hasta r=0 (ver la seccidén 25, cuya notacidén mantenemos).

Supongamos (reduf¢fén al absurdo) que existe una sucesidn {rn} con
r >0, r +0 talque U tiene infinitos arcos para todo n.

Sean «,B tales que (B < 0)

1/4 B
- 96 < 577 <

- gl/t (26.3)
a -
Los nimeros ®,B se mantienen fijos en lo que sigue. Sea u, ~una solu
cidén del problema aBrn . En particular, ug es la solucién (finica por
la seccidn 25) del problema 0f0. Como u, tiene infinitos arcos,

se verifica (lema 8.5) ., que

ul;. (x)

A ) {—— es decreciente en (b,a|(rn))
W
u,, (x)

Por el teorema 24.1 de continuidad en r, resulta que

1]
_Eniil____ es no-creciente en . (b,a;(O))

uotx)’/z
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Pero esto contradice (26.3) , pues por (25.6) y el corolario 25.1

tiene
ug (x)
1lim -*—o———17-5= - 81/4
S x+ay (0)” upg (x)

Esta contradiccidn prueba el punto II del teorema.
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27. Estudio del caso en que U tiene un solo arco (r < 2/3)

Teorema 27.1 Sea u wuna solucidn del problema ofr. St 0 <r < 2/3

y U tiene un solo arco, entonces

I. Cuando =z~ a_ se tienen las siguientes equivalencias

ulx) ~ Cte (a, - )" u'(x) ~ Ctela, - /"2

m-1 m—-3

u'(z) ~ Ctela, - x) u" (x) ~ Ctela_ - x)

donde las constantes son no nulas y dependen de r y C pero no de

(a,B) ni de u.

II. En particular

: 1
. ) Ir
Lim ——]l‘ﬁ"—)lm—— =K s K= |———n=t (27.1)
xra; (ags x) m(m-1) (m-2) (3-m)
Lim u (x) I ' (27.2)

- _ 1
ra, Iu(x)|1 M sgn u(x)

Notas

a). Recordamos Que m = 4/(2-x).

b). Las constantes correspondientes a las derivadas son las que re
sultan al "derivar o integrar formalmente" en l{is equivalencias.

c). El {iltimo arco de u puede ser negativo.

d). Haciendo C = r se tiene que

1/m 1/4

’
m K + 8 cuando r+o0
como era de esperar por la seccién 25.
e). La hipbtesis "U tiene un solo arco” implica r < 2/3 , segin

vimos en la seccidn anterior.

En la demostracidn que sigue todos los limites son cuando x + a_ ,

Por el lema 15.1 vy el lema 15.3}
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lim u" = 0 '
0 <r <2/3

Recordamos que para

m-2 >0 '

En la demostracién del teorema 9.

bien .a2= a_ .

o El caso az= a

lm Ju|=

m-3 <0

5 vimos que o bien

se reduce al caso a = 0 .

a)= a

o

En efecto,

153

(27.3)

(27.4)

, ©

en este caso el segundo (y Gltimo) arco de u es negativ& y congruente

con el arco de la solucidn del problema a =

existe

1]
. lim v
L
u m
Luego por la regla de L'HOpital
- 1
1/m - -1
1lim —“———=—11m1 " u'
. a -x m

(La existencia del segundo limite implica la del primero). Por tanto

también existe

K = 1lim u P
(a,-x)

0, B= |u'(ap} .

Por tanto, es suficiente considerar el caso a; = a_

. Por el lema 8.5

(27.5)

Ahora aplicamos la regla de L'HSpital cuatro veces teniendo en cuenta

(27.3) y (27.4)

‘ _“l ‘ "
K = = 1lim = lim ————— =
" (ay-0™ mme) (a,-x"?
" 1 - uiv
= ! im —— = - Lim —
m(m-1) (m~2) (a,-x)" m(m-~1) (m-2) (3-m) (a,-x)"

(27.6)
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igualdades cowdicionadas a la existencia del #iltimo de los limites.

Finalmente, usando la ecuacidn de Euler ulV - - c ut! y la
identidad m-4 = m(r-1) , resulta
r-1
C u
K m(m-1) (m~-2) (3-m) Lim m -
) (3, ~-x)
C Kr-l

m{m-1) (m-2) (3-m)

lo que demuestra (27.1) y, al mismo tiempo, el punto I del teorema ,
pues ha resultado que todos los limites de (27.6) existen.

Ahora (27.2) resulta de (27.5). Q.E.D.

. . 0e) :
El teorema 9.3 , el lema 8.5 y el corolario 8.2 nos dan los siguieﬂ

tes corolarios.

Corolario 27.1 En las hipbtesis del teorema anterior. Si

& > _mﬂ/m
ol .

entonces el problema aBr tiene solucidén dnica, ar=a_ , u>0 en
todo R y la funcién

w'(zx)
1
u(z) ™

es estrictamente decreciente en (0,a;).

’ . .
Corolario 27.2 En las hipétesis del teorema anterior. Si

B 1/m
1
1-a

= -mK
a
entonces el problema oBr tiene colucidn tinica , ar=a,, w2 0 en

todo R' y

(*) piginas 57, 53 y 55, recspectivamente.
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u'(x)
1

1-=

= Cte = - m K‘/m

ulx)

en (0,ay).
Ademés u estd dada por (8.10) , pdg. 53 .



156 seccién 28

28. Unicidad y no unicidad.

En esta seccidn proseguimds la 1inea argumental de la anterior. Asu_
mimos las hipdtesis y la notacibn del teorema 27.1 .

Los métodos de demostracibn se basarén en el teorema 24.1 de conti_
nuidad en los parimetros y en la monotonia de la funcidn auxiliar funda

mental del lema 8.5

Llamaremos
p=—2b : . “hix) =—i’—(—"—’T (28.1)
1- = 1-— :
o n wix) m
Dado que m = 4/(2-rx),
1 _2+«rx
'tnT s (28.2)

Recordamos que o bien a=a_ o bien az=a_ y que la funcidén h
es mondtona en (0,a1) en virtud del lema 8.5.
81 a=za_ ., h seri decreciente, constante o creciente segiin sea

p mayor, igual o menor que - m Ki/m

Si az=a_  , u tiene valores negativos y h es decreciente en (0,a;)
ya que entonces ﬁ'(al) <0 y hia)) ===, .

Estas consideraciones sdlo dependen del valor de p ,pues las solu
ciones de problemas afr con el mismo valor de p difieren sblo en una

semejanza (lema 8.1).

Definimos
‘ " p*. = inf p

extendido al conjunto de. los valores de p tales que el problema afir
s . . +
(fijados x,C ) posee una solucidn no-negativa en todo R . p* depende

de r,C. Para el problema r=0 calculamos p* explicitamente (nota p. 146) .

Lema 28.1 Sea r >.0 tal que U tiene un solo arco. Entonces

- o # p* ‘55 -m Kl/h
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La segunda desigualdad es inmediata de los corolarios 27.1 y 27.2.
Para demostrar que P* # -= empleamos el teorema 24.1 de conti_
nuidad en los pardmetros, ahora con r fijo. Supongamos (reduccién al
absurdo) que p* = —» . Consideremos una sucesidn {(un, Bn)] tal que
& >0 vy

an>0 . Bn=_-1 para todo n

Por la hipbtesis de absurdo, el problema a B, tiene unma solucién
no-negativa para todo n., luego por el teorema de continuidad el proble

ma @a=0 , B=-1 tiene una solucidn no-negativa : contradiccidn.

Los siquientes dos teoremas resuelven la cuestidn de la unicidad y

de la no unicidad, asi como dan una informacidén muy detallada sobre la
estructura de u(x; o, B) segiln los valores de a, B .

Los enunciados asumen el convenio de signos sobre  o,8 : o3>0 y

Ig >0 si &=0, de modo que 4 > 0 cerca del origen.

Teorema 28.1 Sea r > 0 tal que U tiene un solo arco. Conside
remos el cuadro de la pdgina siguiente. Se tiene la siguiente alterna_
tiva: . .

I. O bien p* < - mKJ/m . Entonces se dan todos los casos 1 a. E)
del cuadro ; la solucién es inica para todo (a,B) tal que p # p*
y hay dos y sélo dos soluciones cuando p = p* .-

1/m

II, O bien p* =-mK . Entonces se dan-sélo los casos 1,2y §

del cuadro y la solucién es iniea para todo (a,B).

La demostracién de II seri evidente a partir de la de I. Asi, sblo
/
tratamos 1I.

Los casos 1 y 2 del cuadro son los corolarios 27.1 y 27.2.

~ 00 -
Demostracidn del caso 3. Por el corolario 8.2 puede haber a lo mas

dos soluciones, una con h creciente y otra con h decreciente. Por
tanto, basta excluir que sea h decreciente. Supongamos .(reduccidn al
absurdo) que h es decraciente. FEntonces u tiene valores negativos

y hia) = -= , segiin lo dicho al comienzo de esta seccidn. Sea un pro
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p a, u(x) h(x) en (0,a)) . lim_ h(x) n® de
. x+ay soluciones
+ .
1. p > lshg\a a= a 2 0 enR decreciente ! |axa\5 una
1 .
2. p = caxﬂ\a a1= a_ 2 0 en w+ . constante -mK /m una
3. p*p Alskd\s - ar= a, Z OenRr creciente 15%;\8 una
‘4. p = p* una solucidn del tipo 3 y una del tipo 5 dos
S. p < p* az= a con valores decreciente - una
. negativos

Cuadro correspondiente al teorema 28.1

Para las notaciones véanse las fSrmulas (28.1) y (28.2) y el teorema 27,1

p* se define en la pdg. 156
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blema @ Bjr tal que

*
P <P <P

Como Py  pertenece a la imagen de h, el problema @) Byr tiene solucidn
@nica ug que se representa mediante u ,en virtud del lema 8.2. (La fun
cidn U del lema 8.2 es aqui u ymientras que la funcién u del lema
8.2 es ahora uy). Luego u es finica y tiene valores negativos: contra

diccidn con la definicidn de p*.

Demostracidn del caso 5. En virtud de la definicidn de p*, u tiene

valores negativos; por tanto h es decreciente, luego la solucidn es

finica por el corolario B.2.

Demostracidn del caso 4. Veamos que existe una solucidn del tipo 3.

De nuevo recurrimos al teorema 24,1 de continuidad en los pardmetros
(a r constante). Sean a* , B* tales que

*

B

1 -
. Ca* .
Sea una sucesidn {(an, Bn)] tal que (an,Bn) > (a*,B*) y que

pr =

1
m

1/m

* < L=

P. P, m K
Por el caso 3 sabemos gue es creciente la funcidn h, asociada a la solucién
u, del problema an Bn. Por el teorema de continuidad existe una subsucesidn
de {un} que converge hacia una solucidén u* del problema a* $* _ por tanto

u* > 0 y h* es no-decreciente, luego u* es del tipo 3.
- Lo L . - . o7
Andlogamente se prucba que existe una solucidn del tipo 5, Q.E. D.

Teorema 28,2

I. La alternativa I del teorema anterior se da para todo r en un en_

torno a la derecha de cero., . : . »
II., La alternativa II del teorema anterior se do para al menos un r > 0.

(¥) No hay mds de dos soluciones por el.corolario 8.2 (p.55) o el -
teorema 9.1 (p.56) . :
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Ya sabemos (teorema 26,1) que ‘U tiene un solo arco para r en un
entorno a la derecha de cero.

La demostracidn del punto I es la misma que la del punto II (p.150) del
teorema 26.1, puesto que en la alternativa II la funcidén h es no-cre .
ciente para todos @,B . (Decimos la alternativa.II y ho la I porque

se hace una hipdtesis de reduccidn al absurdo).

La demostracidn del punto II se basa también en el teorema 24.1 de

continuidad en los pardmetros, aplicado con «,B fijos. Sea
Yo = sup r

extendida al conjunto de los valores de r > 0 tales que U tiene
un solo arco,
Por el lema 26.1 U, tiene un solo arco.

Vamos a ver qgue para  r, se da la alternativa II. Sea u, una solu

cién del problema d’3Q . Por el teorema de continuidad, u, es el

limite de una cierta sucesidn {un} rouy de infinitos arcos (tdmese

r >r, , r +r, ). Por tanto h_ es decreciente en el primer arco,
n 0 n 4 n -

luego h, es no-creciente cuaiquiera que sea (O,B) . Q.E.D.
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29. Acotacién de (2/3) - g,

Nos referimos al nimero que aparece en el teorema 26.1.

La acotacidn de este nfimero involucra cilculos numéricos detaliados,
cuyo principio damos aqui.

Por el teorema 27.1 y-el corolario 27.2 conocemos explicitamente

la solucidn del problema agx si U tiene un solo arco vy si

B - —m /M

w1
[+ 3 m

y tambidn conocemos explicitamente el correspondiente valor del minimo
M del funcional, .

Ahora ensayamos funciones v del conjunto de minimizacién del pro_
blema afr. Por ejemplo, funciones del éipo (15.4) prolongados por
cero, de modo que tenenés un pardmetro libre z. Si conseguimos obtener

para alguna v
J(v) < M

resulta una contradiccidn que prueba que U tiene infinitos arcos para
el valor de r . considerado,

De esta forma hemos llegado a

) :
5 - g < 0.265

» .




162



PARTE VII

OTROS RESULTADOS



164



seccién 30 v i65

30. _Epmpacidad del soporte en problemas con "sequndo miembro"” g

Si afiadimos al funcional del problema T el término

00
- I f(x) v"(x) dx con f € LZ(R+)
0

toda solucién u del nuevo problema verifica donde u' # 0 -la ecuacidén

de Euler (vé€ase la seccidn 13)

uiv + Thw) = g con g = f"

La existencia de solucidn estd garantizada por el teorema 4.1. (Vase

tambi&n la nota b que sigue a dicho teorema).
NStese que g es de soporte compacto si y sélo si lo es f, debido
: +
aque fe]’R)
Si £ tiene soporte compacto, u tiene soporte compacto en las

mismas hipdtesis del teorema 19.1. En efecto, basta razonar en una

semirrecta disjunta con el soporte de f.

Si f tiene soporte no-compactoy T € c'(rR), entonces la ecué_

- : + »
cidn de Euler es valida en todo R (seccion 6-B) y por tanto u

tiene soporte no-compacto.

Sin embargo, cuando ' no es C‘ puede ocurrir que u tenga so-

porte compacto sin que lo tenga f, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 30.1 Dade 0 < r <1, consideramos el problema de mini
mizar ’

0o

J(v) = é [ v (z)?dx + I |o(x) |7 dx - I flz) v"(z) dx

0 0 0

en el conjunto definido por
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" eL2(R') , vel"(R) , w(0j=q , v'(0)= g

Entonces, toda solucién u de este problema tiene soporte compdac__

to st

f € L2(RY) ¥y f" e LR (30.1)

Como ya hemos dicho , la condicidén £ € L? garantiza la existencia
de solucidn.

Pqnemos
g- £ e sl (30.2)

En el abierto en qué no se anulan simultineamente u y u' se

verifica la ecuacién de Euler

ulv = - r senu g (30.3)
) 1-r
ful
La demostracidn del teorema va a ser, en parte, muy parecida al caso
g = 0 . La principal nueva dificultad es que ahora no es valido es lema

5.5 (pag. 35) .

12 paso . Veamos que existen puntos arbitrariamente grandes en lés
gque u y u' se anulan simultdnemente. Si no fuera asi, serfa valida
ia ecuacidn.de Euler (30.3) en toda una semirrecta. Como u -+ O cuan
do x > » (teorema 5,1) y g es acotada , desde un cierto x en ade

’
lante se tendrd

sgn utV = - sgn u . (30.4)'

W] 2 6 > o , © (30.5)
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)
pe (30.4) se deduce, como en el lema 12,3, que u tiene ceros arbi_
trariamente grandes. Razonando ahora como en el teorema 20,1, de (30.5)
resulta que los ceros de u tienen un punto de acumulacién finito en el

que se anulan a la vez u y u' : contradiccidn que prueba el 155 paso.

22 paso, Por el paso anterior y por ser lim u(x) = 0 cuando X - o,

dado cualquier ¢ > 0 existe x, tal que
jutx)| < e para todo X > X, y’ ulxg) = ul(xy) = 0

Por tanto, el siguiente lema finaliza la demostracidn.

Lema 30.1 Sea Y, la tinica raizpositiva de

r
y = Gy

'

donde la constante G estd dada por (30.2) . Si

Julz)| < y§ para todo x > x, y  ulxzg) =u'(xy) = 0

'

entonces u(z) = 0 para todo =z > x,.

Antes de demostrar este lema damos otro lema auxiliar.

Lema 30.2 En las hipbtesis (30,1) se tienc

j flz) v"(x)ds = o F(0) = B £(0) + r £"(z) v(z)dx

0 0

para toda fﬁncidn v del conjunto de minimizacidn dellproblema del

teorema 30.1

(*) pig. 74 . - !
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)
pDado que es r < 1 , por el lema 5,2“(0 por el teorema 5.1) se tiene
+ +
que v ¢ L'(R'), 1luego f£"(x) v(x) € LI(R") , lo que justifica la inte_

gral del segundo miembro.

Adem3s por los lemas 5.2 y 5.3(*)
£ e L” (%) . £ € LO‘;(R+) © (30.6)
y por el teorema 5.1
lim v(x) = lim v-' (x) =0 cuando Ax—»o: (30.7)

Ahora el lema 30.2 resulta integrando por partes en (0,x), haciendo

X > o y teniendo presente (30.6) y (30.7).

Finalmente , demostramos el lema 30.1., Por el lema 30,2 podemos sus

tituir J por el funcionhal
< 1 .2 r
J(v)=§-rv' +r|v| -rgv
[} 0 . ]
que sdlo difiere de J*en una constante (independiente de v).

Consideremos el problema de minimizacidn en [xo,eo) . La funcién v = 0

en [xg,») es admisible de modo que

Mg J, (0) =0 . (30.8)
.xo

donde M es el minimo del funcional J para el problema en [xo ) .

4 N P
£ Yo. por definicidn de y, se tiene

Como |u| <

IU|r }.Glul en [rore=

[rr = [au > [m-c [l 5o
. xo . Xg Xo Xq

y en definitiva -~

(*) Lemas 5.2 y 5.3 en pdags. 32 y 33 .
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=
)
:r.. !
E
v
TN
Y
£
\%
(=]

(30.9)

De (30.8) y (30.9) resulta

u"* =0

M = 0 . Pero entonces por (30.9) es

c.t.p. en [xo,w> y por tanto también u=0 en [xo,m) .
Q.E,.D, - -

Nota En el caso r = 1 el teorema 30.1 se mantiene suprimiendo

la hipbtesis £ ¢ L2(R') y afadiendo

"9”0,, <1, lo que ya fue
demostrado por Bidaut-Veron [ 3] .
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31. El problema gBr con la restriccién v >0

Es equivalente al problema affl’ con

La existencia de solucidn resulta del teorema 4,1.

Todos los resultados de las secciones 7 y 8 siguen siendo vilidos.

La solucibn tiene soporte compacto para todo r > 0. Es inmedia__
todel lema 55 y de la existencia de ceros de u. Esto diltimo se
deduce a su vez de la ecuacidén de Euler donde u # 0 , como en el

lema 12,3, Desde luego, u tiene siempre un solo arco.

u" es continua para todo r > O (véase el lema 15.1). En cambio,
u"™ nunca es continua en el extremo del soporte (teorema 12.1).

u™ (q;) es finito si r > 2/3 e infinito si r < 2/3 (lema 15.3).

iv . .
Para r > 2/3 u tiene una masa de Dirac en a_ y es una medida

+ .
sobre R . Notemos que para r » 1 el lema 6.2 proporciona una de

: : iv :
mostracién mucho mis directa de que u es una medida.

La solucidn es finica para todo r.> 0 y todo (a,B) admisible, se

glin explicamos a continuacidn!

_Cuando r »2/3 la férmula de representacidn

’

. ooulx ;oB)'= T U (gx + ) (31,1)

es vdlida para todo (a,R) admisible. Resulta del teorema 9.3 y de

que

lim —m—" = ~ si ’ r>2/3
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A su vez , (31.1) implica la unicidad paré todo (a,B) admisible en

virtud del lema 8.2,

'Cuando 0<r < 2/3 u verifica el teorema 27.1 y se dan sdlo
los casos 1,2 y 3 del teorema 28,1, 'Por tanto, también para r < 2/3

se tiene unicidad cualquiera que sea (a,B) admisible.

’

Nota La validez de (31.1) para todo (d,B) proporcionada otra
demostracidn -de que (en el problema Eiﬂ restriccién) u tiene infini_
tos arcos para r > 2/3 . En efecto, si no fuera asi de (31.1) resul
taria ’

bu(a;a,B) 20 . en R+ . (31.2)

para todoe (a,B) cof los signos convenidos. (Obsérvese que los signos
convenidos para (a,B) en el problema Eiﬂ'restriccién coinciden con los
valores admisibles en el problema con restriccidn). Pero por conti
nuidad en los parﬁmetros (teorema 24.1) de (31.2) se deduce, razonando

como en el lema 2B.1, que

+ NP
u(x ;.0 , -1} >0 en R ; Contradiccidn.
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32. El problema con ifuncional

1 ; 1 (°
. o = Er|v|*’ +;l|v|!
] 0

Toda solucidn tiene soporte compacto si b sblo si) r < p. Aqui

1<p<wy 0<rc<om,
(La existencia de solucidn resulta del teorema 4.1).

La ecuacidén de Euler es ahora
w" o+ lulr_1 sgn u'= 0 donde w = |u"|p-' sgn u"
Los resultados obtenidos en este trabajo para el problema r-poten

cial se mantienen para ‘el nuevo problema haciendo los siguientes cam

bios:

: iv
w, w,w en vez de uw* , u" , u
2p . 4
m=——L en vez de m o= S

r = —P . en vez de r =

w|N

s -_bP : L(l,1) -
NOotese que r = Zp -1 es equivalente a 3 ( ttp ) 1

El métode ‘de semejanza se aplica sin ninguna nueva dificultad.
Cuando r >1 , elcaso p=ppy r =7rxo es, en cierto sentido ,

! N
equivalente al caso p =r§y y r =Dpg .
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33. El problema con funcional

1 wn J 1 k
s =3 vl + gl

Aqui p>1,3>1,r>21,k>21 vy "“p es la norma en Lp(R+),
de modo que este funcional es convexo y la solucidén del problema es Gni
ca com¢ en la seccién 6-C.

La demostracién de existencia es casi idéntica a la del teorema 4,1.

La ecuacién de Euler es (en sentido multivoco cuando r=1):

3 .
. 1 2 B _ _
IPP ;s;_ (lunlp 1 sgn u") + Ii |ulr 1 sgn u = 0

donde Ip = [wlu"lp I S f:|u|r

Este problema se reduce explicitamente al problema de la seccién 32
aplicando a la ecuacién de Euler argumentos de semejanza como los de la
seccidn 8 j;ahora 0 y T se relacionan con las integrales Ir > Ip .(E1l
problema de minimizacidn puede caracterizarse mediante su ecuacidn de
Euler : ello es bien conocido para funcionales convexos diferenciables
(r >1) ypara r =1 véanse las referencias de la seccidn 6-C).

Las razones de semejanza A, p del teorema 9.4 no deéenden de j,k,

sino solamente de p,r.

‘ El probléma estudiado’ por Berkovitz-Pollard [1],[21 y Redheffer (1]

corresponde a

mientras que el problema r-potencial de este trabajo con r=1 corres_-

ponde a k=1, . . - LA

Llamando UBp y U , respectivamente, a la solucifn de los anteriores
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problemas con datos de contorno o« = 0 y B =1, obtenemos por los

citados argumentos de semejanza

Upp (x) =1 1/5 U ( 11/5 x ) donde I= Iw]ul
]

El valor de la razdn de semejanza ) (para p=2 , r=1), que fue

ya obtenida por Berkovitz-Pollard EZ], es
A= 4, 13 01 599

‘La presencia del los exponentes j #p y k #r produce un efecto

global gque cambia el significado fisico del modelo. Por ejemplo, el

funcional de Berkovitz-Pollard no corresponde a una barra flotante.
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INDICE DE NOTACIONES

Letras griegas
a dato de contorno u(0) = @ (seccidn 1-A). Convenio de
signos en la seccidén 1-B (pig. 9)

B dato de contorno u'(0) = B (seccién 1-A). Convenio de

signos en la seccién 1-B (pdg. 9)
r . Ver problema T , seccién 1-A

A wna razdén de semejanza en el problema r-potencial:

teorema 9.4 (seccidn 9) pdg. 58

i1 ver la anterjor
= — B _1l_ 2 *: ver . 156
p ‘ s 1- === o pég )
-4

Letras y palabras latinas

a " ceros de u

n

a_ * extremo superior del soporte de u

A ceros de U

n

A extremo superior del soporte de U

Abs C "’ absolutamente continua

b éeros de -u'

n
C constante del problema r-potencial (seqcién 1-A), o

bien constante que figura en alguna de las siguientes

desigualdades:

- -1 5 C c "«
i) clsl™ s leclsl™ ) T3 2 1=, g ¢ 18l
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Cte

Cy Q)

cl
Q)

c.t.p.

definida
positiva

h(x)

m-4

M(a,B)

M(c,d)
N

positividad
definida

Indicé de notacbnes

constante no especificadé © que puede cambiar a lo lai

go de un razonamiento

funciones § -+ R continuas y de soporte compacto

funciones § + R de soporte compacto y con derivadas

j-ésimas continuas

funciones @ + R infinitamente derivables y de sopor

te compacto

casi todas partes (medida de Lebesgue)

} ver (1.1), seccién 1-E (pig. 12)

1
_ u (x: ver lema 8.5 (seccidén 8) piag. 53

e —

u(x) m

ver teorema 27.1 (pigina 152) . Ocasionalmente otros

significados que se especifican en cada lugar.

(seccidn 8) 1 -

3r-2
2~r

=m(r-1)

minimo de{ funcional del problema afl’ o del problema

afr

medidas de Radon sobre el intervalo (c,d)
T Py N

dimensién de R

}ver (1.1),. seccidn 1-E (paq. 12) -
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problema T' o problema oBl' : seccidn 1-A
gf;:tiﬂzial } o problema «afr : seccién 1-A

r ver problema ogr , seccién 1-A. En otros lugares es
el exponente que figura en alguna de las siguientes

desigualdades:

-1 ., -1
Ireesipels|™ Ir@lge]s|™™y T3 Sis|™y risrg Ss)”

R (0,)

[N [0/)

s.c.i. semicontinua inferiormente
‘ :\z':é::ona v } v‘er‘(‘l.2) , seccidn 1-E (pdqg. 12)

u una solucidn del problema afl' o del problema 4/37-
U solucién correspondiente aa =0 , B = 1

v funcidn genérica del.conjunto de minimizacién del

problema af o del problema aBfr

Otros simbolos

r' exponente conju;;ado o dual de r; -l-;+ ;1,— =1

r oo i
|| "r norma L si r 31 y su generalizacidn natural

si 0<r <1

Q cierre de 0
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INDICE DE LOS PRINCIPALES RESULTADOS

Problema T Problema r-potencial
compacidad del soporte teor.19.1(pdg.114) teor.10.2(pag.63)
ecuacién de Euler teor.16.1(pdg.95) teor. 7.1{pag.45)
regularidad ’ teor.21.1(pig.124) teor.11.1(pdg.66) y

- teor.11.2(pdg.68)
unicidad para 0<r<1 —_— teor. 9.1 (padg.56) ,

teor.28.1(pag.157) y teor.28.2{pdg.159)
no unicidad (r<2/3) o ——- teor.28.1(péq.i57) y teor.28.2(pdg.159)
infinitos arcos lema 15.4(pdg. 90) teor.26.1(pag.147) y
nota pag. 171

nimero finito de arcos —— teor.26.1(pag.147)

(r<2/3)

estructura de los arcos - teoremas 17.1 y 17.2 (pag.103) y figura pédg.104
para r>1 ‘también corol.23.2 (pdg.137)

segundo miembro ’ seccién 30 (pag.165) seccién 30 (pdg.165)

restriccién vx0 . -—- seccién 31 (pag.170)
(inecuacién variacional) :

otras potencias de la —_— seccién 32 (pdg.172)
derivada segunda )
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