UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID

FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS
Departamento de Ecuaciones Funcionales

TESIS DOCTORAL

Coordenadas polares generalizadas y aplicaciones a la
acotacion de operadores

MEMORIA PARA OPTAR AL GRADO DE DOCTOR
PRESENTADA POR

Agustin de la Villa Cuenca

DIRECTOR:

Miguel de Guzman Ozamiz

Madrid, 2015

© Agustin de la Villa Cuenca, 1982



Aguatin de 1la Villa Cuenca

0986
UNIVERSIDAD COMPLUTENSE

-y

Ty e

X—- 25

COORDENADAS POLARBES GENERALIZADAS Y APLICACIONES
A LA ACOTACION DE OPERADORES

Departamento de Ecuaciones Funcionales
Facultad de Ciencias Matemiticas
Universidad Complutense de Madrid
1983

10, N
)

UNIVERSs

BIBLIOCTECA



Coleccién Tesis Doctorales. N2 137/83

Agustin de la Villa Cuenca

Edita e imprime la Editorial de la Universidad
Complutense de Madrid. Servicio de Reprograffia
Noviciado, 3 Madrid-8

Madrid, 1983

Xerox 9200 XB 480

Depdésito Legal: M-18051-1983



UNIVERSIDAD COMPLUTENSE

FACULTAD DE MATEMATICAS

COORDENADAS POLARES GENERALIZADAS Y

APLICACIONES A LA ACOTACION DE OPERADORES

Memoria, que para optar al Titulo
de Doctor presenta Agustin de la
Villa Cuenca.

Madrid, Marzo, 1982

DEPARTAMENTO DE ECUACIONES FUNCIONALES






A mis padres

Este trabajo se ha realizado, en
parte, con la Beca de Ayuda a la For
macidn del Personal Investigador del
Ministerio de Educacidén y Ciencia,
en el Departamento de Ecuaciones Fun
cionales de la Universidad Compluten
se de Madrid, bajo la direccidn del
profesor Agregado de la misma, Dr. D.

Miguel de Guzmdn Ozdmiz.

s






Agradecimientos:

A los profesores A. Dou y A. Lépez de
la Rica que me pusieron en contacto con el

Departamento de Ecuaciones Funcionales.

Al profesor M. de Guzmén sin cuya ayu
da y estimulo no hubiese sido posible la rea

lizacidn de este trabajo.

A los profesores del Departamento de
Ecuaciones Funcionales en especial a A. Casas,

M2, T, Carrillo, T. Menarguez y B. Rubio.

A Horacio Ovejero que durante todos
estos afios me ha animado constantemente para

la realizacifn de la "tesis".

A la gefiorita Soledad Estévez que ha
logrado lo que parecia imposible: Hacer le-
gible el manuscrito original.






INDICE

Pégs.
INTRODUCCION ...cccvteeenctsossoansocacsoscanascsassocasnstocsssascanacancs i
CAPITULO 1.: INTRODUCCION DE LAS COORDENADAS POLARBS ceesescasassntancenne 1
1.1. Definicidn de las coordenadas polares ......eceeeeeevvvcencacanss 4
1.2. Coordenadas polares generalizadas. Cambio a polares ............. 13
1.3. Teoremas de caracterizacidn de los Rayos Polatres .........o.cocenes 25
1.4. Acotaciones del operador maximal asociado a ciertas bases
de diferenciacifn ..coveriiiireerioiiiiiiritrecniiiiitisiesteennns i3
1.5. Célculo de los rayos polares sin condiciones de regularidad
en la familia de cUrvAS ....iivererrneniieniieeerintincecnnananns 39

CAPITULO 2.: COORDENADAS POLARES ASOCIADAS A CONJUNTOS 'ACOTADOS" ........ 48
2.1. Rayos polares asociados a "dilataciones generalizadas™ ......... 51
2.2. Coordenadas polares asociadas a una cierta familia de elipses ... 59

2.3. Estudio de las coordenadas polares asociadas a la familia

h(x,p) = B(X)(P=X) ccvieerenrsccesascsscsssncossacsosnccncseasnsns 63
2.4, Estudio de otras familias de CUIVAS ...ccvevvenccntnncosacccasnns 75
2.5. Acotaciones del operador maximal .......cecccereecacncnsaccccsans 78

CAPITULO 3.: COORDENADAS POLARES ASOCIADAS A CONJUNTOS "NO ACOTADOS" ..... 86
3.1. Coordenadas polares asociadas a "dilataciones generalizadas" .... 88

3.2. Coordenadas polares asociadas a familias de curvas no
M EBULATEB it eiterrrrcconcsstosesnansssansvsocssscncssoanseasaneae 94

3.3. Acotaciones del operador maximal ........ccccectutntactacananeas. 103



CAPITULO 4.: RECUPERACION DE LAS "CIRCUNFERENCIAS" A PARTIR DE LOS

RAYOS POLARES ...........

4.1. Planteamiento del problema ..
4.2, Estudio general del problema
4.3. Aplicaciones .....covvvveanen
APENDICE ....cocviivccenaccrcsarsnacnns

BIBLIOGRAFIA .......cccenenannne cerraes

P R R R N R

D I I P P R R R I I S I A IR I I I
R R R X R R I I I I I AR I I

s esesseseesesssescr st cossasess o

“teosvsvesrersessveessssascerssnes o

110

118

120

124

130



INTRODUCCION

Uno de los objetivos primordiales del andlisis es la acotacién
de operadores, entendiendo por un operador cualquier aplicacidn entre

espacios de funciones.

Consideraremos el espacio de Banach Lp(kn), 1 <p <w, defi-
nido de la forma siguiente:

LP(R®) = {f : R® *+ R medibles Lebesgue /

el - JRn e [P an /P < =)

donde dx es la medida Lebesgue.

Andlogamente LQ(Rn) = {f : R" + R medibles Lebesgue /

sup [£(x0)] < =},
x6 R

Dado un conjunto AC R" ’ ]Ale denotard la medida exterior de

Lebesgue del coniunto A.

Si el conjunto A es medible Lebesgue, {Al significard su me

dida de Lebesgue.

Asimismo si se trabaja con una medida producto o xu, (o xu)e

designard la medida exterior.

Nuestro estudio se restringird a operadores K entre espacios
LP(r™).

Asi K : LP(R™) — LI@®™; 1 < p,q < =

Una forma de medir la "acotacidn" del operador K es el "tipo
fuerte" (p,q) (a veces por simplicidad se designa solamente tipo

(p,q)). Un operador K : Lp(Rn) —— LIR") es de tipo fuerte
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(p,q) si ¥f 6 LP(R") se verifica:
leel, < clil,
No siempre el operador K va a satisfacer esta acotacifn. A ve
ces verifica otra desigualdad y se dird que el operador
K : LP(R") — LY(R™) es de tipo débil (p,q) 1 < p,q < ® si
vf 6 Lp(Rn) se verifica que:

o clel 4
Jtx e " 7 |k £ > M) < (—B)

Es trivial demostrar que todo operador de tipo (p,q) es de ti

po débil (p,q).

En muchas ocasiones se trabaja con una sucesidn de operadores
(K5} jen
Ky ¢ tP®R") — 1"
y surgen de forma natural las siguientes cuestiones:
1) Hallar bajo qué condiciones de los operadores Kj la suce-

8idn Kjf(x) converge para todo x (o para casi todo Xx) y que

propiedades tiene éste limite.

2) Hallar bajo qué condiciones de los operadores Kj la suce-

sidn de funciones Kjf converge en LY,

En otras ocasiones se trata con una familia de operadores
. . .P(r® qQepn
{Ke}e>o donde K. son operadores; Ke : LY(R7) — L'(R) 1y se
define el operador maximal K* asociado a esta familia de la forma

siguiente:

K*¥f(x) = sup IKef(x)I
€> o0
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siendo de gran importancia el tener acotaciones para el operador K%,

Un tipo de operadores, bdsico en andlisis, son los operadores

de convolucidn.
Sea k € Ll(Rn) y una funcién £ 6 LP(R™) 1 <p<w,

Se define el operador de convolucidn K asociado al niicleo k

de la forma siguiente
Kf(x) = k #f(x) = I n k() E(x-y)dy
R

Restringiendonos a Rl el primer operador bésico de convolucién

‘es 1a transformada truncada de Hilbert, denotada por H que corres

el
ponde al nficleo
1/x s8i x| > €

h (x) =
0 si |x] <€

.

y definiendo Hef(x) = f *hs(x).
La transformada de Hilbert H, se define como

HE(x) = lim ﬂef(!)
€+ o

siendo el operador de convolucidn asociado al n€uleo h(x) = 1/x,

es decir

f(
Hf(x) = IRI —;}% dy

entendiendo la integral anterior enm el sentido del valor principal
de Cauchy.

Si f 6 LP(RI) 1l < p <o ge tienen las siguientes acotacio-

nes para los operadores anteriores:
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a) La transformada truncada de Hilbert es un operador de tipo

(p,p) es decir BAP tal que
In el < a

1]

b) Existe limite en L? de Hef(x) = Hf(x) 1y se verifica

P P

HE < A f
luel, < A lel,
donde Ap es la misma constante que en a).

c) lim Hef(x) existe para casi todo x si

€+ o0
£ e LP(rD) 1<p<w
Si se define H*f(x) = sup lHef(x)l, (H* es el operador maximal
€> o

de Hilbert, donde H* es el supremo de una familia de operadores de

convolucidn) se tiene:

d) si f 6 LP(RI) 1 < p < » el operador H* es de tipo

(p,p) es decir 3 Bp tal que

| £]

e) Si f 6 Ll(Rl), H* es de tipo débil (1,1) es decir:

*
Inrel . < B

P p

3 C constante absoluta tal que:

Il
[{x / u*£(x) > A}| < ¢ —Tl .

La demostracidn de los resultados a), b), c), d) y e) puede ver

se en Guzmidn [6] & Stein [12].

Otra parcela importante del andlisis actual estd dedicada a la
diferenciacidn de integrales. El1 inicio de esta teoria arranca del
n

teorema de Lebesgue que nos asegura, que si a cada punto x € R,

le asociamos una familia de intervalos ciibicos, cerrados, centrados



en el propio punto x, de tal forma que existe una subsucesidn,

{Qk(x)}k-l 2 , de ellos que se contraen a x se verifica .
]

geee

T
lim f(y)dy = f(x)
k> @ QG (x) Qe (x)

1 n
para c.t x con f 6 Lloc(k ).

El problema se puede plantear de un modo mis general:

Para cada x 6 Rn, gsea B(x) una familia de conjuntos medibles,
acotados, conteniendo a x, de medida Lebesgue positiva, y tal que
exista por lo menos una sucesifn de conjuntos Bk 6 B(x) cuyos did

metros, G(Bk), tiendan a 0.

A la familia B = U n B(x) se le llama base de diferenciacidn
. a x6R
en R.

La restriccién a conjuntos acotados no es esencial ya que sien
do B(x), para cada x € Rn, una familia de conjuntos medibles,
conteniendo a x, de medida Lebesgue positiva, tal que B(x) con-
tiene al menos una sucesién Bk 6 B(x) que se contrae en medida a
0, es decir |B (x)| —— 0 entonces:

B = Ljn B(;) es una base de diferenciacidn en R"™ (de con
juntos no aczsgdoa). Si la base de diferenciacién B (de conjuntos
acotados o no acotados) se obtiene de tal forma que B(x) es el re

sultado de trasladar al punto x 1la familia B(0), 1la base B es

"invariante por traslaciones".

Para la base de diferenciacién B, invariante por traslaciones,

el problema tipico de diferenciacifn es estudiar que condiciones de-
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ben cumplir B(0) y f para que se verifique:

lim L J f(y)dy = f(x) para c.t.x.
BeB(x) I8l Jg
d(B)+ o
s |B] »o
XB(x)
Si se denota por kB(x) = IBI con B 6 B(0) donde XB(x)

es la funcidn caracteristica del conjunto B entonces se tiene que:

TET%TT I 0 f(y)dy = Kp * f(x)
B(x

y el problema de diferenciacidén se reduce a estudiar la convergencia
hacia la funcién f de {KB * f}.

Una forma de estudiar el problema es buscar acotaciones para el
operador maximal asociado a la base de diferenciacién B y que se

define de la forma siguiente:

Dada la base de diferenciacién B y una funcién f 6 LlOC(Rn)

se define para cada x 6 R® el operador maximal (asociado a B)

Mf(x) = sup {—;— I j£¢y)|dy / R 6 B(x)}
R

si f 6 Lloc(Rl) y la base B es invariante por traslaciones
con B(0) = {(-h,h), h > 0} el operador maximal asociado a esta ba

se de diferenciacidn es el operador maximal de Hardy-Littlewood [10]

definido por:

1 x+h
Mf(x) = sup n J |£(y)|dy
h> o x~h

con f 6 LP(RI).
Es un resultado clésico que el operador maximal de Hardy-Little

wood es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p) 1 < p < o,
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La importancia del estudio del operador maximal radica en que
acotaciones del tipo del operador maximal asociado a una base de di
ferenciacidn B, implican propiedades de diferenciacidn, para cier
tas funciones f, de la base de diferenciacidn. Esencialmente, si
el operador maximal M, asociado a una base de diferenciacién B8,

es‘de tipo débil (p,p) 1la base B diferencia Lp(R“), es decir:

. 1 I
lim f(y)dy = f(x)
ks w 1B (D] B, (x)

. P n
para casi todo x, con f 6 Lloc(R ).

Otras propiedades y acotaciones del operador maximal M, 1y su
relacidn con las propiedades de diferenciacifn, de la base de dife-

renciaciédn B pueden verse en Guzmén ISJ.

La transformada de Hilbert y el operador maximal son instrumen
tos esenciales para la acotacidn de otros operadores, de tratamien-

to, en apariencia, mds complicado.

Uno de los métodos de acotacifn de ciertos operadores, una vez
que se tienen acotaciones para otros operadores, que se puedan rela
cionar con ellos, es el método de rotacidn introducido por Calderén-

Zygmund [2].

Exponemos el método en general y luego estudiaremos algunos ca
sos particulares donde se ve la utilidad del método.

Supongamos que Kj : R™ » R, j=1,2,... es una sucesidn de nl

cleos en Ll(Rn), y queremos estudiar la accidén sobre Lp(Rn),

1 < p < ®, de los operadores de convolucidn Kj definidos sobre

Lp(Rn) por:
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ij(x) = kj * £(x)

Utilizando las coordenadas polares se obtiene:

oo

K.f(x) = J k.(y)f(x-y)dy = I_ i I k.(r ;)f(x-t;)tn_l drdy
J ] y6L ‘r=o J

donde I es la esfera unidad en Rn, es decir:

r=1{yser"/ |yl =1}
y d; denota la medida Lebesgue sobre I.

Si suponemos que los nficleos tienen una propiedad de homogenei-
dad, por ejemplo
k.(ry) = h,(r Ay
J( y) J( ) sJ(y)
entonces :

n-1

Kjf(x) = I_ dr)dy =

g-(?)(I b, (r) E(x-Ty)T
yer ! o 3

= | g.(Mu £(x)dy
JyGZ J J

donde para cada y 6 I fijo Hg es el operador:

8y £(x) = J h,(£) £(x-ry) e} dr
i o h|

Si es posible probar que:

; —
H, f < C f
| 3 |p < ¢ | |p
donde Cp(;) es tal que
J_ IEj(;)Cp(;)ld; < Ap < = ¥j=1,2,...

y6%L

entonces, usando la desigualdad integral de Minkowsky se obtiene:

Iesel, < a1l

P P
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con Ap independiente de j, f.

Este método nos permite rotar una desigualdad unidimensional,-

por dos circunstancias esenciales:

a) Los nficleos son homogéneos con respecto a las dilataciones.
b) El jacobiano de las coordenadas cartesianas respecto a las

coordenadas polares se factoriza en una funcidn de r y otra de ;.

Asi los operadores de Calderdn-Zygmund, (que son generalizacidn
de la transformada de Hilbert a n dimensiones), se definen como

operadores de convolucién asociados a niicleos
k : R — R K 6 L;oc(Rn-{O}) tales que:
i) K es impar y positivamente homogéneo de grado -n, es decir:
k(Ax) = 27" Kk(x)
La condicién i) nos asegura que
J k(y)dy = 0
L
ii) J lk(y) dy < =.
X
Al estudiar el comportamiento del operador K definido por
Kf(x) = k & f(x) para funciones fe LP(Rn)
se efectiia un truncamiento del niéicleo k definiendo los nficleos
truncados

k(x) si’ e < |x| <n

L (x) =
N 0 en otro caso

y los operadores asociados a estos nficleos Ke n de tal forma que
’



K nf(x) = k * f(x) =

c, e k(y)f(x-y)dy

Lilvliﬂ
Efectuando el paso a coordenadas polares y aplicando el método de ro

tacidn se obtiene:

K _f
e,nf ()

_ .y _
k(y) H f(x) dy
Iz €,N

donde ahora, HZ nf es la transformada truncada de Hilbert que es de
’

tipo (p,p) y por lo tanto se tieme que:

Ik £l _<_Cp|f|p 1 <p<<w

€E,n "p

aplicando el método de rotacidn.

Otra aplicacidén del método de rotacidn nos proporciona propieda
. s s n . .
deg de diferenciacidn en R, a partir de acotaciones del operador ma

ximal de Hardy-Littlewood en Rl.

En efecto, sea B 1la base de diferenciacidn, invariante por

traslaciones, tal que:
B(0) = {Br(o)}rGR+ con Br(O) ={x/0< |x|] <r}
En este caso

Mf(x) = sup —% |f(y)ldy

r>or IyGBr(x)

con Br(x) = x + Br(O)-

Y utilizando las coordenadas polares nuevamente se obtiene:

r
Mf(x) = sup ~f, J_ J If(x—oy)lo"'1 dpdy
r >0 r y6L o

Por tanto:

1 (T = =
Mf(x) < sup c J = J | £(x-py)|dp dy
- r

r> o y6L o
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r
. I |£(x-py)dp dy =

Mf(x) < c I_ (sup L
y6L ]

= c Y £(x)dy

I?sz
donde ahora HYf es el operador maximal de Hardy-Littlewood, que co

nocemos que es de tipo (p,p), 1 < p < =,
Por tanto apliando el método de rotacidn se obtiene que

1€l £ 6 LP(r™

el ) < ¢ »

P

ya que en este caso la integral dependiente de L (es:

I_ d; < o
y6L
Pero el cldsico tipo de homogeneidad puede estar ausente en oca

siones donde se tenga otro tipo de homogeneidad.

Tal es el caso de las integrales singulares con homogeneidad
mixta estudiadas primeramente por Fabes y Riviere [3] donde el nicleo

k, con Kk 6 Ll(Rz), satisface para A > 0
2 -3
k(kxl,k x2) = A k(xl,xz).

Posteriormente Guzmién [6] generalizd los resultados de Fabes y
Riviere trabajando con nficleos k que satisfacen:

ePlogl

K( ) =2 P kx); xerR" y  aA>o0

donde P es una matriz n xXxn cuyos autovalores tienen parte real

positiva.

Las integrales singulares asociadas se pueden tratar por medio

de unas ciertas "coordenadas polares”.

Se demuestra que para cada x 6 R" - {0} existe un finico
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p>0 yun Gnico x 6 L, con I = {y 6 R" / |yl = 1}, tal que:
x = efloB P %
y uno trabaja con las nuevas coordenadas (p,x) en R"™ - {0}.

Ademas el jacobiano de la transformacidn verifica:

Jx;0,0 = o L

donde L(x) es una funcidn indefinidamente derivable y acotada en I.

Denotando por TA la transformacidén que hace pasar de un punto
x = (p,x) al punto x = (Ap,x) y utilizando el método de rotacidn

en las nuevas coordenadas polares (p,x) se tiene que:

KE(x) = L k(y)f(x-y)dy y teniendo en cuenta que k(y) =
n

= k(eP108 p ;) se obtiene:
trP @ tr P-1
Kf(x) = [_ p T k(Y I f(x—pr) ptt L(y) dp dy
yeLl o)
y simplificando se obtiene:
o f(x -T_y)
_ - - —
Kf(x) = J_ L(y)k(y) (I — dp)dy
y6L o p
y denotando:
- o f(x - T y)
W of(x) = I — P 4
[Y (4

o

se obtiene:

RE(x) = I_ L(y) k(y) # f(x)dy
y6L
Si se tuviesen desigualdadesde tipo (p,p) para el operador W de1
tipo:

|Hy flp < c(y) |f|p para ciertos espacios 1P
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se obtendrfia por aplicacién de la desigualdad integral de Minkowski:
KE <c_ |f £ 6 LP@R"
Ixel, <c, I, &™)

supuesto que [_ L) k(e |dy = ¢ < =
y6L
El operador H; se "parece" a la transformada de Hilbert, pero
a diferencia del caso clfsico, en que con ; fijo x —Tp; era una
recta que pasaba por el punto x, en el caso actual no tiene por
que presentarse esta situacifn tan favorable ya que x -Tp; puede

: n
ser una curva cualesquiera en R, que pasa por x.

Si se tuviesen acotaciones para el operador B’ se tendrian aco
taciones para el operador K en condiciones generales cuando

x - pr, con ; fijo, no sea una recta.

Afortunadamente la década de los setenta ha sido fructifera en
resultados en esta direccidén, ya que han sido intensos los estudios
para obtener acotaciones de la transformada de Hilbert a lo largo
de curvas y del operador maximal a lo largo de curvas definidas de

la forma siguiente:

Sea y : R — R",
La transformada de Hilbert a lo largo de la curva Yy se defi-

ne
te f(x-y(t) dt

HY f(x) = I t

El operador maximal a lo largo de Yy se define

t
M, £(x) = sup % J FE(x-y(t))]dt
t> o o
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Es de notar que el operador W es equivalente al operador

nY para "coordenadas polares" generales.

El primer resultado de acotacidn es debido a Stein-Wainger [15]

donde obtienen una acotacidn en Lz(Rn) para el operador “Y donde

% %2 %
y(t)y = sig e (|t] “,1t] ..l ™ a; >0 i=1,2,...,n

Esencialmente la acotacidn del operador HY se debe a una eva

luacidn de ciertas integrales trigonométricas.

La extensidn a la teoria LP para el operador H para la

-Y’
misma curva Y(t), es debida a Nagel-Riviere-Wainger [7] y [8].

En cuanto al operador maximal MY el primer resultado, debido
a Nagel-Riviere-Wainger [9] es la acotacidn de MY siendo
y(t) = (t,tz), avanzando, con ayuda de la teoria de Littlewood-
Payley, con los resultados de Stein [13], Stein [l&] y Stein-Wain-

ger [16].

Resultados mds generales obtienen Stein-Wainger [17] para cur-

vas bien curvadas (que mds adelante explicitaremos).

Ellos obtienen, siendo yY(t) una curva "bien curvada" la aco

tacidn para el operador maximal
P,pn
M_f < C f 1 < < ® f 6 L'(R
e, < e ltl, P (R™)
donde C(y) depende de la curva y(t).
Asimismo obtienen otras acotaciones, para el operador Hy'

Recientemente Nestlerode [ll]elimina la dependencia de la cons
tante C(y) introduciendo otro tipo de curvas llamadas altamente

mondtonas, obteniendo para este tipo de curvas las acotaciones



- XV -~

M_f <cC f 2<p<ew
gl <c, I, < o
La consecucidn de este resultado es debida a una generalizacidn

del lema de Van der Corput y una adecuada utilizacién de la teorfa :

de Littlewood-Payley.

Las consideraciones anteriores nos sugieren un procedimiento

general para introducir unas "coordenadas polares generalizadas".
Haremos el estudio en Rz por su transparencia geomd@trica.

En las coordenadas bolafes cléisicas en Rz cada punto B
X = (xl,xz) [+ R2 - {0} se representa de forma Ginica por (p,y)

siendo p su distancia al origen e y el punto de la esfera uni-

dad en Rz, que estd en la recta que une el origen de coordena |

das y el punto x (ver fig. 1

(fig. 1)
En este caso p = cte representan circunferencias centradas

en el origen, asi como y = cte son rectas que pasan por el origen,

que son los rayos polares.

Imaginemos que tratamos con una familia de curvas de Jordan su
ficientemente suaves (Cp) p 6 (0,) conteniendo al origen en su
interior. f

Supongamos que las curvas cubren Rz - {0} de tal forma que

para todo punto distinto del origen exista una sola curva que pasa



por dicho punto.

Estas curvas van a constituir las "circunferencias" (p = cte)

en las nuevas coordenadas polares.

Se quiere obtener una familia de curvas comenzando por el ori-
gen, que serian los "rayos polares" de tal forma que por cada punto

distinto del origen pase un sblo rayo polar.

Para la aplicacidn del método de rotacidn, es conveniente para
metrizar la familia de "rayos polares" Fa e introducir un nuevo

sistema de coordenadas x <+— (p,a) de tal forma que

Jac(x; p, a) = £(p) m(a)

En estas condiciones, es posible la acotacidn de ciertos operadores,
utilizando la técnica del método de rotacidn, siempre que los rayos

polares Pa sean "curvas buenas”.
Este serd el objeto de nuestro trabajo.

La memoria la dividimos en cuatro capitulos. Damos aqui una
idea general de lo tratado en cada capitulo, dejando las considera
ciones mds técnicas, que expondremos en el contexto del propio ca-

pitulo.

En el primer capitulo introducimos las coordenadas polares ge
neralizadas (p,a) asociadas a una familia de curvas (Cp)
p 6 (0,») determinando los rayos polares Fa por medio de conside

raciones geométricas.

Damos asimismo condiciones respecto a la familia (Cp)’

p 6 (0,7) para que los rayos polares sean curvas buenas, de tal
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forma que se tengan acotaciones de ciertos operadores (esencialmen
te dql operador maximal y de la transformada de Hilbert) a lo lar-
go de estas curvas; para que sea posible aplicar la técnica del mé

todo de rotacidn.

En el capitulo segundo trabajamos con determinadas familias
(Cp) p 6 (0,») de conjuntos acotados, obteniendo explicitamente
los rayos polares asociados a ellas, asi como propiedades de acota
cidn del operador maximal (y consecuentemente propiedades de dife-
renciacidn) para ciertas bases de diferenciacidn asociadas a la fa

milia (Cp), P8 (0,=).

El capitulo tercero sigue las mismas directrices que el capi-
tulo segundo, pero en &l las familias de curvas (Cp) p 6 (0,»)

encierran conjuntos que no estfin acotados, de medida finita.

Finalmente en el capitulo cuarto estudiamos el problema inver
so: Dada la familia de rayos polares Fa, tratar de recuperar la
familia de "circunferencias" (cp) p 6 (0,) tal que Fa sean
los rayos polares asociados a esta familia (Cp)’ p 6 (0,9), en

principio desconocida.

Estudiamos el problema general y lo resolvemos explicitamente

en determinados casos.

Finalmente, acabamos la memoria con una serie de problemas

abiertos en los que estamos actualmente trabajando.






CAPITULO T

INTRODUCCION DE LAS COORDENADAS POLARES




En este capitulo introducimos unas "coordenadas polares" aso-
ciada a ciertas familias de curvas (Cp)’ p 6 (0,°) que cubren to

-

do el plano & parte de él.

pDividimos el capitulo en cinco apartados.

En el primero, bajo hipdtesis de regularidad de la familia
(Cp)’ p 6 (0,) definimos las "coordenadas polares" asociadas a
la familia (Cp) p 6 (0,) por medio de una cierta condicién geo-
métrica, asi como los "rayos polares"”, cuya caracterizacidn estd da
da por los teoremas 1,1.1 y 1.1.2, dependiendo de la familia (Cp),

p € (0,»).

En el apartado segundo vemos el comportamiento de la medida
Lebesgue para el cambio a estas coordenadas polares, que nos viene

explicitado por el teorema 1.2,

En el apartado tercero exponemos primeramente resultados de
acotacidon del operador maximal a lo largo de curvas, que definimos
alli; dando posteriormente resultados, principalmente los teoremas
1.3.b.1 y 1.3.b.3 que nos garanticen que los rayos polares asocia-
dos a la familia (Cp)’ p 6 (0,2), que seguimos suponiendo sufi-

cientemente regular, sean curvas "buenas".

En el apartado cuarto estudiamos acotaciones para el operador
maximal asociado a ciertas bases de diferenciacién, relacionadas con
la familia (Cp) p 6 (0,»), suficientemente regular, obteniendo,
via los resultados del apartado anterior los teoremas de acotacidn

del operador maximal, bajo ciertas hipdtesis de la familia (Cp)



p 6 (0,o), fundamentalmente los teoremas 1.4.1 y 1.4.3,

Finalmente en el apartado quinto, calculamos los rayos polares

para determinadas familias (Cp) p 6 (0,°) sin las suficientes con

diciones de regula}idad, exigidas en los'apartados anteriores.



1.1. Definicidn de las "coordenadas polares"

En este apartado definimos las coordenadas polares asociadas

a una familia (Cp); p 6 (0,) de curvas de clase CZ.

Por comodidad técnica denotamos la familia de curvas
Cp = h(x,p) p 6 (0,»); aunque la técnica para introducir estas
"coordenadas polares" es general para toda familia de curvas (Cp)

p 6 (0,°) que barran r? - {0}, o parte del plano.

Agimismo, por facilidad de cdlculo, supondremos primeramente
que la familia h(x,p) p 6 (0,») estd situada en el primer cua-
drante; extendiendo posteriormente el estudio al caso general
h(x,p) p 6 (0,%), para lo cual sSlo son necesarias pequefias modi

ficaciones.

Sea entonces la familia de curvas y = h(x,p) p 6 (0,®) que
la guponemos, en principio, situada en el primer cuadrante, de modo
que todo punto del primer cuadrante est& en una y sdlo una de las

curvas de la familia.

Supongamos que ¥p; p 6 (0,©) 1los conjuntos limitados por
las curvas de la familia h(x,p) y los semiejes positivos de Eoog

denadas estdn acotados y por tanto se verifica:
i) Ja(p) finito tal que h(a(p),p) = 0 ¥p; p 6 (0,x)
ii) h(0,p) = C(p) < = ¥p

Para todo punto del primer cuadrante sustituimos las coordena
das cartesianas por las "coordenadas polares" que denotamos por

(p,a) donde:



p es el valor del parfimetro de la familia h(x,p) en la que

se encuentra el punto; y

a es un nfimero real a 6 [0,1] que satisface una cierta con

dicién geométrica que ahora expondremos.

Se intenta, (a semejanza de las coordenadas polares clisicas)
barrer el primer cuadrante por medio de unas determinadas curvas que
llamaremos "rayos polares" que verificarén cierta condicidn sobre
las dreas encerradas por los conjuntos h(x,p) y los ejes coordena

dos, asociada al nfimero real a a 6 [0,1].

Definicidn 1.1. "Rayos polares"

Con a fijo a € [0,1] a las curvas g(x,a), (que determina
remos a continuacidn), las denominaremos "rayos polares" asociados

a la familia h(x,p), p 6 (0,»).

La condicién geomé&trica que verifican los rayos polares aso-

ciados a a, o 6 [0,1] es la siguiente: (ver fig. 1)

.

y = g(x,a)
(0,c(p))
\ h(x,p)
|
L}
|
]
(a(p),0) (a(p),0)
(fig. 1)

¥p, p 6 (0,v) se debe verificar:



a(p) a(p)

h(x,p)dx = a j h(x,p)dx |t.1.1]
o

a(p)
J g(x,a)dx + I

o a(p)
es decir, fijada una recta de referencia, en este caso el eje de abs

cisas, como origen de dreas la igualdad ]l.1.1| nos dice que el drea

encerrada por las curvas y = g(x,a) 0 <x <0o(p) e

y = h(x,p) g(p) < x < a(p)
es 0 veces la superficie encerrada por la curva h(x,p) con los

ejes coordenados.

Para la determinacidn de los rayos polares g(x,a) o 6 [O,l]

se tiene el siguiente teorema:

Teorema l.1.1. Se considera la familia de curvas y = h(x,p),
p 6 (0,») que barrenm el primer cuadrante, de tal forma que todo

punto de &l estd en una sola curva de la familia.

Supongamos que la familia h(x,p) es de clase C2 y que
hp(x,p) # 0 y continua ¥x > 0, ¥p 6 (0,). Supongamos que la fa-
milia h(x,p) es tal que la funcidn o(p,a) definida por la igual

dad |l.l.l| admite funcidn inversa p = p(o,a).

Entonces los rayos polares g(x,0) o 6 [0,1] son {inicos y

su expresidn viene definida por

g(x,a) = h(x,p(x,a))

Demostracidn:

En la fig. 1 se observa la siguiente igualdad:

g(a(p)) = h(o(p),p)



y en consecuencia, aunque la funcidn g(x,a) es desconocida, el pro

blema de su determinacidn se reduce a encontrar la funcidn o(p,a).

Para ello en la igualdad:

a(p) a(p)
g(x,a)dx + I h(x,p)dx = « I
a(p) o

o(p)
I h(x’p)dx

(]

derivemos con respecto a p obteniendo:

g(o(p),a)a’'(p) + h(a(p),pla’'(p) - h(a(p),p)o’'(p)

a(p) rrate) '
+ I hp(x,p)dx - [I hp(x,p)dx - h(a(p),p)a'(p{]

alp) )
J1.1.2]
y teniendo en cuenta que:
h(a(p),p) = 03 g(o(p),a) = ulag(p),p) |1.1.2| se convier-
te en:
a(p) ' a(p)
I h_(x,p)dx = a. I h_(x,p)dx |1.1.3]
ap) ° o p
que es equivalente a
g a(p)
F(o,p) = J h (x,p)dx - (l-a) I h (x,p)dx = 0
o P o P
J1.1.4]

que nos determina o = o0(p,a) 8i se verifica que Fc(a,p) =
= hp(x.p) # 0, 1lo cual es cierto por hipdtesis.

Y asegurada, tambi&n por hipdtesis, la existencia de la fun-
cidn inversa se tiene que los rayos polares g(x,a) son finicos ya
que al ser Fq(o.p) 40 3]>o = g(p,a) y por tanto 31 p = plo,a)

y g(x,a) = h(X.p(x,a));c.q.d.



La condicidn expuesta de que la familia h(x,p); p € (0,)
se encuentra en el primer cuadrante es superflua como veremos a con

tinuacidn.

Asi si la familia (Cp); p 6 (0,»), estd formada por conjun-

tos simétricos respecto al origen y a los ejes coordenados (ver fig.

2)
g(x,a)

g(x,1-a)

(fig. 2)

basta efectuar el estudio comn a € [0, %] estudiando la naturaleza

de los rayos polares g(x,a) con o € [0, %] y utilizando adecuada

mente la condicidén de simetria.

Finalmente si la familia (Cp) p 6 (0,») es arbitraria la uti

lizacién de la condicidn [l.1.1| nos determina los rayos polares

(ver fig. 3).

P B
PatN
I AN\

r/r,L-P—F\N\
e
A

(fig. 3)



Los rayos polares de orden a veundrdn definidos como las curvas que

verifican la igualdad:

A = a A

1 0 <ac<1l

11
Dependerd de la familia de curvas (Cp), p 6 (0,0) el que
los rayos polares se obtengan de forma explicita y = g(x,a), o sd

lo sea posible una representacidn paramétrica (gl(t,a),gz(t,u)).

En el capitulo siguiente estudiaremos un ejemplo, donde se ob
tendrd la representacidn paramftrica de los rayos polares, para una

determinada familia de curvas (Cp), p 6 (0,»).

Siguiendo la misma técnica, se pueden establecer unas "coorde
nadas polares" para familias de curvas (Cp) p 6 (0,»), i la fami

lia de curvas barren un subconjunto A C:R?, (ver fig. 4)

A p

(fig. 4)
obteniendo unas coordenadas polares para los puntos del conjunto
AC R
En la continuacidn de esta memoria, si no se cita nada en con
tra, supondremos qqe la familia - (Cp), p 6 (0,0) estd gsituada en
el primer cuadrante, barriendo las curvas de dicha familia bien todo

el primer cuadrante o bien parte de &1.

Si la familia (Cp), p 6 (0,), que seguimos suponiendo de

clase CZ, estd formada por conjuntos no acotados, (en el sentido

[Sp—
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que ahora expondremos), la situacidn es esencialmente la misma,

Supongamos entonces que la familia (Cp)’ p 6 (0,») es de
la forma y = h(x,p) de forma que ¥p 1la curva h(x,p) estd situa

da en el primer cuadrante.

Supongamos tambié&n que los conjuntos limitados por la curva

h(x,p) y los ejes positivos de coordenadas no estdn acotados.
Por tanto se verifica:
i) j a < ©» tal que h(a,p) =0 ¥p
i) h(0,p) = A(p) pudiendo ser A(p) infinito.

Supongamos finalmente que el &rea encerrada por la curva
h(x,p) y los ejes positivos de coordenadas es finita lo que es equi

valente a:

[ h(x,p)dx < = ¥p p 6 (0,»)
o]

Con estas condiciones tratamos de introducir, (anidlogamente
al caso de conjuntos acotados) unas '"coordenadas polares'" asociadas

a la familia h(x,p) p 6 (0,»).

Las coordenadas polares (p,a) asi como los rayos polares
g(x,a) se definen como en el caso de conjuntos acotados estudiados
anteriormente, (ver fig. 5)

(0,A(p))
g(xa(!)

h(X,p)

(a(p),0)

(fig. 5)
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El problema se reduce a encontrar los rayos polares

y = g(x,a) de forma que se verifique:

a(p) ® il
I g(x,a)dx + J h(x,p)dx = a I h(x,p)dx Jt.1.5]

o a(p) o

con a 6 [0,1].

Se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.1.2. Sea la familia de curvas h(x,p), p 6 (0,), de cla

se Cz, situada en el primer cuadrante, tal que los conjuntos que

delimitan las curvas h(x,p) y los ejes coordenados sean no acota-

dos y de medida finita.
Supongamos:

i) La funcidn hp(x.p) es continua y distinta de cero

¥x > 0, ¥p €6 (0,=).

ii) La funcidn o(p,a) definida por |1.1.5| admite funcién in
versa p = p(U.a)‘ (lo que es equivalente a decir que

o'(p,a) # 0 ¥ 68 (0,=) ¥a 6 [0,1].
Entonces los rayos polares g(x,a) estdn definidos univocamente por
la expresifn:
g(x,a) = hix,p(x,a))
Demostracidn.
Observando la fig. 5 se tiene que:
g(o(p),a) = h(o(p),p)

Por tanto, el problema de la determinacidn de los rayos pola
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res queda reducido al cdlculo de la funcién o(p,a) definida por

f1.1.5].

Derivando |1.1.5] regspecto a p se obtiene:

©

g(o(p),a)o'(p) + I hp(x,p)dx - h(og(p),pla'(p) =

o(p)

00
= h (x,p)d
o Jo p(x p)dx

y teniendo en cuenta que g(o(p),a) = h(o(p),p) la expresidn ante-
rior es equivalente a:
-]

g
F(o,p) = J h_(x,p)dx - (1l-a) J h (x,p)dx = 0 [1.1.6]
0 P o P

La expresidén |1.1.6] nos determina o como funcién implicita de p

y la hipbtesis i) nos asegura que FO(U,p) = hp(x.o) # 0 y por tan-
to 3 1 0= o(p,a). La hipdtesis ii) nos garantiza la existencia de
la funcidn inversa p = p(0,a) vy por tanto como g(x,a) =

= h(x,p(x,0)) queda demostrado el teorema.

La restriccidén impuesta a la familia h(x,p) p 6 (0,=) de
estar situada en el primer cuadrante es simplemente por facilidad de
cdlculo, tratando de forma similar que para familias (Cp) de con-
juntos acotados, los casos de familias (Cp) p €6 (0,») de conjun-
tos no acotados simétricos con respecto a los ejes coordenados, o fa
milias (Cp) p 6 (0,») de conjuntos no acotados arbitrarios, con

las mismas té&cnicas que las expuestas para familias (Cp), p 6 (0,»)

de conjuntos acotados.
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1.2. Coordenadas polares generalizadas. Cambio a polares.

Tratamos en este apartado el comportamiento de la medida e in
tegral de Lebesgue, en el nuevo sistema de coordenadas (p,a).

Sea ¢ : (0,») x [0,1] ——-————*’A

(p,a) —— (x,y)
denotando por A el subconjunto de Rz que barren las curvas
h(x,p) o 6 (0,°).

Suponemos que A es medible Lebesgue, asi como los conjuntos
que encierran las curvas h(x,p) y los ejes coordenados ¥p,
p e (0,0).

De la definicidn de las coordenadas polares (p,a) es inmedia
to observar que, si la familia h(x,p) p 6 (0,), se encuentra en
las condiciones expuestas en el apartado |1.1], ¢ es una biyeccidn
y por lo tanto todo punto de A se puede describir univocamente por
el par (p,a) 0 < p < » ,

0<a <l

Definicidén 1.2.1. "Celda polar"

Llamaremos '"celda polar” de A a una regidn de A, que en

coordenadas polares viene descrita de la forma:
J = (pt'pu] x (a',a"

con (p',p"] C(0,) y (a',a"]C [0,1] wver fig. 6
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(fFig. 6)

Consideraremos recubrimientos de A por celdas polares diddicas.
Dado %k, (k=1,2,...) se define Ek como la coleccidn de
celdas polares del tipo

= (2
T (2k

’ »

Bl 9  g*lL
zk] * (2“ 2“]

para cada p,q 6 N tal que

+1 +1
(;% B o,y , 5 o]
2 2 2
Consideremos

g = U ¢
k=1 K

Es trivial que la familia £ de las celdas polares diddicas de A
es numerable y verifica si Jj 6 Ej; Jk 6 gk con j < k entonces
S Ni =+ 3 I C Iy

En analogia con los intervalos diddicos es fdcil comprobar

que cada abierto de A es unidn numerable de celdas polares disjun

tas dos a dos.
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Por tanto, para ver como se comporta la medida Lebesgue en A
frente a este cambio de coordenadas, basta ver como se transforma el

elemento de &rea de una celda polar.

Sea T, para cada A>0 A 6 R la aplicacidn que a cada
punto (p,a) 6 A 1le transforma en el punto (Ap,a) del mismo rayo

polar, es decir T,(p,a) = (Ap,a), ver fig. 7

g (x,a)

'r)‘(p,u) = (Ap,a)

(p,a) h(x,Ap)

h(x,p)

(fig. 7)
Designemos por S(p) el &rea encerrada por la curva h(x,p)

y los ejes coordenados, que supondremos funcidn derivable.

Sea x el punto de la curva correspondiente al valor del pa
rfmetro p = 1 que llamaremos "curva unidad" para estas coordenadas

y la denotaremos por I.

Sobre esta curva unidad, consideremos la familia F de con-

juntos siguientes:
Un conjunto CCI estd en F si:
C =19 4]

c, = {Tx; = (A,a) siendo x = (l,a) 6 C, 0 < A 1}

A

es medible Lebesgue.
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Trivialmente F es una I-dlgebra.

Se considera la aplicacidn o:

6 : F—— [0,+=)

5'(1)
s(1)

c— da(e) = le,l

gsiendo S'(p) 1la derivada con respecto a p de la funcién S(p).

La funcidén 0 asi definida sobre F es una medida completa
y finita, por ser completa la medida Lebesgue y encerrar 3rea fini-
ta las curvas h(x,p) y los ejes coordenados.

'
La introduccidén de la constante §§%%%, que a priori parece

artificiosa, serd discutida al final de este apartado.

Por razdén de como se han construido los rayos polares si

cCI, y r >0, denominando C_ = {TA; = (A\,a), x = (l,a) 6 C
0 <A <r} resulta:
|Cr| = S%ii% g(C) ya que entonces:
_ _S(r) s'(1) _ S(r)
le,l = svaiy s 161! = sy leld

Se tiene el siguiente resultado, que nos relaciona el comportamien-
to de la medida Lebesgue en las nuevas coordenadas, asi como el cam

bio de variable en las integrales:

Teorema 1.2. Sea la biyeccidn:
Y : A— I x (0,®)

x —> (i&’p,p)

donde ;a o es el transformado en la curva unidad I del punte
’
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x 6 A de coordenadas polares (p,a) que esti en el mismo rayo po-
lar y p es el valor del parSmetro de la familia h(x,p) donde se

encuentra el punto x (ver fig. 8).

-f8(x,a)
by x = (p,a)
a,p
(x,1) h(x,p)
(fig. 8)

En A consideramos la medida Lebesgue, en I la medida o
definida anteriormente y sobre (0,) una medida Lebesgue-Stieljes

u asociada a la funcidn f

£ : (0,9) —— R

S(p)

=

p— £(p) = gy

En el espacio producto I x (0,») consideramos la medida producto
o x M.

Entonces:

(a) MC A es ] |-medible si y solamente sf ¢(M) es

0 x py-medible y ademids
Ml = (o x W) ()

(b) £(.) ¢ LI(A) 8l y solamente si

L(w'l(.)) 6 Ll(1 x (0,®), 0 x W

y ademés se verifica:
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[ L(x)dx = J Ly e x w) -
A 1x(0,»)
-7 SRl 13 Syya5 Si(e)

Jo II ey ([qp 1,90 » 0Oy Gty de
donde [3% Tp;,n(;)] es el producto escalar del vector tangente
I _

o pr por el vector normal n(y).

Demostracidn.

a) Condicidn suficiente

1°)Sea P(M) = B x (rl,rzj donde BC I es ¢ medible y

(rlvrzj C (0,=).

Se tiene:

S(rz) - S(rl)
(0 x W (B x (r;,r,]) = o(B).u(r ,r,] = o(B) — s

Por otro lado

M= B x (r,r,]) = {T,X = (@) con x= (1,a) 6B y

r, <X 2r,}

Es decir M = Cr -Cc_ .
2 1
Luego M es medible y ademis

s(r,) - s(ry)
| - lcr | = o(B) s

al ser ¢ wuna medida finita.

Asi el teorema es cierto para conjuntos en I x (0,») de 1la

forma ¢Y(M) = B x (rl,ri] con B 6 F y (rl,rzj C (0,x).



- 19 -

2°) Sea PY(M)C I x (0,») tal que (o x p)(Y(M)) = 0. Por
las condiciones de la medida producto y la medida Lebesgue-Stieljes,
tenemos que ¥ec > 0 existe una sucesién {(B X'K)i} de conjuntos

del tipo del apartado 1° disjuntos dos a dos tal que
ywe U oo x K) 4 y ademds
i=1

§ (0 xu) (BxKy; < (dxp) (M) +e=c¢

Asi
-1

= v tvenl, < vt U xx,l -
' 1

U v exng < I iviesn,-

JoxwBzr, <e
1

Luego l“'k = 0 y por tanto |M| = 0, por consiguiente el teorema

es cierto cuando Y(M) es un conjunto de medida o x i nula.

3°) Sea P(M)C I x (0,») 0 x p-medible con (oxp) ‘P(M) < o,

Para cada n (n=1,2,...) existe una sucesién disjunta

(B x ©), }; tal que

vanc U xny,

v 1
izl (0 x u)(B x K)in <o xu P + o
Consideremos

-0 (U x0, - U Nexn,

i n

Como para todo n (n=1,2,...)



~ 20 -

g (Bxl()in= (CxJ):.L

donde C 6 F y J es una celda polar en Rl 6 bien
fn\ (B xK), =9

Se tiene que:
H = L] (Cc x J)i es una unidn de conjuntos del tipo 1° dis~

i
juntos dos a dos, tal que

Y(MYC H y ox u(H) = o x u (y(M))

También:
-1 I | U !
v =y (U xny - v x )y
i i

luego w—l(ﬂ) es medible, por el apartado 1° y ademis

n

lan] =] vl x ol =Joxwxn; -
1

1

Ox ¥ (H) =0 x 1 (P(M)

Al ser O x U (Y(M)) < = ge tiene que 0 x U (H -P(M)) = 0, luego

W-I(H - P(M)) es medible Lebesgue y por lo visto en el apartado 2°

lv™ - v | = o.

Asi se tiene que como

M=yt =y lam- @-pan)y v

teniendo en cuenta que |w~1(H - Y(M))|] = 0 se tiene que:
Il = 17 el = o x o an)

Finalmente si $(M) es un conjunto 0 x y medible cualquiera

se puede escribir:

van = U [vben Narx [5,5+0) = U 14

j=o j=o
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con Dj|1 D, = ¢ si j ¢4 k (j,k=0,1,2,...) y com
gx U (Dj) < o,

Entonces w-l(Dj) es medible Lebesgue y |¢_I(Dj)| =

=g x M(Dj).
Y asi:

w=v ooy =¥t op - U vl
j=o

i=o

3

por tanto M es medible Lebesgue y

fu] = Iw‘l(nj)| - J ox nd) = o xu (U py
j j=o

j=o

=0 x u (y())

Condicidn necesaria:

Para probar esta parte, observemos que, s8i J es una celda

polar en AC R2 se verifica:

Y(J) = C x X donde C 8 F y K es una celda en Rl.

Por tanto P(J) es O x |i medible y ademids
¢ x uD) = o xucc xx) = [p M x| = [v7 v | = 3]

Si MC A es abierto, entonces M = Ll Jj‘ donde Jj son celdas
]

polares diddicas disjuntas dos a dos.

Entonces:
p(M) = ¥( L,Jj) - U W(Jj) es o x ly-medible y ade
h] i
més

o x u@) =~ F o x uw@ = § 3] = |y
3 3

}
Si MCA es tal que hl] = 0, entonces ¥e¢ > 0 3 GC A abierto

tal que:
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GDOM y le] < |u] + e =€

Luego o x W(YM)) < o x v(P(G)) = |6} < € de donde Y(M) es

0 x p-medible y o x u(yp(M)) = 0.

El resto de la demostracidén es andlogo al proceso de demostra

cidn de que la condicifn es suficiente.

N
b) En primer lugar si s = ) a; X, es una funcidn simple
1 - i
s € LI(A), por el apartado (a) se tiene:

N N .
J s(x)dx = z a; IAiI = Z a; © xu(W(Ai)) =
A i=1 i=1

J s L (y))d (o x1) (y)
Ix(0,»)

ya que ¥y 6 I x (0,») se verifica que

sty =

1

e~z
—

N
-1
a. x, W "(y)) = a; X )
i Ay izl S ACFY

sea £ e Ll(a) 2>o0.

Sea Zk una sucesidn de funciones simples £ > 0

k
(k=1,2,...) ¥y lk + £ para casi todo x. Entonces Ck(w-l) fl(w-l)
para casi todo y, vy se verifica:

J £(x)dx = lim J Zk(x)dx = lim
A A

J Lk(w_l(y)) d oxp(y)=
k> o k+ o Ix(o,m)

- J e Hy)do x ) (y).
Ix(0,»)

1
Para £ 6 L (A) arbitraria, el resultado es inmediato al considerar

la parte positiva y negativa de £.

Se ha demostrado tambi&n que si £ € LI(A) entonces
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-1

Lop™' 6 Ll(1 x (0,)) y

I L(x)dx = J et yna o x wy
A Ix(0,x)
El reciproco se obtiene con la misma técnica de demostracidn.

Finalmente denotando por y = (y,p(y)) 6 I x (0,») se tiene
que w-l(y) = Tp(y); y si ¢ € Ll(A) aplicando el teorema de Fubi-

ni resulta

L(x)dx = j (T, \F)a0 x W) (T,p(y)) =
JA 1x(0,®) ply)

-I J L(T $)do(y) du(p) j1.2.1]
o I P’

Por otra parte denotando por:
p' = S(p)
se obtiene la familia h(x,p') p' 6 (0,x).
Se puede utilizar para cada x 6 R2 las coordenadas
x —— (p', y)

donde:

[ es el pard@metro de la familia h(x,p') donde se encuen-

tra x, e y 6 I.

Por cada punto ; 6 I, existe un Ginico rayo polar g(x,a)

que pasa por ; 6 I.

Asi la familia de rayos polares g(x,0) 1la podemos parametri
zar por medio de los puntos ; 6 I, “(en lugar de a € [0,1], deno-

tandola por (I'-)

y’yer’

Para cada punto x 6 A existe un @nico p'(x), p'(x) >0 y
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\
.

un finico x 6 I tal que

x 8 Coiix) nrg
Definiendo la transformacidén TA :t A+ A de tal forma que
siendo y = (p'(y),y) entonces T,y = (Ap'(y),y) y siendo
J(p',p"'+h, ;1’;2) la celda polar, determinada por las curvas
c

C r= , = se tiene que:

LR 1 ’
p p'+h yl y2

[5G 0" +h, Yy | = [, 30, 148, 5.5, =
' h . v
=p' |J(1, 1 + ot Yp» Yg)l
Por tanto el drea de una celda polar infinitesimal se expresa
facilmente por el &rea de una celda polar, una de cuyas curvas fron-
teras es 1, y su expresidn se puede aproximar por las sumas de Rie-

mann:

N . s . —s
o I oaylary L o n G -1, L aGin-
pl

j=1
ho Ty e (Tiy mod
. g »5 (Tl + v ) T, (), nGyH
. h
j=1 ry

donde ;J 6 I, A;J son elementos de longitud en I y n(sy) es

la normal a I en ; 6 I.

Entonces pasando al limite podemos expresar
— d — J— -_—
L(x)dx = j_ j 2t DS 1,5],., » nG))do'dy
JA y61 o' p dx “ATd=1

y pasando a las nuevas variables (p,y), teniendo en cuenta que los
rayos polares F; son invariantes por las transformaciones TA se

obtiene:
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© —ord o= —\ S'(P) 4=
] L(x)dx = J__ J LT (5 T y] a1 NOY)) o5 dpdy
A yer Jo P77 TAA TATIA=L st 2.2

donde S'(l) es una constante de normalizacién para que dy sea la
medida Lebesgue en I. Las igualdades [1;2.1] y |l.2.2|' demuestran

el apartado b) del teorema.

1.3.: Teoremas de caracterizacifn de los Rayos Polares.
Este apartado estf estructurado en dos partes.

En la primera parte 1.3.a damos una descripcidn técnica sobre
el tipo de curvas para las cuales se tienen acotaciones para el ope
rador maximal y la transformada de Hilbert a lo largo de curvas, ci

tados en la introduccidn.

En la segunda parte 1.3.b damos condiciones sobre la familia
de curvas h(x,p) p € (0,»), para que los rayos polares g(x,a)
:asociados a esta familia, sean curvas del tipo de las descritas en
1.3.a que nos permitirdn obtener, en el apartado siguiente, resulta
dos de acotacidén del operador maximal, asociado a ciertas bases de
diferenciacidn relacionadas con la familia de curvas h(x,p),

p 6 (0,=).

1.3.a.: Curvas "bien curvadas" y curvas "altamente monStonas"

Como expusimos en la introduccidn, es en la década de los se
tenta donde se intenta conseguir resulados de acotacidn de los opera

dores: HY denominado transformada de Hilbert a lo largo de curvas
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y M operador maximal a lo largo de curvas definidos de la forma

Y
giguiente: Siendo Y : R > R® se define:
+00
. £(x - Y(t))
HYf(x) [_w t dt

t
M_f(x) = sup % I ]f(x - y(t)ldt
Y t> o o

Exponemos aqui los {iltimos resultados obtenidos, sobre el tipo de
curvas Y(t), para las cuales se tienen ciertas acotaciones para
los operadores H y M

v

Definicidn 1.3.a.l. "Curvas bien curvadas"

Dada la curva y(t) : R + R" ge dice que es bien curvada si

j
los vectores {d—} (0)} j=1,2,.... engendran R".
dt

El siguiente teorema nos da una acotacifn para el operador M
si Yy es una curva bien curvada. Mds concretamente se tiene el sgi-

guiente teorema:

Teorema 1.3.a.1. Si Yy(t) es una curva bien curvada el operador

MYf es de tipo (p,p) es decir

IMYflp < c(y) |f|p 1 <p<w

La demostracidn puede verse en Stein-Wanger [17] utilizando

ideas extraidas de la teoria de Littlewood-Payley.

Es de resaltar que la constante C(y) depende de la curva Yy

y esencialmente estd relacionada con la curvatura de la curva en el
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origen.

Para obviar la dependencia de la curva en la acotacidn del ope
rador MY se ha introducido un nuevo tipo de curvas denominadas "al
tamente mondtonas".

Nosotros describiremos solamente curvas "altamente mondtonas"

2

en R™.

Mds concretamente se tiene la siguiente:

Definicién 1.3.a.2. "Curvas altamente mondtonas"

La curva y(t) = (t,¢(t)), vy : [O,N) — R2 es altamente mo

nétona si y solamente si
i) ¢0) = 03 $'(0) =0
ii) ¢"(t) > 0 y no decreciente en (0,w)
Para curvas altamente mondtonas se obtiene el siguiente resultado de

acotacidn para el operador HY:

Teorema 1.3.a.2. Sea la curva vy(t) = (t,¢(t)) altamente mondtona.

Entonces se verifica:

a) E1 operador HY es de tipo (p,p) 2 < p < ®», es decir
Inel, < c Il 2<pse
B) si £61L0 (%) 2 <p < se tiene

€
lim J £(x - y(t))dt = f(x) para ec.t.x.
e+ o0 ‘o

La demostracidn puede verse en Nestlerode [ll] y se obtiene esencial
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mente por una generalizacidn del lema de Van der Corput.

En Stein-Wainger [17] y Nestlerode Ell] se obtienen también acota-
ciones para el operador Hy- bajo ciertas condiciones adicionales pa

ra las curvas Y(t).

Es un problema abierto la acotacidén del operador MY’ si vy

es una curva altamente mondtona, para f € Lp(Rn) con 1 < p < 2,

1.3.b.: Condiciones generales para que los rayos polares sean curvas
“bien curvadas" o "altamente mondtonas"
Damos en este apartado condiciones para que los rayos pola-
res g(x,a), asociados a la familia de curvas h(x,p) P 6 (0,=);
(que supondremos suficientemente regular), sean curvas del tipo de

lag descritas en [1.3.a

En todo este apartado supondremos que la familia h(x,p) es
al menos de clase C2 asi como que hp(x,o) #0 ¥x >0
¥p 6 (0,») 1lo cual nos permite asegurar que los rayos polares
g(x,a) son {inicos v vienen determinados segiin lo descrito en los

teoremas 1.1.1 y 1.1.2.

Mientras no haya lugar a confusidn y por mayor comodidad de no
tacién designaremos los rayos polares g(x,a) simplemente por g(x).
En las condiciones anteriores se obtiene el siguiente resultado para

que dichos rayos polares sean curvas "biem curvadas".
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Teorema 1.3.b.l. Sea la familia de curvas h(x,p) p 6 (0,») de cla

se €2 tal que hp(x.D) ¢ 0, ¥x, ¥p.

Para que los rayos polares g(x,a) sean curvas "bien curvadas"
es condicidn suficiente que se verifique para todo a, a 6 [0,1] la

condicidn:

;imo [ g(oiplo)) + 20, (0,p(0))p" (0) +

: + 1, (0,0(00) (0" (0))% + b (9,0(0))p"(0)] # 0

Demostracidn:

Al ser los rayos polares en forma paramé@trica de la forma
(t, g(t,a)) y ser un vector en la direccifn de la tangente
(1, g'(t,a)), de acuerdo con la definicidn 1.3.a.l se obtiene el

teorema si se demuestra que g"(t) ¢ 0.

Por la construccifn de los rayos polares se tiene que g(a) =

= h(o,p(0)) y por tanto derivando se obtiene:
g'(0) = h (0,pl0)) + hp(c,p(u))p'(c)

y derivando nuevamente:
g"(0) = b (0,p(0)) + hy,(0,0(0))p" (0) +

+ [hg(0:0(0)) + b (0,0(0))p" ()]0 (0) +
+ h, (d,p(0))p" (o)

Por las hipbtesis de regularidad de la familia h(x,p),

p 6 (0,©) se tiene:
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g"(0) = lim g"(g) = lim [hco(d,o(a) + 2h_ (0,p(0)).p'(0) +
g+ o o+ 0 e

+ hop(c,p(u))[p'(c)]z + h (0,0(0)) p"(a)]

Y por la hipdtesis del teorema g"(0) ¢ 0. c.q.d.

La hipdtesis del teorema anterior no es necesaria, ya que bas-
taria la existencia de un nfimero natural n con n > 2, tal que

g"(0) # o.

Imponiendo condiciones de regularidad a la familia h(x,p),
p 6 (0,7), que nos permitan efectuar todas las derivaciones que sean
precisas, se pueden enunciar teoremas que nos dan condiciones sufi-
cientes, para cada niimero natural n, n > 2, que nos garanticen
que los rayos polares sean curvas bien curvadas en funcidn de condi
ciones sobre las derivadas parciales de la familia de curvas h(x,p),

p 6 (0,o) y de la funcidén p = p(0).

Si ademds de las hipStesis impuestas en el teorema 1.3.b.1 se

tiene la condicidn adicional:
o(p) — 0 &= p — 0

caso bastante frecuente, por ejemplo si la familia de curvas h(x,p),
p 6 (0,0) se contrae al origen si p + 0 se obtiene un teorema ani
logo al teorema 1.3.b.1 pero en funcidn de 0(p) que puede ser de

mayor utilidad préctica.

Concretamente se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.3.b.2. En las condiciones del teorema 1.3.b.1 y con la con

dicidn adicional o(p) » 0 <= p +» 0 es condicidn suficiente para que
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los rayos polares sean curvas bien curvadas que se verifique:

1 1

1im [h__(0,p(0)) + 2h_ (0,p(0)) —¢— + h__(0,p(0)) ——
i op o' (p) po (o' (o2
p* o

et ] "

- h,(0,p(0)) LLQL—Z] $0

(o' (p))

La demostracidn es trivial ya que la condicidn impuesta en el

teorema 1.3.b.2 es andloga a la del teorema 1.3.b.l puesta en térmi

nos de la funcidn o(p) y sus derivadas.

Los siguientes teoremas nos caracterizan las familias h(x,p)
p 6 (0,°) tales que los rayos polares g(x,a) asociados a ellas

sean curvas altamente mondtonas.

Teorema 1.3.b.3. Sea la familia h(x,p) p 6 (0,o) al menos de cla-

se c? tal que hp(x.p) $0 ¥x>0 y ¥. Sea p(o) 1la funcidn

inversa, de la que suponemos su existencia, de la funcidn o(p) cal

culada segfin la f8rmula |1.1.4] & |1.1.5].

Los rayos polares g(x,n) asociados a esta familia de Eurvas
h(x,p), p € (0,») son curvas "altamente mondtonas" s8i y s6lo si se

verifican las condiciones siguientes:

1) 1im [h_(0,p(0)) + h_(0,p(0))p'(0)] = 0
o+o0 o P

ii) hoa(c,p(c)) + ZhOP(U.p(o))p'(o) +

L] 2 (1]
+ hpp(o,o(c))(p (g))" + hp(o,o(o))p (o)

es una funcidn positiva y no decreciente para ¢ 6 (0,=).
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Demostracidn.

Poniendo los rayos polares en forma paramétrica serdn de la
forma (o,g(o,a)) y bastarid para demostrar el teorema que se cum-
plan las condiciones de la definicién 1.3.a.2. Claramente g(0) = 0

ya que los rayos polares pasan por el origen de coordenadas.
Asimismo g'(0) = ho(o,p(o)) + hp(o,p(O))p'(O) y por las con
diciones de regularidad de la familia h(x,p) p 6 (0,®) se tiene

g'(0) = lim g'(0) = lim [h (0,p(0)) + hp(c,p(c))o'(c)] = 0
g+ o g+ o

por la hipdtesis i) del teorema.
Queda demostrada asi la condicidén i) de la definicidn 1.3.a.2.

La condicidn ii) de la definicidn 1.3.a.2 es asimismo equiva-
lente a la hipStesis ii) del teorema ya que dicha hipdtesis es la ex

presidon de g"(0) en términos de la familia h(x,p) p 6 (0,»).
c.q.d.

Si se verifica la condicidn adicional de que o(p) = 0 e

> p + 0 se tiene la expresidn equivalente (pero generalmente

de mayor utilidad prédctica) del teorema 1.3.b.3,

Teorema 1.3.b.4. Sea la familia de curvas h(x,p) p 6 (0,») de cla

se 02 y hp(x,p) 0 ¥x >0

¥p 6 (0,).

Supongamos que Jp = p(o) funcidn inversa de o = o(p) defi-
nida por la férmula [1.1.4| & |1.1.5| y que ademds o(p) + 0 <>

<=p o + 0.
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Entonces:
.Los rayos polares g(x,a) asociados a la familia h(x,p),
p 6 (0,%) son curvas altamente mondtonas si y s6lo si se verifica:
1) lin [h (0,0(0)) + h_(0,0(0)) =]
6ro 0 p’ o' (p)
i) h; (0,p(0)) + 2h, (0,p(0)) 0_'%5_)— +
+ b (0.000)) GGriey)? - b (0,p(0)) LR
' (p) (o' (p))

es una funcidn positiva y no decreciente en o 6 (0,x)

l.4.: Acotaciones del operador maximal asociado a ciertas bases

de diferenciacidn.

En este apartado establecemos condiciones para que el operador
maximal, asociado a bases de diferenciacidn relacionadas con la fami
1ia h(x,p) p 6 (0,»), sea de tipo (p,p) para ciertos rangos de

egpacios Lp(Rz).

La técnica a seguir es efectuar el cambio de variable a las
coordenadas polares (p,a) introducidas en el apartado |1.1|, apli
car el método de rotacifn, para estas nuevas coordenadas polares y
utilizar, cuando los rayos polares sean curvas "bien curvadas" §
"altamente monStonas", los resultados de acotacifn del operador maxi

mal MY descritos en 1.3.a.

La base de diferenciacién B, que consideramos, es la siguien

te:

B es invariante por traslaciones donde B(0) = {Bp(O)}pGR+
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con Bp(o) = {(x,y) [ 0 < x < a(p) }
<y £ hix,p)
(ver fig. 9)
Bp(O h(x,p)
(a(p),0)
(fig. 9)

donde a(p) serd finito o infinito dependiendo para ello que, los
conjuntos delimitados por las curvas h(x,p) y los ejes coordenados

egsten acotados o no.
a(p)
Designamos por S(p) = I h(x,p)dx.
o

Intentamos, siendo f € LP(RZ), acotaciones para el operador

maximal asociado a la base B, es decir:
1
Mf(x) = sup 6] | £(x~y)|dy
r> o B_(0)
r

Efectuando el cambio de variable a las coordenadas polares

(p,y ) donde, p es el pardmetro de la familia donde estd situado

ps0

el punto y e y es el punto de la curva unidad I que estd si-

P,
tuado en el mismo rayo polar que 1y, se obtiene, utilizando la expre
sién de la integral en las nuevas coordenadas del apartado |1.2}, 1la

siguiente expresidn del operador maximal:

dT y. r ) '
- 1 p = ooy S'(P) -
Mf (x) = ::po 5(0) JI (F 3o ]p=l' n(y)) Jo | £(x pr)l S () dpdy
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donde x-Tb;' es el rayo polar correspondiente al punto y 6 I y

dy es la medida Lebesgue en I.

Trivialwmente se observa la siguiente acotacidn

-d — r — s'(p) _
M£ (x) f'IIl([dp Toy. =1’ H(Y))I::PO J; lf(x-pr) ET?TT§??T| dpdy

Se tiene el siguiente teorema:

Teorema l.4.1. Se considera la familia h(x,p); p 6 (0,»), de cla-
se Cz, y la base B asociada a ella de la forma descrita anterior

mente,

Supongamos que los rayos polares g(x,a), asociados a la fami
lia h(x,p) son curvas bien curvadas ¥a 0 <a <1l (o lo que es
equivalente a que v; 6 1 el rayo polar que pasa por ; y es unsa

curva "bien curvada"). Si se verifican las condiciones:

sl

1) S(r)

c
2 3 ¥o < r

if) Denotando por C(y) la constante asociada al rayo polar
que pasa por ;, del teorema 1.3.a.l se tiene:

II L UgE 7,31 ugs 1@ €T = ¢ < =

Entonces el operador maximal asociado a la base de diferencia

cién B es de tipo fuerte (p,p) 1 < p < ©» es decir

. o P(g?
luflp < Cp |f|p, 1 <pc< f 6 L"(RY)
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Demostracidn.

La condicidén (i) nos permite acotar el operador maximal del mo
do siguiente
meco < [ 1O 1300 0G0 ] swe € [T leeen ) laody
- ) dp “p’-p=1 e> 0 T o P

es decir

d .. — — T -
Mf (x) 5[ FAsS T vyl _ s nGynl M £(x)dy
1 dp "p7'p=1

donde MYf(x) es el operador maximal a lo largo de curvas, para y
fijo.

En este caso con y fijo las curvas son “bien curvadas" y por
tanto , segiin el teorema 1.3.a.1, se obtiene IMyfIp < c(y) Iflp
1 < p < o, y aplicando la desigualdad integral de Minkowski se obtie

ne:
d f— _— — -—
e s . f d
el < [ 1G5 131g000 nGDc el &
Y aplicando la hipdtesis ii) se llega a

|uf|p < c, |f|p 1 <pc<o £ 6 LP(r?)

c.q.d.

Las condiciones del teorema anterior se pueden debilitar "en

cierto modo" obteniendo el siguiente:

Corolario 1.4.,2. En las hipdtesis del teorema 1.4.1 salvo la més dé-

bil de que los rayos polares g(x,n) asociados a la familia h(x,p)

p 6 (0,o) sean curvas "bien curvadas" salvo para un conjunto BC I
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de medidg de Lebesgue en I nula, se tiene que

MEjJ . < C £l 1 < < o
Inel, < c, 15l P
Demostracién.

Es trivial ya que segin lo visto en el apartado |1.2]| en 1a hi
pStesis del corolario 1.4,2 el conjunto de rayos polares que no son
curvas "bien curvadas" es un conjunto de medida nula de

Bp (0) ¥%p 6 (0,»).

La suposicidn de que los rayos polares sean curvas "bien curva
das" exige cierta informacifn sobre la funcidn C(;), que depende

esencialmente de dichos rayos polarea.‘“

Para eliminar esta dependencia trabajaremos ahora con la suposi
cién de que los rayos polares sean curvas "altamente mondtonas" obte

niendo el siguiente teorema:

Teorema 1.4.3. Sea la familia de curvas h(x,p), p 6 (0,») suficien
temente regular tal que los rayos polares asociados a ella sean cur-

vas "altamente mondtonas", ¥g € [0,1].

»
L

Consideremos la base de diferenciacién B descrita al comienzo
de este apartado.

Si se verifica

) SS((r)) < 3 ¥o < y

{

Y o
i) II l([ dp ]p-l’ "I(Y))ldy < o

:

i
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entonces el operador maximal asociado a la base de diferenciacidn B

es de tipo fuerte (p,p) 2 < p < =,

Demostracidn.
Expresando el operador maximal en las "coordenadas polares" se

obtiene aplicando la hipStesis i) del teorema que:
dT y r
- < i _
ME(x) < L H g5 peys N sup g L £ (x=T y) |dpdy

asi

d T y _ — _
ME(x) < L l([—d%]pﬂ, n(y)) | we(x)dy

donde My, para y fijo es el operador maximal a lo largo de cur-
vas que por hipdtesis son curvas altamente mondtonas. Por tanto apli
cando la desigualdad de Minkowski, teniendo en cuenta el teorema

1.3.a.2 se obtiene:
dT y _ _
el < e lel, [ 152, nGDIE
I
y utilizando la hipdtesis ii) se obtiene
f f 2
el < c lel, <pce

c.q.d.

Andlogamente a lo obtenido para curvas "bien curvadas" se ob-

tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.4.4. E1 resultado del teorema l1.4.3 es cierto si los ra

yos polares g(x,a) son curvas altamente mondtonas salvo para un

conjunto B C I de medida Lebesgue nula en I.

La demostracidn es andloga a la del corolario 1.4.2.
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Es de resaltar que si los rayos polares son rectas, el método
de rotacidén, utilizando el cambio a las "coordenadas polares", fun-
ciona utilizando los resultados de acotacifn del operador maximal

unidimensional de Hardy-Littlewood.

También, al estar en Rz hay una correspondencia biunivoca:
A 6 : [0,1] —— 1
a ~— 4y
donde ; es el punto de la curva unidad correspondiente al rayo po

lar a.

Y en determinadas ocasiones es miAs fdcil trabajar con las coor
denadas (p;a) que con las coordenadas (p,y) siempre que sea de

fids facil manejo

1
d
(S 1, W@l i n8(a))) . 4" (a)da
L [dp (Y p=1

que
d - -
JI ([dp Tp;]p.l. n(y))dy
sin ser en algunos casos necesario el cdlculo de la funcién ¢(a),
al efectuar directamente el cambio de variable de las coordenadas

cartesianas a las coordenadas (p,x).

1.5.: Cédlculo de los rayos polares, sin condiciones de regularidad
en la familia de curvas.
En los apartados anteriores de este capitulo se imponen condi
ciones de regularidad a la familia h(x,p), p 6 (0,»), en con-

creto que sea de clase Cz, para garantizar la existencia y unici-
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dad de los rayos polares g(x,a).

En este apartado veremos que las condiciones no son necesarias,
pudiendo obtener los rayos polares utilizando la condicidn geométri-

ca expresada en las férmulas (1.1.1) 6 (1.1.5).

Analizamos dos ejemplos que nos ponen de manifiesto que la di-
ficultad es {inicamente operativa, dependiendo de la naturaleza de la

familia h(x,p) p 6 (0,x).

1.5.1.: Sea la familia h(x,p); p 6 (0,») definida de la forma:

2
< <
h(x,p)={" Oix=zxp

2p"-px p < x < 2

ver fig. 10

0,0%) 2>

202-Dx

11

(p,0) (2p,0)
(fig. 10)

Se observa que para p fijo la familia h(x,p) no es derivable en

x = p.
3
Se tiene que S(p) = IAII + ’AIII - p3 . EE - g%__

El rayo polar correspondiente a a = g es y = xz (ver fig.

11).
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2 y=x2-s(x,%)
0,p™)

(p,0) (2p,0)
(fig. 11)

ya que ¥p 6 (0,») se tiene que

p 3
2 PP, o .30 .5 3.2 _5
JO xdx +H =yt 2T "y 7P =g s

cifén de la figura 12:

y-g(x,a)=C(a)x2
0,09

(0.02)

- (0(p),0) (2p,0)
(fFig. 12)

% probamos con rayos polares del tipo g(x,a) = C(u)xz.
3
9

trivialmente los rayos polares estardn en la situa-

determinando C(a) por la condicidn |l.l.l| que en este caso es

equivalente a la ecuacidn:
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3

|A (1-a) % P J1.5.1]

III

En este caso 0O(p) es tal que C(a)q(p)2 = p2 y por tanto

a(p) = 7?%37 .

Por otra parte,

2 a(p) 2
la;{] = p%0(p) - J c(a)x” dx
o

y sustituyendo o(p) por su valor hallado anteriormente se obtiene

3 3 3

A | = p __Pp -2 _p
I1 /t(a) 3vc () 3 vYc(a)

|1.5.2]

Sustituyendo el valor de IAIII en |1.5.1] y dividiendo por p3

se llega a:

wiN

y por tanto

Njw

ooy - (e
= (b _1 2

cla) = (3 7))
Se obtiene asi, que los rayos polares g(x,a) para

a 6 [5/9,1] son de la forma:

4 2 2
g(x,a) = (ETT:E) x

los rayos polares son de la forma y = C(a)x2 =

wn

Si o <

= g(x,0) y estamos en la situacidén de la fig. 13

0,0%)

0,0%

g(x,a)=C(a)x2

o'

o(p),0) (2p,0)
(Fig. 13)
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determinando C(a) por la condicidn |1.1.1].
Asi
a(p) 2 1 : 2
layl = J C(a)x®dx + 3 (2p-0(p))C(a)(a(p)) |1.5.3]
o
Pero d(p) es la abcisa de interseccidn de las curvas:
y = C(a) xz
y = 202 - px

Por tanto 0(p) es la solucidn de la ecuacidn C(a)x2 + px.- 292 =0.

Resolviendo esta ecuacidn se obtiene:

a(p) = (___4_)__%)0 [1.5.4]

La condicidn ll.l.l| en este caso queda reducida a |AI| = % u03

sustituyendo IAI| segn [1.5.3] y o(p) por |1.5.4] y simplifi-

cando por 03 se obtiene:

/T ¥ 8c(ay - 1,2

v 1
zc )tz @-

c(a) 3 (

Yl + 8C(a) -1
—~——_3_ET37___)C(G) .

/T ¥ 8clay - 1,2
7 cy ~) ~7%"=0 J1.5.5]

(

La ecuacidén [1.5.5| nos determina implicitamente C(a) y asi

si a 6 (0, los rayos polares son de la forma:

5
g)

y = C(u)x2 con C(a) determinada por ll.5.5]

i.5.2.: Consideremos ahora la familia

[} 0 < x
h(x,p) = PE (0,»)
2p-x P <x < 2p

A
°

(ver fig. 14)
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0,0

(x,p)

(p,0) (2p,0)

(fig. 14)

2 3 2
En este caso S(p) = J h(x,p) dx = 2P -
o
Claramente la familia h(x,p) no cumple las condiciones de re-

gularidad exigidas en los apartados anteriores.

Al ser la superficie encerrada por la familia h(x,p) 1y los
ejes coordenados de orden p2 = §(p) parece razonable conjeturar que
los rayos polares sean rectas; g(x,a) = C(a)x determinando C(a)

por la condicidn geométrica [1.1.1].

Claramente y=x corresponde al rayo polar o = 2/3 ya que se

gln la figura 15 se observa:

y=x=g(x,2/3)
(0,p) ]
Ay
L
(fig. 15)
-1 -2 23 2 _2
la;l = 3 200=0 550 5 s(o.
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Si a > la situacidn de los rayos polares es de la figura

Wi

16 y=C(a)x

(0,p)

|~

,\\

\

s
(o(p),0) (p,0) (2p,0)

(fig. 16)

determinando C(a) por la condicién |1.1.1|. En este caso

1 2
7 P

1
|AI| =3 p a(p) +p(p-a(p)) +
Por tanto la condicidn |1.1.1]| en este caso es:

% palp) + p(p-a(p)) + % p2 - % ap j1.5.6|

Pero o(p) es la abscisa de interseccifn de las curvas
y=p

y = C(a)x por tanto:

ol = gy |1.5.7]

Sustituyendo |1.5.7] en {1.5.6] y simplificando por p2 se lle

ga a:
1 3
+ 2

1
-t *2

1
m‘f‘ o Il.S.BI

que determina C(a) en funcifén de a obteniendose
c(a) = 5= » a6 (&, 1] [1.5.9]
3(1-a) °’ 3’ U

Si a < % la determinacifn de los rayos polares g(x,a) se reduce

al cdlculo de C(a) en la situacién de la fig. 17.
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(0,p)
y=C(a)x

A
V
/
(p,0) (a(p),0) (2p,0)
(fig. 17)

En este caso:
[A;] =5 2 p Cla) a(p)
donde o(p) es la abscisa de interseccidn de las curvas:

y = C(la)x

y = 2p-x

Resolviendo el sistema se obtiene

o(p) [1.5.10}

—— 1 N
1 + ¢c(a)
La condicidn |l;l.l| sustituyendo o(p) por su valor obtenido

en [1.5.10| se transforma en:

300 j1.s5.11]

1 — 20 _
zzpC(G)1+C(a)—

y diviendo por pz, despejando C(a) se obtiene:

w

C(a) = 4
1 -

2
a 6 (oo i)
[+ ]

Swl Q
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En resumen los rayos polares para esta familia de curvas

h(x,p) son:

'—:ﬁa—)x 2/3 <a <1
g(x,0) = |
3
e
3 X 0 <a<2/3
Ll-zu

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que la obtencidn de
los rayos polares es un problema operativo, no siendo posible en al-
gunas ocasiones (como se observa en 1.5.1) la obtencidn explicita de

dichos rayos polares.



CAPITULO II

COORDENADAS POLARES ASOCIADAS A

CONJUNTOS "ACOTADOS"
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Estudiamos en este capitulo las coordenadas polares asociadas
a familias de curvas h(x,p) p 6 (0,9) - de tal forma que ¥p 6 (0,%)
el conjunto encerrado ﬁot h(x,p) y los ejes coordenados esté acota

do.

Si no se dice nada en contra, supondremos que la familia

h(x,p) estd situada en el primer cuadrante.
Estructuramos este capitulo en cinco apartados.

En el primero analizamos las coordenadas polares asociadas a
una familia h(x,p) p 6 (0,) de tal forma que las curvas de la fa
milia se deducen de una de ellas por medio de transformaciones "dila
taciones generalizadas", concretando la naturaleza de los rayos pola

res en el teorema 2.1.1.

Posteriormente analizamos algunas familias h(x,p) p 6 (0,w)
de este tipo,'que incluyen a las coordenadas polares cldsicas como

caso particular,

En el apartado segundo estudiamos las coordenadas polares aso-
ciadas a una cierta familia de cuadrantes de elipses, que se contraen

al origen.

En el apartado tercero estudiamos familias h(x,p) = a(x)(p-x)
0<x,<p p 6 (0,o) estudiando casos particulares de la funcidn
a(x), asi como condiciones de la funcién a(x) para que los rayos
polares asociados a dicha familia sean curvas "bien curvadas" o "al

tamente monStonas" obteniendo los teoremas 2.3.2 y 2.3.3.
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En el cuarto apartado estudiamos las coordenadas polares para
otro tipo de familias h(x,p) o 6 (0,®), concretamente las familias
h(x,p) p € (0,©) cuyos conjuntos son afines a uno de ellos y fami-

lias h(x,p) = a(p)(p-x) 0 <x<p p 6 (0,=).

En el apartado quinto introducimos una base de diferenciacidn
B asociada a la familia de curvas h(x,p), dando teoremas generales
(teoremas 2.5.1, 2.5.2 y 2.5.3) de acotacidn del operador maximal
asociado a la base B, analizando explicitamente algunos de los ca-

sos estudiados en los apartados anteriores.
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2.1.: Rayos polares asociados a "dilataciones generalizadas"

A veces la familia de curvas (Cp) p 6 (0,) puede provenir

de una curva, por ejempla Cl’ por medio de unas transformaciones.

En este apartado estudiamos familias de curvas h(x,p),
p 6 (0,»), que determinan con los ejes coordenados conjuntos acota-
dos, que se obtienen a partir de una de ellas, que denominaremos
h(x,1), por medio de unas transformaciones llamadas dilataciones ge

neralizadas calculando los rayos polares asociados a esta familia. -

Damos al comienzo de este apartado la teoria general estudian-

do posteriormente determinados casos particulares.

2.1.1.: Definicidn de "dilataciones generalizadas" y rayos polares

asociados a ellas.

DEFINICION 2.1.1.: "Dilatacidn generalizada"

Dada una curva y = h(x), que supondremos en el primer cuadran
te, y que denotaremos por h(x,l), las dilataciones generalizadas de

+ . . .
orden "m", m > 0 m 6 R se definen de la forma siguiente:

Dado p fijo la curva h(x,l) se transforma en la curva

h(x,p) definida a partir de h(x,l) de tal forma que si

(x,h(x)) 6 h(x,1) entonces (px,pm h(x)) 6 h(x,p).

Una expresidn equivalente es que se verifique:

h(px,p) = p™ h(x,1) = p™ h(x).

Al trabajar con curvas h(x,p) que determinan conjuntos acota

dos, para la curva y = h(x) se debe verificar:
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3 a tal que h(a) = 0

Supongamos que la curva y = h(x) es de clase Cz.

Se tiene entonces el siguiente teorema, que caracteriza los ra

yos polares asociados a familias del tipo anterior.

TEOREMA 2.1.1.- Sea y = h(x) wuna curva de clase C2 y consideremos
la familia h(x,p) p 6 (0,v) de curvas obtenidas a partir de la cur
va y = h(x) = h(x,l) por medio de dilataciones generalizadas de or

den m.

Entonces los rayos polares asociados a esta familia son
g(x,a) = C(a) x™, con C(a) dependiendo Gnicamente de la funcién

h(x).

Demostracidn.

Denotando por S = J h(x; 1)dx se tiene, (efectuando el cam
o
bio de variable x = pt y teniendo en cuenta la definicién de 1la fa

milia h(x,p) p €6 (0,®)), que: (ver fig. 18)

pa
J h(x,p)dx = p®*! I
(]

a ’ ‘
h(e,1)de = o™l g

o
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0,p"h(x) F — = "
B (x,®)=C()x

(0,h(x)) | — | (x,P)

|

Iy

i i h(x,1)
| i

1 n 1 N

(x,0) (px,0)(a',0) (pa',0) (a,0) (pa,0)
(fig. 18)

Deberemos comprobar que los rayos polares son de la forma g(x,a) =
= c(a)x™.

Para ello si C(u)xm es el rayo polar de orden o, para p
se deberd verificar (fig. 18)

a a
I c(a) x" dx+j h(x,l)dx = a § f2.1.1]
o a'

Pero entonces ¥p 1la abscisa de interseccidn de la curva

h(x,p) con C(a)x™ es pa' y se tendrd

pa' pa
I c(a)x™ = I h(x,p)dx =

o pa'
(efectuando el cambio de variable px = t)
m+1 al m a
= [J C(a)t™ dt + [ h(t,1)de] = por |2.1.1]
[ a'
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pa
= pm+1 o S =aq J h(x,p)dx
o
c.q.d.

Si m =1 1las curvas h(x,p) definen conjuntos homoté&ticos al

conjunto que define h(x,1).

Se debe hacer la restriccifn de que por todo punto del primer
cuadrante (o parte de €l1), pase una sola de las curvas h(x,p) 1o
cual implica que ¥p el punto (px,pm h(x)) no esté en el grafo de

la curva y = h(x) = h(x,1l).

Si no se impone esta condicifn no existe unicidad de las coor-

denadas polares (p,a).

2.1.2.: Casos particulares de "dilataciones generalizadas"

El primer caso que tratamos corresponde a las "coordenadas

polares cldsicas" que provienen al considerar la familia de curvas

h(x,p) -"oz - x? 0<x<p
p 6 (0,») (ver fig. 19)
(0,p)
(0’1) h(x,p) - /Qz_xz

(1,0) (p,0)

(fig. 19)
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Trivialmente se observa que la familia h(x,P) son conjuntos

homotéticos de h(x,1l) = /l-xz. Como en este caso hp(x,p) =
= ——0 £ 0 0 < x < p la ecuacidn Il.l.&l se convierte en
Va2 _ 2
p x
[of P
F(O,p) = J —/__z__-p_——__‘ dx - (1-a) I P dx = 0
o 'p - x? [¢] 'p2 - x?
y efectuando el cambio de variable % = t vy efectuando las integra-
cidénes se llega a la ecuacidn:
g m
arc sen ra (1-a) 7
Por tanto:
Si a =0 g(x,0) =y =0
Si o =1 g(x,1) = x =20
Si 0 < a <1 se tiene que ¢ = C(a)p ya que entonces:
arc sen C(a) = (l-q) %, y por tanto

C(a) = sen % (1-a)

Los rayos polares de acuerdo con el teorema 1.1.1 serdn:

2
g(x,a) = h(x,p(x)) = "p’-p” c2(a) = p”1 - c*(a) =
= p cos % (1-a)
y siendo p(x) = —-—-—"—x——- se llega a
sen 3 (l-q)
g(x,a) = ———-;5————— . cos % (l-q) = x tg % a
sen (l-a)

resultado que coincide con las coordenadas polares cléisicas.

En este caso, estudiado separadamente, para poner de manifies-
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to que las coordinadas polares introducidas en esta memoria engloban
como caso particular a las coordenadas polares cldsicas, serd asimis
mo un caso particular (correspondiente al valor m = 1) del segundo

ejemplo que estudiaremos a continuacidn:

Se considera h(x) = h(x,l) el cuadrante positivo de la circun

ferencia unidad es decir

h(x) = h(x,1) = "1 - xi 0<x <1

Consideramos la familia h(x,p) p 6 (0,») formada por las "dilata-

ciones generalizadas" de ordemn m, m 6 R+ de la curva h(x,1).

Seglin el teorema 2.1.1 los rayos ﬁolares asociados a esta fami
lia serdan g(x,a) = c(a)x™, determinando C(a) por medio de la igual

dad siguiente (ver fig. 20)

y-c(a)xm
: 'l-x?
|
(hia),0)
. (fig. 20)
h(a) 1 e
I c(a)x™ dx + I 1 - x% dx = a % [2.1.2.1]
o h(a)

donde h(a) es tal que:

L P2
cla)h(a)® = 71 - [h(e)] que es equivalente a

2 @)™ =1 - [h@]?  |2.1.2.2
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Resuelto h(a) en funcién de C(a) por medio de |2.1.2.2] y

sustituido su valor en |2.l.2.1| permiten el cdlculo de C(a).
Si m =1 estamos en la situacidn del ejemplo primero.
Con m € R+ este caso corresponde a las coordenadas polares

1 0
estudiadas por Guzmin [4], asociada a la matriz P = [0 m].
El tercer ejemplo que estudiamos corresponde a la familia de

curvas:

h(x,p) = -pm-l(x-p) m € R+ 0 <x <op

que corresponden a las "dilataciones generalizadas" de orden m de

la curva y = h(x) = h(x,1) = 1-x; 0 < x <1 (ver fig. 21).

(0,0™
h(x,p)
(0,1)
h(x,1)
(1,0) (p,0)
(fi g. 21)
Para el cdlculo de los rayos polares g(x,a), asociados a esta

familia de curvas obviamos los casos

a =0 ya que trivialmente g(x,0) =y =0
a = 1 puesto que g(x,1) = x =0
Al ser

hp(x,p) = m om_l - (m-1)p™ 2 x
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se tiene que hp(x,D) + 0 0<x<p.
p 6(0,»)

Apiicando la ecuacién |1.1.4| para el cflculo de los rayos pola

res se obtiene; para el cdlculo de ¢(p) 1la siguiente ecuacidn, di-

vidiendo previamente por pm—2=
a(p) p
J (mp -(m-1)x)dx = (l-a) I (mp - (m-1)x)dx |2.1.2.3|
o (]

Efectuando la integracidn y reagrupando términos semejantes en o,

supuesto que m ¥ 1 se obtiene:

2
m-1)o” _ 1o+ (1-a) (B2 = 2.1.2.4
2 2

Despejando 0 teniendo en cuenta que 0(p) < p resulta:

@ - Yw? . (a?-1)(1-q))

m-1

y por comodidad de notacidén escribimos

o= Cm.u p con C $0 si J2.1.2.5]

m,Q

8RQ
h S S N
——

Por tanto los rayos polares asociados a este sistema serfin:

g(x,a) = h(x,p(x)) = o™ = 0" p ¢ =" -, )

y por tanto:

m
g(x,a) = (%) (1 -c¢c, ) =c, o x"
a,m ’ ’

resultado que concuerda con el teorema 2.1.1.

Si m=1, 1la familia h(x,p) estd formada por conjuntos homot@&

ticos a y = h(x) = h(x,1) = 1-x 0 <x <1 y para la obtencidn de
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los rayos polares sustituimos m=1 en |2.1.2.4| obteniendo:

-pg + (l—a)p2 = 0, y por tanto

g = (l1-a)p , y consecuentemente p = T%E
Por tanto los rayos polares, si m=1, serén:
o
g(x,a) = p-x = T%E - X = 1-a X a 6 (0,1)

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que los rayos pola
res asociados a familias h(x,p), p 6 (0,©) que son'"dilataciones

generalizadas"

de orden m de la curva y = h(x) = h(x,1) son de
la forma C(a)xm, dependiendo la funcidén C(a) de la funcidn

h(x), asi en el primer ejemplo C(a) = tg % a y en el tercero, si
a

m=1 c(a) = T-a*

La forma de la funcidn C(a) tendrd gran importancia, como ve
remos en el apartado final de este capitulo, para la acotacidn del

operador maximal asociado a ciertas bases de diferenciacidn.

2.2.: Coordenadas polares asociadas a la familia de curvas
h(x,p) = &1%1 /pz-xz 0<x<op con £(p) 6 Cl, creciente
£(0) =0 £2(p) + w.

p—«)co

En este apartado estudiamos las coordenadas polares asociadas a
las curvas descritas anteriormente, que forman una familia de cua-
drantes de elipses que se contraen al origen, de semiejes p y

2(p) (ver fig. 22).
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(0,L(p))

h(x,P) = ;_(FDL /pz_xz

®,0)
(fig. 22)

Utilizamos para ello la ecuacién |1.1.4|, siendo en este caso:

B (x.p) = [z'<p).pz- L(p)] VoI 2, 20p) -
P o P p2-x

y simplificando resulta:

2'(p). p(p%-x?) + £(p)x’
o2 /o7 x2

hp(x,p) b g

y al gser L'(p) >0 y ser 0 < x < p se tiene hp(x,p) > 0 si

0 < x < p.

La ecuacidn |1.1.4], en este caso es la siguiente:

I“‘“’ L' (p)pp?-x") + £(o)x? , .

o pz /pz _ xz
P o 2 2 2
- (1-q) j £'(plp(p”-x") + £(p)x dx |2.2_1|
o pz /pz_xz

Descomponiendo:
2

hy(xip)y = 2800 /77 L) oy ) 4 5,0
P pe-x
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Se tiene que siendo:

I1 = J jl(x)dx, y efectuando el cambio de variable

X = p sen t resulta:

t 2 ¢
1, = £ o3 + 2 |2.2.2]

Denominando I2 = I jz(x)dx, efectuando una integracidén por partes
y haciendo posteriormente el mismo cambio de variable x = p sen t

se obtiene:

V.2 2 + 2 (_;_+ senAZ t)J |2-2-3'

Llevando |2.2.2] y |2.2.3| a |2.2.1] y poniendo los limites de

integracidén se obtiene:

g g

arc sen — sen 2 arc sen — ———

2 2

p £'(p) [ 5 P 4 7 D] - Z(g) U[/p _ 0,]
9]

arc sen g sen 2 arc sen g
[ o o] -

+ [(p) + A
- s
= (1-a) [£(p) +p £' ()] 7 |2.2.4]
Observando que:
sen 2 arc sen % = 2 sen (arc sen %) cos (arc sen g) =
=920 _o_ _ 2 v 2_2
= 2 0 1 3 2 p -0
P p
y sustituyendo esta equivalencia en |2.2.4| se llega a
arc sen g a /—E~—5 2(p) j—f-—i
- 9 _o_
p £'(p) + p“ -0 e LI e
2 2 2
2p P
g
arc sen —
- P4, O 2_2 u -
+ £(p) [ 7 + °2 Yoo ] - (1-o) 2 [e(p)+pL" (p)]=0
2p

|2.2.5]
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De mis facil manejo es la ecuacifn |2.2.5| utilizando una nueva

incégnita ¢(p), ver fig. 23.

glx,a) N

(° cosd(0), L(p) sen $(p))
]
]
]
(0(0).0) (0:0)
(fig. 23)

(0,£(p)]

Entonces g(p) = p cos $(p) y por tanto:

cos $(p) = 3,  arc cos 5 = $(p)
/72
sen O0(p) = —23———, arc sen % f % - ¢(p)

sen 2¢(p) = 2 sen $(p) cos ¢$(p) = 2% /92-02

°

Sustituyendo estas expresiones |2.2.5| se convierte en:

T
- ¢(p) 6 (p)
ol' (p) [i 3 + senhzg(o)] - 2(p) sen i

L
LRI
2

+ l(p),[ + 8en z¢(p)]

- (1-2) % (L(p)+ pL'(P)) = 0O
l2.2.6|

Simplificando y agrupando términos equivalentes se llega a:

iigl [p 2'(p) + £(p)] + 533-%2531 [eo) - o2 (] =

- % Leo) + 0 27(m)]

y diviendo la expresidn anterior por pL£'(p) + £(p) > 0, por las
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condiciones impuestas en el enunciado, se obtiene:

$(p) , sen 24(p) [L(p) -p l'(f’)] =a X ]2.2.7]
2 4 £(p) + o £'(p) 4 |

La resolucidn de l2.2.7| nos permite calcular ¢(p) y por tan

to d(p) con lo cual quedan determinados los rayos polares g(x,a).

Casos particulares:

si £(p) = pm, corresponde a las '"dilataciones generalizadas"

de orden m estudiadas en el apartado anterior.

Si m =1 corresponde a las coordenadas polares clédsicas y en

tonces |2.2.7]| se convierte en: Qigl = g; por tanto

$(p) = 2; y entonces

[¢]
a(p) = p cos — , p = e
cos —
2 .
y los rayos polares serdn:
g(x,a) = /02_x2 =p /1 - cos2 Ig = p sen E% = x tg gg

resultado ya obtenido en el primer ejemplo del apartado |2.l|.

2.3.: Estudio de las coordenadas polares asociadas a la familia

h(x,p) = a(x)(p-x) 0 < x < p a(x) ¢ c?
p 6 (0,») a(x) # 0 ¥x >

En este apartado hacemos un estudio de las coordenadas polares,

asociadas a la familia h(x,p) enunciada anteriormente, estudiando
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algunos casos particulares de la funcidn a(x), asi como tambi&n da
mos condiciones a la funcifn a(x) ﬁara que los rayos polares aso-
ciados a esta familia sean curvas bien curvadas o altamente mondto-

nas.

La obtencidn de los rayos polares es un problema operativo, ya
que supuesta a(x) de clase C2 y a(x) 4 0 ¥x > 0, 1la ecuacifn
[1.1.4] queda reducida a:

g P
f a(x)dx = (1-a) J a(x)dx 12.3.1]
o o

Denotando por A(x) wuna funcifn tal que A'(x) = a(x) [2.3.1] se

convierte en:
A(0) - (1-a) A(p) = a A(0) 12.3.2]

La ecuacidn |2.3.2]| nos permite calcular ¢ = d(p,a) y en consecuen
cia los rayos polares g(x,a) asociados a la familia.

8

Pasamos a estudiar ahora el caso particular de a(x) = x,

trabajando entonces con la familia:

h(x,p) = xP(p-x); Be6RY 0<x<p p & (0,0
<B*!
Ahora A(x) = T 0 Y aplicando en este caso |2.3.2] se obtie
ne: ’
°B+1 pB+l
e - (-9

y obviando los casos a = 0, & = 1 cuyos rayos polares correspon-

den a los ejes coordenados se llega, s8i 0 < a <1, a la expresidn

l/B+lp

g = (1-a) y por tanto
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_ a
(l-a)l;B+l

Consecuentemente los rayos polares g(x,a) asociados a esta familia

seran
B X
g(x,a) = h(x,p(x,0)) = x (—7737 - %)
(1-a) H/B¥1
g(x,a) = x8+1 (—'—l—l-lm - 1) = Ca 8 XB+1
(1-q) ’
si 0 <a <1, con C > 0.

asB

Se tiene el siguiente resultado:

2.3.1.: Dada la familia h(x,p) = xﬁ(p-x) p 6 (0,) 0 < p < w,
Si B > 1, entonces los rayos polares g(x,q) asociados a esta fa

milia son curvas altamente mondtonas para 0 < o < I.

Este resultado es trivial, observando la definicién 1.3.a.2
de curvas altamente mondtonas y la expresidn de los rayos polares

g(x,0) asociados a esta familia y calculados anteriormente.

Casos particulares de Rf:

(a) Si B = 0 s8e obtiene la familia
h(x,p) = p-x; p 6 (0,») 0 <x<op
estudiada ya en el apartado 2.1}
(b) Si B =1 entonces la familia h(x,p) es:
h(x,p) = x(p-x) p €6 (0,») 0 <x<p

que es una familia de pardbolas (ver fig. 24).
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020 — -

(p/2,0) (r,0)
(fig. 24)

siendo los rayos polares asociados a esta familia

2 1
g(x,a) = x (/i.—u

si a = % se obtiene g(x, %) - xz, que coincide con los vértices

-1

de la familia de parabolas h(x,p) p 6 (0,»).

Estudiaremos ahora el jacobiano de la transformacién de las
coordenadas cartesianas a las coordenadas polares (p,a), cuya for-
ma es esencial ‘para la aplicacién del método de rotacifn y consecuen
temente para la obtencidn de ciertas acotaciones para determinados

operadores.

En nuestro caso se tiene (ver fig. 25)
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y=g(x,a)

(0,y)

(x,0) (p,0)
(fig. 25)

h(x,p) = xP(p-x)

«
]

B+ 1 _
(l-a)1/8+1

b)

g(x,a) = x

<
L}

y despejando x e y en funcidn de (p,a) se obtiene que la trans

formacidn viene dada por

x = p(l—u)l/8+l
y = o8 (- B/B* | (1 4y
Por tanto:
(1-o) 1 /841 (+1) pPL1-a) /B - (1-0)]
alx,y) _
3(p,a)
- 1 -
_ _B_% (1-a) g/B+ DB+I [_ _B_% (1-a) 1/8+1 +l]

Operando se llega a:

A(x,y) B+1

X 1
3(p,a) B+1 P

:
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1o cual nos indica que el jacobiano se puede factorizar en umna fun-
N \

cidn de & y otra funcién de @, por tanto podremos explotar con

éxito 1la técnica del método de rotacidn para acotacifén de operado-

res, como veremos en el apartado |2.6|.

Daremos ahora teoremas que nos garanticen, bajo ciertas condi-
ciones de la funcién a(x), que incluyen el caso a(x) = xB estu-
diado anteriormente, que los rayos polares sean curvas "bien curva-

das" o altamente mondtonas.

Se tiene concretamente los siguientes resultados:

Teorema 2.3.2.- Se considera la familia h(x,p) = a(x)(p-x); p6 (0,)
0<x<p

con a(x) ¢ cz(o,w) a(x) #0 0 < x<p. Si a'(0) # 0 1los rayos
polares g(x,a) asociados a la familia h(x,p) son curvas bien cur
vadas, salvo posiblemente para un conjunto de nimeros reales B,

B C tO,l], de medida Lebesgue nula.

Demostracidn.

Excluyamos los casos & = 0 y as=1.

Si a 6 (0,1) 1la determinacién de los raybs polares se reduce
al cdlculo de O en la expresifn
4}

a(x)dx = (l1-a) J a(x)dx

Ia(o)
(o]

(]
siendo en general dificil el cdlculo explficito de la funcidn o(p),
para funciones generales a(x), y por tanto es diffcil el cdlculo

explfcito de los rayos polares g(x,a).
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Pero si nos fijamos en la definicién 1.3.a.1 de curvas "bien
curvadas" para demostrar el teorema, poniendo los rayos polares
g(x,a) en la forma (t,g(t,a)) y como un vector en la direccidn de
la tangente es (l,g'(t,a)), basta ver que g"(0,0) # 0, salvo pa-

ra un conjunto B de a BC (0,1) de medida Lebesgue nula.
Si derivamos la expresidn |2.3.1| respecto a p obtenemos:
a(o(p)) o'(p) = (1-a) a(p)

En consecuencia

[ - a( (1-a)
a'(P) = o)) [2.3.3]

Por las condiciones impuestas a la funcidén a(x) se tiene que

ag'(p) # 0 Yp si o 6 (0,1).

Una observacién trivial es que g(p) < p y por tanto

o(p) + 0 <= p-~+ 0.

Asimismo por la regularidad de la funcidén a(x) se verifica

que:
¢ '(0) = lim o'(p) = Iim 11%9%£§§l - (1-q) |2.3.4]
o+ o p+ 0 al(olp

Para demostrar que g"(0) # 0 basta ver que:

lim g"(o(p)) # 0
p> o0

Pero al ser g(o(p)) = h(o(p),p) = a(o(p)) (p-a(p)) se tiene, deri

vando con respecto a p:

g'(o(p))a'{p) a'(og(p)).o'(p) (p-o(p)) + ala(p))(l-0'(p))

y dividiendo por o'(p) se obtiene:
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g' (0(p) = a'(a(p)) [p -o(p)] + a(a(p)) Eﬁb—) 1] J2.3.5)

Y derivando la expresidén anterior con respecto a p, para el cflecu

lo de g"(o(p)), se llega a:
g"(a(p))at(p) = a"(a(p)) [p-a(p)] a'Cp) + a'(a(p))[1-0'(p)] +

+ a3 (0 [zrgey - 11 - atotp)) ﬁﬂh—
o’ (p

y dividiendo esta expresifén por o©'(p) y agrupando términos seme-

jantes se obtiene:

g"(a(p)) = a"(a(p)) [p-0(p)] + 2a'(a(p)) [6“%5 -1] -

- a(a(p)) % 12.3.6]
o'(p) .

Y por tanto tomando limites si p + 0 se llega a:

8"(0) = lim g"(3(0)) = 2a'(0) [grigy - 1] - a(o) —TH0
p+ o (o' (p))

2.3.7]

y sustituyendo el valor de o¢'(0) obtenido emn 2.3.4 se tiene:

£"(0) = 2a'(0) 73 - a(0) &0 |2.3.8]
(l-c)
Distinguiremos dos casos

i) a(0) = 0

Entonces segfin |[2.3.8]:
g"(0) = 2a'(0) — f 0 si o €6 (0,1)
ya que por hipStesis a'(0) 4 0.

ii) a(0) ¢ 0.
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Calcularemos entonces G"(0) para sustituir su valor en }2.3.8].

Por ‘2.3.3‘ se tiene 0'(p) = ai(ég;;?) y derivando esta ex-

presidn respecto a p se tiene:

a"(p) = (1-a) {a‘(p)a(c(p)) -_a(p) a'(o(p))alp)

2
[ato(o)] 12.3.9]

Tomando limites en |2.3.9| si p >0 y utilizando el valor de

0'(0) obtenido en [2.3.4] se llega a:

a"(0) = —(—l—'—"%%b—’;‘—iﬂ |2.3.10]

Sustituyendo el valor de 0"(0) obtenido en |2.3.10| en la expre-

sién |2.3.8] se tiene:

8" (0) = 2a'(0) 1% - a'(o) 2= .
(1-a)
- i@_Lz [2a(1-0) - o] 12.3.11]

(1-a)
y asi g"(0) # 0 si a 6 (0,1) salvo si o # 1/2.

c.q.d.

La hipdtesis a'(0) # 0 del teorema anterior no es necesaria,
ya que segiin la definicién 1.3.a.1 bastaria la existencia de un
cierto niimero natural n (n=2,3,....) tal que g"(0) # 0 para
que los rayos polares g(x,a) fuesen curvas "bien curvadas", como
pone de manifiesto el siguiente ejemplo:

La familia h(x,p) = x3(p-x) p 6 (0,°),

0 <x<p
estudiada explicitamente en este apartado, admite como rayos pola-

res g(x,a) = c(a)x3 con C(a) >0 s8i o 6 (0,1).
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Dichos rayos polares son curvas "bien curvadas" sin embargo
y P y

g"(0,a) = 0 ¥a,

Vamos a dar ahora una condicifn necesaria y suficiente, bajo
ciertas hipdtesis de la funcién a(x), ﬁara que los rayos polares
asociados a la familia h(x,p) = a(x)(p-x) p 6 (0,°), 0<x<Pp,

sean curvas "altamente mondtonas”.

Teorema 2.3.3.: Se cansidera la familia hi(x,p) = a(x)(p-%x);

p 6 (0,») 0<x<p con a(x) 6 Cz(o,w) a(x) > 0 en (0,»).

Es condicidn necesaria y suficiente para que los rayos polares
g(x,a) sean curvas "altamente monStonas", salvo posiblemente para
conjuntos B de niimeros reales, B [0,1] de medida Lebesgue nu-

la el que se verifique:

i) a(o) = 0

1) a"(o(p)) [p -0(p)] + 2aYo(p) [E‘tﬂ -1 -

- a(a(p))—giiﬂl—i
(o' (p))
p6 (0,o) y ¥%a 6 [0,1] - B.

sea positiva y no decreciente para

Demostracidn.

De la definicién 1.3.a.2 de curvas "altamente monStonas" se
deduce que para demostrar el teorema, siendo los rayos polares

(x,8(x,a)) basta comprobar:
1) g(0,a) = 0 ¥a 6 [0,1] - B

2) g'(0,0) = 0 ¥a 6 [0,1] - B
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3) g"(x,0) es positiva y no decreciente ¥x 6 (0,®) vy

vo ¢ [0,1] - B.

Excluyendo los casos o = 0, o =1 se tiene que:

La condicifn 1) es trivial ya que ¥a 6 (0,1) 1los rayos pola-

res g(x,a) pasan por el origen de coordenadas.

Por otra parte, tomando limites, cuando p + 0, (o lo que es
equivalente 0O(p) + 0) en la expresidn |2.3.5| teniendo en cuenta

|2.3.4| se obtiene:

Q(O,a) = a(0) T%E =0 Ya 6 (0,1), por la hipdtesis (i), con

lo cual queda comprobado 2).
Finalmente la condicidn 3) es equivalente a la hipdtesis (ii)

teniendo en cuenta la expresidn de g"(x,q) dada en 12.3.6|. c.q.d.

El teorema anterior permite tratar casos de la funcidén a(x),
donde no sea facil el cdlculo explicito de los rayos polares g(x,a),

como muestra el siguiente ejemplo:
Sea la familia h(x,p) = a(x)(p-x), p 6 (0,°); 0 < x <p y

2
e-llx

a(x) =

El cdlculo explicito de los rayos polares g(x,q), para esta familia
h(x,p), p 6 (0,»), exigiria el cilculo explicito de la funcidn

o(p) definida por:

4 -l/xz
dx = (l-a) J e dx [2.3.12]

JU e_I/XZ
(o]

o]
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siendo diffcil dicho cdleculo.

Por otra parte es trivial comprobar, utilizando las derivadas
de la funcidn 0(p) definida por |2.3.12| que los rayos polares
g(x,a) no son curvas bien curvadas, ya que ¥n, (n=2,...) se tie

ne:

y por tanto
gn(O.a) = lim gn(x,u) =0
x+ o
Asimismo de la expresidn |2.3.12| se llega a:

2
-1/p
oty = U=t) e 12.3.13]

VIO,
2 12 1/ en?

2 -200?
" () = (1-a) [ p

- (a(o))?
-1/ (oto) 2.5

-(1-a)

Entonces de la definicifn de la funcién a(x) se tiene a(0) = 0
que es la hipdtesis i) del teorema 2.3.3 comprobandose la hipSte-

sis ii) utilizando las expresiones '2.3.l3| y |2.3.14|.

En consecuencia los rayos polares g(x,a), asociados a esta fa

milia, son curvas "altamente mon8tonas".
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2.4.,: Estudio de otras familias de curvas h(x,p), p 6 (0,x).

Tratamos en este apartado de otras familias de curvas h(x,p),
p 6 (0,») que determinan con los ejes coordenados conjuntos acota-

dos.

El primer ejemplo que trataremos serd el de familias h(x,p),
p € (0,) que son curvas afines (respecto al eje de las x) de una
curva de la familia que denotaremos h(x,l). En este ejemplo vemos
que los rayos polares asociados a &l, no pasan por el origen de coor

denadas.

El segundo ejemplo considerado se refiere a familias de curvas
h(x,p) = a(p)(p-x) p 6 (0,°), 0 < x < p, que son rectas de pendien

te -a(p).
Pasemos a estudiar explicitamente los ejemplos enunciados:

l.~ Consideremos una curva y = h(x) = h(x,l), que suponemos

en el primer cuadrante y tal que 3 a finito tal que h(a) = O.

Formemos la familia de curvas h(x,p) p 6 (D,>) afines a 1la

curva y = h(x), es decir h(x,p) = ph(x) = ph(x,1) (ver. fig. 26)

(O,Db) g(x,a)

.2 \

(x,p)

(a,0)
(fFig. 26)
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Los rayos polares asociados a esta familia h(x,p), p €6 (0,»)

son rectas verticales x = cte ya que si denotamos por

a
S = I h(x,1)dx
4}

Entonces evidentemente

a
p S = I h(x,p)dx
o

Y como para la curva correspondiente al valor del par@metro p = 1,

se tiene que existe una {inica recta vertical x = ¢ tal que:
o a
J h(x,1)dx = a S = o I h(x,1)dx
o o

basta comprobar que la misma recta x = @ verifica la misma igual-
dad ¥p 6 (0,») 1lo cual es evidente ya que:
g (4 a
j h(x,p)dx = p I h(x,1)dx = p a S = a J h(x,p)dx.
¢} o o
Asi pues, para toda familia h(x,p) p 6 (0,») de conjuntos afi
nes a uno de ellos denotado por h(x,l), 1los rayos polares son rec-

tas verticales; dependiendo de la funcién h(x) = h(x,1) el cllculo

de dichos rayos polares g(x,a).

Asi por ejemplo si h(x) = l-x y por tanto h(x,p) = p(l-x)

ver fig. 27
(0,

ls(X.a)
(o,1)

(0,0) (1,0)
(fig. 27)
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el rayo polar de orden a, o 6 [0,1] corresponderd a la recta

x = 0, determinando O por medio de 1la igualdad:

|a =a Al

III

En este caso se tiene:

jarl = 1/2
Al - =22
Il 2
En consecuencia:
(l-o)2 = q
y por tanto:
c=1-Ya

siendo x = 1 - Ya el rayo polar g(x,a) a 6 [b,l].

2.~ Tratamos ahora el estudio de la familia h(x,p) = a(p)(p-x)

0 <x <p p 6 (0,») familia de rectas, bastante "general" en el

sentido de que, la variacidn de la funcién a(p) hace variar la pen

diente de las rectas que forman la familia h(x,p) p 6 (0,®).

m-1 +

El caso a(p) = p con m 6 R ha sido ya estudiado en el tercer

ejemplo del apartado |2.l|.

Imponiendo cierta regularidad a la funcidén a(p), por ejemple

que a(p) sea de clase Cz, se tiene:
h,(x,0) = a'(p)(p-x) + a(p)

Por tanto hp(x,o) es continua si 0 < x < p

Si hp(x,p) # 0 ¥x 0<x<p, p6 (0,°) aplicando la ecua

cidén |1.l.4| para la determinacidén de los rayos polares se obtiene:
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o (P :
j [a' (p) (p-x) + a(p)]dx = (1-@) I [a'(p) (p-x) + a(p)]dx
o o}

|2.4.1]

Efectuando operaciones en IZ.A.ll y agrupando té&rminos semejan-
tes se llega a:

o2 02 ~
a'(p) 55 - (a'(p)p + a(p))o + (1-a)[a'(p) =5 + a(p).p] =0

12.4.2]
que nos permite obtener 0(p), defendiendo su facilidad de cédlculo
de la funcidn a(p), y por tanto dependerf esencialmente también de

la funcidn a(x) el célculo explicito de los rayos polares g(x,a).

2.5.: Acotaciones del operador maximal

Tratamos ahora de acotaciones para el operador maximal asociado
a bases de diferenciacidn B, relacionadas con la fanilia_de curvas

h(x,p) p 6 (0,»), de la forma siguiente:

Consideremos la familia de curvas h(x,p) p 6 (0,»), que supo
nemos situadas en el primer cuadrante y tal que los conjuntos ence-
rrados por la curva h(x,p) y los ejes coordenados estén acotados.

Definimos ia base de diferenciacién

8- U, 8

z6R

invariante por traslaciones, con:

B(O) - {Bp(o)}pGR+ = {B(p,O)}pGR+
siendo:
BD(O) = {(x,y) / 0 < x < a(p) 1}
0 < < h(x,p)
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donde a(p) es tal que

h(a(p), p)

[}
Q

(ver fig. 28)

(a(p),0)
(fig. 28)

La acotacidn del operador maximal se hari efectuando el cambio
a las coordenadas polares (p,0) y utilizando los resultados de aco
tacidn del operador maximal a lo largo de curvas, para curvas "alta

mente mondtonas" y "bien curvadas" expuestos en el apartado |1.3].

Daremos primeramente resultados generales de acotacidn del ope-
rador maximal, aplicandolos posteriormente a algunos de los ejemplos

tratados en los apartados anteriores de este capitulo.

Para la base de diferenciacidn descrita anteriormente el opera-

dor maximal tiene la expresidn:

1
Mf(x) = sup B _(0) J [£(x-y)|dy
r> o r B(r,o0)
y denotando por Toa la transformacidén que hace pasar el punto (1,a)
Y .

situado en la curva h(x,1) al punto (p,a) que estd en el mismo
rayo polar y en la curva h(x,p) el operador maximal en las nuevas

coordenadas tendrd la siguiente expresién, denotando por ; = (l,a):

ME(x) = sup B 10) Jl If [£(x-T ¥ %LELXl[ dpda
r>o | r o ‘o P, (p,a)

Pero por la eleccidén de las coordenadas (p,a) se verifica que
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%%glg% = j(p) m(a).

Entonces se verifican las siguientes acotaciones para el opera-

dor maximal:

Teorema 2.5.1.- Sea 1la familia de curvas h(x,p) p 6 (0,®) y consi'
deremos la base B de diferenciacidn asociada a ella, descrita an-

teriormente.

Supongamos que los rayos polares g(x,a), asociados a la fami-
lia h(x,p) p 6 (0,%) son curvas altamente monStonas, salvo para

un conjunto de nfimeros reales de medida de Lebesgue nula en [b,l].

Denotando AUx,y) j(p) m(am)

3(p,a) si se verifican las condiciones

siguientes:

lie)|

R IERO I para 0 <0

|6
IA
L]

n
[}
A
8

1
i) J, |m(a) |da
0

Entonces el operador maximal M, asociado a la base de diferencia-

cién B es de tipo fuerte (p,p) 2 < p < ® es decir

el <o, lel,  25pxm  foP@d

P

Demostracidn:
Al efectuar el cambio de variable a las coordenadas (p,a) se
tiene que:
1 1 (r _
MEf(x) = ::po T80T JO Jo If(x-Tp'ay)l 13 (p)m(a) | dpda

Y bor tanto !
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1 r
1 - :
Mf(x) < [ [m(a) | (sup f lfx-1. 7 i(o]do) de
= Jo > o [B(r, o) o p,0
y definiendo, con a f£ijo, el operador M* de la forma:
r
MOE(x) = sup e J [£(x-T_ y) ip)|dp
> o IB(r,0)] J p,a” -
gse tiene que:
1 a
Mf (x) < J Jm(a) | M f(x)da
o

Utilizando la hipftesis i) al ser IL(ipzll < % se llega a:
’

r

a c -

M f(x) < sup - I ,f(x—To,ay)'dp
r>o o

y como los rayos polares son curvas altamente mondtonas se tiene se

gin el teorema 1.3.a.2 que:

1€l s 2<p<o f6LP®RY

a
Iv°e] < c »

P

Y aplicando la desigualdad integral de Minkowski se obtiene:

1
f
Inel, < e, 1el [ Im(a) | do

y utilizando la hipbtesis ii) se llega a:

1£1_, 2<p<w £ 6 LP(r?)

Teorema 2.5.2.- Se considera la familia de curvas h(x,p), p 6 (0,x)
y la base de diferenciacién B asociada a ella, segiin lo indicado

al comienzo de este apartado.

Supongamos que los rayos polares g(x,a), asociados a 1a fami



- 82 -

lia h(x,p) p €6 (0,°) son curvas bien curvadas, salvo para umn con

junto de medida nula B de nmeros reales con BC [0,1].
Se tiene, por tanto, que siendo:

1 [T -
M _f(x) = sup — I JeE(x-T_ _y)ldp
o >0 ¥ (o] P,a

Igel, <c lel, o1 fe PR?); 1<p<w
Denotando asimismo:

I(x
321 - 30) mla)

Si se verifican las condiciones:

i) |B(:,o) < % para 0 <

1
ii) J |m(a) c(a)|da = C < =
o]

A
©

IA
"

Entonces el operador maximal M asociado a la base de diferen

ciacién B es de tipo (p,p) 1 < p < ®» y por tanto

Ingl ) < ¢, |f|p l<p<e y fe1LP@®)

Teorema 2.5.3.- En las mismas condiciones para la familia h(x,p) !
de los teorema‘s anteriores, asi como para la base de diferenciacién
B, supongamos que los rayos polares g(x,a) asociados a la familia
h(x,p) sean rectas, (salvo posiblemente para un conjunto de nGme-

ros o de medida nula en Eb,lj).

Si se verifican las condiciones:

. lie)]
D T8G,o) <

|

0<pxr

L]
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1
ii) J |m(a) |da = € < @
(o]

Entonces el operador maximal M, asociado a la base de diferencia-

cién B es de tipo (p,p) 1 < p < ©» es decir
el < < kel s 1<p<w f6LPRY

La demostracidn de los teoremas 2.5.2 y 2.5.3 va paralela
a la demostracidn del teorema 2.5.1 utilizando el método de rota
cidn y los resultados expuestos en el apartado |1.3], o la acota-

cidn del operador maximal unidimensional de Hardy-Littlewood.

Comprobaremos ahora, para ciertas familias h(x,p) p 6 (0,»)
estudiadas en los apartados anteriores que las hipdtesis de los teo
remas 2.5.1, 2.5.2 8 2.5.3 son ciertas obteniendo, en conse-

cuencia propiedades de acotacién del operador maximal.
Asi en las "coordenadas polares clisicas" se tiene:
n(x,0) = Yo2-x? o & (0, 0<x <o

Obtuvimos que los rayos polares eran las rectas:

g(x,0) = tg 3 a x

El cambio a polares viene dado por las ecuaciones:

X = c s
P os S a
= I
y =0 sen 5 a
y por tanto
Ax,y)

. T
(0, ) 2 P
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En este caso m(®) =1, j(p) = g [ |B(r,0)| = % rz por tanto

licey !

|B(r,o)| hl

L3s!

1
I fm(a))da < »
o .

Aplicando el teorema 2.5.3 el operador maximal es de tipo
‘(P9P) 1 < p < ™’
Este resultado, ya cldsico, puede 'verse utilizando otras técni

cas en Guzmén [5].

Analizando ahora el tercer ejemplo considerado en el apartado

l2.1| con m=1 es decir:
h(x,p) = p-x 0<x<p p 6 (0,»)

Los rayos polares para esta familia, obtenidos allf, son

a
g(x,a) = 7= x

Por tanto las ecuaciones del cambio de variable son:
x = p(l-a)
y=pa

y el jacobiano de esta transformacién

I(x,y) _
3(p,a) P

2
Como en este caso IBr(0)| - Ef se verifican las condiciones del
teorema 2.5.3 y por lo tanto el operador maximal, asociado a la ba

se de diferenciacién B es de tiﬁo (p,P) 1 < p < o,
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Finalmente consideramos la familia h(x,p) = xB(p—x),
0<x<p p 6 (0,°).
Obtuvimos en el apartado ]2.3', concretamente en el resultado
2.3.1 , que con B > 1, 1los rayos polares asociados a esta fami-

lia son curvas altamente mondtonas.

También se obtuvo alli que:

x = p(l~a)1/8+l
y = pB+1 |(1-“)B/B+l - (-0
y por tanto:
A(x,y) 1 B+
3a(p,a) B+1
También se tiene que:
r B+2
- Beo- - T
IB(r,o)I I x (p-x)dx (B+1) (B+D)

o
Por tanto se verifican las condiciones del teorema 2.5.1, v

entonces el operador maximal es de tipo (p,p) 2 < p <™,

El método de acotacidén del operador maximal es general, siendo
solamente dificultades técnicas las que son necesario resolver,
principalmente el c3lculo de %%%Lg% , que dependen esencialmente

’

de la naturaleza de la familia h(x,p), p 6 (0,©) que se conside

re.



CAPITULO III

COORDENADAS POLARES ASOCIADAS A

CONJUNTOS "NO ACOTADOS".

86
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Trabajamos en este capitulo con familias de curvas h(x,p)
p 6 (0,»), (que por comodidad operativa las suponemos situadas en
el primer cuadrante), tales que ¥p € (0,*) 1los conjuntos delimita
dos por la curva h(x,p) y los ejes coordenados sean no acotados

de medida finita.

En el primer apartado tratamos con familias h(x,p) p 6 (0,»)
que son '"dilataciones generalizadas", (en el mismo sentido que en el
capitulo segundo), de una de las curvas de la familia que denotamos
h(x,1), analizando los rayos polares g(x,0) asociados a familias
de este tipo y resolviendo casos particulares de la familia h(x,p),

p 6 (0,°).

En el apartado segundo estudiamos algunos ejemplos donde se
pierde la "regularidad" de la familja h(x,p) p 6 (0,®), analizan

do las coordenadas polares asociadas a familias de este tipo.

Finalmente en el tercer apartado damos condiciones de acotacién
del operador maximal; asociado a una cierta base de diferenciacidn
B, que definimos alli; primero generales como el teorema
3.3.1 y elteorema 3.3.2, analizando posteriormente varios ejemplos,

que nos permiten utilizar dichos teoremas.
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3.1.: Coordenadas polares asociadas a "dilataciones generalizadas"

Consideramos en este apartado familias de curvas h(x,p),
p 6 (0,»), de clase Cz, situadas en el ﬁriner cuadtaﬁte. (por co
modidad de cdlculo), de tal forma que los conjuntos delimitados por
la curva h(x,p) y los ejes de coordenadas sean conjuntos no acota
dos, de medida finita y por t;nto
’ o0

J h(x,p)dx = S(p) < =

o
La familia h(x,p) p 6 (0,»), en el contexto de estée apartado, es
td construida por medio de dilataciones generalizadas de orden m,
m 6 R+, de una de las curvas de la familia, denotada por h(x,l1)
(ver fig. 29), en la misma forma que la descrita em el apartado

|2.1}, es decirs

0,0" W) = — ~

. | gi{x,a) = c(a)x™
(Onh X )""

| hix,p)

! (x,1)
| I

Il I}
(x,0) (px,0) (0,0) (po,0)
(fig. 29)

4

pada la curva y = h(x,l) 1la curva h(x,p) es tal que:

Si (x,h(x,1)) estf en la curva y = h(x,l1) entonces el pun-

to (px,pmh(x,l)) estd en la curva h(x,p), 1lo que equivale.a de-

h(px,p) = p™ h(x,1)
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Si m=1 1la familia h(x,p) p 6 (0,®) corresponde a curvas homdté

ticas de la curva y = h(x,1).

Se comprueba que los rayos polares para familias de este tipo
gon de la forma g(x,a) = C(a)xm, con C(a) dependiendo de la cur
va y = h(x,1), ya que siendo

S = I h(x,1)dx
o

Si para p =1 g(x,a) = c(2)x™ es el rayo polar de orden a
se debe verificar: (ver fig. 29):
o] 00
I c(a)x™ dx+I h(x,1)dx = a S |3.1.1]
o a

Entonces para la curva h(x,p), con p 6 (0,®), si B es el drea

encerrada por las curvas C(a)xm, h(x,p) y el eje de las x, se
tiene:
po m ©
B = f c(a)x + [ h(x,p)dx [3.1.2]
o po
y efectuando en |3.l.2| el cambio de variable x = pt, teniendo en
cuenta que h(pt,p) = pm h(t,l), se convierte en:
6 .-}
B = ™! [] C(a)t"de +] h(t,1)dt] [3.1.3]
o o]

y teniendo en cuenta |3.1.1| se llega a:
m+1 =
B =p as =a h(x,p)dx |3.1.4]
o

que demuestra que las curvas g(x,a) = C(a)x" son los rayos pola-

res asociados a la familia h(x,p) descrita anteriormente.

Pasemos ahora a estudiar algunos casos particulares de la fami

lia h(x,p) p 6 (0,») de este tipo.



El primer ejemplo corresponde

.} e-x/p >

P x 0 p 6 (o'ﬂ)'

ciones generalizadas de orden
En este caso se tiene:

n-2

1 -x/p +p

hp(x.p) =mp" " e

Se verifica hp(x.p) 4 0 si

teorema 1.1.2 los rayos polares
p 6 (0,») son finicos reduciendose
cidn o(p) de |1.1.6] que en este

l

m 6 R+

m de la curva
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a la familja de curvas: h(x,p) =

que corresponde a las dilata

-

¥y = h(x) Z h(x,1) = e

x e-x/p - pm-z e-xlp [ﬁp + i]
[3.1.5]

x>0 ¥p y por tanto seglin el

asociados a la familia h(x,p),

su cflculo al cflculo de la fun-

caso es!

pm-Z e-xlp [bm+xjdx - (1-a) J pm-2 e-xlp [bn+ijdx = 0
o

13.1.6]

Efectuando la integracidn y simplificandd |3.l.6| se convierte

en:

F(g,p) = e'°/°[(m+1)p+o] + a(m+l)p = 0

Comprobaremos que
o(p), (que es finica por ser

sustituyendo en.|3.l.7|,

_e-c(u’

Dividiendo la anterior expresidn por

en vez de C(a,m) se obtiene:

o(m+l)

dg(p) = C(a,

h,(x,p) 0

m) [(m+l)p + C(a,m)d] + a p(mt+l) =0

- e @) T@me1) + c@] = 0

j3.1.7]

la ecuacidn:

m)p, ya que para esta funcibn
¥x > 0, ¥p) se tiene,
[3.1.8]

p, y escribiendo

c(a)

j3.1.9]

x
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$i consideramos la siguiente funcidn

H(x) = -e * [(m+1)+x] + a(m+l) [3.1.10]
se observa que:
H(0) = ~(m+1) + a(m+l) < O [3.1.11]
al ser 0 < o < 1.
Por otra parte
1lim H(x) = a(m+l) > 0 13.1.12]
X+ ®©
Ademis
H'(x) = e ® [(m+1) + x] - e = (mtx)e™™ > 0 [3.1.13]
Las ecuaciones |3.1.11} |3.1.12} y |3.1.13| nos garantizan que exis
te un @nico valor, C(a) tal que H(C(a)) = 0 que es precisamente
|3.1.9].
Entonces los rayos polares g(x,a) serdn g(x,a) = h(x,p(x)) =
- e Cla) _x ym D(a) x™ siendo C(a) la solucién de |3.1.9],

C(a)

que hemos visto que es finica.

Trivialmente segiin los resultados expuestos en el apartado
|1.3|, se observa que si m > 2 1los rayos polares g(x,a) =

m
= D(a)x son curvas "altamente mondtonas".

En el caso particular m=1, 1la familia de curvas h(x,p)

p 6 (0,0), es homotética de la curva y = e ¥ y los rayos polares
asociados a este familia son las rectas
e—C(a)
g(x,a) = D(a)x, con D(a) = <@

siendo C(a) 1la solucién de [3.1.9].
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El segundo ejemplo que analizamos corresponde a la familia de

curvas:
h(x.p)-tp"‘———l——2 0<x<m= m e Rt
L+ @ 0 € (0,
que corresponde a las dilataciones generalizadas de orden m de la
curva h(x,l) = 1+12 0 < x <=, estando interesados en el c&lcu-
X

lo de los rayos polares g(x,a), asociados a esta familia h(x,p)

p 6 (0,°),

Excluyamos los casos a = 0, o = 1, que corresponden a los

ejes coordenados.

En este caso se tiene:

m-3 _2
hp(x,p) - m pm-l 1 + 2 p x

2 x 2 2
) b+ @1

Trivialmente se observa que:
h,(x,p) $0 ¥x > 0 p 6 (0,)

Por tanto el c8lculo de los rayos polares, asociados a esta fa
milia, puede hacerse de acuerdo a la f6rmula [1.1.6| que en este ca

so se reduce d:

g g T
F(o,p) = (m+l).arc tg — - 5 ~(m+l) . 5 (l-a)=0 |3.1.14]
’ P @? 2
que nos determina la funcidén 0O(p) = C(a)p, por tanto p = C?a) ’

con C(a) solucidn de la ecuacidn

(m+1) arc tg C(a) - 1 7 - (m+l) % (1-a) = 0 |3.1.15]

1 + (C(a))

que es {inica ya que considerando la funcién:
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G(x) = (m+l)arc tg x - 12 -~ (m+1) % (1-a)
1+x

se tiene que

G(0) < 0; lim G(x) > 03 G'(x) >0

X+ o©
y por tanto existe un @inico valor C(a), tal que G(C(a)) = 0 que
es equivalente a la ecuacidn |3.l.15|.
Entonces los rayos polares serdn:
m
g(x,8) = h(x,p(x)) = —= 1 = p(a)x"

(@™ 1 + (c(a))?

con D(a) = 1 , siendo C(a)  la solucidn de

c@™ (1 + (c@n?

[3.1.15].
Las consecuencias siguientes son inmediatas:

Si m > 2, 1los rayos polares g(x,a) asociados a la familia

m 1

h(x,p) = p —5
1+(§)2

p 6 (0,=) son curvas "altamente mondtonas",

x >0

segiin se desprende inmediatamente de la definicidn 1.3.a.2.

Si m=1, 1los rayos polares g(x,n), asociados a la familia

h(x,p) = p _———L;_f » (que en este caso son conjuntos homoté&ticos
1+ ()
)
a h(x,l) = 12) son las rectas y = D(a)x, con
1+x
p(a) = 1 siendo C(a) la solucién de |3.1.15].

Cla) (1 + (cla))?)
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3.2.: Coordenadas polares asociadas a familias de curvas h(x,p)

p 6 (0,) no "regulares".

Tratamos en este apartado de introducir unas coordenadas pola-
res asociadas a familias de curvas h(x,p) p 6 (0,%), de tal forma
que los conjuntos encerrados por las curvas h(x,p) y los ejes coor
denados sean de medida finita y no acotados y la familia h(x,p) no

satisfaga condiciones de "regularidad".

La introduccidn de las "coordenadas polares" debe hacerse en es
te caso directamente de la condicifn geomé&trica que las determina,
concretamente la ecuacidn [1.1.5]|, para la obtencifn de los rayos

polares.

Trataremos varios ejemplos de familias h(x,p), p 6 (0,») de

este tipo donde se pondrd de manifiesto la t&cnica a utilizar,

El estudio de las "coordenadas polares" es practicamente equi-
valente al cBilculo de los rayos polares ya que si A es el conjunto
barrido por la familia de curvas h(x,p), p 6 (0,») todo punto x

de A se puede representar por el par (p,a) donde:

p: Es el valor del parfmetro de la curva de la familia h(x,p)

que pasa por el punto x.
a: Es el valor del parémetro del rayo polar que pasa por el

el punto x.

1) Estudio de las "coordenadas polares" asociadas a la familia

Y 0<x=<p
h(x,p) = p 6 (0,»)

03/12 p < x <o
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Se observa que para cada o fijo la curva h(x,p)

rivable em x = 0.
Se tiene tambi&n que
oo s} o 3
s(p) = [ h(x,p)dx = I pdx + [ 9—2 dx = 2p?
o o p x
Comprobaremos que los rayos polares g(x,a) son:

g(x,a) = C(a)x

calculando explicitamente C(a) para o € [0,1].

no es de

Segiin se observa en la figura 30 es trivial comprobar que:

/y=x=g(x, D

(x,p)

(0,p)

(fig. 30)

el rayo polar para o = % es g(x, %) = x.

. 3 . iz
Si o > -+ 1la situacidn de los rayos polares es la de la fig.

4
31.



y=g(x,®)

(0,p) \

11 (x,0)
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N
(a(p),0) (p,U)
(fig. 31)

En este caso:

lagzl = S() - 3 polp) = 2p% - 3 alp).p 13.2.1]

Y la condicién geom&trica |1.1.5] que determina los rayos polares se

convierte en:

2 2

2p° - % g(p).p = a 2p
Y despejando ¢ se obtiene:

g = 4(l-a)p

Con lo cual los rayos polares para a > % serén

x . 3
=-p(x) = -0’ © >

13.2.2]

13.2.3]

g{x,a) = h(x,p(x))=

Si a < % la situacidn es la de la figura 32,

(0,p)

' [
|
!

| g(x,a) = C(a)x

h(x,p)

A
(p,0) (a(p),0)

(fig. 32)
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donde o(p) es la abscisa de interseccidn de las curvas:
y = p3/x2
y = C(a)x 13.2.4}

y despejando 0(p) en funcidn de C(a) se obtiene

o = 3——1L——- 13.2.5]
Y c(a)

Para el cidlculo de C(a) ponemos la condicidn de que g(x,a)

sea el rayo polar de orden a obteniendo:

o(p) L 3
J Cla)x dx + J 97 dx = o 2p2 [3.2.6]
o g(p) x

Efectuando la integracidn en |3.2.6| y sustituyendo o(p) por

el valor obtenido en |3.2.5| se llega a:

@, 3y . o
2 “/c(a)
y despejando C(a) se tiene que:

k]
c@ = (49 13.2.7]

En resumen los rayos polares asociados a la familia

P 0 <x<p
h(x,p) = {D3lx2 b <x<we 3 P60,
son
1 < <
ZTT:ET x 3/4 <a <1

g(x,a) =

3
(Q%) x 0 < a<3/4

Calcularemos el jacobiano de la transformacidn a las coordenadas po

lares, que nos serd de utilidad en el apartado siguiente.



- 98 -

Podemos obviar el caso a = al gser g(x, % un conjunto de

Sjw

medida Lebesgue nula.

Se tiene que con a € (% N i] las ecuaciones que definen la

transformacidn son:

y=e
y = L x [3.2.8]
4(1-a) te
Y despejando x e y se obtiene:
x = 4(l-a)p
y=p |3.2.9]
Por tanto
4(1-a) 1
%—%-%)l- - 4p 13.2.10|
» _40 0
Si 0 <a < % las ecuaciones del cambio de coordenadas serfn:
y = (% 3 x
3
y =& |3.2.11]
x
Despejando x e y se llega a:
- 30
x 4a
2
- 1l6a
y 9 P |3.2.12]
Y entonces:
3 1602
4a 9
I(x,y) . ,
3—(55{'3 = 4p |3.2.13]
-— 32ap




2) Estudio de las coordenadas polares asociadas a la familia de cur

vas:
X 0 <x <p

h(x,p) = 3 2 H p 6 (0,°)
p/x p<x <™

Es obvia la no regularidad de la familia h(x,p), ya que parna

p fijo la curva h(x,p) no es derivable en x = p.
En este caso se tiene
o«

2

© [ 3
s(p) = f h(x,p)dx = I x dx + I 97 dx = % p |3.2.14]
X

[ o p
Comprobaremos que los rayos polares g(x,a) son de la forma

g(x,a) = C(a)x calculando C(a).

Se debe verificar (ver figura 33):

g(x,u) = C(a)x

h(x,p)

| ]
®,00 (G0

(Fig. 33)
a(p) o 3
J C(a)x dx + J Brax = a 207 [3.2.15]
0 a(p) «x

donde o(p) es la abscisa de interseccidn de las curvas:

c(a)x

<
]

3

P /x*

<
[}
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Por tanto despejando se tiene que:

o(p) = —— [3.2.16]
YC(a)

Y efectuando las integraciones en |3.2.15|, sustituyendo 0(p) por

su valor segfin |[3.2.16| se llega a:

3
Cguz + 3W -

Njw

a 13.2.17]
Con lo cual despejando C(x) se tiene:

cla) = a’
Por tanto los rayos polares asociados a este familia son:
3
g(x,a) = a’x |3.2.18]

Efectuando el cambio a las coordenadas (p,a) se tiene que

las ecuaciones de la transformacidn son:

y = a3x
3
y = & [3.2.19]
x
En consecuencia despejando x e y se llega a:
X"Q
a
2
y =op I3.2.20]

Por tanto se tiene que el jacobiano de la transformaciBn es:

1/a a2
a(x,y) _

3Cor o) = 3p [3.2.21]

- _% 2ap
a
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3) Estudio de las coordenadas polares asociadas a la familia:
x2 0 <x < p
h(x,p) = 4 p € (0,x)
27 p <X <
X

Se observa inmediatamente la no regularidad de la familia
h(x,p), p €6 (0,o) en los puntos de la forma (p,p).
Comprobaremos que los rayos polares asociados a la familia an

tes descrita son:

2
g(x,a) = 04 x

Para ello debemos demostrar que (ver figura 34):

2
o, - - - 4 2
I y=g(x,0) = o x
| h(x,p)
1 |
(p,0) (0,0)
(fig. 34)
o LY 4 P o 4
4 2
J a’ x7 dx + j L5 dx = u[I xZax + J £ ax] [3.2.22]
(o] o X [o] p X

donde ¢ es la abscisa de interseccidén de las curvas:

2
y = ol'/x
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y despejando se obtiene que:
L
a3 [3.2.23]
Sugtituido el valor de o dado por |3.2.23| en |3.2.22] e‘integrag
do se llega a:

3
4 4 3
a ;%5 +p % = afp’/3 + p3] |3.2.24]

como efectivamente [3.2.24| es una identidad se ha demostrado que
los rayos polares g(x,a) satisfacen:

g(x,a) = ua x2

Las ecuaciones del cambio a las coordenadas polares (p,a) vienen
definidas por:

4 _2
y=a X

.

4
y =% |3.2.25]
x

y despejando x e y se obtiene:

y=9p a 13.2.26]

Por tanto el jacobiano de la transformacidn serf:

1/a Zsz

a(x,y) _ -4
3(p,a) P

- -% 202q
o

2 [3.2.27]
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3.3.: Acotaciones del operador maximal.

Consideraremos en este apartado la familjia de curvas h(x,p),
p 6 (0,o), situadas en el primer cuadrante, de tal forma que los
conjuntos delimitados por las curvas h(x,p) y los ejes coordenados

son no acotados, pero de medida finita.

A la familia h(x,p) le asociamos la base de diferenciacidn

B, B = |UB(x), invariante por traslaciones tal que
X6RM

B(0) = {B (0)} oo+
con

Xx < o }

y < h(x,p)

B,(0) = {(x,y) / 0
0

A A

y designando por S(p) = IBp(O)I.

En el contexto de este apartado, diremos simplemente la base
de diferenciacién B asociada a la familia de curvas h(x,p), so-
breentendiendo que nos referimos a la base de diferenciacién ante-

riormente definida.

Se obtendridn acotaciones del operador maximal, asociado a 1la
base de diferenciacién 8, wutilizando el cambio a las coordenadas
polares (p,a), dando primero acotaciones de tipo general, aplican

dolas posteriormente a los ejemplos tratados en el apartado |3.2].

Si el operador de la transformacidn a las coordenadas polares

(p,a) verifica:

se tienen los siguientes resultados, cuya demostracién corre parale
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la a los del apartado |2.5|. En concreto las acotaciones para el

operador maximal pueden englobarse en los siguientes teoremas:

TEOREMA 3.3.1.- Sea la familia de curvas h(x,p), p 6 (0,®), sgi-
tuadas en el primer cuadrante, y tal que los conjuntos delimitados
por las curvas h(x,p) y los ejes coordenados sean conjuntos no

acotados de medida finita.
Sea B 1la base de diferenciacifn asociada a la familia
h(x,p), p 6 (0,x).

Supongamos que los rayos polares g(x,a), asociados a la fa-
milia h(x,p) p 6 (0,7), son rectas que pasan ﬁor el origen de

coordenadas.

Si se verifican las hipBtesis
i—J—ELl-<— ¥p 0<p<r

1
ii) J jm(a) |da < =
o

Entonces:
El operador maximal M, asociado a la base de diferenciacidn

B, es de tipo (p,p) 1 <p<w y por tanto:

el ) < co) 11, 1<p<ew £ 6 LP(r?).

Teorema 3.3.2.- Sea la familia de curvas h(x,p), p 6 (0,®), situa
da en el primer cuadrante, y tal que los conjuntos delimitados por
las curvas h(x,p) y los ejes coordenados sean conjuntos no acota

dos de medida finita.
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Sea B 1la base de diferenciacidn asociada a la familia de cur

vas h(x,p) p 6 (0,%).

Supongamos que los rayos polares g{(x,a), asociados a la fami
lia de curvas h(x,p); p 6 (0,©) son curvas altamente monétonas,
salvo posiblemente para un conjunto de nimeros reales B, BC [ﬁ,l],

de medida de Lebesgue nula en [9,1].

Si se verifican las siguientes condiciones:

. |'j(92| c
i) S(r) < - para 0< p <r

1
ii) J [m(a) |da < =
o

Entonces:
El operador maximal M, asociado a la base de diferenciacidn

B, es de tipo (p,p), 2 < p < ® 'y por tanto:

Imel, <c, I€l, 2<p<w £ 6 LP(r?)

Teorema 3.3.3.- Se considera la familia de curvas h(x,p), p 6 (0,»),
gituada en el primer cuadrante, y tal que los conjuntos delimitados
por las curvas h(x,p) y los ejes coordenados sean conjuntos no aco

tados de medida finita.

Sea B 1la base de diferenciacidn asociada a la familia de cur

vas h(x,p), p 6 (0,x).

Supongamos que los rayos polares g(x,a), asociados a la fami
lia de curvas h(x,p), p 6 (0,o), sean curvas bien curvadas, salvo
posiblemente para un conjunto B de niimeros reales, B (C DLIJ, de

medida Lebesgue nula.
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Denotamos por C(a) 1la constante correspondiente al rayo po-

lar g(x,a) del teorema 1.3.a.l.

Si se verifica:

0y Lite)] c
1) S(r) 2T ¥e 0<p

1A
L]

1
ii) J |m(a) c(a)jda = € < =
0

entonces:
El operador maximal M asociado a la base de diferenciacidn

B es de tipo (p,p) 1 < p <o esg decir:

}el 1<p<e . £6LP®RY

el , < ¢ p

P

La demostracién de los teoremas 3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3 es
una transcripcidn literal de la utilizada en los teoremas del apar-
tado |2.5] para familias de curvas h(x,p), p 6 (0,») que delimi-

tan conjuntos acotados con los ejes coordenados.

Pasemos ahora a analizar algunos casos concretos.

1) Si consideramos la familia

o 0<x<p
3

o _
2

x

h(’.l;p) = 4] 6 (O)Q)

p <X < »

obtuvimos en el apartado anterjior |3.2| que los rayos polares

g(x,a), asociados a ella eran las rectas definidas por:

3
4

A

N 1
(l-a) * 6 =

g(x,a) =

L]
(=]
A

<a < 3/4

Pl
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También se vidé alli que:

por tanto j(p) = 4p y m(o) =1

Al ser S(r) = Zr2 se tiene que:

1 1
I [m(a)|da = j da < ®
o] o}

Por tanto aplicando el teorema 3.3.1 el operador maximal,
asociado a la clase de diferenciacidén B, es de tipo (p,p),

1 < p < o,

2) Si estudiamos la base de diferenciacidn asociada a la fami-

lia h(x,p) p 6 (0,®) con

x 0 <x<op
h(x,p) = p & (0,0
p3
-3 P <X < o
x

se tiene, segiin los resultados del apartado |3.2|, que los rayos po

lares g(x,a) son las rectas

g(x,a) = a’x
Tambi&n allil se encontrd que
9(x,y) 3p; por tanto m(a) = 1 j(p) = 3p
3(p,a) ?
- -3 .2
y 8(r) = |B (O)| = 5"

Por tanto se tiene:
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lie)l . 30 & gy 0<p<r
S(r) 3/2 r2 = T =
y:
1 1
I jm(a) |da = I dag < @
0 0

Aplicando el teorema 3.3.1 el operador maximal M, asociado a la
base de diferenciacifn B, es de tipo (p,p) 1 2 p < » -y por tan

to B diferencia LP(RZ) 1 <p < o,

3) Analizando la base de diferenciacién B, asociada a la fa-

milia h(x,p), p 6 (0,») definida por:

x 0 <x <op
h(x,p) = 4 p 6 (0,)
’ Ei P <X <

x

y tenieﬁdo en cuenta los resultados obtenidos para esta familia de

curvas en el apartado |3.2|. a saber:

Los rayos polares g(x,a) son las curvas "altamente monSto-

4 _2

" g(x,a) = a x".

nas

El jacobiano de la transformacidn verifica

A(x,7) o 42

3(p,a) H por tanto j(p) = hpz mg) = 1

s(r) = [B_(0)] = 3 ¢

Entonces se verifica:

Lyl | _ap?
§(r) 4/3 3

"o

si 0 <p

A
L]
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1 1
I jm(a)|da = I do <
(o} Q

Estamos por tanto en condiciones de aplicar el teorema 3.3.2, v =e
tiene entonces que el operador maximal M, asociado a la base de di

ferenciacién B, es de tipo (p,p) 2 < p < =,

En general el problema es té&cnico, consistiendo fundamentalmen
te la dificultad en encontrar las ecuaciones de transformacidn a las
coordenadas polares (p,0) y en consecuencia en determinar las fun-

ciones j(p) y m(a).



lo

CAPITULO IV

RECUPERACION DE LAS "CIRCUNFERENCIAS"

A PARTIR DE LOS RAYOS POLARES.
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En este capitulo estudiamos el problema inverso, es decir da-

dos los rayos polares g(x,a) encontrar las "circunferencias"”

h(x,p) p 6 (0,»), de tal manera que los rayos polares g(x,a)

sean los asociados a la familia de curvas h(x,p) p 6 (0,x).

En el primer apartado estudiamos el problema suponiendo condi

ciones suficientes de regularidad a los rayos polares g(x,a) obte

niendo el resultado genmeral 4.1, pasando posteriormente a analizar

determinados casos particulares.

En el segundo apartado analizamos el problema suprimiendo cier
tas condiciones de regularidad para la familia de rayos polares

g(x,a).

En el tercero vemos como se puede utilizar esta técnica para

obtener propiedades de acotacidn para el operador maximal asociado

a ciertds bases de diferenciacién.

dﬂ&wu%‘

& 22,
4 N7
S ¥
E) ®

BIBLIOTECA
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4.1.: Planteamiento del problema.

Estudiamos ahora la recuperacifn de las "circunferencias"
(Cp) p 6 (0,»), conociendo los rayos polares ‘g(x,d), asociados a

la familia (Cp), p 6 (0,»), que ahora nos es desconocida.

En este apartado consideraremos que los rayos polares g(x,a)
son gsuficientemente regulares, y por comodidad t&cmnica suponemos que

barren el primer cuadrante, o parte de &1.

Daremos primeramente, una condicifn general para el cdlculo de
la familia Cp = h(x,p) p 6 (0,®), estudiando posteriormente algu-

nos casos particulares de rayos polares g(x,a).

Sea la familia de rayos polares g(x,a), de clase Cz.

Para el cdlculo de la familia de "circunferencias" h(x,p)
p 6 (0,»), utilizaremos la condicién de que g(x,a) sean los rayos

polares asociados a esta familia obteniendo, (ver fig. 35):

g(x,a)
' (x,p)
|
1
(o0(a),0) (a(p),0)
(fig. 35)
o(a) a(p) a(p)
I g(x,a)dx + J h(x,p)dx = a I h(x,p)dx j4.1.1|
(] ag(a) o
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donde a(p) puede ser finito o infinito, al no conocter a priori la

naturaleza de las curvas h(x,p).

Para eliminar la dependencia de h(x,p) en |4.1.1| derivemos

con regspecto a «&, con lo cual se llega a:

og(a)
g(o(a),a)a' (a) + J gy (x,a)dx - h(o(a),p)o'(a) =
o]
a(p)
= J h(x,p)dx ‘ |a.1.2]
(o]

y observando la fig. 35 se tiene que:

g(o(a),a) = h(o(a),p) y por tanto |4.].2| se convierte
en:
a(a) a(p)
J gu(x,a)dx = J h(x,p)dx |4.1.3|
(o] o]
Derivando |4.1.3] respecto de a obtenemos:
ag
F(o,0',a) = g (c,a)0' + Jo Boq (Xr2)dx = 0 Ja.1.4]

Se tiene entonces el siguiente resultado:

Resultado 4.1.:

Si la ecuacidn |4.1.4| tiene solucidn finica para a 6 [b,l] y
siendo o(a) dicha solucifn existe la funcién a(0) entonces las
circunferencias del sistema vienen dadas por:

h(x,p) = g(x,a(x)) |&.1.5[

donde el pardmetro p aparece de la constante de integracidn en la

resolucidn de |4.1.4],
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La familia de curvas h(x,p), asi obtenida, delimjtard ton
los ejes conjuntos acotados si existe a(p) finito tal que
h(a(p),p) = 0. En caso contrario la familia de curvaas h(x,p) deli

mitar&8 con los ejes coordenados conjuntos no acotados.
En el caso de que la ecuacidn |6.1}4| se reduzca a:

o' =0 y por tanto C = cte

En consecuencia no se puede recuperar, bor medio del resiltado
4.1, 1las circunferencias h(x,p), p 6 (0,*), al no existir la fun

cidn inversa a(0).

Sin embargo situaciones como la anterior, (en cierto modor ang

malas), tendrdn aplicaciones interesantes como veremos en el ajarta

do |4.3].

Pasaremos ahora al estudio de algunos casos particulares:

1) Estudio de las "circunferencias" h(x,p) p 6 (0,=) asocia

das a 1la familia de rayos polares
g(x,a) = C(a)&(x)
con C(a) y 4£(x) de clase c? y C'(a) # 0.

En este caso [4.1.4]| se reduce a:

a(a)
L(o(a))C'(a)o' () + C"(a) J L(x)dx = 0 [4.1.6]
0

Dividiendo por C'(a) |4.1.6| es equivalente a:

£(a) do o ()

s A la.1.7]
I £(x) dx
o
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y formalmente si L(x) es una funcidn tal que L'(x) = £(x) se tie
ne:

£n L(0) = -Ln C'(a) + p Ja.1.8]

y supuesto p > 0 en |4.1.8]| se llega a:

L(o) = —&— l4.1.9]
c'(a)
y si existe la funcién inversa L_l(.) lo que es equivalente a que

L'(0) = £(o) # 0 se obtieme que:

0=L-l(c—.%) : |4.1.10]

obteniendo entonces la familia h(x,p) p 6 (0,») segln la expre-
8idn:
h(x,p) = g(x,a(x,p))

donde a(x,p) se calcula a partir de |6.1.10|.

Asi si £(x) = x" se tiene:

n+1

L(x) = x y por tanto |4.1.9] se convierte en
n+1
= 57%5 [4.1.11]
Por tanto
1/n+1
- ' -
o= Gy y c'(a) = _p_o““ ja.1.12]

Si C"(a) # 0 |4.1.12] determina la funcidn o = a(o,p) te

niendo entonces que:

h(x,p) = C(a(x,p))x" l4.1.13|



- 116 -

En el caso concreto de la familia de rayos ﬁollres g(x,a) =
= eu x" es decir

c(a) = &%

£(x) = x"

al ser C'(d) - c"(a) = % 1a expteaiGh ]4.1.12] que nos permite
el cdlculo de o gera:
-a)ll?+l

g=(pe la.1.14]

Por tanto se tiene

n _a

h(x,p) = g(k,a(x,0)) = x" &% = &%(p &~H)2/n*!

por tanto

h(x,p) = pn/n+1 e O 1/n+l1

y teniendo en cuenta |4.1.14| se obtiene
n(x,p) = £ p & (0,

delimitado por los rayos polares

n

g(x,0) = x

g(xgl) = e Xn

(ver fig. 36).

g(x,1) = ex"

/x =h(x,p)
x"=g(x,0)

(fig. 36)
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Si consideramos ahora la familia de rayos polares g(x,a)

= x tg % a caso que corresponde a:
s
C(a) = tg 5 @
L(x) = x

por tanto segdn |4.1.12| se tiene que

1/2
o= (——LE—) " = p' cos

= a [4.1.15]
n 2 n
2 (l+tg Clz)

N

con p' =V—2$

En consecuencia segln |4.1.5]

h(x,p') = p' cos % o tg % o = p' sen % o =p' /l - cos2 70
y utilizando |4.l.15| se llega a:
h(x,p') = p' 1 - (5¥ z . /0'2 - x%
para p' 6 (0,o), resultado que coincide con el primer ejemplo tra

tado en |2.1.2].

2) Estudio de las “circunferencias" asociadas a la familia de

rayos polares

g(x,a) = Togq *

Podemos suponer o €6 (0,1) ya que los casos ¢ =0, ¢ =1

corresponden a los ejes coordenados.

Para el cdlculo de la circunferencia h(x,p) p 6 (0,®) apli-

camos la ecuacién |4.1.4]| obteniendo:

' a
99— 4 I 2X__ 4x =0 l4.1.16]

-0 o -w?
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que integrando y simplificando se convierte en:

a0 l4.1.17]

~

—

Resolviendo |4.1.17] se llega a
6 = p(l-a)

a4 =1 -

©lq

ja.1.18]

y sustituyendo en la ecuacidn |4.1.5| para el c&lculo de las circun-

ferencias h(x,p), wutilizando las ecuaciones |4.1.18| obtenemos:

- O - - - Xy o ooy
h(x,p) T-a * i-a ® p(1 p) p-x3

p 6 (0,»), resultando que concuerda con el tercer ejemplo estudiado

en el apartado |2.1.2].

Bajo ciertas condiciones para la familia de rayos polares la
técnica para encontrar la familia de circunferencias h(x,p)
p 6 (0,7) es general. La dificultad para obtener explicitamente di-
chas "circunferencias" depende de la naturaleza de la familia de ra-

yos polares g(x,a).

4.2.: Estudio general del problema.

Tratamos ahora de recuperar las circunferencias h(x,p)
p 6 (0,°) de un sistema, conociendo los rayos polares g(x,a) aso
ciados a la familia h(x,p). Supondremos que no se verifican las hi

pdtesis de regularidad de 1a familia de rayos polares g(x,a).

Asi si g(x,a) no es de clase Cz, para un valer a = v,

se pueden seguir las técnicas del apartado 4.1. s8i o ¥ a, 7 usar
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la continuidad de la funcién g(x,a) en a = @, Ppara recuperar las
circunferencias h(x,p) p 6 (0,%) como lo muestra el ejemplo si-

guiente.

1) Estudio de la familia de "circunferenciad' asociadas a los

rayos polares

_R%T) b4 2/3 < a <1
g(x,a) =

3/4 a

0<a<2/3
1 - 3/4 o

Trivialmente se observa que la funcidén g(x,.) no es de clase
2

[ si a = 2/3, efectuamos entonces los cidlculos del apartado |4.1|
para 2/3 <a <1 y 0<a < 2/3 obteniendo:
2
a) 3 <ac< 1
En este caso aplicando |4.1.4| se obtiene:
o= p'(l-a) |4.2.1}

y por tanto la familia de circunferencias serd

- X ___ - P_ .
T-a) 7= ¢

hi(x,p') = g(x,a(x,p"))

b) 0 < o < 2/3

En este caso |4.1.4| se reduce a:

2
2
gf = j%z (1 - 3/4 o) y por tanto
g =p'(l - % a) con  p' = Qg [6.2.2]

Teniendo en cuenta |4.2.2| la expresidn de h(x,p') es:
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3/4 o
1 - 3/4 a

h(x,p') = x =p'(1 - p—’f) =p' = x © J4.2.3)

Al ser h(x,p') una funcifn continua, si & - % segfin
]6.2.2} 1a abscisa correspondiente a dicho valor es:
3 2
a0t - = Z) m p?
x p'(1 4.3) p'/2
Utilizando la continuidad de la funcifn h(x,p'), ¥p' €6 (0,»),

en el punto (p'/2, p') se obtiene para el valor de C del apartado

a) conC = h(p'/2, p') = p' - p'/2 = p'/2.
Se tiene entonces que la familia de circunferencias h(x,p) es:

p/2 0 <x < pl/2
h(x,p) = p & (0,»)
p-x p/2 < x < p

4,3.: Aplicaciones.

En los capitulos 2 y 3 se han obtenido acotaciones del opera-
dor maximal, para bases de diferenciacién B asociadas a la fanmnilia

h(x,p) p 6 (0,») wutilizando fundamentalmente doa hechos:

a) Los rayos polares g(x,n) eran curvas altamente mondtonas,

curvas bien curvadas o rectas.

b) El jacobiano de la transformacifn a coordenadas polares ve-

rifica:

%%%% = §(0) m(a)
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Esto nos sugiere, en el contexto de este capitulo, un método
de trabajo para acotaciones del operador maximal asociado a ciertas

bases de diferenciacién B que es el siguiente:

Escojamos rayos polares g(x,a) o € [O,I] que sean curvas al

tamente mondtonas, bien curvadas o rectas.

Si se calculan las circunferencias h(x,p) p 6 (0,®) asocia-
das a la familia de rayos polares g(x,a) y se define la base de di
ferenciacidén B, asociada a la familia h(x,p) p €6 (0,*), con el
jacobiano de la transformacidn %%%f%% = j(p) m(a) estaremos en con
diciones de aplicar los teoremas 2.5.1 , 2.5.2 , 2.5.3 , 3.3.1,

3.3.2 , 3.3.3 segiin la naturaleza de los rayos polares g(x,a)

y de la familia h(x,p) p 6 (0,»).

Asi por ejemplo dada una curva y = f(x) con £f(0) = 0O consi
deramos la base de diferenciacién B invariante por traslaciones
con

B(0) = {Bp(O)}pGR+
(ver fig. 37).

y=£(x)

Bp(O)
// /]
(p,0)

(fig. 37)
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Los rayos polares asociados a la familia ( sienio

€p)pgon
Cp l1a frontera del conjunto np(o). son de la forma:
g({x,a) = a £(x)

ya que ¥p se tiene:
P P '
I o f(x) = a J £(x) = a |B (0)]
o] (4] P

Y utilizando el cambio a las coordenadas polares definids por

la transformacidn

y = a £(x)
x =p 14.3.1]
y por tanto
x = p
y = a £(p) la.3.2]
se obtiene que
3 ) 1 af'(p)
8%; a) = £
’ 0 £(p)
Si f(x) = mx se tiene que
P p2
|Bp(0)| - Io mx dx = m =
y por tanto:
£(p) mp c .
Como - < = si 0 <p<r y
B (0)] . Li r
2
o
[ do < ®
o

aplicando el teorema 3.3.1 se tiene que el oferador maximal asocia

do a la base B es de tipo (p,p) 1 < p < o,
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Si f(x) verifica:

£(0) = 0; £'(0) =0 y f£"(x) >0 y no decreciente en

x > 0 y por tanto y = f(X) es una curva altamente mondtona.

Y si se tiene que
___f_L;__i% ¥p 0<pir

entonces aplicando el teorema 3.3.2 resulta que el operador maxi-
mal, asociado a la base de diferenciacidn B es de tipo (p,p)
2<p <.

La técnica es general consistiendo la dificultad en encontrar

de forma explicita la transformacidn a coordenadas polares y por tamn

9(x,y)
to calcular 3 (o, 0) "
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APENDICE

Exponemos finalmente dos problemas abiertos, en los cuales eg
tamos actualmente trabajando, indicando algunas t&cnicas que podifan

conducir a su solucifn.

El primero de ellos concierne a la naturaleza de los rayos po

lares g(x,a) asociados a la familia h(x,p); p 6 (0,») teniendo
a(p)

informacidn sobre la funcidén S(p) = I h(x,p)dx, con a(p) f£fi
[

nito o infinito.

El segundo trata de la posible generalizacidén a mds dimensio-

nes de las coordenadas polares en R2 introducidas en el capitulo

primero de esta memoria. La dificultad en Rn, con n > 2 estriba -

en que se "pierde" el aspecto geomé@trico que nos da pie a la intro-

duccidn de las coordenadas polares en Rz.

1) Naturaleza de los rayos polares:

La técnica general para el c&lculo de los rayos polares
g(x,a) asociados a la familia de curvas h(x,8) x > 0 p 6 (0,w),
que supondremos en el primer cuadrante y suficientemente regular, es
la solucidn de las ecuaciones |l.1.4| 8 |1.1.6| qﬁe permiten calcu-

lar o(p) y con ello los rayos polares g(x,a).

La determinacidn explicita de la funcifn o(p) es diffcil, co

mo lo muestran algunos casos tratados en esta memoria.

De ahi que fuese conveniente el tener otra herramienta de cdl-

culo, que nos permita determinar la naturaleza de los rayos polares.

Surge asi, de forma natural, la siguiente pregunta:
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(Existird relacidn entre los rayos polares g(x,a), asociados
a(p)
a la familia h(x,p) p 6 (0,°) y S(p) = I h(x,p)dx?.
o]

Si la respuesta fuese afirmativa el conocimiento de la funcidn

S(p) nos permitiria saber el "aspecto'" de los rayos polares.

Asi en el primer ejemplo tratado en el apartado |2.l| se tiene

s(p) = ¢ 92 y g(x,a) = c(a)x

También en el mismo apartado |2.1|, en el ejemplo tercero ob-
teniamos que si

s(p) = ¢ pm+1 entonces g(x,a) = ¢'(a)x"

Si S(p) determinase de alguna forma "univocamente" los ra-
yos polares, la funcidn C(ao) variaria unicamente con la familia

h(x)p)9 p 6 (O)w)-

2) Generalizacidn del problema a n dimensiones, n > 2.

Efectuaremos un planteamiento del problema en R3.
Se considera una familia uniparamé@trica de superficies, ce

rradas, conteniendo al origen:

F(x,y,z,p) =0 p 6 (0,)

de tal forma que cada punto de R3 (o de un cierto subconjunto me-

dible de R3) esté en s8lo una de las superficies de la familia.
Se trata de hallar los rayos polares y(t)

, y: R —— g3

£t ——— (v, (), y,(t), v4(8))
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3

de tal forma que todo punto x = (xl,xz,xa) € R (o a un cierto sub

conjunto medible de Ra) quede determinado bor (p,y) donde
p: Es el barﬁmetro de la familia de superficies F(x,y,z,p) = O

donde se encuentre el x, e

y: Es el ﬁunto de una superficie de la familia, ﬁor ejemplo
F(x,y,2,) =0, 11amada "superficie unidad" que estf en el mismo rayo po

lar que x.

Una posible forma de abordar el probleme del calculo dé los ra
yos polares, asociados a la familia de superficies F(x,y,z,p) = 0

p 6 (0,o), es la siguiente:

Los rayos polares, asociados a la familia Je suberficies
F(x,y,z,p) = 0 p 6 (0,o) sgeréin las familias de curvas, pasando
por el origen, tales que al considerar cualquier cur;; cerrada T
en una superficie de la familia F(x,y,z,p) = 0 p 6 (O,ﬂ), (por
comodidad supondremos que la superficie corresponde al valor p =1
del paré@metro), el "cuerno" formado por los rayos polares, que pasan
por los puntos de TI'C F(x,y,z,l) = 0, determina en cada superficie
F(x,y,z,p) = 0 un volumen que denotamos Vrp y siendo %(p) el vo
lumen encerrado por la superficie F(x,y,z,p) = 0 se verifique:

v

r

7?%7 = cte ¥p 6 (0,%)

(ver fig. 1).
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(x’Y1zpp) =0

(fig. 1)

Asi, si la familia de superficies viene dada de la forma si-

guiente

X2 yZ zz
-3 + % -+ 3 =0 p 6 (0,=)
Y p Y

que expresada en forma paramé@trica tiene la expresidn

X = p cos o cos B p 6 (0,»)
2

y = p cos o sen B a 6 [b,n)
3

z = p° sen q g & [o0,2m

Es claro que, en este caso, los rayos polares tienen la expre

A cos a cos B

»
[}

2 A6 (0,»)
A" cos a sen B

~
1]

3
z = A" sen a a,B fijos
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. 3 3
: R
ya que definiendo las transformaciones {Tp)ps(o,b) + R de
la forma:
ux
2
T =
u (¥ usy
z [T
1 0 0
que corresponde a la matriz P = {0 2 0 estudiada por Guz-
0 0 3

mén [4], las curvas "rayos polares" son invariantes por las trans-

formaciones {Tu}us(o.w)'

Asimismo si el volumen del cuerno C, que delimita una curva
r¢ r(x,y,z,1) = 0, es H, se tiene que Tu(c) tiene un volumen

u6H.

Por otra parte ’l'u transforma la superficie F(x,y,z,1)=0 de
volumen V(1) en la superficie F(x,y,z,u)=0 de volumen v(u) =

= u6 v(l).

Y denominando d = VT%T la relacidn entre el volumen del
"cuerno" delimitado por I en la superficie F(x,y,z,l1) = 0 y el
volumen encerrado por la propia superficie P(x,y,z,l) = 0, serd
cierto también que ¥p > 0 1la relacidn entre el volumen delimitado

por Tu(c) y el encerrado pot-la superficie F(x,y,z,p) = 0 es:

[
u H - H_ d

u6 v(l) v(l)

En el caso general de familias de superficies F(x,y,z,p) = O,

p 6 (0,0), parece natural la introduccidn de dos pardmetros’ (a,B),
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introducidos de acuerdo a alguna relacién geométrica, que nos rela-
cionen "biunivocamente" los puntos y de la "superficie unidad”

F(x,y,z,1) = O.

Caracterizando los rayos polares por condiciones geométricas,
introduciendo los pardmetros (a,B) que nos definan biunivocamente
la "superficie unidad" F(x,y,z,l) = 0, es claro que, bajo ciertas
condiciones de la familia F(x,y,z,p) = 0, todo punto x de R3
(o de un cierto ;ubconjunto medible de R3) bgrridovpor la familia

de superficies F(x,y,z,p) = 03 p 6 (0,») se puede definir por

las “"coordenadas polares" (p,a,B) de tal forma que:

p: Es el valor del paridmetro de la familia F(x,y,z,p) = 0

donde se encuentra el punto x.

(a,B): Los valores que nos definen el punto y, de la "super-
ficie unidad" F(x,y,z,l) = 0, que estd en el mismo ra

yo polar que el punto x.
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