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Proélogo

Para el desarrollo de esta tesis nos centramos en los sistemas de colas con
reintentos, caracterizados por el hecho de que los clientes que llegan al sis-
tema y no pueden ser atendidos abandonan el drea de servicio para, trans-
currido un tiempo, volver a intentarlo. Este grupo de clientes que reintentan
obtener servicio constituyen la érbita.

El objetivo es profundizar en los sistemas M/M/c y M/G/1 con reinten-
tos estudiando nuevos descriptores como son el nimero de eventos exitosos
y bloqueados. El interés de estos descriptores radica en la idea de aumentar
el conocimiento sobre el grupo de clientes de la érbita. En la mayoria de las
aplicaciones es imposible discernir si un cliente que obtiene servicio ha lle-
gado al sistema por primera vez o proviene de la 6rbita. Tampoco se conoce
cudntos intentos repetidos hacen los clientes de la 6rbita hasta obtener ser-
vicio. La diferenciacién entre eventos exitosos y bloqueados ademads propor-
ciona informacion sobre la dificultad de acceso al servicio solicitado.

Una caracteristica de los sistemas de colas con reintentos es la falta de
homogeneidad en las estructuras matriciales que subyacen en las modeliza-
ciones estocdsticas. En consecuencia, salvo en algunos casos sencillos, es
imposible encontrar soluciones explicitas o recursivas para las probabilida-
des limite del estado del sistema. Asimismo, en la mayorfa de las situaciones
es imposible encontrar la distribucién para otros descriptores de interés, in-
cluidos los que son objeto de estudio en esta tesis. Para solventar este
problema emplearemos varias técnicas de aproximacién y andlisis numérico.



La estructura de esta tesis queda como sigue. En el Capitulo 1 hacemos
una breve descripcién de los modelos de colas con reintentos y recogemos
resultados correspondientes a la distribucién limite del estado del sistema asf
como a descriptores relacionados con el periodo de ocupacién y el tiempo de
espera en los modelos M/M/cy M/G/1 con reintentos. Entre los diferentes
métodos de aproximacién para encontrar las distribuciones de estos descrip-
tores, nos centramos en los resultados obtenidos mediante el procedimiento
mds natural y tradicional consistente en truncar la capacidad de la érbita
por una cantidad ficticia finita.

En el Capitulo 2 definimos los descriptores de interés como el nimero de
eventos exitosos y bloqueados durante un periodo de ocupacién. Para estu-
diar su distribucién en el modelo M/M/c con reintentos usamos dos méto-
dos: el método de la funcién generatriz y el método directo. En primer lugar
obtenemos su funcién de masa y sus momentos mediante la consideracién de
las funciones generatrices para el modelo aproximado con capacidad finita
de la 6rbita. Siguiendo esta aproximacién tratamos la correlacién entre los
descriptores a través de su funcién generatriz conjunta. Con el fin de evitar
la inversién numérica de las funciones generatrices, planteamos un método
directo para la obtencién computacional de la funcién de masa de estos des-
criptores, utilizando la aproximacién por truncamiento finito de la dérbita
siempre que no sea posible obtener resultados para el modelo original.

El estudio de la distribucién del niimero de eventos exitosos y bloquea-
dos durante un periodo de ocupacién en el sistema M/G/1 con reintentos
se desarrolla en el Capitulo 3. Nos centramos en el andlisis computacional
de su funcién de masa mediante métodos directos. Para este modelo resulta
especialmente complicado el estudio del nimero de reintentos bloqueados,
ya que el nimero de clientes que llegan durante un servicio en curso va a
influir sobre el mimero de reintentos que se producen durante dicho ser-
vicio. Proponemos dos aproximaciones diferentes para la obtencién de su
distribucién. En la primera suponemos una distribucién de tipo PH para
los tiempos de servicio y en la segunda hacemos una reubicacién de las lle-
gadas producidas durante un servicio. En ambas asumimos una capacidad
finita para la 6rbita. A través de ejemplos numéricos comparamos estas dos
aproximaciones.

Por 1ltimo, en el Capitulo 4 llevamos a cabo un andlisis transitorio de es-
tos descriptores. Puesto que el periodo de ocupacion es una variable aleatoria
que aumenta estocdsticamente segin crece el nivel de congestién del sistema,



parece razonable suponer, y asf lo vamos a constatar, que la distribucién de
estos descriptores definidos bajo un periodo de ocupacién es mds dispersa
segin aumenta el nivel de congestién y sus momentos tienen magnitudes
muy elevadas. Resulta por lo tanto interesante estudiar el comportamiento
del nimero de eventos exitosos y bloqueados durante un intervalo de tiempo
fijo. Inicialmente el objetivo era realizar el andlisis transitorio de estos des-
criptores en los modelos M/M/c y M/G/1 con reintentos, pero resulta muy
dificil, si no imposible, obtener la distribucién de los descriptores en estado
transitorio para el modelo M/G/1 con reintentos. Para solucionar este pro-
blema suponemos una distribucién de tipo PH para los tiempos de servicio,
realizando el andlisis transitorio de los descriptores en el modelo M/PH/1
con reintentos.

Como problemas abiertos, una vez estudiados estos nuevos descriptores
para los sistemas M/M/c y M/G/1 con reintentos, cabria plantearse su
futuro estudio en otros sistemas con reintentos como los que se describen a
continuacién:

e Poblacién finita [23, 33]. En los sistemas con los que hemos trabajado
en la tesis los clientes llegan de acuerdo a un proceso de Poisson, donde la
probabilidad de que ocurra una llegada en un intervalo de tiempo (¢, ¢+ dt)
es A\dt; es decir, la intensidad de llegada no depende del nimero de clientes
presentes en el sistema en el instante ¢. Esto puede interpretarse como que las
llegadas son generadas por un nimero muy grande de fuentes y cada una de
estas fuentes genera raramente llegadas. Desde este punto de vista el proceso
de Poisson puede verse como un proceso con un numero infinito de fuentes de
llegadas. Sin embargo, en algunas situaciones précticas es necesario tener en
cuenta el hecho de que la tasa de llegada disminuye a medida que aumenta
el nimero de clientes en el sistema. Esto lo podemos hacer con la ayuda
de modelos con un nimero finito de fuentes donde cada fuente individual
genera su propio flujo de llegadas. Parece interesante abordar el estudio
de nuestros descriptores en este caso, donde trabajarfamos con espacios de
estados finitos, por lo que no tendriamos que recurrir a métodos aproximados
para la obtencién de la distribucién de nuestros descriptores.

e Sistemas de colas en tiempo discreto con demandas repeti-
das [22, 24, 50, 57]. El motivo para investigar los sistemas de colas en
tiempo discreto es que son mds apropiados que sus homoélogos en tiempo
continuo para modelar sistemas de ordenadores y telecomunicaciones donde
las unidades bésicas son digitales como el tiempo de ciclo de una méaquina,
bits, paquetes, etc. En estos sistemas el tiempo se divide en intervalos de



igual longitud llamados slots y los diferentes eventos (llegadas, salidas, rein-
tentos) ocurren en las fronteras del slot. Puesto que mds de uno de estos
eventos pueden ocurrir en el mismo slot, es necesario asignar un orden en
caso de simultaneidad. La concurrencia de varios eventos causa colisiones y
en este contexto surge la necesidad de introducir mecanismos de reintento.

e Sistema MAP/PH/1 con reintentos [23, 42]. Este modelo es
una generalizaciéon natural del sistema M/PH/1 con reintentos donde, a
diferencia de éste, se recoge la posible correlacion entre las llegadas. Para
ello se incorpora una componente mas en el proceso que describe el sistema
en un instante ¢. La nueva componente indica la fase del proceso de llegada
en el instante ¢, siendo el nimero de fases finito. Las transiciones para
esta componente pueden corresponder o no a un instante de llegada de un
cliente. De una fase ¢ se puede pasar a otra fase j bien porque ocurra una
llegada o porque haya un cambio de fase sin ocurrir ninguna llegada. Sélo se
permanece en la fase i a través de una llegada. Si no ocurre ninguna llegada
la transicién de una fase ¢ debe ser a otra fase j # i.
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Capitulo 1
Introduccién

En este capitulo recogemos una visién general de los modelos de colas con
reintentos, cuya descripcion estd dada en la Seccién 1.1. Nos centramos en
los sistemas M/M/c y M/G/1 con reintentos que tratamos en las Seccio-
nes 1.2 y 1.3, respectivamente. Los resultados de este capitulo se centran
en los descriptores fundamentales estudiados previamente en la literatura.
Hacemos énfasis en métodos algoritmicos y técnicas de aproximacion para la
resolucién de problemas que no pueden tratarse analiticamente. Un andlisis
de esta naturaleza también es la base para el estudio de los nuevos descrip-
tores que constituyen el objeto de la tesis.

1.1 Breve descripcién de los modelos de colas con
reintentos

En la teorfa clédsica de colas, cuando un cliente llega al sistema y no puede
obtener servicio de forma inmediata, generalmente se supone que o bien
abandona definitivamente el sistema o se une a una linea de espera, en
cuyo caso serd servido de acuerdo a una disciplina especificada para la cola.
En ocasiones también se supone la posibilidad de clientes impacientes que
abandonan la linea de espera. Sin embargo, en situaciones reales, a veces
los clientes que abandonan el sistema no lo hacen de manera definitiva sino
que, transcurrido un tiempo aleatorio, vuelven al sistema e intentan de nuevo



obtener servicio. Este hecho caracteriza a los modelos de colas con reinten-
tos. Falin y Templeton [33] hacen hincapié en que los modelos cldsicos de
colas no tienen en cuenta la existencia de los reintentos y por lo tanto no
pueden aplicarse para resolver un nimero importante de problemas.

Los primeros apuntes sobre sistemas de colas con reintentos fueron posi-
blemente los recogidos en Kosten [39] en 1947. Sin embargo, se considera
como origen de la teoria de colas con reintentos un articulo de Cohen [27]
publicado en 1957 y titulado "Basic problems of telephone traffic theory
and the influence of repeated calls”, donde se analiza el sistema M/M/c con
reintentos y clientes impacientes.

Desde el origen de la teorfa de colas con reintentos hasta la actualidad
ha habido un gran desarrollo en el estudio de este tema. Los articulos [29,
30, 41, 56] resumen los resultados obtenidos en el anédlisis de los sistemas
de colas con reintentos publicados hasta 1997. Por otra parte, Artalejo
y Falin [12] llevan a cabo un estudio comparativo entre las colas con y sin
reintentos. Para tener una visién més general de la bibliografia nos referimos
a los articulos [9, 10, 36].

Cabe destacar la existencia de dos libros dedicados exclusivamente al
estudio de los sistemas de colas con reintentos [23, 33]. La monografia de
Falin y Templeton [33] proporciona gran cantidad de resultados analiticos
para los modelos M/G/1 y M/M/c con reintentos. El énfasis es puesto
en los descriptores y métodos mateméticos que conducen o bien a férmulas
explicitas o a soluciones en términos de transformadas. No obstante, son
muchos los problemas en la teorfa de colas con reintentos que resultan ser
analiticamente intratables o muy complejos. Por ello el libro de Artalejo y
Gomez-Corral [23] se centra en un anélisis de naturaleza computacional pro-
porcionando aproximaciones y métodos algoritmicos que permiten estudiar
los descriptores més notables de los modelos de colas con reintentos. El uso
de los métodos analitico-matriciales juega un papel destacado en el texto.

Podemos encontrar ejemplos de colas con reintentos en nuestras activi-
dades diarias asi como en sistemas telefénicos y redes de comunicacion.
Por ejemplo, cuando un usuario efectia una llamada telefénica y encuentra
la linea ocupada suele repetir la demanda hasta conseguir la conexién re-
querida. Por ello, el tréfico global de llamadas realizadas en la red telefénica
puede dividirse en dos flujos diferentes: el flujo de llamadas originales, que
refleja las necesidades reales de los usuarios; y el flujo de llamadas repetidas,
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consecuencia de los bloqueos en los intentos previos. Los modelos clasicos de
sistemas telefénicos no tienen en cuenta la estructura real de la red y por lo
tanto surge la necesidad del estudio de los modelos de colas con reintentos.

Otro ejemplo de aplicacién en redes de comunicacién seria el siguiente.
Consideramos una red local compuesta de varias estaciones conectadas en-
tre s{ y con unos intervalos de tiempo de transmisién (slots). Si dos o més
estaciones transmiten paquetes simultdneamente entonces se produce una
colisién y los paquetes se destruyen y deben retransmitirse posteriormente.
Si las estaciones implicadas en el conflicto intentaran retransmitir en el si-
guiente slot se produciria de nuevo un conflicto. Para evitarlo cada estacién,
independientemente de las otras, puede posponer la accién hasta otro slot
con probabilidad p o retransmitir el paquete con probabilidad 1 — p. Es de-
cir, cada estacién introduce una demora aleatoria antes de intentar de nuevo
transmitir el paquete.

El drea de servicio de un modelo de colas con reintentos consiste en
¢ > 1 servidores y m — ¢ (m > c¢) posiciones de espera. Cuando un cliente
llega al sistema y encuentra un servidor libre es atendido inmediatamente y
abandona el sistema cuando finaliza su servicio. Si no hay ningiin servidor
vacio pero queda libre alguna posicién de espera, el cliente se une a la linea
de espera. En el caso de que todos los servidores y todas las posiciones
de espera estén ocupados, el cliente abandona el sistema definitivamente,
con probabilidad 1 — Hj, o se une a un grupo de clientes no atendidos, lla-
mado 6rbita, con probabilidad H;, desde donde volverd a intentar ocupar
un servidor libre para ser atendido. La capacidad de la érbita, K, puede
considerarse finita o infinita. En el caso de sistemas con capacidad de la
orbita finita, un cliente que llega y encuentra todos los servidores y las posi-
ciones de espera ocupados y la érbita completa debe abandonar el sistema.
Cada cliente de la drbita intenta acceder a los servidores, independiente-
mente de los deméds, tras un tiempo aleatorio de distribucién exponencial
de pardmetro p > 0. Nuevamente, si todos los servidores y las posiciones de
espera estdn ocupados, el cliente abandonard el sistema, con probabilidad
1 — Hy, (si es el k-ésimo intento, con k > 2) o permanecers en la 6rbita, con
probabilidad Hy. Los periodos entre llegadas consecutivas y los tiempos de
servicio siguen distribuciones con funciones de distribucién A (z) y B (x),
respectivamente. Se supone que el flujo de llegadas de clientes nuevos, los
periodos de tiempo entre reintentos sucesivos y los tiempos de servicio son
mutuamente independientes.

Podemos denotar los modelos de colas con reintentos utilizando la no-
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taciéon de Kendall A/B/c/m/K/H, donde A y B describen la distribucién
de los tiempos entre llegadas consecutivas y la distribucién de los tiempos de
servicio, respectivamente, c es el nimero de servidores, m el niimero total de
servidores y posiciones de espera y K es la capacidad de la érbita. H es la
funcién de persistencia y puede describirse como la sucesién { Hy; k > 1}. Si
H, =1, para todo k£ > 1, diremos que estamos ante un sistema con clientes
persistentes. Cuando Hyp = a, a < 1, k > 1, tenemos un sistema con pérdi-
das geométricas. Si en la notacién omitimos m, K o H, entenderemos que
m=c, K=ocoy Hy,=1k>1.

A lo largo de esta memoria nos vamos a centrar en los modelos M/M/c
y M/G/1 con reintentos, ambos sin posiciones de espera, capacidad infinita
de la érbita y clientes persistentes, que pasamos a describir en las siguientes
secciones.

1.2 El sistema M/M/c con reintentos

En esta seccién describimos el modelo M/M/c con reintentos [23] y resumi-
mos resultados referentes a la distribucién limite del estado del sistema [14,
33] y a diversos descriptores, como el periodo de ocupacion [15, 17, 18], el
tiempo de espera [16, 21], etc.

El modelo M/M/c con reintentos consiste en un modelo de colas con ¢
servidores, sin posiciones de espera y capacidad infinita de la 6rbita. Los
clientes llegan de acuerdo a un proceso de Poisson de pardmetro A, los tiem-
pos de servicio siguen una distribucién exponencial de pardmetro v y los
tiempos entre reintentos una exponencial de parametro p. Ademads, el pro-
ceso de llegadas primarias, los tiempos de servicio y los de reintentos son
mutuamente independientes.

Describimos el estado del sistema en el instante ¢ mediante un proceso
bivariante X = {(C(t), N(t)); t > 0}, donde C(t) es el nimero de servidores
ocupados y N(t) es el nimero de clientes en la 6rbita. El proceso X" es una
cadena de Markov irreducible en tiempo continuo con espacio de estados
S =1{0,...,c} XxZ4. La cadena es recurrente positiva siy sélosi p = \/cv < 1.
Sus tasas infinitesimales de transicién q(; ;)(m,n) vienen dadas por:
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(a) Para0 <i<c¢—1,

A,
iy,
46,5)(mmn) = § Tt
—(A+iv+gu),
0,
(b) Para i = ¢,
A
) e,
Q(c,j)(m,n) - i ()\ + Cl/) ,
0,

si (m,n) = (i+1,7),

si (m,n) = (i—1,7),
si(myn)=(>G+1,7—-1),
si (m,n) = (i,]),

en otro caso.

si (m,n) = (c¢,j+1),
si (m7n) = (C_ 17j)a
si (m7n) = (C,j),

en otro caso.

Si ordenamos el espacio de estados lexicograficamente como S = {(0,0),
., (¢,0),(0,1),...,(c,1),....} podemos expresar el generador infinitesimal @
del proceso X en bloques de matrices como

AP A 0

-1 0
AN Agi
Q - Oc+1 Agi )

Oc+1 Ocs1 Aé_l)

Oc+1

A§+1) Oc+1 o
AP Al ]

2
AP

donde 0,41 es una matriz de dimensién c+ 1 con todos sus elementos iguales

a0,y AT A0y ALY
c+1:
0 4u 0 0
0 0 Ju 0
ACD =
Vi ?
0 0 0 Il
0 0 0 0
apj A 0
vooaiy A
A(O) _ 0 2v agj
J e
0 0 0
0 0 0

son las siguientes matrices cuadradas de dimensién

0 0 0
0 0 O
AW =
] )
0 0 O
0 0 A
0 0
0 0
0 0
achj A
Ccv Gcj



con ajj = —(A+iw+jp),si0<i<c—1,ya;=—(A+cv), paraj>0.

En la Figura 1.1 representamos el diagrama de transiciones y el espacio
de estados del proceso X para c = 3.

AR AN

3-
i Sy 3k |
9e AV A 2v A dv
2u 21 21 )
La AV A 2w A 3y
M H Kool
Oe AV A 2v A v
0 1 2 c=3

Figura 1.1. Transiciones en la cola M /M /c con reintentos

Resaltamos que los caminos aleatorios definidos sobre el espacio producto
de un conjunto finito y el conjunto de los enteros positivos surgen en muchas
aplicaciones. La familia mas conocida de estos caminos fue introducida
por Malyshev [45] y Neuts [47]. La hipdétesis principal de sus teorias es la
condicién de homogeneidad espacial

AP = a® > g,
para todo k y algin entero positivo j*.

Esta hipotesis permite profundizar en el andlisis matemaético de los com-
portamientos transitorio y limite del proceso. Sin embargo, en la cola
M/M/c con reintentos esta hipétesis de homogeneidad no se da, lo que con-
lleva las principales dificultades de andlisis. Empleando otra terminologia
podemos decir que el sistema M/M/c con reintentos es un ejemplo de pro-
ceso de cuasi nacimiento y muerte (proceso @BD) dependiente del nivel [42,
47].
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1.2.1 Distribuciéon limite del estado del sistema

En esta subsecciéon consideramos el problema de la obtencién de la dis-
tribucién limite del proceso X', dada por el vector p = (p;;), siendo p;; =
lim oo P{C(t) =i, N(t) = j}, para (i,75) € S. Expresemos el vector p como
p = (Po, Py, -..), siendo p; el vector formado por las probabilidades limite
para el nivel j de la 6rbita, es decir, p; = (poj, ..., Pej). Entonces podemos
escribir las ecuaciones de Kolmogorov, pQ) = 0, de la siguiente forma ma-
tricial:
pj 1A 4+ pAY 4 piAlY =0t 1), >0,

donde p_; y A(_+11) tienen todos sus elementos nulos, y 0(c+ 1) es el vector
fila de dimensién ¢ + 1 con todos sus elementos iguales a 0.

Si ¢ < 2, las probabilidades limite satisfacen un conjunto de ecuaciones
del tipo de nacimiento y muerte, por lo que es posible encontrar su solucién
explicita o recursiva [23, 37]. Sin embargo, dicha estructura se pierde cuando
¢ > 2 y no se dispone de férmulas explicitas ni planes recursivos para la
obtencién de las probabilidades p;;. Esta dificultad motiva el estudio de
aproximaciones numéricamente tratables y precisas.

A continuacién nos centramos en la aproximacién mds natural y tradi-
cional que consiste en fijar un limite ficticio K para la capacidad de la
6rbita. De esta forma, el espacio de estados inicial, S = {0, ...,c} X Z4, es
sustituido por el espacio finito S¥ = {0,...,c} x {0, ..., K}. Este método de
truncamiento, debido a Wilkinson [54], se usa habitualmente en el andlisis
numérico de las colas con reintentos.

Sea X = {(C®(t), N*(t)); t > 0} el proceso Markoviano obtenido
bajo la hipétesis de truncamiento. Puesto que el espacio de estados SX es
finito, el proceso X es siempre recurrente positivo. Podemos obtener las
probabilidades limite

piy = lim P{CX(t) =i, N*(t) =3}, (i,j) € S¥,
de forma recursiva utilizando el Teorema 1.1.

Teorema 1.1. Las probabilidades {pg; (i,5) € SK} pueden calcularse si-
guiendo los pasos:
Paso 1. Definir las variables {7"1-}]{; (i,7) € SK} como
K _ . K/ K
Tij = Pij /Pok -
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K

Paso 2. Tomar j = K. Calcular recursivamente v, para i = 1,...

mediante
A+(@E—-1v+ Kp) 7”51,1{ - AT{EQ,K

w

K _
TiK =

Paso 3. Tomar j =j— 1. Calcular los valores de rg a partir de

. —1
(G+1Dps .
= UT DS e o<k -1,

1=0

Obtener recursivamente 7“5, para i =c—1,...,0, mediante

K
oK Dij =775,
? 9
’ bij + Bo;
donde
Q5 = _)\7 ﬁzg = )‘+uj+],u‘7
Vig =— i+ v, wijj=(+ 1)M7"£1,j+17
iw (bi—1,5 +jp)
bi-1,5 + Bo,
aijDi-1,j
bi—1,5 + B, ’
Paso 4. Repetir el Paso 3 hasta j = 0.
Paso 5. Calcular las probabilidades iniciales {pfj{; (i,7) € SE} como

bonO, bij: s 1§i§c—1,

K

piy =
vy K -
Z(m,n)GSK Tmn

La demostracién de este teorema puede encontrarse en [23, 33].

En general, el plan recursivo propuesto en el Teorema 1.1 da un proce-
dimiento sencillo y eficiente para la obtencién de las probabilidades limite.
Una buena eleccién del nivel de truncamiento, K, garantiza el cédlculo de
cualquier medida de comportamiento con la precisién deseada. Por ejemplo,
la probabilidad de bloqueo (es decir, la probabilidad de que estén los ¢
servidores ocupados) y el nimero medio de clientes en érbita para el modelo
truncado convergen a las correspondientes caracteristicas del modelo original

33].
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Cuando se utiliza el modelo truncado de Wilkinson, como aproximacion
del modelo original, con niveles altos de congestién (es decir, A — cv o
p — 0), el nivel necesario de truncamiento es demasiado grande. Una forma
de obtener mejores resultados es trabajar con otro tipo de modelos apro-
ximados basados en espacios de estados infinitos, conocidos como modelos
truncados generalizados [14, 33, 48]. Recientemente se ha propuesto otro
método basado en la teorfa de la decisién Markoviana [35].

Ademss de la probabilidad de bloqueo y del nimero medio de clientes en
orbita también podemos estudiar otros descriptores de interés como son el
periodo de ocupacién y el tiempo de espera, que tratamos en las siguientes
subsecciones.

1.2.2 Periodo de ocupacién

En esta subseccién resumimos resultados concernientes al periodo de ocu-
pacién, entendiendo como tal el periodo de tiempo que comienza con la
llegada de un cliente que encuentra el sistema vacio y acaba en el primer
momento en el que el sistema vuelve a quedar vacio. M&s concretamente,
mostramos los resultados para las distribuciones de la longitud, del niimero
de clientes servidos y del nimero méximo de clientes presentes en la érbita
durante un periodo de ocupacién. Aligual que sucedia con las probabilidades
limite, disponemos de resultados algoritmicos para los modelos aproximados
obtenidos mediante truncamiento y truncamiento generalizado [15, 17]. En
esta subseccién, por sencillez, nos centramos exclusivamente en el modelo
truncado de Wilkinson.

Sea L;; un tiempo de primer paso, definido como el tiempo que transcurre
hasta alcanzar por primera vez el estado (0,0), dado que el estado inicial
es (i,7) € SK. La longitud del periodo de ocupacién, L¥, vendrs dada
por L. Sea L;kj(s) la transformada de Laplace-Stieltjes de L;j;; es decir,
L};(s) = Elexp{—sLi;}], con Re(s) > 0. Estas transformadas verifican el
siguiente sistema de ecuaciones:

Loo(s) = 1,

A v
L* . L* ..
S+A+iv+ju Z+1’3(S)+s+)\+iu+ju i=LJ

Liy(s) = (5)

JH * , : .
L : 0<i<ce—1,0<j<K 0.0
+S+)\+iy+jﬂ 1+17J—1(8)’ >1=cC yUS ) = 7(’57.7) 7&( > )7
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A cv

Lej(s) = mLz,j+1(3) + mLz_w(s), 0<j<K-1,
cv
tw(s) = =L k()

El Teorema 1.2 resume la solucién algoritmica para estas transformadas
y, en particular, para la transformada de Laplace-Stieltjes de la longitud del

periodo de ocupacién Lj-(s) = Ljy(s). La demostracién se encuentra en [17,
23).

Teorema 1.2. La transformada de Laplace-Stieltjes de la longitud del pe-
riodo de ocupacion, Li.(s), puede calcularse siguiendo los pasos:

Paso 1. Definir de forma recursiva los coeficientes by, D;o, ﬁio Y @ig, para
1 <i<c—1, mediante las relaciones

. S+bi—ip .
bip = v, bjo=tv—————, 2<i<c-—1,
10 0 s+A+bi_1p
— — . Di-10 .
Dy = v, Doy=tv———, 2<i¢<c—1,
10 0 s+ A+bi—10
R 10—17 k A
Fpg=— D 1<i<e—1
i0 b\ kOHS—F)\—anO’ 7 c ’
k=1 n=t
c—1 2
Gio = —, 1<i<c—-1.
0 kH:iS+)\+bko ==

Paso 2. Para j =1, ..., K, calcular secuencialmente los coeficientes b;;, Gij,

HZ.(;C), Dyj, lij F\ij Y C:’Z-j dados por
y b,_ .
boj =0, bij = iv S+‘w.+ 1 , 1<i<c—1,
s+A+ i+ bi—1;
c—1 A
G”: n 5 OSZSC_].,
Y E3+A+gu+bk]~
, s n+1
Hi(;ﬂ:,/—kﬂ H 0<i<c—1,1<k<i+]1,

n:k_ls+A+ju+bnj’
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s cvF, (k)
- . = = —1,j—1
Dij = ju Fyj—1+ Gij—1 S H;”,
! kzzl ( ’ s A+ a1l=Geya)) Y
0<i<c—1,
B N i+l "
Dy; = _ GrjHY, 0<i<e—1,
“ s+ A+ CV(l — Gc—l,j—l) ; ¢ K
R 1 c—li k 2
Fij =+ ijH . , 0<i<ce—1,
A= TS A+ A by
1 c—1 _ k A
G.=G.+ = Do , 0<i<c—1.
Y wU; ’“JHs+A+ju+bnj ==
=17 n=1
Paso 3. Calcular L’y (s) como
" CVF\ -1,K
cK(S) = < S :

s+cev(l —Geo1.x)
Paso 4. Calcular LYy (s) a través de
K-1 A\

o(s) =11 = Lok ()

j=0 s+ A+ Cl/(l - Gc—l,j)
K-1

NFe 1

“+cv - — .
j=0 HiL:O(S +A+cv(l— Gcfl,n))

Paso 5. Calcular la transformada de Laplace-Stieltjes de L como

L (s) = Fio + GroL(s).

Una vez que hemos computado la transformada de Laplace-Stieltjes
L3 (s) podemos invertirla numéricamente y obtener su funcién de densi-
dad utilizando los métodos numeéricos existentes en la literatura [1, 2, 3, 26,
52].

Para obtener los momentos de LX derivamos las ecuaciones correspon-
dientes a L};(s), para 0 < i < ¢, 0 < j < K, y evaluamos en s = 0, lo
que conduce a un sistema de ecuaciones que puede resolverse mediante un
algoritmo similar al del Teorema 1.2 [17, 23].
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En cuanto al nimero de clientes servidos durante un periodo de ocu-
pacién, I, denotamos por I;; el nimero de clientes servidos durante el
periodo L;;, con lo que I K no es mas que I1p, Usando un argumento de
primer paso obtenemos las ecuaciones que gobiernan la dindmica de sus
funciones generatrices I;;(z) = E[2%4], para |2| < 1. En concreto, tenemos
que

IOO(Z):L
A i
L = I.q L T
Z](z) )\"‘ZV‘{‘],U Z+17](Z)+)\+7:V+j/$z 7 17](2)
Jju . . ..

— < T4 0<i<e—-1,0<3j<K 0,0
+)\+ZV—|—]M i+1,5 1(2), S1x¢C 3 >)=> >(Z7.7)7é( ) )7
I.i(2) )‘I (2) + Y I (2), 0<j<K-1
i(z) = —1.; z zle—1.4(2 —

“ P A N+ bl =J= ’

Ik (2) = zlo—1 Kk (2).

Se puede deducir un algoritmo para calcular ;;(z) de naturaleza similar
al Teorema 1.2 [15].

La distribucién del nimero méximo de clientes en érbita durante un
periodo de ocupacién, Ny, .., puede ser obtenida para el modelo original con
6rbita infinita. Observemos que, para cada m > 1 fijo, P{Ny. < m} es la
probabilidad de que el proceso X" alcance el estado (0,0) antes de alcanzar el
estado (¢, m), habiendo partido del estado (1,0). Por lo tanto, el problema
se reduce a encontrar la probabilidad de absorcién por el estado (0,0) para
una cadena de Markov con estados absorbentes (0,0) y (c,m).

Para un m fijo, sea 7;; la probabilidad de absorcién por el estado (0,0)
si el estado inicial es (7,7), para 0 <i < cy 0 < j < m — 1. 719 es igual
a P{Npaw < m}; esto es, la probabilidad en la que estamos interesados.
Condicionando sobre el siguiente estado visitado por la cadena, tenemos
que las probabilidades 7;; verifican las siguientes ecuaciones:

Too = 1,
n w
T = T e T
1] )\"‘Zl/‘i‘]ﬂ i+1,7 )\"‘Zl/‘i‘]ﬂ i—1,9
jp . . ..
N, e -1, 0<i1<e¢—-1,0<;< -1, (s, 0,0),
+/\+i1/+ju7—2+1”1 St ¢ >Jxm (4,7) # (0,0)
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. cv
Tei = ———Teig] + ————
T AN+ ev eIt A+ cv

Tem = 0.

TC*I,]’? OSjSm—l,

Nuevamente la solucién algoritmica para estas probabilidades puede ob-
tenerse realizando un desarrollo paralelo al del Teorema 1.2. En la Proposi-
cién 1.1 recogemos una expresion explicita para la distribucién de Ny, en
el caso de un unico servidor (¢ = 1), y la relacién existente entre N,,q, v €l
nimero méaximo de clientes en el sistema durante un periodo de ocupacién,
denotado por Sy,q;. La demostracién puede ser vista en [18, 23].

Proposicién 1.1. a) En el caso ¢ = 1, la distribucion de N, viene dada
por
m—1 7!
220 ST )

m—1 j!
p+ Z]:O i Hizl(%%)

b) La distribucion de Sy,q; viene dada por

—1
— m k! . B
P{Smax < m} = 1 (Zkzo pk) , st1<m<c—1,
P{Nmaxgm—c}, st m > c.

P{Nmaxgm_l}z , m2>1.

1.2.3 Tiempo de espera

El tiempo de espera se define como el tiempo que ha de permanecer un
cliente en la 6rbita hasta comenzar su servicio, sin contabilizar el propio
tiempo de servicio. A continuacién resumimos los resultados obtenidos para
la distribucién del tiempo de espera bajo la hipétesis natural de que los
clientes son servidos en orden aleatorio. Para ello utilizamos el modelo
truncado de Wilkinson. Las dificultades asociadas al anélisis de los sistemas
de colas que operan en un orden aleatorio [28, 34] son notoriamente mayores
que las que puedan tenerse bajo otras disciplinas de cola.

Sea W el tiempo de espera que ha de permanecer un cliente en la érbita
hasta comenzar su servicio. Supongamos que en el instante t = 0 el proceso
XK se encuentra en el estado (i,7), para algin 1 < j < K. Marcamos un
cliente de la drbita y denotamos por Wj; el tiempo de espera residual del
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cliente marcado, dado que el estado inicial es (7,j). Sea WZ’;(S) la trans-

formada de Laplace-Stieltjes de Wi;; es decir, Wi(s) = E[exp {—sWi;}],
con Re(s) > 0. A través de un andlisis de primer paso tenemos que estas

transformadas verifican el siguiente sistema de ecuaciones:

A i

W(s) = W Wr .
”(S) s+ A+iv+ju Z+1,J(S>+ s+A+iv+ju Zfl’](s)
(j—Du . 0
5+)\+ZV+],U i+1,j—1(8)+$+)\+iy+ju7
0<i<c—-1, 1<j5<K,
. (1—=0,Kx)A . cv .
We(s) = ! Weipa(s) + We_q,;(8),

s+ (1 —6jk)A\+cv s+(1—=6jk)A+cv

1<j<K,

siendo d,p la funcién de Kronecker definida como

1, sia=1b,
5ab =
0, en otro caso.

El Teorema 1.3 proporciona dos expresiones alternativas para la trans-
formada de Lapalce-Stieltjes de WX, Su demostracién puede consultarse en
[16, 23].

Teorema 1.3. La transformada de Laplace-Stieltjes del tiempo de espera
viene dada por cualquiera de las siguientes expresiones alternativas:

CREWERS SEICHICRERL S 9 SIS

=0 j=1

Es interesante resaltar que las expresiones obtenidas para Wy (s) in-
cluyen la parte discreta, P{W5 =0} =1 — ZJKZ_Ol pg , v la parte continua
de la distribucién con funcién de densidad fyy<(z) en el intervalo (0, 400).
Puesto que en el modelo con el que estamos trabajando, XX, el tamano K
de la 6rbita es finito, la probabilidad P{W¥ = 0} es igual a la probabilidad

de no-espera, Zf;é szo pfj{ , méas la probabilidad de pérdida, pg{.

A continuacién resumimos los resultados para el nimero de reintentos
que debe realizar un cliente hasta encontrar un servidor libre, que denotamos
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por RE [21]. Este descriptor es el homoélogo discreto del tiempo de espera
WK,

De forma andloga a como actudbamos en el andlisis del tiempo de espera,
marcamos un cliente de la érbita y denotamos por ZlT,(i,j) la probabilidad de
que el cliente marcado haga r > 1 reintentos dado que ya ha realizado [,
para 0 <! <r — 1,y que el estado actual del sistema es (4,7), con j > 1.

Observemos que la distribucién de R¥ se puede expresar como

K—-1
P{RF =0} =1-> pk,
=0

K-1
P{R" =r} = Z P£§26,<c,j+1>’ r=1,
j=0

donde las probabilidades z; (i.f) verifican las ecuaciones

1,3
A i
r _ r r
FoL(d) = N 4 0D TN g 61
J =R L — ;> 1,0<i<c-11<j<K,
>\+Z-y+juzr—1,(z+1,y—1) + Ntivtip T2 <t<c J
(1.1)
P 7 S
’I“*].,(C,]) (1 —_ 5]K)A + cr + M T717(Cz.7+1)
cv , .
. >1,1<j<K 1.2
+(1—5jK))\+cy—l—uz”_1’(c_1’])’ fehi=l= (1.2)
A w
r _ r r
) = N w0 T N 4 g k1)
P LT >1,0<I<r—-2,0<1<e-1,1<5<K
A—i—z’u—i—jﬂzl,(%ﬂ,rl)’ reLu=iar A —J—( ’)
1.3
(1—=09;x)A cv
T _ T . ‘s .
Zl(c.d) = (1— 5jK))\ +ov+ le,(c,J—H) + (1— 5jK))\ +ev+ le,(c—l,J)
1 .

_l’_

; >1,0<I<r—-2,1<5<K. (14
A0, )A tev+p ey T=LUSEST=a i) s (1.4)

Para cada valor de r > 1, necesitamos resolver (1.1) y (1.2) para calcular
zr_ (i.d)’ 0<i<e¢ 1<j<K.A continuacién resolvemos (1.3) y (1.4) para
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l =r—2,.,0, donde en cada iteracién las cantidades z/ ; (i.d) han sido
calculadas en la iteracién previa.

1.3 El sistema M/G/1 con reintentos

El modelo M/G/1 con reintentos puede verse como una generalizaciéon del
modelo M/M/1 cuando el tiempo de servicio sigue una distribucién general,
con funcién de distribucién de probabilidad B(z), con B(0) = 0, transfor-
mada de Laplace-Stieltjes 3(s) y momentos 3, con k > 0. Es decir, consiste
en un modelo con un tunico servidor, sin posiciones de espera y capacidad
infinita de la drbita. Los clientes llegan de acuerdo a un proceso de Poisson
de pardmetro A y los tiempos entre reintentos tienen distribucién exponen-
cial de pardmetro p. Ademads, el proceso de llegadas primarias, los tiempos
de servicio y los de reintento son mutuamente independientes.

Para este sistema el proceso Y = {(C(t), N(t)); t > 0} no es una cadena
de Markov, sino que puede verse como un proceso de regeneracién Marko-
viana con espacio de estados S = {0,1} x Z, cuyo estudio puede realizarse
usando diferentes metodologias como la teoria de la renovacién markoviana
[40], cadenas encajadas de Markov [56], uso de variables suplementarias [38],
etc.

A continuacién, en la Subseccién 1.3.1, se muestran los resultados corres-
pondientes a la distribucién limite del sistema. En las Subsecciones 1.3.2 y

1.3.3 resumimos los principales resultados para el periodo de ocupacion y el
tiempo de espera respectivamente.

1.3.1 Distribuciéon limite del estado del sistema

Suponemos la condicién de estabilidad p = AB; < 1 que garantiza que las
probabilidades limite

pij = lim P{O() =i, N(t) =5}, (i.4) € {0.1} x 2y,

existen y son positivas. Estas probabilidades pueden calcularse recursiva-
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mente con ayuda de las siguientes ecuaciones [23, 32[:

R
pOJ—)\+jM]7 J =Y,
)+ 1 .
pljz(j)\)ﬂpo,jﬂ, Jj =0,
con
AP 1= B0 =)
) ( P)exp{ M/o ﬁ()\—)\u)—u U},
J A\ J+1 i
j = iy . Cj—i PN, . Cj—i+1 ) 20,
" gﬂ Mt z+;mk+wcj R
donde .
oo J
Cj:/ e—A:c(Af‘)dB(w)’ j >0, (1.5)
0 !

es la probabilidad de que lleguen exactamente j clientes durante un tiempo
de servicio.

La sucesién {m;; j > 0} corresponde a la distribucién limite de la cadena
de Markov encajada en los instantes de finalizacién de servicio.

En cuanto a las esperanzas, tenemos que

E[C] =p,
2
EINT = 1A—p <ﬁ/j+622>

1.3.2 Periodo de ocupaciéon

La transformada de Laplace-Stieltjes de la longitud del periodo de ocu-
pacién, L*(s), tiene la siguiente expresion explicita [33]:

Li:(s) B(s+A—Au)
fO e(s,u)(B(s+A—Au)—u) du

fL’So(S) du
0 e(s,u)(B(s+A—Au)—u)

L*(s) = , §>0, (1.6)

donde L% _(s) es la transformada de Laplace-Stieltjes de la longitud del pe-
riodo de ocupacién para la cola M/G/1 esténdar sin reintentos y e(s,u) se
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define como

B 1 ["s+A=A8(s+A—Av) .
e(s,u)—exp{u/o Bls+ A=) —v dv}, 0<u<Li(s).

La expresion (1.6) da una solucién tedrica pero tiene serias limitaciones
en la practica. Parece imposible invertir numéricamente L*(s) aplicando los
algoritmos conocidos [1, 2, 3], ya que éstos necesitan evaluar la transformada
para valores complejos de s, pero la expresién (1.6) estd dada para valores
reales de s. Tampoco es posible obtener los momentos de L derivando en
(1.6). No obstante, a través de la teoria de los procesos regenerativos se

llega a que
1/ 1
ELl=-(—-1),
2 )\<Poo )

y en [11] se obtiene una expresién explicita para el momento de orden dos
de L.

Para conseguir una estimacion de la funcién de densidad de L existe una
aproximaciéon basada en el principio de maxima entropfa y otra basada en
el modelo truncado con capacidad finita de la ¢rbita, K. En el Teorema
1.4 damos el resultado correspondiente a esta tltima aproximacién. La
demostracién se fundamenta en el método de las catédstrofes [20, 23].

Teorema 1.4. La transformada de Laplace-Stieltjes L} (s) se puede calcu-
lar como sigue:

Paso 1. Definir las cantidades auxiliares

i) = [ e O g o
0 J:
ci(s) = em(s), 0<j<K.

m=j
Paso 2. Resolver el sistema de ecuaciones lineales

0,(5) = (6 + X 0,06

n=1

—n(s)

j+1
2l () 0SISK -
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a A
Px(s) = ck(s) + Z ¢n(3)m0?<—n(3)

n=1
+Z¢n s—l—)\—i—nu Cl—nt1(8)-
Paso 3. Calcular la transformada de Laplace-Stieltjes de L como Li(s) =
Po(s).

Una vez calculada la transformada L7 (s), mediante inversién numérica
obtenemos la funcién de densidad de L para el modelo truncado.

En cuanto al nimero de clientes servidos durante un periodo de ocu-
pacion, I, tenemos las siguientes expresiones explicitas para los dos primeros
momentos [43]:

1
) L 1= +23p+ A8y 1 2)
= ( Tt mEe =

(i { et} ) )

La distribucién de I puede ser calculada de forma recursiva. Si condi-
cionamos por el nimero de clientes que llegan durante el primer tiempo de
servicio, tenemos que

P{I = 1} = Cp,
k-1
P{I <k} =co+ chmg-k_l), k> 2,
j=1

donde xyf), para 1 < j < k, se define como la probabilidad de que, habiendo

j clientes en la 6rbita en el instante en el que se completa un servicio, se
sirvan k clientes en lo que resta del periodo de ocupacién. El Teorema 1.5
plantea un sistema recursivo de ecuaciones para calcular las probabilidades

L)

;- La demostracién puede verse en [23, 43].
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Teorema 1.5. Para cada k > 1 fijo, las probabilidades {xg.k); 1<j<k}
pueden calcularse como

xF = Tkikfl,
donde x* = (:cgk),...,:c;k))', %0 =1, %1 = (1,x*YY, para k> 2,y T}, =
(tij) es la matriz cuadrada de dimension k con elementos

)\i};’uCO? ' st 1 < ) < ]{,‘7 ] = i’
— A 7 . . .
tij = xtpCi-i-1 t xtmC-in Si1<i<j<k,
0, en otro caso.

Para determinar la distribucién del nimero méximo de clientes en la
orbita, N,q., necesitamos trabajar con la cadena de Markov encajada en
los instantes de salida. Definimos yj(.k) como la probabilidad condicionada
de que, comenzando en el estado j, la cadena encajada alcance el estado 0

antes de alcanzar el estado k + 1. Entonces, tenemos que

P{Nmaa; = 0} = Co,

k
P{Nmax < k} =co+ chy](‘k)a k> 1.
j=1

Obtenemos las probabilidades yj(-k) a través del Teorema 1.6, cuya de-

mostraciéon puede encontrarse en [23, 44].

Teorema 1.6. Para cada k > 1 fijo, las probabilidades {y](-k); 1<j <k}
pueden calcularse como la solucidn del sistema

y'=Uy" +c,

donde y* = ( §k), ...,y,(gk))', Uk = (uij) es la matriz cuadrada de dimension
k con elementos

AL W ; P
)\;‘ri,ucj_l + )\+iﬂcj—z+1a st 1<e<5<k,
Ujj = ﬁco, si2<i<k, j=1i-1,
0, en otro caso,
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1.3.3 Tiempo de espera

El anilisis para el tiempo de espera en la cola M/G/1 con reintentos conduce
a la siguiente expresién para su transformada de Laplace-Stieltjes [31]:

W(s) =1—p+

A= p) / (1= w(BO — Au) — Bls + A — \w))
s e (s) (BOA = Auw) —u)(u— B(s + A — Au))
1 s+u+A—Jv A— v

1
XeXp{,u/u <B(s—|—/\—)\v)—v_B(A—Av)—v>dv}du’ s > 0.

Puesto que s es real, nuevamente no podemos utilizar los métodos de
inversién numérica habituales para obtener la funcién de densidad de W.

En cuanto a los momentos, se tienen expresiones explicitas para los dos
primeros momentos de W. En concreto, el tiempo medio de espera puede
obtenerse facilmente utilizando la férmula de Little

E[W] = E[Wx] + T

Por otra parte, Artalejo et al. [13] han obtenido la siguiente férmula
para el momento de orden dos:

B AB 2 p 2p
B0V = BOVAL+ 22 (i ) * i

En las férmulas anteriores, E[Ws] v E[W2] denotan los dos primeros
momentos del tiempo de espera en la cola M/G/1 sin reintentos, pero con
orden aleatorio de servicio, cuyas expresiones son

ABy
2(1-p)’
2053 N53
31-p)2-p) (A-p322-p)

E[Woo] =

EWZ] =

Al igual que ocurria con la longitud del periodo de ocupacién, para con-
seguir una estimacioén de la funcién de densidad de W existe una aproxima-
cién basada en el principio de maxima entropia y otra basada en el modelo
truncado con capacidad finita de la ¢rbita [23]. Ademds Nobel y Tijms [49]
han propuesto otra aproximacién basada en una distribucién gamma.
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Centréndonos en la aproximacién del modelo truncado, y fijado un valor
de K, describimos el estado del sistema mediante el proceso {(C¥ (t), N¥(¢),
5(t)); t > 0}, donde CK(t) y N¥(t) denotan el estado del servidor y el
tamafio de la 6rbita en el instante ¢, respectivamente. Cuando C¥(t) = 1,
la variable £ (t) estd definida como el tiempo transcurrido desde el inicio
del servicio hasta el instante ¢.

Suponemos que en el instante inicial, ¢ = 0, un cliente que llega encuen-
tra el servidor ocupado y, por lo tanto, pasa a la érbita. Marcamos este
cliente bloqueado. Entonces, el estado del sistema es (C¥(04), N5(0+),
5(04)) = (1,4, 7), para algin j > 1, donde N¥(0+) = j incluye al cliente
marcado.

Sea W7, el tiempo de espera en 6rbita del cliente marcado. Su trans-
formada de Laplace-Stieltjes, ijT(s), satisface la ecuacién

K—-1
Wiin(5) = > enjr(8)Wi(s) + e (s) Wik (s), 1<j<K,
n=j

donde
1 * S(A\z—1)) .
, — (s+A)(x—T) < i< K —
cjr(s) = B(r) /T e i dB(z), 0<j<K -2,

a _ 1 > —s(z—T) = —Xz—T) ()\(.CL' - T))m

Cj:T(S) - 1 _ B(T) /7— € Tnz_j € m‘ dB(‘T)

1 0 -
R —s(z—7) — <4< _
1= B(r) /T e dB(x) mzzjocmﬁ(s), 0<j<K-1,

y ng(s) denota la transformada de Laplace-Stieltjes del tiempo de espera
restante, dado que el tiempo de servicio acaba de finalizar y el estado del
sistema es (0, j). Denotamos por Wl"‘j(s) la transformada de Laplace-Stieltjes
del tiempo de espera restante del cliente marcado, dado que ha comenzado
un nuevo tiempo de servicio y el estado del sistema es (1, j). Estas transfor-
madas verifican

Wg;(s) = 73+A+WWU(8) + 7S+)\+jMWLj_1(S)
1 .
+——, 1<j<K,
s+A+jgp J
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K-1
Wii(s) = Y enj(s)Win(s) + ()W (s), 1<j<K.

n=j

La transformada de Laplace-Stieltjes de W viene dada por
K-1 K-1 Lo
W) = 1= 3o+ 3 [ ol Wiy (o),
j=0 j=0

donde p{?T es la probabilidad limite de estar en el estado (1,7, 7).

Las probabilidades limite pﬁ pueden calcularse de forma eficiente, pero

las probabilidades p{g-T no tienen una solucién analitica sencilla. Por lo tanto,
utilizando la distribucién del tiempo de renovacién hacia adelante
A 1 z
B(z) = / (1 - B(u))du, x>0,
B1 Jo
encontramos la siguiente aproximacion para Wj;(s), recogida en el Teorema
1.7. La demostracién puede ser consultada en [19, 23].

Teorema 1.7. La transformada de Laplace-Stieltjes Wi (s) puede aproxi-
marse mediante

K-1 K-1
Wi(s)=1=Y pi5+ > pisWi5a(s), (1.7)
7=0 7=0
donde
K-1
Wis(s) = D cn_j()Wen(s) + & (9)Wog(s), 1<j<K,
n=j
e LAV [P e (s A)z)
0= (535) [ e b
0<j<K-2,




Cuando el tiempo de servicio sigue una distribucién exponencial tenemos

N

que B(x) = B(z) y, por lo tanto, W} (s) = Wi (s).

Observemos en (1.7) que WZ(s) tiene una contribucién discreta, 1 —
ZJK:Bl pﬁ, correspondiente a la probabilidad de no-espera, y la transformada
de Laplace-Stieltjes de la contribucién continua con densidad fyye(x) sobre
el intervalo (0, 400).

A continuacién nos centramos en el homodlogo discreto de W, es decir,
en el nimero de reintentos realizados por un cliente durante su tiempo de
espera, R.

Marcamos un cliente que llega al sistema. Si el servidor estd libre cuando
llega el cliente marcado, tenemos que R = 0, y si estd ocupado entonces
R > 0. En el primer caso obtenemos

P{R=0}=1-p.

En el segundo caso, el cliente llegard durante un tiempo de servicio y, por
lo tanto, pasard a la 6rbita. Permanecerd alli durante lo que resta de ese
tiempo de servicio mds subsecuentes tiempos de servicio, hasta que consiga
acceder al servidor. Sea Wj el tiempo de servicio residual y Wa el tiempo
desde que acaba el servicio en curso hasta que el cliente accede al servidor.

Si el cliente marcado realiza k reintentos durante su tiempo de espera,
serd en el tultimo donde encuentre el servidor libre y los primeros k — 1
reintentos se realizan durante tiempos de servicio. Parte de éstos se habrin
producido en el intervalo (0,W7) y el resto en [Wy Wi + Wa). Sea ey, (1)
la probabilidad de que el cliente marcado realice [ > 0 reintentos y lleguen
m > 0 clientes durante el tiempo de servicio residual, dado que el tiempo
transcurrido desde el inicio del servicio hasta su llegada es 7. Entonces

0 l m
e (T) = e_(’\ﬂ‘)deBT(m), >0, m>0,
B I'm!

siendo B-(x) la funcién de distribucién condicionada del tiempo de servicio
residual, dado que el tiempo de servicio transcurrido es 7, y por lo tanto
dB;(z) = (1 — B(1))"'dB(r + z), para = > 0.

Sea xﬁm, para 0 <r <k —1ym > 1, la probabilidad condicionada de
que el cliente marcado realice k reintentos durante [W; Wy + W), dado que
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en el instante de la salida previa habfa acumulado r reintentos desde W7 y
habia m clientes en 6rbita. Entonces, tenemos que

0o 00 k—1 oo
P{R =k} = / > oYY em(T)af S dr, k> 1,
0o =
7=0 =0 m=0

donde py;; es la probabilidad lfmite de que el servidor esté ocupado, el
tamano de la érbita sea j y el tiempo transcurrido desde el inicio del servicio
sea T.

Las probabilidades limite p1;; no tienen una solucién analitica sencilla,
por lo que se aproxima B.(x) por B(zx). Por lo tanto, ej,(7) es estimada
por én, para l > 0y m > 0, teniendo que

k—1 oo

P{R =k} = Zplj Z Z élmxégimﬂa k=1

§=0 1=0 m=0

Parece dificil encontrar una solucién exacta o numéricamente tratable
para z¥ en el modelo original con capacidad infinita de la érbita, por lo
que nuevamente obtenemos resultados para el modelo truncado {(C¥(¢),

K(t), €5(t)); t > 0}. Para dicho modelo tenemos que

K
P{R" =0} = ZP(IE + Dk
j=0
K-1 k-1 [K—1—j o0
K K s k-l 5 k—l
P{R™ =k} = P1j Z €imTo j4m41 T Z Cim | Lok |-
§=0 1=0 \ m=0 m=K—j
kE>1,

donde para calcular las probabilidades xffm utilizamos el Teorema 1.8, que
enunciamos a continuacién. La demostracién puede consultarse en [21, 23].

Teorema 1.8. Para cada k > 1, las probabilidades {x%, :0 <r < k —1,
1 <m < K} pueden calcularse de forma recursiva a partir de las ecuaciones

xp-1 = (Ix — Ao) g,
k—1
= (Ig — Ag)~ ZA" X, 0<r<k-2,
n=r+1
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donde x, = (a:fl, ...,wa)’, g es un vector columna cuyo m-ésimo elemento

viene dado por /(A + mu), para 1 < m < K, I es la matriz identidad

de dimension K, Ay = (a%) es una matriz cuadrada de dimension K con
elementos
Acootli=Yeor sil<i<K-—1,j=i
Aro+(K—1)u(ro—eoo .. .
()\&Q(L ), stt=35=K,
b si2<i<K,j=i-—1,
Aeoj—i+(i—1 - . .
afy = | desmtEliosn g1 cicj <K -1,
A(TO*ZSQOPI eon)
A-ip Ko
(1_1)/1/ TO_Zn;z €0n . . .
+ <)\+iﬂ 0 )7 SZlSZSK_la]:K’
0, en otro caso,

donde 1 representa la probabilidad de que el cliente marcado realice | rein-
tentos durante un tiempo de servicio. Finalmente, la matriz cuadrada Ay,_, =
(ai;") de dimension K tiene sus elementos a;; " definidos como los ele-
mentos a?j sin mds que sustituir las cantidades €y Y To POT €p—rm Y Trn—r,
respectivamente.

Las expresiones para €y, €, y r; pueden encontrarse en [21, 23].

En cuanto al niimero medio de reintentos realizados por un cliente du-
rante su tiempo de espera, podemos comprobar en [21] que su valor exacto

viene dado por
A (B B
FRl=—[—+—=7).
7 1p<u+2
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Capitulo 2

Eventos exitosos y bloqueados en el
sistema M/M/c con reintentos

Este capitulo tiene como objetivo estudiar nuevos descriptores que nos ayu-
den a tener informacién sobre el estado de la 6rbita en los sistemas de
colas con reintentos, mds concretamente en el modelo M/M/c con reinten-
tos. Asi, introducimos nuevas variables para distinguir entre la ocurrencia
de reintentos exitosos (es decir, aquellos reintentos que encuentran algin
servidor libre) y reintentos bloqueados (que encuentran todos los servidores
ocupados). También vamos a distinguir entre llegadas exitosas (es decir,
aquellas que llegan por primera vez al sistema y encuentran algin servidor
libre) y llegadas bloqueadas (que encuentran todos los servidores ocupados).
El capitulo estd basado en el articulo de Amador y Artalejo [4].

Comenzamos en la Seccién 2.1 definiendo los nuevos descriptores objeto
de nuestro estudio y las relaciones existentes entre ellos. En la Seccién 2.2
vamos a trabajar con las funciones generatrices de estos descriptores para
el modelo M/M/c con una érbita con capacidad K < oo. Consideramos
esta aproximacion ya que para el modelo original con capacidad infinita de
la érbita no podemos obtener soluciones a los sistemas infinitos que se nos
plantean. A través de la inversién numérica de las funciones generatrices
vamos a poder obtener las funciones de masa de los descriptores en estudio.
La Seccién 2.2 estd dividida a su vez en cuatro partes. La Subseccién 2.2.1
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estd dedicada al estudio de la distribucién del nimero de reintentos exitosos
mediante el método de la funcién generatriz, asi como a la obtencién de
sus primeros momentos. En las Subsecciones 2.2.2 y 2.2.3 el estudio es
extendido al caso del nimero de reintentos bloqueados y del nimero de
llegadas exitosas. En la Subseccién 2.2.4 tratamos la correlacién entre los
descriptores mediante la funcién generatriz conjunta de los mismos. Es
interesante sefialar que practicamente no existen trabajos en la literatura de
los sistemas de colas con reintentos dedicados al estudio de la correlacién.

En la Seccién 2.3 estudiamos las funciones de masa de nuestros descrip-
tores a través de métodos directos. Esta seccién estd desglosada en tres
subsecciones, una para cada descriptor. En la Subseccién 2.3.1 vamos a es-
tudiar el cdlculo de las probabilidades del nimero de reintentos exitosos para
el modelo original con capacidad infinita de la 6rbita. Las aproximaciones
a las funciones de masa de probabilidad del niimero de reintentos bloquea-
dos y del nimero de llegadas exitosas se llevan a cabo en las Subsecciones
2.3.2 y 2.3.3 respectivamente. Para ello, nuevamente consideramos el modelo
M/M/c con 6rbita finita.

Por 1ltimo, en la Seccién 2.4 vamos a exponer ejemplos numéricos que
ilustran los resultados obtenidos en las secciones anteriores. También co-
mentamos cémo elegir el nivel de truncamiento adecuado para la drbita.
Ademads disenamos un problema de optimizacién basado en los descriptores
estudiados a lo largo del capitulo.

2.1 Definicién de los descriptores en estudio

Antes de definir los nuevos descriptores objeto de nuestro estudio necesita-
mos hacer referencia al periodo de ocupacién. Recordemos que un periodo
de ocupacién, L, viene definido como el tiempo que transcurre hasta que el
proceso X" alcanza por primera vez el estado (0,0), dado que el estado inicial
es (1,0).

A continuacién definimos los nuevos descriptores:

R? : ndimero de reintentos exitosos durante un periodo de ocupacion;
es decir, aquellos clientes de la érbita que, al reintentar acceder al servicio,
encuentran al menos un servidor libre y, por lo tanto, pasan a ser servidos.

36



RY : nimero de reintentos bloqueados durante un periodo de ocupacién;
es decir, aquellos clientes de la érbita que, al reintentar acceder al servicio,
encuentran todos los servidores ocupados.

A® : nimero de llegadas exitosas durante un periodo de ocupacion; es
decir, aquellos clientes que a su llegada al sistema encuentran algiin servidor
libre.

A : ntimero de llegadas bloqueadas durante un periodo de ocupacién;
es decir, aquellos clientes que a su llegada al sistema encuentran todos los
servidores ocupados (pasando, por lo tanto, a formar parte de la érbita).

Una vez definidos estos descriptores vamos a ver qué relaciones podemos
encontrar entre ellos. Siguiendo un argumento de cruce de nivel, tenemos
que durante un periodo de ocupacién el nimero de veces que el proceso X
pasa del nivel 7 — 1 de la 6rbita al nivel j (es decir, se produce una llegada
bloqueada) coincide con el nimero de veces que el proceso X cruza del nivel
j al nivel j — 1 (es decir, tiene lugar un reintento exitoso). Por lo tanto,
tenemos la siguiente igualdad:

Rs = A" (2.1)

Ademsds tenemos las siguientes relaciones:

I =1+ A%+ A°, (2.2)
I
> Ri=R+R, (2.3)
=1

donde I es el nimero total de clientes servidos durante un periodo de ocu-
pacién vy R;, para ¢ = 1,...,1, es el nimero de reintentos realizados por el
i-ésimo cliente hasta que encuentra un servidor libre.

La relacién (2.2) nos dice que el nimero total clientes servidos durante
un periodo de ocupacién coincide con el nimero total de llegadas exitosas
y de llegadas bloqueadas mds la llegada con la que se inicia el periodo de
ocupacién. En cuanto a la relacién (2.3) tenemos que, durante un periodo de
ocupacion, el nimero total de reintentos (exitosos més bloqueados) es igual
a la suma de los reintentos realizados por todos y cada uno de los clientes
que acaban siendo servidos a lo largo de dicho periodo.

Si tomamos esperanzas sobre las expresiones (2.1)-(2.3) obtenemos las
siguientes relaciones para los valores medios de los descriptores:
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E[R®] = E[A"], (2.4)
E[I] =1+ E[A®] + E[A"), (2.5)

E[I|E[R] = E[R*] + E[R"), (2.6)

donde E[R] es el nimero medio de reintentos realizados por un cliente arbi-
trario de la 6rbita hasta que encuentra un servidor libre. El estudio de los
descriptores I y R lo podemos encontrar en [15, 21].

2.2 Distribucién de los descriptores: Método de la
funcién generatriz

Si intentamos encontrar las funciones generatrices de los nuevos descrip-
tores para el modelo original M/M/c con reintentos y capacidad infinita
de la 6rbita nos vamos a encontrar con un sistema infinito de ecuaciones
que no podemos solucionar. Por ello, en primer lugar, vamos a aproximar
este modelo infinito por un modelo truncado que mantiene las principales
propiedades del modelo original [23, 33, 54]. Para ello vamos a limitar la
capacidad de la drbita a un valor suficientemente grande, K, de tal forma que
los clientes que lleguen y encuentren el sistema en el estado (¢, K) (es decir,
todos los servidores ocupados y la érbita completa) se pierden. El generador
infinitesimal del modelo truncado resultante viene dado por la siguiente
matriz cuadrada, tridiagonal por bloques, de dimensién M = (¢c+1)(K +1):

A(()O) A(()H) Oct1 -+ Ocr1 Ocyr
ATY AP AT 0 0o
Qx = , (2.7)
Oct1 Oct1 Ocyr -+ Agg)q Agj—l)l
Oct1 Oct1 Ocyr -+ Aggl) Ag?)

donde A (0 < j < K), AV (0<j<K-1)y A7V (1 <j<K)son
las siguientes matrices de orden (¢ + 1) x (¢ + 1):
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0 0 Ju 0
A |, AW Z
J »
0 0 0 Jju 0 0
0 0 0 0 0 0 A
—(A+7p) A o 0 -- 0
40 _ v —A+v+ipw) A0 - 0

Para desarrollos matriciales posteriores hacemos referencia a la notacién
matricial del Apéndice 2.A. Asimismo, y teniendo en cuenta dicho apéndice,
definimos las matrices B(()O) = Aéo)—)\E12(c+1), BJ(-O)(z) = A(()O)—(Soj)\zElg(c+
1)=A(1—2)Wepr, para 0 < j < K,y C\V(2) = A% 4jp(z—1) Ecprc1(ct1),
para 1l <j < K.

A continuacién vamos a determinar las funciones generatrices y los mo-
mentos de los descriptores R*, R® y A® para el modelo truncado. No serd
necesario encontrar la funcién generatriz y los momentos de A’ ya que

A’ = R*, en virtud de (2.1).
2.2.1 Numero de reintentos exitosos

Denotamos por Rj; el nimero de reintentos exitosos durante lo que resta del
periodo de ocupacién, dado que el estado actual del sistema es (i,7), con
0<i<cy0<j<K. Sea \I’Z}-}S(z) su correspondiente funcién generatriz; es

decir, \Ilg-s(z) =F [zRfi} , para |z| <1,y sea ﬁfj (n) su momento factorial de
orden n; es decir, ﬁfj(n) =F [Rfj (Rfj — 1) (Rfj —n+ 1)], paran > 1.

Obviamente, R* = Rj,.

Los siguientes vectores corresponden a las funciones generatrices y a los
momentos factoriales particionados de acuerdo al nivel de la drbitas:
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\IIRS :(\IIRS \IfRs(z))’,
R;(n) = ( (), <>) 0<j<K,
< Ric(n))

El Teorema 2.1, que enunciamos seguidamente, proporciona los sistemas
finitos de ecuaciones que han de verificar las funciones generatrices y los
momentos de las variables Rl], para0<:<cy0<j<K.

Teorema 2.1. a) Las funciones generatrices {\Ilf-}s (2); 0<i<e, 0<j< K}

satisfacen el sistema tridiagonal por bloques
(@k — D(2)) 7 (2) = —de1 (M), (2.8)
donde
D(2) = AE1p(M) + (1 — 2)Ug g @ ALY,
b) Los momentos factoriales {}Alfj(n), 0<i<e 0<j< K} verifican el

sistema tridiagonal por bloques

Qi = AE(M) R () = —n (Ugr © A7V ) Ri(n - 1),
n>1, (2.9)

R*(0) = e(M). (2.10)

Demostracién. Si utilizamos un andlisis de primer paso encontramos que
. . S . . . .
las funciones generatrices \IJZI-? (z) verifican las siguientes ecuaciones:

Uit (2) =1, (2.11)
W () = W () ()
1] - A+7IV+]M Z-‘rl,j )\+ZV+]M 1—1,7
Juz Rs . ) .
+m‘1’i+1,j71(2)7 0<i<c—1,0<j<K, (3,7) # (0,0),

(2.12)
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s A s cv s
R _ R R .
\chj (Z) - )\—I—CV\ch’j—H(z) + A—FCV\ch_l’j(z)’ 0< J< K — 1) (213)
Ui (2) = U g (2). (2.14)

La ecuacién (2.11) es obvia, ya que si partimos del estado (0, 0) el nimero
de reintentos exitosos durante lo que resta del periodo de ocupacion serd 0
con probabilidad 1. El primer término en la parte derecha de las ecuaciones
(2.12) corresponde a la llegada al sistema de un nuevo cliente, el segundo
término a la finalizacién de un servicio y el tercero a un cliente de la érbita
que accede a un servidor libre (es decir, un reintento exitoso). En las ecua-
ciones (2.13) recogemos el hecho de que si los ¢ servidores estdn ocupados
y la 6rbita no estd completa las tinicas transiciones posibles son debidas a
la llegada de un nuevo cliente, que pasard a la érbita (es decir, una llegada
bloqueada), o a la finalizacién de un servicio. Por tltimo, si los ¢ servidores
estdn ocupados y la drbita estd completa la dnica transicién posible es al
estado (¢ — 1, K), es decir, que un cliente que estd siendo servido acabe su
servicio.

Podemos expresar las ecuaciones (2.11)-(2.14) en forma matricial como
ﬁs (2)®F (2) = —Xe1(M), donde, por ejemplo para el caso ¢ = 2, K = 2,
la matriz Q& (2) quedarfa

doo O 0 0 0 0 0 0 0
v dig A 0 0 0 0 0 0
0 2v dyy O 0 A 0 0 0
0 wz 0 don A 0 0 0 0
0 0 wpuz v dn A 0 0 0 ,
0 0 0 0 2v dyy O 0 A
0 0 0 0 2uz 0 dg A O
0 0 0 0 0 2uz v dig A
0 0 0 0 0 0 0 2v dos

con dij = —((1 — (5i25j2)>\+iV+ (1 - 5i2)j,u), para 0 < 7 < 2 y 0 < j < 2.

En general, la matriz Qﬁs (z) tiene la siguiente forma tridiagonal por
bloques:

B(()O) AE)H) Oct1 «« Oct1 Octa
N 2ATD A0 A 0 0y
Oct1 Ocpr Ocyr .o Aﬁg),l A(;,l)l
Oct1 Ocg1 O .o ZA(K_I) AS;?)
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Puesto que podemos reescribir la matriz Qf;g(z) como Qr — D(z), la
férmula (2.8) queda demostrada.

A continuacién nos centramos en la obtencion de los momentos factoria-
les de orden n > 1, Rj;(n). Es obvio que Rf;(0) = 1. Utilizando la férmula
de Leibnitz para la derivada de un producto, derivamos n veces la férmula
(2.8) y obtenemos

mn m—1
(@i~ D(2) 8" () —n (o) T

O () = oM > 1.
o P (2) =0(M), n>

Ds _ Ad" \ghR® . ns
Como Rf;(n) = ;=¥ (2) ‘z:l’ llegamos a que el vector R*(n), con n >
1, satisface las ecuaciones (2.9), como querfamos demostrar. La expresién

(2.10), para n = 0, es trivial. O

2.2.2 Nimero de reintentos bloqueados

Denotamos por Ri-’j el nimero de reintentos bloqueados durante lo que resta
del periodo de ocupacién, dado que el estado actual del sistema es (4, 7), con
0<i<cy0<j<K. Sea \I’fgb (z) su correspondiente funcién generatriz
y fifj(n) su momento factorial de orden n, para n > 0. Nosotros estamos
interesados en R® = RY,.

La siguiente notacién vectorial corresponde a las funciones generatrices
y a los momentos factoriales particionados de acuerdo al nivel de la érbita:

El Teorema 2.2 recoge el sistema de ecuaciones que han de verificar la
funciones generatrices de las variables {Rfj, 0<i<e¢ 0<j <K}, asi como
el correspondiente a sus momentos factoriales.
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Teorema 2.2. a) Las funciones generatrices {\Ilgb(z); 0<1<ec 0<5< K}

satisfacen el sistema tridiagonal por bloques
(Qx — C(2) ¥ (2) = —es(M), (2.15)
donde
C(Z) = )\Elg(M) + M(l — Z)VK+1 & EC+17C+1(C + 1).

b) Los momentos factoriales {ﬁifﬂ(n), 0<i<e 0<j< K} verifican el
sistema tridiagonal por bloques

(Qx — AE12(M))R®(n) = —npt (Vic11 ® Eepren(c+ 1) RY(n—1), n>1,
(2.16)

Demostracién. Llevando a cabo un andlisis de primer paso tenemos que
: . b . . .
las funciones generatrices \Ilf? (z) verifican las siguientes ecuaciones:

Ui () = 1, (2.17)
A b w b
R ()= A gR Y gk
i (2) A+iv+jp Z+1’J(Z)+)\+i1/+j,u 14(?)

NI 0<i<ec—1,0<j<K, (i 0,0),
T g 1) 0sise—1 0SS K (i) #(0,0)
(2.18)

A b cv b
S A— . /7 L
At cv+ju cit1(2) + A+cv+jp -14(7)

Jpz RY .
gk 0<j<K-1 2.19
et ) 0=5< , (2.19)

b
U (2)

Kpz  _po

Rb cv Rb \I/
v+ Kp K

= o e+ (). (2:20)

Las ecuaciones (2.17)-(2.20) se pueden expresar en forma matricial como
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f;b (2) 8" (2) = —Xe (M), donde

B Al 04 o O Oeps
. ATY 0Oy AMY 0y 0
01 Oce1 Oeps . O (z) AW
01 Ocpr Ocpr .. ALY O

Puesto que podemos descomponer la matriz Qﬁb (z) en la diferencia de
matrices Qx — C(z), entonces queda demostrada la férmula (2.15).

Para demostrar el apartado b) de este teorema basta tener en cuenta que
ﬁg’j (n) = %\Ile(z)‘ . Usando nuevamente la férmula de Leibnitz para

la derivada n—ésima de (2.15) obtenemos

dn—l
dzn—l

(@K~ O(=) 5 (2) ~n L O(2)

T v (z)=0(M), n>1,
z

y evaluando esta derivada en el punto z = 1 concluimos que el vector f{b(n)
satisface las ecuaciones (2.16), como querfamos demostrar. 0

2.2.3 Ntimero de llegadas exitosas

Acabamos el estudio unidimensional de los nuevos descriptores obteniendo
la funcién generatriz y los momentos factoriales del nimero de llegadas exi-
tosas, cuyos resultados recogemos en el Teorema 2.3.

Denotamos por Afj el nimero de llegadas exitosas durante lo que resta
del periodo de ocupacién, dado que el estado actual del sistema es (i, j), con
0<i<cy0<j<K. Sea \Ifés (z) su correspondiente funcién generatriz

y A\fj (n) su momento factorial de orden n, para n > 1. En particular, A® =

s
10-

Los siguientes vectores corresponden a las funciones generatrices y a los
momentos factoriales particionados segin el nivel de la drbita:
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Teorema 2.3. a) Las funciones generatrices {\I/fljs(z); 0<:<c, 05 K}
satisfacen el sistema tridiagonal por bloques

(Q@x — B(2)) ¥ (2) = —Xei (M), (2.21)
donde

B(2) = A2E1a(M) + Iics1 ® AL - 2)Wosr.

b) Los momentos factoriales {ﬁfj n); 0<i<e¢, 0<j< K} verifican el
sistema tridiagonal por bloques

(Qr — AE12(M)) A*(n) = —n\ (Ig11 @ Wit — E1a(M)) A*(n—1), n>1
(2.22)
(2.23)

)

Demostracién. Mediante un analisis de primer paso obtenemos que las
. . S . . . .
funciones generatrices \I!f} (z) verifican las siguientes ecuaciones:

Uiy (2) = 1, (2.24)
\IJAS (Z) . Az \I/AS (Z) + 1% \IJAS (Z)
iJ - )\—l-’Ll/—F],u i+1,5 A+ iv _|_]M i—1,5
Jp As . . .
+mqji+1,j—1(z)v 0<i<c—-1,0<j<K, (i,j) # (0,0),
(2.25)
s A s cv s
A% () = A A ,
\IJCj (Z) = mq}c7j+1(2) + m‘l’cil’j(?&’), 0 S ] S K- 1, (226)

Ul (2) = Ui g (2). (2.27)

c—
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Podemos expresar el sistema de ecuaciones (2.24)-(2.27) de manera ma-
tricial como Q% (2)¥4°(2) = —\ej (M), donde

Béo)(z) Aéﬂ) Oct1 oo Ocq1 Oct1
i T T R
Oct1 Oct1 Oegr .o B}?)_l(z) A%_l)l
Oct1 Oct1 Ocyr .. Aﬁ;” Bﬁ?)(z)

Puesto que la matriz Qf(s(z) la podemos escribir como Qg — B(z), lle-
gamos a la férmula (2.21).

Si derivamos n veces (2.21) y evaluamos el resultado en el punto z =
1 obtenemos el sistema de ecuaciones dado por (2.22) y (2.23) para los

momentos factoriales {Efj(n), 0<i<e 0<j< K} ) O

En los Teoremas 2.1-2.3 hemos llegado a sistemas de ecuaciones finitos
con estructura tridiagonal por bloques que pueden resolverse por diferentes
métodos, como pueden ser algoritmos de tipo eliminacién gaussiana y susti-
tucion regresiva, método iterativo de Gauss-Seidel, etc. [25, 42]. Por otro
lado, la inversién numérica de los sistemas (2.8), (2.15) y (2.21) puede lle-
varse a cabo a través del método FFT (Fast Fourier Transform) que nos
proporcionard las correspondientes funciones de masa de probabilidad de
los descriptores en estudio [52].

2.2.4 Correlacién entre los descriptores

Para finalizar esta seccién vamos a centrarnos en el estudio de la correlacion
existente entre los descriptores R®, R?, A% y AP, a través de los coeficientes
de correlacién dos a dos. Para ello vamos a trabajar con la funcién generatriz
conjunta de estos cuatro descriptores.

Puesto que R® = A, serd suficiente con calcular tres de los seis coefi-
cientes de correlacién correspondientes a los cuatro descriptores. En con-
creto vamos a obtener p(R?, A%), p(R?, AY) y p(A®, Ab).

Teniendo en cuenta la definicién de coeficiente de correlacién, por ejem-
plo, el correspondiente a R? y A° viene dado por

46



E [R'A%| — E [R"] E [A*]

PR = A

el problema se reduce a la obtencién de los momentos cruzados F [RbAS] ,
E [RPAY] y E [A%AP], ya que las esperanzas E [R’], E[A%] y E [A’] y las
desviaciones tipicas o(R?), 0(A%) y o(A®) las podemos obtener aplicando los
Teoremas 2.1-2.3.

Para calcular F [RbAS] necesitamos resolver un sistema de ecuaciones
cuyas incégnitas son los momentos m;; = E [R%Afj}, para 0 < 7 < ¢
y 0 < j < K. En el caso particular (,j) = (1,0) obtenemos el mo-
mento deseado mig = E [RbAS] . Asimismo, para los momentos F [RbAb]
y E [ASAb] hemos de resolver los correspondientes sistemas de ecuaciones

(]
va a cabo en el Teorema 2.4. Como hemos hecho en ocasiones anteriores,
agrupamos los momentos en vectores de acuerdo a los niveles de la érbita,
teniendo para cada 0 < j < K

para m;; = E [R%Ai?j} y mij = E [AS A?j} , respectivamente. Esto se lle-

~ ~ SO _ " o
mj = (moja -"amcj) , m = (mo, ,mK) ,
m; = (Moj, ..., Mej), M= (Mg,...,Mg)’,
m; = (moj, ...,mcj)l, m = (rno7 7mK)’.

Teorema 2.4. a) Los momentos cruzados {m;;; 0 <i<¢, 0<j <K}
verifican el sistema tridiagonal por bloques

~

(@k = AB1(M)) 1 = A (B12(M) — I 11 @ Weyr) RY(1)
1 (Vic1 @ Besrer1(c+ 1)) A5(1). (2.28)

b) Los momentos cruzados {m;;; 0 <1 <e¢, 0<j <K} verifican el sistema
tridiagonal por bloques

(Qr — AE12(M))m = — (WK-H ® Aé“’) R%(1)

— Ml (VK+1 & Ec+1,c+1 (C + 1)) ;&b(l)
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¢) Los momentos cruzados {m;;; 0 <i <¢, 0<j < K} verifican el sistema
tridiagonal por blogques

(Qr — AE12(M))m = — <WK+1 ® A(()H)) As(1)

A (Bra(M) — Ici1 @ Weqr) AP(1).
Demostracién. Para 0 < ¢ < cy 0 < j < K, consideramos la funcién
generatriz conjunta, definida como

RS. Rb. As. Ab.
(21,202,238, 24) = F [zl Y2y 25 2y ”] , e <1, 1<k <4,

Usando un andlisis de primer paso obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones:

oo (21, 22, 23, 24) = 1, (2.29)

D21, 22, 23, 24) = m¢i+l,j(31»22,23,24)

—l-)\_i_;/y_’_j'u@l,j(zh 20, 23,24) + %q)wrl,jl(zl, 29,23, 24),

0<i<c—1,0<j<K, (i,j)# (0,0, (2.30)

Oj(21, 22, 23, 24) = mq)c,j+l(21722723724)

‘f‘ﬁ@c—l,j(zlaz%z&zﬂ

%@Cj(zl,zz,zg,z@, 0<j<K-—1, (2.31)

B (21, 22, 2, 24) = ————B_1 jc(21, 29, 23, 2a)

cv+ Kpu '

m@ck(zl,zg,zg,z@. (2.32)

Sea ¢;;(n1,n2,n3,n4) el momento factorial conjunto de orden (ni,ns,
ns,ny) del vector (RS,Rb,AS,Ab), es decir, para np > 0y 1 < k < 4,
tenemos
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$i;(n1,n9,n3,n4) = E [Rfj e (RS —ma+ 1) A (AL — g+ 1)} .

Derivando las ecuaciones (2.29)-(2.32) n; veces con respecto a z;, para
1 <14 <4,y tomando (n1,n2,n3,m4) = (0,1,1,0) tenemos que

d)OO(Oa L1, 0) =0, (233)

(>‘ +iv + ]/“L)(ﬁzj(O? L1, 0) = )‘¢i+1,j<07 L1, 0) + 2.l/(bi—l,j(o? 1,1, 0)
+ipdit1,;-1(0,1,1,0) + Ag;4q ;(0,1,0,0),

()\ + CV)gij(O, 1, 17 O) == )\¢C,j+1(0’ 1, 1, 0) + CVQSCij(O, 1, 1, 0)

CV(VbCK(O? 17 17 ()) = CV¢C_17K(O7 17 1, O) + K,U/d)cK(O, 0, 1, O) (236)

Para obtener la férmula (2.28) solamente hemos de tener en cuenta que
ﬁlij = ¢ij(07 L1, 0)7 Rf](l) = ¢ij(07 L,0, 0) y Af](l) = ¢ij<0707 170)' Expre-
sando las ecuaciones (2.33)-(2.36) en forma matricial llegamos a (2.28).

La demostracién para los apartados b) y c) es similar y por lo tanto la
omitimos. U

2.3 Distribucion de los descriptores: Método directo

En esta seccién proponemos métodos directos para obtener la funcién de
masa de probabilidad de los descriptores R®, R® y A®. El principal motivo
para utilizar estos métodos es evitar la inversién numérica de las funciones
generatrices.

Vamos a comenzar encontrando la funcién de masa de probabilidad de
R*. En este caso podremos hacerlo para el modelo original M/M/c con
reintentos, con capacidad infinita de la érbita, es decir, K = oo. Para los
descriptores R? y A® trabajaremos nuevamente con el modelo truncado con
capacidad finita de la 6rbita.
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2.3.1 Numero de reintentos exitosos

Sea xj; (r) la probabilidad de que se realicen r > 0 reintentos exitosos durante
lo que resta del periodo de ocupacién, dado que el estado actual del sistema
es (i,7). Obviamente P{R® = r} = z7,(r), para r > 0.

Es importante darse cuenta de que xfj(r) > 0 siysélosij<r loque
nos va a permitir encontrar una solucién recursiva a estas probabilidades
para el modelo original con capacidad infinita de la érbita, resultado que
recoge el Teorema 2.5.

Agrupamos estas probabilidades en vectores, de acuerdo al nivel de la
orbita, como

Teorema 2.5. a) Para r = 0, las probabilidades {z3,(0); 0 < i < ¢}
verifican el sistema de ecuaciones

BY%x*(0) = —Xey(c+1). (2.37)

b) Para cada r > 1 fijo, las probabilidades {z3;(r); 0 <i <¢c, 0 <j <r}
verifican el sistema de ecuaciones

QF (r)x*(r) = b’(r), (2.38)
donde
B AV 0y o Onr Oep
s Oct1 Ago) A(1+1) ot Oct1 Ocgn
QR(T)_ .. 7
Oci1 Ocs1 Ocpr - A Al
Oct1 Ocy1 Ocy1 -+ Ocyr AO

b*(r) = (b§(r), ... bi(r))",

. / .
b‘;(T) = —JK (:‘Cij—l(r - 1)7 --wxi,j—l(r - 1)70) ) 0< J <r.
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Demostracién. Utilizando un argumento de primer paso tenemos que,
para cada r > 0 fijo, las probabilidades {zj;(r); 0 <i < ¢, 0 <j <r} han
de verificar el siguiente sistema finito de ecuaciones:

50(T) = dor, (2.39)
A 3%
z;(r) = mﬁfﬂ,j(r) + mfﬂfq,j(’“)
Jh s . . ..
L L -1 0<i<ec—-1,0<5< 0,0
+)\+iy+juxl+1’]_1(r )7 S1x¢C ) SJ=T (Za.])?é( ’ )7

(2.40)

cv

zoi(r) = (1 —6;r) T (r) + mxi—l,j(r)a 0<j<r (241)

A+ cv

Podemos observar como las probabilidades en el punto r dependen de
las probabilidades en el punto r — 1 a través de (2.40), donde recogemos el
hecho de que se produce un reintento exitoso cuando uno de los clientes de
la 6rbita intenta obtener servicio y encuentra algin servidor libre.

Si para cada r > 0 expresamos el sistema de ecuaciones (2.39)-(2.41) en
forma matricial, entonces obtenemos (2.37) y (2.38). O

Para calcular la funcién de masa de probabilidad de R® comenzamos re-
solviendo el sistema (2.37) y tomamos P{R® = 0} = z{,(0). A continuacién
resolvemos recursivamente el sistema (2.38) y tomamos P{R* = r} = z3,(r),
para r > 1.

2.3.2 Nimero de reintentos bloqueados
Sea x?j(r) la probabilidad de tener r > 0 reintentos bloqueados durante lo
que resta del periodo de ocupacién, dado que el estado actual del sistema es
(4,7). Obviamente P{R® = r} = 24,(r). Para calcular estas probabilidades
vamos a considerar el modelo truncado con capacidad finita de la orbita,
K. La necesidad de trabajar con el modelo aproximado en lugar del original
vendrd justificada mds adelante.

El Teorema 2.6 proporciona, para cada r > 0, el sistema de ecuaciones a
resolver para el calculo de las probabilidades {x?j (r);1<i<ec¢,0<j< K}
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Para cada r > 0, denotamos

xb(r) = (ab;(r), ..., a%(r)), 0<j<K,

x*(r) = (x0(r), ., X5 ().

Teorema 2.6. a) Para v = 0, las probabilidades {wfj(O); 0 <i < g
0 < j < K} satisfacen el sistema de ecuaciones

QF'x"(0) = —Xey (M). (2.42)

b) Para cada r > 1 fijo, las probabilidades {xi-’j(r); 0<i<c¢0<j<K}
verifican el sistema de ecuaciones

QR x(r) = bb(r), (2.43)
donde
B((Jol) AE)J;D Oc-i-% e Oc+1 Oc—i-l
- Ag_ ) B§ ) Ang ). Oct+1 Oct1
Q' = 7
0c—&—l Oc+1 Oc+l T BQ)E Agjo,l)l
Oct1 Ocy1 Ocyr -+ Aﬁ; ) B%)

©0) (0 JH (+1)
BY = A —22Af,

b’(r) = (by(r), .., bk (1)),
bl(r) = —jpal;(r —ecpr(c+1), 0<j<K.

1<j<K,

Demostracién. Usando nuevamente un argumento de primer paso tenemos
que, para cada r > 0 fijo, las probabilidades {x’i’j (r);0<i<e¢ 0<j<K}
han de verificar las ecuaciones

260 (r) = Sor, (2.44)
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A w
b () — b ?
) = X a0 S 1)

b 0<i<c—1,0<3< K 0,0
i g a1 0sise—1, 057 <K, (i,5) #(0,0),
(2.45)

A b

B . cv b
- )\+CU+]ILL c,j+1

b
To;(r) (r) + m%-u(ﬂ

Jju b :
1—9g)—————x,.(r—1 0<j<K-1 2.46
+( OT)A—l-Cl/—i-jchj(T )7 =7 = ) ( )
cv b

_ . Kp
v+ Kp b

_— —1). 24
R (247)

k(1) + (1 = dor)

Observemos que un reintento bloqueado sélo se da cuando un cliente de la
orbita intenta acceder al servicio y encuentra todos los servidores ocupados.
Este hecho queda recogido en (2.46) y (2.47).

Si expresamos el sistema de ecuaciones (2.44)-(2.47) en forma matricial
obtenemos (2.42) y (2.43). O

A la vista del Teorema 2.6 la forma de actuar para obtener la funcién
de masa de probabilidad de R’ serfa la siguiente. Comenzamos resolviendo
el sistema (2.42), con lo que obtenemos los valores de las probabilidades
{xﬁ»’j(O), 0<i<ec0<j< K}y calculamos P{R® = 0} = 2%,(0). A
continuacién resolvemos, de forma recursiva, para r > 1, el sistema (2.43)
obteniendo las probabilidades {:1:2’]»(7”), 0<i<¢0<j <K}y calculando
P{Rb =71} = 28, (7).

Para el modelo original con capacidad infinita de la érbita, las proba-
bilidades {xi-’j(r); 0 <i<¢, j >0} han de verificar, para cada r > 0, las
ecuaciones (2.44)-(2.46) para j > 0. A partir de estas ecuaciones podemos
observar que P{R’ = 0} = 23,(0) depende de la secuencia infinita {xlc’j (0);
j > 0}, por lo que no podemos encontrar la solucién exacta. Para resolver
este problema hemos de considerar el modelo truncado con capacidad finita,
donde K debe ser lo suficientemente grande para que el modelo truncado
conserve las propiedades fundamentales del modelo original. La eleccién del
valor K la posponemos a la Seccién 2.4.
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2.3.3 Ntiimero de llegadas exitosas

Por tltimo, vamos a calcular la funcién de masa de probabilidad del descrip-
tor A®. Denotamos por yfj(a) la probabilidad de que haya a > 0 llegadas
exitosas durante lo que queda del periodo de ocupacién, dado que el estado
actual del sistema es (7,7). Por lo tanto P{A® = a} = yj,(a), para cada
a > 0.

Nuevamente trabajamos con el modelo truncado con capacidad finita de
la 6rbita, K, cuya justificacién daremos méds adelante. Para este modelo, el
Teorema 2.7 proporciona el sistema de ecuaciones que han de verificar las
probabilidades {yfj (a),0<i1<¢ 0<j <K}, para cada a > 0.

Definimos, para cada valor fijo a > 0, los vectores
/ .
Y;(a) = (ygj(a)w“:yij(a)) ) OSJ §K7

/

y*(a) = (yo(a); - yi(a)',

Teorema 2.7. a) Para a = 0, las probabilidades {yfj(()), 0 <i <eg,
0 < j < K} verifican el sistema de ecuaciones

QVy*(0) = —Xey (M). (2.48)

b) Para cada a > 1 fijo, las probabilidades {yfj(a), 0<i<ec0<j<K}
satisfacen el sistema de ecuaciones

QASyS(a) = b?(a), (2.49)
donde
C((JO) A(()+1) Oct1 -+ Oct1 Ocpr
~1 0 1
‘ A§ ) C£ ) A§+ ) Oct1 Oct1
QY =
Oct1 Ocp1 Ocyr - Cﬁ?),l Aﬁﬂ
Oct1 Ocr1 Oeyr -+ Aﬁ;” C}?)
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O = AP =AW, 0<j<K,

b*(a) = (bj(a), .., bic(a))’,
bi(a) = —A (0, y0(a — 1), -, yzo(a — 1),0)",

!/

bj(a):_A (yfj(a_1)7'--7ygj(a_1)a0) ) 1§]§K

Demostracién. Siguiendo un argumento de primer paso tenemos que

Yoo(@) = 60a; (2.50)
A i
S (a) = (1= Gog)— 4 (a—1) 4+ — s
yz](a) ( 0 ))\ _i_iy_i_juyz—i-l,](a )+ b\ +Z‘V+j,uyl 1,](0’)
Jp s : : o
+myi+l,jfl(a)v 0<i<c—1,0<j<K, (i,j) #(0,0),
(2.51)
S A S cv S N
Yoi(a) = myc,jﬂ(a) + mycfl,j(a)v 0<j<K-1, (2.52)
Yor (@) = y7_q i (a). (2.53)

Solamente cuando un cliente nuevo llega y encuentra algin servidor libre
se obtiene una llegada exitosa, lo que se plasma en (2.51).

Si para cada a > 0 expresamos el sistema (2.50)-(2.53) en forma matricial
obtenemos (2.48) y (2.49). O

Para el modelo original con capacidad infinita de la 6rbita, para cada
a > 0, las probabilidades {y;;(a), 0 <i < ¢, j > 0} verifican las ecuaciones
(2.50)-(2.52) para j > 0. De las ecuaciones (2.50) y (2.51) obtenemos de
forma sencilla

v
5 (0) = 7
yw() N+ o
Yiola+1-1) = (1= Gi11)——psrola— 1)
v ’ A+ vt
W . .
+)\+iyyf_170(a+1—z), 1<a<c—2,1<i<a+1. (2.54)
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Para cada valor fijo de a, la ecuacién (2.54) nos proporciona un proce-
dimiento recursivo para calcular y; . ((0),...,47y(a). Por lo tanto, resulta
facil obtener P{A® = a} = yj,(a), para 0 < a < ¢ — 2. Sin embargo, para
a = c—1, el célculo de y3,(0) pasa por utilizar la ecuacién (2.52), con j > 0,
lo que implica que la obtencién de y%,(0) depende de la secuencia infinita
{y2;(0); j > 0}. Para evitar esta dificultad, recurrimos nuevamente al modelo
truncado, con una érbita con capacidad K, como aproximacién del modelo
original.

2.4 Resultados numéricos

En esta seccién presentamos ejemplos numéricos que ilustran los aspectos
m4s importantes del comportamiento de los descriptores R®, R? y A®. Tam-
bién proponemos un sencillo problema de optimizacién para la tasa de rein-
tento .

En primer lugar, vamos a mostrar resultados concernientes a las espe-
ranzas y desviaciones tipicas de las variables R®, R® y A%. Para el calculo de
estos momentos podriamos usar el método directo de obtencién de la funcién
de masa de probabilidad de estos descriptores. Fijarfamos un valor € > 0 y
calcularfamos las probabilidades hasta alcanzar el percentil de orden 1 — e.
Por ejemplo, en el caso de R® pararfamos el cdlculo de las probabilidades en
el punto 7(¢) tal que P{R* < r(e) —1} <1—¢e < P{R* < r(e)}. Entonces,
aproximarfamos el momento E [(R*)"] por Z:(:e()) r" P{R*® = r}. Este método
para aproximar los momentos tiene el inconveniente de que desprecia pro-
babilidades P{R* = r} de pequena magnitud pero que van multiplicadas
por valores probablemente grandes de 7", con lo que la aproximacién puede
diferir considerablemente del verdadero valor del momento que queremos
calcular.

Una alternativa para la obtencién de las esperanzas y varianzas de los
descriptores es utilizar los Teoremas 2.1-2.3 para los momentos en el modelo
aproximado con capacidad finita de la 6rbita. Para ello, hemos de comenzar
determinando cudl es el valor del nivel de truncamiento, K, con el que tra-
bajar. Existen diferentes criterios para determinarlo como los que podemos
encontrar en [14, 21]. Nosotros vamos a actuar de la siguiente forma; por
ejemplo, para R, comenzamos calculando F [R®] para el minimo nivel de
truncamiento K = 1 y vamos incrementando sucesivamente el valor de K

56



hasta que se estabilizan las cuatro primeras cifras decimales de F [R®]. Este
serd el valor que fijaremos para la capacidad de la 6rbita. Hacemos lo mismo
para el resto de descriptores en estudio. Una vez determinado el nivel de
truncamiento deseado utilizamos las férmulas (2.4)-(2.6) para chequear la
precisién del truncamiento con la ayuda de los valores de E[I] y E[R] [15,
21].

Los resultados que recogemos en las Tablas 2.1-2.3 corresponden a un
sistema con cinco servidores (¢ = 5), tasa de servicio v = 1.0, intensidades de
tréfico p € {0.2,0.4,0.6,0.8} y tasas de reintento p € {0.05,0.5,2.5, 5.0, 50.0,
100.0}. En concreto, cada celda de las Tablas 2.1-2.3 contiene, en or-
den decreciente, el valor del nivel de truncamiento, K, la esperanza y la
desviacion tipica del correspondiente descriptor, para cada combinacién de
valores (p, it). Por ejemplo, en la Tabla 2.1 podemos comprobar que para la
combinacién (p, ) = (0.4,2.5) tenemos los siguientes resultados: K = 10,
E[R*] = 0.3804 y o(R?) = 1.4420.

Tabla 2.1. Caracteristicas del descriptor R®

7 0.05 0.5 2.5 5.0 50.0 100.0
K 4 3 4 4 3 4
p=0.2| E[R?] 0.0089 0.0087 0.0093 | 0.0096 | 0.0102 | 0.0103
o(R?) 0.1248 0.1204 0.1343 | 0.1404 | 0.1500 | 0.1535
K 17 12 10 10 11 11
p=04| E[R?] 1.1058 0.3708 0.3804 | 0.3978 | 0.4362 | 0.4401
o(R?) 4.7979 1.3946 1.4420 | 1.5172 | 1.6743 | 1.6897
K 72 29 24 24 23 24
p=0.6 | E[R*] | 2520.7615 6.7418 4.6534 | 4.6762 | 4.9806 | 5.0190
o(R®) | 5369.2617 15.4704 | 10.4275 | 10.4164 | 10.9696 | 11.0414
K 295 87 66 63 63 62
p=0.8| E[R®] | 8.0504x10% | 262.5693 | 53.6163 | 46.2652 | 42.7308 | 42.6837
o(R®) | 1.2437x10 | 451.8367 | 96.5183 | 82.8757 | 75.3294 | 75.1205

La Tabla 2.1 nos muestra los resultados correspondientes al descriptor
R?. En ella podemos observar lo siguiente:

e El nivel de truncamiento K aumenta a medida que la intensidad de tré-

fico, p, crece. Esto concuerda con lo que esperdbamos, ya que cuanto mayor
sea la intensidad de trifico necesitaremos tener una mayor capacidad de la
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orbita para que las aproximaciones de los momentos sean lo suficientemente
precisas.

e L.os momentos de R® crecen a medida que lo hace p. De hecho, cuanto
mayor es la intensidad de tréfico mayor es la longitud del periodo de ocu-
pacién y, por lo tanto, mayor es el niimero de sucesos durante dicho periodo,
incluyendo R?®.

e El comportamiento de E [R*] y o(R*) como funciones de p es més
complicado. Para p € {0.2,0.4,0.6} tanto la media como la desviacién
tipica presentan un minimo y son funciones decrecientes cuando p = 0.8.
Este comportamiento puede explicarse mediante el siguiente razonamiento.
Cuando la tasa de reintento crece, la longitud del periodo de ocupacion
disminuye y, consecuentemente, también esperamos una disminucién en el
nimero de sucesos durante dicho periodo, en particular de R*. Por otro lado,
la probabilidad de bloqueo (es decir, la probabilidad de encontrar todos los
servidores ocupados) aumenta segin lo hace la tasa de reintento. Puesto
que cada cliente bloqueado se convierte en un reintento exitoso esperaremos
un crecimiento de R* con valores crecientes de u. La competencia entre estos
dos efectos opuestos explica la existencia de un minimo.

Tabla 2.2. Caracteristicas del descriptor R’

U 0.05 0.5 2.5 5.0 50.0 100.0
K 1 3 6 5 7 7
p=0.2| E[RY 0.0001 0.0012 0.0063 0.0127 0.1299 0.2601
o(RY) 0.0106 0.0430 0.1649 0.3149 3.0843 6.1597
K 17 12 13 13 15 16
p=0.4 | E[R" 0.0700 0.0893 0.3754 0.7439 7.4124 14.8204
o(RY) 0.4549 0.5980 2.3398 4.5813 45.1387 90.1997
K 73 30 29 30 35 36
p=0.6| E[RY] | 561.0671 3.3497 7.5863 | 13.8539 | 127.8487 | 254.4328
o(RY) | 1198.3914 | 10.2630 | 25.0004 | 45.8466 | 423.1055 | 841.9831
K 310 102 85 82 93 95
p=0.8| E[R"] | 6.2119x10'0 | 344.7393 | 189.6291 | 285.5688 | 2201.3942 | 4334.9671
o(RP) | 9.5974x10'0 | 650.3610 | 461.2981 | 721.4581 | 5743.0505 | 11330.8315

La Tabla 2.2 corresponde a las caracteristicas del descriptor R? y de ella
podemos extraer las siguientes conclusiones:

e Observamos nuevamente que el nivel de truncamiento K crece a medida
que lo hace la intensidad de tréfico p.
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e E[R" y o(R") son funciones crecientes de p para cada p fijo.

e Al igual que ocurria con las caracteristicas de R*, el comportamiento
de la media y de la desviacién tipica de R® como funciones de p se complica.
Vemos que ambas medidas son funciones crecientes de p para p € {0.2,0.4},
y presentan un minimo para p € {0.6,0.8}. La explicacién dada para el
descriptor R® sigue siendo vélida para el descriptor RP.

Tabla 2.3. Caracteristicas del descriptor A®

w 0.05 0.5 2.5 5.0 50.0 100.0

K 5 4 3 3 2 1
p=0.2| E[A] 1.8571 1.7205 | 1.7106 | 1.7096 | 1.7085 | 1.7084
o (A%) 4.1387 2.8302 | 2.7900 | 2.7865 | 2.7828 | 2.7825

K 19 10 8 7 5 4
p=0.4 | E[A%] 24.1227 6.8915 | 6.1744 | 6.0957 | 6.0127 | 6.0065
o(A%) 80.0149 10.9445 | 9.0895 | 8.9167 | 8.7434 | 8.7309

K 70 32 18 16 14 10
p=0.6 | E[A®] | 12984.7090 | 30.9567 | 17.9358 | 16.7376 | 15.5491 | 15.4646
o(A%) | 27567.5774 | 50.7205 | 25.1686 | 23.0770 | 21.1046 | 20.9692

K 276 80 53 44 44 38
p=0.8| E[A%] | 1.1205x 10 | 333.8830 | 56.5312 | 44.6263 | 34.6385 | 34.0014
o(A%) | 1.7312x 10 | 525.7812 | 77.5461 | 59.2838 | 44.6423 | 43.7437

En la Tabla 2.3 podemos ver el efecto de la intensidad de trafico y de
la tasa de reintento sobre el nimero medio de llegadas exitosas y sobre su
desviacién tipica. Las conclusiones a las que llegamos son:

e El nivel de truncamiento K es mayor cuanto méds congestionado estd
el sistema, es decir, cuando p — 1 o u — 0.
e Los dos primeros momentos, E[A®] y o(A?), son funciones crecientes

de p, para cada u fijo, y son funciones decrecientes de pu, para cada p fijo.
En particular, cuando la tasa de reintento aumenta serd més probable que
todos los servidores estén ocupados y por lo tanto esperamos que el nimero
de llegadas exitosas decrezca.

En la Tabla 2.4 recogemos los resultados de la inversién numérica de
las funciones generatrices W1 (2), \Ile(z) y ¥4°(2), obtenidos aplicando
el método FFT [52] a las expresiones dadas en los Teoremas 2.1-2.3. Este
método estd basado en evaluar la funcién generatriz que se quiere invertir en
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2™ argumentos complejos z’s, donde 2™ ha de ser tal que la cola de la dis-
tribucién sea menor que un valor dado €. Nosotros hemos elegido € = 1072
y hemos calculado m utilizando la desigualdad de Chebychev. Puesto que
con este método sustituimos la funcién generatriz por una serie de potencias
sobre el dominio finito {0,...,2" — 1}, podemos considerar las probabili-
dades obtenidas como estimaciones de las verdaderas probabilidades. Sin
embargo, es conocido que el método FFT es una herramienta muy potente
para obtener numéricamente la funcién de masa de probabilidad. Adem4ds
nuestra experiencia numérica nos muestra que las diferencias obtenidas en-
tre la inversién numérica y los métodos directos (ver Seccién 2.3) no son
apreciables. En este sentido, en la Tabla 2.5 comparamos los resultados
correspondientes al descriptor R°.

Tabla 2.4. Estadisticos de la inversiéon numérica

L 0.1 1.0 10.0 | 100.0
R? K 28 17 15 17
om 256 64 64 64

koo 81 20 21 22

M 0 0 0 0
P{R* =0} | 0.7466 | 0.7466 | 0.7466 | 0.7466

RP K 24 18 23 24
om 32 64 512 4096

koo 15 16 125 1213

M 0 0 0 0

P{R" =0} | 0.8552 | 0.8480 | 0.7749 | 0.7504

A3 K 26 17 11 9
om 2048 256 256 256

koo 642 79 64 62

M 0 0 0 0

P{A® =0} | 0.2857 | 0.2857 | 0.2857 | 0.2857

Para un sistema con ¢ =5y p = 0.5, cada celda de la Tabla 2.4 recoge,
en orden decreciente, los valores de K, 2™, el percentil de orden 99 (kgg), la
moda (M) y la probabilidad en el punto 0, para diferentes tasas de reintento

p € {0.1,1.0,10.0,100.0}. Se muestran los resultados para los descriptores
R*, RV y A°.

A la vista de estos resultados podemos concluir que
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e Los tres descriptores, R®, R’ y A®, tienen distribuciones con una unica
moda en el punto 0, por lo que sus funciones de masa de probabilidad son
decrecientes.

e Mirando los valores de kgg y de 2™ podemos analizar cémo son las colas
de las distribuciones de estos descriptores en funcién de la tasa de reintento
1. En concreto, observamos que R y A® tienen la cola més pesada cuando
la tasa de reintento es mas pequefia (p = 0.1), mientras que RP la tiene més
pesada cuando la tasa de reintento es mds grande (p = 100.0).

e La probabilidad P{R’ = 0} es una funcién decreciente de p, como era
de esperar, ya que cuanto mayor sea la tasa de reintento ird aumentando
la probabilidad de que haya reintentos bloqueados y, por consiguiente, dis-
minuird la probabilidad de que no haya ninguno. Para los otros descriptores
tenemos que ambas probabilidades, P{R®* = 0} y P{A® = 0}, como fun-
ciones de p, son constantes. De hecho, P{R* = 0} representa la probabili-
dad de no visitar la 6rbita (cualquier cliente de la érbita ha de acabar siendo
servido para concluir el periodo de ocupacién y por lo tanto se convertird en
un reintento exitoso). Por lo tanto, P{R* = 0} corresponde con la probabili-
dad de absorcién por el estado (0, 0), cuando el proceso X’ comienza visitando
el estado (1,0) y los tnicos estados posibles son {(0,0), ..., (c,0),(¢,1)}. Ob-
viamente, esta probabilidad no depende del valor de p. Para A® tenemos
que P{A® = 0} = v/(A + v), ya que el suceso (A° = 0) sélo puede darse
cuando el periodo de ocupacién consiste sélo en el tiempo de servicio del
cliente inicial.

En la Tabla 2.5 podemos comparar las probabilidades P{R* = r} ob-
tenidas por el método directo (ver Teorema 2.5), escritas en negrita, y
las obtenidas mediante la inversién numérica, utilizando los valores de K
y 2™ de la Tabla 2.4. Seguimos trabajando con ¢ = 5, p = 0.5y p €
{0.1,1.0,10.0,100.0}. En la tabla aparecen las probabilidades hasta el per-
centil de orden 99. Las diferencias no son apreciables.
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Tabla 2.5. Célculo de P{R*® = r} : Método directo

versus inversién numérica

r w=20.1 w=1.0 w=10.0 w = 100.0
0 0.746655 0.746655 0.746655 0.746655
0.746656 0.746655 0.746655 0.746655
1 0.035878 0.060550 0.056532 0.053158
0.035879 0.060550 0.056532 0.053158
9 0.019916 0.039501 0.037603 0.036073
0.019917 0.039501 0.037603 0.036073
3 0.013999 0.028484 0.027785 0.027114
0.014000 0.028484 0.027785 0.027114
4 0.011026 0.021683 0.021580 0.021359
0.011027 0.021683 0.021580 0.021359
5 0.009249 0.017054 0.017252 0.017284
0.009250 0.017054 0.017252 0.017284
2 0.003348 0.001325 0.001505 0.001686
0.003348 0.001325 0.001505 0.001686
91 0.003210 0.001306 0.001472
0.003211 0.001306 0.001472
99 0.003081 0.001286
0.003081 0.001286
31 0.000356
0.000356

A continuacién presentamos los resultados numéricos correspondientes
a los coeficientes de correlacion p(RP, A%), p(R’, A®) y p(A*, A®), que reco-
gemos en las Tablas 2.6-2.8. Vamos a ver el efecto que tienen sobre estos
coeficientes la intensidad de trafico, p, y la tasa de reintento, u, en un sis-
tema con ¢ = 5 y v = 1.0. Hemos elegido, de nuevo, el nivel de truncamiento
K como el primer entero que estabiliza las cuatro primeras cifras decimales
del coeficiente de correlacién en estudio.

Las conclusiones que podemos extraer son las siguientes:

e Los tres coeficientes presentan siempre valores positivos. Cuando un
descriptor crece, por ejemplo R?, esperamos que haya aumentado la longitud
del periodo de ocupacién, y consecuentemente el otro descriptor, por ejemplo
A? también crece.
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e Para cada valor fijo de u, los tres coeficientes de correlacién son fun-
ciones crecientes de p, es decir, cuanto mayor sea la intensidad de trafico
mayor es la correlacién entre los descriptores. Ademads, la relacion es prac-
ticamente lineal (coeficiente de correlacién préximo a uno) cuando se tiene
una baja tasa de reintento y una alta intensidad de tréfico, en concreto,
uw=0.05y p=0.38.

e El comportamiento de los coeficientes de correlacién como funciones
de p1, dado un valor fijo de p, es mds complicado. Observamos que p(A*, A?)
es una funcién decreciente de p, para cada valor fijo de p. El coeficiente
p(R?, A%) es una funcién decreciente de p cuando p € {0.4,0.6,0.8}, mientras
que para p = (.2 presenta un minimo en el punto p = 0.5. En cuanto a
p(R?, AY), tenemos que para p = 0.2 es una funcién creciente de p, para
p = 0.4 presenta un minimo en p = 0.5, y es una funcién decreciente de p
cuando p € {0.6,0.8}.

Tabla 2.6. Coeficiente de correlacién p(RY, A%)

[ 0.05 | 0.5 2.5 50 | 50.0 | 100.0
p =02 K 7 7 8 8 9 8
p(Rb, A%) | 0.1237 | 0.1120 | 0.1259 | 0.1284 | 0.1288 | 0.1287
p=0.4 K 18 16 18 17 16 17
p(RY, A%) | 0.7213 | 0.4366 | 0.3581 | 0.3433 | 0.3238 | 0.3222
p=06 K 33 36 29 29 28 30
p(RP, A%) | 0.9987 | 0.7437 | 0.5616 | 0.5246 | 0.4803 | 0.4769
p =038 K 6 72 68 73 65 81
p(RY, A%) | 0.9999 | 0.9237 | 0.6918 | 0.6270 | 0.5427 | 0.5361

Tabla 2.7. Coeficiente de correlacion p(R°, A?)

m 0.05 0.5 2.5 5.0 50.0 | 100.0
p=02 K 8 8 8 10 9 9
p(RP, A%) 1 0.2020 | 0.4783 | 0.6948 | 0.7443 | 0.7956 | 0.7986
p=04 K 17 16 17 16 16 17
p(Rb, A®) | 0.7816 | 0.7507 | 0.8240 | 0.8369 | 0.8454 | 0.8454
p=06 K 43 32 29 30 30 30
p(RP, A®) 1 0.9994 | 0.9175 | 0.8871 | 0.8812 | 0.8702 | 0.8690
p=038 K 6 74 72 69 66 68
p(RP, A®) 1 0.9999 | 0.9769 | 0.9158 | 0.9003 | 0.8784 | 0.8765

63



Tabla 2.8. Coeficiente de correlacién p(A*, A?)

[ 0.05 | 05 2.5 50 | 50.0 | 100.0

p=102 K 7 6 7 6 8 6
p(A, AP) | 0.6186 | 0.2692 | 0.2217 | 0.2145 | 0.2050 | 0.2043

p=04 K 17 14 14 12 12 14
p(A5, AY) | 0.9542 | 0.6934 | 0.5629 | 0.5396 | 0.5119 | 0.5098

p=06 K 23 32 24 24 29 25
p(A5, AY) | 0.9997 | 0.9067 | 0.7852 | 0.7552 | 0.7185 | 0.7158

p=0.8 K 5 59 49 49 59 54
p(A5, AY) [ 0.9999 | 0.9799 | 0.8874 | 0.8514 | 0.7981 | 0.7937

Por tltimo, proponemos un problema de optimizacién donde aplicar los
nuevos descriptores en estudio. Los problemas que se pueden plantear son
de una gran variedad dependiendo de la naturaleza de la funcién de coste y
del entorno en el que se use el modelo. A continuacién exponemos nuestro
planteamiento.

Sea c(R") el coste unitario asociado a un reintento bloqueado y c(A%)
el coste unitario correspondiente a una llegada bloqueada. El problema de
optimizacién consiste en determinar la tasa de reintento p para la que se
minimiza el coste total esperado durante un periodo de ocupacién. Es decir,

min [C(Rb)E[Rb] + c(Ab)E[Ab]] .

Teniendo en cuenta que E[A’] = E[R®] y usando solamente el coste
relativo ¢, = ¢(A®)/c(R"), el problema se reduce a

min [E[Rb] + cTE[RS]} . (2.55)
"
Tabla 2.9. Valor 6ptimo de p
p 0.05 0.5 2.5 5.0 50.0 100.0
p=0.2 0.0268 0.0273 0.0343 0.0416 0.1605 0.2911
p=04 3.3874 1.2017 1.5167 1.9374 8.7210 16.1407
p=0.6] 8123.3516 23.5751 21.5465 | 27.8825 | 142.7905 | 269.4898
p=0.8|3.0363x10" | 1132.4472 | 350.4780 | 424.3644 | 2329.5866 | 4463.0182

En la Tabla 2.9 mostramos los resultados de la funcién de coste medio
(2.55), cuando estamos en un sistema con cinco servidores (¢ = 5), una

64




tasa de servicio v = 1.0 y fijamos el coste relativo ¢, = 3.0. Hacemos
variar la intensidad de trafico p € {0.2,0.4,0.6,0.8} y evaluamos la funcién
de coste en los puntos p € {0.05,0.5,2.5,5.0,50.0,100.0}. Observamos que,
para p = 0.2, el coste medio es una funcién creciente de pu, por lo que tenemos
que el valor 6ptimo es el punto extremo p* = 0.0. Al crecer p obtenemos un
valor 6ptimo propio p* que se ha sefialado en negrita en la tabla.
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Apéndice 2.A
Notacién matricial

e e(r) vector columna de dimensién r con todos los elementos iguales a 1.

e ¢e;(r) vector columna de dimensién r con todos los elementos iguales a
0, excepto el elemento k—ésimo que toma el valor 1.

e 0(r) vector columna de dimensién 7 con todos los elementos iguales a 0.
e ], matriz identidad de dimensién r.
e (, matriz de dimensién r con todos los elementos iguales a 0.

° E,Lj (’I“) = ei(r)e;- (’I")

o o o0 -~ 0 0
1 0 0 0 O
[ ] UT+1: 0 2 0
0o 0 O r 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 O
o Vr+1: 0 0 2
0 0 0 0
0 1 0 0 O
0 0 1 0 O
0 0 o --- 0 1
o o o0 - 0 0

e Si A es una matriz de dimensién m x n y B es una matriz de dimensién
p X g, se define el producto de Kronecker A® B, como la matriz de dimensién
mp X ng cuyo bloque (i, j)—ésimo viene dado por a;; B, es decir,

CL11B cee alnB

A® B = : :

amlB amnB
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Capitulo 3

Eventos exitosos y bloqueados en el
sistema M/G/1 con reintentos

En este capitulo analizamos los descriptores R*, R’ y A*, definidos en el
Capitulo 2, para el modelo M/G/1 con reintentos, centrandonos en el andli-
sis computacional de su funcién de masa de probabilidad a través de métodos
directos. Aunque los descriptores son los mismos que estudiamos en el Capi-
tulo 2, el método de estudio es diferente. El modelo M/M/c con reintentos
es Markoviano y, por lo tanto, su estudio se basa en los instantes en los que
ocurre alguna transicién (es decir, una llegada, una salida o un reintento
exitoso). Sin embargo, el modelo M/G/1 es semi-Markoviano y debe estu-
diarse en los instantes en los que se completa el tiempo de servicio. Asi pues,
el estudio de estos descriptores en el modelo M/G/1 es méds complicado, es-
pecialmente el del nimero de reintentos bloqueados ya que el nimero de
reintentos que se realizan durante un servicio depende del niimero de lle-
gadas al sistema durante dicho servicio. Este capitulo se basa en el articulo
de Amador y Artalejo [5].

El Capitulo 3 estd estructurado en cuatro secciones, las tres primeras
corresponden al estudio de cada uno de los descriptores propuestos. En
concreto, la Seccién 3.1 estd dedicada al cdlculo de la funcién de masa de
probabilidad de R?® para el modelo original M/G/1 con capacidad infinita
de la 6rbita. La complejidad de las ecuaciones que rigen la dindmica del
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nimero de llegadas exitosas y del nimero de reintentos bloqueados hace
que nos planteemos aproximar el modelo original por el modelo truncado
con capacidad finita de la érbita, K. Asi, en la Seccién 3.2 aproximamos la
funcién de masa de probabilidad de A° a través de dicho modelo truncado.
Adicionalmente, en la Seccién 3.3 usamos dos aproximaciones para obtener
las probabilidades de R’. La primera consiste en asumir que los tiempos
de servicio siguen una distribucién de tipo PH. Esta primera aproximacién
es tratada en la Subseccién 3.3.1. En la Subseccién 3.3.2 trabajamos con
una distribucién general del tiempo de servicio y aproximamos la funcién de
masa de probabilidad mediante la reubicacién de las llegadas que ocurren
durante cada servicio.

En la Seccién 3.4 presentamos resultados numéricos de lo desarrollado
en las secciones previas. También comentamos cémo seleccionar el nivel de
truncamiento cuando trabajamos con el modelo aproximado M/G/1 con
capacidad de la érbita K < co. Por iltimo, también incluimos un problema
de optimizacién referente a estos descriptores.

La notacién matricial usada a lo largo del capitulo es coherente con lo
expuesto en el Apéndice 2.A.

Antes de comenzar el estudio de la distribucién de probabilidad de los
descriptores vamos a encontrar expresiones exactas para los valores medios
de los mismos. Recordemos que para el modelo M/M/c con reintentos
conociamos las relaciones (2.4)-(2.6), pero no disponiamos de férmulas ex-
plicitas para cada media.

Sea T un ciclo regenerativo, definido como el tiempo que transcurre entre
dos visitas sucesivas del proceso ) al estado (0,0). También definimos 77
como el tiempo a lo largo de un ciclo que el servidor estd ocupado. Entonces,
la probabilidad de bloqueo, p1. = p, puede ser expresada como [23]

E[Ty ]

" e

Por otra parte, la probabilidad pgg es

1/
Poo = W

Considerando estas igualdades y la propiedad PASTA (Poisson Arrivals
See Time Averages) [55], tenemos que
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E[A"] = AE[T1] = AE[T]p1. = pgq p-

En base a las relaciones (2.4)-(2.6), que continian siendo vdlidas para el
sistema M/G/1 con reintentos, y sabiendo que [21, 23]

BA—=A
Bl = = en 2 [ L0200,

A
P AbBop 7
1—p  2(1-p)
obtenemos las siguientes expresiones para las esperanzas de los descriptores
objeto de nuestro estudio:

E[R] =

E[R*] = E[A"] = py' p, (3.1)
E[A%] =po (1—p) — 1,
E[R"] = pyy (E[R] - p).

3.1 Nuimero de reintentos exitosos

En esta seccién vamos a deducir ecuaciones recursivas para el calculo de la
funcién de masa de probabilidad P{R® = r}, para r > 0.

Sea xf(r) la probabilidad de que ocurran exactamente r > 0 reintentos
exitosos durante lo que resta del periodo de ocupacién, dado que acaba de
finalizar un tiempo de servicio y en ese instante hay ¢ clientes en la érbita,
con 0 < i < r. Observemos que si quedan més de r clientes en la Orbita,
estos han de ser servidos en el periodo de ocupacién residual. Por lo tanto,
el hecho de que ocurran exactamente r reintentos exitosos es un suceso con
probabilidad cero. Notemos también que x§(r) = doy.

Condicionando por el nimero de llegadas durante el primer servicio,
obtenemos que la distribucién de probabilidad de R?® satisface

P{R*=r}=> cai(r), r>0, (3.4)

=0
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donde ¢; es la probabilidad de que ocurran ¢ llegadas durante un tiempo de
servicio, para i > 0, definida en (1.5). Todos los clientes que llegan durante
el servicio pasan a formar parte de la 6rbita y, puesto que cuando comienza
el primer servicio la érbita estd vacia, pueden llegar a lo sumo r clientes
durante el tiempo del primer servicio.

En el siguiente teorema deducimos las ecuaciones que gobiernan la dind-
mica de las probabilidades {z}(r), 1 <¢ <r}, para cada r > 1.

Teorema 3.1. Para cada v > 1 fijo, las probabilidades {x{(r); 1 <1i < r}
verifican el sistema de ecuaciones

M, x5 = B,%,, (3.5)

= (x5(r), ., zi(r)), X1 = 1, X, = (0,x5_,), para r > 2, M, =
(mij) y By = (bij) son matrices cuadradas de dimension r con elementos

A1 —co)+ip, sil<i<r j=i,

mi; = —)\iji, st 1 <1<y <,
0, en otro caso,
b — wpej—q, st 1<i<j<m,
*J 0, en otro caso.

Demostracién. Para deducir las ecuaciones que han de verificar {z(r),
1 <4 < r}, analizamos los posibles eventos durante el tiempo que transcurre
entre dos finalizaciones sucesivas de servicio, teniendo que

A
A+ip

T . r—1
1 .
mf(r) = E Cj—z“'j’(T’) + Miu g Cj—i—&—lx;(?" — 1), 1 <<
j=i '

A+ -
Jj=t—1
(3.6)
Deducimos la ecuacién (3.6), para un ¢ fijo, sin mas que tener en cuenta
que, si en el instante que concluye un servicio quedan i clientes en la dérbita,
puede ocurrir que el siguiente cliente en ser servido sea uno que llega por
primera vez al sistema (con probabilidad A(A + ix)~!) o uno proveniente
de la érbita (con probabilidad iu(A +iu)~t). En cualquier caso, durante el
tiempo que transcurre mientras este cliente estd siendo servido, hemos de
registrar el posible nimero de llegadas que se producen hasta que finaliza el
servicio, teniendo en cuenta que el nimero total de clientes que puede haber
en la érbita debe ser a lo sumo 7.
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Si, para cada r > 1 fijo, expresamos las ecuaciones (3.6) en forma ma-
tricial entonces obtenemos (3.5). O

Puesto que el sistema (3.5) es triangular podemos obtener las probabi-
lidades {zf(r), 1 < i < r} de forma recursiva. Una vez conocidas estas
probabilidades podemos calcular P{R® = r} utilizando la expresién (3.4).

3.2 Numero de llegadas exitosas

En esta seccién estudiamos el nimero de llegadas exitosas durante un pe-
riodo de ocupacién. En este caso, vamos a aproximar el modelo original
M/G/1 con reintentos y capacidad infinita para la érbita por un modelo
truncado con una capacidad finita de la érbita, K > 1. De este modo los
clientes que llegan al sistema y encuentran el servidor ocupado y la érbita
completa (es decir, encuentran el estado (1, K)) abandonan el sistema sin
ser servidos. La necesidad de trabajar con el modelo aproximado en lugar
del original vendrd justificada més adelante.

Sea y?(a) la probabilidad de que ocurran a llegadas exitosas durante lo
que resta del periodo de ocupacién, dado que en el instante de finalizar el
servicio habfan quedado i clientes en la érbita, para 0 < ¢ < K. Obviamente

yS(a) = 50(1-

Condicionando por el nimero de clientes que llegan durante el tiempo
del primer servicio obtenemos que la funcién de masa de probabilidad de A®
verifica

K—1 K—1
P{A* =a} = Z ciyi(a) + (1 - Z ci> yi(a), a>0, (3.7)
i=0 i=
yva que si llegan menos de K clientes todos pasardn a la érbita, pero si llegan
K o més solamente formardn parte de la érbita los K primeros y el resto
se perderd. En el modelo M/G/1 con reintentos y capacidad infinita de la
orbita todos los clientes que llegan durante el tiempo de servicio pasan a la
6rbita y tendriamos, por lo tanto, una serie infinita en (3.7) en lugar de las

sumas finitas que nos aparecen en el modelo truncado.

El Teorema 3.2, que enunciamos a continuacién, nos da el sistema de
ecuaciones que proporciona las probabilidades {y/(a), 1 < i < K}, para
cada a > 0.
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Teorema 3.2. Para cada a > 0 fijo, las probabilidades {yf(a); 1 <i < K}
satisfacen el sistema de ecuaciones

Myg = bg, (3.8)
My, = By, 1, a>1, (3.9)

donde y3 = (y(a), ., y3c(a))', by = (o, 0., 0, M = (my) y B = (by)
som matrices cuadradas de dimension K con elementos

(A +ip —iucy, st 1<i<K-—-1,j=1,
A+ Kp—Ku(l—c), sii=j=K,
o —iuco, s12<1<K,5=1—1,
TN —ipei, sil<i<j<K-1,
—ip(1 = S ), sil<i<K-1,j=K,
0, en otro caso,
AC]‘_Z', s11<1<j<K—1,
bij = A (1— (1 —511() i{zioiilck), st 1 < ) < K, j = K,
0, en otro caso.

Demostracién. Comenzamos con a = 0 y analizamos cudles son las ecua-
ciones que deben verificar las probabilidades {y7(0), 1 < i < K}. Para que
no haya llegadas exitosas los clientes que reciben servicio deben proceder
siempre de la 6rbita. Teniendo esto en cuenta y que los clientes que llegan
durante el tiempo de un servicio pasan a la érbita, obtenemos que

i
y; (0) = Ntip > cinyi )+ 1= > ¢ | yk(0) ],

1<i<K. (3.10)

Para analizar el caso ¢ > 1 hemos de distinguir si el cliente que va a
recibir servicio procede de la érbita o es una nueva llegada. Si el que accede
al servicio es un cliente que llega por primera vez al sistema (es decir, una
llegada exitosa) entonces el nimero de llegadas exitosas que deben darse en
el periodo de ocupacién residual serd a — 1. En base a esto y considerando
nuevamente las posibles llegadas durante el tiempo de servicio llegamos a
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K-1 K-1
y; (a) = AH yila—)+ [ 1= ¢ | yila—1)
j=i j=i
i,u K-1 K—-1
i | 2 G+ | 1= 0 i | wic(a) |
+p \ = =
j=i—1 Jj=i—1
1<i<K-1,a>1. (3.11)

S >\ S
yi(a) = AJFKMyK(OL— 1)
Ku

5 &g Coviea (@ + - yic(@), azl (3.12)

Podemos agrupar las ecuaciones (3.10)-(3.12) en una tnica expresion
como

\ K-1
yz( ) (1 0a) Tip ( - 52K) o Cj—ilY; (CL - 1)
K-1
+ 1= —=dix) p_ ¢j—i | yk(a—1)
Jj=t

. K
i
+ : g cj—it1yj(a) + | 1 — E:ijiﬂ yi(a) |
Atip j=i—1 j=i-l1

1<i<K, a>0. (3.13)

Si, para cada a > 0 fijo, expresamos el sistema de ecuaciones (3.13) en
forma matricial obtenemos (3.8) y (3.9). O

Podemos justificar el uso del modelo truncado con capacidad finita de la
6rbita, en lugar del modelo original, sin mas que observar la férmula (3.13).
Si trabajdsemos con una 6rbita infinita en la ecuacién (3.13) nos aparecerian
series infinitas en lugar de las sumas finitas que tenemos cuando usamos el
modelo aproximado, al igual que nos sucedia en la férmula (3.7). Ademsés,
para cada a fijo tendrfamos que resolver el sistema (3.9) (o (3.8) si a = 0)
de infinitas ecuaciones, donde la matriz M serfa una matriz de dimensién
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infinita y de tipo Hessenberg superior. Desafortunadamente este tipo de
sistemas de ecuaciones no tiene solucién conocida. Es por ello, por lo que
trabajamos con un modelo M/G/1 con reintentos con capacidad finita, pero
K debe ser lo suficientemente grande para que el modelo truncado conserve
las propiedades fundamentales del modelo original. Falta por especificar
c6mo elegir dicho valor K, lo que posponemos a la Seccién 3.4.

A la vista del Teorema 3.2 y una vez elegido el nivel de truncamiento para
la 6rbita, la forma de actuar para obtener la funcién de masa de probabili-
dad de A?® serfa la siguiente. Comenzamos resolviendo el sistema (3.8) con
lo que obtenemos los valores de las probabilidades {yf(0), 1 <14 < K}. Uti-
lizando la expresion (3.7) para a = 0 calculamos P{A® = 0}. A continuacién
resolvemos, de forma recursiva, para a > 1, el sistema (3.9) obteniendo las
probabilidades {y/(a), 1 <i < K}. Aplicando nuevamente (3.7) calculamos
el valor de P{A® = a}, para a > 1.

3.3 Nimero de reintentos bloqueados

A continuacién analizamos la funcién de masa de probabilidad del niimero
de reintentos bloqueados durante un periodo de ocupacién, RP. Al igual que
para el estudio del descriptor A®, consideramos el sistema con capacidad
finita de la 6rbita. Los clientes que llegan y encuentran el sistema en el
estado (1, K) se pierden y, por lo tanto, no producen reintentos bloqueados.

El niimero de reintentos bloqueados durante un tiempo de servicio de-
pende del nimero arbitrario de clientes que llegan por primera vez al sistema
a lo largo de dicho servicio. Por lo tanto, va a ser muy dificil, si no imposible,
encontrar la distribucién exacta de R? cuando consideramos una distribucién
general del tiempo de servicio. Por ello planteamos dos aproximaciones.

En la primera aproximacién resolvemos el problema considerando dis-
tribuciones de servicio de tipo PH [42]. Este tipo de distribuciones de pro-
babilidad forman una familia muy versédtil. La distribucién exponencial,
la hiperexponencial y la de Erlang, entre otras, pertenecen a esta familia.
Cabe destacar algunas propiedades importantes relativas a este tipo de dis-
tribuciones. Una de ellas es que el conjunto de distribuciones de tipo PH es
denso en el conjunto de todas las distribuciones de probabilidad definidas
en el intervalo [0,400). Ademds, sumas y mixturas de variables aleatorias
independientes con distribuciones PH también se distribuyen de acuerdo
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a una PH. En la Subseccién 3.3.1 estudiamos la distribucién de R® en el
modelo M/PH/1 con reintentos y capacidad de la 6rbita K, con K > 1.
La segunda aproximacién hace referencia a los instantes de llegada de los
clientes nuevos, durante el tiempo de servicio. La aproximacién consistird
en la reubicacién de estas llegadas, en el sentido que concretaremos més
adelante en la Subseccién 3.3.2.

3.3.1 Tiempos de servicio PH

Supongamos que los tiempos de servicio siguen una distribucién tipo PH
de orden m caracterizada por («,T"), donde el vector fila a =(a, ..., )
corresponde a la distribucién de la fase inicial y la matriz cuadrada T, de
dimensién m, determina las tasas infinitesimales de los cambios de fase. Sea
el vector columna t = —T'e(m), con e(m) definido en el Apéndice 2.A, que
determina las tasas infinitesimales de finalizacién de servicio.

El estado de la cola M/PH/1 con reintentos y capacidad de la érbita K en
el instante ¢ viene descrito por la cadena de Markov { (K% (¢), N¥(t)); t > 0},
donde K (t) = 0 representa que el servidor estd vacio y KX (t) = i, para
1 < ¢ < m, denota la fase en la que el servidor estd proporcionando servicio.
NE(t) es el nimero de clientes en la érbita. El generador infinitesimal viene
dado por la siguiente matriz cuadrada, tridiagonal por bloques, de dimensién
(m+1)(K+1):

A(()O) A(()H) Oms1 -+ Omg1 Omg1
AT AD AT 0t Ot
Ox = ’ (3.14)
Omt+1 Omg1 Opgr - Agg)q Ag——li
Om+1 Omar Opgr - Aﬁ;” AE?)

donde AY (0<j < K), A" (0<j<K-1)yAY (1<j<K)son

las siguientes matrices de dimensién (m + 1) x (m + 1):

A _ (0 Jjpe 40 _ ( —(A+jn) A
J Opx(msry ) t (1= 68jg) M +T )’

AYY = X(Ig1 — Buy(m +1)).
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Para encontrar la funcién de masa de probabilidad del nimero de reinten-
tos bloqueados durante un periodo de ocupaciéon comenzamos condicionando
sobre la fase de la primera llegada. Entonces, tenemos que

P{R" =71} = apypo(r), r =0, (3.15)
k=1

donde y,’i j(r) es la probabilidad de que se produzcan r reintentos bloqueados
en lo que resta del periodo de ocupacién, dado que el estado actual del
sistema es (k,j), para0 <k <my0<j < K.

Para calcular la funcién de masa de probabilidad es necesario obtener
previamente las probabilidades yz j (r). El Teorema 3.3 proporcionard el sis-
tema de ecuaciones a resolver para conseguir estas probabilidades. Previa-
mente, para facilitar la comprensién, vamos a considerar dos casos parti-
culares de distribuciones tipo PH: la distribucién hiperexponencial y la de
Erlang.

1. Tiempos de servicio hiperexponenciales

Supongamos que los tiempos de servicio son hiperexponenciales; es decir, su
funcién de distribucién de probabilidad es B(z) = > ;" pr(1 — e V*%), para
z>0,pr, >0y >, pr = 1. Obviamente esta distribucién es de tipo PH
con vector a = (p1,...,pm) y matriz T = —Diag(v1, ..., V). Para calcular
la funcién de masa de probabilidad de R® usamos la ecuacién (3.15), donde
las incégnitas yz y (r) satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones, para cada
r fijo:

Yoo(r) = Sor (3.16)
b b b .
(r) = > prsk > . 1<j<K, (317
Yo;(7) Nt k:1pk?/1cj(7”) + Nt kilpkyk,]q(?“)v <j<K, (3.17)
A v
b b k b
(r)= ———yp (1) + —————y: (7
ykj( ) )\+Vk+]/1/yk’]+1( ) >\+Vk+j,uy0]< )
Jp .
+(1 = do) 3= —— o +juy,l;j(r —1), 1<k<m,0<j<K-1, (3.18)
b Vi b Ku b
_ 1— ——r -1 1<k <m.
Yri (1) Vk+KM3/0K(T)+( 50T)Vk_|_K'uykK(r ), 1<k<m

(3.19)
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La igualdad (3.16) es obvia. En las ecuaciones (3.17) recogemos la idea
de que si el servidor estd libre y hay j clientes en la érbita puede ocurrir que
el siguiente cliente en ser servido sea una llegada nueva o un cliente prove-
niente de la érbita. Independientemente de donde provenga el cliente, con
probabilidad py accederd a un servicio cuya duracién sigue una distribucién
exponencial de pardmetro v, 1 < k < m, pasando al estado (k,7j), si era
una llegada nueva, o al estado (k,j — 1), si era un cliente de la 6érbita. Si el
servidor estd ocupado y la érbita no estd completa; es decir, estamos en el
estado (k,7),con 1 <k <my0<j< K —1, puede ocurrir una llegada
bloqueada, una finalizacién del servicio o un reintento bloqueado. En el 1l-
timo caso quedardn por suceder r — 1 reintentos bloqueados en lo que resta
del periodo de ocupacién. Todo lo anterior estd recogido en las ecuaciones
(3.18). Por ultimo, en las ecuaciones (3.19), recogemos el hecho de que si el
servidor estd ocupado y la érbita estd completa entonces sélo puede darse
la finalizacién del servicio o un reintento bloqueado.

2. Tiempos de servicio Erlang

En este caso tenemos que B(z) = [ (m”ifl)!tmfle*”tdt, paraxz > 0y m €
{1,2,...}. La distribucién de Erlang también es una distribucién tipo PH con
vector o« = (1,0,...0) y matriz T' = v(Wy41 — Ln11). Ahora, la expresién

(3.15) queda reducida a

P{R" =1} =4fy(r), r=0,

donde para obtener 9?0(7") hemos de resolver, para cada r fijo, el sistema de
ecuaciones que se da a continuacién, al que se llega utilizando un argumento
similar al realizado para la distribucién hiperexponencial.

ySO (T) = 507"7

A g .
ygj(r) Nt —i—juyl{j(r) + /\+j'uyl17,j—1(7“)a 1<j<K,
A v
b _ b b
Yri(r) = 7)\+V+juyk,j+l(r)+7)\+V+juyk+l,j(r)
Jh b .
1—4dgr)———y.(r—1 1<k<m-1,0<j<K-1
+( Or))\+V+juykj(r )7 SRSM s 7= s
Pore(r) = —2 g () + (1= o)l (r—1), 1<k <m—1
v+ Kpohth v+ Kpu ’ - ’
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)\ b 14

yfnj(r) = mym,j-u(?") + mygj(r)

H1 = bo) gy = 1), 05K -1,
Yhuse(r) = —2 gy () + (1= o)l (= 1),
m v+ Kp 0 v+ Kpo™

A continuaciéon damos el Teorema 3.3, vdlido para cualquier distribucién
de servicio PH, que proporciona, en forma matricial, el sistema que gobierna
a las probabilidades yzj (r).

Teorema 3.3. Para cada v > 0 fijo, las probabilidades {y,l;j (r); 0 <k<m,
0 < j < K} wverifican el sistema de ecuaciones

= f°, (3.20)

b
donde y? = (y§(r), ..., ¥%(r)) v ¥} ( ) = (yo]( 1)y e Y (1)), para 0 < j <
K, ) =—eil(m+1)(K+1)) y ﬁ’= —Ry? 4, parar >1,y

P=Qy—R-F,
R=pViki1 ® (Ims1 — E1i(m + 1)),
F = E11((m + 1)(K + 1))(QK + Ell((m + 1)(K + 1))), (3.21)

siendo Qi el generador infinitesimal del sistema M/PH/1 con reintentos y
capacidad de la érbita K, dado en (3.14).

Demostraciéon. Teniendo en cuenta las posibles transiciones desde el estado
actual del sistema, obtenemos que las probabilidades y,g j(r), para cada r > 0,
verifican las siguientes ecuaciones:

ygo( ) = 5o7~, (3.22)
A m
b .
)=y 1<j<K, (323
ij(T) Xt i k:1akyk] ,J 1( =7 = ( )
(o p—— (S i wr——— § trkr
& A=t + jp” I - tkk Sy +
k’;ék
172 b JH
+—yg:(r)+ (1 = 0gp) —————y.(r — 1),
X — tir +]My0]( ) ( UT))\ — tin _'_j/lek]( )
1<k<m, 0<j<K-—1, (3.24)
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1 = t
b b k b

r)= ik Y 1o (1) + r
Yir (1) "t + K g ’;,:1 Yo (T) _tkk+KMy0K( )

K #k
Kp
+(1 —dgp) ———— r—1), 1<k<m, 3.25
(1= Gor) e vhcr = 1) (3.25)

siendo T' = (t;5) vy t = ().

Expresando el sistema (3.22)-(3.25) en forma matricial obtenemos (3.20).
O

Observemos que la matriz Qg en (3.14) describe la dindmica infinitesi-
mal de la cola M/PH/1 con reintentos y capacidad de la érbita K < oo,

incluyendo: i) las llegadas bloqueadas (véase AEH)), ii) los reintentos exi-
tosos (véase A§71)), iii) las llegadas exitosas (véase Aa en A§O)), iv) las

. . , 0
finalizaciones de servicio (véase t en A§ )
. 0 . . .
(vease T en A§ )). Los reintentos bloqueados no producen ninguna transicién
en la cadena de Markov, por lo que su efecto no estd representado en el
generador infinitesimal Qg sino en la matriz R y en el vector f°. Por otro

lado, para recoger la ecuacién (3.22) hemos de restar la matriz F' en (3.21).

) y v) las transiciones entre fases

3.3.2 Aproximacion basada en la reubicacién de llegadas

Como menciondbamos anteriormente, las distribuciones de tipo PH dan una
representacion versatil de los tiempos de servicio que pueden satisfacer las
necesidades préacticas. Sin embargo, podemos seguir interesados en traba-
jar con tiempos de servicio mds generales, no necesariamente de tipo PH.
A continuacién tratamos esta situacién méas general, donde para darle una
solucién utilizaremos una aproximacion basada en la reubicacién de las lle-
gadas bloqueadas durante cada tiempo de servicio.

Consideramos el sistema M/G/1 con reintentos y capacidad finita de
la 6rbita. Sea xf(r) la probabilidad de que se produzcan r reintentos blo-
queados en lo que resta del periodo de ocupacién, dado que al acabar un
servicio quedaron ¢ clientes en la 6rbita, con 1 < i < K, r > 0. Nétese que
558 (r) = dor. Condicionando por el nimero de llegadas y reintentos durante

el primer servicio tenemos que
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P{R" =0} = (1—61k) Z ci022(0) + df 2% (0), (3.26)

Z

K-1 r

P{R' =r} = (1-61k) Zch’kxbr— —I—Zde be(r—k), r>1,
1=1 k=0

(3.27)

donde czk es la probabilidad de j llegadas originales y k reintentos bloquea-
dos durante un servicio, dado que inmediatamente después del comienzo de
dicho servicio el ntimero de clientes en 6rbita es ¢, para 0 <i: < K, j >0y
k > 0. Por otra parte, dK ok s 1a probabilidad de que durante un servicio
se produzcan al menos K — 1 llegadas originales y k reintentos bloqueados,
dado que en el instante mmedlatamente posterior al comlenzo del servicio
hay ¢ clientes en érbita, es decir, d = Zj K 10{ para0 <i< Ky
k> 0.

La dindmica de las probabilidades x%(r) es recogida en el Teorema 3.4.
Previamente discutimos cémo obtener, de manera aproximada, las canti-
dades czk y d?il’k. Supongamos que la longitud del tiempo de servicio es
z y que llegan j clientes nuevos en los instantes x1,...,x;, lo que implica
que estos clientes pueden producir reintentos durante los tiempos de ser-
vicio residuales de longitudes © — x1,...,x — x;, respectivamente. Parece
bastante dificil manejar estas restricciones multidimensionales, por lo que
proponemos aproximarnos a la situacién suponiendo que los j clientes lle-
gan al sistema en el instante intermedio z/2. Esta aproximacién afecta, en
media, sélo a p < 1 clientes por serv101o En base a esta reubicacion de
llegadas tenemos que las cantidades 07 pueden aproximarse por

De donde deducimos, tras realizar algunas operaciones, que

. . k
A= D [ et tap @), @)
. . 0
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. K—ik SK—ik oo gk
y en base a la definicién de d; tenemos que d; => =K i ¢l por

consiguiente obtenemos

((Kgnu)k © e
A : +i)pxz
AL N . / e_%xkdB(w)
i k! 0
K—i—1 |4 .
N[O (g Etau),

—(1 = i) Z ju/ e (+t552) I RdB(x) | . (3.29)

j=0 7770

Veamos seguidamente las expresiones exactas que toman estas cantidades
en los casos particulares de tiempos de servicio exponenciales, hiperexponen-
ciales y de Erlang.

1. Tiempos de servicio exponenciales

Particularizando (3.28) al caso B(z) = 1 — e ¥*, para > 0, tenemos que

. Nk

2o () Vv (i + %)

Z J ()\+I/+i+]¥“)j+k+1'
K73

A su vez, (3.29) se reduce a

JE-ik _ 2
i = i\ AT
(u+ ( ;)u)
. K—i-1 ,. ,
(K +i)p\" Jj+k N
j=0 ()\ + v+ 5 >

2. Tiempos de servicio hiperexponenciales

Si los tiempos de servicio son hiperexponenciales tenemos que

y Lk m )\jI/l (w—l—%)k
Cj-’k—<] . >Zpl

i - NJHRFL
st ()\+ul+iu+%)
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3. Tiempos de servicio Erlang

En este caso, las férmulas (3.28) y (3.29) conducen a

. ) k

C kN (m - 1)! (/\—i-l/—I—iu—i-%‘)jJer’

JE-ik _ 2 (k+m—1)!
‘  E(m—1)! Kt )t
—(1—5-K)Ki:1(j+k+m1)! N
=0 7! ()\ +v+ A(K;i);i)ﬁr“m

El Teorema 3.4, que enunciamos a continuacién, proporciona el sistema
de ecuaciones que han de verificar las probabilidades {z%(r), 1 < i < K},
para cada r > 0, considerando las aproximaciones previas.

Teorema 3.4. Para cada r > 0 fijo, las probabilidades {z2(r); 1 <i < K}
satisfacen el siguiente sistema tridiagonal por bloques:

Noxb = bl (3.30)
Noxt =Y Npxl_,.. r>1, (3.31)
m=1

/
donde xb = (:Ull’(r),...,xl}((r))l, para > 0, b = (,uég’o,o...,O) , Y Ny =
m

(nj}) son matrices cuadradas de dimension K con elementos
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Aip— A0 —ipe sil<i<K-1,7=1i,
A Kp— Ay — Kpdy |, sii=j=K,
Lo ) =i, si2<i<K, j=i—1,
4 AT e O sil<i<j<K-1,
L 777, (A sil<i<K-1,j=K,
0, en otro caso,

ypara 1 <m <,

A 4 ipe ™, sil<i<K-1,j=i,
Adﬂm+KudK . sii=j=K,
L ey, N $i2<i<K,j=i—1,
g AT el si1<i<j<K -1
)\dK””—i— pdf TV si1<i< K —1,5 =K,
L 0, en otro caso.

Demostracién. Condicionando sobre la procedencia del cliente que ocupa
el servidor y contando el nimero de llegadas nuevas y de reintentos produci-
dos durante el servicio en curso, tenemos que

(2

)\ r K-1 o
2 (r) = : 1 =0ik) Y e ab(r — k) + df " Fabe(r — k)

1<i<K, r>0. (3.32)

Poniendo este sistema de ecuaciones en forma matricial y aproximando
las probabilidades ¢ w y di](ﬂ’k por &/ ok y diKﬂ’k, respectivamente, obtenemos
(3.30) y (3.31). O

La combinacién de las férmulas (3.26) y (3.27) y la solucién iterativa de

los sistemas (3.30) y (3.31) completa este segundo método de aproximacion
para la obtencién de las probabilidades P{R" = r}.
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La comparacién entre los dos métodos aproximados serd realizada en la
siguiente seccién a través de resultados numeéricos (véanse las Tablas 3.7 y
3.8). Una manera de ver la efectividad de estas aproximaciones serd com-
parar las aproximaciones de E[R®] con el verdadero valor esperado, dado por
la ecuacién (3.3). Para ello, a continuacién vemos cémo podemos obtener
los valores esperados de R’ para las dos aproximaciones.

Denotamos por E[Rb] el valor esperado de R® cuando utilizamos la apro-
ximacion basada en el truncamiento de la 6rbita y distribucién de servi-
cio PH. Si en (3.15) multiplicamos las probabilidades P{R’ = r} por 7 y
sumamos desde r = 0 hasta oo, tenemos que

E[R"] =) xRy, (3.33)
k=1

donde sz es el nimero esperado de reintentos bloqueados en lo que resta
del periodo de ocupacién, dado que el estado actual del sistema es (k,j),
para0<k<my0<j<K.

Para obtener las incégnitas {sz,O <k <m0 <j < K} multipli-
camos las ecuaciones (3.22)-(3.25) por r y sumamos desde r = 1 hasta oo,
queddndonos por resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

Rgozo,
A in
RYi= " oyRb+———) Rl .|, 1<j<K,
07 >\+]M; kAL )\+]#; kL 51 =7 =
_ A _ 1 “ - 12 =
Rb4 = Rb . 4+ — tkk/Rb/' —+ %Rb'
MU XN =t + g A—tkk-irjﬂk,z_l R |
KAk

Jh =b Jh

eI g I hcm 0<j< K1,
A=tk + 50 TN — b, +

_ 1 i _ tr —
RV (r) = ———— tip RS je + ——~—— RS
1 () —tkk+Kuk,Z::1 o B + =g, Toe
k'#k
Kp 5 Kp

- R+ F 1<Kk <m.
—tge + Kp K~ + K -
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Para la aproximacién basada en la reubicacién de llegadas, denotamos
por E [R?] el valor esperado de R?, y por Ri’ el nimero esperado de reintentos
bloqueados en lo que resta del periodo de ocupacién dado que al finalizar
un servicio han quedado 7 clientes en la 6rbita, con 1 < i < K. Si en (3.27)
multiplicamos por r y sumamos desde » = 1 hasta oo, tenemos que

K-1 K-1 0o o0
BRY) =(1-61k) Y R+ <1 -> ci> R +3 7> keg”

=0 i=1 k=0

Aproximando c;k por é;k obtenemos que
e, o] o
Mk AL
Z Z k’Cl = jpupy + 752-
i=0 k=0

Por lo tanto, teniendo en cuenta que cg’k =0si k2>1, E [Rb] se reduce

K—-1 K-1
EIR) = (1-61k) Y el + (1 -y ci> b+ 752 (3.34)

=1 1=0

Para calcular las incégnitas {ﬁié’, 1 <14 < K}, nuevamente multiplicamos
las ecuaciones de (3.32) por r y sumamos desde r = 1 hasta 00, obteniéndose

el siguiente sistema de ecuaciones, tras reemplazar cj por c; :

K—1
A +ip) Ry =M | (1=6ik) Y cjilt | +ip Zqu
Jj=t Jj=i—1
K—i—1 K—i
+ A 1-(1-6ir) Z +ip 1—ch RS,
j=0 =0

A
+ipBy(A+ (i = ) + S-By(A+ i), 1 <i < K.

3.4 Resultados numéricos

En esta seccién presentamos ejemplos numéricos que nos ayudan a evaluar
el comportamiento de los descriptores en estudio.
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En primer lugar, vamos a mostrar resultados relativos a las esperanzas
de los descriptores R®, R® y A®, para diferentes elecciones de la distribucién
del tiempo de servicio. En concreto, consideramos tiempos de servicio con
distribuciones Erlang-3 (E3), exponencial (M) e hiperexponencial (Hs), de
forma que el primer momento, [3;, se ha normalizado para que en cualquiera
de las tres distribuciones tome el valor 1. En el caso de la distribucién
hiperexponencial fijamos el coeficiente de variacién como 1.25.

Para obtener los valores exactos de las esperanzas hemos utilizado las

férmulas (3.1)-(3.3). En el caso Markoviano; es decir, cuando los tiempos de

A
.. .. . _ A 9
servicio se distribuyen exponencialmente, sabemos que pool ={1—=p)~

[33]. Entonces, podemos obtener las siguientes expresiones explicitas:

N 2
E[R=(1-p) ! <1p_ P + 2(A153Mp)) '

Las Tablas 3.1-3.3 recogen respectivamente los valores de E[R®], E[A?]
y E[R?] para las tres distribuciones de servicio mencionadas previamente.
Se consideran diferentes intensidades de trafico, p € {0.2,0.4,0.6,0.8}, y
diferentes tasas de reintento, u € {0.05,0.5,2.5,25.0,100.0}. M&s concreta-
mente, cada casilla de la tabla estd asociada a un par (p, ) y contiene las
esperanzas asociadas a las tres distribuciones de servicio.

En la Tabla 3.1, correspondiente a E[R?], podemos observar lo siguiente:

e El nimero medio de reintentos exitosos durante un periodo de ocu-
pacién aumenta a medida que lo hace la intensidad de trafico y disminuye
segliin aumenta la tasa de reintento.

e Comparando los resultados para las tres distribuciones de los tiempos
de servicio, denotadas por E[R*(E3)|, E[R*(M)] y E[R*(H2)|, tenemos que
E[R*(Es)] > E[R*(M)] > E[R*(H2)], para cualquier combinacién de valores
(P 1)
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Tabla 3.1. La esperanza E[R?]

u 0.05 0.5 2.5 25.0 100.0
Es 0.62980 0.27419 | 0.25466 | 0.25046 | 0.25011
p=02| M 0.61035 0.27334 | 0.25450 | 0.25044 | 0.25011
H, 0.59722 0.27274 | 0.25439 | 0.25043 | 0.25010
Es 53.9622 1.03449 | 0.72790 | 0.67255 | 0.66813
p=04| M 39.6916 1.00320 | 0.72344 | 0.67213 | 0.66803
H, 33.0976 0.98513 | 0.72081 | 0.67189 | 0.66796
Es 346968.2 5.15835 | 1.92032 | 1.53751 | 1.50929
p=06| M 89406.9 4.50421 | 1.86894 | 1.53335 | 1.50826
Hy 44224.8 4.19806 | 1.84281 | 1.53119 | 1.50773
E3 | 7.9274 x 1013 | 85.4608 | 7.37906 | 4.25259 | 4.06170
p=0.8| M | 6.1035 x 10" | 52.5305 | 6.69468 | 4.21140 | 4.05183
Hj | 6.3259 x 100 | 41.8761 | 6.39795 | 4.19235 | 4.04724

Los resultados de la Tabla 3.2 para E[A®] muestran que su compor-
tamiento es similar al de la esperanza de R?; es decir, la esperanza es funcién
creciente de p, para cada p fijo, y funcién decreciente de p, para cada p fijo.
También tenemos que E[A*(E3)] > E[A%(M)] > E[A*(H2)].

Tabla 3.2. La esperanza E[A?]

u 0.05 0.5 2.5 25.0 100.0
Es 1.51922 0.09679 | 0.01865 | 0.00184 | 0.00046
p=02| M 1.44140 0.09336 | 0.01801 | 0.00178 | 0.00044
Hy 1.38890 0.09098 | 0.01756 | 0.00174 | 0.00043
Es 79.9433 0.55173 | 0.09185 | 0.00882 | 0.00219
p=04| M 58.5374 0.50480 | 0.08516 | 0.00820 | 0.00204
H, 48.6464 0.47770 | 0.08122 | 0.00784 | 0.00195
Es 231311.1 2.43890 | 0.28021 | 0.02501 | 0.00619
p=06| M 59603.6 2.00281 | 0.24596 | 0.02223 | 0.00551
H, 29482.2 1.79870 | 0.22854 | 0.02079 | 0.00515
Es | 1.9818 x 1013 | 20.3652 | 0.84476 | 0.06314 | 0.01542
p=0.8| M | 1.5258 x 10" | 12.1326 | 0.67367 | 0.05285 | 0.01295
Hy | 1.5814 x 1010 | 9.46903 | 0.59948 | 0.04808 | 0.01181
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El comportamiento de F/ [Rb] es més complicado, como podemos observar
en la Tabla 3.3. M4ds concretamente, vemos que

e El nimero medio de reintentos bloqueados durante un periodo de ocu-
pacién es una funcién creciente de p, para cada p fijo.

e Para cada p fijo, E[R’] no es, en general, una funcién monétona de .
Si p = 0.2, E[R"] es una funcién creciente de y cuando las distribuciones de
servicio son exponencial e hiperexponencial y alcanza un minimo en g = 0.5
cuando la distribucién es Erlang. Si p = 0.4, E[R"] tiene un minimo en
= 0.5, para cualesquiera de las tres distribuciones de servicio que estamos
considerando. Para p = 0.6, E[R’] tiene un minimo en p = 0.5 cuando
las distribuciones de servicio son la exponencial y la hiperexponencial, y en
p = 2.5 cuando la distribucién es Erlang. Para p = 0.8 el minimo lo alcanza
en pu = 2.5 para las tres distribuciones.

e Las relaciones entre las esperanzas para las distintas distribuciones, que
denotamos E[R(F3)], E[R*(M)] y E[R’(Hs)], dependen de la combinacién
de valores (p, s1). Para (p, 1) € {(0.4,0.05), (0.6,0.05), (0.8,0.05), (0.8,0.5)}
tenemos que E[R(E3)] > E[R(M)] > E[R’(Hz)]. Para el resto de combi-
naciones E[R’(F3)] < E[RY(M)] < E[R*(H>)].

Tabla 3.3. La esperanza E[R]

m 0.05 0.5 2.5 25.0 100.0

Es 0.18369 0.18279 | 0.59421 | 5.28058 | 20.9054
p=02| M 0.19073 0.23917 | 0.85894 | 7.88907 | 31.3264
H, 0.19713 0.28659 | 1.08216 | 10.0898 | 40.1190
Es 38.9727 1.26437 | 2.50721 | 19.1303 | 74.6824
p=04| M 29.7687 1.50480 | 3.49664 | 28.4538 | 111.783
H, 25.5989 1.70860 | 4.32867 | 36.3172 | 143.084
Es 549366.3 12.0361 | 10.8818 | 66.3694 | 253.812
p=06| M 145286.3 12.3865 | 14.4843 | 98.1345 | 379.329
H, 73420.0 13.0205 | 17.5211 | 124.911 | 485.209
Es3 | 3.3030 x 10™ | 484.278 | 91.0084 | 371.393 | 1370.14
p=0.8| M | 2.5939 x 10'2 | 341.448 | 110.462 | 543.271 | 2042.12
Hy | 2.7330 x 10! | 301.639 | 128.059 | 688.201 | 2608.95

En las Tablas 3.4-3.6 resumimos algunas otras caracteristicas de estos
descriptores. Mads concretamente cada casilla de estas tablas contiene, en
orden decreciente, la probabilidad en el punto cero, la moda o modas de la
distribucién y la probabilidad acumulada en el punto 100.
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Recordemos que es posible calcular la funcién de masa de probabilidad
de R? sin necesidad de truncar la érbita. Por el contrario, para calcular la
distribucién de A* y R’ necesitamos trabajar con un modelo aproximado
con capacidad finita de la 6rbita. Puesto que en este capitulo nos hemos
centrado en estudiar la funcién de masa de probabilidad de los descriptores
parece coherente utilizar un criterio puntual para determinar el valor de K.
Por ejemplo, para el descriptor A®, definimos la norma asociada al nivel de
truncamiento K como

J— S _ S _
P(K) = max [P{A(K ~ 1) = a} = P{A*(K) = a}].
donde P{A*(K) = a} se calcula mediante (3.7), tras resolver el sistema
proporcionado por las ecuaciones (3.8) y (3.9).

Eligiendo K = 150 podemos asegurar que P(K) < 1074, De hecho, para
la mayorfa de las entradas de la Tabla 3.5 podemos alcanzar la precisién
10~ para valores méas pequefios de K, pero tomamos K = 150 porque este
valor garantiza la precisién 1074 para todos los experimentos numéricos de
esta seccién, tanto para A como para RP.

En la Tabla 3.4, relativa al descriptor R?, podemos observar lo siguiente:
e El valor de la probabilidad P{R* = 0} es 5(\).

e La funcién de masa de probabilidad de R® es decreciente, por lo tanto
tiene una dnica moda en el punto 0.

e A medida que aumenta la intensidad de tréfico disminuye la probabi-
lidad de que no haya ningin reintento exitoso.

e La cola de la distribucién es més pesada a medida que crece la inten-
sidad de trafico o disminuye la tasa de reintento.

e En cuanto a la influencia de las distribuciones de servicio tenemos que
P{R’(E3) = 0} < P{R*(M) = 0} < P{R°*(H2) = 0}. La relacién entre
las colas de las tres distribuciones de servicio depende de la combinacién de
valores (p, 1).

En la Tabla 3.5, correspondiente al descriptor A®, observamos que

e La funcién de masa de probabilidad de A® es decreciente, por lo tanto
tiene una dnica moda en el punto 0.

e Para un valor fijo de pu, P{A® = 0} es una funcién decreciente de p;
sin embargo, para un valor fijo de p, es una funcién creciente de pu.

e La cola de la distribucién de probabilidad de A® es mds pesada a
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medida que crece la intensidad de trafico o disminuye la tasa de reintento.

e Comparando los resultados para las tres distribuciones de servicio,
tenemos que P{A*(E3) = 0} < P{A%(M) = 0} < P{A°(Hz) = 0} y
P{A%(E3) <100} < P{A*(M) <100} < P{A°(H2) < 100}.

En la Tabla 3.6 recogemos los resultados obtenidos para el descriptor
RY utilizando la aproximacién debida sélo al truncamiento de la érbita; es
decir, usando la ecuacién (3.15). Observamos lo siguiente:

e A medida que la tasa de reintento crece la funcién de masa de proba-
bilidad de R® puede tener dos modas, una de ellas siempre se alcanza en el
punto 0.

e P{R’ = 0} es una funcién decreciente de p, para cada p fijo; sin
embargo, como funcién de u, para p € {0.4, 0.6, 0.8} fijo, alcanza un méximo
en = 0.5. Si p=0.2, P{R’ = 0} es una funcién decreciente de .

e La cola de la distribucién de probabilidad de R’ es mds pesada a
medida que crece p. Si p = 0.2, P{R® < 100} es decreciente como funcién
de . Para p € {0.4,0.6,0.8}, P{R’ < 100} tiene un maximo como funcién
de pu.

e En cuanto a la influencia de las distribuciones de servicio tenemos que
P{R(E3) = 0} < P{R*(M) = 0} < P{Rb(Hz) = 0}, a excepcién del caso
(p, ) = (0.2,0.5). La influencia sobre las colas de las distribuciones depende
del valor del par (p, p).
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Tabla 3.4. Otras caracteristicas del descriptor R*

p=005 | p=05 | p=25 | p=250 | p=100.0

P{R’=0} 0.82397 0.82397 0.82397 0.82397 0.82397
Es M 0 0 0 0 0
P{R°< 100} 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999

P{R°=0} 0.83333 | 0.83333 | 0.83333 | 0.83333 | 0.83333
p=02| M M 0 0 0 0 0
P{R°< 100} | 0.99999 | 0.99999 | 0.99999 | 0.99999 | 0.99999

P{R’=0} 0.83932 0.83932 0.83932 0.83932 0.83932
Hy M 0 0 0 0 0
P{R*< 100} 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999

P{R’=0} 0.68695 0.68695 0.68695 0.68695 0.68695
Es M 0 0 0 0 0
P{R’< 100} 0.85181 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999

P{R’=0} 0.71428 0.71428 0.71428 0.71428 0.71428
p=04| M M 0 0 0 0 0
P{R°’< 100} 0.87925 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999

P{R’=0} 0.72869 0.72869 0.72869 0.72869 0.72869
Hy M 0 0 0 0 0
P{R*< 100} 0.89416 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999

P{R*=0} 0.57870 0.57870 0.57870 0.57870 0.57870
Es M 0 0 0 0 0
P{R’< 100} 0.61610 0.99720 0.99999 0.99999 0.99999

P{R’=0} 0.62499 0.62499 0.62499 0.62499 0.62499
p=06 | M M 0 0 0 0 0
P{R°< 100} 0.66279 0.99726 0.99996 0.99999 0.99999

P{R’=0} 0.64610 0.64610 0.64610 0.64610 0.64610

Hy M 0 0 0 0 0
P{R*< 100} 0.68509 0.99711 0.99992 0.99997 0.99997
P{R’=0} 0.49205 0.49205 0.49205 0.49205 0.49205

Es M 0 0 0 0 0

P{R*< 100} 0.51169 0.80701 0.98829 0.99732 0.99768

P{R’=0} 0.55555 0.55555 0.55555 0.55555 0.55555
p=08| M M 0 0 0 0 0
P{R*< 100} 0.57593 0.86495 0.98788 0.99569 0.99608

P{R’=0} 0.58139 0.58139 0.58139 0.58139 0.58139
Hy M 0 0 0 0 0
P{R°< 100} 0.60272 0.88856 0.98758 0.99463 0.99503
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Tabla 3.5. Otras caracteristicas del descriptor A®

p=005 | p=05 | p=25 | p=250 | u=100.0

P{A’=0} 0.85127 0.93899 0.98323 0.99817 0.99953

Es M 0 0 0 0 0
P{A*< 100} | 0.99997 | 0.99999 | 0.99999 | 0.99999 | 0.99999
P{A*=0} 0.85841 | 0.04131 | 0.98382 | 0.09823 | 0.99955

p=02| M M 0 0 0 0 0

P{A’< 100} 0.99997 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999

P{A°=0} 0.86312 0.94290 0.98422 0.99827 0.99956
Hy M 0 0 0 0 0
P{A*< 100} 0.99998 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999

P{A’=0} 0.70666 0.81531 0.93101 0.99144 0.99781
Es M 0 0 0 0 0
P{A*< 100} 0.82549 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999

P{A°=0} 0.73162 | 0.82051 | 0.93597 | 0.99204 | 0.99797
p=04| M M 0 0 0 0 0
P{A°< 100} | 0.85282 | 0.99999 | 0.99999 | 0.99999 | 0.99999

P{A°=0} 0.74505 0.83760 0.93888 0.99240 0.99806
Hy M 0 0 0 0 0
P{A°< 100} 0.86801 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999

P{A’=0} 0.59227 0.68536 0.84430 0.97666 0.99391
Es M 0 0 0 0 0
P{A°< 100} 0.61610 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999

P{A’=0} 0.63690 0.71939 0.86122 0.97922 0.99458
p=06 | M M 0 0 0 0 0
P{A°< 100} 0.66277 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999

P{A’=0} 0.65750 0.73599 0.86983 0.98055 0.99492

Hy M 0 0 0 0 0
P{A*< 100} | 0.68505 | 0.99999 | 0.99999 | 0.99999 | 0.99999
P{A°=0} 0.50144 | 057220 | 0.73222 | 0.94605 | 0.98519
Ej M 0 0 0 0 0
P{A*< 100} | 051169 | 0.93575 | 0.99999 | 0.99999 | 0.99999
P{A°=0} 0.56398 | 0.62771 | 0.77016 | 0.95446 | 0.98753
p=08| M M 0 0 0 0 0

P{A*< 100} 0.57593 0.97248 0.99999 0.99999 0.99999

P{A’=0} 0.58965 0.65154 0.78725 0.95836 0.98862
Hy M 0 0 0 0 0
P{A*< 100} 0.60272 0.98334 0.99999 0.99999 0.99999
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Tabla 3.6. Otras caracteristicas del descriptor R?

p=005 | pu=05 | u=25 | =250 | u=100.0
P{Rb: 0} 0.92932 0.91914 0.86828 0.82939 0.82533
Es M 0 0 0 0 0,11
P{Rb < 100} 0.99999 0.99999 0.99999 0.99122 0.93573
P{Rb: 0} 0.93124 0.91529 0.87071 0.83862 0.83470
p=02| M M 0 0 0 0 0
P{Rb < 100} 0.99999 0.99999 0.99989 0.98069 0.92130
P{Rb: 0} 0.93293 0.91615 0.87527 0.84465 0.84071
Hy M 0 0 0 0 0
P{Rb < 100} 0.99999 0.99999 0.99946 0.97462 0.92163
P{Rb: 0} 0.74966 0.79996 0.74564 0.69445 0.68883
B3 M 0 0 0 0,2 0,14
P{Rbg 100} 0.87662 0.99990 0.99848 0.95159 0.84685
P{Rb: 0} 0.77416 0.81258 0.76518 0.72198 0.71629
p=04| M M 0 0 0 0 0
P{Rbg 100} 0.90057 0.99952 0.99519 0.93389 0.84077
P{Rb: 0} 0.78787 0.82302 0.77886 0.73663 0.73078
H, M 0 0 0 0 0
P{Rb§ 100} 0.91280 0.99881 0.99166 0.93036 0.84951
P{Rb: 0} 0.61047 0.67584 0.63741 0.58664 0.58070
E3 M 0 0 0 0,3 0,15
P{Rb§ 100} 0.61610 0.96546 0.97410 0.87788 0.75028
P{Rb: 0} 0.65643 0.71359 0.67868 0.63373 0.62730
p=06| M M 0 0 0 0 0
P{Rbg 100} 0.66279 0.96460 0.96511 0.87006 0.76537
P{sz 0} 0.67813 0.73406 0.70053 0.65534 0.64855
Hy M 0 0 0 0 0
P{Rbg 100} 0.68509 0.96403 0.96119 0.87555 0.78372
P{R'= 0} 0.51004 | 0.56643 | 0.54482 | 0.49966 | 0.49398
FE3 M 0 0 0 0,3 0,15
P{Rbg 100} 0.51169 0.74875 0.88099 0.78230 0.65630
P{Rb: 0} 0.57414 0.62812 0.60728 0.56464 0.55797
p=08 | M M 0 0 0 0 0
P{Rb§ 100} 0.57593 0.80643 0.89154 0.79949 0.69733
P{Rb: 0} 0.60081 0.65595 0.63531 0.59125 0.58403
Ho M 0 0 0 0 0
P{Rbg 100} 0.60272 0.83153 0.89900 0.81623 0.72417
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A continuacién comparamos numéricamente las dos aproximaciones para
la distribucién de R?. Para valores pequefios de la tasa de reintento, el tiempo
de servicio tiende a finalizar antes de que tenga lugar un intento repetido; por
lo tanto, la reubicacién de clientes no va a tener un efecto perturbador sobre
la dindmica del sistema. Asi pues, esperamos tener alta precision cuando g
sea pequeno. En las Tablas 3.7y 3.8, para el caso (p, 1) = (0.8,100.0), vamos
a comprobar cémo también se obtienen buenas aproximaciones cuando la
tasa de reintento toma valores altos.

Tabla 3.7. Comparativa de las aproximaciones de E[R’]

E[R"] E[R"] E[R"]

Es
M
Ho

1370.148958326
2042.124838966
2608.955483322

1370.148958321
2042.124838965
2608.955483324

1370.148957385
2042.124838966
2608.955483418

La Tabla 3.7 recoge los resultados obtenidos para la esperanza de R?
mediante las dos aproximaciones, utilizando respectivamente (3.33) y (3.34),
y la obtenida a través de la expresién exacta (3.3). En ambas aproximaciones
seguimos trabajando con K = 150. Podemos comprobar que los tres valores
coinciden al menos hasta el quinto decimal, para cualesquiera de las tres
distribuciones de servicio.

Tabla 3.8. Comparativa de las aproximaciones de Fps(7)

Fi(r)  Fgi(r) | i) FY(r) | Fgz(r)  Fgi(r)
0.49398 0.49205 | 0.55797 0.55571 | 0.58403 0.58160
0.49591 0.49207 | 0.56035 0.55603 | 0.58663 0.58199
0.49786 0.49210 | 0.56271 0.55649 | 0.58919 0.58257
0.49981 0.49216 | 0.56503 0.55708 | 0.59170 0.58330
0.50176 0.49226 | 0.56732 0.55780 | 0.59418 0.58417
0.50373 0.49241 | 0.56958 0.55863 | 0.59662 0.58518
0.50570 0.49261 | 0.57181 0.55956 | 0.59902 0.58631
0.50767 0.49288 | 0.57402 0.56059 | 0.60138 0.58755
0.50965 0.49323 | 0.57619 0.56172 | 0.60371 0.58889
0.51163 0.49366 | 0.57834 0.56292 | 0.60600 0.59032
0.51361 0.49418 | 0.58046 0.56420 | 0.60825 0.59183

© 00 O Ttk WD+~ O

—_
o

100 | 0.65630 0.66124 | 0.69733 0.69691 | 0.72417 0.72386
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En la Tabla 3.8 mostramos la funcién de distribucién de probabilidad de
R? para ambas aproximaciones, con K = 150. De nuevo observamos que los
valores obtenidos por las dos aproximaciones difieren poco.

Nuestro tltimo objetivo en este capitulo es encontrar una tasa de rein-
tento 6ptima con respecto a una funcién objetivo especifica. Entre los diver-
sos problemas de optimizacién que pueden plantearse, en base a diferentes
criterios de costes/beneficios, nuestro planteamiento es el siguiente:

Sean b(R?), b(A®), b(R’) y b(A") los beneficios unitarios asociados a
un reintento exitoso, una llegada exitosa, un reintento bloqueado y una
llegada bloqueada, respectivamente. El problema de optimizacién consiste
en determinar la tasa de reintento u para la que se maximiza el beneficio
total esperado durante un periodo de ocupacién. Es decir,

max b(R*)E[R?] + b(A®)E[A®] + b(R®) E[R] 4+ b(A®)E[A”]] .

(3.35)

En la Tabla 3.9 mostramos los resultados de la funcién de beneficio
esperado (3.35), cuando la distribucién de los tiempos de servicio es E3 y
(b(R®),b(A%), b(R?),b(A?)) = (1.0,3.0,-10.0, —3.0). Para cada eleccién de p
obtenemos un valor éptimo u*, que ha sido marcado en negrita en la tabla.

Tabla 3.9. Valor 6ptimo de p

L 0.05 0.5 2.5 25.0 100.0
p=0.2 1.4611 -2.0860 -6.3955 -53.3011 -209.5537
p=04] -257.8215 -13.0575 | -26.2523 | -192.6219 | -748.1537
p=0.6| -5.4936x10° | -123.3615 | -111.8185 | -666.6944 | -2541.1265
p=0.8|-3.4021x10% | -4952.6061 | -922.3086 | -3722.2496 | -13709.5667
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Capitulo 4

Analisis transitorio de los eventos
exitosos y bloqueados

En los Capitulos 2 y 3 hemos estudiado los descriptores R® (nimero de
reintentos exitosos), R’ (nimero de reintentos bloqueados), A* (nmimero de
llegadas exitosas) y A (nimero de llegadas bloqueadas) referidos a un pe-
riodo de ocupacién. Puesto que durante un periodo de ocupacién R® = A°
el estudio se reducia a tres de los cuatro descriptores. Vefamos como la
distribucién de los descriptores era mads dispersa a medida que el nivel de
congestion del sistema se incrementaba y, como consecuencia, la magnitud
de los momentos se hacia muy grande. La dispersiéon de la distribucién
se explica porque el periodo de ocupacién es estocdsticamente més grande
cuanto mayor es el nivel de congestion. A la vista de este hecho parece ra-
zonable plantearse el estudio de la distribucién de los descriptores durante
un periodo de tiempo fijo (0,¢], en lugar de hacerlo referido a un periodo de
ocupaciéon. Como durante un periodo de tiempo fijo ya no se da la igualdad
entre R® y AP, en este capitulo necesitaremos estudiar los cuatro descripto-
res. Los contenidos de este capitulo estdn basados en el articulo de Amador
y Artalejo [6].

Existen algunos trabajos dedicados al andlisis transitorio del estado del
sistema en colas con reintentos [7, 8, 51, 53| pero con un enfoque diferente
al desarrollado en este capitulo, tanto por el objetivo del estudio como por
la metodologia empleada.
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Como hemos dicho anteriormente, los procesos estocdsticos asociados a
los sistemas de colas con reintentos no son homogéneos y, por lo tanto, sola-
mente existen férmulas explicitas para la distribucién del estado del sistema,
en algunos casos muy especificos. Obviamente las dificultades analiticas
aumentan cuando trabajamos con otros descriptores y el sistema opera en
régimen transitorio. En este capitulo realizamos un estudio de naturaleza
computacional para la distribucién de los descriptores R®, R®, A% y A® du-
rante un periodo de tiempo fijo (0,¢], basado en la aproximacién obtenida
mediante truncamiento de la érbita y en el uso de distribuciones de servicio
de tipo PH.

Msés concretamente, estructuramos el Capitulo 4 en tres secciones. En la
Seccién 4.1 nos centramos en el modelo M/M/c con reintentos y capacidad
finita de la érbita, llevando a cabo el andlisis computacional de las caracteris-
ticas transitorias de los cuatro descriptores. En la Seccién 4.2 extendemos
el andlisis al modelo M/PH/1 con reintentos y capacidad finita de la ¢r-
bita. Por iltimo, en la Seccién 4.3 presentamos resultados numéricos de las
principales caracteristicas transitorias estudiadas en las secciones previas.

4.1 El sistema M/M/c con reintentos

Recordemos que en la cola M/M/c con reintentos, el estado del sistema en el
instante ¢ estd representado por la cadena de Markov {(C(t), N(t)); t > 0},
donde C(t) es el numero de servidores ocupados y N(t) es el numero de
clientes en la 6rbita en el instante ¢. Debido a lo intratable de este modelo
para el andlisis transitorio de los eventos exitosos y bloqueados nos cen-
tramos en la aproximacién mads simple que consiste en fijar una capacidad
ficticia K para la ¢érbita, siendo {(C¥(t), N¥(t)); t > 0} el proceso Marko-
viano obtenido bajo la hipdtesis de truncamiento con generador infinitesimal
Qk dado en (2.7).

Como el objetivo para los cuatro descriptores en estudio es contar even-
tos, completamos la descripcion del sistema considerando el proceso {(C¥ (t),
NE(t),X(t)); t > 0}, donde, para cada descriptor fijo, X(¢) denota el
nimero de eventos que han tenido lugar durante el intervalo de tiempo
(0,t].

A continuacién introducimos la notacién para las caracteristicas de los
descriptores. Para R® tenemos que X (t) = X (t). Para cada t > 0, deno-
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tamos las probabilidades transitorias
pin(t) = P{CH(t) =4, N®(t) = j, X" (t) =k},
para 0 <:<¢, 0<j <K, k >0,y las probabilidades en el instante inicial

Ving (O) _ { 1, si (i7j7 k) = (i07j07k0)7

Pijk 0, en otro caso.
Puesto que X (t) es una componente de conteo, tenemos que k > k.

Sea ngk ( ) la transformada de Laplace de la probabilidad pfﬁ(t); es

decir, ngk fo e Stpfj;c t)dt, para Re(s) > 0. Los siguientes vectores

corresponden a las transformadas de Laplace particionados de acuerdo a los
niveles de la érbita:

RS RS RS
pi" (s) = (Por (5)s - PKE (5)), k> ko
Sin més que cambiar R® por R?, A® o A® obtenemos la notacién corres-

pondiente a los respectivos descriptores.

Sea vq un vector fila de dimensién (c+1)(K +1) con todos los elementos
iguales a cero excepto el elemento (i + jo(c+ 1))-ésimo que toma el valor 1.
El resto de la notacién matricial usada a lo largo del capitulo es coherente
con lo expuesto en el Apéndice 2.A.

El Teorema 4.1, que enunciamos seguidamente, proporciona los sistemas
de ecuaciones que han de verificar las transformadas de Laplace de las pro-
babilidades de transicién de los descriptores en estudio.

Teorema 4.1. a) Para cada k > ko, el vector de transformadas de Laplace
pZRS(s) satisface el siguiente sistema tridiagonal por bloques:

pi" (s) (Qk — sliciny(x+1) — MUk 41 @ Wey1)) = a, (4.1)

donde ay = —0xkovo — (1 — Skro ) PR () Uk 11 @ Weyr).

b) Para cada k > ko, el vector de transformadas de Laplace pZRb(s) satisface
el siguiente sistema tridiagonal por bloques:

«Rb
Pl (s) (Qx — sIer1yx+1) — BV 11 ® Eey1eq1(c+1))) =bg,  (4.2)
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donde by = 0y Vo — (1 = Opseg) PR (8) (Vi1 ® Bt era(c + 1))

¢) Para cada k > ko, el vector de transformadas de Laplace pzAS (s) satisface
el siguiente sistema tridiagonal por bloques:

pi (5) (Qk — slier1y(k41) — M K+1 ® Wer1)) = c, (4.3)

donde ¢, = _5kk:0VO — (1 — 5kk0))\p};ﬂ(8)(ﬁ<+1 & Wc—i—l)'

d) Para cada k > ko, el vector de transformadas de Laplace p,*;Ab(s) satisface
el siguiente sistema tridiagonal por bloques:

L AD
Pt (s) (Qk — sty i1) — ANWki1 ® Eeqreq1(c+ 1)) = di,  (4.4)
donde dj, = _5kk0V0 — (1 — (5kk0))\p2‘ébl(s)(WK+1 ® Ec+1,c+1(c + 1))

Demostracién. En primer lugar nos centramos en el estudio del nimero
de reintentos exitosos durante el periodo (0,¢]. Siguiendo el método de la
transformada de Laplace [46], escribimos las ecuaciones de Kolmogorov hacia
adelante del proceso {(C¥(t), N¥(t), X1 (t)); t > 0}, que vienen dadas por

d s . B s s
@Pg‘k(ﬂ = —(A+iv+ ju)pi(t) + (1= 60) Ap/Ty i, (t)

(i + Dopfty o (8) + (1= 60i) (1 = 655) (1 = O (F + Doty o1 1 (1),
0<i<c—1,0<j<K, k>k (4.5)

d S S S
ZPai(t) = =((1= 85)A + ev)pigp() + (1= G0,)ApZj—1 1(t)

+)‘p§j1,jk(t) + (1 =35 ) (1 — Opro) (5 + 1)#29251,#1,1@71@)7
0<j<K, k>ko (4.6)

Tomando transformadas de Laplace en (4.5) y (4.6) y teniendo en cuenta
que

© d e -
/O e t%pf}z‘k(t)dt = spiik () = 0(ij.k) (oo ko)

llegamos a que

PR (S) = 0(ii k) Giojoke) = —( A+ v+ ju)pii (s) + (1 = Sos) ApH i (s)
+(i + Dpif j(s) + (1= 60i) (1 = 85) (1 = Skke) (G + D)upf™ 41 1 (s),
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szﬁ:(s) = 0(c,j,k) (io,josko) = — (L= 0k )N + CV)pZﬁ:(S)
(1= 60) AP 1 (5) + ApEE jr(s)
(1 =65 ) (1= Ghko) (G + Vel sy pea(s), 0<G <K, k>koo (48)

Si escribimos las ecuaciones (4.7) y (4.8) en forma matricial obtenemos
la expresién (4.1).

Para el descriptor R? escribimos las ecuaciones de Kolmogorov hacia
adelante del proceso {(CE(t), N¥(t), XB'(t)); t > 0}

d . . b
TP =~ i+ iupf(e) + (1= 80)Ap{" (1)

. b . b
(i Dwpiy jr(8) + (L= G0i) (1= 0j5) (G + Dupity jo k(8),
0<i<c—1,0<j<K, k>k (4.9)
d Rb

. b b
apcjk:(t) = —((1=8;)A+ cv + ju)pl () + (1 = 60;)Apk 1 k()
b . b
+/\p§—1,jk(t) + (1= 3dx)(J + 1)Mp§—1,j+l,k(t>
(L= Opeg)jupl 1 (1), 0<j <K, k> ko, (4.10)

Tomando transformadas de Laplace en (4.9) y (4.10) obtenemos las si-
guientes ecuaciones:

«RY . . «RY «RY
P (8) = 05 j k) iojorko) = —(A+ v+ j)pit (s) 4+ (1 — dos) ApiT ()
) «RY . «R®
+(i + 1)’/pifl,jk(3) + (1= 00:)(1 — 05k )(J + 1)/1’pi§1,j+1,k(3)7

* b . * b
sPts: () = Oe k) ooko) = —((1 = 85)A + ev + ju)pifL (s)
«RY «RY . *RY
(1= S0) M1 i(s) + MpEl ji(s) + (1= 05x) (G + Dipilly 1 1. (s)
+(1 = Oy )P 1(5), 0<j <K, k> ko. (4.12)

El sistema de ecuaciones (4.11) y (4.12) se puede expresar en forma
matricial como (4.2).
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Las ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante del proceso {(C¥ (¢), N¥(t),
XA%(t)); t > 0} asociado al descriptor A quedan como sigue:

d s . . s s
apék(t) = —(A+ v+ )i () + (1= 60:) (1 = ko) APi 1 1 (1)

(i + Dwphy () + (1= 60:) (1= 656) (G + 1)ppiy ;11 4(8),
0<i<c—1,0<j<K, k>k, (4.13)

d S S S

%pék(t) = —((1 = 65)A + e)plp(t) + (1 = doj) Api 1 x(8)

+(1 - 5kko))‘pé4j1,j,k71(t) + (1= 0;k)(J + 1>Mp24j1,j+1,k(t),
0<j<K, k> k (4.14)

Las transformadas de Laplace de (4.13) y (4.14) conducen a las siguientes
ecuaciones:

SDEE (8) = 8 j i Giojosko) = — (A +iv + jp)piis (s)
+(1 = 00i)(1 — 5kko)/\p;‘k§15,j,k71(3) + (i + 1)fofls,jk(3)
(1= 60:) (1 = 055) (G + Vo o1 4 (9),
0<i<c—1,0<j< K, k> ky, (4.15)

SPEfk (8) = 8(cg k) (ioujorko) = — (1= 8j) A+ ev)pii (s)
(1= 807)Me 1k (5) + (1= Srkg)ADELL j 51(5)
+(1=6) G+ Dpty i n(s), 0<j<K, k> ko (4.16)

Expresando el sistema de ecuaciones (4.15) y (4.16) en forma matricial
obtenemos (4.3).

Finalmente, para el nimero de llegadas bloqueadas durante el intervalo
(0,t], podemos escribir las ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante del

proceso {(CE(t), NE(t), X" (t)); t > 0} como

d . .
TPk(t) = =\ iv 4 g n)piji(t) + (1= 60)Apiy (1)

. b R b
(i + Dwply ) () + (1= 00) (1 — 6) (G + Vit 1 k(1)
0<i<c—1,0<j<K, k> k, (4.17)
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d s b
dtpék(t) (1= 655)A + c)pie () + (1= 00;) (1 — Sure) AP _1 1 ()

. b
+)‘pc—1,jk(t) +(1=6r)(J + 1)#?24—1,j+1,k(t)7

Tomando transformadas de Laplace en (4.17) y (4.18) obtenemos las
siguientes ecuaciones:

% Ab . . % Ab AP
Spif}c (s) — O (4,3,k) (i0.josko) = —(Ativ +JM)P¢f}g (s)+(1— 501))\Pii41,jk(5)

. W AD 4 A
+(i + 1)sz'f1,jk(3) + (1 = 80:)(1 = 0k)(j + 1)Mpii41,j+1,k(3)a

*Ab *Ab
sDiE (8) = S(cjm)ioorko) = —((1 = 85)A + cv)ply (s)
+(1 = do;)(1 — 5kko))\pc,?—1,k—1(3) + )‘pcfl,jk(s)
+(1 = 0K) (G + Dupi ja(s), 0<5 <K, k> ko. (4.20)

Expresando en forma matricial el sistema de ecuaciones (4.19) y (4.20)
obtenemos (4.4). O

Una vez calculadas las transformadas de Laplace, podemos obtener la
distribucién marginal p (t) = P{X Ré( ) = k;}, para k > ko, mediante la in-
versién numérica de la suma Y5_, SO 0 pilt it *(s). De igual forma lo hacemos
para los otros descriptores. En la Seccién 4.3 llevaremos a cabo la inversién

numérica de las transformadas de Laplace formuladas en el Teorema 4.1 [1,
2, 3, 26, 52].

A continuacién pasamos a obtener los momentos del nimero de eventos
exitosos y bloqueados que tienen lugar durante el intervalo (0, ¢]. Definimos

Zk”pwkt 0<i<ec 0<j<K, n>0,
k=ko

Cc

K oo
Somfr = ST R ), n>0,

=0 j=0 k=ko
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o0
mz‘jR M(s) = /0 e‘“mﬁ Mydt, 0<i<c¢, 0<j<K, n>0.

Obviamente, para n = 0, obtenemos las probabilidades transitorias del
estado del sistema, es decir, tenemos que

k=ko
mdt (t) = 1.

Agrupando las transformadas de Laplace de acuerdo a los niveles de la
orbita obtenemos los siguientes vectores:

m* ' (s) = (mSRS’”(s), ...,m}RS’"(s)) , n>0.

Las definiciones para los demads descriptores son de la misma naturaleza,

basta con sustituir en las definiciones previas R® por el correspondiente
descriptor R, A® o A°.

El Teorema 4.2 que se da a continuacién proporciona un plan recursivo
para la obtencién de los momentos.

Teorema 4.2. a) Para cada n > 0, el vector de transformadas de Laplace
m*f° 7 (s) satisface el siquiente sistema tridiagonal por bloques:

m™ " (s)(Qx — sl(ep1y(41)) = A", (4.21)

donde a™ = —vok{ — (1 — don) 1t Y1 g ( Jm* () (U1 @ Weyr).

b) Para cada n > 0, el vector de transformadas de Laplace m*Rb’"(s) satis-
face el siguiente sistema tridiagonal por bloques:

* bn n
m* " (s)(Qk — 8111y 11)) = b,

donde " = —vok — (1 —0on) 1t > 10 ( )m R 6) (Vi 41 ® Eet1er1(c+1)).
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¢) Para cada n > 0, el vector de transformadas de Laplace m*A°™(s) satis-

face el siguiente sistema tridiagonal por bloques:

m* " (5)(Qk — s(er1y(r41)) = €
donde ¢ = —voki — (1 — don) A D1, ( Ym* A (8) (T 11 @ Wepn).
*Ab,n<s)

d) Para cada n > 0, el vector de transformadas de Laplace m satis-

face el siguiente sistema tridiagonal por bloques:
*Ab n
m™ " (s)(Qx — sliep1y(k+1)) = d”,
donde d™ = —voki — (1—80,)A 7 (M m A" (8)(Wie i1 @ Eeyre41(c+1)).

Demostraciéon. Teniendo en cuenta que

|
—

n

n n Sl
> K0 =m0+ (= 0) S (7m0

k=ko l

Il
o

obtenemos de (4.5) y (4.6) que

d s
—mR.’() ()\+zz/+j,u)

Py £) 4+ (1 = 6os) A (8)

( i—1,j
(i + Dym () + (1 — 501-)(1 —0ix)(J+Dp

n—1
n n s
X ( i 1+1(@) + (1 = don) l> mi 1l,g+1(t)>

=0
0<i<c—1, 0<j<K, (4.22)
d . . .
%mf} () = —((1—=d0jr)A + CV)mﬁ )+ (1 - 50;')Amfj;1(t)
FAmE () + (1= 0jk)(j + Dp
n—1
S n n s7 .
X (mfi,jﬂ(t) + (1= 6on) Y <l>mchl7jH(t)> , 0<j<K. (4.23)
=0

Las condiciones iniciales ahora son mlj "(0) = 0(i,j)(i0,jo) k0 » Para 0 <
1<c¢, 0<j<Kyn>0. Por lo tanto, tomando transformadas de Laplace

sobre (4.22) y (4.23) obtenemos
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(s) = 0(i.5)(io.jo) ko = —(A+ v + jﬂ)mikRS’n(S) +(1- 50,‘))\771:?15”?(3)

i
i+ Dm0 (s) 4 (1= 8)) (1~ 85 + L

n—1
*RS, n *R5 1
X (mil,;l+1(s) + (1= don) Z (l)mil,j+1(5)> )
=0
0<i<c-10<j<K,

sm:fs»”(s) — ey io gkl = —((1 — 8\ + cu)m:fs’n(s)

+<1 — (5()]))\?71252?(8) + Am;fi:?(s) + (1 - 5]K)(j + 1):“

n—1
*R°n n xRSl .
x (mc—l,j+1(3) + (1= don) D <l>mc—1,j+1(8)> , 0<j<K,

=0

que escritas en forma matricial conducen a (4.21).

Los mismos argumentos pueden extenderse a los descriptores R?, A% y
AP, O

4.2 El sistema M/PH/1 con reintentos

El objetivo inicial en esta seccién serfa estudiar el nimero de eventos exitosos
y bloqueados durante un periodo fijo de tiempo (0,t] en la cola M/G/1
con reintentos. Desafortunadamente parece muy dificil, o incluso imposible,
obtener la distribucién exacta de estos descriptores en estado transitorio.
En el libro de Falin y Templeton [33] se obtienen férmulas en términos
de transformadas para el andlisis transitorio del estado del sistema en el
modelo M/G/1 con reintentos, pero dichas férmulas no son muy apropiadas
para la inversién numérica. Ademads, el problema se complica ain méds al
considerar la variable de conteo X (¢). La clave del andlisis transitorio de la
cadena encajada en los instantes de salida es el cdlculo de las potencias de
la matriz de probabilidades de transicién en una etapa, pero es bien sabido
que la mayoria de los métodos existentes fallan cuando el espacio de estados
es infinito [40]. Ademds, en el caso de R’ el problema es incluso mayor
puesto que, como ya comentamos en la Seccién 3.3, el nimero de reintentos
bloqueados que se producen durante un tiempo de servicio dado depende de
las llegadas bloqueadas que tienen lugar durante dicho tiempo de servicio.
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Teniendo en cuenta las consideraciones previas, a continuacién reduci-
mos el estudio del nimero de eventos exitosos y bloqueados durante un
periodo (0,t] a la cola M/PH/1 con reintentos. Es decir, suponemos una
distribuciéon PH (e, T'), de orden m, para el tiempo de servicio, en lugar de
una distribucién general.

Segin vimos en la Subseccién 3.3.1 el estado de la cola M/PH/1 con
reintentos y capacidad de la érbita K viene descrito por la cadena de Markov
{(KE(t), NK(t)); t > 0}, donde KX () = 0 representa que el servidor estd
vacio y K¥(t) = i, para 1 < i < m, denota la fase del servicio que estd
teniendo lugar. N5 (t) es el niimero de clientes en la érbita. El generador
infinitesimal Qx viene dado por (3.14).

Podemos adaptar facilmente la notacién introducida en la Seccién 4.1
al modelo M/PH/1 sustituyendo C¥(t) por K*(t). Por ejemplo, pf;”.;c(t)
ahora serfa la probabilidad P{K%(t) = i, NK(t) = j, X% (t) = k}, para
0<i<m,0<j<Kyk?>0.La dindmica infinitesimal de una cola con
tiempos de servicio PH incluye transiciones debidas a un cambio de fase.
Ademas, en el instante en el que se ocupa el servidor es necesario que le sea
asignada una fase.

En base a esta adaptaciéon de la notacién, tenemos que las ecuaciones
de Kolmogorov hacia adelante, para el descriptor R*, quedan de la siguiente
formas:

d s . s U s .
PO (1) = —(\+ Gmpg () + ) tipf(t), 0<j <K, k> ko, (4.24)
=1

d S S S n S
&pgk(t) = —((1 = 85X — ti)pfi () + Aaipdl(t) + D toipfis(t)
=1
i i
+(1 = 807) A1 1 () + (1= 855 ) (L = Gko) (F + L)ppevipg 1 41 (1),
1<i<m, 0<j<K, k> k. (4.25)

Comparando las ecuaciones (4.5) y (4.6), para la cola M/M/c con rein-
tentos, con las ecuaciones (4.24) y (4.25), para la cola M/PH/1 con rein-
tentos, parecen ser bastante diferentes a primera vista. Sin embargo, tras
una identificacién apropiada por bloques, puede mostrarse que la estructura
matricial para ambos modelos tiene el mismo aspecto.
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Las ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante para los otros tres descrip-
tores quedan como sigue. Para R?

d .
ZP0k(8) = —(\+ upi(t +Zt1p13k (1), 0<j<K, k=>ky (4.26)

S0 = (L= 5310\ — b+ Gl (1) + Aol () + D bl (1)
v
(1= 80)ME k() + (1= 650G + Dperipliy 1 4 (0)
(1= S )dupl 1 (6), 1<i<m, 0<j<K, k>ky  (4.27)

Para el descriptor A® se tiene que

%poj'k( ) = —(A+ ju)pise(t) + thpwk t), 0<j<K,k2>ko, (4.28)

d s s s
%pék(t) =—((1=6;K)A— tii)pf}k(t) +(1- 6kk0)AO‘ip(1)4j,kfl(t>

m
AS AS . AS
+ Z tiripirji(t) + (L= 80j)Api 1) + (1 = 8k)(J + Dpaing j11,5(t),
i'=
"4

1<i<m, 0<j<K, k> k. (4.29)

Finalmente, las ecuaciones asociadas a A’ son

d .
dtpoﬂk( ) =—(A+jn) pO]k ) + thpmk t), 0<j<K, k2>ko, (4.30)

d b b b n b
dtpf;k(t) —((1 = 0K)A — tii)pf;'k(t) + /\OéipoAjk(t) + Z tz”ipf’ljk(t)
=1
i
b . b
(L= Gos) (L = Sk )APry 1 1 () + (1= 855) (F + Dpaipd 1 4(1),
1<i<m, 0<j <K, k> k. (4.31)
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Escribiendo los sistemas de ecuaciones (4.24)-(4.31) en forma matricial
y siguiendo los mismos argumentos que se usaron en los Teoremas 4.1 y 4.2,
podemos dar por vélidos los resultados de dichos teoremas para el modelo
M/PH/1 con reintentos y capacidad finita de la érbita sin mds que tener en
cuenta las siguientes tres modificaciones:

1. El generador infinitesimal Qg de la cola M/M/c con reintentos es
reemplazado por el correspondiente a la cola M/PH/1 definido en (3.14).

2. El valor de ¢ (nimero de servidores) en la cola M/M/c con reintentos
es sustituido por el valor de m (nimero de fases) en la cola M/PH/1 con
reintentos.

3. La matriz W41 que aparece en los apartados a) y ¢) de los Teoremas
4.1 y 4.2 se sustituye por la matriz W, 1, definida como

— 0 «
Wm = )
+1 < Omx(m—l—l) >

y la matriz E.y1 c4+1(c+ 1) que aparece en los apartados b) y d) se sustituye
por la matriz I,,,11 — E11(m + 1) cuando trabajamos con la cola M/PH/1
con reintentos.

4.3 Resultados numéricos

En esta seccién presentamos ejemplos numéricos de aplicacién de los resul-
tados desarrollados en las secciones previas.

En primer lugar, mostramos resultados concernientes a las esperanzas y
coeficientes de variacién de las variables R*, R® y A® en el modelo M/M/c
con reintentos, asi como para el nimero medio de clientes en la érbita y la
probabilidad de bloqueo.

Puesto que estamos trabajando con el modelo aproximado con capacidad
finita de la ¢érbita, hemos de determinar el valor del nivel de truncamiento
K apropiado. Como hemos comentado en los capitulos anteriores existen
diferentes criterios para determinarlo. Estamos interesados en mostrar resul-
tados concernientes a medias y coeficientes de variacién, por lo que el criterio
que hemos utilizado es el de fijar un error relativo para estas caracteristicas
suficientemente pequeno. En concreto, si para el nivel de truncamiento K
denotamos por m® (u) el valor de la caracterfstica en estudio en el instante u,
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determinamos el valor K, para un intervalo de tiempo (0, t], como el primer
nimero natural que verifica que max, (o4 {&(u)} < 107, donde

mK_l(u)

= )

- 1‘ |

Los siguiente resultados numéricos corresponden a un sistema con cinco
servidores (¢ = 5), tasa de servicio v = 1.0, diferentes intensidades de tra-
fico, p, tasas de reintento, p, y diferentes estados iniciales (ig, jo, ko), con

ko = 0. El intervalo de tiempo donde se estudian las caracteristicas de los
descriptores es (0, 30].

En las Tablas 4.1 y 4.2 recogemos los valores de K para las medias y los
coeficientes de variacién de R®, R® y A%, asi como para el nimero medio de
clientes en ¢érbita, F[N(t)], y la probabilidad de bloqueo, B(t).

El coeficiente de variacién viene definido, por ejemplo para R®, como

(Var(Re(1))'/?

En cuanto a E[N(t)] y B(t) tenemos que

c K
EIN®)] =) (),

i=0 j=0

K
B(t) = Y pe(0),
j=0

donde p;;(t) = Y22, pﬁ;(t)-

En la Tabla 4.1 consideramos el estado inicial (0,0, 0) y mostramos c6mo
varfa K para p € {0.25, 0.5, 0.75} y p € {0.1, 1.0, 5.0, 10.0, 100.0}. En la
Tabla 4.2 fijamos p = p = 0.5 y vemos los valores que toma K para diferentes
estados iniciales (g, jo) € {(0,0), (5,0), (0,10), (5,10)}.
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Tabla 4.1. Nivel de truncamiento K en funcién de p y de p

m 0.1 | 1.0 | 5.0 | 10.0 | 50.0
p=025 | 10 | 10 [ 10 | 10 9
E[R*)] | p=0.5 21 18 | 17 | 17 | 16
p=075 | 39 | 30 | 27 | 27 | 26
p=025 | 11 11 11 11 11
E[Rb(t)] p=05 23 | 21 20 | 20 | 20
p=075 | 43 | 37 | 36 | 36 | 35
p=0.25 4 5 5 5 5
E[A*(t)] | p=0.5 14 | 13 | 13 | 13 | 13
p=075 | 32 | 27 | 25 | 25 | 24
p=025 | 11 11 11 11 11
Co(R*(t)) | p=05 23 | 20 | 19 | 19 | 19
p=075 | 43 | 34 | 30 | 30 | 29
p=025 | 11 13 ] 13 | 13 ] 13
Co(RM(t)) | p=0.5 26 25 25 24 24
p=075 | 48 | 43 | 42 | 42 | 42
p=0.25 5 5 5 5 5
Co(A%(t)) | p=05 5 | 18 | 17 | 17 | 17
p=075 | 40 | 34 | 31 | 30 | 29
p=025 | 10 | 10 | 11 11 11
E[N(t)] p=0.5 23 | 20 | 20 | 20 | 20
p=075 | 45 | 40 | 39 | 39 | 39
p=0.25 8 9 9 9 9
B(t) p=0.5 20 | 17 | 16 | 16 | 16
p=075 | 40 | 32 | 29 | 29 | 28

FEn las Tablas 4.1 y 4.2 podemos observar lo siguiente:

e Kl nivel de truncamiento, fijado i, aumenta a medida que lo hace p.
Para p = 0.75 los niveles de truncamiento decrecen a medida que aumenta g,
para p = (.25 practicamente permanecen constantes y para p = 0.5 decrecen
a medida que aumenta pu, excepto en el caso de C,(A*(t)) que alcanza un
méximo en p = 1.0.

e Para una combinacién fija de valores de (p, u) y partiendo del mismo
estado inicial, los niveles de truncamiento necesarios para el estudio de las
caracteristicas de A® son inferiores a los de las caracteristicas de R® y estos
inferiores a los correspondientes para RP.

e El nivel de truncamiento necesario aumenta si inicialmente hay mads
servidores ocupados o si inicialmente hay ma&s clientes en la érbita.
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Tabla 4.2. Nivel de truncamiento K en funcién del estado inicial

(i0,J0) | (0,0) | (5,0) | (0,10) | (5,10)
E[R*(t)] | 18 19 21 24
E[R(t)] | 21 22 24 27
E[A%(t)] | 13 14 18 22
E[N@®)] | 21 21 25 28

B(t) 18 18 22 26

En las Figuras 4.1-4.3 representamos las esperanzas y coeficientes de va-
riacién de las variables R®, R’ y A® en funcién de ¢, con t € (0, 30], para
los correspondientes niveles de truncamiento dados en la Tabla 4.1. Cada
figura consta a su vez de cuatro grificas, las dos primeras corresponden a
la media y coeficiente de variacién con p = 5.0 y p € {0.25, 0.5, 0.75}; y
las otras dos a la media y coeficiente de variacién con p = 0.5 y p € {0.1,
5.0, 50.0}. Se ha obviado presentar los graficos correspondientes a A’ por
presentar un comportamiento similar a los de R®.

E[R (1] C, (R (1)
),0
301 - .
e 80
0.75 -~
2=0. ]
0+ £ // 60
o«
K 40
107 »"
s p=05 .. 20
v i
- >=10.25
()= t £ i [
0 10 20 30 0
A ol
E[R* (1] e CL (R (1))
o 80
v,
6T r': 4
1=50.0.". 60
)’: )
4t 0
A 40
A= 5.0
v
2 et 20
i =01
-
()bt ; ! 13 : it
0 10 20 3000 20 30

Figura 4.1. Caracteristicas transitorias del descriptor R?
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Figura 4.2. Caracteristicas transitorias del descriptor R?
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Figura 4.3. Caracteristicas transitorias del descriptor A*

Las conclusiones maés significativas son:

e E[R*(t)], E[R(t)] y E[A*(t)] son funciones crecientes de ¢, para cualquier
combinacién de valores de (p, p).
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o C,(R*(t)), Co(RY(t)) y Cy(A*(t)) son funciones decrecientes de t, para
cualquier combinacién de valores (p, ).

e Fijado p = 5.0, las medias de los descriptores crecen a medida que lo
hace p. Estos crecimientos son més acusados para R’ y menos para A®.

e Fijado p = 0.5, E[R*(t)] y E[R"(t)] crecen a medida que lo hace .
Sin embargo, E[A®(t)] decrece a medida que aumenta p, siendo este decre-
cimiento muy suave.

e Fijado p = 5.0, C,(R*(t)) es funcién decreciente de p. Fijado p = 0.5,
Cy(R*(t)) es funcién decreciente de p para valores pequenos de t (¢ < 6),
alcanza un minimo para valores intermedios de ¢ y para valores grandes

pricticamente permanece constante. Este hecho es dificil de apreciar en la
Figura 4.1.

e C,(R"(t)) es funcién decreciente de p, fijado u = 5.0, y funcién decre-
ciente de pu, fijado p = 0.5, como se muestra en la Figura 4.2.

e Por iltimo, en la Figura 4.3 observamos que, fijado p o p, C,(A*(t))
no es mondétona respecto del pardmetro restante.
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Figura 4.4. Fl efecto de p

En la Figura 4.4 mostramos el efecto de p en el comportamiento tran-
sitorio de las medias de los descriptores R®, R®, A® y A’. En particular,
consideramos valores mayores o iguales a 1 para los cuales la cadena {(C(t),

116



N(t)); t > 0} no es recurrente positiva. Los niveles de truncamiento son los
correspondientes al criterio expuesto anteriormente consistente en fijar un
error relativo para la media inferior a 107°. Podemos observar lo siguiente:

e El crecimiento de las funciones E[R*(t)], E[R*(t)] y E[A"(t)] es més
fuerte segin p aumenta, siendo especialmente mayor este crecimiento en el

caso de E[R'(t)].

e El comportamiento del crecimiento de E[A®(t)] como funcién de p es
diferente. Para valores pequetios de t el maximo de FE[A®(t)] se da para
p = 1.25, mientras que para valores grandes de t el méximo lo alcanza
para p = 0.75. Esto resulta légico puesto que p > 1 significa que, a largo
plazo, entran més clientes que salen. Si contabilizamos el nimero de llegadas
exitosas durante un periodo de tiempo pequeno, parece légico pensar que
cuantos mas clientes lleguen méas accederdan a un servidor libre. A partir
de un determinado momento la situacién se invierte, es decir, cuantos mas
clientes lleguen méds se llenard la érbita y, por lo tanto, serd mas probable
que un cliente de la érbita acceda a un servidor libre que uno que llega de
nuevo.

En la Figura 4.5 representamos las medias de los cuatro descriptores
para diferentes estados iniciales, con los niveles de truncamiento expuestos
en la Tabla 4.2. En dicha figura vemos que

e El niimero medio de reintentos exitosos, el de reintentos bloqueados y
el de llegadas bloqueadas es mayor si inicialmente hay clientes en la érbita.
Si no hay clientes en la érbita al inicio, estos nimeros medios son mayores
cuando partimos con todos los servidores ocupados.

e Si inicialmente hay clientes en la 6rbita, para intervalos pequenos de
tiempo, el nimero medio de reintentos exitosos es mayor cuando todos los
servidores estdn libres; a partir de un determinado ¢ la situacién se invierte,
pasando a ser mayor cuando los servidores estdn ocupados.

e Si inicialmente hay clientes en la ¢rbita tanto el nimero medio de
reintentos bloqueados como el de llegadas bloqueadas son mayores cuando
de partida todos los servidores estdn ocupadas.

e El comportamiento de E[A®(t)], en funcién del estado inicial, es muy
diferente al de los otros descriptores. El nimero medio de llegadas exitosas
disminuye si inicialmente hay servidores ocupados. Tanto si hay o no servi-
dores ocupados, el nimero medio de llegadas exitosas disminuye segin hay
més clientes en la érbita desde el inicio.
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Figura 4.5. El efecto del estado inicial sobre los descriptores

En las Figuras 4.6 y 4.7 podemos analizar el comportamiento transitorio
del nimero medio de clientes en la 6rbita, E[N(¢)], y de la probabilidad de
bloqueo, B(t). En concreto, en la Figura 4.6 observamos lo siguiente:

e F[N(t)] y B(t) son funciones crecientes de ¢, para cualquier combi-
nacién de valores de (p, p).

e E[N(t)] es funcién creciente de p, fijado p = 5.0, y funcién decre-
ciente de pu, fijado p = 0.5. Obviamente, cuantos més clientes lleguen més
engrosardn la orbita y cuantos més clientes reintenten mayor sera el niimero
de estos que abandonen la 6rbita para ocupar un servidor libre.

e B(t) es funcién creciente de p, fijado p = 5.0, y funcién creciente de
u, fijado p = 0.5. Resulta obvio, ya que cuanto mayor sea la tasa de llegada
o mayor la tasa de reintento mayor serd la probabilidad de que todos los
servidores estén ocupados.
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Figura 4.6. Anilisis transitorio de E[N(t)] y B(t)

En la Figura 4.7, para el caso p = = 0.5, podemos ver lo siguiente:

e El efecto de (ig, jo) sobre E[N(t)] y B(t) se disipa segun crece ¢t. Am-
bos descriptores convergen a sus respectivos valores estacionarios E[N]| =
0.64240 y B = 0.09598.

e El nimero medio de clientes en la érbita es mayor si inicialmente hay
clientes en la misma. Tanto si inicialmente hay clientes en la érbita como si
no los hay, el nimero medio de clientes en ella es superior si al inicio todos
los servidores estdan ocupados.

e Si inicialmente todos los servidores estdn ocupados la probabilidad de
bloqueo decrece con el tiempo. Si inicialmente todos los servidores estdn
libres y no hay clientes en la érbita, la probabilidad de bloqueo crece con
el tiempo. Si al inicio todos los servidores estdn libres y hay clientes en la
orbita, la probabilidad de bloqueo alcanza un méximo como funcién de ¢.
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Figura 4.7. El efecto del estado inicial sobre E[N(t)] y B(t)

A continuacién presentamos los resultados numeéricos para el modelo
M/PH/1 con reintentos. Hemos considerado tiempos de servicio con dis-
tribuciones Erlang-5 (Es5), exponencial (M) e hiperexponencial (Hs), con
51 1.0. El coeficiente de variaciéon de la distribucién hipergeométrica
es 1.5. De forma andloga a como haciamos para el modelo M/M/c con
reintentos, damos en primer lugar la Tabla 4.3 que recoge los niveles de
truncamiento necesarios para la obtencién de E[R*(t)], E[R’(t)], E[A%(t)],
E[AY(t)], E[N(t)] y B(t), para las diferentes distribuciones de servicio, con
p = 1 = 0.5, tales que los errores relativos sean inferiores a 1075.

Tabla 4.3. Nivel de truncamiento en funcién de la distribucién de servicio

B[R (t)] | E[R*(t)] | E[A*(1)] | E[A(t)] | EIN(#)] | B(t)
Bs | 12 14 10 13 5| 12
M| 14 16 12 16 17 | 14
Hy| 16 20 14 20 22 | 16

En la Tabla 4.3 vemos cémo el nivel de truncamiento asociado a cada
descriptor es mayor cuanto mads dispersa es la distribucién del tiempo de
servicio, es decir, los niveles mds pequenos los tenemos para la distribucién
Erlang-5 y los més altos para la hiperexponencial.

En la Figura 4.8 tenemos representadas las esperanzas E[R*(t)], E[Rb(t)],
E[A*(t)] y E[A®(t)] como funciones de t para las tres distribuciones de ser-
vicio. Observamos que cuanto mds dispersa es la distribucién del tiempo
de servicio menor es el nimero medio de reintentos exitosos y el de llegadas
bloqueadas, y mayor es el nimero medio de llegadas exitosas. El compor-
tamiento de E[R’(t)] es mds complejo. A partir de un determinado ¢, a
mayor dispersién de la distribucién de servicio mayor es el nimero medio de
reintentos bloqueados. Sin embargo, para valores pequenos de t la situacién
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es la inversa. Para t € (4,12) el mdximo nimero medio de reintentos blo-
queados se alcanza para la distribucién exponencial.

E[R* (D] - ER*(1)] <

a4t

[S]

0 t + it 0 ; ; it
0 10 20 30 [¢] 10 20 30

Figura 4.8. El efecto de la distribucién de servicio sobre los descriptores

En la Figura 4.9 comparamos las medias de los cuatro descriptores
cuando la distribucién de servicio es Erlang-5, teniendo que E[R*(t)] es la
menor y E[A%(t)] es la mayor, para cualquier valor de t. E[R’(t)] y E[A%(t)]
se cruzan alrededor del punto ¢t = 16.

8T .
-
.) " i
. f( . -
67T t'b .7
A;,Js‘.,. E_//
./) e
4 - -7
- 27
- b L
- A7~
» S B
2T T R
(I //
T
v -
0 t : 1
0 10 20 30

Figura 4.9. Esperanza de los cuatro descriptores

Por 1ltimo, en la Figura 4.10 mostramos el efecto de la distribucién
de servicio sobre E[N(t)] y B(t). Aproximadamente para t < 6, E[N(t)]
disminuye a medida que aumenta la dispersién de la distribucién de servicio,
mientras que para t > 11 la situacién se invierte. En los valores intermedios
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el maximo se alcanza para la distribucién de servicio exponencial. En cuanto
a la probabilidad de bloqueo vemos que disminuye a mayor dispersién de la
distribucién de servicio.
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Figura 4.10. El efecto de la distribucién de servicio sobre E[N(t)] y B(t)
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