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Resumen. El objetivo de este trabajo es dar una demostracién del Teorema p®q® de
Burnside utilizando la Teoria de caracteres. Para ello es necesario desarrollar la Teoria
de representacion de grupos finitos, por lo que necesitaremos introducir los conceptos de
modulo y el de dlgebra o anillo de un grupo finito. Demostraremos resultados claves en la
Teoria de representacion como el Teorema de Maschke, el Lema de Schur y los teoremas
de descomposicién en representaciones irreducibles. Asi mismo, realizaremos un sucinto
repaso de resultados basicos de Teoria algebraica de ntimeros y estudiaremos su estrecha
relacion con los caracteres de las representaciones, clave en la demostracion del Teorema

de Burnside.

Abstract. The main goal of this work is to give a self-contained proof of the Burnside’s
p?q® Theorem with Character Theory. To achive it we need to develop the Representation
Theory of Finite Groups, which requires to rigorous define concepts as modules and ring
groups. We will prove important results as Maschke’s Theorem, Schur’s Lemma and the
decomposition theorems into irreducible representations. Additionally, we will make a
succint review about Algebraic Number Theory and its relantionship with Character

Theory, the key of the proof of Burnside’s Theorem.
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Introduccién

Asi como los ntimeros primos son los ladrillos con los que se construyen los niimeros
naturales, de manera similar podemos considerar a los grupos simples como los ladrillos de
los grupos finitos. Concretamente, todo grupo finito G admite una serie de composicion
o torre de subgrupos normales

{Ig} =Gy <G, <--- 4G, =G,

tal que G11/G; es simple para 0 < i < m — 1, y el Teorema de Jordan-Holder nos dice
que todas las series de composicion son equivalentes, es decir, tienen la misma longitud
y factores isomorfos. A partir de este importante resultado demostrado a finales del siglo
XIX surgieron dos importantes problemas en Teoria de grupos.

1. Clasificar todos los grupos simples.

2. Métodos de construccion de grupos a partir de los grupos simples.

Entre finales del siglo XIX y principios del XX, los esfuerzos de mateméaticos como Otto
Holder, Frank Nelson Cole y William Burnside, lograron clasificar todos los grupos sim-
ples de orden menor o igual que 1092. Un resultado de Hoélder que dice que un grupo
cuyo orden es el producto de dos o tres primos distintos es resoluble, llevd a Burnside
a preguntarse si existen grupos no abelianos simples de orden impar y si hay grupos no
abelianos simples cuyo orden sea divisible por menos de tres primos distintos. En 1904,
Burnside respondié ambas cuestiones cuando probé su célebre Teorema, que dice que to-
do grupo cuyo orden sea divisible por exactamente dos primos distintos es resoluble. La
demostracion de Burnside involucra la Teorfa de la representacion y la, hasta entonces
desconocida, Teoria de caracteres, que Burnside desarrolla enormemente durante sus in-
tentos por demostrar el resultado.

No seria hasta la década de 1970 que los matemaéticos Goldschmidt, Bender y Matsuya-
ma lograran una demostracion del Teorema mediante técnicas puramente de Teoria de
grupos.




CAPITULO |

Preliminares

|.1. Grupos finitos

En esta primera seccién introducimos algunos de los conceptos bésicos de la Teoria de
Grupos, asi como los conceptos de clases de conjugacion y resolubilidad de grupos, muy
importantes en la demostracion del Teorema de Burnside.

Definiciones |.1.1. Un grupo es el par formado por un conjunto G y una operaciéon
G x G — G;(a,b) — ab, que cumple las siguientes condiciones:

1. (ab)c = a(bc), para cualesquiera a,b, ¢ € G. (Propiedad asociativa).

2. Existe un elemento e € GG, denominado elemento neutro de G, tal que aeq = eqa =
a para todo a € (G. Si no existe ambigiiedad acerca del grupo, este elemento se suele
denotar por 0 si la operaciéon es aditiva o por 1 si es multiplicativa. Es inmediato
ver que dicho elemento es tinico.

3. Para cada a € G existe un elemento a=! € G tal que aa™! = a~a = eg. Se dice que

a~! es el inverso de a. Es inmediato probar que el inverso de un elemento es tnico,

y que si a™! es el inverso de a € G, entonces (™')™ = a.

Se dice que dos elementos g, h € G conmutan si gh = hg. Si cada par de elementos de G
conmutan se dice que G es un grupo abeliano. Si G' es un conjunto finito se llama orden de
G al nimero de elementos de G, al que se denota por ord(G). Si el orden de G es potencia
de un nimero primo p se dice que G es un p-grupo.

Definiciéon |.1.2. Un subconjunto H de un grupo G se dice subgrupo de G si, con la
misma operacion de GG, es un grupo. Es inmediato ver que esto equivale a que 15 € H y
ab™! € H para cualesquiera a,b € H. Para cada grupo G, él mismo y el conjunto {15}
son dos subgrupos de G, denominados triviales. Un subgrupo H de un grupo G se dice
normal si dado g € G se tiene que g~'hg € H para todo h € H. Abusando de notacion
esto suele denotarse como ¢ '!Hg = H. Si H es un subgrupo normal de G se denotaré
como H <@. Si los tnicos subgrupos normales de G son {e¢} v G, se dice que G es simple.

Definicion 1.1.3. Un grupo G se dice ciclico si existe un elemento g € G de modo que
G={¢":kelZ}.

Definicioén 1.1.4. Dado un subgrupo H de un grupo G se llama centralizador de H en G

al subgrupo
Co(H):={9€G:gh=hg,Vh € H}.




[. Preliminares 3

Si g € G se denomina centralizador de g, Cs(g), al conjunto de elementos del grupo que
conmutan con g. El centralizador de G, Z(G) := Cg(G), se denomina centro de G.

Definiciéon 1.1.5. Sean GG un grupo y H un subgrupo suyo. Se define en G la relacion
de equivalencia Ry mediante: dados a,b € GG, decimos que a y b son congruentes por la
derecha respecto de H, y escribimos afRyb si y solo si ab™! € H. De forma aniloga se
define la relacion SR ser congruente por la izquiera respecto de H si dados a,b € G se
tiene que a~'b € H. La aplicacion G/Ry — G/RT, Ha — a~'H, esta bien definida y es
inyectiva porque Ha = Hb siy solo si ab™! = h € H, lo que equivale a que b=! = a"'h, o
lo que es igual, b 'H = a 'hH = a ' H. Ademas es evidente que es sobreyectiva, luego es
una biyecciéon. Por ello ambos conjuntos tienen el mismo cardinal, que se denomina indice
de H en G y que se denota por [G : H].

Definicion 1.1.6. Sea H un subgrupo normal de un grupo G. En tal caso las relaciones de
equivalencia anteriores coinciden, denotaremos como G/H al conjunto cociente (comun).
Mediante la siguiente operacion se puede probar que tiene estructura de grupo

G/H x G/H — G/H, (Ha, Hb) > Ha - Hb = Hab.

La normalidad de H es imprescindible para ver que esté bien definida. El orden del grupo

cociente es el cardinal del conjunto cociente, que hemos definido como el indice, por lo
tanto ord(G/H) = |G : H].

|.1.a. Clases de conjugacion.

Definiciones 1.1.7.

1. Se llama accion de un grupo G sobre un conjunto no vacio X a cualquier homomor-
fismo de grupos G — Biy(X), g — ¢. Conviene observar que este homomorfismo
induce una aplicacion G x X — X, (g,2) — g(z). Notese que id = égy g7 = gil,

por tratarse de un homomorfismo.

2. Se define en X la relacion de equivalencia x ~ y si existe g € G tal que y = g(z).
En efecto es de equivalencia pues x ~ z al ser x = eg(x), si y = g(z) entonces
r = g Yy), y si dados z,y,2 € X se tiene que y = g(x) y z = ﬁ(y), entonces
z=hoj(x).

La clase de equivalencia de z € X se llama G-orbita de x bajo la acciéon de G, que es
el conjunto Og, = {g(x) : g € G}. Si no hay confusion respecto al grupo denotaremos
O, := Og, y diremos que es la o6rbita de x. La familia {O, : € X} es una particion de
X,ysi R C X esun conjunto de representantes de estas clases de equivalencia, se cumple
X =|l,cr Os- En consecuencia | X| =5 ;|04

TER

Definiciéon 1.1.8. Sean X un conjunto no vacio y G un grupo. Se denomina estabilizador
del punto € X bajo la accion de G al subgrupo

Stabg(z) :={g € G : g(x) = z}.

Es inmediato comprobar que es un subgrupo.
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Proposicion 1.1.9 (Cardinal de una orbita). Si un grupo G actia sobre un conjunto no
vacio X y x € X, entonces se cumple la igualdad |O,| = [G : Stabg(z)].

Demostraciéon. Denotemos H := Stabg(x), y consideramos en G la relacion de con-
gruencia por la derecha Ry y el correspondiente conjunto cociente G /Ry, cuyo cardi-
nal es [G : Stabg(z)|. Todo se reduce a probar entonces que la aplicacion G/Ry —
O.,Hg — g(z), es biyectiva. Que esta bien definida y es inyectiva se sigue de que
Hg = Hgy <= gig,' € H, lo que se traduce en que (§ido')(z) = x; es decir,
G2 ' (g1(z)) = z, 0 sea §1(z) = §a2(x). La sobreyectividad es inmediata. O

Corolario 1.1.10 (Férmula de las orbitas.). Sea R un conjunto de representantes de las
orbitas de un conjunto finito X bajo la acccion de un grupo G. Entonces

X[ =[G : Stabg(x)].

zER

El siguiente ejemplo serd importante en la Teoria de Caracteres que mas adelante
desarrollaremos.

Ejemplo 1.1.11. Sean G un grupo, X := G como conjunto, y consideremos la accion
g+ gdonde g : G — G, v — g 'zg. Esta accién se denomina conjugacion, y la orbita
O, ={g9'zg : g € G} se denomina clase de conjugacion de z. Si suponemos que G es un
grupo finito entonces la Férmula de las érbitas nos dice que ord(G) = >~ »[G : Stabg(z)].
Ademés g € Stabg(z) si y solo si g7'zg = z, o sea, gr = xg, o lo que es lo mismo,
Stabg(z) = Cg(x). Por ello [G : Stabg(x)] = 1siy solo si G = Cg(x); es decir, x € Z(G).
En consecuencia
ord(G) = ord(Z(G)) + Y [G : Stabg(x)].

2€R\Z(G)

Esta formula se conoce como ecuacion de clases de conjugacion del grupo G.

Ejemplo 1.1.12. Vamos a calcular las clases de conjugacion del grupo de permutaciones de
tres elementos G3 := {id, (12), (13), (23), (123), (132) }. Observemos primero que el centro
de 63 es trivial. Notese que (12)(13) = (132) # (123) = (13)(12) y que (12)(23) = (123) #
(132) = (23)(12), luego no hay trasposiciones en el centro. Por otro lado (123)(12) =
(13) # (23) = (12)(123), y (132)(12) = (23) # (13) = (12)(132). Luego la tnica clase de
conjugacion trivial serd O;q = {id}. Para el elemento (12) unos célculos rutinarios nos dan
que Opay = {(12),(13),(23)}. Como los elementos que quedan no tienen conjugaciones
triviales por no estar en el centro necesariamente Op93) = {(123), (132)}. Estas son las
tres clases de conjugacion de Gs.

Proposicion 1.1.13. Sean G un grupo de orden p™, donde p es un nimero primo yn > 1.
Entonces si {1} # H <G, entonces H N Z(G) # {1}. En particular Z(G) # {1}.

Demostracion. Consideremos la accién de G sobre X := H \ {eq} definida por
G = Biy(X), g = 9,

donde § : X — X, h — g thg, que esta bien definida por ser H un subgrupo normal.
Se trata de probar que existe h € X tal que Stabg(h) = G. En efecto, esto significa que



[. Preliminares 5

g thg = g(h) = h, o sea , hg = gh, para todo g € G, es decir, h € HN Z(G) \ {eg}.

Supongamos, por reducciéon al absurdo, que ningin estabilizador coincide con G. Entonces,
como G es un p-grupo, [G : Stabg(h)] € pZ para cada h € R, donde R C X denota un
conjunto de representantes de las ¢rbitas de X bajo la acciéon de G. De la ecuacion de
clases de conjugacion se desprende

|1 X| =[G : Stabe(h)] € pZ,

heR

y esto es absurdo, ya que al ser H un p-grupo, 1 + |X| = ord(H) € pZ. O

| 2. Introduccién a los mdédulos

El objetivo de esta seccion es el de introducir el concepto de moédulo, una de las
estructuras fundamentales del algebra abstracta e intimamente relacionado con la teoria
de representaciones de grupos.

[.2.a. Moddulos

Definicion 1.2.1. Sea (R,+,-) un anillo. Un R-mddulo por la izquierda es un grupo
abeliano (H,+) equipado con una accién (una aplicacion R x H — H) que cumple lo
siguiente:

1. (r+s)h=rh+sh,¥r,s€ R,h € H,
2. (rs)h =r(sh),Vr,s € R,h € H,
3. r(h+h)=rh+rh/,Vre R, hh' € H,

4. Si R tiene elemento unidad 1g, entonces 1gzh = h, Vh € H.

Un R-moédulo por la derecha se define de manera analoga, pero en este caso las opera-
ciones de los elementos del anillo actuarian por la derecha. Si R es un anillo conmutativo,
entonces todo R-moédulo por la izquierda seréd también un R-moédulo por la derecha y
viceversa. En este caso los denominaremos simplemente R-modulos. A partir de ahora y
excepto que se diga lo contrario trabajaremos exclusivamente con R-moédulos, y supon-
dremos que R es unitario, es decir, que posee elemento unidad 15.

Definicion 1.2.2. Sean R un anillo conmutativo y M un R-mo6dulo. Un R-submddulo

de M es un subgrupo N de M que es cerrado respecto la acciéon del anillo R, es decir,
rn € N,Vr € R,Vn € N.

Observacion 1.2.3. Todo modulo tiene al total y al neutro de la suma como submoédulos
triviales. Un m6dulo que cuyos tnicos submoédulos son los triviales se denomina ¢rreducible
o simple.

Proposicion 1.2.4 (Criterio del Submoédulo). Sean R un anillo conmutativo y M un
R-mddulo. Un subconjunto N de M es un submodulo si y solo si:
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1. N # .

2. x+rye N,Vre R,Vx,y € N.

Demostracion. Si N es un submodulo, entonces 0 € N, luego N # &. Por otro lado N
es cerrado respecto la suma y la accion del anillo R, luego tomando =,y € N y r € R,
r+ry e N.

Reciprocamente tomando r = —1 vemos que x —y € N, Vx,y € N, por lo que es un
subgrupo. Ahora tomando x = 0, tenemos que ry € N,Vr € R,Vy € N, luego la accion
de R sobre N esté bien definida y por lo tanto N es un submodulo. O]

Definiciéon 1.2.5. Un R-moédulo M se dice libre sobre un subconjunto B C M si para
todo elemento no nulo x € M existen un natural n, unos tnicos elementos no nulos
r1,...,n € Ry unos tnicos ay,...,a, € B, tales que x = ria; + - - - + r,a,.

El conjunto B se denomina base de M y su cardinal se denomina rango del moédulo.
Notese que para cualquier conjunto no vacio A, existe un R-moédulo libre sobre A, que se

denotara F'(A), y que consiste en el conjunto de combinaciones R-lineales de elementos
de A.

Observaciones 1.2.6.

1. Cuando R es un cuerpo los axiomas de R-moddulo son exactamente los mismos que
los de R-espacio vectorial. Podemos pensar en los médulos como una generalizacion
del concepto de espacio vectorial obtenido al reemplazar el cuerpo de escalares por
los elementos de un anillo conmutativo unitario.

2. Los Z-mo6dulos son los grupos abelianos. En efecto, dado un grupo abeliano (G, +),
definimos la accién de Z sobre G que dota a G de estructura de Z-modulo como:

gt - +g n >0,

ZxG—G,(n,g) > ng= 0 n =0,
771)

(=g)+ - +(=g9) n<O0.

3. Sea R un anillo. Entonces M = R es un R-médulo donde la accién de un elemento
del anillo sobre un elemento del médulo es la multiplicacién habitual en R.

4. Sea R un anillo con elemento unidad. Entonces para todo n natural
R" :={(ry,...,7m,)|r; € R}

es un R-modulo con la suma componente a componente usual de R, y la accion de
un elemento de R sobre R"™ definida por

a(bl,. .. ,bn) = (abl,. .. ,abn),‘v’a S R,V(bl,. .. ,bn) € R"
De hecho, R™ es un R-modulo libre de rango n con base {ey,...,e,}, donde ¢; =

(i)
(0,...,0,1,0...,0).
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5. Un mismo grupo abeliano puede tener estructura de moédulo para diferentes anillos.
Mas concretamente si M es un R-moédulo y S es un subanillo de R tal que 1g = 1,
entonces M es autométicamente un S-modulo. Por ejemplo R es un R-moédulo, un
Q-modulo y un Z-moédulo.

6. Si M es un R-mo6dulo y para algtin ideal a de R se tiene que am = 0 para todo
elemento a del ideal y todo elemento m de M, entonces se dice que M es aniquilado
por a o alternativamente que a aniquila a M. En este caso M es un R/a-mo6dulo
con la accion del cociente R/a sobre M siguiente: para cada m € M y para todo
r+a € R/a definimos (r 4+ a)m = rm.

Como am = 0 para cualquier a € a la operaciéon estd bien definida. Vamos a
comprobar que dota a M de estructura de R/a-modulo.

a) ((r+a)+(s+a))m = ((r+s)+a)ym = (r+s)m = rm+sm = (r+a)m+(s+a)m
b) ((r+a)(s+a))m = ((rs) + a)m = (rs)m = r(sm) = (r + a)((s + a)m),

c) (r+a)m+n)=r(m+n)=rm+rn=(r+a)ym-+ (r+ an,

d) (I+a)m=1-m=m.

para cualesquiera r,s € R, m,n € M.

Veamos ahora un importante resultado sobre los submodulos de un R-mo6dulo libre cuando
el anillo R es un dominio de ideales principales. Antes necesitamos introducir algunos
conceptos sobre sucesiones exactas.

Definicion 1.2.7. Dado un anillo R, sean A, B, C tres R-modulosy f: A — B,g: B — C
dos R-homomorfismos. Decimos que el diagrama

AL 9,0

es una sucesion exacta si el ntucleo de g coincide con la imagen de f. Dado el siguiente
diagrama de R-mo6dulos y R-homomorfismos

fn—2 fn—l fn fn+1
? n—1 4 En 7 Lin41 —

decimos que es una sucesion exacta en FE, si el ntcleo de f,, coincide con la imagen de f,_;.
Proposicion 1.2.8. Sean R un anillo, E un R-modulo y F' un submddulo suyo. Si i es la
inclusion natural y © es la proyeccion candnica, entonces el diagrama:
% s
0 —F—FE— E/F—0,
es una sucesion exacta.

Demostracién. Que la sucesion es exacta se sigue de que 771(0) = F' = i(F). O

Proposicion 1.2.9. Sea R un dominio de ideales principales. Todo submddulo no nulo de
un R-mddulo libre de rango finito es libre de rango finito. Ademds el rango del submddulo
es menor o igual que el del modulo.
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Demostraciéon. Lo probamos por induccion sobre el rango de R™. Sea M C R". Sin =1
entonces cualquier submodulo de R es un ideal, que sera principal por la hipétesis de que
R es DIP. Por lo tanto M sera de la forma (a) para algin a € R, y como M es no nulo,
es libre de rango 1. Consideramos el siguiente diagrama:

0= R"' 5 RS R0,

donde i es la inclusion natural i(zq,...,2,-1) = (21,...,2,-1,0), y 7 es la proyeccion
sobre la tltima coordenada. Por la proposiciéon anterior sabemos que es una sucesion
exacta. Ahora, restringiéndonos a M tenemos lo siguiente:

0 MNR" 5 M5 x(M)—0.

Por hipétesis de inducciéon tenemos que M N R"~! es libre de rango < n — 1 con base
{my,...,m,} con r <n — 1. Distinguimos dos casos. Si 7(M) = 0 entonces M N R"~* =
i(MNR") = Kerm = M, luego M esta contenido en R"!, es decir, M es submodulo
de R"', y por hipotesis de induccion es libre de rango < n — 1. Si (M) # 0 entonces
es un submoédulo no nulo de R, luego es un ideal no nulo de R. Por ser R un dominio de
ideales principales w(M) = (r) para algun r € R no nulo, luego dadom € M, w(m) =r-z
para algtin x € R. Por ser 7 sobreyectiva existe un m, € M tal que 7(m,) = r, por
lo que tomando y := m — m,x tenemos que 7(y) = 0, es decir, y € Kern. Esto altimo
implica que y € Im ¢ por ser una sucesion exacta, luego existen xq,...,z,. € R tales que
Yy =m—myx =miT1 + -+ m,x,, y por lo tanto m se escribe como una combinacion
R-lineal de elementos del conjunto S := {my,...,m,,m,} C M. Por lo tanto S es un
conjunto generador. Para ver que es una base, y por tanto concluir que M es libre de
rango < n, consideramos una combinaciéon R-lineal nula

m:)\lml‘l—+)\rmr+)\nmn:(0a70):0M

Cadam; := (x14,...,%n-14,0) € R" 'parai=1,...,r, mientras que m, := (y1,...,Yn) €
R™. Como S genera M y n(M) # 0 se tiene que y,, # 0. De la ecuacion

Z )‘i(xl,ia <oy Tn—1,4; 0) + )\n(yla ce 7yn> = (07 cee 70)7
i=1

igualando las dltimas cordenadas de ambos miembros, se deduce que \,y, = 0, y como R
es un dominio e y, # 0 necesariamente A, = 0. Sustituyendo resulta que

i Aim; = Oy,
i=1

pero por ser {my, ..., m,} base de MNR"! se tiene que necesariamente A\; = --- = A\, = 0,
y por lo tanto todos los coeficientes son nulos, es decir, que el conjunto S es base de M,
lo que concluye nuestra prueba. O
Definicion 1.2.10. Sea M un R-moédulo, y sean Ny, ..., Ny submoddulos suyos.

1. La suma Nj+-- -+ Ni definida como el conjunto {a;+- - -+ay | a; € N;, para todo i}
es un submoédulo de M. De hecho es el menor submédulo de M que contiene a los
submodulos Ny, ..., Np.
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2. Se dice que la suma Nj + --- + Ny es una suma directa de submodulos, y lo deno-
taremos por N; & --- @ N, si

i#j
Es decir, que todo elemento de la suma se descompone de manera tnica como suma

de elementos de los submodulos ;.

3. Se dice que M es indescomponible si no se puede escribir como suma directa de dos
submodulos suyos no nulos. En caso contrario se dice que es descomponible.

4. Se dice que M es completamente reducible si es suma directa de submoédulos suyos
irreducibles. A cada uno de sus sumandos se le denomina constituyente de M.

[.2.b. Producto tensorial de médulos

Definiciéon 1.2.11. Sea R un anillo. Sean M, N y P tres R-mo6dulos. Una aplicacion
f: M x N — P sedice R-bilineal si fijado x € M se tiene que la aplicacion y — f(z,y)
de N en P es R-lineal, y si fijado y € N la aplicacion x — f(z,y) de M en P es R-lineal.

Nuestro objetivo es construir a partir de M y N un R-moédulo 7', llamado producto
tensorial de M y N, que permita entender las aplicaciones R-bilineales entre M x N y P
como aplicaciones R-lineales entre 1"y P, independientemente del R-moédulo P escogido.

Proposicion 1.2.12. Sean R un anillo, M y N dos R-modulos. Entonces existe un inico
par (salvo isomorfismo) (T, h) formado por un R-modulo T y una aplicacion R-bilineal
h:Mx N —T, con la siguiente propiedad:

Dado un R-mddulo P y una aplicacion R-bilineal f : M x N — P, existe una unica
aplicacion R-lineal f' : T — P de forma que f = f' o h, es decir, toda aplicacion R-
bilineal desde M x N factoriza por T.

Demostracion.

1. Emstencia. Sea F' el R-moédulo libre generado por M x N. Los elementos de F'
consisten en combinaciones lineales de elementos de M x N con coeficientes en el
anillo R, es decir, de la forma

Za’i ' (xluyz)u(xwyl) € M x N7ai € R.
i=1

Sea E el submodulo de F' generado por los elementos de F' de las formas siguientes:

a) (z1+22,y) — (21,y) — (22, 9)
b) (z,y1 +y2) — (z,y1) — (2, 92)
C) ((L’L‘,y) —a- (Jf,y)
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d) (ZL‘, ay) —a- (l”y)

para x,x1,22 € M, y,11,y2 € Ny a € R. Sea T := F/E. Para cada elemento (z,y)
de F' denotamos a su clase en 1" como = ® y. Por lo tanto T" esta generado por los
elementos de la forma = ® y, y de nuestra definicién se desprenden las siguientes
propiedades:

a) (T14+22)RY=1QYy+12QYy
b)) 2@ (1 +Y2) =Ry + T R Yo
¢) (ar) @y =2® (ay) = a(z ® y)

para cualesquiera x,x1,29 € M, y,11,y2 € N y a € R. Es decir, que la aplicacion
h: M x N — T definida como h(z,y) = z ® y es R-bilineal. Sea ahora f : M X
N — P una aplicaciéon R-bilineal, donde P es un R-moédulo. Por ser f bilineal
se anula en todos los generadores de FE, en consecuencia en todo FE, luego induce
un homomorfismo entre R-modulos f' : T" — P bien definido, de forma que (f’ o
h)(z,y) = f'(x®y) = f(x,y). La aplicacion f" queda univocamente determinada por
esta condicion, y por lo tanto el par (7', h) satisface las condiciones de la proposicion.

2. Unicidad. Sea otro par (1", h') que cumple también estas propiedades. Reemplazando
(P, f) por (T",h') obtenemos que existe una tnica aplicacion R-lineal i : T'— T tal
que h' =i o h. Intercambiando T" por 7" obtenemos que existe una tnica aplicacion
R-lineal ¢/ : T" — T tal que h = i’ o h'. Sustituyendo obtenemos que

h=1io(ioh)=(i0oi)oh.
Reciprocamente obtenemos que
h'=(iod)oh'

Como los pares (7,idr), (T",id) verifican que h = idroh y b = idy oh/, res-
pectivamente, por lo probado en el apartado anterior concluimos que i’ o i = idy,
101 =idy. Por lo tanto ambas composiciones son la identidad, lo que implica que
7 es un isomorfismo.

]

Observacion [.2.13. El R-moédulo T' construido a partir de M y N se suele denotar
por M ®g N, o simplemente M ® N si no hay ambigiiedad sobre el anillo R en el que
se trabaja. Se puede ver como un R-moédulo libre generado por los elementos x ® v,
denominados tensores descomponibles. Si (x;)ier, (y;)jes son dos familias que generan M
y N respectivamente, entonces los elementos x; ® y; generan M ® N. En particular, si M
y N son finitamente generados, entonces también lo es M ® N.

Ejemplo 1.2.14. Sean m,n € Ny d = ged(m, n). Veamos que
Zm ®Z Zn = Zcl-
Sea la aplicacion f : Z,, X Z, — Z4 definida como:

flx+mZ,y+nZ) =xy+ dZ.
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Esta bien definida y es bilineal, luego por la proposiciéon anterior existe una tnica aplica-
cion lineal g : Z,, ®y Z, — Zq tal que

g((x + mZ) @ (y + nZ)) = zy + dZ.
Sea ahora la aplicacion h : Zg; — Z,, ®z 7, definida como:
h(l+dZ) = (Il + mZ) ® (1 + nZ).

Veamos que esta bien definida. Sean [,I" € Z tales que | — ' € dZ, luego existe k € Z
tal que | = I’ + kd. Por la identidad de Bézout existen a,b € Z tales que d = am + bn.
Sustituyendo en la expresion anterior obtenemos que [ = I’ + akm + bkn. Por lo tanto:

h(l 4+ dZ) = h(l' + akm + bkn + dZ) = (I' + akm + bkn + mZ) @ (1 + nZ)
="' +bkn+mZ)® (1 +nZ) = (1 +mZ) @ (I' + bkn + nZ)
=(1+mZ) @ (' +nZ)=('"+mZL)® (1 +nZ) = h(l'+dZ).

La aplicacion h cumple que
(hog)((x+mZ)® (y+nZ)) = h(zy+dZ) = (xy+mZ) @ (1+nZ) = (x +mZ) R (y+nZ).

Ademas,
(goh)(l+dZ)=g((l+mZ)® (1 +nZ)) =1+ dZ.

Hemos comprobado que h = g~! y por lo tanto ¢ es un isomorfismo entre Z-modulos.

Ejemplo 1.2.15. Sean V' y W dos espacios vectoriales. Definimos una aplicaciéon ¢ :
V* @ W — Hom(V,W) que sobre los elementos descomponibles del producto tensorial
acttia como
¢(U* ® w) - f’U*,’LU7

donde f,«,, es la aplicacion lineal V' — W definida por f, ,(u) = v*(u)w. Como cada
elemento de V®@W puede escribirse como suma de tensores descomponibles esta asignacion
se extiende a un homomorfismo, que denotamos ¢. Supongamos que v* @ w € ker(¢).
Entonces fy«,(u) = v*(u)w = 0 para cualquier u € V. Si v* es la funcién 0, entonces
v*®@w = 0®w = 0. Supongamos que v* es no nulo, luego existe u € V' tal que v*(u) # 0,
luego necesitamos que w = 0 para que v* ® w = 0. Por lo tanto ker(¢) = {0} y ¢ es
inyectiva. Concluimos asi que dim(Hom(V, W)) = dim(V* @ W), y por lo tanto

Hom(V, W)= V* @ W.

|.2.c.  Anillos de grupos El siguiente concepto sera importante a la hora de entender
las representaciones de grupos. Se trata de dotar a un grupo (que asumiremos finito) de
estructura de anillo a través de un anillo dado. Asi, un anillo de grupos es por un lado un
anillo y por otro un moédulo libre cuyo anillo de escalares es el anillo a través el cual ha
sido construido, y una de cuyas bases es el conjunto de elementos del grupo de partida.

Definicion 1.2.16. Sea R un anillo conmutativo con elemento unidad 1z # 0, y sea
G ={g1,...,g.} un grupo finito. Definimos el anillo del grupo G con coeficientes en R,
que se denotara por RG, como el conjunto de las sumas formales

a191 + asgs + -+ angn ;a;, € 1 <1< n
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La suma en RG se define componente a componente
(arg1+- -+ angn) +(bigi+- - +bpgn) = (a1 +b1)g1 4 -+ (an+bn)gn a;,b; € R,11<i<n

donde a; + b; es la suma en el anillo R. La multiplicacion se define primero para las tuplas
(ag;)(bg;) como (ag;)(bg;) = (ab)gy, donde ab es el producto en el anillo R, y g, = gig; es
la operacion definida en el grupo. Esta definiciéon se extiende a todas las sumas formales
mediante la propiedad distributiva de manera que el coeficiente de ¢ en el producto
(algl +-+ angn)(blgl + e+ bngn) es

Z a,-bj

9i95=9k

Con estas operaciones RG es un anillo unitario cuyo elemento unidad es 13- e, donde e es
el neutro para la operacion en el grupo G. RG sera conmutativo si y solo si GG es abeliano.

Ejemplo 1.2.17. SeaH = {e, ¢, 1,1, j, j, k, k} el grupo cuaternion, y consideramos el anillo
de grupo RH. Un elemento cualquiera del anillo vendra dado por la siguiente suma formal

T1€ + T9€ + w3i + w4i + w5 + w6 + 7k + 28k
donde los x; son ntimeros reales. Veamos un ejemplo de operacion en el anillo del grupo:
(B4+7m-1)-(7T-k) = (3-1)(T-k)+(m-1)-(T-k) = (3-7)-(1-k)+(7-7)- (1-k) = 21-k+(77)-(])
Definimos el anillo de Hamilton como el conjunto
Q={a-e+b-i+c-j+d-k:a,bc,deR},

donde i? = j2 = k? = ijk = €, y la adicién se define componente a componente. Notese
que RH no es isomorfo al anillo de Hamilton. Esto se debe a que en el anillo se cumplen
relaciones adicionales entre los elementos que no se cumplen en RH. Por ejemplo en el
anillo de Hamilton i = 1-1 = 1-(—1i) = —1i, mientras que en el anillo de grupo i # (—1)-1
pues representan sumas formales distintas.

A la hora de estudiar las representaciones de grupos nos interesaré en concreto el caso
de un anillo de grupo en el que el anillo R es a su vez un cuerpo F'. En este caso el anillo
FG, que también sera un F'G-modulo libre, es un espacio vectorial sobre F' cuya base es
G, v por lo tanto su dimension seré el orden del grupo G.

Definicion 1.2.18. Sea G un grupo finito. Se define el centro del anillo del grupo G, CG,
que se denotara como Z(CG), como el conjunto

Z(CGE) :={2 € CG: zr =rz,Vr € CG}.

Definicion 1.2.19. Sean (1, ..., C, las clases de conjugaciéon de un grupo G. Para cada
1 <1 <r, definimos

Ci=)Y geCa.

9€C;

Los elementos C'1,...,C, de CG se denominan sumas de clase de G.
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Proposicion 1.2.20. Las sumas de clase de un grupo finito G pertenecen al centro de CG.
De hecho, forman una base de CG.

Demostracion. Sean C' una clase de conjugacion de G, y g € GG un representante de C.
Entonces los elementos de C' son zy 'gxy, ...,z ‘gz, para ciertos z1,...,x, € G. Por lo

tanto .
C= Z :Uz-_lg:vi.
i=1

Para cualquier h € G, h™'Ch = Yoy h='z; tgx;h. Si i varia entre 1 y 7, los elementos
h~'z; 'gx;h varian en todo C puesto que

h_lxi_lg:rih = h_lxlzlgxkh <= x[lgﬂfi = xlzlgifk-

Por lo tanto Y.;_, h~'z;'gz;h = C, y por lo tanto h™'Ch = C; es decir, hC = Ch.

Tenemos que C' conmuta con todo h € G, y por lo tanto también conmuta con todo
> hec anh € CG, luego C € Z(CG).

Para la segunda parte observemos primero que Ci, ..., C,, son linealmente independien-
tes puesto que las clases C',...,C, forman una particion disjunta de G. Veamos ahora
que generan todo Z(CG). Sea r = ) g € Gayg € Z(CG). Para h € G (que en particu-
lar es un elemento de CG), tenemos que rh = hr, luego h™'rh = r. Esto implica que
deG aghtgh = deg agzg. Por lo tanto para cada g € G el coeficiente a, de g es igual
al coeficiente aj-14, de h™'gh. En particular esto implica que la asignacion g — a, es
constante en Oy, luegor = > 7, a;C;, donde a; es el coeficiente de un representante de la
clase de conjugacion C;. O



CAPITULO I

Teoria de representacidén

En este capitulo vamos a introducir los conceptos basicos de la teoria de represen-
tacion de grupos, necesaria para entender la nocién de caracteres de grupos, pues estos
ultimos estan intimamente ligados a las representaciones. Una representacion de grupos
asocia a cada elemento del grupo una matriz invertible, luego la operacion interna del
grupo se podré ver como una multiplicaciéon de matrices usual. Veremos también que una
representacion de un grupo G es equivalente a un F'G-modulo sobre un cuerpo F.

II.L1. Representacién de grupos.

Definicion 11.1.1. Sean GG un grupo finito, F' un cuerpo y V un F-espacio vectorial. De-
notaremos por GL(V') al grupo formado por los F-automorfismos del F-espacio vectorial
V', con la operacién composicion.

1. Una representacion lineal de G en V' es un homomorfismo de grupos p : G — GL(V).
El grado de la representacion es la dimensiéon de V' como F-espacio vectorial.

2. Sea n un entero positivo. Una representacion matricial de G'es un homomorfismo de
grupos p : G — GL,(F), donde GL,(F)) es el grupo de las matrices n X n invertibles
con coeficientes en F'.

3. Una representacion lineal o matricial se dice fiel si es inyectiva.

Observacion 11.1.2. A partir de ahora el término representacion denotara indistintamente
representacion lineal o matricial, pues en nuestro contexto ambas son equivalentes. En
efecto, si V es un F-espacio vectorial de dimension finita n, fijada una base de nuestro
espacio obtenemos que GL(V') = GL, (F). De esta forma toda representacion lineal induce
una representaciéon matricial y viceversa.

Ejemplo 11.1.3. Sea D, = {r,s | r* = s> = (sr)? = 1} el grupo diédrico de orden 8, que
no es mas que el grupo de simetrias del cuadrado que tienes por vértices los puntos del
plano (1,1),(-1,1),(—=1,-1),(1,—1), donde r denota la rotacién en sentido antihorario
de 90 grados y s denota la reflexion respecto del eje horizontal {y = 0}. Sean las matrices

0 —1 1 0
(i) s B
definimos la aplicacion p : D4 — GLy(C),r's’ — RS/, para 0 <i <3y 0 < j < 2. Que

es un homomorfismo es inmediato, luego p es una representacion de ©, de grado 2.

14
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Maés generalmente si tenemos D, = {r,s | r" = s*> = (sr)? = 1}, las matrices

R (cos(27r/n) —sin(27r/n)> 5— (1 0 ) |

sin(2w/n)  cos(2m/n) 0 -1

y la aplicacion p : ©,, — GLy(C),r's? — R'ST para0<i<n—1y0<j <2 nosdan
una representacion de grado 2 del grupo diédrico de orden 2n.

Vamos a ver ahora la relacion entre F'G-modulos y representaciones de grupos. Sea p una
representacion de G := {gi,...,gn} en un F-espacio vectorial V. Para cada 1 < i < n,
p(g;) es un endomorfismo de V. Podemos dotar a V' de estructura de FG-modulo si
definimos la accion del anillo de grupo F'G sobre un elemento de V' de la siguiente manera:

(Z AiQi) ‘U= Z Ai - p(gi)(v),

para cualesquiera Y . A\ig; € FG y v € V. Vamos a verificar que esto es en efecto un
FG-modulo.

Lo (i Nig) + (0, Bigi)) v = Qi (N + Bi) i) - v = 30, (N + 8) - plgi) (v) =
Z?ég‘%ﬂ(%)(g) + Bip(g:)(v)) = Z?:1 Aip(gi)(v) + Z?:1 Bip(g:)(v) = (Z?:l Aigi) -
v+ i=1 Pigi) = V.

2. Para probar el segundo axioma y para evitar lo engorroso de la notacion lo probare-
mos para la suma formal de un tnico elemento g; - v = p(g;)(v), y el resultado para
la accion de F'G se extendera de forma lineal. Para esto es fundamental el hecho de
que p es un homomorfismo de grupos.

(9i95) - v = p(gig;)(v) = (p(gi) © p(g;))(v) = p(g:)(p(g;)(v)) = gi - (g; - V).

3. Aqui es clave el hecho de que p(g;) sea un endomorfismo de V.
(i1 Aigi) - (v + w) = 300 diplgi) (v +w) = 3oy Ailp(gi)(v) + plgi)(w)) =
izt Aip(gi) (V) + 20y Aip(gi) (w) = (X051 Aigi) - v + (05, Aigi) - w.

4. (1p-e)-v=1pp(e)(v) =1p v =w.

Reciprocamente supongamos que tenemos un F'G-modulo V. Por ser un F'G-mddulo en
particular serd un F-modulo, lo que sabemos que es equivalente a ser un espacio vectorial.
Para cada g € G definimos la aplicacién ¢, de V en V como ¢4(v) = g - v, donde g - v
viene dado por la acciéon del elemento del anillo F'G sobre V. Como los elementos de F'
conmutan con cada uno de los g € G se sigue de los axiomas de mdédulo que para todos
v,w € V y para todos a,b € F, se tiene que

pglav +bw) =g - (av+bw) =g (av) + g - (bw) = a(g - v) + b(g - w) = agy(v) + bp,(w).

Es decir, para cualquier g € GG, ¢4 es una aplicacién lineal. Si ahora definimos ¢ : G —
End(V); g — ¢4, tenemos que de los axiomas de modulo se desprende que

$(919;) (V) = bgiq;(v) = (9:9;)(v) = 6i(9;(v)) = by, (dg;(v)) = (¥(gi) © D(g;)(v)-
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Luego ¢ es un homomorfismo de grupos que manda cada elemento del grupo G en un
endomorfismo de V' que, fijando una base en V', vendra dado por una matriz. Ademas
é(g71) = ¢(g)~!, luego las matrices son necesariamente invertibles y por lo tanto podemos
ver ¢ como un homomorfismo de G en GL(V'). Asi hemos probado que un FG-modulo
induce una representacion de grupos. El siguiente resultado recoge la informacion que
hemos probado.

Proposicion |1.1.4. Sean F' un cuerpo, G un grupo finito y V un conjunto. Entonces V
es un FG-mddulo si y solo si V' es un F-espacio vectorial y ¢ : G — GL(V') (como la
hemos definido antes) es una representacion de G.

Definicion 11.1.5. Sean G un grupo finito, V' un espacio vectorial y U C V un subespacio
suyo. Diremos que U es G-estable si g -u € U para todo g € G,u € U.

Si vemos V' como un F'G-modulo, entonces se sigue de las definiciones que sus submo-
dulos son sus subespacios G-estables.

Definicién 11.1.6. Dos representaciones de un grupo finito G se diran equivalentes si los
FG-modulos que inducen son isomorfos.

Supongamos que tenemos ¢ : G — GL(V) y ¢ : G — GL(WW) dos representaciones
de un grupo finito G, donde V' y W son dos F-espacios vectoriales, y sea f : V — W
un isomorfismo entre F'G-modulos. En particular serd un isomorfismo entre F-modulos;
es decir, un isomorfismo entre espacios vectoriales, luego dim V' = dim W. Por lo tanto
ambas representaciones tienen el mismo grado. Ademas, dados g € G,v € V tenemos
que f(g-v) = g-(f(v)) por ser un isomorfismo de F'G-modulos. En el lenguaje de la
accion del anillo de grupo esto significa que f(¢(g)(v)) = ¥(g)(f(v)), lo que implica que
foolg) = ¥(g) o f, para todo g € G. En particular dos representaciones ¢,1 de G
sobre el mismo espacio vectorial V' son equivalentes si y solo si existe f € GL(V) tal que
fod(g)o f~t =1(g), para todo g € G. En términos matriciales esto se traduce en que
existe una matriz invertible P tal que P¢(g)P~! = 1)(g) para todo g € G. Este hecho no
es mas que la existencia de bases By y By en V tales que la matriz de ¢(g) respecto de
By coincide con la matriz de 1(g) respecto de By para todo g € G.

Definicién 11.1.7. Sean ¢ : G — GL(V) y ¢ : G — GL(W) dos representaciones de un
grupo finito G sobre un cuerpo F. La suma directa VW tiene estructura de F'G-modulo,
y por tanto de espacio vectorial. Sea p : GL(V) x GL(W) — GL(V @ W); (¢(g),¥(g)) —
®(g) + ¥(g). Entonces el homomorfismo de G a GL(V @ W) viene dado por po (¢ X 9).
En términos matriciales esto se puede ver como la aplicacion

¢g) 0 )
— .
g ( 0 (g)
Definicion 11.1.8. Sean ¢ : G — GL(V) y ¢ : G — GL(W) dos representaciones de
un grupo finito GG sobre un cuerpo F'. Definimos la representacion del producto tensorial

como sigue

p:G—= GLV@W);gm ¢(g) @(g).

Reciprocamente dados dos F'G-modulos V' y W, definimos la accion de G sobre el producto
tensorial como ¢ - (v ®@ w) = (¢-v) ® (¢ - w), para cualesquiera g € G, v € V, w € W.
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En términos matriciales la representacion viene dada por el producto de Kronecker de las
matrices de las representaciones ¢ y 1. Denotemos A := ¢(g) = {a;;} y B := ¢ (g) para
cierto g € GG, entonces el producto de Kronecker se define como

CLHB e alnB
A® B = : :
amB ... a,,B

Definiciéon 11.1.9. Sean F' un cuerpo, V' y W dos F-espacios vectorialesy f : V — W

una aplicacion lineal entre ellos. Se define la aplicacion traspuesta de f como la aplicacion

lineal f': W* - V*; ¢ ¢o f.

Proposicion 11.1.10. Sea F' un cuerpo. Sean V,W dos F'-espacios vectoriales de dimen-
sion finita y f V. — W una aplicacion lineal entre ellos. Consideramos bases By, By
en V. y W, respectivamente, y denotamos por A = (a;;) a la matriz de f respecto dichas
bases. Entonces la matriz de f* respecto de las bases duales By,, By, es A'.

Demostracion. Si By := {vy,...,v,} y Bw = {w1, ..., w,}, entonces B}, := {v},...,v}}
y By = {wi,...,w;} son bases de V* y W*, respectivamente. Si B = (b;;) es la matriz
de f! respecto dichas bases se cumple que

bji = (f(w)))(vy) = (w] o f)(v;) = wi(f(vy)) = w} (Z akjwk> = arjwj (wi) = a;.

k=1 k=1
O]

Definicion 11.1.11. Sea p : G — GL(V) una representacion de un grupo finito G sobre
un F-espacio vectorial V. Definimos la representacion dual de p como el homomorfismo

p* G — GL(V*); 9= (p(g7"))".

Observacion 11.1.12. Sean G un grupo finito, F' un cuerpo y V' 'y W dos F'G-moédulos.
Entonces por las definiciones anteriores y el Ejemplo 1.4.15, tenemos que Hom(V, W) con
la accion g - f(v) = gf(g~'v) para cualesquiera g € G, f € Hom(V,W) y v € V, es un
FG-modulo y por lo tanto induce una representacion.

II.2.  Representaciones irreducibles.

Definicion 11.2.1. Sean G un grupo finito, F' un cuerpo y V un FG-moédulo. Sea p :
G — GL(V) la representacion de G en V asociada. Se dice que p es reducible, irreducible,
descomponible, indescomponible, o completamente reducible si V como FG-modulo lo es.

Ejemplo 11.2.2. Sea U = C y sea G un grupo finito. Consideremos la accién trivial de G
sobre U; es decir, g - u = u para cualesquiera g € G, u € U. Esta claro que, como CG-
modulo, U es irreducible, y la representacion de G que induce se denomina representacion
trivial. Claramente en la base canénica la matriz de la representacion es la identidad.

Teorema 11.2.3 (Teorema de Maschke). Sean G un grupo finito y F un cuerpo cuya
caracteristica no divide al orden de G. Si 'V es un FG-mddulo y U es un submaodulo
propio suyo, entonces existe un submodulo W de V' tal que V =U & W.
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Demostraciéon. La clave de la demostracion estd en encontrar un F'G-homomorfismo
m:V —=U,

que sea una proyeccion sobre U; es decir, que cumpla que w(u) = u, para todo u € U.

Supongamos que existe dicho F'G-homomorfismo, y sea W := ker 7. Como 7 es un ho-
momorfismo de FG-modulos, W es un F'G-submodulo, y de hecho es el suplementario
de U que buscamos. En efecto, si v € U N'W, entonces a su vez se cumple que 7(v) = v
y que m(v) = 0, luego necesariamente U N W = {0}. Por otro lado dado v € V ar-
bitrario, podemos escribir v = 7(v) + (v — 7(v)). Por definicion de 7, w(v) € U, y
(v — 7(v)) = 7(v) — 72(v) = 7(v) — w(v) = 0, luego v — 7(v) € W. Se concluye asi

que V=UagW.

Para finalizar la demostracion necesitamos probar que existe dicho F'G-homomorfismo.
Como U es un subespacio de V' podemos tomar una base By de U y completarla hasta
obtener una base B de V. Si tomamos U’ el subespacio generado por el conjunto B\ By,
tenemos entonces que V' = U @ U’. Sin embargo, U’ podria no ser un submoédulo (un
subespacio G-estable), como queremos. Sea 7y : V' — U la proyeccion sobre U respecto
a la descomposicion anterior; es decir, my verifica que mo(u + w') = u para cualesquiera
u € U, u € U'. La idea sera obtener nuestra proyecciéon 7 promediando m sobre GG. Para
cada g € G definimos la aplicacion gmgg~' como gmog~'(v) = g - me(g~" - v), para cada
v € V. Aqui () denota la accion de los elementos del anillo F'G. Como U es un submodulo,
y por tanto es G-estable, entonces la imagen de la aplicacion esta contenida en U. Por otro
lado, como gy ¢g~! acttian como aplicaciones F-lineales entonces gmyg~"! es una aplicaciéon
F-lineal. Finalmente, como U es G-estable, y por definicion de g, (g™ - u) = g7 ' - u,
concluimos que gmpg~!(u) = u, para todo u € U, y por lo tanto es una proyeccion de V

sobre U como espacio vectoriales.

Sea ahora n := ord(G), podemos ver n como un elemento de F' puesto que n = ep+ .

+er, donde er denota al elemento neutro respecto del producto en F'. Por hipotesis n es
nulo no en F, luego existe m € F' tal que nm = er = mn. Definimos

Ti=m Zgﬂ-ogilv

geG

que es de nuevo una aplicaciéon F-lineal de V en U por ser una combinacion lineal de
aplicaciones F-lineales de V' en U. Como dado u € U y g € G arbitrarios tenemos que
gmog ' (u) = u, entonces m(u) = m(nu) = erpu = u. Luego 7 es una proyeccion de V
sobre U. Resta probar que es un F'G-homomorfismo, y por ser una aplicacion F-lineal
basta probar que también respeta la accion de G; es decir, que m(h - v) = h - 7(v), para
cualesquiera h € G, v € V. En efecto,

n(h-v)=mYy gmog ' (h-v)=mY gmo(g~" - (h-v))

geG geq
=m Y h(h'g)mo((g'h)-v) =m Y h-kmok ' (v) = h-7(v),
geG keG

donde k := h~!g para todo g € G también recorre todo G. O
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Corolario I1.2.4. Sean G un grupo finito, V- y W dos CG-maodulos, y g : V — W un CG-
homomorfismo. Entonces existe un submddulo U de V' tal que V = U & ker g verificando
que U = img.

Demostracion. Por ser ker g un submoédulo de V' y por el Teorema de Maschke, existe
un submodulo U de V' tal que V' = U @ ker g. Definimos ahora una aplicaciéon g : U —
img,u — g(u), que serd un CG-homomorfismo por serlo g. Si u € ker g, entonces u €
ker g N U = {0}, luego ker § = {0}. Sea ahora w €€ ¢, luego w = g(v) para cierto v € V.
Escribimos v = ug + u, con uy € kerg y u € U. Entonces

w = g(v) = g(uo +u) = g(uo) + g(u) = g(u) = g(u),

y por lo tanto im g = img. Tenemos asi que ¢ es un CG-isomorfismo; es decir, U =
img. O

Lema 11.2.5 (Lema de Schur). Sean G un grupo finito, F un cuerpo, y V. y W dos FG-
modulos irreducibles. Sea f :V — W un FG-homomorfismo. Entonces:

s VE=EWokerf=V.

w SiV =W, entonces para todov € V, f(v) = zv para algin z € C.

Demostracion. Para la primera parte, sean g € Gy v € ker f. Entonces g - v € ker f ya
que f(g-v) =g- f(v) =0. Por lo tanto ker f es un subespacio G-estable de V, luego es
un submodulo suyo. Como V es irreducible entonces o bien ker f = {0} o bien ker f = V.
Por otro lado im f es un submoédulo de W, y como W es irreducible entonces o bien
im f = {0} o bien im f = W. Esto implica que o los dos F'G-modulos son isomorfos o que
la aplicaciéon f es nula.

Para la segunda parte veamos f como una aplicacion F-lineal entre los espacios vectoriales
V y W,y fijando bases By y By en V y W, respectivamente, denotamos por A a la matriz
de f respecto dichas bases. Sea g(t) = det(A — tI) su polinomio caracteristico. Por ser
C algebraicamente cerrado el polinomio g tendra al menos una raiz en C; es decir, existe
z € C tal que det(A —zI) = 0 y por lo tanto ker(f — z-idy) # 0. Por el apartado anterior
tenemos que ker(f — z-idy) =V, luego f = z - idy. O

Corolario 11.2.6. Sean G un grupo finito, V- un CG-mddulo irreducible y z € Z(CG).
Entonces existe A € C tal que z - v = v, para cualquier v € V.

Demostracion. Sean r € CG y v € V. Entonces (rz) - v = (zr) - v, luego la funciéon
v = z-v es un CG-automorfismo de V. Por el Lema de Schur este automorfismo es de la
forma Aidy para algin \ € C. n

Teorema 11.2.7 (Teorema de descomposicion). Sean G un grupo finito, F' un cuerpo cuya
caracteristica no divide al orden de G, y 'V un FG-mddulo libre de rango finito. Entonces
V' es completamente reducible.

Demostracion. Que V sea un FG-moédulo libre de rango finito es equivalente a que V
tenga dimension finita como F-espacio vectorial. Si la dimensiéon de V' es 1 entonces es
irreducible y por lo tanto es completamente reducible pues V =V @& 0. Supongamos que
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el resultado es cierto para dimensiones menores que cierto natural n. Sea ahora V de
dimension n. Si V' es irreducible entonces es completamente irreducible. En caso contario
existira un submodulo propio suyo U, y por el Teorema de Maschke existe un submodulo
W de V tal que V= U & W, donde las dimensiones de U y W han de ser estrictamen-
te menores que n. Por la hipotesis de inducciéon, tanto U como W son completamente
reducibles, luego V' lo es. [

Corolario 11.2.8. Sean G un grupo finito, F un cuerpo cuya caracteristica no divide al
orden de G, V un F-espacio vectorial, y p : G — GL(V') una representacion de grado
finito. Entonces existe una base de V' tal que para cada g € G la matriz de p(g) con
respecto a esta base es diagonal por bloques

r1(g)

Pm(9)

donde cada p;(g) es la matriz de una representacion irreducible de G.

Demostracion. Por el teorema anterior existe una familia {U;}7, de FG-submodulos
irreducibles de V, tales que V.=U; @ - -- & U,,. Tomamos B = |J", B;, que base de V,
donde cada B; es una base de U;. Entonces, para cada g € GG, la matriz de p(g) respecto
de la base V sera de la forma del enunciado, donde cada p;(g) es la matriz de p(g)|v,
respecto de la base B;. O

Proposicion 11.2.9. Sean G un grupo finito, F' un cuerpo y V un FG-mdodulo. Escribimos
v=U&---aU,

donde cada U; es un FG-submaodulo irreducible de V. Si U es un FG-submaodulo irreducible
de V', entonces U = U; para algin 1 < i <.

Demostracion. Dado v € U C V no nulo, tenemos que v = u; + --- + u,, con
u; € U; para todo 1 < i < r, y algtn ¢ tal que u; # 0. Definimos el F'G-homomorfismo
7w U — U;,u — u;. Como U y U; son ambos irreducibles y m; # 0 entonces por el Lema
de Schur (Lema I1.2.4), tenemos que U = U;. O

El resultado anterior es de suma importancia, pues nos garantiza que para todo F'G-
modulo existen una cantidad finita de submoédulos suyos irreducibles. De hecho dado un
FG-modulo V', deben existir Vi, ..., Vi, FG-moédulos irreducibles no isomorfos y enteros
no negativos aq, ..., ay, tal que V = @le V2% A esta descomposicion la denominaremos
descomposicion candnica. Notese que los coeficientes a; dependen de V', pero la familia
{Vi}k_| no, asi que lo que diferencia las representaciones canénicas de dos FG-modulos
son los coeficientes a; de cada una.

Ejemplo 11.2.10. Sea G&3 el grupo de permutaciones de 3 elementos. Sabemos que la re-
presentacion trivial U en C es irreducible de dimension 1. La representacion alternante
es la inducida por el C-espacio vectorial de dimension 1 U’ = C con la accion del grupo
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g - u :=sgn(g)u para cualesquiera g € &3, u € U’, donde sgn(g) es 1 si g es una permuta-
cion par y —1 si es impar. Por tener dimensiéon 1 también es trivialmente irreducible.

Consideramos el C-espacio vectorial C3, que serd de dimensién 3, y la accién del grupo
G3 siguiente:
0 - (21,22, 23) = (Zo-1(1)s Zo-1(2)s Zo-1(3))-

Esta accion sobre C? induce la denominada representacion por permutaciones de &g, que
no es irreducible pues el subespacio W := L[(1,1,1)] es Gs-estable, y por lo tanto es un
CG3-submodulo. Sea V el subespacio de C* de dimensién 2 siguiente:

V= {(21,22,23) € C3: 21+ 20425 = 0},

que es claramente Gs-estable, y por lo tanto un C&s-submodulo. Ademas, notese que
VW = {0}, y que dim C* = dim V +dim W, luego C3> = V & W. De hecho, por el Lema
de Schur, W y U son isomorfos. Mas adelante veremos que las tnicas representaciones
irreducibles de &3 son las inducidas por los C&3-modulos U, U’, V.

Definiciéon 11.2.11. Sean GG un grupo finito y F' el cuerpo R 6 C. El espacio vectorial
FG, con la accion natural multiplicativa g - v = gv para v € FG y g € G, se denomina
FG-modulo regular.

Observacion 11.2.12. La representacion que induce el FG-moédulo regular se denomi-
na representacion reqular. Es inmediato ver que dicha representacion es fiel y su grado
coincide con el orden del grupo G.

Teorema 11.2.13. Sea G un grupo finito, y denotemos por CG al CG-mddulo reqular, y
escribamos
CG=Us---aU,

donde cada U; es un submddulo irreducible de CG. Entonces todo CG-mddulo irreducible
es 1somorfo a alguno de los Uj.

Demostracion. Sea W un CG-moédulo irreducible, y tomamos w € W no nulo. El conjun-
to {rw : r € CG} es un submodulo de W, y por ser W irreducible, W = {rw : r € CG}.
Sea f: CG — W,r — rw, que serd un CG-homomorfismo sobreyectivo. Por el Corolario
I1.2.4, CG se puede descomponer como suma directa de un CG-médulo U con ker f, donde
U= W. Como W es irreducible, entonces U lo es, y por la Proposicion 11.2.8, U = U;
para cierto 1 <7 < r. UJ

Definicion 11.2.14. Sean G un grupo finito y V' y W dos CG-moddulos. Denotamos por
Homgeg(V, W) al conjunto de CG-homomorfismos de V' en W, que no es mas que el espacio
vectorial de aplicaciones lineales de V' en W como C-espacios vectoriales que, ademas, son
G-lineales.

Como consecuencia del Lema de Schur tenemos el siguiente resultado.

Lema 11.2.15. Sean V' y W dos CG-mddulos irreducibles. Entonces dim(Homgg(V, W))
esl st V=W, y0 en caso contrario.
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Demostracion. Si V22 W el tnico CG-homomorfismo entre ambos espacios es el nulo,
luego se tiene que dim(Homcg(V,W)) = 0. Supongamos ahora V' = W, y tomamos
f € Homeg(V, W) que sea isomorfismo. Si g € Homcg(V, W), entonces f~! o g es un CG-
isomorfismo de V en V', luego por el Lema de Schur, existe z € C tal que f~'og = zidy,
y por lo tanto g = zf, y Homeg(V,W) = {zf : z € C} es un C-espacio vectorial de
dimension 1. O

Por el Teorema 11.2.13, sabemos que todo CG-modulo irreducible es isomorfo a uno de
los submodulos irreducibles del CG-moédulo regular, que forman una familia finita salvo
isomorfismo. Nuestro objetivo sera saber, dado un CG-moédulo irreducible U, cuantos de
los constituyentes de CG son isomorfos a U. La clave es la siguiente proposicion.

Proposicion 11.2.16. Sea G un grupo finito, y sean V, Vi, Vo, W, W1 y Wy CG-mddulos.
Entonces

v dim(Homeg(V, Wy @& W3)) = dim(Homeg(V, W1)) + dim(Homeg (V, Wa)),
» dim(Homeg(Vy @ Vo, W)) = dim(Homeg(Vy, W)) + dim(Homeg (Va, W)).

Demostracion.

1. Sean m; : Wy @ Wy — W, para i = 1,2 donde m(w; + we) = wy y mo(wy + wy) = we,
para todo wy € Wy, wy € Wa. Definimos f : Homeg (V, W1&Ws) — Homeg(V, Wh) &
Homee(V, W3), g — (71 0 g, m 0 g). Claramente f es una aplicacion lineal, resta ver
que es isomorfismo. Dado h; € Homeg(V, W;) para i = 1,2, entonces la funcion
g(v) = hy(v) + he(v) para v € V, es un elemento de Homeg(V, Wi & Ws), v su
imagen por f es (hy, hy), luego f es sobreyectiva. Si g € ker f, entonces m;(g(v)) =0
para todo v € V, i = 1,2, luego g(v) = (m + m2)(g(v)) = 0 para todo v € V' y por
lo tanto g = 0; es decir, f es inyectiva y por lo tanto un isomorfismo.

2. Dado f € Homgg(Vy @ Vo, W), definimos f; : V; — W como la restriccion de f a
Vi, i = 1,2. Como todo v € V; @ V5 se escribe de forma tnica como v; + v, con
v € Vi, v9 € Vi, entonces f;(v;) = f(v;), luego f; € Homeg(V;, W) para i = 1,2. Sea
la funcion ¢ : Homeg (Vi @ Vo, W) — Homeg(Vi, W) @ Homeg(Va, W), b — (hy, ha).
Claramente g es una aplicacion lineal inyectiva. Dadas h; € Homgeg(V;, W) para
i = 1,2, entonces la funcion h(vy + vo) = hy(vy) + ho(vy) para v; € Vi, i = 1,2, es
un elemento de Homeg (V) @ Vo, W), v su imagen por g es (hy, hy); es decir, g es
sobreyectiva y por lo tanto isomorfismo. O

Observacion 11.2.17. Mediante induccio, el resultado anterior se extiende a sumas direc-
tas finitas de CG-moédulos.

Corolario 11.2.18. Sean G un grupo finito y V' un CG-mddulo con
V=Ue@&---a&U,

donde cada U; es un CG-submddulo irreducible de V. Sea W un CG-mddulo irreducible.
Entonces las dimensiones de Homeg(V, W) y Homee (W, V') son ambas iguales al nimero
de CG-submodulos U; tales que U; = W.
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Demostracion. Por la Proposicion 11.2.16,

1. dim(Homee(V,W)) = >"._, Homeg(U;, W) y
2. dim(Homcg(W, V)) = 22:1 HOIIl(CG'(VV, Uz),

y por el Lema I11.2.15, dim(Homcg(U;, W) = dim(Homeg(W,U;)) = 1si U; =2 W, y
dim(Homeg (U, W) = dim(Homeg (W, U;)) = 0 en caso contrario. O

Proposicion 11.2.19. Sea G un grupo finito. Si U es un CG-mddulo irreducible, entonces
dim(Homee(CG,U)) = dimU.

Demostracion. Sean d := dim U y 1 la identidad de CG. Sea {u, ..., us} una base de U.
Para 1 < i < d, definimos f; : CG — U, r + r - u. Entonces f; € Homeq(CG,U). Vamos
a probar que {fi,..., fq} forman una base de Homce(CG,U). Sea g € Homeg(CG,U).
Entonces g(1) = cjuq + - - - + cquq, para ciertos ¢; € C. Como g es un CG-homomorfismo,
tenemos que para todo r € CG,

d

g(r)=g(r-1)=rg(l) =rciug + - +requg = c1(r-uq) + -+ + ca(r - uq) = Zcz‘fz‘(T)-

Por lo tanto g = Zle ¢ifi, v tenemos que {fi,..., fq} es un conjutno generador de
Homce(CG, U). Supongamos ahora que ¢ f1+- - -+cqfqg = 0 para ciertos ¢; € C. Evaluando
en 1 tenemos que cyuq +- - - +cquqg = 0, lo que implica que todos los ¢; = 0. Asi {f1, ..., fa}
es base de Home(CG, U). O

Corolario 11.2.20. Sea G un grupo finito. Supongamos que CG = U, ®---®U,, donde cada
U; es un CG-submdodulo de CG irreducible. Si U es un CG-maodulo irreducible, entonces
el nimero de los U; isomorfos a U es igual a la dimension de U.

Demostracion. Se sigue inmediantamente del Corolario I11.2.18 y la Proposiciéon 11.2.19.
O



CAPITULO Il

Teoria de caracteres

Desarrollamos a continuacion los conceptos bésicos de la teoria de caracteres, que es
la clave de la demostracién del Teorema de Burnside. El caracter serd un concepto que
recogera de forma muy condensada la informacion clave de la representacion de un grupo.
De hecho, en los inicios de la teoria de representacion de grupos finitos, esta se baso
enteramente en la teoria de caracteres, sin una representacion matricial explicita de la
representacion. Esto es posible, como veremos, debido a que la representaciéon compleja
de un grupo finito queda determinada salvo isomorfismo por su caracter.

[11.1. Caracteres

Definicioén I11.1.1. Sean G un grupo finito y F' un cuerpo. Una funciéon f : G — F' se dice
que es una funcion de clase si es constante en las clases de conjugacion de G es decir,
f(ghg™) = f(h) para cualesquiera g,h € G.

Definicion [11.1.2. Sean G un grupo finito y p : G — GL(V) una representacion de GG
sobre un F-espacio vectorial V. El caracter de p, que denotaremos por Y, es la funcién
Xp: G — C g~ x,(9) =tr(p(g)). Diremos que el caracter es irreducible si es el caracter
de una representacion irreducible.

Observaciones I11.1.3.

1. Nuestra definicién de caracter parece algo ambigua en el sentido de que aparen-
temente su valor dependera de la base escogida en V' al dar la representacion (o
equivalentemente que depende de la representacion escogida). Vamos a comprobar
que nuestra definicién es en efecto adecuada. Un resultado clasico de algebra lineal es
que dadas dos matrices cuadradas del mismo orden A, B, entonces tr(AB) = tr(BA).
De aqui se deduce que si A es invertible entonces

tr(A"'BA) = tr(A™'AB) = tr B.

Por tanto, dadas dos representaciones ¢, 1) y su matriz de cambio de base P, tenemos
que

tr(y(9)) = tr(Po(g) P~") = tr((g)),

para todo g € GG, luego representaciones equivalentes tienen el mismo caracter. De
hecho, por el mismo motivo, son funciones de clase.
2. Como la traza de la matriz identidad n x n es n y el elemento neutro e de GG, actia

trivialmente sobre los elementos de V', tenemos que x,(e) = dim V.

24
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3. Si consideramos la descomposicion canénica de un FG-moédulo V, @le | A
denotamos por Y; al caracter de la representacion inducida por V;, tenemos que
el caracter y de la representacion inducida por V se escribe de forma tinica como
X = Zle a;x;. Si'V = CG, entonces a los x1,...,Xxr se les denomina caracteres
irreducibles de GG. Asi, toda representacion viene determinada de forma univoca por
su caracter.

El siguiente resultado sera crucial en la demostraciéon del Teorema de Burnside.

Proposicion I1l.1.4. Sea p una representacion de un grupo finito G en V.

» Para todo g € G, x,(g9) es suma de x,(e) raices k-ésimas de la unidad, donde
k:=ord(g) y e es el elemento neutro de G.

= [X,(9)] < x,(e), para todo g € G.

= (97" = x,(9)-
Demostracion.

1. Como ¢* = e y p es un homomorfismo de grupos, entonces si M := p(g) tenemos
que M* = p(g9)* = p(g*) = p(e) = I. De esto deducimos que el polinomio minimo
de M divide a t* — 1, luego los autovalores de M son raices k-ésimas de la unidad.
Tomando una base de V' respecto de la que la matriz de p(g) sea su forma de Jordan
J, los elementos en la diagonal principal de J son los autovalores de p(g); esto es,
raices k-ésimas de la unidad, y tenemos el resultado.

2. Por el apartado anterior tenemos que dado g € G existen (1, .. ., (y,(e) raices ord(g)-
ésimas de la unidad tales que

Xp(9) = G+ + (e

Tomando modulos tenemos que, por la desigualdad triangular,
|Xp(g)| < |Cl| +eeet |Cxp(e)| = Xp(e)'

3. Sabemos que si A es una matriz invertible con autovalores {\;}, entonces los auto-
valores de A~! son {)\;'}. Por lo tanto si los autovalores son las raices de la unidad
{¢;}, entonces los autovalores de su inversa son {¢; '}, y por ser raices de la unidad
sus inversos coinciden con sus conjugados. Por tanto tenemos que

Xp(gil) - a"‘ A Cxp(e) = Cl + - F Cxp(e) = Xp(g)

Teorema I11.1.5. Sean G un grupo finito con elemento neutro eq y p : G — GL,(C) una
representacion matricial de G. Sea x el caracter de p. Entonces:

» Para todo g € G, |x(9)| = x(eq) <= p(g) = =1, para algin z € C.

= kerp={g € G:x(g9) = x(ec)}
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Demostracion.

» Sea g € G tal que ord(g) = m. Si p(g) = 21, con z € C, entonces como I, =
plec) = p(g™) = p(g)™ = 2™I,, entonces z es una raiz m-ésima de la unidad. Como
x(g) = tr(zI) = nz, entonces |x(g)| = n = x(e¢). Reciprocamente supongamos que
Ix(9)| = x(eq). Por la Proposicion I111.1.4 x(g) = ¢; + - - - + (,, donde cada (; es una
rafz m-ésima de la unidad. Entonces |x(g)| = |G+ - -+(,| = x(ee) = n. Recordemos
que para cualesquiera zy, ..., z, € C se tiene que |z + -+ + z,| < |z1] + -+ + |24],
dandose la igualdad tnicamente si todos los z; son iguales. Como |(;| = 1 para todo
1 <4 < n, se deduce que (; = (; para cualesquiera 1 < 4,j < n. Tomando 2z := ¢
se tiene el resultado.

» Si g € kerp, entonces p(g) = I, luego x(9) = n = x(eq). Reciprocamente si
x(g9) = x(eq), entonces por lo anterior p(g) = zI, para algin z € C. Esto implica
que x(g) = zx(eq), luego z = 1. Por lo tanto p(g) = I,,, lo que implica que g € ker p.

]

Lema I11.1.6. Sean G un grupo finito con elemento neutro eq, g € G y O, la clase de
conjugacion de g. Sea U un CG-maddulo irreducible, y sea x el caracter de su representacion
asociada. Entonces Oy - u = Au para todo w € U, donde

y - GIx(9)
1Ca(g)|x(ec)

Demostracion. Como O_g pertenece al centro de CG, entonces por el Corolario 11.2.6,
existe A € C tal que O, - u = Au para cualquier u € U; es decir,

Za: SU = Au.

2€0y

Sea p la representacion de GG asociada a U. Si fijamos una base B de U, para cada g € G,
podemos ver p(g) como una matriz con coeficientes complejos. Se sigue de lo anterior
que erog p(x) = Al. Tomando trazas tenemos que erog x(x) = Ax(eg), y como x es
constante en cada clase de conjugacién de G obtenemos que |O4|x(g9) = Ax(eq). Como
|Oy| = |G : C(g)|, despejando A se obtiene el resultado buscado. O

Proposicion I11.1.7. Sean ¢, dos representaciones de G en V. y W, respectivamente, y
g € G. Entonces:

= Xo@v(9) = Xo(9) + xu(9),

" Xo@w(9) = Xo(9)Xu(9),

= X¢:(9) = Xx4(9),

donde VoW y V @ W denotan la suma directa y producto tensorial como FG-mddulos,
respectivamente.
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Demostracion.

1. Como ya vimos la representacion de la suma directa de representaciones viene dada
matricialmente por la matriz por bloques diagonal con entradas ¢(g) y ¥(g) para
todo g € G. Por lo tanto su caracter vendra dado por la traza de esta matriz, que
no es méas que la suma de las trazas de las representaciones ¢ y 1; es decir, la suma

de x4(9) v Xu(9)-

2. Como ya vimos la representacion matricial del producto tensorial viene dado por el
producto de Kronecker de las representaciones de ¢ y . Fijado g € GG, entonces la
traza de ¢(g) ® ¥(g) sera

tr(¢(g) ® ¥(g)) = Z d(9)ii - tr(1h(g)) = tr(d(g)) - tr(v(g)).

Por tanto el caracter del producto tensorial de representaciones es el producto de
los caracteres de dichas representaciones.

3. Xe(g9) = tr(¢"(9)) = tr(d(g™)") = tr(¢(97")) = xs(97") = xs(9) O
Definicion 111.1.8 (Tabla de caracteres). Sean xi,..., xx los caracteres irreducibles de
G, y sean ¢y, ..., g, unos representantes de las clases de conjugacion de G. La matriz de

orden k x r cuya ij-ésima entrada es x;(g;), para todod,j con 1 <i <k, 1 <j<r, se
llama tabla de caracteres de G. Encima de la matriz se dispone una fila con las clases de
conjugacion de G y el nimero de elementos que hay en cada una.

Ejemplo I11.1.9. Retomamos el ejemplo I1.2.6 con las mismas notaciones, y trabajaremos
durante el ejemplo con la bases canénicas {1} en el caso de C y {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}
en el caso de C?. La representacion trivial asocia cada elemento del grupo con la matriz
identidad de orden 1 x 1, luego el caracter de dicha representacion es igual a 1 constan-
temente en cada elemento del grupo. Sean I la representacion trivial, A la representa-
cion alternante, inducida por el espacio U’, P la representaciéon alternante inducida por
C3 = U@V, y P la representacion inducida por el espacio V. Como dimU’ = 1y
dimV = 2, entonces si identificamos al elemento neutro de &3 con la permutacion id,
tenemos que y4(id) = 1y xp/(id) = 2. Como (12) y (123) son permutaciones impar y
par, respectivamente, tenemos que x4((12)) = —1y x4((123)) = 1. La matriz de P((12))
es de la forma

o = O
o O =
—_ o O

luego xp((12)) = 1. De manera similar la matriz de P(123) sera

oS = O
= o O

1
0f,
0

y por lo tanto xp((123)) = 0. Como C* = U & V, tenemos que xp((12)) = xp((12)) —
x1((12)) =1—-1=0, y que xp((123)) = xp((123)) — xr((123)) = 0 — 1 = —1. Luego la
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tabla de caracteres de &3 queda como

& [id[1] (12)[3) (123)[2
I 1 1 1
Al 1 -1 1

P2 0 -1

II.2.  Relaciones de ortogonalidad.

El conjunto de funciones de clase entre un grupo finito G y un cuerpo F' forma un
F-espacio vectorial. Vamos a ver qué lo podemos dotar de un producto interno, que en el
caso de que el cuerpo F' sea C sera hermitico.

Definicion [11.2.1. Sea V' un C-espacio vectorial. Un producto interno hermitico es una
aplicacion (-,+) : V x V' — C, que cumple lo siguiente para cualesquiera x,y,z € V|,
a,b e C:

L (z,y) = (y, v),

2. (ax + by, z) = alx, z) + by, 2),

3. (z,ay + bz) = alz,y) + bz, 2),

4. Si x # 0, entonces (x,x) > 0.

Definicion 111.2.2. Sea GG un grupo finito. Denotamos por C¢(G) al conjunto de funciones
de clase de un grupo finito G a valores en C. El conjunto C¢(G) es un subespacio del
espacio vectorial de funciones de GG en C, y una base vendra dada por aquellas funciones
que toman el valor 1 en una clase de conjugacion y cero en el resto de clases de conjugacion
de G. Luego si G tiene r clases de conjugacion, dim C¢(G) = r.

Definicion 111.2.3. Dados f, g € C¢(G) definimos el producto

(f.9): —Ord Zf h)g(h).

Es rutinario comprobar que se trata de un producto interno hermitico.

Como sabemos que el caracter de una representacion es una funcién de clase tenemos
un producto interno de caracteres asociados a representaciones de un grupo finito G. Por
la Proposicion I11.1.4 la expresion del producto interno queda como

l
(Xp X0) = Ord pr 9xelg™),

donde p y v son dos representaciones de . De la Proposicion I11.1.4, usando el hecho de
que X,(97") = x,(9), y que G = {g~' : g € G}, se deduce que (X,, xy) = (Xy Xp), luego
en particular es un ntamero real. A partir de ahora denotaremos caracteres asociados a
representaciones de G sin especificar la representacion para no recargar la notacion.
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Proposicion 1l1.2.4. Sea G un grupo finito con r clases de conjugacion, y sea R =
{g1,.--,9-} un conjunto de representantes. Sean x y 1 dos caracteres asociados a dos
representaciones de G. Entonces se cumple que

~ x(g)v(g; ")

) = ~ o1d(Ca(g:))

Demostracién. Sea Oy, la clase de conjugacion de g;. Por ser los caracteres funciones de
clase son constantes en las clases de conjugacion, luego

> x(gwlg™) = (90 (g;7).

9€0y;

Ahora como G es la union disjunta de las clases de conjugacion de los elementos de R, y

G
10y, = ICIG(l 57> tenemos que

1 1

i=1 gEOgZ

x(g:) (g )
— ord(Ce(g:))

ol (gt =

]

Definicién 111.2.5. Sean G un grupo finito, F' un cuerpo y V un FG-modulo. Definimos
el conjunto V¢ :={v €V :g-v=10v,Yg € G}.

Lema I11.2.6. Sean G un grupo finito y V y W dos CG-mddulos. Entonces Homee(V, W) =
Hom(V, W)¢.

Demostracion. Sean f € Homco(V,W) yv g € G. Por ser f G-lineal, se tiene que

para todo v € V, g- f(v) = gf(g7"v) = f((997")v) = f(v), luego f € Hom(V, W),
Reciprocamente, sean f € Hom(V,W)% y g € G. Como f queda fijo por la acciéon de g,

se tiene que dado v € V, gf(v) = gf((¢g7'9)v) = gf(g7 ' (gv)) = g f(gv) = f(gv), luego
f € HOHICg(‘/, W) UJ

Teorema |11.2.7 (Ortonormalidad de caracteres). Sean G un grupo finito, V.y W dos CG-
modulos irreducibles y x y ¥ los caracteres de sus representaciones asociadas. Entonces
(x, )y =1 V=W y(x,v) =0 en caso contrario.

Demostracién. Definimos p: V — V& v — o d(G) > gec 9 - Por las propiedades de los
modulos, p es lineal. De hecho dado h € G,

1 1 _
p(h.v):m;g.(h.v):m;(hgh Ye(h-v) = ng—hp

pues si g recorre G, entonces hgh™!' también lo hace. Luego p es G-lineal. Ahora, dado
w € p(V), existe un v € V tal que w = p(v). Dado ahora h € G, se tiene que

1 1
= ord(G) Z hlg-v) = ord(G) Z(hg ord Z o=

geG geq
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donde k = hg también recorre G si g lo hace. Asi p(V') C V¥, Por otro lado, dado v € V¢,
p(v) = m dgecd V= ﬁ(G) > geqV =, luego p(V) = V¢ Ademas,

) =plple) = iy ( P )
1
- ord(G) £ Z Zg ord Zg

Por lo tanto p es una proyeccion sobreyectiva, y tenemos la siguiente descomposicion

V=kerp®VC,
luego de aqui se deduce que trp = dim V¢.
Por otro lado p se descompone como p = #(G) dec; ¢4, donde cada ¢y : V. — Vv — g-v.

En consecuencia, trp = ﬁ(g) > geq tT ¢g. Recordemos que la representacion inducida por

un CG-modulo es el homomorfismo de grupos p : G — GL(V), g — ¢y, luego trp(g) =
X(g) = tr ¢y, y por lo tanto tenemos que

dimVG:trp: Zt rog = ZX

Asi,
. i 1
dim(Homeg)(V, W)) = dim(Hom(V, W)€) = T > Xttomviw (9)
geG
R 1
1
= (@) Zx = (1h,x) = (X, ).
El resultado se sigue del Lema I1.2.15. [

Proposicion 111.2.8. Sean G un grupo finito y V un CG-mddulo. Denotemos por x al
caracter de la representacion inducida por V. Entonces V es irreducible si y solo si

0Gx) =1

Demostracion. Si V es irreducible se sigue del resultado anterior. Reciprocamente, su-
pongamos que (x,x) = 1. Considerando la descomposicién canénica V = @le [ZASE
tenemos que Y = a;Xx1 + -+ + arpXk, para ciertos caracteres Y; y enteros no negativos
a;. Por lo tanto, 1 = (x,x) = (a1x1 + -+ + apXp, a1X1 + *++ + arx) = @ + -+ + az.
Necesariamente existe un tnico 1 <14 < k tal que a; # 0y a; = 1; es decir, V = V;, luego
V' es irreducible. O

Proposicion 111.2.9. Sean G un grupo finito, y x1,...,Xr los caracteres irreducibles de
G. Entonces los X1, ..., X son vectores linealmente independientes en el espacio C¢(G).

Demostracion. Supongamos que existen Ay, ..., A\p € C tales que A\ix1+---+ A\exr = 0.
Por la relacion de ortogonalidad tenemos que 0 = (0, x;) = (Aix1 + -+ + XX, Xi) = i
luego son linealmente independientes. O]
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Teorema |11.2.10. El numero de caracteres irreducibles de un grupo finito G es igual al
numero de clases de conjugacion que tiene G.

Demostracion. Sean i, ..., x: los caracteres irreducibles de G, y sea r el nimero de
clases de conjugacion de G. Por el resultado anterior xq, ..., xx €s un conjunto linealmente
independiente de C¢(G), luego k < r. Consideramos la descomposicion canénica de CG
en la forma CG = W, @ --- @ Wy, donde cada W; = V,%* para una familia {V;}£_, de
CG-submodulos irreducibles no isomorfos dos a dos. Escribimos 1 = wy + - -+ + wy, con
cada w; € W;. Sea ahora z € Z(CG). Por el Corolario 11.2.6, para cada i existe un \; € C
tal que para todo v € V; se tiene que z - v = \;u, y por lo tanto z - w; = \;w;. De esto se
sigue que
z=z-1=z-(wy 4+ +wg) = A\wy + -+ + A\pwg.

Esto implica que Z(CGQ) esta contenido en el subespacio de CG generado por {wy, ..., wy}.
Como dim(Z(CG)) = r, se tiene que r < k, y por lo tanto r = k. O

Como corolarios directos obtenemos lo siguiente.

Corolario I11.2.11. Los caracteres irreducibles x1, . . ., xx de un grupo finito G forman una
base de Cc(G).

Corolario I11.2.12. La tabla de caracteres de un grupo finito G es cuadrada.

Retomando el Ejemplo III.1.9 manteniendo las notaciones, ya podemos demostrar que
U,U’" y V son los tnicos C&3-modulos irreducibles de G5. En efecto, G3 tiene tres clases
de conjugacion, y se tiene que

L. (xr,x1) = %(1-12+3-12—|—2-12) =1,

2. (xasxa) =+(1-12+3-(=1)2+2-1%) =

3. (xprxp) = 2122430242 (-1)?) =1,

4 (xrxa)=¢(1-1-14+3-1-(-1)+2-1-1) =0,

5. (xr,xp)=§(1-1-2+3-1-0+2-1-(=1)) =0,

6. (xasxp)=2(1-1-2+3-(=1)-0+2-1-(=1)) =0.
Teorema [11.2.13 (Relaciones de ortogonalidad en las columnas de la tabla de caracteres).
Sean x1,..., Xk los caracteres irreducibles de un grupo finito G, y sean gy, ..., g, repre-
sentantes de las clases de conjugacion de G. Entonces para cualesquierar,s € {1,... k},

se tiene que

> xi(9:)xi(gs) = 6rs|Calg0)]

i=1
donde 0,5 es la Delta de Kronecker.

Demostracion. Para 1 < s < k, definimos ¢, como la funcién de clase que satisface
que Y4(g.) = s para 1 < r < k. Por el Corolario I11.2.10, existen zq,..., 2, € C tales

que 15 = z1x1 + + + 2Xk- Como (Xi, Xi) = 05 2 = (Vs Xi) = ey 2ogea Vs(9)Xi(9)-




[1l. Teoria de caracteres 32

Como dado g € G, ¥s(g) = 1 siy solo si g es conjugado de g, y hay ord(G)/ ord(Cg(gs))
elementos de G conjugados con g, tenemos que

2 ord 21/13 9)xi(9) _ICc(gs)|'

geOQs

Por lo tanto

k

(5'rs = 1/13(%) - ZZzXz g'r Z Xz|g; >;Z 8) .

i=1
[l

Este resultado se conoce como las Relaciones de ortogonalidad en las columnas de la
tabla de caracteres.



CAPITULO IV

El Teorema de Burnside

En esta tltima seccion demostraremos el Teorema de Burnside, el objetivo principal
de este trabajo, y discutiremos brevemente su importancia en la clasificacién de los grupos
finitos. Previamente necesitamos unos resultados béasicos sobre ntimeros algebraicos y su
relacion con los caracteres.

IV.1. Nuameros algebraicos y caracteres

Definicion 1V.1.1. Un ndmero algebraico o es un nimero complejo que es raiz de un
polinomio con coeficientes en Q. El polinomio moénico con coeficientes en @Q de menor
grado entre los que tienen a o como raiz se denomina polinomsio minimo.

Definiciéon 1V.1.2. Decimos que un ntimero complejo a es un entero algebraico si es raiz
de un polinomio moénico con coeficientes en Z. Denotaremos al conjunto de todos ellos
como A.

Parece natural pensar que dado un entero algebraico, su polinomio minimo tendré coefi-
cientes en Z. Antes de probar este hecho, que sera fundamental para la Proposicion IV1.4,
necesitamos algunos resultados previos.

Definicion IV.1.3. Sea f(t) := a,t" + -+ + ap € Z[t]. Decimos que f es primitivo si
ged(ag, ..., a,) = 1.

Lema IV.1.4. El producto de dos polinomios primitivos es primitivo.

Demostracion. Sean f, g € Z[t], y supongamos que existe un primo p que divide a todos
los coeficientes de fg. Sea ¢ : Z[t] — Z,[t]; f — fmodp, que es un homomorfismo de
anillos. Tenemos que 0 = ¢(fg) = ¢(f)¢P(g), y como Z,[t] es un dominio ¢(f) = 0, 6
#(g) = 0, luego uno de los dos no es primitivo. .

Teorema IV.1.5. Sean f,g € Q[t] dos polinomios mdnicos tales que fg € Z[t]. Entonces
f.9 € Zlt].

Demostracion. Sea n (respectivamente m) el menor entero positivo para el que nf € Z[t]
(respectivamente mg € Z[t]). Si d es el maximo comun divisor de los coeficientes de nf,
en particular d divide al coeficiente director de nf, que es n por ser f moénico. Por lo
tanto Z f € Z[t], lo que contradice la minimalidad de n. Tenenemos entonces que d = 1y
nf es primitivo. Un razonamiento totalmente analogo nos da que mg es primitivo.

Por el Lema anterior tenemos que h := (nf)(mg) = (nm) fg es también primitivo. Como

33
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fg € Z[t] por hipotesis, nm divide a todos los coeficientes de h, luego nm = 1, lo que
implica que n = m =1, es decir, f, g € Z[t]. .

Proposicion IV.1.6. Sea a € A. Entonces el polinomio minimo f de o sobre Q cumple
que f € Zlt]

Demostracion. Como a € A existe un polinomio moénico g € Z[t] tal que g(a) = 0.
Dividiendo ¢ entre f en Q[t] existen c(t),r(t) € Q[t] con 0 < degr < deg f, tales que
g=c-f+r.Como g(a) = f(a) = 0 necesariamente r(«) = 0. Si 7(t) # 0 existe | € Z tal
que 7(t)/l € Q[t] es monico de grado menor que f y con o como raiz, lo que contradice
la minimalidad de f. Por lo tanto g = ¢ - f, con ¢ ménico por serlo f y g. En virtud del
teorema anterior ¢, f € Z[t]. O

Proposicion IV.1.7. a € A si y solo si Z|a] es un Z-mddulo libre de rango finito.

Demostracién. Sea f(t) := t" + a,_1t" ' + -+ + ag el polinomio minimo de o € A.
Por la proposiciéon anterior f € Z[t]. Los elementos {1,a,...,a" '} son Z-linealmente
independientes, pues de lo contario existirian by, ...,b,_1 € Z no todos nulos tales que

bo+bia+ - +b,_1a" P =0.

Sin pérdida de generalidad asumimos que b, ; # 0, por lo que dividiendo por dicho
término tenemos que « es raiz del polinomio moénico con coeficientes en QQ

g(t) == t"" 4 (bp_z/bp_1)t" 2+ -+ (bo/bn1),

lo que contradice la minimalidad de f.
Como f(«) = 0 despejando obtenemos que

Q" = —(ap_1™ -+ ag).

Asi, para cualquier m > n tenemos que

Q™ = — (a1 4 g™ ™).
Esto implica que o™ esté en el Z-mo6dulo generado por {1,c,...,a™ !}, Por induccién
sobre m tenemos entonces que a™ estd en el Z-modulo generado por {1,q,...,a" '}, y
como el conjunto es Z-linealmente independiente, Z[a] es libre con base {1,q,...,a" 1}

Reciprocamente, supongamos que Z[a| estéa finitamente generado por el conjunto

{fl(a)7 . 'afr(a)}7fi S Z[t]

Sea n el maximo de los grados de los f; mas uno. Como a" € Z[a] entonces existen
ai,...,a, € Z tales que
a" =afi(a) + - +afr().

Por tanto « es raiz de un polinomio moénico con coeficientes enteros, es decir, es un entero
algebraico. O

Proposicion 1V.1.8. A es un subanillo de C. Ademds se cumple que AN Q = Z.
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Demostraciéon. Para la primera parte es suficiente con comprobar que si a, € A,
entonces a + 3, a5 € A. Por el resultado anterior tenemos que tanto Z[a| como Z[f3] son
Z-modulos libres de rango finito. Por lo tanto Z[«, 5] = Z[a][5] es libre de rango finito.
Como Z|a + (] y Z[aB] son submodulos de Za, 5], por la Proposicion 1.3.9 ambos son
Z-modulos libres de rango finito. En consecuencia, el resultado se sigue de la Proposicion
IV.1.4.

Para la segunda parte, sea o € AN Q. Entonces existen p,q € Z con s # 0y ged(p,q) =1
tales que @ = p/q. Por ser un entero algebraico existe un polinomio monico f(t) =
"+ ap_1t" 1+ -+ + ag con coeficientes en Z, tal que f(a) = 0. Por lo tanto

(P"/q") + an ("7 /q" )+ 4 ag = 0.
Multiplicando a ambos lados por ¢" y despejando p™ llegamos a que

T

P = —q(an-1p""" + apg" ),

lo que implica que ¢ divide a p”, y como son coprimos necesariamente ¢ = +1, es decir,
a € 7. O

Corolario IV.1.9. Sean G un grupo finito, V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y p
una representacion de G en V. Entonces para todo g € G, xv(g) € A.

Demostracion. Sea g € G, y denotemos k := ord(g). Por la Proposicion 111.1.4 sabemos
que xv(g) = G + -+ + (o), donde ¢F =1 para 0 < i < xy(e). Como cada ¢; es un
entero algebraico y estos forman un anillo, entonces xy(g) € A. O

Lema IV.1.10. Sea G un grupo finito y tomamos r = deG aqg € CG, tal que a, € Z
para todo g € G. Sea u € CG no nulo tal que ru = Au para algin \ € C. Entonces A € A.

Demostracion. Sean ¢y, ..., g, los elementos de GG. Entonces para cualquier 1 < i < n,
_ n ; _ _ 1
tenemos que g;r = ZFl a;;g; para ciertos enteros a;;. De hecho a;; = a, donde g = g, " g;.
Que ru = Au implica que A es un autovalor de la matriz con coeficientes enteros A = (a;;);
es decir, es raiz de un polinomio moénico con coeficientes enteros. Por lo tanto A € A. [

Corolario IV.1.11. Sean x un caracter irreducible de un grupo finito G con elemento
neutro ec, y g € G. Entonces

_ |Glx(9)
A= Celo)nea) €™

Demostracion. Sea U un CG-modulo irreducible tal que el caracter de su representacion
asociada es x. Sea C' la suma de clase de la clase de conjugacién de G que contiene a g.
Entonces, por el Lema II1.1.6, sabemos que C - u = \u, para todo u € U, y por el lema
anterior A € A. O

Definicién IV.1.12. Sean o € C un namero algebraico y f € Q[t] su polinomio minimo.
Llamaremos conjugados de « a las raices de f.

Proposicion 1V.1.13. Sean «, 5 € C numeros algebraicos, y sean p,q € Q[t] sus respecti-
vos polinomios minimos. Sea r € Q[t] el polinomio minimo de o+ B. Si ¢ es una raiz de
r, entonces existen raices a,b de p,q, respectivamente, tales que ¢ = a + b. Ademds, dado
r € Q, los conjugados de ra serdn de la forma ra/, donde o' es raiz de p.
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Demostracion. Sea K el cuerpo de descomposicion de r sobre Q. Sea o € Gal(K|Q) tal
que o(a + ) = c. Por ser o un automorfismo tenemos que ¢ = o(a) + o(5). Recordemos
que dado v € K los Q-automorfismos de K mandan v a raices de su polinomio minimo,
por lo tanto o(a) y o(/3) seran raices de los polinomios p y ¢, respectivamente.

Para la segunda parte basta ver que los Q-automorfismos de K fijan los elementos de

Q. O

Proposicion 1V.1.14. Sea ( una raiz n-ésima de la unidad. Entonces todos los conjugados
de ¢ son raices n-ésimas de la unidad.

Demostracion. Por ser ( raiz n-ésima de la unidad sera raiz del polinomio t"” — 1. Como
el polinomio minimo de ¢ divide a t"™ — 1, entonces todos los conjugados de ¢ son también
raices de t™ — 1; es decir, son raices n-ésimas de la unidad. O

Lema IV.1.15. Sean x el caracter de un grupo finito G con elemento neutro e, y g € G.
Si 0 < |x(9)/x(eq)| <1, entonces x(g)/x(ec) no es un entero algebraico.

Demostracion. Sea d := x(eq). Supongamos que x(g)/d € Ay que |x(g)/d| < 1. Vamos
a probar que x(g) = 0. Sean v := x(g)/d y p(t) el polinomio minimo de . Entonces

p(t) =" 4+ an 1t" "+ +ap,

donde cada a; € Z. Por la Proposicion 1V.1.13 y la Proposicion 1V.1.14, los conjugados
de v son de la forma
G+ 4G
d Y
donde cada (] es una raiz k-ésima de la unidad, siendo k£ = ord(g). Como |(/| < 1 para
todo 1 < 1 < d, tenemos que el moédulo de cualquier conjugado de v es a lo sumo 1.
Sea w el producto de todos los conjugados de 7 (incluyendo ~y). Como |y| < 1, entonces
lw| < 1. Por otro lado, el producto de las raices de un polinomio es igual en valor absoluto
al término independiente de dicho polinomio, luego w = +ay. Como ag € Z y |ag| < 1,
tenemos que ag = 0. Por la irreducibilidad p, p(t) = t, luego v = 0 y por lo tanto

x(g) = 0. O

IV.2. Demostracién del Teorema

Teorema IV.2.1. Sean p un nimero primo y r un entero mayor que 0. Supongamos que
G es un grupo finito que tiene una clase de conjugacion con p” elementos. Entonces G no
es simple.

Demostracion. Denotemos por simplicidad 1 el elemento neutro de G. Sea g € G tal
que |O,| =p". Sean xi, ..., x, los caracteres irreducibles de GG, donde x; es el asociado a
la representacion trivial. Por las relaciones de ortogonalidad en la columna de la tabla de
caracteres de (G, aplicadas a las columnas de 1 y g, tenemos que

k

k
0= ZXi(g)Xi(l) =1+ ZXi(g)Xi(l)‘

=2
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Dividiendo ambos lados entre p obtenemos que

Por la Proposicion IV.1.8, —1/p no es un entero algebraico, y por lo tanto para algun
k>1i>2 xi(g9)xi(1)/p no es un entero algebraico. Por ser y;(g) un entero algebraico, y
ser A un anillo, se sigue que XiT(l) no es un entero algebraico. De aqui se deduce que x;(g)
es no nulo y que p no divide a x;(1). Como |Oy4| = p", |O,4| ¥ x:(1) son coprimos, y por la

identidad de Bézout existen enteros a, b tales que

alG : Ca(g)] + bxi(1l) = 1.

Xi(g)
xi(1)

Multiplicando ambos lados por el cociente llegamos a que

. 1Glxilg)
1Ca(g)Ixi(1)

Por el Corolario IV.1.11 y la Proposicion IV.1.8, el lado izquierdo de la igualdad es un
entero algebraico no nulo, y el Lema IV.1.15, implica que &E‘l’;} = 1. Sea p la representacion
matricial de G cuyo caracter es x;. Por el Teorema I11.1.5, existe A € C tal que p(g) = AI.
Sea K := ker p, que es subgrupo normal de GG. Como Y; no es el caracter trivial, K # G.
Si K # {1}, entonces G no es simple y hemos terminado. Si K = {1} entonces p es una
representacion fiel. Como p(g) es un multiplo complejo de la identidad, conmuta con p(h)

para todo h € G; es decir,

p(gh) = p(g)p(h) = p(h)p(g) = p(hg),

y por ser fiel tenemos que gh = hg para todo h € G, luego g € Z(G). Por lo tanto,
Z(G)# {1} y Z(G) # G, y como Z(@) es un subgrupo normal de G, G no es simple. [

Fbya(g) = Xi(9)

Ya estamos preparados para demostrar el Teorema.

Teorema |1V.2.2 (Teorema de Burnside, 1904). Sean p y g nimeros primos, y sean a,b
dos enteros no negativos tales que a +b > 2. Si G es un grupo de orden p*q®, entonces G
no es simple.

Demostracion. Supongamos primero que o bien a o bien b es cero. Entonces el orden
de G es potencia de un primo, y por la Proposiciéon 1.1.13, tenemos que Z(G) # {1}. Sea
g € Z(G) un elemento de orden primo, cuya existencia garantiza el Teorema de Cauchy.
Entonces (¢g) <G,y (g) no es ni {1} ni G, por lo tanto G no es simple.

Supongamos ahora que a > 0 y b > 0. Por el segundo teorema de Sylow, G tiene un sub-
grupo H de orden ¢°, y de nuevo por la Proposicion 1.1.13, Z(H) # {1}. Sea h € Z(H),
con h # 1. Por estar h en el centro del subgrupo H se tiene que H es a su vez un sub-
grupo de Cg(h), luego |On| = [G : Ce(h)] = p", para algin 0 < r < a. Si r = 0, entonces
h € Z(G), luego Z(G) # {1} y por el mismo argumento que antes G' no es simple. Si
r > 0, entonces por el Teorema IV.2.1, G no es simple. O

Como Corolario obtenemos el resultado fundamental de la memoria, la resolubilidad
de los grupos de orden p?q’.
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Corolario 1V.2.3. Sean p y q dos nimeros primos, a y b dos enteros no negativos, y sea
G un grupo de orden p®q®. Entonces G es resoluble.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre la suma a +b. Si a+b < 1, entonces la
tnica posibilidad es que G tenga orden primo y por lo tanto que sea ciclico, por lo que es
abeliano, lo que implica que es resoluble. Ahora si a +b > 1, por el Teorema de Burnside,
G no es simple; es decir, existe H subgrupo normal de G no trivial. Por lo tanto el orden
de H es estrictamente menor que el de G y estrictamente mayor que 1, y los 6rdenes de
H y G/H son de la forma p®¢”, donde a’' 4+ b < a+b. Por hipotesis de induccion tanto H
como G /H son resolubles, y por la Proposiciéon 1.1.16 concluimos que G es resoluble. [

Corolario 1V.2.4. El grupo alternado de grado cinco @s es el grupo no resoluble de menor
orden.

Demostracion. En primer lugar veamos que si G es un grupo de orden menor que 60
entonces es resoluble. Por el Teorema de Burnside el orden de G ha de ser divisible al
menos por tres primos distintos. Como 3-5-7 > 60, entonces el orden de G ha de ser par,
luego las tnicas posibilidades para el orden de G son 2-3-5=30y 2-3-7 = 42.

Si |G| = 30, el ntumero ng de 3-subgrupos de Sylow de G, cumple que n3 € {1, 10}, mientras
el namero n5 de 5-subgrupos de Sylow de G, cumple que ns € {1,6}. Supongamos que
ng =10y ns =6,y sean {H,; : 1 <i <10} y {K; : 1 < j <6} las familias de subgrupos
de G de ordenes 3 y 5, respectivamente. Por el Teorema de Lagrange la interseccion de
cualesquiera par de miembros de ambas familias es iinicamente el neutro del grupo, luego
contando elementos llegamos a una contradiccion:

30=o0rd(G) >1+10-(3—-1)+6-(5—1) =45

Asi, bien GG posee un tnico subgrupo de orden 3, que sera normal por ser tinico, o bien G
posee un tnico subgrupo de orden 5, que también sera normal. Sea H el Gnico subgrupo
de orden 3 0 5. Por el Teorema de Burnside tanto H como G/ H son resolubles, luego por
el criterio de resolubilidad G es resoluble.

El caso |G| = 42 es maés sencillo pues por el Tercer Teorema de Sylow la tnica posibilidad
para el nimero de 7-subgrupos de G es n; = 1, luego G posee un tnico subgrupo de
orden 7 que sera por lo tanto normal. De nuevo el Teorema de Burnside y el criterio de
resolubilidad nos dan que G es resoluble.

Que @5 es no resoluble se desprende del hecho de que es no abeliano y simple (por el
Teorema de Abel). Vamos a demostrar que si G es un grupo simple de orden 60 entonces
necesariamente G = @s.

Supongamos, por reducciéon al absurdo, que existe un grupo simple GG de orden 60 que no
es isomorfo al grupo alternado @5. Por ser GG simple no puede poseer ningin subgrupo cuyo
indice sea 2. Tampoco puede poseer ningtin subgrupo de indice 3 6 4, pues de lo contrario
seria isomorfo a algin subgrupo de @3 6 4,4, respectivamente. Por el mismo motivo tampoco
puede tener un subgrupo de indice 5, pues entonces el grupo seria isomorfo a @s. Por lo
tanto el indice de cualquier subgrupo de G debe ser mayor o igual que 6. En concreto
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para cada divisor primo del orden del grupo el nimero de p-subgrupos de Sylow cumple
que n, =[G : N¢(H)] > 6, donde H es un p-subgrupo de Sylow de G.

Por el Tercer Teorema de Sylow necesariamente ny = 15, ng = 10 y n5 = 6. Sean H;
y Hy dos 2-subgrupos de Sylow, y supongamos que su interseccion tiene orden 2. Tanto
H, como H; contienen a H := H; N Hy como subgrupo de indice 2, por lo que H es un
subgrupo normal de ambos y por lo tanto H; C N = Ng(H) para i = 1,2. En particular:

_ ord(H,) - ord(Ha)

=#HHy < ord(N
Ord(HlﬁHg) # ! 2_Or( )

De aqui se deduce que ord(N) € {12,20,60}. Los dos primeros casos son descartados pues
ya hemos visto que GG no posee subgrupos de indice menor que 6, y el tltimo caso implica
que N = G, asi H seria un subgrupo normal de G contradiciendo que sea simple.

Por tanto, podemos suponer que la intersecciéon de dos 2-subgrupos de Sylow cualesquiera
es trivial, luego la intersecciéon entre dos p y ¢ subgrupos cualesquiera es trivial, y contando
elementos llegamos a una contradiccion:

60 = ord(G) > 1+ 154 — 1) + 10(3 — 1) + 6(5 — 1) = 90 0

I\V.3. Conclusiones

Mas alld de la importancia que el Teorema de Burnside tuvo en el desarrollo de la
Teoria de Representacion de grupos finitos y en la Teorfa de caracteres, el Teorema de
Burnside y lo que implica jugaron un importante papel en el Teorema de Clasificacion de
grupos simples finitos, en cuya demostracion participaron algunos de los algebristas mas
importantes del siglo XX, y que no fue completado completamente hasta 2004, cuando
Michael Aschbacher public6 una prueba de 1221 paginas con el caso que faltaba. El
enunciado del teorema es el siguiente.

Teorema |V.3.1 (Clasificacion de grupos finitos simples). Todo grupo simple de orden
finito es isomorfo a uno solo y solo uno de los siguientes:

Un grupo ciclico de orden finito.

Un grupo alternado de grado mayor o igual que 5.

Uno grupo de tipo Lie (no confundir con los grupos de Lie).

Uno de los 26 grupos esporddicos o el Grupo de Tits.

La importancia del Teorema de Burnside radica en el siguiente resultado que se obtiene
como corolario directo.

Corolario IV.3.2. Sea G un grupo no abeliano simple de orden finito. Entonces ord(G)
es divistble por al menos tres primos distintos.

El estudio que varios matematicos habian hecho de casos concretos y los resultados de
Burnside llevaron al propio Burnside a conjeturar lo siguiente!:

LThe contrast that these results show between groups of odd and even order suggests inevitably that
simple groups of odd order do not exist.
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Conjetura IV.3.3. Sea G un grupo no abeliano simple de orden finito. Entonces ord(G)
es un numero par.

Cerca de 50 anos después, esta conjetura fue probada por los matemaéaticos Walter Feit
y John Griggs Thompson en la demostracién de su célebre teorema.

Teorema 1V.3.4 (Teorema de Feit-Thompson). Sea G un grupo finito de orden impar.
Entonces G es resoluble.

La demostracién inicial ocupaba cerca de 255 péaginas y era de una gran complejidad
técnica. Hasta ese momento las demostraciones en Teoria de grupos no se extendian mas
alla de unas cuantas paginas, y habitualmente no involucraban argumentos muy técnicos.
La demostracion de este Teorema fue pionera matematica y filoséficamente, pues abrié el
camino a demostraciones complejas y largas en Teoria de grupos.

A modo de curiosidad, Feit y Thompson conjeturaron en 1962 lo siguiente:

Conjetura IV.3.5. No existen dos primos p y q distintos tales que ’% Y % tienen un
factor en comain.

De ser cierta esta conjetura, el capitulo final de su demostracion del Teorema IV.3.4
se simplificaria enormemente.
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