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Resumen

En este trabajo, relacionamos los autovalores y autovectores de la aplicacién inducida de f :
X — X en homologia o cohomologia con propiedades dindmicas del sistema dindmico (X, f). Las
teorfas que mejor se adaptan a este problema son las de Cech ya que son las més adecuadas para
describir espacios con malas propiedades locales que son situaciones comunes en dindmica, por
ejemplo, los atractores extranos.

Para abordar el problema anterior, utilizamos aproximaciones intrinsecas de la homologia y
cohomologfa de Cech (no pasamos por los complejos simpliciales para construir los complejos
de cadenas o cocadenas) como las dadas en [Giraldo, Morén, Ruiz del Portal, y Sanjurjo(2001)]
y [Spanier(1948)], respectivamente, que desarrollamos en el Capitulo 1. También describimos en
detalle los 0 y 1-ésimos grupos de homologfa, y el 0-ésimo grupo de cohomologfa de Cech.

En el Capitulo 2 definimos una aplicacion bilineal «integral» de las clases de cohomologia sobre
las clases de homologfa de Cech. En general, la cohomologia de Cech no es el dual de la homo-
logfa de Cech, por lo que no nos basta con evaluar las clases de cohomologfa sobre las clases de
homologia para definir dicha integral. Para definir la integral hacemos uso de las aproximacio-
nes intrinsecas de la homologia y cohomologia de Cech dadas en el Capitulo 1. Primero defini-
mos la integral a escala un recubrimiento abierto fijado de X, y luego en el limite. Vemos que
la integral es una aplicacién bilineal que es no degenerada en ambas de sus entradas, cumple el
Teorema de Stokes y también conmuta con los homomorfismos conectantes de las sucesiones de
Mayer-Vietoris en homologia y cohomologia de Cech. La integral fue introducida por nosotros en
[Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sdnchez-Gabites(2021)].

En el Capitulo 3 introducimos las series en homologia en el mismo marco tedérico que las series
en cohomologia dadas en [Herndndez-Corbato, Ruiz del Portal, y Sdnchez-Gabites(2020)], las cua-
les también repasamos en este capitulo. Vemos que la integral es tal que conmuta con dichas series.
También probamos la utilidad de la integral para abordas problemas de indice de Conley discreto
para conjuntos invariantes aislados. Sabemos por [Robbin y Salamon(1988)] que el indice de Conley
homolégico o cohomoldgico de un conjunto invariante aislado K se puede calcular a partir de la
compactificaciéon W del conjunto inestable de K. Presentamos una demostracion alternativa de un
resultado probado en [Hernandez-Corbato, Ruiz del Portal, y Sanchez-Gabites(2020)]: el nimero
de cuasi-componentes «esenciales» de W\ K (aquellas que son adherentes al conjunto invariante
aislado K y al infinito) estd acotado superiormente por la dimensién del 1-ésimo grupo de ho-
mologia de W. En [Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sdnchez-Gabites(2022)]
dimos dicha demostracion.

En el Capitulo 4 relacionamos los autovalores y autovectores de la aplicacién inducida de f :
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RESUMEN VIII

X — X en homologia o cohomologfa de Cech en dimensién cero con propiedades dindmicas del
sistema dindmico (X, f). Para la cohomologia obtenemos que los autovalores no nulos son raices de
la unidad mientras que para la homologia existe una dicotomia: o bien existe una inmensa cantidad
de autovalores o bien los autovalores no nulos son raices de la unidad, y es en este tltimo caso cuando
obtenemos una descripcién detallada del comportamiento dinamico de f. Hemos presentado este
analisis en [Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sanchez-Gabites(2019)].

En el Capitulo 5 damos una generalizacién del Teorema de Manning [Manning(1975)] a espacios
compactos arbitrarios, posiblemente con malas propiedades locales. La motivacién para establecer
dicho teorema es la siguiente.

La entropia topoldgica de un sistema dinamico es una medida de complejidad de dicho sistema.
Que un sistema dindmico posea entropia topoldgica positiva implica la presencia de caos (en algunas
de sus interpretaciones) en el sistema. Sin embargo, el cdlculo de la entropia topoldgica no es una
tarea sencilla, por lo que nos solemos conformar con encontrar una cota inferior que nos garantice
que la entropia topoldgica es positiva. Siguiendo este principio, el Teorema de Manning establece
que la entropia topoldgica de una aplicacién continua f : X — X en una variedad compacta X esta
acotada inferiormente por el logaritmo del valor absoluto del radio espectral de la aplicacién indu-
cida de f en la homologia singular en dimensién 1. La generalizacion del Teorema de Manning dada
en el Capitulo 5 sirve para espacios compactos arbitrarios y estd escrita términos de la cohomologia
de Cech en dimensién 1 en lugar de la homologfa singular. Este marco fue sugerido por Manning al
final de [Manning(1975)] y recupera la versién original del teorema cuando el espacio es una varie-
dad compacta. Obsérvese que se emplea la cohomologia en lugar de la homologia de Cech porque
con esta tltima el resultado no es cierto, como se puede comprobar construyendo un contraejemplo
a partir de los resultados obtenidos en el Capitulo 4. Hemos presentado estas generalizaciones en
[Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sanchez-Gabites(2021)].

En el Apéndice A repasamos las nociones de sistemas inversos y directos asi como sus limites.
También presentamos algunos resultados algebraicos (consideramos sistemas inversos y directos de
espacios vectoriales) que han sido de gran utilidad a lo largo de todo este trabajo.



Abstract

In this work, we relate the eigenvalues and the eigenvectors of the induced map by a continuous
map f: X — X on homology or cohomology to dynamic properties of the dynamical system (X, f).
The theories that best fit to this problem are Cech’s because they are the most suitable for descri-
bing spaces with bad local properties that are commun situations in dynamic, for example, strange
attractors. To address the previous problem, we use intrisic approximations of Cech homology and
cohomology (we do not go through the simplicial complex to build the chain or cochain com-
plex) like those given in [Giraldo, Morén, Ruiz del Portal, y Sanjurjo(2001)] and [Spanier(1948)],
respectively, that we develop in the Chapter 1. Also we describe in detail the 0*" and the 1% Cech
homology groups, and the 0" Cech cohomology group.

In the Chapter 2 we define a bilinear map “integral” of the classes of Cech cohomology over the
classes of Cech homology. In general, the Cech cohomology is not the dual of the Cech homology,
it is not enough to evaluate the classes of cohomology over the classes of homology to define
such integral. To define the integral we use the intrinsic approximations of Cech homology and
cohomology given in the Chapter 1. First we define the integral at scale a fixed open cover of X,
and then in the limit. We see that the integral is a bilinear map that is nondegenerate at both of
its inputs, satisfies the Stokes theorem and also commutes with the connecting homomorphisms of
Mayer—Vietoris sequences in Cech homology and cohomology. The integral was introduced by us
in [Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sdnchez-Gabites(2021)].

In the Chapter 3 we introduce the series in homology in the same theoretical framework that
the series in cohomology given in [Herndndez-Corbato, Ruiz del Portal, y Sanchez-Gabites(2020)],
which we also review in this chapter. We see that the integral is such that commutes with such
series. We prove the utility of the integral to address problems of discrete Conley index for iso-
lated invariant sets. We known by [Robbin y Salamon(1988)] that the homology or cohomology
Conley index for a isolated invariant set K can be computed from the compactification W of
the unstable set of K. And also, we give an alternative proof of a result which has been pro-
ved in [Herndndez-Corbato, Ruiz del Portal, y Sdnchez-Gabites(2020)]: the number of “essential”
quasi-components de W \ K (those that are adherent to K and extend to infinity) is bounded
from above by the dimension of the 1%* homology group of W. We have given said proof in
[Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sdnchez-Gabites(2022)].

In the Chapter 4 we relate the eigenvalues and the eigenvectors of the induced map by f : X — X
on Cech homology or cohomology in dimension zero to dynamical properties of the dynamical
system (X, f). For the cohomology we obten that the nonzero eigenvalues are roots of unity while
for the homology there is a dichotomy: either there is a immense quantity of eigenvalues or the
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Abstract X

nonzero eigenvalues are roots of unity, in the latter case, we obten a detailed description of the
dynamic behaviour of f. The analysis of the dynamic in dimension zero was realized by us in
[Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sanchez-Gabites(2019)].

In the Chapter 5 we present a generalization of the Manning’s theorem [Manning(1975)] to
arbitrary compact spaces, possibly with bad local properties. The motivation to establish such
theorem is the following.

The topological entropy of a dynamical system is a measure of complexity of the system. Which
a dynamical system has positive topological entropy implies the presence of chaos (in some of
its interpretations) in the system. However, the computation of the topological entropy is not an
easy task, so we settle for finding a lower bound which ensures that the topological entropy is
positive. Following this principle, Manning’s theorem states that the topological entropy of a con-
tinuous map f : X — X of a compact manifold X is bounded from below by the logarithm of
the spectral radius of the induced map by f on singular homology in dimension 1. The generali-
zation of Manning’s theorem given in the Chapter 5 works for arbitrary compact spaces in terms
of Cech cohomology in dimension 1 instead of singular homology. This framework was sugges-
ted by Manning at the end of [Manning(1975)] and retrieves the original version of the theorem
when the space is a compact manifold. Note that it is used the cohomology instead of the Cech
homology since with the latter the result is not true, as one can check by building a countere-
xample from the results obtained in the Chapter 4. We have presented these generalizations in
[Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sanchez-Gabites(2021)].

In the Appendix A we review the notions of direct and inverse systems as well as their limits.
We also present some algebraic results (we regard inverse and direct systems of vector spaces) which
have been very useful throughout this work.



Capitulo 1

(Co)homologia de Cech

En sistemas dindmicos, las teorfas de Cech son algunas veces més ttiles que la homologia y
cohomologia singular ya que son més adecuadas (debido a que cumplen el axioma de continuidad)
para describir espacios topoldgicos con malas propiedades locales tales como atractores extranos.
Una referencia estandar para estas teorias es [Eilenberg y Steenrod(1952)], y para una introduccién
histérica de dichas teorfas, ver [Massey(1978)]. La homologfa (y la cohomologia) de Cech coincide
con la homologia (y la cohomologia) singular para espacios con buenas propiedades locales, tales
como los espacios triangulables y las variedades topoldgicas.

1.1. Homologia de Cech

La homologia de Cech se suele definir de una manera no intrinseca, en términos del comple-
jo de recubrimientos de Cech o de Vietoris, entornos de algin encaje del espacio en el cubo de
Hilbert, etc. Presentaremos dichas descripciones de la homologia de Cech, y ademds, también da-
remos un par de descripciones intrinsecas (no pasamos por el complejo simplicial para construir
el complejo de cadenas). La obtencién de una de estas descripciones intrinsecas esta inspirada por
[Giraldo, Morén, Ruiz del Portal, y Sanjurjo(2001)].

Sea X un espacio topoldgico. Consideramos un recubrimiento abierto X de X. Veremos en la
siguiente subseccién como definir homologias a escala X', y veremos en la Subseccién 1.1.2 que
todas estas homologias coinciden bajo ciertas condiciones. En la Subseccion 1.1.3 introduciremos
las aplicaciones inducidas en dichas escalas y definiremos la homologfa de Cech en la Subseccién
1.1.4 (con coeficientes en la Subseccion 1.1.5). Estudiaremos el 0 y 1-ésimo grupo de homologia de
Cech en la Subseccién 1.1.6 y 1.1.7, respectivamente.

1.1.1. Homologias a escala X

Dveﬁnicién 1.1. El complejo de Cech asociado a X (también conocido como el nervio de X,
[Cech(1932)]) es el complejo simplicial N(X') definido como sigue:

a). Sus vértices son los elementos de X .
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b). Una coleccion finita de vértices {Uy, Uy,...,U,} genera un g-simplice de N(X) si y solo si
.U #0.
=0 1

Vamos a considerar la homologia simplicial H,(N (X)) del complejo simplicial N(&X'). Recor-
demos que H,(N(X)) es un grupo abeliano. Una introduccién a los complejos simpliciales y a la
homologia simplicial se puede encontrar en los Capitulos 3 y 4 de [Spanier(1966)].

Otro complejo simplicial, que serd mas til para nosotros, es el complejo de Vietoris V(X). Este
complejo simplicial fue introducido en [Vietoris(1927)], y desarrollos posteriores y recientes (que
han cambiado su denominacién por el complejo de Vietoris—Rips) se han restringido a espacios
métricos; sin embargo, presentaremos aqui una definicién en términos de un recubrimiento abierto:

Definicién 1.2. El complejo de Vietoris asociado a X es el complejo simplicial V(X') definido
como Ssigue:

a). Sus vértices son los puntos de X.

b). Una coleccion finita de vértices {xo, x1, ..., x,} definen un q-simplice de V(X') siy solo si existe
U e X que lo contiene.

Vamos a considerar la homologfa simplicial H,(V (X)) del complejo simplicial V' (X). Como
mencionamos anteriormente, nuestro objetivo en esta seccion es obtener una descripcién alternativa
de la homologfa de Cech P[q(X ) que solo involucre objetos que son intrinsecos al espacio, es decir,
simplices en X, cadenas construidas como combinaciones lineales de simplices, y homologias entre
ellas. Al contrario que en la homologia singular, sin embargo, necesitamos (y queremos) permitir
que los simplices no sean continuos.

Por un ¢-simplice entendemos una aplicaciéon o : A, — X que no es necesariamente continua.
Aqui A, denota el g-simplice estandar en R?"! que viene dado por

q
Aq:{<)\0,...,)\q)€Rq+l . Z)\Zzly)\JEOVJZO,l,,q},

=0

es decir, la envolvente convexa de sus vértices vg := (1,0,0,...,0,0), v{ := (0,1,0,...,0,0), ...,
vl = (0,0,0,...,0,1). Sea S,(X) el grupo abeliano libre generado por los g-sfmplices de X. Sus
elementos se llaman g—cadenas.

Para i € {0,...,q}, consideramos Aé_l como la (¢ — 1)—cara de A, opuesta al vértice v por
medio del encaje estdndar e} : A,_; — A, dado por

6;1()\0, . ,)\qfl) = ()\0, c. ,)\ifl, O, )\i, ey )\qfl).

Definimos el operador borde 9, : Sy(X) — S;—1(X) como 9,(0) := D1 (—1)'c o e, y extendemos
dicha definicién a cualquier g—cadena por linealidad.

Definicién 1.3. Decimos que un q—simplice es X —pequeno si su imagen estd contenida en algun
elemento U de X.



CAPITULO 1. (CO)HOMOLOGIA DE CECH 3

UeX

Figura 1.1: 2-simplice X—pequeno

El grupo de g—cadenas X—pequenas, S;Y (X), es el grupo abeliano libre generado por los ¢—
simplices X—pequenios. No es muy dificil comprobar que el operador coborde 9, lleva g—simplices
X-pequenios en (¢ — 1)—cadenas X—pequenas, y asi, tenemos el siguiente complejo de cadenas

Og+1 ¥ 9q X Og—1
(X)——=SH(X)——= S (X)——...

g2
S A

g+l
a cuya homologia la denotamos por ’HqX (X). Una introduccién al complejo de cadenas asi como a
su homologia se puede encontrar en [Spanier(1966)].

Definicién 1.4. Un q—simplice formal en X es una coleccion ordenada o = (xg 1 ... x,) de
q+ 1 puntos de X. Decimos que los x; son los vértices de o, y decimos o es X —pequeno si todos
sus vértices estdn contenidos en algun elemento de X .

Sea un subconjunto A C X. Decimos que un ¢—simplice formal ¢ estd contenido en A si
todos sus vértices estdn contenidos en A. Y decimos que una g-cadena formal ¢ = )" | k;o; estd

contenida en A si o; estd contenido en A para todoi=1,...,n.
Antes de continuar, decimos que los puntos xg, z1,...,2, € X son X—cercanos si existe un
elemento de X que contiene a todos estos puntos; es decir, si (xg z; ... z,) define un g-simplice

formal X'—pequeno.

Una g—cadena formal es una combinacién lineal ¢ = """ | k;0; de g—simplices formales o; con
coeficientes k; € Z. Decimos que ¢ es X—pequena si todos los g; son X—pequenos, y denotamos
por C;( (X) al grupo abeliano formado por las g—cadenas formales X—pequenas. El borde de un
g-simplice formal o = (zg z1 ... x,) se define de la manera usual como la (¢ — 1)—cadena formal

(o) = Z(—l)j(xo e Ty Tg),

j=0
donde (xo ... Z; ... z,) es el (¢ — 1)-simplice formal determinado por la colecciéon ordenada
Zo,T1,. .., T, donde hemos omitido el vértice z;. El borde de un simplice formal X-pequeno es

claramente también X—pequeno, y asi, tenemos el complejo de cadenas {C;( (X), 8}. Denotamos a
su homologia por H, qX (X) y nos referimos a ella como la homologia de X a escala (el recubri-
miento abierto) X.

Si X y X’ son recubrimientos abiertos de X tales que X’ refina a X (es decir, para cada V € X’,
entonces existe U € X tal que V' C U), entonces existe un homomorfismo de H, ;“/ (X) en H(X)
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puesto que cada g—simplice formal X’-pequeno es claramente también X—pequeno. También existe
un homomorfismo de H,(V(X’)) en Hy(V (X)), y de Hf/(X) en H;' (X). Veremos en la Subseccion
1.1.4 cémo construir un sistema inverso indexado por la familia de todos los recubrimientos abiertos

de X.
Intuitivamente, H, ;( (X) ignora toda la estructura de X a escala més pequena que X

Proposiciéon 1.5. Sea ¢ > 1. Sea ¢ un q—ciclo formal. Si ¢ estd contenido en algiun elemento
U e X, entonces [c] =0 en H (X).

Demostracion. Fijemos un punto arbitrario a € U. Para cualquier ¢-—simplice formal o0 = (zg 1 ... z,)
contenido en U, consideramos Cy(0) = (a xp 1 ... z4); un cono formal de o sobre a que sigue
estando contenido en U. Para cualquier g—cadena formal ¢ = Y | k;0; contenida en U, definimos

Ca(c) = 2oiy kiCalos)-

Esta operacion en simplices formales satisface que
0(Cu(0)) + Co(0(0)) =0

y dicha identidad se mantiene para cadenas. Si aplicamos la identidad a un ciclo ¢ (cadena formal
cuyo borde es nulo), obtenemos que ¢ = d(Cy(c)) es un borde, y asi, [c] =0 en H*(X). O

1.1.2. Todas las homologias a escala X coinciden

Primero veamos que H,(N (X)) y H,(V (X)) son isomorfos. Sabemos gracias a [Dowker(1952)]
que dados A y B conjuntos y una relacién ~ en A x B, tenemos que los siguientes complejos
simpliciales

ag,ay,...,a,y CA : b€ Btalqueag~b, ay~b, ..., a,~b
q q

{{bo,b1,...,b,y CB : Jac Atal que a~by, a~by, ..., a~b,}

son homotépicamente equivalentes.
Si consideramos la relacion ~ en X x X dada por x ~ U si x € U, tenemos que

N(X)={{Uy,U1,...,.U,} CX : IxreXtalquex ~ Uy, 2 ~Uy, ..., v~ Uy}

V(X)={{zo,z1,...,20,} CX : U eXtalquexog~U, 21 ~U, ..., v,~U},

y asi, por el resultado de Dowker, N(X) y V(X) son homotépicamente equivalentes. Por tanto,
tenemos la proposicién siguiente:

Proposicién 1.6. H,(N(&X)) y H,(V (X)) son isomorfos.

Veamos ahora que H,y(V(X)) y H;¥(X) son isomorfos. Nétese que si descartamos los simplices
formales X—pequenos que poseen vértices repetidos e ignoramos el orden de los vértices que los de-
finen (en el sentido de que dos simplices formales con los mismos vértices definen el mismo elemento
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si sus vértices tienen la misma ordenacién), obtenemos los simplices geométricos del complejo de
Vietoris V (X). Salvo que se indique lo contrario, los simplices formales son solo simplices ordenados
de los complejos de Vietoris V(). Por tanto existe una aplicacién de C;f (X) a las cadenas simpli-
ciales de V(X)) que envia un simplice formal X—pequeno (xy 21 ... z,) al mismo simplice orientado
de V(X) si todos los vértices son distintos, y al cero en caso contrario. Dicha aplicacién induce
un isomorfismo en homologia (ver por ejemplo el Teorema 13.6 de [Munkres(1984)]) y por tanto
H,(V(X)) puede ser identificado con H;' (X). Por lo anterior, tenemos la proposicién siguiente:

Proposicién 1.7. H,(V(X)) y H (X) son isomorfos.

Por tltimo, veamos que H;¥(X) y H; (X) son isomorfos. Existe una aplicacién obvia ¢ :
S¥(X) — C(X) definida como sigue. Dado un ¢ simplice X pequetio o : Ay — X de S (X),
existe U € X tal que Im(o) C U, por lo que las imédgenes x; := o(v]) de los vértices de A, también
estan contenidas en U. Y asi, definimos ¢(o) como el ¢-simplice formal (zo 21 ... z4) de Cff (X).
Esencialmente, ¢ ignora toda la informacién de o excepto por sus vértices. Finalmente, extendemos
¢ linealmente a una aplicacién de todo S;((X ) en C’;( (X). Es sencillo comprobar que ¢ conmuta
con los operadores borde, y por consiguiente, induce una aplicacién ¢, : 7—[;( (X)— H (;Y (X).

Veremos a continuacién que @, es un isomorfismo, es decir:

Proposicién 1.8. H(X) y H (X) son isomorfos.

Antes de comenzar la demostracion de la proposiciéon anterior, veremos cémo «discretizars
cualquier simplice de S,(X). Esto se hace esencialmente reteniendo solo los valores que dicho
simplice toma sobre los vértices de A,. En lugar de trabajar directamente con los simplices de
Sy(X) mostraremos como discretizar el simplice estandar A,; esto nos brinda un proceso para
discretizar cualquier simplice de S,(X).

Definimos una aplicacién D, : A, — A, como sigue. Dado un punto p = (Ag,...,A;) de A,
encontraremos el mas pequeno i tal que A; > 0 y definimos D,(p) := v}, ver la Figura 1.2. Es
sencillo comprobar que D, o el = ef o D,_;. Geométricamente, esto significa que la discretizacién
de una (¢ — 1)—cara de A, heredara por la accién de D, es exactamente igual a la discretizacién
que D,_; produce al actuar directamente sobre dicha (¢ — 1)—cara.

2 2

D1
D2

2 2
v v
0 ! vg = Da(ps) v = Ds(p1)

Figura 1.2: Discretizacién de A,

Sio: A, = X es un simplice de X, discretizar dicho simplice no es mas que precomponerlo con
Dy; es decir, definimos la discretizacién de o como D¥ (o) := o0 D,. Similarmente, si c = Y7 | k;o;
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es una ¢g—cadena de X, definimos la discretizacion de ¢ como D¥(c) := >, k;D¥ (0;). Llamaremos
a D¥ : Sy(X) — S4(X) el operador discretizador. (Estamos usando un superindice # debido
a que, formalmente, este operador es contravariante). Se sigue de la relaciéon D, oef = el o D,
mencionada en el parrafo anterior que Djf conmuta con el operador borde, es decir, Dil 00, =
Oq 0 DZf: para cualquier g—simplice o, tenemos que

q q
(DF., 09,)(0) = DE.,(8,(0)) = D¥, (Za o ) =Y vocloD,
=0 1=0

Z(—w’a o Dyoel = Z(—l)ipj‘(a) oel
0y(DF (0)) = (9 0 DF)(0),

y se sigue que la igualdad anterior es valida para cualquier g—cadena por linealidad.

Lema 1.9. El operador discretizador es equivalente por cadenas a la identidad.

Demostracién. Definimos una aplicacién Fy : A, x [0,1] — A, por Fy(p,0) =py F(p,t) = D,(p)
para cualquier 0 < ¢ < 1 (esta es una <homotopia discontinua> entre la identidad y D, ). Dicha
aplicaciéon cumple que

e;? oF, 1 =F,o (e‘; x Id ). (1.1)
Definimos una aplicacién E : A,y — A, x [0,1] por
Ef( X0,y Ag41) = ((Mos -+ s Aimts N 4 Nt Aigo, o, Aga )y it + oo+ Ag).
Esta iltima aplicacién estd bien definida: tenemos que (Ao, ..., Ai—1, Ai + X1, A, - -5 Agr1) € Ay

ya que cada una de sus coordenadas es no negativa y la suma de dichas coordenadas es igual a 1,
mientras que A\it1 + ...+ Ag41 € [0,1]. Y no es muy dificil comprobar que

(Qos- A i+ 4 Ay) sij=i
q g+1 . (( 07"'a)\q)a)\i+1+"'+)\q) Sl]:Z+1
(Eoei )00 Ag) = (€2 x Idjo,1)) © BT ) Moy - -5 Ay) sij <i (12)

((ef_y x Idpp1) 0 ES ) (Noy- oy Ag)  sii+ 1<

Finalmente, para cualquier ¢g-simplice 0 : A, — X definimos la aplicacién P, : S,(X) —
S4a(X) por

q

P,(0) := Z(—l)ia oF,o0E]

1=0

y extendemos P, linealmente a cualquier ¢g—cadena de X.
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Veamos que J,41 0 P, = D¥ —1d — P,_; 0 J,. Para cualquier ¢-simplice 0 : A, — X de X y

cualquier punto (A, ..., A,) de A,, tenemos que
q+1 . q 4
(Og1 (Py(0)) oy -, Ag) = D (=1 ((Z(—wa o F,o Ef) o e;f.“) (Ao 5 Ag)
j=0 i=0
—Z 1/ (g0 FyoEfoet™)(No,..., A + > (1) (00 Fyo Ef o e?™) (Ao, ..., A)
j=i+1
—i—Z 1) (oo F, oqueq+1)()\0,..., —O—Z 1) (oo F, oqueqH)()\o,...,)\q)
j<i i+1<g
q+1
_Z ToF)((Mos - A A+ A) =Y (00 F)((Nos- -, M) A -+ Ay)
j=1
+Z 17+ (g 0 Fyo (¢! x 1dj.) 0 B (Mo - -, Ay)
1<
+ ) (1) (g0 Fyo(el_y x Idpa) o B )Xo, .., ),
i+1<g

donde la tltima igualdad se sigue de (1.2), y aplicando la igualdad (1.1) tenemos que

= (00 F)((Aos---,Ag), Ao+ ...+ A) — (00 F)((Aos---,7g),0)
—I-Z 1) (coefjolFy 1ok Doy A + Z (—1)]'“(006?710]7(1_1oE’f_l)()\o,...,)\q)

7<t i+1<g

y con el cambio de variable ¢ = ¢ 4+ 1 en el tercer sumatorio y 7 = 7 4+ 1 en el cuarto sumatorio,
llegamos a que

— (00 F) (Ao, M) 1) = (00 E) (Mo, - - -, M), 0)
+) (-1 (ooel o Fyy o BX (Moo M) + Y (1) (o€l o Fyy o BX ) (Mo, A)

§<i 1<j

((i 1)jo—oe3> oF, ;o0 Efl) Mos -1 Ag)
Py_1(04(0))) (N0, - -, Ag)-

Por lo que se tiene que 9410 P, = D# —1Id - P,_100,, y asi, P, proporciona una equivalencia por
cadenas del operador discretizador y la 1dent1dad O

q

(O'OD)()\(), .,)\)—O')\(),...

M

Y

— @

= (Df(a))()\o, A — (Ao, Ay —

Demostracion de la Proposicion 1.8. Definimos otra aplicacion ¢ : C;¥ (X) — S (X) tal que 1,
es una inversa para ¢.. Sea 7 = (o ¥1 ... Z4) un g-simplice formal de C;* (X). Vamos a definir un
g-simplice 0 : A; — X tal que o(v]) = z;. Para ello, hacemos uso de una ligera variacién en la
construccion de la discretizacion considerada antes. Definimos ¢(7) : A, — X como sigue: dado
un punto p = (A, ..., A\,) de A,, encontramos el subindice ¢ més pequeno tal que A; > 0 y definimos
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(¥(7))(p) := z;. Este g—simplice es, de hecho, X—pequeno ya que su imagen es {xy,...,z,} la cual
es finita y esta contenida en algin elemento U € X debido a que los x; forman un g—simplice formal
X—pequeno de C’f (X). Extendemos v linealmente a todo C’f (X). No es muy dificil comprobar que
1) conmuta con los operadores borde, por lo que induce v, : HqX (X) — Hf (X).

Claramente pot) = Idcgc (x), Y ast p.oth, =1Id HX(X)- Todavia queda por comprobar que ,0p, =
IdHéc (x)- Se sigue directamente de las definiciones de ¢ y ¥ que Yoy = Djf, el operador discretizador
discutido previamente. Debido a que la discretizacion de un ¢—simplice o fue desarrollada primero
en el g—simplice estdandar A, y llevada a X por medio de o, estd claro que si uno comienza con un
g—simplice o que es X—pequeno entonces su contraparte discretizada también sera X—pequena. Lo
mismo ocurre con el operador prisma F, considerado en la demostracién del Lema 1.9. Por tanto
el Lema 1.9 es también valido para g—cadenas X—pequenas, y por tanto Djf induce la aplicacién

identidad en homologia. Esto concluye la demostracion.
O

Observaciéon 1.10. En la demostracion anterior no entra en juego si la imagen de cada g—simplice
X —pequeno es finita o no, asi que podemos redefinir S;((X) como el grupo abeliano libre generado
por los q—simplices X —pequenos que tienen imdgenes finitas.

Para futuras referencias, dejaremos patente en esta subseccion la siguiente observacion:

Observaciéon 1.11. Si el recubrimiento abierto X es finito, entonces H;Y(X) es finitamente gene-
rado.

Demostracion. Como X es finito, el complejo de Cech N(X) es un complejo simplicial finito, y
asi, H,(N (X)) es finitamente generado. Por tanto, como todos los grupos de homologia a escala X
que hemos visto son isomorfos, tenemos que H;*(X), Hy(V (X)) y H; (X) son también finitamente
generados pese a que estos ultimos grupos de homologia se definen en términos de objetos no
finitos. m

1.1.3. Aplicaciéon inducida en las homologias a escala X

Sea f : X — Y una aplicacién (no necesariamente continua) entre dos espacios topolégicos.
Sean X y Y recubrimientos abiertos de X e Y, respectivamente.
;Cuéndo la aplicacién inducida fy : C:¥ (X) — CY(Y) dada por

fu(xo 1 ... xg) = (f(zo) f(21) ... f(%))

(v extendida a cualquier cadena de C;¥(X) por linealidad) estd bien definida?

La respuesta es cuando f lleve puntos A'—cercanos en puntos )Y-cercanos. Cuando lo anterior
ocurre, las aplicaciones inducidas fu : Sg(V(X)) = Sg(V(Y)) vy fu : Sy (X) = SY(Y) también
estan bien definidas.

Proposicién 1.12. Si f lleva puntos X —cercanos en puntos Y -cercanos, entonces f4(Cy (X)) C

CY(Y).
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Resaltemos que si X es tal que refina a f~'()) (aunque este tltimo recubrimiento no sea
necesariamente por abiertos), entonces f cumple la hipétesis de la proposicién anterior.

Demostracion. Sea (xo x1 ... x,) un simplice de C;((X), por lo que los puntos xg, x1, . .., x, son
X—cercanos, y asi, por hipdtesis, tenemos que los puntos f(xo), f(x1),..., f(z,) son Y—cercanos, y
en consecuencia,

(f(zo) f(z1) . f(zg)) = f(mo 21 .. T)

define un simplice de C’g’ (Y'). Podemos extender, por linealidad, el resultado anterior a cualquier
cadena de Cif (X). O

Ademads, como f4 conmuta con el operador borde, también podemos definir f, : H;Y (X) —
HY(Y) por f.([c]) = [fx(c)] para cualquier [c] € H;'(X). Y por supuesto, también podemos definir
for Hy(V(X)) = Hy(V(Y)) v fio: HE(X) = 1Y (V).

Notacion: Dados U y V recubrimientos abiertos de X. La colecciéon de subconjuntos de X,
UVY ={UNV : UelU, V eV}, es un recubrimiento abierto de X que refina a & y V. Nos
referimos a U V V como el refinamiento comun de U y V.

Sea f: X — X una aplicacién, y sea X un recubrimiento abierto de X. Como ya mencionamos,
si X’ es un recubrimiento abierto de X tal que X’ refina a f~!(X), entonces es posible definir
fo it HY'(X) — HF(X). Andlogamente, si P(t) = agt’ + ait' + ...+ aqt? € Z[t] es un polinomio de
grado d con coeficientes en Z, tenemos que el homomorfismo

P(f.) = aof’ +arfl + ... +aafd : HY (X) = HY(X)

estd bien definido si xg,zy,. .., T, son puntos X’—cercanos, entonces f*(zo), f*(z1),..., f*(z,) son
puntos X'—cercanos para todo i = 0,...,d (por ejemplo, cuando X’ refina a XV f~1(X)V ...V
X))

Sean ahora f : X — Y y g: X — Y dos aplicaciones entre los espacios topologicos X e Y. Sean
X y Y recubrimientos abiertos de X e Y, respectivamente. Dichos recubrimientos son tales que es
posible definir f, : HX(X) = HY(Y) y g : H' (X) = HY(Y).

Proposicién 1.13. Tenemos que f. = g. si se cumple que: si xy,...,x, € X son puntos X -
cercanos, entonces f(xo), ..., f(x:),g9(x:),...,9(z,) €Y son puntos Y-cercanos para cualquier i =
0,...,q.

Demostracién. Definimos la aplicacién D : C;¥ (X) — C¥,, (V) dada por

q

D(zg z1 ... xy) = Z(—l)i(f(xo) v @) g(zg) .o g(zy)).

=0

Por hipétesis, tenemos que D(z x1 ... x,) esta bien definido puesto que cada uno de sus sumandos
es un simplice de CY,;(Y'). Extendemos su definicién a cada cadena de C¥(X) por linealidad.
Una demostracién andloga a la dada en la pdgina 112 de [Hatcher(2002)] demuestra que

doD+Dod=gy— fu
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Por tanto, para cualquier ciclo ¢ de C;f (X)) (es decir, d(c) = 0), tenemos que
9#(c) = f(c) = 0(D(c)) + D(9(c)) = (D(c)),

y ast, g.([c]) = fulle]) = lgx ()] = [f4(0)] = lg4(c) = f4(¢)] = 0. En definitiva, f. = g..

1.1.4. Homologia de Cech y aplicacién inducida

La familia de recubrimientos abiertos de X (a la que denotaremos por Cov(X)) es un conjunto
dirigido con una relacién > dada por X’ > X si X’ refina a X'. Esta relacion es reflexiva y transitiva,
y ademads, para cada par de elementos X', X’ de Cov(X), tenemos que X VX" = X, X’ (puesto que
cualquier elemento de X' V X’ es de la forma UNV con U € X y V € X”), concluyendo asi que
Cov(X) con la relacién > es un conjunto dirigido.

Consideremos la aplicacién identidad Id : X — X. Sean X y X’ recubrimientos abiertos de
X. Si X' refina a X (es decir, X’ refina a Id~' (X)), podemos definir px x := Id, : H,(V(X")) —
H,(V(X)). Y asi, {H,(V(X));px.x} es un sistema inverso indexado por la coleccién de todos los
recubrimientos abiertos de X. El limite inverso

m {Hy(V/(X)); pa 2}

de este sistema es H,(X), la homologfa de Cech de X. Esto puede ser tomado como una definicién
o bien, si el lector esta familiarizado con la definicién en términos de los nervios del recubrimiento,
como una consecuencia de la Proposicién 1.6.

Por otro lado, la aplicaciéon identidad de X también induce la aplicacién my x» = Id, :
HY' (X) = HY(X). Y asi, {H(X);7xx } es un sistema inverso indexado por Cov(X). Por tanto,
de la Proposicién 1.7 se sigue que el limite inverso de {HqX(X); 7rX7X/} es isomorfo a H,(X).

También se pueden construir sistemas inversos a partir de las homologias H; (X) y Hy(N(X)).
De nuevo, los limites inversos de estos sistemas inversos son isomorfos a H,(X).

Denotamos por 7y a la proyeccién de Hy(X) en H, ~(X). Dichas proyecciones son tales que si
A’ es un recubrimiento abierto de X que refina a X', entonces my x» 0 Tys = my por el Lema A.5
del Apéndice A.

En lo sucesivo, adoptaremos para H,(X) esta tltima descripcién. Asi, un elemento v € H,(X)
consiste en una familia {%Y}XGCOV(X) de clases de homologia, donde cada vy € HqX(X), y si X/
refina a X, entonces 7y x(7x/) = Yx. A su vez, cada Yy es representada por una (no unica) ¢-
cadena formal cy que es XY—pequena. Abusando de la notacién, diremos que la g—cadena formal cy
es un representante X—pequeno de 7.

Definicién 1.14. 5i f : X — Y es una aplicacion continua, entonces f, : Hgil(y)(X) — HgJ(Y)
estd bien definida para cualquier recubrimiento abierto Y de Y. Y ademds, podemos definir

Je: Hq(X) — ]:Iq(y)-
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Sea v € H,(X). Definimos f.(y) € H,(Y) de la siguiente manera: sea ) un recubrimiento
abierto de Y, entonces 74,(f.(7)) := fu(m-1039(7)), siendo 7%, la proyeccién de H,(Y) en HY(Y)y
siendo la f* que aparece a la derecha, la aplicacién inducida de f que va de H({ 71(y)(X )en H 3’ (Y).

Tenemos que f, : H,(X) — H,(Y) estd bien definida puesto que de la definicién se sigue que
cada v € H,(X) posee una tinica imagen, y que f.(y) € H,(Y). Para comprobar esto tltimo, sean
Y y Y’ recubrimientos abiertos de Y tales que )’ refina a Y, por lo que f~()) y f~'()’) son
recubrimientos abiertos de X tales que f~1()) refina a f~*()). No es muy dificil comprobar que
el siguiente diagrama

—1 y f*
H] V(x) L HY(Y)

“fl(y),flwﬁ T“S},y’

-1 y/ ,
Hy (X)) —HY'(Y)

es conmutativo. Y asf, para v € Hy(X), tenemos que 74,(f.(7)) v 74 (f«(7)) son tales que

Ty 3 (T (fe(7))) = 7y 3 (fu(m -1 (7)) = () 30 © fu 0 Tp-103)(7)
= (fu o1y, p-10m © Tr-19) (V) = fulmp-109 (7))
= 1y (fe(7)),

por lo que efectivamente f.(y) € H,(Y).

Observacién 1.15. Sea f : X — Y una aplicacion continua. Por definicion de la aplicacion
inducida f, : Hy(X) — H,(Y), tenemos que el siguiente diagrama

Hy(X) —L— A7)

(
<y>l lﬂ'y

1
—1 y
Hi V(X)) — HY(Y)

’Tl'f,

es conmutativo para todo recubrimiento abierto Y de Y. Ademds, por el Lema A.5 del Apéndice A
se sigue que el siguiente diagrama

Hy(X) —L—— A,(Y)

q
Tr-1w) ™
HX(X)W_—W,M’H;C ( )(X)f*—>H3)(Y)

es conmutativo para todo recubrimiento abierto X de X que refine a f~H(Y).
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En el Capitulo X de [Eilenberg y Steenrod(1952)] se prueba la propiedad de continuidad
de la homologfa de Cech para espacios Hausdorff compactos: si {Xa; o} es un sistema inverso
de espacios Hausdorff compactos (y por tanto su limite inverso existe y es un espacio Hausdorff
compacto, ver por ejemplo la pagina 55 de [Mardesi¢ y Segal(1982)]), entonces

Hy (lim {Xo; a,5}) = lim {Hy(Xa): Mo, } -

1.1.5. Homologia de Cech con coeficientes

Sea G un grupo abeliano. Una g—cadena formal X—pequena con coeficientes en G es una combi-
nacion lineal con coeficientes en GG de g—simplices formales X—pequenos. Denotamos por C’f (X;G)
al conjunto formado por las g—cadenas formales X—pequenas con coeficientes en G. Claramente
C¥(X;G) es un grupo abeliano, y el operador borde 9 lleva C:¥(X;G) en C;¥(X;G), y asi, te-
nemos el complejo de cadenas {C;((X; G),@}. Denotamos a su homologia por H;((X; G) y nos
referimos a ella como la homologia de X a escala X’ con coeficientes en . Podemos de-
sarrollar la homologfa de Cech con coeficientes de manera anéloga a la homologia de Cech en la
Subseccion 1.1.4. De esta manera, estas homologias forman un sistema inverso {H (;Y (X;G), T, X/}
de grupos abelianos indexado por Cov(X), y denotamos a su limite inverso por H,(X;G). Decimos
que H,(X;G) es la homologia de Cech de X con coeficiente en G.

(V)bservaciénv 1.16. Para R un anillo con 1, y K un cuerpo, no es muy dificil comprobar que
H,(X;R) (y H/(X;GRg) para Ggr un R-mddulo) es un R-mddulo y que H,(X;K) es un K-espacio
vectorial.

Cuando un espacio topolégico X es tal que su homologia a cualquier escala X (y en el limite)
es finitamente generada, obtendremos una forma de construir elementos de su homologia de Cech,
como detallaremos después del lema siguiente:

Lema 1.17. Sea K un cuerpo y sea X un espacio métrico compacto tal que Hq(X; K) tiene dimen-
sion finita. Entonces, se cumplen las siguientes afirmaciones:

a). Existe un recubrimiento abierto Xy de X tal que la proyeccion mx: Hy(X;K) — HY(X;K) es
inyectiva para cualquier recubrimiento abierto X que refine a Xj.

b). Para todo recubrimiento abierto X, de X, existe un recubrimiento abierto X; tal que si X es otro
recubrimiento abierto que refina a Xy, entonces la imagen de mx, x: Hy (X;K) — H*(X;K)
es igual a la imagen de la proyeccion mx, : Hy(X;K) — H* (X;K).

Demostracion. Como X es compacto, la familia de los recubrimientos finitos por abiertos de X es
cofinal en la familia de todos los recubrimientos abiertos de X, y ademas, dentro de esta familia
de recubrimientos finitos por abiertos es posible considerar una sucesion cofinal puesto que X
es ademds métrico. En efecto, sea Uy un recubrimiento finito por abiertos de X, y sea U otro
recubrimiento finito por abiertos tal que el didmetro de cada uno de sus elementos es menor que
un nimero de Lebesgue de U, (por ejemplo, la distancia mas pequena entre cada par de elementos
distintos de Uy), y asi, U; refina a Up; repitiendo este proceso, podemos construir una sucesion de
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recubrimientos finitos por abiertos cuyo diametro tienda a cero, siendo asi cofinal en la familia de
recubrimientos finitos por abiertos de X. Y ademas, como los recubrimientos de dicha sucesion son
finitos, la Observacion 1.11 nos garantiza que las homologias a escalas dichos recubrimientos son
finitamente generadas.

En definitiva, la tesis de este lema se sigue de aplicar el Lema A.17 del Apéndice A. m

Este resultado es especialmente 1til para construir elementos de Hq(X ;K) partiendo de un
elemento de H, (;'v* (X;K). Asi, si uno tiene un g—ciclo formal X,—pequeno cy, y es capaz de demostrar
que este puede ser <refinado> a un ¢-ciclo formal &}-—pequeno cy, en el sentido de que cy, v cy,
son homdlogos en H;*(X;K), entonces uno puede encontrar un elemento de H,(X;K) teniendo a
cy, como un representante X,—pequeno.

1.1.6. Descripcién del 0—ésimo grupo de homologia de Cech

Sea A C X. Decimos que A es clopen si es abierto y cerrado a la vez.

Definicién 1.18. Definimos la cuasi—componente de un punto x € X (y la denotamos por QC,.)
como la interseccion de todos los clopens de X que contienen a x. Claramente QC, es cerrado por
ser la interseccion de cerrados.

De la definiciéon de cuasi—-componente se sigue que: un punto x pertenece a un clopen A siy
solo su cuasi—componente QC,. esta contenida en A. Por lo que tenemos el siguiente lema:

Lema 1.19. Sea QC' una cuasi—componente de X. Entonces QC' coincide con la interseccion de
todos los subconjuntos clopens de X que contienen a QC'.

Lema 1.20. 57 X es compacto, toda cuasi—componente QC posee una base de entornos clopens.

Demostracion. Sea A un entorno abierto de QC'. Veamos que existe un entorno clopen de QC que
estd contenido en A. Tenemos que X \ A es compacto puesto que X \ A es cerrado y X es compacto.
Para cada x € X \ A, el lema anterior nos garantiza que existe un subconjunto clopen B, de X
tal que QC C B, y © € X \ B,. De esta manera, la coleccién {X \ B, : x € X \ A} forma un
recubrimiento abierto de X \ A, y como X \ A es un compacto, el recubrimiento anterior posee un
subrecubrimiento finito {X \ By,,..., X \ B, }. Por tanto,

x\vacJx\ B = X\ B..

y asi, (), By, C A. Tenemos que ();_, By, es clopen por ser la interseccién finita de clopens, y
QC C ., By, puesto que cada B,, contiene a QC. O

Proposicién 1.21. Sea C, la componente conexa que contiene al punto x. Podemos expresar la
cuasi—componente que contiene al punto x como

QC, = ﬂ{B clopen de X : C, C B}.
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Demostracion. El contenido C se sigue de la definicion de QC, ya que la interseccion de la derecha
es sobre determinados clopens que contienen a x.

Para demostrar el otro contenido tenemos que comprobar que cada clopen que contiene a x
también contiene a C,. Sea B un clopen que contiene a x. Si C, no estuviera contenido en B,
entonces BN C, y (X \ B) NC, serian dos cerrados disjuntos no vacios cuya unién es igual a C,,
llegando asi a una contradiccion con la conexion de C,. [

De la proposicién anterior también deducimos que:

Corolario 1.22. La componente conexa que contiene a un punto x estd contenida en la cuasi—
componente que contiene a x.

Aunque el contenido es estricto en general, estas coinciden, por ejemplo, cuando una de ellas es
abierta o cuando X es un espacio Hausdorff compacto (ver [Bredon(1993)]). También en esta otra
situacion:

Lema 1.23. Si X tiene un numero finito de cuasi—componentes, las componentes conezxas y las
cuasi—componentes coinciden.

Demostracion. Demostremos que cada cuasi—componente conexa (QC, es conexa. Sabemos que la
cuasi—-componente QQC, es cerrada, pero en este caso es también abierta puesto que su comple-
mentario es una unién finita de cerrados (las restantes cuasi-componentes). Sean A y B abiertos
disjuntos de X tales que QC, C AU B. Claramente QC, N A y QC, N B son abiertos que par-
ticionan QQC,, y ademds, son también cerrados puesto que sus complementarios son abiertos (el
abierto (QC, N B) U (X \ QC,) es el complementario de QC, N A). Por lo que x € QC, N A o bien
x € QC, N B, y por definicién de QC,., esto implica que QC, C QC, N A o bien QC, C QC, N B,
es decir, QC, C A o bien QC, C B. Concluyendo asi que QC. es conexo. O]

Algunas propiedades de las cuasi-componentes que seran usadas mas adelante:

Lema 1.24. (1). Si una cuasi—componente interseca a un subconjunto clopen O, entonces dicha
cuasi—componente estd contenida en O.

(11). Una familia finita de cuasi—componentes puede ser separada por subconjuntos clopens.

(i1). St X es compacto, y si (pp,) = p y (gn) — q son dos sucesiones convergentes en X tales que
QC,, = QC,, para todo n, entonces QC, = QC.

Demostracion. La afirmacién (I) se sigue inmediatamente de la definicién de cuasi-componente.
Para (I7), supongamos que QC'y QC” son cuasi—componentes diferentes. Existe un entorno clopen
V de QC que no contiene a QC’, por lo QC' NV = () por la afirmacién (I). De manera similar,
obtenemos un clopen V' tal que QC" C V' C X \ QC. Entonces VN (X \ V') y V' N (X \V)
son clopens que separan QC' y QC’. Este argumento puede ser generalizado a mas de dos cuasi-
componentes. Y en cuanto a (II7), sea V un entorno clopen de QC,. Como p,, esta contenido en
V' para un n lo suficientemente grande, su cuasi-componente QC,, = QC,, también debe de estar
contenida en V' gracias a la afirmacién (/). En particular, g, € V' y concluimos que ¢ € QC, puesto
que QC, posee una base de entornos clopens (ver el Lema 1.20). O
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Sea X un espacio topoldgico y sea X un recubrimiento abierto suyo.

Definiciéon 1.25. Decimos que A C X es X —clopen si es una union mazimal de los elementos de
X, en el sentido de que si un elemento de X interseca a A, entonces dicho elemento estd contenido
en A. O dicho de otra manera, A C X es X—clopen si cada elemento U € X es tal que U C A o
bien U C A€, donde A° denota el complementario de A en X.

Claramente () y X son X-—clopens, y si A C X es X—clopen, entonces A° también lo es. Cada
subconjunto X'—clopen es abierto por ser la unién de abiertos, y es también cerrado puesto que su
complementario es abierto, por lo que todo subconjunto X—clopen es clopen. La union e interseccién
arbitraria de X'-clopens son X'-clopens. En efecto: sea {A;},.; una coleccién arbitraria de X'
clopens. Sea U € X, por lo que para cada ¢ € I, tenemos que U C A; o bien U C A{. Si
existe un 4 € I tal que U C A;, entonces U C |J,; Ai, y si U C Af para todo i € I, entonces
U C Nicr 48 = (U,e; Ai)°. Por tanto, |J;.; 4; es X-clopen. De manera andloga se prueba que
Nics Ai es X—clopen.

Evidentemente, un subconjunto clopen A es X—clopen si X refina al recubrimiento abierto
{A, X \ A}. Podemos definir una relacién de equivalencia en X dada por y ~ z si todo X—clopen
A que contiene a y también contiene a z. Equivalentemente, si no existen A, B X—clopens disjuntos
talesquey € Ay z € B.

Definiciéon 1.26. La clase de equivalencia de x € X es llamada la X —componente de x y puede
ser pensada como la (cuasi—)componente de x a escala X. Dado x € X, denotamos por C a la
X —componente que contiene al punto x. La X—componente de x coincide con la interseccion de
todos los X —clopens que contienen a x.

Como las clases de equivalencia particionan el espacio X, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 1.27. La familia de las X -componentes de X constituye una particion de X por
clopens.

Proposicién 1.28. Sea A un X —clopen. Cualquier X —componente C* es tal que C* C A o bien
C* C A°. En particular, cada X —clopen se expresa como unién de X —componentes.

Demostracion. Esto se sigue de que A y A° son X—clopens que particionan el espacio X. O

Por un camino de puntos en X entendemos una sucesién xg,x1,...,x, de puntos de X;
decimos que el camino conecta xg y z,. Y decimos que el camino de puntos xg,z1,...,z, es X—
pequeno si cada par de puntos sucesivos z;,z;41 estdn contenidos en algin U; € X (es decir,
son X—cercanos). Definimos la relaciéon ~y en X dada por y ~y z para y,z € X si existe un
camino de puntos X—pequeno que conecta y y z. Dicha relacién es una relacién de equivalencia, y
ademas, no es muy dificil comprobar que la clase de equivalencia de un punto x € X coincide con
la X—componente que contiene a x.

Proposicién 1.29. Sean X y X' recubrimientos abiertos de X. Si X' refina a X, entonces la
particion formada por las X'—componentes refina a la particion formada por las X —componentes.
En particular, cada X —-componente se expresa como unién de X'—componentes, y el nimero de
X'—componentes es mayor o igual que el nimero de X —componentes.
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Demostracion. Sea C* una X’—componente. Sean y, z € C', por lo existe un camino de puntos
Zg, ..., T, X'-pequeno que une y y z, es decir, o = y, x, = z y cada par de puntos sucesivos
x;, Tip1 estan contenidos en algin U € X’. Como X’ refina a X, existe V; € X tal que U/ C V; para
todo¢=0,...,n— 1, por lo que el camino de puntos x, ..., z, es también X—pequeno, y asi, y y
2 estén contenidos en la misma X—componente C¥. En definitiva, C*" C C¥. O

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior y del hecho de que cada subconjunto
X—clopen se expresa como unién de X—componentes (ver la Proposicién 1.28), tenemos el corolario
siguiente:

Corolario 1.30. Sean X y X' recubrimientos abiertos de X tales que X' refina a X. Si A es
X —clopen, entonces A es X'—clopen.

Demostracion. Esto también se sigue directamente de la definicién de un subconjunto X'—clopen.
Sea V € X', por lo que existe U € X tal que V C U. Como A es X—clopen, tenemos que U C A
obien U C A, yasi, V C U C Ao bien V C U C A°. Concluyendo de esta manera que A es
X'—clopen. m

Observaciéon 1.31. 5@ X es compacto, entonces el numero de X —componentes es finito.

Demostracion. Como X es compacto y como las X—componentes constituyen una particién de X
por clopens, dicha particién posee un subrecubrimiento finito, por lo que la particién formada por
las X—componentes es finita.

Otra forma de demostrar esta observacion es la siguiente. Como X es compacto, existe un
subrecubrimiento finito X’ de X'. Como X" es finito, existe solo un nimero finito de X’—componentes,
y como X' refina a X', tenemos que el nimero de X’~componentes es mayor o igual que el niimero
de X—componentes, y asi, el nimero de X—componentes es finito. O

Proposicién 1.32. Sea x € X. Entonces,

Q.= [ ¢

xe Cov(x)

Demostracion. Claramente QC, esta contenido en (), cCov(x) C¥ puesto que cada C7 es un clopen
que contiene a z. Por otro lado, como cada clopen B que contiene a z es tal que X := {B, X \ B}
es un recubrimiento abierto de X, tenemos que B es igual a la X—componente que contiene a z, y
ast, yeCovix) C¥ estd contenido en QC,. O

Como ejemplo en el cual tengamos que la componente conexa de un punto no coincida con su
cuasi-componente, tenemos que el subconjunto del plano R? formado por las bandas horizontales
[0,1]x {55} conn € N\ {0} unién los puntos (0,0) y (1,0) es tal que C(g0) = {(0,0)}, y sin embargo,
QC(0,0) contiene a los puntos (0,0) y (1,0) puesto que para cualquier recubrimiento abierto X" de
X la X—componente que contiene a (0,0) también contiene a (1,0), ver la Figura 1.3.

Definimos la relacién ~ en X dada por y ~ z para y,z € X si y ~x 2z para todo recubrimiento
abierto X de X. No es muy dificil comprobar que ~ es una relacién de equivalencia, y ademas,
la clase de equivalencia de un punto x € X coincide con ) xeCov(x) C¥, y asi, por la proposicién
anterior, dicha clase de equivalencia coincide con la cuasi-componente que contiene a x. Por tanto,

la familia formada por las cuasi-componentes de X constituye una particion de X.
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Figura 1.3: Componente conexa contenida estrictamente en la cuasi-componente

Proposicién 1.33. La familia de las cuasi—componentes de X constituye una particion de X por
cerrados.

Ahora s, describamos los 0—¢ésimos grupos de homologfa. Como C%(X) = 0, tenemos que
Hy (X) = Ker(0: Cy (X) — C*(X))/Im(0 : CF¥(X) — Cy (X))

es igual a Hy¥(X) = Cyf (X)/Im(9). Por otro lado, como d(zy x1) = x1 — Ty, vamos a tener que
dos puntos z e y de X son tales que [x] = [y] en Hg (X) si y solo si existe un camino de puntos
Zo,Z1,...,T, X-pequeno que une x e y. Por tanto, [z] = [y] si y solo si & e y pertenecen a la
misma X—componente. Ademads, visto [z] como un subconjunto de X, tenemos que [z] es igual
a la X—componente C¥ que contiene a x (abuso de la notacién que mantendremos de ahora en
adelante). En definitiva, tenemos que:

Proposicién 1.34. H(X) se puede identificar con el grupo abeliano libre generado por las X -
componentes de X.

Lema 1.35. Sean X y X' recubrimientos abiertos de X tales que X' refina a X. Sea C* una
X ~componente y sea C*' una X'-componente. Si C% C C%, entonces my x1(CY') = C¥.

Demostracion. Sea x € CY¥' C O¥, por lo que [z] = C¥ en HY (X), y [7] = C¥ en HF(X)
puesto que x € C¥. Recordemos que 7y x : Hyt (X) — Hg(X) coincide con la aplicacién inducida
Id, : Hy¥' (X) — Hg(X) de la aplicacién identidad de X. Y por tanto,

mx2(CY) = 1d.([2]) = [ldya] = [2] = C%.

Proposicién 1.36. Las cuasi—componentes de X definen elementos de FIO(X).
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Demostracion. Dado x € X, la Proposicion 1.32 nos dice que

CQ.= () ¢

xeCov(x)

Veamos que {C7¥} cCov(x) define un elemento de Hy(X). Sean X y X’ recubrimientos abiertos
de X tales que X’ refina a X, por lo que la particién formada por las X’—componentes refina a

la particién formada por las X'—-componentes, y asi, C¥ C C¥. El lema anterior nos asegura que
X'\ _ X
WX,X’(Cm ) = Cx . ]

Ahora presentaremos otros elementos de Hy(X) distintos de las cuasi-componentes de X:

Proposicion 1.37. Sea X un espacio topologico compacto. Las medidas finitas sobre la o—dlgebra
de Borel de X (es decir, la menor o—dlgebra que contiene a todos los abiertos de X ) definen
elementos de Ho(X;R).

Demostracion. Sea p una medida finita sobre la o—algebra de Borel de X, por lo que los subcon-
juntos abiertos de X son medibles y tienen medidas finitas.
Sea X un recubrimiento abierto de X. Definimos el siguiente elemento de Hg (X;R):

Yy = Z w(C) - C*.

cX x—componente

Veamos que 7y estd bien definido. Como X es compacto, la Observacion 1.31 nos asegura que el
nimero de X—componentes es finito, por lo que el sumatorio anterior es finito. Por otro lado, como
cada X—componente C* es un abierto (de hecho, un clopen), tenemos que u(C%) es finito, y asf,
vy estd bien definido.

Por tltimo, veamos que {yxy} veCov(x) define un elemento de Hy(X;R). Para ello, dados X
y X’ recubrimientos abiertos de X tales que X’ refina a X', comprobemos que mx x/(Vx/) = Y-
Como X es compacto, la Proposicion 1.29 y la Observacion 1.31 nos garantizan que la particién
finita formada por las X’~componentes refina a la particién finita formada por las X'—componentes
y que cada X—componente C¥ se expresa como una unién finita (y disjunta) de X’—componentes;

es decir, existen Cf(/, e ,Cf' X’—componentes (disjuntas dos a dos) tales que
n
-~ (e
i=1

y asi, como j es una o—algebra, tenemos que
n(C*) =) uC).
i=1

Por tanto,

(Zu(cf“’) | c;f') S (O (O
=1

=1

=Y uCY) - CY =0Ty p(CF) =0 p(C),
i=1 =1
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donde la segunda igualdad se sigue del Lema 1.35 puesto que O es una A’-componente conte-
nida en la X—componente C*. Repitiendo esto para todos los sumandos de 7y, concluimos que
Tx,x! (’VX') = Yx-

]

Lema 1.38. Sea f : X — Y wna aplicacion continua. Entonces, para cada cuasi—componente
de X, existe una cuasi—componente de Y que contiene a su imagen por f. Y ademds, si [ es
sobreyectiva, entonces el niumero de cuasi—componentes de X es mayor o igual que el nimero de
cuasi—componentes de Y .

El lema anélogo para las componentes conexas también es cierto.

Demostracion. Sea QC, una cuasi—componente de X. Sean a,b € QQC,. Como las cuasi-—componentes
de Y forman una particién de Y, existen cuasi-componentes QC,, QC,, de Y tales que f(a) € QC,
y f(b) € QC,. Supongamos que QC, # QC,,, por lo que existe un clopen A de Y tal que f(a) € A
y f(b) € Y\ A. Y asi, como f es continua, a estd contenido en el clopen f~!(A) y b estd contenido
en el clopen f~*(Y \ A), por lo que a y b no pueden pertenecer a la misma cuasi—componente de
X.

Por otro lado, si f es sobreyectiva, por cada cuasi-componente QC, de Y existe al menos una
cuasi-componente QQC, de X tal que f(QC,) C QC,,. O

El lema siguiente se sigue directamente de la Proposicion 1.34, aunque también presentaremos
otra demostracion alternativa.

X
Lema 1.39. Sea C* una X-componente de X. Entonces la homologia reducida H, lo% (C*) es
trivial.

Recordemos que la homologia reducida de X a escala X’ es la homologia asociada del siguiente
complejo de cadenas:

L CX(X) L CX (X)) 7,
donde el homomorfismo aumentacién e viene dado por € (31 | kio;) == > 0 | k.

Corolario 1.40. Para cualquier U € X, tenemos que su 0—ésimo grupo de homologia reducida a
escala X es trivial. En particular, si c =Y., kio; es un 0—ciclo formal X -pequerio contenido en
un elemento U € X, entonces la clase de homologia [c] es trivial en la homologia reducida de X a
escala X .

Este corolario complementa lo dicho en la Proposicién 1.5.

Demostracion de Lema 1.39. Para ello, demostraremos que la sucesién
Cf(C%) 2o CF (C¥)

es exacta para cualquier X—componente C* ya que de esta manera, tendremos que Im(9) = Ker(e),
y asi, Ker(e€)/Im(9) = 0. Aunque no lo reflejemos en la notacién, los simplices y cadenas formales
que estamos considerando son &|cx-pequenas.
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Sabemos que dicha sucesién es parcialmente exacta (es decir, Im(9) C Ker(e)), por lo que solo
nos queda comprobar que Ker(e) C Im(9). Sea ¢ = Y1 | ki - (z;) € Cif (C) tal que €(c) = 0, por
lo que 7 | k; = 0. Como z; y z;41 estdn en la misma X—componente, existe un camino de puntos

P1,- -, Pm X—pequeno que une z; y r;+1. Dicho camino define una 1-cadena formal X'-pequena
Vi = 272—11 (pj pj+1) tal que O(vi) = zi41 — x;. No es muy dificil comprobar que
Y= (_k1)71+(_k2_k1>72++<_kn71__k1>7n—1

es tal que su borde es igual a c.
O

La aplicacién aumentacién e : Cgf (C*) — Z puede ser identificada con la extensién lineal de
la funcién caracteristica Xox de O, que también denotamos por Xox. Y con esta terminologia,
tenemos que:

Lema 1.41. Sea C* una X -componente de X. Una 0-cadena formal X —pequeria d en C* es un
ciclo que representa la clase trivial en la homologia reducida Hgf (C™) si y solo si Xgx(d) = 0.

Mas generalmente, supongamos que A es un X —clopen. Una O—cadena formal X —pequernia d en A
es un ciclo que representa la clase trivial en la homologia reducida Hg (A) si y solo si la evaluacidn
de d en X¢x se anula para cualquier X —componente CV.

Demostracion. El primer punto se sigue del parrafo anterior al enunciado de este lema, asi que
vayamos directamente al segundo punto. Descomponemos d = " | d;, donde d; es una O—cadena
formal X—pequenia en una X-componente C:*. Claramente, d es un ciclo formal X-pequefio que
representa la clase trivial si y solo si todos los d; 1o son. Por el primer punto, lo tltimo es equivalente
a que Xox (d;) = 0 y el resultado se sigue de que Xcx(d) = 3770 Xex (d)) = Xex (d). O

Observacion 1.42. Sea A un X —clopen. En el caso de que d sea un 0—ciclo en A (y asi, Xa(d) = 0),
entonces d representa la clase trivial en la homologia reducida H;((A) si Xex (d) se anula para todas
las X —componentes excepto para una.

1.1.7. Descripcién del 1-ésimo grupo de homologia de Cech

Para simplificar la escritura, omitiremos el término formal de los simplices y cadenas formales
que aparecen en esta subseccion.

Primero demostraremos que H{* (X) estd generado por ciclos especiales, que llamaremos simples
y elementales, de la forma

(x1 z2) + (22 23) + ... + (Tp1 )

donde z,, = z; (condicidn ciclica), todos los 1, ..., z,_; son diferentes puntos de X (elemental)
y es posible elegir U; € X distintos dos a dos tal que cada simplice X—pequeno (x; ;1) esta
contenido en U; (simple). Intuitivamente, un ciclo es simple si no tiene «auto—-intersecciones» a
escala X. Una cadena elemental simple tiene una definicion analoga omitiendo la condicién de
que 1 = x, y requiriendo que todos los x; sean diferentes. Notese que una cadena elemental, no
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necesariamente simple, se corresponde con un camino por aristas en V' (X) y si la cadena es cerrada
(es decir, es un ciclo), entonces el camino por aristas es también cerrado. Si la cadena o el ciclo es
también simple, entonces el camino por aristas puede ser proyectado a un camino equivalente por
aristas en N (X).

A continuacién, veremos como manipular los ciclos X—pequenos. El primer paso hacia la des-
cripcién deseada es el lema siguiente:

Lema 1.43. Sea ¢ un ciclo X -pequerio. Entonces [c] = [y, kie;] en H{¥ (X)), donde todos los e; son
ciclos elementales X —pequenos y k; € 7. Ademds, todo simplice que aparece en algin e; era ya parte
de c.

Existen varias maneras alternativas de probar esta afirmacién. Sea {z;} la coleccién (finita)
de vértices de todos los 1-simplices X—pequenos que constituyen a c. Entonces, ¢ puede ser vista
como un ciclo (homolégico) en el grafo completo K con vértices {z;}. Como el primer grupo de
homologia de un grafo finito estd generado por caminos cerrados, y los caminos cerrados en K se
corresponden con ciclos elementales en Hj' (X), el ciclo ¢ es combinacién lineal entera de ciclos
elementales como desedbamos.

Solo queda escribir un ciclo elemental como una combinacion de ciclos elementales simples. Con
vistas a aplicaciones posteriores vamos a describir en detalle el proceso cuando consideramos una

~ —1 . . . .
cadena elemental X—pequenia e = >\ '(x; x;41) arbitraria, no necesariamente un ciclo.

Lema 1.44. Sea ¢ una cadena elemental X —pequena. Entonces [e] = [eo + 81 + ...+ s,] en H{* (X),
donde ey es una cadena elemental simple y los s; son ciclos elementales simples.

Demostracion. Tomamos e = Z?;ll(xi x;+1). Para cada i elegimos un U; € X arbitrario que
contenga a (x; x;y1), y suponemos que U; = U, para algin j > i (si esto no ocurre, entonces e
ya es simple). Fijamos cualquier ¢ y elegimos el j > ¢ mds pequeno con la propiedad U; = U;.
Consideremos la porcién (x) de la cadena entre los indices i y j:

€e=...+ (33'1',1 iL'Z) +£$l $i+1) + ...+ (xj .l’j+12+($j+1 xj+2) + ...

(%)

Quitamos los simplices (x; z;41) ¥ (z; 2;+1) de e y los reemplazamos con (z; x;41) + (z; z;41) para
obtener un nueva cadena €', que es todavia X—pequena. Ademas,

e —e' = (z; Ti1) + (25 j01) — (@5 2j01) — (@5 Tir) = (@5 Tig1) — (25 Tiga) + (25 Ti) — (20 201
es un ciclo que estd enteramente contenido en U; = Uj, y asi, de la Proposicién 1.5 se sigue que
su homologia es nula. Por tanto, [e] = [¢/]. La Figura 1.4 proporciona un esquema de la situacion.
Los segmentos punteados conectando los vértices x; son solo ayudas pictoricas para resaltar que
los simplices son cadenas, pero por supuesto no son subconjuntos de X.

Ahora reordenemos los simplices en €’ de la manera siguiente:

¢ = (71 x2) + ...+ (@1 @) + (75 2550) + (Tjp1 Tjp2) + oo+ Ty T))
+ (25 2ip1) + (g1 Tigo) + ..+ (2521 75))
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(a) Cadena original e (b) Cadena modificada e’

Figura 1.4: Modificacién de la cadena e

El segundo sumando es evidentemente un ciclo elemental simple. Ahora repetimos este proceso en
el primer sumando de €/, y seguimos asi hasta alcanzar una expresién como la que establece este
lema. [

Nétese que si la cadena inicial e es un ciclo, entonces 0 = d(e) = d(eg) + Y, 0(s;) = I(eo), ¥
asi, el sumando ey es también un ciclo. Por tanto, los Lemas 1.43 y 1.44 producen la proposicién
siguiente:

Proposicién 1.45. Los ciclos elementales simples X —pequenos generan a Hi¥ (X).

Ahora discutiremos la relacién entre H¥ (X) y Hy(X) cuando X es localmente conexo. Ya hemos
mencionado en la Proposicién 1.5 (y en el Corolario 1.40 para el caso ¢ = 0 y la homologia reducida)
que H ;Y (X) esencialmente ignora la estructura de X a escala inferior a X'. Supongamos que cada
U € X es conexo, por lo que a esta escala, X no tiene caracteristicas 0—dimensionales relevantes
(dichas caracteristicas estan relacionadas con la (cuasi)-conexidad). Es entonces natural esperar que
HY¥(X) sea «mas pequefio» que H(X). De hecho, probaremos que la proyeccién Hy (X) — H{¥(X)
es sobreyectiva. En otras palabras, tan pronto como un 1-ciclo sea X—pequeno, dicho ciclo puede
ser refinado para ser X’—pequeno con X’ un recubrimiento abierto arbitrario de manera de que
defina un elemento de H;(X).

Consideremos una 1-cadena X'-pequena c =), k; 0Z Cada o; = (; y;) esté contenido en algun
U; € X. Dado algtn recubrimiento abierto X’ de X, X, = {V NU; : V € A’} es un recubrimiento
abierto de U; y como U; es conexo, podemos construlr una cadena elemental X’—pequena e; en U;
tal que O(e;) = y; — w;. Consideremos ahora la cadena X’-pequenia ¢ := ). k;e; obtenida de
¢ al reemplazar cada 1-simplice o; con la cadena e; que conecta x; a ;. Decimos que ¢’ es un
refinamiento de c. Observemos que [¢] = [¢] en H{*(X). En efecto, como d(e;) = y; — x; = 9(03),
tenemos que e; —o; es un ciclo contenido en U;, por lo que la Proposicion 1.5 nos asegura que e; — o;
tiene homologia nula, y asi, [e;] = [0;]. Por tanto,

] =[] =[d — ] [Zk —01]—0
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en H*(X).

Cuando X es localmente conexo, los recubrimientos abiertos cuyos elementos son también co-
nexos constituyen una subfamilia cofinal de la familia de todos los recubrimientos abiertos de X.
Esto junto con la construccién del parrafo anterior asegura lo siguiente:

Proposicién 1.46. Supongamos que X es localmente conexo y que existe una sucesion cofinal
de recubrimientos abiertos (este es el caso si X es compacto y métrico, por ejemplo). Supongamos
ademas que X es un recubrimiento abierto de X por conjuntos conexos. Entonces cualquier elemento
de H¥(X) proviene de alqin elemento de Hy(X) o, en otras palabras, la proyeccion Hy(X) —
H¥(X) es sobreyectiva.

Supongamos para la definicién y lema siguientes que los coeficientes de la homologia estan en
G = Z,Q,C. Al considerar estos coeficientes, tenemos que cualquier [¢| € H;( (X;G) es tal que
c=3Y 1 ko;conk;eGyo; € C’f(X) para todo i = 1,...,n. Para méas detalles de la homologia
con coeficientes, ver la Subseccion 1.1.5.

La norma de un l-ciclo X—pequeno ¢ = Y, k;jo; es definida como |||, = > ", |ki|. Para
propdsitos posteriores mostraremos cémo modificar la construccién del refinamiento que acabamos
de describir para controlar su norma:

Lema 1.47. Sea X un recubrimiento abierto de X formado por conjuntos conexos, y consideremos
una 1-cadena X —pequena c. Entonces para cualquier recubrimiento abierto X' existe una 1-cadena
X' —pequena ¢ tal que:

(1). [ =[¢] en HY(X;G) y
(). ey < flefly - 171,
donde |X'| denota el cardinal de X'.

Demostracion. Comencemos por la construccion ¢ = ), k;e; de antes. Por el Lema 1.44 aplicado
en U; a escala X’ podemos escribir [e;] = [ejo+ ;1 + ...+ si], donde cada e es una cadena
elemental simple y cada s;; es un ciclo elemental simple, y todos ellos son X’-pequefios y estan
contenidos en U;. Por la Proposicién 1.5 todos los s;; son homdlogos a cero en Hi*(X; &), por lo

que tenemos que [e;] = [e;o] a escala X para cada i. Ademas, ||e;||; < |X’| debido a que e;y es una
cadena elemental simple. Por tanto, para ¢ := >_ k;e;o tenemos que [c] = [¢] en H*(X;G) y que
1]l < D01kl lleolly < 22 [l [X7] = [lell, [A7]. O

1.2. Cohomologia de Cech

Comenzaremos presentando en la subseccion siguiente una aproximacién a la cohomologia de
Cech que es de naturaleza intrinseca. El resto de la seccién se desarrollard de manera analoga a
la seccién anterior. Veremos en la Subseccion 1.2.7 que cuando nuestro espacio es compacto, cada
clase de cohomologia de Cech presenta un representante de particular interés.
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1.2.1. Cohomologia de Alexander—Spanier

A continuacién presentaremos la cohomologia de Alexander—Spanier, la cual fue inicialmente
introducida para espacios métricos compactos en [Alexander(1935)], y més tarde para espacios
topoldgicos en [Spanier(1948)], basado en una sugerencia de Alexander Doniphan Wallace.

Sea G un grupo abeliano. Para cada ¢ = 0,1,2,..., denotamos por C9(X;G) al conjunto
de aplicaciones (no necesariamente continuas) £ : X% — G. Remarcamos que estas son solo
aplicaciones en el sentido de teoria de conjuntos. Claramente C'?(X;G) es un grupo abeliano. El
homomorfismo coborde ¢ : C9(X;G) — C(X; G) se define por la férmula estdndar

g+1
(5(5))(3307 L1y -5 Ly, xq+1) = Z(_l)]f(mm ce 7@5 cee 7$q+1)a
=0
donde el sombrero sobre la entrada x; significa que ha sido omitido de los argumentos en el cual £
es evaluada. Como es usual, 62 = 0.
Un elemento £ € C9(X;G) se dice que es localmente cero si existe un recubrimiento abierto

X de X tal que &(zg, @1, ..., x,) se anula cuando todos los x; pertenecen al mismo elemento de X.
Es sencillo ver que esta condicién es equivalente a requerir que £ se anule en un entorno abierto de
la diagonal {(z,z,...,z): = € X} de X9, Cuando ¢ = 0, la aplicacién nula es la tinica aplicacién

localmente cero de C°(X;G). Y para &,& € C9(X; G), decimos que & = £ localmente si £ — &' es
localmente cero.

Denotamos por C'(X; G) al cociente de C7(X; G) médulo las aplicaciones localmente cero, y en
particular, UO(X :G) = C°(X; G). No es muy dificil ver que el coborde de una aplicacién localmente
cero es también localmente cero, y asf, podemos considerar el homomorfismo 6 : Uq(X ;G) —
6q+1(X ; G) entre cocientes. De esta manera, se obtiene un complejo de cocadenas {aq(X : G),g}
cuya cohomologia es, por definicién, la cohomologfa de Alexander—Spanier de X con coeficientes en
G,y la denotamos por H?(X; &) (no debe confundirse con la cohomologfa reducida).

Un elemento z € H 7(X; @) es, entonces, obtenido de una aphcaClon ¢ € CX;G) por medio de
un doble cociente: primero se considera la clase € de € en el cociente C* (X; G) y entonces la clase [ﬂ
de € después del cociente por Im(5). Llamamos a £ un representante de z. Nétese que, para definir
una clase de cohomologia, £ debe ser un cociclo, es decir, 6(€) debe ser cero en €q+1(X ;G). Esto
requiere que §(£) sea localmente cero como un elemento de C97(X; G). Reciprocamente, cualquier
¢ € C1(X; @) tal que §(€) es localmente cero define una clase de cohomologia z = [¢] € HY(X;G).
Es sencillo comprobar que dos aplicaciones &, &' € C%(X;G) cuyos cobordes son localmente cero
definen la misma clase de cohomologia en f]q(X; () si y solo si existe ¢ € C171(X;G) tal que
& —¢& —0(p) es localmente cero.

1.2.2. Cohomologias a escala X

De la subseccion analoga para homologia, deducimos que las cohomologias simpliciales produci-
das por el complejo simplicial de Cech N(&X') y el complejo de Vietoris N (V') son isomorfas, y que
las cohomologias asociadas a los complejos de cocadenas

{Hom(Cf(X); G); 0%} y {Hom(S;Y(X); G); 0%}
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son también isomorfas a las cohomologias anteriores. Aqui 0% denota el dual del operador borde.

Presentaremos ahora una cohomologia a escala X que va a «aproximar» a la cohomologia de
Alexander—Spanier y, como veremos en la siguiente subseccién, es también isomorfa a las otras
cohomologias a escala X.

Definicién 1.48. Denotamos por C%(X; G) al subconjunto de C1(X;G) formado por las aplica-
ctones que se anulan en cada elemento U de X. Es decir,

CLX;G)={£ € CUX;G) : &(xo,...,q) =0 sixg,...,x4 €U para algin U € X'} .

A menudo, diremos que una aplicacion es X —localmente cero si dicha aplicacion pertenece a
CL(X;G). Cuando q = 0, la aplicacién nula es la inica aplicacion X ~localmente cero de C%(X; G).

Denotamos por Cy(X; G) al cociente de C?(X; G) médulo las aplicaciones X -localmente cero,
y en particular, Ug((X :G) = C°(X;G). No es muy dificil ver que el coborde de una aplicacién
X—-localmente cero es también X—localmente cero, y asi, podemos considerar el homomorfismo
0:CY(X;G) = 63:1()( ; G) entre cocientes. De esta manera, se obtiene un complejo de cocadenas
{Ui(X ;G),6} a cuya cohomologfa la denotaremos por H%(X;G) y nos referimos a ella como la
cohomologia de X a escala (el recubrimiento abierto) X.

Un elemento zy € H%(X;G) es tal que z = [Ex], donde &y € CU(X;G) es tal que 6(Ex)
es X-localmente cero. Reciprocamente, cualquier £y € C9(X;G) tal que §(£x) es X—localmente
cero define una clase de cohomologia [a € H%(X;G). También, es sencillo comprobar que dos
aplicaciones &y, & € CUX;G) cuyos cobordes son X—localmente cero definen la misma clase de
cohomologia en HL(X; G) si y solo si existe ¢ € C71(X; G) tal que x — & — () es X-localmente
cero.

1.2.3. Todas las cohomologias a escala X coinciden

Veamos que la cohomologia H%(X; G) y la cohomologia producida por el complejo de cocadenas
{Hom(C:¥(X); G); 0%} son isomorfas. Esto se sigue de la proposicién siguiente:

Proposicién 1.49. Eziste un isomorfismo entre Hom(Cy¥ (X); G) y CL(X;@).
Demostracion. Definimos la aplicacién

f 1 Hom(CJ (X); G) — Cy(X:G),

q

con
{go(xg:vl oo kg)sizg, ...z, €U EXN

TQy Tl Ty) 1= :
§(@o, 215 -, %) 0 en caso contrario

I

y la aplicacion

g: 635()(; G) — Hom(C'qX(X); G),

E— o
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con p(zo 1 ... q) = &(T0, 71, ..., 7,) para cualquier g-simplice formal X—pequefio (zg 7 ... z,).

Antes de continuar, veamos que g estd bien definida. Sean &, ¢ tales que € = & en Cyp(X;G)
(es decir, £ — & es X-localmente cero), y sean ¢, ¢’ € Hom(C;¥ (X); G) tales que @(zo 21 ... x4) =
E(zo, 21, ., 2y) Yy (o 21 ... xg) =& (20,21, . ..,27,) para cualquier g-simplice formal X'-pequeinio
(xo ¥1 ... x,). Comprobemos que ¢ = ¢':

(o=@ Nwoxy ... x))=p(xo a1 ... 7)) — ¢ (021 ... Ty)
:§($0,$1,~~7$q)—ff,(xo,%w-wxq)

= (6= &) (wo, 71, ,24) =0

donde la ultima igualdad se debe a que zo,...,z, € U para algin U € X y a que £ — & es
X—-localmente cero. o
Claramente go f = IdHOHl(CX(X)-G)’ y tenemos que f o g(§) = &' con

gl(l’o,...,xq):{§($07-..,$q) Slajo”quUeX

0 en caso contrario

sin embargo, £ — &' es X~localmente cero, y asi, fog = ldze (x.q)-
No es muy dificil Comprobar que f y g son homomorfismos, y asi, por lo anterior, concluimos
que Hom(C:¥ (X); G) y C%(X;G) son isomorfos. O

Se puede comprobar que el isomorfismo anterior conmuta con los operadores coborde, por lo que
induce un isomorfismo entre H%(X; G) y la cohomologia producida por el complejo de cocadenas

{Hom(C¥(X); G); 0#}.
1.2.4. Aplicacion inducida en las cohomologias a escala X

Esta subseccion se desarrolla de manera andloga a la subseccion correspondiente para homologia.
Sea f: X — Y una aplicacién (no necesariamente continua) entre dos espacios topolégicos.

Definicién 1.50. Definimos la aplicacion inducida f# : CU(Y;G) — C4(X;G) de f de la manera
siguiente: dado &€ € CU(Y;G), f#(€) viene definido por

(f#<5))($07x1a s >$q) = g(f(ﬂf()),f(xl), s >.f<xQ))

Proposiciéon 1.51. Sean X e ) recubrimientos abiertos de X e Y, respectivamente. Si f lleva
puntos X ~cercanos en puntos Y -cercanos, entonces f#(CL(Y;G)) C CL(X; Q).

Demostracion. Sea ¢ : Y7 — G una aplicacién Y-localmente cero, y sean x,...,r, puntos
X—cercanos. Se tiene que

(fHE) (o, ... 2q) = E(f(@0),- ., f(zg)) = 0,

donde la tdltima igualdad se debe a que f(zo),..., f(x,) son puntos Y-cercanos y que & es Y-
localmente cero. Y asi, f#(£) es X~localmente cero. O
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La proposicién anterior implica que es posible definir f# : Ug,(Y; G) = C%(X;G) mediante la
expresién f#(€) := f#(£). Ademéds, como f# conmuta con el operador coborde, también podemos
definir f*: HY(Y; G) — H%(X; G) por f*([¢]) := [f#(£)] para cualquier £ € 6;’,(1/; G).

Sea f : X — X una aplicacion, y sea X un recubrimiento abierto de X. Como ya mencionamos,
si X’ es un recubrimiento abierto de X tal que X’ refina a f~!(X), entonces es posible definir
f* o HL(X;G) — HL(X;G). Andlogamente, si P(t) = aot® + ait' + ... + agt® € Z[t] es un
polinomio de grado d con coeficientes en Z, tenemos que el homomorfismo

P(f*) = ao(f*)" +a(f)' + ...+ aa(f)" : HY(X;G) —» H3 (X5 G)

estd bien definido siempre y cuando X’ refine a X V f~1(X) V...V f~4(X).

Sean f: X - Y y g: X — Y dos aplicaciones (de nuevo, no necesariamente continuas) entre
los espacios topologicos X e Y. Sean X y ) recubrimientos abiertos de X e Y, respectivamente.
Supongamos que dichas aplicaciones son tales que es posible definir f*: H},(Y;G) — HL(X;G) y
g HL(Y;G) — H3(X;G).

Proposicién 1.52. Tenemos que f* = g* si se cumple que: si xg,...,x, € X son puntos X -
cercanos, entonces f(xo), ..., f(x;),9(x;),...,9(z,) €Y son puntos Y-cercanos para cualquier i =
0,...,q.

Demostracion. Definimos la siguiente aplicacion

D:CT™(Y;G) — CUX;q),
§— D)

con
q

(D)o, -, 7q) = Y (=1 E(f (o), f(@i), g(@i)s -, ().

i=0
Por hipétesis, tenemos que D lleva aplicaciones Y-localmente cero de C9t(Y'; G) en aplicaciones
X-localmente cero de C9(X; ), es decir, D(C§,+1(Y; G)) C C%(X;G). De este modo, si € representa
a una clase de cohomologia de HY,(Y; G) (es decir, 6(&) es Y-localmente cero), tenemos que D(4(&))
es X—-localmente cero.

Una demostracién andloga a la dada en la pagina 112 de [Hatcher(2002)] demuestra que

oD+ Dod=qg"— f".

Y por tanto,
g* (&) = f7(€) — 8(D(€)) = D(5(€))

es X—localmente cero. En definitiva, f* = g*. O
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1.2.5. Cohomologia de Cech y aplicacién inducida

Consideremos la aplicacién identidad Id : X — X. Sean X y X’ recubrimientos abiertos de X.
Si X’ refina a X (es decir, X’ refina a Id™' (X)), podemos definir ty y := Id* : H{(V(X);G) —
HI(V(X');G). Y asi, {HY(V(X);G);txx} es un sistema directo indexado por el conjunto de re-
cubrimientos abiertos de X. El limite directo

lim { 4(V/(X); G); b, }

de este sistema directo es, por definicién, la cohomologia de Cech de X (con coeficientes en G), y
la denotamos por H?(X; Q).

Por otro lado, la aplicacién identidad de X también induce la aplicacién Id* =: 7y 1+ : H3(X; G) —
HS,(X;G). Y asi, {H%(X; G); Tx,x} es un sistema directo indexado por Cov(X).

Proposicién 1.53. El limite directo de {H%(X;G);Tx x'} es precisamente la cohomologia de
Alexander—Spanier de X .

Demostracion. Por definicién de aplicacion localmente cero y por el Lema A.9, podemos identificar
el subconjunto de C?(X;G) formado por las aplicaciones localmente cero con el limite directo
del sistema directo {C%(X;G); Ty 1}, siendo 7y : CL(X;G) — CL/(X;G) la inclusién para
X’ = X. Por lo anterior, podemos identificar C*(X;G) con el limite directo del sistema directo
{ﬁqX(X; G);tan : Cyp(X;G) — Cou(X; G)}. De hecho, el sistema directo formado por

{ {61(X;G);5} D Txxr {UqX(X;G);g} — {ag(,(X;G);S} },

tiene al complejo de cocadenas {Uq (X; G);S} como limite directo.
Entonces el resultado se sigue del hecho de que el functor homolégico conmuta con los limites
directos. La demostracién de este hecho se puede encontrar en la pagina 162 de [Spanier(1966)]. [

Hemos visto que todas las cohomologias a escala X que habiamos definido son isomorfas, por
lo que definen sistemas directos cuyos limites directos son isomorfos a la cohomologia de Cech de
X, y asi, de la proposicion anterior se sigue el siguiente teorema:

Teorema 1.54. La cohomologia de Alexander—Spanier y la de Cech son isomorfas.

Por el teorema anterior, también usaremos H 9(X; G) para denotar la cohomologia de Alexander—
Spanier de X.

Observacién 1.55. Sea z € HY(X;G) y sea & un representante de z (es decir, [E] = z). Como
d(&) es localmente cero, existe un recubrimiento abierto X de X tal que §(§) es X ~localmente cero.
Por lo que decimos que & es un representante X —pequeno de z.

Observacién 1.56. Si f : X — Y es una aplicacion continua, entonces f* : HJ,(Y;G) —

H]qc_l(y) (X; G) estd bien definida para cualquier recubrimiento abierto Y de Y.
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Sea z € HI(Y;G). El Lema A.9 nos asegura que existe un recubrimiento abierto ) de Y y existe

zy € H}(Y; G) tal que
Ty H}(Y;G) — HYY;G)
Ry — 2.

Definicién 1.57. Definimos f* : HI(Y;G) — HY(X;G) por f*(z) := Tr1y ([ (29)), siendo
T},l(y) la proyeccion de H;{,l(y)(X;G) en ﬁq(X;G) y siendo la f* que aparece en la derecha, la
aplicacidn inducida de f que lleva Hy,(Y;G) en Hi ) (X5 G).

Veamos que f*: H(Y;G) — H9(X;G) esta bien definida:

= Primero, comprobemos que no depende de la eleccion de zy.

Sea 2y, € H}(Y;G) tal que 7y(2)) = z. Por definicién de limite directo, existe un recubri-
miento abierto )’ de Y que refina a Y (y asi, f~1()) y f~1()”) son recubrimientos abiertos
de X tales que f~1()') = f71())) y es tal que

2y 23; — Ty (2y) = Ty,y'(zﬂz)

Pues bien, como el siguiente diagrama

f*
Hy(Y;G) ———— Hj 1 (1) (X;G)
, 1)
vy Tyt

HY,(Y; G) ———— HY.

= X;G) ———— HI(X; Q)

10;/)( Tl

es conmutativo (la conmutatividad del tridngulo derecho se debe al Lema A.8) y como
Ty (2y) = Ty (7)), concluimos que 74y, (f*(2y)) = T-1(5,(f*(2))).
= Comprobemos ahora que no depende de la eleccién de V.

Sea )’ otro recubrimiento abierto de Y para el que existe zy, € qu,,(Y; G) tal que

Tyt HY, (Y3 G) = HU(Y; G)
Ryr —r 2.

Puesto que el conjunto de recubrimientos abiertos de Y es un conjunto dirigido, sabemos que
existe un recubrimiento abierto )" de Y que refina a ) y a ), y es tal que que cada uno de
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los siguientes diagramas,
f*
HY(Y: G) ——L— HIL, , (X;G)

/ 1)
>y TFL )£

Hy (Y3 @) ———= Hpoa ) (X5 G) E H9(X;G)

y
f*
H3, (Y G) ———— H{ 1) (X5 G)
T ’ 7}71(3”)
Yy Tf—l(y/),f—l(y//)

es conmutativo. Como la segunda fila es comun en ambos diagramas y como 7y y»(2y)
Ty (2yr), concluimos que 71y 1 (f*(2)) = Tp-1 3 (/" (237)).
Observacion 1.58. Sea f : X — Y wuna aplicacion continua. De la definicion de la aplicacion

inducida f*: HI(Y;G) — HY(X;G) se sigue que el siguiente diagrama

i
HY(Y;G) ——— HY, ) (X; G)

G Tr=1()

(Y G) s HU(X:C)

para todo recubrimiento abierto ) de'Y . Ademds, por el Lema A.8 se sigue que el siguiente diagrama

](‘*

TF 1),
HY(Y; G) ———— HI, ) (X; G) ——"— HL(X; G)

) TI=1)

HI(Y; G) ————— HI(X;G)

es conmutativo para todo recubrimiento abierto X de X que refine a f~1().
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En el Capitulo X de [Eilenberg y Steenrod(1952)] se prueba la propiedad de continuidad de
la cohomologia de Cech para espacios Hausdorff compactos: si {X,;mas} €s un sistema inverso de
espacios Hausdorff compactos, entonces

Hq <1£1 {XOM 7To¢,,8} ; G) = hg {HQ(X(X; G), ﬂ_;ﬂ} ‘
Observacién 1.59. Para R un anillo con 1, y K un cuerpo, no es muy dificil comprobar que

HY(X;R) (y HY(X;GR) para Gg un R-mddulo) es un R-mddulo y que HY(X;K) es un K-espacio
vectorial.

1.2.6. Descripcién del 0—ésimo grupo de cohomologia de Cech

Veamos que H %(X; @) esta formado por todas las aplicaciones que son localmente constantes.
Decimos una aplicacion ¢ : X — G es localmente constante si para cada © € X existe un
entorno abierto U, de z tal que ¢y, es constante.

Como 6_1()(; G) = 0, tenemos que
HY(X;G) =Ker(3: C(X;:G) = O (X;G))/Im(3: T (X;G) = C(X;G))

es igual a H(X;G) = Ker(0)/ {0} = Ker(d). Por tanto cada & € H°(X;G) es tal que §(£) es
localmente cero. Que §(§) sea localmente cero significa que existe un recubrimiento abierto X de
X tal que

0= (6()) (w0, 1) = (1) — &(0)
para todo xg, 21 € U con U € X.Y por tanto, £ es localmente constante (porque es constante sobre
cada miembro de X).
Sea X un recubrimiento abierto de X. Como 6;{1 (X;G) =0, tenemos que

HY(X:G) = Ker(d : Cr(X;G) = Crp (X:G))/Im(S : Ty (X;G) = Cr(X; G))

es igual a HY(X;G) = Ker(6)/{0} = Ker(d). Por tanto cada ¢ € H(X;G) es tal que 6(€) es
X—-localmente cero, es decir,

0= (0(6)) (o, x1) = &(w1) — E(20)

para todo xg,x1 € U con U € X. Asi, si dos puntos = e y de X son tales que existe un camino
de puntos xg, 1, ...,x, X—pequeno que los une, entonces () = £(y). Por tanto, £ es constante
sobre cada X—componente de X, y asi, H%(X; G) estd formado por todas las aplicaciones que son
constantes sobre cada X—componente de X.

De la caracterizacién previa, es sencillo construir 0—cociclos X~pequenos de X:

Ejemplo 1.60. Dado un subconjunto X —clopen A de X, la Proposicion 1.28 nos garantiza que la
funcion caracteristica X 4 de A es constante sobre cada X —componente, y asi, X 4 define un elemento

de HY(X;G).
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Por otro lado, para cada ¢ € H %(X;@), el Lema A.9 del Apéndice A nos asegura que exis-
te un recubrimiento abierto X de X tal que ¢ € H%(X;G), y por tanto, ¢ es constante sobre
cada X—componente. Por tanto, si ¢ : X — G es una aplicacién que es constante sobre cada
X —componente para algin recubrimiento abierto X de X, entonces ¢ € H%(X;G). Es decir,
H(X;G) = UxeCovix) HY(X;@). En particular, todo elemento de H°(X;G) es constante sobre
cada cuasi—componente de X.

Siguiendo el Ejemplo 1.60, no es cierto en general que la funcién caracteristica Xgc de una
cuasi-componente QC' de X represente un elemento de H°(X;G). De hecho, si QC no es abierto,
entonces Xgc no es localmente constante.

Proposicién 1.61. Si X es compacto (por lo que el nimero de X —componentes es finito), entonces
{ch . 0¥ Xfcomponente}
es una base de HY(X;G). Y de hecho,
{Xu : U clopen de X'}
genera a HY(X; G).

Demostracion. Sean CF, ..., C% las X—componentes de X. Las aplicaciones Xgx, .-, Xox definen
elementos de HY(X; G) que son claramente linealmente independientes. Sea ¢ € HY(X; G). Como
¢ es constante sobre cada X'—componente, tenemos que ¢(C5¥) = {¢;} parai=1,...,n. Y asi,

QOICl'XCIX‘i‘...‘i‘Cn'XCTPL(,

por lo que las aplicaciones X¢wx, ..., Xgx generan a HY(X; Q).

Sea ¢ € H(X;@G). Como ¢ es localmente constante, se sigue que para todo ¢ € G la preimagen
¢~ 1(c) es un subconjunto abierto (posiblemente vacio) de X y la coleccién {¢p~*(c) : ¢ € G} es una
particién abierta de X (de hecho, dicha particién es por clopens puesto que cada elemento también
es cerrado ya que su complementario es abierto por ser la unién de abiertos). Ademds, como X
es compacto, dicha particién posee un subrecubrimiento finito, por lo que la particion es finita, lo
que implica que ¢ solo toma un nimero finito de valores ci, .. ., ¢;,. Denotamos U; := ¢~ !(¢;) para
todo 5 = 1,..., m. Podemos escribir

p=c Xy, +...+cm - Xu,
y asi, el conjunto
{Xy : U clopen de X}

genera a H(X; Q).
[l

Por el Lema 1.24, una familia finita de cuasi-componentes C'(); se puede separar por entor-
nos clopens O; disjuntos, y dichos entornos son X'-clopens para un recubrimiento abierto X lo
suficientemente fino. El conjunto {Xp,} es claramente linealmente independiente en H°(X; G).
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Proposicién 1.62. H°(X; G) tiene dimensidn finita si y solo si X tiene un nimero finito de cuasi—
componentes. De hecho, en estas condiciones, tenemos que la dimensién de H*(X; Q) coincide con
el numero de cuasi—componentes de X.

Demostracion. 1). Supongamos primero que solo hay un nimero finito de cuasi-componentes de
X: QC,...,QC,. Cada QC; es cerrado, pero en este caso es también abierto puesto que su
complementario es la unién finita de cerrados (recordemos que las cuasi-componentes particio-
nan X, Proposicién 1.33). Y asi, las aplicaciones Xg¢,, - - - , Xoc,, definen elementos de H°(X; G)
que son linealmente independientes. Sea ¢ € H°(X;G), sabemos que existe un recubrimiento
abierto X de X tal que £ es constante sobre cada X—componente. En particular, £ es constan-
te sobre cada X’—componente para cualquier recubrimiento abierto X’ que refine a X puesto
que cada X—componente se expresa como unién de X’—componentes (ver la Proposicién 1.29).
Considerando X’ := X V{QCY, ...,QC,}, tenemos que QC; es X'—clopen puesto que X’ refina
a {QC;, X \ QC;}, y asi, QC; es una X'—componente puesto que la cuasi-componente QC; esta
contenida en una tnica X’-componente. Por lo tanto, las aplicaciones X¢g¢,, . .., Xgc, también
generan a H°(X; Q).

2). Si la dimensién de H°(X; @) es finita, tenemos que el ntimero de cuasi-componentes de X es
finito por lo comentado antes de esta proposicion, y asi, podemos aplicar 1).
O

Decimos que la aplicacién € : X — G es localmente finita si cada punto x € X posee un
entorno abierto NV, tal que la imagen de §y, es finita. Decimos que un recubrimiento abierto X" de
X es localmente finito si cada punto z € X posee un entorno abierto N, que interseca solo a
un ntmero finito de elementos de X'. Y decimos que un espacio topdlogico X es paracompacto si
cada recubrimiento abierto X de X posee un refinamiento X’ que es localmente finito.

Proposicién 1.63. Si X es paracompacto, entonces todo elemento de H%(X;G) es localmente
finito.

Demostracion. Sabemos que la coleccién de X—componentes, {CX }, forma una particiéon por clo-
pens de X, y asi, como X es paracompacto, existe un recubrimiento abierto {W;}, ., localmente
finito que refina a {C*}. Por otro lado, como {C*} es una particién y como {W;},_; es un re-
finamiento suyo, cada W; estd contenido en un tnico C;¥, y ademas, si W; N W, # (), entonces
CY = Cj‘ )

Sea xz € X. Como {W;},., es localmente finito, existe un entorno abierto N, de x tal que el
cardinal de {i € I : N,NW; # 0} es finito, y por lo comentado al final de pérrafo anterior, se
sigue que N, solo interseca a un nimero finito de elementos de {C’X }

En definitiva, como sabemos ademés que cualquier £ € H%(X;G) es constante sobre cada
X-componente C*, concluimos que la imagen de §n, es finita. O

Proposicién 1.64. Si X es compacto, entonces todo elemento de HS(X; G) tiene imagen finita.

Demostracion. El nimero de X—componentes es finito puesto que las X—componentes forman una
particién por clopens del espacio compacto X. Sea £ € HY(X; G). Como ¢ es constante sobre cada
X—componente, tenemos que el cardinal de Im(¢) es menor que el nimero de X—componentes. [
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Si consideramos la cohomologia de Cech, las siguientes proposiciones son consecuencias de las
dos proposiciones anteriores puesto que si £ € H°(X; G), el Lema A.9 del Apéndice A nos asegura
que existe un recubrimiento abierto X de X tal que £ € HY.(X; G).

Proposicion 1.65. St X es paracompacto, entonces todo elemento de ﬁO(X;G) es localmente
finito.

Proposicién 1.66. Si X es compacto, entonces todo elemento de ﬁO(X; G) posee imagen finita.

En la subseccion siguiente generalizaremos las dos proposiciones anteriores para ¢ > 0.

1.2.7. Representante (localmente) finito de una clase de cohomologia
de Cech

Sea X un recubrimiento abierto de X, y sea un subconjunto A C X. Definimos la estrella de
A con respecto de X (y la denotamos por st(A, X)) como la unién de todos los elementos de X
que intersecan a A.

Sean X' y X’ recubrimientos abiertos de X. Decimos que X es un refinamiento estrella de
X' si{st(U,X): U € X} es un refinamiento de X”.

Teorema 1.67. Sea X un espacio topologico paracompacto y Hausdorff. Y sea z una clase de
cohomologia de Cech de X . Entonces existe £ € CUX;G) localmente finito tal que z = E]

Este teorema ya ha sido demostrado en [Gordon(1955)]. También hemos visto al final de la
Subseccién 1.2.6 que este teorema (y el que enunciaremos a continuacién) sigue siendo vélido para
g = 0 incluso si prescindimos de la condicién Hausdorff.

Demostracion. Como z € H1(X;G), el Lema A.9 del Apéndice A nos asegura existe un recubri-
miento abierto X’ de X y existe un elemento zy € H%,(X; G) tal que

HL,(X;:G) X HY(X;G)
Zx ——> 2

Sea yr un representante de zy- (es decir, [m = zy/). Recordemos que a tal aplicacién £y también
la llamamos representante X’—pequeno de z.

Como X es paracompacto y Hausdorff, sabemos gracias a [Stone(1948)] que existe un recubri-
miento abierto localmente finito X = {U,},.; que es un refinamiento estrella de X', y tomamos
una buena ordenacién sobre el conjunto de indices I. Fijamos u, € U, para todo a € I.

Como I es un conjunto bien ordenado, la siguiente aplicacién

p: X —X
T +— Uy, siendo a =min{a el : ze€U,},

estd bien definida.
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La aplicacién p lleva puntos X—cercanos en puntos X’—cercanos (y asi, podemos definir p* :
H%,(X;G) — HL(X;G)): si xo,...,x, son puntos X—cercanos, entonces existe U € X tal que
Zo, ..., x4 € U, por lo que o, ..., x4 € st(U, X), y como X es un refinamiento estrella de X”, existe
V e X’ tal que st(U, X') C V. Por otro lado, como p(z;) = u,, con z; € U,, (siendo «; el menor «
tal que x; € U,), tenemos que u,, € U,, C st(U,X), y asi,

Ungs - - > Ua, € SL(U,X) CV,

por lo que los puntos g, . . ., Uq, son X'-cercanos.
Comprobemos que Ty, x = p*. Como se cumple que si zy,...,r, € X son puntos X —cercanos
entonces o, . . ., T;, p(x;), ..., p(z,) son puntos X’—cercanos para cualquier i =0, ..., q, se sigue de

la Proposicién 1.52 que 747 x = p*.

Por el Lema A.8 del Apéndice A, tenemos que el siguiente diagrama

H%,(X;G) X5 HY(X;G)

TX/’XJ /
TX

H%(X;G)

es conmutativo. De este modo, puesto que Ty xy = p*, tenemos que p*(£4) es un representante X'—
pequeno de z, y que ademds, dicho representante es localmente finito. En efecto, sea z € X. Como X
es paracompacto, existe un entorno abierto W, de x tal que {a € I : U, N W, # ()} tiene cardinal
finito, y asf, p(W,) tiene cardinal finito. De este modo, para cualquier (zg,x1,...,z,) € X%t el
entorno abierto W, X Wy, x ... x W, de (9, 71,...,7,) es tal que

(p#(fx’))wzoxwzlx,..szq W X Wy X oo X Wy — G

posee imagen finita.
m

Teorema 1.68. Sea X un espacio topologico compacto y Hausdorff. Y sea z una clase de cohomo-
logia de Cech de X . Entonces existe £ € CU(X;G) con imagen finita tal que z = [a

Este teorema fue inicialmente demostrado en [Keesee(1950)].

Demostracion. Como todo espacio compacto es también paracompacto, podemos aplicar el teorema
anterior, con la tnica diferencia de que podemos elegir X finito y de este modo, p#(£x/) es un
representante X—pequeno de z con imagen finita.

]






Capitulo 2

Integral

En la definiciéon usual de la cohomologia como la homologia del dual de un complejo de cadenas,
existe una manera obvia en la que la cohomologia actia en la homologia: por la evaluacion de las
cocadenas sobre las cadenas. Las descripciones de la homologfa y cohomologia de Cech consideradas
en este trabajo no son trivialmente el dual el uno del otro (desarrollaremos esto en la Subseccién 2.3,
Teorema 2.14); sin embargo, es posible definir una aplicacién bilineal entre las clases de cohomologia
y homologia en términos de una integral que recuerda a la teoria de integracion de De Rham.
Primero veremos una motivaciéon heuristica de la integral.

2.1. Motivacion

Consideremos un espacio topoldgico X. Adoptaremos el lenguaje de la geometria diferencial,
podemos pensar en una g—cocadena £ como una forma g—diferencial, y podemos pensar en un
¢-simplice formal o = (29 1 ... z,) como un punto base z, junto con ¢ «vectores» ToT, que
son «aproximaciones a la tangente» de X en xy. Entonces, la evaluacién (o) se puede pensar
como la evaluacion de la forma &, sobre la tupla de los ¢ vectores tangentes (m e ,M). Esta
analogfa sugiere cémo definir la integral de una clase de cohomologia z € H%(X) sobre una clase de
homologfa v € H,(X): tomamos un cociclo & que representa a z y una aproximacién ¢ = 3 k;o; de
7, calculamos la «suma de Riemann» Y k;&(0;) v entonces hacemos que el tamano de los simplices
tiendan a cero. No existe a priori una razén por la que el limite deberia existir; sin embargo, la
condicién de cociclo 6(§) = 0 asegura que si.

Para explicar esto en mas detalle consideremos una situacién particularmente simple. Supon-
gamos que 7 : [0,1] — X es un camino continuo cerrado en X y que £ es un l—cociclo. Para
integrar £ sobre 7 como sugerfamos anteriormente, consideremos una particién {¢;}._, de [0,1] y
entonces evaluamos £ sobre «la aproximacion a los vectores tangentes» 'y(ti)'y(tiﬂg para obtener
la suma de Riemann 31" €(y(t;),7(tis1)). Entonces tomaremos progresivamente particiones més
finas {t;}._, de [0, 1] cuyo didmetro tienda a cero. ;Qué ocurre si refinamos una particién insertando
t. € (t;,t;11)? La suma de Riemann es modificada por

E(v(ta), v(t) + E(v(te), v(tig1)) — E(v(t), v (tiv)) = (6(€)) (v(#i), Y(Ee), Y (Eivn))-

37
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Por la condiciéon de cociclo, esta expresién se anula cuando los puntos estan lo suficientemente
cerca. Asi, cuando la particién es lo suficientemente fina, sus refinamientos no cambian el valor de
la suma de Riemann y, en consecuencia, el limite de las sumas cuando el diametro de las particiones
tiende a cero existe.

Las mismas ideas son trasladadas directamente a una integracién sobre clases de 1-homologia de
Cech ~: en tal caso el progresivo refinamiento de la particién {t:}7_, es de hecho parte de la definicién
de 7, proporcionada por tomar representantes vy de v que son X—pequenos para recubrimientos
progresivamente mas finos X.

En la seccién siguiente definiremos la integral tanto a escala un recubrimiento abierto X como
en el limite. En la Seccién 2.3 estudiaremos la no degeneracion de cada una de las dos entradas de
la integral, y veremos en la Seccion 2.4 que la integral conmuta con los homomorfismo conectantes
de las sucesiones de Mayer—Vietoris en cohomologia y homologia. Y por tltimo, en la Seccién 2.5
veremos algunos ejemplos del calculo de la integral.

2.2. Definicion de la integral

Sea G un grupo abeliano. Sea £ : X% — G una g-cocadena y sea 0 = (xg x1 ... T,) un
g—simplice formal. Definimos la evaluacién de & sobre o como

6(0') = 5(1‘071'17 s 7xq)>

Del mismo modo, si ¢ = > | k;0; es una g—cadena formal, definimos la evaluacién de £ sobre ¢
extendiendo linealmente la definicién anterior: £(c) :== > | ki&(0;).

Estamos denotando por £(-) a la evaluacién estandar de & sobre una tupla de puntos y a la
evaluacion de £ sobre un simplice o una cadena.

Lema 2.1. Sea f : X — Y wuna aplicacion (no necesariamente continua). Entonces

E(f()) = (/7(&))(0),

donde & es una g—cocadena de Y y ¢ es una g—cadena formal de X .

Demostracion. La g-cadena formal ¢ = )" | k;0; es una combinacién lineal de g-simplices formales
o; = (x5 ¥y ... ), y entonces,

n

c) = Z/fz(f#(f))(gz) = Zki(f#(ﬁ))(%’xiv e >$f;)

i=1

=D _k&(f(ap), f(). .. Zké (f4(0:) = (Zkf# ) ) = &(f4(c).

O

Lema 2.2 (Lema de Stokes). Sea § una (¢—1)-cocadena y sea ¢ =", k;o; una g—cadena formal.

Entonces (6(£))(c) = £(0(c)).
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Demostracion. Veamos que la tesis es cierta para cualquier g-simplice formal o = (29 z1 ... x,):
q . q .
(6(€))(0) = () (w0, 1, .- xg) = D (1Y E&(T0, - Ty, mg) = > (=1)&(wo ... &5 ... x,)
5=0 5=0
q .
=¢ (Z(—l)](xo ST xq)> = £(0(0)).
5=0

Y asi, también es cierta para cualquier g—cadena formal ¢ = Y7 | k;0;:

= > RBE) st (07)) = (Zkﬁm)—f o(c)).

]

Definicién 2.3. Sea X un recubrimiento abierto de X. Ahora sean z € Hy(X;G) y v € H (X).
Sea & un q—cociclo que representa a z y sea ¢ una q—cadena formal X —pequena que representa a .
Definimos la integral a escala X de z sobre v como

/z — £(0). 2.1)
”

Existen varias elecciones en esta definicion, y para justificar que la definicion es correcta nece-
sitamos probar lo siguiente:

Teorema 2.4. El lado derecho de (2.1) es independiente de las elecciones de ¢ y &.

Demostracion. Sean ¢ y ¢ dos g—cadenas formales X'—pequenias que representan a 7. Por lo que
¢ — ¢ = 0(d) para alguna (q + 1)—cadena formal X—pequena d. Entonces por la linealidad de la
evaluacion y el Lema de Stokes, tenemos que

§(c) = &(¢) = (e — ) = £(9(d)) = (6(£))(d)

y el ultimo término se anula debido a que §(§) es X—localmente cero. Y asi, el lado derecho de la
ecuacion (2.1) no depende de la g—cadena formal X—pequena c elegida para representar a .

Finalmente, comprobemos que el lado derecho de la ecuacién (2.1) es independiente de &. Sea &’
otro representante de z, por lo que existe un n en C971(X; G) tal que £ — & —§(n) es X-localmente
cero. Entonces (£ — & — d(n))(c) = 0. Por lo que

§(c) = &(e) = (€ = &) (e) = (6(m))(c) = n(9(c)) = n(0) =0,

donde la antepentltima igualdad se sigue del Lema de Stokes y la pentltima igualdad se debe a
que ¢ es un g—ciclo. O

También podemos definir la integral a escala X si consideramos las clases de homologia y
cohomologia a escala X con coeficientes en un cuerpo K. En ese caso, tenemos el siguiente lema:
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Lema 2.5. La integral a escala X es una aplicacion bilineal cuando los coeficientes son considerados
en un cuerpo K.

Demostracion. » Primero, veamos que fw(a cz4+b-7)=a- fwz +b- f7 2’ para cualquier
v e HqX(X;K), 2,2 € HL(X;K) y a,b € K.
Sean & y £ g-—cociclos que representan a z y 2z’ respectivamente, y entonces, a-£+b-§& es un

g—cociclo que representa a a-z+0b-2', y sea ¢ una ¢g—cadena formal X—pequena que representa
a 7. Por tanto, tenemos que

/(a-z—l—b-z’):(a-§+b-§')(c):a-f(c)+b-§’(c):a-/vz+b-/Wz’.

v

» Finalmente, comprobemos que fa
7.7 € HY (X;K) y a,b e K.

Sea £ un g—cociclo que representa a z, y sean ¢ y ¢ dos g—cadenas formales X—pequenas que
representan a y y 7/ respectivamente, y asi, a - ¢+ b - ¢ es una g—cadena formal X'—pequena
que representa a a -y +b-v'. Y entonces,

= . b-d=a- b AN b. .

by B O fwz +0b- fv,z para cualquier z € H(X;K),

]

Lema 2.6. Sea f: X — Y una aplicacion (no necesariamente continua). Sea X un recubrimiento
abierto de X y sea Y un recubrimiento abierto de Y tales que es posible definir f, : HqX(X) —
HY(Y)y f*: HL(Y;G) = HY(X; G) (es decir, f lleva puntos X ~cercanos en puntos Y -cercanos).

Entonces,
[re=[ =
v fe ()

Demostracion. Sea & un g—cociclo (es decir, 0(&) es Y-localmente cero) tal que [a = z, y por tanto,
J#(€) es un g—cociclo (es decir, §(f#(€)) es X—localmente cero) tal que [f#(ﬁ)} = f*(z). Sea ¢ un

g—ciclo formal X—pequeno tal [¢] = v, y por tanto, fx(c) es un g—ciclo formal Y-pequenio tal que
[fx(c)] = fc(7). En definitiva, tenemos que

/ () = (F*()(©) = £(f4(c)) = / .

f«(0)
donde la segunda igualdad se sigue del Lema 2.1. O]

donde z € H}(Y;G) y v € HY (X).

Observaciéon 2.7. Sean X y X' recubrimientos abiertos de X tales que X' refina a X. Si conside-
ramos las proyecciones Tx o = Id, : HY (X) — HX(X) y tex = Id* : HL(X;G) — HL.(X;G),

el lema anterior nos asequra que
/TX,X’<Z) :/ Z.
Yy WX,X’(’Y)
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Definicién 2.8. Ahora sean z € HY(X;G) y v € H,(X). Debido al Lema A.9 del Apéndice A,

sabemos que existe un recubrimiento abierto X de X, y existe zx € H%(X; G) tal que
HL(X;G) ™% HY(X; @)
Zx & 2,
y consideramos la imagen de 7y a través de la proyeccion
H,(X) =% Hy (X)
v Yx

Definimos la integral de z sobre v como

/vz - /W -~ (2.2)

Para que la definicion anterior sea correcta necesitamos probar que:

Teorema 2.9. El lado derecho de (2.2) es independiente de la eleccion del recubrimiento abierto
X yde zy.

Demostracidon. Sean zy,zhy € H%(X; Q) tales que z = Tx(zx) = Ta(2%). Por la construccién del
limite directo (ver la Seccién A.3 del Apéndice A), existe un recubrimiento abierto X’ de X tal que
X' refina a X' y que Ty x/(2x) = Tx a7 (% ). Por tanto,

/z;(—/ z'X:/ z;(—z;(:/ 2y — 2y
Yx Yx Yx Tx x! (T2 (7))

:/ TX’X/(Z/y—Z:Y>:/ O:O,
7 (7) mxr (7)

donde la antepeniltima igualdad se sigue de la Observacion 2.7.
Sea X’ otro recubrimiento abierto de X para el cual existe zy» € H%,(X; G) tal que 7a/(zx/) = 2,
y supongamos ademéas que X’ refina a X. El Lema A.8 nos asegura que el siguiente diagrama

HL(X;G) = HY(X; Q)

Tx,x!
Tt

H%, (X: @)

es conmutativo, y asi, 7a/(7x x/(2x)) = Tas(zx/). Por otro lado, el Lema A.5 nos asegura que el
siguiente diagrama

H (X) = Hy(X)

Ty x/
Tyt
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es conmutativo, de lo que se sigue que vy := mas(7y) es tal que yx = mx a7 (7ar). En definitiva,

tenemos que
/ ZX:/ ZX:/ TX,X/(ZX):/ zZxt,
Yx Tx, x! (var) V! Y

donde la penultima igualdad se sigue de la Observacion 2.7, mientras que la ultima igualdad se
sigue del pérrafo anterior y de que 7y (7x x/(2x)) = Tar(zas). En el caso general cuando X’ no
refine a X', consideraremos el refinamiento comin X V X”. Este refina a X' y X’ y por el argumento

anterior
/ ZX:/ Zxvx’ Z/ Zx!'
Tx ", v

xvx! x!
donde zyvar € Hi, (X3 G) es tal que Tayvar (zxvar) = 2 Y Yavar = Tavar (7). O

Observacién 2.10. Sea X un recubrimiento abierto de X. Para cualquier zx € H%(X;G) y

v € Hy(X), tenemos que
/Tx(ZX) I/ ZX-
v 7 (7)

También podemos definir la integral para clases de homologia y cohomologia de Cech con
coeficientes en un cuerpo K. En ese caso, se tiene el siguiente lema:

Lema 2.11. La integral es una aplicacion bilineal cuando los coeficientes son considerados en un
cuerpo K.

Demostracicn. » Primero, veamos que fy(a rz4b-) =a- fvz +b- f7 2/ para cualquier
v € Hy(X;K), 2,2/ € H(X;K) y a,b € K.

Existe un recubrimiento abierto X de X y existe zx € H%(X; K) tal que z = 7x(zx), y existe
un recubrimiento abierto X’ de X y existe 2/, tal que 2’ = 7Ty (%%). Definiendo Xy := X'V X’,
tenemos que los dos diagramas siguientes

HL(XK) 5 HIY(X:K) y HL(X;K) =5 H9(X;K)

TX, X, Tx! x

Y, (X;K) HY, (X;K)

son conmutativos. Y por tanto, z = 7y (2x) = Ta, (Twx, (2x)) ¥ 2/ = T (Zr) = T (Taer 20 (Z1)),
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vasuveza-z+b-z2 =7y (a Tvx(zx) + b Ty (2% )). Por tanto,

/(a z+0b-2) = /TXO(CL T ,x0 (2x) + 0 Ty (21))

Y v

— [ (@ e + b g ()
TXo ()

=aqa- / Tr 2, (22) + 0+ / Tar 3 (21
71'X()('Y) WXQ(’Y)

— a./yTX()(TX,Xo(ZX)) +b'/77'Xo(TX/,Xo(ZiY/))

:a-/z+b-/z’,
Y Y

donde la primera y cuarta igualdad se siguen de la Observacion 2.10, mientras que la tercera
igualdad se sigue del la bilinealidad de la integral a escala Aj.

= Finalmente, comprobemos que fa
v, € H(X :K) y a,be K.

Existe un recubrimiento abierto X de X y existe zx € H%(X;G) tal que z = Tx(2x), ¥
entonces

/ ZI/ T/\/(Zx):/ ZXI/ Zx
a-y+b-y' a-y+b-y mwx (ay+by") amx(y)+bmx(y)
:a-/ ZX+b-/ zX:a-/TX(zX)—i—b-/TX(ZX):a-/z—I—b-/z,
7x () Tx () o v v v

donde la segunda y quinta igualdad se siguen de la Observacion 2.10, mientras que la cuarta
igualdad se sigue de la bilinealidad de la integral a escala X.

by Z = O fvz +b- f,y/z para cualquier z € H(X;K),

]

Lema 2.12. Sea f: X — Y una aplicacion continua, entonces

[yf*(z) - /f*(v) B

Demostracion. Existe un recubrimiento abierto ) de Yy existe zy € H3,(Y; G) tal que 7y(zy) = 2.
La Observacién 1.58 nos asegura que el siguiente diagrama

donde z € HI(Y;G) y v € Hy(X).

f*
HY(Y;G) —5 HI, ) (X3 G)

Tﬂ/l ff—lm

HY(Y;G) Tﬁq()ﬂ G)
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es conmutativo, por lo que
Por tanto,

:/ Zy:/ Zy:/ 7'3/;(23;):/ z,
f ) 7y (e (7)) T+ () T+ ()

donde la segunda y quinta igualdad se siguen de la Observacién 2.10, la tercera igualdad se sigue
del Lema 2.6, y la cuarta igualdad se debe a que el siguiente diagrama

«(Tp-1(y)

Hy(X) —L— 1,(Y)

es conmutativo (por la Observacién 1.15). O

2.3. No degeneraciéon de la integral

Consideremos la integral a escala X como la aplicacion bilineal:

/  HY(X;K) x HY (X;K) — K

(z,7) »—>/Wz.

Fijando un z € H%(X;K), podemos construir una forma lineal I(z,-) : H;*(X;K) — K definida

como
I(z,7v) = /z
gl

H%(X;K) — Hom(H, (X;K); K)
2 I(z,-)

Claramente la aplicacién

es lineal. En este lenguaje, I(z,-) = 0 implica que z = 0 cuando la aplicacién anterior es inyectiva. De
manera andloga, también podemos fijar v € H;¥ (X;K) y construir la forma lineal I(-,7) : z — fw 2.
Diremos que las aplicaciones lineales z +— I(z,:) y v +— I(-,y) son las aplicaciones candnicas
asociadas a la aplicacién bilineal |.



CAPITULO 2. INTEGRAL 45

Proposicién 2.13. Sea X un recubrimiento abierto de X. Entonces:
(1). La aplicacion candnica

H%(X;K) — Hom(H; (X;K); K)
2 1(z,")

es un isomorfismo.
(2). La aplicacion candnica
H (X;K) — Hom(H%(X;K); K)
v 1(-7)
es inyectiva. St X es finito, entonces la aplicacion anterior es un isomorfismo.

Demostracion. Recordemos las identificaciones HY (X;K) = Hy(V(X);K) y H3(X;K) = HI(V(X); K
introducidas en el Capitulo 1. Bajo estas identificaciones, la integral es reducida a la evaluacion de
un elemento de H?(V(X);K) sobre un elemento de H,(V(X);K). Es bien sabido (ver por ejem-
plo la pagina 195 de [Hatcher(2002)]) que cuando los coeficientes son tomados en un cuerpo, para
cualquier complejo simplicial P existe una identificacién candnica

H(P;K) = Hom(H,(P); K)

dada por esta evaluacién. Aplicando esto a P = V(X), se tiene inmediatamente (1).

Ahora, probemos la inyectividad de la aplicacién canénica de (2). Esto se sigue de la sobre-
yectividad de la aplicacién canénica de (1). Sea v € H ;( (X;K) no nula. Como los coeficientes son
tomados en un cuerpo, existe un elemento f en Hom(H; (X;K),K) tal que f(vy) # 0. De esta
manera, por (1) existe z € HL(X; K) tal que f = I(z,-). En particular,

/zsz) — f(7) #0,

Y

y esto también implica que I(z,v) # 0, y asi, I(-,7) # 0. Por tanto, la aplicacién candnica ~y +»
I(-,7) es inyectiva. Cuando X es finito, debido a la Observacién 1.11 tenemos que H; (X;K) es
un espacio vectorial de dimensién finita d. Se sigue de (1) que H%(X;K) también tiene dimensién
igual a d, y asi, la dimensién de Hom(H4%(X; K), K) es de nuevo igual a d. Como ya probamos que
la aplicacién candnica vy — I(-,7) es inyectiva, dicha aplicacién deberd ser un isomorfismo por ser
una aplicacién lineal inyectiva entre dos espacios vectoriales de dimensiones iguales. O]

También es natural preguntarse si la proposicion anterior sigue siendo verdad no solo en una
escala especifica X, sino que también en el limite, homologia y cohomologia de Cech. Es decir,
si ahora consideramos la integral como una forma bilineal [ : HY(X;K) x H,(X;K) — K, las
aplicaciones canodnicas siguen teniendo las propiedades enumeradas en la proposicion anterior? El
teorema siguiente proporciona una respuesta para espacios compactos. Nétese que los roles de
homologia y cohomologia estan invertidos si los comparamos con los de la Proposicion 2.13:
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Teorema 2.14. Sea X un espacio compacto. Entonces:
(1). La aplicacion candnica
H,(X;K) — Hom(H%(X;K),K)
v 1(:7)
es un isomorfismo.

(2). La aplicacion candnica

HY(X;K) — Hom(H,(X;K),K)
z— I(z,")

es inyectiva. Es un isomorfismo si o bien H,(X;K) tiene dimension finita o bien H?(X;K)
tiene dimension finita (de cumplirse alguno de los casos, se tiene que ambos espacios vectoriales
tienen dimensiones finitas).

Este teorema es una consecuencia algebraica de la Proposicion 2.13, por lo que su demostracion
es quizas menos pesada si la formulamos en dichos términos algebraicos. La construccién de la
integral, en lo abstracto, puede ser descrita como sigue. Tenemos un sistema directo de espacios
vectoriales {V;} (los grupos de cohomologia H%(X; K)) y un sistema inverso de espacios vectoriales
{W:} (los grupos de homologia H;*(X;K)) ambos indexados por el mismo conjunto dirigido F.
Denotamos por «;; : V; = V; y por B;; : W; — W, a las aplicaciones lineales de los sistemas, y
escribimos a; 1 V; — liﬂVi y B¢ @WZ — W; para las aplicaciones proyecciones que relacionan
cada término del sistema con el limite. Para cada indice 7 existe una forma bilineal B; : V; x W, — K
que es compatible con las aplicaciones lineales «; ; y f5;; en el sentido que cuando j > i se tiene
que:

Bj(ci j(vi),w;) = B;(v, B j(w;)) para cualquier v; € V; y w; € W;. (2.3)

Esto es el andlogo abstracto de la Observacién 2.7. Finalmente, la integral es la forma bilineal
B : (h_n>q Vi) x (@1 W;) — K definida como sigue: para calcular B(v,w) encontramos un indice i
suficientemente grande tal que exista v; € V; tal que «;(v;) = v y entonces definimos

B(v,w) := B;(v;, Bi(w)) (2.4)
o equivalentemente
B(ai(vi), w) = Bi(vs, Bi(w)). (2.5)

En general, esto no produce una aplicacién B bien definida debido a que el lado derecho depende
del indice 7, pero en el caso de la integral si lo hace, como se demostré en el Teorema 2.4.

Proposicion 2.15. En las configuraciones ya descritas, asumimos que las aplicaciones canonicas
asociadas a cada B; son isomorfismos (y que la Ecuacion (2.4) define correctamente a B). Entonces
se cumple lo siguiente:
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(1). La aplicacion candnica
Hm W; — Hom(l;ug Vi, K)
w— B(-,w)
es un isomorfismo.
(2). La aplicacion candnica
lim V; — Hom(@ W;, K)
v+— B(v,-)

es inyectiva. Dicha aplicacion es un isomorfismo si o bien @W tiene dimension finita o bien
lim W; tiene dimensidn finita (en cualquier caso, ambos tienen dimensiones finitas).

Demostracion. Por motivos de brevedad, escribimos V' = h_n>n ViyW = @ Wi;.

(1). Demostraremos primero que w — B(-,w) es inyectiva. Asumimos que B(-,w) es el homomor-
fismo cero, por lo que B(v,w) = 0 para cualquier v € V. Por el Lema A.9 del Apéndice A,
esto es equivalente a decir que B(a;(v;), w) = 0 para cualquier v; € V; y cualquier i. Usando
la Ecuacién (2.5), tenemos que 0 = B(w;(v;), w) = B;(v;, fi(w)) para cualquier v; € V; y pa-
ra cualquier i. Por tanto, como la aplicacién canénica f;(w) — B;(-, ;(w)) es inyectiva por
hipétesis, tenemos que f§;(w) = 0, y como esto se mantiene para todo i, se sigue que w = 0.

Ahora probemos que w +— B(-,w) es sobreyectiva. Sea f : V — K un homomorfismo. Para
cada indice 7 definimos el homomorfismo f; := f o q; : V; = K. Como la aplicacion candnica
w; — B;(-,w;) es un isomorfismo por hipétesis, existe un unico w; € W; tal que fi(v;) =
B;(v;, w;) para cada v; € V; (es decir, f; = B;(-,w;)). Para cualquier otro indice j > i, tenemos
también un homomorfismo f; y un elemento w; € W, construido exactamente de la misma
manera y tal que f;(v;) = B;(v;, w;) para cualquier v; € V;. Afirmamos que 3; ;(w;) = w;. De
hecho, para cualquier v; € V;, tenemos

Bi(vi, Bij(w;)) = Bj(aij(vi), w;) = fi(eu(vi)) = fi(vi),

donde la primera igualdad se sigue de la ecuacién (2.3), la segunda igualdad se sigue de la
definicién de f;, y la tercera igualdad se debe a que f; = f; o oy ; ya que o; = «; o ;5. Por
tanto, como B;(v;, w;) = f;(v;), tenemos que

0= fi(v;) — fi(vi) = B;(v;, w;) — By(vy, @'J(wj)) = B;(vi, w; — 5i,j(wj>)

para cualquier v; € V;, y asi, como las aplicaciones candnicas de B; son inyectivas, tenemos que
w; — Bij(w;) = 0, es decir, w; = fB;;(w;). Esto implica que {w;}, . es un elemento del limite
inverso W = @Wl o0, en otras palabras, existe w € W tal que §;(w) = w; para todo i € F.
Pero entonces para cualquier vector v € V' podemos escoger un indice ¢+ € F' y un elemento
v; € V; tal que o;(v;) = v, por lo que

() = filvi) = Bi(vi, w;) = Bi(vy, Bi(w)) = B(v,w),

donde la ultima igualdad se sigue de la Ecuacién (2.4).
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(2). Esto se sigue de la parte (1) por un argumento completamente andlogo al usado en la Propo-
sicién 2.13. Si v € V' es no nulo, existe una aplicacion lineal f : V — K tal que f(v) # 0y por
(1) f = B(-,w) para algin w € W. Y como B(v,w) = f(v) # 0, B(v,-) no es idénticamente
cero.

O

Demostracion del Teorema 2.14. La hipdtesis de que X es compacto implica que los recubrimien-
tos abiertos finitos de X forman un subfamilia cofinal de la familia de todos los recubrimientos
abiertos de X. Y asi, podemos aplicar la proposicién anterior, tomando como conjunto dirigido F',
la coleccion de los recubrimientos abiertos finitos de X. En tal caso, la Proposicion 2.13 asegura
que las aplicaciones canénicas de f cHL(X;K) x H, qX (X;K) — K son isomorfismos. Por tanto, este
teorema es una consecuencia directa de la Proposicién 2.15. O]

Proposiciéon 2.16. Sea X un espacio topologico compacto, y sea f : X — X wuna aplicacion
continua. Entonces:

1). La aplicacién lineal f. : Hy (X;K) — H,(X;K) es conjugada al dual de f* : HY(X;K) —
HY(X:K).

11). A es un autovalor de f, si y solo si f*— X - Id es no sobreyectiva.

Demostracion.  1). Esto se sigue del Teorema 2.14 (1) y del Lema 2.12 (este lema implica que
I(-, f(7)) = I(-,7) o f* para cualquier v € H,(X;K)).

11). Sea A un autovalor de f,, por lo que existe 7' € H,(X;K) no nulo tal que (f. —\-1d)(T) = 0.
Considerando H,(X;K) como el dual de H9(X;K) (gracias al Teorema 2.14), y pensando
en T como un aplicacién lineal de H9(X;K) en K, (f, — X -Id)(T) = 0 es equivalente a
To(f*=X-1d) =0, es decir, Im(f*—X-1d) C Ker(7'). Y asi, A es un autovalor de f, si y solo
si existe una aplicacién lineal T : H9(X;K) — K no nula que satisface Im(f*—\-Id) € Ker(T),

y esto se da si y solo si f* — A - Id no es sobreyectiva.
[

2.4. Propiedades de la integral

Para un par de subespacios A, B C X tales que X es la union del interior de A y de B, de este
modo, aseguramos la existencia de recubrimientos abiertos de X que refinan a {int(A), int(B)}. De-
finiremos la sucesién de Mayer—Vietoris en la homologfa de Cech y en la cohomologfa de Alexander—
Spanier.

La sucesién de Mayer—Vietoris en la homologia de Cech del par A, B tiene la forma siguiente

o —— Hyp1(A) @ Hypy(B) — Hy 1 (X) =25 Hy (AN B) —— H,(A) & H(B) — ...

Esta sucesion es obtenida como el limite inverso (en U) de la sucesion de sucesiones exactas

o HOA(A) @ HoB(B) — HY (X) =25 Hy "% (AN B) — Hy'" @ Hy'"(B) — ...,
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donde U es un recubrimiento abierto de X que refina a {int(A),int(B)}. Y a la vez, esta ulti-
ma sucesion exacta es asociada (para mds detalles de dicha construccién, ver la pagina 182 de
[Spanier(1966)]) a la sucesién exacta corta de complejos de cadenas formada por la sucesiones
exactas cortas

0—— CY45(AN B) ——— X" (A) @ C¥%(B) CU(X) ————0

U (iAﬂB,A#(U)a iAﬂB7B#(u))

(v, w) ia,x (V) —ipxy(w)

donde i¢ p : C — D denota la aplicacién inclusiéon de C' en D. La exactitud de esta tltima sucesién
se debe a que U refina a {int(A),int(B)}. Por otro lado, como la sucesién de Mayer—Vietoris en la
homologfa de Cech del par A, B es obtenida como el limite inverso de una sucesién de sucesiones
exactas, no podemos garantizar que dicha sucesién sea exacta (ya que el funtor homoldgico falla a
la hora de conmutar con los limites inversos, no conserva la sobreyectividad), tan solo podemos ga-
rantizar que es parcialmente exacta (de orden 2), ver la pagina 224 de [Eilenberg y Steenrod(1952)].

La sucesién de Mayer—Vietoris en la cohomologia de Alexander—Spanier (con coeficientes en G,
que omitiremos de la notacién) tiene la forma siguiente

L e—— H(A) @ HIYY(B) +—— HIY(X) 2= H9(AN B) «—— H9Y(A) ® HY(B) +— . ...

Esta sucesién exacta es la asociada a la sucesion exacta corta de complejos de cocadenas formados
por las sucesiones exactas cortas

00— C'(X) —L—C"A) @& CY(B) J C'(An B) 0

o (i x5 x)

(5, E) ‘ iﬁmB,ACb - iﬁﬂB,Bw
donde (C*(X),9) es el complejo de cocadenas de la cohomologia de Alexander-Spanier. Compro-
bemos que esta ultima sucesion es exacta.

= Primero veamos que & es inyectiva. Sea @ € C*(X) tal que h(%) = (0,0), por lo que in(gp) =

0y iﬁx(gp) =0, es decir, if’x(gp) y iﬁx(go) son localmente cero. Como in(cp) es localmente

cero, existe un recubrimiento abierto U4 de A tal que z'j +(¢) es cero sobre cada elemento

de Ua, y como iﬁ +(¢) es localmente cero, existe un recubrimiento abierto Up de B tal que
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f‘; +(¢) es cero sobre cada elemento de Up. De este modo, si consideramos el recubrimiento
abierto U := (UA|Int DU (UB|Int ») de X, tenemos que ¢ es cero sobre cada elemento de U, y
asi, i es localmente cero, es decir, p = 0.

= Veamos ahora que g es sobreyectiva. Sea @ € 6q(A N B) arbitrario. Definimos una aplicacién
¢ € CUA) por ¢(xo,...,x,) = p(zo,...,2q) si{zo,...,2,} CANBy por Qi(lﬂo,---,ﬂfq) =0
si {zo,...,xs} ¢ AN B. De este modo, tenemos que iﬁmB’A(gb) =,y asi g(¢,0) =P

» Por ultimo, veamos que Im(h) = Ker(g). Tenemos que Im(h) C Ker(g) ya que go h =0,

(goh)(®) =g(h(p)) = g(ijx(%@)a ﬁg,x(@)) = ijﬂB,A(in(S@)) - ime,B(ig,X(‘P))

= iﬁﬁB,X(@) - iij,X(@) =0

para cualquier 7 € C*(X).

$,1)) € Ker(g), por lo que 0 = g(¢,7)) =
B

(1) localmente. De este modo, definiendo

Y también tenemos que Ker(g) C Im(h). Sea

(
ZfﬁB,A(Cb) - ijﬁB,B(¢); es decir, ijﬁmB,A((b) ZﬁmB
v € C1X) por

d(xo, ..., x,) sizg,...,zq €A
o(xg, ..., xq) = Y(xg,...,2q) sixg,...,xq€ B\ A
0 en otro caso,

tenemos que % () = 6, y que i (¢) = ¥ localmente, y ast h(7) = (7% x(¢), 7 (9)) =
(6, 9).
Lema 2.17. Sea X un espacio topoldgico y sean A, B C X tales que X = int(A)Uint(B). Entonces

NS

para todo z € H1 (AN B;G) y v € Hy1(X).

Demostracion. » Sea § € CY(AN B;G) un representante de z. Por definicién, A*(z) = [n] €
H*(X; @), donde n € CT(X;G) es tal que §(£4) = in( )y 0(&p) = iﬁx( ) localmen-
te, donde ademds, (£4,&p) € C(A;G) ® CUB; Q) es tal que £ = ZAOBA(ﬁA) ZAQBB(fB)

localmente.

» Sea U un recubrimiento abierto de X que refina a {int(A),int(B)}, y que ademds, es tal que
d(n) y 0(§) son U-localmente cero.

= Seau! € CY (X)) un representante —pequeno de +. Por definicién, w40z e ciliane (ANDB) es
un representante U o p—pequeno de A, (), donde w408 es tal que O(u4) = inp A#(wu\AﬁB)
y O(ut) = iAmB’B#(wulAﬂB), donde ademds, (uY4,u4B) € Sﬂfi ) @ C';{JFBI es tal que

uM =g x, (u1) —ip x , (uMP).
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De esta manera, [, .,z = wHiane) y [ A*(z) = n(u”). Veamos ahora que Jasn 2= 1, 8%(2)

/y A*(2)

(') = (iax (W) = ipx g, (W2)) = nliax, (u4)) = nlipx ,(u?))

(™ () (W4) = (ipx™ () (ull) = (8(6a)) (W) = (&) (u?)
= &a(0 ( u1)) = Ep(0(u17)) = Ealianmp,ay, (W1472)) — Ep(iang, By (W172))
opa(€a)(w “'A“B) (ifin5,5(E8)) (w1477)

(i )
= (i 4 (E4) — o () (wHA08) = E(uthans) = / .

As(7)

donde cada una de las igualdades son seguidas por definicion, o bien por Stokes, o bien por el Lema
2.1. ]

Sea X un espacio métrico compacto. Veamos ahora cémo definir la sucesion de Mayer—Vietoris
para un par de subespacios cerrados A, B C X tales que X es la union de A y B. Para ello,
sean (Ag)ren v (Bg)ren bases de entornos encajados de A y B respectivamente tenemos que
{Ak, (‘0;?/7]€ : Ak — Ak/}k’<k’ {Bk, SOk:Bi,k : Bk — Bk/}k’<k y {Ak N Bk, (,Dk/ NG . Ak N Bk — Ak/ N Bk/}
definen sucesiones inversas, donde cada ¢y ; denota la inclusién, y cuyos limites inversos son A,
B y AN B, respectivamente. La existencia de dichas bases de entornos viene garantiza por el he-
cho de que A y B sean métricos compactos, ver la pdgina 62 de [Mardesi¢ y Segal(1982)]. Como
Int(Ax) UInt(By) D AU B = X, tenemos que X = Int(A;) U Int(By), por lo que la sucesién de
Mayer—Vietoris en homologia del par Ay, By viene dada por

. . . Ak . .
L. Hq+1(Ak) D Hq+1(Bk) — Hq+1(X) e Hq(Ak N Bk) —_— Hq(Ak) D Hq(Bk) —_— ...,

y cuyo limite inverso (en k) de esta sucesion de sucesiones de Mayer—Vietoris es, debido a la
propiedad de continuidad de la homologia de Cech (ver la Subseccién 1.1.4),

-~ - A* -~ ~ -~
—H (A @ Hy(B) — Hy1 (X)) — H)(ANB)— H,(A) ® H(B) — ...
Por otro lado, la sucesién de Mayer—Vietoris en cohomologia del par Ay, By viene dada por
. . . A . .
R Hqul(Ak) D Hq+1(Bk) (_Hq+1(X) (—qu(Ak N Bk) — Hq(Ak) D Hq(Bk) ...,

y cuyo limite directo (en k) de esta sucesién de sucesiones de Mayer—Vietoris es, debido a la
propiedad de continuidad de la cohomologia de Cech (ver la Subseccién 1.2.5),

L —— HI(A) @ HTY(B) +—— HTY(X) +2— HY(AN B) «—— HY(A) & HI(B) +— . . ...

A excepcién de la sucesién de Mayer—Vietoris de la cohomologia de Cech del par A,B C X, la
sucesion de Mayer—Vietoris en homologia de Cech es solo, en general, parcialmente exacta.

K<k
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Lema 2.18. Sea X un espacio métrico compacto y sean A, B C X subespacios cerrados tales que

X = AU B. Entonces
/ z= /A*(z)
Ax(v) v

para todo z € HI (AN B;G) y v € Hy1(X).

Demostracion. Sean v € H,1(X)y 2 € HI(AN B;G) = ligl:.lq(A;€ N By; G). Como existe un k y
un zj, € H1(Ax N By; G) tal que (p£7P)*(2) = 2 (por el Lema A.9 del Apéndice A), tenemos que

/ z :/ (SO?QB)*(%) Z/ 2k =/ 2k
Ax(7) Ax(y) (A1 B)u (A (7)) Ak(v)

— [ 8 = [ 2y - [ a0,

v v v

donde la segunda y cuarta igualdad se siguen del Lema 2.12 y 2.17 respectivamente, mientras
que la tercera y quinta igualdad son seguidas por la construccion de limite inverso y directo,
respectivamente, de las sucesiones de sucesiones de Mayer—Vietoris del par Ay, By. O

2.5. Algunos ejemplos

Proporcionamos aqui algunos ejemplos del calculo explicito de la integral. En los ejemplos
siguientes, usaremos la integral para describir las clases de cohomologia.

Ejemplo 2.19. Sea X = R/Z la circunferencia. Sea X un recubrimiento abierto de X compuesto
por los intervalos abiertos de didmetro 2¢ para algin 0 < ¢ < 1/8, y A = [—€,1/2+¢ y B =
[1/2 —€,1+ €] son dos arcos que recubren a X (usamos la linea superior para denotar los puntos y
conjuntos en el cociente R/7Z). Ndotese que cualquier elemento de X estd contenido en A o en B.

La funcion caracteristica Xia—ei/arqg de [1/2 —€,1/2 + €] es Xjanp-localmente constante en
AN B y define una clase del 0-ésimo grupo de cohomologia de AN B a escala Xanp (ver la
Subseccion 1.2.6), y también en la cohomologia de Cech.

Entonces, A" (Xgp—i/7qg) € H(X) cuenta (teniendo en cuenta la orientacion) cuantas veces
un camino rodea la circunferencia X. Comprobemos lo anterior con un ejemplo. Para un entero
k > 1, sea xg,x1,...,T, una sucesion estrictamente creciente de reales tal que |r;y1 — ;| < e,
29 =0 y x, = k. Por tanto, ¢, = Z?;Ol(x_i Tit1) es un 1-ciclo formal X —pequenio de X que rodea
k wveces la circunferencia X .

Entonces, f[cd A* Xgp—<img) = ‘fA*([CkD Xijseiard = X[1/27671/2+€](8(c?)), donde ¢t es la
suma de los 1-simplices formales (T; T;71) de ¢y que estan contenidos en A. La aportacion a
Xm(a(cf)) de cada simplice de cit contenido en [1/2 —€,1/2 + €| (o en su complementario)

es nula, sin embargo, existen k simplices (T; Tiy1) de ci tales que Tz pertenece a [1/2 —€,1/2 + €
y que T; pertenece al complementario de [1/2 — €,1/2 + €|, y ast, la aportacion a Xm(ﬁ(cf))

de cada uno de estos simplices es 1. Por tanto, el término Xm(ﬁ(cﬁ)) cuenta evactamente
cuantas veces la sucesion o, xq,. .., %, atraviesa los intervalos [1/2 — e, 1/2 + €|+ 7Z y es igual a k.
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Ejemplo 2.20. Sea Y = X x X el toro. SeaY ={I x X : I € X} el recubrimiento abierto de'Y
formado por las bandas verticales de grosor menor que 2¢, y sean A’ = Ax X y B’ = B x X dos
bandas verticales que recubren a Y. Y al igual que en el ejemplo anterior, A" y B’ son tales que
cualquier elemento de Y estd contenido en A" o en B'.

La funcion caracteristica Xgm—imrgxx de [1/2—€1/2+ ¢ x X es Yunp —localmente cons-
tante en A' N B" y define una clase del 0-ésimo grupo de cohomologia de A’ N B’ a escala Y\ anp,
y también en la cohomologia de Cech. Y se prueba de manera andloga al ejemplo anterior que
A*(Xia—ciaraxx) € H;,(Y) cuenta (teniendo en cuenta la orientacion) cuantas veces un camino
rodea paralelamente el toro Y. Comprobemos esto ultimo usando el homomorfismo conectante de
la sucesion de Mayer—Vietoris de la cohomologia.

Consideremos la proyeccion sobre la primera coordenada, p : Y — X, dada por p(T1,T3) = T7.
Claramente p lleva puntos Y —cercanos en puntos X —cercanos, por lo que podemos definir p, :

[1/2 —€,1/2+ ¢

1/2—€,1/24+ ¢ x X

Figura 2.1: Accién de la proyeccién p
Sea v € HY(Y). Sea ¢ un 1-ciclo formal Y-pequetio de Y tal que y = [¢], por lo que py(c) es un
1-ciclo formal X —pequeno de X tal que p.(y) = [px(c)], y sea k el nimero de vueltas que da p4(c)

alrededor de la circunferencia X (dicho nimero también representa el nimero de vueltas que da ¢
alrededor del toro Y en paralelo). Tenemos que

/A*(X[1/26,1/2+6]><X) :/A*(p*(X[1/2e,l/2+e])> :/p*(A*<X[1/26,1/2+6})>
v v v

= / A*(X[1/276,1/2+e]) =k,
p*('Y)

donde la peniltima igualdad se sigue del Lema 2.6, la ultima igualdad se sigue del ejemplo anterior,
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mientras que la sequnda igualdad se sigue de la conmutatividad del diagrama siguiente

..——HY, (ANB)—S= HY(X)— ...

. l lp*

L HY (A0 B) o HY(Y) —

Por tanto, A*<mex) cuenta el nimero de vueltas en paralelo que da el ciclo ¢ alrededor
del toro Y .



Capitulo 3

Aplicaciones a la dinamica discreta

3.1. Introducciéon

El indice de Conley es un invariante de un conjunto invariante aislado K [Franks y Richeson(2000),
Mischaikow y Mrozek(2002), Mrozek(1990), Robbin y Salamon(1988)]. Dicho invariante captura in-
formacion relevante de las dindmicas y es robusta bajo perturbaciones, de hecho permanece inva-
riante bajo continuacién. Grosso modo, el indice de Conley describe el conjunto inestable W* (K, f)
de K y la dindmica inducida en él. Aunque para puntos fijos hiperbdlicos el conjunto inestable es de
hecho una variedad, en general el conjunto inestable podria exhibir una estructura topolégica muy
complicada. Sin embargo, si nos centramos en dimensién 0, la descripcion del conjunto inestable y
su dinamica se reduce al estudio de las componentes conexas y cémo estas son permutadas por la
accién de f. Las componentes conexas de W*(K, f)\ K son llamadas ramas del conjunto inestable.

La familia de las ramas podria ser infinita o contener componentes conexas que no se acumulan
en K o que son acumuladas por otras ramas. Nos centraremos en las componentes «esenciales»:
aquellas que son adherentes a K y extendidas hasta el infinito (mds precisamente, sus preima-
genes no estan contenidas en un entorno de K). El objetivo de este capitulo, Seccién 3.5 y 3.6,
es calcular el nimero de componentes esenciales en términos de invariantes relacionados con K
y las dindmicas. Como las componentes conexas pueden ser dificiles de distinguir, trabajamos
con las cuasi—-componentes en su lugar. El teorema principal de este capitulo, que ya presenta-
mos en [Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sdnchez-Gabites(2022)], es calcular
el nimero de cuasi-componentes esenciales de W*(K, f) \ K cuando K es un conjunto invariante
aislado:

Teorema 3.1. Supongamos que f es un homeomorfismo en una variedad, K es un conjunto inva-
riante aislado para f con grupos de homologia de Cech finitamente generados. Entonces, el nimero
de cuasi—componentes esenciales de W*(K, f) \ K es igual a dim(H,(Wy)) + 1.

En el teorema anterior, los coeficientes estan tomados en un cuerpo. El conjunto inestable
compactificado W, es la compactificaciéon de Alexandroff de W*(K, f). Advertimos que en el
teorema previo, la topologia del conjunto inestable, y también de la de W, no es la topologia de
subespacio que hereda del espacio de fase sino la topologia intrinseca [Robbin y Salamon(1988)],
que es mas fina que la topologia de subespacio. A grandes rasgos, la topologia intrinseca coincide

95
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con la topologia de subespacio siempre y cuando el conjunto inestable (excluyendo una parte inicial)
es no adherente a K, por lo que los resultados siguen siendo validos en muchos casos al considerar la
topologia de subespacio. El teorema sigue siendo valido para espacios de fases mas generales, tales
como ANR métricos localmente compactos, y puede ser formulado para aplicaciones no invertibles,
pero en el caso ultimo solo obtendremos la cota superior del niimero cuasi—componentes esenciales.

La dimensién del grupo de homologfa de Cech (o cohomologia de Cech, son isomorfos en nuestra
configuracién, Teorema 2.14) de W, que aparece en el teorema pueden ser facilmente calculados
a partir de un solo par indice (N, L) de K (repasaremos la nocién de par indice de un conjunto
invariante aislado en la Seccién 3.5). En particular, dim(H,(W.)) esta acotada superiormente por
dim(H, (N, L)).

Como ejemplo para ilustrar el teorema, podemos pensar en un punto silla p en el plano. La
variedad inestable W¥(p) tiene dos ramas, por lo que hay dos cuasi-componentes esenciales (las
cuasi—componentes coinciden con la componentes cuando solo existen un ntmero finito de ellas,
Lema 1.23). La compactificaciéon de Alexandroff de W*(p) es una circunferencia y la igualdad se
sigue. Andlogamente, un k—punto de silla (la unién de k puntos de silla) presenta k 4 1 ramas y la
compactificacién por un punto del conjunto inestable es la unién por un punto de k circunferencias.

En [Herndndez-Corbato, Ruiz del Portal, y Sdnchez-Gabites(2020)] se prueba el Teorema 3.1 en
términos cohomoldgicos, por lo que la version que aparece en este capitulo se sigue inmediatamente
por un argumento dual. Sin embargo, la discusion que presentamos en este capitulo proporciona
una mejor compresion de la cuestion, ya que para ello usamos una descripcion adecuada de las
clases de la homologfa y cohomologia de Cech, y la aplicacién bilineal «integral» entre las clases de
cohomologfa y homologfa de Cech.

Una de las propiedades de la integral que serd clave para demostrar el teorema anterior sera
la dada en el Lema 2.18 que nos dice que la integral conmuta con los homomorfismos conectantes
de la sucesién de Mayer—Vietoris de la homologia y cohomologia de Cech. Dicha propiedad nos
permitird relacionar objetos O—dimensionales (en el caso que nos incumbe, las cuasi-componentes
esenciales) con Hy(Wa,).

Este capitulo esté organizado de la manera siguiente. Las series de clases de cohomologia seran
repasadas en la Seccion 3.2 e introduciremos las series de clases de homologia en la Seccion 3.3, y
veremos en la Seccion 3.4 que dichas clases conmutan con la integral. Un breve repaso del indice de
Conley y las consideraciones dinamicas del conjunto inestable seran presentadas en la Seccién 3.5.
Y la demostracion del teorema anterior sera desarrollada en la Seccion 3.6, reduciendo la dindmica
de la compactificacién de W*(K, f) a la dindmica de un par atractor-repulsor.

Terminologia. Aunque no lo reflejemos en la notacion, trabajaremos con la homologia y co-
homologia reducida a escala X' (y en el limite) a lo largo de todo este capitulo.

3.2. Series de clases de cohomologia

En [Hernandez-Corbato, Ruiz del Portal, y Sanchez-Gabites(2020)] se introdujo las series de
clases de cohomologia de Cech. En esta seccién daremos un repaso de lo desarrollado en dicho
articulo con especial hincapié en una escala especifica X.

Sea f : X — X una aplicacién (de nuevo, no necesariamente continua) y sea X’ un recubrimiento
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abierto de X . Decimos que X es dindmico si X = f~!(X) (es decir, para cada U € X existe V € X
tal que f(U) C V).

Sea R un anillo conmutativo con 1, y sea Gr un R-médulo. Si X es dindmico, tenemos que
f lleva puntos X-cercanos en puntos X -cercanos, y de esta manera, tiene sentido definir f# :
Cy(X;Gr) = CH(X;GR) y [*: HY(X;GRr) = HY(X; Gr).

Sea P(t) = % kit € R[t] un polinomio de grado d con coeficientes en R. Si X es dindmico,
podemos definir

P(f#) = kold + ko f# + ko f# + .+ kaf ' : C%(X; Gr) — CL(X; Gr)

puesto que X refina a X V f~1(X) V...V f~4X) (de hecho, no es muy dificil comprobar que
X=XV fHX)V...V f74X)) tal y como discutimos en la Subseccién 1.1.3, y ademés, como
(f#)! v § conmutan para cualquier i, también podemos definir

P(f*) = kold + k1 f* + kof * + .. 4 kaf* : HL(X;Gr) — HL(X;GR).

Sin embargo, sea S(t) = Y .o, kit" € R[[t]] una serie de potencias con coeficientes en R, jcudndo
tiene sentido definir S(f#) : Cy(X;Gr) — C%(X;GR)?

La respuesta es la siguiente: cuando existe un punto a atractor global estable es posible definir
S(f#) sobre las aplicaciones & € C%(X; Gg) que se anulan en un entorno abierto de a.

Decimos que a € X es un atractor global estable si:

1. (Atractor global) Para cualquier entorno abierto NN, de a, y para cualquier z € X, existe un
ndmero natural n, tal que f™=(x) € N,.

2. (Condicién de estabilidad) El punto a tiene una base de entornos abiertos positivamente
invariantes (es decir, para cualquier entorno abierto B de a existe otro entorno abierto A de
a que es positivamente invariante y es tal que A C B).

De los dos puntos anteriores se sigue que:

Observaciéon 3.2. Para cualquier entorno abierto B de a, y para cualquier punto x € X, existe
un natural n, tal que f"(x) € B para cualquier n > n,.

Lo anterior se consigue tomando N, = A en el punto 2, y aplicando el punto 1. Y sigue siendo
valido si en lugar de un punto x € X, consideramos un subconjunto finito S C X. En particular,
si tenemos una cadena formal ¢, existe un natural n tal que (f#)™(c) estd contenido en B para
cualquier m > n.

Hipdétesis: A partir de ahora y hasta el final de esta seccién, vamos a suponer que existe a € X
atractor global estable.

Proposicién 3.3. Si f es continua, entonces todo recubrimiento abierto de X puede ser refinado
por un recubrimiento abierto dindmico.
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Demostracion. Sea B € X tal que a € B. De la definicién del atractor global estable a se sigue que
existe un entorno abierto A de a que es positivamente invariante y es tal que A C B. Definimos
Xy={Ay X, ={f(U)NV : UeX,VeX} Y asi, X' := [J2, &/ es un recubrimiento
abierto dindmico de X. Es un recubrimiento (y claramente por abiertos) ya que para cualquier
punto x de X existe un natural n, tal que f"*(z) € A, y asi, existe un elemento de X, que
contiene a z. Y es claramente dinamico ya que la imagen de cada elemento de X, estd contenida
en algin elemento de X, y la imagen de A estd contenida en A. m

De la proposicion anterior se sigue la siguiente observacién:

Observaciéon 3.4. Si f : X — X es continua, entonces la subfamilia de recubrimientos abiertos
dindmicos de X es cofinal en la familia de recubrimientos abiertos de X.

El requerimiento de que ¢ se anule en un entorno abierto P de a garantiza que S(f#) :
C1X;Ggr) — CIX;GR) esta bien definida sobre tales aplicaciones. En efecto: dado un punto
(zo,...,x,) de X9 existe jo tal que f*(xo),..., f(z,) € P para todo i > jy (esto se sigue de la
Observacién 3.2), y asi, la serie infinita

(SUPNO @ 20) = Kl €)oo sa) = S k(o). (),

tan solo consta de un nimero finito de sumandos, que van desde i = 0 hasta i = jo — 1. (Nétese,
sin embargo, que jy depende de la tupla x, ..., z, que estamos considerando).

Recordemos que la cohomologia reducida de X a escala X es la cohomologia asociada del
siguiente complejo de cocadenas:

2 CY(X; Gp) T (X; Gp) +— G,

donde el homomorfismo aumentacién €' viene dado por €(b) : X — Gpg la aplicacién constante
igual a b € Gp.

Y ahora, vamos a definir S(f*) : H%(X;Gr) — H%(X;Gr) (cuando X es un recubrimiento
abierto dindmico de X). Pero antes, enunciemos un par de lemas y proposiciones.

Lema 3.5. Sea ¢ > 0. Supongamos que £ € C1(X;GR) satisface que 6(§) = 0 en algin entorno P
de a. Entonces existe a € C171(X; GR) tal que £ = §(a) en P.

Demostracion. Cuando ¢ = 0 el lema simplemente afirma que £ es constante en P. Esto es muy
sencillo de probar: para cualquier punto p € P laigualdad §(§) = 0 en P, evaluada en (a, p), implica
que £(p) = £(a).

En el caso ¢ > 1, definimos a(zo,...,z,-1) = &(a,xo,...,241). Es sencillo comprobar que
(0()) (o, - .., xq) = &(T0, ..., 2q) — (6(€))(a, o, ..., x4). Cuando o, ...,z, pertenecen a P, el se-
gundo sumando en el lado derecho se anula debido a la hipdtesis sobre §(£). De este manera 6(a)) = &
en P, como queriamos demostrar.

]
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Lema 3.6. Sea u un elemento de la cohomologia reducida H%(X; Gg). Entonces:

a). Sea U € X que contiene a {a}. Existe una aplicacion £ € C1(X;Gr) que se anula en U y que
representa a u; es decir, u = [f]

b). Si& € CYX;GR) es otra aplicacion cumpliendo el punto a), entonces existe ¢ € C17(X) tal
que también se anula en U y satisface que & — &' — §(p) es X -localmente cero.

Demostracion. a). Sea & € C9(X; Gr) un cociclo en H%L(X; GR) tal que [§] = u. Como & es un
cociclo, (&) es X-localmente cero, por lo que se anula en cualquier U € X’ que contenga a a.
Por el Lema 3.5 existe a € C771(X; Gg) tal que & = d(a) en U. Definimos ¢ := & — d(a). Por
construccion, £ se anula en U, y como ¢ difiere de &y solo por un coborde, £ es un cociclo cuya
clase de cohomologia en H%(X; GR) sigue siendo w.

b). Como £ y & representan la misma clase de cohomologia, existe una aplicacién ¢y € C7H(X; GR)

tal que & — & — 0(pp) es X-localmente cero, por lo que & — &' — 0(pp) también se anula en U,

y asi, §(pg) se anula en U. De esta manera, por el Lema 3.5, existe a € C972(X; Gg) tal que

wo = d(a) en U. Definiendo ¢ := ¢y — (), tenemos de nuevo que ¢ se anula en U. Ademas,

E— &~ 3(p) =€ — & — (o) + 6(6()) = & — & — 3{spo) ya cque 62 = 0, y asi, & — €/ — 6(p) s
X-localmente cero ya que £ — & — 0(pp) es X-localmente cero.

]

Proposicién 3.7. Entonces S(f#): CX;Ggr) — CUX;GR) tiene las siguientes propiedades:

1). Si &,& € CUX;GRr) se anulan en un entorno de a, también lo hace cualquier combina-
cion lineal c1&; + co€s (con cy,co € R), y la relacion (S(f#))(c1&y + &) = c1(S(f#)) (&) +
co(S(f7)) (&) se mantiene.

2). Si& se anula en un entorno de a, también lo hace 6(€), y la relacion (5(S(f#)))(€) = (S(f#))(6(€))

se mantiene.

3). Sea X un recubrimiento abierto dindmico de X. Si & es X—localmente cero (por lo que también
se anula en un entorno abierto de a), entonces (S(f*))(§) es también X —localmente cero.

Demostracion. Las demostraciones de 1) y 2) son sencillas y vamos a omitirlas. La demostracién de
3) se sigue de que f’ lleva puntos X—cercanos en puntos X—cercanos (puesto que X es dindmico).
De esta manera, si zp,...,z, € X estan contenidos en el mismo elemento U de X, entonces
(o), ..., f'(z,) estdn contenidos en un elemento U; de X, y asi,

<wu#»@»@mnw%>=§j&aﬁwwwujm@»=o+o+”.

puesto que £ es X—-localmente cero. O

Proposicién 3.8. Sea X' un recubrimiento abierto dindmico de X, y sea U € X tal que a € U. Sea
u un elemento de la cohomologia reducida H5(X; GR). Por el Lema 3.6, a) existe una aplicacion
€ € C1X;GR) tal que se anula en U y que u = [Z] Entonces:
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(a). (S(f#))(&) es un cociclo, por lo que determina una clase de cohomologia v = [(S(f#))(g)] €

(b). y ademds, v es independiente de la eleccion de £ y de U.

Demostracion. (a). Tenemos que (6(S(f#)))(£) = (S(f#))(6(€)) por la Proposmlon 3.7, 2). Como
€ representa a una clase de cohomologfa, & debe de ser un cociclo en C%(X; GR); es decir, §(€)
es X-localmente cero. Por la Proposicién 3.7, 3) esto implica que (S( f#))( (€)) es también X'—
localmente cero. Por tanto, (6(S(f#))(£) es también X-localmente cero, y asi, (S(f#))(€) es

un cociclo en C%(X; Gg), y de esta manera, define una clase de cohomologfa v := [(S(f#))(€)
en H,(X;GR).

(b). Supongamos que £’ es otra aplicacién en C%(X;Gg) que representa a u y se anula en un
elemento U’ € X que contiene a a. Sea v’ := [( (f#))(f’)} Necesitamos demostrar que v = v/,
para ello, necesitamos probar que existe ¢ € C971(X; Gg) tal que (S(f#))(&) — (S(f#))(€') —
d(1)) es X-localmente cero. Por el Lema 3.6, b) existe una aplicaciéon ¢ € C471(X; Gr) tal que
£ —& —(p) es X-localmente cero y que ¢ se anula en U N U’. La ultima condicién implica
que (S(f#))(p) estd bien definida, y definimos 1 := (S(f#))(y). Usando la Proposicién 3.7
apartados 1) y 2), y observando que &, £ y ¢ se anulan en U N U’, escribimos la diferencia

(S(

(SU)E) = (S(f#))(E) = 6(¢) como
(SUNE) = (SUHNNE) = (BSFM))(e) = (S(FF))(E) — (SUFNE) = (S(F))(B(e))
= (S(f))(E € ~d(p)).
Como £ —& —6(p) es X-localmente cero, también lo es (S(f#))(£—& —d(y)) por la Proposicién

3.7, 3). De esta manera, tenemos que (S(f#))(&) — (S(f#))(¢') — 6(¢)) es X-localmente cero,
lo que queriamos probar.

)
)(

O
Esta proposicion justifica la definicién siguiente:

Definicién 3.9. Sea X un recubrimiento abierto dinamico de X. Sea w un elemento de la cohomo-
logia reducida H%(X; GRr). Elegimos una aplicacion & € CUX; GR) tal que se anule en un elemento
U de X que contiene a {a} y que u = []. Entonces (S(f*))(u) viene definida por la clase de

cohomologia [(S(f#))(g)] en HL(X;GR); es decir, (S(f#))(€) es un representante de (S(f*))(u).

Por 1ltimo, veamos si podemos dar una definicién andloga en el limite:

Definicién 3.10. Si f es continua, definimos S(f*) : HY(X;Gr) — HYX;Gg) de la manera
siguiente: sea z € H1(X;GRr). La Observacion 3.4 y el Lema A.9 del Apéndice A nos aseguran que
eziste un recubrimiento abierto dindmico X de X y que existe un zx € H%(X;GRr) tal que

v HL(X; Ggr) — Hq(X;GR)
Zx —— 2.

Y entonces, (S(f*))(z) viene definida por T ((S(f*))(zx)).
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Proposicién 3.11. La definicion anterior es independiente de zx y de X.

Demostracién. Sea X' un recubrimiento abierto dindmico de X y sea zy € H%,(X;GR) tal que
Ty(zx) = 2. Sea £ € C(X;Gg) tal que sea anula un elemento U € X que contiene a {a} y que
[€] = zx. Sea & € C(X;Gp) tal que sea anula un elemento U’ € X’ que contiene a {a} y que
[€'] = zxr. Como Tx(2x) = Ta(2x7), tenemos que [£] = [¢'] en HY,(X; Gr) para X" := XVX' (X"
es dindmico puesto que X' y X’ lo son). Como £ y £’ se anulan en U NU’, el Lema 3.6 nos asegura
que existe ¢ € C771(X; GRr) tal que también se anula en UNU" y que € — &' — () es X”localmente
cero. Y razonando de forma analoga a la demostracion de la Proposicién 3.8, concluimos que existe
Y € C17HX; GR) tal que (S(f7))(€) — (S(f#))(&') — () es X"-localmente cero, demostrando ast

que 7x((S(f*))(2x)) = 72 ((S(f)) (2x1))- U

Y ademés, en [Hernandez-Corbato, Ruiz del Portal, y Sanchez-Gabites(2020)] también demues-
tran que:

Proposicién 3.12. Sean S1, Sz € R[[t]]. Entonces

(S1+ S2)(f*) = S1(f*) + Sa(f*) y (S1-S2)(f*) = S1(f) 0 S2(f7)

tanto en HL(X; Gr) para un recubrimiento abierto dindmico X de X, como en H1(X; Gr) cuando
f es continua.

3.3. Series de clases de homologia

Sea f: X — X una aplicacién (no necesariamente continua) y sea X un recubrimiento abierto
de X. Supongamos ademas que X es dindmico, por lo que f lleva puntos X'—cercanos en puntos X—
cercanos, y de esta manera tiene sentido definir fi : Cf (X; Gr) = CF (X;GR)y fo : H (X;Gg) —
H (;Y (X X G R)'

Sea P(t) = Z?:o a;t* € R [t] un polinomio de grado d con coeficientes en R. Como X es dindmico,
podemos definir

P(fu) =aold+ arfy + aofe’ + ...+ aafs’ : CF(X;Gr) — CX(X;Gp)

puesto que X refina a XV f~H(X) V...V f74X) tal y como discutimos en la Subseccién 1.1.3, y
ademds, como fx' y 0 conmutan para cualquier ¢, también podemos definir

P(f.) :a01d+a1f*+a2f*2—|—...—i—adf*d:HqX(X;GR) —>H;((X;GR).

Sin embargo, para S(t) = > o, a;t" € R[[t]] una serie de potencias con coeficientes en R, vamos
a tener que S(f.) : HY (X;Gr) = H;'(X;Gp) estd bien definida cuando existe un punto a € X
que es un atractor global estable.

Sea v € Hf(X; GR), por lo que existe ¢ € C;“(X; Gr) tal que z = [c]. Nos gustaria que tuviese
sentido la expresion siguiente:

[(S(f4))(c)] = [aold(c) + a1 fu(c) + azfh(c) +...].
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Fijando un U € X tal que a € U. Existe un natural n tal que (fx)™(c) estd contenido en U para
todo m > n, y asi,

(SU)()] = [anld(e) + ar f(0) +aaf3() + .+ anoa f7(0)]
+ [anfp(e) + ani fi(e) +.. ],

donde el dltimo sumando es 0 gracias a la Proposicién 1.5 para el caso ¢ > 1 y gracias al Corolario
1.40 para el caso ¢ = 0.

Si ¢ € O (X;GR) es otro ciclo tal que z = [¢] =[], entonces [(S(fx))(c)] = [(S(fx))(¢)]. En
efecto, como [c] = [¢], existe ¢’ € C% (X; GR) tal que ¢ — ¢ = 9(c”). Existe un natural n’ tal que
fi(c) estd contenido en U para todo m > n', y sea N = méx {n,n'}, por lo que

[(SUf)(0)] = [aold(c) + ar fy(c) + asfi(e) + ... +an-1fy " (c)]
y
[(SUN)] = [aold(¢) + a1 fu(d) + aaf2(d) + ... +an-1f ()]
Como f4 conmuta con el operador borde, tenemos que
(aold(c) + a1 fu(c) + ...+ aN_lfi[_l(c)) — (aold(c) + ar fu(d) +... + aN_lfg_l(c’))
= 0 (aold(c") + a1 f4 (") + a2 f5 (") + ...+ an1 f3 (")),

y ast, [(S(f)(c)] = [(S(F4))(@)].

Lo anterior justifica la siguiente definicién:
Definicién 3.13. Definimos S(f.) : H;'(X;Ggr) — H; (X;Ggr) por (S(f))([c]) == [(S(f#))(c)]
para cualquier ciclo ¢ € C;f (X; Gr).

De la Observacién 3.4 de la seccién anterior también se sigue la observacion siguiente:

Observacién 3.14. Si f es continua, entonces Hy(X;GR) es isomorfo al limite inverso del sis-
tema inverso {H;Y(X;GR),WX’X/} sobre el conjunto dirigido de todos los recubrimientos abiertos
dinamicos de X.

Definicién 3.15. Si f es continua, definimos S(f.) : Hy(X;Gr) — H,(X;GR) de la siguiente
(

g q
manera: sea vy € Hy(X;Gpg), entonces (S(f))(7) es tal que mx((S(f))(7)) := (S(f:))(mx (7)) para
cualquier recubrimiento abierto dinamico X de X.

Que S(f*) esté bien definida se sigue de la proposicién siguiente:

Proposicién 3.16. Sean X y X' recubrimientos abiertos dinamicos de X tales que X’ refina a X.
Entonces el siguiente diagrama

’ S(f« /
HY (X;Gr) 5 HY (X G)

WMl l"”'

HF (X;Gr) G HY (X GR)

es conmutativo.
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Demostracion. Sea vy € HqX/ (X;GR), por lo que existe una g—cadena formal X’—pequena c tal
que [c] = yxr. Sea U € X' tal que a € U’, y como X’ refina a X existe U € X tal que U’ C U.
Existe un natural n tal que (f4)™(c) estd contenido en U’ C U para todo m > n, y asi, (S(f))([c])
es igual a

[koc + ki fu(e) + ...+ koo ;fl(c)}

en H (X;Gr) (y en H(X;Gpr) si vemos a [c] como un elemento de H;'(X;Gr)), concluyendo
asi que el diagrama es conmutativo. O]

Y asi, si X y X’ son dos recubrimientos abiertos dindmicos de X tales que X’ refina a X,
entonces

T2 ((S(fe)) (e (7)) = (S(F) (mae e (mar (7)) = (S(£)) (72 (7)),
por lo que (S(£.))(v) € Hy(X;GR). Por tanto, S(f.) estd bien definida.

Proposicién 3.17. Sean Si(t), S2(t) € R|[[t]]. Entonces
(514 82)(fe) = S1(fe) +52(fs) y (S1-52)(fi) = S2(fs) 0 Si(fs)

tanto en H;' (X; GR) para un recubrimiento abierto dindmico X de X, como en Hy(X;Gg) cuando
f es continua.

Demostracion. Nos centraremos solo en la segunda igualdad. Como Si(t) = Y .2 a;it" y So(t) =
> oo bit', no es muy diffcil comprobar que

Sl(t) . SQ(t) = Z tl Z ajbl-_j.
=0 7=0

Sea v € H;((X; GRr). Sea c un g—ciclo formal X—pequeno tal que [¢] = 7. Para U € X arbitrario tal
que a € U, existe un natural n tal que (fx)™(c) esta contenido en U para todo m > n. Por lo que

((S1-52)(f)(y) = [aoboc + (agby + a1by) f4(c) + ...+ (apbp—1 + ... + an_lbo)f;_l(c)]

(S2(f))(v) = [boc + brfy(e) + ...+ barfi (c)] .-
Claramente el g—ciclo formal X—pequeno boc+ by fu(c)+ ...+ by ;ifl(c) =: ¢ es tal que (fx)"(c)
esta contenido en U para todo m > n, por lo que
(S fN(S2(f)) (7)) = [ao(boc + i fg(e) + ...+ bur [ (€))
+ay fu(boc+ by ful(c)+ ...+ by 7Z";l(c))
oA Ay fi (boc + by fule) + o+ buo1 [ (c)]
= [aoboc + (aohy + arbo) fy(c) + ... + (agbp_1 + ... + an,lbo)f;fl(c)}
+ [(arbp-1 + ... 4 an1b1) fi(c) + .. ],
donde el tultimo sumando es trivial gracias a la Proposicién 1.5 para el caso ¢ > 1 y gracias al

ra
Corolario 1.40 para el caso g = 0, concluyendo asi que ((S1 - S2)(f«))(7) = (S1(fe))((S2(fe))(7))-
[l
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Por tltimo, describiremos los autovalores de la aplicacién inducida de f en homologia cuando
los coeficientes estan considerados en los reales.

Proposicién 3.18. La aplicacion inducida f, : H (X;R) — HX(X;R) no tiene autovalores no
nulos.

Demostracion. Sea A € R distinto de cero. Considerando el polinomio P(t) := A — t, tenemos que

la serie S(t) ==+ + 35 + f\—i + ... es tal que S(t) - P(t) = 1, y evaluando en f,, obtenemos que

DY
S(f) o P(fs) = IdHf(X;R)-
Por tanto, si v € Ker(A-Id — f.), entonces

v = dproor (v) = S(F)(P(L) () = S(£)(0) =0,

por lo que A no puede ser un autovalor de f,. O

Corolario 3.19. Si f es continua, entonces la aplicacion inducida f, : Hy(X;R) — H,(X;R) no
tiene autovalores no nulos.

Demostracion. Supongamos que A es un autovalor no nulo de f,, por lo que existe v € I:[q(X ' R)
no nulo tal que f,(7) = A-~. En particular, existe un recubrimiento abierto dindmico X de X tal
que Tx(y) es no nulo y es tal que f.(mx(y)) = A - mx(7y), es decir, A es un autovalor no nulo de
fo i HY (X;R) — H¥(X;R), llegando asi a un contradiccién con la Proposicién 3.18. O

Proposiciéon 3.20. No existe ningin subespacio positivamente invariante de H;((X;R) con di-
mension finita en el cual f, sea inyectiva.

Demostracion. Sea B un subespacio positivamente invariante de H;( (X;R) que tiene dimensién
finita, y denotamos por P(t) al polinomio caracteristico de (f,)|p : B — B. Supongamos que (f,)|p
es inyectiva, entonces 0 no seria un autovalor de (f.);, y asi, el término independiente de P(t)
serfa no nulo, por lo que P(t) tendria una inversa en R[[t]] (esto es, existe S(t) € R[[t]] tal que
P(t)-S(t) = S(t)- P(t) = 1). Por lo tanto, la composicién S(f.) o P(f.) actuaria como la aplicacién
identidad en B, pero al mismo tiempo P(f.);z = 0, llegando asi a una contradiccién. O

Corolario 3.21. Si f es continua, entonces no existe ningun subespacio positivamente invariante
de H,(X;R) con dimension finita en el cual f. sea inyectiva.

Demostracion. Supongamos que existe un subespacio positivamente invariante B de Hq(X :R) que
tiene dimensién finita en el cual (f.)|p es inyectiva. Existe un recubrimiento abierto dindmico &
de X en el cual my(B) es un subespacio no trivial de H; (X;R). Como el siguiente diagrama

Hy(X;R) L H,(X;R)

ml lw

HY (X;R) —— HY (X;R)

es conmutativo (por la Observacién 1.15), tenemos que 7y (B) es un subespacio positivamente
invariante no trivial de H;*(X;R) que tiene dimensién finita en el cual f, : H(X;R) — H;* (X;R)
es inyectiva, llegando asi a una contradiccién con la proposicién anterior. O
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3.4. Series e integral

Sea X un espacio topoldgico. Sea f : X — X una aplicacién (de nuevo, no necesariamente
continua) para la cual el punto @ € X es un atractor global estable. Y sea X' un recubrimiento
abierto dinamico de X.

Proposicién 3.22. Sea S(t) = Y oo, a;it" € RI[t] una serie de potencias con coeficientes en R.
Sean z € HY(X;GRr) yv € H (X; R). Entonces

/(S(f*))(v) . /V(S(f*))(z)-

Demostracion. Sea ¢ € C%X;Gg) una g-aplicacién que representa a z (es decir, [a =2z)y
que se anula en un elemento U € X que contiene a a. La existencia de dicho representante de
z ha sido garantizada en la Seccion 3.2, y ademds, también se ha visto en dicha seccién que
(S(f#))(€) € CU(X;GRr) es un representante de (S(f*))(z) € HL(X;GRr).

Sea ¢ = Y1 kio; € CF(X;R) un representante de 7. Como cada o; estd formado por un
numero finito de vértices, existe un nimero natural m; + 1 tal que f7(o;) estdn contenidos en U
para cualquier j > m; + 1. De esta manera, tenemos que

donde la cuarta igualdad se sigue de la definicién de m; y de que £ se anula en U.
El natural m := méx{m,; : i=1,...,N} es tal que f(c) estan contenidos en U para todo
Jj>m+1,y asi,

(S(f) () = [aoc + arfy(e) + ...+ fE(c)] .
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Y ademas,

/ o = E(age + arfule) + ..+ 2(0))
(S(f«))()
=¢ (Z kiZajfj%(ai)>
i=1  j=0
¢ (z kizajfz;m) ,
i=1  j=0

donde la ultima igualdad se sigue de la definicion de m; y de que € se anula en U. Concluyendo asi

aue [ (S(NE) = S = O

Proposicién 3.23. Si f es continua, entonces

para cualquier v € Hy(X; R), 2 € HI(X;GR) y S(t) € R][t]].

Demostracion. Sabemos por el Lema A.9 que existe un recubrimiento abierto dinamico X de X y
existe zy € HL(X) tal que

Tyt HL(X) — HY(X)
Zx — 2,

por lo que

/ Z:/ 7')((2)() :/ Zx :/ ZX,
(S(f) () (S(f ) mx (S(f+)) (7)) ((S(f))(mx (7))

y asi, por la proposicién anterior, la igualdad anterior coincide con

S(f)(zx) = | T2((S(f)(zx)) = [ (S(f7))(tx(zx)) = [ (S(f))(2).
[ e = [wlSunen = [Sumen = e

v v v

3.5. Configuraciones dinamicas

3.5.1. Conjuntos invariantes aislados

Vamos a dar un repaso breve de la teoria del indice de Conley para sistemas dinamicos discretos.
Ver [Mischaikow y Mrozek(2002)] y las referencias encontradas alli. Una similar exposicién puede
ser encontrada en [Herndndez-Corbato, Ruiz del Portal, y Sanchez-Gabites(2020)].
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Supongamos que f : U C M — M es una aplicacién continua definida en un subconjunto abierto
de un espacio métrico M que es ademds localmente compacto y ANR (por ejemplo, una variedad
topolégica o un espacio triangulable). Nétese que f no es necesariamente inyectiva. Una érbita
completa de un punto x € M es una sucesion (x;);ez tal que g = z 'y f(z;) = ;41 paratodoi € Z.
Para un subconjunto A C M, definimos el subconjunto invariante de A (y lo denotamos por
Inv(A)) como el subconjunto formado por los puntos que poseen una érbita completa contenida en
A. Un subconjunto K es invariante aislado o localmente maximal para f si posee un entorno
compacto P tal que K = Inv(P). En este caso, decimos que P es un entorno aislante de K. El
aislamiento es una condicion frecuentemente satisfecha por subconjuntos invariantes, por ejemplo,
es automatica bajo ciertas formas de hiperbolicidad.

En su trabajo de subconjuntos invariantes aislados, Conley desarrollo invariantes que describen
estos subconjuntos en términos de entornos dindmicamente significativos y la accion de la dindmica
en ellos. Introducimos aqui el concepto de par indice. Un par compacto (NN, L) es llamado un par
indice de un subconjunto invariante aislado K si satisface las condiciones siguientes:

= N\ L es un entorno aislante de K.
» f(N\L)C N, es decir, los puntos que abandonan N pertenecen a L.

» f(L)NN C L, en otras palabras, L es positivamente invariante en N.

Es siempre posible encontrar un par indice tal que N/L sea tal que sus grupos de homologia
de Cech tengan dimensiones finitas. Por tanto, asumimos esta propiedad extra en la definicién de
par indice. De hecho, si el espacio de fase es una variedad topoldgica, existe siempre un par indice
(N,L) tal que N, L y N\ L son variedades con borde (ver la nocién de par de filtracién de
[Franks y Richeson(2000)]).

Veamos brevemente qué es el indice de Conley en el caso discreto. Dado un par indice (N, L),
encapsulamos la dindmica en N/L por medio de una aplicacién indice f; : N/L — N/L que envia
xa f(x)si f(x) € N\ Ly al[L]en caso contrario. Las aplicaciones indice que surgen de diferentes
pares indices tienen propiedades en comin, son shift equivalent en la terminologia usada en
[Franks y Richeson(2000)]. La anterior equivalencia es establecida mds facilmente en términos de
la accién de la homologfa, esta dice que los endomorfismos (fx). : Hy(N, L) — H,(N, L) son todos
conjugados cuando estos estan restringidos a sus subespacios invariantes maximales (llamada la
reduccién de Leray de (f4)., ver [Mrozek(1990)]). La clase de equivalencia de los endomorfismos
definidos de esa manera es referida como el indice de Conley homolégico de K. El indice de
Conley cohomolégico es definido de manera analoga.

3.5.2. Subconjunto inestable compactificado

Usando un par indice del subconjunto invariante aislado K, en [Robbin y Salamon(1988)] cons-
truyeron un objeto topoldgico que esta intimamente relacionado con el subconjunto inestable de
K (ver también [Herndndez-Corbato, Ruiz del Portal, y Sdnchez-Gabites(2020)]). Consideremos la
sucesion inversa de espacios topoldgicos:

(VL) s (VL ) s (V)L (D)
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Su limite inverso es denotado por (W, 00), y nos referimos a Wy, como el conjunto inestable
compactificado, una terminologia que sera explicada més adelante. Recordemos que el limite
inverso es el espacio de sucesiones (...,x1,%0) en N/L tal que fu(x;11) = z; para todo ¢ > 0, es
decir, el conjunto de las semi-érbitas negativas del sistema dindmico fux : N/L — N/L. De hecho,
oo es la sucesién constante igual a [L], (..., [L],[L]). Nétese que no podemos hablar de la semi-
orbita negativa de un punto x debido a que f podria no ser invertible, decimos en su lugar que
(...,x1,20) es una semi—6rbita negativa de x = xy. Ademds, W, hereda la topologia de subespacio
de la topologia producto de la sucesién de espacios. Y como N/L es compacto, el limite inverso
W también lo es, ver pagina 58 de [Mardesi¢ y Segal(1982)].

La aplicacion f induce un homeomorfismo f., : W, — W, dado por

foo( .. ,fﬂl,xo) = ( .., 21,29, f#(.fl)'o))

Equivalentemente, f, aplica fx a cada término de la sucesién (..., z1, o). Se sigue inmediatamente
que fo es continua. Su inversa es simplemente la aplicaciéon desplazamiento (..., s, x1,20) —
(. .., T9, (L’1>.

La descripcién de la dindmica de f., : W — W es bastante sencilla, esta tiene un descompo-

sicion atractor-repulsor dada por {oo7 K }, donde K es definido como el limite inverso de

f f f

K K K

Sea (..., Tgs1,Thy---,%1,T0) € Wu y supongamos que y := xj # [L]. Claramente, y tiene una
semi—6rbita negativa en N\ L dada por (..., 2z 1, 2x). Y asi, o bien la semi-6rbita positiva de y por
festden N\ L (y asi, y € K) o bien la semi-6rbita positiva de y por f abandona N\ L. En términos
de la dinamica en N/L, la segunda alternativa es equivalente a que fJ(y) = [L] para un natural
n lo suficientemente grande. Aqui estamos usando que K es el subconjunto invariante maximal de
N\ L. Por tanto, existe una dicotomia, o bien (..., z1, () pertenece a K y su semi—Orbita positiva
bajo la accién de f. estd contenida en K o bien la semi-6rbita positiva de (...,x1,20) bajo la
accion de f., converge a la sucesién constante [L], es decir, el punto fijo co. Concluimos que oo es
un punto fijo atractor cuya regién de atracciéon es W, \ K y que K es un repulsor cuya regién de
repulsion es W, \ {oo}.

A pesar de su definicion, las propiedades dinamicas de los pares indices implican que W, es un
objeto candnico, no depende de la eleccién de (N, L). Cualquier par indice de K puede ser utilizado
para definir W.

3.5.3. Topologia del conjunto inestable

La expresion «conjunto inestable compactificado» usado para referirnos a W,, merece alguna
explicacién. Los parrafos siguientes describen la relacion entre W, y la estdandar nocién del con-
junto inestable W* (K, f) de K, que es el subconjunto de M compuesto por los puntos que tienen
una semi—orbita negativa que converge a K. La aplicacion f es de ahora en adelante omitida de la
notacién del conjunto inestable. Como no hemos hecho ninguna suposicién sobre la diferenciabilidad
en esta seccién, el conjunto inestable no tiene por que ser una variedad en general.
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Por razones técnicas, supongamos que el dominio de definicién de f es todo el espacio M (con
motivo de asegurar que el conjunto inestable no alcanza el borde del dominio de definicién de f).
Vamos a definir una aplicacién entre W, \ {oo} y el conjunto inestable W*(K). Nétese que W (K)
es invariante por f y hereda la topologia de subespacio del espacio de fase M.

Para cualquier sucesion (..., xz1,x9) € Wy \ {00} existe k > 0 tal que xy # [L]. Definimos

B Wi\ {oo} — W(K)

por h(...,x1,20) := f*(xx). Evidentemente, la definicién no depende de la eleccién de k. La apli-
cacién h es sobreyectiva: cualquier x € W*(K) posee una semi-Orbita negativa (..., 1, xo) que
converge a K. Como N \ L es un entorno de K, este contiene una cola de la sucesion, es decir,
existe ng tal que la sucesion (..., Z, 11, %n,) estd contenida en N \ L. Y entonces,

(o Tngats gy 4 (Tng )y -5 [ () € Wio \ {00}

es una preimagen de z. La aplicacion h es continua: un entorno de (..., z1,xg) en Wy, contiene una
sucesion (..., yp,yo) tal que yi es cercano a xy, por lo que, en particular, y, # [L]. La continuidad
de f* implica la continuidad de h en el entorno de antes.

El subconjunto de Wy, definido por la condicién z # [L] es enviado por h al subconjunto de
WH*(K) compuesto por los puntos de N \ L que tienen una semi-érbita negativa completamente
contenida en N \ L. Por tanto, el subconjunto {(...,z1,z0) € Wy : xo # [L]} C W puede ser
considerado como una parte inicial del conjunto inestable de K.

En el caso de que f sea un homeomorfismo, h es de hecho una biyeccién entre W, \ {o0} y
WH*(K) pero no un homeomorfismo. La razén es que la topologia final de h en W*(K') hace que
dos puntos sean cercanos si sus semi—Orbitas negativas son cercanas en cada paso, por lo que esta
topologia (llamada topologia intrinseca por Robbin y Salomon) es mas fina que la topologia de
subespacio en W*(K). Como se demuestra en la Proposicién 7.5 de [Robbin y Salamon(1988)], la
topologia intrinseca y la de subespacio coinciden cuando podemos encontrar un par indice (N, L),
donde L es positivamente invariante. I[gnoremos por el momento las diferencias entre las topologias
en la parte inicial del conjunto inestable en un entorno V' de K y tomemos (NN, L) dentro de V.
Supongamos que (...,p1,pp) es una sucesién en W*(K) que converge a p € W*(K) \ V en la
topologia de subespacio pero no en la topologia intrinseca. Supongamos ademés que p, = f*(z,)
con k, el minimo entre los enteros no negativos tales que x, € N \ L (la existencia de k, y x,
viene garantizada del hecho de que h sea sobreyectiva) y k, — 400 (de lo contrario, para algin
m, (..., f7™(p1), [ ™(po)) es una sucesién en la parte inicial en V' que converge usualmente pero
que diverge intrinsecamente). Entonces, condiciones similares se mantienen para f~"(p), n > 0,
y también para cualquier punto limite de la semi—érbita negativa de p. Y asi, concluimos que el
conjunto inestable, excluyendo una parte inicial, se acumula en K para la topologia de subespacio.

3.5.4. Consideraciones adicionales

La aplicacién h puede ser usada para acotar la topologia en W*(K) en términos de la topologia
de W. En general, h restringe a una aplicacion sobreyectiva entre W, \ (K U{o0}) y W*(K)\ K.
Por el Lema 1.38, el nimero de componentes conexas de W*(K) \ K, que son por definicién las
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ramas del conjunto inestable, estd acotado superiormente por el nimero de componentes conexa de
W\ (K U{00}). Lo mismo es cierto para las cuasi-componentes. Estamos interesados en las cuasi-
componentes de W*(K)\ K que comienzan en (son adherentes a) K y se extienden hasta el infinito,
en el sentido de que sus preimagenes sucesivas nunca estan contenidas en un entorno de K. Nos
referimos a dichas cuasi-componentes como esenciales. En términos de la topologia del conjunto
inestable compactificado, las cuasi-componentes esenciales son aquellas cuasi-componentes que son
adherentes a K y a oo. El Teorema 3.1 acota superiormente el niimero de cuasi—componentes de
W*(K) \ K por la dimensién de H;(Ws,) + 1. Recordemos la discusién previa:

Proposicién 3.24. El nimero de cuasi—componentes esenciales de W"(K) \ K (con la topologia
de subespacio) estd acotada superiormente por el nimero de cuasi—componentes esenciales de W\
(K U{oo}). Y se da la igualdad cuando f es un homeomorfismo y la topologia intrinseca coincide
con la topologia de subespacio.

La propiedad de continuidad de la homologfa de Cech nos proporciona una manera de estudiar
la homologia de W, en términos de la homologia del par indice (N, L). Como la homologia de Cech
es continua con respecto a los espacios Hausdorff compactos (ver la Subseccién 1.1.4), F[q(Woo, o0)
es isomorfo al limite inverso de

(f#)* (f#)* (f#)

"5 H, (N, L)~ H,(N,L)~"> H,(N, L) (3.1)
En particular, el espacio vectorial ﬁq(Woo) (recordemos que estamos considerando los coeficientes

en un cuerpo) tiene dimensién finita y
dim(H,(W,)) < dim(H,(N, L)).

Nétese que el limite inverso de (3.1) es isomorfo al subespacio invariante maximal de H,(N, L),
donde (f4). actud como un isomorfismo, por lo que (fo)s @ Hy(Wao,00) — Hy(Wa,00) es un
isomorfismo. Y asi, esta ultima aplicacion es un representante del indice homologico de Conley de
K. Ademés, de manera analoga, si trabajamos con la cohomologia, concluimos que la cohomologia
de Cech de (W, 00) es isomorfo al limite directo de la sucesién directa

(f# - -

CL AN, L) A a1y

HI(N, L) =~
y en particular, tiene dimension finita.

Supongamos que K tiene un nimero finito de componentes conexas (usando el Lema 1.38,
no es muy dificil comprobar que K también tiene un ndmero finito de componentes Conexas)
por lo que Hy(K) tiene dimensién finita. Y de la sucesién exacta larga de la homologia de Cech
relativa al par W, K, concluimos que Hy(Wa, K) también tiene dimensién finita. Alcanzamos la
misma conclusion para el 0—ésimo grupo de homologia. Por la propiedad de la escisién fuerte de la
homologla de Cech (ver el Capitulo X de [Eilenberg y Steenrod(1952)]), H,(Wa, K) es isomorfo a

Hy (W K). Por tanto, por los argumentos previos, los 0 y 1-ésimos grupos de homologfa de Cech
de W, /K tienen dimensiones finitas.

El espacio W,/ K es el resultado de colapsar el repulsor K a un punto. Trivialmente, fs
desciende a una aplicacién fo : Wi / K — Wy / K cuya dinamica es extremadamente simple: tiene
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un descomposicion atractor—repulsor {oo, [f( } } Sin embargo, el conjunto inestable permanece

intacto, W \ (K U {00}) es homeomorfo a (W /K) \ { [IN(} ,oo} y las restricciones de foo v fao @

dichos subespacios son trivialmente topolégicamente conjugadas. Por tanto, podemos estudiar las
cuasi—componentes esenciales del conjunto inestable examinando las cuasi-componentes esenciales
del espacio cociente W /K.

3.5.5. Hipotesis permanentes

En vista de las discusiones previas, formularemos un conjunto de hipédtesis en las dinamicas que
estamos estudiando aplicadas al conjunto inestable de los conjuntos invariantes aislados descritos
hasta ahora. En nuestra nueva configuracion, X sera un espacio métrico compacto (que se corres-
ponde a W,/ K )y f: X — X serd un homeomorfismo (enfatizamos que es diferente de la aplicacién
f de antes, de hecho, se corresponde con la aplicacién f..) que tiene dos puntos fijos a y a* y es
tal que la dindmica tiene una descomposicién atractor-repulsor {a,a*}. La regién de atraccién de
a, X \ {a*}, serd denotada por B, y la regién de repulsién de a*, X \ {a}, serd denotada por B*.
Asumiremos ademas que los 0 y 1-ésimos grupos de homologfa de Cech de X tienen dimensiones
finitas (y equivalentemente, los 0 y 1-ésimos grupos de cohomologia de Cech de X también tienen
dimensiones finitas, ver el Teorema 2.14). Por otro lado, como X es compacto, supondremos que
todos los recubrimientos abiertos de X que consideremos son finitos.

3.5.6. Resultados sobre las cuasi—-componentes

Como dim(Hy(X;K)) es finita, el Teorema 2.14 nos garantiza que dim(H°(X;K)) es también
finita, y asi, la Proposicién 1.62 nos asegura que el nimero de cuasi-componentes de X es finito y
lo mismo ocurre para las componentes conexas por el Lema 1.23 (de hecho, para cualquier punto
de X, su componente conexa y su cuasi-componente coinciden).

Lema 3.25. Toda componente conexa de X \ {a,a*} es adherente a {a} o {a*} en X. El resultado
también es cierto para las cuasi—componentes debido a que son union de componentes conexas.

Demostracion. Supongamos que C' es una componente conexa de X \ {a, a*} que no es adherente a
ani a a*. Ademds, C' es también una componente conexa de X, ver la pagina 101 de [Wilder(1949)].
Las mismas caracteristicas son compartidas por f"(C') para cualquier n € Z. Como f"(C) — a
cuando n tiende a infinito, se sigue que todas las componentes conexas de antes son distintas,
llegando asi a una contradiccién ya que solo tenemos un ntimero finito de componentes conexas de

X. O

Estamos interesados en la estructura topolégica de X y, en particular, en las cuasi-componentes
de X \ {a,a"}. Una cuasi-componente de X \ {a,a*} que es adherente a a y a* (ambos a la vez) es
llamada esencial. Supongamos en lo sucesivo que O, es un entorno clopen (como un subconjunto
de X \ {a,a*}) de la familia de las cuasi-componentes esenciales.

Lema 3.26. Exzisten entornos V y V* de a y a* en X tales que para cualquier cuasi—componente
QC de X \ {a,a*} exactamente una de las condiciones siguientes se mantiene:
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(1). QC C O..
(2). QCNV =10.
(3). QC NV*=1{.

Demostracion. Sean {P,}, -, v {P;},>; dos bases de entornos compactos de a y a*, respectiva-
mente. Imponemos que P; N Pr = (0 para todo i,j y que las bases son encajadas. Procedemos
por contradiccién. Supongamos que para cualquier n existe una cuasi—componente QQC,, que es
disjunto de O, y que interseca a P, y Pr. Como QC, es no esencial, el Lema 3.25 nos asegura
que o bien todas las componentes conexas de QQC,, alcanzan a a (son adherentes a @ en X) o bien
todas ellas alcanzan a a* (son adherentes a a* en X). En consecuencia, existe una componente
conexa de QC, que interseca a 0F,, y 0P} para cualquier m < n. Fijado m > 1 y tomando
puntos pi' € QC, NOP,, ¢ € QC, N OP;. Al pasar a una subsucecién, podemos asumir que
pt— p™ € 0P, y q — q™ € OF} . Por el Lema 1.24, p™ y ¢ pertenecen a la misma cuasi-
componente (QC, por lo que QC' interseca a P, y P . Como m era arbitrario, deducimos que QC
es esencial, por lo que QC C O,. H

El lema anterior sugiere una particion por clopens que va a ser bastante relevante para las
demostraciones de la seccion siguiente.

Corolario 3.27.
BNB*"=0.U0,U O,

es una particion por clopens, donde O, y Oy« vienen dadas por la union de todas las cuasi—
componentes de BN B* que no estin en O, y que son adherentes a {a} y {a*}, respectivamente, y

O0,NV*=0=0, NV del Lema 3.26.

Demostracion. Claramente es una particion disjunta, y como O, es un clopen, es suficiente com-
probar que O, y Og« son cerrados. Demostremos que O, es cerrado. Supongamos que (p,) es un
sucesion de puntos de O, que converge a p € BN B*. Como QC,, es adherente a {a} para cualquier

n, los argumentos del Lema 3.26 nos aseguran que ()C,, es adherente a {a}, y asi, p € O,.
]

3.6. Dinamica de un par atractor—repulsor

Teorema 3.28. El niumero de cuasi—componentes esenciales de BNB* es igqual a dz’m(ﬁl (X;K))+1.

Como un corolario, cuando X es el conjunto inestable compactificado de un conjunto invariante
aislado K obtenemos el Teorema 3.1. Recordemos que la Proposicion 3.24 nos decia que si consi-
deramos la topologia de subespacio en lugar de la topologia intrinseca en W*(K) o si la dindmica
original no fuera invertible, solo obtenemos la cota superior de dim(H;(X)) + 1 para el ntimero de
cuasi—-componentes esenciales de X \ {a,a*}.

La demostracién del Teorema 3.28 estd organizada de la manera siguiente. Primero, introdu-
ciremos una familia adaptada de recubrimientos abiertos de B N B* y de X, y describiremos los
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homomorfismos conectantes (entre las dimensiones 0 y 1) de la sucesién exacta de Mayer—Vietoris
asociada al par B, B* a escala dichos recubrimientos. Entonces, probaremos la cota superior para
el nimero de cuasi-componentes esenciales en la Proposicién 3.32, y finalizamos esta secciéon con
la demostracion de la Proposicién 3.34.

3.6.1. Homologia de Cech de la regién de atraccién

Si H,(X;K) tiene dimensién finita, el Lema 1.17 nos garantiza que las proyecciones my :
Hy(X;K) — HY(X;K) son inyectivas si el recubrimiento abierto ¢ es lo suficientemente fino,
es decir,

(%) Tm(m) es isomorfo a H,(X;K) si U es més fino que un recubrimiento abierto fijado W.

SiV=WyV =VV V), entonces f. : H;" (X;K) = H)(X;K) restringe a un isomorfismo
entre Im(my) y Im(my). Su inversa viene dada por la composicién del isomorfismo Im(my) —
Im(my) con la restriccién de (1), : HY"(X;K) — HY'(X;K), para algtin V" més fino que f(V)
(recordemos que f es un homeomorfismo y, en particular, es abierto). Existe un isomorfismo entre
Im(my) y Im(my) puesto que si V' = f~1(V), V' = f(V') y f es un homeomorfismo, entonces
V' = f(V) =V = W, y asi, (*) nos asegura que Im(my) y Im(my) son isomorfos a H(X;K).
Concluimos que f, : H,(X;K) — H,(X;K) es conjugada a f, : Im(my») — Im(my). Y de manera
analoga, podemos probar que:

Observacién 3.29. Si V = W, entonces f™ : Hy(X;K) — H,(X;K) es conjugada a f™ :
Im(my) — Im(my) para cualquier V' =V V f7XV) V...V f7™(V).

El lema siguiente arroja algo de luz sobre la relacion entre las topologias de B y de X. Resultados
afines en términos cohomolégicos fueron obtenidos en [Ruiz del Portal y Sanchez-Gabites(2014)] y
[Hernandez-Corbato, Ruiz del Portal, y Sanchez-Gabites(2020)].

Lema 3.30. Supongamos que W es un recubrimiento abierto de X definido por (%). Sea B un
recubrimiento abierto dindmico de B que refina a Wip = {UNDB : U e W} y sea Z un entorno
compacto de a en B. Entonces, la imagen de la aplicacion inducida por la inclusion,

Hy'(Z:K) = HY(X;K),

no contiene ningin elemento no trivial de Im(my).

Demostracion. Como la aplicacién factoriza a través de Hf ”"(7";K) para cualquier Z C Z' C B,
podemos suponer que Z es positivamente invariante de f. Entonces f induce una aplicaciéon f, :
HY?(Z:K) — HY?(Z:K) que envia v = [d a fu(y) = [f4(c)], donde fy(c) es también un ciclo
formal B—pequenio contenido en Z debido a que B es dindmico y f(Z) C Z. Como a es un atractor
global en B y como Z es compacto, fijado un elemento V, € B tal que a € V,, existe m tal que
f™(Z) C V,. Por tanto, f"(y) = [ f;%"(c)} representa la clase trivial por la Proposicién 1.5 para el

caso ¢ > 1 y por el Corolario 1.40 para el caso g = 0.
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Como B es dindmico, B también refina a la restriccion a B de W,,, = WV f W) V...V f~™(W).
Existe un diagrama conmutativo donde las flechas horizontales son inducidas por la inclusién:

Hy'#(Z;K) — H"(X;K)

fl"l lfi”

Hy'*(Z;K) —— HY(X;K)

Ahora, como la flecha vertical izquierda es el morfismo cero y la flecha vertical derecha restringe a
un isomorfismo entre Im(my,,) y Im(my) por la observacién anterior, de todo esto se sigue la tesis

de este lema.
O]

Proposicién 3.31. Seai: B — X la inclusion. Si dim(H,(X;K)) es finita, entonces la aplicacion
inducida i, - Hy(B;K) — H,(X;K) es cero.

Demostracion. Veamos que para cualquier recubrimiento abierto Xy de X, existe un recubrimiento
abierto B de B tal que B = Xyp = i () y que i, : HY(B;K) — H;?(X;K) es cero. De esta
manera, como el siguiente diagrama

Hy(B; K) ———— H,y(X;K)

!
7l X,
i~ 1(xp) 0

i~
HE(B;K) ——— Hy “(B;K) ———— H(X;K)

T
i~1(xp),B

es conmutativo (por la Observacién 1.15), tenemos que 7y, © i, es cero. Como el recubrimiento
abierto Xj era arbitrario, concluimos que 4, : H,(B;K) — H,(X;K) es cero.

Sea P(t) € K] el polinomio caracteristico de f, : H,(X;K) — H,(X;K), y sea d su grado. El
teorema de Cayley—Hamilton nos garantiza que P(f,) es 0.

Consideremos el diagrama conmutativo siguiente:

TX, X

Hy(X;K) % HY (X K) Y B (X K)

P(f*)OJ/ lp(f*)

H,(X;K) HP(X;K),

71")(0

donde la aplicacién de la columna derecha esta bien definida puesto que el recubrimiento abierto
X, es elegido de tal manera que X, = Xy V f~1(Xp) V...V f~4(A), y el recubrimiento abierto X,
de X es elegido como en la demostracion del Lema 1.17, y asi, Im(mx, x,) = Im(7y, ).

Sea u' € H"'(X;K). Por lo que 7y, x, (v') € Im(7x, x,), v asi, como Im(7mx, x,) = Im(mx,),
tenemos que Ty, x, (v') € Im(7y,), por lo que existe u € H,(X;K) tal que 7, (u) = Ta, x, (u).
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Como 7, ((P(f))(u)) = mx,(0) = 0, y como el diagrama anterior es conmutativo, tenemos que

(P(£.)) © ) () = 0.

Acabamos de probar que dado un recubrimiento abierto Xy de X existe un recubrimiento abierto
A) de X tal que la aplicacién P(f,) : qul (X;K) — H;VO (X;K) esta bien definida y es igual a 0.
Sea B un recubrimiento abierto dindmico de B que refina a X}z = i~'(X;) (la existencia de dicho
recubrimiento fue discutida en la Observacién 3.4), por lo que tenemos que el diagrama siguiente

B . s 1 .
HE(B; K) — H} (X;K)

P(f*)l lp(f*)o

HE(B;K) —— H(X;K)

es conmutativo. El término independiente de P(t) es no nulo ya que f, es inyectiva (recordemos que
f« es un isomorfismo), por lo que existe una serie S(t) € K[[¢]] tal que P(t)-S(t) = S(t)- P(t) = 1.
Y asi, P(f) o S(f.) = Idusix) v S(fi) o P(f.) = lduspx) (tenemos que S(f.) : HE(B;K) —
H f(B ; K) esta bien definida puesto que B es un recubrimiento abierto dindmico de B y que a es un
atractor global estable cuando la dindmica de f esta restringida a B, ver la Seccién 3.3), por lo que
P(f.) : H}(B;K) — HZ(B;K) es un isomorfismo. De esto tltimo y del hecho de que el diagrama
anterior es conmutativo, se sigue que i, : H?(B;K) — H;*(X;K) es cero.

O

3.6.2. Eleccién de una familia adaptada de recubrimientos abiertos

De ahora en adelante (hasta el final de este capitulo), usaremos las letras U y V para deno-
tar recubrimientos abiertos de B N B* y los recubrimientos de X llevaran dos subindices como
explicaremos més adelante.

Definimos ahora una familia de recubrimientos abiertos & de B N B*. Sea V un recubrimiento
abierto de BN B* y sea O, un entorno clopen (que es ademds V—clopen) de las cuasi-componentes
esenciales. Aplicamos el Lema 3.26 y el Corolario 3.27 para obtener entornos abiertos V y V de
a y a*, respectivamente, tales que Vo N V_O* = (), Vo \ O, no interseca a ninguna cuasi-componente
adherente a a* y Vi \ O, no interseca a ninguna cuasi-componente adherente a a. Definimos un
recubrimiento abierto U de B N B* que refina a V de la siguiente manera. La restriccion de U a
O, es la familia de conjuntos abiertos de la forma V N (X \V5) o VN (X \Vy), donde V € V y
V C O,., mientras que en O, U O« la condicién adicional para U es que O, y O, sean U—clopens.
Nétese que ningtin elemento de U interseca Vj y V_O* a la vez, un requerimiento para las sucesiones
exactas de Mayer—Vietoris.

La familia de recubrimientos abiertos U de B N B* obtenida de esta manera es denotada por
Cov(BNB*) (no confundir con la misma notacién usada en el Capitulo 1). Claramente, Cov(BNB*)
es cofinal en la familia de los recubrimientos abiertos de B N B*, en el sentido de que cualquier
recubrimiento abierto de B N B* tiene un refinamiento en Cov(B N B*). Establecemos como una
observacion que si i es ademés mas fino que algin recubrimiento abierto dado de BN B*, obtenemos
una subfamilia de Cov(B N B*) que sigue siendo cofinal.
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Dado U € Cov(B N B*). Sean {V3} y {V;;} bases de entornos abiertos de a y a* que estén con-
tenidas en Vg y Vi, respectivamente. Los indices son (parcialmente) ordenados como los elementos
de las bases: X > X si y solo si Vy C V), siendo 0 el minimo elemento, y similarmente para .

Definimos
Z/{,\”u =UU {V)\, V:}

y denotamos por Cov(X) a la familia de recubrimientos abiertos de X obtenidos de esta manera. De
nuevo, Cov(X) es cofinal en la familia de recubrimientos abiertos de X y si ademds imponemos que
U sea méas fino que un recubrimiento abierto dado, seguimos produciendo una subfamilia cofinal.

Enfatizamos que la forma de U, y de la de U), ,,, depende de la eleccién del V—clopen O,. Esto no
esta reflejado en la notacién, pero nétese que una eleccién diferente de O, produce entornos Vs y V'
diferentes. Existe una eleccién (de alguna manera) canénica de O,, la unién de las V-componentes
que contienen a las cuasi-componentes esenciales. Sin embargo, en principio, hasta que no probemos
la Proposicién 3.32, podria existir un nimero infinito de cuasi-componentes esenciales por lo que
O, podria no ser clopen.

Del Lema 3.26 se sigue que para cualquier Uy , € Cov(X),

B = (0. U0, U{a})U O,
es una separacion de B en dos conjuntos U ,—clopens y
B*= (0. U0, U{a"}) U0,

es una separacion de B* en dos conjuntos Uy ,—clopens. Para ser mds precisos, restringiremos la
primera particién a Ko = X \ V57 C B. Como O,+ es un U—clopen y O, N'Vy = ) para cualquier
A, deducimos que Oy« N Ky es un Z/l,\,u‘ Kofclopen para cualquier A\ y u. Y asi, tenemos la siguiente
separacion de K en subconjuntos Z/IMA| Ko—clopens:

Ko = (0. U0, UVy)N Kpy) U(Og N Kp). (3.2)

Andlogamente, obtenemos una separacién de K§ = X \ V4 en subconjuntos Z/{,\M o« —clopens:
0

K = ((0. U0, UV A K} U (00N KY). (3.3)

3.6.3. Una interpretacion de la sucesiéon de Mayer—Vietoris

Para cualquier U, , € Cov(X), denotamos K3 := X \ Vi y K, := X \ V,*. Consideremos los
siguientes trozos de la sucesiéon de Mayer—Vietoris para homologia

U, Ay

e Hl (X) [ U U, U,

Hy""(KiNK,)— Hy " (KX) @ Hy " (K,) — ...
y de la sucesion de Mayer—Vietoris para cohomologia

A* * *
e Yy (X) A HY (KGN K,) e HY (K3 @ H) (K,) —— ...
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asociados al par K3}, K,,.

Veamos en un caso particular como A* funciona. Sea V € Cov(B N B*) y sea A un subconjunto
V—clopen de BN B*. La funcién caracteristica X4 de A es constante sobre cada elemento de V por
lo que define una clase [X4] en el 0-ésimo grupo de reducida cohomologia de K} N K, a escala
Uy, para cualquier recubrimiento abierto U que refine a V (ver el Ejemplo 1.60). En vista de la
sucesién de Mayer—Vietoris de antes, obtenemos las clases A*([X4]) en Hz}{A,M(X ). En el siguiente
parrafo demostraremos que todas estas clases son esencialmente las mismas, en el sentido de que
todas ellas son representadas por el mismo 1—cociclo y, en consecuencia, definen la misma clase en
H'(X;K).

Un 1-cociclo Uy ,—pequenio que representa a A*([X 4]) puede ser obtenido de la siguiente manera.
Tomemos un 0-cociclo en K73, la restriccién de X4 a K73, y un O-—cociclo en K, la aplicacion cero en
K, cuya diferencia es igual a la restriccién de X4 a K§ N K,,. Definimos &+ : X x X — K como
§(Xa) en K§ x K y como ¥» = 0 en otro caso. Entonces, &+ es un 1-cociclo U, ,~pequeno que
representa a A*([X4]).

Nétese que si x y x’ son U, ,—cercanos, entonces 1 se anula en (x,2') ano ser que x € Ay
x’ ¢ A, o viceversa. Sin embargo, como A es V-clopen y U refina a V, puntos U, ,—cercanos que
son separados por A deben permanecer a Vy o V', Asf, i (z,2') es no trivial solo si x, 2" € Vi
y exactamente uno de ellos pertenece a A. Esta descripcién sigue siendo valida si comenzamos con
U' =~ U siempre y cuando V" no cambie. Por tanto, gMru es la restriccion a pares U, ,—cercanos del
1—cociclo ¢ definido como sigue:

1 st zeV\A 2 eVpnA,
E(r,2)=< -1 si zeVognA, 2 eVy\A,

0 en caso contrario.

El 1-cociclo & es Vyopequeno (puesto que () es Vpo-localmente cero ya que ¢ cumple que
E(x,x') es igual a (§(Xa))(z,2) si z,2" € Vj e igual a 0 en caso contrario) y podria ser usado
para calcular la integral de A*([X,]) a cualquier escala mas fina que U, ,.

3.6.4. Cota superior del nimero de cuasi—componentes esenciales

Proposicién 3.32. El niimero de cuasi-componentes esenciales de BNB* no excede dim(Hy(X;K))+
1.

Demostracion. Para n cuasi-componentes esenciales QC1, ..., QC, de BN B* construiremos n — 1
clases linealmente independientes en H;(X;K).

Consideremos O; entornos clopens de QC; que son disjuntos dos a dos (recordemos el Lema 1.24)
y sea O el recubrimiento abierto de B N B* compuesto por Oy, 0, ...,0, y (BN B*)\ (U, 0:).
Tomemos un refinamiento V de O en Cov(B N B*).

Denotemos por X; a la funcién caracteristica de O;. Por los argumentos de la Subseccién 3.6.3,
A*([X;]) es un elemento bien definido de H?“‘(X ; K) para cualquier & > V y cualquier A y p, en
particular para Voo =V U {V;, V;'}.

Por el Lema 1.17, la imagen de my, , : Hy(X;K) — H*(X;K) es igual a la imagen de Vool -
H?A’“ (X;K) — H (X K) para algin U, , € Cov(X) mas fino que Vy . Supongamos sin perdida
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de generalidad que U refina a V. Como O; es adherente a a y a*, y O; N K5 N K, es un U-clopen
U K;nk,—clopen, para ser precisos), podemos encontrar puntos x; € O; tales que existe un camino
de puntos Uy ,—pequeno de z; a a* dentro de K3 y un camino de puntos Uy ,—pequeiio de x; a a
dentro de K,,.

La existencia de los caminos de puntos previos nos garantiza la existencia de O-ciclos d; =
(z;) — (x,) en K} N K, que representan la clase de homologfa trivial a escala Uy , como 0-ciclos en
K3} y como O-ciclos en K. En vista de la siguiente sucesion exacta de Mayer—Vietoris:

o H (X)) =25 Ho M (K5 N K,) —— Ho ™ (K3) @ Ho (K

p) — ...

deducimos que [d;] € H(Z]A"‘ (KxNK,) pertenece a Im(A,), por lo que existe un 1-ciclo ¢; € C’?x’”(X)
tal que [d;] = A([ci]).

De la propiedad que define a i) ,, obtenemos clases «; € H,(X;K) que a escala Vo0 son iguales
a [¢;] (vistas como clases de homologia Vy o—pequenas). Por el Lema 2.18, tenemos que

Jawan=[ aeon= [ = o= - ) = 8
@i [ci] As([ed]) [d:]
donde la integral segunda y tercera son calculadas a escala V. Como la integral define una forma
bilineal, concluimos que {a,...,a,_1} es linealmente independiente en H YX;K) y de aqui se
sigue el resultado.

O

3.6.5. Calculo del niimero de cuasi—componentes esenciales

En los argumentos de esta subseccion, los recubrimientos solo se refinaran fuera de grandes
subconjuntos compactos, y las familias de recubrimientos que consideraremos (U, con U fijo)
coinciden en el conjunto compacto Ky N K.

Sea un subconjunto A C X. Dado el recubrimiento abierto X de X, recordemos que la estrella de
A con respecto de X, st(A, X'), viene dada por la unién de todos los elementos de X' que intersecan
a A. 'Y dado una cadena formal X—pequena c, si descartamos todos los simplices de ¢ que no estan
contenidos en A, obtenemos una cadena en A a la que denotamos por r4(c).

Lema 3.33. Sean X y X' dos recubrimientos abiertos de X tales que X' refina a X. Supongamos
que A es un subconjunto de X tal que X y X' coinciden en st(A, X) (es decir, el subconjunto de X
formado por todos los elementos de X que estdn contenidos en st(A, X) coincide con el subconjunto
de X' formado por los elementos de X' que estdn contenidos en st(A, X)).

Sea o € H;"(X). Dado un representante X -pequenio ¢ de mx x/(), existe un representante
X' —pequeno ¢ de « tal que ra(c) =ra(c).

Demostracion. Sea ¢y un representante X'—pequeno de «, es decir, [¢g] = a. Como ¢q y ¢ son ¢—
ciclos homélogos a escala X', existe una (g + 1)—cadena formal X—pequena d tal que ¢y — ¢ = 9(d).
Descomponiendo d como dy + dy, donde dy = 74t 1)(d), y definimos ¢’ := ¢ + 9(d;). Deducimos
de la definicién de dy que d; estd contenido en X \ A y que r4(c) = r4(c’). Finalmente, nétese que
co — ¢ = d(dy), por lo que [co] = [¢'] en H;Y'(X). O
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Una consecuencia inmediata de la Subseccion 3.6.4 es que el nimero de cuasi-componentes
esenciales es finito si el 1-ésimo grupo de homologia de Cech de X tiene dimensién finita. Tomamos
esto ultimo como hipotesis y denotamos a las cuasi-componentes esenciales por QC71, ..., QC,. Sean
O4,...,0, entornos clopens disjuntos dos a dos de QC4,...,QC, en BN B*, F € Cov(B N B*)
y las funciones caracteristicas X; como en la demostracién de la Proposicién 3.32. Demostraremos
que los elementos de H; (X;K) son caracterizados por los valores de las integrales de las clases de
cohomologia A*([X,]) sobre ellos.

Proposicién 3.34. Para cualquier o € H,(X;K),
/A*([Xj]) =0 para cualquier 1 < j <n—1 siy solo si a = 0.

Como consecuencia, la aplicacion lineal g - Hy (X;K) — K" dado por

sle)i= ([ A, [ ao)

es inyectiva, y asi, no existen mds de n — 1 clases del 1-ésimo grupo de homologia de Cech de X
que sean linealmente independientes, por lo que dim(H;(X)) <n — 1.

El resto de la subsecciéon esta dedicado a la demostracién de la Proposicién 3.34, que a su vez
termina la demostracion del Teorema 3.28. Las argumentos siguientes requieren hipdtesis adicionales
en los recubrimientos abiertos considerados. Recordemos los recubrimientos abiertos considerados
en la Subseccién 3.6.1:

= W es un recubrimiento abierto de X tal que Im(my) es isomorfo a H;(X) para cualquier

V= W.
» BB es un recubrimiento abierto dindmico de B que refina a Wp.

» Ademds, sea B* un recubrimiento abierto de B* que refina a Wz~ y que es dindmico para

=

Denotamos por Cov*(B N B*) a la subfamilia de los recubrimientos abiertos de B N B* que
refinan a la restriccién de B, B*, y automaticamente también de W, a B N B* y denotamos por
Cov*(X) a la subfamilia asociada de recubrimientos abiertos de X, es decir, sus elementos son de
la forma

Uny =UU{V, Vi)

con U € Cov'(B N B*). Supongamos ademas que los entornos V4 y V; son tan pequenos que
cualquier elemento de Cov*(X) refina a W. Claramente, Cov*(B N B*) es cofinal en la familia de
todos los recubrimientos abiertos de B N B*.

Por tanto, fijado un recubrimiento abierto U € Cov*(B N B*) més fino que F. Suponemos sin
perdida de generalidad (en vista de que el nimero de cuasi—-componentes esenciales es finito y de
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los comentarios de la Subseccién 3.6.2) que en la particién de B N B* (dada en el Corolario 3.27)
en subconjuntos U—clopens

BNB*=0,U0,U 0, (3.4)

asociada de la definicién de U, el conjunto O, es igual a la unién de las U—componentes C’j@’ que
contienen a QC;. Sea a € H,(X;K). Sean Vj y Vi entornos de a y a* definidos a partir de U y
O, y establecemos Ky = X \ Vj' v K = X \ Vj como de costumbre. Por el Lema 3.33, « tiene
representantes Uy ,—pequenos cy, para cualquier A y p que coinciden cuando son restringidos a
KN Ky. Més formalmente, existen 1-ciclos formales Uy ,~pequetios ¢y, tales que [cy ] = my, , (@)
y TKSQKO(C,\,#) es independiente de A y p (recordemos que T KonK; descarta los simplices que no
estan completamente contenidos en K, N K{). Los ciclos ¢y, pueden ser descompuestos como

Ko K . % .
Cau = Cyy, + €y, donde los ciclos son soportados en Ko y Ky, respectivamente, de manera que

8(05&) es independiente de A y p. Denotamos d := 8(05&) = —8(0?51). Se sigue que d es un
representante U ,—pequenio de A, ([cy,]) € Hélk"‘(Ko N K) para cualquier A y p.

Usando (3.4) para descomponer d como d, + d, + d,+. El siguiente paso es demostrar que d, y
dq+ son bordes de 1-cadenas formales U) ,~pequenas para cualquier \ y p.

Denotamos céfg simplemente por c. Siguiendo la separacién (3.2) de Ky, la cadena ¢ se divide
como cX + & . Tomar bordes preserva la descomposicién, por lo que d.+d, = 9(cX) y dy- = 9(c).
Como cEK es una cadena soportada en Oy« y Og N Vy = 0, concluimos que d,- es el borde de una
cadena U, ,—pequena en Ky N K. Usando un argumento similar para cgg y (3.3), llegamos a la
misma conclusion para d,.

Procedemos a estudiar d,.. Se puede descomponer como Z?:l d;, donde cada d; esta contenido
en CY. Recordemos de la Subseccién 3.6.3 que A*([X;]) puede ser interpretado como una clase en

H}, ,(X;K) para cualquier A y p. Podemos calcular la integral de A*([X;]) sobre o a escala Uo,o:

[aean=[ aea=[ = [ =) =xegld)  39)
a [co,0] A ([co,0]) (d]
Por el Lema 1.41, ch(dj) = 0 si y solo si dj es el borde de una 1-cadena formal {/-pequena en

C’JU C BN B’ o, equivalentemente, d; es el borde de una 1-cadena formal &/-pequena en Kj{j NK,,
para A; y u; suficientemente grandes . Asi, las integrales en (3.5) se anulan para todo j =1,...,n
si y solo si existen A y p tales que d. es el borde de una 1-cadena formal U ,~pequena en K3 NK,,.

La ultima condicién puede ser expresada como que [d.] sea el elemento trivial de Hg MKFNKY).

Notese que
o;(dj) = i | (de) = il =
> o) (;x><> [ wi= ]

[Xx]=0
el j=1 [de]
debido a que Xy, la funcién caracteristica de X, coincide con 2?21 X; en O, y es la aplicacién
constante de valor 1 en X, por lo que define la clase trivial de la cohomologia reducida H °(X;K)
de Cech de X. Concluimos por la Observacién 1.42 que si las integrales en (3.5) se anulan para

n — 1 valores de j, entonces se anulan para el restante j.
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Como d, y d,+ son bordes, tenemos que d. es un representante U, ,—pequenio de A,([cx,]) ¥
concluimos que los siguientes argumentos son equivalentes:

(1). La integral de A*([X;]) sobre « se anula para j =1,...,n — 1.

(2). [ca,] pertenece al nicleo del homomorfismo conectante A, @ Hi (X)) — HoM (K NK}) para

algin A\ y pu.

Elaboremos un poco mas la segunda condicién equivalente, que tomaremos como hipotesis.
Supongamos que Ay p estan fijados como los del argumento de (2). Por la construccién de Cov* (X)),

U, ,, refina al recubrimiento WV dado en (%) (ver la Subseccién 3.6.1) y por el Lema 3.30, H?A’”(KO)EB

Hih’” (K) — HY(X) es el morfismo trivial. Sin embargo, esta ultima aplicacién es igual a la
composicién de i, : H{™" (Ko) @ Hy™ (K5) — H{™(X) con mwy, , « H*(X) = HYY(X). Como
Twu,, Testringe a un isomorfismo de Im(7my, ) en Im(my), concluimos que Im(i.) = Ker(A,) tiene
interseccién trivial con Im(my, ). Pero [cy,] € Ker(A.) = Im(i.) y [ex,] = my, (o) por lo que
deducimos que [cy,] =0 en H(X).

En resumen, la condicién (1) es equivalente a que my, (o) = 0. Esto se mantiene para cual-
quier Uy, € Cov*(X) tal que U refina a F. Por tanto, « = 0 € H'(X;K), y asf, concluimos la
demostracion de la Proposicion 3.34.






Capitulo 4

Dinamica y autovalores en dimensién
cero

4.1. Introduccion

En este capitulo obtendremos resultados que relacionan los autovalores y autovectores de la
aplicacién inducida de f tanto en homologia como en cohomologia de Cech en dimensién cero
con ciertas propiedades dindmicas del sistema dindmico (X, f), siendo todos estos resultados ya
desarrollaros en [Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sdnchez-Gabites(2019)].

Nos centraremos en X espacio métrico compacto y totalmente disconexo. La razén es la siguien-
te: como los invariantes homologicos O—dimensionales miden solo las propiedades de conexion, es
de esperar que los resultados que obtengamos no involucren el comportamiento dindmico <en> las
componentes conexas de nuestro espacio de fase, sino més bien <entre> estas. Y asi, podemos co-
lapsar cada componente conexa a un punto, obteniendo un espacio compacto totalmente disconexo,
y consideramos la aplicaciéon inducida en este espacio cociente. O bien, como estamos considerando
X totalmente disconexo, tan solo nos interesa los invariantes homolégicos de dimensién cero puesto
que los de dimensiones mayores son triviales.

El caso de interés surge cuando X es infinito y tiene una estructura topologica muy complicada,
lo cual es una situacién comin tanto en sistemas dindmicos discretos como continuos. La teoria
de homologia o cohomologia que mejor se adapta al estudio de estos espacios no es la homologia
singular, sino més bien la homologia de Cech o incluso la cohomologia de Cech. En dimensién
cero, estas tienen una descripcién relativamente simple. Para cualquier espacio compacto X, su
grupo de cohomologia de Cech H°(X;C) puede ser identificado con el conjunto de aplicaciones
localmente constantes ¢ : X — C, y como los coeficientes son tomados en C, H°(X;C) es de
hecho un espacio vectorial sobre C, tal y como se vio en la Subseccién 1.2.6 del Capitulo 1. Por
otro lado, la homologia de Cech es el espacio vectorial dual de la cohomologia de Cech, es decir,
Hy(X;C) = Hom(H°(X;C);C). Esto tltimo es consecuencia del Teorema 2.14.

El resultado para la cohomologia de Cech es muy sencillo de establecer.

Teorema 4.1 (Teorema para Cohomologia). Sea X un espacio métrico compacto y totalmente
disconezo, y sea [ : X — X wuna aplicacion continua. Y sea f* : H°(X;C) — H°X;C) la

83
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aplicacion inducida de f. Entonces todo autovalor no nulo de f* es una raiz de la unidad.
El escenario cambia radicalmente, sin embargo, cuando se considera la homologia de Cech:

Teorema 4.2 (Teorema para Homologia). Sea X un espacio métrico compacto y totalmente dis-
conexo, y sea f: X — X una aplicacion continua. Y sea f. : Hy(X;C) — Hy(X;C) la aplicacion
inducida de f. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(I). Eziste A\ € C con || # 0,1 que no es un autovalor de f,.
(II). Ningin X € C con || # 0,1 es un autovalor de f,.
(III). Todo autovalor no nulo de f, es una raiz de la unidad.
(IV). (X, f) admite e-particiones dindmicas para todo € > 0.

Una e—particion dinamica U es una particion finita de X en subconjuntos clopens de didmetro
menor que € tal que la imagen de cada elemento de U estd enteramente contenida en otro (no
necesariamente distinto) elemento de U.

Que un sistema dindmico admita particiones dindmicas de cualquier tamano implica que su
entropia topoldgica es nula. La primera nocién de entropia topoldgica de un sistema dindmico
fue dada en [Adler, Konheim, y McAndrew(1965)] en funcién de los recubrimientos abiertos del
espacio de fase: sea X un espacio compacto y sea f : X — X una aplicacion continua. Para U
un recubrimiento abierto de X, denotamos por s(U) al minimo nimero de elementos de U que
recubren a X, es decir, el cardinal del subrecubrimiento més pequeno de U (el cual es finito por la
compacidad de X). El siguiente limite

lim log(sUV f~YU)V ...V [7THU)))

n—o00 n

Y

existe y es denotado por h(f,U). Y ademads, satisface la siguiente relacion: si V refina a U, entonces

h(f,V) = h(f.U).

Definicién 4.3. La entropia topoldgica de f es h(f) = sup h(f,U), donde el supremo es considerado
sobre todos los recubrimientos abiertos U de X.

Proposicién 4.4. Si {X;},., es una familia de subconjuntos cerrados y positivamente invariantes
de f tal que X =J..; X, entonces

icl
h(f) = supich(fix,)-

Y ademds, se prueba en la Seccién 3 de [Adler, Konheim, y McAndrew(1965)] que cuando nues-
tro espacio compacto X es también métrico, se tiene que:

Proposicién 4.5. Para cualquier sucesion de recubrimientos abiertos finitos {U,, } tal que Uy 11

refina a Uy, y que diam(U,,) — 0 cuando m — oo, se tiene que

h(f) = lim h(f,Uy).

m—o0

meN
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La existencia de una e—particién dinamica U implica que si z e y pertenecen al mismo elemento
de U, entonces sus sucesivas imagenes nunca se separan a una distancia mayor que €. Asi, si § es
un nimero de Lebesgue de U (por ejemplo, si § es menor que la distancia més pequenia entre entre
cada par de elementos distintos de Uf), se sigue que para todo par de puntos tales que d(z,y) < 4,
entonces d(f"(x), f"(y)) < € para todo n > 1. Es decir, f no es positivamente expansiva a no ser
que X sea finito. Por otro lado, la existencia de e—particiones dinamicas para cualquier ¢ > 0 nos
permite construir una sucesién de particiones dindmicas finitas {U,,} como la de la Proposicién
4.5 (para U,, una e-particién dindmica, consideramos una €¢'—particién dindmica U,,.; con € menor
que un numero de Lebesgue de U,,,11). Como U,, es una particiéon dindmica finita, no es muy dificil
comprobar que Uy, = Uy, V f7HUp) V...V [T U,,) para cualquier n, por lo que

W(F2h) = tim 2B VS UV VU)o (s(WUn)

n— 00 n n— o0 n

=0,

y asi, h(f) = 0. De todo lo anterior, tenemos ademas el siguiente corolario del Teorema 4.2:

Corolario 4.6. Sea X un espacio métrico compacto y totalmente disconezo, y sea f: X — X una
aplicacion continua. St la entropia de f es no nula o f es positivamente expansiva y X es finito,

entonces todo A € C con |\ # 0,1 es un autovalor de f, : Hy(X;C) — Hy(X;C).

De hecho, la existencia de e-particiones dindmicas para todo € > 0 es una condicién muy fuerte;
tanto asi que permite una descripcién bastante detallada de la dindmica de (X, f):

Teorema 4.7. Sea X un espacio métrico compacto y totalmente disconezxo, y sea f: X — X una
aplicacion continua. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(I). (X, f) admite e—particiones dindmicas finitas por clopens para todo € > 0.

(II). El w-limite de todo punto de X es o bien una drbita periddica o bien un adding machine;
ademds, estos son estables con respecto a los conjuntos clopens.

Recordemos que un conjunto invariante cerrado ¥ C X es llamado estable en el sentido de
Lyapunov si tiene una base de entornos positivamente invariantes. Introducimos la estabilidad
con respecto a los conjuntos clopens como una condicién incluso mas fuerte: significa que Y
tiene una base de entornos clopens positivamente invariantes. Esta condicién surgira naturalmente
cuando probemos el Teorema para Homologia.

La caracterizacién del Teorema 4.7 esta estrechamente relacionada con el trabajo de Buescu,
Kulezycki y Stewart [Buescu y Stewart(1995), Buescu, Kulezycki, y Stewart(2006)] como detalla-
remos en la Seccion 4.5, Teorema 4.22.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera. En la Seccién 4.2 se presentan definiciones
elementales y resultados sobre particiones. La Seccién 4.3 contiene la demostracion del Teorema
para Cohomologia, mientras que el Teorema para Homologia sera probado en la Seccién 4.4, y el
Teorema 4.7 sera probado en la Seccion 4.5.
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4.2. Definiciones y resultados sobre particiones

Resumiremos aqui algunas definiciones y resultados simples sobre particiones que usaremos
frecuentemente a lo largo de todo este capitulo. Como siempre, X denota un espacio métrico
compacto y totalmente disconexo, y f : X — X una aplicacién continua. Recordemos que tal
espacio X tiene una base topoldgica de subconjuntos clopens.

Una particién de X es una coleccion de conjuntos disjuntos dos a dos de X cuya union es igual
a X. Aunque nunca estableceremos esto explicitamente, todas las particiones de este capitulo serdn
finitas y consistiran de conjuntos clopens. Recordemos que una particion i es llamada dinamica si
para todo U € U existe U' € U tal que f(U) C U’ (es decir, U refina a f~!(U)). También, diremos
que U es una e—particion si todos sus elementos tienen didmetro menor que €.

Dadas dos particiones por clopens, U y U’, su refinamiento comun U V U’ es también una
particion por clopens. Las siguientes afirmaciones son sencillas de probar:

» Sild y U’ son particiones dindmicas, entonces U V U’ también lo es.
= Si U o bien U’ es una e—particién, entonces U V U’ también lo es.

» Maés generalmente, suponemos que U y U’ son tales que para cualquier p € X el elemento en
U o bien U’ que contiene a p tiene didmetro menor que €. Entonces U VU’ es una e—particién.

Sead = {Uy,...,U,} una particién de X. El itinerario / de un punto p € X con respecto
a U es la sucesion I = agpa; ... donde cada ay es el subindice ¢ del conjunto U; al que pertenece
1%(p), es decir, si f*(p) € U; definimos ay, := i. Nétese que el itinerario de f(p) es entonces a;as . . .,
el resultado de eliminar el primer simbolo de I y desplazar todo una posicién a la izquierda, por
tanto a; ahora ocupa la posiciéon O—ésima y asi sucesivamente. Denotaremos a esta aplicacién por
0.

Escribiremos frecuentemente <existe un nimero finito de itinerarios con respecto a U> para
decir que el conjunto Z de itinerarios con respecto a U que son realizados por los puntos de X es
finito. Si p realiza un itinerario I, entonces f(p) realiza el itinerario o(I), y asi, o lleva Z en Z. Y
las dos afirmaciones siguientes no son muy dificiles de probar:

» Sild y U’ son dos particiones tales que existe solo un nimero finito de itinerarios con respecto
a cada una de ellas, esto también ocurre para U V U'.

= Si U es una particién dindmica, entonces existe solo un numero finito de itinerarios con
respecto a U (recordemos que todas las particiones que estamos considerando son finitas).

Suponemos que existe solo un nimero finito de itinerarios con respecto a una particion U y
sea Z el conjunto de aquellos itinerarios. Consideremos la aplicacién desplazamiento o : 7 — 7
y la sucesién encajada de imagenes Z D o(Z) D ¢*(Z) D .... Como T es finito por suposicién,
existe k tal que o*(Z) = o*"1(Z) = .. .. Denotemos por Z; a este conjunto donde las imagenes de
o se estabilizan. Entonces la restricion oz, : Zy — Zy es sobreyectiva y, como Z; es finito, es una
biyeccién. En particular, existe s tal que (01z,)® = Id. Es decir, todo itinerario de Z, es periédico
de (no necesariamente minimal) periodo s. Asi, hemos probado lo siguiente:
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= Si existe solo un nimero finito de itinerarios con respecto a U, existen k y s tales que para
cualquier p € X el itinerario de f¥(p) es periédico de periodo s.

Noétese que el conjunto de itinerarios de puntos de f(X) es precisamente o(Z). Si f es sobre-
yectiva, entonces f(X) = X y asi 0(Z) = Z. En ese caso, podemos tomar k = 0 en los argumentos
anteriores y concluir que todo itinerario es periédico de periodo s. En particular, f*(U) C U para
cualquier U € U y, debido a que los U particionan X y f es sobreyectiva, tenemos que f*(U) = U.

Esta condicion de finitud juega un importante rol en la construccién de particiones dindmicas,
como damos fe en el siguiente lema:

Lema 4.8. Sea V = {Vy, ..., V,,} una particion por clopens de X y suponemos que existe un nimero
finito de itinerarios con respecto a V. Sea I el conjunto de aquellos itinerarios. Consideremos la
coleccion V' ={V(I) : I € I}, donde V(I) contiene todos los puntos de X que siguen el itinerario
I. Entonces V' es una particion dinamica de X que refina a V.

Reciprocamente, stV tiene un refinamiento U que es una particion dinamica, entonces el con-
Junto de itinerarios con respecto a V' es finito.

Demostracion. Claramente V' es una particion de X por definicién. Por hipdtesis el conjunto Z es
finito, y por tanto, V' también lo es. Si el itinerario I viene dado por aga; . . ., entonces V(1) admite
la descripcién V(I) = (Vo /¥ (Va,), €l cual es cerrado ya que viene dado por la interseccién
de subconjuntos cerrados. Como V' es una particién finita por cerrados, tenemos que todos sus
elementos son también abiertos puesto que el complementario de cada uno de ellos es un cerrado
por ser la unién finita de cerrados, y asi, V' es una particion de X por subconjuntos clopens.
Notemos que p € V; si y solo si su itinerario con respecto a ¥V comienza con un 7, por lo que )V’
refina a V. Por otro lado, V; es la unién de los V(I) donde I abarca todos los itinerarios de Z que
comienzan con el simbolo i. Finalmente, observemos que si p sigue un itinerario I, entonces f(p)
sigue el itinerario o(I). Y asi, f(V(I)) C V(c(I)), y por tanto, V' es una particién dindmica.

La demostracién del reciproco es similar. Como la particion U es dinamica, tenemos que el
numero de itinerarios con respecto a U es finito, por lo que el cardinal de U’ es finito, y asi, como
U’ es un refinamiento de V' (esto tltimo no es muy dificil de comprobar), tenemos que |[U'| > |V,
concluyendo asi que el cardinal de V' es finito. O]

A veces consideraremos particiones de la forma U = {X \ U,U}, donde U es un subconjunto
clopen de X, y hablaremos del itinerario con respecto a U en lugar de U. Denotamos los
elementos de U como Uy := X \ U y Uy := U, el itinerario de un punto p € X con respecto a U es
solo una sucesién de ceros y unos tal que su k—ésima posicién es un 1 si f¥(p) € U o bien un 0 si
fEp) € X\ U.

Concluimos esta seccion con lemas de extensién de recubrimientos dindmicos cuyo interés que-
dara claro mas adelante. Recordemos de la Seccién 4.1 que un conjunto cerrado Y C X se dice que
es estable con respecto a los conjuntos clopens si posee una base entornos clopens positivamente
invariantes.

Lema 4.9 (Extendiendo una e—particién dindmica I). Sea Z C X estable con respecto a los con-
juntos clopens y suponemos que W = {W;},_, es una e-particion dindmica de Z (con la topologia
inducida). Entonces, existe una e-particion dinamica V = {Vi},., de un entorno clopen positiva-
mente invariante de Z en X tal que V; N Z = W,.
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Demostracion. Denotamos por r a la aplicacién de A que satisface f(W;) C W,(). Como X es
totalmente disconexo, para cada i € A podemos elegir un entorno clopen de W; en X, digamos W/,
de didametro menor que € y tal que f(W}) N W; # 0 solo para j = r(i).

Como | J;c, Wy es un entorno de Z en X y Z es estable con respecto a los conjuntos clopens, existe
un entorno clopen positivamente invariante P de Z contenido en (J;., W;. Definimos V; := W/ N P,
dicho conjunto es clopen en X ya que W} y P lo son. Tenemos que {V;},., constituye una particion
de P. Nétese también que la eleccién de W/ garantiza que diam(V;) < e. Solo queda comprobar
que {Vi},c, es una particién dinamica. Consideremos cualquier ¢ € A. Por un lado, V; C Py por
tanto f(Vi) C f(P) C P =,c Vi ya que P es positivamente invariante. Y por otro lado, V; C W/
y por tanto f(V;) C f(W]), por lo que f(V;) NV; C f(W;) N W}, el cual es vacio a no ser que
j = r(i). Como ya hemos visto que f(V;) estd contenido en la unién de todos los Vj, se sigue que
f(Vi) € Vigyy- O

Lema 4.10 (Extendiendo una e-particién dindmica I1). Asumiendo que P es un subconjunto clopen
positivamente invariante de X yV = {V;} es una e—particion dindmica de P. Entonces, podemos
agregar subconjuntos clopens de X a V para obtener una e—particion dindmica de f~(P).

Demostracién. Nétese que f~H(P)\ P es clopen en X y es naturalmente particionado por los
subconjuntos {f~1(V;) \ P}, los cuales son también clopens en X. Como X es totalmente disconexo,
cada uno de estos clopens pueden ser particionados en subconjuntos de diametro menor que €. Y
agregandolos a V, obtenemos una e—particiéon dindmica de f~1(P). O

4.3. Demostracion del Teorema para Cohomologia

En esta breve seccion probaremos el Teorema para Cohomologia, el cual establece que los
autovalores no nulos de f*: H°(X;C) — H°(X;C) son todos raices de la unidad.

Recordemos que H %(X;C) puede ser identificado como el C—espacio vectorial de todas las
aplicaciones localmente constantes en X. Bajo esta identificacion, la accion del homomorfismo
inducido f*: H°(X;C) — H°(X;C) es simplemente ¢ + p o f.

Suponemos que A € C es un autovalor no nulo de f*: H°(X;C) — H°(X;C). Entonces existe
una aplicacién localmente constante ¢ : X — C no nula tal que f*(¢) = A-p, es decir, po f = X-¢.
Usando el hecho de que ¢ es localmente constante y que X es compacto, es sencillo ver que ¢ toma
solo un nimero finito de valores cq, ¢y, . . ., ¢,, donde al menos uno de ellos es distinto de cero ya que
¢ es no nulo, y la coleccion U := {U; := ¢~ !(c;)} constituye una particién de X en subconjuntos
clopens. Como @ o f = X - ¢, para cualquier i tenemos que ¢(f(U;)) = A - o(U;) = X - ¢, por
tanto ¢ es constante sobre f(U;) y, en consecuencia, existe j tal que ¢; = A-¢; v f(U;) C U;. En
la terminologia introducida anteriormente, I/ es una particién dinamica de X. Recordemos de la
Seccion 4.2 que esto garantiza automéaticamente que solo existen un niimero finito de itinerarios con
respecto a U, y en particular, existen k y s tales que el itinerario de f*(p) es periédico de periodo
s para cualquier p € X. Tomemos p tal que ¢(p) # 0. Debido a lo anterior y a la definicién de U,

tenemos que ¢(f*5(p)) = (f*(p)), por lo que \¥+ - o(p) = A¥ - p(p), y asi, \* = 1.
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4.4. Awutovalores y e—particiones. Demostracion del Teore-
ma para Homologia

En esta seccién probaremos el Teorema para Homologia. Serd conveniente probar este teorema
en esta forma ligeramente diferente:

Teorema 4.11. Sea X un espacio métrico compacto y totalmente disconexo, y sea f : X — X una
aplicacion continua. Y sea f. : Ho(X;C) — Hy(X;C) la aplicacion inducida de f. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(I). Existe A € C con || # 0,1 que no es un autovalor de f,.
(1I). Ningin X\ € C con |\ # 0,1 es un autovalor de f,.
(II1). Todo autovalor no nulo de f, es una raiz de la unidad.
(IV). (X, f) admite e—particiones dindmicas para todo € > 0.
(V). El nimero de itinerarios diferentes con respecto a cualquier particion de X es finito.
(VI). El nimero de itinerarios diferentes con respecto a cualquier clopen de X es finito.

La parte del Teorema 4.11 que requiere la mayor parte del trabajo es la demostracién (1) =
(IV'). Asi que nos centraremos en ella primero. Como el argumento es ligeramente intrincado,
daremos un primer esbozo aqui. La principal dificultad técnica radica en el subconjunto Per,.(f), el
cual es definido como el subconjunto formado por los puntos que son periddicos por f de periodo
a lo sumo r. Serad sencillo producir la particion deseada «fuera» de este subconjunto y también
«dentro» de este subconjunto, pero pegarlas requerida de algo de trabajo. Primero consideremos el
caso en el cual f es sobreyectiva. Un argumento aritmético producird un nimero natural r(\) que
solo depende de A y, para cualquier r > r()\), demostraremos que:

(1). Restringiendo nuestra atencién al sistema dindmico (Per,(f), fiPer,( f)), dicho sistema posee
una e—particién dinamica;
(2). esta puede ser extendida a una e—particiéon dindmica de un entorno clopen positivamente

invariante P de Per,.(f);

(3). siendo A el subconjunto de puntos de X cuya semi-6rbita positiva eventualmente entra en P
(y permanece alli ya que P es positivamente invariante), la particién en (2) puede ser extendida
a una e-particién dindamica de A;

(4). existe una particién dindmica de X \ P que es una <e—particion médulo P>: todo elemento de
la particion tiene diametro menor que € o, si no, esta contenido en P;

(5). tomando el refinamiento comin de las particiones de (3) y (4) obtenemos una e-particién
dindmica de todo el conjunto X.
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La demostracién cuando f es no sobreyectiva serd construida a partir del caso sobreyectivo.
Consideraremos el subconjunto invariante mas pequeno en el cual f es sobreyectiva, que es Y =

>0 f"(X), y probaremos que:

(6). La hipétesis del teorema se mantiene para la restriccién fjy : Y — Y, y por tanto, existe una
e-particién dindmica de Y ya que fjy es sobreyectiva;

(7). la particién de (6) puede ser extendida a un entorno clopen positivamente invariante de Y en
X

(8). la particién de (7) puede ser extendida a una e—particién dindmica de todo X.

Como el lector puede ver, extender particiones dinamicas es un paso clave en las demostraciones.
Aqui es donde el Lema 4.9 y 4.10 seran utiles. El primer lema extiende e—particiones dindmicas
de un subconjunto cerrado (el cual necesita satisfacer algunas hipdtesis adicionales) a un entorno
clopen positivamente invariante; esto es usado en el paso de (1) a (2) y en el paso de (6) a (7). El
segundo lema extiende e—particiones dindmicas de subconjunto clopen positivamente invariante a
su preimagen por f; usamos esto en el paso de (2) a (3) y en el paso de (7) a (8).

4.4.1. Demostracion de (/) = (IV) para f sobreyectiva

Primero, necesitamos un lema técnico. Dicho lema no involucra dinamica o topologia. Para
cualquier r = 0,1, 2, ... denotamos por S, al conjunto de las sucesiones (ay) de ceros y unos tal que
cuando un término de la sucesién es uno, los siguientes r términos (al menos) son ceros. Es decir,
si ax = 1, entonces axy1 = ... = agy, = 0.

Lema 4.12. Sea A € C con mddulo |\| > 1. Para r suficientemente grande, si dos sucesiones (ay)

y (bg) de S, satisfacen que
S apd =) At

k>0 k>0

entonces dichas sucesiones deben de ser iguales.

Demostracion. Supongamos que las sucesiones (ai) y (bg) difieren. Cancelando el bloque inicial
(potencialmente vacié) de términos donde ambas sucesiones coinciden, podemos asumir sin per-
dida de generalidad que ag # by, y asi, se tiene la diferencia ag — by = +1. Tomando mddulos y
reordenando términos, tenemos que

|ak —bk\ Ck
1< E _— = E —, 4.1
B A AF 4

k>1

donde hemos definido ¢, := |ay — bx|. Nétese que (¢x) es una sucesién de ceros y unos con ¢y = 1.
La condicién de que (ag) y (bx) pertenezcan a S, implica que la siguiente propiedad se cumple:
cualquier bloque B de r términos sucesivos de (¢) contiene, a lo sumo, dos entradas distintas de
cero (las cuales son, por tanto, unos).
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Ahora pensemos en la sucesién (c;) agrupada en bloques de r términos tal que asi:

CoC1 .- -Cr—1y CrCpyq...Cop—1, CopCopt1..-C3p—1,y «-..

Como acabamos de mencionar, cada uno de estos bloques contiene a lo sumo dos unos, siendo los
términos restantes ceros. Ademas, el primer bloque comienza con ¢y = 1 por lo que entre ¢; ... ¢
existe a lo sumo un término igual a 1. La contribucién de ¢; ...c,_; a la serie de la ecuacién (4.1)
estd por tanto acotada superiormente por 1/ |A|. La contribucién de los bloques restantes, cada uno
de los cuales contiene a lo sumo dos unos, alcanza su méaximo valor cuando los dos unos aparecen
en las primeras dos posiciones del bloque, y asi, sus contribuciones estan acotadas superiormente
por 1/ A"+ 1/ [\, por 1/ |A* + 1/|A[*"*", v asi sucesivamente. Poniendo todo esto junto, la
serie de la ecuacién (4.1) puede ser acotada superiormente por

(1)+(1+ 1 )+<1 N 1 )+ _<1+1) 1
DYy N Y Y A N DY DY N D Y

Para llegar a una contradiccién, necesitamos elegir r de tal manera que lo que esta al lado derecho

de la anterior igualdad sea menor que 1, debido a que entonces la ecuacién (4.1) carece de sentido.

Imponiendo esta condicién y reordenando los términos, r debe ser elegido de modo que satisfaga
1 1 1

vt or T < b
AL AT A

lo cual se satisface para un r suficientemente grande ya que |A| > 1. [

Notacidén: de ahora en adelante escribiremos r(\) para denotar cualquier nimero suficiente-
mente grande tal que el Lema 4.12 sea satisfecho.

Para simplificar la escritura, para los resultados de esta subseccién, la notacién y las asunciones
son como en el Teorema 4.11 junto con la hipdtesis de que f es sobreyectiva.

Proposicién 4.13. Sear > r()\), y sea V un subconjunto clopen disjunto de f(V), f2(V),..., fr(V).
Entonces solo hay un nimero finito de itinerarios con respecto a 'V .

Demostracion. Como A es un autovalor de f,, la Proposicién 2.16 nos garantiza que f* — \-1Id es
sobreyectiva, donde f* es el homomorfismo inducido por f en H 9(X). En particular, existe una
aplicacién localmente constante 1» € H°(X) tal que (f* — X -1d)(¢)) = Xy, donde Xy es la funcién
caracteristica de V. Desmenuzando la notacion, esto significa que ¢ o f — A - = Xy,

Por la sobreyectividad de f, para cualquier punto p € X existe una érbita completa {p, ::ioo
atravesando p (esto significa que pg = p vy f(pn) = pny1 para todo n). La ecuacién anterior produce
dos posibles expansiones para ¥ (p): una en términos de la semi—érbita negativa (primera ecuacién)
y otra en términos de la semi-érbita positiva (segunda ecuacién):

-1
U(p) = Xv(p-1) + A ¥(p-1) Z P—(e+1)) + A" Y (p-n),
k=0
1 1 o« 1 1
Y(p) = e Xv (po) + X Y(p1) VR Xy (pr) + o Y(pn).

k=0
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Ahora, debido a que ¥ es localmente constante y que X es compacto, 1 toma solo un nimero
finito de valores, y en particular, estdan acotados. Asi, podemos tomar n — -+o0co en las ecuaciones
anteriores y concluir que 1(p) puede ser expresado como

1 +oo ' 1 “+o00
X > M Xy(p-g) obien — 3 > A Xy (pr) (4.2)
k=1 k=0

dependiendo de si [A| < 1 o bien |A| > 1, respectivamente. Se sigue que la suma de potencias (de
hecho, solo uno de estos sumatorios estd bien definido dependiendo de A) solo toma un nimero
finito de valores a medida que evaluamos todas las posibles semi—6rbitas de f.

La condiciéon de V' en el enunciado asegura que la sucesion de coeficientes de ambas series
consideradas en (4.2) pertenecen a S,. Asi, el Lema 4.12 puede ser aplicado para concluir que:

(a) Si|A| > 1, entonces existe solo un nimero finito de sucesiones diferentes de la forma

(Xv(po), Xv (p1), .. -)
cuando {p, },, recorre todas las semi-érbitas positivas en X.

(b) Si |A| < 1, entonces existe solo un nimero finito de sucesiones diferentes de la forma

(Xv (p-1), Xv(p-2),--.)
cuando {p, },._, recorre todas las semi-6rbitas negativas en X.

En el primer caso |A| > 1, directamente obtenemos la existencia de un ntimero finito de diferentes
itinerarios con respecto a V. Mientras que en el segundo caso || < 1, notemos que para una semi—
érbita negativa {p,},. , dada , la sucesién {p,}, . , es también una semi-érbita negativa (para
el punto p_j,1) para cualquier £ > 1. Por (b), existen dos de estas semi-6rbitas negativas para las
cuales las sucesiones (Xy(p,)) coinciden. De este modo, si denotamos por ¢ al ntimero (finito) de
valores obtenidos por 1, existen enteros positivos 1 < s < s’ < ¢+ 1 tales que

(XV(p*S% XV<p*(S+1))7 - ) - (XV<p*8’)7 XV(pf(s’+1))a . )

En consecuencia, ambas sucesiones y también (Xy(p_1),Xv(p_2),...) son periédicas de periodo
s’ — sy, en particular, periddicas de periodo a lo sumo ¢. El mismo argumento también es valido
para las semi-drbitas positivas. Y entonces, todos los itinerarios de puntos p con respecto a V' son
periddicos de periodo a lo sumo ¢, y por tanto, solo existe un niimero finito de ellos. O

En vista del lema anterior, el conjunto Per,(f) que consiste de todos los puntos periédicos de
X cuyo periodo es a lo sumo r juega un importante rol: cualquier p ¢ Per,(f) tiene un entorno en
el cual podemos aplicar la Proposicién 4.13.

Proposicién 4.14. Sea r > r(\) y sea O un entorno clopen de Per.(f). Entonces, para cualquier
e > 0 existe una particion dinamica U de X cuyos elementos de diametro mayor que € estdn
contenidos en O. Ademds:
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1). O es una union de elementos de U;

2). existe un elemento U, de U que es positivamente invariante y satisface que Per,(f) C U, C O.

Asi, aunque U no sea una e—particion dindmica ya que que podria tener elementos de didmetro
mayor que €, dichos elementos estan controlados en el sentido de que estan contenidos en O.

Demostracion. Como X \ O es disjunto de Per,(f), cada punto p ¢ O satisface la condicién de
que p es disjunto de f(p),..., f"(p) (ndtese sin embargo que, si f es no inyectiva, estos ultimos
términos no son necesariamente todos diferentes). En particular, p tiene un entorno V, tal que V,
es disjunto de f(V,),..., f7(V,). Podemos también asumir que V, es disjunto de O (ya que O es
cerrado), teniendo didmetro mas pequeno que € y siendo también un subconjunto clopen, ya que X
es totalmente disconexo. Haciendo esto para todo p ¢ O, producimos un recubrimiento de X \ O,
del cual podemos extraer un subrecubrimiento finito (ya que X es compacto) que denotaremos
por Vi,...,V,,. Consideramos, para cada uno de ellos, la particién por clopens V; := {X \ V;, V;}
de X. Por la Proposicién 4.13, el conjunto de itinerarios con respecto de cada V; es finito. Sea
Y =V, V...VYV,. Esta es una particiéon por clopens de X, y existe solo un nimero finito de
itinerarios con respecto a ella debido a las observaciones que dimos antes del Lema 4.8. Notese que
O pertenece a V ya que es la interseccién (X \ Vi)N...N(X\V,) = X\ (V1 U...UV,). Cualquier
otro elemento V' de V es una interseccion de elementos de los distintos V;, donde al menos uno de
estos elementos es V; (en lugar de X \ V}), lo que implica que V' C V;, y por tanto, V tiene didmetro
menor que e.

Finalmente, sea V' una particién construida a partir de ¥V como en el Lema 4.8, denotando
por V(1) al conjunto de puntos que siguen el itinerario I con respecto a V. Esta es una particion
dindamica por clopens que refina a V. En particular, si V' € V' tiene didmetro mayor que €, entonces
el elemento V' € V que contiene a V' también tiene didmetro mayor que €, y asi, V = O.

Comprobemos que 1) y 2) se cumplen. El hecho de que O sea una unién de elementos de V' es
una consecuencia directa del reciproco del Lema 4.8. Por otro lado, observemos lo siguiente. Por
suposicién Per,.(f) C O y, como Per,(f) es positivamente invariante por f, la semi-6rbita positiva
de cada punto de Per,(f) permanece en O. Asi, el itinerario de todos los puntos de Per,(f) con
respecto a V es el mismo, es decir, la sucesion constante Iy := * ... donde * es la etiqueta de O en
la particién V. En consecuencia, Per,(f) esta contenido en el elemento V() de V', el cual estd a
su vez contenido en O. Ademas, f(V (1)) C V(o(ly)) = V(Iy), y por tanto, V() es positivamente
invariante. Renombrando U, := V() y U := V' completamos la demostracion. O

Como O era arbitrario en la proposicién anterior, y U, es un entorno clopen de Per,.(f), obte-
nemos el siguiente corolario.

Corolario 4.15. Per,(f) es estable con respecto a los subconjuntos clopens.

(Recordemos que esta terminologia fue introducida justo antes del Lema 4.9 y significa que
Per,(f) tiene una base de entornos clopens positivamente invariantes).

Proposicién 4.16. Sea P un entorno clopen positivamente invariante de Per.(f). Sea A el con-
gunto de puntos p € X cuya semi—orbita positiva eventualmente entra en P (y permanece alli ya
que P es positivamente invariante). Entonces existe ng tal que f"(p) € P para todo n > ng y todo
p€EA.
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En pocas palabras: todos los puntos de X que eventualmente entran en P lo hacen en un niimero
finito de iteradas que es independiente de cada punto.

Demostracion. Aplicando la Proposicion 4.14 a O := P para obtener la correspondiente particion
dindmica . Entonces P es union de elementos de U, y podemos asumir sin perdida de generalidad

que estos corresponden a las etiquetas 0,1,...,s. Asi, los puntos de A son caracterizados como
aquellos cuyo itinerario con respecto a U contiene al menos una apariciéon de los simbolos 0,1, ..., s.
Para cada p € A, sea k(p) la primera posicién en su itinerario donde un simbolo entre 0,1,...,s

aparece o, equivalentemente, sea k(p) la primera iterada de p tal que f*®)(p) € P. Como solo
existe un numero finito de itinerarios con respecto a U ya que U es una particion dinamica finita,
el conjunto de todos los k(p), con p recorriendo todo A, es finito, y denotamos por ngy al méximo
de ellos. Entonces f™(p) € P si n > ny para todo p € A. O

Proposicién 4.17. Para cualquier € > 0 existe un entorno clopen positivamente invariante P de
Per,(f) que tiene una e—particion dindmica.

Demostracion. El conjunto Per,.(f) es invariante, por lo que podemos considerar la restriccién
(Per,.(f), fiPer,( f)). Sea W, una particién arbitraria de Per,(f) por subconjuntos clopens (con la
topologia inducida) de didmetro menor que €. Dicha particién existe debido a que Per,.(f) es cerrado
en X y por tanto compacto y totalmente disconexo. Como el periodo de cualquier punto de Per,.(f)
esta acotado por 7, los itinerarios de puntos con respecto a W, son peridédicos de periodo a lo sumo
r. Esto realmente implica que existe solo un nimero finito de itinerarios con respecto a Wy y por el
Lema 4.8 (aplicado a la restriccién (Per,.(f), JiPer.( f))) existe una particién dindmica Y de Per,.(f)
que refina a W,. En particular, esta es una e—particion. El Corolario 4.15 nos permite aplicar el
Lema 4.9 a Per,.(f) y W para obtener una e-particién dindmica de un entorno clopen positivamente
invariante P de Per,.(f). O

Ahora estamos listos para probar el Teorema 4.11 en el caso sobreyectivo. Elegimos cualquier
r > r(A). Por la Proposicién 4.17, el conjunto Per,(f) tiene un entorno clopen positivamente
invariante P que tiene una e—particion dindmica V. Consideremos el conjunto A de puntos cuya
semi—Orbita positiva eventualmente entra en P. De acuerdo con la Proposicién 4.16 existe ng tal
que A = f~™(P). Aplicando el Lema 4.10 consecutivamente a P, entonces a f~!(P) y asf hasta a
f+(P), producimos una e-particién dindmica de A. Nétese que X \ A es subconjunto clopen
positivamente invariante, de modo que si le anadimos a la particién ya obtenida de A obtenemos
una particién dindmica U de todo X tal que cualquier elemento de U distinto de X \ A tiene
diametro menor que €.

Ya casi hemos terminado. Por la Proposicion 4.14 existe una particién dindmica U’ de X tal que
todo elemento de U’ teniendo didmetro mayor que € esté contenido en P. Entonces el refinamiento
comin U VU’ es una particién dindmica de X, y es de hecho una e-particion. La razén es que para
cualquier p € X, el elemento de U o bien el elemento de U’ que lo contiene tiene didmetro menor
que € por construccion.
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4.4.2. Demostracion de (/) = (IV) para un f arbitrario

Abordemos el caso general. Como f no es sobreyectiva, no podemos aplicar la Proposicion
4.13 y los siguientes resultados directamente a f. La idea es restringir nuestras consideraciones al
subconjunto invariante més grande en el cual f es sobreyectiva, Y := ("), -, f"(X). Basdandonos en
el caso anterior, seremos capaces de construir e-particiones dindmicas de Y las cuales extenderemos
a e—particiones dinamicas de todo el espacio X.

En concreto, probaremos los siguientes dos lemas:

Lema 4.18. Denotemos por fiy : Y —>VY a la aplicgcién f con dominio e imagen restringidas a
Y. SiA#0 es un autovalor de (fiy). : Ho(Y;C) — Ho(Y;C), entonces A también es un autovalor
de f.: Hy(X;C) — Hy(X;C).

Lema 4.19. Sea X un espacio compacto totalmente disconexo, y sea f : X — X wuna aplicacion
continua. Entonces Y es estable con respecto de los subconjuntos clopens.

Veremos como el caso general del Teorema 4.11 se sigue de estos lemas. Como una consecuencia
del Lema 4.18, la hipdtesis del Teorema 4.11 implica que existe A € C con |[A| # 0,1 que no es un
autovalor de (fiy ). : Ho(Y') = Ho(Y). Como Y es compacto y totalmente disconexo y fly : Y — Y
es sobreyectiva, podemos aplicar los resultados de la subsecién anterior para concluir que para todo
€ > 0 existe una e—particion dinamica ¥V de Y. Como Y es estable con respecto a los subconjuntos
clopens debido al Lema 4.19, podemos aplicar el Lema 4.9 a VW y obtener un e—particiéon dindmica
de un entorno clopen P de Y en X. La compacidad de X asegura que P contiene a f™(X) para
algin entero m, y por tanto, f~™(P) = X. De este modo, si aplicamos m veces el Lema 4.10
consecutivamente a P, f~1(P),..., f~™"(P), obtenemos una e-particién de todo X, finalizando
asi la demostracion del Teorema 4.11.

Por 1ltimo, demostremos los dos lemas auxiliares:

Demostracion del Lema 4.18. Sea t: Y — X la aplicacion inclusién. Consideremos un autovector
u € Hy(Y;C) asociado a A, y denotemos v = i.(u) € Hy(X;C). Como io fiy = f oi, es sencillo
comprobar que v satisface la condicién f,(v) = A- v, por lo que para probar el lema solo nos queda
ver que v es no nulo.

Las inclusiones X D f(X) D f*(X) D ... inducen una sucesién directa

HO(X:C) — HO(f(X):C) — H(f*(X);C) — ...

de espacios vectoriales. Como los elementos de H° son aplicaciones localmente constantes, estas
aplicaciones inducidas por las inclusiones vienen dadas por las restricciones:

QY = PIF(X) —> Plr2(x) [

Por otro lavdo, la propie(jad de continuidad de la cohomologfa de Cech (ver la Subseccién 1.1.4)
nos dice que H°(Y) = limy 11 O(f™(X)). Entonces, observemos que

Hy(Y') = Hom(H'(Y'); C) = Hom(limy A°(f"(X)); C)
= lim Hom(H°(f"(X)); C) = lim fo(f"(X)),
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donde la primera y cuarta igualdad se siguen del Teorema 2.14 (1), mientras que la tercera igualdad
se sigue de la Proposicién A.11 del Apéndice A. Como u # 0y Hy(Y) = lim Hy(f™(X)), debe existir
algin n tal que la aplicacién inducida en homologia de Cech de la inclusién j : Y < f™M(X) lleve u
a un vector no nulo.

Consideremos un punto p € Y. Evaluamos f™ en dicho punto, y vemos el punto resultante
como un elemento de f™(X). Esto se puede escribir como la composicién de dos aplicaciones en dos

maneras diferentes: , N
Y -5 x 5 rix)

y B8y 2y prx)
(se debe prestar atencién a los espacios de salida y de llegada de cada aplicacién). En particular,
(f")« o0ty = Juo (fiy)t, y evaluando en u, tenemos que

(£ ((w) = 3u((fiy )2 () = Gu(A" - u) = A" - ju(u).

El lado derecho de esta expresion es nulo ya que j,(u) # 0 (como argumentamos al final del parrafo
anterior) y A # 0 por hipétesis, y asi, i.(u) = v es también no nulo. ]

Demostracion del Lema 4.19. Sea O un entorno clopen de Y y tomemos ng suficientemente grande
tal que f™(X) C O (dicho ny existe gracias a la compacidad de X'). Ahora consideremos el conjunto
O’ de puntos cuyas primeras ng iteradas (incluyendo la 0—ésima) pertenecen a O, es decir,

O :=o0nfHo)n...n f~m=HO).

Este es un subconjunto clopen ya que es la interseccion finita de subconjuntos clopens. Claramente
Y c O C O, por lo que solo necesitamos comprobar que O’ es positivamente invariante. Tomemos
p € O'. Como sus primeras ng iteradas pertenecen a O, las primeras ng— 1 iteradas de f(p) también
pertenecen a O. La ng—ésima iterada de f(p) satisface que f™~1(f(p)) = f™(p) € f*(X) C O por
la eleccién de ng, y entonces también pertenece a O, y asi, f(p) pertenece a O'. O]

4.4.3. Demostracién de (IV) = (V) = (VI) = (I1]) = (II) = (I)

Primero demostraremos que (IV) = (V). Tomemos una particién finita U por clopens de X,
y sea d un numero de Lebesgue de U. Por hipdtesis, existe una ¢’—particion dinamica V de X para
algin &' < 0 y esto implica, en particular, que V' es un refinamiento de . Por el reciproco del
Lema 4.8, el conjunto de itinerarios con respecto a U es finito, y asi obtenemos (V). La implicacion
(V) = (V) es trivial.

Probemos ahora que (VI) = (I11). Supongamos que A es un autovalor de f. y sea 0 # T €
Hy(X) un autovector de A, por lo que f,(T) = A-T. Como Hy(X) es el dual de H(X) (esto tltimo
es consecuencia del Teorema 2.14, (1)), podemos ver a T como una forma lineal T : H°(X) — C.
Recodemos que {Xy : U clopen de X} es un sistema generador de H°(X) (por la Proposicién 1.61),
y como T' # 0, existe un clopen U tal que T'(Xy) # 0. Como por hipétesis existe un nimero finito de
itinerarios con respecto a U, de los resultados de la Seccion 4.2 sabemos que existen enteros positivos
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k y s tales que para todo p € X el itinerario de f*(p) es periédico de periodo s. Consideremos los
conjuntos f~*(U) y f~*+)(U). El primero puede ser alternativamente descrito como el conjunto
de puntos p € X tal que el itinerario de f*(p) con respecto a U comienza con un uno; mientras que
el segundo puede ser visto como el conjunto de puntos tales que el itinerario de f*7(p) comienza
con un uno. Pero, debido a la periodicidad de periodo s del itinerario de f*(p), ambas condiciones
son equivalentes, y asi, f%(U) = f~*+9)(U). Entonces

N T(Xy) = (fIHT (X)) = T((f) (Xv)) = T(X @),
NFT(Xy) = (£ (T (X)) = T((F) () = T(X -0 (U)),

donde la segunda igualdad de cada ecuacion se sigue de la Proposicién 2.16 (que nos dice que f,
es el dual de f*). De lo anterior se sigue que \* = \¥"_ por lo que o bien A = 0 o bien \* = 1. Las
implicaciones (/1I) = (II) y ({1I) = (I) son triviales.

Hasta aqui hemos probado que todas las afirmaciones son equivalentes. Veremos a continua-
cién otra manera alternativa de probar (IV)) = (III). Por hipédtesis (X, f) admite e-particiones
dindmicas para todo € > 0, por lo que es posible construir una sucesién de particiones dindmicas
de X cuyo didmetro tiende a 0 tal que cada particion refina a la anterior:

Uy <UL < Uy < ...

simplemente exigiendo que el didmetro de cada particion dindmica sea menor que el nimero de
Lebesgue de la particién anterior. La subfamilia {Uy,U, ...} es cofinal en la familia de todos los
recubrimientos abiertos de X, Cov(X).

Como cada particién U,,, 1 refina a la anterior U,,, consideremos las aplicaciones j, : U,+1 — U,
definidas por j,(U) = U’ si U C U’ (dicha aplicacién estd bien definida ya que cada clopen de U,, 1
estd contenido en un unico clopen de la particién U,,).

Definimos la homologia de Cech de X a través de los complejos de Cech asociado a los recubri-
mientos abiertos de X. Recordemos que para U € Cov(X), los vértices del complejo N(U) son los
elementos de U y una coleccién finita de vértices genera un simplice si la correspondiente coleccion
de miembros de U tienen intercesion no vacia. Tenemos que

Hy(X;C)= lim {H,(NU);:C)},
ueCov(x)

pero como {Uy, Ui, ...} es cofinal en Cov(X), H,(X;C) es isomorfo a
lim {Hq(N(uo); C) &2 H,(N(Uy); C) &= H,(N(Us); CT) = } .

Puesto que la interseccién de todo par de elementos de U, es vacia, tenemos que N (U,,) solo estd
formado por vértices, y por tanto, Hy(N(U,,); C) viene dado por el C—espacio vectorial formado por
todas las combinaciones lineales de los vértices de N(U,,). Por otra parte, definimos la aplicacién
lineal f,, : Ho(N(U,);C) = Ho(N(U,);C) como f,,(U) =U"si f(U) C U’ (dicha aplicacién esta
bien definida ya que U, es una particién dindmica). De este modo, cada cuadrado del siguiente
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diagrama

Ho(N(Uy); C) <~ Hy(N(th); C) <2~ Ho(N(Uy); C) — . ..

|5 | |5

Hy(N(Up); C) —— Hy(N(t);C) e Hy(N(Usp); C) —. ..

es conmutativo. Para ello, comprobemos que (fs, © jn.)(Unt1) = (Jns © feni1)(Unt1) para todo
Unir € Unsr. Sean Uy i= ju(Uns1) y Ul i= Fun(Un), v S000 Uy i= Forsy (Unin) ¥ U2 1= (Ul ),
veamos que U}, = U}'. Por definicién, tenemos que U1 C Uy, f(U,) C U,y f(Uny1) C U, C U,
de lo que se sigue que f(U,+1) C f(U,) C U}, y puesto que f(U,1) solo puede estar contenido en
un tnico elemento de la particién U, tenemos que U], = U]

Por tanto, el limite inverso de la sucesion de aplicaciones lineales f,,,, es precisamente el homo-
morfismo inducido por f, f. : Ho(X;C) — Hy(X;C).

De este modo, si A € C es un autovalor no nulo de f,, entonces existe un autovector u =
(g, U1, us, . ..) € Hy(X;C) nonulo tal que f.(u) = A-u, es decir, f,(ug, u1, us, . ..) = M ug, Uy, us, ...) =
(Aug, Aug, Aug, ...). Y esto se traduce, por la definicién de f,, en que f.,(u,) = A - u, para todo
n > 0. Sin embargo, puesto que u es no nulo, existe un t tal que u, es no nulo para todo n > t, y
por tanto, A es un autovalor de f,,, para todo n > t.

Para n > t, tenemos que u,, € Ho(N(U,); C) viene dado por una combinacién lineal de vértices

de N(U,), es decir,
Uy = Z ay - U,

U vértice de N(U,,)

donde ay € C denota la aportacién del vértice U.

Por otra parte, recordemos que existen k y s tales que f**¢(U) C f*(U) (visto a U como vértice
de N(U,), £.F(U) = £.5(U)) para todo U € U,. De lo que se deduce que f.*(u,) es combinacién
lineal de vértices periédicos, y como 0 = \¥ - u,, — f*ﬁ(un), tenemos que la aportacion ay del vértice

U en u, esigual a 0 si U no es peridédico. Por lo tanto, podemos reescribir u,, como sigue

Uy = Z ay - U.

U vértice peridédico de N (U,,)

Como u,, es no nulo, existe un vértice periédico U de periodo s cuya aportaciéon ay en u, es no
nula. Y de este modo, la aportacién de f.(U) en f.,(u,) — X - u, = 0 es ay — X - ay, vy, de lo que
se sigue que ay = A - ay, (v). Reiterando, tenemos que

ay = A-ap, @) = A A g p,0) == A apgw) = A au,

y como ay es no nulo, tenemos que A\* = 1. Es decir, el autovalor A\ es una raiz de la unidad.
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4.5. c—particiones y dinamica. Demostracién del Teorema
4.7

La conclusién del Teorema 4.11 nos deja la siguiente cuestion: jcomo son los sistemas dindmicos
(X, f) donde X es compacto y totalmente disconexo y f : X — X es continua, que admiten
e—particiones dinamicas para cualquier ¢ > 0?7 Como primer paso para dar una respuesta a esta
cuestion, probaremos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.20. Sea X un espacio métrico compacto totalmente disconexo, y sea f: X — X
una aplicacion continua. Entonces (X, f) admite e—particiones dindmicas para todo € > 0 si y
solo si (X, f) es topoldgicamente conjugada al limite inverso de una sucesion inversa de sistemas
dindmicos discretos (F,, T,) donde cada F, es un espacio finito dotado con la topologia discreta.

Demostracion. (=) Supongamos primero que (X, f) admite e—particiones dindmicas para todo
e > 0. Entonces, al igual que hicimos en la seccién anterior, podemos construir inductivamente una
sucesion de particiones dinamicas de X por subconjuntos clopens cuyo diametro tiende a 0 y tal
que cada particién refina a la anterior:

Uy < Uy -<UQ-<...,

donde las proyecciones j, : U, 11 — U, dadas por j,(U) = U’ si U C U’ estan bien definidas. Como
U,, es particién dindmica para cualquier n, existe un aplicacién i, : X — U, tal que i,(x) = U si
x € U, y ademas, claramente estas aplicaciones conmutan con j,, es decir, j, 0 i,11 = 2,. De este
modo, existe un diagrama conmutativo

Jo Ji J3
Uy U U

R

X X X

donde las flechas de la fila inferior denotan la identidad. Tomando los limites inversos de la fila
superior e inferior, e identificando el ultimo con X, vemos que los 7,, inducen una aplicaciéon continua
1: X — limU,,. Los elementos de T&nbfn son sucesiones encajadas Uy D U; D Uy D ... donde cada
U, es un elemento de U,,. La aplicacion ¢ envia p € X a una sucesién encajada de U, € U, tal
que p € U, para todo n. Reciprocamente, cada sucesiéon (U,,) € limU, determina un tinico punto
pE ngO U,, produciendo una aplicacién continua l'glun — X la cual es claramente la inversa de
1. Por tanto, ¢ es un homeomorfismo entre X y l'gnun.

Recordemos que cada U, produce una aplicaciéon 7,, : U, — U, dada por la dinamica de la
particién, de modo que f(U,) C 7,(U,) para cualquier U,, € U,,. Como las proyecciones entre los U,
conmutan con los 7,, estos ultimos inducen una aplicacién continua 7 : l'glun — @Un. Ademas,
los i,, semiconjugan f y 7, (es decir, i,, es sobreyectiva y es tal que i, o f = 7, 0 i,), por lo que su
limite inverso ¢ semiconjuga f y 7. Y como ya demostramos que 7 es un homeomorfismo, concluimos
que es, de hecho, una conjugacién topoldgica entre f y 7. Esto prueba (=), donde los conjuntos
finitos F}, son las particiones U,,.
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(<) Como la propiedad de tener e-particiones dindmicas para todo € > 0 es independiente de la
eleccion de la métrica y preservada por la conjugacion topoldgica, sera suficiente demostrar que los
limites inversos de sistemas dinamicos finitos tienen esta propiedad. Asi, supongamos que tenemos
una sucesion inversa de espacios finitos

Fo & F & py &

donde cada F), es dotado con una aplicacion 7, : F,, — F, que conmuta con las aplicaciones j,.
Sea T : @Fn — l&nFn el limite inverso de las aplicaciones 7,. Afirmamos que (@ F,,T) tiene
e—particiones dindmicas para cualquier € > 0. Denotemos por 7, : lim F,, — F}, a las proyecciones.
Consideremos, para todo n, la familia U,, := {m,'(e) : e € F,}. Claramente cada U, es una parti-
cién finita de lim F,, por subconjuntos clopens (recordemos que los 7, son aplicaciones continuas
sobreyectivas, y que los F,, estan dotados con la topologia discreta). Ademds, cada U,, es una par-
ticién dindamica debido a que el comportamiento de 7 sobre los elementos de U,, es semiconjugada
(via la proyeccién 7,) a 7, en F,. El resultado se sigue del hecho de que la familia {U,, : n > 0} es
cofinal entre todos los recubrimientos por clopens de X debido a que la topologia en lgan es la
topologia inicial con respecto a las proyecciones . O

Para los parrafos restantes supondremos que (X, f) admite e-particiones dindmicas para cual-
quier € > 0, por lo que podemos identificar X = @Fn y f = 7 en la notacion de la proposicién
anterior. Esto permite dar una descripcion completa de los subconjuntos invariantes cerrados de
(X, f) como sigue. Si L es un subconjunto cerrado invariante por 7 : lim F,, — lim F,, (es decir,
T(L) = L), se tiene que su proyecciéon L,, := m,(L) es invariante por 7, : F,, — F),. Asi, L, es una
union finita de orbitas periddicas, y L es el limite inverso de la sucesiéon inversa determinada por
los subconjuntos L,,. Ademads, también obtenemos que L es estable con respecto a los subconjuntos
clopens debido a que la sucesién {7, 1(L,): n > 1} es una base de entornos clopens positivamente
invariantes de L.

Recordemos que si f es sobreyectiva, entonces cada 7, es sobreyectiva, y por tanto, también es
una biyeccién de F),. Asi, cada F;, consiste de una unién disjunta de érbitas periédicas de 7,. Dado
un punto p € l'gan, para cada n podemos considerar la orbita peridédica P, C F), que contiene al
elemento m,(p) en F,. Al restringir las aplicaciones j, a los P,, obtendremos una sucesién inversa

Ji J2 J3
Py Py Py

cuyo limite inverso es el subconjunto clopen invariante mas pequeno que contiene a p, es decir, la
clausura de la érbita de p. Y ademas el periodo m,, de P, divide al periodo m,, 1 de P, 1 para todo n.
Tal limite inverso es conocido como un adding machine (si los periodos de los P, van hasta infinito) o
una orbita periédica (si los periodos se estabilizan), ver el Teorema 2.3 de [Block y Keesling(2004)].
De hecho, una oérbita periddica es un caso particular de un adding machine, y el limite inverso de
antes es el adding machine asociado a la sucesién de enteros positivos (sg, $1, S2,...) con sg = mg
Y Six1 = myr1/m; para todo i > 0 (veremos qué significa esto un poco mas adelante).

Recordemos que los addings machines son minimales, es decir, todo érbita (completa) es densa
en ellos (para un repaso de las propiedades de los sistemas minimales, ver [Kolyada y Snoha(2009)]).
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De hecho, algo incluso mas fuerte se cumple: la semi—6rbita positiva de cualquier punto es densa
en un adding machine, lo mismo ocurre para cualquier semi—orbita negativa de cualquier punto.

Cuando f no es sobreyectiva, ocurre una situacion similar ya que toda érbita de una aplicacién
definida en un conjunto finito es eventualmente periédica. Asi, la proyeccién en F, de la semi—érbita
positiva de p € lim F}, es una érbita que es eventualmente igual a la 6rbita periédica P,. El w-limite
de p en lﬁn F,, esigual al limite inverso de estos P, al igual que antes. Por lo que hemos demostrado
lo siguiente:

Observaciéon 4.21. El w-limite de todo p € X es o bien una orbita periddica o bien un adding
machine, y es estable con respecto de los subconjuntos clopens. Y en el caso particular de que f
sea sobreyectiva, tenemos que la dindmica de f restringida a la clausura de cualquier semi—orbita
positiva es conjugada a un adding machine, y ademds, la clausura de cada semi—orbita positiva es
estable con los respecto de los subconjuntos clopens.

Anteriormente hemos usado la definicién de un adding machine (también conocido como odéme-
tro) como un limite inverso de érbitas periddicas finitas, podria ser conveniente recordar una des-
cripcién alternativa que es algo mas ilustrativa.

Consideremos una sucesiéon s = (s, $1, Se, .. .) de enteros positivos arbitrarios que uno podria
pensar como bases (en el sentido de la aritmética elemental). Denotamos por Z;, a la familia formada
por las clases de equivalencia de los numeros enteros modulo s;, y consideramos la aplicacion
Ty, : Zs; — Zs, dada por Ty, ([n],,) = [n+ 1], , y asi, el sistema dindmico (Zs,, T},) es el ciclo de s;
elementos. Pues bien, considerando Z := Z,, X Zs, X ...y la aplicaciéon Ty : Z; — Z, dada por: sea
¢ = ([nol, s [l ,---) € Zs, entonces Ti(c) = ([mql,, ,[mil,, ,-..) es tal que [mo],, = T, ([no,,);
y si [mol,, # [0],,, entonces [mi], = [ni], ,[mal,, = [na],,, .., ¥ si [mo],, = [0],,, entonces
[ma],, = Ts,([na],,), y asf sucesivamente (el siguiente paso serfa distinguir si [m,], es igual a [0]
o no). El sistema dindmico (Zs, Ts) es un adding machine (también conocido como oddémetro).
Cuando existe un n tal que s, = 1 para todo m > n, entonces (Zs, T;) es conjugado a un ciclo de
periodo sgS7 ... Sp_1.

La Observacion 4.21 coincide y parcialmente reproduce los resultados de Buescu, Kulczycki y
Stewart en [Buescu, Kulezycki, y Stewart(2006)]. Adaptando sus resultados a nuestra configura-
cion, tenemos que:

Teorema 4.22. Sea X un espacio métrico compacto totalmente disconero, y sea f : X — X
una aplicacion continua. Si (X, f) admite e—particiones dindmicas para todo € > 0, entonces la
dindmica de f restringida a cualquier subconjunto cerrado transitivo es topolégicamente conjugada
a un adding machine.

Demostracion. Se sigue facilmente de nuestros argumentos anteriores debido a que un conjunto
invariante compacto y transitivo en lim ), es el limite inverso de una sucesién inversa que en todo
nivel F}, es un conjunto transitivo (y por tanto, una érbita periédica en F,). O

Estamos ahora listos para probar la caracterizacién de los sistemas dinamicos que admiten
e—particiones dinamicas para todo € > 0 establecida en el Teorema 4.7.

Teorema 4.23. Sea X un espacio métrico compacto y totalmente disconezo, y sea f : X — X una
aplicacion continua. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(a). (X, [f) admite e-particiones dindmicas para todo € > 0.

(b). El w-limite de todo punto de X es o bien una orbita periddica o bien un adding machine;
ademas, estos son estables con respecto a los subconjuntos clopens.

Demostracion. Los argumentos anteriores prueban (a) = (b). Para el reciproco, fijemos € > 0.
Afirmamos que para todo p € X, su w-limite, w(p), admite una e-particién dindmica. Esto estd
claro si w(p) es una o6rbita periddica. Si es un adding machine, podemos identificar (w(p), fiwp))
con un limite inverso lim P, donde los P, son conjuntos finitos con dinamicas periédicas. Deno-
tando por m, a la proyeccién de w(p) en P,, la deseada e—particiéon dindmica de w(p) es dada por
{r}(P): P € P,} para un n suficientemente grande.

Como el w(p) es estable con respecto de los subconjuntos clopens, podemos usar el Lema 4.9
para extender la particién del parrafo anterior a una e-particién dindmica de un entorno de w(p).
La condicién de estabilidad fuerza a que la unién de w(p) sobre todos los p € X sea igual a
Y = ),50 f"(X) por lo que, en particular, Y es cerrado. Entonces por la compacidad podemos
encontrar una e-particiéon dindmica de un entorno de Y y el Lema 4.10 finalmente produce una
e—particion dinamica de todo X. O

Decimos que un punto x € X es positivamente recurrente si x € w(x), y denotamos por
R*(f) ala clausura del conjunto formado por los puntos positivamente recurrentes. Decimos que
un punto z € X es no—errante si para cualquier entorno abierto U de x existe un entero n > 0
tal que U N f™(U) # 0, y denotamos por NW(f) al conjunto de todos los puntos no-errantes de f.

Y ademads, sabemos que (ver por ejemplo [Katok y Hasselblatt(1995)]):

» NW(f) es cerrado e invariante por f,
» w(x) C NW(f) para cualquier x € X y
= RY(f) C NW(f).

También podemos encontrar en [Katok y Hasselblatt(1995)] una demostracién de la proposicién
siguiente:

Proposicién 4.24. Sea f : X — X una aplicacion continua en un espacio compacto X . Entonces,

h(f) = h(finw(p)-

Proposiciéon 4.25. Sea X un espacio métrico compacto y totalmente disconexo, y sea f : X —
X wuna aplicacion continua. Si (X, f) admite e—particiones dindmicas para todo € > 0, entonces

NW(f) = B*(f) = Usex w(@).

Demostracién. Como sabemos que NW (f) D R*(f), comprobemos ademds que NW(f) C R™(f).
Sea x € NW(f) y sea V un entorno abierto arbitrario de z. De la hipdtesis de esta proposicién se
sigue que existe un particion dinamica U de X tal que x € U C V para alguin U € Y. Como x €
NW (f)y U es un entorno abierto de z, existe un entero n > 0 tal que f"(U)NU # 0, y asi, f"(U) C
U ya que U es una particién dindmica de X. De lo anterior se sigue que U D f*(U) D f**(U) D ...,
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y en consecuencia, f"(z), f*"(z),... € U C V. En definitiva, x € {f™(x), fmti(z), fm+2(z),...}
para cualquier m € N, y asi, x € w(x), por lo que x € RT(f).

Del parrafo anterior también deducimos que NW(f) C (J,cxw(x), y como w(z) C NW(f)
para cualquier x € X, concluimos que NW(f) = {J,cy w(x). ]

Corolario 4.26. Bajo las hipdtesis de la proposicion anterior también concluimos que h(f) = 0.

Demostracion. Tenemos que

h(f) = h(finw(p) = suPgexh(flo)),

donde la primera igualdad se sigue de la Proposicion 4.24 y la segunda igualdad se sigue de la
Proposicién 4.4. Como h(fiuz)) = 0 puesto que (w(z), fiu(z)) es topolégicamente conjuga a un
odometer y los odometers son equicontinuos (las aplicaciones equicontinuas sobre compactos tienen
entropia nula tal y como se demuestra en la Seccién 3 de [Adler, Konheim, y McAndrew(1965)]),
concluimos que h(f) = 0. O

La tesis del corolario anterior también se sigue directamente del hecho de que existan particiones
dinamicas de cualquier tamano tal y como hemos razonado justo antes del Corolario 4.6.






Capitulo 5

Generalizacion del Teorema de Manning

5.1. Introduccion

Que un sistema posea entropia topoldgica positiva implica la existencia de una dinamica cadtica
en el sentido de Li-Yorke, ver [Li y Yorke(1975)] y [Blanchard, Glasner, Kolyada, y Maass(2002)].
También implica el caos en algunas otras de sus interpretaciones, para una discusion de esto ver
[Schweizer y Smital(1994)] y [Downarowicz(2013)]. Sin embargo, el caos en el sentido de Li—Yorke
no necesariamente implica una entropia topoldgica positiva, [Smital(1986)]. Para un repaso de la
teoria del caos para sistemas dindmicos, ver [Kolyada(2004)].

El calculo de la entropia topoldgica no es una tarea sencilla (excepto para algunos ejemplos
especificos), con lo que nos solemos conformar con encontrar una cota inferior que nos garantice
que la entropia topolégica es positiva. Siguiendo este principio, el Teorema de Manning (dado en
[Manning(1975)]) nos permite saber cudndo un sistema dindmico tiene entropia topolégica positiva.

Teorema 5.1 (Teorema de Manning). Si X es una variedad compacta y f : X — X es una
aplicacion continua, entonces

h(f) = log(|A[)
para cualquier autovalor A no nulo de f, : Hi(X;C) — H(X;C).

Aqui H denota la homologia singular con coeficientes en C. Motivado por este resultado, Shub
estableci6 la conjetura de entropia, [Shub(1974)], que pregunta si el teorema de Manning es valido
en todas las dimensiones. En este capitulo generalizaremos el Teorema de Manning a espacios
mas amplios como los espacios compactos, y ademés, analizaremos el problema en dimensién cero
usando lo desarrollado en el Capitulo 4.

Manning remarco al final de [Manning(1975)] que: «Although Cech cohomology theory would
seem most appropriate for relating cohomology eigenvalues to topological entropy as defined in
[Adler, Konheim, y McAndrew(1965)] by refinements of open covers we have been unable to ex-
ploit this approach». Motivado por esto, abordaremos el Teorema de Mannig pero considerando la
aplicacién inducida en cohomologfa (o en homologfa) de Cech.

Primero abordemos el problema en dimensiéon cero. Si consideramos la aplicacién inducida en
cohomologfa de Cech (ver el Teorema para Cohomologia del Capitulo 4), entonces la desigualdad

105
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del Teorema de Manning se cumple trivialmente ya que solo nos dice que h(f) > 0. El escenario
cambia radicalmente, sin embargo, cuando se considera la homologia de Cech (ver el Teorema para
Homologia del Capitulo 4). Del Corolario 4.6 se deduce que la desigualdad del Teorema de Manning
ciertamente no se cumple en general: para cualquier sistema dinamico con entropia topoldgica
positiva pero finita, tenemos que sup(log(|\|)) = +o0 ya que cualquier A € C con |A| # 0,1 es un
autovalor de f,. Este es el caso del sistema dinamico siguiente:

Ejemplo 5.2. La Herradura de Smale con su dindmica usual tiene entropia topoldgica log?2, tal y
como se demuestra en el Ejemplo 3 de [Adler, Konheim, y McAndrew(1965)].

En dimension 1, los Teoremas 5.3 y 5.4 generalizan la desigualdad del Teorema de Manning
para espacios compactos en términos de la cohomologia de Cech, siendo estos teoremas ya vistos
en [Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sénchez-Gabites(2021)].

Teorema 5.3 (Generalizacion I del Teorema de Manning). Sea X un espacio Hausdorff compacto
y localmente conezo, y sea f : X — X una aplicacion continua. Si f* : H'(X;C) — H'(X;C)
tiene un autovalor A € C con médulo |A| > 1, entonces la entropia topoldgica de f satisface que
h(f) > log|Al.

El teorema anterior generaliza la clasica desigualdad de Manning, ya que para una variedad
X tenemos que H'(X;C) = H'(X;C) y que para una variedad compacta tenemos ademas que
H'(X;C) tiene dimensién finita, y asi, H;(X;C) es isomorfo al dual de H'(X;C), y H(X;C) es
isomorfo al dual de H(X;C) por el Teorema 2.14, por lo que f, y f* comparten autovalores.

Cuando X no es localmente conexa, la cota inferior que obtenemos es més pequena que log ||
pero sigue siendo positiva, por lo que nos asegura que h(f) > 0. Pero antes de introducir el
siguiente teorema, recordemos que un nimero complejo A es un niimero algebraico si es raiz de
un polinomio con coeficientes en los enteros, y decimos que su grado es d si A es una raiz de un
polinomio de grado d con coeficientes en los enteros pero no es raiz de cualquier polinomio de grado
menor que d con coeficientes en los enteros.

Teorema 5.4 (Generalizacién I del Teorema de Manning). Sea X un espacio Hausdorff compacto
y sea f: X — X una aplicacion continua. Asumiendo que un niumero algebraico X € C con |A| > 1
es un autovalor de f* : H'(X;C) — HY(X;C). Entonces h(f) > (log|\|)/d, donde d € Z* es el
grado de \. En particular, h(f) > 0.

Como el grado de cualquier nimero racional es igual a 1, el teorema anterior produce la cota
estandar log |A| para autovalores en Q.

5.2. ;Por qué estan los teoremas formulados en términos
cohomolégicos?
Otro aspecto en el que los Teoremas 5.3 y 5.4 difieren del resultado original de Manning es que

estamos asumiendo que ) es un autovalor en cohomologfa (de Cech) en lugar de homologfa. Cuando
H'(X;C) o H{(X;C) tienen dimensiones finitas, estos dos espacios vectoriales son duales el uno al
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otro (ver el Teorema 2.14), y por tanto, podemos equivalentemente asumir que A es un autovalor
en homologfa. Sin embargo, como hemos probado, en general la homologia de Cech es isomorfa al
espacio dual de la cohomologia de Cech, por lo que podrian existir autovalores en homologfa que no
estan presentes en cohomologia (incumpliendo asi la desigualdad de Manning). Describimos ahora
un ejemplo de un espacio X métrico compacto y localmente conexo donde este fenémeno ocurre.

El espacio X mostrado en la Figura 5.1 consiste de una sucesién bi—infinita de circunferencias
{C;} etiquetadas de izquierda a derecha (siendo Cj la circunferencia més grande del centro) y dos
puntos limites L y R en los extremos de la sucesion.

Co
C_ 1 Cl

Figura 5.1:

La aplicacion f : X — X es definida como sigue:
(1). Dicha aplicacion fija los puntos L y R, y envia cada punto C; N C;; a C;_1 N C;,

(11). y ademds, f envia cada C; orientado (como en la Figura 5.1) en la curva que recorre dos
veces C;_1.

Noétese que las condiciones (I) y (II) son compatibles pero obligan a f a actuar de manera
distinta en los arcos superiores e inferiores (el arco superior de C; es enviado al arco superior
de C;_1, y la imagen del arco inferior de C; recorre el arco inferior, luego el superior y luego el
inferior de C;_;). Ahora si v € H,(X;C) es la suma >, C; (si bien esta suma es infinita, a escala
cualquier recubrimiento abierto U, la Proposicién 1.5 nos asegura que la suma es finita), vemos que
f«(y) = 27, por lo que A\ = 2 es un autovalor de f..

De la Proposicién 4.24, se sigue que el calculo de la entropia topolégica de (X, f) es sencillo ya
que puede obtenerse al restringirnos al conjunto no—errante por f, en este caso, dicho conjunto es
{L, R}, una descomposicién atractor-repulsor de X. Esto implica que h(f) = h(fj{z,ry) = 0, por
lo que la desigualdad de Manning no se cumple. En cohomologia uno puede facilmente comprobar
que f* no tiene autovalores (como veremos en el siguiente péarrafo), y asi, el Teorema 5.3 no nos
dice nada.

Sea ¢; € H'(X;C) tal que f[cﬂ ¢; esigual a 1sii=jyesigual a0siiz# j. Noes muy dificil
comprobar a partir del Teorema 2.14, (1) que {¢; : i € Z} es una base de H'(X;C). Ademas,
f*(¢;) es tal que:

2 sit=75—1
ror=f a=[ a=2f a-{ |
c;] (¢:) £.C5]) 2(C;_1] (C;1] 0 en caso contrario.
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Por lo que f*(¢;) = 2¢;41. Supongamos que existe un autovector no nulo v = > ., a; - ¢; de f*
asociado a un escalar A, por lo que f*(v) = A -v. Sea k el mayor entero positivo tal que ay # 0, y
asi, v =) .., a; - ;. Sin embargo, como

= Zai () = Zai 2041 = ( Z a; - 2¢z’+1> +ag - 20141,

i<k i<k i<k—1

tenemos que A - v no puede ser igual a f*(v).

Otro forma de construir un contraejemplo para la versiéon homolégica del teorema, aunque no
localmente conexo, es explotar el hecho de que la desigualdad de Manning no se cumple en dimensién
cero. Como ilustramos en el Ejemplo 5.2, el sistema dindmico (Z,¢) dado por el invariante de la
Herradura de Smale con su dindmica usual tiene entropia topolégica h(g) = log2, y es tal que no
cumple la desigualdad de Manning en dimension cero.

Sea SZ la suspensién de Z. De que la sucesién de Mayer—Vietoris para la homologia de Cech (re-
ducida) con coeficientes en un cuerpo sea exacta (ver la pagina 248 de [Eilenberg y Steenrod(1952)]),
puede deducirse que H,(SZ;C) es isomorfo a Hy(Z;C) (aqui estamos considerando la homologfa
reducida).

Tenemos que SZ viene dado por Z x [—1, 1] al colapsar Z x {—1} a un punto (al que denotamos
por S) y al colapsar Z x {1} a un punto (al que denotamos por N). Si consideramos la sucesién de
Mayer—Vietoris para la homologfa reducida de Cech (aunque que sea reducida no sers reflejado en
la notacién) para el par SZ \ {S} y SZ \ {IN}, tenemos que la siguiente sucesion

L ——Hy(SZ\ {N}) @ Hy(SZ\ {S}) +—— Hy(SZ \ {N, S})

S —— H(SZ\{N})® H (SZ\ {S}) ——— H,(S2)

es exacta. Como SZ\ { N} posee una unica componente conexa por caminos (y asi, una tnica cuasi-
componente) y como no posee 1-ciclos no contractibles a un punto, tenemos que Hy(SZ\ {N}) =0
y Hi(SZ \ {N}) =0, y razonando de manera anéloga, tenemos que Hy(SZ \{S}H) =0y Hl(SZ\
{S}) = 0. Por tanto, la exactitud de la sucesién anterior nos asegura que H,(SZ;C) y Ho(SZ \
{N, S} ;C) son isomorfos, y como Hy(SZ\{N,S};C)y Hy(Z;C) son también isomorfos puesto que
Z es un retracto de deformacion de SZ\ {N, S} (ver la pagina 30 de [Eilenberg y Steenrod(1952)]),
concluimos que H,(SZ;C) y Hy(Z;C) son isomorfos.

Entonces, podemos establecer la dindmica de g en el nivel base Z x {0} de SZ y extender a
una dindmica f : SZ — SZ que fijas los polos N, S, y que hace que (Z x {0},{N,S}) sea una
descomposicion atractor-repulsor. Y ademas, la entropia de f es menor o igual a la de g ya que

h(f) = h(finwp) < M fizxqopuv.sy) = max § h(fizxo), h(fiv,sy) ¢ = P(fizxqoy) = h(g),
————

0

donde la primera igualdad se sigue de la Proposicién 4.24, la desigualdad se sigue de que NW(f)
esté contenido en (Z x {0}) U {N, S}, mientras que la segunda igualdad se sigue de la Proposicién
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4.4 ya que Z x {0} y {N, S} son positivamente invariantes por f. Sin embargo, las aplicaciones
fo: Hi(SZ;C) — H\(SZ;C) y g. : Hy(Z;C) — Hy(Z;C) son conjugados por A,, el homomorfismo
conectante de la sucesion de Mayer—Vietoris. En particular, ambas aplicaciones tienen los mismos
autovalores, y asi, la desigualdad de Manning falla para f ya que falla para g (por suposicién) en
dimension cero.

5.3. Demostracion de las generalizaciones I y II del Teore-
ma de Manning

Los primeros pasos son comunes y sirven como un esbozo de ambas demostraciones. El argumen-
to comienza con un autovector no nulo z en H'(X;C) asociado al autovalor A el cual es arbitrario
en la demostracién del Teorema 5.3 pero necesita ser cuidadosamente elegido (de una manera que
se describird en la préxima seccién) para la demostracién del Teorema 5.4.

Paso 1. Sea z € H 1(X; C) un autovector asociado al autovalor A, es decir, una solucién de

() [7(2) = Az,

y sea V un recubrimiento abierto de X tal que z = 7y(2y) para algin 2y, € Hy,(X;C) (por el
Lema A.9). Como las clases de cohomologia A2y € Hy,(X;C) y f*(2v) € Hj 1 (X;C) definen el

mismo elemento en el limite directo H'(X;C), existe un recubrimiento abierto U de X, més fino
que V'V f71(V), para el que las proyecciones de A2y y f*(2p) en H}(X;C) son iguales. En otras
palabras, zy (o, formalmente, my,/(2y)) es una solucién de (*) a escala U. Nétese que U puede ser
elegido arbitrariamente fino, y por tanto, sera fijado.

Paso 2. Fijamos un niimero natural n y denotamos por V,, a un subrecubrimiento finito de i/ vV
Y U) V...V f7(U). Para cualquier 1-ciclo formal V,~pequeno s, los ciclos s,, fx(sn), - - ., fi(sn)
son U—pequenos y representan las clases de homologia Yy, fu(Vn); - - -, [ (7m) € HY(X), respectiva-
mente. Para cualquier 0 < j < n, tenemos que

L= re=xf =
f£+ (yn) fi(“{n) fI3(vn)

donde el término del medio debe ser interpretado como un integral a escala f~1(l{), mientras que
el primer término y el tercer término estédn a escala U/, estamos haciendo uso las propiedades de la
integral formuladas en el Lema 2.6. Por induccioén,

/ z = )x”/ z. (5.1)
T2 () Tn

Paso 3. Por el Teorema 1.68, existe un representante n de z cuya imagen es finita. Entonces,

Lo
2(n)

< [[£5 )y Inllee < llsally 0l - (5.2)

]
]77

[f;; (sn)
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donde la primera desigualdad es una consecuencia de la definicién de la integral como una suma de
evaluaciones sobre simplices y la segunda desigualdad representa la posible alteracién de la norma
de cadenas debido a la cancelacion de simplices después de aplicar [} a la cadena s,,.

En este punto del argumento las demostraciones de los Teoremas 5.3 y 5.4 divergente. La idea es
acotar ||s,||, inferiormente en términos de |V,| en (5.2) y controlar la integral de z sobre 7, en (5.1)
al mismo tiempo. Esto es sencillo en el caso de que nuestro espacio sea localmente conexo usando
los refinamientos construidos en la Subseccion 1.1.7, Proposicion 1.46, debido a que los valores de
la integral no dependen de n. Sin embargo, en el caso general, no existe una elecciéon coherente
y sencilla de v, y de s, y el argumento es mas delicado. La idea es usar algunas propiedades
aritméticas de z para deducir una cota inferior para el valor absoluto de la integral en términos de

[Vl

5.3.1. Parte final de la demostracion de la generalizacién I del Teorema
de Manning

Usando la conexion local de X, después de pasar por un refinamiento podemos asumir que el
recubrimiento abierto U de X esta formado por conjuntos conexos. Entonces, podemos usar los
argumentos de la Subseccién 1.1.7 del Capitulo 1 para elegir sabiamente los ciclos s,. Tomando
un 1-ciclo formal ¢/-pequefio sy que define a una clase v = [so] € H{(X) tal que [  z # 0. Dicha
clase de homologia existe debido a la Proposicion 2.13. Para cualquier n, sea s, el refinamiento
Vn—pequeno de sy producido por el Lema 1.47, que satisface ||s,||; < [|soll; [Va|, ¥ denotamos por
T = [Sn] € H}) "(X). Como s, y s¢ son homdlogos como ciclos formales U/—pequenios, tenemos que

Tn Y

Val = C|A", donde C' =

y entonces la Ecuacién (5.2) produce

1
1]l 15011y

/]

Queda entonces claro que lim,,_, % V.| > log || y, como V), era un subrecubrimiento de U V
YUYV ..oV fTM(U), se sigue que h(f,U) > log |\|. Por tanto, concluimos que h(f) > log |A|.

5.4. Demostracion de la generalizacion II del Teorema de
Manning

El caso en el que X no sea localmente conexo es mas dificil ya que no esta claro si existe
una eleccién de los ciclos s, que permitan controlar el lado derecho de la igualdad (5.1) y la
norma de s, al mismo tiempo. El argumento proporcionado estd basado en una cuidadosamente
inspeccién de z y s,,. Aunque el autovector z es una clase de cohomologia en H},(X; C), probaremos
que podemos asumir que z es una combinacién lineal de clases de cohomologia racionales con
coeficientes algebraicos. Entonces, nos beneficiaremos de las buenas propiedades aritméticas de los



CAPITULO 5. GENERALIZACION DEL TEOREMA DE MANNING 111

numeros algebraicos para obtener un lema diofantico que nos permita acotar inferiormente el valor
absoluto de la integral de z sobre ~, = [s,] (siempre y cuando el valor de dicha integral sea no
nulo) en términos de la norma de s,. Finalmente, tenemos que elegir s,, de manera que su norma
sea controlada por el cardinal de V,, y que garantice que el valor de la integral de z no se anule.

El trabajo preliminar para la eleccién de s, ha sido realizado en la Subseccién 1.1.7 del Capitu-
lo 1, es suficiente elegir un adecuado ciclo elemental simple. Sin embargo, todavia tenemos que
atravesar por algunos lemas técnicos para justificar las propiedades aritméticas de z.

5.4.1. QObservacion sobre coeficientes. Seleccion de autovectores

De ahora en adelante haremos un uso simultaneo de coeficientes en Z, Q y C, por lo que esto
estard siempre reflejado en la notacion. Observamos primero que una clase de homologia v con
coeficientes en GG puede ser también considerada como una clase con coeficientes en cualquier grupo
més grande G’ (lo mismo ocurre para una clase de cohomologia), por ejemplo el caso de Z (0 Q) y
C. En vista de la definicién de la integral esta sutileza no afecta al calculo ya que un representante c
de v con coeficientes en GG es también un representante para las clases de homologia con coeficientes
en G'.

También necesitamos un breve discusién de la relacion entre HY(X;Q) y H}(X;C). Por el
Teorema de Coeficientes Universales [Spanier(1966)] (v usando que U es finito y por tanto todos
los médulos son de tipo finito), H}(X; Q) ®qg C = H,(X; C) como Q-espacios vectoriales (y como
C—-espacios vectoriales), donde el isomorfismo estd dado en los generadores del producto tensorial:
[€] @ A = A[¢]. Para un introduccion a los productos tensoriales, ver [Atiyah y MacDonald(1969)].

Supongamos que f : X — X es una aplicacion continua. Denotamos por f¢ y f¢ a los endomor-
fismos inducidos por f en H'(X;Q) y H'(X;C), respectivamente, y denotamos por Py(t) € Q[t] al
polinomio minimo de A sobre Q. El polinomio minimo de \ sobre Q viene dado por el polinomio
monico Py(t) € Q[t] de menor grado tal que Py(\) = 0.

Sea V un K-espacio vectorial y sea f un endomorfismo de V. El polinomio minimo de
v € V para f es el polinomio ménico P,(t) € K[t] de menor grado tal que (P,(f))(v) = 0. Sea
Ps(t) el polinomio minimo de f. Entonces, P,(t) divide a Pf(t) para cualquier v € V, y de hecho,
Ps(t) = mem {P, (t), Py, (t),..., P, (t)} para cualquier {vy,va,...,v,} base de V.

Lema 5.5. Si f tiene un autovalor A € C, entonces existe un vector no nulo w € H'(X; Q) cuyo
polinomio minimo para f¢ estd bien definido y es igual al polinomio minimo Py de A sobre Q.

Demostracion. Como el lema es puramente algebraico, la demostracién que daremos esta escrita en
una configuracién mas general. Sea F un Q—espacio vectorial y sea g : E — F un endomorfismo de
E. El C-espacio vectorial I/®gqC esta generado por los elementos de la forma u®g1 conu € F y la
aplicacién g induce un endomorfismo g: £ ®g C — E ®g C que actud sobre los generadores como
J(u®gl) = g(u)®g 1. Vemos a E®gC como un C-espacio vectorial con la multiplicacién compleja
absorbida por el segundo factor: ¢ - (u ®qg ¢) = u ®g ¢’c. En nuestra configuracion g corresponde
a fg v g corresponde a la conjugacién de f¢ por el isomorfismo del teorema de los coeficientes
universales.

Cualquier subespacio F' C E generado por una coleccion finita {u; }jvzl de vectores Q-linealmente

independientes tiene asociado un subespacio F' (C-lineal) de E ®g C generado por {u; ®q 1}?[:1.
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La coleccién {u; ®q 1}?[:1 es C-linealmente independiente (esto también se sigue directamente del
Ejercicio 13 de la pdgina 32 de [Atiyah y MacDonald(1969)]): sean ki, ..., ky € C tales que

Ozkl(u1®(@1)+...—i—kN(uN@Ql):k1u1®@1—|—...+kNuN®@1:(k:lul—i—...—i—kNuN)@@l,

por lo que kiuy + ...+ kyuy =0, v asi, ky = ... =ky = 0. Y ademas, se puede comprobar que:

—

F1QF2=ﬁﬂE y g(F):/g\(ﬁ)

Asumiendo que g tiene un autovector no nulo v € E®¢C asociado al autovalor A\. Tomando {u;}
una base de E, tenemos que {u; ®g 1} constituye una base de £ ®q C, y asi, v es una combinacién
lineal de un numero finito de ellos. Por tanto, existe un /' C E generado por un nimero finito de
los u; tal que v € F'. Entre todos estos Q-subespacios vectoriales F' de F de dimensiones finitas,
escogemos uno que tenga la dimensién mas pequena. Entonces tenemos que g(F)/:\F como, de lo

contrario, podemos reemplazar F con F N g(F) debido a que v € FNG(F) = F N g(F).

El polinomio minimo de §| Pl F— F y de g : F' — F coinciden. Denotamos al ultimo
polinomio por Pp. Entonces, Pr(\) =0, y asi, Pr = @) - P\ para algin Q(t) € Q|[t]. La conclusién
se sigue del hecho de que cualquier vector no nulo de Im(Q(g;r)) (Im(Q(gjr)) # {0} ya de lo
contrario Pp = @, y asi, Py = 0) tiene polinomio minimo para g (o g;r) igual a P.

Sea w € Im(Q(gjr)) con w # 0, por lo que existe u € F' tal que w = (Q(g))(u). Y asi, tenemos
que

(Pa(g)(w) = (Px(9))((Q(g))(u)) = (Pxr(g) o Q(9))(u) = (Q(g) o Pr(9))(u) = (Pr(g))(u) = 0.

Supongamos ahora que existe un polinomio P(t) € Q[t] tal que grado(P) < grado(Py) y que
(P(g))(w") = 0 para todo w" € Im(Q(g|r)), siendo esto 1ltimo equivalente a que (P(g)-Q(g))(v') =
0 para todo v’ € F, llegando asi a una contradicciéon con que Pr sea el polinomio minimo de
g + F — F puesto que grado(P(t) - Q(t)) < grado(Py(t) - Q(t)) = grado(Pr). En definitiva,
P,(t) = Py(t).

[

Observacion 5.6. De ahora en adelante no haremos distincion entre f& y f&, y d denotard el
grado de \ sobre Q, d = grado(\) = grado(Py).

Lema 5.7. Si f* tiene un autovalor A € C, entonces existe un autovector no nulo z € H'(X;C)
asociado a \ de la forma z = Zj;é pjw; donde p; € C son nidmeros algebraicos y w; € H'(X; Q).

Demostracién. Por el Lema 5.5, existe un vector no nulo w € H 1(X;Q) cuyo polinomio minimo
para fg es igual a Py(t). Sean A = Ay, Ag,..., Ay € C sus raices complejas. Y entonces, Py(t) =
(t=N)-(t—=Xo) ... (t—Ag)-

Veremos a continuacién que el conjunto {w, f*(w), ..., (f*)*"!(w)} es linealmente independiente
en H'(X;Q) y por tanto también en H'(X;C). Sean ag, ay, . . ., aq_1 € Q tales que aqw +a, f*(w) +
oot ag 1 ()T Hw) = 0, es decir, el polinomio P(t) := apt® + ait + ... + ag_1t' € QJt] es
tal que (P(f*))(w) = 0, pero como grado(P) < grado(FP,), concluimos que P(t) = 0, es decir,
aozalz...:ad_lzo.
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Definimos un vector z € H'(X;C) como

2= ("= X) (= Aa)(w),

y si grado(Py) = 1, entonces z := w. Evidentemente (f* — \)(z) = (P\(f*))(w) = 0, y asi,
f*(2) = Az. Ademas, z es no nulo. Para comprobar esto expandimos su definicién

2= () w) = Mo+ .+ A) ()2 (w) + .+ (=D)AL A
= po(f)H (w) + pu(F)72 (W) + o paerw

que es una combinacién lineal de w, f*(w), ..., (f*)* ! (w) con coeficientes complejos p1; donde al
menos uno de ellos es no nulo (py = 1). En particular, z # 0 (ya que {w, f*(w),..., (f*)* " (w)} es
linealmente independiente) y z es un autovector asociado al autovalor A.

Finalmente, observemos que los y; son nimeros algebraicos. En efecto, todos los p; (que son
suma y productos de los A;) son niimeros algebraicos puesto que el conjunto de nimeros algebraicos
constituye un cuerpo (ver por ejemplo el Corolario 2.6 de la pdgina 232 de [Lang(2002)]).

O

Observaciéon 5.8. De manera similar al Paso 1 de la Seccion 5.3, podemos asumir que la descrip-
cion de z en el lema es valida a escala U. De hecho, podemos encontrar un recubrimiento abierto
V de X y clases 2’ € Hy(X;C), wj € HL(X;Q) tales que 7(2') = z, mv(w}) = w;. Entonces, para
algin U mds fino que V, 1y (3 pjw;) = mvu(2'). Por tanto, con un abuso de la notacion

z = Z,ujwj en H(X;C),

donde w; € HY(X;Q). Y al igual que en el Paso 1, refinando U podemos garantizar que la ecuacion
de autovector f*(z) = Az se mantiene en H(X;C).

5.4.2. Un lema de la aproximacion diofantica

Comencemos con un teorema debido a Schmidt que generaliza varios resultados clasicos y que
a grandes rasgos nos dice que los niimeros algebraicos son mal aproximados por los nimeros irra-
cionales. El resultado preciso es el Teorema 2 de [Schmidt(1970)]:

Teorema 5.9. Sean vy, ...,v,, numeros algebraicos reales tales que 1,v1, ..., v, son linealmente
independientes sobre Q. Para cualquier € > 0 existe solo un niumero finito de m—tuplas de enteros
no nulos ay, ..., a,, con

1

dist(riay + ... + Upmapm, Z) <
lay ... an

14€-

Y denotamos por I al subconjunto finito de Z™ cuyos puntos cumplen la desigualdad anterior.

La desigualdad anterior implica que

lag + via1 + ... + V| > A - (méx |a;|) =" (5.3)
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para toda (m + 1)-tuplas de enteros a;, con a; # 0 si j > 0, y la constante A que solo depende de
€
A= min{dist(l/lal+...+Vmam,Z)-|a1...am|1+i D(ay .. am) GF}.

Ahora, si asumimos que el lado izquierdo de la desigualdad (5.3) no es cero, a expensas de reemplazar
A por una constante més grande, podemos suponer que (ag, a1, . . . , a,,) abarca sobre todo Z™! y los
numeros 1,vy,...,V, no son necesariamente racionalmente independientes (usamos las relaciones
lineales para simplificar en (5.3) hasta que solo dependa de un subconjunto méximo de v; que
son linealmente independientes, los factores son absorbidos por A). Entonces, estd claro que la
desigualdad también se aplica a los complejos v; (ndtese que la independencia lineal racional de los
nimeros complejos es mas débil que la independencia de sus partes reales o imaginarias).

Establecemos pg = 1, i1, . . ., ptg—1 del Lema 5.7 en (5.3) para deducir que para cualquier € > 0
existe una constante A > 0 tal que

A
el e (5.4)
2145\ 2 T
para cualquier (Cy, C1,...,Cq 1) € Z% a no ser que la suma de la izquierda se anule.

En vista de la descomposicion de z probada en el Lema 5.7, los posibles valores no nulos
que puede tomar la integral de z sobre una clase de homologia arbitraria v pueden ser acotadas
inferiormente en términos del nimero de simplices que componen un representante U—pequeno de

7.
Lema 5.10. Sea U un recubrimiento abierto finito de X. Supongamos que z € H},(X;C) tiene la

forma
d—1
Z = E MWy,
Jj=0

donde cada p; es un nimero complejo algebraico y todos los w; € HY(X;Q). Y supongamos ademds
que cada wj es representado por algun cociclo & (con valores en Q) cuyo borde se anula a escala
U y que Im(&;) es finita. Entonces, para cualquier € > 0 existe una constante B > 0 tal que, para
cualquier ciclo U-pequenio [c] € HY(X;Z), la integral f[c] z es cero o bien su valor absoluto estd

<l = d—1te
A lelli

Demostracion. Como la imagen de cada &; es finita con valores en Q, existe un entero D > 0 tal
que la imagen de cada D¢; estd formada por ntimeros enteros.
Escribimos ¢ = )", k;0; con k; € Z. Por definicién, la integral f[c] z = Zj 1 fM w; es solo la

suma
S = E L E /ﬂ'fj(ai),
j i

acotado inferiormente:

por lo que

DS = Z /LjCj,
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donde definimos C; := D ). k;{;(0;) € Z.
Podemos estimar C; por |C;| < D ||, > 2, [ki| = D &1, llell; por lo que en particular

max [Cj] < D |ef|, M,

donde M := max ||| .
La desigualdad (5.4) muestra que si S es no nulo, entonces su valor absoluto se puede acotar
por:

|S|ZL 5 Ad1 = . d—1+e
| DI (méx |Cy[)=e ™ Ddvepgd=tte |||

. d-1
Para terminar, solo queda reagrupar todo salvo ||c||] T en una constante B. Esta constante

depende de D, M (que son fijados una vez que la eleccién de las cocadenas &; estd hecha), y de la
constante A que estd determinada por los f1; y por e. O

5.4.3. Demostracion de la generalizacion II del Teorema de Manning

Consideremos el autovector z asociado al autovalor A del Lema 5.7 y el recubrimiento abierto
U como el encontrado en la Observacién 5.8 pero que ademds garantiza que cada w; posee un
representante U/—pequeno ¢; cuya imagen es finita con valores en Q (ver la Observacién 1.55 y el
Teorema 1.68). Recordemos que de los Pasos 1-3 de la Seccién 5.3, tenemos que

/ :
[sn]

Como z puede ser pensado como una clase de cohomologia a escalald y z £ 0 € H 1(X;C), tenemos
que z define un vector no trivial de H. \1,n (X; C) que por la no degeneracion de la integral en una escala

A" < [lsally 7/l (5.5)

especifica (ver la Proposicién 2.13) tiene una integral no cero sobre algiin vector de H,"(X;C).
Por la Proposicién 1.45, los ciclos elementales simples generan a HY"(X;Z) y por tanto también a
H I’n (X;C), y de hecho, existe un ciclo elemental simple V,,—pequeno s,, tal que f[sn} 2z # 0.
Para el resto de la demostracién considaremos € > 0 fijo. Ahora, por el Lema 5.10 aplicado a
d—1 :
z =) o Hjw; existe una constante B > 0 tal que

.2 e
A= L gt
sl | lsallT

1

Combinando esta ecuacién con (5.5) y recordando que, por definicién, un ciclo simple V,,—pequeno
satisface que ||s,[[, < [V,|. Deducimos que

n d+e
BIA" < Inllo Vol

Nétese que en esta desigualdad ||n|| . ,d, e no dependen de n. Y un sencillo calculo demuestra
que

y como V, era un subrecubrimiento finito arbitrario de Y V...V f~"(U) para todo n (y € > 0 es
arbitrario), el lado izquierdo de la desigualdad acota inferiormente a h(f,U). Se sigue por tanto
que h(f) > (log|A|)/d > 0. Esto finaliza la demostracion del Teorema 5.4.






Apéndice A

Nociones basicas sobre los sistemas
directos/inversos

A.1. Sistemas directos e inversos

Definicién A.1. Un conjunto dirigido es un conjunto no vacié M con una relacion > reflexiva
y transitiva tal que para cada par o, € M existe § € M tal que f = «,a’. Y decimos que un
subconjunto N C M es cofinal en M si para cada o« € M existe B € N tal que 8 > a. No es muy
dificil comprobar que un subconjunto N C M cofinal en M es un conjunto dirigido.

Definicién A.2. Un sistema directo {X, 7} de conjuntos sobre un conjunto dirigido M es una
aplicacion que asigna a cada o € M un conjunto X<, y a cada par «, B tales que o < 3 en M, una
aplicacion

Tap: X=X A
tal que

Toa = 1d

para cada o« € M, y

T8y © Ta,8 = Tay
para o < 3 <y en M.

Un sistema inverso {X, 7} de conjuntos sobre un conjunto dirigido M es una aplicacion que
astgna a cada o € M un conjunto X, y cada par o, 3 tal que oo < 3 en M una aplicacion

Ta,B " Xﬂ — X,

tal que
Taa = 1d

para cada o € M, y

Wa?ﬁ O ﬂ./B?’Y = 7Ta")/

para o < 3 <y en M.

117
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Si cada X* (X,) es un conjunto, o un espacio topolégico, o un grupo abeliano, o un R—mdédulo,
o bien un espacio vectorial, y cada 7, 5 (7a,3) €s, respectivamente, una aplicacién, o una aplicacién
continua, o un homomorfismo, o un R-homomorfismo, o una aplicacién lineal, entonces {X, 7}
({X,7}) es llamado un sistema directo (inverso) de, respectivamente, conjuntos, espacios topoldgi-
cos, grupos abelianos, R—modulos, o espacios vectoriales.

Por otro lado, cuando el conjunto dirigido sobre el que se considera el sistema directo (inverso)
es N, diremos que dicho sistema es una sucesién directa (inversa).

A.2. Limites inversos

Definicién A.3. Sea {X,} ., una coleccion de conjuntos indexados por el conjunto M. Denota-
mos por [[,en Xa al producto cartesiano de {Xo}, ), Para cada € M, definimos la proyeccion

ngHXa%XB

aeM

dada por ps({%a},cp) = T para cualquier {xq},cpr € [oen Xa-

Definicién A.4. Sea {X, 7} un sistema inverso de conjuntos sobre el conjunto dirigido M. El
limite inverso lim {X, 7} (también lo denotaremos por l'nga) de {X, 7} es el subconjunto de
[Locn Xa formado por las familias x = {xa} e, tal que

Ta,5(Tp) = Ta

para cada o < 3 en M.
Definimos la proyeccion
g I'&HXQ — X3

por mg(x) = x para cualquier v = {Ta}, cps € T&nXm es decir, T3 no es mds que pg restringida al
subconjunto lim X, de [Tocn Xa-

Lema A.5. Si o < 3, entonces m, = mo 3 0 T, €s decir, el siguiente diagrama

lim {X, 7} L X,

™

Xp
es conmutativo.
Demostracion. Por definicién, tenemos que 7m3(z) = 25 y To(x) = T4, ¥y COMO T4 5(T5) = Za,
concluimos que 7, 5(m3(2)) = 7o (). O

Sea X un sistema inverso indexado por un conjunto dirigido M, y sea un subconjunto N C M
cofinal en M. Denotamos por Xy al subsistema inverso de X indexado por N.
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Es bien sabido que el limite inverso de un sistema inverso de conjuntos, o espacios topoldgicos,
o grupos abelianos, o R—modulos, o bien espacios vectoriales existe y es un conjunto, un espacio
topoldgico, un grupo abeliano, un R-moddulo, o un espacio vectorial respectivamente. El siguiente
lema esta formulado para sistemas inversos de conjuntos aunque es también valido para cualquiera
de las categorias que acabamos de mencionar.

Lema A.6. Sea X un sistema inverso de conjuntos indexado por un conjunto dirigido M. Si N es
cofinal en M, entonces @X Y @X‘N son biyectivos.

Demostracidn. Definimos una aplicacién f : lmX — lim Xy dada por FUatoer) = {Zatoen
para cualquier {74} ., € im X. Claramente [ estd bien definida.

También definimos una aplicacién g : TLHX‘ y — lim X de la siguiente manera: sea {ys} sen €
@X‘N. Como N es cofinal en M, para cada o € existe § € N tal que § > «. Definimos
To = Tap(Ys)s ¥ 9({s}sen) = {Zatpens-

Primero veamos que x, estd bien definido. Sean 3,8 € N tales que 3,8 = a. Comprobemos
que 7o (ys) = Ta,p (ys). Como N es un conjunto dirigido, existe v € N tal que v > 3, ', y como
{yﬁ}ﬁeN = I.LHXU\U tenemos que ys = ms(y,) v yg = T4 (yy), v asi,

Ta,8(Yp) = Tap(May(Uy)) = Tan(Yy) = Tap (Mo 4 (Yy)) = Tap (Ys),

donde la segunda y tercera igualdad se siguen de la construccién del sistema directo X.

Veamos ahora que g estd bien definida. Para ello, comprobemos que si o’ > a en M, implica
que Too(To) = To. Sean §,5 € N tales que f > ay ' > «, por lo que z, = Tap(ys) ¥y
To = T p(ys). Como N es un conjunto dirigido, existe v € N tal que v > 3,5, y como
{Us} pen € Im Xy, tenemos que ys = m55(y,) ¥ ypr = T 5(Y5), ¥ asi,

To = Wa,ﬁ(yﬁ) = Wa,ﬁ(ﬂﬁy’y(y’y)) = 770477(?/7)

T (Tar) = Moo (Tar g (Ypr)) = Ta,ar (Tar g (Wﬁ/ﬁ(yv)) = Ty (Uy)-

Claramente fog = Idl'ng\N ygof= Idl-&nx. Por lo que @X y @X‘N son biyectivos.
O

A.3. Limites directos

Sea {X, 7} un sistema directo de grupos abelianos sobre un conjunto dirigido M. La suma

directa
DX
acM
de la coleccién { X} ., es el subconjunto (en este caso, también un grupo abeliano) del producto

[I.cn X consistente de las familias {z4},c,, tales que x, = 0 salvo para un ntimero finito de
indices de M.
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Definicién A.7. Definimos en @, X* la siguiente relacion de equivalencia ~: para {x*} .\, ¥
W aers €0 B e X5 decimos que {x°} o pp ~ {Y* }oens S8 para cada par a, o € M existe € M
tal que B = o, ' y que To 5(2%) = T g(y*). El limite directo de {X, 7} se define como el cociente

iy = () 1~

La aplicacion natural @, X — lim X define homomorfismos 15 : X° — lim X llamados

proyecciones. Dado v € XP, 15(x) := [{@a},crr] con zq igual a x si v = B e igual a 0 en caso
contrarto.

Lema A.8. Sia < 3, entonces 730 Ty 3 = T,, €5 decir, el siguiente diagrama

X — lim X
T”“Bl %
X5
es conmutalivo.
Demostracion. Esto se sigue de que [1, 5(2%)] = [z*] para cualquier z® € X puesto que 7, g(z*) ~
x. [l

Lema A.9. Sea [{2°},.\/] € lim X, Existe 5 € M y existe y? € XP tal que 75(y") = [{z°}pens]-

Demostracion. Sean «y,...,q, los elementos de M para los que x% # 0. Puesto que M es un
conjunto dirigido, para cada par a;,a; € M existe f;; € M tal que B;; = o, o y que 7o, 5, (%) =
Tas8;,; (2%7). De este modo, para cualquier 3 € M tal que 3 > f3;; para todo i y j, tenemos que
Ta;,8(1%) = 7o, g(2%). Por tanto, el elemento

y? = 7o, p(2™) + ..+ Ta, p(2%)
de X7 es tal que 75(y?) = [{2*} )] Puesto que 7,, 5(2*) ~ 2% para todo iy j. O

Sea X un sistema directo indexado por un conjunto dirigido M, y sea un subconjunto N C M
cofinal en M. Denotamos por X|y al subsistema directo de X indexado por V.

El limite directo de un sistema directo de grupos abelianos, o R—moddulos, o bien espacios
vectoriales existe y es un grupo abeliano, un R—modulo, o un espacio vectorial respectivamente. El
siguiente lema estd formulado para sistemas inversos de grupos abelianos aunque también es valido
para cualquiera de las categorias que acabamos de mencionar.

Lema A.10. Si N es cofinal en M, entonces th Y ligXW son isomorfos.

Demostracion. Denotamos por 7'[’_, c XP =1 X|n a la proyeccion de X*? en ligXW.

Definimos una aplicacién f : ligX — ligX‘ ~ de la siguiente manera: sea z € lim X, por lo que
el Lema A.9 nos asegura que existe o € M y existe z, € X* tal que z = 7,(2,). Como N es cofinal
en M, existe f € N tal que 3 = a, y asi, definimos f(2) como 74(7a,5(2a))-

Veamos que f estd bien definida:
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» Sea v € M y sea z, € X* tal que z = 7,(24,). Sean 3,3 € N tales que 3,5’ > «. Compro-
bemos que 74(7a,5(2a)) = T4 (Ta,p(22)). Como N es cofinal en M, existe v = 3, 3, y de esta
manera, Como

78.(Ta,(2a)) = Tay(2a) = 794 (Ta,p(2a)),

tenemos que 74(7a,5(2a)) = T (7o (2a))-

= Sean a, 0/ € M,y sean z, € X®y 2y € X tales que z = 74(24) = Ta(2). Sean 8,3 € N
tales que 8 = ay ' = o'. Comprobemos que 74(7a,5(2a)) = T4 (Tar p/(2ar)). Como 7o (24) =
Tor (2ar), existe v € M tal que v > 3, 8" tal que 73.,(Ta,5(2a)) = T34 (Tar g (20/)), ¥ como N es
cofinal en M, existe 4" € N tal que 7/ > -, tenemos que

T6/(Ta,8(20) = Ty (T84 (Ta5(2a))) = Ty (T8 4 (Ter 5 (200))) = Tor o (Tar 1 (2a)),

y asi, Té(Taﬁ(Za)) = Té,(Ta/ﬁ,(za/)).

También definimos una aplicacion g : @X| N — liﬂX de la siguiente manera: z € @X| N, por
lo que el Lema A.9 nos asegura que existe 3 € N y existe z3 € X7 tal que 74(z5). Definimos g(z)
como 73(23).

Veamos que ¢ estd bien definida. Para ello, sea /' € N y sea zz € X7 tal que z = 7o (28,
y comprobemos que 75(23) = 75 (25:). Como 74(25) = 74/(2p), existe v € N tal que 75,(z5) =
T/g/,,y(zlgl), y an, T/B(Z/B) = 7'5/(2/3/).

Por dltimo, veamos que g o f = Idj,,x. Gracias al Lema A.9, esto se reduce a probar que
(g0 f)(Ta(2a)) = Ta(za) para todo a € M y z, € X*. Como N es cofinal en M, existe § € N tal
que 8 > «a, v asi,

9(f(Ta(za)) = 9(75(7a,8(24))) = 75(7a,8(2a)) = Ta(2a),

donde la ultima igualdad se sigue del Lema A.8.
Se prueba de manera andloga que fog = Idhg Xx+ ¥ 1o es muy dificil demostrar que fy g son

homomorfismos. Por tanto, hﬂX y @X‘ N son isomorfos.
O

A.4. Algunos resultados algebraicos

Sea {V, 7} una sucesion directa de espacios vectoriales. No es muy dificil comprobar que {V*, 7%}
(donde a cada n € N se le asigna el espacio vectorial dual V* de V,,, y a cada par n < m se le asigna
la aplicacién lineal dual 7,7 . de 7,,,) es un sistema inverso de espacios vectoriales. Lo anterior se
tiene ya que

T:,n = (Ian)* = Idvﬁ«
para cadan € N, y

* * * *
Tnl,ng © Tng,ng - (Tn21n3 © Tn17n2) - Tn1,n3

para ny < ny < ng en N.
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Proposicién A.11. Sea {V,7} una sucesion directa de espacios vectoriales. Entonces
Hom(lim Vo, K) = Hm V7,
donde K es el cuerpo sobre el que estan definidos los espacios vectoriales V,.

Demostracion. Definimos la aplicacion

¢ : Hom(lim V;,, K) — lim V7
dada por (g) = (go19,g o 7,...) para cualquier g € Hom(lig Vi, K). Dicha aplicacién esta bien
definida puesto que (o7, go1,§oT,...) € l&n V. para n < m, tenemos que

* — — —
Tn,m(g o Tm) =9°Tm ©Tnm = g O Tn,

donde la ultima igualdad se sigue del Lema A.8. Ademas, no es muy dificil comprobar que la
aplicacion ) es lineal.
Por otro lado, definimos la aplicacién

¢ 1&1\/: — Hom(lig Vi, K)

de la siguiente manera: sea g € l'&nVﬁk y sea v € ligVn, y entonces, el Lema A.9 nos asegura que
existe n € Ny existe v, € V,, tal que 7,,(v,) = v, y asi, definimos (¢(g))(v) = gn(v,). Veamos que ¢
estd bien definida: sea v € @Vn, y sean v, € V,, y v, € V,,, tales que 7,(v,,) = 7y (vyn) = v. Como
Un, ¥ Up, Tepresentan a la misma clase v, existe un m’ tal que m’ > n,m y que T, (Vn) = T (Um)-
Por otro lado, como g = (g0, g1,...) € @V;, se tiene que g, = 7\ /(Gm') Y Gm = Ty (g ) En
consecuencia, tenemos que

In(vn) = (T;?,k,m’ (9m)) (Vn) = G (T (V)

coincide con
Im(Vm) = (T;L,m' (gm'))(Vm) = G (Tm,m’ (Vm))-

Por 1ltimo, veamos que:

. ¢ 9 w - IdHom(l'EVn,K)
Sea g € Hom(lig Vo, K). Seav € hg V.., por lo que el Lema A.9 nos asegura que existe n € N
y existe v, € V,, tal que 7,(v,) = v, y asi,

(9o ¢)(9)(v) = (¢(gom,gom,..))(v) = (goT)(vn) = g(Ta(vn)) = g(v).

] ¢ ¢ (b == Idlglvr’f
Sea g € Im V", y entonces (¢ o &) (g) = V(o(9)) = (6(g) o 10,0(g) © 71,...). Fijando m €

M. Sea v,, € V,,. Como v,, € V,, es un representante de 7,,(v,) € limV,, tenemos que
(0(9))(Tim(vm)) = gm(vm), probando asi que ¢(g) © Ty, = g En definitiva, (¢ o ¢)(g) = g.
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No es muy dificil comprobar que ¢ y v son aplicaciones lineales, y asi, por lo anterior, concluimos
que Hom(liAq Vo, K) y Jim V;* son isomorfos.
O

Sea ahora Vy «— Vi «— V5 <— ... una sucesion inversa de espacios vectoriales. La pregunta
que abordamos ahora es la siguiente: dado un elemento v,, de V,,, {bajo qué condiciones es posible
construir un elemento del limite inverso de la sucesion que tenga a v, como su n—ésima entrada?
Esta claro cémo definir las entradas por debajo de la entrada n—ésima, simplemente iterando v,
hacia adelante a lo largo de la sucesion inversa. Esta claro también que para construir v, 1, Upio, - - .
uno necesita ser capaz de iterar v, hacia atras a lo largo de la sucesién inversa, y asi v, debera
pertenecer a las imagenes de V,,.1,V,,19,... en V,. Es sencillo ver que, en general, ni siquiera esta
condicion es suficiente para responder nuestra cuestiéon de manera afirmativa. Sin embargo, cuando
los espacios vectoriales involucrados en la sucesién son de dimensiones finitas, podremos responder
la pregunta anterior, ver la Observacién A.16.

Sea V = {V, 7} una sucesién inversa de espacios vectoriales. Decimos que la sucesién inversa V
es Mittag—Leffler si todo n € N admite un m,, > n (un indice de Mittag-Leffler para n) tal que
Im(7,,,m) = Im(m, 1, ) para todo m > m,. Y decimos que la sucesién inversa V es uniformemente
movible si cualquier n € N admite un m,, > n (un indice de movilidad uniforme para n) tal que
existe una aplicacién lineal r : V,,, — @V satisfaciendo que el siguiente diagrama

Tn,m
Vin,, —— Vi

| A
jm v
es conmutativo.

Lema A.12. Sea V una sucesion inversa de espacios vectoriales. Sea M un subconjunto cofinal en
N. Entonces,

a). V es Mittag-Leffler si y solo si V| es Mittag—Leffler,
b). V es uniformemente movible si y solo si V|y; es uniformemente mouvible.

Demostracion. a). =. Sean € M. Como V es Mittag—Leffler, existe m,, € N con m,, > n tal que
Im(7,,m) = Im(7,, ,m, ) para todo m € N con m > m,,. Como M es cofinal en N, existe m, € M
con m,, > my, y por lo anterior, Im(7,,,,) = Im (7, ) para todo m € M con m > m/,, y asi,
Vm es Mittag—Leffler.

<. Sean € N. Como M es cofinal en N, existe n’ € M con n’ > n, y como V|5, es Mittag—
Leffler, existe m,, € M tal que Im(m, ) = Im(7 4, ,) para todo m € M con m > m,,. Sea
m’ € N con m’ > m,, y como M es cofinal en N, existe m € M con m > m/. Como el siguiente
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diagrama

es conmutativo (por construccién del sistema inverso V), tenemos que Im(7, ,,) C Im(7m,7 ) C
I (7 m,, ), y como Im(my ) = Im(my,,), tenemos que Im(my ) = Im(7y ). Como
o, = Tnn' © Tn/m,, Y Tnm! = Top! © Tn/m! (de nuevo, por construccién del sistema inverso
V), tenemos que Im(my, ;, ,) = Im(7, ).

. =.Sean € M. Como V es uniformemente movible, existe m,, € N con m,, > n y existe una

aplicacién lineal r : V,,,  — l'glV tal que 7y, = m,or. Como M es cofinal en N, existe m/, € M
tal que m,, > m,, y como el siguiente diagrama

Vinr,

- ﬂ—n,mél
/
mn, My

Tn,m
Vin,, —— Vi

| A
oV
es conmutativo (la conmutatividad del tridngulo superior se debe a la construccion del sistema
inverso V), tenemos que el siguiente diagrama

7I—n,mLL

Vm% — Vn

ro__
I ._TOTrmnvm'/nJ/ %
lim V
es conmutativo, siendo 7’ una aplicacion lineal por ser la composicién de dos aplicaciones linea-
)

les.

<. Sean € N. Como M es cofinal en N, existe n’ € M con n’ > n. Como V|, es uniformemente
movible, existe m,, € M con m,, > n'y existe una aplicacién lineal r : V,,, , — l'&n\ﬁ v tal que
Tw';m,, = T © 7. Como el siguiente diagrama

Y'n
an/ Vn’
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es conmutativo (la conmutatividad del tridngulo derecho se sigue del Lema A.5) y como 7, , =
Tnn! © Tnm,, (POr construccion del sistema inverso V), tenemos que 7y, , = T, 0 7.
O

Lema A.13. Siuna sucesion inversa V.= {V, 7} de espacios vectoriales es Mittag—Leffler, entonces
también es uniformemente mouvible.

Demostracion. Sea N := {ng,ny,na, ...} una subsucesién de N tal que ny, es un indice de Mittag—
Leffler para nj. Sea V|y la subsucesién inversa de V indexada por N. Como N es cofinal en N, el
Lema A.12 nos asegura que V|y es Mittag-LefHler si y solo si V es Mittag-LefHler. Y asi, podemos
suponer sin perdida de generalidad que la sucesién inversa V es tal que n + 1 es un indice de
Mittag-Leffler para n.

Sea v, € Vpi1. Definimos v, = mpnq1(v), 1) € Vi, por lo que v, € Im(m,pny1), y como
n + 1 es un indice de Mittag—Leffler para n, tenemos que Im(m, ,,+1) = Im(m,,42), ¥y por tan-
to, v, € Im(m,,42). Asi que existe un w2 € Vyyo tal que m,40(wnie) = vy, v definimos
Unt1 = Tptint2(Wnie). Andlogamente, como v,1; € Im(my41,42) ¥ como n + 2 es un indice
de Mittag-Leffler para n + 1, tenemos que v,41 € Im(m,41,43), Por lo que existe wyi13 € Viis
tal que Tpi1n4+3(Wnts) = Upt1, v definimos vy, 49 1= Tpyant3(wWnis). Definimos de esta manera los
Up, para todo m > n, y tenemos que la aplicaciéon r : V41 — limV, definida por r(v) ) =
(70,0 (Vn)s T (Vn), -+ Tne1,0(Un)s Uny Ung1, Unta, - - ), €s tal que el siguiente diagrama

Tn,n+1

Vi1 —

| A
jn ¥,

es conmutativo. La conmutatividad del anterior diagrama se sigue inmediatamente de la definicion
de r, mientras que el hecho de que r esté bien definida (es decir, que (v, ) € @Vn) se sigue

de que Um+1 = Tm+1,m+2 (wm+2) Y Um = 7Tm,m+2<wm+2) = Tm,m+1 (7Tm+1,m+2(wm+2)) = 7Tm,m+1<vm+1)
para todo m > n. O

Lema A.14. Siuna sucesion inversa V.= {V,m} de espacios vectoriales es uniformemente mouvible,
entonces para cualquier n, existe un m, > n tal que Im(m, ) = Im(m,) para todo m > m,,.

Demostracion. Sean € N. Como V es uniformemente movible, existe m,, > n y existe una aplicacion
lineal r : Vi, — lim V tal que m, or = ;. Comprobemos que Im(y, ) = Im(m,) para cualquier
m > my:

= C. Sea v € Im(m,,,), por lo que existe w € V,, tal que m,,,(w) = v, y por construccién de la
sucesién inversa V, tenemos que 7y, ., (T, m(w)) = v. Por hipdtesis,

(70 0 1) (T m (W) = Ty i (T m,, (W) = .

Y asi, v € Im(7,).
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» D. Sea v € Im(m,), por lo que existe w € HmV tal que v = mn(w). Por el Lema A.5, tenemos
qUE Ty O Ty = Ty, ¥ ASL, U = Ty (W) = T (T (w)), por lo que v € Im(7,,,,).

[]

Lema A.15. Si una sucesion inversa V = {V,xw} de espacios vectoriales es tal que para cada n,
existe un my, > n tal que la dimension de Im(m, ., ) es finita , entonces V es Mittag—Leffler.

Demostracion del Lema A.15. Sea n € N. Como el siguiente diagrama

Vi ——" Ly
n’k‘ /u

es conmutativo para n < n’ < n” (por construccién de la sucesién inversa V), tenemos la si-
guiente sucesion V,, O Im(m,ny1) D Im(m,42) D ... de espacios vectoriales, y asi, dim(V,,) >
dim(Im(7my, p41)) > dim(Im(7,,42)) > .... Como Im(m,,,,) tiene dimensién finita y la suce-
sién de dimensiones anterior estda acotada inferiormente por el 0, existe un m > m, tal que
dim(Im(m, ,,)) = dim(Im(7, . )) para todo m’ > m, es decir, la dimensién se estabiliza después de
cierto nivel. Como Im(7m, ) D Im(m, ) para todo m’ > m, tenemos que Im(m, ) = Im(m, )
para todo m’ > m. Hasta aqui, hemos probado que para cualquier n € N existe un m > n tal que
Im(7y, ) = Im(m,,m) para todo m’ > m, es decir, V es Mittag—Leffler. O

Por lo anterior, y gracias a los Lemas A.13 y A.14, tenemos la siguiente observacion:

Observacion A.16. SiV = {V, 7} es una sucesion inversa de espacios vectoriales con dimensiones
finitas, entonces para cualquier n, existe un m, > n tal que Im(m, ) = Im(m,) para todo m > m,,.
De esta manera, si uno tiene un v, € V,, para el que existe un vy,, € Vi, tal que T, m, (Um,) = Un,
entonces existe v € im'V que tiene a v, como sun—ésima entrada (es decir, 7,(v) = v,).

Lema A.17. Sea V = {V, 7} un sistema inverso de espacios vectoriales indexados por el conjunto
dirigido I que posee una sucesion cofinal N. Supongamos que todos los V; tienen dimensiones finitas.
Y supongamos ademds que @V tiene dimension finita. Tenemos que las siguientes afirmaciones
son ciertas:

(1) Existe ig € I tal que la proyeccion m; : @V — V; es inyectiva para cualquier j > ig.
(11) Para cualquier i € I, existe j; € I con j; = 1 tal que Im(m;) = Im(m; ;) para todo j > j;.

Demostracion. (1) Como @V tiene dimensién finita, los nicleos de las proyecciones 7; : L mV —
V; tienen dimensiones finitas y satisfacen que Ker(ﬂj) C Ker(m;) para j > i puesto que el
siguiente diagrama

v
|
mj
Vi Vi
¥

es conmutativo (debido al Lema A.5). Y ademads, (,;
{0} para algun iy € I, y de aqui se sigue el resultado.

Ker(m;) = {0}. Por tanto, Ker(m;,) =
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(11) Sea i € I. Como N es cofinal en I, existe n € N tal que n > i. La sucesién inversa Vy
cumple las hipotesis de la Observacion A.16, por lo existe m,, € N con m, = n tal que
Im(7,, ) = Im(m,) para todo m € N con m > m,. Sea j € I con j > m,,. Como el siguiente

diagrama
imV
5 J/ \
Ty,
‘/j Trmn,j an Tn,mp Vn

es conmutativo (por construccién del sistema inverso V y por el Lema A.5), tenemos que
Im(m,) <Im(m,;) < Im(m,m,) < Vi,
y como Im(7,) = Im(7m, , ), tenemos que Im(m,) = Im(m, ;). Por dltimo, como m; = m;, o m,

Y Tij = Tin © Ty j, tenemos que Im(m;) = Im(m; ;).
L]






Bibliografia

[Adler, Konheim, y McAndrew(1965)] Adler, R. L., A. G. Konheim, y M. H. McAndrew (1965):
Topological Entropy, Transactions of the American Mathematical Society, 144 (2): 309-319,
URL http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9947-1965-0175106-9.

[Alexander(1935)] Alexander, James Waddell (1935): On the Chains of a Complex and Their Duals,
Proceedings of the National Academy of Sciences, 21 (8): 509-511, URL http://dx.doi.org/
10.1073/pnas.21.8.509.

[Atiyah y MacDonald(1969)] Atiyah, Michael Francis e Ian Grant MacDonald (1969): Introduction
To Commutative Algebra, CRC Press: , URL http://dx.doi.org/10.1201/9780429493638.

[Blanchard, Glasner, Kolyada, y Maass(2002)] Blanchard, Francois, Eli Glasner, Sergii Kolyada, y
Alejandro Maass (2002): On Li-Yorke pairs, Journal fir die reine und angewandte Mathematik
(Crelles Journal), 2002 (547): 51-68, URL http://dx.doi.org/10.1515/cr11.2002.053.

[Block y Keesling(2004)] Block, Louis y James Keesling (2004): A characterization of adding ma-
chine maps, Topology and its Applications, 140 (2-3): 151-161, URL http://dx.doi.org/10.
1016/3.topol.2003.07.006.

[Bredon(1993)] Bredon, Glen E. (1993): Topology and Geometry, Springer New York: , URL http:
//dx.doi.org/10.1007/978-1-4757-6848-0.

[Buescu, Kulezycki, y Stewart(2006)] Buescu, Jorge, Marcin Kulczycki, e Ian Stewart (2006): Lia-
punov stability and adding machines revisited, Dynamical Systems, 21: 379-384, URL http:
//dx.doi.org/10.1080/14689360600649815.

[Buescu y Stewart(1995)] Buescu, Jorge e lan Stewart (1995): Liapunov stability and adding ma-
chines, Ergodic Theory and Dynamical Systems, 15 (2): 271-290, URL http://dx.doi.org/
10.1017/s0143385700008373.

[Dowker(1952)] Dowker, Clifford Hugh (1952): Homology Groups of Relations, Annals of Mathe-
matics, 56 (1): 84-95, URL http://dx.doi.org/10.2307/1969768.

[Downarowicz(2013)] Downarowicz, T. (2013): Positive topological entropy implies chaos DC2,
Proceedings of the American Mathematical Society, 142 (1): 137-149, URL http://dx.doi.
org/10.1090/50002-9939-2013-11717-X.

129


http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9947-1965-0175106-9
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.21.8.509
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.21.8.509
http://dx.doi.org/10.1201/9780429493638
http://dx.doi.org/10.1515/crll.2002.053
http://dx.doi.org/10.1016/j.topol.2003.07.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.topol.2003.07.006
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4757-6848-0
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4757-6848-0
http://dx.doi.org/10.1080/14689360600649815
http://dx.doi.org/10.1080/14689360600649815
http://dx.doi.org/10.1017/s0143385700008373
http://dx.doi.org/10.1017/s0143385700008373
http://dx.doi.org/10.2307/1969768
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9939-2013-11717-X
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9939-2013-11717-X

BIBLIOGRAFIA 130

[Eilenberg y Steenrod(1952)] Eilenberg, Samuel y Norman Steenrod (1952): Foundations of Alge-
braic Topology, Princeton University Press: Princenton, New Jersey, URL http://dx.doi.
org/10.1515/9781400877492.

[Franks y Richeson(2000)] Franks, John y David Richeson (2000): Shift equivalence and the Conley
index, Transactions of the American Mathematical Society, 352 (7): 3305-3322, URL http:
//dx.doi.org/10.1090/s0002-9947-00-02488-0.

[Giraldo, Morén, Ruiz del Portal, y Sanjurjo(2001)] Giraldo, Antonio, Manuel Alonso Mor6n,
Francisco Romero Ruiz del Portal, y José Manuel Rodriguez Sanjurjo (2001): Finite ap-
proximations to Cech homology, Journal of Pure and Applied Algebra, 163 (1): 81-92, URL
http://dx.doi.org/10.1016/s0022-4049(00)00158-4.

[Gordon(1955)] Gordon, William L. (1955): Locally-finitely-valued cohomology groups, Proceedings
of the American Mathematical Society, 6 (4): 656662, URL http://dx.doi.org/10.1090/
50002-9939-1955-0071772-6.

[Hatcher(2002)] Hatcher, A. (2002): Algebraic topology, Cambridge University Press, Cambridge: ,
URL http://dx.doi.org/10.1017/S0013091503214620.

[Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sénchez-Gabites(2019)] Hernandez-
Corbato, Luis, David Jesus Nieves-Rivera, Francisco Romero Ruiz del Portal, y Jaime Jorge
Sanchez-Gabites (2019): Dynamics and eigenvalues in dimension zero, Ergodic Theory and
Dynamical Systems, 40 (9): 2434-2452, URL http://dx.doi.org/10.1017/etds.2018.139.

[Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sdnchez-Gabites(2021)] Hernandez-
Corbato, Luis, David Jesus Nieves-Rivera, Francisco Romero Ruiz del Portal, y Jaime Jorge
Sénchez-Gabites (2021): Integration in Cech theories and a bound on entropy, URL
http://dx.doi.org/10.48550/ARXIV.2112.14181.

[Hernandez-Corbato, Nieves-Rivera, Ruiz del Portal, y Sdnchez-Gabites(2022)] Hernandez-
Corbato, Luis, David Jesus Nieves-Rivera, Francisco Romero Ruiz del Portal, y Jaime Jorge
Sanchez-Gabites (2022): On the components of the unstable set of isolated invariant sets,
aceptado para su publicacion en Topology and Its Applications.

[Herndndez-Corbato, Ruiz del Portal, y Sdnchez-Gabites(2020)] Hernandez-Corbato, Luis, Fran-
cisco Romero Ruiz del Portal, y Jaime Jorge Sdnchez-Gabites (2020): Infinite series in coho-
mology: attractors and Conley index, Mathematische Zeitschrift, 294 (3-4): 1127-1180, URL
http://dx.doi.org/10.1007/s00209-019-02318-5.

[Katok y Hasselblatt(1995)] Katok, Anatole y Boris Hasselblatt (1995): Introduction to the Modern
Theory of Dynamical Systems, Cambridge University Press: , URL http://dx.doi.org/10.
1017/cbo9780511809187.

[Keesee(1950)] Keesee, John W. (1950): Finitely-valued cohomology groups, Proceedings of
the American Mathematical Society, 1 (4): 418-422, URL http://dx.doi.org/10.1090/
50002-9939-1950-0036993-2.


http://dx.doi.org/10.1515/9781400877492
http://dx.doi.org/10.1515/9781400877492
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9947-00-02488-0
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9947-00-02488-0
http://dx.doi.org/10.1016/s0022-4049(00)00158-4
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9939-1955-0071772-6
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9939-1955-0071772-6
http://dx.doi.org/10.1017/S0013091503214620
http://dx.doi.org/10.1017/etds.2018.139
http://dx.doi.org/10.48550/ARXIV.2112.14181
http://dx.doi.org/10.1007/s00209-019-02318-5
http://dx.doi.org/10.1017/cbo9780511809187
http://dx.doi.org/10.1017/cbo9780511809187
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9939-1950-0036993-2
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9939-1950-0036993-2

BIBLIOGRAFIA 131

[Kolyada(2004)] Kolyada, Sergiy (2004): Li-Yorke sensitivity and other concepts of chaos,
Ukrainian Mathematical Journal, 56 (8): 1242-1257, URL http://dx.doi.org/10.1007/
511253-005-0055-4.

[Kolyada y Snoha(2009)] Kolyada, Sergiy y L'ubomir Snoha (2009): Minimal dynamical systems,
Scholarpedia, 4 (11): 5803, URL http://dx.doi.org/10.4249/scholarpedia.5803.

[Lang(2002)] Lang, Serge (2002): Algebra, Springer New York, NY: , URL http://dx.doi.org/
10.1007/978-1-4613-0041-0.

[Liy Yorke(1975)] Li, Tien-Yien y James A. Yorke (1975): Period Three Implies Chaos, The Ame-
rican Mathematical Monthly, 82 (10): 985, URL http://dx.doi.org/10.2307/2318254.

[Manning(1975)] Manning, Anthony (1975): Topological Entropy and the First Homology Group,
in: Dynamical systems— Warwick 197/ (Proc. Sympos. Appl. Topology and Dynamical Sys-
tems, Univ. Warwick, Coventry, 1973/1974), vol. 468, Springer Berlin Heidelberg: , 185-190,
URL http://dx.doi.org/10.1007/bfb0121394.

[Mardesi¢ y Segal(1982)] Mardesi¢, Sibe y Jack Segal (1982): Shape theory. The inverse system
approach, North—Holland Mathematical Library, 26, North—Holland Publishing Co.: .

[Massey(1978)] Massey, William Schumacher (1978): How to give an Exposition of the Cech-
Alexander-Spanier type Homology Theory, The American Mathematical Monthly, 85 (2): 75,
URL http://dx.doi.org/10.2307/2321782.

[Mischaikow y Mrozek(2002)] Mischaikow, Konstantin y Marian Mrozek (2002): Conley Index, in:
Handbook of Dynamical Systems, North-Holland, Amsterdam: , 393-460, URL http://dx.
doi.org/10.1016/s1874-575x(02)80030-3.

[Mrozek(1990)] Mrozek, Marian (1990): Leray functor and cohomological conley index for discrete
dynamical systems, Transactions of the American Mathematical Society, 318 (1): 149-178, URL
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9947-1990-0968888-1.

[Munkres(1984)] Munkres, James R. (1984): Elements of Algebraic Topology, Addison-Wesley Pu-
blishing Company, Inc.: , URL http://dx.doi.org/10.1201/9780429493911.

[Robbin y Salamon(1988)] Robbin, Joel W. y Dietmar Salamon (1988): Dynamical systems, shape
theory and the Conley index, Ergodic Theory and Dynamical Systems, 8 (8): 375-393, URL
http://dx.doi.org/10.1017/s0143385700009494.

[Ruiz del Portal y Sanchez-Gabites(2014)] Ruiz del Portal, Francisco Romero y Jaime Jorge
Sanchez-Gabites (2014): Cech cohomology of attractors of discrete dynamical systems, Jour-
nal of Differential Equations, 257 (8): 2826-2845, URL http://dx.doi.org/10.1016/j. jde.
2014.05.055.

[Schmidt(1970)] Schmidt, Wolfgang M. (1970): Simultaneous approximation to algebraic num-
bers by rationals, Acta Mathematica, 125: 189-201, URL http://dx.doi.org/10.1007/
b£02392334.


http://dx.doi.org/10.1007/s11253-005-0055-4
http://dx.doi.org/10.1007/s11253-005-0055-4
http://dx.doi.org/10.4249/scholarpedia.5803
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4613-0041-0
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4613-0041-0
http://dx.doi.org/10.2307/2318254
http://dx.doi.org/10.1007/bfb0121394
http://dx.doi.org/10.2307/2321782
http://dx.doi.org/10.1016/s1874-575x(02)80030-3
http://dx.doi.org/10.1016/s1874-575x(02)80030-3
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9947-1990-0968888-1
http://dx.doi.org/10.1201/9780429493911
http://dx.doi.org/10.1017/s0143385700009494
http://dx.doi.org/10.1016/j.jde.2014.05.055
http://dx.doi.org/10.1016/j.jde.2014.05.055
http://dx.doi.org/10.1007/bf02392334
http://dx.doi.org/10.1007/bf02392334

BIBLIOGRAFIA 132

[Schweizer y Smital(1994)] Schweizer, B. y J. Smital (1994): Measures of chaos and a spectral de-
composition of dynamical systems on the interval, Transactions of the American Mathematical
Society, 344 (2): 737-754, URL http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9947-1994-1227094~x%.

[Shub(1974)] Shub, Michael (1974): Dynamical systems, filtrations and entropy, Bulletin
of the American Mathematical Society, 80: 27-41, URL http://dx.doi.org/10.1090/
s0002-9904-1974-13344-6.

[Smital(1986)] Smital, Jaroslav (1986): Chaotic Functions with Zero Topological Entropy, Transac-
tions of the American Mathematical Society, 297 (1): 269, URL http://dx.doi.org/10.2307/
2000468.

[Spanier(1948)] Spanier, Edwin H. (1948): Cohomology Theory for General Spaces, Annals of
Mathematics, 49 (2): 407-427, URL http://dx.doi.org/10.2307/1969289.

[Spanier(1966)| Spanier, Edwin H. (1966): Algebraic Topology, McGraw—Hill Book Co.: , URL
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4684-9322-1.

[Stone(1948)] Stone, Arthur Harold (1948): Paracompactness and product spaces, Bulletin of
the American Mathematical Society, 54 (10): 977-982, URL http://dx.doi.org/10.1090/
s0002-9904-1948-09118-2.

[Cech(1932)] Cech, Eduard (1932): Théorie générale de I’homologie dans un espace quel-
conque, Fundamenta Mathematicae, 19 (1): 149-183, URL http://dx.doi.org/10.4064/
fm-19-1-149-183.

[Vietoris(1927)] Vietoris, Leopold (1927): Uber den héheren Zusammenhang kompakter Riume
und eine Klasse von zusammenhangstreuen Abbildungen, Mathematische Annalen, 97 (1):
454-472, URL http://dx.doi.org/10.1007/bf01447877.

[Wilder(1949)] Wilder, Raymond Louis (1949): Topology of Manifolds, vol. 32, American Mathe-
matical Society: , URL http://dx.doi.org/10.1090/c0l11/032.


http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9947-1994-1227094-x
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9904-1974-13344-6
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9904-1974-13344-6
http://dx.doi.org/10.2307/2000468
http://dx.doi.org/10.2307/2000468
http://dx.doi.org/10.2307/1969289
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4684-9322-1
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9904-1948-09118-2
http://dx.doi.org/10.1090/s0002-9904-1948-09118-2
http://dx.doi.org/10.4064/fm-19-1-149-183
http://dx.doi.org/10.4064/fm-19-1-149-183
http://dx.doi.org/10.1007/bf01447877
http://dx.doi.org/10.1090/coll/032

	Tesis David Jesús Nieves Rivera
	Índice general
	Resumen
	Abstract
	(Co)homología de Čech
	Homología de Čech
	Homologías a escala X
	Todas las homologías a escala X coinciden
	Aplicación inducida en las homologías a escala X
	Homología de Čech y aplicación inducida
	Homología de Čech con coeficientes
	Descripción del 0–ésimo grupo de homología de Čech
	Descripción del 1–ésimo grupo de homología de Čech

	Cohomología de Čech
	Cohomología de Alexander–Spanier
	Cohomologías a escala X
	Todas las cohomologías a escala X coinciden
	Aplicación inducida en las cohomologías a escala X
	Cohomología de Čech y aplicación inducida
	Descripción del 0–ésimo grupo de cohomología de Čech
	Representante (localmente) finito de una clase de cohomología de Čech


	Integral
	Motivación
	Definición de la integral
	No degeneración de la integral
	Propiedades de la integral
	Algunos ejemplos

	Aplicaciones a la dinámica discreta
	Introducción
	Series de clases de cohomología
	Series de clases de homología
	Series e integral
	Configuraciones dinámicas
	Conjuntos invariantes aislados
	Subconjunto inestable compactificado
	Topología del conjunto inestable
	Consideraciones adicionales
	Hipótesis permanentes
	Resultados sobre las cuasi–componentes

	Dinámica de un par atractor–repulsor
	Homología de Čech de la región de atracción
	Elección de una familia adaptada de recubrimientos abiertos
	Una interpretación de la sucesión de Mayer–Vietoris
	Cota superior del número de cuasi–componentes esenciales
	Calculo del número de cuasi–componentes esenciales


	Dinámica y autovalores en dimensión cero
	Introducción
	Definiciones y resultados sobre particiones
	Demostración del Teorema para Cohomología
	Autovalores y –particiones. Demostración del Teorema para Homología
	Demostración de (I)-3mu(IV) para f sobreyectiva
	Demostración de (I)-3mu(IV) para un f arbitrario
	Demostración de (IV)-3mu(V)-3mu(VI)-3mu(III)-3mu(II)-3mu(I)

	–particiones y dinámica. Demostración del Teorema 4.7

	Generalización del Teorema de Manning
	Introducción
	¿Por qué están los teoremas formulados en términos cohomológicos?
	Demostración de las generalizaciones I y II del Teorema de Manning
	Parte final de la demostración de la generalización I del Teorema de Manning

	Demostración de la generalización II del Teorema de Manning
	Observación sobre coeficientes. Selección de autovectores
	Un lema de la aproximación diofántica
	Demostración de la generalización II del Teorema de Manning


	Nociones básicas sobre los sistemas directos/inversos
	Sistemas directos e inversos
	Límites inversos
	Límites directos
	Algunos resultados algebraicos

	Bibliografía


