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RESUMEN:

En este trabajo se extiende el teorema de la envolvente en dos
direcciones: a) Cierto tipo de funciones objetivo compuestas, que aparecen habitualmente
en Optimizacién. b} Enrigueciendo los resultados del teorema con informacién procedente
del programa dual minimax del problema original. Se presentan también aplicaciones de
los resultados obtenidos a programacion lineal, programacién geométrica y programacion
dindmica, donde se ve que el teorema de la envolvente puede servir para hacer andlisis de
sensibilidad y también para el cdlculo de la solucién éptima.
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1. INTRODUCCION

Viner (1932), al analizar el comportamiento de empresas,
consideré diferentes curvas de coste a corto plazo, cuyos puntos
minimos decrecian al principio y luego crecian, para factores de
capital cada vez mayores. Razond que si ambos inputs fueran
variables, entonces la curva de coste medio a largo plazo seria
siempre menor o igual gue la de las correspondientes curvas a
corto plazo. Concluyd gque la curva de coste medio a largo plazo
deberia ser dibujada como la envolvente de las curvas a corto
plazo, aungue le extrafié el hecho de gue la envolvente que habia
considerado no pasara por los puntos minimes de las curvas a
corto plazo. Posteriormente, Viner encargd a su delineante Wong
gue le representara una curva de costes a largo plazo que fuera
envolvente de las de corto plazo y, a la vez, pasara por 1los
puntos minimos de dichas curvas. Wong respondidé gque era
imposible, a raiz de lo cual Viner decidié representar la curva
de coste medio a largo plazo pasando por los puntos minimos de

las curvas de coste a corto plazo y no como la curva envolvente.

Samuelson (19%947) analizdé el problema matem&ticamente,
demostrando que la curva a largo plazo era tangente (o sea
envolvente) a las curvas g corto plazo., El andlisls de Samuelson
no se refiere, en particular, a curvas de coste sino que trata
con funcliones generales gue dependen de variables y paréametros.

Se trata del teorema de la envolvente,




S8ilberberg (1971, 1974, 1978, 19390) utiliza la metodologi=a
primal-dual, obteniendo resultados de estatica comparativa. Para
un problema de optimizacién con parametros, define una funcioén
auxiliar a la que llama funcién objetive primal~-dual, cuyas
condiciones de primer orden constituyen un sistema formado por
las condiciones de primer orden de 15 fuﬁcién original y las del
teorema de la envolvente. Utiliza tamblén las condiciones de
segundo orden de la funcién primal-dual, gue le permiten obtener
resultados interesantes de estatica comparativa. Como seflala el
mismo Silberberg en el prélogo de su libro de 1990, todos 1los
resultados de dualidad que obtiene son derivaciones o

aplicaciones del teorema de la envolvente.

Caputo (193%0) extiende 1la metodologia primal-duval de
Silberberg al caso dinamico. Consldera un problema de control
¢ptimo en tiempo continuo, donde todas las funciones del problema
dependen de un vector de parametros, y en el gue establece un
namero considerable de hipodtesis, a cuya Jjustificacién dedica
bastante espaclo. Enuncia y demuestra un teorema de 1la

envolvente dinadmico, fundamento de su metodologla.

La France y Barney (1991) establecen el teorema de 1la
envolvente en optimizacién dinamica, gue es mas general que el
de Caputo, Consideran un problema de control éptimo en tiempo
continuo, con horizonte temporal £finito, en el gue todas 1las
funciones del problema dependen de un vector de parémetros y en

el gue, ademids de la ecuacion de estado y condicién inicial,




considera restricciones de igualdad y de desigualdad. Demuestra
el teorema, estudia el caso convexo y otros casos particulares,
Finalmente, una aplicacién a un problema intertemporal de un
consumidor le permite obtener las versiones diqémicas del Lema

de Hoteling, la ldentidad de Roy y la Ecuacién de Slutsky.

En este trabajo se recogen los primeros resultados de una
investigacién iniciada hace unos meses sobre el teorema de la
envolvente, como instrumento en optimizacién estatica y dinémica.
El apartado 2 contiene los resultados previos: las versiones del
teorema de la envolvente en diferentes programas matematicos con
parémetros. El apartado 3 contiene 1los resultados y
aplicaciones: en primer 1lugar se estudia el problema de
optimizacién diferenciable de una funcidn compuesta gue depende
de parametros; en segundo lugar se estudian conjuntamente los
programas primal y dual minimax, dépendientes de paraémetros,
estableciendo un teorema que permite afadir informacién
procedente del dual a la gue nos da el teorema de la envolvente
en el primal. El teorema demostrado se aplica a continuacidn a
la programacién 1lineal, 1lo que nos permite obtener unos
resultados que tienen clara interpretacién intultiva en an4lisis
de sensibilidad. También se aplica a la programacidén geométrica
y, en particular, a un problema de minimizacién de costes en
donde el teorema demostrado anteriormente nos sirve no sélo para
hacer analisis de sensibilidad, sino también para calcular 1la
solucién optima. Por ultimo nos planteamos el problema de
controel oOptimo 1lineal-cuadr&tico en tiempo discreto, con‘

horizonte temporal infinito (cuya solucién es conocida en la




literatura de teoria de control) y lo resolvemos por otro método,
utilizando el teorema de la envolvente, 10 gue nos permite llegar
a la solucién conocida de una forma més corta y sencilla. E1

apartado 4 recoge las conclusiones del trabajo.




2. RESULTADOS PREVIOS

1 ma_ de v ente en izacli tri ienes.

Sea el problema:
MIN f(x:.,x:., .9 -,Xn,ﬂ:.,‘(!z, . o’um)
s Blendo £ de clase C?, en donde

X = (X2,+.+.,%n) €8 un vector de variables de decisién

o (¢5,...,2m) s un vector de parametros.

Supongamos que para todo «® € A (abierto), existe %=, unico,
gue resuelve el problema dado, verlficando condiciones necesarias
y suficientes de optimalidad local.

Sea X1 = Xa"(a), %Xz = X2"{a), ..., Xn = Xa"{a) la solucién
del problema.

Sea glea,cvrtm) = E(X2"(@), ..., Xna"(a),a) funcidn objetivo
indirecta.

Entonces se verifica que:

dg of

(a=) = (x°;a=)
a¢= aﬂs

1 teorema de la envoplvente en optimizaclén diferenciab co

zestricciones de igualdad.

Sea el problema:

-

MIN f£(x,a)

;, sujeto a: ga(x,a) = 0
: H

b t

ét(x,a) = 0




siendo £, ga, ..., % funciones de clase C*, en donde
X = (X1,...,%Xn) es un vector de variables de decisién;

a = (da,...,am) €5 un vector de parametros.

Supongamos gue para todo a° € A (abierto), existe x°, unico,
con multiplicador de Lagrange asociado A°, unico, gue resuelve
el proeblema dado, verificando condiciones necesarlas y

suficientes de optimalidad local.

Sea x = x"(a), A = A"(a) la solucién del problema.

e
Sea L{x,A;a) = £(x,a) + £ A: ga{x,a) la funcién Lagrangiana,
4m3

Seagl(a) = £(xa"{(a),...,xn"(a),a) funcidn objetivo indirecta

Entonces se verifica que:

o¢ JL
(a=) =
daas daas

(xu'lu'c,

Nota:

Una aplicacién inmediata del teorema anterior, conocida en
cierta literatura econémica, la encontramos en la interpretacién
del valor del multiplicador de Lagrange en el 6ptimo, asociado
a una restriccién. En efecto:

Consideramos el programa matematico: -

MIN £(Xa,.4+,%n)

gujeto a g(Xa,eeepXn) = 0

gue cumple todas las condiciones para gue sea aplicable el método

de Lagrange.




Consideramos ahora el siguiente programa, dependiente del
parametro o € R.
MIN £(Xa,..0,%n)}
sujeto a Q(Xz,...,xn) = a
Sea L(X,4;¢) = £(Xa,.00,%n) + A [Q(Xa).0ss%n) = 2}
Para a = 0, sean x° = x"(0); A° = A"(0) la solucién éptima
del problema original.
Sea ¢g(a) = £(x2"{x),...,Xn"()) que, en este caso, se llama
funcidén de perturbacioén.

Aplicando el teorema de la envolvente obtenemos gque:

oL of of
B'(0) = — (x°;4°;0) = — (x°) = -A° = A® = - __ (x°)
da da da

El teorema de la envolvente en optimizacidén diferenciable con
restricciones de desighaldag.

Sea el problema:
MIN £(x,a)

sujeto at gi(x,a) £ 0

A
o

g, (x,a)
L L

, slendo £, ga, ..., g, funclones de clase C2, en donde
X = (X1,...,Xn) €8 un vector de variables de decisién;

{(@a,...,0m) €5 un vector de parametros.

-]
fl

Supongamos gue para todo a® € A (ablerto), existe x°, uUnico,

con multiplicador de Lagrange asociado 1°, tnico, gue resuelve



el problema dado, verificando condiciones necesarias y
suficientes de optimalidad local.

Sea x = x"(a), & = A"(«) la solucién del problema.

e ' ,
Sea L(x,4,a) = f(x,a¢) + L As g:(X,a) la funcién Lagrangiana.
A=)

Seagl(a) = £(x2™(a), ..., %xn"{a),a) funcidn objetivo indirecta

Entonces se verifica que:

og dL
(a®) = (xa'iu'ce’
aﬁs aus

3. RESULTADOS Y APLICACIONES

3.1, E]l teorema de la envolvente para una_ funcién objetivo

compuesta

Un recurso utilizado en Teoria de la Optimizacion consiste
en expresar la funcién objetivo como composicién de funclones
mas manejables y deducir a partir de ellas la solucién 6ptima
del problema original. En otras ocasiones lo gue se hace es
transformar la funcidén objetivo dada en otra gue resulte mas
manejable (por ejemplo, tomando logaritmos) y deducir a partir
de ella la sclucién al problema original. El1 problema que
abordamos a continuacién contempla las dos posibilidades, cuando
la funcién objetivo depende de paré&metros. En la siguiente

proposicién se plantea y resuelve dicho problema, tal como sefiala

el encabezamlento.




Pro ici

Sea el programa matematico
(1) OPT h[f(X:.,...,xn;a:.,...,am)] ?g(X;,...,Xn;G:.,...,dm)

, Blendo h, £ funciones de clase C2, h estrictamente creciente,
en donde X = {(X21,...,Xn) es un vector de variables de decisién;

o = (@ax,...,am) s un vector de parametros.

Supongamos gue para todo a® € A (ablierto), existe x°,

anico, gue resuelve el programa:
(2) OPT £(Xa, ¢uesXnila,...,0m)

verificando las condiciones necesarias y suflcientes de

optimalidad local.
Entonces se verifica:

(i) xa = xa™{a), +.., Xn = Xn"(a) es solucién del problema (1)

si y s6lo si es solucién del problema (2).

(11)
de ag 13
— (a®) = —— (x°,64°) = h'[f(x°,a°)] [ (x=,a°)} =
aOt.-J ads aa:s
3¢
= h'{gla=)] (a®)
ads

en donde ¢ es la funcién objetlivo indirecta del programa (1)

y ¢ es la funcién objetivo indirecta del programa (2).




Demostracidn:

Por ser h estrictamente creciente, se verifica que
h'{c) » 0, para todo c perteneciente al dominio de definicién
de h.

Las condiciones de primer orden son las mismas para los
programas (1) y (2).

En efecto:

a9 af

— = h'[E£(x)]
ox. —— 9%

daistinto

= 0, para i = 1,...,n

Como por hipédtesis, dado « € A, existe solucion Gnica x al
problema (2), verificéndose las condiciones suficientes de
sequndo orden de optimalidad local, resulta gue Hf(x,a) ¢ 0, por
lo que en el sistema de condiciones de primer orden aplicamos el
teorema de la funcién implicita en un entorno de (x,a),
5bteniendo gue Xa = Xa"(a@),ses, Xn = Xn"(a), siendo Xa1",...,%a"

funciones diferenciables.

También sabemos gue x es un punto 6ptimo de £ si y s6lo si
lo es de g. (Véase Barbolla, Cerd&, Sanz (1991), paginas 229 y

siguientes).

Por tanto (i) gueda demostrado.

Por definicién de funcién objetivo indirecta del programa

(1):
Q(a;,...,um) = g(x:'(ﬁ),.--,Xn'(d),u:,...,ﬂm} =

=h[f(x:.'(0'.),...;Xn'(d),d:,-- u,ﬂm]gh[¢(u1, . --,um)]

10




Aplicando el teorema de la envolvente al programa (1)

obtenemos:
o dg
—_— (a=) = {(x°,a°)
aaﬂ a&:

hlif{x,a)], aplicando la regla de la cadena,

Por ser g(x,a)

obtenemos:

ag af
— (x®,4°) = h'[£(x®,a®)] — (x*,a°)
daa do s

Aplicando el teorema de la envolvente al programa (2),

cbtenemos:

of o¢
—_— (x=,0") = (a=)
ads aﬂs

, teniendo en cuenta gue f(x®,a®) = g(a®), queda finalmente:

oe ag of
{ae) = (x°,a®) = h'[£(x°,a")] {x°,a°) =
daa g s Oay
o
= h'{g(a®)] — (a®)
0o

como queriamos demostrar.

Nota:

Hemos estudiado el caso h estrictamente creciente porque es
el gue mas se utiliza por resultar mas practiceo. Se pueden
estudiar de manera andloga otros casos como h estrictamente

decreciente, h creclente, h decreciente, etc.

11



Edemple (procedente del libro de Alpha Chiang)

Supongamos gque cierto comerciante posee determinada cantidad
de vino que puede vender ahora (t = 0) por una suma de K unidades
monetarias, o almacenarla por un periodo de tiempo y entonces
venderla por un valor superior. E1l valor V (crecliente) del vino

se obtiene mediante la siguiente funcién del tlempo:

V=KeW (definida en t 2 0)
de modo gue sl £t = 0, entonces V = K. 8e supone que el coste de
almacenamiento es nulo y que el tipo de interés anual es r. El
problema es determinar cuidndo debe vender el vino para maximizar

el beneficio.

Se trata de resolver el programat

MAX A(t) = K e & e-=t = K e Ve-ee (definido en t 2 0)

Consideramos B(t)} = hl{A(t)] = 1ln A(t) = 1ln K + t - rt
Condiciones de primer orden:
1 1 1

B'(t) = 0 = “ ¥ W e = 2r wm t% =
ZJE {E 42

(que es > 0)

Condiciones de segundo orxden:

1
B''(t) = - —— <0, ¥t >0, luego es maximo.
4t \t
1
La solucién é6ptima al problema es t" =
4r=

Hasta aqui el ejemplo tal como 1o enuncia y resuelve Chiang.
Se sirve de la funcién B(t) = hlA(t)), siendo h monétona

creciente, para gque los cé&lculos resulten mas sencillos,




Supongamos ahora gue K = 30 y r = 0.1. Queremos saber
cual es en ese caso el momento de venta éptimo y el beneficio

optimo. ¢Cudl es el ritmo de variacién del beneflcio 6ptimo al

variar K? (Y al variar r?.

1
81l K=30 y r = 0.1, entonces t* = —— = 25 es el
0.04
momento de venta é6ptimo.
B(t*) = 5.90, de donde A(t™) = e®:®° = 365,04, es el

beneficio ¢ptimo.

Consideremos el problema con funclén obletivo B(t). La

funcidén objetivo indirecta es:
1l

¢(K,xr) = 1n K + —
4r

Aplicando el teorema de la envolvente a dicho problema:
de OB 1 Oy 0B 1

— = — = _— = — {30,0.1) = — (") = —
oK aK K oK oK 30

Aplicando la proposicién anterior:

oe dB 1 1 oA

— (30,0,1) = — (t") = — = — _ (t") =

oK K 30 365.04 OK
i og

g o — — (30,0.1) -

365.04 9K

EYN s 365,04 -

- —_ (t") = — (30,0.1) = «—n = 12,17, es el ritmo
oK aK 30 ‘

de variacién del beneficio éptimo al varlar K, desde el valor 30.
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AnAdlogamente:

d¢ OB -1 3¢ 9B

— = = (t™) = - - (30,0.1) = — (") = =25

orx or 4r= or or

Aplicando la proposicién anterior:

de aB 1 oA

— (30,0.1) = — (t*) = =25 ® e~ (t") =

or or 365.04 or
1 og

= —  _ (30,0.1) -

365.04 9r

aa a¢

- — (t*) = — (30,0.1) = - 9126, gue es el ritmo de
or or

variacioén del beneficio 6ptimo al variar r desde el valor 0.1,

Nota:

En la segunda parte del ejercicio hemos utilizado el
procedimiento que nos da la proposicién anterlor para simplificar
los célculos, en la linea de lo que hace Chiang en la primera
parte del ejemplo. En este caso tan sencillo se pueden hacer
todos los calculos directamente con la funcidn A(t) (tanto en la
primera parte como en la segunda), pero en otros casos mas

complicados estos procedimientos pueden ser imprescindibles.

14




3.2, El teorema de la envolvente en dualidad minimax.

Consideramos el programa matemitico:

MIN £(x,a)

A
o

{(P) sujeto a: gi{x,a)

gQ(x,u) €0

L
siendo & ¢ B~ el dominio de las funciones £, gi, ..., 9y -
En dicho programa, al gque llamaremos programa primal,

X = (X2,...,%n) €5 el vector de las variables de declisioén

del problema y « * (®a,...,%m) €8 un vector de parametros.
Para este problema se considera el Lagrangiano:

L
Lix,A,a) = £(x,a) + £ As gs(X,a), para cada x € 8,
dw)

siendo A» 2 0, para todo J =.1,...,Q.
Su programa dual minimax se define como:

MAX h(},a)
(D)
(3,&) €D

, en donde h(A,a) = MIN L(x,3,a)

D = {(a,u) e R B | 2 2 0, existe MIN L(x;z;u)}

Para el programa dual, el Lagrangiano ser& Li(A,u,a), en

donde u seran las variables duales del dual.

15




La teoria de dualidad minimax gue parte de los programas
primal y dual que acabamos de introducir tiene mucheo interés en
Teoria de Optimizacién. Hemos considerado en los programas (P)
Yy (D) gque las funciones dependen del vector de parametros a.
Nos proponemos, a continuacién, enriguecer la informacidn que da
el teorema de la envolvente con mas informacién procedente del
programa dual. Un resultado interesante, gque habré que completar

posteriormente, nos lo da el siguiente teorema.

TEOREMA :

Consideremos los programas primal (P) y dual (D), para
« € A, conjunto abie;to en R™. Suponemos que todas las funciones
que apareéen en ambos programas son de clase C=2,

8i para cada o ¢ A, existen x = Xx"(a), A = A"(a), siendo x*,
A" funciones continuamente diferenciables tales que (x,A) es
punto de silla del Lagranglano del programa primal dado, entonces

se verifica gque:

1) La funcioén objetivo indirecta del programa primal g(a)}

es igual a la funcién objetivo indirecta del programa

dual W(a).

i) Supongamos gue x° = x"(¢®), A = A*{a®). Entonces se

verifica que

a¢ aw aL oL
—_— (a=) = (ae) = (x°,A=,a°) = (A=,u°,a"),
adu a(!k aﬂn adh

lé




DPemostraclén:

i)

ii)

Sea @« € A. Por ser (x = x"(a), A = A"(a)) punto de silla

del Lagrangiano del programa dado, sabemos gque se cumpile

gue: -
% = x"(a) es la solucién é6ptima del primal
A= A"(a) es la solucioétn o6ptima del dual
f(x,a) = h(A,a)

Entonces:

gla) = £(x*"(a),a) = £{x,a) = hi{d,a) = h [A"(a),a) = W(a)

con 1o gque gueda demostrado i).

Aplicando el teorema de la envolvente al primal:

d¢ aL
(au) = (xo'lo,ue).

Faix dax

Aplicando el teorema de la envolvente al dual:

oW oL
(a=) = (Ae'ue'ao)
Jax dar

Pero, por ser ¢g(oa) = W(a), ¥V a € A, resulta que

og ow

—_— r Y a €A
dax Ot
De donde:
o¢ oL aw dL.
(=) = (x=,A=,a°) = {e®) = {A=,u°,a®)
8un aan aau aau

como se gueria demostrar.

17



En el teorema anterlor partimos de 1la hipbtesis de que para
o € A, (x,4) es punto de silla del Lagrangiano del programa dado,
cuya definicién no resulta muy manejable, por lo gue necesitamos

aqui algunas condiciones de punto de silla de} Lagrangiano.

iones de pu : a del La

Sea a® € A, Sean x* € S, A= 2 0.

Consideremos el programa (P), con & = a°.

(1) (x®,4°) es un punto de silla del Lagrangiano del programa
dado si y sélo si:
a) x° minimiza L(x,A®,a®), para todo x € 8.
b) ga(x®,a®) € 0, para 5 = 1,...,L.
c) As®.gs(x®,a=) = 0, para 5 =1,...,0.

{véase Wismer y Chattergy).

(2) (x°,A") es un punto de silla del Lagrangliano del programa
dado si y sélo si:
a) x= resuelve el problema primal.
b) A° resuelve el problema dual.
c) £{(x°,a®) = h(d°,a®),

(véase Wismer y Chattergy).

(3) Si el programa primal es convexo se verifica que:
(x=,A®) es un punto de silla del Lagranglano del
del programa dado sl y sélo si veriflica las condiciones de
Kuhn-Tucker.

(véase-Franklin).

18.




3.3. Aplicaclén a Programacién Lineal

Consideremos el programa lineal:

-

MIN cx
sujeto a: Ax = b
Xx 234
L
; en donde X es un vector columna n-dimensional.

¢ es un vector f£ila n-dimensional.
A es una matriz m . n, con m < n.
b es un vector columna m-dimensional, con b > 0.

¢ es un vector columna de pardmetros n-dimensional
Para 6 = 0, se trata de un programa lineal en forma esténdar.

El programa dual es, en este caso:

HAk wb + vé
sujeto a: wA + v = ¢

vz=_

L
Parxa 6 = 0, es decir para el programa lineal en forma

estdndar, sea x° la Gnica solucién o6ptima, que suponemos es no

degenerada. .

Sea X° = (xXw°,%¥n") = (B~*b,0)

A

(B,N)

El valor cobjetlivo 6ptimo es caB~3b = web, siendo
Wwe = caB~2; va® = 0; VnN® = Cn - CuB™2N

(véase Bazaraa y Jarvis)
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Vamos a hacer analisis de sensibilidad del problema lineal
estandar, al varlar el par&metro 8. Para ello vamoes a utilizar

el teorema que hemos demostrade en el apartado anterior.

Para 4 = 0, tenemos la solucién Gnica x°.

Para 8 variando alrededor de 0, supongamos que obtenemos

como solucién:

x = x"(d), ton x° = x"{0)
ws=s wi(s), con w= = w*"(0)
v = vy"(8), con ve = v*(0).

Sea ¢(8) = c x™(8) = w™(6) b + v*(8) & = W(4)
L(xX,w,v,8) = cx + wib -~ Ax) + vi§ - 2}, conv 2 0

La(w,v,%,y,8) = wb + v§ + xlc - wA - v] + yv, con y 2 0,

Aplicamos el teorema de la envolvente ampliando con el dual,

tal como hemos demostrado anteriormente:

g n Ix="(8) m Owa™(0)}
= E Cy —wr— = Z ———— b + vy "(8) +
361. Eml 361 ;=) 363
n aV='(6) aW aL aLl
+ Z —_— 0 = = = = v,
e=2 382 35, 3. 9.
Particularizando en 8 = 0, qugda:
395 " OXH‘(O) m GW-R{O)
(0) = 2 Ce ————— = Va® + 2, — by = v;°
3. =1 08 a=3 ad,

20




De ahi se deduce:
o¢
ad.

12) wvu= = (0), que es la expresién gue interpreta el valor

en el 6ptimo del multiplicador asociado a la i-ésima restriccién

desiqualdad del problema dado.

m Owa™(0) g™
20) 0 = ) e hae = (0) b.
a=2 0014 084

Como esto se cumple para cualguler vector b > 0, de ahi se

ow™ w™
(0) = 0 para cada i, por lo que w— (0) = 0, 1o

deduce gque
=L a6

gue guiere decir que al modificar ligeramente & desde 0, las
variables duales w, que son los multiplicadores asoclados a las

restricciones de igualdad no se modifican.

Fxe"(0) ax*

3Q) wvu° = 2: Cxr —sm—soe = C (0), para cada §i = 1,...,n.
=l aﬁl 361
ax"
De donde: v® = ¢ —— (0)
ad
Descomponiendo entre partes basicas y no basicas, gqueda:
ox"” ' ax"
Va® = € —— (0) = 0 = (0) = 0. Este resultado también
ad‘ 36-

resulta intultivamente claro. Como la solucién éptima es no
degenerada, los valores 6ptimos de todas las variables béasicas
son estrjctamente positivos, por lo que una varlacion

infinitesimal alrededor de cero de las exigencias de restriccion
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en las variables basicas no influird en la solucién del problema,

por 1o que la varlacién de la solucién éptima sera cero.

ox* axs" xn"
vn® = ¢ (0) = c» (0) + on {0) = cw - CcaB"2*N,
on Odu 08n
de donde se deduce que:
Ixn” %"
(0) =1 Y {0) = - B-2N.
L1 LI

Interpretamos dichos resultados:

IxXu”
(0) = I. La variacién en el valor de 85 alrededor de

LY
de 0, para j variable no basica influlird en el cambio de esa
variable no basica pero en ninguna méas.
8i se modifica ligeramente 6., el valor 6ptimo de dicha variable
ser&d dicho valor 84, para satisfacer la restriccién si 81 > 0,

y para seguir siendo no basica si 81 < 0.

oxe"

dén

(0) = - B~*N, También tiene una clara interpretacién.

Veamos!:

Ax = b, de donde Bxas + NXxn = b = xmn = B™2b « B~ Nxn

Sabemos gue %=® = B~%b y gue xn® = 0,

Pero si se modifica ligeramente 8w, correspondiente a las
variables no bAsicas, desde 0, hemos visto gue entonces xm se
modilficara pasando de 0, al valor gue tome &, por lo que
entonces x» se modificar4 y, sera

dxe Oxa

— = —— = - B-2 N,

oy Ixw
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Observacidén:

De manera andloga al caso estudiado se pueden hacer anadlisis
de sensiblilidad para otros casos comot: variacién del vector de
coeficientes de la funcién objetivo alrededor de ¢, variacién del
vector del lado derecho de las restricciones de igualdad
alrededor de ¢, o varlaclén del vector de coeflclentes de la

restriccién s de igualdad alrededor del vector £lla s de la

matriz A.

3.4, licacidén a Program Geom

La Programacién Geométrica fue introducida por Duffin,

Peterson y Zener en 1867.

Un programa geométrico es aguel en el gue la funcién
objetivo es una suma de "posinomios" y en el que hay
restricciones de desigualdad, cada una de las cuales es de la

forma: suma de posinomios £ 1, siendo x‘> 0.

Un posinomio es una expresién de la forma:

C ¥a1™ X2"t ..... ¥Xn" , slendo ¢ positivo.

La Programaclion Geométrica nos interesa porque normalmente

trabaja con el programa dual.

Se llama grado de dificultad de un programa geométrico a

N-n~-1, en donde N es el n2 de posinomios gue aparecen en el
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programa y n es el nGmero de variables. Los programas geométricos
con grado de dificultad cero resultan muy sencilles de resolver,
ya gue en ese caso el programa dual sélo tiene una solucldn
factible qgue es por tanto su solucién 6ptima, de donde se puede
deduclir la solucién o6ptima del primal. Algunos problemas de

interés tienen grado de dificultad cero.
El teorema fundamental de programacién geométrica dice:

Supongamos que algin vector x satisface las restriccicnes
primales x > 0, pa(x) <1, para i = 1,2,...,m.

Supongamos que el problema primal tiene solucidén., Entonces
el problema dual tiene solucién y se yerifica que:

MIN valor objetivo MAX valor obijetivo
6ptimo del primal = 6ptimo del dual

(véase Franklin}.

Ejemplo:

Consideremos una funcién de produccién de Cobb-Douglas:

n
f(x;,xz,-o.’xn) = A xl“" Xz“l coooXn“’M r COn E oy = 1' A > 0
1m]

Sean Wi, Wa, ..., Wn los precios respectivos de los factores

de produccién.

Resolver el problema de minimizacidn de costes, si la
cantidad producida debe ser mayor o igual gue una cantidad dada

Q. {siendo Q > 0).
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El problema es:

MIN wiXa + WzXz + ... 4+ WaXn

n
sujeto a: A X1 X% ... Xn®™w 2 Q, cONn kK as =1
A==

Ademés por los datos del problema x > 0.

El problema lo podeﬁos expresar:

MIN waXa + waXz 4+ ... + WnXn

Q n
sujeto a ! — X17T*1X2"% .,.Xn"* £ 1, con L @i =1
A L=

x1>0' s s s 2y Xn>0

.

Es un programa geométrico y su grado de dificultad es cero.

Su dual es:

Wa 14W= 11 Wn zm Q 1““ '
MAX | — —la s s e | — (Ha ) Ma
i 11 12 An Aln*l
& sujeto a: A -@alkn+es = O
12 ‘ﬂzln+1 = 11}

AH - Gn1n+z =0

11 + 12 + + s 08 + aﬂ = 1
Hn = Anea
L
A, 2 0, para i = 1,...,n+l

Como a1 + ... + an = 1, sumando las n primeras ecuaclones,

cbtenemos:
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Ar + c.oae.. + An = Anea

111'...... +ln

!
(]

De donde: Adnes = 1, 22 = @1,:00, dn = Qn, Ha = 1

Aplicamos el teorema fundamental de Programacién Geométrica

Y a continuacién el teorema que hemos establecido en 3.2,

¢(w1'..!’wﬂ’u1'O..'GH'A’Q) = W(Wz,..-,Nn,a;,...,dn,A,Q) =

Wal /W s Wnl *m Q
a2 o2 On A

De donde:

> .z Wi\ 1 fwa\e fun\em [0
vz owa aa 1

e A

Probie

v(



-

3.5. Aplicacién a Programacién Dindmica

En el ejemplo anterior el teorema de la envolvente junto con
la informacién procedente del programa dual nos servia para

resolver el problema, a diferencia de los tasos anteriores en gue

utilizAbamos el teorema para hacer andlisis de sensibilidad.
De la misma forma en la sigquiente aplicacién utilizaremos el
teorema de la envolvente {sin complemento de programa dual) para

resolver un problema basico de Programacién Dinamica.

Consideramos el problema de control 6ptimo lineal cuadzatice
en tiempo discreto, con horizonte temporal infinito:

MIN E o* (%Xn' Q Xx + Un' R uwk) s Siendo a > O

k=D

s CON Xw+a = AXx + Bun , para k = 0,1,2,...

L
,agn donde, para cada k :
Xx €5 un vector de estado (n-dimensional)
Ux €S un vector de controles (m-dimensional)
Q es una matriz simétrica semidefinida positiva,
R es matriz simétrica definida positiva,

AyRB son matrices dadas.

Sabemos por Programacién Dinadmica que la solucidn del

problema dado se reduce a la de la siquiente ecuacién funcional:

Vix) = MIN {x'Q x + u'R u + a V{(Ax + Bu)}
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Este problema esta resuelto y la solucién aparece en los
libros de Teoria de Control. Nosotros vamos a resolver el

problema por otro método, utilizando el teorema de la envolvente,

Consideramos la ecuacién funcional dada:

Condicién necesaria de minimo respecto a u: derivada de lo

que hay dentro de la llave, igual a cero:
2 Ru + aB' W(Ax + Bu) =0

Condicién dada por el teorema de la envolvente:

Wix) = 2 0x + ahA' W(Ax + Bu)

{darivads Tespac=to & x da 1s eaxpresien antre 1leves) .

Suponemos ahora que, para cierta matriz simétrica K, es

V(x) = x'K x, = Wix) = 2Kx

Entonces la primera ecuacién queda:

0

#

2 Ru + 2 aB'K(Ax + Bu)
Ru + aB'KAx + aB'KBu = 0
{R + aB'KB)u = - aB'KAX

- u=-a (R +aB'KB)~2 B'KAx

gue nos da el control 6ptimo.

Operando en la segunda ecuacién:
2 Kx = 2 Qx + 2 aA'K(Ax + Bu)

Ox + aA'KAx + aA'KB {-a(R + aB'KB)~* B'KAx}

Kx

Kx 10 + aA'KA - a®A'KB (R + aB'KB)~™* B'KAlx
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- K=0 + A'"[aK ~ a®KB (R + aB'KB)~2 B'K] A
gue es una ecuaciodn de Riccati.
La solucién obtenida es la conocida en la literatura

(véase Bertsekas).
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4. CONCLUSIONES

El teorema de la envolvente se conoce en la literatura
econémica desde hace cerca de cincuenta anos y todavia siguen
apareciendo nuevas aplicaciones asi como otras generalizaciones,
como hemos sefialado en la introduccién, lo gue da idea de su
potencia e interés. En.la literatura sobre Matematicas y sobre
Teoria de la Optimizacién para matemdticos e ingenieros este

teorema no es utilizado, probablemente porque sea desconocido.

En este trabajo se extiende el teorema de la envolvente en
dos direcciones: a) El1 caso de cierto tipo bastante utilizado de
funciones objetivo compuestas., b} Aprovechando la informacién que
proporciona el programa dual minimax del programa dado. A
continuacidén se aplican los resultados a Programacién Lineal y
P?ogramacién Geométrica, lo gque éirve para comprobar gue el
tgorema puede servir tanto para hacer anélisis de sensibilidad
como para facilitar el calculo de soluciones 6ptimas. Esta
segunda faceta del teorema de la envolvente se confirma también
en un problema de control ©6ptimo en tiempo discreto, con

horizonte temporal infinito.

Sefialamos finalmente algunas ideas y preguntas referentes

a distintas posibilidades sobre la continuacién de 1la

investigacién comenzada.




- Analisis de sensibilidad en programacién no lineal.

- Optimizacidn dindmica en tiempo discreto. Analisis de
sensibilidad. ¢Puede desarrollarse una metodologlia para el caso
discreto similar a la de Caputo y La France-Barney?.

- Profundizar en el caso de problemas con incertidumbre
(en la literatura hay ya algunos resultados).

- En Optimizacién hay muchos algoritmos gque utilizan el
programa dual para resolver el primal. gPuede aportar algo en
dichos algoritmos el resultado que hemos obtenido en la seccién
3.2.7.

- Profundizacidén y continuacidén de los trabajos de Caputo

y La France-Barney. ¢Qué pasa si se cambian algunos de sus

supuestos por otros?.
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