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Resumen

El sistema de Lorenz origind una de las grandes revoluciones del conocimiento del
siglo XX dando lugar a una rama de la matemaética y la fisica popularmente conocida
como teoria del caos. En 1908, el matematico francés H. Poincaré afirmé que pequenas
diferencias en las condiciones iniciales de un sistema podrian suponer a largo plazo grandes
cambios en la evolucién del mismo, poniendo como ejemplo la impredicibilidad del tiempo
atmosférico. Sus trabajos sentaron las bases de lo que hoy se conoce como caos determinista
y cuyas ideas permanecieron en estado latente hasta mediados del siglo XX, con el uso
intensivo de ordenadores en meteorologia tras la Segunda Guerra Mundial.

En 1963, E. Lorenz con la finalidad de modelar la conveccién atmosférica se encontro
con un sistema de ecuaciones diferenciales que exhibia un comportamiento cadtico en su
dindmica, nunca antes observado en un sistema auténomo tridimensional. Para ciertas
combinaciones de los pardmetros, las trayectorias se acumulaban en una figura geométrica
que hoy es conocida como atractor de Lorenz. Ademas, puso de manifiesto la sensibili-
dad respecto a las condiciones iniciales, pequenas variaciones en las condiciones iniciales
pueden implicar grandes diferencias en el comportamiento futuro del sistema, haciendo
imposible la prediccion a largo plazo a pesar de que el sistema sea en rigor determinista.
El objeto de estudio de la teoria del caos son los sistemas dindmicos que presentan esta
curiosa propiedad.

La contribucion de Lorenz no sol6 se reduce a descubrir el comportamiento cadtico en
sus ecuaciones, sino en llegar a reconocer cierto orden en ese caos.

La motivacion de este trabajo es estudiar el comportamiento cualitativo del sistema de
Lorenz para diferentes valores de los parametros, asi como poner de manifiesto los desarro-
llos analiticos matematicos que justifican dicho comportamiento. Ademas, expondremos el
significado intrinseco de las variables que aparecen en el sistema realizando una deduccion
de las ecuaciones de Lorenz partiendo del modelo de conveccién de Rayleigh-Bénard. A lo
largo de todo este trabajo, reforzaremos los resultados y propiedades obtenidas utilizando
algoritmos de calculo numérico en lenguajes de programacién como Matlab o Pyhton.

Por esta razon, el plan de trabajo es el siguiente:

= En primer lugar, se presenta un apéndice que realiza un recorrido a lo largo de
la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, proporcionando una base tedrica
conceptual sélida y robusta.

= A continuacién, comenzamos con un primer capitulo que tiene un caracter intro-
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ductorio natural. Se expone el modelo de conveccion de Rayleigh-Bénard asi como
las ecuaciones dinamicas que lo gobiernan. Para ello, sera necesario introducir bre-
vemente algunos conceptos de mecanica de fluidos y termodinamica. Debido a la
complejidad de estas ecuaciones, haremos un recorrido a través de las simplifica-
ciones que se hicieron de las mismas hasta llegar a las ecuaciones del sistema de
Lorenz.

= Una vez obtenidas las ecuaciones de Lorenz, mostramos sus propiedades fundamen-
tales proporcionando demostraciones analiticas de las mismas. Ademas, reforzaremos
estas propiedades con graficas, obtenidas mediante algoritmos de calculo numérico,
que exhiben estas propiedades en la dinamica del sistema.

= Continuamos con un analisis de los puntos de equilibrio del sistema justificando las
propiedades de estabilidad de los mismos. Ademas, se presenta un apéndice con un
andlisis detallado de la bifurcacion Hopf para cada uno de los parametros del sistema
de Lorenz.

» Para finalizar, mostramos un 1ltimo capitulo que tiene por objetivo poner sobre la
mesa las relaciones entre los desarrollos matematicos realizados, el comportamiento
cualitativo del sistema y la interpretacion dindmica del mismo. Describiremos el
comportamiento del sistema a lo largo de los valores de r hasta llegar al regimen
caotico mostrando el famoso atractor de Lorenz.

= Adjuntamos dos apéndices con el cédigo de Matlab y el cédigo de Python empleados
para la obtenciéon de las gréficas y videos que se adjuntan a este trabajo. Cabe
destacar que se han utilizado diferentes algoritmos numéricos para aproximar la
solucion del sistema de Lorenz cuyo codigo también se adjunta.

En cuanto a los resultados del trabajo, se ha obtenido una descripcion muy detallada
del comportamiento del sistema de Lorenz aunando los desarrollos matematicos y los
resultados obtenidos a través del calculo numérico. Ademas, se ha puesto de manifiesto
la relacion existente entre dicho comportamiento del sistema y su significado intrinseco
dentro del modelo de conveccion.
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Abstract

Lorenz System was the origin of one of the greatest knowledge revolutions of the 20th
century, giving rise to a branch of Mathematics and Physics, commonly known as chaos
Theory. In 1908, the french mathematician H. Poincaré asserted that small changes on the
initial conditions in a system could originate large changes on this system’s evolution, e.g.
the unpredictability of the weather. His works fixed the bases of what, nowadays, is known
as deterministic chaos and his ideas persisted latently until the 50’s, when the intensive
use of computers on predicting the weather after the Second World War came true.

In 1963, E. Lorenz, with the aim of modeling the atmospheric convection, found a
system of differential equations which showed a chaotic behaviour in its dynamic that had
never been recorded on an autonomous three-dimensional system. For certain combinations
of parameters, the trajectories gathered on a geometric figure that, nowadays, is known
as Lorenz attractor. In addition, he showed the sensitive dependence on initial conditions,
which refers to small changes on initial conditions can lead to large differences on the future
behaviour of the system, making imposible to predict in the long-term, in spite of the fact
that the system is rigourously deterministic. Chaos theory is focused on the behaviour of
dynamical systems that keep this curious property. The contribution of Lorenz achieves
also to find some order in this chaos.

The motivation of this work is to study the qualitative behaviour of Lorenz system
with different choices of the value of parameters, as well as highlighting the analytical
mathematical developments that prove this behaviour. Besides, we will show the intrinsic
meaning of the variables which appear on the system performing the deduction of Lorenz
equations, taking as the starting point the convection model of Rayleigh-Bénard. Through
this paper, we will reforce the results and properties that we obtain by using numerical
analysis algorithms written on languages such as MATLAB or Python.

For this reason, our working plan is going to be the following one:

= First of all, we offer an appendix that surveys the qualitative theory of differential
equations, providing a solid and robust theoretical conceptual basis.

» Then, we begin with a first chapter that has a natural introductory character. We
present the convection model of Rayleigh-Bénard as well as the dynamic equations
that govern it. To achieve this goal, it will be necessary to briefly introduce some
concepts of fluid mechanics and thermodynamics. Due to the complexity of these
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equations, we will go through the simplifications that they performed on them to
reach the equations of Lorenz system.

= Once obtained Lorenz equations, we will show their basic properties, providing their
analytical proofs. In addition, we will reinforce these properties with graphics, ob-
tained by using numerical analysis algorithms, that show these properties on the
dynamic of the system.

= We will continue analysing the equilibrium points of the system, justifying their sta-
bility properties. Besides, we introduce an appendix which shows a detailed analysis
of Hopf bifurcation for each one of the parameters of Lorenz system.

= Finally, we have a final chapter in which the objective is showing the relations bet-
ween the mathematical development that we have carried out, the qualitative beha-
viour of the system and its dynamical interpretation. We will describe the behaviour
of the system through the different values of r until achieving the chaotic regime
and showing the famous Lorenz attractor.

= We attach two appendices that contain MATLAB and Python code. This code has
been used to obtain the graphics and media attached to this project. It should be
pointed out that we have used many different numerical algorithms to approximate
the solution of Lorenz system. This code is attached too.

Regarding the results of this work, a very detailed description of the behaviour of
Lorenz system has been obtained, joining the mathematical developments and the different
results obtained though numerical analysis. In addition, we have exposed the relation
between this behaviour of the system and its intrinsic meaning at the convention model.
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Prefacio

FEadem mutata resurgo
Jakob Bernoulli

En 1963, E.Lorenz establecié un modelo matematico mediante el cual pretendia modelizar
el comportamiento atmosférico. Sin embargo, este modelo era tan simplificado que no era
capaz de abarcar todos los parametros que intervenian en la dindmica atmosférica. El
sistema no cumplia los fines para los que fue disenado, pero aporté grandes avances a la
matematica ya que puso de manifiesto por primera vez un comportamiento cadtico en la
dindmica de un sistema autéonomo tridimensional.

Este fenomeno ha dado lugar a numerosos estudios sobre el sistema de Lorenz con
el objetivo de comprender su comportamiento cadtico y su famoso atractor extrano. El
atractor de Lorenz es quizd, uno de los diagramas de sistemas cadticos mas conocidos, no
s6lo porque fue uno de los primeros que se estudid, sino también porque es uno de los mas
complejos y curiosos, debido a que desarrolla una forma caracteristica parecida a las alas
de una mariposa.

Sin embargo, el trabajo de Lorenz permanecié practicamente en el olvido hasta me-
diados de los anos setenta. Sus ideas dieron paso a una nueva rama de conocimiento en la
matematica y la fisica denominada teoria del caos, que junto con la teoria de la relatividad
y la mecanica cudntica constituye una de las grandes revoluciones del conocimiento del
siglo XX. Cabe destacar que las bases para el estudio del caos determinista se encuen-
tran presentes en los trabajos del matemadtico francés Henri Poincaré (1854-1912) sobre
la mecanica celeste, pero estas ideas permanecieron en estado latente durante la primera
mitad del siglo pasado hasta el desarrollo de las primeras computadoras.

El desarrollo de la teoria del caos ha provocado un cambio de paradigma en la ciencia.
Anteriormente, se pensaba que los sistemas simples, es decir, aquellos que pueden ser
descritos con muy pocas variables, mostraban un comportamiento sencillo; a diferencia de
los sistemas complejos, aquellos que tiene un elevado ntimero de variables, cuyo analisis de
comportamiento es enormemente complicado debido a la gran cantidad de variables que
los caracteriza. Una de las grandes lecciones de la teoria del caos sugiere que, en ocasiones,
podemos entender la dindmica de los sistemas complejos usando modelos mucho mas
simples que sean no lineales y cadticos.

La teoria del caos y la matematica cadtica han resultado ser una potente herramienta
con aplicaciones a muchos campos de la ciencia, la tecnologia y la economia. El caos se
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traslada también al conocimiento de las redes neuronales y de la fibrilacién cardiaca, de
hecho, el corazén responde a un sistema cadtico, no regular, como habitualmente se cree.

Llegados a este punto, parece légico aceptar la idea de la gran importancia que ha
tenido el sistema de Lorenz para la historia y la humanidad. Esto ha sido, junto a otros,
un motivo de peso por el que se ha realizado este trabajo. Podemos agrupar en tres los
objetivos de este trabajo,

= Deducir el sistema de ecuaciones que obtuvo Lorenz a partir del fenémeno dinamico
que pretendia modelizar. Esto nos permitird comprender las simplificaciones llevadas
a cabo en su trabajo asi como las consecuencias que tuvieron en el comportamien-
to del sistema resultante. Ademas de obtener una detallada comprensiéon de dicho
sistema desde un aspecto fisico y analitico.

= Estudiar las propiedades fundamentales del sistema de Lorenz que justifican su re-
levancia en la teoria de sistemas dinamicos. Ademas de ilustrar estas propiedades
utilizando herramientas del calculo numérico con el objetivo de mostrar la confluen-
cia del desarrollo analitico y numérico.

= Describir el comportamiento cualitativo del sistema de Lorenz en funcién de sus
parametros. Asi como, ilustrar este comportamiento haciendo uso de lenguajes de
programacion como Python y Matlab que nos permitirdn emplear tanto cdlculo
numérico como calculo simbdlico.

Estos tres ingredientes nos permitiran realizar una comprensién detallada del sistema
de Lorenz asi como justificar con herramientas analiticas el comportamiento que exhibe
dicho sistema para ciertos valores de los parametros. El estudio del sistema de Lorenz se
puede abordar desde tres puntos de vista diferentes:

» Andlisis numérico
s Teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales
s Teoria de la medida

En este trabajo se ha optado por abordarlo desde los dos primeros, ya que el tercero
escapa del marco conceptual adquirido en mi titulacion. Por esta razon, con el propésito
que construir un marco tedrico soporte de los conceptos que emplearemos para llevar a
cabo los objetivos de este trabajo, se presenta el apéndice de “Preliminares” que expone de
forma resumida un recorrido a lo largo de la teoria cualitativa de los sistemas dinamicos.
En cuanto al calculo numérico, se ponen en practica los conceptos adquiridos durante
mi titulacién, fruto de ello, presentamos en el apéndice de “Cdédigo de Matlab” los algo-
ritmos que se han implementado para llevar a cabo la ilustracion de la dinamica y las
propiedades comentadas anteriormente. Ademds, con el objetivo de aprovechar las faci-
lidades que ofrecen lenguajes como Python para realizar graficas 3D interactivas, se ha
desarrollado cédigo para mostrar de una manera mas detallada y paulatina la dinamica
del sistema de Lorenz. Dicho cédigo se adjunta en el apéndice de “Codigo de Python”.
Una vez sentadas las bases de este trabajo asi como los objetivos que se pretenden
conseguir, comenzamos con un primer capitulo que tiene un caracter introductorio natural.



Exponemos el modelo de conveccién de Rayleigh-Bénard que constituye el punto de partida
para obtener las ecuaciones del sistema de Lorenz. A continuacién, hacemos un breve
repaso sobre los conceptos de mecanica de fluidos y termddinamica con el propdsito de
comprender fielmente el fenémeno de conveccién.

Como es légico, dicho fenémeno viene descrito por tres ecuaciones muy conocidas,
ecuaciéon de continuidad, ecuacion de Navier-Stokes y ecuacién de la energia. Para este
tipo de ecuaciones no se dispone de una solucién general, y salvo ciertos tipos de flujos y
situaciones concretas no es posible hallar una solucién analitica.

Por tanto, parece natural realizar simplificaciones de estas ecuaciones con el objetivo
de reducir su complejidad y poder trabajar con ellas de una manera mas sencilla. Esto
nos lleva a la aproximacion de Boussinesq-Oberbeck que establece unas condiciones de
densidad que simplifican enormemente las ecuaciones mencionadas anteriormente.

Una vez obtenidas las ecuaciones simplificadas, parece intuitivo proponer soluciones
de las mismas. Esto es lo que pensé Barry Saltzman desarrollando soluciones en series de
Fourier. Siguiendo esta idea, obtuvo un conjunto de 52 ecuaciones diferenciales ordinarias
que, a excepcién de tres, mostraban un comportamiento aparentemente esperado.

Estas tres ecuaciones que presentaban comportamiento anémalo inspiraron a Lorenz
para proponer sus soluciones a las ecuaciones simplificadas que comentabamos antes. Esto
le llevo a su famoso sistema que estudiaremos en este trabajo. Esta deduccion del sistema
de Lorenz nos permitird conocer el significado intrinseco de las variables que aparecen en
el sistema.

En este momento, una vez conocido el origen del sistema de Lorenz presentamos un
segundo capitulo donde se ponen de manifiesto las propiedas esenciales de dicho sistema.
Con el objetivo de mostrarlas con el mayor rigor y veracidad posibles, se desarrollan
las demostraciones analiticas de estas propiedades asi como graficas, obtenidas mediante
calculo numérico, para exponer las mismas de manera visual. Algunas de estas propiedades
son la simetria espacial, la invariancia del eje Z o el andlisis de la estabilidad de los puntos
de equilibrio. Una propiedad fundamental que se demuestra es la existencia de un atractor
global de volumen cero que caracteriza al sistema de Lorenz.

Continuando con el estudio del sistema de Lorenz, presentamos un apéndice en el que se
realiza un andlisis completo de la bifurcacion de Hopf para cada uno de los pardmetros del
sistema o, by r. Para cada uno de ellos, obtenemos un valor de bifurcacién denotado por
u1 a partir del cual el sistema exhibe un cambio de estabilidad en sus puntos de equilibrio.
Cabe destacar que en todos los casos, se presenta una bifurcacion de Hopf subcritica.

Finalmente, el capitulo tres trata de aunar los conceptos y resultados expuestos ante-
riormente realizando una descripcion del comportamiento cualitativo del sistema de Lorenz
para los diferentes valores de r escenificando la transicion del regimen precadtico a un re-
gimen en el que sdlo existe el caos. Con este capitulo se cierra un estudio completo y
detallado del sistema de Lorenz sobre los cimientos de la teoria cualitativa de ecuaciones
diferenciales poniendo sobre la mesa las relaciones entre los desarrollos y resultados ma-
tematicos obtenidos, la interpretacion fisica y el comportamiento cualitativo del sistema.

Aun quedan problemas abiertos sobre el comportamiento cualitativo del sistema de
Lorenz como el estudio de la 6rbita homoclina que se presenta cuando r atraviesa el valor
critico rg. Ademas, este trabajo podria continuarse abordando el estudio de Lorenz desde el
punto de vista de la dimensién fractal y de obtener algoritmos para estimar eficientemente



la dimensién de un conjunto w-limite provenientes de la integracion numérica del sistema de
Lorenz. Esto permitiria clasificar el comportamiento del sistema para diferentes elecciones
de parametros analizando la dimension fractal de los conjuntos w-limite que se presentan
en cada caso.

Jesus Llorente
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CAPITULO 1

Sistema de Lorenz

La gente con mas éxito es la que es buena en el plan B,
y esto quiere decir que en la vida puedes planificar el futuro,
pero tienes que estar preparado para cambiar tus planes.

James A. Yorke

El sistema de ecuaciones diferenciales que se estudia en este trabajo se debe al ma-
tematico y meteordlogo estadounidense Edward Norton Lorenz. Nacido en 1917 en West
Hartford, Connecticut, trabajé como meteordlogo para el ejército de EE.UU. durante la
Segunda Guerra Mundial. Fruto de ello, decidié realizar estudios de postgrado en me-
teorologia en el Instituto Tecnoldgico de Massachusetts obteniendo el doctorado en 1948.

En sus notas autobiograficas, Lorenz escribio:

“Cuando era un nino siempre estaba interesado en ha-
cer las cosas con numeros, y también fascinado por los
cambios en el clima.”

Lorenz construyé un modelo matemético muy simplificado
que intentaba reproducir el comportamiento de conveccién en la
atmosfera. De manera general, podemos decir que la conveccién es
el transporte de calor entre zonas con diferentes temperaturas por
medio del movimiento de un fluido. En la atmésfera, este movi-
miento se debe a la fuerza gravitacional como consecuencia de la
diferencia de densidad entre las masas de aire caliente y frio. Grosso
modo, durante el dia el Sol calienta la superficie terrestre, la cual
cede parte de su energia al aire por conduccién. Debido a este ca-
lentamiento, la densidad de esta masa de aire disminuye haciéndose
mas liviano. Como consecuencia de la accién de la fuerza de la gra-
vedad, parte de esta masa de aire asciende y, por ende, masas de

Figura 1.1: E. N. Lo-
renz en 1991

aire mas frio descienden ya que son mas pesadas debido a su mayor densidad.



Capitulo 1. Sistema de Lorenz

Consideré que la atmoésfera era un fluido, un gas (esta hipdtesis parece natural, ya
que la atmosfera es basicamente aire y agua) entre dos superficies, una superficie inferior
caliente y una superior mas fria. Por tanto, se genera un distribucién de temperaturas
en la atmésfera donde la capa que esta contacto con la superficie inferior se encuentra a
una mayor temperatura mientras que la capa en contacto con la superficie superior esta a
menor temperatura.

La dindamica atmosférica estaba gobernada por complejas ecuaciones diferenciales que
relacionaban ciertas variables con su variacion puntual en el tiempo y en el espacio, y
una gran cantidad de parametros. El trabajo de Lorenz consistié en simplificar el modelo
atmosférico lo maximo posible centrandose en el concepto de conveccién por temperatura.
Fruto de ello, obtuvo un conjunto de tres ecuaciones con tres variables donde las derivadas
en el tiempo de cada variable dependian de combinaciones lineales y no lineales de dichas
variables y algunos parametros numéricos. Este conjunto de ecuaciones se conoce como

modelo de Lorenz _
X =—-0cX+0Y

Y=rX-Y-XZ (1.1)

4 =—-bZ+XY

donde o es el conocido nimero de Prandtl, r es el nimero de Rayleigh relativo y b esta
relacionado con el tamano fisico del sistema. En la seccién posterior, realizamos un deta-
llado analisis de este sistema con el objetivo de mostrar el significado de cada una de las
variables y parametros.

En 1960, una vez obtenido el modelo simplificado, que absolutamente nada tiene que
ver con la atmésfera real, intenté resolverlo utilizando un ordenador de aquella época,
una Royal McBee LGP-30. Cada cinco iteraciones de su programa, obtenia un valor para
cada variable z, y, z. Aproximadamente, la maquina empleaba un segundo por iteracién
de computo. Dado que su objetivo era obtener un resultado méas amplio, decidié que era
buena idea tomar como condicién inicial un valor de los obtenidos por la maquina para
cada una de las tres variables, introducirlo como punto de partida y que el programa
prosiguiese su ejecuciéon a partir de él. Debido al elevado tiempo de cémputo, decidid
introducir dicha condicién inicial sélo con tres decimales, pues los valores que devolvia la
maquina constaban de seis cifras decimales. El pensaba que era un cambio infimo y su
efecto seria practicamente despreciable, ya que la experiencia que se tenia tanto en fisica
como en matematicas era que cambiar ligeramente las condiciones iniciales de un problema
hacia que la soluciéon cambiara ligeramente también. Puso la maquina a trabajar y se fue
a tomar un café con sus colegas.

Cuando regresé y comenzoé a observar los resultados, obtuvo una sorpresa de tal cali-
bre que cambiaria su vida y abriria un nuevo campo de exploracién en las matematicas,
modificando radicalmente la creencia mencionada anteriormente que le llevd a introducir
los datos con un numero menor de cifras decimales. Los resultados, aunque durante las
primeras iteraciones parecidos a los obtenidos en pruebas anteriores, llegado un momento
no se parecian en nada. Una vez comprobado que la maquina funcionaba correctamente y
no habia errores en su programa tuvo que aceptar que pequenos cambios en las condiciones
iniciales generaban soluciones que transcurrido un intervalo de tiempo no se parecian nada
entre si. Este fenémeno pone de manifiesto lo que hoy se conoce como sensibilidad respecto
a las condiciones iniciales.

2 Trabajo de Fin de Grado. Jesus Llorente



Lorenz se dedicé a explorar las matematicas subyacentes a este modelo y publico
sus concluciones en 1963 en un articulo titulado DETERMINISTIC NONPERIODIC FLOW.
Ademas, puso de manifiesto que para ciertos valores de los parametros, el sistema muestra
un comportamiento “cadtico” dando lugar a un patréon de complejidad muy elevada que
hoy se denomina atractor de Lorenz.

Las observaciones anteriores, le llevaron a formular lo que hoy se conoce como efecto
mariposa, presentado en 1972 en un articulo titulado PREDICTABILITY: DOES THE FLAP
OF A BUTTERFLY’S WINGS IN BRAZIL SET OFF A TORNADO IN TEXAS?. Esta metafora
adquiere profundo sentido, ya que una mariposa que bate sus alas en algin lugar del
Amazonas puede provocar a través de los efectos encadenados y multiples un huracan en
el norte de Europa a miles de kilometros de distancia.

Este hecho dié lugar a la denominaciéon popular de teoria del caos a la rama de las
matematicas, las ciencias y otras ramas que estudian sistemas dindmicos muy sensibles
a las variaciones en las condiciones iniciales. Dichas variaciones iniciales pueden producir
importantes diferencias en el comportamiento futuro, complicando la prediccién a largo
plazo. Haciendo un ejercicio de extrapolacion, se podria llegar a pensar que pequenas
perturbaciones en la atmoésfera pueden cambiar el clima en proporciones gigantescas.

Las ideas de Lorenz dieron comienzo
a un nuevo y amplio campo de estudio
que afectd no sélo a las matematicas, sino
practicamente a cada rama de las ciencias
bioldgicas, fisicas y sociales. En meteoro-
logia, ha permitido llegar a la conclusion
de que puede ser fundamentalmente impo-
sible hacer predicciones a partir de dos o
tres semanas con un grado de exactitud ra-
zonable.

En 1991, fue galardonado con el “Pre-
mio Kyoto” de las ciencias bésicas en el
ambito de la tierra y las ciencias planetarias
por establecer la base tedrica del tiempo y
previsibilidad del clima, asi como la base Figura 1.2: Atractor de Lorenz para ciertos
para la fisica atmosférica y meteorolégica pardmetros o, b, r
asistida por computadora. Algunos cientifi-
cos consideran el nacimiento de la teoria del caos como una de las grandes revoluciones
del siglo XX junto a la mecanica cuantica y la teoria de la relatividad.

El profesor de ciencias atmosféricas del Instituto Tecnoldgico de Massachusetts, Kerry
Emanuel, describié a Lorenz como

“Un perfecto caballero que, por medio de su inteligencia, integridad y humildad,
establecio muy alto el nivel para las generaciones venideras”.

Lorenz fallecié el 16 de abril de 2008 a la avanzada edad de 90 anos en su casa de Cam-
bridge, Massachusetts.
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Capitulo 1. Sistema de Lorenz

1.1. Desarrollo teorico

Anteriormente, hemos comentado que Lorenz realizé una simplificacion del modelo de
conveccion atmosférica. En esta seccion, exponemos el modelo de partida denominado
Conveccion de Bénard-Rayleigh asi como las posteriores simplificaciones hasta llegar al
conjunto de ecuaciones que Lorenz utilizé como punto de inicio para desarrollar su modelo.
Ademas, mostramos en detalle dicho modelo basdandonos en su articulo DETERMINISTIC
NonNpPERIODIC FLOW (1963).

En primer lugar, comenzamos introduciendo algunos conceptos basicos de termodinami-
ca que nos permitiran presentar dicho modelo.

1.1.1. Calor. Mecanismos de transmision

Comenzamos presentando los conceptos de calor y temperatura, que en el lenguaje
cotidiano se confunden con frecuencia, pero muy diferentes aunque estrechamente relacio-
nados.

Definicién 1.1 (Temperatura). La temperatura es una medida de la energia cinética
promedio de los atomos y moléculas individuales de una sustancia. La temperatura de
un cuerpo depende de la cantidad promedio de energia por particula, en este sentido, se
define como una magnitud escalar relacionada con la energia interna de un sistema. En el
Sistema Internacional de Unidades, la unidad de temperatura es el Kelvin (K).

Definicién 1.2 (Calor). El calor es la energia cinética total de todos los &tomos o molécu-
las de una sustancia. También se puede definir como la energia térmica transferida entre
dos sistemas a diferentes temperaturas que entran en contacto. En el Sistema Internacional
de Unidades, la unidad de calor es el Julio (J).

El calor es energia en transito, siempre fluye de una zona de mayor temperatura a
otra de menor. La materia esta formada por atomos o moléculas que estan en constante
movimiento, por ello, posee energia de posiciéon o potencial y energia de movimiento o
cinética. Los continuos choques entre los atomos o moléculas transforman parte de la
energia cinética en calor, cambiando la temperatura del cuerpo.

La transferencia de calor es el proceso por el que se intercambia energia en forma de
calor entre distintos cuerpos, o entre diferentes partes de un cuerpo que se encuentran a
diferente temperatura. Por tanto, la transferencia de calor se produce siempre que existe un
gradiente térmico o cuando dos sistemas a diferentes temperaturas se ponen en contacto.

Se reconocen tres mecanismos de transferencia de calor:

= Conduccion: La energia calorifica se transmite durante el contacto directo entre
cuerpos (o partes de los mismos) a distintas temperaturas y tiene lugar mediante
choques entre las moléculas del sistema, donde las particulas méas energéticas ceden
energia a las de menor energia, originando un flujo de calor desde temperaturas mas
altas a mas bajas. Es un mecanismo basado en el contacto directo entre los cuerpos,
sin intercambio de materia.

La conduccién de calor sélo se produce si hay diferencias de temperatura entre dos
partes del medio conductor. La ecuacion que describe la conduccién térmica en un
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medio continuo es la ley de Fourier, viene dada por
q(Z,t) = =AVT (1.2)
donde

e ¢(Z,t) es el vector flujo de calor.

e )\ es el coeficiente de conductividad térmica del fluido o material, magnitud que
representa la capacidad con la cual la sustancia conduce el calor y produce la
consecuente variaciéon de temperatura.

o T'(Z,t) es el vector temperatura.

= Radiacion: Es la energia emitida por todos los cuerpos por el hecho de encontrarse
a una temperatura dada. Esta energia es producida por cambios en las configuracio-
nes electronicas de los atomos o moléculas constitutivos y transportada por ondas
electromagnéticas.

= Conveccion: La energia calorifica se transmite por el movimiento fisico de moléculas
“calientes” de las zonas de alta temperatura a las zonas de baja temperatura y
viceversa, equilibrandose las temperaturas. En la naturaleza, la mayor parte del
calor ganado por la atmésfera mediante conduccion y radiacion en zonas cercanas a
la superficie, es transportado a otras capas de la atmosfera por conveccién.

La conveccion puede ser de dos tipos, forzada cuando esta ayudada por el movimiento
de las superficies en contacto con el fluido, y libre o natural cuando el movimiento
se debe exclusivamente a una diferencia de densidades causada por un gradiente de
temperaturas.

1.1.2. Convecciéon de Rayleigh-Bénard

La conveccion natural se genera, normalmente, en fluidos en presencia de un campo
gravitatorio debido a gradientes de densidad producidos por la existencia de diferencias
de temperatura en el seno del fluido.

Este fenémeno puede explicarse grosso modo diciendo que cuando un fluido es calentado
desde abajo, la capa inferior del mismo, debido al incremento de temperatura, se expande
volviéndose menos densa y experimentado una fuerza denominada fuerza de flotacion o
empuje arquimediano que tiende a elevarla. De la misma forma, una capa de fluido més fria
y, por tanto, méas densa tiende a hundirse produciendo un flujo convectivo. Este empuje
de flotacion estd determinado por la diferencia de temperatura entre la parte alta y baja
del fluido, ademaés del espesor de dicha capa de fluido.

Un breve andlisis historico del problema nos permitira situarnos en el contexto en el que
se desarrolla la conveccién de Rayleigh-Bénard. Hacia el ano 1900, el fisico francés Henri
Bénard realizo una serie de experimentos en los que observé la formacion de una estructura
muy peculiar constituida por celdas hexagonales regulares similares a las que podemos ver
en un panel de abejas, generadas cuando una capa delgada de fluido con su superficie
superior en contacto con el aire es calentada desde abajo. Las investigaciones realizadas
por Bénard en el interior de la celda, pusieron de manifiesto que el flujo ascendia por el
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centro de la celda y descendia a lo largo del perimetro hexagonal de la misma. Bénard
atribuyo este fenémeno a la tensién superficial de la pelicula de fluido en contacto con el
aire.

Figura 1.3: Fotografia original realizada por Bénard, muestra las celdas de Bénard en una
capa de 0.810 mm de ancho, visulizadas mediante polvo de grafito

Posteriormente, en 1916, Lord Rayleigh puso de manifiesto el desarrollo tedrico de los
mecanismos fisicos involucrados en el fenémeno de convecciéon natural. En efecto, cuando
en un fluido la distribuciéon de la densidad no es homogénea y se encuentra en presencia de
la fuerza gravitacional, la fuerza de flotabilidad es la responsable de que una porcién del
fluido que en media sea mas densa que su entorno tienda a descender, mientras que una
con densidad menor tienda a ascender. Ademads, hay que tener en cuenta los mecanismos
que tienden a contrarrestar el efecto de este empuje:

= La friccion originada por las fuerzas de viscosidad.

= La conduccion de calor que tiende a homogeneizar la distribucion de temperaturas
en el seno del fluido, y por tanto, también la de las densidades.

La conveccion natural de Rayleigh-Bénard es un tipo de flujo convectivo en espacios
confinados, producido por la estratificacion en zonas de diferente densidad en direccién
vertical como consecuencia de diferencias de temperatura en seno el fluido.

Consideremos una fina capa de fluido entre dos placas infinitas paralelas dispuestas
perpendicularmente a la direccién de la gravedad. Asumimos que todas las magnitudes
fisicas relevantes, en particular la temperatura, estan distribuidas de manera homogénea.
Por tanto, no se produce ningtin movimiento en el fluido, tanto a nivel macroscépico como
microscopico mientras la temperatura en la capa de fluido y en las dos placas se mantenga
constante. Por esta razén, diremos que el sistema permanece en equilibrio.

Podemos pensar que una pequena perturbacion, entendida como un pequeno incre-
mento de la temperatura en la placa inferior durante un corto periodo de tiempo, es
rapidamente absorbida por el sistema debido a la conduccion térmica, reestableciéndose
el estado de equilibrio inicial. En este sentido, podemos decir que un sistema es estable
si es estacionario, es decir, si su evolucion a lo largo del tiempo no se ve modificado por
pequenas variaciones de sus condiciones iniciales. Ademas, se dice que el estado de un
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Fuerza de Fuerza de
flotacién viscosidad
Difusividad Difusividad
térmica térmica
Fuerza de Fuerza de
viscosidad flotacién

Figura 1.4: Representacion de las fuerzas presentes en el fluido

sistema es asintoticamente estable cuando los efectos producidos por las perturbaciones
desaparecen al cabo de un periodo de tiempo determinado.

Supongamos que suministramos energia en forma de calor de manera uniforme a la
placa inferior produciendo un aumento de temperatura. Si dicho suministro de energia es
permanente en el sentido de que la temperatura de la placa inferior se mantiene constante,
debido a la conduccién térmica, se producira un incremento en la temperatura de la placa
superior hasta alzanzar un valor determinado. Como consecuencia de la pérdida de calor
en el entorno, la temperatura de la placa inferior es mayor que la de placa superior. El
resultado es una diferencia de temperatura

ATsz T

laca inferior — + placa superior

entre ambas placas que se mantendra constante y la misma en cualquier punto de ellas.

Con el objetivo de mostrar una explicacion rigurosa del fenémeno de conveccion natural
que se producira cuando incrementemos la diferencia de temperatura entre ambas placas,
asumimos las siguientes hipotesis:

» Kl fuido es incompresible.

= Debido al incremento de temperatura, la densidad del fluido decrece como conse-
cuencia de la expansion térmica del mismo.

= La tunica fuerza externa que actua sobre el sistema es la fuerza gravitacional.

Supongamos que elevamos la temperatura de la placa inferior de manera que la dife-
rencia de temperatura AT entre ambas placas sea suficientemente grande. Consideremos
una pequena porcion de fluido situada en la parte inferior de la capa del mismo. Como
consecuencia del incremento de temperatura de la placa inferior, dicha porcién adquirira
una menor densidad en comparacion con las parcelas de fluido situadas sobre ella.
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Figura 1.5: Celdas de la conveccién de Bénard en AT

Imaginemos que dicha porcién, como consecuencia de su menor densidad y de la fuerza
gravitacional, se desplaza ligeramente hacia arriba. Esta porcién se encuentra en una zona
del fluido con una menor temperatura y como consecuencia en un entorno mas denso. Por
consiguiente, dicha porcion esta sujeta a una fuerza de flotacion. Este empuje convectivo
ascendente originado en una diferencia de densidad (flotamiento) provoca el ascenso de
parcelas de fluido menos densas y el hundimiento por accién de la gravedad de parcelas
mas densas. La friccién originada por las fuerzas de viscosidad contra la masa del fluido
tiende a frenar su ascenso, asi como la difusion térmica tiende a disminuir la diferencia de
temperaturas en el fluido, que es la causante del empuje convectivo (véase la figura .

Dependiendo de la relacion que exista entre estos tres mecanismos, la porcién de fluido
permanecerd en reposo (estado de equilibrio estable) o tenderd a ascender (estado de
equilibrio inestable). Por tanto, la situacién de equilibrio inestable es la que da lugar al
fenémeno de conveccién natural, originando celdas de conveccion (véase la figura .

La conveccion comienza cuando la fuerza de flotacion es superior a las fuerzas de
viscosidad y sobrepasa los efectos disipativos de la difusién térmica. En este caso, la
conduccién no conseguira disipar todo el calor y la transferencia de calor se realizara por
conveccion. Esta es la explicacion de la existencia de un valor critico AT, de diferencia de
temperaturas entre la placa superior e inferior, de manera que gradientes de temperatura
superiores a dicho valor critico daran lugar al fenémeno de conveccion natural de Bénard-
Rayleigh, o simplemente conveccion de Bénard.

Observamos que los procesos fisicos més importantes involucrados en esta conveccién
son la expansion térmica del fluido debida al aumento de temperatura, los efectos de la
viscosidad en el seno del fluido y el intercambio de calor entre varias porciones del mismo.

Sorprendentemente, las celdas de Bénard evolucionan, dependiendo de la altura h entre
ambas placas, con una longitud caracteristica del orden del milimetro. El experimento de
Bénard-Rayleigh pone de manifiesto la dualidad entre azar y determinismo, previo a la
irrupcion de la mecanica cuantica en fisica. La evolucion de los patrones convectivos que
se originan a partir de un cierto umbral AT, es puramente determinista, sin embargo, la
rotacién en sentido horario o antihorario de cada celda no se puede llegar a predecir.

Cuando la diferencia de temperaturas entre ambas placas es muy elevada, la estructura
de celda desaparece convitiéndose el flujo espacial y temporalmente cadtico.
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1.1.3. Ecuaciones del movimiento

En esta seccién presentamos las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un fluido. El
estudio del mismo pasa por la definicién del sistema en estudio con el objetivo de describir
el comportamiento del flujo en una regién determinada. Por este motivo, se define la regién
del espacio que estd ocupada por el fluido como volumen de control, denotado por V. En
este espacio se presentan las caracteristicas termodinamicas, dinamicas y energéticas del
fluido.

La superficie cerrada que delimita dicho volumen de control recibe el nombre de superfi-
cie de control, denotada por 2, siendo sus caracteristicas mas importantes la permanencia
de la forma y el tamano del volumen que delimita. A través de esta superficie se realizan
los procesos de intercambio de energia y masa con el entorno (véase figura .

Superficie de control

e

Volumen de control

Figura 1.6: Volumen de control

Consideramos el fluido como un continuo que viene caracterizado por las siguientes
funciones:

» o(z,t). Campo de densidades del fluido. Se considera una distribucién continua de
la masa en el espacio y el tiempo.

» p(x,t). Campo de presiones en el seno del fluido.
s T (z,t). Campo de temperaturas en el fluido.

» u (z,t). Campo de velocidades en el seno del fluido. Describe el estado del movimiento
del fluido en el punto = y el instante t.

Existen dos formas de interpretar el fluido, una de ellas es fijar un punto del volumen de
control y medir sus caracteristicas en dicho punto, mientras que la segunda forma consiste
en calcular la variacién de sus caracteristicas a lo largo de la trayectoria de una particula
de fluido en el volumen de control. En esta segunda interpretacion, hablamos de derivada
sustancial o derivada material, definida como el operador

D d(*)

b= TV

El primer término representa la variacién de la propiedad (x) en un punto fijo del espacio,
por esta razén, recibe el nombre de derivada local, mientras que el segundo término repre-
sentan la variacién de dicha propiedad asociada al cambio de posicion de la particula del
fluido recibiendo el nombre de derivada convectiva.
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En la siguiente tabla se presentan las principales propiedades de los fluidos, tanto las
que se derivan de factores intrinsecos del fluido denominadas propiedades termodindmicas
que no se ven influenciadas por fuerzas externas, como las propiedades dindmicas que
representan cambios fisicos o de su estado de evolucion del movimiento causados por
fuerzas externas.

’ PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS ‘

Termodinamicas Dinamicas
Presion Viscosidad
Densidad Conductividad térmica
Temperatura Tension superficial
Energia interna Compresibilidad
Entalpia Capilaridad
Entropia
Calor especifico
Peso especifico
Volumen especifico

Cuadro 1.1: Propiedades de los fluidos

Ademads, existen dos maneras de clasificar a los fluidos:
= Por su viscosidad,

o FFluidos newtonianos: Fluidos de viscosidad constante.

e Fluidos no newtonianos: Fluidos de viscosidad no constante.
= Por su densidad,

e Fluidos incompresibles: Fluidos de densidad constante, es decir, o (x,t) = cte.

e Fluidos compresibles: Fluidos de densidad no constante.

En nuestro caso de estudio consideraremos fluidos newtonianos incompresibles.

Las ecuaciones fundamentales de la mecénica de fluidos son leyes de conservacion que
resultan al aplicar ciertos principios fisicos a un modelo apropiado de fluido. Los principios
fisicos de los que partimos son:

» Conservacion de la masa.
» Conservacién de la cantidad de movimiento (Segunda Ley de Newton).
» Conservacién de la energia.

Los modelos de fluido a los que se pueden aplicar estos principios pueden ser de dos tipos,
o bien se trata de un volumen de control finito o bien uno infinitesimal. Si estos principios
se aplican a un modelo de volumen finito se obtienen formas integrales de las leyes de
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conservacién. Por el contrario, si son aplicados a un modelo de volumen infinitesimal
diremos que las ecuaciones obtenidas estan en forma diferencial.

Por lo comentado anteriormente, las formas diferencial e integral de las ecuaciones de
conservacién no son méas que dos maneras diferentes de representar los mismos principios
fisicos.

Dado que la forma diferencial de las ecuaciones de conservacion proporciona una mayor
sencillez en la utilizancién de las mismas, presentamos las ecuaciones fundamentales del
movimiento en forma diferencial para fluidos newtonianos incompresibles.

Conservacion de la masa

El principio fisico de conservaciéon de la masa afirma que la masa no se crea ni se
destruye, sino que se conserva. Consideremos un volumen de control, denotado por V7,
arbitrario. Dado que el campo de densidad ¢ (x,t) expresa la masa por unidad de volumen,
la variacién de la masa en el volumen V} viene dada por

d
2 Q(x,t)def %4y
a Jy, ot

Por el principio de conservacién de la masa, la suma de la variacion de la masa dentro del
volumen de control y la salida de masa a través de la superficie 2 es nula. Por tanto, la
ecuacion de conservacion de la masa en forma integral se expresa como

J @de—f ou - dS2
v, Ot 0

donde df2 = ndf) define un vector de longitud df2 en la direccién del vector unitario n
normal a la superficie de control €2 dirigido hacia fuera de la misma. Por definicion, la
direccién de dentro hacia fuera de la superficie se considera positiva.

Utilizando el teorema de Gauss, transformamos la integral anterior en

fvf [% —i—V-(gu)] dV =0

Dado que el volumen de control de partida es totalmente arbitrario, la ecuacién anterior
se verifica si y solo si su integrando es cero, es decir,

do
— +V-(ou)=0
obteniendo asi la ecuacion de conservacion de la masa en forma diferencial, conocida
habitualmente como ecuacion de continuidad.

Como nuestro estudio estd enfocado a fluidos de densidad constante, la ecuacion ante-
rior queda reducida a
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Conservacion de la cantidad de movimiento. Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes gobiernan el movimiento de fluidos newtonianos in-

compresibles, expresan basicamente la segunda ley de Newton aplicada a un volumen
infinitesimal de fluido. Con el objetivo de entender el significado de estas ecuaciones, hace-
mos un breve repaso de las leyes introducidas por Isaac Newton en su obra PHILOSOPHIAE
NATURALIS PRINCIPIA MATHEMATICA.

= Primera ley de Newton: “Todo cuerpo que no esta sometido a ninguna interaccién

(cuerpo libre o aislado) permanece en reposo o se traslada con velocidad constante”

Esta ley es conocida como ley de inercia y se puede interpretar que para modificar
el estado de movimiento de un cuerpo es necesario actuar sobre él. En este senti-
do, definimos una magnitud vectorial denominada cantidad de movimiento de una
particula, denotada por p, como

p=mu

Por lo comentado anteriormente, esta ley es equivalente a afirmar que un cuerpo
libre se mueve con p’ constante.

Segunda ley de Newton: “Se define la resultante de las fuerzas que actiian sobre un
cuerpo, como la variacién de su cantidad de movimiento.”
dp

7o
dt

La unidad de fuerza en el Sistema Internacional es el Newton (N). Una fuerza es
cualquier accién que puede modificar el estado de movimiento o de reposo de un
cuerpo. De acuerdo a su posicion, las fuerzas pueden ser:

e Fuerzas externas: Dado un cuerpo o sistema de cuerpos se denominan fuerzas
externas a las fuerzas que realizan otros cuerpos o sistemas sobre el cuerpo o
sistema en cuestion.

e Fuerzas internas: Dado un cuerpo o sistema de cuerpos se denominan fuerzas in-
ternas a las fuerzas que mutuamente se ejercen entre si las diferentes particulas
del cuerpo o sistema.

Sustituyendo la expresion de la cantidad de movimiento de la primera ley, obtenemos
la expresion habitual de esta ley,

S od, dv
F = &(mv) =me
= ma

Cabe destacar que el término resultante hace referencia a la suma vectorial de todas
las fuerzas que actian sobre un cuerpo.

Tercera ley de Newton: “ Si un cuerpo ejerce una fuerza sobre otro, este tltimo ejerce
sobre el primero una fuerza de igual en médulo y de sentido contrario a la primera”

12
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De acuerdo con la reciprocidad indicada en la tercera ley de Newton, las fuerzas exter-
nas entre dos sistemas o cuerpos son siempre iguales pero de sentidos opuestos. De manera
similar, las fuerzas internas son iguales y opuestas dos a dos, por lo que analizando el cuer-
do o el sistema de una manera global podemos afirmar que la suma de todas las fuerzas
internas es nula.

Como consecuencia de lo anterior, concluimos que la resultante de las fuerzas que
actuan sobre un cuerpo se reduce a la suma de las fuerzas externas que actiian sobre el
mismo.

De acuerdo a las leyes anteriores, la cantidad de movimiento para un elemento infini-
tesimal dentro del volumen de control viene dado por

ou - dV

Procediendo de manera andloga que en la ecuacion de conservacion de la masa, la variacion
temporal de esta magnitud dentro del volumen de control es,

Du

D .
= AV = av = N F,
Dt Jy, e fvf °Di 2 Fex

Cabe destacar que si consideramos la variacion de la cantidad de movimiento en el
instante ¢ para un volumen de control arbitrario V}, encerrado en una superficie 2, debemos
tener en cuenta que tanto el integrado pu como el dominio de integracién V; y la superficie
de control €2 dependen del tiempo. Con el objetivo de aligerar la notaciéon, no mostramos
la dependencia explitica respecto del tiempo.

Llegados a este punto cabe preguntarse por las fuerzas que pueden actuar sobre un
fluido en un volumen de control, pueden ser:

= Fuerzas mdsicas. Se definen como aquellas que actian directamente sobre la masa
del volumen. Denotamos las fuerzas mésicas por unidad de masa por f, consecuen-
temente, la fuerza masica en el volumen del fluido vendra dada por of, que recibe el
nombre de término de flotabilidad.

» Fuerzas de superficie. Se definen como aquellas que actian directamente sobre la
superficie que delimita el volumen de control. Estas fuerzas pueden provenir de dos
posibles fuentes, la distribucién de presiones (impuesta por el fluido que rodea el
volumen de control) y las tensiones normales y tangenciales (resultantes de la in-
teraccién del fluido con la superficie que delimita el mismo). Estas son una funcién
de la posicién, el tiempo y la orientaciéon de la superficie. Denotamos las fuerzas de
superficie por unidad de area aplicadas al volumen de control como t,,.

Concluimos que,

Y Foy = J gf-dV+J 6, - dQ
Vi Q
Utilizando lo anterior, obtenemos la ecuacion de conservacion de la cantidad de movimien-

to en forma integral
D
— | ou-dV = Qf'dv—i-Jtn-dQ
Dt Jy, v Q
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Figura 1.7: Tensiones sobre un elemento de fluido.

Con el objetivo de obtener una expresién de las fuerzas de superficie que nos permita
trabajar con mayor comodidad, introducimos el concepto de tensor de tension.

Una tension se define como fuerza por unidad de area, en el Sistema Internacional sus
unidades son Newtons por metro cuadrado. Dado que la fuerza no tiene que ser la misma
en cada una de las direcciones de un espacio tres dimensional, la tensién viene expresada
por un tensor de segundo orden, el cual tiene nueve componentes. La notacién habitual
para representar la tension es

Unm

donde n corresponde al eje coordenado paralelo al vector normal al area sobre la que actia
dicha tension, y m corresponde al eje coordenado paralelo a la tension.

Con esta notacién, las tensiones o,,, 0,y y 0. reciben el nombre de tensiones normales
por ser su direccion normal a la superficie sobre las cuales actiia, mientras que las tensiones
Ozys Ozzs Oyzy Oyzy Oz Y Oy se denominan tensiones tangenciales por ser tangentes a la
superficie sobre la que actian.

Sobre un elemento diferencial de fluido actiia una distribucién de tensiones segin todas
las direcciones como se muestra en la figura[1.7] Dicha distribucién se agrupa en un tensor
denominado tensor de tensiones o tensor de esfuerzos de Cauchy, denotado por o

Oze Ozy Oxz
g = Oyz Oyy Oyz

Oz Ozy Oz

Consideremos el vector normal n a la superficie €2, las fuerzas superficiales pueden ser
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expresadas utilizando el tensor de tensiones de Cauchy de la siguiente forma,

Jtn-szj on - df2
Q Q

Empleando el teorema de Gauss, transformamos la ecuacién en forma integral de la
cantidad de movimiento en

D—}
f [g—“ — gf—Diva] dv =0
v, 19Dt

donde Div o denota el vector cuya componente i-ésima coincide con la divergencia de la
i-ésima columna del tensor o, es decir,

0o1; X 009; 4 003;

51'1 51‘2 a{L‘g

(Dive), =

Dado que el volumen de control de partida era totalmente arbitrario, la integral anterior
es nula si y solo si lo es su integrando. Por tanto,

Du _ of + Dive (1.3)
Dt

En la definicion de fuerzas de superficie, hemos comentado que dichas fuerzas se debian
a la presion que ejerce el fluido que rodea el volumen de control expresada como la ecuacién
de estado p = p(o,T), v a la interaccién del fluido con la superficie de control como
consecuencia de las denominadas fuerzas de viscosidad.

Por esta razén, cabe esperar que el tensor de esfuerzos de Cauchy, o, pueda descom-
ponerse en los dos factores mencionados anteriormente, es decir,

o=-pl+o
donde
= p: Ecuacién de estado para la presion.
= I: Tensor unitario cuyas componentes son todas uno.
s o': Tensor de esfuerzos viscosos.

El tensor de esfuerzos viscosos representa la friccién interna debida a las fuerzas mole-
culares. Observemos que su direcciéon de accién es opuesta a la presiéon, por ello, los dos
factores anteriores tienen signos opuestos.

El tensor de esfuerzos viscosos puede descomponerse a su vez, en la suma de dos
tensores

o' =0y + 0

donde

» o) recibe el nombre de parte esférica de o', es un tensor diagonal con los elementos

de la diagonal iguales a la media de las tres tensiones principales 04z, 0yy ¥ 0.
Produce deformaciéon hidrostatica o cambio de volumen.
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» o), recibe el nombre de parte desviadora de o', se obtiene de restar al tensor la parte
esférica y produce deformaciones de distorsiéon o cambio de forma.

Sustituyendo en la ecuacion , obtenemos
Du

°Dt

donde Vp hace referencia al gradiente de la presién. Hay que destacar que el tensor de

esfuerzos viscosos solo existe si el fluido estd en movimiento. Dicho tensor se puede expresar
como

= of — Vp + Dive’ (1.4)

1
o' =2 le ~3 (Div u) I] + 1y (Divu) 1
siendo

= g: Tensor de velocidad de deformacion, definido como

5UZ‘ I 5Uj
(%cj 51’1

1
€ = [gij] tal que 81']' = 5 (

= 7): Coeficiente de viscosidad del fluido. Representa la resistencia que éste opone a su
deformacion. También recibe el nombre de viscosidad dindmica.

= 7y Coeficiente de viscosidad volumétrica. Relaciona la deformacién volumétrica del
fluido con la parte esférica del tensor de esfuerzos viscosos.

Desarrollando la derivada sustancial de la ecuacién ([1.4]), obtenemos la ecuacidn de con-
servacion de la cantidad de movimiento en forma diferencial

0 (ou)
ot
donde la componente i-ésima del vector Div o’ viene dada por

0 1 6uk 5uk
Dive'), = — |2n (e — =0ij=— | + nvoij=—
( )7, axj l ?7( J 3 ]axk) nv J&xk

siendo 0;; la conocida delta de Kronecker. Dado que nuestro objeto de estudio son los
fluidos Newtonianos incompresibles, la ecuacion anterior se reduce a

+ Div (ouu') = of — Vp + Dive’

ot

que recibe el nombre de ecuacién de Navier-Stokes. Cabe destacar que el tltimo término
del lado derecho de la ecuacién anterior, representa el efecto de las fuerzas viscosas y es
valido tnicamente para fluidos newtonianos, se puede interpretar como la difusién de la
cantidad de movimiento en el fluido debido a la acciéon molecular de la viscosidad.
Ademas, el tensor de esfuerzos viscosos queda reducido a

0
Q(—U+U-VU) = of — Vp +nV?u

o' =2ne
Observacién 1.1. El operador V2 recibe el nombre de Laplaciano, definido como
0? 0? 0*
V= + +

5x12 (9:522 51‘32
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Conservacién de la energia.

La ecuacion de la energia se basa en el primer principio de la termodinamica. Un
sistema termodindmico se define como la parte del universo que constituye nuestro objeto
de estudio. Ejemplos de sistemas termodinamicos pueden ser una persona, la atmosfera
terrestre, una célula....

Un sistema termodinamico puede intercambiar energia con el entorno que le rodea en
forma de trabajo y calor, y acumula energia en forma de energia interna.

» Trabajo: Se define como la cantidad de energia transferida de un sistema a otro
mediante una fuerza cuando se produce desplazamiento. De este modo, podemos
decir que el trabajo es energia en movimiento. Es una magnitud fisica escalar que se
denota con la letra W y se expresa en unidades de energfa, julios (J) en el Sistema
Internacional de Unidades.

» Calor: Se comento en la pagina

= Fnergia interna: Se define como la energia almacenada por un sistema de particulas.
Es el resultado de la contribucion de la energia cinética de las moléculas o atomos
que lo constituyen, de sus energias de rotacién, traslacion y vibracion, ademas de
la energia potencial intermolecular debida a las fuerzas de tipo gravitatorio, electro-
magnético y nuclear.

La energia interna es una funcién de estado, su variacion sélo depende del estado
inicial y final.

El Primer Principio de La Termodindmica relaciona las tres magnitudes anteriores me-

diante la expresién
Q=W+ AU

siendo
n Q: Calor
= W: Trabajo realizado por las fuerzas externas al sistema.

= AU: Variacién de energia interna.

Si se aplica este principio a un volumen de control, expresa que la variacién temporal
de la energia total en el volumen de control es igual al incremento del trabajo de las fuerzas
externas que actian sobre el volumen y el flujo neto de calor a través de la superficie de
control.

En este caso no exponemos el desarrollo tedrico de la ecuaciéon de conservacién de
la energia debido a que carece de especial relevancia en el desarrollo de las secciones
posteriores. De este modo, la ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento en
forma diferencial para fluidos newtonianos incompresibles viene dada por

T
0C, <aa—t+u-VT> = A\V?T +2ne : ¢

donde
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= Calor especifico a volumen constante, ¢,: Se define el calor especifico como la canti-
dad de calor que se necesita por unidad de masa para elevar un grado la temperatura
de una sustancia. En este sentido, definimos el calor especifico a volumen constan-
te como la cantidad de calor necesaria para elevar un grado la temperatura por
unidad de masa de una sustancia cuando el volumen se mantiene constante. De ma-
nera analoga, se define el calor especifico a presion constante cuando la presién se
mantiene constante, y se denota por c,.

» Coeficiente de conductividad térmica del fluido, A: Representa la cantidad o flujo de
calor que pasa a través de la unidad de superficie de una muestra del fluido, de
extension infinita, caras planoparalelas y una unidad de espesor, cuando entre ambas
caras se establece una diferencia de temperatura igual a la unidad en unas condiciones
determinadas fijas y constantes. En el sentido de la ley de Fourier (véase pdgina ,
podemos decir que expresa la capacidad de conducir calor de dicho fluido.

= El término 2ne : € hace referencia al producto escalar de tensores, también denomi-
nado producto doblemente contraido definido por

S : T = traza (ST : T) = traza (S : TT)
siendo Sy T tensores.

Observacion 1.2. Para fluido incompresibles se verifica ¢, = ¢,

1.1.4. Sumario

Gracias a los desarrollos realizados en el apartado anterior, concluimos que las ecuacio-
nes que gobiernan el movimiento de un fluido newtoniano incompresible en la conveccion
de Bénard vienen dadas por

s Ecuacién de continuidad

Divu =0 (1.5)
» Ecuaciéon de Navier-Stokes
ou 9
0 EJru-Vu = of = Vp+nV-u (1.6)
= Ecuacion de la energia
oT
0Cy (E +u- VT) = \V?*T +2ne : € (1.7)

Las tres ecuaciones anteriores describen el fenémeno de conveccién natural de Bénard-
Rayleigh teniendo como incégnitas el campo de velocidades u, la distribucion de tempera-
turas T, la distribucién de densidades g y el campo de presiones p, siendo los coeficientes
caracteristicos del fluido constantes.
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1.2. Modelos y aproximaciones

Debido a la complejidad de las ecuaciones mostradas anteriormente, ha sido tradicional
en los estudios de la convecciéon natural de Rayleigh-Bénard buscar simplificaciones que
faciliten el andlisis del problema. Por esta razon, en los apartados posteriores mostramos
dichas simplificaciones hasta llegar al modelo propuesto por Edward Lorenz, que responde

a una simplificacién de las ecuaciones ((1.5) a (|1.7).

1.2.1. Aproximaciéon de Boussinesq-Oberbeck

Esta basada en la observacién experimental de que las variaciones de densidad debidas
a pequenas diferencias de temperatura AT, son también pequenas. Debido a que la tnica
fuerza externa que actia en el fenémeno de conveccién natural es la fuerza gravitacional, el
término de flotabilidad pof se expresa como pg, donde g representa el vector de aceleracion
gravitacional dado por

g={0 0 —g}
donde g es la aceleracién de la gravedad, aproximadamente 9.8 m/ s2.

En fluidos inducidos por conveccién natural (en los que el movimiento del fluido es
originado por efectos de flotacion debidos a diferencias de densidad en el seno del fluido, a
su vez producidas por variaciones de temperatura), es frecuente hacer una aproximacion
que consiste en suponer constante la densidad del fluido excepto en el término de flotabi-
lidad de la ecuacién de conservacion de la cantidad de movimiento, donde se supone que
la densidad varia de acuerdo a la siguiente expresion:

o(T) =001 —a(T—"Tp)] (1.8)
donde

= « representa el coeficiente de expansion térmica isobdrico. En el caso de fluidos
incompresibles, podemos asumir que la variaciéon de la presién en el medio es tan
pequena que la variacion de la densidad provocada por dicha variacién de presion es
despreciable. Por esta razoén, dicho coeficiente viene dado por

1 (do
a=—|—=—
o\dl'/,
donde el subindice p indica que la presién se considera constante.

= T4 es la temperatura de referencia, es decir, la diferencia de temperatura viene dada
por AT =T —Tj.

= og representa el valor constante de la densidad en la temperatura de referencia Ty.

Utilizando la aproximacién anterior, la incompresibilidad del fluido y que los coeficientes
caracteristicos del mismo A, ¢,, n y a son independientes de la velocidad y la temperatura,
y tomando como punto de partida las ecuaciones a , obtenemos las ecuaciones
completas de la aproximacion de Boussinesq-Oberbeck que describen el fenémeno de la
conveccion de Bénard,
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s Ecuacién de continuidad
Divu =0 (1.9)

s Ecuaciéon del movimiento

ou

1
— +u-Vu= ﬁg——Vp—i—iV%
ot 9 20 20
1
=[1—a(T-T)]g— —Vp+vViu (1.10)
%0

donde v = gﬂ recibe el nombre de wiscosidad cinemdtica, difusividad viscosa o sim-

0
plemente, coeficiente cinemdtico de viscosidad.

= Ecuacion de la energia

oT

9T —xvT (1.11)
donde x = QOLCU recibe el nombre de coeficiente de difusividad térmica, es una pro-
piedad especifica de cada tipo de fluido para caracterizar la velocidad a la que varia
la temperatura en su interior. Ademds, x V2T recibe el nombre de término de con-

duccion térmica.

El término 2ne : € que representa la pérdida de energia debido a la friccion interna en
la ecuacién de la misma puede ser despreciado, ya que en el experimento de Bénard,
en el caso de fluidos como agua o silicona, es mucho més pequeno que el término de
conduccién térmica xV2T por un factor de orden 1077,

La aproximacion de Boussinesq-Oberbeck supone una linealizacién de la dependencia
de la densidad con la temperatura, por lo que es aceptable para variaciones de temperaturas
no excesivamente grandes.

1.2.2. Modelo de Saltzman

El problema de la conveccion de Bénard en tres dimensiones es muy complejo de resol-
ver, incluso numéricamente. Sin embargo, en el caso de un flujo bidimensional el problema
se simplifica considerablemente. Por esta razon, el profesor Barry Saltzman redujo el pro-
blema de conveccion tridimensional a un problema de dos dimensiones asumiendo que las
céldas de Bénard en el plano x — 2z evolucionan de manera independiente de la coordenada
y. Esto implica que la componente del campo de velocidad en la direccién y y todas las
derivadas d/dy desaparecen.

Por tanto, el problema a estudiar sera el movimiento bidimensional de un fluido alojado
en un recinto rectangular de anchura [ y altura h cuyas paredes verticales se consideran
adiabdticas (no intercambian calor con su entorno), mientras que la pared superior se
encuentra a una temperatura Ty y la inferior a una temperatura Ty + AT

Si partimos de las ecuaciones [1.9] y [L.11} utilizando la hipStesis anterior y renom-
brando las variables

xr =, Z2=T3 ,U=U1 ,W = U3
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¢g A

pared fria

z
> pared caliente

X Y

=< >
1

Figura 1.8: Representacion esquemaética del fluido confinado en la cavidad.

obtenemos las ecuaciones para el problema de conveccion dos dimensional

ou  oOw

Rl 1.12

ox + 0z 0 ( )
ou ou ou 1 0p 2
E—i—u%—i—w&——%ax—i—uv U
ow ow ow o 1 dp 2

oT oT oT

o ob ab o2
o +u(9:c +waz xV<T (1.14)

Observemos el sistema de ecuaciones anterior, disponemos de un sistema de cuatro
ecuaciones en derivadas parciales con cuatro incogintas u, w, p y T. Para reducir tanto
el nimero de incognitas como el de ecuaciones a resolver se va a seguir el procedimiento
expuesto por Barry Saltzman en su articulo FINITE AMPLITUDE FREE CONVECTION AS
AN INITIAL VALUE PROBLEM, que permite reducir el problema a uno de dos ecuaciones
con dos incognitas.

Por esta razén, introducimos el concepto de funcion de corriente. En el caso de un flujo
bidimensional incompresible, se puede definir una funciéon escalar denominada funcion
de corriente, denotada por v (x,z,t), que permite obtener por derivacién el campo de
velocidades de la siguiente forma

__ X && _X

0z v ox

La existencia de esta funcion es una consecuencia de suponer la continuidad e incompresi-
bilidad del fluido. Ademés, dicha funcién permite simplificar las ecuaciones ya que elimina
una incégnita, pero aumenta en un grado el orden de las ecuaciones diferenciales. La fun-
cién de corriente representa la posicion espacial de las particulas en la celda del fluido, y
observemos que la ecuacién de continuidad (2.11) se satisface de manera inmediata.
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De acuerdo a lo expuesto en la descripcién del fenémeno bidimensional, establecemos
las condiciones de contorno para la temperatura, es decir,

T(x,z,t)|,_g=To+ AT
(e, 20, = T (1.15)

Introducimos la funcién 6 (z, z,t) que representa la manera en la cual la temperatura en
cada punto del espacio T'= T (z, z,t) se desvia de su componente lineal.
En este sentido, la temperatura viene dada por la siguiente expresion

T(x,2,0) = Ty + AT (1_E) +0(x, 2, 1) (1.16)
donde la funcién 6 (z, 2, t) verifica
0(x,0,t) =0 && 0O(x,h,t)=0

En este modelo asumiremos que las temperatura Ty y Ty + AT se mantienen constante
por calentamiento externo. Con el objetivo de eliminar la incégnita correspondiente a la
presién p en las ecuaciones (2.12), realizamos

— primera ecuacién — — segunda ecuacion
0z ox
para posteriormente aplicar el lema de Schwarz,
ﬁ(é’_u) 6u5u+u62 §w8u+w(§‘2_u: 1 &p 0 (V%)
ot \ 0z 0z Ox (93:62 0z 0z 022 00 63:62 Yoz
i(é‘_w) 6ué‘w+u62 5wé‘w+w52w :_gi(ﬁ)_i *p &(VQ )
ot \ Ox oxr Ox or?  Ox 0z 0z0x ox 00 6xéz Y ox

Restando a la primera ecuacién la segunda, y utilizando la definicién de la funcién de
corriente obtenemos

a 2 aw a 2 6w a 2 a Q 4 _
donde
VZ 62¢ 62¢
V=t oz

equivale al rotacional del campo de velocidades con signo contrario. Por ello, expresa la
rotacion del fluido en el plano x — z. Ademas, se verifica la siguiente igualdad

v477/} — V2V2¢
o oty %
ot * 26:132522 T 0z*
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Observacion 1.3. Hemos supuesto que la funcién 1 es cuatro veces continuamente diferen-
ciable definida en un abierto de R?, ademas de que las derivadas mixtas de 1) existen y
son continuas, y por el teorema de Schwarz, dichas derivadas mixtas son iguales.

Introduciendo la ecuacién que expresa la variacion de densidad en el término de
flotabilidad de la ecuacién de movimiento y la expresion de la ecuacién de la temperatura
en la ecuacién desarrollada anteriormente y en la ecuacién de la energia (1.14),
obtenemos las relaciones entre las variables ¢ y 6 que describen el modelo de conveccién
natural

0 o2) - W9 o2y 4+ W 9 o2 — 0a®l oty —
o (V) = 55 V)t 50, (V) —gag —vVie =0
0 ool o (00 AT 0y
at m—gﬁ%(& T) XV =0

Con el propdsito de simplificar la notacién, utilizamos el operador de Jacobi definido
como

d(a,b) 0dadb  0Oa db

d(x,2) 0xdz 0z0x

para expresar las ecuaciones anteriores de una manera mas compacta. La ecuaciones finales
son

0 o2, _ 0, V) 1 00
8tv Y= — 2(x.2) + vV w+g&6x (1.17)
0. W) AT

Estas ecuaciones consituyeron el punto de partida de Edward Lorenz para desarrollar su
modelo de conveccién y obtener el famoso sistema de ecuaciones diferenciales que lleva su
nombre.

Observacion 1.4. Volviendo la vista atras, empezamos partiendo de un sistema de cuatro
ecuaciones en derivadas parciales con cuatro incognitas y hemos reducido dicho sistema a
otro de dos ecuaciones con dos incognitas, las funciones ¢ y 6.

La modelizacién de un comportamiento, en este caso de la conveccién atmosférica, se
hace en base al disenio por similitud, que se fundamenta en los balances macroscépicos
de los componentes del sistema. Para analizar la similitud entre el modelo y el prototipo,
es necesario contar con datos experimentales. Cabe destacar que el modelo es el diseno a
menor escala mientras que el prototipo es el diseno de mayor escala para poder “ensayar”
con €l el funcionamiento y luego “comprobar” en el prototipo que dicho funcionamiento sea
el correcto y el deseado; es decir, que el “cambio de escala” no afecte al comportamiento
observado en el modelo y que su similud con el prototipo no se vea afectada por dicho
cambio de escala.

Para realizar el cambio de escala debemos tener determinadas las ecuaciones y parame-
tros del modelo y su representacion en variables adimensionales para ”escalar” el prototipo.
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Este es el argumento que nos lleva a introducir las siguientes variables adimensionales
marcadas con *,

x = hz* V2 = (i> V*2

h2
s=hst U=yt
h? XV
t = —t* 0= 0*
X gah3

en las ecuaciones ([1.17) y (1.18), obteniendo las siguientes relaciones para la funcién de
flujo ¥* y la desviacién de la temperatura 6*,

0wz s OW*,V*2%) “d 00"
at*v Y = ) + o V** + e (1.19)
o . 0 (v*,0%) o™ 9 s
_ op” 1.2
prel 3, ) +Ra -+ V70 (1.20)

Fruto de esta adimensionalizacién de las ecuaciones, surgen dos parametros adimensionales
de suma importancia

Numero de Prandtl

Se debe al ingeniero y fisico alemén Ludwig Prandtl (1875-1953), especializado en la
teoria aerodindamica y la mecénica de fluidos. Es un nimero adimensional denotado por o
que indica el cociente entre la difusividad viscosa y la difusividad térmica,

o= =
X

La friccién del fluido viscoso con la superficie de control produce una tensién de cizalladura

proporcional al gradiente vertical de velocidades. La distribucién de velocidades va desde

cero en el contacto con la superficie de control hasta la velocidad méxima para las zonas

alejadas de la superficie. La regién comprendida entre ambos estados se denomina capa

limaite.

Se denomina capa limite viscosa a la region del fluido donde la viscosidad no se puede
despreciar (aunque sea pequena) debido a la existencia de elevados gradientes de velovi-
dad. Del mismo modo, se denomina capa limite térmica a la regién del fluido donde la
variacién de temperatura no se puede despreciar debido a la existencia de una diferencia
de temperatura entre el fluido y la superficie de control.

Por lo comentado anteriormente, el nimero de Prandtl expresa la relacion entre la
difusion de la cantidad de movimiento debida a la friccién del fluido con la superficie de
control, y la difusién del calor debido a este proceso. Por esta razon, dicho niimero indica
el espesor relativo entre la capa limite viscosa y la capa limite térmica.

Cabe destacar que el niimero de Prandtl s6lo depende de las caracteristicas fisicas del
fluido.
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Niumero de Rayleigh

Se debe al Premio Nobel de Fisica John William Strutt, tercer Barén de Rayleigh,
fisico y matematico britdnico. Es un niimero adimensional que expresa el cociente entre la
fuerza de flotacién (en nuestro caso, la gravedad) y la viscosidad cinematica de un fluido,
asi como la naturaleza de la transferencia de calor, ya que para cierto valor de este niimero
dicha transferencia puede realizarse por conduccién o por conveccion.

Cabe resaltar que a medida que el nimero de Rayleigh se incrementa, la fuerza de la
gravedad se vuelve més dominante. De su expresion

gah3AT
= X—V
podemos deducir que juega un papel de pardmetro de control en el problema de conveccién
de Bénard. Dado su dependencia explicita de la diferencia de temperatura entre las dos
paredes verticales AT, de igual modo que comentabamos que existia un valor critico AT,
para dicha diferencia de temperatura a partir del cual la transmisién de calor se producia
por conveccion dando lugar a dicho fenémeno, podemos concluir que existe una valor
critico para el nimero de Rayleigh denotado por Ra.,. que se obtiene para el incremento
de temperatura AT, con la propiedad de que la transferencia de calor se realiza por
conduccién para valores del nimero de Rayleigh menores que dicho valor critico y por
conveccién para valores mayores del mismo.

Debido a que los coeficientes caracteristicos del fluido «, x y v, la aceleracion de la
gravedad y la altura entre las dos paredes verticales son constantes, su dependencia del
gradiente de temperatura justicia esa denominacién de parametro de control.

Ra

Observacion 1.5. Como su propio nombre sugiere, las variables o parametros adimensio-
nales “no tienen dimensiones”. Esto no significa que no tengan unidades, sino que son una
razén de dos variables diferentes, pero con las mismas unidades, luego éstas se cancelan
mutuamente.

Una vez obtenidas las ecuaciones adimensionales, el siguiente paso es establer las con-
diciones de contorno para z =0, h

I. La componente vertical de la velocidad en z = 0, h es nula,

W

w|z:0,h = ox =0 = w|z:0,h =0

2=0,h

1. La componente tangencial del tensor de esfuerzos viscosos en z = 0, h es nula,

ou 0%
Olalcon = N7 =0 == =0
0,h 0z |,_o.1 022

z=0,h

1. La temperatura de cada pared vertical se mantiene constante,
To, To+ AT =cte = 0,_,,=0

Observemos que las condiciones I y I implican

>

=0,h  Pp2

0%h

Zr =0
2
2=0,h 0z

2=0,h

V3|
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Para las ecuaciones adimensionales, asumimos las siguientes condiciones de contorno,
L. 0% (2,0,t) = 6* (z,h,t) =0
I * (z,0,t) = ¢* (z,h,t) =0

1. V*2* (2,0,t) = V*2¢0* (2,0,t) = 0

Partiendo de las ecuaciones adimensionales y las condiciones de contorno anteriores,
Barry Saltzman represento6 la funciéon de corriente ¥* y la desviacién de temperatura 6*
utilizando desarrollos de Fourier, expresando las mismas como suma de componentes de
Fourier dobles siendo [ la longitud de onda en la direccién x y 2h en la direccién z,

O (a*, 25 1) = i i U (m,n,t*)exp [27rh2 ( ;i ¥+ %z )] (1.21)
0" (z*, 2%, t*) = i i © (m,n,t*)exp [27?]12 ( ;i ¥+ %z )] (1.22)

donde m es el nimero de onda en la direccién x, n el nimero de onda en la direccion z, y
los coeficientes complejos de Fourier © y W vienen dados por

U (m,n,t*) thJJ *(x*, 2" t)exp[ 27?]12(1 —i—%z )]dxdz (1.23)

© (m,n,t*) QZhJJ 0" (z*, 2* t)exp[ 27Thz<lx —i-%z )]dxdz (1.24)

Observacion 1.6 (Teorema de Fourier). Con el objetivo de dar soporte teédrico a lo
expuesto anteriormente, presentamos de manera simplificada el teorema de Fourier.

Si f (t) es una funcién de variable real, integrable en el intervalor [ty — T'/2,to + T/2],
entones el desarrollo de Fourier de la funciéon f viene dado por

o
in
Z Cne27Tth
n=—au

siendo ¢,, los coeficientes complejos de Fourier

T/2
_ J —27ri%t
T/2

Fuera de dicho intervalo la serie es periédica, con periodo T.

Gracias a la observacion anterior, asumimos que las funciones * y 6* son integrables
en el rectangulo [0,1] x [—h, h]. Ademds, en el desarrollo de Fourier la variable z* tiene
periodo [/h mientras que el periodo de la variable z* es 1/2.
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Debido a la eleccion de las condiciones de contorno para 1* y 6*, estas representan el
fenémeno de conveccién en la regién z = 0 a h.

Con el objetivo de obtener las ecuaciones que describen los coeficientes de Fourier,
Saltzman transformé las ecuaciones adimensionales, utilizando las relaciones anteriores
(1.21)), (1.22), y (1.24), en un sistema de dos ecuaciones diferenciales en las variables
U (m,n)y © (m,n).

Dado que dichos coeficientes son complejos, descomponiéndolos en sus respectivas par-
tes reales e imaginarias,

U (m,n) =¥ (m,n) +i¥s (m,n)
O (m,n) = 01 (m,n) + 1Oy (m, n)

obtuvo un total de doce ecuaciones que determinaban las relaciones entre las componentes

Uy (m,n)
Uy (m, n)
©1 (m,n)
Oy (m, n)

Baséndose en las soluciones dadas por Rayleigh para las ecuaciones adimensionales, realizé
truncamientos en los desarrollos de Fourier tomando los siguientes valores para los niimeros
de onda m y n,

B
=

DN = = =
DN = = =

— ot e =
ONENTN

=2
[\

o~~~

N
=~ N [\
e e . e e e e

NN NN N AN TN TN
oot w
W NN
N N e N e N e

oo

Cuadro 1.2: Valores para los nimeros de onda

Ademas, asumié que el nimero de Prandtl del fluido en estudio era ¢ = 10 y considerd
el numero de Rayleigh como pardmetro de control.

Con todas las premisas anteriores, reescribié las doce relaciones mencionadas previa-
mente como un conjunto de 52 ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de la forma

dX;
dt*

= > CipeX; X,
g,k
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donde X;, X; y X}, denotan las variables ¥; (m,n), Uy (m,n), 01 (m,n) y ©y (m,n) para
una asignacién concreta de subindices para cada valor de la tupla (m,n), y Cjj, corres-
ponden a los coeficientes. Haciendo uso de las herramientas de calculo numérico, computé
dichos coeficientes para los valores de m y n anteriores.

Lo realmente sorprendente para Saltzman fue que en la mayoria de los casos, todas las
variables, a excepcion de las tres siguientes

\Ijl (3, 1) = A
@2 (3,1) =D
@2 (O, 2) = G

tendian a cero, mientras que dichas tres variables mostraban comportamientos irregulares.
Este fenomeno llevo a Lorenz a desarrollar su modelo.

1.2.3. Modelo de Lorenz

El punto de partida para Edward Lorenz fueron las ecuaciones

0o, _ 01, V) 4 Ud

8tv Y= — 2 (x.2) + vV + ga&x (1.25)
Jd, 0@,0) AT 9
(%9 = 02 + e +xV=0 (1.26)

Fijandose en las ideas expuestas por Barry Saltzman en su trabajo, asi como las anomalias
que presentaban las tres variables mencionadas anteriormente, expresé la funcién de co-
rriente ¢ y la desviaciéon de temperatura 6 en tres amplitudes X (¢), Y (t) y Z (t) de la
siguiente forma

U (x, 2z, t) = WX (t) sin (%aa:) sin (%z) (1.27)

0z, 2 1) = DL Raa [\/iy (t) cos (%%) sin (fz) — 7 (t)sin (%”z)] (1.28)

7 Ra h

donde dichas amplitudes dependen tnicamente del tiempo. Se conoce que a es un nimero
adimensional asociado con la transferencia de calor en el interior del fluido. Cuando este
nimero estd por encima de un determinado valor critico, la transferencia de calor se
produce principalmente por conveccion. En este caso, asumiremos que la conveccién da
inicio cuando a alcanza su valor minimo. Adema4s,

R3AT 11+ a?)®
Ra = Qg 2 && Rag, = Tirae) ( Jga )
XV a
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Por tanto, realizando las cuentas pertinentes tenemos

VQ@D = wmc + wzz

2

7Ta¢_7l'
772
T (a +1)7/f

¥s

Sustiyendo (1.27)) y (1.28) en (|1.25]), tenemos

i () S (R ne) B (e )
s (SR [y 0 (5) o () - 70 (52) )

7T2 2
—y[—ﬁ(aQ—Fl)] =0

Entonces,

s (a® +1) w sin (W—ax) sin (Iz) X (t)

h? h h
T, oY 0 ™ oY 0
AR it el G e S

+ ga% Ry 7m\fY( t) sin (%x) sin (%z)

—v [—W—z (a® + 1)] MX (t) sin (%x) sin (%z) =0

Utilizando el lema de Schwarz y cancelando el factor sin (%x) sin (%z) para z # kh,k € Z.
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Capitulo 1. Sistema de Lorenz

v ademés © # 2 ke Z, a # 0 obtenemos

Llegados a este punto, vamos a simplificar cuidadosamente la expresion anterior. Escribi-
mos el cociente .

Ra, n'(1+a®) xv

Ra  agh3ATa?

Luego,

w2 )x(1+a2)\/§

—F(GQ‘F].
AT 7 (1 4 a2)’ xv 7a

Y (t
™ agh3ATa? \f ®)
)ww

a

X (t)

+ ga

4
—VW—(aQ—i—l

i X(t)=0

Cancelando términos, obtenemos

72 (1 + a?)

X ()

Ly —v

XX (t) = n2 (14 a°) xvy

Dividiendo por x y, sabiendo que el nimero de Prandtl o = ;, tenemos que

x72 (1 + a?)

X (1) =5—

[0 () — o X ()] (1.29)

jSalvo constantes es la primera ecuacion del sistema de Lorenz!
Del mismo modo que en el caso anterior,

V% =0, +0..

_ ATRa, m n (T2) 2

T Ra [ )eos () sin (7:2) h2]

L AT Racr [ )cos (5a) sin (72) Z—z+ Z (t)sin <2%Z) %2]
. Af RP?;T V2 s (5o)sin 5]
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1.2. Modelos y aproximaciones

Ahora, sustiyendo (1.27) y (1.28) en (1.26), tenemos
0 (AT Ra.,

#\ " Ra [\[Y( ) cos (%x) sin (%z) — Z (t)sin (%z)])
_ %a% (A7TT 1?; l\fy( ) cos (7r_hax) sin (%z) — Z (t)sin (2%2)])
+ ?ﬁ (62 <% P:;T [\/§Y (t) cos (%ax) sin (%z) — Z (t)sin (2%2)]) — %)

—x <— (1 +a ) 22 A7TT Rag, [\fY( ) cos (Whax) sin (%z)} + %P:;TZ (t) sin (le> 4_7T2
~0

y realizando los calculos oportunos

S |Var () cos () sin (F2) — 2 s (57 |

o 0 (o) ()

o (4 rtyon (5) o () - 20 (5] 20

A
_X(_ (1+a?) ZQAWTRaCT [\fY( ) cos (W—hax) Sin(
_0

SRS
N
N——
|
e
~
;350
N
=
B
N
D‘N)
N
N—
N
T
N——

Luego,

%F:;T [\@Y (t) cos (%aa:) sin (%z) — 7 (t)sin (%Z)]
L x( +aa2) V2, (1) sin (w_;x) %COS (%Z> ATRae v (1) ™ i (Hx) sin (EZ)
+ WX (t) W—ha COoS (%x) sin (%z)

(1 v g (5) ) - 20 o (5] - 20

A

T AT Racr ma Loy AT Rag, C (21 4n?
—x <_ (1+a*) — - [\fY( ) cos (Tw> sin (Ez)] +— 1 Z (t)sin (7z> ?)
=0
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Capitulo 1. Sistema de Lorenz

Reagrupando los términos y simplificando,

AT Racr

+2><(1 @*) 15—
L x(1+a?)v2

a

AT Rag x (1 + a?

[ﬁ/( peos (G sn (72) - 2 ysin (22 |
™ AT f;a;rx ()Y () sin? (”—%) cos (fz) sin (f

h h h

) V2

7 Ra a

CATx(1+a) V2
h

2AT Racr

—x<—(1—|—a)h2 :

~0

X (t) —cos( )
X(t)%acos( )sm(

)

continuando de la misma manera,

AT Racr

+ 2x (1 +a2) lAT
s AT

+2x(1+a2) o

h2T

[IY( yeos (5a)sin (=) = Z (1) sin (2”z>]

h
P}:;TX (t)Y (t)sin® (%x) COS (
(

Ra, o (TQ
o X (t)Y (t) cos (—x) cos

_ATRacrx(l—i-a)\@X Ta (@ ) ,

7 Ra a

AT ( +a?)V/2
h a

=0

X (¢) W—ha cos (%x) sin (%z)

—x (— (1 +a?) 7}; AﬁT Ra., [Vay (1) cos () sin (52 | + AT Ray,

?)

[\FY( ) cos (%ax) sin (Ez)} + AT Rao

X (1) %cos (7Tha )sm (hz> AWTRaCT\[Y( t) cos ( hax)

()70 e

()

T
— COS

h

(

™
—Z

h

)

32

Trabajo de Fin de Grado. Jesus Llorente



1.2. Modelos y aproximaciones

y, utilizando sin® (Z¢x) + cos? (5¢xz) = 1

AT Ra.,
Y (¢
— Ta D) (t) cos

AT Rag, - (27
- Ta Z (t) sin (72)

7> AT Ra,, .
+2x(1+a ) 73 f?a X (t)Y (t) cos (%z) sin (%z)

— ATI;?;T x{ hQ) 2\[WX (t) Z (t) cos (%ax) sin (Ez) Cos (2—7Tz)

h h
x{ +§2 ) \/§7TX (t) cos (%x) sin (ﬂz)

— AT

h
2
o T AT Ra, Ta LT
+ X (1 +a ) ﬁT Ra \/§Y (t) COS (Tl’) Sin (ﬁZ)
Ra,, 47 (27
— XAT e hZZ( ) sin (72)
=0

Consideramos la siguiente identidad trigonométrica

sin (%Z) cos (%z) = —% sin <%Z> + %Sin (%z)

y, omitiendo el iltimo término de lado derecho de la ecuacion aproximamos,

sin (%z) coS <2%z) ~ —% sin (%z)

Luego,
AT Ra,, . Ta A
— TRa V2Y (t) cos (TI) sin (Ez)
AT Rag, - . (2
- fia Z (t) sin <%z)

2 AT Rag, .
+2x (14 a”) %? P?a X (t)Y () cos (%z) sin (%z)

1;&; x{ +§2 ) fﬁ X (t) Z (t) cos (%x) sin (%z)
— AT x{ +Ij )\FW X (t) cos (W—hax) sin (%z)

+x (1+a?) 7}22 A7TT Rao V2Y (t) cos ( ) sin (%z)

(
Ra, 47r 2
— XAT Ra h2 ) sin ( )

+ AT
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Capitulo 1. Sistema de Lorenz

Considerando la igualdad trigonométrica

coS (%z) sin (%z) = %sin (2%2)

y separando las variables Y () y Z (t) a un lado de la ecuacion, escribimos

AT Ra,, ma LT AT Ra, - (27
—Ra V2Y (t) cos (7x> sin (EZ> - TRa Z (t) sin (7z>

T AT Ra,, (27
=—x(1+a*)— 2 Ta X (1) Y (t)sin (7,2)

P;l;r x{+ )\FW X (t) Z (t) cos ( ) sin (%z)

)
+ATX(1+§2) s(% )sm(h )

—x (1 +a% 22 AWT Rao V2Y (t) cos (W—hax> sin (%z)

(
4 2
XATRaCT T t) sin (% )

— AT

Ra h2

Igualando los coeficientes de cos (%x) sin (%z) y sin (%”z), obtenemos las siguientes rela-

ciones

AT Ra,, - Ra. X (1 + a?) V27 72 AT Ra,,
Al 5V (1) = —AT X (1) Z (¢ 1 2V (¢
R VY ) Ra 12 020 =x(1+a) 55— Fa VY ()

(1+a)\[7r

+ ATX 2 X (t)
AT Ra, , 72 AT Ra, Ra,, 47
———7Zt)=—x(1+a®) 55— =XV (t AT—=—=7(t
7 Ra *) X( +a)h27r Ra B)Y (1) +x Ra h? *)
Ahora, simplificando tenemos
- x (1 + a?)7? X (1 + a?) 72 Ra x (1+ a®)
Y(t)=—""——""X)Z(t) - ——"—Y (1 X (t
(v X () 7 1) Y )+ X
. x(1+a*)m? (1 +a?)dr?

Curiosamente, salvo constantes y renombramientos hemos obtenido las dos ultimas ecua-
ciones del sistema de Lorenz. Por tanto, considerando la primera ecuacion que obtuvimos
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1.2. Modelos y aproximaciones

(1.29) y las dos obtenidas anteriormente, denotando

v
o=— Nuimero de Prandtl
X
Ra X . .
r= R Numero de Rayleigh relativo
a‘CT’
4 . . .
b= m Niumero adimensional
a
a? )2 .
y reescalando el tiempo como 7 = %t obtenemos el famoso sistema de Lorenz

oY (t) — o X (t)
Y(#)=rX @)=Y (t)— X &) Z(t)
Z({t)=—=bZ(t)+ X ()Y (t)

donde el operador - denotara la derivada respecto al tiempo reescalado 7. El parametro b es
un numero adimensional que expresa una medida de la direccién x de la celda de Bénard,
es decir, es proporcional al ancho de los flujos de conveccién que se producen. Por lo que
hemos comentado en este capitulo, esta justificado que empleemos r como parametro de
control. Ademas, sabemos que cuando Ra > Ra,,, o lo que es lo mismo r > 1 se produce
el fenémeno de conveccion dando lugar a las celdas de Bénard. Este hecho es de vital
transcendencia por los resultados que obtendremos en los capitulos posteriores. Ahora
queda preguntarse por el significado de las variables X (¢), Y (¢) y Z (t).

» La variable X (¢) es proporcional a la intensidad de las corrientes convectivas, luego
es una representacion de la intensidad del movimiento convectivo. Si X > 0 el flujo
de conveccion se produce en sentido horario, mientras que si X < 0 se produce en
sentido antihorario.

» La variable Y (y) representa la diferencia de temperaturas entre los flujos de con-
veccion ascendentes y descendentes de la celda, esta funcién es la que caracteriza la
variacién de temperatura en el fenomeno de convecciéon que da origen a las celdas
de Bénard.

» La variable Z (t) es la desviacién de AT, como funcién lineal, desde el centro de la
celda . Como funcion de z, es una representacién de la variacion global de tempera-
tura de todas las moléculas del fluido desde Ty hasta Ty + AT
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Capitulo 1. Sistema de Lorenz

z
A
To
0 Ty + AT 2t

Figura 1.9: Funcién Z (t).

Como conclusién, podemos resumir el sistema de Lorenz como un sistema auténomo
no lineal tridimensional derivado de las ecuaciones simplificadas de rollos de conveccion
que se producen en la dinamica atmosférica terrestre.
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CAPITULO 2

Propiedades del Sistema de Lorenz

Advirtio que no debia indagar lo que veia en la figura

o en el mero concepto de ella y, por asi decirlo,

leer, a partir de ahi, sus propiedades,

sino extraer éstas a priori por medio de lo que €l pensaba
y exponia (por construccion) en conceptos.

Prélogo de la “Critica de la razén Pura”
Immanuel Kant

En este capitulo presentamos las propiedades mas relevantes del sistema de Lorenz,
realizando un anélisis detallado de las mismas. Con el propodsito de que este anélisis se
caracterice tanto por su rigor matematico como por su aspecto visual, empleamos un
método de trabajo comun a todas las propiedades. Dicho método consta de dos partes
claramente diferenciadas.

En primer lugar, exponemos el desarrollo matemético estricto y riguroso que justifi-
ca cada propiedad especifica. A continuacién, utilizando la herramienta Matlab se han
programado varios métodos de resolucién numérica del sistema de Lorenz que nos han
permitido obtener las graficas que ilustran de manera descriptiva las propiedades que de-
mostramos. El cédigo de Matlab que se ha desarrollado para este trabajo se adjunta en el
apéndice [C]

Ademas, con el fin de exponer de forma interactiva algunas de las propiedades que
mostramos, se ha realizado en Python un programa que resuelve el sistema de Lorenz
para una condicion inicial dada, utilizando la funcién integrate.odeint de la biblioteca open
source de Python denominada SciPy. La ejecucién de este programa es interactiva en el
sentido de que dada una condicién inicial, que sera el punto de partida de la solucién del
sistema, muestra interactivamente la evolucion temporal tanto de su trayectoria como de
cada una de sus componentes. Se puede fijar el tiempo durante el que se muestra dicha
evolucion de manera arbitraria.
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Capitulo 2. Propiedades del Sistema de Lorenz

El cédigo de Python que se ha desarrollado para este trabajo se adjunta en el apéndice
DI

2.1. Existencia y unicidad

Como es natural, comenzamos garantizando la existencia y unicidad de soluciones para
problemas de valor inicial del sistema de Lorenz. Este sistema viene dado por

X (t) = oY (t) — o X (t)
Y(#)=rX @)=Y (t)— X @) Z(t)
Z(t)=—=bZ () + X ()Y (t)

que denotaremos por (SL). Reescribimos dicho sistema de la siguiente forma

%ﬁ ()= F (U (t))

Con esta notacion, calculamos las derivadas parciales de cada una de las componentes de
F

R _ oF _ . o _ .
ox 7 v~ 7 0z
oF, oF, oF,
x - F v o " o7 =Y
0F; oF; oF,
ox ay — oz ="

y conluimos que su matriz jacobiana viene dada por

—0 o 0
r—/7Z —1 =X
Y X b
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2.2. Simetria

Utilizando el teorema de existencia y unicidad expuesto en los preliminares, como
cada una de las componentes F; de la funcion F'y las derivadas parciales ng, gf;’ y %}; para
i = 1,2, 3 son funciones continuas en R?, tenemos garantizada la existencia y unicidad de
soluciones para problemas de valor inicial con to € Ry z9 € R3.

Ademas, por el teorema de diferenciabilidad respecto de parametros, podemos
afirmar que para todo instante inicial ¢, € R, la solucién ¢ (t;to, o, b, 7, 0) es una funcién

C? (p = 1) para t, tg, xg,b,7 y 0, ya que la funcién F' es C” para p = 1.

2.2. Simetria

El sistema de Lorenz presenta una simetria natural que persiste para cualquier valor
de los pardmetros. Su significado radica en que si (z (t),y (t),z(t)) es una solucién del
sistema, entonces (—x (t), —y (t), z (t)) también lo es.

El siguiente teorema prueba esta propiedad,

Teorema 2.1. Sea ¢ (t) = (X (t),Y (t),Z (t)) una solucion del sistema de Lorenz (SL),
entonces ¢ (t) = (=X (t), =Y (), Z (t)) también lo es. Esta propiedad recibe el nombre de
stmetria espacial en dos dimensiones.

Demostracion. Consideremos el sistema (SL) con la notacién anterior

%U@:F(ﬁ@)

Como o, b, re Rt u {0} y, utilizando que ¢ es solucién, para la primera componente de
I se observa que

en la segunda componente

B () =—rX () +Y () + X (1) Z (1)

y para la tercera

Fy (@ () = —bZ () + X (1) Y (2)
= F5 (o (1))
— Z(t)
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Capitulo 2. Propiedades del Sistema de Lorenz

Definimos la siguiente transformacion,

T:R?®—> R?
(X (@), Y (1), Z2(@)— (=X (1), =Y (). Z())

Luego,

Dado que ¢ es solucién, satisface

Solt) = F o ()

y, para probar la invariancia de la solucién del sistema (SL) bajo la transformacién T

debemos comprobar que
d
—T(p) = F(T'(p))
dt
donde omitimos la dependencia explicita respecto al tiempo con el propédsito de simplificar
la notacién.

Por una parte, tenemos

d
aT@p t)y=T"(¢)-¢ (Regla de la cadena)
-1 0 0\ /X
=10 -1 0]|Y (Célculo matriz jacobiana)
0 0 1 A
X
=|-v (Producto de matrices)
A
—F1 (p)
= | —F» (p) (Relaciones anteriores)
F3 (p)

y por otra,

F(T(¢)) = F(¢)

—Fi ()
= | —F2(p)
Fs ()

Luego, esto prueba que el sistema de Lorenz es invariante bajo la transformacién 7. [
El teorema anterior nos permite concluir que

= 0 bien ¢ = ¢ es una solucion simétrica por si misma,
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2.2. Simetria

= 0 bien ¢ tiene una companera simétrica ¢ que también es solucion.

De acuerdo a lo expuesto en la introduccion de este capitulo, utilizando la herramienta
Matlab se ha programado el método de Runge-Kutta explicito de orden 4 para resolver
numéricamente el sistema de Lorenz. Fruto de ello, se han obtenido las siguientes graficas
solucion.

Esta primera grafica corresponde a la solucién de problema de valor inicial del sistema
de Lorenz con condicién inicial Xy = (0, 1,1.5) en el intervalo de tiempo (0, 30). Hemos
aproximado numéricamente la solucion exacta en este intervalo dividiendo el mismo en
20000 subintervalos y tomando los siguientes valores para los parametros ¢ = 10, r = 28
y b = 8/3. Nos referiremos a esta solucién como solucion de partida con el fin de construir
un ejemplo visual de la propiedad de simetria.

Trayectoria del Sistema de Lorenz

20
l'\ |
0 | \ R T T
Vs WY WYY \u[ V N |
-ZDD 5 10 15 20 25 30
50
| |
D'!‘_____ m‘:"-'.- | ‘ -
-50
o 5 10 15 20 25 30
60
i
| DU Nl
o
0 5 10 15 20 25 30
(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura 2.1: Solucién P.V.I. para Xy = (0,1, 1.5)

Ahora, aplicando la transformacién T a la soluciéon obtenida anteriormente conseguimos
la siguiente grafica.

Trayectoria anterior bajo la transformacion T

20 T
1 n
A A | i ‘| A - Primera componente bajo T
. AN N\ILV\/\J'JUN.A-\ fJ | 'vm\ \\ T |‘)l
AR \n
\j [
-20 '
o 5 10 15 20 25 30
50
| Segunda componente bajo T| |
-60
0 5 10 15 20 25 30
80 T
4 | Tercera components bajo T |
P4, AR TR R
" .
o 5 10 15 20 25 30
(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura 2.2: Solucién P.V.I. para Xy = (0, —1, 1.5) bajo la transformacién T
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Con el objetivo de ver que la transformacién bajo T de la solucién de partida es una
solucion del sistema, utilizando los mismos valores para los pardmetros y cambiando la
condicién inicial por su simétrica bajo T, es decir, Xy = (0,—1,1.5), hemos computado
la solucién numérica para esta condicion inicial utilizando el mismo método Runge-Kutta
mencionado previamente. Como era de esperar, hemos obtenido la misma grafica solucion
que la mostrada para la transformacién de la solucién de partida bajo T' (Figura [2.2).

Este hecho es una prueba visual de la propiedad de simetria espacial debido a que la
funcién F' que hemos definido en el primer apartado es continuamente diferenciable, lo
que nos garantiza existencia y unicidad para problemas de valor inicial.

Con el objetivo de mostrar esta curiosa propiedad, se ha realizado un programa en
Python que muestra la evolucion temporal de las trayectorias del sistema de Lorenz para
dos condiciones iniciales dadas, una la simétrica de la otra, Xy, = (5,—5,20) y X; =
(—5,5,20) para los pardmetros o = 10, b = 8/3 y r = 28. El siguiente enlace redirige al
video de la ejecucién de dicho programa

Simetria

Con el propédsito de que este enlace sea accesible en la version impresa de este trabajo, lo
mostramos explicitamente

https://drive.google.com/open?id=0B-SbL6shhAipViOwNzZwSHhnclk

2.3. Eje z

El eje Z es invariante. Esto se traduce en que para todo punto del eje Z, la 6rbita que
pasa por dicho punto permanece en este eje para todo instante ¢ € R. Ademads, todas las
trayectorias que comienzan en este eje, permanecen en él y tienden hacia el origen cuando
t — +4o0. El siguiente teorema pone de manifiesto esta propiedad.

Teorema 2.2. Fl eje Z en el sistema de Lorenz es invariante.

Demostracion. El eje Z viene determinado por los puntos
X=0
{YEO para todo t € R

Si tomamos como condicién inicial un punto arbitrario del eje Z dado por (0,0, Z) y
restringimos el sistema de Lorenz a este eje, conseguimos

X () =0
Y () =0
Z () =—=bZ(t)

Integrando el sistema anterior se obtiene que
» X(t)=Fk =0yaque X (0)=0

» Y (t)=ky=0yaqueY (0)=0
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2.3. Eje =

De este modo, el eje Z es una solucién u orbita del sistema de Lorenz que verifica la
siguiente ecuacion ‘
Z(t) = =bZ (t)
Esto se traduce a que
Z(t) = Zoe ™ para todo t e R

y, concluimos que toda soluciéon cuya condicién inicial se encuentre en el eje Z es de la
forma (O, 0, Zoe*bt). Ahora, tomando el limite cuando t tiende a +o0 tenemos

lim Z(t) =0

t—400

para cualquier Z; € R. Esto prueba que todas las trayectorias que empiezan en el eje Z
permanecen en dicho eje y tienden al origen. En este caso, se dice que el eje Z es siempre
parte de la variedad estable para el origen. O

Ademas, todas las trayectorias que giran alrededor del eje Z lo hacen en el sentido de
las manecillas del reloj cuando se miran sobre el plano Z = 0. Esto se debe a que si X = 0,
realizando un analisis exhaustivo del sistema resultante

X(@t) =oY
Y () =-Y
Z({t) =0

segun el signo de Y tenemos

= SiY > 0, entonces ‘ '
X>0 & Y <0

= SiY <0, entonces . .
X<0 & Y >0

La siguiente figura muestra este comportamiento de manera esquematica,

A

Figura 2.3: Giro en sentido horario.
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Con el proposito de ejemplificar esta propiedad, se ha programa en Matlab un método
predictor-corrector para el método implicito Adams-Moulton de cuatro pasos, con
el fin de resolver numéricamente el sistema de Lorenz. Como este método es implicito,
para obtener el valor implicito que se usara en su proceso iterativo, se utiliza el método
de Adams-Bashforth de cinco pasos que recibe el nombre de predictor. Para obtener
el siguiente valor en el proceso iterativo se utiliza el ya mencionado método de Adams-
Moulton de cuatro pasos, que se denomina, corrector. Como el método predictor tiene cinco
pasos, es decir, necesita cinco valores dados para arrancar su proceso iterativo, empleamos
el método de Runge-Kutta de orden cuatro mencionado en la propiedad anterior para
calcular estos primeros cinco valores iniciales del método predictor.

Se ha computado la solucién numérica de (SL) en el intervalo (0, 7) dividiendo el mis-
mo en 10000 subintervalos. Esto se ha hecho con el propésito de mostrar detalladamente
c6mo la componente Z (t) de la solucién tiende a cero a medida que evoluciona el tiem-
po positivamente. Dado que este fenémeno sucede para cualquier eleccién arbitraria del
nimero real Zj, se han desarrollado tres ejecuciones representativas de cada una de los
posibles casos: Zy > 0, Zy < 06 Zy = 0. Los parametros empleados en el algoritmo vienen
dados por 0 =10, r =28 y b = 8/3.

Esta primera gréafica corresponde a una eleccién positiva de Zj,

Trayectoria del Sistema de Lorenz

” q|
Primera componente |

50 .

0 1 2 3 4 5 8 7 40 4

LA 30 4
Segunda componente |

o} 204

0 1 2 3 4 5 6 7

f e e 1
1 Tercera componente |
40 F L = -1 4 —
0.5 /// 1
20t J 0 /0 0.5

(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura 2.4: Solucién P.V.I. para Xy = (0,0, 50)

para una eleccién negativa del mismo véase la figura [2.5] y para Zy = 0, obtenemos la
figura donde la trayectoria esta “aparentemente” vacia, este fenémeno nos indica que
el origen es un punto de equilibrio del sistema, por este motivo todas las componentes de
la solucion son nulas.

Ademas, se ha desarrollado en Python un programa interactivo que, dada una condicion
inicial para el sistema de Lorenz, un valor determinado para cada uno de los parametros
del sistema de Lorenz y un intervalo de definicién de la funcién, resuelve dicho problema
de valor incial y permite observar la evolucién temporal tanto de la trayectoria solucién
como de cada una de sus componentes. Con el objetivo de que sea completamente interac-
tivo y visual, se han realizado grabaciones de las ejecuciones de dicho programa para los
pardmetros o = 10, r = 28 y b = 8/3.
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Trayectoria del Sistema de Lorenz

o
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(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura 2.5: Solucién P.V.I. para Xy = (0,0, —50)

Trayectoria del Sistema de Lorenz

- - Primera componente

0 1 2 3 4 5 8 7

Segunda componente

0 1 2 3 4 5 [} 7

Tercera componente

(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura 2.6: Solucién P.V.I. para X, = (0,0, 0)

En primer lugar, se ha grabado la ejecucion de este programa para la condicién inicial
Xo = (0,0,50), dicho video se encuentra almacenado en la siguiente carpeta de Google
Drive, cuyo enlace es el siguiente

Condicion inicial positiva

Con el propésito de que sea visible para la version impresa de este trabajo, lo mostramos
explicitamente

https:
//drive.google.com/drive/folders/0OB-SbL6shhAipenNrZDdjelJ0ejA7usp=sharing

A continuacién, se ha realizado la grabacion para la condicién inicial Xy = (0,0, —50),
cuyo video se encuentra en el siguiente enlace

Condicion inicial negativa

y, explicitamente
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https:
//drive.google.com/drive/folders/0OB-SbL6shhAipd3RWYOFUZmFmRm87usp=sharing

2.4. Existencia de un conjunto atractor global acota-
do de volumen cero

Esta propiedad requiere de un analisis matemético muy detallado. La demostracion
completa de esta propiedad es una tarea muy compleja que durante muchos anos fue una
cuenta pendiente para todos los matematicos.

La idea que subyace al conjunto de demostraciones que prueban esta propiedad es la
idea intuitiva del método de Liapunov comentada en el capitulo de preliminares. Recorde-
mos que para determinar la estabilidad de un punto critico Z es suficiente con encontrar
un entorno de dicho punto con la propiedad de que las orbitas que comienzan en dicho
entorno permanezcan en €l para todo instante positivo. Esto es equivalente a probar que
el campo vectorial es, o bien tangente al contorno del entorno mencionado anteriormen-
te, o bien apunta hacia el interior del mismo. Y, ademas, esto se cumple a medida que
reducimos este entorno al punto critico en cuestion.

Conviene tener presente que encontrar una funcién de Liapunov es equivalente a en-
contrar una region de captura. Esto es debido a que si V' es una funcién de Liapunov, los
conjuntos de nivel V. = {z: V (z) < ¢} son positivamente invariantes. Todas estas ideas
se abordan con suficiente detalle en el capitulo de preliminares.

A continuacién, presentamos las siguientes definiciones que amplian brevemente el
concepto de estabilidad asintotica,

Definicién 2.1. Si Z es un punto de equilibrio estable de un sistema auténomo no lineal
y toda solucién de dicho sistema converge a él cuando ¢t — oo, se dice entonces que T es
globalmente asintoticamente estable.

Teorema 2.3. Si V : R" — R es definida positiva en R™ — {0}, V (0) = 0, V es definida
negativa en todo R"—{0} y V (x) — oo cuando |z| — oo, entonces el origen es globalmente
asintoticamente estable.

En primer lugar, mostramos un resultado muy interesante para valores del parametro
r menores estrictos que uno.

Proposicion 2.1. Para r < 1, todas las soluciones del sistema de Lorenz tienden al
origen.

Demostracion. Consideremos la funcién V : R? — R definida como
V(X,Y,Z)=X*+oY?+0Z?

El objetivo es probar que se satisfacen las condiciones del teorema enunciado anteriormen-
te.

= Es claro que
Vv (0,0,0) =0
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2.4. Existencia de un conjunto atractor global acotado de volumen cero

» Si(X,Y,Z) #(0,0,0), entonces
V(X,Y,Z)>0

ya que es suma de términos estrictamente positivos. Luego V' es definida positiva en
R3 — {0}.

= Tenemos que probar que V definida negativa en R3 — {0}. Esto es equivalente a
demostrar que es estrictamente decreciente a lo largo de las soluciones del sistema
de Lorenz. Por ello, utilizando la regla de la cadena

AV Vor Vay Vo

& wot oyt s at

calculamos, para los soluciones del sistema de Lorenz

d
B oX (oY —0X) + 20V (°X — Y — XZ) + 207 (XY — bZ)

dt
=2X0oY —20X? +20rY X —20Y? —20Y XZ +20Y X Z — 20b7>
=20 (X?+Y?—(1+7r)XY) —20b2"

Veamos que V<0 siempre y cuando r < 1. Efectivamente, reescribiendo el resultado
obtenido anteriormente,

. 1 2 1 2
V=—20< ;TX—Y> —20622—20<1—( ZT)>X2

De esta forma, hemos reducido el problema a probar que

(1+7’)2
1-— >0
4
es decir,
4—1—-72-2r>0 << —1r?—2r+3>0

Calculando las raices y obteniendo lo signos de la expresién anterior a ambos lados
de sus raices obtenemos

Figura 2.7: Signo de —r? — 2r + 3.

como r = 0, concluimos que dicha expresion sera positiva si y solo si r < 1. Luego,
se cumple que V' definida negativa en R? — {0}.
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Capitulo 2. Propiedades del Sistema de Lorenz

= Por definicién de V, se tiene

lim V(X,Y,Z) = +o

lz|—o0

Por el teorema enunciado al comienzo de esta seccién, concluimos que el origen es
globalmente asintoticamente estable y, como consecuencia, toda soluciéon del sistema de
Lorenz converge a él cuando ¢ — oo. O]

[lustremos esta “curiosa” propiedad con ejemplo. Para ello, se ha desarrollado en
Matlab el método de trapecio para resolver numéricamente el sistema de Lorenz. Como
dicho método es implicito, se ha utilizado el método de Newton para resolver en cada
paso iterativo la ecuacion implicita. Para ello, ha sido necesario calcular el jacobiano del
sistema de Lorenz. Todo el c6digo relevante se adjunta en el apéndice [C]

La figura representa la solucion numérica para el problema con condicion inicial
Xo = (20, 35,60) en el intervalo (0,5). Con el objetivo de obtener un error suficientemente
pequeno, hemos divido dicho intervalo en 5000 subintervalos y hemos fijado el nimero
maximo de iteraciones para calcular el punto fijo en el método de Newton a 100. Los
pardmetros empleados para este algoritmo han sido o = 10, r = 0.75 y b = 8/3.

Trayectoria del Sistema de Lorenz

40

| pr—verer——|
20 Primera componente| |

-20

50
|

-50L

100
: \—\M
o

(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

| Tercera componente |

Figura 2.8: Solucién P.V.1. para X, = (20,35,60), r = 0.75

Ahora, empleando la misma condicién inical, el mismo nimero de iteraciones méxi-
mas, el mismo nimero de subintervalos de (0,5) y el mismo valor para los parametros a
excepcion de 7, cuyo valor es 0.001, obtenemos la figura 2.9

De forma experimental, observamos un fenémeno que mostraremos con gran rigor
matematico en el proximo capitulo. Tras varias ejecuciones del algoritmo del trapecio con
los mismos valores excepto el pardmetro r cuyo valor ha ido variando a lo largo del intervalo
(0, 1), observamos que el comportamiento cualitativo de todas las soluciones obtenidas es
idéntico. En cambio, para r > 1 dicho comportamiento cualitativo es completamente
diferente. Este fénomeno pone de manifiesto la existencia de una bifurcacién para r =
1, cuyo significado radica en el cambio de comportamiento cualitativo de las soluciones
cuando r € (0,1) y cuando r > 1.
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Trayectoria del Sistema de Lorenz

20 Primera componente |

o 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Segunda componente |

o 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 -40 20

(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura 2.9: Solucién P.V.I. para X, = (20, 35,60), r = 0.001

Del mismo modo que en la propiedad anterior, se ha realizado la grabacién de la
ejecucion del programa desarrollado en Python con los mismos valores que en el método
del trapecio siendo r = 0.75. Dicho video se encuentra en el siguiente enlace

Ejecucion para r=0.75

y, explicitamente

https:
//drive.google.com/drive/folders/OB-SbL6shhAipYzJ6SnhmbOFxcmc?usp=sharing

Para valores de r superiores a 1, la propiedad anterior no es cierta. Sin embargo, para
cualquier valor de los pardametros, podemos afirmar que las soluciones que comienzan lejos
del origen, transcurrido un tiempo, se mueven cerca del mismo.

De manera precisa, consideremos la funcion

V(X,Y,Z)=rX*+0Y?*+0(Z—2r)
Observamos que V (X,Y, Z) = v > 0 define un elipsoide en R? centrado en (0,0, 2r).
Proposicién 2.2. Eziste v* con la propiedad de que cualquier solucion que comience fuera

del elipsoide definido por V (XY, Z) = v*, finalmente, entra en este elipsoide y permanece
atrapada dentro del mismo para todo instante futuro.

Demostracion. Utilizando la regla de la cadena, calculamos

dv._viow Vdy oVioz
dt oz ot odyot 0z ot
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Capitulo 2. Propiedades del Sistema de Lorenz

para los soluciones del sistema de Lorenz

% =2rX(cY —0X)+20Y (r X =Y — XZ)+ 20 (Z —2r) (XY —b2Z)

=20 XY —2r0X? +20rYX —20Y? —20Y X7 +20Y X Z — 20b7% — 4or XY + 4orbZ
= —20 (TX2 +Y?2+b7% - 2TbZ>
=20 (rX>+Y?+b(Z—r)"—br?)

Es claro que la ecuacién
rX2 4 Y 4 0(Z—71) = p

también define un elipsoide cuando g > 0. Si 1 > br?, entonces V < 0. Por tanto, podemos
elegie v* suficientemente grande para que el elipsoide V' = v* contenga de manera estricta
en su interior al elipsoide dado por

rX2+ Y2+ b(Z —r) = br?
Luego, se verifica que V<0 para todo v = v*. O

Con el objetivo de ejemplificar este fendmeno, se muestra el siguiente video de la
ejecucion de un programa en Python

Ejecucion para r=25

donde se ha tomado como condicién inicial Xy = (80,45, 65) y pardmetros o = 10, r = 25
y b= 8/3. El enlace explicito es el siguiente

https://drive.google.com/open?id=0B-SbL6shhAipQ2RrS1NiWjNyWWM

Gracias a la idea intuitiva comentada al inicio de esta seccidén, es claro que todas las
soluciones que comienzan lejos del origen son atraidas al interior del elipsoide V = v*.
Esto es debido a que hemos construido una familia de elipsoides encajados V = v para
v > v* con la propiedad de que en cada elipsoide de esta familia, en el contorno de dicho
elipsoide, el campo vectorial descrito por F' en el sistema de Lorenz apunta hacia el interior
del mismo. En la seccién de “Comportamiento asintético” del apéndice de preliminares,
para que esto fuese cierto exigfamos que dicho contorno fuese al menos C!, pero es trivial
que el contorno de un elipsoide sea continuamente diferenciable.

Ademas, es claro que la interseccién de esa familia de elipsoides es el elipsoide dado
por

E=V=v*

que recibe el nombre de region de captura, denotada por E. Claramente, dicha regién es
acotada. Ahora, denotamos por A el conjunto de todos los puntos con la propiedad de
que las soluciones que pasan por dichos puntos permanezcan para todo instante ¢t € R
en el elipsoide V' = v*. En otras palabras, y siguiendo la teoria expuesta en el apéndice
de preliminares, es claro que si denotamos por ¢ (t,-) el flujo generado por el campo de
vectores F' del sistema de Lorenz, se verifica

¢(t,F)c E paratodot =0
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2.5. Puntos de equilibrio

, v podemos escribir de manera explicita A como

(ot E)=A

t>0

Luego, esto prueba que A es un conjunto de atraccion. Por tanto, deducimos que el conjunto
w-limite de cualquier solucién del sistema de Lorenz debe yacer en A.
Por 1ultimo, mostramos el siguiente teorema

Teorema 2.4. El volumen de A es cero.

Demostracion. Para ello, calculamos la divergencia del campo de vectores F' del sistema
de Lorenz

oF, N o0F; N 0F3
oxX oY o0Z

que es una medida de como de rapido varfa el volumen bajo el flujo ¢ (¢, -) generado por
F'. En el sistema de Lorenz, la divergencia es constante y viene dada por

DivF =

DivF =—(c+1+b)

Utilizando el teorema de Liouville, sabemos que la variacion del volumen viene descrita

por la ecuacién diferencial

dv
S
% (c+1+b)V

Como dicha divergencia es negativa, tenemos que V' < 0, luego el volumen de un conjunto
de R? se reduce bajo la accién sobre él del flujo generado por el sistema de Lorenz.
Resolviendo la ecuacién anterior, la variacién del volumen se expresa como

174 (t) _ ef(a+1+b)tv (O)

donde V (0) denota el volumen inicial del conjunto de partida. Concluimos que cualquier
volumen se reduce de manera exponencial a cero. En particular, para ¢ (¢, ') también es
cierto, y se deduce que A tiene volumen cero. O

En resumen, hemos probado que A es una conjunto de atraccién global, acotado, de
volumen cero y no vacio, pues contiene a la singularidad (0,0, 0). Para probar que dicho
conjunto es un atractor es necesario ver que es topologicamente transitivo. Esta demos-
tracién se escapa del ambito en el que esta enmarcado este trabajo. Efectivamente, A es
un atractor, ademés de ser un objeto matematicamente muy interesante y complicado de
abordar conocido como atractor extrano, esto no fue probado hasta el ano 2001 por
Warwick Tucker.

2.5. Puntos de equilibrio

El objetivo de la teoria cualitativa es la descripcion més completa y detallada del
diagrama de fases, con el propédsito de conocer las caracteristicas cualitativas del compor-
tamiento de las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales. Debido al “teorema
de la caja de flujo”, es conocido que en un entorno de un punto ordinario el diagrama
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de fases es esencialmente el mismo. Esto justifica que las propiedades mas relevantes del
diagrama de fases estén determinadas por la naturaleza de los puntos de equilibrio.

La finalidad de esta seccion es mostrar los puntos de equilibrio que aparecen en el
sistema de Lorenz en funcién de los valores de los parametros, asi como determinar su
estabilidad a partir de los conceptos y resultados tedricos que conforman nuestro marco
de trabajo.

Consideremos el sistema de Lorenz

X @) =oY (t)—oX (1)
Y(#)=rX @)=Y (t)— X @) Z(t)
Z({t)=—=bZ({t)+ X ()Y (1)

Los puntos de equilibrio corresponden a las soluciones constantes de dicho sistema, utili-
zando la notacion anterior

d - -

S0 =F (T )

~0 (1) )
y debido al caracter auténomo del mismo, éstos vienen dados por los ceros de la funcién
F'. Por esta razon, el calculo de los puntos de equilibrio se reduce a resolver el sistema

oY —oX =0
rX-Y-XZ =0
—bZ + XY =0

donde hemos omitido la dependencia respecto al tiempo para simplificar la notacion.

Es claro que el origen (0,0,0) es solucién del sistema anterior para cualquier valor de
los parametros. Dado que el sistema pierde sus propiedades mas relevantes cuando todos
los parametros son nulos, consideramos o, b, r numeros reales estrictamente positivos.
Ahora, suponiendo que (X,Y, Z) # (0,0,0) resolvemos dicho sistema por sustitucién

-Y =X

PX—Y-XZ =0 = {TX__fZ_+)§(Z2 =
—bZ+ XY =0 B
X(r—-1-2) = _ -7 =r—1 _
—-bZ+X? =0 —bZ +X?* =0 o
X?=b(r—1) = |X=4b(-1)

Por tanto, concluimos que los puntos criticos del sistema vienen dados por
P, =(0,0,0)
Py= (Volr =1,/ = 1),r - 1)

(—\/b (r—1), /b —1),r — 1)

Ps

Se observa que para determinados valores del parametro r tendremos un sélo punto de
equilibrio o tres. Por ello, procedemos por casos
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s Caso r < 1: El inico punto de equilibrio que se presenta es el origen. En la seccién
anterior se demostré un teorema que garantiza que el origen es asintdticamente
globalmente estable. Ademas, se ilustré esta propiedad con graficas obtenidas a partir
de la herramienta Matlab.

Caso r = 1: De modo similar, el inico punto de equilibrio que aparece es el origen.
El siguiente teorema pone de manifiesto la naturaleza de dicho punto.

Teorema 2.5. Para r = 1, el origen es un punto de equilibrio asintoticamente
estable.

Demostracion. Consideremos la funcién V : R? — R definida como
V(X,)Y,Z)=X?*+0Y?+ 0Z?

El objetivo es comprobar que se verifican las hipétesis del teorema de estabilidad de
Liapunov.

e Es claro que
V(0,0,0) =0

e Si (X,Y,Z) +# (0,0,0), entonces
V(X,Y.Z)>0

ya que es suma de términos estrictamente positivos. Luego V' es definida positiva
en R? — {0}.
e Utilizando la regla de la cadena
dV. dVox N oV oy N oV 0z
dt  ox ot odyot 0z ot

calculamos, para los soluciones del sistema de Lorenz

% =2X (oY —0X)+20Y (rX =Y — XZ) 4+ 20Z (XY — bZ)
=2X0oY —20X? +20rY X —20Y? —20Y X7 +20Y X7 — 2002*
=20 (X*+Y?=(1+47r)XY) —20b2> (r =
=20 (X*+Y? - 2XY) — 20b2°
= —20(X —Y)* - 20b2>
<0

Observamos que V no es definida negativa, ya que no soélo se anula para el
origen, sino también para los puntos de R? de la forma

X=Y
Z =0

Luego, concluimos que V' es semidefinida negativa.
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Utilizando el teorema de estabilidad de Liapunov, afirmamos que el origen es estable.
Sin embargo, la funciéon de Liapunov V' es semidefinida negativa ya que se anula en
el origen y en los puntos de la forma comentada anteriormente. Esto se traduce en
que el campo vectorial del sistema de Lorenz I’ apunta hacia dentro en el elipsoide
determinado por la funcién de Liapunov V' salvo en los puntos de la recta

X=Y
Z =0

que es tangente a la misma. Por tanto, para probar la estabilidad asintética tenemos
que garantizar que las trayectorias atraviesan dicha recta. Procedemos por reduccion
al absurdo, si el origen no fuera asintoticamente estable, tendrian que existir puntos
w-limite en la recta anterior, y como el conjunto w-limite es invariante, tendria que
haber soluciones en dicha recta pero la tinica que hay es el origen. Luego, concluimos
que el origen es asintéticamente estable. O]

= Caso r > 1: Se presentan los siguientes tres puntos de equilibrio

P, = (0,0,0)
P = (\/b(r—l),\/b(r—l),r—l)
Py = (_w, (r—1),—/b(r —1),r — 1)

Con el fin de analizar la estabilidad de cada uno de ellos, haciendo uso de la teoria
de linealizacién de sistemas no lineales, realizamos un analisis detallado de cada uno
de ellos.

e | P =(0,0,0)

Consideramos el sistema linealizado en el origen, es decir,
¢ =DF(0,0,0)¢

Por los resultados expuestos en el capitulo de preliminares, sabemos que el
signo de la parte real de los autovalores de la matriz DF (0, 0,0) determina, en
algunos caos, la estabilidad del punto de equilibrio. Por esta razon, calcularemos
dichos autovalores.

En primer lugar, dicha matriz viene dada por

-0 O 0
DF(0,0,0) = r —1 0
0 0 -b
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A continuacién, calculamos su polinomio caracteristico

—0—A o 0
P, (0,0,0) = det r —1-A 0
0 0 —b—A
—(oc+A) o 0
= det r —(1+X) 0
0 0 —(b+A)

=—(+NA+N) B+ +or(b+N)
Sacando factor comtn a (b + \), tenemos
Py (0,0,0) = (b+ X)) [-0 —oA = A=\ + 07|

y concluimos que una raiz es

A = —b

Ahora, calculamos las raices del otro factor
N —(c+DA+0o(r—1)=0

utilizando la famosa formula para las ecuaciones de grado dos, obtenemos

(1+0)i\/(1—|—0)2+40(r—1)
—2
(1+0) +V1+0%+20+4or —4o
—2
(1+0) +V1+0%2—20+4dor
-2
(1+0)i\/(1—0)2+4ar
- —2

\ =

Por tanto, los dos autovalores restantes son

AQZ%[—0—1+\/(1—0)2+4W]

Agz%[—a—l—\/(1—0)2+4ar]
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Los autovalores \; y A3 son negativos, pero A,

2

es positivo.

1
—[—0—1+\/(1—a)2+40r] >0 < —a—1+\/(1—0)2+4ar>0

(1

Tertet

\/(1—0)2+40r>1+0

—0)’ +4or > (1+0)

1+062—20+4dor>1+0>+20
dor > 4o
r>1 Vv

Por tanto, concluimos que el origen es inestable.

«|P,— <\/b(r—1),\/b(r—1),r—1) &&

Py — (—w) (r—1),—/b(r —1),r — 1)

La razén por la que tratamos ambos puntos de

equilibrio de manera simultanea

es que al obtener el sistema linealizado, el polinomio caracteristico tanto de

DF (P;) como de DF (Ps) es el mismo.

En primer lugar, consideremos el sistema linealizado en cada uno de los puntos

§ = DF (P)¢
= DF(Ps)n
donde las matrices DF (P) y DF (Ps) vienen dadas por
—0 o 0
DF (P,) = 1 —1 —/b(r—1)
Ao(r—1) A/b(r—1) —b
—0 o 0
DF (Py) = 1 -1 b(r—1)
BT b

r—1) —b

A continuacién, calculamos sus polinomios caracteristicos

—0—A o
P, (Py) = det 1 —1-A
Vo(r—=1) 4/b(r—1)
—(oc+A) o
= det 1 —(1+X)

AVo(r—1) 4/b(r—1)
=—(+N)A+XN)(b+A)—0b
+o(b+\)

0
—4/b(r—1)
—b—A
0
—4/b(r—1)
—(b+X)
(r—=1)—(+ANb(r—1)
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2.5. Puntos de equilibrio

—0—A o 0
Py (P3) = det 1 —1-2A b(r—1)
T BT b
— (o + ) o 0
= det —(1+N) b(r—1)

1
T G D )
=—(+AN)A+N b+ —0ob(r—1)—(c+AN)b(r—1)
+o(b+\)

Luego, utilizando la notacién Py (Py3) para denotar a dicho polinomio y ope-
rando, tenemos

Py(Py)=—(+AN)(1+N0+AN)—ab(r—1)—(c+AN)b(r—1)
+o(b+\)
= (o —0A=A=X)(b+ X)) —obr+cb—ob(r—1)—Xo(r—1)
+ob+ oA
= —0b— 0 — A — 00X = Ab— A\ = \?b— \* — abr + ob
—ob(r—1)—=Xb(r—1)+ob+ o)
=N - N(@+1+b)—A(eb+b+b(r—1))—20b(r—1)
=N =N (+1+b)—Xo(0c+7)—20b(r —1)
=0

Multiplicando la igualdad por —1
N4 X(o+14+b)+M(o+7r)+20b(r—1)=0

El polinomio anterior es un polinomio de grado 3 con coeficientes reales. Por
el teorema fundamental del algebra, sabemos que tiene tres raices complejas.
Debido a que sus coeficientes son reales, es conocido que las raices complejas
vienen dadas por parejas, es decir, ella misma y su conjugada. Por tanto, con-
cluimos que dicho polinomio tiene una raiz real y dos raices complejas, una la
conjugada de la otra. Ademas, la raiz real de este polinomio es negativa para
todo r > 1.

La condicién para que todas las raices del polinomio Py (Pa3) sean reales es
complicada y no relevante. Nos limitaremos a afirmar que las tres raices toman
valores reales cuando el pardmetro r estd cercano a uno. Cabe destacar que si

o(oc+b+3)

r<
c—b—1
las tres raices del polinomio anterior tienen parte real negativa. Denotaremos

o(oc+b+3)
co—b—1
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Capitulo 2. Propiedades del Sistema de Lorenz

Luego, para valores de r tales que 1 < r < rg los puntos de equilibrio P, y P
son asintoticamente estables.

Para r > ry las raices complejas del polinomio Py (Py3) tienen parte real posi-
tiva. Por tanto, los puntos de equilibrio P, y P3 son inestables.

Cuando r = rpg, los autovalores complejos cruzan el eje imaginario dando lu-
gar a una bifurcacién de tipo Hopf, en la cual los puntos P, y P3 pierden su

estabilidad.

La bifurcacion de Hopf en el sistema de Lorenz se analiza en profundidad en el
siguiente capitulo, donde justificaremos la existencia del valor rg.

[lustramos el fenémeno que se produce para valores del pardmetro r estrictamente ma-
yores que uno con las siguientes graficas, que se ha obtenido utilizando la herramienta
Matlab. Se ha desarrollado un método predictor-corrector para implementar el método
implicito del trapecio con el propdsito de resolver numéricamente el sistema de Lorenz.
El funcionamento de este tipo de implementacion de métodos implicitos ya se explicd en
la pagina En este caso, se ha empleado como predictor el método de Euler.

Los pardametros empleados por el algoritmo son o = 10 y b = 8/3. Para representar de
manera grafica la estabilidad de los puntos de equilibrio segin los valores del parametro
r, se han tomado condiciones iniciales muy préximas a cada uno de dichos puntos, en
el sentido de que difieren en el orden de un décima. De esta manera, mostraremos el
comportamiento de las soluciones cercanas a los puntos de equilibrio cuando r toma valores
en los intervalos mencionados anteriormente. Esto nos permitira obtener un idea intuitiva
de los resultados que hemos expuesto previamente.

En primer lugar, para los valores de los pardametros anteriores calculamos rg

_o(c+b+3)
(e —
~ 10(10+8/3 + 3)
10-8/3—-1
470
19
~ 24.74

Consideramos los valores,

=1

Obtenemos los siguientes puntos de equilibrio

Py = (0,0,0)
P, = (x/@, VA48, 18)

Py (—x/@, —/18, 18)
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2.5. Puntos de equilibrio

En el caso del origen, hemos tomado como condicién inicial X, = (0.1,0.02,0.01) y
hemos aproximado la solucién exacta para el intervalo (0, 150), dividiéndolo en 10000
subintervalos. Se observa como las componentes se vuelven especialmente inestables.
Este hecho pone de manifiesto la inestabilidad del origen como punto de equilibrio

(Figura [2.10)).

Trayectoria del Sistema de Lorenz

Primera componente

o 50 100 150

Segunda componente

0 50 100 150

20
1]

o 50 100 150

(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura 2.10: Solucién P.V.I. para X, = (0.1,0.02,0.01), Punto de equilibrio (0,0, 0)

De manera analoga, para el punto P, hemos cogido como condicion inicial Xy =
(7,6.9,17.9). En cambio, en esta gréfica se observa como cada una de las componen-
tes de la soluciéon permancen muy “cercanas” a cada una de las mismas del punto
(7,6.9,17.9), lo que refleja su estabilidad. Hemos obtenido la solucién en el intervalo
(0,150) con el propdsito de poder reflejar ademéds su estabilidad asintética (Figura

).

Trayectoria del Sistema de Lorenz

Primera componente

-

0

50 100 150

Segunda componente

|
Uil . —
0 50 100 150

Tercera componente

7
6.95
6.9
6.85
¥
6.95
6.9
6.85
18.1
18
179

o 50 100 150 685 685

(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién
Figura 2.11: Solucién P.V.I. para X, = (7,6.9,17.9), Punto de equilibrio (v/48,+/48,18)

Procediendo de manera similar para el punto de equilibrio P3, se comprueba que
sucede el mismo fenémeno que en el caso anterior. En particular, hemos tomado como
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Capitulo 2. Propiedades del Sistema de Lorenz

condicién inicial (—7,—6.9,17.9). Ademads, pone de manifiesto la simetria existente
en el sistema de Lorenz, ya que observamos la figura simétrica a la grafica [2.1]]

(Figura [2.12]).

Trayectoria del Sistema de Lorenz

59
o 18.1
e
0 50 100 150 18.06
6.85 T
59 1
-6.95 T
17.95
7
0 50 100 150
18.1 A7
s
18
17.9 -
o 50 100 150
(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién
Figura 2.12: Solucién P.V.I. para X, = (-7,-6.9,17.9), Punto de equilibrio

(—V48, — V18, 18)
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2.5. Puntos de equilibrio

Se presentan los siguientes puntos de equilibrio
P, 1= (07 07 0)

P, = (12,12, 54)
Py = (—12,-12,54)

Para el origen, hemos utilizado la condicién inicial Xy = (0.1,0.1,0.1). Se observa
como dicha inestabilidad se vuelve ligeramente mas acentuada (Figura [2.13]).

Trayectoria del Sistema de Lorenz

%1 i ) U 1‘\“1! H‘ilﬂiq'l ‘k M‘rd‘l‘wf‘ww‘l‘lﬂﬁ 4']‘ J1|“'IA|JAIM||‘1‘1”1‘#W

0 50 100 150
o 50 100 150
(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura 2.13: Solucién P.V.I. para Xy = (0.1,0.1,0.1), Punto de equilibrio (0,0, 0)
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Capitulo 2. Propiedades del Sistema de Lorenz

Respecto al punto de equilibrio P, hemos considerado el mismo intervalo de defi-
nicién que en el caso anterior y la condicién inicial Xy = (12.01,12.01,54.01) . En
cambio, obtenemos resultados sorprendentes que ponen de manifiesto su inestabili-
dad. Se observa como las componentes de la solucién, especialmente la primera y la
segunda, se vuelven completamente oscilantes provocando la inestabilidad del punto

de equilibrio(Figura [2.14)).

Trayectoria del Sistema de Lorenz

o
T

= ﬂ'f‘-l"l’ﬂ"‘ LU

eI

-50 40

(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura 2.14: Solucién P.V.1. para X, = (12.01, 12.01, 54.01), Punto de equilibrio (12, 12, 54)

Procediendo de manera analoga, para el punto de equilibrio P; se produce el mismo
fenémeno que para el punto de equilibrio anterior. Se puede apreciar como las com-
ponentes de la solucién comienzan a oscilar provocando la inestabilidad del punto.
Ademas, se obtiene la grafica simétrica a la figura (Figura [2.15)).

Trayectoria del Sistema de Lorenz

=)

w IR
| 100

0

50 100 150 &0

Cl

W‘I‘M qM f 'ﬁ‘ Jﬂ ‘FM'” I I e (L) mﬁ o

-20

-50 40

(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura 2.15: Solucién P.V.I. para X, = (—12.01,—-12.01,54.01), Punto de equilibrio

(—12,

—12,54)
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2.5. Puntos de equilibrio

Con el objetivo de resumir las conclusiones obtenidas en este capitulo, construimos la
siguiente tabla:

H \ Puntos de equilibrio \ Estabilidad \ Bifurcacion H

0<r<l1 Origen Global. Asintétic. Estable -

r=1 Origen Asintétic. Estable Pitchfork
Origen Inestable -
l<r<ry P, Asintotic. Estable -
Py Asintétic. Estable -

r=ryg - - Hopf

Origen Inestable -
r>ryg P, Inestable -
Py Inestable -
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CAPITULO 3

Comportamiento cadtico del sistema de Lorenz

La palabra caos se emplea en muchos y muy variados ambitos y, coloquialmente ha-
blando, es sinénimo de desorden y confusion. Sin embargo, cuando se habla técnicamente
de la teoria del caos nos estamos refiriendo al caos determinista.

El determinismo surge en el siglo XVII con la mecanica de Newton, quién afirmé que el
movimiento de los cuerpos se rige por su segunda ley que adquiere la forma de una ecuaciéon
diferencial. Esta ecuacién determina el movimiento de un cuerpo para todo tiempo, ya sea
hacia el pasado o hacia el futuro, siempre y cuando se conozca la posicién y la velocidad
en un instante dado, asi como las fuerzas que actiian sobre él.

La importancia de este descubrimiento radica en su universalidad, es decir, se puede
aplicar a todos los objetos macrocépicos del universo. Por tanto, es posible determinar
la trayectoria de todos los objetos del universo conociendo su condicién inicial, asi como
las fuerzas que actian entre ellos. Esto es la esencia del determinismo, es una cuestién de
principio que en la practica no se cumple, ya que no sélo necesitamos conocer la ecuacién
que determina el movimiento, sino ademas encontrar la solucién de ésta.

Consideremos el problema de los tres cuerpos: supongamos un planeta que siente la
atraccion gravitacional de dos estrellas y que los tres cuerpos estan en interaccion. En
este caso conocemos las fuerzas que actian y la ecuacién del movimiento, pero no somos
capaces de encontrar la forma exacta de la érbita del planeta. Con ayuda de una compu-
tadora, podemos resolverla aproximadamente y asi obtener la 6rbita del problema. Cabe
destacar que, en general, la 6rbita serd sumamente inestable, es decir, si modificamos li-
geramente la posicion inicial de la érbita, entonces la érbita resultante sera muy distinta
a la original. Ademas, el movimiento de dicha érbita sera practicamente indistinguible de
un movimiento erratico y aleatorio, aunque viene dado por una dinamica determinista.
Este tipo de movimiento recibe el nombre de cadtico y nos proporciona un ejemplo del
caos determinista.

La teoria del caos es una rama de las matematicas, la fisica y otras ciencias que estudian
sistemas dindmicos muy sensibles a las variaciones en las condiciones iniciales. El caos
determinista estd caracterizado por su comportamiento dindmico aperiédico (es decir,
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Capitulo 3. Comportamiento cadtico del sistema de Lorenz

oscilaciones irregulares, que no se repiten nunca, de periodo infinito) que aparece bajo
condiciones totalmente deterministas y que presenta una gran sensibilidad a las condiciones
iniciales. La irregularidad de las trayectorias esta asociada a la imposibilidad préactica de
predecir la evolucién futura del sistema, aunque ésta sea determinista. A continuacién,
presentamos las caracteristicas fundamentales de los sistemas cadticos,

I Determinista: Eso significa que se puede conocer con precision la secuencia que les
da origen, debido a que existe una ecuacién determinista que gobierna su conducta
y al conocimiento de las condiciones iniciales.

11 Impredictible: Es la esencia misma de la aperiodicidad, algo que oscila, que no se re-
pite nunca y que ademés no se puede predecir cual va a ser el comportamiento futuro
del sistema, ni mucho menos conocer su pasado. Las trayectorias no se ajustan a un
punto fijo, 6rbita periddica u orbita cuasiperiddica para valores de t suficientemente
grandes. Los sistemas cadticos son sistemas dinamicos cuyas variables de estado se
mueven en un espacio acotado, de manera no periddica y aparentemente “aleatoria”.

11 Dependencia sensible a las condiciones iniciales: Trayectorias que comienzan muy
proximas pueden tener comportamientos cualitativamente muy diferentes, sin nin-
guna intervencién exterior. En otras palabras, existe una divergencia exponencial de
las trayectorias, al menos en un entorno de la condicion inicial de partida. Por tanto,
la més minima perturbacién es amplificada exponencialmente. Cuando el compor-
tamiento dinamico es periédico, las érbitas convergen, independientemente de las
condiciones iniciales, mientras que, cuando el comportamiento es caotico, la mas
minima diferencia en las condiciones iniciales conduce a oérbitas divergentes, que
terminan siendo completamente diferentes.

v Transitividad topolégica: Implica que orbitas alejadas pueden llegar a aproximarse.
Esto se debe al plegamiento del espacio de fases sobre si mismo, dando lugar a 6rbitas
que estan confinadas en una regién del espacio de fases, pero que no se cortan. Esto
se puede resumir en que existe un gran nimero de érbitas densas.

VvV Puntos periodicos densos: Sus érbitas periédicas deben formar un conjunto denso en
una region compacta del espacio de fases.

Un atractor es una regién del espacio de fases hacia la cual convergen las trayecto-
rias posibles de un sistema, en general, los atractores poseen la forma de alguna figura
geométrica conocida. El atractor de los sistemas estables es un punto, mientras que para
los sistemas periddicos es un ciclo limite. El atractor de un sistema caotico recibe el nom-
bre de extrano o cadtico y estd caracterizado por presentar un comportamiento cadtico
e impredecible. Este ocupa un subespacio de dimension menor que el diagrama de fases.
Los atractores extranos reaccionan de manera muy sensible a pequenas variaciones de las
condiciones iniciales. Los atractores anteriormente mencionados - un punto, un ciclo limite
- son variedades, mientras que los atractores extranos no lo son.

Una vez introducidos de manera general los conceptos sobre sistemas cadticos y atracto-
res extranos, comprobemos como el sistema de Lorenz, para ciertos valores de los parame-
tros, exhibe un comportamiento cadtico y muesta lo que se denomina atractor extrano de
Lorenz.
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En primer lugar, determinamos la divergencia del sistema de Lorenz, denotada por A,
para adquirir un nocién global del movimiento en el diagrama de fases.

A CoX 4 0V) 4 L (X —Y - XZ) + - (b7 + XY)

- a_X( oY EVA

=—(c+1+Db)

Debido a que A es negativa, recibe el nombre de tasa de contraccion del volumen y, por
tanto, el sistema es disipativo. Esto significa que dado un elemento de volumen V (0), el
sistema de Lorenz lo contrae exponencialmente en el tiempo de acuerdo a la expresion

V (t) =V (0) M

Por esta razon, se dice que el tipo de caos que encontré Lorenz es un caos disipativo ya
que exhibe un fenémeno en donde existe disipacion de calor debido a la friccion.

Como se ha comentado a lo largo de este trabajo, esta justificado emplear r como
parametro de control ya que viene definido como

B Ra
a Racr

r

y, por tanto determina cudndo se produce el fenémeno de conveccién. A continuacion, se
muestra la evolucion del sistema de Lorenz considerando como pardmetro de control r,
mientras que los restantes los consideraremos fijos. El andlisis de la evolucion se podria
hacer para valores de ¢ y b cualesquiera siempre que cumplan determinadas restricciones,
pero como nuestro propédsito es describir esta evolucién de la manera mas visual posible,
consideraremos los valores o = 10 y b = 8/3 que reciben el nombre de pardmetros de
Lorenz ya que fue utilizando éstos con los que Lorenz descubrié su famoso atractor.

Para 0 < r < 1 el tnico punto de equilibrio es el origen que, como se ha visto,
es globalmente asintoticamente estable, es decir, un atractor global, lo que significa que
todas las trayectorias son atraidas hacia el origen. En términos fisicos, el modelo dice que
pequenas diferencias de temperatura entre la placa superior e inferior no seran suficientes
para mantener la conveccién, de modo que todo movimiento circulatorio inicial desaparece
eventualmente.

Cuando r = 1 se produce una bifurcacién de Pitchfork de la solucién nula a las solu-
ciones

- (—\/2 (r— 1),—\/2 (r—1),r— 1)

ubicados simétricamente con respecto al eje z. Para el origen, el subespacio estable es el
eje Z mientras que el plano X — Y es el subespacio inestable.

Para r > 1 el origen se vuelve inestable. En otras palabras, la mayoria de las trayectorias
que comienzan cerca del origen se mueven ahora alejandose de él. La siguiente figura ilustra
este fenémeno.
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Trayectoria del Sistema de Lorenz

- Primera Dumpunentei—

o 50 100 150 200 250 300

Segunda componente i—

0 50 100 150 200 250 300

Tercera componente

o 50 100 150 200 250 300

(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura 3.1: Solucién P.V.I. para X, = (0.1,0.2,0.01), r = 1.2

Esto significa que el mas ligero cambio del estado de no conveccién hace que el fluido
empiece a circular ya que AT estaria ligeramente por encima de AT,,.. Pero el origen,
por asi decirlo, genera un par de nuevos estados atractores, los puntos de equilibrio C'*
y C~ que representan estados estables de conveccion en sentido horario y antihorario
respectivamente. Todas las trayectorias giran en espiral hacia dentro, hacia uno u otro
de estos puntos, ya que dichos puntos son asintoticamente estables. La siguiente grafica

ilustra este comportamiento

Trayectoria del Sistema de Lorenz
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0 50 100 150 200 250 300

(b) Trayectoria de la solucién

(a) Componentes X,Y, Z

Figura 3.2: Solucién P.V.I. para Xy = (1.5,3,6.5), r = 10

Al crecer r, los puntos CT y C~, que estaban simétricamente dispuestos a ambos
lados del origen, se alejan cada vez mas. En términos fisicos, esto se traduce en que,
cuando la diferencia de temperatura AT es suficientemente grande, el sistema se asienta
en una conveccion estable en una direcciéon u otra, mientras que la velocidad de circulacién
aumenta al crecer dicha diferencia de temperaturas.

Pero al crecer r, las trayectorias empiezan a describir espirales en torno a los atractores
en ciclos cada vez mas abiertos hasta llegar a un valor critico denotado por ry, que para
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nuestros parametros
ro = 13.93

Cuando r = ry la variedad inestable del origen se retuerce alrededor de los puntos C'*
y C~, y regresa por la variedad estable del mismo. Surgen de esta manera dos érbitas
homoclinas que conectan el cero con si mismo. Estas érbitas son periddicas, pero como el
origen es un punto de silla, la trayectoria va cada vez mas despacio segin se aproxima al
origen haciendo un recorrido infinitamente largo, luego su periodo es infinito. Recordemos
que una 6rbita homoclina es una érbita que tiende hacia el mismo punto cuando el tiempo
tiende tanto a +00 como a -o0.

zZ A

ct 9

X Y

Figura 3.3: Esquema de la variedad inestable del origen. Se muestra la érbita homoclina
para r = rq.

Cuand r crece por encima de ry, de cada 6rbita homoclina surge una érbita periédi-
ca alrededor de C'* o C~. Recordemos que cuando anélizabamos la bifurcacién de Hopf
tomando como parametro de control r en el apéndice correspondiente, obtuvimos que
para valores de dicho pardmetro menores que ry, los puntos de equilibrio C* y C'~ son
asintoticamente estables con una orbita periddica inestable. Esto provoca que una trayec-
toria procedente de las proximidades del origen desde el octante donde se encuentra C™ es
rechazada por la érbita periddica de C'* y se dirige a C~ hacia donde se acerca en espiral,
pasa cerca de la orbita periddica de éste, que la rechaza y la obliga a volver hacia C*, y
asi mas y mas veces antes de caer en uno de los dos puntos. Esta situacion parece dificil
distinguir del caos, y a veces recibe el nombre de caos transitorio. La figura[3.4] ilustra este
comportamiento

Estos ciclos limite inestables, con periodos finitos, tienen la propiedad de que su ampli-
tud va decreciendo a medida que r aumenta, terminando por colapsar en C* y C'~ cuando
r alcance el valor ry de la bifurcacién de Hopf. Para valores de r comprendidos entre 1 y
ry se denomina regimen precadtico. Cuando se hizo el andlisis de la bifurcacion de Hopf
calculamos el valor ry para parametros de control arbitrarios. En nuestro caso viene dado
por

rg ~ 24.74
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(a) Componentes X,Y, Z

Figura 3.4: Solucién P.V.I. para X, =

Trayectoria del Sistema de Lorenz

(b) Trayectoria de la solucién

(0.1,0.2,0.15), r = 20

Cuando r supera el valor critico anterior, los dos puntos C* y C~ dejan de atraer con-
virtiéndose en inestables, por tanto, el flujo de trayectorias que giran entorno a ellos deja
de explosionar hacia dentro y sigue dando vueltas eternamente. Este fenémeno recibe el
nombre de regimen cadtico. La figura geométrica que emerge se denomina atractor extrano
de Lorenz. La siguiente figura ilustra este comportamiento
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(a) Componentes X,Y, Z

Figura 3.5: Solucién P.V.I. para X, =

Trayectoria del Sistema de Lorenz

(b) Trayectoria de la solucién

(0.001,0.001,0.001), r = 28

De la figura anterior podemos extraer las siguientes conclusiones,

= El movimiento es erratico, es decir, las trayectorias se comportan cadticamente y los
saltos desde el hemisferio de C* al hemisferio de C'~ no pueden ser predichos.

= Las trayectorias reaccionan de manera muy sensible a las condiciones iniciales

» Las caracteristicas del atractor son evidentes para distintas condiciones iniciales.
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Figura 3.6: Diagrama de bifurcaciones del sistema de Lorenz en funcién del pardmetro r.

La figura muestra un diagrama de bifurcaciones esquematico donde la linea continua
indica estabilidad asintética y la discontinua inestabilidad. Comenzando para r < 1 donde
solo se presenta el origen como punto de equilibrio asintéticamente estable, terminando
con los tres puntos fijos inestables.

Puede demostrarse que no existen érbitas cuasiperiddicas, ya que las érbitas cuasipe-
riédicas se mueven sobre un toro, y un toro no puede contener un volumen que tiende
a cero sin tener una fuente en su interior, y no existen fuentes. Por tanto, para r > rg
tenemos las siguientes caracteristicas

Ningtn punto de equilibrio es estable.

El volumen se encoge

Ningtun atractor tiene volumen finito

Ninguna orbita es cuasiperiddica

Un sistema disipativo estd caracterizado por la contraccién del volumen, por tanto, su
volumen se contrae para t — oo a un atractor de dimensién menor que el espacio de fases.
Los experimentos numéricos muestran que las érbitas se aproximan a un atractor extrano
con dimesién fractal D ~ 2.06. Luego, el atractor de Lorenz es casi bidimensional. Este
se puede visualizar como una orbita que da algunas vueltas alrededor de C'", seguidas de
algunas vueltas alrededor de C'~ y asi sucesivamente.

Con el propésito de mostrar que el atractor no es periddico, Lorenz examiné el compor-
tamiento de los maximos sucesivos de las trayectorias en la direccion Z. Es una forma de
reducir la dindmica continua y tridimensional del sistema completo a la de un mapeo uni-
dimensional. Para ello, midié los maximos locales de Z (t) y dibujé los puntos (Z,,, Z,+1)
para distintos valores de n, donde Z,, es el n-ésimo maximo local de Z (t). El resultado
que obtuvo se muestra en la siguiente grafica

Al graficar estos maximos de manera recurrente, es decir, Z,,1 vs Z,, aparece un
grafico casi lineal, con un grosor muy pequeno. Esto se debe a la enorme contraccién del
volumen que provoca el sistema de Lorenz. En la gréafica se observa que , la pendiente es,
en modulo, mayor que 1.
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T A Zry1 = Zy
50 —+
40 —
30 T
—t—t—
30 40 50 A

Figura 3.7: Mapa de Lorenz.

A la funcién 7,1 = f (Z,) que representa esta gréfica se le conoce como mapa de Lo-
renz. Nos proporciona una importante propiedad dinamina del atractor, dado Z, podemos
predecir Z; = f(Zy), luego Zy = f(Z;) y asi sucesivamente. Esta es la razén por la que
se dice que Lorenz llegd a reconocer “orden” en el caos.

Esto nos permite demostrar la siguiente proposicion

Proposicién 3.1. Si el sistema de Lorenz posee una orbita periddica, entonces dicha
orbita es inestable.

Demostracién. Consideremos la secuencia de {Z,} correspondiente a la érbita periddica.
Esta secuencia evetualmente se repetird, es decir, Z,, = Z,. Ahora, consideremos una
pequena perturbacion de la orbita periédica que pasa a través del punto Z, + n,, donde
1, denota la distancia de dicha trayectoria a la érbita periddica.

Luego, linealizando alrededor de Z,,,

Zn+1 + Mh+1 = f (Zn + nn) ~ f (Zn) + f, (Zn) Tin
= Ytp + fl (Zn) Tn

y, concluimos que
Tht1 = fl (Zn) Tn

Anélogamente, tenemos

Nnyo = f, (Zn-i-l) Mn+1
= " (Zns1) ' (Z3)
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Procediendo de esta manera, despues de p iteraciones

7]n+p 1_[ f Z + Z M

Gracias al mapa de Lorenz, sabemos que |f' (Z)| > 1 para todo Z. Luego, tenemos que

sl > [11n]

Por tanto, concluimos que una trayectoria que comienza cerca de una érbita periddica se
aleja de la misma con el tiempo. Esto prueba que dicha érbita periddica es inestable. [

La presencia del atractor extrano de Lorenz para ciertas combinaciones de parametros
se puede justificar de manera natural. Dado que todas las 6rbitas del sistema son acotadas,
en el sentido de que siempre es posible encontrar un volumen finito que contenga a todos
los puntos de la érbita, para cualquier condicion inicial y familia de parametros. Por
tanto, si para ciertas combinaciones de parametros no existen puntos fijos ni ciclos limite
estables, el sistema debe poseer al menos un w-limite de dimesién fractal mayor que dos y
menor que tres. Esto viene reforzado por los experimentos numéricos que comentabamos
anteriormente.

Llegados a este punto, cabe preguntarse que sucede para valores de r muy superiores
al valor critico rg. Por ejemplo, si tomamos r = 100 obtenemos la siguiente grafica en la

Trayectoria del Sistema de Lorenz
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(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura 3.8: Solucién P.V.I. para X, = (0.1,0.02,0.01), r = 100

que descubrimos que el atractor de Lorenz ha desaparecido y que, en su lugar, todas las
trayectorias calculadas numéricamente parecen “verse atraidas” hacia una u otra de dos
orbitas peridédicas muy simples.

Es conocido, pero menos claro, ya que no se pueden utilizar herramientras de analisis
de estabilidad, el resultado de que para valores mayores de r aparece un ciclo limite
estable. Aumentando atin mas r, el ciclo limite pierde su estabilidad y vuelve a aparecer un
atractor extrano, y asi se presentan intervalos de r para los cuales el w- limite del sistema
es un atractor extrano e intervalos en los que existen ciclos limite estables. Dado que
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estos tres tipos de atractores que aparecen tiene dimensiones de Hausdorff esencialmente
diferentes - los puntos fijos tienen dimensién cero, los ciclos limite dimension uno y los
atractores extranos dimensién mayor que dos - es posible clasificar el comportamiento del
sistema para una combinacion de parametros analizando su dimensién fractal. Este tipo
de analisis queda muy alejado del marco tedrico en el que se centra este trabajo, por tanto
nos limitaremos a mencionarlo.

Todo el analisis realizado anteriormente para diferentes valores de 7 no es mas que el
principio de una historia fascinante a la par que compleja. Esto nos permite concluir que
las ecuaciones del sistema de Lorenz generan correlaciones muy detalladas entre valores de
los parametros controlables y caracteristicas de la dinamica, cualitativas y cuantitativas.
Esto viene apoyado por el apéndice dedicado al andlisis de la bifurcaciéon de Hopf del
sistema.

Finalmente, como se dijo en la parte introductoria de este capitulo, una caracteristica
fundamental de los sistemas cadticos es la extrema sensibilidad a las condiciones iniciales
que muestran. Dados dos puntos iniciales muy préximos el uno del otro, sus respectivas
trayectorias divergen tras un cierto periodo de tiempo relativamente corto. Esto significa
que cambios muy pequenos en las condiciones iniciales de sistemas cadticos son amplifica-
dos enormemente con la evolucién del tiempo. Este es el “efecto mariposa” al que hacia
referencia Lorenz en su articulo PREDICTABILITY: DOES THE FLAP OF A BUTTERFLY’S
WINGS IN BRAZIL SET OFF A TORNADO IN TEXAS? el que cualquier perturbacion pe-
quenia (el batir de las alas de una mariposa) puede, en principio, tener un efecto grande a
largo plazo (un huracén).

Con el propésito de ilustrar este fendmeno en el sistema de Lorenz, se ha desarrollado
un programa en Python en el que dadas dos condiciones iniciales que difieren en 0.0001
pone de manifiesto la divergencia de sus trayectorias dando lugar a comportamientos
cualitativos completamente diferentes. El siguiente video muestra la ejecucién de dicho
programa con dos condiciones iniciales X, = (5, —5,20) y X, = (5.0001, —5.0001, 20.0001)
para los parametros o = 10, b = 8/3 y r = 28

Dos condiciones iniciales cercanas, r = 28
y el enlace explicito viene dado por
https://drive.google.com/open?id=0B-SbL6shhAipUlZrTEcxUmVMTOO

Con el objetivo de mostrar que este fenémeno también sucede cuando no se presen-
ta el atractor de Lorenz, el siguiente video ha sido realizado para los mismos pardame-
tros que antes salvo r = 20 y para las condiciones iniciales Xy = (3,-3,10) y X; =
(3.0001, —3.0001, 10.0001). Se observa cémo esa pequena diferencia entre ambas condicio-
nes iniciales provoca que una trayectoria sea atraida por un atractor y la otra por el otro
atractor. Por esta razon, vemos en el video que cada una de las trayectorias se estabiliza
hacia uno de los atractores correspondientes.

Dos condiciones iniciales cercanas, r = 20
y, explicitamente

https://drive.google.com/open?id=0B-SbL6shhAipOWVBZUwwTXNLaEU
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Por 1ltimo, el préximo video muestra la ejecucién del programa comentado anteriormen-
te con N = 4 condiciones iniciales aleatorias separadas por 0.01. Este programa se ha
desarrollado con vistas a su escalabilidad, fijado un ntimero N arbitrario de condiciones
iniciales. El resultado es realmente asombroso, se aprecia con total claridad el comporta-
miento cualitativo diferente de cada una de las trayectorias.

Cuatro condiciones iniciales cercanas, r = 28

y, explicitamente

https://drive.google.com/open?id=0B-SbL6shhAipdWlLZnktdTU1S1k
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APENDICE A

Preliminares

Este capitulo adquiere un caracter introductorio natural. Su objetivo es presentar la
notacién y los distintos resultados tedricos que emplearemos en el estudio del sistema de
Lorenz. Consituye un marco teérico compacto a partir de los conceptos y resultados mas
significativos de la teoria de sistemas dinamicos no lineales con el fin de proporcionar una
base soélida sobre la que cimentar nuestro trabajo. Ademaés, nos permitird presentar con
rigor y exactitud las caracteristicas cualitativas mas relevantes del sistema de Lorenz.

En primer lugar, se exponen los resultados basicos acerca de la existencia y unicidad
de soluciones de un sistema auténomo no lineal asi como las propiedades de las mismas.
Los conceptos relacionados con la estabilidad de las soluciones, ademaés de los resultados
que nos permiten garantizar dicha propiedad, juegan un papel transcendental en nues-
tro estudio cualitativo, por esta razon, introducimos los mismos rigurosamente. En una
segunda aproximacién para caracterizar la estabilidad de las soluciones, exponemos una
clase especial de funciones cuyo nombre se debe al matematico y fisico ruso Aleksandr
Liapunov.

En numerosos casos, los métodos para determinar la estabilidad de las soluciones pre-
sentados en las dos secciones anteriores no nos permiten concluir acerca de la naturaleza de
las mismas. Por esta razén, exponemos una breve introduccién a la variedades invariantes
mostrando especial atencion en las variedades centrales. Dichas variedades, constituiran
la base para los dos apartados posteriores.

La seccién correspondiente a las formas normales nos proporciona un método muy
conocido para transformar el sistema dindamico en su forma “maés simple”. El apartado
acerca de la bifurcacion de puntos fijos constituye uno de los ejes centrales de este marco
tedrico que queremos contruir, ya que nos permitira realizar un analisis exhaustivo de los
puntos de equilibrio del sistema de Lorenz para diferentes valores de los parametros.

El teorema de Lioville constituye el resultado fundamental que nos permitira estudiar
el comportamiento de los volimenes bajo la accion del flujo solucién del sistema de Lo-
renz. Con el objetivo de estudiar el caracter cualitativo de los puntos de equilibrio de
dicho sistema, realizamos una breve introduccién sobre los conceptos mas significativos
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relacionados con el comportamiento asintético de las soluciones de un sistema auténomo
no lineal.

Por tltimo, dado que uno de los objetivos de este trabajo es el estudio de la existencia
de atractores para valores significativos de los parametros, presentamos los conceptos de
caos y atractor extrano, asi como un procedimiento para probar que un sistema dindmico
posee un atractor extrano.

A lo largo de este trabajo, consideraremos

Li’l = f1 (xl,xg,...,xn)

Tn = fo(x1,29,...,2,)

un sistema auténomo no lineal, escrito de manera vectorial

&= f(z)
donde
xl(t) xl(t) fl(mlax%"'amn)
zt)y=1 = | @)= |y fl@)= :
In(t) xn(t) fn(J?l,IQ,...,J?n)

siendo f: R" - R", x € R™

A.1. Soluciones. Existencia y unicidad.

Los siguientes teoremas garantizan la existencia, unicidad y diferenciabilidad con res-
pecto a las condiciones iniciales y pardmetros.

Teorema A.1 (Existencia y unicidad). Supongamos que las funciones f; y gj:? para i, j =
J
1,...,n son continuas en una abierto 2 de R™. Entonces

(a) Siu(y) yv(t) son dos soluciones del sistema & = f (x) definidas en un mismo intevalo
J, con la propiedad u (tg) = v (ty) para cierto ty € J, entonces u (t) = v (t) para todo
teJ.

(b) Dados ty € R y zg € §, eziste una funcion x(t) definida en un intervalo mazimal
abierto (a,w) que verifica

w 2 (t) = f(z(t) para todo t € (av,w)

u ZE(to) = X

Por tanto, podemos concluir que el problema de valor inicial

&= f(x)
{ 2 (to) — o (to, xg) € R x © dado
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tiene una solucién unica definida en un intervalo maximal (a,w). Denotaremos dicha
solucién como x (t; tg, x).
En lo sucesivo, consideraremos el sistema auténomo no lineal

i = f(z) (A1)
donde la funcién f es C", para r > 1.

Corolario A.1. Para cada x¢ € R, existe una unica solucion de & = f (x) que pasa por
este punto.

Teorema A.2 (Diferenciabilidad respecto condiciones iniciales). Para cada (to, zo) € R x
Q, la solucion x (t;to, o) de (A.1)) es una funcion C" para t,ty, y xo.

Teorema A.3 (Diferenciabilidad respecto parametros). Consideremos el sistema auténo-
mo

&= f(x;p) (A.2)
donde f (z;u) es C", parar = 1, en un abierto U de R"™ x RP. Entonces, para cada tg € R,
(o, ) € U, la solucion x (t;ty, xo, 1) de (A.2) es una funcion C" para t,to, xo, y p.
Con el objetivo de fijar la notacién, presentamos las siguientes definiciones.

Definiciéon A.1.

» Se denomina trayectoria de una solucion x (t) de al recorrido de dicha solucién
{z(t) e Qc R":te (a,w)}, es decir, la proyeccién sobre R™ de su gréfica. Por esta
razon, x (t;tg, xo) denotard la trayectoria a través del punto xq en el instante ¢ = .
En lo posterior, utilizaremos ¢, para denotar el instante inicial.

» El grafo de x (t; to, o) sobre t recibe el nombre de curva integral. De manera precisa,

grafo z (t;tg,x0) = {(t,x (t)) e R x R" : & = x (t;t0, x0) , t € (v, w)}

» El conjunto de las trayectorias de todas las soluciones de (A.1), en tanto que sub-
conjuntos de R" se refiere, recibe el nombre de diagrama de fases.

» Sea xy un punto perteneciente al diagrama de fases de (A.1l). Se denomina drbita
que pasa por xy, denotada por O (z9), al conjunto de puntos del diagrama de fases
que pertenecen a la trayectoria que pasa por xy. Rigurosamente, dado z( € €2,

O (xg) ={xeR":x =uz(t;ty,z0),t € (a,w)}

» La funcién f € C", r = 1, recibe el nombe de campo de direcciones o campo vectorial,

en el sentido de que a cada punto de €2 le hace corresponder una direccién bien
definida.

La siguiente proposicién pone de manifiesto la propiedad de invariancia por traslacio-
nes en el tiempo de las soluciones de un sistema autonomo.
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Proposicién A.1. Siz (t) es una solucion de (A.1)), entonces z (t) = x (t + 7) es también
solucion, para todo T € R.

Corolario A.2. Si z (t) es solucion del problema de valor inicial
&= f(x)
z (0) = o
Entonces, z (t) = x (t — to) es solucion de
z = f(x)
X (t()) = Xy

Este corolario nos permite considerar el estudio de los sistemas auténomos, sin pérdida
de generalidad, para problemas de valor inicial de la forma

Lo,

Luego, z(t; xo) denotard la trayectoria que en el instante 0 pasa por el punto .
Proposicién A.2 (Propiedades de un flujo).

w2 (t,x9) € C"

» 2(0,29) = 2o

w2 (t+s,20) =2 (¢, z(s,20))

Debido a las propiedades anteriores, las soluciones de constituyen una familia
uniparamétrica de C" difeomorfismos (r > 1) del espacio de fases. Por este motivo, reciben
el nombre de flujo, denotado por ¢ (t,z) o ¢, ().

El siguiente teorema nos permite realizar una estimacion del intervalo maximal de
existencia de las soluciones de ({A.1]).

Teorema A.4. Si z (t) permanece en un subconjunto cerrado y acotado B < § para todo
t € [to,w), entonces w = 00. (Andlogamente a la izquierda de t).

Las siguiente definicién cobraré vital importancia en nuestro estudio.

Definicién A.2 (Punto de equilibrio). Una punto de equilibrio T de (A.1)) es la trayectoria
correspondiente a la solucién constante x (t) = = para todo t € R. Por tanto, T € Q es un
punto de equilibrio si y solo si

f(z) =0
Las soluciones de equilibrio también reciben el nombre de punto fijo, punto estacionario
o punto singular.

Este resultado nos permite obtener mucha informacién en la construcciéon del diagrama
de fases.
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Teorema A.5. Supongamos que existe el limz (t) = £ € Q cuando t — w, siendo x (t)
una solucion de (A.1)). Entonces, w = o0 y & es un punto de equilibrio del sistema. (Andlo-
gamente para t — «).

Por simplicidad, a lo largo de este capitulo supondremos que las soluciones de ((A.1])
existen para todo tiempo t € R.

El objetivo de la teoria cualitativa es la descripcion lo més completa y precisa del dia-
grama de fases. Por ello, presentamos un par de resultados que nos permitiran caracterizar
las trayectorias de . El primero de ellos, afirma que por cada punto de {2 pasa un
Unica trayectoria, es decir, dos trayectorias distintas no se pueden cortar nunca.

Proposiciéon A.3. Sean x(t),y(t) dos soluciones de © = f(x) con la propiedad de
x(t1) = y(t2) para ciertos ti,ts tales que t; # to. Entonces, y(t) = x(t +t1 —t2) pa-
ra todo t perteneciente al intervalo de definicion de y (t). Por tanto, afirmamos que las
trayectorias de dos soluciones x (t),y (t), o bien no tienen ningin punto en comin o bien
son coincidentes y satisfacen que y (t) = x (t + 7) para cierto T € R.

Ademads, una trayectoria no puede cortarse asi misma.

Proposicién A.4. Supongamos que para una solucion x (t) de (A.l)) existen ciertos
t1,ta,t1 # to tales que x (t;) = x (t3). Entonces,

1 O bien, x (t) =T € Q (T es un punto de equilibrio de (A.1))).

11 O bien existe un minimo nimero positivo T tal que x (t +T) = z (t) para todo t € R.
FEs decir, x (t) es una solucion periddica siendo T' su periodo, y su trayectoria es una
curva cerrada simple.

De esta manera, hemos obtenido una primera aproximacion a la estructura del diagra-
ma de fases de un sistema auténomo. Esta constituido por trayectorias que no se cortan
entre ellas, y pueden ser de tres tipos:

» Curvas abiertas simples
» Curvas cerradas simples
= Puntos de equilibrio

Con el objetivo de realizar una anélisis local del diagrama de fases, introducimos los
siguientes conceptos.

Definicién A.3. Decimos que p € Q es un punto ordinario o reqular de (A.1) siy solo si

f(p)#0

Debido a la continuidad del campo vectorial f, en un entorno de un punto ordinario
no existen puntos de equilibrio del sistema. Por este motivo, por cada punto suficiente-
mente préximo a p, incluido el mismo, pasa una trayectoria y el conjunto de todas ellas
constituyen, alrededor del punto p, un haz de curvas que no se cortan.
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Teorema A.6 (Teorema de la caja de flujo). Sea p un punto ordinario del sistema ((A.1).
En un entorno VP suficientemente pequeno de dicho punto, existe un cambio de coordena-
das diferenciable y = h (x), con h(p) = 0, mediante el cual el sistema (A.1)) se transforma

en el sistema

yr =1
=0
i (A.3)

de modo que a la solucion ¢ (t,xq¢) de (A.1), donde xo € VP y t satisface que ¢ (t,x0) € VP,
le corresponde la solucion de (A.3) ¥ (t,h(x0)) = h (¢ (L, x0)).

Las soluciones de ([A.3)) vienen dadas por

yi(t) =t +yf
Y2 (t) = yg

cuya representacion geométrica es sencilla, son rectas paralelas al eje y;.

El teorema anterior adquiere suma importancia, nos permite afirmar que en un entorno
de un punto ordinario, el diagrama de fases es esencialmente el mismo, es decir, un haz de
curvas regulares que se transforman en rectas paralelas mediante un cambio de coordenadas
regular. Gracias a ello, hemos obtenido informacién precisa y ttil sobre las trayectorias
del diagrama de fases en las proximidades de un punto ordinario.

A.2. Estabilidad. Primera aproximacion.

Los puntos de equilibrio de un sistema auténomo juegan un papel trascendental en la
descripcion del diagrama de fases. Dado que en un entorno de un punto ordinario todos los
diagramas de fases son el mismo, cabe esperar que aquello mas significativo se encuentre
en los entornos de los puntos de equilibrio.

De manera general, consideremos Z (¢) una solucién de (A.1]). Intuitivamente, diremos
que T (t) es estable si todas las soluciones que comienzan suficientemente préximas a Z (t),
permanecen “cerca’de ella en todo instante posterior. Es asintéticamente estable si las
soluciones cercanas no sélo permanecen cerca, sino que convergen a  (t) cuando t — .

Definicién A.4 (Estabilidad). Decimos que Z (t) es estable si dado € > 0, existe § =
d (€) > 0 con la propiedad de que para toda solucién y () de verificando |Z (t9) — y (to)| <
0, se tiene

|z (t) —y (t)] <e paratodot >ty toe R

Definicién A.5 (Estabilidad asintética). Decimos que Z (t) es asintdticamente estable si
es estable y para toda solucién y (t) de (A.1), existe una constante positiva b de manera
que, si |Z (to) — y (to)| < b, entonces

lm |2 (t) =y (t)] =0

t—o0
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A.2. Estabilidad. Primera aproximacion.

Las definiciones anteriores tratan sobre la estabilidad de las trayectorias. A continua-
cién, presentamos una nociéon de estabilidad ligeramente diferente. Comenzamos con un
par de definiciones,

Definicién A.6. Se define la drbita positiva que pasa por el punto xy como
OF (zo,t0) ={xzeR": x =2 (1), t = ty, T (to) = o}
Definicién A.7. Se define la drbita negativa que pasa por el punto xy como
O~ (xo,tg) ={zeR": 2=z (t), t <o, T(ty) = xo}
Ahora, introducimos la nociéon de distancia de un punto a un conjunto,

Definicién A.8. La funcion distancia a un conjunto S < R" viene definida
dg (x) = inf |y — x|
yeS

Estamos en condiciones de presentar los siguientes conceptos,

Definicién A.9 (Estabilidad orbital). Decimos que Z (t) es orbitalmente estable si dado
e > 0, existe 0 = d(g) > 0 con la propiedad de que para toda solucién y (t) de (A.1)
verificando |Z (o) — y (to)| < 0, se tiene

d(y(t),0" (zo,t0)) <& para todo t > tg, to € R

Definicién A.10 (Estabilidad orbital asintdtica). Decimos que Z (t) es asintdticamente
orbitalmente estable si es orbitalmente estable y para toda solucién y (t) de (A.1)), existe
una constante positiva b de manera que, si |z (tg) — y (to)| < b, entonces

lim d (y (1), 07 (20, t9)) =0

Las definiciones anteriores describen de manera matematica diferentes tipos de esta-
bilidad, pero es necesario obtener métodos que nos permitan discernir si una solucién es
estable o no.

A.2.1. Linealizacion

Para determinar la estabilidad de una solucién z (t) del sistema (A.1l)) es necesario
conocer la naturaleza de las soluciones “cercanas” a  (t). La hip6tesis general de partida,
f e C", parar = 1, nos garantiza que las funciones f; son diferenciables en cada punto de
Q. Sea

r=I(t)+y
una solucién préxima a Z (t). Utilizando un desarrolo de Taylor de f centrado en Z (),
tenemos

y=Df (@(1)y+0O(ly)
Esta ecuacién describe la evolucién de las soluciones cercanas a Z (t). Estamos interesados

en las soluciones arbitrariamente cercanas a Z (t), por este motivo, es natural estudiar el
sistema lineal asociado

y=Df(x{)y (A.4)
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Definicién A.11. Sea Z (t) una solucién del sistema (A.1)). El sistema lineal auténomo

L o)

5xj
se denomina linealizacion o primera aprozimacion de (A.1)) en Z (t).

Kl

j=Df 1)y Df(sz(t)):( (

Observacion A.1l.

1 La solucién del sistema
y=Df(x()y

es y(t) = x(t) — z (t), por ello, en la nueva variable y, el origen y sus propiedades de
estabilidad son, naturalmente, las mismas que las de la solucion Z (¢) de (A.1).

2 Siz (t) es un punto de equilibrio, entonces Df (Z (t)) = Df (Z) es una matriz constante,
y la solucién de (A.21)) que pasa por el punto yo € R™ viene dada por

y (1) = P @y,

En la practica, utilizaremos el método de la primera aproximacion para soluciones de
equilibrio. Debido a la observacién anterior, se exponen los siguientes resultados acerca de
la estabilidad del origen como punto de equilibrio de un sistema auténomo lineal.

Teorema A.7. El origen es un punto de de equilibrio estable de x = Ax si y solo si
Re)\ < 0 para todo autovalor A de A y la dimension de Vy, = A — A\l coincide con la
multiplicada algebraica oy para todo autovalor A de A con parte real nula.

Teorema A.8. El origen es un punto de de equilibrio asintéticamente estable de x = Ax
sty solo si Re\ < 0 para todo autovalor \ de A.

Volviendo al sistema (A.1]), se recogen los teoremas siguientes que nos permitirdn de-
terminar la estabilidad de una solucién de equilibrio.

Teorema A.9. Sea T una solucion de equilibrio de (A.1)). Si todos los autovalores de la
matriz Df (Z) tienen parte real negativa, entonces T (t) es asintéticamente estable.

Teorema A.10. Sea T una solucion de equilibrio de (A.1)). Si algin autovalor de la matriz
Df(z) tienen parte real positiva, entonces T (t) es inestable.

Observacion A.2. Cabe destacar que la estabilidad del origen en (A.4) no se transfiere a
la solucién de equilibrio Z de (A.1)), es decir, si alguno de los autovalores de D f (Z) tiene
parte real nula, el método de la primera aproximacién no decide.

La observacion anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién A.12. Sea x = Z un punto fijo de (A.1]), x € R™. Se dice que T es un punto
fijo hiperbdlico si ninguno de los autovalores de D f (Z) tiene parte real nula.
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A.3. Funciones de Liapunov

Para estudiar las propiedades de estabilidad de una solucién de equilibrio, necesitamos
conocer la naturaleza de los autovalores de su matriz jacobiana. Dichos autovalores son las
raices del polinomio caracteristico, por este motivo, presentamos los siguientes resultados
acerca de las raices de un polinomio cualquiera

p(\) = aA"+a N Lt ap At a,, a;€R, a0 #0 (A.5)

Teorema A.11 (Regla de los signos de Descartes). Consideramos la secuencia de coefi-
cientes de ({A.5))

Qp,y Qp—1, "+ , 01, Qo

Sea k el numero total de cambios de signo de un coeficiente al siguiente en dicha secuencia.
Entonces el nimero de raices reales positivas del polinomio es igqual a k, o bien k menos
un numero entero positivo.

El dltimo resultado requiere de la siguiente definicion previa

Definicién A.13. Se denomina tabla de Routh asociada al polinomio (A.5)) a

Ao (25)) ay ag
a1 as as a7
31 3,2 33 3,4

Ta1 42 T43 a4

Tn+1,1 Tn+1,2 Tn+13 Thn414

donde

) T2

(7“2‘,1 Ti2 ) = (7“1‘—2,2 ri—2,3 =+ (Ti—1,2 Ti-13 ) (l > 2)

Ti-1,1
Teorema A.12 (Test de Routh-Hurwitz). Todas las raices del polinomio (A.5|) tienen
parte real estrictamente menor que cero si y solo si todos los n+1 elementos de la primera
columna de la tabla de Routh son distintos de cero y tienen el mismo signo.

A.3. Funciones de Liapunov

El método de Liapunov se utiliza para determinar la estabilidad de puntos fijos cuando
el método de la primera aproximacion no nos permite obtener informacion relevante. La
teoria de Liapunov se caracteriza por su gran extension, por esta razon, en este apartado
nos limitaremos a introducir rigurosamente el concepto de funcion de Liapunov y los
teoremas que nos permiten conocer la naturaleza de un punto fijo a partir de dicha funcién.

En cuanto a la idea intuitiva de este método, supongamos que tenemos un sistema
auténomo no lineal con un punto fijo Z y queremos determinar su estabilidad. Utilizando
los conceptos relacionados con la definicién de estabilidad expuestos en la seccién anterior,
podemos garantizar que es suficiente con encontrar un entorno U® de Z con la propiedad
de que las Orbitas que comienzan en dicho entorno permanecen en U® para todo instante
positivo (no distinguimos entre estabilidad y estabilidad asintética). Para ello, tendriamos
que probar que el campo vectorial es, o bien tangente al contorno de U* de T, o bien
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apunta hacia el interior de dicho entorno. Esta situacion deberia satisfacerse a medida que
reducimos el entorno U? hacia T.

En términos generales, podemos decir que una funciéon de Liapunov es una funcién de
estado V (1, ..., x,) que evoluciona monétonamente con el tiempo. Ademads, diremos que
V =V (x) es una funcién de Liapunov para el sistema cuando es decreciente a lo
largo de sus soluciones.

Consideremos el sistema auténomo no lineal y denotemos por ¢ (¢, x) el flujo
generado por dicho sistema. Ademads, supongamos que ¢ (to, xg) = zg. Sea V : 2 — R una
funcién diferenciable con continuidad. Emplearemos la siguiente notacion,

(V<ep={reQ:Vix)<c}
{(V<et={reQ:V(x)<c}
(V=c={reQ:V(zx)=c}

En particular, denotaremos por V, al conjunto {V' < ¢}. La variacién de la funcién V' a los
largo de las soluciones x (t) = ¢ (t, zo) viene dada por la siguiente expresién

d
SV (@ (1) = DV (2 (1))

= Do, V(€ (®) - fr () + -+ Do, V(2 () - fu (D)

de manera que el signo de la expresiéon anterior nos dird si V' crece o decrece a lo largo de
las soluciones. Cabe destacar que esta expresion se puede calcular para el instante ¢ = 0
sin conocer las soluciones del sistema ((A.1)), pues z (0) = xy y tenemos que

d

EV (x (t,z0)) . = DV (x0) - f (x0)

La expresion anterior recibe el nombre de derivada de V' a lo largo de las soluciones de

y se denota por .
V(z) = DV (z) f ()

Una vez establecidos los conceptos anterior, presentamos la definicion de funciéon de Lia-

punov,

Definicién A.14. Decimos que V' es una funcion de Liapunov del sistema (A.I)) en un
subconjunto A de R™ si V' (z) < 0 para todo punto x de A. Andlogamente, decimos que
V' es una funcion de Liapunov estricta del sistema (A.1)) si V' (x) < 0 para todo punto z
de A.

Observamos que, si V' es una funcién de Liapunov en todo R™ y x (t) es una solucién
de (A.1)), entonces se cumple que 4V (z (t)) < 0, luego V (z (t)) es decreciente a lo lago
de dicha solucion y, en particular, tenemos que

V(x(t)) <V (x(ty)), paratodot =t

Luego, podemos concluir que los conjuntos de nivel V. son positivamente invariantes.
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Teorema A.13 (Estabilidad / Estabilidad asintética de Liapunov). Consideremos el sis-
tema auténomo no lineal (A.1)). Sean T un punto fijo de dicho sistema yV : U* —> R una
funcion C* definida en un entorno U® de T. Entonces,

» Si 'V es una funcion de Liapunov en U* — {Z} y se verifican
V(E)=0 && V(z)>0siz#7
Entonces, T es estable.
» Si 'V es una funcidn de Liapunov estricta en U* — {Z} y se verifican
V(E)=0 && V(x)>0six#zx

Entonces, T es asintoticamente estable.

A.4. Variedades invariantes

Comenzamos esta seccién, como es natural, introduciendo los conceptos de conjunto
y variedad invariante. Las variedades invariantes adquieren un papel fundamental en el
estudio de los sistemas dinamicos. Posteriormente, presentamos una coleccion de resultados
que nos permitiran conocer la naturaleza de las variedades invariantes estables, inestables
y centrales de un sistema auténomo no lineal, realizando previamente un andlisis de las
mismas en sistemas lineales.

Recordemos que hemos estudiado la estabilidad de un punto fijo z € R" de
basdndonos en las propiedades de estabilidad del origen como punto de equilibrio del
sistema

y=Df(2)y

Dicho sistema puede transfomarse en el sistema z = Jz realizando un cambio de coordena-
das, siendo J la forma canénica de Jordan de la matriz D f (z). Esto nos permite resolver
el sistema de manera sencilla, mediante la exponencial de J.

A continuacion, presentamos algunas definiciones,

Definiciéon A.15. Consideremos el sistema (A.1}) y sea S un subconjunto de < R"™.
Entonces

= Decimos que S es positivamente invariante si para todo zy € S se verifica que
x(t,0,20) € S para todo t = 0, t € R. Es decir, si la érbita positiva que pasa por x
en el instante cero, O (zg,0), permanece en S para todo xg € S.

= Decimos que S es negativamente invariante si para todo zy € S se verifica que
x (t,0,20) € S para todo t <0, t € R. Es decir, si la érbita negativa que pasa por x

en el instante cero, O~ (zg,0), permanece en S para todo xg € S.

= Decimos que S es invariante si es a la vez positiva y negativamente invariante.
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Observamos que un conjunto invariante tiene la propiedad de que todas las trayectorias
que comienzan en en dicho conjunto permanecen en el mismo para todo instante posterior
y anterior.

El concepto de variedad requiere de un estudio detallado, en este texto sélo recogemos
la parte tedrica de dicho concepto que vamos a emplear. Desde un punto de vista general,
una variedad es un conjunto que localmente tiene estructura de espacio Euclideo. En la
practica, las variedades son tratadas como superficies m-dimensionales contenidas en R".
Si la superficie no tiene puntos singulares, por el teorema de la funciéon implicita, puede
ser localmente representada como un grafo. Diremos que una superficie es una variedad
C" si los grafos “locales” que la representan son C".

Ahora, estamos en condiciones de presentar el siguiente concepto,

Definicién A.16.

= Decimos que un conjunto invariante S < R™ es una wvariedad C" invariante si S
tiene estructura de variedad C" diferenciable.

= Decimos que un conjunto positivamente invariante S < R™ es una wvariedad C"
positivamente invariante si S tiene estructura de variedad C" diferenciable.

= Decimos que un conjunto negativamente invariante S < R"™ es una variedad C"
negativamente invariante si S tiene estructura de variedad C" diferenciable.

A.4.1. Subespacios estables, inestables y centrales de un sistema
auténomo lineal

Nuestro objetivo es estudiar la estructura de las 6rbitas cercanas a los puntos fijos, de
esta manera comprenderemos el papel fundamental que juegan las variedades invariantes.
Sea T un punto fijo de (A.1)). Consideremos el sistema lineal asociado

y = Ay

donde A = D f (Z) es una matriz constante real de dimensién n x n. La solucién del sistema
lineal anterior, que pasa por el punto y, € R™ en el instante t = 0, viene dada por

y (t) = e™yo
A continuacién, hacemos un breve repaso de dlgebra lineal,

Definicién A.17. Sea A\ un autovalor de la matriz A de multiplicidad n,. Se denomina
subespacio generalizado correspondiente al valor propio A

Vi=Ker (A— X"
La dimension de V) es la multiplicidad algebraica del valor propio, ny.

Definicién A.18. Sea \ un autovalor real de la matriz A de multiplicidad n,. Decimos
v e R"™ es un autovector generalizado de A asociado al valor propio A si

(A= AD™ 7 =0

Los autovectores generalizados asociados a un autovalor real son reales.
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Definicién A.19. Sea A un autovalor no real de la matriz A de multiplicidad n,. Decimos
v e C" es un autovector generalizado de A asociado al valor propio A si

(A=A T=0
Los autovectores generalizados asociados a un autovalor no real son no reales.

Teorema A.14. Silos valores propios de una matriz A de dimension n x n de coeficientes
reales son distintos, entonces R"™ se descompone en suma directa de subespacios uno y
dos-dimensionales. Cada uno de estos subespacios es invariante bajo el flujo que define el
sistema lineal y = Ay.

Ademds, si A tiene algin valor propio con multiplicidad estrictamente mayor que 1, el
subespacio generalizado asociado a dicho valor propio también serd invariante respecto al
flujo del sistema anterior, con dimension igqual a su multiplicidad.

Utilizaremos la siguiente notacion,

= u;, 1 <1< n, denotaran los autovectores generalizados de A asociados a los valores
propios con parte real positiva.

» 5;, 1 < j < ng denotardn los autovectores generalizados de A asociados a los valores
propios con parte real negativa.

= ¢, 1 <k < n. denotaran los autovectores generalizados de A asociados a los valores
propios con parte real cero.

Claramente, n. + ns + n, = n. En este momento, estamos en condiciones de exponer los
siguientes conceptos y sus propiedades,

Definicién A.20.

1. El espacio invariante generado por los autovectores generalizados u; se denomina espacio
inestable del punto estacionario y = 0, denotado como E*“.

2. El espacio invariante generado por los autovectores generalizados s; se denomina espacio
estable del punto estacionario y = 0, denotado como FE?.

3. El espacio invariante generado por los autovectores generalizados ¢ se denomina espacto
central del punto estacionario y = 0, denotado como E°.

Observemos que estos subespacios (o variedades) son invariantes, en el sentido de que
las soluciones de y = Ay con condiciones iniciales contenidas estrictamente en E°, E" o
E® deben permanecer en el subespacio correspondiente para todo instante.

Corolario A.3. Se verifica que
R"=E‘®@FE“®FE°

Estamos interesados en el comportamiento asintético de las soluciones de y = Ay que
comienzan en un punto cualquiera de los tres subespacios anteriores. Por este motivo, se
presenta el siguiente resultado
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Teorema A.15.

» Para cualquier yy € E*, se verifica que la solucion y (t) = e*lyy de y = Ay tiene la
propiedad
lim y(t) =0

t—+0

Por ello, E® recibe el nombre de variedad estable.

» Para cualquier yy € E*, se verifica que la solucion y (t) = ey de y = Ay tiene la
propiedad
lim y(t) =0

t——0o0

Por ello, E" recibe el nombre de variedad inestable.

En otras palabras, las soluciones que comienzan en E° se aproximan asintéticamente a
)
y = 0 cuando t — +00, y las soluciones que empiezan en E* se aproximan asintoticamente
ay = 0 cuando t — —oo0.

A.4.2. Variedades estables, inestables y centrales de puntos fijos
de un sistema auténomo no lineal

El apartado anterior nos proporciona las herramientas necesarias para poder abordar

el siguiente estudio. Sea Z un punto fijo del sistema (A.1]), consideremos el sistema lineal

asociado
y=Ay, yeR"

donde A = Df (z). Las variedades estables, inestables y centrales nos permitirdn conocer
la naturaleza de las soluciones “cercanas” a .

En primer lugar, transformamos el punto fijo x = Z en el origen mediante una traslacion
y = v — Z. En particular, el sistema se convierte en

?J:f(j"i‘y), yERn
Realizando un desarrollo de Taylor de f (Z + y) centrado en x = &, obtenemos
y=Df(@y+R(y), yeR" (A.6)

siendo R(y) = O (|y|2) Utilizando algebra elemental, podemos encontrar una transfor-
macion lineal T que transforma el sistema lineal y = Ay en un sistema diagonal

U A, 0 0 U
v|l=10 A, O v (A.7)
w 0 0 A w

donde T 'y = (u, v, w) € R* x R* x R¢. Naturalmente, s + ¢ + u = n.
= A, es una matriz de dimension s x s que tiene los autovalores con parte real negativa.

= A, es una matriz de dimensién u x u que tiene los autovalores con parte real positiva.
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= A. es una matriz de dimension ¢ x ¢ que tiene los autovalores con parte real cero.

Utilizando esta misma transformacion lineal para el sistema no lineal (A.¢)), obtenemos la
siguiente ecuacion

v = A+ Rs(u,v,w)
v o= Ao+ R, (u,v,w) (A.8)
w = Aw+ R (u,v,w)

siendo Rg (u,v,w), R, (u,v,w), y R.(u,v,w) las primeras s,u, y ¢ componentes, respec-
tivamente,del vector TR (y).

Desde el apartado anterior, sabemos que el sistema tiene una variedad estable
invariante s-dimensional, una variedad inestable invariante u-dimensional, y una variedad
central invariante c-dimensional, intersecando todas ellas en el origen.

El siguiente teorema tiene especial relevancia, nos garantiza la existencia de variadades
estables, inestables y centrales en un entorno de un punto fijo.

Teorema A.16 (Variedades locales estables, inestables y centrales de puntos fijos). Su-
pongamos que el sistema (A.8]) es C", r = 2. Entonces el punto fijo (u,v,w) =0 de (A.8))
posee:

» Una variedad C" s-dimensional local, invariante y estable, denotada por W _(0).
» Una variedad C" u-dimensional local, invariante e inestable, denotada por W}, (0).
» Una variedad C" c-dimensional local, invariante y central, denotada por W (0).

intersecando todas ellas en (u,v,w) = 0. Estas variedades son tangentes a los respec-
tivos subespacios invariantes del sistema lineal (A.7)) en el origen, luego son localmente
representables como grafos. En particular, tenemos

Wise (0) = {(u, v, w) € R* x R" x Re|v = hy (u) ,w = hy, (u);
Dhs (0) =0, Dk, (0) = 0; |u| suficientemente pequeno}

Wige (0) = {{u, v, w) e R* x R" x Rf|u = hy; (v) ,w = hy; (v) ;
Dh¥(0) = 0, Dh (0) = 05 |v| suficientemente pequeno}

WeL(0) = {(u, v, w) € R®* x R* x R¢u = h (w),v = hS (w);
Dh¢ (0) = 0, DhS (0) = 0; |w| suficientemente pequerio}

donde h? (u), hs (u), bt (v), hY (v), kS (w), hS (w) son funciones C". Ademds, las tra-
yectorias en W . y W, tienen las mismas propiedades asintoticas que las trayectorias
en E° y E“, respectivamente. En sentido estricto, trayectorias con condiciones inicia-
les en W _(0) (respectivamente W}, (0)) se aproximan asintéticamente al origen cuando
t — +oo (respectivamente t — —).

Cabe destacar el término “local”, en el sentido de que estas variedades sélo estan
definidas en un entorno del punto fijo como un grafo. Supongamos que dicho punto fijo
es hiperbdlico, entonces, por el teorema anterior, las trayectorias del sistema no lineal en
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un entorno suficientemente pequeno del origen tienen el mismo comportamiento que las
trayectorias asociadas al sistema lineal.

A continuacién, presentamos las siguientes definiciones con el objetivo de relacionar
todos los conceptos expuestos hasta ahora.

Definicién A.21. Sea xy un punto estacionario hiperbélico de (A.1)).

= Decimos que g es un sumidero si todo autovalor de D f () tiene parte real negativa.

Luego W, (o) = .

= Decimos que xg es una fuente si todo autovalor de D f (z) tiene parte real positiva.

Luego Wi, (z0) = &.
= En otro caso, decimos que zy es un punto de silla.

Por 1ltimo, como es natural, mostramos un teorema que nos garantiza la existencia de
dichas variedades.

Teorema A.17. Supongamos que el origen es un punto estacionario hiperbolico de ((A.1).
Sean E° y E* los espacios estable e inestable del sistema lineal asociado y = Df (0)y.
Entonces, existen variedades locales estable e inestable, W . (0) y Wk.(0), de la misma
dimension que E® y E" respectivamente.

A.5. Variedades centrales

El objetivo de esta seccion es profundizar en el estudio de las variedades centrales pre-
sentadas en el apartado anterior. Estas variedades desempenan un papel fundamental para
determinar la naturaleza de un punto fijo cuando el método de la primera aproximacién
no nos permite obtener ningin resultado satisfactorio.

En la teoria de los sistemas dinamicos, existen dos aproximaciones que nos permiten
simplificar dichos sistemas: la primera de ellas consiste en reducir la dimensionalidad del
sistema, mientras que la segunda sugiere eliminar la no linealidad del mismo.

Existen fundamentalmente dos teorias que nos proporcionaran las técnicas necesarias
para llevar a cabo las dos aproximaciones anteriores, la teoria de las variedades centrales
y la teoria de las formas normales. Ademads, constituiran la base para el desarrollo de la
teoria de la bifurcaciéon en sistemas no lineales que presentaremos en un apartado posterior.

En esta seccion, nos centraremos en la teoria de las variedades centrales. Recordemos
que, dado un sistema lineal

x=Ax, zeR"

donde A es una matriz de dimensién n x n, existen subespacios invariantes £¢, E®* y E* co-
rrespodientes a los espacios generados por los autovectores generalizados que corresponden
a los autovalores con parte real cero, negativa y positiva respectivamente.

Sabemos que cuando un punto de equilibrio no es hiperbdlico, es decir, posee un au-
tovalor con parte real cero, el método de la primera aproximacién no nos permite obtener
conclusiones acerca de la estabilidad de dicho punto. La teoria de las variedades centrales
nos permite resolver esta cuestion, para ello, en esta seccién supondremos que £* = . En
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otras palabras, consideraremos puntos de equilibrio que no poseen autovalores con parte
real positiva.

Esta teoria prueba la existencia de una variedad central invariante que pasa por el
punto de equilibrio en cuestién, a la cual se puede restringir el propio sistema con el
proposito de estudiar el comportamiento asintotico de las soluciones en un entorno del
punto fijo.

A.5.1. Variedades centrales para campos vectoriales

Con las premisas anteriores, el sistema (A.8]) adquiere la siguiente forma:

= Az + f(z,y)

. ,y) € R® x R? A9
i=By+gly) Y (49)

donde A es una matrix de dimension ¢ x ¢ teniendo en su diagonal los autovalores con
parte real cero, B es una matrix de dimensién s x s con los autovalores con parte real
negativa en su diagonal, f y g son funciones C" (r = 2) con las siguientes propiedades:

Definicién A.22. Una variedad invariante se denomina variedad central para el sistema
(A.9) si puede ser localmente representada como

We(0) ={(z,y) e R*x R*: y = h(x),|z| <0, h(0) =0,Dh(0) =0}
para ¢ suficientemente pequeno.

Observemos que las condiciones h (0) = 0y Dh (0) = 0 sugieren que W (0) es tangente
al subespacio central invariante E° en el punto (0,0). Con el fin de seguir un orden natural,
el primer resultado que presentamos es un teorema de existencia.

Teorema A.18 (Existencia). Eziste una variedad central C" para el sistema (A.9). La
dindmica del sistema anterior restringida a la variedad central viene dada por la siguiente
ecuacton c-dimensional

= Au+ f (u,h(u)) wuwelR® (A.10)

para u suficientemente pequeno.
El siguiente teorema nos va a permitir estudiar la dindmica de las soluciones de (A.9

cercanas al origen a partir de la dindmica de las soluciones del sistema restringido (A.10
proximas a u = 0.

Teorema A.19 (Estabilidad).

1 Si la solucion cero del sistema restringido (A.10) es estable (asintoticamente estable)
(inestable), entonces, la solucion cero del sistema completo (A.9)) es también estable
(asintoticamente estable) (inestable).
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11 Supongamos que la solucion cero del sistema restringido (A.10)) es estable. Si (z (t),y (t))
es una solucion del sistema completo con condiciones iniciales (x (0),y (0)) su-
ficientemente cercanas al origen, entonces existe una solucion u (t) del sistema
tal que

z(t)=u(t)+ 0O (e )
y(t) =h(u(t)+0(e™)

cuando t — oo. Siendo v una constante positiva.

El teorema anterior cobra suma importancia. De manera intuitiva, afirma que para
condiciones iniciales del sistema completo suficientemente pequenas, las trayectorias
que las atraviesan se aproximan asintoticamente a una trayectoria de la variedad central.

El siguiente objetivo es calcular la variedad central W€ (0). Observemos que dicha
variedad es el grafo de la funcién h (-), por lo que reducimos el problema a obtener esta
funcién. Consideremos la variedad central

We(0) ={(z,y) e R*x R*: y = h(x),|z| <0, h(0) =0,Dh(0) =0}

para J suficientemente pequeno. Utilizando la invariancia de esta variedad bajo la dindamica
del sistema completo (A.9)), obtendremos una ecuacién diferencial quasilineal que la funcién
h(-) deberd satisfacer. Seguimos los siguientes pasos:

» Las coordenadas (x,y) de cualquier punto de W€ (0) satisfacen
y =h(z)

» Derivando la ecuacién anterior respecto al tiempo ¢, obtenemos que las coordenadas
(2,9) de cualquier punto de W (0) verifican

j = Dh(z)i

= Cualquier punto de la variedad central estd sujeto a la dindamica generada por el
sistema completo (A.9). Por este motivo, sustituyendo

&t =Ax+ f(z,h(z))
y = Bh(x)+g(z,h(x))

en la ecuacién anterior, obtenemos
Dh (z) [Ax + f (z,h (x))] = Bh(z) + g (z, h (x))
Atendiendo a los pasos anteriores, definimos
N (h(x)) = Dh(z)[Az + [ (x,h(x))] — Bh(z) — g (x,h(x)) =0 (A.11)

La ecuacién anterior (A.11]) es una ecuacién diferencial parcialmente quasilineal que la
funcién h (x) debe satisfacer debido a que su grafo debe ser una variedad central invariante.

Sin embargo, resolver la ecuacién (A.11) puede resultar mas complejo que nuestro
problema de partida. Por esta razon, el siguiente teorema nos proporciona un método
para computar una solucién aproximada de la misma para cualquier grado de exactitud
que sea requerido.
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Teorema A.20 (Aproximacion). Sea ¢ : R — R® una funcion C" verificando que h (0) =
Dh (0) =0 tal que
N (¢ () = O(|2)

cuando x — 0, para algun q estrictamente mayor que 1. Entonces,
h(z) — ¢ (x)| = O (|z[")
cuando x — 0.

Gracias a este teorema, para calcular la funcién h (z) consideraremos desarrollos de
Taylor con coeficientes arbitrarios alrededor del origen del grado de exactitud que desee-
mos. Sustituyendo el desarrollo anterior en obtendremos los coeficientes del desa-
rrollo de Taylor buscados.

A.5.2. Variedades centrales dependientes de parametros

En este apartado estudiaremos la técnica a proceder cuando el campo vectorial es
dependiente de parametros. Del mismo modo que en lo desarrollado previamente, supon-
dremos E* = (J y escribiremos el sistema indicando explicitamente la dependencia
respecto a los parametros de la siguiente forma:

T=Ax+ f(z,y,¢)

. x,y,e) € R x R® x RP A12
y = By +g(x,y,¢) (9. €) (A.12)

donde
f£(0,0,0) =0, Df(0,0,0)
g(0,0,0) =0, Dg(0,0,0)

siendo f y g funciones C" en un entorno de (z,y,¢) = (0,0,0). Las matrices A y B vienen
definidas como en el sistema y asumiremos que no dependen del parametro . Mas
adelante, justificaremos esta decisién.

La técnica para trabajar con sistemas parametrizados consiste en considerar el parame-
tro € como una nueva variable independiente, es decir, escribimos el sistema ({A.12)) como

0
0

T=Ax+ f(z,y,¢)
£=0 (xz,e,y) € R® x R? x R® (A.13)
y=DBy+g(z,ye)

Naturalmente, el sistema posee un punto fijo en (z,e,y) = (0,0,0). Utilizando
el método de la primera aproximacion, la matriz correspondiente al sistema linealizado de
tiene ¢ + p autovalores con parte real cero y s con parte real negativa. Estamos en
condiciones de aplicar la teoria de las variedades centrales descrita anteriormente.

Modificando la definiciéon de variedad central, afirmamos que puede ser representada
como un grafo sobre las variables z y ¢, es decir, como el grafo de la funcién h (x,¢)
para (z,¢) suficientemente pequenos. Aplicando el teorema de existencia de variedades
centrales, el sistema restringido viene dado por

= Au+ f(u,h(u,e),e)

i_0 (u,e) € R x R? (A.14)
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Procediendo de esta forma, respecto a la matriz A del sistema completo estamos
anadiendo p nuevas direcciones centrales que no tienen dinamica. Por esta razon, la teoria
descrita anteriormente resulta tremendamente 1til.

Del mismo modo que en el apartado anterior, nuestro objetivo es computar la variedad
central. En otras palabras, obtener la funcién h (z,e). Gracias al teorema de existencia,
tenemos

We(0) = {(z,e,y) e R* x R” x R® : y = h(z,¢),|z| < §,|z| < §,h(0,0) = 0,Dh(0,0) =0}

para ¢ y 0 suficientemente pequenos. Utilizando la invariancia del grafo de h (x,€) bajo la
dindmica del sistema parametrizado (A.13) tenemos

y = D,h(x,e)i+ D.h(x,e)e = Bh(x,e) + g(x,h(x,e),¢)
Sustituyendo el sistema restringido (A.14)) en la ecuacién anterior, obtenemos
N (b (,2)) = Doh (2,2) [Az + [ (,h (5,2) )] — Bh (2,) - g (2. h (z,€) &) = 0 (A.15)

una ecuacién diferencial parcialmente quasilineal que la funcién h (x,€) debe satisfacer
debido a que su grafo es una variedad central.

Observamos que la ecuacion obtenida anteriormente es muy similar a la ecuacién ((A.11))
del apartado previo. Por esta razén, utilizaremos la misma técnica comentada en el desa-
rrollo de dicha ecuacién para obtener una soluciéon aproximada de ((A.15)).

Al considerar £ como una variable independiente, los términos de la forma

vie; 1<i<s, 1<j<p

se convierten en términos no lineales. Por este motivo, las partes de las matrices A y B
dependientes de € se consideran términos no lineales y se incluyen en las funciones f y g
respectivamente.

A.6. Formas normales

La teoria de las formas normales nos permite simplificar los sistemas dinamicos encon-
trando un sistema de coordenadas en el cual el sistema adquiere su forma mas “simple”.
Es un método local en el sentido de que la transformacién de coordenadas mencionada
anteriormente esta definida en un entorno de un punto fijo.

En una primera parte, presentamos el marco tedrico que consituye la base de este
método. Posteriormente, aplicaremos estos resultados para calcular la forma normal para
la bifurcacién de Poincaré-Andronov-Hopf, que cobrard vital importancia en este trabajo.
Cabe mencionar que todavia no hemos introducido el término bifurcaciéon que presentare-
mos mas adelante, pero no es necesario para la comprension de los resultados obtenidos.
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A.6.1. Desarrollo tedrico

Consideremos el campo vectorial
w=Gw), weR" GeC"(r=4)

siendo w = wy un punto fijo del mismo. Realizamos una traslacién del punto fijo al origen
mediante
v=w—wy, vER"

y obtenemos
v =G+ w) = H (v)

A continuacién, separamos la parte lineal de la no lineal mediante DH (0), es decir,
v = DH (0)v + H (v)

siendo H (v) = O (|v|2) Denotamos por T a la matriz que transforma DH (0) en su forma
canoénica de Jordan real. Entonces, utilizando la transformacién

v="Tx

conseguimos
=T 'DH(0)Tz+ T 'H(Tz)
Utilizando la notacion,
J=T'DH(0)T
F(x)=T"'H (Tz)

escribimos el sistema de partida como
t=Jr+F(z), xzeR" (A.16)

Recordando la idea mencionada en la introduccion de este apartado, observamos que la
transformacion v = Tz permite simplificar la parte lineal del sistema lo méximo posible.
Realizando un desarrollo de Taylor de F' (x), reescribimos el sistema (A.16]) como

t=Jr+ Fy(x)+ F3(x)+---+ F_1 () + O(|z]") (A.17)

siendo F; (x) el término de orden i en dicho desarrollo. Nuestro objetivo es “simplificar”
los términos de orden dos de la ecuacién anterior. Para ello, introducimos la siguiente
transformacion de coordenadas

r=y+hy(y)

donde hy (+) es un término de orden 2 en la variable y. Sustituyendo la ecuacién anterior,

= (d + Dhy(y))y (A.18)
=Jy+Jha (y)+ Fo(y+ha(y) +-+ Fr1(y+ha(y)) + O (z]") (A.19)
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Podemos escribir cada término de la forma Fy, (y + hs (y)) mediante un desarrollo de Taylor
cOmo
Fi.(y)+ 0O <|y|k+1> +---4+0 <|y|2k) para2 < k<r-—1

De esta manera, la igualdad (A.18) se transforma en

(id + Dhy () §=Jy+ Jha(y) + Fa(y) + Fa(y) +-+ F,o1 () + O(ly]")  (A.20)

donde F, (y) denota el término de orden O (|y|k) que ha sido modificado como conse-

cuencia de la transformacion de coordenadas.
Ahora, para y suficientemente pequeno podemos escribir mediante un desarrollo de
Taylor
(id + Dhy ()™ =id — Dhs (y) + O (ly[*)

de manera que sustituyendo en ({A.20)) obtenemos
i =Jy+Jhy(y) = Dhy(y) Jy+ Fr(y) + Fs () + -+ Fr 1 () + O (ly")  (A21)

Cabe destacar que la elecciéon de hs (y) ha sido totalmente arbitraria. Por esta razdn,
elegiremos hs (y) de tal manera que los términos de O (|y|2) sean lo mds simple posible.
En el mejor de los casos, si existe hy (y) tal que

Dhy (y) Jy — Jhs (y) = F2 (y) (A.22)

eliminarfamos F5 (y) de la ecuacién (A.21)), es decir, los términos de orden 2.

Naturalmente, nuestro problema se reduce a resolver la ecuacion que sera lineal
en algin espacio vectorial. Por este motivo, estructuramos la resolucién de esta ecuacion
en los siguientes tres puntos,

» En primer lugar, introducimos el espacio vectorial de campos de vectores polino-
miales homogéneos de grado k, denotado por Hy. Sea {si,...,s,} una base de R" y
denotamos por (yi, ..., y,) las coordenadas de un punto y € R". Consideramos como
coeficientes de cada uno de los elementos de la base a los polinomios homogéneos de
grado k, es decir,

(" ys® o yn™) si ij =k, myeZ”
j=1

Estos objetos son vectores cuyas componentes son polinomios homogéneos de grado
k. El espacio vectorial lineal constituido por el conjunto de todos estos objetos se
denota por Hj. Obviamente, una base de este espacio estara formada por los vectores
resultantes de multiplicar todos los posibles polinomios homogéneos de grado k por
cada elemento de la base s;.

» Podemos considerar a hs (y) como un elemento de Hy. De esta manera, la aplicacién

ha (y) — Dha (y) Jy — Jha (y)
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es lineal de Hy en H,. Andlogamente, podriamos definir la apliaciéon anterior para
cualquier elemento hy (y) € Hy,

hi (y) = Dhy. (y) Jy — Jhy (y)

Esta aplicaciéon es especialmente utilizada en el algebra de Lie, por esta razén es
denotada por

LY (hy, () = — (Dl (y) Ty — Thi (1))

Un Algebm de Lie es una estructura algebraica definida sobre un espacio vectorial,
asociada habitulamente a los grupos de Lie y ampliamente utilizadas en el estudio de
dichos grupos y de otras variedades diferenciables. En honor al matematico noruego
Sophus Lie, dada una aplicacion lineal L, se define el corchete de Lie

[,L] . Hk i Hk
Y — (DL)Y — (DY) L

siendo Y un campo vectorial. Claramente, el corchete de Lie es un operador bilineal
y, en nuestro caso L = Jy.

Una vez presentados los conceptos anteriores, abordamos la resolucién de la ecuacién
. Como F (y) es un término de grado dos en la variable y, podemos conside-
rarlo como un elemento de H,. Basandonos en el dlgebra lineal, es conocido que H,
se puede representar como

Hy, = L'Y (H,) ® G,

siendo G el espacio complementario a Lsz) (H,). Esto justifica que resolver la ecua-

cién (A.22)) es equivalente a resolver una ecuacién de la forma Az = b en dlgebra
lineal.

Si Fy (y) esté en LSQ) (H,), podemos encontrar hy (y) de forma que todos los términos
O (|y|2) son eliminados de la ecuacién (A.21). En cualquier caso, elegiremos hy (y)
de tal manera que todos los términos O (|y|2) de la ecuacion pertenezcan a
(G5. Denotaremos estos términos por

Fy (y) € Go

donde el superindice r hace referencia al término resonancia. Siguiendo los pasos
anteriores, eligiendo adecuadamente hs (y), la ecuacién (A.21) puede ser escrita como

~

G=Jy+Fy(y)+Fs(y)+-+ Fooi (y) + O(ly|")

La ecuacion anterior esclarece lo que se comentaba al principio de esta seccién de
“simplificar” los términos de orden dos. Introduciendo el cambio de coordenadas
r =y + hy (y) eligiendo hsy (y) cuidadosamente, en el nuevo sistema de coordenas
todos los términos O (|y|2) que aparecen en la ecuacion se encuentran en el espacio

complementario a LSQ) (H,). Si LSQ) (Hy) = H,, entonces todos los términos de orden
dos pueden ser eliminados.
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Para simplificar los términos O (|y|3) procedemos de manera andloga. Introducimos el
cambio de coordenadas

=1y + hs(y)

siendo h3 (y) un término de orden tres en la variable y. Realizando cdlculos similares que
en el caso de orden dos, tenemos

~
~

§=Jy+ Fy (y) + Jhs (y) — Dhs (y) Jy + F3 (y) + Fy(y) +--- + Fo (y) +O(lyl")
(A.23)

Empleamos la notacion I3 x (y) para 4 < k < r —1 con el objetivo de enfatizar que dicha
transformacion de coordenadas modifica los términos de orden superior a tres. Del mismo
modo que antes, tenemos

Dhs (y) Jy — Jhs (y) = F3 (y)

Realizando los mismos pasos que en el caso de orden dos y empleando el operador corchete
de Lie, escribimos
Hy = LY (Hy) ® G

siendo Gy el espacio complementario a LS?’) (Hs3). Ahora, los términos de orden tres se

pueden simplificar y los denotamos por
F3 (y) € Gs

De manera similar, escribimos la ecuacion (A.21)) como

~
~

G=Jy+F () +Jy+Fy () + Fa(y) + +Foy (y) + O(Jyl")

Si LS?’) (Hs) = Hj, entonces todos los términos de orden tres pueden ser eliminados.

Observamos que, en funciéon de los términos que deseemos simplificar, el desarrollo
tedrico anterior muestra que este proceso puede convertirse en un proceso iterativo. El
siguiente teorema prueba que esto realmente sucede asi.

Teorema A.21 (Forma Normal). Utilizando una secuencia de coordenadas analiticas, la

ecuacion (A.17) puede transformarse en
g=Jy+F )+ Jy+ F(y) +--+ FL (y) + O(lyl") (A.24)

donde F} (y) € G para 2 < k <r —1 y Gy, denota el espacio complementario a Lsk) (Hy).
En este caso, decimos que la ecuacion (A.24)) estd en forma normal de orden r — 1.

A.6.2. Forma normal para la bifurcacion de Poincaré-Andronov-
Hopf

En esta seccién extenderemos las técnicas expuestas anteriormente para sistemas con
campos vectoriales dependientes de parametros aplicando las mismas a la bifurcacién de
Poincaré-Andronov-Hopf.
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Consideramos el sistema
t=f(x,n), zeR" pelRP (A.25)

siendo f de C" en cada variable. Supongamos que posee un punto fijo en (z, pu) =
(0,0), es decir,
/ (I7 :u) =0

Nuestro propodsito es transformar el sistema en forma normal localmente en el
punto fijo. A diferencia del caso desarrollado anteriormente, los coeficientes de la trans-
formacion de coordenadas dependeran de parametros.

La bifurcacién de Poincaré-Andronov-Hopf se produce cuando D f (0,0) posee dos au-
tovalores imaginarios puros A (0) = +iw. Supongamos = € R?, entonces existe una trans-
formacién lineal que convierte D, f (0, ) en una matriz con la siguiente forma

RA (1) =S (1)
Do f (0, ) = (%A (Z) RA (uﬁ)b)

para p suficientemente pequeno. Por el teorema de la funcién implicita, el punto fijo varia
de manera C"diferenciable con p. Por esta razén, asumiremos que x = 0 es un punto fijo
para p suficientemente pequeno. Utilizando que

R (1) = [A (w)] cos (276 (1))
SA (p) = [A ()] sin (276 (1))

podemos escribir

D f (0, 1) = A ()] (Z?s ;;g EZ)) }2;“;@0(%))

Buscamos escribir en forma normal la siguiente ecuacion

AN cos2mf (u) —sin2m0 (p)\ [z Iz, y; )
(5) =01 (ot aromaon) () + (o (4.26)
donde las funciones f¢ son no lineales en e y.

En adelante, omitiremos la dependencia explicita respecto al parametro p con el obje-
tivo de simplificar la notacién. Cuando se trabaja con autovalores complejos es habitual

utilizar coordenadas complejas, es decir,
zy _L/1 1) [z
y) 2\—i i) \z

(£)-0 20

Realizando las cuentas pertinentes, transformamos el sistema (A.26]) en

z e 0 z Fl'(z,Z;n
(?) = ( 0 e2#)\z) T\ p2 (2,Z;
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siendo

Nos centraremos en el estudio de
=N+ F' (2,7 1)

ya que la segunda componente es el conjugado complejo de la primera. De manera andloga
que en el caso sin pardmetros, realizamos un desarrollo de taylor de F'! (z,z; i) obteniendo

=N Byt B4+ Foy + O (|27, 2] (A.28)
donde Fj es un polinomio homogéneo en z y zZ de orden j cuyos coeficientes dependen de

L.

Simplificaciéon de los términos de orden dos
Consideremos la transformacién de coordenadas
2+ 2+ hy(2,%)

donde hy (z,Z) es un polinomio homogéneo de orden dos en z y Z con coeficientes depen-
dientes del pardmetro p. Por simplificidad, omitiremos la dependencia explicita respecto
a este parametro.

Utilizando la transformacion anterior, reescribimos la ecuacién como

z (1 + %) + %é = Az + Mgy + F5(2,Z) + O (3) (A.29)

Despejando tenemos

: Ohs\ . Ohs-
z = (1+ %) [)\z+)\h2+F2(z,z) —EZJFC’)(B)]

Utilizando la segunda componente de la ecuacién (|A.27))
Z=M2+ Fy(2,2) + O(3)

y, para z y Z suficientemente pequenos, el desarrollo de Taylor de

oha\ ohs
1+ 2] =1-=2 2
( +ﬁz> 8z+0()

escribimos la ecuacién (A.29) como

. Ohy  ~0Ohy_
Z=M\z )\gz AEZ+>\}L2+F2+O(3)
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Para poder eliminar los términos de orden dos se tiene que verificar
ohy —0ho_

De igual manera que en el desarrollo para el caso sin parametros, denotamos por Hs el
espacio de los polinomios homogéneos de grado dos en z y Z. Es claro que F5 puede ser
visto como un elemento de H,. Por esta razon, consideremos la siguiente aplicacion lineal

£2 . H2 — HQ
0hgy ~0hy _
hg — )\hg — ()\EZ + )\EZ)

De esta manera, resolver la ecuacién (A.30]) se ha convertido en un problema de dlgebra
lineal. Consideremos una base de Hs, es decir,

H, = span {z2, zZ,EQ}

Ahora, calculamos la imagen de la aplicacién L, de cada uno de los elementos de la base

anterior
0 — (0 |
2 O 2 R T P
Az [A(azz>z+)\(a§z)z_ Az
. 0 _ —(0 _\_] - _
)\zz—[A (azz)z—i—)\(%zz) z_ = —\z2Z

\Z° — [)\ (6232) Z4+ A (6—5_22) Zl=(A-2))7
¥4 <

Una vez realizados los calculos anteriores, la representacion matricial de la aplicacion Lo
viene dada por

—Aw) 0 0
0 —=A(w 3
0 0 (AMu) =23 (w)
Para y = 0, como la matriz D f (0,0) tiene dos autovalores imaginarios puros A (0) = +iw,
es claro que A (0) # 0y A(0) = —X(0). Luego, para p suficientemente pequeno tenemos

Ap) #0 && (M) —2X(p)) #0

Por este motivo, la dimensién de la matriz de la aplicacién L, es 3, y por tanto, la dimensién
de la imagen de esta aplicacién es 3. Concluimos,

Lo (Hy) = Hy

Luego, todos los términos de orden dos pueden ser eliminados.
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Simplificaciéon de los términos de orden tres

En el apartado anterior hemos visto que todos los términos de orden dos pueden ser
eliminados. Por tanto, tenemos

=X+ F;+0(4)
Ahora, consideremos la transformacion de coordenadas
z+— 2+ h3(2,2)

donde hs(z,Z) es un polinomio homogéneo de orden tres en z v Z con coeficientes de-
3 )

pendientes del parametro u. Realizando calculos similares que en el caso de orden dos,

obtenemos

-1
zZ = (1+ %) l)\z+>\h3+F3(z,z) —%EJFOM)]
z

0z
ch —0h
= Az — A2 — AT 4 Mg+ Fy + O (4)
0z 0z
Para poder eliminar los términos de orden tres, nuestro objetivo es resolver la ecuacion

oh —0oh
Mg+ (A2 4 A2z ) = Fy
0z 0z
Del mismo modo que en el caso anterior, consideramos el espacio de los polinomios ho-
mogéneos de grado tres en z y z, denotado por Hz. Observamos que F3 puede ser visto

como un elemento de Hs. Para resolver la ecuacién anterior, consideramos la siguiente
aplicacion lineal

£3 . Hg — H3
ohs  —0Ohs_
hg = )\hg — ()\EZ + )\EZ)

Gracias a la teoria de dlgebra lineal, sabemos que podemos escribir
Hs = L3 (H;3) ® G
siendo G el espacio complementario a L3 (Hs). Es conocido que
H; = span {23,222, z22,23}

Por ello, con el objetivo de estudiar el subespacio L3 (Hj), célculamos la imagen de cada
uno de los vectores de la base de Hs por la aplicacién Ls:

A2® — l)\ (§z3> Z4+ A (5_6_23) zZ| = —2)2°
z Z
0

z|l=—(A+ )2z

A\2Z2 — [A 0 222) 24\ <i222) z| = —2):72

z|=(A=-3))7
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Una vez realizados los cédlculos anteriores, obtenemos la matriz asociada a la aplicacién
lineal L3

—2\ (p) 0 0 0
0 —AW+Amw) 0 0
0 0 —9X (u) 0
0 0 0 A(w) = 3X(w)

Observamos que, para p = 0 se verifica
A(0) +A(0) =0

pero, el resto de columnas de la matriz de L3 son siempre no nulas para p suficientemente
pequeno. Por esta razon, la matriz anterior tiene dimensién siempre tres para p suficien-
temente pequeno. Sabemos que Hj tiene dimensién cuatro, luego todos los términos de
orden tres que se encuentren en L3 (H3) podran ser eliminados. En otras palabras, en la
forma normal solo permanceran los términos de orden tres de la forma 22z y escribiremos

=Xz +c(p)?z+0(4)

siendo ¢ (p) una constante dependiente del pardmetro pu.

Simplificacion de los términos de orden cuatro

Para llevar a cabo esta simplificacion, realizamos la siguiente observacion que nos
permitira extrapolar el resultado para todos los términos de orden par. Tanto en los
desarrollos de orden dos como de orden tres, la eliminacion de los términos de dicho orden
estaba condicionada a que la ecuacion

—0h_

oh

para algin h = z"zZ™, donde n + m es el orden del término que buscamos simplificar.
Sustituyendo el valor de h en la ecuacién anterior, tenemos

A2 — (n/\z"Em + sz”Em) =0
()\ —n\— mX) 2"Z" =0
En 11 = 0, se verifica que A = —)\, luego la ecuacién (A.31]) se anula si se cumple que
l+m—-—n=0

Es claro que la igualdad anterior no se verifica nunca si m y n son ntmeros pares. Con-
cluimos que todos los términos de orden para pueden ser eliminados. En particular, en el
caso de orden cuatro tenemos

=Xz +c(p) 2?2+ 0(5)

Suponiendo que A () = a(u) + iw (p) y c(pu) = a(p) + ib(u), escribimos la ecuacién
anterior en coordenadas cartesianas

&= az —wy + (ax — by) (2> + y°) + O (5)
y=wz+ay+ (b +ay) (z®+y*) + O 6

S—
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y en coordenadas polares

P=ar+ar® +---
y=w+br?4--.

A.7. Bifucarcién de puntos fijos

En este apartado presentamos un breve introduccién a la bifurcacién de puntos de
equilibrio de un campo de vectores parametrizado. El propdsito de la teoria de bifurcacion
es estudiar la naturaleza de un punto fijo en un campo vectorial dependiente de parametros,
es decir, su estabilidad o inestabilidad y, ademas, analizar como afecta a dicha estabilidad
o inestabilidad la variacion de los parametros.

En el estudio que llevaremos a cabo, centraremos nuestra atencién en la bifurcacién
de Poincaré-Andronov-Hopf. Por este motivo, exponemos detalladamente este tipo de
bifurcacién en esta secciéon. Como motivacion, expondremos brevemente los resultados de
la bifurcaciéon que se produce cuando la linealizacién del sistema posee un tinico autovalor
cero, siendo el resto con parte real no nula.

En primer lugar, consideramos el campo de vectores parametrizado

y=9A), yeR", AeR’ (A.32)

donde g es una funcién C" en R™ x RP. Suponemos que el sistema anterior posee un punto
fijo en (y, A) = (Yo, Ao), es decir,
g (?JO; )\0) =0

Sabemos que los puntos fijos pueden ser hiperbélicos si no tienen autovalores con parte
real cero o no hiperbdlicos en caso contrario. En primer lugar, vemos como la estabilidad
o inestabilidad de un punto fijo hiperbdlico en funcién de la variacién del parametro A no
presenta excesiva dificultad.

Consideremos que el punto fijo (yo, Ag) es hiperbdlico, es decir, la matriz

Dyg (Yo, Ao)

no tiene autovalores en el eje imaginario. Por tanto, dicha matriz es invertible. Utilizando
el teorema de la funcién implicita, afirmamos que existe una tnica funciéon C”, denotada
por y (\) con la propiedad

gly(N),A) =0 && y(N)=wo

para A suficientemente cerca de \g. Gracias al teorema ((A.3]), por la continuidad de los
autovalores con respecto a los parametros, tenemos que

Dyg(y (\),A)

no tiene autovalores con parte real cero para A suficientemente cerca de \g. Por consi-
guiente, el punto fijo hiperbélico de (A.32)) persiste y su estabilidad permanece inalterada.
En otras palabras, en un entorno de un punto fijo de (A.32]) se mantiene el mismo tipo
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de estabilidad. Por esta razén, decimos que los puntos fijos hiperbdlicos son estructural-
mente estables en el sentido de que una variacién leve de X\ no afecta a la naturaleza de la
estabilidad de dicho punto.

Debido al resultado anterior, es claro que el foco de estudio seréan los puntos fijos no
hiperbdlicos. Aqui es dénde aplicaremos la teoria de las variedades centrales expuesta
anteriormente, pues sabemos que para estudiar la naturaleza del punto fijo para A “cerca”
de )y tenemos que analizar el campo vectorial de restringido a la variedad central
asociada al mismo.

Existen varios tipos de bifurcacién, pero como hemos comentado en la introduccién
de este apartado, focalizaremos nuestra atencién en la bifurcacion de Poincaré-Andronov-
Hopf. Previamente, mostramos las condiciones que nos permiten identificar los distintos
tipos de bifurcacién asociados al caso en el que la matriz de la linealizacion posee un tinico
autovalor cero.

A.7.1. Un autovalor cero

Supongamos que la matriz D, g (yo, o) posee un tnico autovalor cero siendo los restan-
tes autovalores con parte real no nula. Por la teoria de las variedades centrales, sabemos
que la naturaleza de las soluciones cercanas a (Yo, Ao) viene determinada por la ecuacién
de la variedad central asociada a dicho punto fijo, que escribimos como

t=f(x,u), zeR, pelR? (A.33)

siendo 1 = A\ — )¢ para trasladar el punto fijo al origen. Dado que sélo existe un autovalor
cero, la dimension de la variedad central es uno. Ademas, se verifica que

£(0,0) =0 (Condicién de punto fijo)

0
of (0,0) =0 (Condicién de autovalor cero) (A.34)

or
(A.35)

Supondremos a lo largo de esta secciéon que el parametro p es un ntimero real. En el
caso de que p € RP siendo p > 1, consideraremos todos los autovalores, a excepciéon de
uno, como fijos.

De manera intuitiva, podemos decir que el término bifurcacién hace referencia al estu-
dio de la estructura de las soluciones cercanas a puntos fijos no hiperbdlicos. A continua-
cién, presentamos rigurosamente el concepto de bifurcacion.

Definicién A.23. Un punto fijo (z,u) = (0,0) de una familia uniparamétrica de un
campo de vectores unidimensional se dice que experimenta una bifurcacion en p = 0 si el
flujo para valores de p y x cercanos a cero no es cualitativamente el mismo que el flujo
en pu = 0 para valores de = cercanos a cero. En ese caso, diremos que (z, i) es un punto
de bifurcacion y que el parametro u = 0 es un valor de bifurcacion. Ademas, se denomina
diagrama de bifurcacion a la representacion de la curva de puntos fijos p (x) en el plano

H—x.
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A continuacion, presentamos los distintos tipos de bifurcacién con un tnico autovalor
cero que pueden ocurrir. Cada uno de ellos esta caracterizado por la geometria de las curvas
de puntos fijos en el diagrama de bifurcacién en un entorno del punto de bifurcacién.

Bifurcacion silla-nodo

Consideremos la ecuacién de la variedad central (A.33) asociada al punto fijo (z, u) =
(0,0). Diremos que dicho punto fijo experimenta una bifurcacion silla-nodo si se cumplen
las condiciones siguientes

Z—i (0,0) =0 (C2)
of

o (0,0) #0 (C3)
% (0,0) #0 (C4)

Observemos que las condiciones C1 y C2 corresponden a la premisa de punto fijo no
hiperbdlico. La condicién C3 implica que sélo una unica curva de puntos fijos pasa por el
punto (z, ) = (0,0), y la dltima condicién garantiza que la curva yace localmente a un
lado de la recta p = 0.

Las condiciones anteriores garantizan que la estructura de las érbitas cercanas a (z, u) =
(0,0) es cualitativamente la misma que la estructura de la 6rbita

&= p+ 2’

cerca del punto (z,u) = (0,0). Recibe el nombre de forma normal para la bifurcacion
silla-nodo.

Bifurcacion transcritica

De manera analoga al caso anterior, consideramos la ecuacién de la variedad central
(A.33)) asociada al punto fijo (x,u) = (0,0). Diremos que dicho punto fijo experimenta
una bifurcacion transcritica si se cumplen las condiciones siguientes
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£(0,0)=0 (C1)

% 0,00=0  (C2)

of

5, 00=0 (C3)
o2 f
Foon (0,0) 20  (C4)
% 0,00£0  (C5)

De manera similar, las dos primeras condiciones corresponden a la premisa de punto fijo
no hiperbdlico. La condicion C3 garantiza que dos curvas de puntos fijos pasan por el
punto (z, ) = (0,0), mientras que las dos ultimas condiciones aseguran que ambas curvas
de puntos fijos existen a ambos lados de la recta p = 0.

Las condiciones anteriores demuestran que la estructura de las orbitas cercanas a
(x, 1) = (0,0) es cualitativamente la misma que la estructura de la érbita

T = pur + 2

cerca del punto (z,u) = (0,0). Recibe el nombre de forma normal para la bifurcacion
transcritica.

Bifurcacion de tridente

Anélogamente, consideramos la ecuacién de la variedad central (A.33)) asociada al
punto fijo (z, ) = (0,0). Diremos que dicho punto fijo experimenta una bifurcacion de
tridente si se cumplen las condiciones siguientes

f(0,00=0  (C1)

% 0.0)=0  (C2)
of
Two-0 ()

2
% (0,0) =0 (C4)
O’ f

0roL
>f
ox?

0,000  (C5)

0,00£0  (C6)

Trabajo de Fin de Grado. Jesus Llorente 109



Apéndice A. Preliminares

Las condiciones anteriores implican que la estructura de las érbitas cercanas a (z, u) =
(0,0) es cualitativamente la misma que la estructura de la 6rbita

i = pur + 23

cerca del punto (z,u) = (0,0). Recibe el nombre de forma normal para la bifurcacién de
tridente.

A.7.2. Un par de autovalores imaginarios. Bifurcacion de Poin-
caré-Andronov-Hopf

Supongamos que la matriz del sistema linealizado Dy g (yo, Ao) posee dos auto-
valores imaginarios puros (uno el conjugado del otro) siendo los restantes con parte real
no nula. Gracias a la teoria de las variedades centrales, como el punto fijo (y, ) = (o, \o)
no es hiperbdlico, sabemos que la naturaleza de las d6rbitas cercanas a dicho punto viene
determinada por el campo de vectores de (|A.32)) restringido a la variedad central.

Dado que el nimero de autovalores con parte real cero es dos, esta restriccion nos
proporciona una familia p-paramétrica de campos de vectores de una variedad central
de dimension dos. Asumiremos que el parametro a considerar es un numero real, es de-
cir, p = 1. En caso de que el nimero de parametros sea estrictamente mayor que uno,
consideraremos todos ellos, a excepcion de uno, como fijos.

El sistema restringido a la variedad central viene dado por

()= (036 i) ()~ (2E5) onmeme oo

donde A (1) y A (1) son los autovalores de la matriz del sistema linealizado en el punto fijo
y las funciones f* son no lineales en x e y.

El procedimiento llevado a cabo para transformar el sistema en la ecuacion
anterior se ha desarrollado en el apartado correspondiente a las formas normales. En
primer lugar, transformamos el punto fijo al origen y, si fuese necesario, realizamos una
transformacién lineal de coordenadas para que el sistema adquiera la forma de la
ecuacion anterior.

Observamos que el autovalor A depende del parametro p. Por ello, denotamos dicho
autovalor como

Ap) = a () + iw (1)

donde, debido a las premisas iniciales, se verifica

a(0)=0
w(0) #0

Como se hizo en el apartado de forma normales, transformamos la ecuacion de la variedad
central en su forma normal, obteniendo

i=a(pr—wy+(@@z—>b@y) (2> +y?) +0 (|2, |y
j=wpr+ay+ b@a+a(py) (@®+y7) +0 (2], |y
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Por comodidad, reescribimos el sistema anterior en coordenadas polares

r=a(r+a(u)r’+0 ()
ézw(u)—i—b(u)rZ—l—(’)(?A)

Queremos estudiar la dinamica de las soluciones cerca de u = 0, por ello, parece natural
considerar los desarrollos de Taylor de los coeficientes de la ecuacién (A.37)) centrados en
el punto pu = 0. Luego,

=o' (0) pur +a (0)r® + O (u?r, ur3, r°)

w (0) +w' (0) p + b(0) 240 (,u2> 1, T4) (A.37)

r
0

donde ' denota la derivada con respecto al parametro p. Nuestro objetivo es estudiar la
dindmica del sistema anterior para valores de r y i pequenos. Por esta razén, eliminaremos
los términos de orden superior de dicho sistema con el fin de estudiar su dindmica de
manera sencilla. Una vez asimilada la naturaleza cualitativa del sistema resultante, veremos
que ambos sistemas son cualitativamente equivalentes.

El siguiente sistema, en el que se han eliminado los términos de orden superior, recibe
el nombre de forma normal truncada

7= dur + ar®

0 =w + cu + br? (A.38)

donde, para simplificar la notacién, hemos denotado

d=da (0)
a=a(0)
w = w (0)
c=w'(0)
b="b(0)

El siguiente lema muestra que valores de r estrictamente positivos y u tales que
F=0 && 0#0
corresponden a érbitas periddicas del sistema truncado (A.38)).

Lema A.1. Para —o0 < %l < 0 y p suficientemente pequeno

(r(t).0 () <@ [w+ (c—ba—d) ,u]t+6’0>

es una drbita periddica para el sistema truncado (A.38)).

Sobre la naturaleza de dicha érbita,
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Lema A.2. La orbita periodica es
» Asintdticamente estable para a < 0.
» [nestable para a > 0.

Como r > 0 por definicion, la érbita anterior es la 1inica érbita periddica posible para
el sistema (A.38)). Luego, para p # 0, el sistema truncado posee una tnica 6rbita
periédica de amplitud O (\/ﬁ)

Con el fin de analizar la estabilidad de esta 6rbita periddica y su existencia para p > 0
o u < 0, distinguimos los siguientes casos:

= d>0,a>0.

e Si > 0, entonces el origen es un punto fijo inestable.
e Si i < 0, entonces el origen es un punto fijo asintéticamente estable con una
orbita periddica inestable.
= d>0,a<0.
e Si p > 0, entonces el origen es un punto fijo inestable con una orbita periddica
asintéticamente estable.

e Si p < 0, entonces el origen es un punto fijo asintéticamente estable.

d<0,a>0.

e Si 1 > 0, entonces el origen es un punto fijo asintéticamente estable con una
orbita periddica inestable.

e Si < 0, entonces el origen es un punto fijo inestable.
= d<0,a<0.

e Si i > 0, entonces el origen es un punto fijo asintéticamente estable.

e Si < 0, entonces el origen es un punto fijo inestable con una érbita periddica
asintoticamente estable.

Observemos que en todos los casos anteriores, el origen es un punto fijo
» Estable en p = 0 para a < 0.
= Inestable en y = 0 para a > 0.

El nimero a = a (0) nos informa si la érbita periddica de bifurcacién es estable (a < 0)
o inestable (a > 0). Dicho pardmetro recibe el nombre de primer coeficiente de Liapunov.
Dado el sistema (|A.36]), su valor viene dado por la expresién

11+1+2+2

= 16 [ zTT zyy zy yyy]

1
+ﬁ[;y(§m+ yly)_ gy(wzx—i_ yQy)_ fiar w2w+ yly ygy]

a
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donde todas las derivadas parciales son evaluadas en el punto de bifurcacién (z,y; p) =
(0,0,0). El caso de a < 0 recibe el nombre de bifurcacion supercritica y se caracteriza por
el nacimiento o desvanecimiento de un érbita periddica atractora, al momento de variar
el parametro de bifurcacién alrededor de p = 0. El caso a > 0 se denomina bifurca-
cion subcritica y viene caracterizado por el nacimiento o desvanecimiento de una érbita
periddica repulsora, cuando se varia el parametro de bifurcacién alrededor de p = 0.

El parametro d viene dado por la expresion

d
i (RA (1)) -

d =
Dado que A (p) = a(p) + iw (u), para d > 0, los autovalores cruzan desde el semiplano
izquierdo al semiplano derecho segin u se incrementa, y, para d < 0, los autovalores cruzan
desde el semiplano derecho al semiplano izquierdo segiin p se incrementa. Por este motivo,
dicho parametro d recibe el nombre de velocidad de cruce. Ademas,

» Para d > 0, el origen es

e asintoticamente estable si p < 0.

e inestable si u >0
= y, para d > 0, el origen es

e inestable si p < 0.

e asintoticamente estable si pu > 0

Llegado este momento, hemos realizado un anélisis completo de la estructura de las
soluciones de la forma normal truncada cerca de (r, ) = (0, 0). Para finalizar, presentamos
el siguiente teorema que afirma que la dindmica del sistema de partida es la misma
que la del sistema truncado (A.38)).

Teorema A.22 (Bifurcacién de Poincaré-Andronov-Hopf). Consideremos la forma nor-
mal completa (A.37)). Entonces, para p suficientemente pequeno, los cuatro casos descritos
anterioremente se verifican.

A.8. Colocacion de raices en el eje imaginario

El propdsito de esta seccién es determinar que relaciones deben existir entre los coefi-
cientes de un polinomio de orden tres para posee una raiz real y dos complejas, siendo
una la conjugada de la otra. Esto nos permitira conocer que relaciones deben cumplir los
coeficientes del polinomio caracteristico asociado a la matriz de la linealizacién del sistema
para que presente un autovalor real y dos complejos, es decir, para que pueda ocurrir una
bifurcacion de Hopf.

Consideremos la ecuacién cubica

N Ly () N+ Ly (W) A+ Ls (u) =0
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donde observamos que los coeficientes de la ecuacion anterior dependen del parametro real
1. Nuestro objetivo es encontrar valores del parametro p con la propiedad de que dicha
ecuacion posea un par de raices imaginarias y una real negativa.

Denotamos por A = iwy una soluciéon imaginaria, entonces se debe verificar

(iwo)® + L1 (1) (iwo)* + La (1) (iwo) + Ls (1) =
—iwg — Ly (u )wg + Ly (1) wo + L3 (1) =

iwo (Lo (1) —wg) + (Ls (1) — Ly (m) o) =0

Por tanto, obtenemos la siguientes condiciones

Ly (1) —wg =0
Ls (1) — Ly (1) wi = 0

, es decir,

Luego, concluimos que la ecuacién ctbica anterior posee un par de raices imaginarias si
existe p tal que

Ly(p) >0 &&  L3(p) = Ly (1) Lo (n)

Sea p = iy con la propiedad de satisfacer las condiciones anteriores, y sean ;o = *wgy y
A3 = A\g. Entonces,

Ly (p11)

y, ademas se debe satisfacer
()\ - in) (/\ + ’iu}o) ()\ - /\0) =0

Concluimos que
N _Ls (41)

Ly (p1)
Para garantizar que sucede una bifurcacién de Hopf, ademaés tener el valor de bifurcacién
11 que nos coloca los autovalores en el eje imaginario, también es necesario verificar que
dichos autovalores atraviesan este eje, es decir, si la velocidad de cruce

L ®x(0)

d’u H=p1

es no nula. Utilizando la notaciéon anterior, y denotando p; al valor del pardametro de
bifurcacién que nos coloca las raices del polinomio caracteristico en el eje imaginario, la
velocidad de cruce de los autovalores a través del eje imaginario viene dada por

Ly (1) — wi L (1) + ALy (p1)
2 (A§ +wp)

o () =
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A.9. Teorema de Liouville

El objetivo de esta seccién es describir la evolucion del volumen de un subconjunto de
R™ bajo el flujo. Sean ¢, () el flujo generado por el sistema y Dy un dominio en R".
Estamos interesados en estudiar la variacién del volumen de Dg bajo el flujo ¢; () con el
tiempo. Para ello, D; = ¢, (Dy) denotara la evolucién del dominio Dy bajo el flujo y V; el
volumen de D;. Cabe destacar que V denotara el volumen inicial de dicho dominio en t,.

La siguiente proposiciéon nos permitira calcular la variacion de dicho volumen.

Proposiciéon A.5.

av
27 = f V- fdx
dt t=0 Do
donde V - f = % + % +---+ % denota la divergencia de f.

En la proposicion anterior no se hace ninguna especial alusién al punto ¢ = 0. Por este
motivo, podemos reescribirlo como

av

—| =] V-fde (A.39)

t=to Dy,

para ty, # 0 arbitrario.

Gracias a la proposicién [A.5] podemos calcular, en determinados casos, la ecuacién
que describe la evolucién del volumen con el tiempo. Supongamos que la divergencia de
la funcién es una constante c, es decir,

V-f=c
Tomando ty arbitrario, y utilizando la ecuacién (A.39) obtenemos
V=cV
cuya solucién viene dada por
V(t) = eV

El siguiente teorema se debe al matematico francés Joseph Liouville

Teorema A.23. Supongamos que V - f = 0. Entonces, para cualquier region Dy de R™ se
tiene

Vi(t)=Vy
donde Vy es el volumen de Dy y V (t) es el volumen de ¢; (Dy)

En otras palabras, si la divergencia del campo vectorial es cero, la variacién de volumen
es nula y, por tanto, el volumen de la regién de partida permanece constante con el tiempo.

Definicion A.24. Se denomina tasa de cambio de volumen A a la traza del Jacobiano de
f, es decir,
A(x)=V . f=tr Df (x)

Si A (z) > 0 diremos que el proceso dindmico es ezpansivo. En cambio, si A (x) < 0 diremos
que el proceso dindmico es contractivo.

Definicién A.25. Decimos que un sistema dindmico es disipativo si A(x) = A < 0.
Andlogamente, diremos que un sistema dindmico es ezpansivo si A (z) = A >0
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A.10. Comportamiento asintético

El propdsito de este apartado es ofrecer los conceptos y resultados necesarios que
nos permitan estudiar en profundidad la naturaleza del flujo de soluciones de un sistema
auténomo no lineal. Consideremos el sistema (A.1]) y su flujo de soluciones ¢ (t, ).

Definicién A.26. Un punto xy € R" recibe el nombre de w limite de x € R™, denotado
como w (), si existe una sucesién {¢;}, t; — oo tal que

¢ (tza l’) — T

Definicién A.27. Un punto xy € R" recibe el nombre de « limite de x € R™, denotado
como « (x), si existe una sucesion {t;}, t; — —oo tal que

¢ (ti,x) — xo

Definicién A.28. El conjunto de todos los puntos w limite de un flujo ¢; (-) se denomina
conjunto w limite. Andlogamente, el conjunto de todos los puntos « limite de un flujo ¢; (-)
se denomina conjunto « limite.

A continuacion, describimos las propiedades basicas de los conjuntos w limite.

Proposiciéon A.6. Sean ¢, (-) el flujo correspondiente al sistema (A.1) y M un conjunto
compacto positivamente invariante para este flujo. Entonces, para todo punto p € M
tenemos

I w(p) #0

II. w(p) es cerrado.

(
(
III. w(p) es invariante bajo el flujo, es decir, w (p) es union de drbitas.
(

)
)
)
IV. w(p) es conexo.

Definicién A.29. Un punto x( se dice no deambulante si para todo entorno U*° de dicho
punto y 7' > 0, existe un nimero real ¢, [t| > T tal que

ot U™) nU™ + &
Observemos que os puntos fijos y las érbitas periddicas son no deambulantes.

Definicién A.30. El conjunto de todos los puntos no deambulantes de un flujo ¢, ()
recibe el nombre de conjunto no deambulante de dicho flujo.

Nuestro siguiente proposito es introducir la nocién de atractor. Para ello, necesitaremos
los conceptos que se muestran a continuacion,

Definicién A.31. Se dice que un conjuno cerrado invariante A de R"™ es un conjunto
de atraccion si existe un entorno U4 de dicho conjunto que verifica las dos propiedades
siguientes:
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I. ¢ (t, UA) c U4 para todo t = 0.

. (oo (6, U4) = A
El conjunto abierto U4 recibe el nombre de regién de captura.

Claramente, encontrar una funciéon de Liapunov es equivalente a encontrar una region
de captura. Una forma de averiguar si un conjunto es candidato a ser una regién de
captura es evaluar el campo vectorial en la frontera de dicho conjunto. Si en la frontera
del conjunto, el campo vectorial apunta hacia el interior de la regién, o es tangente a dicha
frontera, entonces dicho conjunto es una regién de captura. Para ello, es necesario que la
frontera de dicha regién sea al menos C*.

Definicién A.32. Un subconjunto B compacto y positivamente invariante de R" recibe
el nombre de conjunto de absorcion si existe un subconjunto acotado U de R"™ con las dos
propiedades siguientes:

s BcU
» Existe ty > 0 tal que ¢ (t,U) < B para todo t =t

Dado un conjunto de atraccion, es natural preguntarse por los puntos del espacio que
se aproxima a dicho conjunto.

Definicién A.33. Se denomina cuenca de atraccion de un conjunto de atraccién A a

Je0)

t<0

siendo U su regién de captura.
La siguiente propiedad aporta un detalle fundamental en la definiciéon de atractor,

Definicién A.34. Un conjunto cerrado invariante A se dice topoldgicamente transitivo si
para cualesquiera subconjuntos abiertos U y V de A, existe t € R tal que

o, U)nV £

En otras palabras, ser topolégicamente transitivo equivale a afirmar que dadas dos
zonas cualesquiera del conjunto, existe un punto de la primera zona cuya orbita visita en
algin momento la segunda zona, es decir, existen puntos cuya érbita viaje de una parte
arbitraria del espacio a otra igualmente arbitraria.

Definicién A.35 (Atractor). Un atractor es un conjunto de atraccién topolégicamente
transitivo.

Trabajo de Fin de Grado. Jesus Llorente 117



Apéndice A. Preliminares

A.11. Principio de invariancia de LaSalle

El resultado fundamental de esta seccion se debe al matematico estadounidense Joseph
Pierre LaSalle, especialista en sistemas dindmicos y teoria de la estabilidad. Cuando por
medio del teorema de estabilidad de Liapunov no es posible determinar la estabilidad
asintética de un punto de equilibrio ya que la derivada de la funcién de Liapunov solamente
es semidefinida negativa, entonces recurriremos al principio de invariancia para intentar
probar la estabilidad asintotica del mismo.

Consideremos el sistema y su flujo de soluciones ¢ (¢, z). Sea M < R™ un conjunto
positivamente invariante bajo el flujo ¢; () cuya frontera es al menos C!. Debido a los
resultados expuestos en el apartado anterior, podemos concluir que M es una region de
captura.

Consideremos una funcién de Liapunov V (z) sobre el conjunto M, es decir,

V:M->R

continuamente diferenciable tal que 1% (z) < 0 para todo x € M. Ahora, denotamos por
E al conjunto de todos los puntos de M donde V (z) = 0, con notacién matematica

EE{xEMW(x):O}

y denotemos por L a la unién de todos los conjuntos invariantes dentro de E. Luego, L es
el mayor conjunto invariante contenido en F, en notacion matematica,

L= J X
X"“’CE,
Con estas hipdtesis, enunciamos el siguiente principio

Teorema A.24 (Principio de invariancia de LaSalle). Toda solucion que comienza
en M tiende a L cuando t — c0.

Cabe destacar que, a diferencia del Teorema de Liapunov, el Teorema de LaSalle no
requiere que V (z) sea definida positiva y el conjunto M no necesariamente debe estar
ligado a la construccién de V (z).

En muchos casos, la construccién de la funcién de Liapunov V (z) va a implicar la
existencia de un conjunto M. Concretamente, si

M, ={zxeR|V (z) <c}

es acotado para ¢ >0y V (x) <0 en M.. Entonces, podemos tomar M = M..

A.12. Caos y atractores extranos

En este apartado introducimos el significado de caos tanto aplicado a un sistema
dindmico determinista como a la nocién de atractor extrano. Un sistema determinista
es aquel en el que su comportamiento puede ser completamente determinado a partir de
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sus condiciones iniciales. De manera intuitiva, el término caos es el fenémeno por el cual
pequenas variaciones en dichas condiciones iniciales pueden suponer significativas diferen-
cias en el comportamiento futuro, imposibilitando la prediccién a largo plazo.

En general, el caos determinista pone de manifiesto trayectorias que reflejan la evolu-
ciéon temporal de forma muy irregular dando la sensacién de ser completamente azarosas,
pero en realidad, son totalmente deterministas. Esta irregularidad mostrada por las trayec-
torias esta asociada a la imposibilidad practica de predecir la evolucion futura del sistema,
aunque dicha evolucion sea totalmente determinista.

Consideramos un sistema auténomo no lineal

i=f(zr), zeR", feC’ (r=1)

Denotamos por ¢ (t,z) el flujo generado por el sistema anterior y asumimos que existe
para todo ¢t nimero real positivo. Ademds, suponemos que A es un subconjunto compacto
de R"™ invariante bajo el flujo ¢ (¢, x).

La siguiente definicién muestra de manera precisa la sensibilidad de un sistema dinami-
co respecto a pequenas variaciones de sus condiciones iniciales,

Definicién A.36. Se dice que el flujo ¢ (¢, ) posee dependencia sensible respecto de sus
condiciones iniciales en A si existe € > 0 de manera que, para todo punto x de A y todo
entorno suyo U”*, existen y € U” y t > 0 con la propiedad

0 (t,7) — ¢ (ty) >e

Francamente, la definicién anterior afirma que para cualquier punto z de A existe al
menos un punto arbitrariamente cercano a él que diverge desde .

Definicién A.37. Se dice que A es cadtico si cumple las siguientes propiedades:
» ¢ (t,x) tiene dependencia sensible respecto a sus condiciones iniciales en A.
» ¢ (t,x) es topoldgicamente transitivo es A.
» Las 6rbitas periddicas de ¢ (¢, z) son densas en A.

Definicién A.38. Supongamos que A < R” es un atractor. Diremos que A es un atractor
extrano si es cadtico.

Para probar que un sistema dindmico posee un atractor extrano podemos proceder de
la siguiente forma:

= Encontrar una regién de captura, M, en el diagrama de fases.
= Demostrar que M contiene un conjunto invariante caético A.

= Probar que A es un conjunto de atraccion, es decir,

(ot M) =A

t>0
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Ademas, se verifica que A < A. Por este motivo, A contiene un mecanismo que da lugar
a la dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales. Finalmente, para concluir
que A es un atractor extrano hay que probar las dos siguientes propiedades:

» Extender la dependencia sensible respecto de las condiciones iniciales en A a A.
= Probar que A es topoldgicamente transitivo.

Este tultimo paso es el mas complicado de probar, ya que la existencia de una tnica
orbita estable en A destruye su transitividad topoldgica.
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APENDICE B

Analisis de la bifurcacion de Hopf

En este capitulo realizamos un detallado analisis de la bifurcacién de Hopf en el sistema
de Lorenz. Dicho sistema consta de tres parametros o, b y r que supondremos estrictamen-
te positivos. Con el objetivo de proceder de la misma manera que se expuso tedricamente
en el apéndice de preliminares, consideraremos en cada caso un tnico pardmetro de bifur-
cacion denotado por pu siendo los dos restantes considerados fijos, a los que denominaremos
pardmetros de control.

Recordemos que la bifurcacién de Hopf se presenta cuando la matriz asociada al sistema
linealizado posee dos autovalores imaginarios puros, siendo los restantes con parte real no
nula. En nuestro caso, dado que trabajamos con coeficientes reales y un polinomio de grado
tres, tendremos un autovalor real y dos autovalores complejos, siendo uno conjugado del
otro. El objetivo serd ver, para qué valores de los parametros de control se produce una
bifurcacién de Hopf, dando lugar a un valor de bifurcacion denotado por p, y estudiar qué
tipo de bifurcaciéon de Hopf se produce al variar el parametro de bifurcacién p a través
del valor de bifurcacion p;. En todos los casos, seguiremos el mismo método de trabajo.

B.1. Caso I: 1 = o parametro de bifurcaciéon y b, r
parametros de control

Consideramos el sistema de Lorenz

XZMY—,uX
Y =rX—-Y -XZ
7 =-bZ+XY
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Los puntos de equilibrio para este sistema vienen dados por

P, = (0,0,0)
P, (\/b (r—1),\/b(r —1),7— 1)
(—\/b(r— 1), /b0 —1),r — 1)

Py

y, la matriz jacobiana por

- p 0
r—4 —1 —X
Y X b

Realizamos un analisis de la bifurcacion de Hopf para cada uno de los puntos de equilibrio

B.1.1. Punto de equilibrio P,

En este caso, la matriz jacobiana en dicho punto viene dada por

- p 0
r —1 0
0 0 —b

cuyos autovalores, calculados en el apartado de “Puntos de equilibrio” del capitulo dos,
vienen dados por

Ao = —b

Alzé[—u—u\/(l—ﬂ)?wm]

AQZ%[—M—1—\/(1—M)2+4W]

Obsevamos que tenemos un autovalor real no nulo ya que b # 0. Para que ocurra una
bifurcacién de Hopf es necesario colocar los autovalores A\; y Ay en el eje imaginario. Por
esta razén, necesitamos que se verifique

—pu—1=0

lo que implica p = —1, pero como estamos considerando parametros estrictamente positi-
vos, concluimos que en el origen no ocurre una bifurcaciéon de Hopf.
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B.1.2. Punto de equilibrio 7

Las matrices jacobianas en los puntos de equilibrio P, y P3 vienen dadas por

— ju 0
DF (P,) = 1 ~1 —\/b(r—1)
Ao(r—1) A/b(r—1) —b
—H I 0
DF (P;) = 1 ~1 b(r—1)
—/b(r—1) —4/b(r—1) —b

dando lugar al mismo polinomio caracteristico, denotado por
Py(Py) ==X =X (u+1+b) = Ab(u+7)—2ub(r—1)

Por esta razon, nos limitaremos a estudiar sélo el punto de equilibrio P,. A lo largo de
este andlisis iremos coleccionando las restricciones que deben satisfacer los parametros del
sistema con el objetivo de que lo que estamos haciendo tenga sentido.

En primer lugar, el punto de equilibrio P, debe pertenecer a R3. Esto se traduce a la
condicién

b(r—1)=0

y, dado que el origen como punto de equilibrio se obtiene cuando se produce la igualdad
en la condicion anterior, nos limitaremos a considerar

b(r—1)>0

que se verifica cuando

obteniendo asi la primera de nuestras restricciones.
A continuacion, denotaremos

PN =N+ @+1+b)+Xb(u+7)+2ub(r—1)=0

donde hemos multiplicado por —1 al polinomio caracteristico asociado al punto P,. Obser-
vamos que los coeficientes del polinomio anterior dependen del parametro de bifurcacién
1, lo que justifica nuestra notacion.

Dado que las raices del polinomio P, () son los autovalores de la matriz asociada al
sistema lineal y que nuestro objetivo es determinar cuando se produce una bifurcacién
de Hopf, deseamos encontrar los valores del pardmetro de p con la propiedad de que el
polinomio ciibico P, (A) posea un par de raices complejas y una real. Para ello, empleamos
la siguiente notacién

Li(p)=p+1+0b
Ly(p) =0b(p+r)
L3 () =2ub(r —1)
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Utilizando los resultados expuestos en el apéndice de preliminares, para que la ecuacién
cubica posea un par de raices complejas y una real, se deben satisfacer las siguientes
relaciones entre los coeficientes de dicho polinomio

Ly (p) = Ly () - Lo (1) && Ly (p) >0

Luego,

La primera condicién se verifica con nitidez ya que consideramos parametros estric-
tamente positivos, mientras que la segunda se traduce a la siguiente ecuacién de grado
dos

WA p(=r+b+3)+rb+1)=0

Utilizando la famosa férmula para este tipo de polinomios y simplificando el discriminante

A=r’—br—3r—br+b>+3b—3r+3b+9 —4br — 4r
=72+ 9+ 6b — 6br — 10r + b

obtenemos las dos raices siguientes

r—b—34+1r2+ 9+ 6b— 6br — 10r + b2

H1 = 9
r—b—3—+12+9+6b—6br — 10r + b2
H2 = 9

En este caso, sélo realizaremos el analisis para 1 ya que para ps es analogo. A continuacion,
debemos imponer la condicion
p1 € R

lo que se traduce a la siguiente restriccion

24+ 9 +6b—6br —10r + 0> >0

Observamos que la inecuacion anterior corresponde a la parte estrictamente positiva de la
hipérbola 72 + 9 + 6b — 6br — 107 + b? = 0 en las variables b y r. La justificacién del mayor
estricto se expondra mas adelante.

El siguiente paso es analizar los valores de los parametros de control tales que p sea
estrictamente positivo,

r—b—3+\/7"2+9+6b—6br—107"+62>

5 0

para ello consideraremos dos casos:
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= Sir—0b—3 =0, entonces obtenemos la siguiente condicion

Luego, trivialmente tenemos p; > 0.

= Sir—0b—3<0, entonces

>0 <= Vi2+9+6b—6br—10r +b>>b+3—r

— 24+ 9+46b—6br —10r +b> > (b+3—r)?

— > +9+6b—6br —10r +b* > b> +3b—br +3b+9 —3r — br — 3r + r?
— —4br —4r >0

= —4b—4>0

— b< -1 4

Por tanto, para que se produzca una bifurcacion de Hopf en el punto de equilibrio
P, concluimos que deben satisfacerse las siguientes restricciones sobre los parametros de
control

nr>1

m 724+ 94+6b—6br —10r + 5% >0

mr>b+3

dando lugar a la denominada region factible, lugar geométrico de puntos del plano que
verifican las restricciones anteriores. Utilizando la herramienta Matlab, hemos obtenido
graficamente dicha regién
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Region factible
i '
| ’
20 ™ '

10+

[ 0~
10+
220 -
r=1
r=b+3
-30 + g+6*b+b*b-10*r-6"b*r+r*r=0
_40 1 L 1 1 1 1 1 J
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Figura B.1: Regién factible.

donde la zona coloreada de color marrén indica la region factible de los parametros de
control para que se produzca una bifurcaciéon de Hopf. Cabe destacar que se ha utilizado
la funcion ezplot de Matlab para graficar las restricciones mencionadas anteriormente.
Recapitulemos, hemos obtenido el polinomio

PO =X =Nu+1+b)+X(u+7r)+2ub(r—1)=0

cuyas raices son los autovalores de la matriz jacobiana DF (P,). Si i = p1, entonces dicho
polinomio tendré dos raices complejas y una real denotadas por

)\172 = iiWo && )\3 = )\0

Utilizando los resultados expuestos en el apartado de “Colocacién de raices en el eje
imaginario de un polinomio ctibico”, dichas raices vienen determinadas por

wo = 4/ La (111)

= /b1 +7)

Ys

_ Ls(m)
Ly (1)
= — (Ml + 1+ b)
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Por tanto, tenemos

A1 = +i/b (1 + 1)
)\QZ—i b(u1+7“)
A3 =— (1 +1+0D)

En la bifurcaciéon de Hopf, denominabamos velocidad de cruce de los autovalores a la
expresion

d=§%mxw»

p=p

Por esta razén, se denotaba d = o/ (7). El siguiente paso es calcular dicha velocidad de
cruce, cuya expresion se presentd en el apartado correspondiente a “Colocacién de raices
en el eje imaginario” dada por

Ly () — wg LY (p1) + MLy (p1)

@) = 2%+ 3)
donde
L,1 (/~L1) =1
Ly () =b
L () = 20 (r — 1)

En primer lugar, operando el numerador

Ly (1) — wi L () + MLy (1) = 2br = 2b = b (py +7) — (1 + 1+ b) b
=b[2r—2—p—r—pm —1-10]
=blr—3—2u — 0]

:b[r—3—r+b+3—w2+9+6b—65r—10r+b2—b]
= —bVr2 + 9 + 6b — 6br — 107 + b2

y el denominador

2 (A8 4+ wh) =2 (bpur + br + pf + g + b + 14 pg + b+ by + b+ b?)
=2(1 420+ b° + 211 + 3buy + 13 + br)
= 2 +4b + 2b% + 4py + by + 2pF + 2br
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donde

Aty = 2r —2b — 6 + 2v/72 + 9 + 6b — 6br — 107 + b2
6bpy = 3br — 3b% — 9b + 3bv/r2 + 9 + 6b — 6br — 107 + b2
4p2 =12 —br —3r +rvVr2 + 9 + 6b — 6br — 10r + b2
—br +b% +3b— bvVr2 + 9+ 6b — 6br — 107 + b2
—3r +3b+9—3Vr2 + 9+ 6b—6br — 10r + b2
+ V12 + 9 + 6b — 6br — 101 + b2
— bVr2 + 9+ 6b — 6br — 107 + b2

—3Vr2 + 9+ 6b— 6br — 10r + b2
+72+9+6b—6br —10r + b>

202 = 12 + b — bVr2 + 9 + 6b — 6br — 107 + b?
+9—3Vr2+ 9+ 6b—6br — 107 + b2 + r/72 + 9 + 6b — 6br — 107 + b2
+ 6b — 4br — 8r

Con el fin de hacer més ligera la notacién, denotamos v/r2 + 9 + 6b — 6brr — 10r + b2 como
V/+, escribimos

2 (A5 +wy) =2+ 4b+ 2b° + 4y + 6bpy + 2u7 + 20r
= 24+ 4b+ 2% + 2r — 2b — 6 + 24/- 4 3br — 3b% — 9b + 3by/- + 2br
+ 72+ 0% —by/-+9 =3y +ry-+6b—4br —8r
=7 —b+5—6r+br++ [2+3b—b—3+7]
=72 —b+5—6r+br++/[20—1+7]

Utilizando la notacion anterior, concluimos

—by/-
! —
@ (Ml)_r2—b+5—6r+br+\/[2b—l+r]

Observando esta expresion, podemos deducir que la velocidad de cruce es distinta de cero
en nuestra regién factible ya que r2 +9 4 6b — 6br — 107 4 b% > 0, esto justifica la decisién
de considerar el mayor estricto. Ademas, dicha velodidad de cruce es siempre negativa
en nuestra region de factibilidad debido a que el numerador es siempre negativo y el
denominador siempre positivo, ya que en nuestra region de factibilidad la condicién r > 1
implica

Vo2b—1+7]>0

Por tanto, el problema se reduce a ver que

r—b+5—6r+br>0
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Efectivamente,

P —b+5—6r+br>br+3r—b+5—6r+br (r2>br+37")
>2br—3r—b+b+5 (r>1)
> 2b+2
>0

Concluimos que en el punto de equilibrio P, ocurre una bifurcacién de Hopf.

Calculo de la variedad central

Siguiendo la técnica expuesta en el apartado correspondiente a “Variedades centrales”,
trasladamos el punto de equilibrio P, al origen mediante un cambio de variables

y1 =X —A/b(r—1)
yo =Y —A/b(r—1)
ys =2 — (r—1)

Luego, considerando g = p; el sistema de Lorenz queda

Y1 =t (Y2 — 1)
Yo =11 — Y2 — hys — ysn/b(r — 1)

Ys = —bys + 1 <y2 + \/m) +124/b(r — 1)

Ahora, la matriz jacobiana viene dada por

—H1 H1 0
1—ys = —y1 —4/b(r—1)

1
N 1 e I RN e R

que particularizada en el origen

—H1 H1 0
—1 —/b(r—1)

1
Vo(r—1) 4/b(r—1) —b

Como consecuencia, el punto de equilibrio es el origen y los autovalores siguen siendo los
mismos, ya que s6lo hemos realizado una traslacion. La forma tradicional para calcular
los autovectores asociados a los autovalores es muy compleja y tediosa. Por esta razén,
nos basaremos en el teorema de Cayley-Hamilton que establece que cada matriz cuadrada
satisface su propio polinomio caracteristico. Asi, si A, Aa, ..., A\, son autovalores de A se
cumple

DF =

(A= M) (A=) ... (A= A\D) =0
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por lo que los vectores columna de (A — Ao1) ... (A — A\, ) son vectores propios de A;.
Procediendo de esta manera, calculamos

—p1 — /b (r + ) H1 0
DF — M1 = 1 —1 —ia/b(r + 1) —/b(r—1)
A/b(r—1) A/ b(r—1) —b — /b (r + 1)
—p1 + /b (r + p) t 0
DF — X1 = 1 —1 +i4/b(r + 1) —/b(r—1)
Ao(r—1) A/b(r—1) —b 4 i4/b(r + 1)
1+b 1 0
DF — M\l = 1 bt —/b(r—1)

VOo(r—1) 4/b(r—1) 1+

A continuacién, haremos el producto de matrices para obtener los autovectores. Sélo rea-
lizaremos los cédlculos para las columnas que vayamos a tomar como autovectores.

L] )\:)\1

1+0 1 0 . 0
1 b4+ —/b(r—=1) ] - —4/b(r—1) =
Vo(r—1) 4/b(r—1) 1+ c o =b4ia/b(r + )
—pia/b(r—1) - 0
—pAO(r=1) | +i | o =/ (=)o (r + )
=b(r+ ) c (L) A0 (4 )

Luego, multiplicando por —1 obtenemos el autovector

pi4/b (r — 1) 0
v1 = | /b (r—=1) | +i [ 4/b(r —1)4/b(r + )
b(r+ 1) — (L4 @) A/o(r + )
l)\=/\3
—p1 — /b (r + 1) TR 0 - 0
1 —1 —i\/b(r+ 1) —/b(r—1) . —4/b(r—1)

b(r—1) b(r—1) —b—ir/o(r+pm)) \+ - —b+i\/o(r+m)

—p14/b(r —1)

(1+0b)4/b(r—1)

b +b+1)

Luego, multiplicando por —1, hemos obtenido el autovector

p14/b (r — 1)
vg=|—(14+0b)4/b(r—1)
—b(pr +b+1)
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Por tanto, la matriz en forma de Jordan de DF viene dada por

0 —A/b(r + 1) 0
J = b(r+ ) 0 0
0 0 —(1+b+m)

siendo la matriz de paso

0 piA/b(r —1) p1A/b (r — 1)
P VbO—DVEG T i)y -1 —(1+b)~BG 1)
— (L +p)A/o(r+m)  b(r+p) —b(+0+1)

Utilizando céalculo simbdlico en Matlab, se ha computado la inversa de la matriz de paso
P, debido a su gran extension, no la mostraremos explicitamente. Por tanto, se verifica la
siguiente expresion

J=P 'DFP

Recordemos que la diferencial es la encargada de llevarse la parte lineal del sistema, con
el objetivo de mostrar el procedimiento con claridad, consideremos

Y1 —H1 H1 0 Y1 0
Yo | = 1 —1 —4/b(r —1) Yo |+ | —V1y3
?JS \/b (T — 1) \/b (7“ — 1) —b Ys Y1Y2

Ahora, multiplicando cuidadosamente por Py P~! se tiene

(1 —H1 M1 0 n
P tlyp =P 1 —1 —\/b(r=1) | PP |y
Y3 AO(r—1) A/b(r—1) —b Ys
0
+ P —ys
Y1Y2
y, simplificando
% 0 —/b(r + 1) 0 21 fi1 (21, 22, w)
Zy | = b(r+ ) 0 0 zo |+ | fo2 (21, 22, w)
w 0 0 —(1+b4+m)) \w f33 (21, 20, w)
donde se han introducido las nuevas variables
W fu (217 szw) 0
(21 2 w)=P '] && fo2 (21, 22,w) | = P71 | —ynys
Ys3 f33 (2’17 Z9, w) Y1Y2

donde fi1, fa2, f33 representan la parte no lineal del sistema de Jordan, se han calculado
en Matlab simbodlicamente pero se omiten por ser expresiones muy extensas.
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Ahora, utilizando los resultados tedricos expuestos en el apartado de “Variedades cen-
trales”, sabemos que existe una variedad invariante que puede ser localmente representada
por

We(0) = {(21,22,w) € R* x Rlw = h (21, 2) , ||(21, 22)| < 6,1 (0,0) = 0, Dh (0,0) = 0}

Esto nos garatiza que la variedad central W° (0) es tangente al espacio invariante E°.
Por tanto, la expresion de la variedad central viene dada por

2 2
w = h(z1,29) = a125 + agz1 22 + a32;

que derivando tenemos
. oh . N oh .
W=—2+—2
521 ! 522 2

Una vez conocida la expresion de la variedad central, calculamos el primer coeficiente
de Liapunov, dado por

a (Rl + WORQ)

- 16W0
donde

Wy = b(T+M>

Rl = GZIZ2 (GZ121 + GZZZQ) - T2122 (Tzlzl + TZQZQ) - Gzllezlzl + GZQZQTZQZQ
RQ = Gzlzlzl + GZ1Z22’2 + Tzlz1zz + ngzzzz

utilizando la notacién

fu (217 ZQ,UJ) =G (217 22,10)

fao (2’1, Z2, w) =T (217 22, w)

Utilizando calculo simbdlico en Matlab, se ha computado la expresion del coeficiente de
Liapunov, pero debido a su enorme extension la omitiremos. Dando valores b y r pertene-
cientes a nuestra region factible, con ayuda de Matlab, concluimos que

a#0 && a>0

en la region de factibilidad. Utilizando los resultados expuestos en el apartado de “Bifur-
cacion de Hopf”, dado que
d<0 && a>0

en la region factible, concluimos que el sistema presenta una érbita peridédica inestable ya
que a > 0. Ademsds, el punto de equilibrio P, es inestable para p = p; por la misma razon
que antes. Cabe preguntarse que sucede a ambos lados del valor de bifurcacion ;.

= Si < uy, entonces el punto de equilibrio P, es inestable.

= Si g > py, entonces el punto de equilibrio P es asintéticamente estable con una
orbita periddica inestable.
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Dados los parametros de control b = 1 y r = 30, utilizando la herramienta Matlab presen-
tamos las siguientes graficas que ejemplifican los resultados obtenidos. Con estos datos, el
valor de bifurcacién viene dado por

i 30—1—3++/900+9+6—180— 300 + 1
1:
2

~ 23.44

Si tomamos p = 22, obtenemos el punto de equilibrio P, = (\/ 29, v/ 29,29). Las si-
guientes graficas ponen de manifiesto la inestabilidad de dicho punto de equilibrio.

Trayectoria del Sistema de Lorenz

20

i — Primera componente

D e ey
1Y)
50

-20

o 10 20 30 40

60
20 T
0 MW evrrvomomn Tt nl |
FAZR
-20
0 10 20 30 40 50 60
80 T
.
2 el LAY
DD 10 zlu 30 40 50 80 20 20
(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura B.2: Solucién P.V.I. para Xy = (5.3,5.2,28.1), Punto de equilibrio (\/@7 V29, 29)

Si tomamos . = 25, obtenemos el punto de equilibrio P, = (\/ 29,29, 29). Las siguien-
tes graficas ponen de manifiesto la estabilidad asintética de dicho punto de equilibrio.

Trayectoria del Sistema de Lorenz

30 T 28

T "

0 10 20 30 40 50 60 45 45

(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura B.3: Solucién P.V.I. para X, = (5.3,5.2,28.1), Punto de equilibrio (\/ 29,4/29, 29)
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B.2. Caso II: ;4 = b parametro de bifurcaciéon y o, r
parametros de control

Bajo estas hipdtesis, consideramos el sistema de Lorenz
X=0Y—-0X

Y =rX-Y-XZ
Z=—uZ+ XY

Los puntos de equilibrio para este sistema vienen dados por

P, = (0,0,0)
P = (Vi =D v/ur=1),r 1)
Py = (A =1, ~/ur = 1),r 1)

y, la matriz jacobiana por
Y 0
r—2 —1 =X
Y X —pu
De manera andloga al caso anterior, realizamos un andlisis de la bifurcacion de Hopf para
cada uno de los puntos de equilibrio.

B.2.1. Punto de equilibrio P,

Para este punto, su matriz jacobiana viene dada por

-0 O 0
r —1 0
0 0 —u

cuyos autovalores, calculados en el apartado de “Puntos de equilibrio” del capitulo dos,
vienen dados por

Ao = —p
1
)\125[—0—1—1-\/1—20—1—02—1—407“]
1
A2=§[—a—1—\/1—20+02+407’]

La condicién para que se produzca una bifurcacion de Hopf es que la matriz asociada
al sistema lineal posea dos autovalores imaginarios puros y uno real. Para ello, dado que
(4 es un numero estrictamente positivo, tenemos que colocar A; y A2 en el eje imaginario.
Luego, se debe verificar

—1—-0=0

lo que implica que ¢ = —1, por tanto, en el origen no ocurre una bifurcacién de Hopf.
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B.2.2. Punto de equilibrio 7

Las matrices jacobianas en los puntos de equilibrio P, y P3 vienen dadas por

—0 o 0
DF (P) = 1 -1 —/p(r—1)
Vi (r=1) \/u(r=1) —p
—0 o 0
DF (Ps) = 1 -1 p(r—1)
N TG YT s VR

dando lugar al mismo polinomio caracteristico denotado por
Py(Py) ==X =X (o+1+p)—Au(o+71)—20u(r—1)

Por este motivo, nos limitaremos tunicamente al estudio del punto de equilibrio . De la
misma manera que en el caso anterior, iremos coleccionado restricciones para los parame-
tros de control que daran lugar a una regién factible.

Primero, el punto de equilibrio P, debe pertenecer a R?. Esta condicién se traduce en

r—1>0 — r>1

ya que la igualdad en la condicién anterior da lugar al origen como punto de equlibrio.
Luego, hemos obtenido la primera de nuestras restricciones

A continuacion, denotaremos
PN =N+No+1+p) +u(oc+7r)+20n(r—1)=0

donde hemos multiplicado por —1 al polinomio caracteristico asociado al punto P,. Obser-
vamos que los coeficientes del polinomio anterior dependen del parametro de bifurcacién
1, lo que justifica nuestra notacion.

Dado que las raices del polinomio P, () son los autovalores de la matriz asociada al
sistema lineal y que nuestro objetivo es determinar cuando se produce una bifurcacién
de Hopf, deseamos encontrar los valores del pardmetro de p con la propiedad de que el
polinomio ciibico P, (A) posea un par de raices complejas y una real. Para ello, empleamos
la siguiente notacién

Ly(p) =0+ 1+p
Ly (p) = p(o+7)
Ly () =20p(r —1)

Utilizando los resultados expuestos en el apéndice de preliminares, para que la ecuacién
cubica posea un par de raices complejas y una real, se deben satisfacer las siguientes
relaciones entre los coeficientes de dicho polinomio

Ly (p) = Ly () - Lo (p)  && Ly (p) >0
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Luego,

p(oc+r)>0
20p(r—=1) = (o+1+p) p(o+r)

La primera condicion se satisface trivialmente ya que estamos considerando parametros
estrictamente positivos, mientras que la segunda

200 — 20 = 0> +or +0+71+ po + pr
=0’ —or+3c+r+u(c+r)
=0

Despejando p tenemos

—o?+or—3c—r

= o+r

El siguiente paso es estudiar para qué valores de los parametros de control j; es estricta-
mente positivo

—0?+o0or—30—r
>0 = >0
o+r
— —c’40r—30c—-—r>0
= —’+r(c—1)—30>0

o? + 30
> — 1
— r T (o0 #1)

Por tanto, nuestra regién factible viene dada por las siguientes tres restricciones

nr>1

m g #£1]

o430
o—1

7>

que, con ayuda de Matlab, viene representada por
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Region factible

30 r

20

10

sigma=1
r=1

(sigma -1)*r -(sigma < +3*sigma

'l A /! J

0 5 10 15 20 25 30
sigma

=)

Figura B.4: Region factible.

donde la zona coloreada de color marrén indica la region factible de los pardmetros de
control para que se produzca una bifurcacion de Hopf.
Recapitulemos, hemos obtenido el polinomio

P,N=N+No+1+p) +du(oc+71)+20n(r—1)=0

cuyas raices son los autovalores de la matriz jacobiana DF (P,). Si u = p1, entonces dicho
polinomio tendré dos raices complejas y una real denotadas por

)\172 = iin && )\3 = )\0

Utilizando los resultados expuestos en el apartado de “Colocacién de raices en el eje
imaginario de un polinomio ciibico”, dichas raices vienen determinadas por

wo =/ La (1)

=/t (o +7)

Y,
_L3 (Ml)

Ly (p1)
=—(o+1+m)

Ao =
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Por tanto, tenemos los siguientes autovalores

A = +in/py (0 + 1)

Ay = —in/py (0 +71)

/\3:—(U+1+M1)

De manera analoga al caso anterior, denominabamos velocidad de cruce de los autovalores
a la expresion
d
dp

Por esta razén, se denotaba d = o/ (j1). El siguiente paso es calcular dicha velocidad de
cruce, cuya expresion se presenté en el apartado correspondiente a “Colocacién de raices
en el eje imaginario” dada por

d (RA (1))

p=p1

L (1) — w3 Ll (1) + XoLhy (1)
2 (N + wp)

o () =

donde

Operando el numerador tenemos

Ly (1) = wiLy (1) + MLy (1) = 207 =20 — puy (0 +7) — (0 + 1+ pu) (0 +7)
=207 — 20 — [110 — 4T — 0> — O — 0 — T — ji10 — [iqT
= —0> =304 0r — 20 — 2T — 7
=—0>-30+or—2u(c+r)—r
=—02—30+0r—2(—02+0r—30—r)—r
= —0? =304 0r+20%—20r +60+2r —r

—o’+30c—or+r
y antes de operar el denominador, conviene

Ao=—(0+1+m)
—o*+or—3c—r
o+r

Z—(a—l—l—i-

oc’+or+o+r—oc>+or—3c—r

o+r
20r — 20

o+r
20 (r—1)
o+r
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ahora,

(o0 +7)

402 (r — 1)°
=2<L2)—02+07‘—30—r>

402 (r — 1)*
2 (A3 + wp) :2<L2)+,u10+,u1r>
(o0 +7)

Por tanto, la velocidad de cruce de los autovalores queda

o> +3c—or+r

402(r—1)?
(o+7)>

o (i) = 2(

—02—1-07’—30—7“)

Ahora, con el objetivo de ver el signo de la velocidad de cruce, reescribimos y denotamos

1
2
a2 N2 2 9 2 2 2
g=40"(r—=1)"—(oc+nr)c"+(c+r)or—3(c+r)o—r(c+r)

f=(+r)?(c”+30—or+7)

Utilizando la funcién ezplot de Matlab para la funcién implicita f obtenemos la gréfica
[B.5] dando valores para r y o obtenemos la distribucién de signos que se muestra en dicha
grafica.

(x+y)? 0.5 (y?+3 y-y x+x)=0

30
20+
10+
£
o Of
‘»
-10}+
=20+
-30 1 L 1 I L i
-30 -20 -10 0 10 20 30

Figura B.5: Numerador. Funcién f
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Del mismo modo, para el denominador se ha obtenido la grafica dando valores
para r y o obtenemos la siguiente distribucion de signos,

4 y2 (x - 1)2-(x+y)2 y2+...- (xi'y)2 x=0

30 - \

20} \

\
\
\\
10+ \\
\
— \ / |
g =i \ ( "I—|
o O e
L2 -_-_—““%_
\\ —‘_‘_>N\‘——_
-10 F \\
-20 F \
_30 I / A A 'Y ! J
-30 -20 -10 0 10 20 30

Figura B.6: Denominador. Funcién g

De manera gréfica, se observa que para valores de o y r pertencientes a nuestra region
factible, el numerador toma valores positivos mientras que el denominador toma valores
negativos. Luego, concluimos que la velocidad de cruce es siempre negativa y no nula.

Calculo de la variedad central

Del mismo modo que en el caso anterior, seguimos las técnicas expuestas en el apar-
tado correspondiente a “Variedades centrales”. En primer lugar, trasladamos el punto de
equilibrio P, al origen mediante un cambio de variables

=X —A/p(r—1)

Yo=Y =~/ (r—1)
ys =2 — (r—1)

Luego, tomando p = p; el sistema de Lorenz queda
Y1 =0 (y2 —y1)
Yo = Y1 — Y2 — 1Yz — Y/ i (1 — 1)

Ys = —H1Y3 + Y1 (92 + A/ (r = 1)) + Yo/ (r — 1)
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Ahora, la matriz jacobiana viene dada por

—0 o 0
1 —ys — —y1 — A/ (r = 1)

1
Yot/ (r=1) yi+4/pa(r—1) —fi1
que particularizada en el origen

—0 o 0

-1 =/ (r—1)

DF = 1
\/Nl(r_l) \/Ml(r—l) —H1

Como consecuencia, el punto de equilibrio es el origen y los autovalores siguen siendo los
mismos, ya que s6lo hemos realizado una traslaciéon. De la misma forma que en el caso
anterior, para calcular los autovectores nos basaremos en el teorema de Cayley-Hamilton.

—0 — i/ (r+ o)

o 0
DF — )\ I = 1 —1 — i/ (r +0) —/ (r=1)
Vi (r—1) Vi (r=1) = =i/ (r + o)
—0 4+ ia/ 1 (r+ 0) o 0
DF — X1 = 1 1 +i/um(r+o) =/ (r—-1)
Vi (r—1)

Vi (r=1) —p1 + iy (r + o)
1+ o 0

DF — )31 = 1 1+ o —A/p (r—1)
Vi (r=1) A/ (r—1) l1+o

A continuacién, haremos el producto de matrices para obtener los autovectores. Sélo rea-
lizaremos los cédlculos para las columnas que vayamos a tomar como autovectores.

-/\:>\1
1+M1 o 0 . 0
1 mto G- [ - V=D |-
Vi (r=1) /i (r—1) 140 NI

—o4/py (r—1) - 0
—oA/p (r=1) | +i |- - —/p1 (r = 1)/ (r + o)

—uy (r +0) . (14+0)+/p (r+ o)

Luego, multiplicando por —1 obtenemos el autovector

N 0
v = Jm +1 \/,ul(r—l)\/,ul(r—i-a)

p1 (r+ o) —(1+0)A/ 1 (r+o0)
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B\ = )\3

o 0 - 0
1 —l =i/ (r+o) =/ (r—1) c o =/ (r=1)
Vi (r —1) Vin(r=1)  —m =iy (r+0o)) \- - —mtin/p(r+ o)
—oa/p (r —1)
(L+ p1) A/ pa (r = 1)
pa (o +p + 1)

—0 — i/ (r+ o)

Luego, multiplicando por —1, hemos obtenido el autovector

oA/ (r—1)
vo = | = (L4 pn) A/pa (r — 1)
—piy (0 + p1 + 1)

Por tanto, utilizando la matriz de paso

0 on/pa (r—1) on/pa (r—1)
P=|mr=1y/p(r+0) on/m@r—1) =1+ m)y/m(r—1)
— (14 0)A/p1 (r+ o) pi (r + o) —puy (0 + p1 + 1)

obtenemos la forma de Jordan de DF viene dada por

0 — /Jq(’l"-i-O') 0
J = p (r+ o) 0 0
0 0 —(14+m+o0)

Utilizando céalculo simbdlico en Matlab, se ha computado la inversa de la matriz de paso
P, debido a su gran extension, no la mostraremos explicitamente. Por tanto, se verifica la
siguiente expresion

J=P 'DFP

Recordemos que la diferencial es la encargada de llevarse la parte lineal del sistema, con
el objetivo de mostrar el procedimiento con claridad, consideremos

Y1 —0 o 0 Y1 0
Yo | = 1 —1 —/p (r—1) Yo |+ | —ys
Y3 Vi (r=1) A/ (r—1) —p Y3 Y1y2

Ahora, multiplicando por P y P! se tiene

Y1 -0 g 0 Y1
Plyp]=P" 1 —1 —\/m (r=1) | PP~ |y,
Y3 Vin(r=1) y/p (r—1) — Ys
0
+ P | =11y
Y1Y2
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y, operando obtenemos el sistema

2 0 —+/ 1 (1 +0) 0 21 fi1 (21, 22, w)
Z | = p (r + o) 0 0 2o |+ | fo2 (21, 22, w)
w 0 0 —(1+p +0) w f33 (21, 22, W)

donde se han introducido las nuevas variables

Y1 fi (21, 22, w) 0
(21 2 w)=P ' | && Jo2 (21, 22,w0) | = P71 | —uays
Y3 fa3 (21, 22, ) Y12

donde f11, fa2, f33 representan la parte no lineal del sistema en forma de Jordan, se han
calculado en Matlab simbdlicamente pero se omiten por ser expresiones muy extensas.

Utilizando los mismos resultados que en caso anterior, sabemos que existe una variedad
invariante que puede ser localmente representada por

We(0) = {(21,22,w) € R? x Rlw = h (21, 22) , ||(21, 22)| < 6,1 (0,0) = 0, Dh (0,0) = 0}

Esto nos garatiza que la variedad central W¢ (0) es tangente al espacio invariante E°.
Por tanto, la expresion de la variedad central viene dada por

2 2
w = h(z1,29) = a125 + aaz1 22 + a32;

que derivando tenemos
. oh . N oh .
W= ——21 + =—29
621 622
Una vez conocida la expresion de la variedad central, nuestro objetivo es determinar

el signo del coeficiente de Liapunov, dado por

a (Rl + WORQ)

- 16&00
donde

wo = A/ (r + o)
Rl = GZIZQ (GZ121 + GZQZQ) - TZ122 (T2121 + T2222) - G2121T2121 + G2222T2222
R2 = Gzlzlzl + Gzlzgzz + Tzlzlzg + ngzzzg

utilizando la notacién

fi (2’1, Z2,w) =G (217Z27w)

fa2 (21, 22,10) = T(Z17227w)

Utilizando calculo simbdlico en Matlab, se ha computado la expresion del coeficiente de
Liapunov, pero debido a su extensa expresiéon no podemos deducir de manera analitica
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ninguna conclusién, por esta razén la omitiremos. Dando valores o y r pertenecientes a
nuestra regién factible, con ayuda de Matlab, concluimos que

a#0 && a>0
en la region de factibilidad. En resumen, tenemos que

a>0 & d<0

y, utilizando los resultados expuestos en la bifurcaciéon de Hopf concluimos que el sistema
presenta una Orbita periddica inestable ya que el coeficiente de Liapunov tiene signo po-
sitivo. Por esta misma razoén, el punto de equilibrio P, es inestable para p = p;. Ahora,
cabe preguntarse por la estabilidad de dicho punto de equilibrio cuando el pardametro de
bifurcacién atraviesa el valor u;. Utilizando los resultados acerca de la bifuraciéon de Hopf,
concluimos

= Si < uq, entonces el punto de equilibrio P; es inestable.

= Si > py, entonces el punto de equilibrio P es asintéticamente estable con una
orbita periddica inestable.

Dados los parametros de control ¢ = 5y r = 20, el valor de bifurcacién viene dado por

_ —F45.20-3.5-20
= 5+ 20 -

Las siguientes graficas ejemplifican de manera visual los fenémenos que se producen para
valores del parametro p méas grandes y mas pequenos que el valor de bifurcacion p;.

Si tomamos p = 1.55, obtenemos el punto de equilibrio P, = (\/29.45, 1/29.45, 19), ya
que u < p la siguiente grafica pone de manifiesto la inestabilidad de dicho punto.

Trayectoria del Sistema de Lorenz

Primera componente l}
I

AV T

& o @ o~

5 10 15 20 25 30 35 40 45

AARAARD Segunda componente | |

-~

o

>
o ——— ©

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 4 45

(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura B.7: Solucién P.V.I. para X, = (5.4,5.3,18.1), Punto de equilibrio
(v/29.45,+/29.45,19)
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Si tomamos g = 1.65, obtenemos el punto de equilibrio P, = (\/31.35, 1/31.35, 19), ya
que p > pq la siguiente gréafica pone de manifiesto la estabilidad asintoética de dicho punto.

En estas graficas se aprecia la existencia de la bifurcacién de Hopf, debido al cambio
de estabilidad del punto de equilibrio al variar el pardmetro de bifurcacién.

Trayectoria del Sistema de Lorenz

6.5

Primera componente
AR A
. ""u‘I‘u'h‘l‘\""‘“‘““”'W'd'u‘d'””u”u””“n‘u'h'h‘"h".‘t”“.”.“.”.".‘.I'l L
10 20 30 40 50 60
o T TR
2OD 10 20 30 40 50 60
Tercera componente
i I
18 .
o 10 20 30 40 50 60
(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién
Figura B.8: Solucién P.V.I. para X, = (5.4,5.3,18.1), Punto de equilibrio

(v/31.35,+/31.35,19)

B.3. Caso III: ;4 = r parametro de bifurcacién y o, b
parametros de control

Con estas premisas, el sistema de Lorenz resulta

XZO’Y—O'X
Y=uX-Y-XZ
7 =-—b7+ XY

Los puntos de equilibrio para este sistema vienen dados por
P, =(0,0,0)

P = (Vo= 1) A/b(p=1),n-1)

Py = (Vb= 1), b (= 1), 0 —1)

y, la matriz jacobiana por
—0 o 0
w—2 -1 =X
Y X b
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Siguiendo el método de trabajo que venimos empleado, realizamos un analisis de la bifur-
cacion de Hopf para cada uno de los puntos de equilibrio.

B.3.1. Punto de equilibrio P,

Para este punto, su matriz jacobiana viene dada por

—-oc o 0
uwo —1 0
0 0 b

cuyos autovalores, calculados previamente, vienen dados por

Ao =—b
1
)\125[—0—1—%\/1—20—%024—404
1
)\225[—0—1—\/1—20—1—024#40#]

Dado que Ay es un autovalor real, para que se produzca una bifurcacién de Hopf
necesitamos colocar los autovalores A\; y Ay en el eje imaginario. Por esta razon, se debe
cumplir

—0—1=0

Luego, necesariamente o = —1, y por tanto concluimos que en el origen no ocurre una
bifurcacién de Hopf, ya que consideramos parametros de control estrictamente positivos.

B.3.2. Punto de equilibrio P

Las matrices jacobianas en los puntos de equilibrio P, y P3 vienen dadas por

—0 o 0
DF (P,) = 1 1 1)
Vo(u=1) /b(u—=1) b
—0 o 0
DF (Py) = 1 1 b= 1)
Vo =1) —/b(u—-1)  =b

dando lugar al mismo polinomio caracteristico denotado por
Py (Py3) = =X =X (0+14+b) —Xb(0+p) —20b(un—1)

Por este motivo, nos limitaremos tunicamente al estudio del punto de equilibrio P,. De
acuerdo con el método de trabajo seguido en los dos casos anteriores, iremos coleccionado
restricciones para los pardametros de control, que nos proporcionaran una region factible
para los que se produce una bifurcacion de Hopf.

Primero, el punto de equilibrio P, debe pertenecer a R?. Esta condicién se traduce en

pu—1>0 <= pu>1
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Esta restriccion afecta al pardmetro de bifurcacién, no a los pardametros de control.
Ahora, denotamos

PN =N4+XN(0+14+b)+Ab(0+p)+20b(u—1)=0

donde hemos multiplicado por —1 al polinomio caracteristico asociado al punto P,. Obser-
vamos que los coeficientes del polinomio anterior dependen del parametro de bifurcacién
1, lo que justifica nuestra notacion.

Dado que las raices del polinomio P, () son los autovalores de la matriz asociada al
sistema lineal y que nuestro objetivo es determinar cudndo se produce una bifurcacién de
Hopf, deseamos encontrar valores del parametro u con la propiedad de que el polinomio
cibico P, () posea un par de raices complejas y una real. Para ello, empleamos la siguiente
notacién

Ly(p)=0+1+0D
Ly () =b(o+p)
L3 (p) = 20b (p— 1)

De manera analoga a los casos anteriores, para que la ecuacién de grado tres posea un
par de raices complejas y una real, se deben cumplir las siguientes relaciones entre los
coeficientes

Ly (p) = Ly () - Lo (p)  && Ly (p) >0
Luego,

b(o+p) >0
200(p—1)=(c+1+b)-b(c+p)

La primera condicion se verifica trivialmente ya que estamos considerando parametros del
sistema estrictamente positivos, mientras que la segunda

20 —20 = 0> +op+ 0o+ pu+bo+ by
=0?—op+30+p+bo+ by
=0’ +o(b+3)+pu(—oc+1+b)

=0
Despejando p tenemos
—o%—o(b+3)
M1 =

—o+1+0

donde, sacando factor —1, se obtiene
B o+ ob+ 30

= c—1-0
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Observamos que pp es el valor que denomindbamos ry en el apartado de “Puntos de
equilibrio” del capitulo dos (véase pagina .

Como venimos haciendo, el siguiente paso es estudiar para qué valores de los parame-
tros de control j; es estrictamente positivo. Dado que el numerador es siempre positivo,
debemos imponer que el denominador también lo sea

>0 < o—-1-56>0
— o>1+b

Ahora, debemos garantizar que p; sea estrictamente mayor que uno debido a la condicion
mencionada anteriormente,

0%+ ob+ 30
pp>1 = ———>1
o—1-b
= o’+ob+3c>0—-1-0b
= o’ +bo+1+20+1>0 (se cumple Vo, b > 0)

La tultima desigualdad se cumple para todo valor estrictamente positivo de los parametros
de control, en particular para ¢ > 1 + b. Por tanto, para que el punto de equilibrio P,
pertenezca a R3 y p; sea estrictamente positivo, los pardmetros de control deben satisfacer
la siguiente condicion

dando lugar a la siguiente region factible
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Region factible

30
[ sigma -1-b=0]
25+
i ‘-
15 + ‘
) ---

| ---

5k

0

0 5 10 15 20 25 30
sigma

Figura B.9: Regién factible.

donde la zona coloreada de color marrén indica la region factible de los parametros de
control para que se produzca una bifurcacion de Hopf.
En resumen, hemos obtenido el polinomio

PN =N4+XN(0+14+b) +Ab(0+p)+20b(u—1)=0

cuyas raices son los autovalores de la matriz jacobiana DF (P,). Para el valor u = i, este
polinomio tendré dos raices complejas y una real denotadas por

)\172 = iiWo && )\3 = )\0

Como en los casos anteriores, utilizando los resultados expuestos en el apartado de “Co-
locacion de raices en el eje imaginario de un polinomio cibico”, dichas raices vienen de-

terminadas por
wo = /L2 (11)

= /b (0 + 1)

L3 (y11)
L, Ml)
o+ 1+0b)

Ao = —

~

|
N
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Por tanto, tenemos los siguientes autovalores

A = +in/b (o + 1)

Ay = —in/b (0 + 1)
A3=—(0c+1+0D)

En el apéndice de “preliminares” denominabamos wvelocidad de cruce de los autovalores a
la expresiéon

d
d= = (RA (1)
K p=p1
Por esta razén, se denotaba d = o' (111). El siguiente paso es determinar el signo de la ve-
locidad de cruce, cuya expresion se presenté en el apartado correspondiente a “Colocacion

de raices en el eje imaginario” dada por

Ly (1) — wg LY (p1) + MLy (p1)

)= 204+ )
donde
Ly () =0
Ly(p1) =b
Ly () = 200

Operando el numerador tenemos

Ly (1) — wa Ly (1) + MoLhy (1) = 20b—0— (0 + 1 +b)b
=ab—b— b’
=b(oc—1-0)

y el denominador,

20 +wd) =2((c+1+b)>+b(c+m))

bo (o + b+ 3)
=2 1 2 T E——
((a+ +b)” 4 bo + p—— )
Luego, la velocidad de cruce viene dada por
b(c—1-0
o’ () = ( 2 )ba(a+b+3)
2<(U+1+b) —i—ba—l-ﬁ)

Nuestra regiéon factible viene dada por la condicion ¢ > 1 + b, lo que implica que el
numerador es positivo y no nulo para valores de los parametros de control pertenecientes
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. . , . 2 . . .
a la misma. En cuanto al denominador, el término (¢ + 1 + b)” es siempre positivo y no
nulo, el segundo término bo también lo es, y veamos el tercer término

bo (0 + b+ 3)
c—1->

donde el numerador es siempre positivo y no nulo para b, o estrictamente positivos, y el
denominador también lo es para valores de los parametros de control en la regién factible
oc>1+0b.

Por tanto, concluimos que la velocidad de cruce es siempre no nula y positiva para
valores de los parametros de control pertenecientes a la region factible. Luego, podemos
afirmas que en la region de factibilidad se produce una bifurcaciéon de Hopf.

Calculo de la variedad central

Siguiendo el método de trabajo expuesto en los casos anteriores, trasladamos el punto
de equilibrio P, al origen mediante un cambio de variables
yr=X—=+/b(u —1)
yo =Y — /b1 — 1)
Yys=2— (1 — 1)

Luego, tomando p = p; el sistema de Lorenz queda

Y =0 (Y2 — 1)
Yo =Y1 — Y2 — Y1ys — ysn/b (1 — 1)

ys = —bys + y1 <y2 + m) + y2/b (1 — 1)

Ahora, la matriz jacobiana viene dada por

—0 o 0
1—ys -1 —y1 — /b (1 — 1)

Yo+ /b (1 — 1) y1 +4/0(1 — 1) —b
que particularizada en el origen

—0 o 0
DF = 1 —1 —4/b (1 — 1)
VO —1) /b —1) b

Por tanto, el punto de equilibrio es el origen y los autovalores siguen siendo los mismos, ya
que solo hemos realizado una traslacién. De la misma forma que en los casos anteriores,
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nos basaremos en el teorema de Cayley-Hamilton para el calculo de los autovectores.

—0 —ia/b (1 + o)

o 0
DF — \1 = 1 —1—i\/b(u +0)  —+/b(u—1)
Vb —1) Vb —1) —b—i/b(1 + o)
—0 4+ i4/b (1 + o) o 0
DF — X1 = 1 ~1+iy/b(u+0) —/b(—1)
A/b(p —1) Vb (p1—1) —b+iy/b (1 + o)
1+b o
DF — \3 = 1 b+o —4/b (1 — 1)
\/ (g — 1) \/b,ul—l 1+o

A continuacién, haremos el producto de matrices para obtener los autovectores. Sélo rea-
lizaremos los cédlculos para las columnas que vayamos a tomar como autovectores.

L] )\=)\1

1+0b o 0 - 0

1 b+o b= - o1 |=
\/ (ug — 1) \/b (g — 1) 1+o < =b+i/b(y +0)

N e 0

—o/b(u—1) |+i | o =/ —1)/b(u +0)

—b (1 + o) . (14+0)/b(p1 +0)

Luego, multiplicando por —1 obtenemos el autovector

o4/b (1 — 1) 0
vi={oyb(um—1) | +i| /b — 1)/ +0)
by +0) —(1+0)+/b(1 + 0)
l)\z)\g
—0 —ia/b (1 + o) o 0 - 0
1 —1 —iy/b(p1 +0) —4/b (1 — 1) T —4/b (1 — 1)
N BN e R BN e VA RSN
—oy/b (i — 1)
(1+0) /b (= 1)
b(o+b+1)

Luego, multiplicando por —1, hemos obtenido el autovector

or/b(p1—1)
Vg = —(].+b) b([,bl—l)
—b(c+b+1)
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Luego, utilizando la matriz de paso

0 am Um
P={\b(u = Dy/b(m +0) on/bm—=1) =1 +5)/b(m 1)
— (14 0)4/b(11 +0) b(pr + o) —b(oc+b+1)

obtenemos la forma de Jordan de la matriz DF dada por

0 —4/b (1 + o) 0
J =1 4/b(u + o) 0 0
0 0 —(1+b+0)

Utilizando calculo simbdlico en Matlab, se ha computado la inversa de la matriz de paso P,
debido a su gran extension, no la mostraremos explicitamente. Por algebra lineal, sabemos

que se verifica
J =P 'DFP

Recordemos que la diferencial es la encargada de llevarse la parte lineal del sistema, con
el propédsito de mostrar el procedimiento con claridad, consideremos

Y1 —0 o 0 Y1 0
Y2 | = 1 —1 =/ =) | w2 |+ | —11ys
Ys Vo (i —1) A/b(u— 1) —b Ys Y1yo

Ahora, multiplicando cuidadosamente por P~ y P se tiene

Y1 —0 o 0 Y1
Py |=P" 1 —1 —\/b(u1 = 1) | PP | y2
ys VO (i —1) A/b0(m —1) —b Ys
0
+ P71 | =y
Y1Y2

y, operando obtenemos el sistema

2.1 0 —a/b (,Ul + O') 0 21 f11 (21, 29, ’U})
Zy | = b(p + o) 0 0 zo |+ | fo2 (21, 22, w)
w 0 0 —1+b+0)) \w f33 (21, 22, w)

donde se han introducido las nuevas variables

n fin (21722710) 0
(21 22 w)=P " y| && foz2 (21, 22,w) | = P71 | =y
Y3 fa3 (21, 22, W) Y12

donde fi1, fa2, f33 representan la parte no lineal del sistema en forma de Jordan, se han
calculado en Matlab simbdlicamente pero se omiten por ser expresiones muy extensas.

Utilizando los mismos resultados que en los casos anteriores, sabemos que existe una
variedad invariante que puede ser localmente representada por

We(0) = {(z1, 22,w) € R? x Rlw = h (21, 22) , | (21, 22)|| < 6, h(0,0) =0, Dh (0,0) = 0}
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Esto nos garatiza que la variedad central W€ (0) es tangente al espacio invariante E°.
Por tanto, la expresion de la variedad central viene dada por

2 2
w = h(z1,29) = a12] + az1 22 + a32;

que derivando tenemos

. 0h . ~Oh .
W= 7—21+ 2

&Zl 522

Empleando calculo simbédlico en Matlab, se ha computado la expresion de la funcién h, es
decir, se han obtenido los coeficientes a1, as y ag, pero debido a su gran extensién no se
muestran explicitamente.

Una vez conocida la expresién de la variedad central, nuestro objetivo es determinar
el signo del coeficiente de Liapunov, dado por

a (Rl + woRg)

- 16&]0
donde

wo = 4/b (1 + 0)
Rl = GZIZ2 (GZ121 + GZZZQ) - T2122 (Tzlzl + TZQZQ) - Gzllezlzl + GZQZQTZQZQ
R2 = Gzlzlzl + GZ1Z22’2 + Tzlz1zz + ngzzzz

utilizando la notacién

fi (2’1, Z27w) =G (2’1,22;10)

fo2 (21, Z9, w) =T (21, 22, w)

Utilizando calculo simbdlico en Matlab, se ha computado la expresién del coeficiente de
Liapunov, pero debido a su extensa expresion no podemos deducir de manera analitica
ninguna conclusion, por esta razéon la omitiremos. Dando valores o y b pertenecientes a
nuestra region factible, con ayuda de Matlab, concluimos que

a#0 && a>0
en la regién de factibilidad. En resumen, tenemos que
a>0 && d>0

Por tanto, utilizando los resultados acerca de la bifurcacién de Hopf, el sistema presenta
una Orbita periddica inestable. Debido a que el coeficiente de Liapunov a es estrictamente
positivo en la regién de factibilidad, afirmamos que el punto de equilibrio P» es inestable
para pu = p1. Ahora, cabe preguntarse por la estabilidad de dicho punto de equilibrio
cuando el pardmetro de bifurcacion p se encuentra a la derecha o a la izquierda del valor
de bifurcacién puq,
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= Si g > pq, entonces el punto de equilibrio P; es inestable.

= Si u < pq, entonces dicho punto de equilibrio es asintéticamente estable con una
orbita periddica inestable.

Este cambio de estabilidad del punto de equilibrio al pasar el parametro de bifurcacion el
valor p justifica la presencia de una bifurcaciéon de Hopf.

Con el propdsito de ejemplificar este fenémeno, considerando los parametros de control
o =3y b= 1 pertenecientes a nuestra regién factible, calculamos

_02+0b+30
= oc—1—b
_9+3+9
S 3-1-1

21
1
=21

Ahora, las siguientes graficas exponen de manera visual el cambio de estabilidad que se
produce para valores del parametro de bifurcacién p a la derecha y a la izquierda del valor
Ha-

Si tomamos g = 20.5, obtenemos el punto de equilibrio P, = (\/19.5,\/19.5, 19.5).
Dado que p < pq, las siguientes graficas obtenidas con la herramienta de Matlab ponen
de manifiesto la estabilidad asintética del mismo,

Trayectoria del Sistema de Lorenz
4.6

ARANRARANEARARANDAR
A =
ARLECLATLLARL |

Primy
4, |H'

kS

l\\"“ I |
IR LAV LER W =N

|
i‘"llHllllLll

0 10 20 30 40 50 50 188

42

5

19.6
; Segunda componente

48 {45
(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién
Figura B.10: Solucién P.V.I. para X, = (4.39,4.38,19.1), Punto de equilibrio

(v/19.5,4/19.5,19.5)

Si tomamos p = 21.5, obtenemos el punto de equilibrio P, = (\/20.5,\/20.5,20.5).

Dado que p > pq, las siguientes graficas ponen de manifiesto la inestabilidad del mismo,
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Apéndice B. Analisis de la bifurcacién de Hopf

Trayectoria del Sistema de Lorenz

B

Primera componente
s M T | [ = Primera componerte

M uHHH ||\

UL I
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8
B
|
15

o 10 20 30 40 50 60

(a) Componentes X,Y, Z (b) Trayectoria de la solucién

Figura B.11: Solucién P.V.I. para X, = (4.39,4.38,19.1), Punto de equilibrio
(v/20.5,4/20.5,20.5)

B.4. Conclusiones

Recopilando los resultados obtenidos del anélisis de los tres casos anteriores, concluimos
que si se considera cualquiera de los parametros del sistema como pardametro de bifurcacién
M, entonces

= En el origen como punto de equilibrio nunca se produce una bifurcacién de Hopf.

= En los puntos de equilibrio P, y P3 si ocurre una bifurcacién de Hopf para valores
de los parametros de control en la regién factible de cada caso. En todos ellos, el
sistema exhibe una bifurcacion de Hopf subcritica ya que el coeficiente de Liapunov
en todos los casos anteriores es estrictamente positivo.
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APENDICE C

Cédigo de Matlab

Este apéndice estd destinado a mostrar el cédigo de Matlab de todos los algoritmos
numéricos que he desarrollado para resolver numéricamente el sistema de Lorenz y obtener
asi las graficas que se muestran a lo largo de este trabajo.

Con el objetivo de que este apéndice sea lo mas compacto y breve posible, no mostrare-
mos las llamadas a las funciones que aqui se muestran, sino simplemente la implementacion
de los algoritmos.

C.1. Runge-Kutta de orden 4 explicito

%#MIRK4: Metodo Rung-Kutta de orden 4

function [t,u] = mirk4(fun,tinic,tfin,N,x0,par)
etapas = 4;

% 1.0btengo el numero de filas de x0O(dimension)
m = size(x0,1);

% 2.Defino el paso

h = (tfin - tinic)/N;

% 3.Defino el mallado (salida)

t= tinic:h:tfin;

% Los puntos calculados son columnas de 3 componentes
% Calculo N+1 puntos

% 4.Inicializo

u = zeros(m,N+1);

%5.Meto en la primera columna xO

u(:,1) = x0;

%» Tablero de Butcher

[0;1/2;1/2;11;

[000O0; 1/2 00 0; 0 1/2 0 0; 0 0 1 0];
[1/6 2/6 2/6 1/6];

o = 0
I
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% 6.Bucle
K = zeros(etapas,m);
for n=1:N
for i=1:etapas
K(i,:) = fun(t(n) + c(i,1)*h,u(:,n) + h*x(A(i,:)*K)’,par);
end
u(:,n+1) = u(:,n) +h*x(bx*K)’;
end
end

C.2. Meétodo predictor-corrector. Adams-Bashforth-
Adams-Moulton

JMIAB5AM4 :

%Predictor -> Metodo de Adams-Bashforth de 5 pasos
%#Corrector -> Metodo de Adams-Moulton de 4 pasos
%Metodo inicializador: Runge-Kutta de orden 4

function [t,u] = miabbam(fun,tinic,tfin,N,x0,par)
%1.0btengo el numero de filas de x0(dimension)
m = size(x0,1);

%2.Defino el paso

h = (tfin - tinic)/N;

%3.Defino el mallado (salida)

t= tinic:h:tfin;

% Los puntos calculados son columnas de m componentes

%#Calculo N+1 puntos

%4 .Inicializo

u = zeros(m,N+1);

%5.Meto en la primera columna xO

u(:,1) = x0;

ZINICIALIZAMOS X0,X1,X2,X3,X5 CON MIRK4 PARA ARRANCAR ADAMS-
BASHFORTH de 5 pasos

% Lo que devuelve se coloca en las cinco primeras columnas de u

[",u(:,1:5)] = mirk4 (fun, tinic, tinic + 4x*h,4,x0,par);

% Utilizamos una matriz en la que guardemos las evaluaciones de la
%funcion f

matriz_eval = zeros(m,N+1);
%INICIALIZAMOS LOS 3 PRIMEROS VALORES(f_O0,f_1,f_2)
for i=1:4
matriz_eval(:,i) = fun(t(i),u(:,1i),par);
end
for n=5:N
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C.3. Método del trapecio implementado con el método de Newton

matriz_eval(:,n) = fun (t(n), u(:,n),par);
%PREDICTOR: Calculo de Z_0 con Adams-Bashforth
Z_0 = u(:,n) + (h/720)* (1901*matriz_eval(:,n) - 2774x*
matriz_eval(:,n-1) + 2616*matriz_eval(:,n-2) - 1274x%
matriz_eval(:,n-3) + 251*matriz_eval(:,n-4));
%CORRECTOR: u(:,n+1) = F_n(Z_0) Adams-Moulton
u(:,n+1) = u(:,n) + (h/720) * (251 * fun (t(n+l1),Z_0,par) +
646* matriz_eval(:,n) - 264% matriz_eval(:,n-1) + 106%*
matriz_eval(:,n-2) -19*%matriz_eval(:,n-3));
end
end

C.3. Meétodo del trapecio implementado con el méto-
do de Newton

ZWMITRAP: Metodo del trapecio, utilizando el metodo de Newton en
cada

%iteracion para resolver la ecuacion implicita

%Entrada: jac -> fichero de tipo function con el jacobiano de la

ec dif.

% itmax -> Numero maximo de iteracion en el metodo de
Newton

%#Salida: t -> vector fila de tiempos

A u -> matriz con la aproximacion

% numfun -> contador del numero de evaluaciones de 1la
funcion

function [t,u,numfun] = mitrap(fun,tinic,tfin,N,x0,par, jac,itmax)

%1.0btengo el numero de filas de x0(dimension)

m = size(x0,1);

%2.Defino el paso

h = (tfin - tinic)/N;

%#3.Defino el mallado (salida)

t= tinic:h:tfin;

% Los puntos calculados son columnas de m componentes
%Calculo N+1 puntos

%4.Inicializo

u = zeros(m,N+1);

%5.Meto en la primera columna xO

u(:,1) = x0;

numfun = 0;

%Para las iteraciones del Metodo de Newton, los Z_j se guardan
% en la matriz Z (como maximo haremos itmax iteraciones)
%Inicializacion

Z = zeros(m,itmax) ;

%6.Bucle
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Apéndice C. Coédigo de Matlab

for n=1:N

end
end

%E1 calculo x(n) + (h/2)*f(t(n),x(n)) es el mismo para

%todas las iteraciones del Met. Newton

valor = u(:,n) + (h/2)*fun(t(n),u(:,n),par);

numfun = numfun +1;

%Inicializamos Z_0 (Z_0 = x(n))

Z(:,1) = u(:,n);

%Inicializacion bucle

j= 1

seguimos = true;

while (seguimos)
%G_n(Z_j) = Z_j - valor - (h/2)*f(t(n+1),Z_j)
G = 2(:,j) - valor - (h/2)*fun(t(n+1),Z(:,j),par);
%ZIncrmentamos el contador de evaluaciones de la funcion f
numfun = numfun +1;
%Calculamos la diferencial de G_n (Derivada respecto a Z)
YDG_n(Z_j) = I - (h/2)*D_xf (t(n+1),Z_j)
DG = eye(m) - (h/2)*xjac(t(n+1),Z(:,j),par);
%Resolvemos el sistema DG_n(Z_jd)W = G_n(Z_j);
W = DG\G;

W es el error W = x(n)-x(n+1);
j = j+1;

%Criterio de parada: mientras que norm_inf (W) >= h~3 && no

hayamos
%llegado a las oteraciones maximas, seguimos con el bucle

JW es el error, Recuerda: f’(x(n))== f(x(n))/(x(n) - x(n+1)

)
%En cada vuelta se mejora la aproximacion x(n+1)
seguimos = (norm(W,inf) >= h"3 && j < itmax);
end
u(C:,n+1) = Z(:,3);

%Jacobiano del sistema de Lorenz
function f = jaclorenz(t,x,par)

end

sigma = par (1);

rho = par(2);

beta = par(3);

f = [-1xsigma,sigma,0;rho - x(3),-1,-x(1);x(2),x(1),-betal;
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C.4. Método predictor-corrector. Euler-trapecio

C.4. Método predictor-corrector. Euler-trapecio

WMIEULERTR: Metodo prediccion correccion
%Predictor -> Metodo de Euler
%#Corrector -> Metodo del trapecio
function [t,u] = mieulertr(fun,tinic,tfin,N,x0,par)
%1.0btengo el numero de filas de x0(dimension)
m = size(x0,1);
%2.Defino el paso
h = (tfin - tinic)/N;
%3.Defino el mallado (salida)
t= tinic:h:tfin;
%4.Inicializo
u = zeros(m,N+1);
%5.Meto en la primera columna xO0
u(:,1) = x0;
ZUTILIZAMOS UN METODO PREDICTOR(EULER) PARA CALCULAR Z_O
for n=1:N
% Por eficiencia, evaluamos f(t_n,x_n)
eval_n = fun(t(n), u(:,n),par);
%“PREDICTOR explicito (EULER) PARA CALCULAR Z_0
%Z_0 = x_n + hxfun(t_n,x_n)
Z_0 = u(:,n) + h * eval_n;
HCORRECTOR: F_n(Z) = Z %%% (Z_(j+1) = F_n(Z_j))%%% TRAPECIO
%x_(n+1) = x_n + (h/2) * (f(t_n,x_n) + f(t_(n+1),x_(n+1)))
% x_(n+1) = Z_1 = F_n(Z_0)
u(:,n+1) = u(:,n) + (h/2) * (eval_n + fun(t(n+1),Z_0,par));
end
end

C.5. Método adaptativo Runge Kutta Felberg

%MIRKF45: Implementacion del metodo de Runge Kutta Felberg

% E1 metodo de Runge kutta Felber wutiliza un metodo interno de
orden 4 y

% un metodo externo de orden 5

% Por lo que el orden siempre es del metodo que queremos resolver,

es,

% decir, el interno, por lo que orden = 4;

function [t,u,H,ERROR,rechazo]l= mirkf45(fun,tinic,tfin,x0,par,ho,
TOL , hmin)

%1. Generamos el tablero de Butcher
[0;1/4;3/8;12/13;1;1/2];
[0OOO OO0 O;

C
A

Trabajo de Fin de Grado. Jesus Llorente 161



11

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

A4

45

46

47

48

49

50

51

52

Apéndice C. Coédigo de Matlab

1/4 0 0 0 O O;

3/32 9/32 0 0 0 O;

1932/2197 -7200/2197 7296/2197 0 0 O0;
439/216 -8 3680/513 -845/4104 0 O;
-8/27 2 -3544/2565 1859/4104 -11/40 0];

b = [25/216 0 1408/2565 2197/4104 -1/5 0];

b_gorro = [16/135 0 6656/12825 28561/56430 -9/50

%2.Introducimos las constantes del programa

hmax = (tfin - tinic)/10;
fac = 0.9;
facmax = 5;

%3. INICIALIZAMOS LAS VARIABLES

% Inicializamos el primer paso tentativo h
h = ho;

%Inicializamos t
t = [tinic];

%#Inicializamos el vector fila H que contiene los

H = [hO];

%Inicializamos u
u = [x0];

2/55]

pasos

%#Inicializamos el vector fila que contiene los errores

ERROR = [0];

%Inicializamos la varibale rechazo que mide el numero de veces que

se rechaza el calculo
rechazo = 0;

%Inicializamos n
n = 1;

%Inicializamos la variable K

etapas = 6;

%0btengo el numero de filas de x0(dimension)
m = size(x0,1);

K = zeros(etapas,m); % K tiene 6 filas[kl;k2;k3;k4;k5;k6]
coefs_error = [1/360 0 -128/4275 -2197/75240 1/50 2/55];

%Para calcular el 1_opt, utilizamos el orden del metodo interno
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C.5. Método adaptativo Runge Kutta Felberg

orden = 4;
while (t(n) <= tfin)
% Comprobamos que desde el nodo que estamos + el paso
tentativo
% que vamos a probar no nos salgamos del intervalo
if (¢(n) + h > tfin)
h = tfin - t(n);
end

% Calculamos los K_i
for i=1:etapas
K(i,:) = fun(t(n) + c(i,1)*h,u(:,n) + h*x(A(i,:)*K)’,par);

end
%CALCULAMOS EL ERROR ERR
ERR = norm(coefs_error * K,inf);

%»COMPARAMOS EL ERR CON LA TOLERACIA
% Si el ERR > TOL descartamos los calculos
% Si ERR <= TOL aceptamos los calculos y los almacenamos
if (ERR <= TOL)
u(:,n+1) = u(:,n) +h*x(bx*xK)’;
t(n+1) = t(n) + h;

H(n) = h;
ERROR(n) = ERR;
n = n+1;
else
rechazo = rechazo + 1;

end

% Tanto si se aceptan como si rechazan los calculos,
redefinimos el

% paso tentativo de forma optima

l_opt = min ([hmax,h * min([facmax, fac * (TOL/ERR) " (1/orden)
D1D;

%#CONDICION DE PARADA
if (l_opt < hmin)
sprintf (’Como el valor del paso optimo es menor que hmin,
para el programa’);
break;
end
h = 1_opt; % Volvemos a repetir el bucle con el paso optimo

end
end
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C.6. Método de Euler

%MIEULER
function [t,ul]= mieuler (fun,tinic,tfin,N,x0,par)

%1.0btengo el numero de filas de x0(dimension)
m = size(x0,1);
%2.Defino el paso
h = (tfin - tinic)/N;
%3.Defino el mallado (salida)
t= tinic:h:tfin;
%4.Inicializo
u = zeros(m,N+1);
%5.Meto en la primera columna xO0
u(:,1) = x0;
%6 .Bucle
for n=1:N
%x(n+1) = x(n) + h*xf(t(n),x(n))
u(:,n+1) = u(:,n) + hxfun(t(n),u(:,n),par);
end

end

C.7. Meétodo del Trapecio

%MITRAP: Metodo del trapecio, utilizando el metodo de Newton en
cada

%iteracion para resolver la ecuacion implicita

%Aproximamos la funcion fun con el emtodo del trapecio

%Entrada: jac -> fichero de tipo function con el jacobiano de la

ec dif.

% itmax -> Numero maximo de iteracion en el metodo de
Newton

%#Salida: t -> vector fila de tiempos

% u -> matriz con la aproximacion

% numfun -> contador del numero de evaluaciones de la
funcion

function [t,u,numfun] = mitrap(fun,tinic,tfin,N,x0,par, jac,itmax)

%1.0btengo el numero de filas de x0(dimension)

m = size(x0,1);

%2.Defino el paso
h = (tfin - tinic)/N;
%3.Defino el mallado (salida)
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C.7. Método del Trapecio

t= tinic:h:tfin;

% Los puntos calculados son columnas de m componentes
%4.Inicializo

u = zeros(m,N+1);

%5.Meto en la primera columna xO0

u(:,1) = x0;

%Inicializo la variable numfun

%(contador del numero de evaluaciones de la funcion fun)
numfun = 0;

%Para las iteraciones del Metodo de Newton, los Z_j se guardan
% en la matriz Z (como maximo haremos itmax iteraciones)
%Inicializacion

Z = zeros(m,itmax) ;
%6 .Bucle
for n=1:N

%El calculo x(n) + (h/2)*f(t(n),x(n)) es el mismo para
%todas las iteraciones del Met. Newton
valor = u(:,n) + (h/2)*fun(t(n),u(:,n),par);
numfun = numfun +1;
%Inicializamos Z_0 (Z_0 = x(n))
Z(:,1) = u(:,n);
%Inicializacion bucle
jo= 1
seguimos = true;
while (seguimos)
»G_n(Z_j) = Z_j - valor - (h/2)*xf(t(n+1),Z_j)
G = Z(:,j) - valor - (h/2)*fun(t(n+1),Z(:,j),par);
%#Incrmentamos el contador de evaluaciones de la funcion f
numfun = numfun +1;
%#Calculamos la diferencial de G_n (Derivada respecto a Z)
MG_n(zZ_j) = I - (h/2)*D_xf(t(n+1),Z_j)
DG = eye(m) - (h/2)*jac(t(n+1),Z(:,j),par);
#Resolvemos el sistema DG_n(Z_j)W = G_n(Z_j);

W = DG\G;

W es el error W = x(n)-x(n+1);

Z(:,j+1) = Z(:,3) - W;

jo= 3+

#Criterio de parada: mientras que norm_inf (W) >= h~3 && no
hayamos

%llegado a las iteraciones maximas, seguimos con el bucle

%W es el error, Recuerda: f’(x(n))== f(x(n))/(x(n) - x(n+1)
)

%En cada vuelta se mejora la aproximacion x(n+1)
(norm(W,inf) >= h~3 && j < itmax);

seguimos
end
u(:,n+1) = Z(:,3);
end
end
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APENDICE D

Cdédigo de Python

En este apéndice se presenta el codigo de Python que se ha implementado para realizar
las ejecuciones que se ven en los videos que adjunto. Hay dos tipos de cédigo, el primero
resuelve el sistema de Lorenz para una condicién inicial, un valor determinado para los
parametros y un intervalo de definicion de la funcién. Como se puede ver en los videos, este
programa muestra de manera interactiva la evolucién de la trayectoria y de cada una de
las componentes de la solucién a medida que avanza el tiempo en el intervalo de definicién
de la solucion. El segundo permite resolver el sistema de Lorenz para multiples condiciones
iniciales, mostrando interactivamente la evolucion de sus trayectorias y de cada una de
las componentes de la solucién. Cada solucién se dibuja de un color determinado con
el objetivo de distinguir las diferentes trayectorias solucién. Ademds, también es posible
especificar al programa el nimero de condiciones iniciales y, él mismo, se encarga de
inicializarlas aleatoriamente.

D.1. Una condicion inicial

Fijada una condicion inicial, una valor para cada uno de los parametros y un intervalo
de definicion, representa de manera interactiva la solucién de este problema de valor inicial.

nnn

Created on Thu Jun 8 03:27:26 2017

@author: Jesus Llorente Jorge

nnn

import numpy as np
from scipy import integrate
import time
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Apéndice D. Codigo de Python

from matplotlib import pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
from matplotlib.colors import cnames
from matplotlib import animation

N_trajectories = 1

# Parametros
sigma = 10.
rho = 28.
beta = 8./3.

# Condiciones iniciales aleatorias
alea = False
delta = 0.1

t_inic = 0
t_fin =7
number_points = 650

# Para introducir condiciones iniciales
numero_ccii = 1

# Sistema de Lorenz
def sistema_lorenz (estado_actual, t):

# posicion de la x, y, z en instante actual
X, y, z = estado_actual

# Ecuaciones sistema de Lorenz

dx_dt = sigma * (y - x)
dy_dt = x * (rho - z) -y
dz_dt = x *x y - beta * z

# Devolvemos el valor del campo vectorial en el instante
actual
return [dx_dt, dy_dt, dz_dt]

Es una matriz de N_trayectorias x 3, para cada fila hay una
condicion

inicial para cada trayectoria
nnn

if alea:
np.random.seed (1)
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D.1. Una condicién inicial

x0 = -15 + 30 * np.random.random((N_trajectories, 3))
else:

x0 = np.array ([0, 0, -50])

ccii = [x0]
t = np.linspace(t_inic, t_fin, number_points)
X_t = np.asarray([integrate.odeint(sistema_lorenz, cciil[i], t)

for i in range (numero_ccii)])

# Utilizamos diferentes colores para cada trayectoria
colors = plt.cm.jet(np.linspace(0, 1, N_trajectories))

fig = plt.figure()
nun __EJE X__
axl = fig.add_subplot (2, 2, 1)

axl.axis(’on’)

# Fijamos las lineas y puntos a puntar
linesl = sum([ax1l.plot([], [, ’-’, color=c) for c in colors], [])
ptsl = sum([axl.plot([], []J, ’0’, color=c) for c in colors], [])

axl.set_x1lim((t_inic, t_fin))
axl.set_ylim((-25, 25))
axl.set_xlabel ("t")
axl.set_ylabel ("X(t)")
axl.set_title("Componente X")

nnn __EJE Y__
ax2 = fig.add_subplot (2, 2, 2)
ax2.axis(’on’)

# Fijamos las lineas y puntos a puntar
lines2 = sum([ax2.plot([], []J, ’-’, color=c)for c in colors], [])
pts2 = sum([ax2.plot([], [], ’0’, color=c)for c in colors], [])

ax2.set_x1lim((t_inic, t_£fin))
ax2.set_ylim((-35, 35))
ax2.set_xlabel ("t")
ax2.set_ylabel ("Y(t)")
ax2.set_title("Componente Y")

nnn _EJE Z

mnn

ax3 = fig.add_subplot (2, 2, 3)
ax3.axis(’on’)
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# Fijamos las lineas y puntos a puntar
lines3 = sum([ax3.plot([], [1, ’-’, color=c)for c in colors], [])
pts3 = sum([ax3.plot([]l, []1, ’0’, color=c)for c in colors], [])

ax3.set_x1lim((t_inic, t_£fin))
ax3.set_ylim((-55, 5))
ax3.set_xlabel ("t")
ax3.set_ylabel ("Z(t)")
ax3.set_title("Componente Z")

wen __GRAFICA 3D__
ax = fig.add_subplot(2, 2, 4, projection=’3d’)
ax.axis(’on’)

# Fijamos las lineas y puntos a puntar
lines = sum([ax.plot([], [1, [1, ’-’, c=c)
for ¢ in colors], [1)
pts = sum([ax.plot([], [1, [I, ’o’, c=c)
for c¢ in colors], [1)

ax.set_x1im ((-25, 25))
ax.set_ylim((-35, 35))
ax.set_zlim((-55, 0))
ax.set_xlabel ("Eje X")
ax.set_ylabel ("Eje Y")
ax.set_zlabel ("Eje Z")
ax.set_title("Sistema de Lorenz")

# Para fijar la posicion de la camara
ax.view_init (30, O0)

# Funcion de animacion: se llama secuencialmente cada frame
def animate (i):

i = (2 % i) % x_t.shapel[1]

temp = t[:il]
ult = temp[-1:]
for line, pt, xi in zip(lines, pts, x_t):
# Transponemos
X, vy, z = xi[:i].T
# Damos los valores para cada una de las dimensiones
line.set_data(x, y)
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line.set_3d_properties (z)

# Cogemos el ultimo
pt.set_data(x[-1:1, y[-1:1)
pt.set_3d_properties(z[-1:])

for line, pt, xi in zip(linesl, ptsl, x_t):
# Transponemos
X, ¥y, z = xi[:1].T
# Fijamos el valor del tiempo y la coordenada x
line.set_data(temp, x)

# Cogemos el ultimo
pt.set_data(ult, x[-1:])

for line, pt, xi in zip(lines2, pts2, x_t):
# Transponemos
X, ¥y, z = xi[:1].T
# Fijamos el valor del tiempo y la coordenada x
line.set_data(temp, y)

# Cogemos el ultimo
pt.set_data(ult, y[-1:])

for line, pt, xi in zip(lines3, pts3, x_t):
# Transponemos
X, ¥y, z = xi[:1].T
# Fijamos el valor del tiempo y la coordenada x
line.set_data(temp, z)

# Cogemos el ultimo
pt.set_data(ult, z[-1:1)
ax.view_init (30, 0.3 * i)
fig.canvas.draw ()
return lines + pts

anim = animation.FuncAnimation(fig, animate,
frames=number_points, interval=30,

blit=True)

plt.show ()

D.2. Mhuiltiples condiciones iniciales

Dado un niimero N, muestra de manera interactiva la evolucién temporal tanto de las
trayectorias como de cada una de las componentes de las soluciones correspondientes a
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las N condiciones iniciales. Estas pueden ser tomadas aleatoriamente asignando el valor
True a la variable booleana alea, o mediante definicién explicita del usuario. Ademas, se

10

11

12

13

17

18

19

20

21

22

23

24

26

27

28

29

30

31

32

33

34

36

37

38

39

40

41

42

43

44

pueden ajustar los parametros del sistema segin se desee.

#!/usr/bin/env python?2
# -x- coding: utf-8 -*-

nnn

Created on Thu Jun 8 03:27:26 2017

Q@author: jesus

nnn

import numpy as np

from scipy import integrate

from matplotlib import pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
from matplotlib.colors import cnames
from matplotlib import animation

N = 4
N_trajectories = N

# Parametros
sigma = 10.
rho = 28.
beta = 8./3.

# Condiciones iniciales aleatorias
alea = True
delta = 0.01

t_inic = 0
t_fin = 12
number_points = 1000

# Para introducir condiciones iniciales
numero_ccii = N
# Sistema de Lorenz

def sistema_lorenz (estado_actual, t):

# posicion de la x, y, z en instante actual
X, Yy, zZ = estado_actual

# Ecuaciones sistema de Lorenz
dx_dt = sigma * (y - x)
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dy_dt = x * (rho - z) -y
dz_dt X * y - beta *x z

# Devolvemos el valor del campo vectorial en el instante
actual
return [dx_dt, dy_dt, dz_dt]

nnn

Es una matriz de N_trayectorias x 3, para cada fila hay una
condicion
inicial para cada trayectoria

nnn

if alea:

np.random.seed (1)

ccii = -15 + 30 * np.random.random((N_trajectories, 3))
else:

x0 = np.array([5, -5, 20])
x1 = x0 + np.array([1, 1, 1]1) x* delta

ccii = [x0,x1]
t = np.linspace(t_inic, t_fin, number_points)
X_t = np.asarray([integrate.odeint(sistema_lorenz, cciil[i], t)

for i in range(numero_ccii)])

# Utilizamos diferentes colores para cada trayectoria
colors = plt.cm.jet(np.linspace(0, 1, N_trajectories))

fig = plt.figure()
nnn __EJE X__
axl = fig.add_subplot(2, 2, 1)

axl.axis(’on’)

# Fijamos las lineas y puntos a puntar
linesl = sum([axl.plot([], [1, ’-’, color=c) for c¢ in colors], [])
ptsl = sum([axl.plot([], [J, ’0’, color=c) for c in colors], [])

axl.set_xlim((t_inic, t_fin))
axl.set_ylim((-45, 45))

nen REJE Y_

ax2 = fig.add_subplot (2, 2, 2)
ax2.axis(’on’)

# Fijamos las lineas y puntos a puntar
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lines2 = sum([ax2.plot([], [1, ’-’, color=c)for c in colors], [])
pts2 = sum([ax2.plot([], [], ’0’, color=c)for c in colors], [])

ax2.set_x1lim((t_inic, t_fin))
ax2.set_ylim((-45, 45))

nnn __EJE Z

nmnn

ax3 = fig.add_subplot (2, 2, 3)
ax3.axis(’on’)

# Fijamos las lineas y puntos a puntar
lines3 = sum([ax3.plot([], [], ’-’, color=c)for c in colors]l, [])
pts3 = sum([ax3.plot([], [J, ’0’, color=c)for c in colors], [])

ax3.set_xlim((t_inic, t_fin))
ax3.set_ylim ((-50, 55))

mew  GRAFICA 3D__
ax = fig.add_subplot(2, 2, 4, projection=’3d’)
ax.axis(’on’)

# Fijamos las lineas y puntos a puntar
lines = sum([ax.plot([], [1, [1, ’-’, c=c)
for ¢ in colors], [1)
pts = sum([ax.plot([], [1, [1, ’o’, c=c)
for ¢ in colors]l, [1)

# prepare the axes limits
ax.set_x1im((-45, 45))
ax.set_ylim((-45, 45))
ax.set_zlim ((-50, 55))

# Para fijar la posicion de la camara
ax.view_init (30, 0)

# Funcion de animacion: se llama secuencialmente cada frame
def animate (i):
# we’ll step two time-steps per frame. This leads to nice
results.
i = (2 % i) % x_t.shapel[1]

temp = t[:il]

ult = temp[-1:]

for line, pt, xi in zip(lines, pts, x_t):
# Transponemos
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137 X, vy, z = xi[:1].T

138 # Damos los valores para cada una de las dimensiones

139 line.set_data(x, y)

140 line.set_3d_properties(z)

141

142 # Cogemos el ultimo

143 pt.set_data(x[-1:1, y[-1:1)

144 pt.set_3d_properties(z[-1:])

145

146 for line, pt, xi in zip(linesl, ptsl, x_t):

147 # Transponemos

148 X, vy, z = xi[:1i].T

149 # Fijamos el valor del tiempo y la coordenada x

150 line.set_data(temp, x)

151

152 # Cogemos el ultimo

153 pt.set_data(ult, x[-1:])

154

155 for line, pt, xi in zip(lines2, pts2, x_t):

156 # Transponemos

157 X, vy, z = xi[:1].T

158 # Fijamos el valor del tiempo y la coordenada x

159 line.set_data(temp, y)

160

161 # Cogemos el ultimo

162 pt.set_data(ult, y[-1:]1)

163

164 for line, pt, xi in zip(lines3, pts3, x_t):

165 # Transponemos

166 X, ¥y, z = xi[:1].T

167 # Fijamos el valor del tiempo y la coordenada x

168 line.set_data(temp, z)

169

170 # Cogemos el ultimo

171 pt.set_data(ult, z[-1:])

172 ax.view_init (30, 0.3 * i)

173 fig.canvas.draw ()

174 return lines + pts

175

176

177 anim = animation.FuncAnimation(fig, animate,

178 frames=number_points, interval=30,
blit=True)

179

180

51| plt.show ()
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