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INTRODUCCION

Notas historicas

La definicion de cuerpo ordenado lue introducida por HILBERT 

[1898] en relaciôn con su trabajo sobre "Los Fundamentos de la Geome­

trîa", aunque, quizas por falta de motivaciones, no estudio esta no- 

cion con detalle. Intuitivamente, su idea de "puntos situados entre 

dos dados" es la precursors de la nocion de cuerpo ordenado.

Un cuarto de siglo después, los trabajos de ARTIN-SCHREIER 

[I927J y ARTIN [1927] constituyen el pilar fundamental para cl desa- 

rrollo de la teorîa de cuerpos ordenados. Estos artîculos estân, al 

menos parcialmente, influidos por la obra de HILBERT. El criterio de 

ARTIN, que caracteriza los elementos de un cuerpo positives en todos 

los ordenes como las sumas de cuadrados, no solo conduce luego a la 

respuesta (afirmativa) del decimoséptimo problems de HILBERT, sino que, 

posiblemente, esta motivado por este.

Los cuarenta anos que siguieron a los trabajos de ARTIN y 

SCHREIER fueron testigos de un considerable desarrollo de la teorîa 

de cuerpos ordenados. Por ejemplo, los escritos de BAER [1927] y 

[1929] y de KRULL [l93l] revelaron la intima relacion entre ordenes 

y va1oraciones; el célébré "Principio de TARSKI" [1948] para cuerpos 

realmente cerrados, abrio un nuevo capîtulo en la Logics Matemâtica 

y el original uso por parte de ROBINSON [1961] de los infinitésimos 

en el anâlisis no standard ayudo a rehabilitar los anteriormente de^



acreditados metodos de Leibniz.

En la década de los setenta, la teorîa de cuerpos ordenados 

ha cobrado un nuevo impulso. Autores tan prestigiosos como LAM [l980] 

atribuyen este hecho al desarrollo del estudio de formas cuadrâticas 

sobre cuerpos ordenados, cuyo punto de partida es el "Principio Local- 

Global" de PFISTER [l966]. Para estudiar formas cuadrâticas sobre cue_r 

pos es importante considerar, simultâneamente, todos los ordenes de dj. 

cho cuerpo. Este punto de vista global abre nuevas vîas de investiga- 

cion y plantea cuestiones que no habîan sido consideradas anteriormen 

te. La idea central de las mismas es la siguiente: icomo reflejan los 

diversos ordenes de un cuerpo las propiedades de este?. En ^96sj , 

HARRISON dota al conjunto X(K) de los ordenes de un cuerpo K de 

la topologia que tiene por base los conjuntos:

H(aj,..,,a^) = {P G X(K) : a^ G P, 1 < j < r), donde

a^,...,a^ 6 K — (0}. Hoy en dîa, un aspecto fundamental en la teorîa 

de cuerpos ordenados consiste en analizar el espacio X(K).

El desarrollo experiment ado por la teorîa de cuerpos ordena^ 

dos en el ultimo decenio se ha reflejado os tens iblemente en la Geome^ 

trîa Algebraica Real.

Ya en los trabajos de HILBERT, parece latente un intente de 

obtener un anâlogo a su Nullstellensatz para el cuerpo de los numéros 

reales. Sin embargo, habrîan de transcurrir setenta anos hasta que 

DUBOIS [l969] y RISLER [l970] alcanzaran dicho objetivo. Este teore­

ma, enmarcado de lleno en la teorîa de cuerpos ordenados, constituye



- Ill -

el punto de partida de un buen numéro de resultados que expondremos 

mas adelante.

Como se aprecia en este râpido resumen de los hitos fundame_n 

tales de la teorîa de cuerpos ordenados, esta se halla en estrecha cô  

nexion con la teorîa de valoraciones, la geometrîa algebraica real, 

las formas cuadrâticas y la lôgica, entre otras ramas de la Matemâti­

ca. Describiremos a continuaciôn con mâs detalle el desarrollo de la 

teorîa de cuerpos ordenados a travês de estos campos.

1. Teorîa de cuerpos ordenados y valoraciones.

En los trabajos de ARTIN-SCHREIER [l927] y BAER [l927] se 

halla implîcita la correspondencia entre los anillos de valoracion 

real de un cuerpo K (aquellos cuyo cuerpo residual es ordenable) 

y los ordenes de K, definidos como los subconjuntos P de K que 

verifican:

(a) P + P C P .

(b) P.P CZ P

(c) P n  (-P) = (Oĵ l
(d) P U (-P) = K
Aunque en los anos ventiseis y ventisiete no se disponîa tô  

davîa del lenguaje de valoraciones, la idea de ARTIN y SCHREIER de 

formar "cierres convexos" de subcuerpos de un cuerpo ordenado, y las 

investigaciones de BAER sobre cuerpos ordenados no arquimedianos, an 

ticiparon en parte la teorîa general de valoraciones de KRULL.

Con mâs precision: Se dice que un subconjunto L de un cuer_

po K es convexo respecte de un orden P de K si todos los elemen- •»



l’os menores (en el orden P) que un elemento de L estân en L. Para 

cada orden P en K y cada subcuerpo F de K, el menor de los su^

conjuntos de K que contienen a F y son convexos respecto de P

es

Val(FjP) = {a 6 K : existe b € F con b-a 6 P y b+a 6 P}.

Con la terminologie de KRULL, Val(F,P) es un anillo de val^

racion de K cuyo ideal maximal estâ formado por los elementos

c G K "infinitésimales" con respecto a F -es decir, b-c 6 P y

b+c 6 P para cada b G (F- {0}) H  P —

La importancia que la teorîa de valoraciones ha tenido en

el estudio de los cuerpos de funciones algebraicas sobre los numéros 

complejos, empujo a importantes matemâticos de la dêcada de los cin- 

cuenta a desarrollar la teorîa de valoraciones reales, o mejor, de 

lugares reales, para cuerpos de funciones algebraicas sobre cuerpos 

realmente cerrados. Los resultados fondamentales fueron obtenidos por 

LANG [1953] que demostro los teoremas de extension y existencia de lu 

gares, el teorema del homomorfismo y el teorema de inmersion.

La correspondencia entre ôrdenes y lugares reales fue puesta 

una vez mâs de manifiesto por BROWN [l97l] î Todo orden P de un cue_r 

po K induce un lugar real Xp : K *R U {«“} , tal que el anillo de 

valoracion asociado a Xp es Val(Q,P). Recîprocamente, cada lugar 

real X : K IR U  {«>} coincide con el lugar Xp inducido por algun 

orden P de K. Ademâs X = Xp si y solo si X (P) CZ IR̂ U {0} U {"} •

Desde el punto de vista global, debemos senalar que en 

[I973J ROQUETTE define el anillo de holomorfîa de un cuerpo K como



Hol(K) = {a 6 K : X(a) ^ «° para cada A 6 L(K)),

donde L(K) es el conjunto de lugares reales del cuerpo K. Enton- 

ces dota a L(K) de la topologia inicial para la familia de aplica­

ciones

a : L(K) IR : A H. A(a), a 6 Hol(K).

Los espacios L(K) y X(K) son compactos y

(p : X(K) -> L(K) : P ^ Ap es una 

aplicacion continua.

Asî, la teorîa de lugares reales contribuye al estudio del 

espacio de ordenes de un cuerpo. En la misma lînea, y centrandose en 

el anâlisis de los cuerpos de funciones algebraicas, deben citarse 

los trabajos de BROCKER [ 197?] , SCHULTING [l98l] y ANDRADAS [l982].

En el caso de una variable y cuerpo de coeficientes el de

los numéros reales, ALLING y GREENLEAF, en [l97l] , desarrollan la

teorîa de superficies de KLEIN y abren nuevos cauces de investigacion. 

Su idea es asociar a cada cuerpo F de funciones algebraicas en una

variable sobre IR el conjunto Riem(F) de los anillos de valoracion 

de F que contienen a IR. Riem(F) tiene estructura de superficie

de KLEIN; su borde estâ constituido por los anillos de valoracion 

real de F y no es vacîo cuando F es ordenable. De este modo est^

blecen una co-equiva 1encia funtorial entre la categorîa de superficies 

de Klein compactas y con borde y los cuerpos ordenables de funciones 

algebraicas en una variable sobre (R. Esta equivalencia permite, por 

ejemplo, obtener informaciôn sobre el grupo de automorf ismos de F ,



usando resultados de la teorîa de "grupos cristalogrâficos no euclî- 

deos", desarrollada, entre otros, por WILKIE fl966j, SINGERMAN [l974] 

y BUJALANCE [l98l]. Como en el §13 de esta memoria resumimos los re­

sultados bâsicos de ALLING y GREENLEAF, no nos extenderemos sobre 

te punto. Sin embargo, debemos senalar, que la correspondencia ante- 

riormente descrita es exclusive del caso de una variable, lo cual iin 

valida estas tëcnicas a la hora de abordar el problems de la clasif^ 

caciôn por automorfîa de los ôrdenes de extensiones en mâs variables.

2. La teorîa de cuerpos ordenados y la geometrîa algebraica real.

En el capîtulo III, §36 y §37 de sus "Fundamentos de la 

Geometrîa", HILBERT trata la cuestiôn de las construcciones geomêtr^ 

cas planas con régla y compâs. Partiendo de puntos de coordenadas 

x^,...,x^, las coordenadas de los puntos constructibles vienen dadas 

por funciones f(Xj,...,x^) calculables con sumas, restas, multiplia 

caciones, divisiones y extraction de raîces cuadradas. En su intento 

de caracterizar estos puntos, HILBERT se enfrenta con el problems dê  

cimosëptimo. Podemos considerar por tanto que la teorîa de ARTIN- 

SCHREIER es el primer punto de contacte de la geometrîa y la teorîa 

de cuerpos ordenados.

En las pruebas actuales del decimoseptimo problems de HIL­

BERT, algunos aspectos técnicos de la solution de ARTIN, taies como 

el estudio de las propiedades "racionalmente especializables", son 

reeroplazados por los resultados de LANG citados en el epîgrafe ante^ 

rior. Estos, en cuanto que conciernen a los cuerpos de funciones al̂  

gebraicas, son los precursores en el estudio de la geometrîa birra-
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ciona1 sobre cuerpos realmente cerrados.

Posteriormente, los teoremas de los ceros obtenidos casi sî  

mu 11âneamente por DUBOIS y RISLER, fueron el punto de arranque de una 

importante parcela de la teorîa de cuerpos ordenados y que, con pala 

bras de LAM [l980], llamaremos "Algebra Conmutativa Real". Los prime^ 

ros trabajos en este area son los de DUBOIS-EFROYMSON [l970] y STEN- 

GLE [1974].

Este ultimo generalize el teorema de DUBOIS-RISLER con su 

"Semialgebraic Nullstellensatz", caracterizando los polinomios que se 

anulan sobre un conjunto semialgebraico cerrado. Ademâs, con el Posi- 

tivstellensatz", caracteriza los polinomios no negativos sobre un se- 

mialgebraico cerrado.

Las pruebas realizadas por STENGLE son demasiado largas pues 

redemuestra un caso particular del conocido "Criterio de Serre" [l949], 

sobre existencia de un orden en el que sean positives ciertos elemen­

tos dados a priori. En la misma direction que los resultados anterio- 

res debemos citar el artîculo de RECIO [l979] en el que caracteriza 

los polinomios que se anulan sobre un semialgebraico abierto de una 

variedad algebraica.

En nuestro recorrido a travês de los teoremas de los ceros 

no podemos olvidar el obtenido por BOCHNAK y EFROYMSON [198o] para 

el anillo de funciones de Nash sobre un abierto semialgebraico, utî  

lizando el Principio de TARSKI y una "formula de sustitue ion".

El estudio de la geometrîa semialgebraica ha sido abordado 

desde distintos ângulos. Las tëcnicas mâs adecuadas hasta el momento
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parecen ser las de BRUMFIEL [l979] y COSTE-COSTE ROY [l98o].

El tnetodo de BRUMFIEL consiste en asociar a cada semialgebrai^

CO S el par formado por el algebra reducida y finitamente generada 
R [x]A(S) = j. ̂ g y y un orden parcial Bg en A(S) . La construcc ion'es rê

versible por cuanto, a cada par (A,B), donde A es un algebra red^

cida finitamente generada y g un orden parcial en A, se le asocia 

un semialgebraico S(A) de forma que (A{S{A)), Y (A,B)

son isoraorfos en la categorîa de anillos parcialmente ordenados sin 

nilpotentes. BRUMFIEL redemuestra y generaliza de modo sistemâtico la 

mayorîa de los resultados conocidos hasta entonces; por ejemplo, el 

"Positivstellensatz" de STENGLE o el teorema de extension de lugares 

de DUBOIS [l979].

Por su parte, COSTE-COSTE ROY introducen la nocion de espec- 

t ro primo real de un anillo real A. Sus elementos son los preconos

primos de A definidos como aquellos subconjuntos et de A que ver^

f ican:

(a) 1 ^ a
2(b) -X € a para cada x 6 A

(c) x+y 6 a para cada x,y 6 A

(d) X .y 6 a  si y solo si x 6 a, -y G a o x 6 -a, 

y G a .

La manera de fabricar preconos consiste en elegir un ideal primo real 

p en A, un orden P en el cuerpo de f race iones de A/p y colecci

nar a = {a G A : a+p 6 (-P)}. Ademâs, todo precono de A es de est

forma.



Con estas tëcnicas, COSTE y COSTE ROY sientan las bases alge^ 

braicas para el estudio de la geometrîa de las variedades reales V 

a travês del espectro primo real de R [ v ] .

Entre otros resultados, demuestran la invarianza birracional 

del numéro de componentes conexas de las variedades algebraicas rea­

les acotadas y no singulares; obtienen agradables resultados sobre a^ 

censo y descenso de idéales y establecen una teorîa de la dimension 

en geometrîa algebraica real.

Mas recientemente, DUBOIS [l980] y DUBOIS-RECIO [l98l] con- 

siguen diversos resultados acerca de los subconjuntos semiaIgebraicos 

de una variedad algebraica V mediante el estudio del espacio de or̂  

denes de R(V). Los epîgrafes cuarto y octavo de esta memoria descry 

ben las tëcnicas introducidas por DUBOIS y RECIO y en los mismos se 

resuelven problemas planteados en los artîculos anteriormente citados, 

por lo cual, no bacemos sino mencion de los mismos.

3. Teorîa de cuerpos ordenados y formas cuadrâticas.

La teorîa algebraica de formas cuadrâticas sobre cuerpos cô  

menzo en [19 3 7] con WITT y tomo una nueva direccion a partir del t r â 

bajo de PFISTER [1966].

El punto de enlace entre los cuerpos ordenados y las formas 

cuadrâticas se halla en la idea de s ignat ur a de SYLVESTER. Si WF 

es el anillo de WITT de un cuerpo F se define, para cada orden P 

en F, la aplicacion signatura, sigp : WF u- ï, del modo siguiente: 

para cada q G WF, se diagonaliza q = <a^,...,a^> y sigp(q)



es la diferencia entre el numéro de aj que pertenecen a P y el

numéro de aj que pertenecen a (-P) . Utilîzando el argumente clâ̂  

sico de SYLVESTER se demuestra que sigp estâ bien definida y que 

es homomorfismo sobreyectivo. Si Rp es el cierre real de F con 

respecto a P, se tiene el siguiente diagrams conmutativo:

WR,

sig

U
WF

Ahora, sig « es isomorfismo. Esta es la ley de inercia de SYLVESTER.
RP

Considerando todos los ordenes de F, se asocia a cada 

q 6 WF su signature total definida como {sigp(q) ; P 6 X(F)}. La 

signatura total constituye un sistema complète de invariantes, y ré­

sulta natural preguntarse en que condiciones détermina la clase de 

isoraetrîa. La respuesta es el "Principio Local-Global" de PFISTER 

[1966] , segun el cual si dos formas cuadrâticas q ̂ y q g tienen 

la misma signatura total, entonces existe una potencia r de dos tal 

que

q I J_ q j _L • • . J_ q ̂ — q 2 9 2 • _L q 2 *

Este principio permite extender la ley de inercia de SYLVE_S 

TER a la clase de los cuerpos pitagoricos.



(aquellos cuerpos ordenables en los que toda suma de cuadr^ 

dos es un cuadrado).

La relacion entre formas cuadrâticas y cuerpos ordenados no 

termina aquî. En [l970], LEICHT y LORENZ e, independ ien t emen t e , HARR_I 

SON, establecen una biyeccion entre el espacio X(F) de ordenes de 

un cuerpo F y los primos minimales de WF, haciendo corresponder 

a cada P6 X(F) el nucleo de sigp. Cuando se dota al espectro min^

mal de WF de la topologia de ZARISKI, la biyeccion anterior es un

homeomorf ismo.

4. La teorîa de cuerpos ordenados y la logica matemâtica.

La construccion de DEDEKIND del cuerpo de los numéros reales 

mediante cortaduras no es expresable en lenguaje de primer orden. La 

teorîa de cuerpos realmente cerrados ordenados supone el paso de los 

axiomas de DEDEKIND a una formulaciôn muy natural de algebra real elê  

mental. El unico cambio que hay que realizar es restringirse a las 

cortaduras definidas por formulas elementales en el lenguaje de pri­

mer orden de la teorîa de cuerpos ordenados, en lugar de trabajar 

con cortaduras arbitrarias. Esta observacion es el embrion, como ya 

indicamos, de la nocion de cuerpo realmente cerrado y, aunque no de 

un modo explîcito, se encuentra en los "Fundamentos de la Geometrîa" 

de HILBERT.

La clase de los cuerpos realmente cerrados, que Ca modo em-

pîrico Cue introducida por ARTIN y SCHREIER, cumple la propiedad de

que "toda proposition elemental cerrada del lenguaje de primer orden
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de la teorîa de cuerpos ordenados que es cierta en un cuerpo realmen 

te cerrado lo es en todos ellos".

Este resultado fue establecido alrededor de ĵ l93oj por varies 

matemâticos; entre ellos, TARSKI, HERBRAND y GODEL. Este ultimo no 

publico su demostraciôn al saber que, independlentemente, TARSKI ba- 

bîa obtenido una prueba del mismo.

Ademâs, probaron que la teorîa de cuerpos realmente cerra­

dos era decidible, esto es, para cada formula cerrada F, existe un 

subconjunto finito Ŝ , del conjunto de axiomas de dicha teorîa, me­

diante las cuales se puede asegurar la veracidad de F o de su neg^ 

cion I f .

Sin embargo, la primera prueba impress de este teorema tarda 

en ajjarecer y se debe a TARSKI [1948] . Desde entonces recibe el nom­

bre dé "Principio de TARSKI".

Este resultado admite diversos enunciados équivalentes. De^ 

taquemos uno de fuerte contenido geomet r ico : Si R es un cuerpo reajL 

mente cerrado, la imagen por una aplicacion polinômica de un conjunto 

semialgebraico es a su vez semialgebraico. Todo hace pensar que la 

formulaciôn anterior, cuando la aplicaciôn polinômica es la proyecciôn 

canônica x : r ” r ”  ̂, era el objetivo perseguido por TARSKI.

Un caso particular de este teorema, sobre el que debîa estar 

centrada la atenciôn de TARSKI, es un viejo resultado de la Aritméti- 

ca [1835]: el teorema de STURM.

El "Principio de TARSKI" constituye una vîa alternative y 

mucho mâs râpida, para demostrar importantes resultados de la geom^
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trîa algebraica real. Por ejemplo, el teorema de ARTIN que resuelve 

el problemA decimoseptimo de HILBERT, el teorema de les ceros de DU 

BOIS-RISLER, el teorema de inmersion de LANG y el teorema de la apl^ 

cacion abierta de ELMAN, LAM y WADSWORTH [1979].

Por otra parte, resultados de tanta importancia como el teô  

rema de los ceros en el anillo de funciones de NASH citado anterior- 

mente o el teorema de PRESTEL [1975] que asegura que toda propiedad 

elementalmente universal cierta en IR lo es en todo cuerpo ordenado, 

necesitan para su demostracion del "Principio de TARSKI".

Las aplicaciones del Principio de TARSKI pueden clasificarse 

del siguiente modo:

A) Extender a todos los cuerpos realmente cerrados resulta­

dos conocidos en el cuerpo IR de los numéros reales y 

obtenidos en este por metodos transcendentes (completitud, 

integration, etc.)

B) Demostrar, simultaneamente para todo cuerpo realmente cê  

rrado, que un conjunto definido por una afirmacion elemeti 

tal en termines de conjuntos semia1gebraicos es tambiên 

semialgebraico.

C) Asegurar la veracidad de una afirmacion para el cuerpo de

los numéros reales, conocida la veracidad de la misma en

un cuerpo realmente cerrado mas amplio, adecuado. Por 

ejemplo, dadas f ̂ , . . . , f ̂ , g G IR [>c] , IR d  R y a 6 p"

tal que f.(a) = 0, 1 < j <: r, g(a) î* 0, entonces exi^

te b G Ir " tal que fj(b) = 0, g(b) î* 0.



El "Principio de TARSKI" no constituye la unica aportacion 

de la lôgica al estudio de los cuerpos ordenados. Por ejemplo, deb^ 

mos citar los resultados de ROBINSON en [l9 55] y [l95b] en los que 

extiende a los cuerpos con un unico orden y que son densos en su c i 

rre real, la solution de ARTIN del decimosêptimo problema de HILBERT. 

Posteriormente, MCKENNA [l975] demostrarâ que los anteriores son los 

unicos cuerpos para los que el problema decimoseptimo tiene respues- 

ta afirmativa. Las demostraciones de estos resultados se hacen median 

te la teorîa de modelos.

Debemos destacar que las têcnicas désarroiladas por ROBINSON 

le podrîan haber conducido a formular el teorema de los ceros en el 

caso real. Todavia hoy résulta difîcil de explicar porquë ningun e^ 

pecialista en teorîa de modelos demostro el teorema de los ceros que 

quince anos despuës iban a obtener DUBOIS y RISLER.

La completitud de la teorîa de cuerpos realmente cerrados 

-otra forma de enunciar el Principio de TARSKI- dio pie a un nuevo 

campo de investigacion en Lôgica. Cabe aquî destacar los trabajos 

de VAN den DRIES [1978], PRESTEL [l98l] y PRESTEL y ROQUETTE [l98l].

Aunque hemos incluido los resultados de COSTE y COSTE ROY 

en la secciôn dedicada a la Geometrîa Algebraica Real, debe des tac ar̂  

se que estos autores, siendo especialistas en la teorîa de topos, 

utilizan las têcnicas de la Lôgica; son por tanto un claro exponente 

de la interdependencia de estas areas de la matematica.

Finalizamos esta secciôn mencionando los recientes résulta 

dos de DELZELL [l980] que es el priraero en encontrar una soluciôn



constructiva y continua respecto de los coeficientes del problema dê  

cimosêptimo. Esta cuestion habîa sido planteada por KREISEL [l957] 

veinte anos antes, fruto de sus conversaciones con el propio ARTIN.

5. La teorîa de cuerpos ordenados tiene hoy en dîa importancia por 

sî misma, independientemente de su conexiôn con otras ramas de la Ma 

temâtica. Por ello, dedicamos la ultima parte de esta introducciôn a

coraentar algunos de sus aspectos mas notables.

A) En la categorîa que tiene por objetos los pares (K,P), 

donde K es un cuerpo y P es un orden de K, y por morfismos los 

homomorfismos de cuerpos compatibles con el orden, aparece de modo 

natural el problema de saber cuando un orden P en un cuerpo K se

extiende a otro F que lo contiene.

Para cuerpos de funciones algebraicas sobre cuerpos ordena-
K[xj,...,X ]

bles de la forma F = c.f. (--------------- , el criteria del cambio

de signo de DUBOIS y EFROYMSON [l970] asegura que un orden P en K 

se extiende a F si y solo si existen a ,b 6 R^ -R es el cierre 

real de K respecto del orden P- taies que f(a).f(b) < 0.

Cuando en el teorema anterior se sustituye (f) por un ideal 

primo p de K[xj, . . . , x^J , DUBOIS y EFROYMSON prueban, en el mis-

mo articula, que P se extiende a F si y solo si la variedad

Vg(p) que define p en r” tiene algun punto simple.

S in embargo, el trabajo clave acerca del problema de exten­

sion de ôrdenes es el ya citado de ELMAN; LAM y WADSWORTH en el que, 

desde el punto de vista global, se estudia el comportamiento de la



aplicaciôn j* : X(F) ->■ X(K) : P ►> P fl K, siendo F una extension 

de K .

Esta aplicaciôn es claramente continua y al ser ambos espa- 

cios compactos y es tambien cerrada. S in embargo, no es en general 

abierta como se pone de manifiesto en el artîculo al que venimos ha- 

ciendo menciôn. No obstante, cuando F es una extensiôn finitamente 

generada de K, j* es abierta: este es el importante teorema de la 

aplicaciôn abierta. Este resultado, utilizado por DUBOIS y RECIO 

[1981], es esencial para su analisis del espacio de ôrdenes de 

R ( x , . . , ,x^) y de los semialgebraicos de r ".

B) Otro punto que merece nuestra atenciôn es el estudio de 

algunas clases especiales de cuerpos ordenados.

Comenzamos con los cuerpos euclîdeos -que reciben este 

nombre porque sobre ellos puede desarrollarse gran parte de la geome^ 

trîa euclîdea, c.f. DIEUDONNE [1969], que son aquellos cuerpos K en 

los que el conjunto de los elementos de K que son un cuadrado,

es un orden (evidentemente el unico) del cuerpo K-

Los cuerpos euclîdeos, entre los que se encuentran los rea^ 

mente cerrados, ban sido caracterizados, entre otros, por LAM [1973] 

y BECKER [1974].

Una clase estrictamente contenida en la anterior es la de los 

cuerpos hereditarlamente euclîdeos, definidos como aquellos cuyas ex- 

tensiones finitas y ordenables son euclîdeas. En [19 7 5], PRESTEL Y 

ZIEGLER caracterizaron estos cuerpos, poniendo de manifiesto su prô
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ximidad con los realmente cerrados.

A partir del "Principio Local-Global" de PFISTER cobraron i^

teres los cuerpos pitagoricos (K es pitagorico si es ordenable y tô

da suma de cuadrados de K es un cuadrado de K), y los hereditarla­

mente pitagoricos (toda extensiôn finita y ordenable es pitagôrica).

En particular, el cierre pitagorico Fp de un cuerpo F en

un cierre algebraico F, definido como el menor de los cuerpos pit^

goricos que contienen a F y estan contenidos en F, posee la inte^ 

resante propiedad de que todo orden de F se extiende a Fp, segun 

se desprende de la construction que hacen de Fp DILLER y DRESS

[1965] .

Una clase distinguida de cuerpos que ha recibido un trata- 

miento especial en la literatura son los que tienen la propiedad de

la aproximaciôn fuerte (S.A.P. para abreviar) . Un cuerpo K se 1lâ

ma S.A.P. si para cada par de cerrados del espacio de ôrdenes de 

X(K) existe a 6 K - { 0 }  tal que ACIH(a) y BCIH(-a). Estos 

cuerpos fueron introducidos por KNEBUSCH, ROSENBERG y WARE [1973] y 

usualmente se utiliza la siguiente caracterizacion : K es S.A.P. si 

y solo si para cada par de elementos a y b en K existe c 6 K 

tal que H(a) H  H(b) = H(c). Las aportaciones de mas interes en el 

estudio de los cuerpos S.A.P. han sido realizadas por BROCKER. Cabe 

destacar la caracterizacion que obtuvo en [l974]: Un cuerpo K es

S.A.P. si y solo si dados cuatro ôrdenes Pj, P g , F g y P^ en K

existe a G Pj n  (-Pg) H  (-?]) H  (-P^).

Un resultado que conecta algunas de las clases de cuerpos
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que acabamos de introducir es el deraostrado en [1973] por ELMAN, LAM 

y PRESTEL y posteriormente por CRAVEN [19 7 4]: Una extension finita 

de K(x) es S.A.P. si y solo si K es hereditaraiamente euclîdeo.

El propio CRAVEN [19 7 5] descubriô la ubicuidad de los espa- 

cios de ôrdenes demostrando que todo espacio topolôgico booleano X 

es homeomorfo al espacio de ôrdenes de algôn cuerpo.

C) Para terminer describiremos los resultados de BECKER

[1978] en los que expone su teorîa de "ôrdenes de alto nivel". Esta 

constituye una generalizaciôn de la teorîa de ARTIN-SCHREIER cincueii 

ta anos despues.

BECKER define un orden de nivel n en un cuerpo K como un

subconjunto propio P de K que cumple P+P C  P y tal que

P* = P — {0} es un subgrupo multiplicativo de K* = K — {0} cuyo cô  

ciente K*/P* es un grupo cîclico de orden 2". Es inmediato que 

la nociôn usual de orden coincide con la de orden de nivel uno. 

BECKER generalize la caracterizaciôn de los cuerpos ordenables de 

ARTIN y SCHREIER demostrando que en un cuerpo K existe un orden 

de nivel menor o igual que n si y sôlo si -1 no es suma de poteii

cias 2^-esimas de elementos de K y que esto ôltimo équivale a que

K sea formalmente real. (La ultima parte fue probada con anterior^ 

dad por JOLY [l970]).

Utilizando los resultados de BECKER sobre ôrdenes de nivel 

n y valoraciones, HARMAN y ROSENBERC [l98o] demuestran, sobre un 

cuerpo ordenable K, la equivalencia de las siguientes afirmaciones:
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(a) No existen ôrdenes de nivel mayor que uno.

(b) Todo elemento de K que es suma de cuadrados es suma de

potencies 2''-esimas para cualquier numéro natural n.

(c) El grupo de valores de toda valoracion real sobre K es 

2-divisible.

Ademas, si estas condiciones no se cumplen,*existen ôrdenes 

de nivel mayor o igual que n para cada numéro natural n.

Actualmente, BECKER trabaja en sumas de potencies pares, no 

necesa ■ iamente potencies de 2 [l9 79] y [l982],

Algunos resultados fascinantes que se obtienen utilizando la

teoria de ôrdenes de alto nivel son;

1. (BECKER, [1978]). Si F es un cuerpo con infinitos ele­

mentos, n y m son dos numéros naturales y Xj,...,x^

son elementos de F, la ecuaciôn

„n+m 2"+™ 2” 2" ™y2 + • y s = +. ..+ x^ )
tiene soluciôn en F para algun s.

2. (BECKER, [1979]). Si F es un cuerpo con infinitos ele­

mentos, m y n son dos numéros naturales y Xj,...,x^

son elementos de F, la ecuaciôn

y f "  +...+ yj"" - ( x f  +...+ xj")"

tiene soluciôn en F para algun s.



Este teorema generalize el obtenido por HILBERT para n » 1 

en su soluciôn al famoso problema de WARING. Por ultimo
2

3. (BECKER [l982] ) . es suma de potencies 2n-êsimas
2+x

en Q(x) para cada numéro natural n.
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A continuaciôn expondremoe los resultados fondamentales obtenidos 

en esta memoria. Los numéros entre corchetes correspondes a la bili£ 

grafïa del final de la misma.

CAPITULO I

En este capîtulo estudiamos los ôrdenes de las extensiones 

transcendantes y finitamente generadas K(xj,...,x^) de un cuerpo K.

Para ello, dedicamos las secciones primera y segunda a fijar 

las notaciones que emplearemos y a recopilar algunos resultados sobre 

el espacio de ôrdenes de R(t) -R realmente cerrado- que de forma 

dispersa y poco detallada aparecen en los artîculos de Brumfiel [s] 

y Massaza [27]. Utilizando estas têcnicas describimos un mecanismo pa 

ra fabricar todos los ôrdenes de K(Xj,...,x^) y obtenemos una nueva 

demostraciôn de que el cuerpo de los numéros reales es el unico cuer­

po realmente cerrado R tal que todos los ôrdenes de R(t) son no 

arquimedianos sobre R.

En la secciôn tercera se plantes el problema de clasificar 

por isomorfîa los ôrdenes de K(Xj,...,x^) -dos ôrdenes P y Q de 

un cuerpo F se dicen isomorfos cuando existe un automorfismo f 

de F tal que f(P) * Q-.

Construimos ejemplos de cuerpos F = K(xj,...,x^) donde no 

todos los ôrdenes son isomorfos y caracterizamos los cuerpos ordena­

dos (K,P) taies que el orden P se extiende a F de modo arquim^ 

d iano.

Ademas demostramos que IR es el unico cuerpo realmente ce­

rrado y arquimediano R tal que los ôrdenes de R(t) son isomorfos
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y mejoramos este resultado con las têcnicas del capîtulo quinto:

Teorema (3.2 y 5.19).- El cuerpo de los numéros reales es el

ûn-Loo cuerpo realmente cerrado R tal que los ôrdenes de

R(t) son isomorfos.

El problema de la clasificaciôn por isomorfîa cobra un mayor

interes en el marco del espacio de ôrdenes de un cuerpo. En [il] Dubois

y Recio introduces la nociôn de cuerpo con la propiedad de las ôrbitas

densas (en lo sucesivo, cuerpo D.O.P.): Se dice que un cuerpo K es

D.O.P. si para cada orden P en K, la ôrbita 0(P) = (f(P) :

: f G Aut(K)} es un subconjunto denso de X(K). Equivalentemente,

un cuerpo K es D.O.P. si para cada abierto no vacîo H del espacio

de ôrdenes X(K), f(H) = X(K). Por la compacidad de X(K),
fGAut(K)

es suficiente considerar uniones finitas.

Es claro que los cuerpos cuyos ôrdenes son isomorfos son 

D.O.P. En el epîgrafe cuarto obtenemos un contraejemp1o al recîproco. 

Para la construcciôn del mismo necesitamos un resultado de Dubois y 

Recio [il] en el que demuestran que si un cuerpo K es D.O.P. y total^ 

mente denso, esto es, denso en todos sus cierres reales, entonces 

F = K(xj,...,x^) tambiên es D.O.P. Mas aun, prueban que para cada 

abierto no vacîo H de X(F) existe un automorfismo f de F tal 

que H U f(H) = X(F).

Este teorema suscita dos cuestiones, una de carâcter cuanti- 

tativo y otra de carâcter cualitativo.

A) Si sustituimos Aut(F) por el subgrupo G = G^(IP) de
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los automorfismos proyectivos de F, & se puede asegurar queU f(H) = X(F) para cada abierto no vacîo H de X(F)?. Si la re^ 
fSG
puesta a la pregun ta anterior es afirmativa, iexiste una cota superior 

del minimo numéro D^(H;F) de automorfismos necesarios?.

B) 6En que condiciones es necesaria la densidad total de K 

para poder asegurar que K(x^, . . . , es D.O.P.?

La respuesta a la cuestion A) la obtenemos en

Teorema (4.12, 4.15 y 4.16).- Para cada abierto no vaoio H
n+1

de X(F) existen fj,...,f^^j 6 G tales que fj(H) *

= X(F). Por tanto D^(H;F) < n+1. AdemâSf para cada r,

1 ^ r « n+1, existe un abierto no vacio en X(F) de

manera que D^(H ;F) = r.

La herramienta basica en la prueba del teorema anterior es

la correspondencia establecida entre los abiertos basicos

H = H(f^,...,f^), fj 6 k [x] de X(F) y los semialgebraicos 

H = {x 6 k" : fj(x) > 0} . Cuando K es realmente cerrado la correjs 

pondencia anterior verifies que H = ^ si y solo si H * 0 y que

H = X(F) si y sôlo si H = k” .

Estas relaciones nos permiten interpretar el teorema prece­

dents en termines geometricos, pues para cada semialgebraico S de
®  I *** I Cinterior S = {f\j > 0 ,  1 ^ j ^ r} el numéro D (H,F),

i=l
H = H(f^j, 1 < j < r) , viene a ser una medida de tamano de S

i=l
Las secciones quinta y sexta se dirigen a resolver la eues-
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tion B. Para ello introducimos la clase de cuerpos K con la pro­

piedad de la extension (K es p .e .). Un cuerpo K es p.e. si todo 

automorfismo de K(t) es extensiôn de un automorfismo de K.

En el epîgrafe quinto estudiamos con detalle esta clase de 

cuerpos. Es claro que no todo cuerpo tiene la propiedad de la exten­

siôn. Por ejemplo, Q(x) no la tiene. S in embargo, obtenemos

Teorema (5.8 y 5.12)

(a) Los cuerpos arquimedianos con un unico orden son p.e.

(b) Los cuerpos algebraicamente cerrados son p.e.

(c) Las extensiones algebraicas de Q son p.e.

(d.) Si en un cuerpo K existe P 6 X(K) tal que para cada 

a 6 K si a-2 6 P entonces a^-A 6 se Verifica que K

es p. e.

Notese que en virtud de (d), los cuerpos euclîdeos, y en par̂  

ticular los realmente cerrados, son p.e.

Planteamos la cuestion de si todo cuerpo con un unico orden

es p.e.

üsando el punto (d) del teorema anterior caracterizamos los 

cuerpos p.e.

Teorema (5.18).- Sea K un cuerpo ordenable. Sea P un or­

den en K g Rp, Hp los cierres real y euclîdeo de K

con respecto a P. Son équivalentes :
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(a) K es p.e.

(b) Para cada P G X(K) y cada f 6 Aut(K(t)), existe una

ûnica extensiôn f G Aut(Rp(t)) de f.

(o) Existe P G X(K) tal que para cada f G Aut(K(t)), 

existe una ûnica extensiôn f G Aut(Rp(t)) de f.

(d) Para cada P G X(K) y cada f G Aut(K(t)), existe una

ûnica extensiôn f* G Aut(Hp(t)) de f.

(e) Existe P G X(K) tal que para cada f G Aut(K(t)) exi^ 

te una ûnica extensiôn f* G Aut(Hp(t)) de f.

La cuestion B planteada anteriormente recibe respuesta me- 

diante el siguiente:

Teorema (6.3).- Sea K un cuerpo con un ûnico orden y

con la propiedad de la extensiôn. Son équivalentes :

(a) (K,K*) es denso en su cierre real,

(h) K(t) es D.O.P,

Notese que usando un resultado de McKenna [3l], se puede 

reenunciar 6.3 diciendo que en un cuerpo K con un unico orden y con 

la propiedad de la extension el problema decimosêptimo de Hilbert tiê  

ne respuesta afirmativa si y sôlo si K(t) es D.O.P.

En su clâsico libro de Algebra, Lang [24] enuncia una solu­

ciôn incorrects del problema decimosêptimo, olvidando la hipôtesis de 

densidad en el cuerpo de coeficientes. En [lo]. Dubois construye el
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cierre euclîdeo H de Q(t) con respecto al orden en que t es pô  

sitivo e infinitesimal, y muestra que el polinomio f(x) = (x^-t)^ - 

- t^ 6 h [x J toma valores positives en los puntos de H pero no es

suma de cuadrados en R(x) -siendo R un cierre real de H con

respecto al unico orden de H-. De este modo queda puesto de mani-
3 3/2 3 3/2fiesto el error de Lang. S in embargo f = (x -t-t )(x -t + t ) es

reducible en H [xj y se plantea el problema de enconttar un polino­

mio g irreducible ,en las condiciones del f anterior. Resol vemo s esta cuestion, 

usando el criterio del cambio de signo de Viswanathan [4l] y la carac^ 

terizaciôn de Prestel y Ziegler [35] de los cuerpos hereditarlamente 

euclîdeos, en un marco mas general.

Teorema (7.9).- Sea K una extensiôn finita y ordenable de 

Q, F = K(xj,...,x^) y P G X(F) tal que x^ 6 P y 

g-x^ G P para cada g G K(x^ , . . . ,x^_^ ) . Si R es un cierre real 

de (F,P) y H es el cierre euclideo de (E,P) en R, 

existe g G H[t] irreducible en H[t], positive sobre H

y que no es suma de cuadrados en R(t).

Obsêrvese que haciendo K = (!) y n = 1 estamos ante la s^ 

tueion planteada inicialmente.

CAPITULO II

En el capîtulo segundo se estudia el espacio de ôrdenes de 

las variedades algebraicas reales.

Sea (K,K^) un cuerpo ordenado, R su cierre real y p
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un ideal primo de K[x j ,...,x ]̂ de forma que el orden se extien

de a E = c.f. (------   ).

Entonces, estudiamos la relaciôn entre el conjunto X(E | ) 

de los ôrdenes de E que extienden y la geometrîa de la variedad

real de p, esto es, Vp(p) = {a 6 r” : f(a) *> 0 para cada f G p) . 

Supondremos siempre que (K,K^) es denso en R .

El instrumento têcnico que elaboramos para atacar estas cue^ 

tiones esta contenido en el epîgrafe octavo y, bâsicamente, consiste 

en extender la correspondencia entre abiertos bâsicos del espacio de 

ôrdenes y semialgebraicos abiertos, al caso de variedades.

Asociamos a cada abierto basico H * H(fj+p,...,f^+p) de

X(E) -se puede suponer que cada fj es un polinomio- el semialge­

braico H = Vp(p) n  {x 6 r” : f.(x) > o). De este modo, si
m ^

S = H. es una union finita de abiertos bâsicos y Ilamamos
i = l ^

S = U .. .  U demostramos:

(a) S D X(e||^+) ¥ 0 si y sôlo si S flv^ ̂

(b) C  S si y sôlo si X(e |^+) C  S.

(c) Sj = Sg si y sôlo si Sj = S^,

donde es la adherencia del conjunto de puntos regulares de Vp(p

Resumiremos (a), (b) y (c) con el nombre de "Lema de la co­

rrespond encia".

Como primer aplicaciôn de este resultado deducimos que el 

conjunto de ôrdenes centrales de X ( E | e s  un subconjunto denso d

X(E||j+).
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En la secciôn novena abordamos esencialmente dos problemas:

(a) describir en terminas geomëtricos el conjunto de ôrdenes de una 

variedad algebraica real que se extienden a otra; (b) encontrar mode^ 

los adecuados de los cuerpos ordenables de funciones algebraicas.

La soluciôn al problema (a), para la cual resultan impresciti 

dibles las têcnicas descritas en el epîgrafe anterior y el teorema de 

la aplicaciôn abierta de Elman; Lam y Wadsworth puede entenderse como 

una manifestaciôn expresa del teorema de Tarski-Se idemberg , pues en- 

contramos, de modo efectivojlas inecuaciones del semialgebraico que 

résulta al "proyectar" otro semialgebraico; con precisiôn

Teorema (9.3).- Sea f^ : V W un morfismo dominante

con dominio A entre dos variedades algebraicas sobre un 

cuerpo realmente cerrado. Sea f ; R(W) R(V) el homomor

fismo de cuerpos asociado a i  y f* : X(R(V)) *>
- 1H- X(R(W)) : P H- f "(P). Entonces im f*^ Q  W C

C  f^(V^ p  A) CI im f*'', donde W^ es la adherencia del con 

junto de puntos regulares de W.

En particular t si C  A y W^ = W, se deduce que

im f*" = fp(V^).

En su artîculo. Dubois y Recio [il] plantean el problema de 

averiguar en que condiciones un cuerpo E de funciones algebraicas 

sobre un cuerpo realmente cerrado R es D.O.P. Para resolverlo, es 

muy util encontrar modelos de E -esto es, variedades algebraicas de 

algun r” cuyo cuerpo de funciones rationales sea E-, que cumplan 

determinadas condiciones. Aunque pensâmes que tiene interes por sî
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mismo, este es el motivo fundamental por el que establecemos el si­

guiente :

Teorema de los modelos.- Sea E un cuerpo ordenable de fun- 

oiones algebraicas sobre un cuerpo realmente cerrado. Enton­

ces: 

(1) Existe un modelo liso y compacta de E.

(2) Existe un modelo liso y no compacta de E.

La parte (1) de este teorema nos permite encontrar, cuando 

E es de dimension uno, un modelo V de E de forma que los ôrdenes 

de R(V) no arquimedianos sobre R son centrales. En particular, 

cuando R es el cuerpo de los numéros reales, todos los ôrdenes de 

R(V) son centrales. Esta observaciôn résulta de interes para carac^ 

terizar las curvas algebraicas sobre IR cuyo cuerpo de funciones râ  

cionales es D.O.P. (epîgrafe 16).

El primer resultado acerca de cuando el cuerpo de funciones 

racionales de una variedad algebraica V es D.O.P. (o simplemente 

para abreviar cuando V es D.O.P.) lo obtenemos en el epîgrafe dëcj^ 

mo. Utilizando la existencia de modelos no compactos y el "lema de 

la correspondencia", encontramos una condiciôn necesaria para que V 

sea D.O.P.:

Teorema (10.2).- Si una variedad algebraica es D.O.P.^ el 

grupo de automorfismos de su cuerpo de funciones racionales 

no es finito.
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En la secciôn undëcima encontramos condiciones suficiente 

para que una variedad algebraica sea D.O.P. Puesto que para cada varie^ 

dad V, su cuerpo R(V) de funciones algebraicas es extensiôn alge­

braica de una extensiôn transcedente pura y finitamente generada 

F = R (x , . . . , x^) de R y F es D.O.P. , es natural abordar nuestro 

problena en el marco de la conservaciôn de la D.O.P. bajo extensiôn 

algebraica. Para ello introducimos la nociôn de extensiôn normal real 

analoga a la clâsica de extensiôn normal. Esta définie iôn viene moti- 

vada por el hecho de que una extensiôn finita Q(a) de Q es D.O.P. 

si y solo si todos los conjugados de a en IR per tenecen a Q(a).

Damos las de f inic iones de extensiôn F-normal real y G-rca1

norma1 y con este lenguaje demostramos:

(1) Dos ôrdenes cualesquiera de una extensiôn F-real normal 

de un cuerpo con un unico orden son isomorfos. En particular, dicha 

extensiôn es D.O.P.

(2) Toda extensiôn finita y G-real normal de un cuerpo D.O.P. 

tambien lo es.

Haciendo uso de (2) y del "lema de la correspondencia" obte^ 

nemos una condiciôn suficiente, aunque no necesaria, para que una va_ 

riedad algebraica V sea D.O.P.

Teorema (11.20).- Sea R un cuerpo realmente cerrado y E

un cuerpo de funciones algebraicas sobre R de grado de

transcendencia n. Si {x^,...,x^} es una base de transcen 

dencia de E y E es extension G-real normal de 

R(xJ , . .. , x^), se verifica
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(a) E es D.O.P.

(b) Todo orden de R(xj,...,x^) se extiende a E.

En la filtima secciôn de este capîtulo aplicamos los result^ 

dos obtenidos en los epîgrafes anteriores al estudio de la geometrîa 

semialgebraica.

En primer lugar, utilizando la caracterizaciôn de Elman, Lam 

y Prestel de los cuerpos K hereditariamente euclîdeos como aquellos 

cuyos cuerpos de funciones algebraicas en una variable son S.A.P.,ob­

tenemos algunos resultados sobre las formas de escrlbir un conjunto 

semialgeb raico.

En la segunda parte de este epîgrafe damos respuesta parcial 

a una cuestiôn planteada por Elman; Lam y Wadsworth [l3]: Dado un 

cuerpo ordenable F, icorao son los abiertos de X(F) para los que

existe una extensiôn finita E de F tal que H coincide con la

imagen de j* ; X(E) X(F) : P F H  P?.

Para abreviar, llamaremos a dichos abiertos, abiertos proyec 

ciôn. Y a en [l3] se prueba que todo abierto basico es un abierto 

proyecciôn. Nosotros mejoramos este resultado demostrando que todo 

abierto que sea uniôn de dos abiertos baaicos es un abierto proyecciô 

cuando F = R(xj,...,x^). Conjeturamos que toda uniôn finita de abie 

tos basicos es tambien un abierto proyecciôn.

Si Ilamamos semialgebraico basico de r ” a todo conjunto d 

la forma S = {x 6 r” : fj(x) > 0,...,f^(x) > 0}, donde fj,...,f^

G R [xJ,. ..,x^], podemos enunciar, utilizando (9.3),la contrapartida
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geometries al resultado anterior:

Teorema (12.14).- La adherencia^ en ta topologia usual^ de 

todo subconjunto de r” que es uniôn de uno o dos semiaVge_ 

braicos bâsicos coincide con la proyecciôn del conjunto de 

puntos centrales de alguna variedad algebraica irreducible.

CAPITULO III

El capîtulo tercero se dedica, casi en su totalidad^al.ana­

lisis del espacio de ôrdenes de las curvas algebraicas sobre el cuer^ 

po IR de los numéros reales. En particular, en el epîgrafe 16 carac^ 

terizamos las curvas algebraicas reales que son D.O.P.

Hay dos razones fondamentales que hacen que el estudio del 

espacio de ôrdenes de las curvas sobre IR sea mas sencillo que el 

de las variedades de dimensiôn arbitraria sobre un cuerpo realmente 

cerrado cualquiera. La primera de ellas, ya senalada con anteriori- 

dad es la existencia de modelos para los cuales todos los ôrdenes son 

centrales. La segunda es el desarrollo de la teorîa de superficies de 

Klein debido a Ailing y Greenleaf [2] y que desempena en el caso 

real el mismo papel que las superficies de Riemann en el caso comply

j o  •

Por ello, en la secciôn 13 hacemos un râpido resuraen de los 

resultados de [z] estableciendo una equivalencia entre la categorîa 

de superficies de Klein compactas y la de cuerpos de funciones alge^ 

braicas en una variable. Esta equivalencia hace corresponder al cuejr
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po F la superficie Riem(F) formada por los anillos de valoracion

de F que contienen a IR.

En adelante notaremos Y(F) * Riem(F), El borde de Y(F)

se escribe 3Y(F) y esta formado por los anillos de valoracion real 

de F. Para terminar con las notaciones, des ignaremos por IR(F) al 

cierre algebraico de IR en F.

En el epîgrafe 14 estudiamos la informacion de carâcter topô  

logico y diferencial que sobre (Y(F), 3Y(F)> arroja el par 

(F, IR(F)) .

Una primera observacion de interés es que 3Y(F) no es va- 

cxo si y solo si F es ordenable. For ello, como nosotros estudiamos 

curvas algebraicas reales, limitamos nuestra atencion a las superfi­

cies de Klein con borde. Ademas demostramos que dicho borde es homeo^

morfo a un modelo liso y acotado de la curva F. De aquî se deduce

la invarianza birracional del nGmero de componentes conexas de las 

curvas reales lisas y acotadas (este resultado ha sido probado por 

COSTE y COSTE ROY para cuerpos realmente cerradoa arbîtrarios util^ 

zando têcnicas muy diferentes).

Para el caso en que F no es ordenable demostramos que

X(F) es orientable si y solo si IR(F) = C.

Por otro lado, y para géneros bajos, el par (F, 1R(F)) cl£

sifica topologicamente a Y(F). Por ejemplo:

(a) Si F es ordenable y de gênero cero, Y(F) es un dise

(b) Si IR(F) = Œ y F es de genero cero, Y(F) es una

esfera.
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(c) Si IR(F) = IR, pero F - no es ordenable y F es de ge­

nero cero, entonces Y(F) es un piano proyectivo.

(d) Si F es de gênero une ÿ no ordenable, Y(F) es una bô

tell.a de Klein.

(e) Si F es ordenable y c>Y(F) es conexo, Y(F) es una

cinta de Moebius.

(f) Si F es ordenable y 3Y(F) es disconexo, Y(F) es

una corona cirular.

El ultimo resultado de esta seccion se refiere a la construe^ 

tibilidad de curvas reales cuyo gênero y numéro de componentes cone­

xas estan prefijados.

Teorema (14.14).- Sean g i/ k dos numéros enteros taies

que ] < k < g+1. Entonces existe una curva algehraica real

C de gênero g î/ k componentes conexas. Ademâs:

(a) Si k-1 $ g(mod2), Y(C) no es orientable.

(b) Si k-1 = g(mod2) existen dos curvas C ̂ y Cg taies

que Y(Cj) es orientable e Y(C2) lo es.

La observacion de que el borde de la superficie de Klein 

asociada a un cuerpo ordenable F de funciones algebraicas en una 

variable no es vacîo juega un papel esencial a la hora de estudiar 

el grupo de automorfismos de F. La clave radica en que toda supejr

ficie de Klein compacta y con borde no vacîo se représenta en la fo_r

ma doiide f es un grupo cristalogrâfico no euclîdeo (en lo
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sucesivo grupo N.E.C.) segdn demuestra Preston [36].

La teorxa de grupos N.E.C. introducldos por Wilkie [4 2] jue^ 

ga asx un papel esencial a la hora de calcular el grupo Aut(F). En 

particular, usando un resultado de Macbeth y Singertnan [26], demos­

tramos que el grupo de automor f ismos del cuerpo de funciones raciona_ 

les de una curva algebraica real de genero mayor o igual que dos es 

finito. Utilizando ahora 10.2 se sigue que las curvas de genero mayor 

o igual que dos no son D.O.P.

Por otra parte, utilizando resultados de Ailing [l], proba- 

mos que dados dos puntos de una curva elîptica real C lisa y aeot^ 

da, existe un isomorfismo birracional de C que envxa uno a otro. De 

este modo, usando el teorema de los modelos y en particular la exis- 

tencia de modelos cuyos ordenes son todos centrales, probamos que las 

curvas elxpticas son D.O.P.

En resumen, obtenemos

Teorema (16.1).- Lae unicae ourvae algebraicas realee que 

eon D.O.P. eon lae racionales y las elipticae.

En la ultima seccion de esta memoria volvemos a las varied^ 

des algebraicas de dimension arbitraria sobre un cuerpo realmente cê  

rrado. Empleamos las secciones hiperplanas para medir el tamano del 

conjunto de puntos centrales de las variedades.

Si V es una variedad de r ” cuyo ideal notaremos por p 

y llamando A = r [x j ,...,x ^] y B - r [x j ,...,x ^, ♦ • • • . A^] . con^

truimos el ideal q = p.B + (A^+A^x^ +...+ A^x^)B. Si
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G C  r” X R^^* es el conjunto de ceros de q y ir : r” x  R^^^ «+ R^^^ 

es la proyecciôn canônica, usaremos el conjunto semialgebraico tt(G) 

para medir el tamano de V. Obsêrvese que n(G) es el conjunto de 

X 6 R^^^ taies que el hiperplano ^n^n ” ^ corta a V.

Como q n  R[A^,...,A^J = {0}, tenemos un homomorfismo de 

cuerpos j ; R(A) R(G) y la co rr e spond ien t e j * : X(R(G)) »+ X (R (A ) ) , 

En virtud de (9.3) se verifies que

it(Gc ) = imj*'', (1)

Aunque por (4.12) se sabe que D^(im j *, R(A)) ^ n+2, mej£

ramos esta cota demostrando

Teorema (17,13).- D^(im j *, R(A)) es uno o dos.

Junto con (1) este teorema permite clasificar las variedades 

algebraicas V de R^ en dos tipos:

Tipo A) Todo hiperplano genêrico de r ” corta a .

Tipo B) Existe un automorfisrao proyectivo o de R(A) tal 

que, para cada hiperplano genêrico H de r” , o H corta a 

o ct(H) corta a V^.

(Si H : A^ + AjXj^ +...+ A^x^ = 0, llamamos cr(H) a 

a(A^) + o(A^)x^ +...+ cr(A^)x^ = 0).

Si una variedad V es del tipo A) decimos que su numéro h^ 

piano n^(V) = D^(im j*, R(A)) es uno y si es del tipo B), n^(V) =

= 2. Este numéro hiperplano no es invariante por isomorfîa birracio^
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nal y entendemos que esto es una muestra de la existencia de intere- 

santes propiedades geometricas de las variedades algebraicas reales 

que no quedan recogidas por su cuerpo de funciones racionales.



CAPITULO 1. EXTENSIONES PURAMENTE TRAHSCEDENTES DE CUERPOS 
ORDENADOS.

Dedicamos este primer capîtulo al estudio del espacio de or­

denes de los cuerpos E = gr.t.E/K = n con especial

atencion al caso de una sola variable. A lo largo del 'mismo, 

t, Xj,...,x^ serân siempre indeterminadas sobre el cuerpo base.

§ 1 . Crdenes en R(t), R realmente cerrado

La descripciôn del espacio de ordenes de R(t) aparece en­

tre otros en Massaza [2 7] , Craven [8], Brumfiel [s] y Cilmer [l7].

Nu es tro objetivo en este primer epîgrafe es dar una version mas prje 

cisa de los resultados allî expuestos y adecuarlos al modo en que 

los usaremos en lo sucesivo.

1.1. Definicion.- Una cortadura en un cuerpo ordenado (E,P) es 

un suboonjunto U de E que verifica que si a G D y

a_b 6 P, entonces b G D.

Dos cortaduras se llaman isomorfas cuando se diferencian 

a lo mâs en un elemento.

Un meaanismo usual para fabricar cortaduras en (E,P) 

es el siguiente;

Si (F,0) es una extensiôn ordenada de (E,P) y f 6 F, 

entonces

- 1 -
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Dg(f) = {a 6 E : a-f G Q) es una oortadura en (E,P).

Para unificar notaciones convenimos en que una cortadura D 

en (E,P) es algebraica en cualquiera de los siguientes casos:

(a) D = E

(b) D = 0
.2 2(c) D es isomorfa a (f), siendo (R,R ) un cierre

real de (E,P) y f 6 R. Una cortadura es transcendante cuando no 

es algebraica.

Vamos a estudiar los Srdenes de R(t) cuando R es un cuer^ 

po realmente cerrado, mediante la cortadura Dj^(t). En primer lugar 

fijaremos algunas notaciones.

1.2. Notaciones.- Sea R un cuerpo realmente cerrado. Llamamos P^ 

al orden de R(t) formado por aquellos elementos para los que exi_s 

te b 6 R de modo que en el intervalo (b,-*- ) de R toman valores

positives, junto con el cero de R(t) . Al orden que résulta al su^

tituir (b,^ ) por ( -<-,b) en la anterior def inicion lo notaremos

Para cada a 6 R se consideran los ordenes de R(t)

f _________  . . _ fPg+ = {0} U (— 6 R(t) : existe r 6 R^ con — j > 0}

P - = {0} U {“ G R(t) : existe r G R^ con — I . . < 0}.a g g I (a-r,a)

1.3. Proposicion. - Los anteriores P **a“ son ârdenes

en R(t). Ademâs, si P^ es el suhconjunto de R(t) forma
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do por el cero y los elementos ^ 6 R(t) tales que el coe

ficiente director de f.g'es positive en R, se cumple

que P = P . ̂ a «>

Demostracion.- Es inmediato que y P ^ son ordenes en

R(t).

Para comprobar que un orden, solo requiere cierto

cuidado la igualdad:

R(t) = Pg+ U  (-Pa+) ’•

Sea G R(t) - {O}. Si f(a).g(a) # 0, un argumento de continui- 

dad 2s suficiente para probar que ^ 6 P^+ IJ (-P^+) .

Si f(a).g(a) = 0 y escribiendo:

f.g = A(t-a)® n (t-a.) . n (t-b.)^ + c? ,
iGI  ̂ jGJ  ̂ J

tomanos L = { i G I : a . - a G  R^}

Elegimos r G R^ de manera que para cada i G L sea

a.-a-r 6 R^. Entonces:

(a) Si A G  R^ y card L es par, se tiene a+r) ^ ^ '

(b) Si A G R y card L es impar, se tiene

f S|(a.,+r) " "•

(c) si A 6 R y card L es impar, se tiene

f S|(a.a+r) '

(d) Si A 6 R y card L es par, se tiene f.g|^^ a + r^ 0

I 6 P^+ U  (-Pa+) *
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Anâlogamente se comprueba que P^_ es un orden. Como tanto 

como Pj son ordenes en R(t), para probar que son iguales ba^ 

ta demostrar que Rj CZ ‘

Pero, si — G P^ - {0}, se verifies que

f.g = a. n (t-a.) . lî (t-b.)^+c^ y a G R^ .
iGI jGJ J ^

Por tanto, si b = max {a^ : i G 1} + 1, ^ es positive en

(b,->) y as i ^ G P^.

1.4. Proposicion.- Sêa R un ouerpo realmente cerrado, F = R(t) y

P un orden en F. Entonces:

(i) Si. D^\t) = R, es P = P^.

(ii) Si D^(t) = 0, es P = P_^-

(iii) Si existe a G R de manera que D^(t) es isomorfa a 

D^(a), P coincide con P^^ o con P^_.

(iv) Si D^(t) = D no se encuentra entre los casos anterio^- 

res, se verifica que P = P^ = G R(t): existen

a ,b G R con a G D, b 0 D y ^ es positivo en 

(a,b)} U  {0} .

Demos trac ion.- (i) Basta probar que P^CZ P .

Sea — 6 Pj - {o}. Entonces escribimos: g a

(1): f.g = a . n (t-a.) . lî (t-b.)^+c? con a G .
iGI  ̂ jGJ  ̂ J

Como D^(t) = R cada t-a^ G P. Entonces, puesto que
+ 2 2 a 6 R (H P y cada (t-by) +c^ G P, concluimos que f.g 6 P. Cotno
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f 1 2— = f.g . (— ) 6 P, hemos terminado.

(ii) Si ^  G P - {o}, se verifies que f.g G P, luego,

usando la formula (1) es a . IT (t-a.) G P. Entonces, como
p iei ^

üj^(t) = 0, cada a^-t 6 P , por lo cual ha de cumplirse:

(a) a 6 y card I es par ô

(b) a 6 R y card I es impar.

En cualquier caso, tomando b = min {a : i G 1} -1, dedu

cimos que es positivo en ( -%b) y por tanto ^ G P_^^

(iii) Si D^(t) es isomorfo a D^(a), puede suceder que

t-a 6 P ô que t-a 0 P.

Probaremos que en el primer caso P = P^+ y anâlogamente 

se comprueba que en el segundo es P = P^_.

Sea pues ~ 6 P^+ ~ {O}. Es évidente que f(a).g(a) ) 0.

Si f(a).g(a) > 0  y escribiendo

f.g = A. Il (t-a.) . n (t-b.)^ + c? ,
iGI jGJ  ̂ J

puede ocurrir:

(a) A G R^ e l' = {i G I : a^-a G R^} es de cardinal

par, o bien

(b) A 6 R e I* tiene cardinal impar.

P PComo t-a G P es Dg(t) = D^(a) (J {a}, luego t-a^ G P

cuando i G I - l '  y t - a ^ 0 P  si i G I * .

Asi, para probar que ^ 6 P es suficiente demostrar que
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A , n (t-a.) 6 P, y esto es obvio tanto si (a) como si (b). 
iGI' ^

Si f(a).g(a) = 0, existe s 6 W de modo que f.g =

= (t-a)® . h(t), h(a) ^ 0.

Al ser f.g 6 P^+ y t-a G P^+ se deduce que h 6 P^+ y 

por lo que acabamos de ver, h 6 P. Como t-a G P, obtenemos que 

f.g G P, es decir, G P .

Asï Pg+ d  P y en consecuencia P^+ = P.

(iv) Estâmes ahora ante el caso en que D^(t) es transcen-

dente.

En primer lugar debemos comprobar que P^ es un orden. 

lo présenta cierta dificultad la igualdad (J (-Pp) = R(t).

Dada ^ G R(t) - {0}, como 0 î* D R y el numéro de ra^

ces de f.g en R es finito, existen a ,b G R con t-a 6 P,

b-t 6 P y taies que el signe de f.g es constante en (a,h).

Ahora, como a G D y b 0 D, se concluye que ^ G Pp |J (-Pp).

Finalmente, probaremos que P CZ Pp.

Para cada ^ G P - {0} elegimos a y b como acabamos de 

hacer y descomponemos

f.g = A . n (t-a.) . n (t-b,)^+c? .
iGI jGJ J ^

Al ser —  G P es A . II (t-a.) 6 P, luego si llamamos 
® iGI ^

I ' = {i G I : a^ 0 D} debe ser

(a) A 6 R^ y card I* es par 6 bien
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(b) A 6 R y card I* es impar.

Ahora, por la eleccion de a es I' = I" = {i 6 I ; 

a^-a 6 R^}, luego tanto si i) como si ii) es f(a).g(a) > 0  y 

en consecuencia, ^ es positivo en (a,b).

Como acabamos de probar, la cortadura D^(t) détermina el 

orden P. Se puede establecer un reciproco de la profjosicion ante^ 

rior en los siguientes termines:

1.5. Proposicion.- Sea R un cuerpo realmente cerrado y D una cor 

tadura de R. Entonces existe un ûnico orden P en R(t) 

de forma que D = D^(t).

Demostracion.- Si probamos la existencia, la unicidad sera 

consecuencia de 1.4. Veamos pues aquella.

Caso 1. D = R. Tomamos P = Pj. Como t-r 6 P para cada r G R, 

es R CI D^(t) d  R , luego D = D^(t)

Caso 2. D = 0. Tomamos P = P P a r a  cada r G R, r-t es pos^

tivo en ( -<-,r), luego r-1 G P y asï t-r 0 P.

r 2
Caso 3. D es isomorfa a (a) = ( -̂ a) . Entonces D coincide

con ( "̂ ,n) o con ( ■*-,«] .

Si D = ( -̂ ,a) elegimos P = P^_ y asï para cada 

b 6 D^(t) es t-b G P^_, esto es, existe r G R^ de manera que 

t-b es positiva en (a-r,a). En particular a - ^ - b 6 R^, lu£
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go b 6 ( %a) = D, con lo cual D^(t)CZD.

Recîprocamente, si b G D y tomando r = 6 R^, t-b

es positiva en (a-r,a), luego D = D^(t).

Para el caèo D = ( -*-,a] se elige P = P^+ y se repite la

misma prueba.

Por ultimo, si D es transcendante, basta elegir P = Pp.

Nos interesa distinguir los ordenes P^+ y P^_ de los dê  

mas ordenes de R(t). En primer lugar introducimos la siguiente:

1.6. Definicion.- Sea (K,K^) un auerpo ordenado y V un orden de

K(t). Se dice que P eatâ centrado en a G K si P aon-

tiene a los elementos ^ G K(t) taies que | G K* - {0}.

Si para cada a G K es t-a 6 P (respectivamente 

a-1 G p) se dice que P estâ centrado en -f°° (respeativa 

men te en .

1.7. Proposicion.- Sea R un cuerpo realmente cerrado y a G R.

Los ünicos ôrdenes de R(t) centrados en a son P^_ y

Pa+-

Demostraciên.- Es claro que P^_ y P^+ estân centrados 

en a. Sea P un orden centrado en a. Distinguimos dos casos:

(a) t-a G P; (b) t-a 0 P.

(a) Para cada ~ G P^^ - {0} es claro que f(a).g(a) > 0. 

Entonces, si f(a).g(a) > 0  y como P esta centrado en a, es
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f.g 6 P, luego ~ = f.g . (~)^ G P.

Si f(a).g(a) = 0  se factoriza

f.g = (t-a)"* . h(t), m > 0, h(a) 9̂ 0.

h € P^+ pues f.g G P^+ y t-a 6 Pg+« y como h(a) t* 0, ha de

ser h(a) > 0. Segun acabamos de probar h pertenece a P. Como 

(t-a) 6 P obtenemos que f.g G P y finalmente ^ 6 P.

Asï P + d  P de donde P + =  P .a —  a

(b) Razonando del mismo modo, obtenemos que P = P -.

1.8. Definicion.- Un cuerpo ordenado (F,P) se llama arquimediano 

sobre un subcuerpo E si para cada f G F existe a G E 

con a-f 6 P. Cuando (F,P) sea arquimediano sobre el 

cuerpo Q de los numéros racionales, diremos que (F,P) 

es arquimediano.

Ahora podemos distinguir los ordenes P de R(t) taies

r 'que Dg(t) es transcendente ,de los demâs ordenes de R(t)

1.9. Proposic ion.- Sea R un auerpo realmente cerrado y P un or 

den en R(t). Son équivalentes:

(a) (R(t), P) es arquimediano sobre R

(b) Dp(t) es transcendents.

Demostracion.- Como, para cada a G R, t-a G P̂  ̂ y
2t -a G P_^, ni (R(t),P^) ni (R(t), P_^) son arquimedianos s£ V
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bre R. R(t) con un orden no es arquimediano sobre R pues

para cada r 6 R^, j. - - - r es positive en (a, a + y” ) • Anâloga­

mente, - r 6 P^_ para cada r 6 R, luego R(t) con un orden

P^_ no es arquimediano sobre R.

Asï solo falta probar que cuando D^(t) = D es transcenden^ 

te, (R(t), Pp) es arquimediano sobre R.

Pero, para cada ^ G Pp, existen a G D, b 0 D de modo 

que es positivo en (a,b) y g(a).g(b) 0 0.

Como : [a, bj R es continua y es compacto (coii

sideramos en R la topologïa del orden) existe M G R  de modo que 
f (x) M para cada x 6 [a,b] .

Por ello, M - I G P.

A continuaciôn d is t ingu ir emos , en dos etapas, el cuerpo IR

de los numéros reales de los demâs cuerpos realmente cerrados por 

medio de los ordenes de sus extensiones puramente transcendantes 

con grado de transcendencia uno.

1.10. Proposicion.- El cuerpo IR de loe numéros reales es el ûnico 

cuerpo realmente cerrado y arquimediano que cumple que en 

sus extensiones puramente tranacendentes, con grado de tran^

aedencia uno no existen ôrdenes arquimedianas sobre ê l .

Demos trac ion. - De la construccion de IR se sigue la no exi^ 

tencia de extensiones propias de IR arquimedianas sobre Q. Como 

el ser arquimediano es una propiedad transitiva y R es arquimedija
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no sobre Q, R(t) no es arquimediano sobre JR con ningun orden.

Como los cuerpos arquimedianos son subcuerpos ordenados de 

(R, y en virtud de 1.5 y 1.9, todo lo que falta es probar que si 

R ^  IR es un cuerpo realmente cerrado,existe una cortadura transce^ 

dente D en R. Para construirla, seleccionamos x 6 IR - R y toma­

mos D = {a G R : x-a 6 IR^} que es una cortadura en R.

Si (x-l,x) = {y 6 IR : x-1 < y < x} , cada elemento de

0 n  (x-l,x) estâ en D, luego D f 0. Si (x,^) = {y G IR : y > x},

los elementos de 0 Pi (x,->-) pertenecen a R-D, y asï D f R .

Ademâs, si para cada a 6 R llamamos 

( = {y g r : a-y > 0 }  y

( -̂ ,a] ̂  U  {a}, veremos que

( 4 D 4 i con lo cual terminaremos.

Si D = ( -<-,a ) p J a no pertenece a D luego a > x, y como 

X 0 R , a > X .

Tomamos q 6 0 R  (x,a). Asï q 6 D, esto es, x-q G R^.

Pero esto es falso pues q > x. Si D = ( +-,a] ^ es a G D , luego

a < X y si tomamos q G © R  (a,x), como q G R y x-q G R^, llê

gamos a que q G D. Esto es falso pues q > a.

Para establecer 1.10 suprimiendo la palabra arquimediano n̂ e

cesitamos considerar una situacion mâs general.
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1.11. Proposicion.- Sea (K,P) un auerpo ordenado y consideramos

C(K) el conjunto de cortaduras de (K,P) distintas de K

y de y que no tienen mdximo.

Se define : K "+ C(K) : a ^ D^(a). Entonces:

(1) es aplicaciSn inyectiva.

(2) Si para cada D 6 C(K), K-D tiene minima, entonces 

f^ es hiyeccion.

Demostracion.- (1) Como a-1 G fj^(a) y a+1 G K-f^(a),

se sigue que f^^a) no es ni 0 ni K .

Si fj^(a) tuviera un mâximo b, y eligiendo c = b +

llegamos a contradicc ion pues c-b G P - {O} y c G fj^(a).

Por tanto, f^ es aplicaciôn. Ademâs es inyectiva, puesto

que si a ï* b, por ejemplo b-a G P - {0}, es a G fj^(b) pero

a 0 fg^a) .

(2) Si X es el mînimo elemento de K-D, entonces 

D = f ĵ (x) .

1.12. Observac ion.- En las condiciones de (2), y llamando C(P) =

= fj^(P), C(K) queda dotado de estructura de cuerpo ordenado iso­

morfo a (K,P), definiendo f^Xx) + f^^y) = fj^(x+y),

f ĵ (x) . f jj(y) = fj^(x.y) y siendo C(P) el cono de elementos positif 

vos de C(K).

Ademâs, siguiendo a Landau [23], se deduce que cada cort^

dura D de C(C(K)) tiene mînimo, luego por (2) de 1.11 se dedu-
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ce que = ^C(K) ' ^ C(C(K)) es biyectiva.

Abora podemos establecer:

1.13. Proposicion.- Sea R cuerpo realmente cerrado y no arquime~ 

diano. Entonces existe un orden P en R(t) de modo que 

(R(t),P) es arquimediano sobre R.

Demostracion.- Por 1,5 y 1.9 es suficiente encontrar una cor̂  

tadura transcendante D en R, y para esto basta con probar la 

existencia de D G C(R) tal que R-D no tenga mînimo.

Pero, si no existiera, en virtud de 1.12, las aplicaciones

R ' R

Tomamos en tal caso

G = {D G C(R) : existe q G 0 con fj^(q)-D G C(R^)},

que es una cortadura en C(R).

Veamos que G 6 C(C(R)). G no es vacîo pues fj^(O) G G.

Ademâs, al ser R no arquimediano, G 4 C(R).

G no tiene mâximo, pues si D = max G, al ser f sobre-K
yectiva existirîa r 6 R con D = fj^(r) G G y en consecuencia ten 

drîamos: fj^(q) - f^(r) 6 C(R^) para cierto q G 0. Entonces

q-r 6 R^ y D' = fg(t + G G cumple que D'-D G C(R^).

Asï G G C(C(R)) y por la biyectividad de F^ existe un 

u n i c o  D 6 C(R) tal que G = Fj^(D).

Veamos que D estâ formada por los elementos a G R para
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los que existe q G Q que cumple que q-a G . En efecto:

Si a G D es f^(a) C  D, es decir D-f^(a) 6 C(R^).

Por tanto fĵ (a) G F^(D) = G y asi existe q G Q verificando que

fg(q) - f%(a) G C(R+).

Esto implica que q-a 6 R^-

Recîprocamente, si q-a G R^, q 6 0 , se tiene:

fg(q) - f%(a) G C(R+), luego f%(a) G G. Por ello D-f%(a) G C(R+),

esto es, fp(a)CZ D. Pero, por la sobreyectividad de f^, existe 

b G R con D = f^Xb). En consecuencia b-a 6 R^, y a G fj^(b) =D.

Finalmente, llegamos a con trad i cc ion del siguiente modo: t ô

mamos q 6 0^ arbitrariamente. Como q-0 G R^, f^(q) - fg^O) G

G C(R^), luego fg(q) + D es mayor que D en (C(R),C(R^)) . (1)

Sin embargo, si D = fg(c), c G R y para cada r G fg(q) + D =

= fg(q+c), se verifies que q+c-r G R^, luego D-fg(r-q) G C(R^).

Por tanto fg(r-q) G Fg(D) = G, esto es, existe q^ 6 0

tal que fg(q^) - fg(r-q) 6 C(R^). Asï q+q^-r G R^, es decir,

fg(r) G G o lo que es lo mismo, r 6 D.

Hemos probado que fg(q) + D CZ D y esto contradice (1).

De 1,10 y 1,13 se deduce:

1.14. Corolario.- Sea R un cuerpo realmente cerradoi son équiva­

lentes:

(a) R es el cuerpo de los numéros reales.
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(b) No existe ningûn orden P en R(t) de forma que

(R(t),P) es arquimediano sobre R.

§2. Descripciôn de los ordenes de

Destinamos la seccion segunda a describir los ordenes de 

E = K(x^,...,x^) siendo K un cuerpo ordenable y Xj^,...,x^ indje 

terminadas sobre K, utilizando los resultados obten-idos en el ep^ 

grafe anterior.

2.1. Proposicion.- Sea K un auerpo ordenable y P un orden en

E = K(t). Si R es un cierre real de (K, K f| P), existe

un ûnico orden Q en F = R(t) tal que Q f) E = P.

Demostracion.- (a) Existencia. Tomamos un cierre real E

de (E,P). Es conocido que el cuerpo M de los elementos de E 

que son algebraicos sobre K es un cierre real de (K, P p) K) .

Por tanto, existe un isomorfismo de cuerpos ordenados 

f : ^ (R,R^) con f j  ̂ = 1%.

Extendemos f basta g : M(t) ^ R (t) = F mediante g (t) = 

= t. g|^ = f.

Como M(t)C% E, Q^ = E^fjM(t) es un orden en M(t) y 

Q = g(Q^) es un orden en F.

Solo falta comprobar que Q fl E = P.

Por un lado, E^ D E = P por definicion de cierre real.

Por otro, como g|^ g = fI g = 1% y g(t) = t, se
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sigue que g|^ = 1^. En consecuencia, 0 fl E = g(Qj) R  E =

= g(Qi> n  g(E) = g(QiR E) = g(Ê^n M(t) n  * g(p) = p

(b) Unieidad. Sean y Qg ordenes en F con Q^R E =

*= Q2 n  E = P, y Rj, Rg cierres reales de (F,Oj) y (F.Qg) re^

pectivamente. Como F es extension algebraica de E (pues R lo

es de K), R^ y R^ son cierres reales de (E,Qj R  E) « (E,P) =

= (E,p2 R  E). Por ello, existe un isomorfismo de cuerpos ordenados

f : (Rj,Rj) ^ (Rg.Rg) Cal que f|g = 1%.

Veamos que R = {a 6 Rj : a es algebra ico sobre K).

Un contenido es claro pues R (Z FCZ Rj y R es extension

algebraica de K. El otro es consecuencia de que R no edmite ejt

tensiones ordenables propias.

Anâlogamente, R =  {a G &2 ' * algebraico sobre K}.

Esto nos permite deducir que f(R) =■ R. En efecto:
s .

Si a e R, es T a.a^ = 0 ,  a, 6 X y como f|_ = 1 ,
8 j?0 1 -i

se sigue que I a. f(a)^ = 0, luego f(a) G R» y es algebraico
j=o J

sobre K, esto es f(a) G R.

Recîprocamente, para cada b G R CZ R2 existe a G Rj con
8 .

f(a) = b . Como b es algebraico sobre K, es  ̂ b . b 0,

b . 6 K, luego J b. f(a)^ = 0 ,  y como b. = f(b.) se deduce que
J i=o J J 3

8 . S
f(  ̂ b . a^) = 0 ,  o sea,  ̂ b . a^ = 0. Asï a G R. y es alge-

j=o  ̂ j=o J
braico sobre K, luego a G R y b = f(a) G f(R).

Pero entonces, g = f j g :R'*R es isomorfismo y g | g = 1^,
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por lo que g = 1 g, y como f(t) = t obtenemos fj^ = Ip.

Por tanto 02 = H  E = f(R^) fl f(F) = E(Rj R  F) = f(Qj) =

= Ql-

2.2. Co rolario.- Sea K un auerpo ordenable, E = K(xj,...,x^)

y P un orden en E. Si M = K(xj,...,x^ ^ , P es un 

orden en E = M(x^) y por 2.1, si R es un cierre real de 

(M, P n  M), existe un ûnico orden Q en R(x^) con 

Q fl E = P. (1)

. Por otro lado, usando 1.4 Q queda determinado por

D^(Xn>. (2 ).

En consecuencia, P queda determinado por (1) y (2).

2.3. Comcn t ar io.- Nôtese que la descripciôn que obtenemos de P

usando (I) y (2) no viene dada en funcion del comportamiento de los 

elementos de E en los puntos de K, incluse cuando K es realmejn 

te cerrado, salvo en el caso n = 1.

Terminaremos esta seccion describiendo una construccion que 

nos sera util mâs adelante.

2.4. Proposicion.- Sea (K,P) un cuerpo ordenado, E = K(x^,...,x^).

Existe P^ orden en E tal que:

(a) p" n  K = P.

(h) x.-h 6 P ” si 2 € i. < n y h G K(x^,...,x^_^)
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(a) x,-a G P si a G K.

Trivialmente, (E, P ) no es arquimediano sobre K.

Demostracion.- Por induccion sobre n.

Si n=l, tomamos un cierre real R de (K,P). Segdn vi- 

mos en 1.5 existe un orden Q en R(xj) con D^(x^) = R. Basta 

tomar P^ = Q f) K(xj). Lo suponemos probado para n-1.

Ahora si F = K(xj,. . . ,x^_j), E = F(x^) y tomamos en F 

el orden P^ j, se considéra un cierre real R de (F, P^ ^). Si 

Q es un orden de R(x^) que cumple que Dg(x^) = R, el orden bu^ 

cado es = Q n  E.

§3 . Clasificacion de ordenes por isomorfîa.

3.1. Def inicion.- Si K es un cuerpo ordenable y ^ y  Q son dos

ôrdenes de K, decimos que P y Q son isomorfos cuando

existe un automorfismo f : K k tal que f(P) = Q.

La relaciôn de isomorfîa no es en general trivial, como 

queda de manifiesto en los siguientes:

3.2. E.1 emplos. - (a) Sea (K,K^) un cuerpo ordenado contenido en IR 

y cuyo cierre real R estâ es t r ic tamen t e contenido en IR.

En virtud de 1.10 existe un orden P en R(t) de forma

que (R(t),P) es arquimediano sobre R. Por ser R y K arquime-

dianos^se deduce que (K{t), P H  K(t)) es arquimediano.



- 19 -

Por otro lado, si a G K, el orden S = Pg+ fl K(t) no es 

arquimediano pues - b 6 P^+ para cada b 6 K.

Como el ser arquimediano es invariante por isomorfîa (pues 

los automorfismos de cuerpos de caracterîstica cero son la identi- 

dad sobre Q) , se concluye que P fj K(t) y S son ôrdenes no isô

ino rfos de K(t).

(b) El mismo resultado es vâlido cuando sus tituimos K por 

un cuerpo realmente cerrado R distinto de IR. Esto lo probaremos 

en 5.19 pues necesitamos emplear las têcnicas que se desarrollan en 

el epîgrafe quinto.

(c) Sin embargo, todos los ôrdenes de IR ( t ) son isomorfos.

En efecto:

(i) Para cada a G IR, F : R(t) ^ R(t)
t -1 + 2 a

transforma P^+ en P^_ pues, para cada r G IR̂  y cada

X 6 (a-r,a) se cumple que -x+2a G (a,a+r).

(ii) Por otro lado, dados a , b G IR el automorfismo

F : R(t) "C- R(t) : t t + b-a envîa P^+ a *

(iii) Por ultimo, F : R(t) R(t) : t ^ transforma P^

en Po+ y en P^..

3.3. Comenta r1o .- Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que 

el problems de clasificacion de ôrdenes por isomorfîa subsiste aun 

en el caso de R(t) siendo R realmente cerrado. La propiedad de )>
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ser arquimediano cobra especial relevancia por ser el mâs manejable 

de los invariantes por isomorfîa. Por ello, para exhibir ejemplos 

mâs sofisticados que los de 3.2, estab1ecemos:

3.4. Proposicion.- Sea (K,P) un cuerpo ordenado y sea

E = K ( x , . . . ,x^) . Son équivalentes:

(1) Existe un orden Q en E con Q f) K = P ÿ tal que

(E,Q) es arquimediano sobre K.

(2) (K,P) no es isomorfo como cuerpo ordenado a ningûn eub

cuerpo S de R, con el orden inducido por R, y tal que

gr.t. R/S < n .

Demostracion. - (1) =» (2) Si f : (K,F) (S,IR^ f) S) es un

isomorfismo de cuerpos ordenados, entonces (K,P) es arquimediano

y, en consecuencia, lo es (E,Q). Por tanto, existe un homomor f ismo 

no nulo de cuerpos ordenados, g : (E,Q) ^ (R,R^). Pero, en tal ca­

so, ha de ser f = g|^ y por ello, g(K) = S.

Entonces, n = gr.t E/K = gr.t. g(E)j^^j^^ < gr.t R/S < n.

Absurdo.

(2) =» (1) Sea R un cierre real de (K,P).

Si h : (R,R^) **■ (R,R^) fuese isomorfismo, tambien lo serîa

h/K : (K,P) H. (h(K), r '*’ n  h(K)). Haciendo S = h(K) y f = h/K,

tenemos un isomorfismo f ; (K,P) (S,R^ fj S) verif icando que

gr.t. R/S = gr.t. f ^(R) . = gr.t. R/K = 0. Esto es absurdo.
f" (S)

Asï (R,R^) no es isomorfo a (R,R^) y, por l.lO, existe



- 21 -

un orden P ̂ en R(Xj) de forma que (R(x^),P^) es arquimediano 

sobre R y Pj D  K = P.

Repetimos el proceso haclendo jugar a R(x^) el papel de- 

sempenado por K. En un numéro finito de etapas construimos un cue_r 

po realmente cerrado M que contiene a E y que verifica que:

(a) gr . t . M/K = n

(b) n  K = P

(c) es arquimediano sobre K.

Por tanto, Q = fl E es el orden buscado.

3.5. E i emplo . - Sea (K,P) un cuerpo numerable y arq'uimed iano . Lla- 

mamos E a K (x ̂ , . . . , x̂ )̂ . Entoncea en E hay ordenes no isomorfos.

En efecto: K cumple la condicion 2 de 3.4 por se r numera­

ble. Por tanto, existe un orden Q en E tal que (E,Q) es arqu^ 

mediano sobre K y Q fl K = P. Como (K,P) es arquimediano, tam- 

biên lo es (E,Q). Pero, en virtud de Z.A^existe en E el orden 

P^ que verifica que (E,P^) no es arquimediano.

As 1 (E,0) y (E,P^) no son isomorfos.

3.6. Comen tar i o . - Existen pares de cuerpos (E,K) con K (3 E y 6 r̂ 

denes P y Q en E, isomorfos, y tales que uno es arquimediano 

sobre K y el otro no. Consideremos E = (l}(x,y)  ̂ x e y algebra^ 

camente independientes• Fijamos en K = ®(x) el orden P^ del coê  

ficiente director y llamamos R al cierre real de (Q(x), P^).

Ahora, si P es el orden del coeficiente director en R(y) y
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P = n  E, es évidente que (E,P) no es arquimediano sobre K 

(usese 1.9).

S in embargo, si f : E ^  E : h(x,y) **■ h(y,x), el orden

f(P) = Q si es arquimediano sobre K pues para cada h(x,y) 6 E,

y eligiendo g(x) G K de tal modo que su grado sea mayor que el 

grado en y de b(y,x) y su coeficiente director sea positivo, 

se verifica que g(y) - h(y,x) 6 P, es decir, f(g(y)) - 

- f(h(y,x)> 6 f(P), esto es,

g(x) - h(x,y) 6 Q.

Asî, en general, el ser arquimediano sobre un subcuerpo no es inv^ 

riante por isomorfîa.

§4. La propiedad de las orbitas densas.

El e stud io del conj unto de ordenes de un cuerpo recibiô un

considerable impulse al ser dotado de estructura de espacio topolo

gico. Establecemos en esta secciôn diverses resultados sobre la cla 

sificacion por isomorfîa de los ordenes de K(xj, . . . , ) ,  u t iliz an 

do su estructura topolôgica.

4.1. Definicion.- Sea K un cuerpo ordenable y X(K) el aonjunto 

de ôrdenes de K. Para cada subaonjunto finito 

{aj,...,a^} de K notamos

H(aj,...,a^> » {P 6 X(K) : a^ G P, 1 < j < r}.

Se define la topologîa de Harrison [2 0] en X(K) como aque 

lia que tiene por base los conjuntos H (a ̂ , . . . , a ̂) , a. G K-{0}.
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Obsérvese que al ser X(K) - = H(-a^) U .•
U H(-a^) los abiertos hàsicos son tambiên cerrados.

También debe destacarse la aompacidad de X(K).

Para probar esto ultimo vêase [33].

Con este lenguaje, introducimos un nuevo modo de clasificar 

ordenes en un cuerpo ordenable.

4.2. Def inicion.- (Dubois y Recio, [11]), Un cuerpo ordenable K

tiene la propiedad de las ôrbitas densas (en lo que sigue,

K es un cuerpo D. 0 ,P) si para cada P G X(K) y cada abier

to no vacio H de X(K) en la topologîa de Harrison, ext_s

te f G Aut(K) tal que f(P) 6 H. Nôtese que si llamamos

ôrbita de P a

0(P) = {f(P> : f G Aut(K)}, K es

D.O.P. si y sôlo si cada 0(P) es denso en X(K). Es asi

mismo évidente que K es D.O.P. si y sôlo si X(K) =

= f(H) para cada ahierto bâsico no vacio H.
fGAut(K)

Desde luego, si todos los ordenes de un cuerpo son isomorfos, 

dicho cuerpo es D.O.P. Para encontrar ejemplos de que el recîproco

es falso, incluso para cuerpos de la forma E = K(Xĵ  , . . . , x^) , nece^

sitaimos en primer lugar:

4.3. Définie ion.- Un cuerpo ordenado K se llama totalmente denso

si para cada P 6 X(K), K es denso en el cierre real de
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(K,P).

A continuacion enunciamos un resultado fundamental:

4.4. Teorema.- (Dubois - Recio [ll]). Si K es D.O.P, y totalmen

te denso, y E = K(xj,...,x^), para aada abierto bâsico H 

de X(E) existe un automorfismo f de Z tal que

H U f(H) = X(E). A fortiori E es D.O.P.

4.5. E.i emplo. - Sea K un cuerpo numerable con un dnico orden P, 

tal que (K,P) es arquimediano y denso en un cierre real de (K,P).

En virtud de 3.5. no todos los ordenes de E = K(xj,...,x^) ,

gr.t.Ey^ = n son isomorfos. Sin embargo E es D.O.P. por 4.4.

Si bien el teorema 4.4. proporciona una agradable informa- 

cion sobre el espacio de ordenes de K(xj,...,x^), dos cues t iones

relatives al mismo merecen especial atencion, una de caracter cuanti^ 

tat iVO y otra de carScter cualitativo. Para aborda r la primera de 

ellas introducimos:

4.6. Def inicion.- Sea K un cuerpo D.O.P., H un abierto bâsico

no vacio de X(K) y V, un suhgrupo de Aut(K).

(a) Diremos que D^(H;K) = 4<» si no existe ningûn eubconju 

to finito F de G, de modo que X(K) = f (H). Por l

1 )aompacidad de X(K) esto équivale a w  f(H) 4 X(K).
f6G

(b) Diremos que D^(H;K) = m si existe F^ C  C con
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card F = m tal que X(K) = f(H) y m ^ card F pava

1 1
aada suboonjunto F de G que aumple que X(K) = ^  f(H).

f6F

(o) Notavemos D^(K) = max D^(H:K).

4.7. Def inicion.- Sea K un cuerpo, E = K(x^,...,x^) . Se define

(IP) como el suhgrupo de Aut(E) inducido por los auto-

morfismos de IP"(K).

Los automorfismos de IP” (K) vienen dados por P i G .L . (K,n),

el grupo de las matrices regularcs de orden n+1 sobre K, modulo

la relacion de equivalencia :

A ~ B si existe a G K - {0} con A = a.B 

Asî a cada automorfismo

IP'̂ (K) '-------- ► IP"(K)
n

(^o'-'-'^n) '--------  ̂ ( I Yj : 0 <  i <  n

de matriz A = (a^j) regular, le corresponde el automorfismo

^ K ( X 2 * # f • y X ̂ )

" j .  "u  "i

'oo * =oJ *j
(1)

. , ^iain mas que poner x^ = .

d GA continuacion evaluaremos D (E) siendo E = R(xj,...,x^)
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un cuerpo realmente cerrado y G =

Para ello, comenzamos por establecer una correspondencia en

tre los abiertos bâsicos de E y los semialgebraicos abiertos de 
_n

4.8. Definiciones y notacion.- Sea R un cuerpo realmente cerrado 

y E = R(xj,...,x^). Sin mâs que eustituir ^ por f.g, 

se observa que los ab^iertos bâaicoe de X(E) son de la for

H = H(f j , . . . ,f^) , f j G R[x^,...,xJ - {0}

Ltamaremos H (fj, . . . , f o por abueo de lenguaje H a: 

fi = {x G r” : fj(x) > 0 ,  1 < j « r}

Ademâs si S es uniân finita de abiertos bâsicos,

S “ H.j llamaremos S = H..
iGI  ̂ iGI ^

4.9. Proposicion.- Con las notaciones de 4.8. se verifica que:

(1) Si S es no vacio, entonaes S es no vacio.

(2) Si W  = r”, entonces S = X(E).

Demostracion .-(1) Si Si*0, S = H., existe
iGI

con H 1* 0. Por comodidad llamaremos = H = H ( f ̂ , . . . , f ̂ ) ,

f. ¥ 0.

Sea P G H y R^ un cierre real de (E,P). En virtud de

1.5, si t es transcendents sobre Rj, existe Qj G X(Rj(t)) de
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Himodo que D (t) = .
1

Si tomamos Q = D E(t) es évidente que Q G X(E(t)) y 

Q n  E = P.

Construimos g ̂ = t.f^-l G A = E^t], 1 ^ j <: r .

Si S = 0, tendrîamos:

"x G r " y fj(x) > 0 ,  1 < j < r-1 =*• -f^(x) 0", luego

"(x,t) 6 r"^^, fj(x) > 0 , gj(x,t) > 0 , 1 < j < r-1 =>

==^ -f^(x) ^ 0" (1)

Ahora, si C = {fj, gj : 1 j < r-1} y L es el mînimo semianillo

de A que contiene a R , A y C, aplicamos el "positivste11en-

satz" de Stengle '[Ao] , para deducir de (1) que existen G L

de forma que:

-f para cierto natural m.

Como fj G P deducimos que gj G Q y f^ G Q. En consecuen

cia, tanto como f 2 pertenecen a Q y por ello - f^ G Q H  E =P.

Como p 6 H, tambiên se cumple que f^ 6 P. Por tanto,

f = 0 y esto es absurdo.

= u„
J. es finito.

(2) Sea S = W  H. y cada H. = H (f .. : j 6 J.) donde iGI 1 1.7 1

En

Si S f X(E), existe un orden P en E y para cada 

i G I, existe j(i) G tal que P G H = : i G J)

tonces H es un abierto semialgebraico no vacio de R" que no C03 
ta a S. Esto contradice la densidad de S.
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Para establecer los recîprocos de 4.9 necesitamos el conoc^

do :

4.10. Lema.- (Criterio de Serre [38]). Sea K un cuerpo y S un

subconjunto multipticativamente cerrado de K que contiene 

a J .

(a) Existe P 6 X(K) con S CZ P si y sôlo si la ûnica so-
n 2

luciân de la ecuaoiôn \ s . x ,  = 0 ,  s . S S -  {0} es la
i=l 1 i 1

trivial.

(b) Un elemento no nulo t de K es de la forma

n 2
t =  ̂ S X., s. 6 S, X. G K, ai y sôlo si t es positif

1=1 1 ^
vo en todo orden de K que contiene a S.

4.11. Proposicion.- Con las notaciones de 4.8 se verifica:

(a) Si S es no vacio, entonces S es no vacio.

(b) Si S = X(E), se cumple que S » r".

Demost rac ion.- Sea i G I  y de modo que

Hi ^ 0.

Si M es el sistema multiplicativamente cerrado formado por 

1 y todos los productos de los fj, es suficiente con encontrar 

P G X(E) de tal forma que M CZ P . Para ello utilizamos el criterio 

de Serre.

Sean mi,...,m^ G M, h^,...,h^ G E, taies que

2 2 
"l ^1 +•••+ "*£ = 0
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Como H  ̂ 0, existe a G H de forma que ninguno de los denominadio

res de h ̂ , . . . , se anula en a.

Ademâs, al ser a G ft, se cumple que cada mu(a) > 0. Por

continuidad, existe un entorno U de a en cuyos puntos cada m.,
£ 2 ^1 < j < £, toma valores positives. Pero, al ser  ̂ m.(x) h .(x) =0
j = I J J

en cada x G U , deducimos que hj se anula en U, 1 < j < Z. Por

tanto, hj = ... = = 0 .

(b) Supongamos que S î* r ” . Entonces existe

a = (aj,...,a^) G y r G R^ tal que, si definimos

7 " 7f = r - J (x -a.) , entonces H(f)''Ds = 0.
i=l  ̂ ^

Asî H(f)pj S = 0 y, usando 4.9, deducimos que H (f)H  S =0. 

Como H(f) es no vacîo, por no serlo 11(f), concluimos que 

S X(E). Cont r ad ic c ion .

4.12. Proposition.- Sea R un cuerpo realmente cerrado,

E = R(xj,...,x^) y G = G^(IP). Entonces D^(E) c n+1

Demos tracion.- Sea 11 un abierto no vacîo de X(E) . Por

4.9. sabemos que H 0, y por comodidad supondremos que 0̂ G H . 

Como H es abierto, existe r 6 R^ de modo que, si f(x) = r^ -
n 2- 2 X ., se cumple que
i=l ^

H(f) C  H. (1)

2 2Elegimos c 6 R tal que c .r > 2n y construimos, para 

cada j, 1 + j « n el automorfismo fj G G^(P) definido por:
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"j =
i T* j

Como la matriz = G 0 ---  0 c 0 0 • * 0
0 1 0 ---  0 0 0 0 • • 0
0 0 l 0 . . 0 0 0 0 0

1 0 0 0 . 0 0 0 0 . . 0
0 0 0 0 . 0 0 i 0 0

0 0 0 0 . 0 0 1

tiene déterminante 

Anadimos f^ = Ig.

±c 0 y se cumple que

Por otro lado 8 i M = {x G r" ; Xi ^ 0 . 1 < i
nimos, para cada 0 < j < n,

»■ • ’ > f j ( ) )

Es suficiente probar que f.(H) » X(E) y ei virtud de
n ^

4.9 y (1) basta ver que f . (H(f) fl M) es denso en r" .
j-o

Pero , si no lo fuese, existirîa ^ « (tj,...,t^) G R tal
que ;
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,2 - % 0
i=l 1

< 0

- t 2 - t 2 - . . . _ t 2 < 0  2 1 3  n

Sumando >stas desigualdes obtenemos

-2 -  ̂ 12 + c2r  ̂ 12 - (n-1)  ̂ t? - n < 0 , luego
i= 1 i=l i=l

se sigue que 

2

-n)  ̂ tf - (n-r^) < 0 y al ser c2r2-n > 0
i=l

-  1

y por tanto, 1 < 2c -

Como c2^-n > 0, deducimos que —y - 1 ) c 2 - — esto es,

> c 2+ > c 2. Esto contradice la eleccion de c.

tuestro siguiente objetivo es transformer la desigualdad de 

4.11 en gualdad.

tara simplificar las demostrac iones introducimos la siguieri

te:

4.13. Delinicion.- Sea R un cuerpo realmente cerrado. Deaimos que 

I 6 r[x^,...,x^] es un polinomio hiperplano si

I - a.x. + . G R, 0 < j < n. Un abierto bâsico

1 de X(E)j E = R(xj,...,x^) se llama hiperplano cuando
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existen polinomios hiperplanos f^ taies que
7 H 2H = H(f^ - I ft).
° j = l ]

4.14. Lema.- Sea R un cuerpo realmente cerrado, H un abierto ba 

sico hiperplano de X(E), E = R(xj,...,x^) y f 6 G^(IP). 

Entonaes f(H) es un abierto hiperplano.

Demosb^racion.- Sea f = cuyas ecuaciones hemos escrlto

(1) de 4.7., H = H(f2 -  ̂ f?) y pongamos:
n

3=0
f. = b . + y b. . X, , 0 < j < n. Por ello, J 03 . kj kk=l

n
a, + y a. , X, 

o £=1- ".j + J, "kj  ° -%-----
«oo l, «of

(1)
£=1

Entonces, P 6 f^(H) équivale a f^^(P) G H, esto es.
2 r 2 — 1f - I f. G f. (P), O lo que es lo mismo,

° i '  ^  A , , .
'a ” o > - J ,  6

n
Como A es regular, g = a +  T a - x .  ̂ 0 ,  luego

O o o  at” 1 ^

g2 6 P - {0} y asî, P 6 f^^H) es équivalente a:

<Ao-'A<fo>>^ - j, <*o-fA<'j>>' « I-3 = 1
Ahora, si h^ = g^.£j 0 < j < n, (2)

se deduce que f(H) = HCh^ - y h?) y cada h. es un polinomio
° 3=1  ̂ J

hiperplano.



- 33 -

4.15. Teorema. - Sea R un cuerpo realmente cerrado, G = G^(iP) y 

1 , . • •E = R(x,,...,x ). Entonaes D^(E) = n+1

2Demostracion.- H = H(1 -  ̂ x.) es abierto bâsico no vacîo
1-' '

de X(E), pues 1 -  ̂ x. no es suma de cuadrados en E.
i=l ^

Es suficiente, usando 4.12, probar que D^(H;E) > n+1.

Si esto no ocurriese, existirîan £^,...,£^ 6 C, tales que

X(E) = £^(H) U . . .  U £j.(H) y 1 < r < n. (1).

Utilizaremos la notacion de la prueba del lema anterior.
2 * ^ 2

tese que H es abierto hiperplano, H = H(f -  ̂ f.) dondef i=i 1
f^ = 1 ,  f i = x^, 1 < i < n.

Llamamos A. a la matriz asociada a cada £., A. = (a^ „),
i i • " if^ “ y al polinomio = a^ + I a^^ %£ 1 < i < r,

i o Z-o
0 < k < n .

En nuestro caso, por ser f^ = 1, f̂  = x^, 1 < j 4 n es

2 r . 2 , . if (H) = H(h y h..) 1 < i < r donde h . . = gt segun seA^ J i J
desprende de (1) y (2) de la prueba de 4.14.

Aplicando 4.11 a (1) obtenemos:
n _ _ _ _ _  

r " = £ - (H)^ (2) y como
.1 = 1 ^

£.(H)"C:M. = (x 6 r " : h2.(x) - y h A  (x) > 0} , se deduce de (2)1 1 oi j = i

r ". (3)

Si I = {1,2, ...,r}, = (i G I : h^ ̂ G R}, es sencillo

que _} M. = R" . (3)
i=l ^
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observer que —̂ i M. es acotado (pues para cada ^  G r” , h . .(x)^ 
iGIj  ̂ ^

es proporcional al cuadrado de la distancia de x al hiperplano de

as, r" - —̂ I Mi I—I Miecuaciôn h..(x) = 0). Ademâs, R - '— ' Mj —  v— / M . pot (3). Si
161-1, 161,1 ^” *1

en el conjunto M(R) de las matrices regulares de orden n+1 con 

coeficientes en R se considéra la topologîa definida por la norma:

)a | = sup {|A( x )[ : |x| = 1}, y si

F : M(R) »♦- G es la proyecciôn canônica, G queda dotado de estru£ 

tura de espacio topologico con la topologîa final T para F.

Sin mâs que usar 4.11 se deduce que

B = {(qi,....q^) 6 : qj(H) U ... U q^(H) = X(E)}

es abierto en (cA.T^). Por otra parte, es un resultado elemental

del algebra lineal que el subconjunto D de G^ formado por aque^

llos (qj,...,q^) 6 tales que el rango de la matriz formada por

las primeras filas de las matrices de qj,...,q^ es r, es denso

en (G^,T^). Asî, como por hipôtesis B es no vacîo, se deduce

que B n  D f 0, luego podemos suponer que (£^,...,£^) 6 D. En

consecuencia,

dim ( (g^)“ S o ) )  = n - card (I-I.) > 0 (4)
iGl-lj °

Ademâs, M . 0  (gÂ) ^(0) = 0 (5)
iGI-Ij ^ iGI-Ij °

En efecto: Si = 0, no hay nada que probar. Si I-I^ ¥ 0 y

(5) fuese falso, existirîa x G r ” cumpliendo que:
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gg(x) = 0  i G I-Ij
7 n «

0 < h .(x) - y h..(x)
- jti

Como es bu^Cx) = 0 ,  i G I-Ij, 1 < j < n . Pero enton

ces, gj(x^ = 0 ,  i G I-lj, 1 < j < n , y esto contradice la regu- 

laridad de A^.

Asî queda probado (5), lo que junto con (3) nos permite de­

ducir que: f~\ (gA) ^(0) C  M . (6).
iGI-Ij ° iGIj ^

r\ ' i ' - '
Ahora: .(a) Si 1 ̂ = 0, deducimos de (6) que 

(gA) ^(0) = 0  y esto contradice (5).
iGl-I

n
iGI

(b) Si I, ^ 0, ( \ (gA) ^(0) es acotado por (6) pero es1 "
una variedad lineal de dimension positiva por (5). Absurdo.

4.16. Comen tario.- Para cada abierto H no vacîo de X(E), el numéro

—-—     nos proporciona una medida del tamano del semialgebraico ba
D (H:*), j sico H de R .

En 4.12 probamos que todo semialgebraico bâsico tiene tamano 

mayor o igual que y en 4.15 se prueba que el tamano del inte­

rior de una estera de g" es —

K 2Si escogemos H„ = H(1 - y x.), los automorfismos
i= 1 ^

f. ,...,£ de la demostracion de 4.12 junto con la identidad, nos 
1

permiten probar que D(W^;E) 4 K+1, 1 < K < n.

Por otro lado, sin mâs que cambiar el recorrido {l,...,n} 

del îndice i en la demostracion de 4.15 por {1,2,.. .,K}, se o_b 

tiene que:
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E) > K+1

De este modo, encontramos semialgebraicos bâsicos
K 2 I= {x G r” : 1 - y xu > 0} de tamano , 1 < K < n.
i= 1

En general, para cada semialgebraico S de R^, su interior 

en la topologîa fuerte de R^ es de la forma

Si cons ideramos el abierto de X(E)

0 —1 1H(f f . ) , el ndmero r = — -----
i=l ^ D^(H;E)

es una medida del tamano de S v como X(E) = \ J a. (H) équivale,
j = l ^

por 4.9 y 4.11  ̂a la densidad de

0^(S) U . . . U o^(S) ,

r es el mînimo numéro de copias proyectivas de S necesar ia s para 

cubrir r " .

Los resultados anteriores aclaran cuantitativamente y desde 

el punto de vista geomêtrico el teorema 4.4.

§5. Cuerpos con la propiedad de la extension.

Analizando el teorema 4.4.desde el punto de vista cualita^i 

vo, deseamos conocer en que situaciones la total densidad es una con 

diciôn necesaria en dicho resultado. Para dar respuesta a esta cue^ 

tion en el caso de una variable, cosa que hacemos en el epîgrafe sex 

to, introducimos en este la clase de cuerpos con la propiedad de la 

extens ion, mostrando un buen numéro de ellos y obteniendo una carac^ 

terizaciôn de los m ismos.'
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5.1. Ej emplo.- Sea K = Q(t), t transcendante sobre Q, y P el 

orden en K restriccion del orden de R(t) asociado a la cortadu- 

ra D = R. (R es un cierre real de Q).

Si Rĵ  es un cierre real de (K,P), K no es denso en R^

pues K n  (/t̂ , 2/E) = 0. Sin embargo, toda extension puramente tran^

cendente E = K(xj,...,x^) de K es D.O.P. pues E = Q(t,x^,...

...,x^) y Q es D.O.P. y totalmente denso.

Asî, la densidad total no es una condicion necesaria en el 

teorema 4.4.

5.2. Definicion.- Diremos que un auerpo K posee la propiedad de

la extensiôn (p.e. en lo que sigue) si para cada automor^

fismo f de K(t), t transcendante sobre K, f|^ es

un automorfismo de K.

5.3. Proposition.- Una condicion necesaria y suficiente para que un

cuerpo K posea la p.e. es que f(K) CZ K para cada automor^ 

f i smo f de K ( t ) .

Demostracion.- Es évidente que la condicion es necesaria.

Por otro lado, para cada f G Aut(K(t)>, como f  ̂0 y

f(K) CZ K , se verifica que ̂ |k - ^ ^ K es homomorfismo no nulo de

cuerpos.

Aplicando la hipôtesis a f  ̂ G Aut(K(t)), deducimos que 

f *(K) CZ K y de aquî la sobreyectividad de f|^.
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5.4. E.i emplo. No todo cuerpo posee la p.e. Basta elegir un cuerpo E 

cualquiera y K = E(u), donde u es transcendante sobre E. Ahora,

el automorfismo de K(t) que fija los elementos de E y envia t

sobre u y u sobre t, no transforma K en K.

En la literatura sobre cuerpos ordenados aparece una clase 

de cuerpos, llamados euclîdeos, y definidos como sigue:

5.5. Definicion.- Un cuerpo K se llama euclideo cuando es un

orden en K. Claramente, es el ûnico orden de K.

Introducimos una clase es t r ic t amen t e mâs amplia que la ante^

rior:

5.6. Def inicion.- Un cuerpo K se dice eemieuclideo si existe un

orden P en K tal que:

2 2(*) a G K y a-2 G P implican a -4 6 K .

5.7. Observac iones.- (a) La condicion (*) puéde sustituirse por:

(**) a G K y a-1 G P implican aA-l g .

En efecto:

(*) =» (**) Si a-1 6 P entonces 2a-2 G P y por (*) se
2 2sigue que existe b G K tal que 4a -4 = b . Por ello,

aA-l = (^) g r 2.

(**) =» (*) Si a-2 G P es -1 6 P luego ^  - 1 = b^

para cierto b 6 K. Entonces a2_4 = 4b^ = (2b)2 g .



- 39 -

Aunque la delinicion (**) parece mâs elegante, hemos puesto 

(*) como definition pues es asî como la usaremos en 5.8.

(b) Todo cuerpo euclîdeo K es semieuclîdeo, pues tomando
2 2 el orden P = K en K y si a-2 6 K = P entonces tambiên

a+2 = a-2+4 G P. En consecuencia, existen x ,y 6 K taies que

a-2 = x ^ , a+2 = y ^ . Asî aA-4 = (x.y)^ g .

Sin embargo, el recîproco no es cierto. Basta tomar

fo = Q

 ̂ (/a2_4 : a-2 6 F^ fl IR̂ )

n - V l  d d - t .  : a-2 G fl y F - F„.^ . a-1. o r ̂   ̂ I I iiv  ̂ y r -
n>o

F es semieuclîdeo por la construction pero no es euclîdeo pues 

/2 0 F.

5.8. Proposition.- Todo auerpo semieuclideo posee la p.e.

De mo s t rac ion.- Sea K un cuerpo semieuclîdeo y P un orden

en K para el que se cumple la condition (*) de 5.6. Si K no veri. 

fica la p.e. existe f ; K (t) » K (t) automorfismo y a G K con 

f(a) 0 K.

Como f(a) = -f(-a) y f(a+2) = f(a)+2, podemos suponer 

que M = {a G K : a-2 G P y f(a) 0 K} ^ 0.
hg

Para cada a G M escribimos f(a) = — , ^a’^a ^ y

taies que g^ es mônico y (hg,g^) = 1. Asî h^ y quedan u n^ n

vocamente determinados por a.
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Llamaremos grado de a G M al entero

gj.(a) = gp(hg) + g^(gg) > 0  y elegimos a G M con 

g^(a) < gr(x) para cada x G M . Como a G M, existe u G P de 

forma que a2-4 = u^. Entonces, si b = se comprueba que

a = b + — , Como f(^l = y f(a) 0 K, se deduce que f(b) 0 K.

^bPonemos f(b) =  , (h.,g.) = 1, g. mônico. Asî,
h. (1 ).

Aaemâs (h^ + g..h.) = 1 pues si £ G K[tj es un factor

irreducible comun a ambos, se tiene, £|g^.h^ y por ejemplo, £|g^;

2+g2 implica que £|b^esto, junto con £|h2+g2 implies que £|b. , lo cual contradice

(hb,gb> = 1-

Por (1), existe c G K - {0} cumpliendo que:

ha = c(h2 + g2)

Ba = C'hb Bb-

Entonces, gr(ha) = 2 max (gr(h^), gr(g^)} y

grCgg) = Br(h^) + gr(g^).

Sumando: gr(a) = 2 mâx (gr(h^), gr(g^)} + gr(gy) + gr(h^) >

^ 2gr(b) > gr(b), pues gr(b) > 0  al ser f(b) 0 K.

En consecuencia, si b-2 G P se tiene:

b G M y gr(b) < gr(a), lo cual contradice

la elecciôn de a.

Si b-2 0 P, d = ^ cumple que d-2 G P ya que

b = ^2" 6 P. Ademâs f(d) = 0 K y gr(d) = gr(b) < gr(a).
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De nuevo obtenemos contradicciôn.

5.9. Corola r io.- Los cuerpos euclideos, y en particular los realmen

te cerrados 3 poseen la propiedad de la extensiôn.

5.10. Propos icion.- Todo cuerpo al gebraie am ente cerrado posee la

propiedad de la extensiôn.

Demostracion.- Supongamos que existe un cuerpo algebraica- 

mente cerrado . K, un automorfismo f : K(t) *+ K (t) y un elemento 

a G K, de modo que f(a) = ^ 6 K(t)— K y (h,g) = 1.

Como K es algebraicamente cerrado, existe a^ G K tal

Repitiendo el argumente construimos una sucesiôn
2"de elementos de K, cumpliendo que a = a para

Como f(a) 0 K , es f(a^) =  G K(t)- K con (b^^g^) = 1,
®n

para cada natural n.

h " fDe esta forma, — = --^ * e s decir,

2" 2* h . g^ = g . hn
2 "Como y g^ son primos entre sî, se deduce que g^ divide a g

2"y divide a h para cada n G IN. , En particular,

2" . gr(g^) < gr(g)

2" . gr(h^) 4 gr(h)

Finalmente, como s = mâx {gr(h), gr(g)} > 0  y

Como
2que = a.

 ̂= n : n G IN}

da n G IN .
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(gr(hg), gr(gg)) 4 (0,0), por ejemplo m^ = gr(h^) > 0,

obtenemos:

2® . m^ 4 s. Absurdo.

5.11. Proposicion.- Toda extensiôn algebraiaa de Q posee la propie 

dad de la extensiôn.

Demostrac ion. - Sea K una extensiôn algebraica de <5 y 

f : K(t) ^ K(t) un automorfismo.

Para cada a 6 K, existen a^,...,a^ 6 0 de forma que

a +a,.a +...+ a .a*̂  = 0. o 1 n
n n ,

Por tanto,  ̂ a. f(a)^ = f (  ̂ a, a^> « 0. Asî f(a)
j»o j-o

es algebraico sobre Q y es particular sobre K. Como f(a) 6 K(t) 

y K es aIgebraicamente cerrado en K(t), résulta que f(a) 6 K .

5.12. Proposicion.- Todo cuerpo arquimediano con un ûnico orden posee 

la propiedad de la extensiôn.

Antes de realizar la prueba de 5.12. introducimos las si- 

guien tes :

5.13. Def inicion y propiedades.- Sea (K,P) un cuerpo ordenado. Se

define la aplicaciSn grado
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d : K(t) - {0} •--3----- »■ 2

I.  ---------d(f) = gr(f) - gr(g),

siendo gr(f),gr(g) los grados de los polinomios f,g G K [t]. 

Son rutinarias las comprobaciones de:

(a) d es aplicaciôn.

^1 ^2 ^1 ^2(b) d(%^ . -^) = d(-^) + d(-^).S 2 B J 6 2g

(c) d(-

(d) Si

fn f, fo ,
+ — ) < max {d (— ), d (— )} 

^2 ^2

os coeficientes directores de f^pfg.g^ y g^ pert£ 

neccn a P, las desigualdad de (c) se convierte en 

igualdad.

5.14. Proposition.- Sea K un auerpo oon un ûniao orden y

f : K(t) »+ K(t) un automorfismo. Entonaes, d(f(a)) = 0 

para cada a G K -{0}. Ademâs, si a G y f(a) =

= el produato de los coeficientes directores de h y

g pertenece a K^.

Demostracion.- Como f(-a) = ~f(a), basta probar la primera 

parte cuando a G K^—  {O}. Como es el unico orden de K y

a G , existe un subconjunto finito, {a^ : i G I }  de elementos

de , taies que a = ^ a?. Repitiendo este argumente a cada
iGI

a^, escribimos

. =  y a.., J. finito, a . . G  .1 -cT 1 13jGJ.
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Por tanto, a =  ̂  ̂ au.)^, y usando el corolario 12.8, pagina
iGI jGJ; '2 '2 ,2

133, de Lam [22j , escribimos a =  ̂ b . _ =  ̂ b._.
j-1  ̂ 3-1 J

Repitiendo el razonamiento se obtienen, para cada k G IN, 

elementos {bj^ : 1 4 j 4 r^} que verifican:

^k ,k
« ■ j l ,  " j "  ■

b J k hSi ponemos f(b..) = —  y f(a) = — , se deduce que:
3 k gjk B

. ^k h . gk
para cada k 6 IN, — =  ̂ (—^— ) . (1)

g j=i Bjk
bj k 2^Como cada (— — ) es un cuadrado, estamos en las condiciones de 
®3k

(d) de 5.13, luego, usando (b) de 5.13 y la formula anterior obtene^ 

mo s :

d(— ) = 2^ . max {d ( - : 1 4 j 4 r^l. (2)g gjk

Ahora, si s = d(^l no es nulo, elegimos k = |s| y
h »k

m, = max {d (— —̂ ) ; 1 4 j 4 r.}, y aplicando (2) se concluye que
gjk

= m, G Z'. Absurdo.s k

En consecuencia, d(f(a)) = 0.

La segunda parte se deduce inmediatamente de la formula (1) 

Demostracion de 5.12.- Definimos v : K(t)— (O) '--- ► 't

= ord (h) - ord (g)
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Asî, si T : K(t) »+ K(t) es el automorfismo que deja fijo 

K y envîa t a es obvio que

v(f(a)) = d(T o f(a)) = 0 para cada

f 6 Au t(K (t)) y cada a G K^— {O}, en virtud de la proposicion an

terior.

Supongamos que K no posee la p.e. Entonces, existe un auto^

morfismo f : K(t) K(t) y un elemento a G K, tal que f(a) =

= ^ 6 K(t) - K. Como f(a) = -f(-a), se puede suponer que a 6 .

Asî h y g tienen el mismo grado y el mismo orden, y tanto sus coe

ficientes directores como los del têrmino de menor grado son positif

m m
Escribimos h = J a. t^, g =  ̂ b . t^, donde

j=r  ̂ j=r ^
*r'br.a^,bm 3 K+- {O}.

Estuliamos en primer lugar el caso -g—  > a. Como K es ajr
r +

quimediano eriste q G 0 de forma que q-a G K — {O},

- q 6 K^— {o}. (1)

Por )tro lado, como f ^XP^+) es un orden en K(t), su 

restriccion f ^(P^+) Pi K a K coincide con el unico orden de

K.

Por ïllo q-a G f ^(P +), es decir, f(q) - f(a) G P^+.
m -ï a, t^

"î ” rComo f(q) = q, deducimos que q - ^---------- G P 4.. Entonces, como

j .
™ i +y b. t^ G ’ 4- por ser b G K — {O}, deducimos que 

j = r J °
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J (q.b. - a.)t^ e P + y esto signifies que q.b -a 6 K , o sea, 
j., j j ° ' '
q - 6 K^. Contrad ice ion con (1).

a
En el caso < a se llega asimismo a contradicci6n con

identico razonatniento.

En consecuencia, si F 6 Aut(K(t)) y a 6 K, F(a) * ^ y 

el cociente de los coeficientes de manor grado de h y g vale a.(2

Consideremos, para cada t G K el K-automorfismo a de
°

K(t) que envia t a t+t^, Asî, si

i t(a o f)(a) = —̂ ;  sabemos por (2) que -j  = a.

i t  "
Pero f(a)(t ) = (o^ « f) (a)(0) » ~z  * a. Por tanto

” *'o **r’
f(a) Coma el valor a en cada punto de K. Como K es de carac

terîstica cero se sigue que f(a) * a 6 K.

5.15. Construccion.- Hay gran canCidad de cuerpos en las condicio- 

nes de 5.12. Construimos algunos ejemplos.

Tomemos u G IR̂  transcendence sobre ÎJ. Franz [is] demuea

Cra que el cuerpo Q(u) es hilberCiano, esCo es, que para cada su

con junto finito de polinomios de l$(u) * exist

t 6 fi}(u) de manera que cada f ̂ ( t, x^ ) es irreducible en (;(u) ̂ *2]

Sea P = IR̂  n  Q(u) y R tin cierre real de (<J(u),P).

Como <?(u) es hilbert iano y numerable y /5 G R - <Ç(u),
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el teorema 3.2, pagina 25, de Prestel [34] permits asegurar la exi^ 

tencia de un cuerpo E con un unico orden, contenido en R-{/5} 

y que contiens a Q(u).

El cuerpo E es arquimediano pues R -{/S} CZ IR. Por canto,

E satisface las hipotesis de 5.12. Sin embargo, E no es semieuclji 

deo pues 3-2 G y 3^-4 = 5 # E^. Âdemâs E no es extension a 1̂

gebraica de 4) pues u 6 E.

En consecuencia, el teorema 5.12.asegura la posesion de la 

p.e. por cuerpos no incluîdos ni en 5.8. ni en 5.11.

5.16. Problema.- La proposicion 5.11. permite encontrar cuerpos con

mâs de un orden con la p.e. S in embargo, el corolario 5.9 y la prjo 

posicion 5.12. prueban que dos subclases dis t inguidas de cuerpos 

con un unico orden poseen la p.e. Queda s in resolver la siguiente 

cuest ion :

îTodo cuerpo con un ûnico orden posee la p.e.?

Antes de caracterizar los cuerpos con la p.e. necesitamos

introducir la siguiente:

5.17. Def inic ion. - Sea (K,P) un cuerpo ordenado y Vi un cierre

real de (K,P). Sean

Fo = K

Fj = F^(/a, a G F^fl R^)

F2 = Fj(/iT, a G Fj n  R^)

F„ = (/F, a t: F^-l fl R^)
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Entonoes el cuerpo Hj^(K) = LJ es un cuerpo euolideo,
n>o

llamado cierre euolideo de (K,P) en R.

5.18. Proposicion.- Sea K un c u e r p o  o r d e n a b l e .  L a e  e i g u i e n t e e  

a f i r m a c i o n e s  eon  e q u i T ) a l e n t e e :

( 1 ) K p o s e e  l a  p.e.

( 2 )  P a r a  c a d a P 6 X(K) y  p a r a  c a d a f 6 Aut(K(t)), e i

R es un c i e r r e  r e a l  de (K,P), e x i s t e  un  û n i c o

f* 6 Aut(R(t)) t a l  qu e ^'

( 3 )  P a r a  c a d a P G X(K) y  c a d a f G Aut(K(t)), e x i s t e  un

û n i c o  f G Aut(H^(K)(t)), c o n = f.

( 4 )  E x i s t e  P 6 X(K) de modo que  p a r a  c a d a f 6 Aut(K(t)) 
e x i s t e  un  û n i c o  f* G Aut(R(t)), t a l  que “ f

( 5 )  E x i s t e  P 6 X(K) t a l  qu e  p a r a  c a d a f 6 Aut(K(t)) 

e x i s t e  un  û n i c o  f G Aut(H^(K)(t)), co n

Demostracion.- (1) =» (2). Por hipotesis, f|^ 6 Aut(K),

luego existe un ûnico G Aut(R) con = f|^. Sea

F* : R(t) R(t) : f*|^ = fj, f*(t) = £(t). De este modo, 

f* G Aut(R(t)) y f*|K(t) “ ^'

Veamos la unicidad. Si g : R(t) R(t) esta en las condi- 

ciones de f*, es g j ^ 5.9. g| ̂  G Aut(R).

Ahora, por la unicidad de fj sabemos que gj^ = f*|g y corao 

g(t) = f(t) = f*(t), concluimos que g = f*.
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(2) (4). Trivial.

(4) (1). Dado un automorfismo f : K(t) K(t), considie

ramos su extension f* : R(t) u- R(t). De nuevo por 5.9, se sabe que 

f*(R) R, y en particular, f(K) = f*(K) CZ R . Como f(K) d  R(t) 

y K = K(t) n  R, deducimos que f(K) d  K . Ahora basta aplicar 5.3.

(1) = >  (3). Como (1) implica (2), existe f* 6 Aut(R(t))

con ^*|K(t) ~ Veamos que f*(Hj^(K)) d  H^(K). Sea a G H^(K)

y n = min {j 6 IN U  ( O) : a 6 Fj}.

Probaremos por induccion sobre n que f*(a) G F^.

Si n = 0, es a G K. Como K posee la p.e. tenemos que 

f*(a) = f(a) G K = F .

Lo suponemos probado hasta n-1.

Si a 6 F , a = E m. . /b, ... /b~ donden 1 1 . • - •.3 g 1 s
iHj ) . * # * IÛ j 6 G j R *

De es te modo,

f*(a) = E f*(m. . ) /f*(b.) ... /f*TbJ3j»..*»3g *• ®
Por la hipotesis de induccion, f*(ro. . ) G F Si

2 1 s
bj = Cj , Cj 6 R se verifies que:

f*(b.) = f*(c.)^ G F , n  R^ . Por tanto3 3 n-1

f*(a) 6 F^ y en consecuencia f*(H^(K)) d  H^(K). (1)

Razonando con f  ̂ 6 Aut(K(t)), deducimos, por (1) = >  (2), 

la existencia de (f ^)* G Aut(R(t)), tal que (f  ̂ ^'
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Como (f*) Aut(R(t)) y  ̂ 1& unici

dad obtenida en (1) (2) se concluye que (f*)  ̂ (2).

De (1) y (2) obtenemos que f*(H^(K)) = H^(K). Como 

f*(t) = f(t) 6 K(t) C  H^(K)(t), el automorfismo buscado es

^  “ ^ * U j ^ ( K ) ( t )  *

La unicidad de f se deduce facilmente de la de f* y del

hecho de que R es un cierre real de H^(K).

(3) = »  (5) Es trivial.

(5) (1) Al igual que en (4) =*=*> (1), todo consiste en

utilizer que H^XK) posee la p.e y que Hg^K) (1 K(t) = K.

Ahora estamos en condiciones de probar un resultado que anu^ 

ciamos en 3.2.

5.19. Proposition.- Sea R un auerpo realmente oerrado y E = R(t).

gz R f R, en E hay ôrdenee no ieomorfos.

Demostracion.- Como R 4 IR, sabemos por 1.14. que existen 

dos ôrdenes en E, P y Q, taies que (E,P) es arquimediano sobre 

R y (E,Q) no lo es. Si P y Q fuesen ûrdenes isomorfos, existirîa 

un automorfismo f : R(t) R(t) de modo que f(P) “ Q.

Como (E,P) es arquimediano sobre R y f es isomorfismo de cuejr

pos ordenados entre (E,P) y (E,Q), se sigue que (E,Q) es arqui^

mediano sobre f(R). Pero f(R) = R por 5.9. Contradicci6n.
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§ 6. Caracterizacion de la densidad total en cuerpos con 

un unico orden.

En esta seccion se establece, bajo algunas condiciones, la 

necesidad de la densidad total en el teorema 4.4.

6.1. Propos icion.- Sea K un auerpo aon la pvopiedad de la extensiSn 

y i un automorfismo de K(t).

EntonaeSy existen a, b, c, d G K tales que f(t) = 

y ad-bc 4 0.

Demostracion.- Como fI^ G Aut(K), la aplicacion

g : K(t) K(t) :

E a^ t^ • E f"l(aj) t̂

E bj tj E f"^(bj) t^

es un automorfismo de K(t).

Ademâs g ®f G Aut(K(t)) y g « f I = 1„. Por el teorema
a^t+b

de LÜroth, existen a^,b^,c^,d^ G K de modo que gof(t) = ——

y aj.dj-bjCj 4 0.

El resultado buscado se obtiene tomando

a = f(a^), b = f(bj^), c = f(c^), d = f(dj).

6.2. Proposition.- Sea K un cuerpo con un ûnico orden y con

la propiedad de la extensiôn. Sea f un automorfismo de 

K(t) y Q un orden de K(t) centrado en G K. Enton-

ces, f(Q) es un orden de K(t) centrado en

y G K U {+«>, -<»} .
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Demostracion.- Aplicando 6.1 a f  ̂ 6 Aut(K(t)), sabemos

que f *(t) = ct^'d * ad-bc 4 0.
aXo+b

CASO 1. Suponemos que c.x +d / 0. Entonces --- —  6 K v como K  o cx +d
ax^+d °

posee la p.e., y = f( 6 K.o cx^+d

Comprobamos que f(Q) estâ centrado en y^.

E a t̂
Sea g =  J T 6 K(t), con g(y ) 6 K - (O) , K el

E bj tJ

ûnico orden de K. Si h * f *(g) es :

h(x^)

1 ax +b j

<*o> = — ------ür"ür-: = f' (s(?o))

Como es el ûnico orden de K y g(y^) 6 - {O}, existen

Cj,...,c^ 6 K-{0}, tales que g(y^) = Cj 4-...+ c^. Por ello, 

h(x^) = f *(c^)^ +...+ f 6 k'*’— {O}.

Como Q esta centrado en x^, se tiene que f *(g) 

b e Q, esto es, g G f(Q).

CASO 2 . Suponemos que cx^+d = 0. A1 ser ad-bc 4 0, se sabe que

ax^+b 4 0, por ejemplo, ax^+b 6 K^— {O}.

Consideremos, para cada m G K el polinomio

h^(t) = at+b - (ct+d) . f *(m) G K[t]

Como h_(x ) = a x + b G  K^- (o), es h_ G Q. m o o  m

2.1. Si ct+d 6 Q. f"tt) - f"*(m) = - f"tm) = 6 Q,
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luego t-m 6 f(Q) para cada m G K, es decir, f(Q) esta centra­

do en +“>.

2.2. Si ct+d 6 -Q, el mismo razonamiento nos permite probar que 

f(Q) esta centrado en -“>.

6.3. Teorema.- Sea K un cuerpo con un ûnico orden y con ta

propiedad de la extensiôn. Son équivalentes :

(1) (K,K^) ee denso en todps sus cierres reales.

(2) K(t) es D.O.P.

Demostracion.- (1) ==s> (2). Es consecuencia de 4.4. pues,

al tener un ûnico orden, K es D.O.P,.

(2) = >  (1) Si (K,K^) no es denso en un cierre real R

de (K,K^), existe f G K [t] tal que f(x) G para cada x G K

y f no es suma de cuadrados de polinomios de K [t] (ûsense los 

teoremas 1,2 y 4 de McKenna [3l]). Aplicando un resultado clâsico 

de Artin [3], f no es suma de cuadrados de elementos de K(t).

Por tanto, existe un orden Q en K(t) tal que -f G Q. En cons^ 

cuencia, el abierto bâsico H(-f) del espacio de ôrdenes de K(t) 

no es vacîo.

Tomemos un punto a G K, el orden P^+ de R(t) y

P = Pg+ n  K(t) que evidentemente es un orden de K(t) centrado en a.

Como K(t) es D.O.P. , existe F G Aut(R(t))‘, que verifica

que ■ F(P) G H(-f) .
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Como f(x) G para cada x 6 K y F(P> esta centrado

en y^ 6 K U  {+»>, -<»} por 6.2, se deduce que f G F(P), es decir, 

F(P) G H(f). Entonces H(f) D  H(-f) 4 y y esto es falso pues

f 4 0

Asimismo, para los cuerpos con la p.e. se puede establecer 

un recîproco de 4.4.para una variable.

6.4. Propos icion.- Sea K un cuerpo ordenable y  con la propiedad 

de la extensiôn. Si E = K(t) es D.O.P.y entonces K es 

D. 0. P.

Demostracion. - Sea P un orden en K y H = Hg(aj^ , . . . ,a^) 

CZX(K) un abierto bâsico, no vacîo, de X(K).

Consideremos un cierre real R de (K,P), el orden P^ 

de R(t) asociado a la cortadura D * R y “ P,, H  K(t).

Nôtese que P ^ H  K = P^ Ht K = P ^ H R  H x  = R ^ H  K = P. 

Llamamos ^^^(aj,...,a^) « {y G X(R(t)) : a^ G Y , 1 « j < r}.

Como H f 0, tomamos Q G H. Si Rj es un cierre real de (K,Q),

Qj es el orden del coeficiente director de Rj(t) y = Q ^ H

n  K ( t ) , es claro que Q^fl K = Q, luego, como a^,...,a^ G Q, 

tambiën a^,...,a^ 6 Qj. Por tanto  ̂  ̂(a j , . . . , a^) 4 if.

Como K(t) es D.O.P., existe un automorfismo f de K(t)

que cumple que f(Pj) G Hj = ^^^(aj,...,a^). Como K curaple la

p.e., para cada 1 j « r , se tiene:

a . G f ( P j )  n  K  « f ( P j )  n  f ( K )  = f ( P j  n  K) = f ( p >
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y en consecuencia fjg(P) G H.

§ 7. Un problema de cambio de signo para polinomios irreducibles.

7.1. P l a n t e a m i e n t o Como ponen de manifiesto los resultados de 

McKenna citados en la prueba de 6.3, la densidad de un cuerpo orden^ 

do en su cierre real desempena un papel pr imordial en el decimosëp t 

mo problema de Hilbert.

Debe mencionarse que en el libro de algebra de Lang [24] se 

omite la hipotesis de densidad en la prueba del cëlebre teorema de 

Artin que resuelve el problema decimoseptimo para cuerpos con un ûn^ 

co orden.

Pue Dubois [lo] quien obtuvo el primer ejemplo de un cuerpo 

con un ûnico orden y no denso en su cierre real, para el que falla 

el mencionado resultado de Lang. Dicho cuerpo es el cierre euclîdeo 

H de (Q(t), P^+ n  Q(t)), donde P^+ es el orden de R(t) asoci£ 

do a la cortadura (-^,o]. El polinomio f(x) = (x^-t)^ - t ̂ de 

h [x ] es positive sobre H pero no sobre su cierre real.

Sin embargo, f(x) = ((x^-t) - t^^^)((x^-t) + t^^^) es re 

duc ible en H[x] .

Se plantea asî la siguiente cuestion.

îExiste f 6 h [x ], irreducible en H[x], positive sobre 

H pero no sobre su cierre real?.

En este epîgrafe dames respuesta afirmativa a esta preguntâ 

para una clase de cuerpos que contiene al H anterior. Antes neces^ 

tamos:
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7.2. Def inic ion.- Se dice que un cuerpo ordenado (K,P) tiene ta

propiedad del cambio de siqno ei existe un polinomio irredu 

cible f 6 K[tj, positive sobre K pero no eobre un cierre 

real R cZe (K, P) .

7.3. Definicion.- Un cuerpo K ee llama hereditariamente euctideo

si todo cuerpo extensiôn ordenable y finita de K es eucli

d e o.

Viswanathan [41] caracteriza los cuerpos con la propiedad 

del cambio de signo mediante la siguiente:

7.4. Proposicion.- Un cuerpo ordenado (K,P) tiene la propiedad del

cambio de signo si y sôlo si K no ee hereditariamente eucti^ 

deo ni denso en su cierre real.

Por su parte, Prestel y Ziegler [35] obtienen diverses carac^ 

terizaciones de los cuerpos hereditariamente euclideos, de las que 

nosotros usaremos la siguiente:

7.5. Propos ic ion.- Un cuerpo ordenado (K,p) es hereditariamente

euclîdeo si y sôlo ei fijando un cierre real R de (K,P), 

todo polinomio f 6 K[t], irreducible sobre K[t], tiene 

a lo mâs una rais en R.

El resultado fundamental de esta secciôn es el siguiente:
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7.6. Teorema . - Sea K una extension finifo. de ^ y E una exten­

sion puvamente transaendentey finitamente genevada y ordena

ble de K. Sea P un orden en E y E un cierre real de

(E,P). EntonoeSy el cierre euclîdeo H = Hg(E) de E en

R no es hereditariamente euclîdeo.

Antes de la demostracion hacemos notar que si K = Q,

E = Q(t) y P = P^+ n  E , H es el cuerpo construido por Dubois, 

luego, mediante 7.4 y 7.6, damos respuesta afirmativa a la cuestion 

planteada inicialmente.

Un resultado têcnico, esencial para la prueba de 7.6.^es el 

siguiente:

7.7. Lema. - Para cada numéro primo p - existe f ̂ G irreduc f

ble en de grado p y aon p raices en IR.

Demostracion.- Para cada primo p tomamos f^(t) =

= (t-2)(t-4) ... (t-2p) - 2 G Q[t] y de grado p

fgCt) = (t-2)(t-4) - 2 = t^-6t+6, irreducible por el crite- 

rio de Eisenstein y con dos raices reales pues £^(2) < 0  y 

fgCO) > 0.

Comprobemos el resultado para p ̂  3.

Sean S ̂ (y , . . . , y^) , 1 < j < p, las funciones simétricas

elementales.

Haciendo y ̂  = 2k, I ^ k ^ p  y Sj = Sj ( 2 , 4 , ... , 2p), se

verifica que:
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gp(t) = fp(t) + 2 = J  (-l)i Sj tP j, 8^ = 1,

p— 1 . .
luego fp(t) = fP + [ (-l)J Sj fP  ̂ - (Sp+2).

Por otro lado, cada G 22", j 0 y en particular

Sp = 2.4...2p = 2P.p! 6 42'. Por ello, 8^+2 ^ 4?. Aplicando el crj, 

terio de Eisenstein deducimos que f^ es irreducible en Q[t].

Es claro, por la construccion, que para cada K,

1 < K p-1, gp tiene signo constante en el intervals

Ig = (2K, 2(K+1)), y que el signo que toma en Ig es el opuesto al

que toma en .

Asx, si M = {1,2 , . . . ,p-1},

Mj = {1 < j < p-1 : gpji > 0}, Mg = {1 < j < p-1 :

se verifica que M = M ^ U  Mg, M^ D  Mg = 0 y card Mj = card Mg.

En consecuencia,

card Mj = card Mg = ■= s.

Llamemos c^ , para cada j G Mj , al punto de I^ donde g^jy a_l

canza el maximo. Como g^ se anula en los extremos de I^, se tie­

ne que cj 6 Ij . Por tanto f^(cj) = g^Ccj) = 0 y tiene un m_a

ximo relative en cj.

Como ademâs g_(c.) ^ g (2j+l) = I n (2j+l)-2K| > 2, 
P J P k=l

f ( c . ) > 0 . P J
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Ili
2p—4 \2p—2

Figura 1

De este modo, f^Ct) posee s mâximos relatives en el intervale

(2,2p), en los que toma valores positives. Ademâs, para cada

j G se cumple que < 8pjj < 0 y card = s. De aquî

deducimos que tiene al menos 2s raices en (2,2p). Como

f (2p) = -2 < 0 y lim f (t) = +“ , f tiene al menos una ralz 
^ t-»̂ +<» ^ • P

en (2p,->). Por tanto, el numéro de raices de f^ en IR es mayor 

o igual que 2s+l = p. Como es de grado p, hemos terminado.

7.8. Lema.- Sea K un cuerpo ordenable y extensiSn atgehraica de 

1̂. Sea E = K(x J , . . . ,x^). Entonces^ todo polinomio 

f 6 K[t]j irreducible en K[t], es irreducible en E[t] .

Demostracion.- Ponemos (Xĵ , . . . ,x^^

ble en E[t], existen 6 E[t],

fl - .1

m a .(x)

].o - l
r c ,(x)

Si es reduci-

2 dj(x) " taies ^̂ ê f = ,

gr^(f^) < gr(f), grj,(f2) < gr(f). Sea P un orden en K, y R 

un cierre real de (K,P). Como K es extension algebraica de Q ,
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K es denso en R.

Ahora, si tU = {x G R" : bj(x) * 0 ) ,  0 < j < m

Wj = {x G R" : dj(x) = 0), 0 « j « r

y Z = {x G r " : a^^x) = O}, el conjunto

C = \ J V. U W. U Z es un cerrado
3=0 J 3=0 j

algebraico de r", distinto de r". Por la densidad de k" en 

r” , existe y 6 k" D  (R" - C)•

® a.(y) j
Considérâmes g,(t) = I ^ y  : t^ G K[tj, y3=0 Gjty;
r c .(y)

82(t) = l d^Yÿy ® K[t]. Como f = g^.gg y 8? g% = 8r̂ .fj < 

< gr f, f es reducible en K[t]. Absurde.

Demostracion de 7.6.- Sea a G K un elemento primitive de 

K, K = Q(a>, y m = [% : $].

Sea p un primo distinto de dos y tal que (m,p) = 1. 

Consideremos el polinomio del lema 7.7. En primer lugar

observâmes que es irreducible en E[t]. En efecto;

Sea b 6 IR con f^tb) = 0 y g = Irr(b,K).

Sea r = gr(g). Es obvio que r < p pues g divide a f^. 

Por otro lado:

[K(b) : q ] = [K(b) : k ] . [k : <}] = r.m y

[K(b) : qJ = [K(b) : 4 (b)] . [Q(b) ; «j] = p . [K(b) : (Ç(b)].
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En consecuencia p divide a r.m y, como es primo con m, divide 

a r. Asî p $ r, de donde p = r, esto es, f^ = Irr(b,K).

Aplicando 7.8, obtenemos la irreducibilidad de en E[t]

H[tJ.
Comprobemos, en segundo lugar la irreducibilidad de en

Sea h = Irr(b,H), h = t^ + ^ a, t** a, 6 H y
.1 = 1  ̂ 1

F = E (a J , . . . , a^ ) . Por la construcciSn de H, existe s 6 IN tal

que [p : E j = 2®. Ademâs h = Irr(b,H).

Ahora, [F(b) : e ] * [F{b) : f ] . [f : e] = 2®.q y

[F(b) : e] = [F(b) ; E(b)].[E(b) : e] = p.[F(b) : E(b)].

Por ello, como p es primo, p 2, se deduce que p | q , en parti^ 

cular p < q . Entonces ” h = Irr(b,H).

Sea R un cierre real de (H,H*). El cierre algebraico 

R j de Ç en r es un cierre real de Q.

Como fp tiene p raices en IR, el teorema de Sturm ase­

gura que fp tiene p raices en Rj , luego tiene p raices en R .

Esto, junto con la irreducibilidad de fp en H [tJ, perm^

te deducir, usando 7.5, que H no es hereditariamente euclîdeo.

Ademâs, generalizamos el resultado de Dubois mediante el si­

guiente :

7.9. Teorema.- Sea K extensiôn ordenable y finita de (Ç,

E = K(xj,...,x^) y P un orden en E tal que x^ 6 P y
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g-x^ 6 P para cada g G P H  K(xj,...,x^ j). Si R ee un

cierre real de (E,P) y H = H^(E) es el cierre euclideo 

de E en R, existe f G H [t] irreducible en H[t], po 

sitivo eobre H pero no sobre R.

Demostracion.- En virtud de 7.4 y 7.6 es suficiente probar 

que H no es denso en R (observese que R es cierre real de U).

Para ello, demostraremos que el polinomio g(t) = (t -x^)

- x^ G H[l] , que toma valores de signo contrario en R puesto que

g(l) = x^(l-x^) G P y g(^/x^) = -x^ 0 P, tiene signo constante p£

sitivo sobre H.

Sea M = K(xJ,...,x^_J) y

B = {u G R : existe h G M con h - [u| 6 R^},

donde |u| = max {-u,u}. B es anillo de valoracion cuyo ideal max_i 

mal es

ffig = {u 6 B : para cada h G M, es h-u G R^ y h+u G R^}.

U g = B- fUg es subgrupo multiplicative de R-{0} y

R - {0) ' . - G
"s

^   ► W u .B
la valoracion asociada.

G no tiene torsion pues si [a]^ G G y ]u

= [ 1 j y se cumple que a" 6 B-m^, esto es, a G B — m

ces ]u ~ [l]y • (Si a 0 B séria — 6 m^, luego

En ton



— 63 —

6 mg y por tanto 1 = —^ . a” 6 m^). 
a a

Ademâs, G como grupo libre, tiene rango uno. En efecto:

Hay que probar que dados x ,y 6 G, existen n,m 6 Z tales que

G ’x” .y*" = 1^, es decir, que dados a , b G R- {O}, existen n,m G 2f 

de modo que x” .y™ 6 U_.

Ahora, si L = E(a,b)

B *  =  B  n  L ,  B j  =  B  n  E

'” b *  '  M g H  L ,  =  m „  n  E

"b* - "B^ L, U - u,n E.
la relacion de ramificacion:

permite limitâmes a estudiar el caso en que a y b pertenecen a 

«[%]•
Sean a = ) m. x^, b = } m ’.x^, m.,ra'. G M .

j=o J " jto J " J J

Entonces, basta tomar:

(a) n = m = 1 si m .m ' ^ 0o o

(b) m=1, n=-l si m^ = 0, m/ f 0

(c) Si m^ = m^ *=0 se eligen n G IN, -m G IN de modo que 

las formas iniciales de a" y b™ sean de igual grado.

Como G es libre de rango uno, dotando a G de notacion 

aditiva, se sumerge (G+) *1 Q ,  de modo que i(v(x^)) = 1. (Vêase
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Baer [4]; tambiên en Fuchs [lô], teorema 42.2, pagina 149).

Como G R para cada q 6 IN, se concluye que

G im i, luego (0+) ^ Q es sobreyec t iva. Pero, como los elemen

tos de H tienen grado 2 , k G N sobre M(x^) = E, es

i(v(z)) = -y para cada z G II. Sin embargo, si
2*̂

g(y) 0 P es i(v(y)> = -j. Por tanto, g(y) G P para cada y G H.

7.10. Problema.- Parece de interës obtener una demostracion construe 

tiva de 7.9, al menos para el caso K = 0), n = 1.



CAPITULO 2: EL ESPACIO DE ORDENES DE UNA VARIEDAD ALGEBRAICA REAL

Partiendo de un cuerpo ordenado (K,K^) denso en su cierre

real R y de un ideal primo p de k[xj,...,x^] de forma que el
+ K [xJ , . . .,x^ï

orden K se extiende a E = c.f. (------ ------ ) estudiamos la r£

lacion entre el conjunto X(E/^+) de los ôrdenes de E que extien

den y la geometrîa de

Vjj(p) = {a 6 r " : f(a) = 0 para cada f G p} .

§ 8. El lema de la correspondencia

En este epîgrafe se establecen los requisites técnicos que 

utilizaremos a lo largo del capîtulo. Se construye una corresponden 

cia entre los abiertos de X(E) y los semialgebraicos de V^^p)

cuyas propiedades fondamentales se recogen en 8.2, 8.7 y 8.10.

8.1. Construccion y notaciones.- Observando que la positividad de 

~ équivale a la de f .g , podemos escribir cada abierto bâsico de 

X(E) en la forma H = H(Fj+p,...,F^+p), donde cada F^ es un el£ 

mento de K fît] • K [x j , . . . , x^ ] que no estâ en p.

Notaremos H = Vjj(p) D (x G R® : F\(x) > 0 ,  1 < j < r}.

Debe observarse que: H » H no es aplicacion (vêase 12.1), aunque

si lo es la correspond en cia: H H (8.8).

Sin embargo, H no depende de los représentantes

* "j jF J,.. . ,F elegidos, pues, si F.+p = G.+p, la diferencia F^-G.

se anula sobre V^Xp) por lo cual, las afirmaciones:

— 65 —
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(i) Fj(x) > 0  y X 6 Vj^(p)

(ii) Gj(x) > 0 y X G Vg(p) ,

son equivalences.

Para uniones finiras, S = H, (J ... U h de abiertos basi 

cos de X(E), définimos S = Hj U . . . U  H^.

8.2. Proposicion.- Manteniendo las notaeiones anterioresy se veri.fi 

ca:

(1) Si S n  X(e|^+) ^ 0, entonoes S D  Reg V^^p) ^ 0.

(2) Si Reg Vg(p)(Z S, entonces X(E +̂) C S

Demostracion.- (1). Sean fj,...,f^ los generadores de p

y* Jj,...,J^ sus jacobianos 

Por hipotesis existe Q G H. 0  X(e | +) X supondremos
i=l  ̂ '

que Q G Hj = H(Fj+p,...,F^+p), Llamamos Rj al cierre real de 

(E,Q) y considérâmes en Rj(t), -1 transcendante sobre Rj- el 

orden P^ del coeficiente director (vêase 1.3). Tomamos 

Qj = P^ n E(t) que trivialraente verifica que Qj D E = Q, pues 

Pj extiende Q .

Se construye, para cada j, 1 < j < r el polinomio 

G j = t.Fj - 1 6  K [x J , . . . , x^ , t] .

Como F j + p  6 Q, G ^ + p  = t . ( F ^ + p )  - (1+p) 6 Qj .

2Si para i, 1 < i < m definimos L^ = t.J^ - 1, 

fica que L^+p = t.(Jj+p)^ - (1+p) G Qj pues (J%+p)^ G Q
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Supongamos que S D Reg V^(p) = 0 (*). Entonces, notando 

z = (x,y) = (xJ,...,x^,y) los puntos de r”^^ se sigue que:

f|^(z)  ̂ 0, -fj^(z) ^ 0, Fj(z) ^ 0, Gj(z)  ̂ 0, Lj(z) ^ 0;

1 ^ k < Z, r-1, 1 <: i m implica

ĵx 6 V^(p), Fj(x) > 0, J\(x) > 0 ,  1 ^ j < r-1,

1 i m j y por (*), esto Implica -F^(x) 0 .

Ahora, si C = -f^, Fj , Gj , L ̂ , 1 < k < f ,

1 ^ j ■$ r-1, 1 < i ̂  m} , y si A es el mînimo subsemianillo de

K ĵx J , . . . ,x^ , tj que contiene a p, C y los cuadrados de

K ĵ x J , . . . ,x^ , tj , deducimos, usando el "Positivstellensatz" de 

Stengle [4o],que existen 8^,82 G A y un numéro natural q taies 

que

-F^((-F^)^^ + a J) = 82 y por tanto 

-(F^+p) ((Fj.+p)^'’ + (aj+p)) = 82+P (**)

Pero, al ser f^+p = 0+p 6 Q CI Qj y Gy+p, L^+p G Qj ,

] < j < r-1, 1 i < m tal y como hemos observado anter iormente,

deducimos que a^+p y Sg+P pertenecen a Q j .

Utilizando (**) se concluye que -(F^+p) G Qj y como 

-(F^+p) 6 E, se tiene: -(F^+p) 6 Q.

Por otra parte F^+p G Q al ser Q G Hj.

En consecuencia F^+p = 0+p, esto es, F^ 6 p. Absurdo.

(2) Supongamos que X(e|j^+) ÇZ! S = Hj U  ... U  H^.

Ponemos = H(F^j+p, 1 < j < r). Entonces, existe un
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orden Q G X(E|^+) y para cada i, 1 ^ i s existe j(i),

1 < j(i) < r de forma que ^ij(i)"^P ^ Q «

Por tanto Q G (i)^^^ ' 1 < i < s ) H  X(E|^+). Asî,
utilizando la parte (1) deducimos que si H = H ( - ( F ̂  ̂ ^+p) :

1 $ i < s) , es H n  Reg V^(p) î* 0. Como H H  S = 0, se sigue que

Reg V^(p) Çt S, Hemos terminado.

Si bien los recîprocos de 8.2 son ciertos, demostraremos

unos resultados mâs fuertes. Antes introducimos

8.3. Def inicion. - Llamaremos puntos centrales de V^(p) a la adhe_

renciay en la topologia del orden de r", del conjunto

Reg VgXp) de los puntos regulares de V^^p). Escribiremos 

V^ = adh Reg V^Xp) .

8.4. Proposicion.- Si x es un punto de R*™, son équivalentes:

(1) X G V

(2) Para cada g 6 K ĵx j , . . . , x^j _ p, la intersecciân de 

Vg(p) con cualquier entor 

tos donde g no se anula.

Vg(p) con cualquier entorno de x en r”, contiene pun-

Demostracion.- (1) =** (2) Suponemos que existe x 6 ,

un entorno U de x en la topologîa fuerte de r ” y un polinomio 

g G K [x J , . . . , x^] — p de modo que g se anula en U H  (p) .

Como x G , A = U D  Reg V^(p) es un entorno no vacîo de x en
Reg Vg(p) y g(A) = {O}. Por tanto g se anula sobre todo V^(p).



— 69 —

Como E es ordenable, p es un ideal real. Asî, por el Nullste- 

llensatz de Dubois, g 6 p. Absurdo.

(2) =» (1). Sea X 0 V^, y los menores de or­

den mâximo de la matriz jacobiana de p. Como x 0 , existe un

entorno U de x tal que U D  Reg V^(p) = 0. Asî

g ” JJ +...+ se anula sobre U D  V^(p), pero g 0 p pues

Reg Vjj(p) 4 0.

8.5. Def inicion. - Se dice que un orden Q de E = c.f(----^— ---- )

estâ centrado en un punto x^ G Vp(p) si Q contiene al

conjunto

R [x I B • • . t X ]
{f+p 6 ---- -̂---- —  : f(x^) > 0}

8.6. Propos ic ion.- El conjunto de los puntos centrales de

Vjj(p) coincide aon el conjunto de puntos x de V^(p) 

taies que existe un orden de X(E|^+) centrado en x.

Demostracion.- Sea x_ G V . Aplicamos el criterio de Serre

al conjunto multiplicativamente cerrado
Rfx.,..,, X 1 

M = {f+p G ---     —  : f(x^) > 0}.

Primer paso. Sean 6 K [x j , . . . , x^] , mj,...,m^ G M taies

que
r ,
I m (l.+p)^ = 0  (1)

i=l ^
Poniendo m 7 tomando un entorno U de x^ donde todas 

las f J sean positivas, se deduce de (1) que cada se anula en
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ü n  Vg(p). Como G , se deduce de 8.4 que cada = 0.

Segundo paso. En la situacion general, consideremos -- ,..., —  G8l 8y
6 K(xJ,...,x^), gj ^ p, 1 < j < r y Mj,...,m^ G M taies que 
r £ ,+p

J, " f
H g,
i = 1Llamando h. = ^------, deducimos de (2) que

® i
r 2
 ̂ m.(h..Z.+p) = 0  y por lo visto en la etapa anterior, debe ser

i=l 1 1 1
hj.fj G p. 1 < i < r.

Como p es primo y cada g. 0 p concluimos que £. G p,
£i+p ^

1 < 1 < r, esto es, = 0.
. - ® i

Asî hemos probado un contenido. Para el otro, tomemos

X 0 Vc y, por 8.4, un entorno ü de x en r ” y

g 6 K[x j ,...,x ^ ] - P ,  tal que g se anule sobre U flV^Cp).

Por la densidad de K en R , podemos suponer que U es de

la forma

U = {x G r " : fj(x) > 0 ,  1 < j < p),

donde cada f. G Krx,,...,x 1 = A.j G k [x j  x*] °

Ahora, si S es el mînimo subsemianillo de A que conti£ 

ne a K^, A^ y a f j,. ..,f^, deducimos del "semialgebraic Null£ 

tellensatz” de Stengle [40], la existencia de m G IN, s G S taies 

que ĝ *" + s G p. Por ello, (g+p)^"* + (s+p) = 0 (3).

Entonces, si existiese un orden Q G X(E|^+) centrado en 

x^ y dado que K^, A^, {fj+p,...,f^+p, (g+p)^™} estân conte
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nidos en Q, deducimos dé (3) que (g+p)^'" = s+p = 0. En particu­

lar, g G p. Absurde.

A continuaciôn podemos establecer un resultado mas fuerte

que el recxproco de 8.2.

8.7. Froposicion.- Con lae notaoiones habituâtesj ee verifioan:

(a) Si § f 0, entonaes S D  XCEl^+l f 0.

(b) Si X(E|^+) CZ S, entonaes CZ

D e m o stradon. - (a) Sea S >= Hj U  . • • U  y G S H  .

Utilizando 8.6, existe un orden Q 6 X(E|^+) centrado en x^. Como 

6 127 n  , podemos suponer que G H j D  y que

Hj » b(Fj+p,...,F^+p). Ahora, al ser x^ G Hj , se verifies que c£ 

da Fj(x^) > 0  y como Q esta centrado en x ^ , Fj G Q,

For lo tanto Q 6 Hj H  X(Ej^+)C S D  X(E|^+)

(b) Sean - H(F^j+p : 1 ^ j ^ r). Enfonces existe un

conjurto de indices L, de forma que V^— § "

= X G V : F., ... (x) < 0 ,  1 ^ i < s I donde
ĜL L J

{j^(i) ; t G L} CZ {1.2,... ,r} .

Ahora, para cada t £ h considérâmes

es evidence que H  S = 0, per lo cual,

n  X(E|y+) = 0 para cada t £ h .
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Utilizando (a) deducimos que G» D  V = 0 .  Per ello

v - s . W
iGL

, de donde CZ S.

Una ultima propiedad de interes en relacion con el estudio 

de la corr espondencia : S S es:

8.8. Propos ic ion.- Sean S. = H., S _ = H . dos uniones /jt
i6Ij  ̂ iGIg ^

nitas de abiertos bdsicos "de X(E). Son équivalentes:

(a) Sj n  X(Ej^+) = Sg n  X(E|^+)

ft; s n  V = ¥  n  V .1 c 2 c

Demostracion.- (a) => (b) Si existe un punto
7T -K

Xo 6 $1 n  n  . escogemos, en virtud de 8.6 un orden

Q G X(e |ĵ +) centrado en x ^ .

De la definicion de orden central se sigue inmediatamente 

que Q 6 Sj fl S ^ H  X(E|^+) en contra de (a).

(b) => (a) Supongamos que existe un orden

Q 6 Sj n X(E|ĵ+) - Sg n X(E|jj+)

Entonces, si para cada i G escribimos

= H(F^j+p : 1 < j < r),

para cada i G I^ existe j(i), 1 ^ j (i) ^ r , de modo que

-F^j(^)+p G Q. Sea H = : i G T̂ ,).

Ahora H fl X(E|^+) f 0, luego, usando 8.2. sabemos que
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H n  Reg Vj^(p) î* 0. Como H H S g  = 0, hemos terminado.

8.9. Corolario . - (Leraa de la correspondencia).

(1) S n  0 0 si y sâlo si S fl X(e|ĵ .̂) 0.

rs; C  ¥  si y sâlo si X(E|^+) C  S.

(3) ¥j n  = Sgfl si y sôlo si Sj fl X(E|^+) = S g Q

n  X(e | JÇ+) .

Demoa trac Ion.- Se algue inmediatamente de 8.2, 8.7 y 8.8.

En el caso particular de que K tenga un unico orden, se 

verif ica que X(E) “ X(E|^+), por lo cual, de 8.9 se deduce

8.10. Corolario.- Sea K un ouerpo oon un ünioo orden. Si S, Sj,

S2 son uniones finitas de abiertos bâsioos del espacio de
k [x . , . . . ,x ] 

ârdenes de E «= c . f (------------- ), se tiene:

(1) S 0 0 si y sâlo si S fl f 0 .

(2) S = X(E) si y sâlo si V ^ C  ¥.

(3) Sj = Sg si y sôlo si Sj H  = Sg H  .

8.11. Definicion.- Se diee que un orden Q del ouerpo

x|^x,,...,x J
E = c.f (----------- — ) es central si existe x 6 tal

que Q esté oentrado en x. Notaremos X^(E) al oonjunto 

de ârdenes centrales de X(E).

Una interesante aplicaciôn del lema de la correspondencia est
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8.12. Froposicion.- X^(E) fl X(E|^+) es denso en X(E|^+). En parti 

cular, si K tiene un ûnioo orden, X^(E) es denso en X(E).

Demostracion.- Sea H un abierto basico de X(E) cuya in- 

terseccion con X(Ej^+) no es vacia. En virtud de 8-9 existe un pun 

to X 6 H n  y por 8.6 podemos elegir un orden Q centrado en

X. Ahora, si H = H (F j^+p, . . . , F ̂ +p) sabemos que cada F^ (x) > 0 por 

ser X 6 H. En consecuencia, Fj+p G Q 1 < j < t , es decir,

Q G H. Por lo tanto es

Q G H n  X(E|^+) n  X^(E), lo que prueba

la densidad de X^(E) H  X(E|^+)

8.13. Observacion.- En el caso de que K = IR, V^Xp) tenga dimen­

sion uno y sea compacte, mejoramos el resultado anterior en el ep^ 

grafe noveno, demostrando que X^(E) = X(E).

§ 9. Extension de ordenes. Teorema de los modelos.

El problems de cuando un orden en un cuerpo E se extiende

a otro F ID E es de capital importancia en la teorxa de cuerpos or̂  

denados y , cuando los cuerpos son de funciones algebraicas, suscita 

interesantes consecuenciasgeoraêtricas. Un resultado crucial es el 

siguiente;

9.1. Teorema.- (De la aplicaciôn abierta). Sean K i/ F dos cuer

pos y f : K F un homomorfismo de cuerpos no nulo. Si F

es extensiôn finitamente generada de f(K), entonaes la

aplicaciôn f* = : X(F) >->- X(K) : P ^ f ^(P) es abier
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ta cuando en amhos espacios conaideramos ta topologia de 

Harrison.

Este resultado se debe a Elman Lam y Wadsworth [13]. En e^

te tiismo artîculo demuestran, (5.9), la necesidad de que F sea eic

tension finitamente generada de K.

9.2 Proposicion.- Sea R un cuerpo realmente cerrado, P y q

ideates primos reales de r[xj,...,x^] y R[y^,...,y^]

respectivamente. Sean W * V = V^(q),
r (̂x .,...,x ] R[y.,...,y]

• f. <---  — ----— ) y R(v) = c.f. (------------- -—P q

Sea f : R(W) R(V) un homomorfismo no nulo y

R(W) ......  p

f* : X ( R ( V ) >  H- x ( R ( W > )  : P ^ f~^(P). Si

Fj+p
f(x^+p) = - , 1 < i < m, considérâmes

Uj = {a 6 V : Gj(a)...G^(a) = 0}, y llamamoa

F , (a) F (a)
f , , - u ,  - w  , . .  5 ^ ) .

Entonces:

f* n  d  f (v^- Uj) c  im f̂

Demostracion.- Como R(V) es extension finitamente gener^

da le f(R(V)), im f* es abierto en X(R(W>), por el teorema de

la aplicaciôn abierta.

Como f* es continua y X(R(V)) es compacte, Prestel [3 3],

im E* es compacte.
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Asî im f* es union finita de abiertos basicos, (en lo suce^ 

sivo ya no repetiremos este argumente).

Por tanto ponemos im f* = U  ...U donde

Hj = H(fj^+p, 1 < k 4 r), 1 < j < s , y tiene sentido im f* =

= H U . . . U H .1 s

Si existe un punto y^ 6 — U^ de manera que x^ = f(y^) 0

0 im f* , tomamos r G R tal que

W D b ( x  ,r)H V_y {X 6 r"* : f..(x) > O) = 0, 
j = l ^

siendo B(x ,r) la bola abierta de centro x y radio r. Si
2 5 2

X = (x X ), escribimos h(x) = r - 2 (X;-x •) » y se s^o o a  O m B « i o x1=1s A
gue H(f,.+p, h+p) = 0.j = l dx s

Por (1) de 8.10 H(f..+p, h+p) = 0  o lo que es lo mismo,
j = l ^

im f* C H(-h+p). (1)

Pero, al ser y^ 6 , existe por 8.6 un orden P G X(R(V))

centrado en y ^ . Utilizando (1) deducimos que f*(P) G H(-h+p), es

decir,

-£(h+p) 6 P (2)

Por otro lado, como h(x^) > 0, si f(h+p) = g+q, se verifica que

g(y^) = h(f(y^)) = h(x^) > 0, esto es, f(h+p) = g+p G P (3).

Ahora, f(h+p) = 0 por (2) y (3), o sea, h G p.

Esto es falso pues x^ G V^^p) y h(x^) > 0.

De este modo hemos probado que f(V^— U ̂ ) CI im f* y tomando 

adherencias deducimos que
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f (Vc - Uj) CI im f* .

Para probar la primera parte basta comprobar que

im f* n  C  f (V^- Ug)

Si esto no sucede, existe x^ 6 im f* H  y r G de modo

B(x^,r) n  ?(V^ -Uj) = 0.

que

Como x^ G W^, existe por 8.6 un orden P G X(R(W)) centra

do en x^, Como x^ G im f* es inmediato que P G ira f*. Por tan

to P = f*(Q) para cierto orden Q G X(R(V)).

2 r 2Sea x^ = (x*!' ''*om) ^ ^(x) = r - I (x.-x^.) .
- 1Como b(x ) > 0, h+p G P = f (Q), es decir, f(h+p) G Q (4).

Por otro lado, si f(h+p) = g+q, -g es positivo sobre 

V^— Ug por ser disjuntos B(x^,r) y f(V^— ü^). Como V ^ — 

es denso en V g , se sigue que g(x) < 0 para cada x G , y en 

consecuencia -f(h+p) G Q (5).

De (4) y (5), h G p y esto es falso.

Aunque usaremos en lo sucesivo la proposicion anterior tal 

y como la hemos enunciado y en la mayorîa de las ocasiones en la si. 

tuaciôn particular del corolario 9.4, debe notarse que s in mâs que 

aplicar 9.2 a todos los représentantes de un morfismo dominante en 

tre V y W, podemos reenunciar la proposicion anterior en la forma 

siguiente:

9.3. Corolario.- Sea f^ : V ^ W un morfismo dominante oon dominio

A C  V, f : R(W) R(V) el homomorfismo de ouerpos asocia-
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do a y f* : X <R(V)) X(R(W)) : P m- f~^(p). Enton-

im f* n  C  (V^Q A) c  im f*

9.4. Corolario.- Con las notaoiones anteviores, se verifica:

(1) Si = W, entonces im f* = f(V^—  U^)

(2) Si = W y Ug = 0, entonces im f* = f(V^).

Junto con los anteriores 9-3 y 9.4, otro resultado têcnico

de utilidad en el problema de clasificacion de ordenes es el siguien

t e :

9.5. Teorema de los modelos.- Sea E un cuerpo de funciones alge- 

hraicas de dimensiôn d sobre un cuerpo realmente cerrado 

R. Suponemos que E es ordenable. Entonces:

(a) Existe una variedad algebraica V sobre el cuerpo R,

U s a ,  compacta y de dimensiôn d tal que E y R(V) son

cuerpos isomorfos. Diremos que V es un modelo compacta 

de E. *

(b) Existe una variedad algebraica W sobre el cuerpo R,

U s a ,  no compacta y de dimensiôn d tal que E y R(W) 

son cuerpos isomorfos. Diremos que W es un modelo no com 

pacto de E.
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Demostracion.- (a) Si E es puramente transcendante,

llamamos Vj al hiperplano de de ecuaciôn

‘d+i ■ ^
Es obvio que E = R(V^)

Tomamos la esfera S^ de centro el origen de R^^* y radio

1 y la inversion f respecto de S**,
f : *4+1 ,-----  . *4+1

».
(Xj» • • • * ’ ^d+1 ’ 1 ^ i ^ d + 1)

j ,
Ahora, F : R(x j , . . . , ) '----------- *- R (x j , . . . , x^^j )

"i._X-:
Es claro que F es autoraorfismo, pues F ®F = 1. Como f(Vj) es

la esfera de R^^^ de centro (0,0,... 0, y radio que es

lisa, compacta y de dimension d , V = f(Vj) es la solution.

Si E 1* R(x J , . . . ,Xj) , existe una hiper super f ic ie Vj de 

R^^^, lisa, y tal que E = R(V^). Podemos suponer que 0 0 V j .

Sea 2r = d(0,Vj). Ahora, si S^ es la esfera de R^*^ de centro

0 y radio r y f es la inversion respecto de S*̂ ,

f ; {0} <---------- - to}

 .
(xj f• • .  ̂ ^d+1 *J.

de nuevo f(Vj) es la soluci6n.
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(b) Sea Vj una hipersuperficie lisa de tal que

E = R(Vj). Sea I(Vj) = f . R fx ̂ , . . . , .
?!Ponemos x. = — , 1 < i < d+1 y F(T^ , . . . , j ) =

T T °
= t ” . f (;p̂  , . . . , donde n = max {gr f : 1 ^ i ^ d + 1}.

° o o ’"i
Sea V la variedad proyectiva V(F) d  . Ahora, si

P = (P^,...,Pj^j) es un punto regular de V y 11 es el hiperplano 

tangente a V en P, considérâmes la variedad W de R^^* que rê  

sulta al afinizar V tomando H como hiperplano del infinite.

W es la solucion. Es évidente que W es no compacta y

que podemos suponerla lisa. Por ultimo comprobemos que R(W) = R(V^)

Sea C un cierre algebraico de R y

Vj = {x G : f(x) = 0}. Como R(V^) es ordenable, el ideal

I(Vj) es primo y real. Usando un resultado de Lang [25], se deduce 

que I(Vj) = f . C [xJ,. ..,x^^j] es ideal primo. Asî, C(V^) =

C[x. , . . . , X . .]
= c f- < f T c p r [ r . . . 7 % . ] > ■ c - f -  < M " i ]

Es un resultado conocido, (Shafarevich [̂ 9] ) , que 

C(Vj) * C(V) » C(W).

Asî c.f.(Rj"Vjj (g) C) » c . f . (R [w ] ®  C) , luego R(Vj) « R(W).

9.6. Teorema.- Sea R un cuerpo realmente cerrado, E un ouerpo

de funciones algebraicas sobre R en una variable y V un

modelo piano y aompacto de E. Entonces, todo orden de

R(V) no arquimediano sobre R es central.
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Demostracion.- Sea R(V) = R(t)(u), u algebraico sobre

R(t) y P un orden en R(V) no arquimediano sobre R. Como R(V) 

es extension algebraica de R(t), el orden Q = P H  R(t) de R(t) 

no es arquimediano sobre R. Ahora, en virtud de 1.9, D^(t) no es

transcendante, luego usando 1.4 deducimos que Q coincide con P^

ô P_^ o P^+ 6 P^_ para algdn a G R.

Ahora, si Q * P ^ , utilizando Brumfiel [s], pagina 179,

existe b G R tal que para cada a G R con a-b G R^, los ordenes 

P^+ y P^_ se extienden a R(V) (1).

Siguiendo la notaciSn de 9.2 llamamos W a la recta u = 0 

del piano (t,u) en R^, y f : R(W) = R(t) m - R(V) = R(t)(u) a la 

inclusion canônica. Como W = y = 0 podemos aplicar 9.4 y

tenemos: im f* = f(V^).

Aquî, f = TTj : V +> R : (t,u) ++ t es la proyeccion canonica.

Como V es compacte y f es continua, se verifica que

f(V^) = f(V^) = im"f* (2).

Por otro lado, P^+ G im f* por (1), por lo cual.

a G im f*. En efecto: Sea r G R^. Si im f* = Hj U  ...U  H^,

= H(f^j : 1 < j r) , existe i, 1 ^ i < s, tal que P^+ 6 Hj.

Por tanto, existe r ̂ G R^ tal que para cada j, 1 ^ j < r , el pô

linomio f^ es positivo en (a,a+r^).
min(rj ,r )

Entonces c = a + ---- -̂----  G (a-r,a+r) H  Bj» luego

(a-r,a+r) H  im f* f 0.

Ahora, usando (2), deducimos que el intervalo (b,^) de 

los elementos de R mayores que b esta contenido en E^
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to es absurdo por la compacidad de .

De modo anâlogo éliminâmes el caso Q =

Asî pues Q es de la forma P^+ o P^_ para algun a 6 R.

S in pêrdida de generalidad supondremos que a = 0 y estudiamos solo

el caso Q = P^+, pues el razonamiento cuando Q = P^_ es el mismo.

Por lo visto anteriormente podemos asegurar que 0 6 Xj(V^).

Sean b ̂ = (0,a^), 1 i < ^ los puntos de que se prô

yectan sobre 0.

Es un resultado conocido que R. = LV  R{t^^^} es un cierre
P>1

real de (R(t),P^+). Como P fl R(t) = Pq+> R es también un cie­

rre real de R(t)(u), vîa

R(t) 4=   R(t)(u) I----  ̂ Rj

es obvio que g(0) = a. para algun i G {1,...,^}.
^o

Veamos que P esta centrado en b. . Si no lo estuviera,lo
existirîa h(t,u) G R(t,u) con h(b^ ) > 0 y h 0 P. Entonces

-h(t, g(t^/P)) G R^, y por ello h(b. ) = h(0,a. ) = h(0,g(0)) < 0. 
 ̂ Iq lo

Absurdo.

9.7. Corolario.- Todo ouerpo de funciones algebraicas en una varia­

ble sobre el cuerpo IR de los numéros reales admite un mode_ 

lo V para el que se cumple que todos los ârdenes de IR(V) 

son centrales.
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Demostracion.- Es suficiente utilizar 9.5 y 9.6, sin mâs 

que observar que IR no admite extensiones arquimedianas propias.

9.8. E.i emp lo. - La situaci6n cambia de modo radical cuando aumenta 

cl nGmero de variables. Consideremos la esfera V de IR̂  de centro

el origen y radio 1. V es compacte y sin embargo no todos los orde­

nes de IR(V) son centrales. Si lo fueran, como dados dos puntos A 

y B de V hay un giro de IR̂  con centro el origen que transforma

A en B y dicho giro es aplicaciôn regular de V en V, se con-

cluirîa que todos los ordenes de IR(V) son isomorfos. En consecuen 

cia, al ser IR(V) = IR(x,y), todos los ordenes de IR(x,y) lo serian 

Pero esto es falso. En efecto;

Sea P orden de IR(x,y) centrado en (0,0). Consideremos, 

por otro lado el orden P^ de IR(x) y un cierre real R de 

(IR(x), Pĵ ) . Como R no es arquimediano, existe, por 1.13 un orden 

Qj en R(y), tal que (R(y),Qj) es arquimediano sobre R. Por

tanto, el orden Q = Qj H  IR(x,y) es arquimediano sobre IR(x), y a

que R es extensiôn algebraica de IR(x) .

Veamos que P y Q no son ôrdenes isomorfos- Si

f : (IR(x,y),Q) (IR ( x , y ) , P ) fuese isomorf ismo de cuerpos ordena-

dos, (IR(X ,y) ,P) séria arquimediano sobre IR(f(x)).

Esto es falso, pues P estâ centrado en (0,0).
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§10. Glasificacion de ordenes en variedades. I.

En esta secciôn encontramos una condiciôn necesaria para que 

un cuerpo ordenable de funciones algebraicas posea la propiedad de 

las orbitas densas .

10.1. Construccion.- Sea R un cuerpo realmente cerrado y p un
R [x 2 > • • • >

ideal primo de R [xj , . . . , x^] , de forma que E = c.f.(------ —------)

es ordenable.

Asociamos a cada automorfismo f de E una aplicaciôn con­

tinua con dominio un abierto denso de V = V^^p) y con îmagen en V, 

construida del modo usual:
F.+p

S1 notâmes t . =2 = x^+p, 1 i < n y si f(t^) = ,

F.,G. 6 r[x,,...,x ], G. 0 p, llamamos G, = V(G.). DefinimosX I  X C I X  X « 1 Xx= i

F, (a) F_ (a)
G.(a) ' ' G_(a)

La continuidad de f es évidente. Por otro lado, como cada 

G 2 0 p , la dimensiôn de V fl C^ es menor que la de V, luego 

V — es un abierto denso de V. Ademâs ira f CZ V pues si

a 6 V — Cg y g G p, al ser f(g+p) = f(0) = 0, se obtiene

g(f(a)) = 0, esto es, f(a) G V.

10.2. Teorema.- Si E es un cuerpo de funciones algebraicas sobre 

un ouerpo realmente cerrado R y si E es ordenable, una 

condiciôn necesaria para que E sea D.O.P. es que el gru

po de automorfismos de E no sea finito.
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Demos t rac ion.- Usando el teorema de los modelos, elegimos 

una variedad algebraica V de algun r ” , cuyo conjunto de puntos 

centrales es no compacto, y tal que E = R(V).

Supongamos que E es D.O.P, y que el grupo de automorfijs 

mos de E es finito. Entonces, R(V) es D.O.P. y Aut (R(V)) es 

finito.

Ponemos Aut(R(V)) = {f2»...,fg}. Con las notaciones de 
s

10.1 C = . es cerrado y V — C es abierto denso de V en el
j = l j

cual estân definidas las aplicaciones > 1 <: j s construidas

en 10.1.

Escogemos G y una bola abierta B de centro x^ y

radio r G R^ de modo que

V n  B C  V -  C.

Si X = (x ,,...,x ), considérâmes o o i on
2 r 2h(xj,...,x^) = r - 2 ^*i“*oi^ y el

i= 1
abierto bâsico H = H(h+p).

Como h H v  ̂ = B n  V n  = b O v ^ s x^ , se sigue de 8.10

que H 0 0. Como R(V) es D.O.P. se verifica que
, s

X(R(V)) = V_y f . (H).
j = l J

Llamando ^  = fj(h) y es inmediato que

fj(H) = H(hj+p) = Hj. (1)

Por tanto, X(R(V)) = H., y aplicando 8.10 llegamos
^  i“ , -  j-'que V C  \ J  H.. (2).

j = l ^
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De (1), (2) y la definicion de f̂  deducimos que:

V C  K U  fi (H)' (3)
j = l ^

Obsêrvese que H C  V — C .

Pero, al ser H cerrado y acotado, fj continua y
/V ^  ,~rrH C Z V  — C deducimos la compacidad de fj(H). En consecuencia, 

fj(H) es acotado y por ello, también lo es f^ (H) . Pero, aplican 

do (3), se obtiene que es acotado. Absurdo.

§11. Clasificacion de ôrdenes en variedades. II. Conservacion 

de la D.O.P. por extensiôn algebraica.

Salvo el caso de una variable que estudiaremos en el capîtu 

lo tercero, se dispone de poca informaciôn sobre el grupo de auto­

morfismos de una variedad algebraica, incluso sobre el cuerpo IR de 

los numéros reales. Un mejor conocimiento del mismo, que permite sa­

ber, al menos, en que. condiciones es finito o no, permitirâ aplica­

ciones concretas del teorema anterior. Dado que todo cuerpo de fun­

ciones algebraicas sobre un cuerpo realmente cerrado R es extensiôn 

algebraica de algun R(x2»...,x^) y este es D.O.P., es natural plan_ 

tearse el estudio de en que condiciones se conserva la D.O.P. bajo 

extensiôn algebraica.

Un resultado que no por particular deja de ser esclarecedor 

es el siguiente;

11.1. Proposicion. - Sea R un cierre real de <H y E = Q(a) aonte^ 

nido en R. Son équivalentes :
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f a ̂ E es D.O.P.

(b) Todae las raices en R del polinomio minimo de a so­

bre 0 perteneaen a E.

Demo stracion. - (a) => (b) . Sea f = Irr(a,fJ) y notâmes

« {b G R : f(b) » 0}.

Para cada b G R sea : E -»■ R : g(a) -+■ g(b).

Si P = R ^ n  E y Q = hy*(R^), deducimos, por ser E 

D.O.P. y X(E) discrete, la existencia de un automorfismo 

f : E + E de modo que &(Q) =P. Si b = £(a), hemos terminado.

Si b 0 £(a), por ejemplo b-£(a) G R^— (O) y dado que 0

es denso en R, elegimos q G fî cumpliendo que b-q 6 R^—  (0} y

que q-£(a) G R - {0}. Como h^(a-q) = b-q G R , es a-q G Q, 

luego £(a) - q = £(a-q) G P d  R^. En consecuencia, q = £(a). Pê

ro entonces a = £ *(q) 6 <Ç y R^ = (a}, es decir, b = a G E.

(b) =*► (a). Probaremos que todos los ôrdenes de E son isp

morfos. Dados dos ârdenes P y Q de E, existen b y c G R^ taies

que P = h^*(R^) y Q * h^*(R^), donde h^ : E *  R y h^ : E *  R
a *+■ b a +*■ c

Como b ,c G E por hipôtesis, h^ y h son automorfismos de E ,

luego también lo es g = h  ̂ h. y g(P) = Q.

11.2. Observaciôn.- La situaciôn descrita en 11.1 es ciertamente muy 

particular pues:

(1®) <5 admite un unico orden.
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(2°) 0} es denso en sus cierres reales

(3“) Todo automorfismo de cuerpos deja fijos los elementos 

de 0.

(4°) E es extensiôn finita de 0.

Asî, en general, para obtener que.. E es D.O.P. necesitamos una 

propiedad mas refinada que (b) de 11.1.

11.3. Definicion.- Sea F un ouerpo ordenable y F un cierre alge-

braioo de F. Diremos que una extensiôn E de F conteni-

da en F es una extensiôn real normal de F si E es orde 

nable y para cada P G X(E) y cada a G E, todas las rai-

oes de Irr(a,F) en un cierre real de (F,P fl F) contenido

en F, pertenecen a E.

Por otro lado, para describir la relaciôn entre raîces rea­

les de polinomios irreducibles y bomomor f ismos no nulos en cierres 

reales introducimos la siguiente ;

Sea F un cuerpo ordenable, F un cierre algebraico 

de F y E una extensiôn ordenable de F aontenida en p. 

Para cada P G X(E) aonsideramos:

(a) El cierre real Rp de (F,P H  F) , Rp C  F , y E C  Rp

(h) El conjunto Gp de homomorfismos no nulos E ^ Rp que 

transfornian F en si mismo.

(c) Un subconjunto Hp de Gp.

Sea H = {Hp : P G X(E)}.
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11.4. De f inic ion.- Deoimos que E es una extensiôn H-reaZ normal de

£ si para cada P S XCE) y cada f G Hp, f(E) = E. Cuan­

do Hp = Gp para cada P, decimos que E es una extensiôn 

G-real normal de F y si Hp es el conjunto de F-homomor- 

fismos, E -*■ Rp, E es una extensiôn F-real normal de F.

Nôtese que si E es una extensiôn G-real normal de F en

tonces es M-real normal para oualquier elecciôn de H.

Antes de estudiar la conexlon de la real normalidad con la

conservation de la D.O.P. por extensiôn algebraica, analizaremos al̂  

guna de sus propiedades.

11.5. Proposiciôn.- Con las notaciones de 11.4, suponemos que

[e ; f] es finito. Entonces, si E es una extensiôn real 

normal de F, se sigue que E es extensiôn F-real normal

de F. Si ademâs F - 0, la F-real normalidad équivale a 

la G-real normalidad.

Demo8traciôn.- La equivalencia en el caso F = 0 de la 

F-real normalidad y la G-real normalidad es consecuencia de que tô  

do homomorfismo no nulo de cuerpos que contienen a 0 es la ident^ 

dad sobre 0.

Para la primera implicaciôn se procédé asî: Sea a 6 E tal

que E * F(a) y g = Irr(a,F). Entonces, para cada P 6 X(E) y c^

da f : E Fp se verifica que g(f(a)) = 0, luego f(a) G E por

ser E extensiôn real normal de F. En consecuencia, f(E) C E  y
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un argumente standard (vêase Lang.[24], lema 1, pagina 167) nos per̂  

mite concluir que f(E) = E.

11.6. Problema.- La dificultad para establecer la veracidad o false- 

dad del recîproco de 11.5. estriba en la siguiente cuestiôn: Sea

E = 0(a), a algebraico sobre 0 y R un cierre real de 0 que 

contiene a E. Si suponemos que todos los conjugados en R de a

pertenecen a E , t se puede asegurar que para cada b G E los conjij

gados de b en R pertenecen a E?. Hemos logrado probarlo para 

aquellos b G E taies que E = 0(b) y en consecuencia, siempre que 

[e : 0] sea primo. Incluso también cuando [E ; 0] = 4 ,  pero igno­

râmes la respuesta en el caso general.

Obsêrvese que esta es afirraativa cuando cambiamos cierre 

real por cierre algebraico.

11.7. Proposicion.- Sea F un ouerpo ordenable, F un cierre alge^

braico de F y E una extensiôn ordenable de F contenida

en F, de modo que E(/^ï) es extensiôn normal de F. En

tonces:

(a) E es extension real normal de F.

(b) E es extensiôn F-real normal de F.

Demostracion.- (a). Sea P G X(E) y Rp el cierre real de 

(F, P n  F) en F Asî F = Rp(/-1). Entonces, para cada a G E, 

todas las raîces de lrr(a,F) en Rp pertenecen a E (/-I). Como 

E (/-1) n  Rp = E , hemos terminado.
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(b) Para cada homomorfismo no nulo f : E * Rp con fj^ = 1 ,̂ 

ae considéra la extensiôn f* ; E  ( /-1 ) +*- F : /-1 ++■ /-l, j e
Al ser f*|p = Ip y E(/^) extensiôn normal de F, se concluye 

ue f*(E</^)) * E  (/-1 ) . Por tanto, f ( E )  C  Rp D  E ( / ^ )  = E y apl^q
cando de nuevo el lema 1, pagina 167 de Lang [24], obtenemos la 

igualdad f(E) = E.

11.8. E iemplo.- El recîproco de 11.7 no es cierto, pues e:

extensiôn real normal y F-real normal de 0, pero 0(^/7, /-1) 

no es extensiôn normal de 0.

11.9. Corolario.- Con l a s  n o t a o i o n e s  de  1 1 . 7 ,  s i  E es e x t e n s i ô n

normal de F, también es extensiôn real normal y F-real 

normal de P.

Demostraciôn.- Sea : i € 1} una familia de polinomios

de F^t], taies que E es cuerpo de descomposiciôn de {f^ : i GI} = 

= A. Entonces, E (/-1) es un cuerpo de descomposiciôn de 

A U {x^+l}, y por tanto, E(/-l) es extensiôn normal de F. Ahora 

se aplica 11.7.

Respecto de algunas construcciones algebraicas la G-real 

normalidad tiene un comportamientb mejor que la nociôn clâsica de 

normalidad. For ejemplo:

11.10. Proposiciôn.- Sea F un cuerpo ordenable, F un cierre alge^

braico de F y E una extensiôn ordenable de F aontenida
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Sea M una extensiôn ordenable de E contenida en F. Si

E y M son extensiones G-real normales de F y E res­

pectivamente, entonces M es extensiôn G-real normal de F.

Demostracion.- Sea P 6 X(M), Rp un cierre real de 

(F, P n  F) contenido en F y f : M Rp un homomorfismo no nulo

tal q u e f ( F ) = F .

Si Q = pflE, es Q n F  = p r i E n F  = P n F ,  luego Rp 

es un .cierre real de (F, Q D F). Por razones psicolôgicas llamamos 

Rq = Rp. Como f I g : E !->- Rq es homomorfismo no nulo y fjg(F) = F, 

de la G-real normalidad de E sobre F se desprende que f|g(E)=E.

Por tanto, f : M +> Rp cumple que f(E) = E. Como F es 

también cierre algebraico de E, la G-real normalidad de M sô  

b r e E implica que f(M) = M.

11.11. Proposicion.- Sea F un cuerpo ordenable, F un cierre al- 

gebraico de F y E^, E g dos extensiones G-real normales 

(respectivamente F-real normales) de F aontenidas en F,

de modo que [e^ : f] es finito. Entonces, E^.Eg es ex­

tensiôn G-real normal (respectivamente F-real normal) de 

F.

Demostracion.- (a) Caso G-real normal. Sea K = E^.Eg,

P G X(K) y Rp un cierre real de (F, P H  F) contenido en F.

Sea f : K +► Rp un homomorfismo no nulo tal que f(F) = F. Si 11^
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mamos = P H  E., i=l,2, es P ̂ fl F = P 0  F» luego Rp = Rp

es un cierre real de (F, P^ D  F). Aplicando la G-real normalidad

de cada E. a fj : E, >->■ R se deduce que f(E.) = E.. (1)X J E ^ X t j  1 1

Como [Ej : F ] es finito, existe a 6 Ej tal que E^ = F(a).

Por ello K = EgCa), lo que junto con (1) nos lleva a obte^

ner que f(K) « K.

(b) Para la F-real normalidad se repite el razonamiento ante^ 

rior cambiando f(F) * F por fjp = Ip.

En relaciôn con el estudio de la conservaciôn de la propie­

dad de las ôrbitas densas bajo extensiôn algebraica de cuerpos con 

un unico orden, es necesario disposer del siguiente lema (Prestel 

[33], pagina 41, lema 3.9) cuya demostraciôn daremos aquî pues allî 

se deja s in hacer.

11.12. Lema.- Sean Fj y F^ dos ouerpos ordenables, Pj G X(Fj),

Pg G XÎFg) y Rj, Rg aierres reales de (F^.P^) y 

{F 2 *^2  ̂ reepeotznamente. Sea E^ una extensiôn finita de 

F 2 aontenida en R 2 y Q 2 = E2 H  Rj. Entonces, para cada 

homomorfismo de cuerpos ordenados f : (Fi+Pj) ^ (Rg.Rg), 

existe una extensiôn f ; (£2*02) (Rg.Rg) f .

Demostraciôn.- Como E2 : F 2 j es finito y E2 C  R2 » exis-
Lemento a G R, tal qui 
K 2

g(t) =  ̂ a^t , escribiremos

te un elemento a 6 R 2 tal que E 2 = F 2(a). Si g = Irr(a, F 2) y

g = I f(a.)t^.
i=o
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Por el teorema tie Sturm, existe b 6 Rg verificantlo que g^(b) = 0.
K . K

De este modo, f. : E , R„ =  ̂b.a^ ►+ J f(b Ib^ es un
3 =0 3 3=0 3

homomorfismo que cumple que f ,I = f.I 1 2En consecuencia, si f^CQ^) CZ Rg hemos terminado.

Si no es asî, coleccionamos

M = {f 2 : Ej ^ Rg homomorfismo: ~ f}.

M no es vacîo pues fj 6 M. Ademâs M es finito por la finitud del

numéro de raîces de g^ . Pongamos M = { f ̂ , f ̂ , . • • , f ̂ . Todo se redji
2ce a probar la existencia de j, 2 < j < n tal que f^CQ^lCZ R g .

Si esto no ocurriese, existirîa, para cada j, 1 j <: n , un

c j G Q 2 (le modo que f^Cc^) ^«Rg. (1)

Como cada cj 6 Q 2 CZ R^» existe /cT 6 R 2. Tomamos

L 2 = E2 (/cy, .... /c^) , F 2 CZ L 2 CI R2 y como L 2 : E2 j es finito,

lo es Î L2 : Argumentando sobre L 2 como antes lo hicimos sjo

bre E2» existe un homomorfismo de cuerpos f* : L 2 Rg cuya re_s

tricciôn a F es f. Entonces ̂ 1|E ^ ^ » luego existe j.

1 <: 3 n de forma que ^i|e ~ '

Asî fj(Cj) = f*(Cj) = f*(/cT)^ 6 Rg, en contra de (1).

11.13. Proposicion.- Sea F un ouerpo con un unico orden, F un 

cierre algebraico de F y E una extensiôn F-real normal 

de F contenida en F. Entonces, para cada par de ârdenes 

P y Q en E, existe un autormorfismo î de E tal que 

f(P) = Q. A fortiori E es D.O.P.



- 95 -

Demostracion.- Sea un cierre real de (E,Q) y por tail

to de (F, Q n  F) . Sea E la familia de todos los pares (M, f̂ )̂

donde M es un cuerpo intermcdio entre F y E y f̂  ̂ un homomorfi^

mo de cuerpos ordenados entre (M, P H  M) y (R^, R^) que restrin- 

gido a F es la identidad. Como F tiene un unico orden, se cumple 

que P n  F = Q n  F. Por tanto, si j es la inclusion de F en Rp, 

(F,j) G E.

Definimos en E la relaciôn de orden < mediante: (M^ f̂  ̂ ) .$:

.< (M;, f„^) Si y sôlo si Mj C M j  y « f„^ .

Como E es no vacîo y (E,^) es inductivo, utilizamos el

lema de Zorn para escoger un elemento maximal (M, fĵ ) en E .

Veamos que M * E. En caso contrario, existe a 6 E — M.

Como F C  M C  E CZ F , a es algebraico sobre M, luego M(a) es

una extensiôn finita de M. Ahora, si (Fj,?^) = (M , P H  M ) , Rj

es un cierre real de (E,P), -y por tanto de (F^.P^)"» E^ = M(a)

y = M(a) n  Rj , el homomorfismo f̂ , : (M , P H  M) (Rg, R^) se

extiende, en virtud de 11.12, a un homomorfismo

^M(a) * (M(a),M(a) 0  Rj) h. (r ^^,R^) y cumpliendo que ^n(a)|M ”

Como M(a) n rJ = M(a) H  E fl rJ = M(a) (1 P y f^CallF "

“ (^M(a)|M)|F ° ^m |f “ 4 '  deduce que (M ( a ) . f  ̂̂ ) 6 E,

(M, f̂ j) < (M(a), en contra de la maxima lidad de (M, f^^.

Pero, como (E, fg) G E, y E es extensiôn F-real normal 

de F, deducimos que fg(E) =; E.

En consecuencia, f g : (E,P) «■ (E,Rg H  E = Q) es isomorfi^
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mo de cuerpos ordenados, es decir, f(P) = Q.

11.14. Ejemplo.- Sea Q un cierre algebraico de Q y C* la inter-

seccion de todos los cuerpos realmente cerrados contenidos en Q .

Q* es un cuerpo D.O.P. extension algebraica to finita de Q.

En efecto: En Griffin [19] y Craven [9] se prueba que S)* es 

una extension normal de Q. Como Q* es ordenable, se deduce de

11.9 que Q* es una extension F-real normal de . Como Q tiene

un unico orden, flj* es D.O.P. segun 11.13.

Por otro lado. Craven [9] derauestra que Q* = a G ; f^ =

= Irr(a,Q) no tiene raices en C}. Asi, es suficiente aplicar 7.7 

para observar que [(Ç* : no es finito.

El anterior no es sino un caso particular de la siguiente:

11.15. Proposicion.- Sea E un cuerpo con un ûnico arien y dense en

eu aierre real. Sea F una extension ordenahle y finita de

E, todos cuyoB automorfismos son E-automorfismos. Si F es 

D.O.P. 3 aada extensiôn algebraica y E-real normal de F es 

D.O.P.

Demostracion.- Sea K una extension algebraica y F-real no£ 

mal de F. Como K = F.K, y aplicando 11.11 y 11.13,es suficiente 

demostrar que F es extension F-real normal de E.

Sea pues P 6 X(F), un cierre real de (E, P D  E) y

f : F ^ Rp un homomorfismo tal que f|^ = 1^ .
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C‘ino [f : e] es finito, existe a 6 F con F = E(a). X£

do se reduce a probar que f(a) G E.

Sa Q = f ^(Rp) G X(F); como X(F) es discrète -E tiene

un unico rden y F es extension algebraica de E- y F es D.O.P.,

existe g G Aut(F) con g(Q) = P. Para probar que f(a) G F, todo 

lo que ha que hacer es ver que f(a) = g(a) .

Si fuesen distintos, por ejemplo f(a) - g(a) G Rp - {O} ,

utilizamo: la densidad de E en Rp para elegir e G E tal que:

fa) - e G Rp-{0}, e-g(a) G Rp-{0). (1)

Como fI g = Ig es f(a-e) = f(a) - e G R p - { o } ,  luego a-e G Q =

= g *(P). Asi g(a) - e G P lo que junto con (1) implica que

g(a) = e . Pero en este caso F = g(F) = g(E(a>) = E y estâmes en

la situation de 11.13.

El el estudio de la conservation de la propiedad de las 6r-

bitas demas por extension algebraica de cuerpos con mas de un orden,

la G-realnormalidad desempena un papel primordial.

Ihremos en primer lugar que la nocion de G-real normalidad 

sobre cuerpos con mas de un orden no es vacîa.

11.16. E jemplo. - Sea Q* como en 11.14. ^/Z  ̂Q* pues

t^-2 6 <?ft ] tiene raices complejas. Por ello t^-2 = Irr(^/2, Q*).

Sea ({* un cierre algebraico de (Ç* que contiens a <5*(^/?). Vere 

mos que 1J*(^/?) es extension G-real normal de <J*.

fera cada orden P en (Ç*(^/2), consideramos un cierre
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real Rp de (<}*, P H  <!}*) que contiens a Q* ( . Entonces, p£

ra cada homomorfismo f : ($*(^/2) ^ Rp es évidente que f(^/2) es 

raîz de t^-2. Por el teorema de Sturm, t^-2 tiene una ûnica raiz 

en Rp. Como /̂ï. y f(^/2) son raices de t^-2 y ambas perten£ 

cen a Rp, deben coincidir. En consecuencia, Q*(^/2) es extension

G-real normal de Q*.

Por otro lado, es obvio que <H* admite mas de un orden.

11.17. Proposicion.- Sean Y y E cuerpos ordenabtes y F C  E .

Sea j : F ■-»- E la inclusion y j* : x(E) ^ X(F) : P ^ P H  F.

(a) Si P G im j* î/ Rp es un cierre real de (F,P), enton 

ces P G f(im j*) para cada homomorfismo no nulo

f : E ^  Rp bal que f(F) = F.

(b) Para cada automorfismo t de Y y cada P G im j * H

n  f(im j*), existe un homomorfismo f : E ^ Rp tal que

f j P = f .

Demostracion.- (a) Como F = f(F) CI f(E) CZ Rp, Rp ^  f(E) 

es un orden en f(E) que extiende a P. Por tanto, f ^(Rp) H  E 

es un orden en E que extiende a f *(P) G X(F). En consecuencia 

f ^(P) G im j*, esto es, P 6 f(im j*).

(b) Como P G f(im j*), existe Q G X(E) tal que

Q n  F = f~^(P).

Sea Rp un cierre real de (F,P), = f ^(P), Fj = F
2y f : ^ (Fj,P) (Rp,Rp) que es homomorfismo de cuerpos
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ordenados.

Sea Rj un cierre real de y Qĵ  = Rj D  E. Usando

11.12, existe un homomorfismo de cuerpos ordenados f : (Ej,Qj) «•

w- (Rp,Rp), tal que f | g = f.

11.18. Proposicion.- Sea F un cuerpo ordenahle^ F un cierre atge 

braioo de ¥ y E una extensiôn finita y G-real normal de 

F contenida en F. Entonces^ para aada automorfismo f de

F tal que im j * H  f(im j*) f 0 se verifica que im j* =

= f(im j*), eiendo

j* : X(E) ^ X(F) : P P H  F 

Demostracion.- Sea P G im j* D  f(im j*).

Si Rp es un cierre real de (F,P), utilizamos 11.17 para 

asegurar la existencia de f : E ̂  Rp tal que fjp = f.

En consecuencia, f(F) = F y la G-real normalidad de E

implica que f(E) = E.

Disponemos asi del siguiente diagrams conmutativo:

E  -------   ̂E <-----------Rp

Entonces, para cada Q G im j*, existe Qj G X(E) con Q = Qjfl F 
— 1,^ . , „ , — 1(f) (Qj) es un orden en E que cumple que (f) (Qj) H  Fy

= f *(Q).

De este modo f *(Q) G im j*, o lo que es lo mismo.
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Q G f(im y*). De este modo queda probado el contenido im i* CZ 

CZ f (im y*).

. - 1Repitiendo el argumento para f se obtiens la igualdad.

11.19. Propos ic ion. - Sea F un cuerpo ordenabte^ F un cierre atge^ 

braico de Y y E una extensiôn finita y G-real normal de 

F contenida en F. Si F es D.O.P.^ entonces E es D.O.P.

Demostracion.- Sea P € X(E) y H un abierto no vacîo en 

la topologxa de Harrison de X(E).

Como E es extension finita de F y tomando j* ; X(E) w- 

<+ X(F) : Q H- Q n  F , el teorema de la aplicacion abi\erta (9.1) as£ 

gura que j*(H) es abierto en X(F). Como F es D.O.P., existe

f G Aut(F) tal que f(y*(P)) G y*(H). Asî Q = i*(P) pertenece

tanto a im y* como a f ^(im j*). Por (b) de 11.17 existe un ho­

momorfismo
-1 -1 f : E ^ Rq que extiende a f ,

siendo R^ un cierre real de (F,Q).

Por la G-real normalidad de E, disponemos del siguiente

diagrams conmutativo:
y~i

.-1

Como f(y*(P)> 6 y* ( H ) ,  existe G H de modo que f(/*(?)) =
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= y*(Qj). Usando el diagrams, concluimos que

-1 -1(f ) (P) = Q, G H. Esto demuestra

que E es D.O.P.

ttilizaremos el resultado anterior para encontrar condicio- 

nes que aseguren que el cuerpo de funciones racionales de algunas V£ 

riedadesalgebraicas es D.O.P,

11.20, Tejrema.- Sea R un auerpo realmente cerrado y E un cuerpo 

œ  funciones algebraicas sobre R. Sea n = gr.t. E|^ y 

Xj, . . . , G E tales que E ee extensiôn algebraica de 

I = R(xj,...,x^). Suponemos que E es extensiôn G-real 

rormal de F. Entonces :

la) E es D.O.P.

(b) Todo orden de F se extiende a E.

lemostracion.- (a) F es D.O.P. por 4.4. Aplicando 11.19 

deducimo! que E es D.O.P.

b ) Debemos probar que j* : X(E) ^ X(F) es sobreyectiva

P P n  F

lel teorema de la aplicacion abierta, (9.1), -notese que E 

es extension finita de F- se deduce que S = im j* es union fin£ 

ta de abertos bâsicos de X(F). Como E es ordenable, S f 0.

ion las notaciones de 4.8 y utilizando 4.9 obtenemos que 

S es unabierto no vacîo de r" . Por comodidad supondremos que 

£  G S. !1egimos r G R^ de modo que S contiene a la bola abierta
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B de centre o y radio 2r.

Consideremos la hipercorona definida por:
n

C = {( x X  ) G r" : r < 'l x. < 4r } y construlmos 
" 1=1 ^

Llamamos f : - {0}

r2 X

3 =  1 

-  R'

(- 1 3 i $ n)

a la Inversion respecte de la hiperesfera de centre o y radio r.

Entonces, si f* : X(F) X(F) : P f  ̂(?) y poniendo

S = f*(S) se verifica de modo obvio que: (S fl S j) = S Q  S ̂ =

= S n  f*(sf = S n  f(S -{o}).

Como C C  B C  S y C C Z f ( B ( 0 , r ) - { 0 } ) C f ( S - { 0 } ) , s e  dedu 

ce que S (~j Sj contiene a C. En particular, (s H  S j) = S f) S j t* 0.

f(xX

2r

Figura 2
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Aplicando ahora 11.8 se llega a: im /* = f*(im /*).

Utilizando (3) de 8.10 para V = r ” , deducimos que 

im y* = f*(im y*) .

Por tanto, im j* = im j* U f*(im j*) que contiene a

B(0,r) U (r" B(0,r)), denso en r".

Ahora, de 4.11 se concluye que im j* * X(F).

11.21. Observacion.- El teorema anterior, que en su parte (a) pone

de manifiesto la suficiencia de la G-real normalidad para obtener la

D.O.P., nos hace ver en su parte (b) que dicha condicion no es nece- 

sarîa, pues no hace falta que todos los ôrdenes de R(xj,...,x^) se 

extiendan a E para que este sea D.O.P.

Por ejemplo, si R = IR y V es la circunferencia
2 2{x +y -1 = 0), es E = R(V) = R(x)(y), donde y es raîz de la 

ecuacion T +x -1.

Por tanto, los ôrdenes de R(x) que se extienden a E son 

aquellos en los que 1-x es positive, esto es, H(l-x ). Como 

P^ 0 H(l-x^), no todo orden de R(x) se extiende a E . En cons^ 

cuencia, por (b) de 11.20, E no es extensiôn G-real normal de 

R(x) .

S in embargo, como R(x) es D.O.P. por 4.4 y E es isomo£

fo a R(x), tambiën E es D.O.P. -el ser D.O.P. es evidentemente

invariante por isomorfîa-.
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§12. Aplicaciones a la geometria semialgebraica.

En el ultimo epigrafe de este capîtulo explotaremos las têĉ  

nicas desarrolladas en la seccion octava para establecer un puente 

de enlace entre la geometria semialgebraica y la teorîa de cuerpos 

ordenados. El resultado central es 12.14 en el que se prueba que tô  

do semialgebraico que sea union de dos semialgebraicos bâsicos es 

proyecciôn de un algebraico irreducible.

12.1. E_1 emplo. - Como se pone de manifiesto en (c) de 8.10, los abie_r 

tos H de X(R(V)) estân en correspondencia con H, mas que con H

Consideremos el piano IR̂  = V, E = tR(x,y) y sean f(x,y) =

= ^ - (x^+y2),

g(x,y) = -(x^(l-x) + y^) . Tomamos en 

X(E) los abiertos bâsicos = H(f), = H(g). Ahora, si

h = -gf veremos que Hj U  = H(h).

Para ello, por (c) de 8.10 es suficiente con probar que

Hi U = H(hr .

Observemos que x 6 H(h) si y solo si f(x^.g(x) < 0  lo 

cual équivale a

( f (x) > 0  y g (x ) < 0) 6 (f(x) < 0 y g(x) > 0).
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il

Figura 3

Asî, X 6 Ii(h)^ si y solo si: [((x) > 0 ,  x (0,0)] 6 g(îc) > 0,

es decir, H(h)^ = ( H( f ) ̂  U H(g)''. Por tanto, H (h) ̂  =

* H(f)" - {0} U H(g)" - B(o, i) - {0} U  WTgT" = B(0,|^> U  HTgT" =

= fi I U Hg. En consecuencia, Hj U  es un abierto basico de X(E)

Sin embargo, (H^ (J H g)'' no es abierto semialgebraico bâsico de IR̂ , 

es decir, para cada familia finita de polinomios de

®[x,y], se verifica que fijU f H(fj,...,f^)^ = { x 6  1R̂  :

: f j(x) ^ 0 ,  1 $ j ( r}.

En efecto: supongamos que

âf U  ^2 “ H(fJ,.. . , f ^ ^ . Entonces,

para cada j, 1 < j ̂  r se tiene fij (J C  H(fj) . Como o 6 Hj ,

se deduce que f^(£> > 0 ,  1 ( j $ r (1)
Llamemos C a -1 (0) - {o} como en Fig 3

- 1Como C  H(fj)‘'ci fj ([O,^)) y C esta contenida en
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Hg , obtenemos C CI f j ̂ ( [0 , esto es, f^(C) CI [O,-^). (2)

Por otro lado, C H  (Hj U  H^) = 0 ,  y por ello

C n  H(f J , . . . , f = 0. Asî, para cada x G C existe j(x) G {1,2,..

. . . , r} de modo que

f. ^x) 0, (3)

Usando (2) y (3), ^j(x)  ̂~ ^ para cada x 6 C , luego

F = G 1(C). Como C U  {£} es el mînimo algebraico que conti£

ne a C , se concluye que F(o) = 0. Esto contradice (1).

En la teorîa de cuerpos ordenados han recibido especial aten 

cion los cuerpos S.A.P. (con la propiedad de la aproximacion fuerte) 

introducidos por Knebusch - Rosenberg y Ware [2l].

12.2. Définie ion.- Un auerpo ordenahle K es S .A.P. si para cada

a,b 6 K existe c G K tal que H(a) H  H(b) = H(c).

12.3. Proposicion.- Sea K un cuerpo con un ünico orden y p un

ideal primo de K [x ̂ , . . . , de modo que

K[̂ x . , . . . ,x l
E = c.f. (------------ ) es ordenable y no es S.A.P. Sea R

un cierre real de Y. y V = V^(p) = (a 6 r" ; f(a) = 0,

f G p}. Suponemos que todos tos puntos de v son centrales.

Entonces existen dos polinomios f̂  y en k[xj,...,x^] taies 

que el semialgebraico

Y = V n  (x 6 r " : fj(x) > 0, fgCx) > 0}

no se escribe de la forma



• - 1 0  7 ’-

(1) Y = V n  {x ® b" = f(x) > 0}, para ningûn

f 6 K [̂ x , . . . , X J  •

Demostrac ion.- Como E no es S.A.P., existen a
Fj+p

V P  G, + P-
b = G~fp’ ® K[x^ , . . . ,x^] , taies que para cada c G E

es H(a) n  H(b) î* H ( c ). Sean f j, = Fj.G^, f g “ ^2*^2" Utilizando

que f| + p = a.(Gj + p) y ^2 ^ bCGg+p) , es claro que H(a) =

= H(fj+p) y H(b) = H(f2+p).

Si Y se escribiera en la forma (1), se tendrîa:

H(fj+p, fg+p)^ = H(f+p)^. Tomando adherencias y aplicando (3) de

8.10. deducimos que H(a) Pi H(b) = H(f+p). Absurdo.

Para averiguar en que condiciones E = K(V) es S.A.P. util£ 

zaremos el siguiente lema (véase [12]).

12.4. Lema.- Sea E un cuerpo ordenable^ t transcendente sobre E.

Son équivalentes :

(a) E es hereditariamente euclideo.

(b) Toda extensiôn finita de E(t) es S.A.F.

(c) Existe una extensiôn finita de E(t) que es S.A.P.

12.5. P r o p o s i c i o n Sea K un cuerpo hereditariamente euclideo^ R

un cierre real de K, p un ideal primo de K Fx,, .. .,x 1 y
J » • • • »V = Vp(p) de modo que E = c.f. (-------p----- ) = K(V) es

ordenable. Son équivalentes :

(1) K(V) es S.A.P.
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(2) La dimensiân de V es menov o iguat que 1 .

Demos t ra c ion.- (1) =» (2) Si V tiene dimension mayor que

1 es birracionalmente équivalente a una hipersuper f ic ie W de ,

d > 3. Por tanto, K(W) = K(v) es S.A.P. y extension algebraica 

finita de K (x , . . . , x^_ ) = F(x^_j), siendo F = K (x ̂ , . . . , x 2 ) •

Aplicando 12.4 se concluye que F es hereditaraimete eucl^ 

deo y en particular que tiene un unico orden. Esto es absurdo por 

ser d ^ 3. (Usese 1.5 y 2.1).

(2) => (1) Si V tiene dimension cero, K(v) es isomorfo 

a K que es S.A.P, por tener un unico orden.

Si V tiene dimension uno, K(V) es extension algebraica

finita de K(t). Como K es hereditariamente euclîdeo, se deduce 

de 12.4 que K(V) es S.A.P.

12.6. Corolario.- Con tas notaciones de 12, Sj si K es hereditaria

mente euclideo, V tiene dimension mayor que uno y todos 

los puntos de V son centrales, existen f^.fg 6 K [x^,...

...,x^] taies que el semialgebraico

Y = V n  {x 6 r " : fj^(x) > 0, fgCx) > 0}

no se puede escribir de la forma

Y = V D 6 r" : f (x) > G), para

ningûn t G K [x j x^] .
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Demostracion.- Es consecuencia de 12.3 y 12.5. pues un cuerpo 

hereditariamente euclîdeo tiene un ünico orden.

Notese que el resultado anterior, en particular, se aplica al 

caso en que K es realmente cerrado, pues todo cuerpo realmente ce­

rrado es hereditariamente euclîdeo.

Para variedades de dimension uno, incluso para curvas sobre 

R todos cuyos puntos sean centrales, no se verifica el contrario de

12.6, como queda de manifiesto en el siguiente:

12.7. E.i emplo. - Sea V • ((x^+y^)^ - 4x^y^ = 0}, 

Y =- V p  {(x,y) 6 : X > 0, y > 0}.

Figura 4
Un sencillo câlculo con las parametrizaciones 

tX =

y =

para V Q  (y > 0},

para V p  {y < 0}
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permits demostrar que no existe f G IR [x, y] de forma que 

Y = V (1 { (x,y) G : f(x,y) > 0} .

El raejor resultado que se puede obtener en esta direccion es:

12.8. Proposicion.- Con las notaaiones de 12. 6  ̂ si K es hereditaria 

mente eualideOj V tiene dimension uno y todos los puntos de 

V son centrales, entonces para cada familia finita 

fj,...,f^ de polinomios de K [x , . . . , x^J existe 

f G k[xj,...,x^] que verifica que:

V n { x  6 r ” : fj(x) > 0 ,  1 < j < r} =

= V n { x  G r ” : f(x) > 0}

Demostracion♦- Notaremos p al ideal de V en k [x j ,...,x Ĵ 

y Hj = H(fj+p), 1 < j ^ r. Como K(V) es S.A.P. por 12.5, existe 

k [x j ,...,x ^] de modo que H^ = H(f+p). El resultado busca-f G

do se obtiens aplicando (3) de 8.10 a la ultima igualdad.

La ultima, pero la mas interesante, cuestiôn que abordamos 

en este epîgrafe es el estudio de que semialgebraicos son proyecciôn 

de variedades algebraicas irreducibles. En lenguaje de cuerpos ord^ 

nados obtenemos la siguiente:

12.9. Proposicion. - Sea R un cuerpo realmente cerrado y Yi un 

abierto bâsico no vacio del espacio de ôrdenes de 

E = R(xJ,...,x^). Entonces existe una extensiôn finita F 

de E tal que H coincide con la imagen de
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j* : X(E) ^ X(E) : P h- p 0  E . Ademas, existe k G IN y una

n+kvaviedad irreducible^ no singular V R

F = R(V).

tal que

D e m o s t r a c i o n Sean G R[xj,...,x^], tales que

H = H(f J , . . , , f ĵ) . Como H no es vacîo, existe Pj G X(E) con

6 Pj, 1 < j < k.

Si Rj es un cierre real de (E,Pj), para cada * < j < k
2existe u. 6 R, de forma que u. = f ..J 1 1 1

Sea Vj

ta de E .

—  y F = E(vj,,..,v^) extension algebraica fini.

Ahora si j : E F y P 6 imj*, existe un orden Q en F

con Q n  E = P. Como fj *  ̂ 6 Q, se tiene P G H.

Recîprocamente, si P 6 H y llamando Rg a un cierre real 

de (E,P), se deduce que cada fj 6 R ^ , luego v^ G R g . Asî

F ^2 Y Q = R^ n  F es un orden en F cuya imagen por j* es P.

Hemos probado que H * im j*. .

Para probar la segunda parte comenzamos por escribir 

H = H(f ̂ ,...,f d e  modo que para cada j, I < j < k sea 

H(fj,» . . . » • • • H(fj). (1)

(Basta suprimir aquellos f. que no lo cumplan). En primer 

lugar veremos que:

(a) [e (v j ) : E] = 2 y

[E(vj, "j) E(v, = 2, 2 j

n . i n i  i r \ T E  r  A
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La primera parte es inmediata, pues si G E entonces fj es pô

sitivo en todos los ôrdenes de E, con lo cual H ( f ) %) en

contra de (1).

Para la segunda comprobaremos que [e Cv ^jV^) : E(v^)] es 

dos. Luego se procédé analogamente.

Todo consiste en ver que u^ ^ E(u^).

Si esto no ocurriese, serîa Ug = au^+b, a,b 6 E. Por tan-
2 2 2 to f2 = u^ = a fj+b + 2abu^ y por ello

(f2 - a^fj - b2)2 = Aa^b^fj.

a no puede ser cero, pues entonces fg " y H(f2) = X(E) H) H(f^)
2Tampoco b puede ser cero. En tal caso fg " & .f ̂ y por 

ello = HCfg) en contra de (1).

En consecuencia a . b 7* 0, luego

, . . .

H(fj) = X(E) 3  H(f2).

Queda pues probado (a).

En segundo termine, definimos

G : A = r [ x j , . . . , x ^ ,  )^n+l ' ' ' ' ' *n+k^ '  ̂ ^

h  * h  ( X  j , • • * » X  ̂, ^ 1 *  * * " *

Veremos que Ker G = ( gj » • * • * g|̂ ) • A donde

Bj ■ *m+j ■ ‘ 3 ' 1 v< J < k.
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Un contenido es évidente, pues v ^ .f^ = 1

Sea h 6 Ker G. Si x* = (x,. ' n+k-1 ) obtenemos por d^

vision: h = + xn+k . r.(x') + s, (x' ) ,

Por tanto, v^^^ . G(r^) + G(s^) = 0  y usando (a) obtene­

mos G(r^) = G(s^) 0.
Dividiendo r^ y Sĵ  entre g^  ̂ y repitiendo el proceso se

deduce, puesto que Ker G corta a R[x^,...,x^] solo en {O}, la

igualdad deseada.

De esta forma, p = (gj , • . . , gĵ ) A es ideal primo. Como 

H(f J , . . . , f f 0 , el anillo E [v^ , . . . , v^] es real y, en consecueri

cia, p es un ideal real de A.

Entonces, llamando V a la variedad de ceros de p se ver^
R r X X  *1

fica que I(V) = p, con lo cual R(V) = c.f. (-------   ) = F

es el cuerpo de funciones de una variedad algebraica real de Rn+k

Solo nos falta ver que V es no singular, pero esto es c1^

ro pues la matrix jacobiana de p.

J =

n+1

n+k

f ,
3x.

2
*n+l 9x ’ ^^r*n+l'

!fk 2
3x, ’•••’ *n+k 3x  ^*n+k'^k1 n

tiene un menor de orden mâximo k que no se anula sobre V
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0 , 0 ,---  *n+k

= 2 -^n+r-'^n+k ^ 0 en V-

12.10. Corolar io.- Sean 6 R[x^,...,x^] de modo que

S = {x G R* : fj(x) > 0 ,  l < j < k } f 0 .  Entonces existe

k GIN y una variedad algebraica irreducible V no singular, 

de modo que^ si tt 

bre las

R"^^ «■ r” es la proyecciôn canônica so

primeras coordenadas^ es tt(V) = s.

Demostracion.- H = es abierto bâsico no vacîo

de X(E), E = R(Xj,...,x^) por 4.11.

Usando 12.9 existe una.variedad algebraica no singular V 

de cierto R^^^ de modo que H = im j*, siendo j : E R(V) y

j* : X(R(V)) H- x(E) : P » P H  E.

Aplicando 2 de 9.4 -aquî j = w y = V por ser V no

singular- se concluye.

12.11. Comentar io. - En [l3] se plantea el problems de determiner cuari 

do una union finita H de abiertos bâsicos del espacio de ôrdenes de 

un cuerpo E es de la forma im f* para algun homomorfismo no nulo

f : E L que cumpla que L es extensiôn finita de f(E). Allî mi^

mo se prueba que los abiertos bâsicos cumplen esta propiedad y asî, 

la primera parte de 12.9 no es sino otra demostraciôn de este résulta

do en el caso E = R(x^,...,x^).
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A continuacion obtendremos para E = R(x^,...,x^) el mismo 

resultado para abiertos que sean union de dos abiertos bâsicos de 

X(E). En primer lugar necesitamos un sencillo lema tecnico.

12.12. Lema.- Sea R un auerpo realmente oerrado y A = R[x^,...,x^].

Sean f,g 6 A — {O}. Entoncee, para aada subeonjunto infini 

to M de R^ existe m G M tal que m^f^+g^ no es ouadra

do en A.

Demo stracion.- En caso contrario llamaremos, para cada m 6 M,
al elemento de A que cumple que m^f^+g^ = h^.

Completando cuadrados, obtenemos

(mf+g^)^ - 2mfg^ = , es decir,

(mf+g^ - h^)(mf+g^+h^) = 2mfg^

o, lo que es lo mismo,

( Æ  f + ^  - + ^  + /=) = 2f.g2 (1)

Notamos S a la familia de productos de factores irreduci- 
2bles de 2f.g y (j) : M S a la aplicacion que a cada m G M hace

2 h
corr esponder g = /m . f + 4= + -7= . Al ser M in f in i to y S fi-m /m /ra
nito, existe un subconj unto infinite N de M, tal que para cada

m,m' G N es = g^,.

Llamaremos G = g^ para cada m G N.
2 h

De (1) se deduce que f^ = /m f + = F para cada

m 6 N .
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2 .2 
Como G.F = 2fg y G+F = /m f + , G y F son las solu-

ciones de todas las ecuaciones:
2

- ( Æ  f + ^ ) T  + 2f.g2 = 0, m G N
2

En consecuencia dichas ecuaciones coincides y asi m f + -Brr no de­vra
pende de m 6 N .

Ahora, fijamos 6 N — {O} y para cada m G N — {0} se tie­

ne :
2 2

/ïn f + = /m~ . f + , es decir,/ra o /m^

/râ̂  . (mf + g^) = /ïn (m^f+g^).
2 I---

Entonces ^— x = - a y (m-a . ra )f + (1-a ).g^ = 0. Fi-
ra^.f + g^ " °  "
2 m-a^.m^

nalmente g = — ^   . f. Esto es absurdo puesto que
m

ra-a^.ra
 :--  = /ra.ra depende de ra.
*ra-l *

12.13. Proposicion.- Sea R un cuerpo realmente oerrado y

E = R(xJ,...,x^). Sean H ̂ y dos abiertos bâsioos de

X(E) y H = Hj U  Hg. Entonaes existe una extension finita

L de E de modo que H = ira j*, siendo j : E L

la inclusion canônica.

Demos t rac ion.- Poneraos H ̂ y = H(g^,...

...,g ). Poderaos suponer que cada f- y cada g, son polinomios no s 1 3
nulos.

En virtud de 12.12 y si notaraos A = r [xj^,...,x ^], sabemos

que para cada par (i,j) G {1,...,r} x {1,...,s} existe irâ  ̂ 6 R^
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de modo que

^j ^ "° es un cuadrado en A. (1)

Construlmos la familia de polinomios de a [t ]

F.j(I) - fjT‘ + (m.j t. - ^  . fj.gj

donde i 6 (1,...,r}, j G {l,...,s}.

En virtud de (1) cada es irreducible en a [t ], y por

ello en E[t] .

Veamos que para cada orden P de Hj U y cada

(i,j), el polinomio F^^ tiene una raîz en cualquier cierre real 

R* de (E,P). (2)

Sea P G H, U H» = ^  (H(f ,) U H(g.)) y sea (i,j) cua^
i.j 3

quiera.

Si 6 P y gj G P, (2) es inmediato pues F^^(O) < 0

y Fjj tiene grado par y coeficiente director positive. (Todo ello 

en P) .

Si ^ P y gj G P; (2) es asimismo cierto por ser

F \ j ( 0 )  > 0  y F j ^ j  de grado par y coeficiente director negative.

Si fJ 6 P y gj 0 P se verifica que

h^j = -------- **—  2T~.-----------  es positive en R* ,

luego existe v^j = /hTT 6 R*. Ademâs F\j(v^j) = 0.

De este modo hemos probado (2), y llamando a^j a una raîz 

de Fj en R*, construlmos L = E(a^j : l ^ i ^ r ,  l ^ j ^ s ) .
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Por la construecion, al ser F. . el polinomio mînimo de a. .1] 13
sobre E, se obtiens que H^ U C  im j*.

Para probar el otro contenido es suficiente con observar que 

si P (ï H J U  H g , entonces existe (i.j), de modo que F^j no tie­

ne ninguna raîz real en el cierre real R* de (E.P). Pero esto es

claro, pues si P 0 U  , existe i,j tal que f\ 0 P y
2 '™i igj # P, entonces f^, m̂ ĵ gj - y  y*- . f\gj son negativas en

R*, luego, por la régla de Descartes, F^j no tiene raîces en R* .

12.14. Interpretacion geométrica.

Sea R un cuerpo realmente cerrado. Consideremos el semial­

gebraico de r ”

S = {fj > 0,...,f^ > 0} U {gj > 0,...,gg > 0},

donde f\,gj 6 R [x ̂ , . . . , x^] .

Sean {T\j : l ^ i ^ r ,  l ^ j - S ^ s )  inde t erminadas sobre

1]
Eligiendo m^j como en 12.13 y definiendo

t ♦ O 0 ^ T î
(1) F^j(x,T) = f ̂ T^j + (mUj gj - - 2 ^i^j

construlmos la variedad algebraica irreducible de 

V = V(F^j : l > < i . $ r ,  1 < j < s).

Entonces, si tt : r "^^ ’ ̂  «+ R*̂  es la proyeccion canônica sjo 

bre las n primeras coordenadas, de 9.4 y 12.13 deducimos que

n(V^) = S

Este resultado mejora, en cierto modo, los obtenidos por
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Motzkin en [32], pues allî no se tiene la irreducibilidad de V.

12.15. Con.1 etura. - Si R es un cuerpo realmente cerrado y 

E = R(xJ , ...,x^), para cada union finita H de abiertos bâsicos de 

X(E) existe una extension finita F de E de forma que si 

j : E «+ F y j * : X(F) X(E) : P P H  E , 11 coincide con im j*.

La contrapartida geometries de 12.15 implicarîa que todo se- 

mialgebraico abierto de r " es proyeccion de una variedad algebrai­

ca irreducible de algun R*^^.

12.16. Observacion.- Debemos destacar que la prueba de 12.13. se pu^ 

de repetir, palabra por palabra, cambiando R(Xj,...,x^) por un cue^ 

po ordenable cualquiera E que verifique la siguiente propiedad:

(*): Para cada par de elementos a ,b 6 E — {0}, existe
m 6 E^ de modo que m^a^+b^ no es un cuadrado en E.

12.17. E iemplo.- Como caso particular de 12.14 consideremos 

S “ {x ^ 0} U {y 0), semialgebraico de IR̂  .

La superficie V de ecuacion

xz^ + (2y - x^)z^ - xy = 0 obtenida

de (1) de 12.14 con = Tjj = Z, m̂ ĵ = m ̂ ̂ = 2, cumple que

it(V ) = S, para la proyeccion w : IR IR : (x,y,z) h- (x,y).

Es sencillo observar que en este caso Tr(V) = ir(V^), luego 

S = n(V).

Por otro lado es sencillo demostrar que H = H(x) |J H(y)
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no es un abierto bâsico de X(]R(x,y)), luego estamos ante un caso 

que no podîamos resolver con 12.10.

xz +(2y-x )z -xy=0

Figura 5



CAPITÜLO 3: CURVAS ALGEBRAICAS REALES

En este capitule se caracterizan las curvas algebraicas G 

sobre el cuerpo R de les ndraeros reales cuyo cuerpo de funciones 

racionales posee la propiedad de las ôrbitas densas. Demostrames que 

R(C) es D.O.P. si y solo si G es racional e elîptica. Para elle 

empleamos la teoria de superficies de Klein y de grupos cristalogrja 

ficos ne euclîdeos, esencialmente con el fin de obtener un mejor cô  

nocimiento del grupo de automorfismos de R(G).

En el ultime epigrafe, y mediante secciones hiperplanas de 

variedades, obtenemoa un procedimiento para clasificar variedades a_l 

aebraicas reales segun su "tamano".

§13. Generalidades sobre superficies de Klein.

En este epigrafe expendremos la teoria de superficies de 

Klein elaborada per Ailing y Greenleaf [2] , y que constituye una hê  

rramienta fundamental, tante para conocer el grupo de automorfismos 

de un cuerpo F de fune iones algebraicas en una variable sobre IR 

como para analizar las curvas algebraicas reales desde el punto de 

vista topolôgico.

13.1. Def inicion.- Para cada ahierto A de y cada aplicaciôn

de clase 2 f : A R^ se notarâ

i l  _ • 11 il + ■ il
= i - /:T.

Si M es un subconjunto de A, se dice que f es analiti-

- 121 -
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ca (respectivaraente antianalitica) sobre M cuantlo (a) = 0

(respectivamente (a) = 0) para cada elemento a de M. Cuando

sobre cada componente conexa de A, f es analxtica 6 antiana1îtica, 

se dice que f es dianalit ica sobre A.

13.2. Def inic iones.- Si X es un espacio topolôgico conexo y Haus- 

dorff y c"*" = {a+b^ G C ; b ^ 0}, se llama atlas sobre x

a toda familia U = {(U^.f^) : j 6 J } donde {u  ̂ : j 6 j}

es un reoubrimiento por ahiertos de y, y cada f^ : Uj ̂  C

es un homeomorfismo sobre f(Uj), que a su vez es un abier

to de (E ô C^.

El borde de x es

3X = {x G X : existe j G J con x G Uj,

fj(x) G IR y fj(Uj) es abierto en œ'*' pero no en C}.

El atlas il se dice dianalitico cuando

fjOfT^ : f^(U^ n U j ) H- fj(Uj n u es dianalitica.

Definiendo en la clase de los atlas dianaliticos relaciôn de 

equivalencia usual: U ~ 1/ si y solo si U U  es un atlas

dianaliticOi se define superficie de Klein como el par 

(X, donde [U] es una clase de equivalencia de atlas

dianaliticos sobre x.
Los morfismos entre dos superficies de Klein =(x^, [U^])

y Kg = (Xg, [Ug]) son las aplicaciones continuas

f ; Xĵ  ^ Xg que verifican.
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IQ) fOXj) C  3Xg

2q ) Para cada 6 Xj exieten (Uj,gj) 6 tl̂ , (Ug.gg) G U^,

con Xj 6 üj, f(x^) G Ug y existe F : » C aplioa

ciôn dianalitica sobre gj(Uj^), que hacen conmutativo 

el diagrama:

U,  ------     ü„

8i

donde $ : G » : a+bi »+ a +|b|i. Se nota por (g> la cate

goria cuyos obgetos son las superficies de Klein y cuyos mor 

fismoe son los anteriormente definidos.

Un aoncepto que desempena un papel esencial es el de funoiôn 

meromorfa sobre la superficie de Klein K = (X, fuj ).

Designando Z la esfera de Riemann  ̂ llamaremos funciôn me- 

morfa sobre x relativa a U a una familia

{g j : j G J} de aplicaciones g^ : Uj E taies que

IQ) Cada gjOfj* : f^(Uj) n- g es meromorfa.

20) gj(3X n  U.) (=R U {«>}
.-13Q ) Para todo conexo v de Uj y si

litica (respectivamente antianalitica) sobre v, se cumple 

que gj|y = g^lv (respectivamente g^j^ = Skjv'^*
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El conjunto de funciones meremorfas sobre X relatives a U 

constituyen evidentemente un cuerpo extensiân de |R. Como 

tas cuerpos de funciones meromorfas respecta de atlas equi 

valantes son isomorfos^ corolario al lema 1.3.1)

se puede independizar del atlas U elegido en [U] la no 

ciôn de funoion meromorfa^ y notaremos E(K) al cuerpo de 

funciones meromorf as sobre K .

A cada funciôn meromorfa £  6E(K) -{0} se le asocia 

lema 1.3.4) una aplicaciôn continua g : X ^ que consti

tuye un morfismo en entre Y. y la superficie de Klein

de soporte (!'*’, en estas condicionesj a cada morfismo no 

constante f entre dos superficies de Klein = (Xj, ) 

y Kg = (Xgi [Ug]) 1c corresponde un \R-homomorfismo no nulo 

de cuerpos f* : E(Kg) E(K^), de modo que el morfismo co- 

rrespondiente a f*(£^) es g®f. Ademâs f* es ûnico con 

esta propiedad.

13.3. Teorema (1.4.9. de [z]).
\ , .

Si es la catégorie cuyos objetos son los cuerpos exten­

sion de ^  y cuyos morfismos son los \R-homomofismos no nu 

los de cuerpos, existe un funtor contravariante e ; 

definido por:

(a) E(K) es el cuerpo de funciones meromorfas sobre K.

(b) Para cada f G Mor^(Kj,Kg), es E(f) = f*.
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13.4. Construccion.- Cuando nos restringimos a las subcategorîas de 

superficies de Klein compactas y cuerpos de funciones algebraicas sô  

bre IR en una variable, el funtor E tiene inverso. Para construit 

este inverso se procédé del modo siguiente:

Si F es un cuerpo de funciones algebraicas sobre IR en 

una variable, se llama superficie de Klein de F a

Rien^^(F) = {D : D es anillo de valoraciôn de F .

Por 2.1.2 de [zj , para cada f € F transcendante sobre IR 

la aplicaciôn

f : Rien^(F) ^  Riem|^ (lR(f)) =

D H- D niR(f)

es sobrey ec t iva, y asx, considerando en Œ"*" la topologîa usual, se

dota a Rienij^(F) de la topologîa inicial para la familia

F = {f : f 6 F, f transcendents sobre IR} .

Ademâs, (vêase 2.2.5 de [zj), Rie^^(F) es un espacio compacto con£

xo y Haussdorff, luego, por 1.7.1 de [2], existe en el una estruc- 

tura dianalitica.

13.5. Teorema (2.3.1. de [2]).- Las oategovias (^ de superficies

de Klein oonexas y compactas y de cuerpos de funciones

algebraicas sobre IR en una variable son funtorialmente 

coequivalentes.

Esta equivalencia esta dada por los funtores E|^, y 

Rien^. Este ultimo esta definido en objetos del modo obvio y en mo£
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f ismos por:

Rie^^(f) : Rien̂ ĵ  (Kg) Rie^^ (K^>

D f"^(D n Kj)

para cada f 6 Mor^^ (Kj^,Kg).

14. Componentes conexas de curvas algebraicas reales.

Dedicaremos esta seccion al estudio de algunas propiedades 

topologicas de las curvas algebraicas reales.

En primer lugar fijaremos notaciones y recordaremos result^ 

dos bâsicos de la teoria topolôgica de superficies (vêase Massey 

[28]).

4.1. Def inicion.- Para cada superficie compacta^ conexa y sin borde 

M notaremos por X(M) su caracteristica de Euler y Itama 

remos gênero topolôgico de H a

P(M) =
Y  (2-x(M)) si M es orientable

2-X(M) si M no es orientable.

Si M es una superficie compacta y con borde 9M 4 0, nota 

remos M* a la superficie sin borde asociada a M , construi 

da pegando un disco a cada componente conexa de 9M. El gé­

néra topolôgico de M se define como p(M) = p(M*) y si 

k es el numéro de componentes conexas de M résulta 

X(M) = X(M*) - k < 2-k.

De este modo, si M es orientable se tiene:
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p(M) = p(M*) = I (2 - X(M*)) = i (2 - X(M) - k) y 

si M es no orientable,

p(M) = p(M*) = 2 - X(M*) = 2 - X(M) - k.

14.2. Construeclones.- Sean r G 2 y k G K con r+k < 2.

a) SI r+k es par existe M, superficie compacta y orient^ 

ble con X(M) = r, tal que 3M tlene k componentes conexas.

b) Existe M, superficie compacta y no orientable con

X(M) = r, tal que 3M tlene k componentes conexas.

Esquemat1zamos estas construcclones:

a) Sea D el dlsco, L la tira [o,l] x [0,l] y L* el

par de tiras cruzadas.

Asî si M es el resultado de pegar a D k-1 tiras Lj
1 - (■̂ -) pares L7 es obvlo que 3m  tlene k componentes conexas

y X(M) = X(D + Lj +...+ |) - 2 (1 -  ̂) = 2 - k - 2 + k+r = r

L 1 h

Figura 6



- 128 -

b) Si C es la cinta de Moebius y pegamos a D k-1 tiras 

Lj y 2-(k+r) cintas de Moebius Cj obtenemos una superficie M 

de modo que 3M tiene k componentes conexas y

X(M) = X(D+Lj +...+ - (2-(k+r)) = 2-k-2 + k+r = r.

Para conectar los resultados topolôgicos de superficies corn 

pactas con nuestro estudio de superficies de Klein y curvas algebrai^ 

cas de IR" se necesita:

14.3. Def inicion.- Sea F un cuerpo de funciones algebraicas en una va

riahle sobre IR y F̂  ̂ et aierre algebraico de |R en F.

Consideremos ^(F)j et espacio vectorial sobre F̂ ,̂ de di_ 

mensiôn finita^ de tas diferenciates sobre F.

Llamaremos gênero geomêtrico de F a g(F) = dim_ 0(F).
IR

14.4. Comen tar io.- Si K = (X, [U]) es una superficie de Klein com­

pacta (respectivamente de Riemann compacta) y F = E(K) es el cuer­

po de funciones meromorfas de K , 0(F) es el espacio vectorial so­

bre F|ĵ de las diferenciales holomorfas sobre X y llamaremos géne- 

ro geomêtrico de K a g(K) = g(E(K)). As i mismo usaremos R* en 

lugar de F̂  ̂ para designar el cierre algebraico de IR en E(K).

14.5. Observac ion. - Si F = IR(x)(y), y algebraico sobre IR(ic) , es 

un cuerpo de funciones algebraicas en una variable sobre IR y

Fq. = î(x)(y), enfonces g(F) = g(F^) pues el gênero es invariante
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por extension separable del cuerpo de coeficientes.

14.6. Definicion.- Un morfismo f : Kg donde Kj = (X, [U^])

y Kg = (Y, [Ug]) son dos superficies de Klein se dice un 

recubrimiento doble si para cada y 6 Y existe un entorno 

V de y de manera que: (a) f *(V) tiene dos componentes 

conexas Mj y Mg con f : ►► V homeomorfismo^ à (b)

f ^(y) = {x} y existen cartas (U,z), (V,w) de X e Y

centradas en x e y, taies que f(U) CI V y cumpliendo:

(i) w=f|^ = ^oz si y e 3Y
X e 3X

(ii) wofly = ((»ozoz si y 6 3Y, x 6 3X

( i i i )  w=f|y = s i  y t  3Y,

d o n d e <j) ; C : a+bi a+ |b|i.

Las superficies de Riemann y de Klein estân intimamente rel^ 

cionadas, pues se prueba en 1.6.1 de [2] que para cada superficie de 

Klein K existe una superficie de Riemann K^ y un recubrimiento 

doble fç ! Kç K. Ademâs existe una involucion antianalitica

: Kç Kg cumpliendo que fg.Og = fg. La tripla es

ûnica salve iaomorfismo.

14 7. Observacion.- Sea K = (X, [U]) una superficie de Klein y Kg

su recubrimiento doble. Si E(K) = IR(x)(y) entonces E(Kg) = Œ(x)(y) 

En consecuencia, usando 14.5 deducimos que g(K) = g(Kg).
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14.8. Propos ic ion.- Sea K = (X, [U]) una superficie de Klein compac

ta y con horde. Entonces:

(a) Si R* = Œ, g(K) = | (2 - X(K)).

(h) Si R* = IR, g(K) = 1 - X(K) .

Ademâs 3 en caso de ser R* = IR, se verifica:

(h.l) Si K es orientahle^ p(K) = -|-(g(K) - k+1)

(b.2) Si K es no orientable, p(K) = g(K) - k+1, siendo 

k el numéro de componentes conexas de 9X.

Demostracion.- (a) Si R* = <C es clasica la igualdad eri 

tre g(K) y p(K). Ademâs K es orientable por 1.3.2 de [2], luê

go

i (1 + g(K) - k) .

g(K) = p(K) = i (2 - X(K)).

1(b) Si R* = IR se tiene X(K) = y X(Kg). Por tanto,

g(K) = g(Kg) = Y  (2 - X(Kg)) = 1 - X(K).

(b.l) p(K) = I (2-k - X(K)) = Y (2-k + g(K) - 1) =

( 12

(b.2) p(K) = 2-k - X(K) = 2-k - (l-g(K)) = 1 + g(K) - k.

Con espiritu simp 1 ificador, para evitar el uso constante de 

la equivalencia funtorial entre curvas algebraicas reales (respecti­

vamente complejas) y superficies de Klein (resp. de Riemann), enun- 

ciamos:
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14.9. Propoeicion. - a) Si. C ee una curva algebraiaa irreducible so 

bre C la superficie de Riemann de C, esto es,

X = Rien^^ (C(C)) es una superficie compacta, conexa y sin

borde con p(X) => g(lR(C)).

b) Reciprocamente, toda superficie compacta y conexa y sin 

borde es la superficie de Riemann de una curva algebraica 

irreducible sobre Œ.

c) Si C es una curva algebraica irreducible sobre IR tal 

que IR(C) es ordenable, la superficie de Klein

X = Rien̂ ĵ  (IR(C)) de C es una superficie compacta, cuyo

borde tiene k f 0 componentes conexas y tal que:

i) p(X) - Y ( g (IR ( C ) - k+1) si X es orientable.

ii) p(X) = g(lR(C) - K+1) si X es no orientable.

d) Reciprocamente, toda superficie X compacta y con borde 

con k f 0 componentes conexas en 9X es la superficie de 

Klein asociada a un cuerpo de funciones algebraicas en una 

variable sobre IR.

Demostracign. - (a) p(X) = g(E(X)) * g(lR(C)).

(b) Es obvio pues hay curvas algebraicas irreducibles sobre 

C de todos los géneros.

(c) Si 9X = 0, se prueba en 2.5.6 de [2] que -1 es suma de 

do5 cuadrados en E(X) ~ IR(C), en contra de la ordenabilidad de
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IR(C). Asî 9X 4 0. El resto se sigue de b) de 14.8.

(d) Vêase 1.7.1 de [2].

14.10. Observac ion.- En 11.20 de [l], se hace notar que para 

X = Rie^^ (IR(C)) es

9X = {D G Rien\^ (IR(C)) : D/m^ = IR} ,

donde ntjj es el ideal maximal de D.

Asî si IR(C) es ordenable y K = (X, [u] ) » es R* = IR y 

9X 4 0; es mas, 9X es homeomorfo a un modelo liso y complete de 

IR(C) .

14.11. Proposicion.- Sea C una curva algebraica real, esto es, con

IR(C) ordenable, de modo que X = Riem^ (IR(C)) es orienta­

ble. Sea k el numéro de componentes conexas de C. Enton 

ces:

(1) k < g(IR(C)) + 1. (Teorema de Harnack).

(2) k-1 5 g(iR(C)) (môdulo 2).

Demostracion.- Sea K = (X, [u]). Al ser !R(C) ordenable,

se verifica que R* = IR. Puesto que X es orientable, deducimos de

14.8 que

p(K) = Y (g(K) - k+1).

Como p(K) ÿ. 0, se deduce que g(K) k-1. Asî probaraos (1).

Por otra parte, como p(K) es un numéro entero, ha de ser 

g(K) - k+1 par, con lo que se demuestra (2).
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14.12. Propos ic ion.- Sea F un cuerpo de funciones algebraicas sobre 

R en una variable y K = Rlen̂ ĵ F la superficie de Klein aso 

ciada a F. Pongamos K = (X, [U]). Entonces:

(a) 3x 0 0 si y sôlo si F es ordenable.

(b) R* = (t ei y sôlo si 3x = 0 y Y. es orientable.

(c) R* = !R y F no es ordenable si y sôlo si 3X = 0 y

K no es orientable,

Demostracion.- (a) En c) de 14.9 vimos que si F es ordena­

ble, entonces 3X 4 0.

Reciprocamente, si 3X = {d 6 X : jjp- = |r ) no es vacîo, exi^

te D 6 X , IR C  D C  F tal que es ordenable. Entonces F tam-

biën lo es.

(b) Aplxquese 1.6.3. de [2].

(c) Si F no es ordenable, 3X = 0 por (a). Si K fuese

orientable, séria R* - C en virtud de (b).

Reciprocamente, como K no es orientable, no puede ser

Rg = C aplicando (b). En consecuencia R* = IR. La no ordenabilidad

de F se deduce de (a).

14.13. Observac ion.- Con las notaciones anteriores, es cierto que 

3X f 0 implica que R* = IR. Sin embargo el recîproco no es cierto: 

considërese f •= x^+y^+1 y F el cuerpo de fracciones de —  ̂ .

Tomemos X = Rie^^(F)
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2 2Como -1 = X +y en F, por (a) de 14.12 deducimos que

3X = 0.

Sin embargo, al ser f irreducible en (C[x,y], un résulta^

do clasico de Lang [2 4] permits concluir que R* = IR.

Ahora estamos en condiciones de construir curvas algebraicas 

reales cuyo gênero y numéro de componentes conexas este prefijado.

14.14. Teorema.- Sean g y k dos numéro enteros taies que

1 ^ k g+1. Entoneesy existe una curva algebraica real C 

de gênero g J/ k componentes conexas. Ademâs, si

K = (X, [U] ) = Riem^OR(Cl), se tiene:

(a) Si k-1 f g(mod.2), K es necesariamente no orientable.

(b) Si k-1 = g (mod 2) , existen dos curvas Cj y C^, 

taies que Kj = Rie^^OR(C^)) es orientable y

Kg = Rien^j^ÔR(Cg) ) no lo es.

De most r a d o n . - (a) Se sigue de 14.11.

Probamos en primer lugar la existencia, en el caso 

k-1 = g (mod. 2) de curvas algebraicas reales cuya superficie de 

Klein es orientable.

Tomamos r = 1-g. Como k ^ g+1, se tiene: r+k ^ 1-g +

+ g+1 = 2.

Ademâs r+k = 1-g+k = (k-l-g)+2 que es par.

Ahora por 14.2 (a), existe una superficie compacta y orieri
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table X cumpliendo:

(i) X(X) = r

(ii) X tiene k componentes en el borde.

Como k ï* 0, se sigue de 14.9 (d) la existencia de un cuerpo F de 

funciones algebraicas sobre IR, de modo que Rie^^F = X.

Escogemos C modelo liso y complète de F. Como 3X 4 0,

se sigue de 14.12 que F es ordenable, luego C es curva algebrai­

ca real. Ademâs, por 14.10, 9X es homeomorfo a C, luego C tie­

ne k componentes conexas.

Sôlo falta probar que g(IR(C)) - g. Pero, al ser 3X 0 0 es 

R* * IR, luego por b) de 14.8 es

g(IR(C)) = g(X) » 1 - X(X) “ 1-r = g.

La construccion de una curva algebraica real con gênero g y k com 

ponentes conexas, cuya superficie de Klein sea no orientable, se reji 

liza de modo anâlogo, usando (b) de 14.2. *

Finalizamos este pârrafo recuperando la informaciôn que de 

una superficie de Klein se recibe a partir de su cuerpo de funciones 

meromorfas, esto es, de la curva algebraica asociada.

14.15. Proposicion.- Sea K = (X,[u]) una superficie de Klein compac 

ta y F = E(K) su cuerpo de funciones meromorfas. Sea K̂ . 

el recubrimiento doble de K.

(a) Si R* = (C, E(K^) = E(K) X E(K)

(b) Si R* = IR, E(Kg) ̂  E(K) C .
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Demostracion.- (a) Si R* = C , 9X = 0 y X es orientable, 

luego Kç es disconexo y consta exactamente de dos componentes cone­

xas. (Puede verse en 1.6.3 de [zj, o algebraicamente, sin mas que ob­

servât que todo f G IR [x ,y] irreducible en IR [x,y] pero no en 

C[x,y], se descompone en f = fj.fg, ® C[x,y] e irreduci­

bles) .

(b) Cuando R* = IR se sigue de 1.6.3 en [z] y de 14.12. la

conexiôn de K^, luego E(K^) = E(K) (/^).

14.6. E.i emplos . - Sea f 6 IR [x ̂ y] irreducible en IR [x , y] ,
IR [x , y] .F = c.f.  ̂' kp el cierre algebraico de IR en F y

Rie^^F = Y(F).

A) Caso en que R* =__C. Entonces, usando 14.12 Y(F) es orientable

y su borde es vacîo. Ademâs f es reducible en C [x, y] como produjc

to de dos factores irreducibles. Llamando y fg a diclios factures
C [x y 1y = c.f. ) se tiene:

(1) g(Y(F)) = g(F) = g(F<& G) = g(F^), i=l,2.

@[x,y]
(2) — — ; T = E(Y(F) ) = F X F.f.<C[î^J ®

B) Caso en que F es ordenable. En virtud de 14.12, el borde de Y(F) 

no es vacîo, y si k es el numéro de componentes conexas de 9Y(F), 

entonces, por 14,10, todo modelo liso y complete de F tiene k com 

ponentes conexas.

Ademâs X(X(F)) = 1 - g(F), luego, usando un resultado de 

[z] , X(Y(F)jj.) = 2 - 2g(F). Asî, el gênero topologico de Y(F)g es
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g(F). Ademâs, utilizando 14.15, E(Y(F) ) = F ®  <I.

C) Caso en que F no es ordenable y - IR. Usando 14.12 sabemos

que el borde de Y(F) es vacîo y que Y(F) no es orientable. Ademâs, 

E(Y(F)g) = F ®  (E.

14.17. E.i emplos. 1.- Sea f 6 IR[x,y] y {f = 0} una curva algebra^ 

ca real (esto es, es ordenable), de gênero cero. En tal caso

F = IR(X) y estamos en el caso B de 14.16. Como g(F) = 0,

X(Y(F)g) * 2 y por tanto Y(F)^ es una esfera.

Como los idéales maximales de R[x] son de la forma (x-a) ,

a 6 IR o ((x-a)^ + b^), a , b 6 IR, los puntos a+b^ y a-b^ de la

esfera -entendida como compactificaciôn de C- son indistinguibles. 

Por ello Y(F) es la compact i f icac ion de C"*" = {a+b^ 6 <C ; b ^ 0} , 

que es el disco D.

Este mismo resultado lo podemos obtener sin mâs que apreciar 

que Y(F) tiene borde no vacîo y evidentemente conexo -la circunferein 

cia es un modelo liso y completo de F- y utinizando la igualdad:

X(Y(F)) “ l-g(F) = 1. Por 14.2 Y(F) = D ya que al ser

p(Y(F)) = 0, Y(F) es necesariamente orientable.

2 2  iRf*,y12.- Sea f(x,y) = x +y , F = c.f. (— -- )•

Asî en F,(^)^ = -1 luego R* = C. Estamos pues en el ca­

so A de 14.16.

Como f = (x+iy)(x-iy) en c[x,y], es g(Y(F)^) =

= g(c.f. ) = 0. Consecuentemente, Y(F)^ es la esfera.
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Como Y(F) no tiene borde y es orientable de gênero alge­

braico cero, tambiên es una esf*era.

2 23.- Sea f(x^y) = x +y +1. Como vimos en 14.13 si 

F = c.f. I— , F no es ordenable y R* = 1R.

Usando C de 14.16 deducimos que Y(F) no tiene borde, no

es orientable y su gênero algebraico es cero. Por (b) de 14.8

X(Y(F)) = 1, luego Y(F) es un piano proyectivo.

r , IR [x, y]4.- Sea f G E [x, yj y F = c.f. (— yyy---) de gênero algebrai

co uno -esto es, {f = 0} es una curva elîptica no necesariamente

real. En cualquier caso, X(Y(F)) = 0 por 14.8. Utilizando 12.38 

de [l] y nuestro 14.12 obtenemos:

(a) Si R* = (T, entonces Y(F) es una botella de Klein.

(b) Si 3Y(F) es conexo, Y(F) es una cinta de Moebius.

(c) Si 9Y(F) no es conexo, entonces, por (1) de 14.11 

tiene dos componentes conexas e Y(F) es una corona circular.

§15. El grupo de automorfismos de una curva algebraica real

En esta seccion estudiaremos el grupo de automorfismos del 

cuerpo de funciones algebraicas de una curva algebraica real en fun 

cion de su gênero g. El caso g = 0 no merece atencion. Para ello 

empleamos la têcnica de los grupos cristalograficos no euclîdeos.

15.1. Teorema.- Sea C una curva algebraica real de gênero mayor o 

igual que dos. Entonces, el grupo de automorfismos de IR(C)
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ee fini to.

Demostraciôn.- Llamemos K = (X, [U]) a la superficie de

Klein Rie^^OR(C)) asociada a IR(C) . Como IR(C) es ordenable, el

borde de X no es vacîo. En consecuencia, X se represents en la

forma X = ^ donde D = y F es un grupo cristalografico no

euclîdeo -para abreviar, F es un grupo N.E.C.- (vêase Preston [36]). 

(Para la definicion de grupo N.E.C. nos remitimos a Wilkie [42]).

Por tanto, G = Aut(IR(C)) = Aut(E(K)) es un grupo de auto 

morfismos de -p. Llamando H al grupo de isometrîas del piano hi- 

perbôlico, incluyendo aquellas que invlerten la orientaciôn, se sa-
r -, Nuff)be, May [29] , que G =  ^—  .

En virtud del teorema de Macbeth y Singerman [2 6], y puesto
Nh (F)

que Ny(P) es un grupo N.E.C., deducimos la finitud de  p  y

en consecuencia la de G.

15.2. Comentario.- La informaciôn acerca del grupo de automorfismos 

de IR(C) cuando el gênero de C es mayor o igual que dos es mucho

mayor que su finitud. Aunque no los usaremos en lo que sigue, dest^

caremos algunos resultados en esta direcciôn.

En [7] hemos probado, para curvas algebraicas reales de gè 

nero dos, que Aut(|R(C)) es siempre no trivial, y que los unicos gr

pos que son subgrupos de Aut(|R(C)) son:

^ 2 ’ ^ 3 ’ ^ 4 ’ ®2* ^ 6 ’ ® 3 ’ ®4 ^ ® 6 ’ donde

D^ représenta el grupo diedral de 2n elementos.
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Tambiên probamos que existen curvan algebraicas reales de 

gênero dos cuyos grupos de automorfismos son Dg, y D^.

Por otro lado, usando el teorema 2.4 de [ô] para las curvas 

C construidas en 14.14 con k = 1, se observa que AutQR(C)) es 

cîclico o diedral.

= 1Âdemas, si n = p donde < p^ < ... < Pg son1 ^s  ^1 ''2
numéros primos, el gênero algebraico g de la curva algebraica real

C de mînimo gênero y conexa, tal que Aut(|R(C)) es Z'n 6 Dn va­

le:

^  - Pj+1 si = 1, 3g = 0 y K orientable

y K orientable

g =

Pl-1 si n = Pj 1* 2

si n = 2 y K orientable

si a J 0 1 orientable

n — -- + 1
Pi

si K no es orientable.

donde K = Rie^^(C).

Este resultado se prueba utilizando (4.1) y (4.2) de [ô] y 

las formulas (b.l) y (b.2) de 14.8.

Aunque en el teorema 15.1 estabamos interesados unicamente 

en la finitud del grupo de automorfismos de !R(C), se desprende de 

[30j y aplicando 13.5 que para cada curva algebraica real de gênero 

g, el orden del grupo de automorfismos de IR(C) esta acotado supe^ 

riorraente por 12(g-l).
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Por ultimo, resaltemos que para curvas algebraicas reales 

de gênero mayor o igual que très se conjetura que el conjunto form^ 

do por aquellas cuyo cuerpo de funciones algebraicas tiene por Gni- 

co automorfismo a la identidad es denso en el espacio de Teichmüller; 

es mâs, que su complementario es analîtico. Para curvas algebraicas 

complejas este resultado se obtiens, utilizando têcnicas de grupos 

fuschianos, a partir del teorema 2 de Greenberg [is],

Un anâlisis profundo del grupo de automorfismos del cuerpo 

de funciones de una curva elîptica real es el realizado por Ailing 

e.i [l] • Expondrcmos en lîneas générales dicho estudio, remitiêndonos 

a [l] para las demostraciones y sin pretender resumir toda la info^ 

macion que allî se obtiene, pues tan solo estamos interesados en prô  

bar la existencia de "suficientes" automorfismos.

15.3. Def inicion. - Se llama retïaulo de C a todo subgrupo di-soreto

L de (Œ,+) que sea jr-mâdulo de rango dos.

15.4. Observac iones.- Si L es un retîculo de Œ y B = {wj,Wg}

es una base de L, w^,Wg 6 C es L = Wj 2’ ®  Wg "B y

T = -- 0 IR por ser L discrete. A x se le llama cociente de L,
''1   ^

no depende de la base escogida y L = 2 ®  x2. Vêase 6.20 de [l]

El siguiente objetivo consiste en dotar a Œ/L de estruct^ 

ra de superficie de Riemann compacta de gênero uno y probar que toda 

superficie de Riemann compacta de gênero 1 es analîticamente équiva­

lente a C/L para cierto L. Esto se obtiene en 8.4 y 8.50 de [l]:
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15.5. Lema.- (a) Sea L un retiaulo de C, G un grupo abeliano y

una suoesion exaota. Entonces G ad 

mite una estructura de superficie de Riemann compacta de 

gênero 1, de modo que h es homeomorfismo local.

(b) Toda superficie de Riemann compacta de gênero 1 es ana 

liticamente équivalente a C/L para cierto reticulo L de 

Œ. Ademâs L * 2 ®  t2 con im T > 0 .

Tomando G = Œ/L y h la proyecciôn canânica se obtiene 

el resultado buscado.

De modo anâlogo, se prueba en 12.11 de [ij la siguiente:

15.6. Propos ic ion.- Sea K = (X»[U]) una superficie de Klein compac

ta de gênero 1 de modo que RrCk) ~ Entonces, existe

T 6 Œ con im T > 0 de modo que K y Œ/2 ®  t2 son dia 

naliticamente équivalentes.

En virtud de la coequivalencia funtorial definida en 13.5 

estudiaremos el grupo de automorfismos del cuerpo E(K) de funcio­

nes meromorfas sobre la superficie de Klein K a travês del grupo

de automorfismos de K (en la categoria y que vienen definidas,

na turalmente, por:

15.7. Def inicion.- Sea K = (X, [U]) una superficie de Klein. El

grupo de automorfismos de K esta constituido por los mor 

fismos g : K K taies que g : X X es homeomorfismo 

dianalitico. Notamos dicho grupo por Aut(K) y llamaremos

Aut^(K) al subgrupo de los automorfismos de K que conser
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van la orientaciôn.

En 13-10 de [l] se pone de manifiesto que considerando en

(E la estructura que hace de C una superficie de Klein,

Aut’*'(Œ) = (f^ ^ : a 6 €-{0}, b G C} ,

donde f^ : Œ (C : z az+b. En particular tiene gran interis el 

subgrupo Trans (t = {fj ^ = b G C} .

15.8. Construccion.- (Vêase [l], 13.11).

Sea K ■= (X, [U]) una superficie de Klein compacta de gêne

ro 1 y tal que * C. En virtud de 15.6 y notando

= 2 ® t 2 ,  existe T G C  con im T  > 0 de modo que X =  C / L T .

Sea = {g G Aut(C) ; z-z' G g(z) - g(z') G

y * G.J. n  Aut^(C). G.J. es un subgrupo de Aut(Œ) que contiens a

Trans Œ.

Ademâs, si ir : C ^ K = C/Lt es el epimorfismo canonico, 
existe x* : G^ » Aut(K) : g ^ g* donde g* es el homeomorfismo 
dianalitico que cierra el diagrama

K . La existencia

y unicidad de g* son consecuencia de ser g constante sobre cada

clase de C môdulo L.̂  .

Se verifica que ir* es sobreyectivo y
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Ker TT* D  G* = ^ : b G L^}.

Tenemos asî descrito el grupo de automorfismos de K en el 

E(K)caso R * . . = Œ . Sin embargo, para curvas algebraicas reales con

cuerpo de funciones ordenable necesitamos abordar el caso R*^^^ = IR,

9X 4 0.

Esto queda resuelto en 13.15 de [l] mediante la siguiente:

15.9. Construccion.- Sea K = (X, [U]) superficie de Klein compacta 

de gênero uno con 9X 4 0.

Usando 1.6 de [2], existe (Y,Ç,P), donde K' = (Y, [U'])

es superficie de Klein compacta de gênero uno con = <E, Ç es

una involucion ant ianal ît ica en Y, p : Y h- y /Ç es el epimorfismo 

canonico, y tal que X es dianalîticamente équivalente a Y/C.

Entonces Aut(X) = Aut (Y) D Aut^(Y) = Aut^(Y) donde

Autç(Y) = {f 6 Aut(Y) : f“C = Ç°f}.

Ademâs, eligiendo T G (t con parte imaginaria positiva y

tal que Y = Y^ se verifica que

x*(Trans IR) CZ Aut^(Y^), donde,

siguiendo la notaciôn de 15.7,

Trans IR = {f ̂ ^ : b GIR}.

15.10. Proposicion.- Sea E un ouerpo de funciones algebraicas en

una variable sobre IR, ordenable y de gênero uno. Sea C 

un modelo liso y completo de Y. y P, Q dos puntos de C.
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Entonces existe un morfismo hirracional f : C C que envia 

P a Q.

Demostracion.- Consideremos X = Riem^(E) y K = (X, [U])

la superficie de Klein de soporte X. Por (c) de 14.9 sabemos que 

3x 0 0 y por hipôtesis K es de gênero 1.

Sea (Y,Ç,P) la construida en 15.9.

Al ser Aut(X) = Aut^(Y) y

iT*(Trans IR) C  Autç (Y),

para cada par de puntos de 9X, la imagen por tt* de la traslaciôn 

asociada a su diferencia es un automorf i smo de X que transforma 

uno en otro.

Ahora, al ser C y 3X homeomorfos por 14.10 y puesto que

existe una equivalencia funtorial entre los automorfismos de X y

los morfismos birracionales de C segân 13.5, existe f : C C mo^ 

fismo hirracional con f(P) = Q.

§16. La propiedad de las ôrbitas densas en curvas algebraicas reales.

Las têcnicas desarrolladas en los epîgrafes anteriores de e^ 

te capîtulo permiten obtener informaciôn sobre el espacio de ôrdenes 

de curvas algebraicas reales.

Con precision, obtenemos una agradable caracterizacion geom^

trica de los cuerpos de funciones algebraicas en una variable sobre IR
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que poseen la D.O.P., mejorando los resultados obtenidos en el cap^

tulo anterior para mas variables.

16.1. Teorema.- Las ûnioas cuvvas atgebvaioas reales ouyo ouerpo de 

funoiones atgebraiaas es D.O.P. son las raoionales y las 

e Itptioas.

Demostrac ion.- Si un cuerpo F de funciones algebraicas sô  

bre (R tiene genero mayor o igual que dos, su grupo de automorfismos 

es finito en virtud de 15.1. Ahora de 10.2 se deduce que F no es 

D.O.P .

Por otra parte, el cuerpo de funciones algebraicas de una 

curva racional es |R(t). Pero IR(t) es D.O.P. por 4.4.

Tan solo queda estudiar el caso en que F sea de genero 1.

En primer lugar elegimos C modelo liso y acotado (complete)

de F de modo que todos los ôrdenes de F estân centrados en puntos

de C, usando 9.7.

Consideremos ahora un orden P en F y un abierto no vacîo

H de X(F).

Asî, existen f^+I(C),...,f^+I(C ) 6 F, f^ polinomios, ta­

ies que

0 ¥  = H(f j  + 1 ( C ) , . . .,f^ + I ( C ) ) C H

Como f 0, se sigue de 8.10 la existencia de A G C con

fj(A) > 0, 1 ^ j r. Puesto que los ôrdenes de F estan centr^
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dos en puntos de C, llamamos B 6 C al punto en el que esta centra^ 

do P .

Usando 15.10 existe un morfismo birracional f : C C tal

que f(A) = B. Sea g el automorfismo de F = !R(C) asociado a f.

Veamos que g ^(P) 6 Hj.

En caso contrario, existirîa j, 1 < j < r verificando que 

fj 0 g *(P). Enfonces g(fj) 0 P y en particular, g(fj)(B) <: 0.

Pero g(fj(B)) = fj(A) y fj(A) ^ 0  es absurdo.

Asî g ^(P) 6 H y F es D.O.P.

16.2. Comen tar io. - Al no ser IR(C) D.O.P. en general, no cabe plati

tearse cual es el mînimo ndmero r de automorfismos de IR(C), 

Oj,..-,0^, necesarios para que x(lR(C))=Oj^(H)U . . . U o ^ ( H ) ,  pa­

ra cada abierto H de X(|R(C)). Por ello no podemos utilizer las 

têcnicas elaboradas en el pârrafo 4 para "medir" el "tamano" de las 

curvas algebraicas reales y de sus subconjuntos semialgebraicos.

S in embargo, utilizaremos las proyecciones ortogonales para 

calibrar el "tamano" de las curvas algebraicas reales.

Para ello necesitamos con anterioridad el siguiente:

16.3. Teorema (Ailing, [l]).- Sea F un ouerpo de funciones algebrai

cas en una variable sobre ^  y % el genero de F. Enton-

oeSj si n = 2(g+l), existe f G ir[x] de grado n 6 n-1

tal que F ~ IR(V), siendo V la variedad de ecuaoiân 

y^ - f(x) = 0.
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Ahora podemos establecer

16.4. Teorema.- Sea F un ouerpo de funciones algebraicas sobre IR 

en una variable. Entonces:

(a) Existe un modelo piano V de E tal que ninguna pro-

yecciôn lineal de V es densa.

(b) Existe un modelo piano V! de E tal que alguna proyeo

oiôn lineal de W es densa.

Demostracion.- (a) Es suficiente utilizar el teorema de los

modelos, 9.5 (a). '

(b) Por el teorema anterior, existe f 6 ni[x] de modo que

.f. (% W -)F c.f. (— r------ ). Como allî, notamos n = 2(g+l), siendo g el
y -f(x) 

genero de F.

b.l. Si f es de grado n-1 impar, es suficiente considé­

rât la proyecciôn sobre x = 0.

b .2. Si f es de grado n y f(x) > 0 para cada x G IR,

proyêcteae sobre y = 0.

b.3. Si no suceden ni b.l ni b.2, elegimos a G JR tal que 

f(a) < 0. Ahora, para cada y G IR el polinomio Fy(x) = f(x)-y^ 

es negative en a, luego, al ser F^ de grado par, se anula en al- 

gun punto.

Asî pues, de nuevo es suficiente considérât la proyecciôn sô  

bre X = 0.
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16.5. Comentario.- Reeseribiroos el teorema anterior en lenguaje de 

extensiones de ôrdenes. Sea V (2 |R̂  el de (a). Sea x G IR(V) tran^ 

cendente sobre IR.

Ponetnos g : IR(x) IR(V) y

g* : X(fR(V)) x(IR(x)) : P g"^(P).

Ahora, usando 9.4 (2) se cumple que

im g*"' ■= g(V) (1)

Por (a) de 16.4 g(V) no es denso, luego, im g* 4 X(lR(x)), esto es,

no todo orden en IR(x) se extiende a F.

Sin embargo, se deduce de 4.15 que existen dos automorfismos 

proyectivos h^ y hg de IR(x), tales que h^(im g*) U hg(im g*) =

= X ( I R ( x ) ) .  Usando de nuevo (1) concluimos que para cada proyecciôn

de V existen dos "copias proyectlvas" de la misma cuya uniôn es den

sa en la recta sobre la que proyectemos.

En (b) se prueba que para una elecciôn adecuada de V' y 

X , g(V') es denso, luego todo orden de IR(x) se extiende a F.

§17. Secciones hiperplanas de variedades algebraicas

Dedicamos la ultima secciôn de esta memoria a presenter un 

procedimiento para clasificar las variedades algebraicas construidas 

sobre cuerpos realmente cerrados. Esta clasificaciôn viene dada por 

el tamano del conjunto de puntos centrales de la variedad. Dicho tam^ 

no lo "medimos" a travës del conjunto de hiperplanos que cortan a la 

variedad en un punto central.
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A lo largo del epîgrafe usaremos las siguientes:

7.1. No t ac ion es.- Sea R un cuerpo realmente cerrado, V CZ una

variedad algebraica jreal de dimension no nula y p el ideal de V.

Sean X = (Xj,...,X^), A = (A^,...,A^) indeterminadas sô  

bre R, A = r|x,A| y g = A^ + A^x^ +...+Anx^ G A.

Llamamos q al ideal p.A + g.A y G = V(q) a su variedad

de ceros en R^"*^.

Ahora, si ir ; r " x r "^^ R*^^ : (X,A) ^ A,

tt(G) = {X G r "^^ : existe x G V con g(x,X) = O),

luego si notamos al hiperplano de ecuacion

X + X,x, +...+ X X = 0 ,  son équivalentes: o i l  n n

• (a) : X G 1T(G)

(b) : n  V 0

Es obvio que 0 , 6 1t(G) y que.para cada r G R-{0},
r "

X = (r,£) 0 it(G).

17.2. Proposicion. - I. ir(G) es un cono de vértioe 0 G r”^^ .

2. Si G^ es el conjunto de puntos dentrales de G, enton

ces

tt(G^) = {X 3 r"^^ : existe x G con g(x,X) = 0}

S. Si V es compacte J entonces ti(G) y it(G^) son cevra

dos y it(G) no es denso en r”^^ .
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4. q n  r [ A ]= 0.

Demostracion. - 1. Es obvio pues O G it(G) y para cada

X 6 r ”^ ^ , r 6 R — (O), los hiperplanos y  ̂ coinciden.

2 . Vease [ll] .

3 . F : r” X »+ R : (x,X) g(x,X) es obviamente cont^

nua, luego F ^(0) es cerrado. Como para cada X 0 x(G)

F ^(0) r\ (V X {X}) = 0, para cada x G V y cada X 0 x(G) elegi­

mos U* y entornos de x y X en R^ y r ”^^ respectiva-

mente, de modo que U* x 0  F ^(0) = 0.

Por la compacidad de V existen Xj,...,x^ G V cumplien 
R X . \ \ \

do que V CZ \ ) U y asî, s in mas que tomar U = U M  ... H  U ,

se obtiene F(G) H  ü » 0-

Para probar que x(G^) es cerrado es suficiente repetir el 

razonamiento anterior utilizando la compacidad de (V^ es cerra

do contenido en V) y 2.

Veamos que x(G) no es denso en

Sea r G R^ tal que la bola B de centro el origen y radio

r contiene a V.

Entonces, si X 6 x(G), H  g î* 0 luego d(0,H^)^ < r^

y por tanto

Asî el abierto

2 7 2 2X„ - r^ (X, +...+ X ) C 0 o 1 n

ü = {X 6 p"+l ; X^ - r^(Xj +...+ X^) > 0}



- 152 -

no vacîo, pues (1,0,...,0) 6 U,y U H  v(G) = 0.

4. Si h(A) G q n  R [a3 , para cada x G V serîa h(A) =

= (A) . (A +x, A, +...+ X A ), luego cada f (A) = A +x A, +...+ x A ,X O J. J .  n u  X o x i  n n
X 6 V, séria un factor irreducible de h(A). Como V es no finito,

h(A) es cero.

17.3. Ej emplos.- 1. La compacidad no se puede suprimir en (3) de

17.2.

Por ejemplo, si V = {y^-2xy+l = O), (0,0,1) 0 n(G) y s in

embargo para cada r 6 R^ (~r,0,l) 6 Tt(G) pues , r) G V H

ri{y = r } .
Asî n(G) no es cerrado. Como V = Reg V, se sigue de 17.2 

que R(G) = v(G^) luego tampoco Tr(G^) es cerrado.

2. S in embargo, la compacidad no es condiciôn necesaria en

(3) de 17.2.

Por ejemplo, si V = {y - x^ = 0}.

TT(G) : {(Xjj.Xj.Ag) 6 R^ : Xj - AX^.Xg ^ 0}

que evidentemente es cerrado.

Como V = Vj, de nuevo tt(G^) = n(G) y por tanto ir(G^) 

tambiên es cerrado. S in embargo V no es compacte.

17.4. Observac ion.- Conservando las notaciones de 17.1, y puesto que 

q n  R [a] = {0}, existe un bomomorfismo no nulo de cuerpos

j : R(A) ^  R(G)
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Con las notaciones de 9.3 es j = tt : x p" R y por

(2) de corolario 9.4 se obtiene:

im j*'' = w(G^) (1)

Asî el "tamano" (vease 4.16) de im es el de tt(G^), y utiliza­

remos esta para clasificar V.

17.5. Definicion.- Llamaremoe numéro hiperptano de V, y lo notaremos
Cl +,0P)n^(V) a D (im j*, R( )) definido en 4.6 y 4.7.

17.6. Proposicion.- (a) Son équivalentes:

(i) El conjunto de hiperplanos que cortan a V en un punto 

central es denso.

(ii) Todo orden de R(A) se extiende a R(G).

( H i )  n^(v) = 1.

(h) Si V es compactet no todo orden de R( ') se extiende 

a R(G).

(c) Ojj(V) n+2 .

Demostracion.- (a): (i) => (ii)

. n+1Por (i), tt(G^) = R , luego por la formula (1) de 17.4 
n+1es im j* = R

Asî, usando 4.9, es im j* = X(R(A)).

(ii) =*» (iii) es trivial.

(iii) =»" (i).



- 154 -

Como n^(V) = 1, existe f G (TP) , con f(im j*) =

= X(R(A)). Como f es biyecciôn tambiên im j* = X(R(A)), luego.
.n+1por 4.11 es im j = R y por (1) de 17.4 se concluye.

(b) Es inmediato usando (a) y (3) de 17.2.

(c) Por 4.12.

Obtenemos una primera mejora de (c) de la observaciôn ante­

rior raediante:

17.7. Proposition.- El numéro hiperplano de toda variedad algebraica

real de dimensiân positiva contenida en r” es menor o igual 

que n+1.

Demostracion.- 1. En primer lugar probaremos la existencia 

de f 6 r [A^,...,A^] homogêneo y tal que

A = {X G R"+l : f(X) > 0} Cw(G^).

V es no vacîo pues dim V î* 0. Asî it(G ) î* 0, luego

im j 4 0, es decir, im j*'' 4 0- Como im es abierto, se d£

duce que dim im j = n+1, y puesto que

.n+1im j*" C  TT(G^) C  V(I(lT(C^))CI R 

llegamos a que dim V(I(it(G^))) = n+1.

Asî, usando un resultado de Recio [37] , tt(G^) tiene dimeri 

siôn igual a n+1.

En consecuenc ia, tt(G^) contiene una bola abierta y, por cô  

modidad, supondremos que es la de centro (0,0,...,s), s 0 y ra-
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radio r. Llamamos B a dicha bola y D = B H { =  s). Es obvio 

que D C  w(G^) y al ser este un cono de vêrtice el origen 0, la fe

gion encerrada por el cono que proyecta el borde de desde 0

esta contenida en ir(G^)

3D

Figura 7

Pero el cono 

2

tiene por ecuacion

(A^ +...+ - r^ ,o n-1 n luego

.,A ) = s^(A^ A^ ,) - r^ A^ es el polinomio buscadon o n-1 n

2 . Para cada 0 < k  ̂ n-1 consideremos

; R(A) ^ r (A)

b . A

donde a = — , - 1

Aj + Aj, j f n, j f k

Como la matriz asociada a f^ es
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1 0 0 . . .  0 . . .  0

0 1 0 ... 0 ... 0

0 0 0 ... 0 ... b

0 0 0 ... 3 ... 0

cuyo

déterminante es +1 4 0, cada 6 G^^^OP).

Llamamos

Es évidente que cada

R"+l
f L. :

(A^,....A^)

n+1

es horaeomorfismo.

Probaremos que f^(im j*) U ...  U f^(imj*) = X(R(A)). Para 

ello es suficiente, usando 4.9 y que f es homeomor f ismo, con demo^

trar que f (im j*)^ U . . . U  f,(im j*)^ .n+1

Ahora bien, al ser A Cir(G ) y n(G ) = im j * , es

{0} U fĵ (A) C  fĵ (im j*)*.

Asî, todo se reduce a ver que

R"+'- (01 C  f.(A) U. . .U  f (A).

Pero, si esto no ocurriese, existirîa (X e r ”* —  {o} tal

que ;
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- 8^ <A^ +...+ A^_i> < 0

(Xj +...+ X^_j + X^) < 0
9 9 7  9 9  9 9 9 9at r X, - a ~  + X, +...+ X„ , + b^ X„) < 0i o  ̂ n — 1 n

a'r^ x2_, - s' (X̂  + X̂  + . + X^Ll + < «

Sumando:

luego

Entonces

X^(r' - s'.n.b') + x'j(a'r'-n.s') -...- X^(a'r'-s'.n) < 0,

2 2
x'(r' - + (s'(n+l)' - n s')(x' +...+ x' .) < 0

s'(n+l)' ° ""1

x' |r'(l -  5 _ )  I + s^j(n+l)' - n| (x' +...+ x' ,) 3 0
" I (n+i)^ I °

Esto es absurdo pues (n+1)' > n y (Xg,...,X^) 4 0.

Como comprobaremos mas adelante, n^CV) no es invariante 

bajo isomorfismos birracionales; mâs aun, ni siquiera lo es bajo isô  

morfismos algebraicos ambiente. Sin embargo:

17.8. Proposicion.- El numéro hiperplano es invariante bajo aambios 

lineales de aoordenadas.

Demos t rac ion.- Sea V CZ r '' variedad algebraica real y 

g : r” r ” un cambio lineal de coordenadas. Notemos W = g(V) y
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probaremos que n^(V) = n^(W).

Ponemos g  ̂ = h = (hj,...,h^), con (y^,. . . , y^) *

■ + 'il +- '+ 'i„

La matriz A = (aw ) 1 ^ i,j ^ n es regular al ser h un 

cambio lineal de coordenadas. Ahora, si Y = (y^,...,y^) y llamamos 

p ’ = I(W) r [y ,A] + (A^+Aj yj +...+ y^) r [y ,a ]. G' = V(p'), se

tiene:

A G tt(G ) <=*" existe x 6 V con 0 = A +A,x, +...+ A xc c o i l  n n

y como = g(V^), esto équivale a: existe y G con

n n n
(^o + % 3. A ) + 1 ( 1  a. A.)y. = 0.

° i=l ^o ^ j=l i=l 1 j

Como f : R(A^...A^) R(A^...A^)
n

A ^ A _ +  Ta. A.

^  "  j .  ' i i  '‘ i

tiene por matriz 1 0

0 1

0 0 a
10

1 1

0 0 a In

ni

que es regular por serlo A, se deduce que f G G^^^ CP).

Finalmente, llamando
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'------- 1 r "+‘
£ :

(A^t•••;Â ) *  ̂(f(Ap)t..•,£(Â ))f

es inmediato que £ es homeomorfismo.

Por ello, si n^CV) «= k, existen £^,...,£^ 6 G^^j(lP) ta

les que = £j (im j*)^ U . . . U  £ĝ  ( im luego, al ser
k ----------

ir(G ) = f  ̂(tr(G * ) ) , se sigue que £. ° £  ̂ (n(c')) = R^** y de
k

aquî concluimos que f. » £ ^(im j Ÿ) = (R(A)), donde
1 = 1 ^

jj : R(A) R(W).

En consecuencia n^^(W) < k y por simetrîa n^(V) = n^(W).

17.9. Proposicion.- Et numéro hiperplano de una variedad algebraica 

real no depende del ambiente en el que esta sumergida.

Demostracion.- Sea V d  r” y suponemos que su dimension de

inraersion es d. En virtud de 17.8 se puede suponer:

V C  ( x . ,, =....= X = o} d+1 n

Llamamos W = {(Xj,...,Xj) G R** : (Xj,...,X^, 0,...,0) G v}

Debemos probar que n^(V) = n^(W).

Notemos que X' = (x^,...,Xj), A' = (A^,...,Aj),

ql = I(W) r [x ’,A'] + (A^+Aj X j +...+ AjXj) r [x 'A’]

G' = V(q') y j J : R(A') R(G’) .

Es obvio que A = ^ #(G^) si y solo si

(A^; '*#Aj) 6 7t(G^).
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k
Ahora, si 6 G^^^OP) y ^  fjCim j*) = X(R(A))

se concluye, llamando

R(A^ ... A j R(A ... a )

A .

k
que gj(im j*) = X(R(A)) y por tanto n^(V) $ n^(W).

j = l k
Recîprocamente, si g^,...,g^ 6 Ĝ ^̂  ̂(IF) y g^(im j*)

i = 1
= X(r (A)), las ecuaciones de cada g. serân:

i V i>>L+ I Ri» A
8i( j) -

JO Z=o it ‘̂ t

+ j  < tt=o

siendo A . =

d’-oo

regular

Asi, y quizas teas un nuevo cambio lineal de coordenadas se puede sjj 
poner que

r X 
^oo dôo • • •

®i =
"oo dôo * • • es regular

" L
i

®do ...
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luego cada

A,i d
% .  + K l  V-c=o

es un elemento de y

Ly £^ (im j*) = X(R(A’)), por lo
i=l

que ng(W) < Ujj(V) .

17.10. E.i emplos. - (a) El numéro hiperplano de una recta es 1. En vijr

tud de 17.8 y 17.9 es suficiente probarlo para el ej e {y = O) = V

de r '.

Asî n(G^) = {(A^.AjjA^) 6 R^ ; î* 0} denso en R^, luê  

go Og(V) = 1 por 17.5.

(b) El numéro hiperplano de una cônica irreducible es dos.

Bâsta hacerlo para

(i) V = {y = x'}

(ii) V = {xy-1 = o)

(iii) V = {x'+y' = 1}

(i) R(G^) = {(X^,Xj,X2> 6 R^ : Xj - AX^.Xg ^ 0}

Asî, como tt(G^) no es denso en R ^ , se sigue de 17.5 que

n%(V) > 1.
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A2 ' ' "^2

y f : R^ "> R^ : (X^^X^.Xg) ^ ^^o’^l’~^2^’ es claro que T r ( G ^ ) U  

U f(^(G^)) es denso en R^, pues Tr(G^) CI ^

Asî como f es homeomorfismo, usando 4.9 se obtiene que

im j* U f(im j*) = X(R(A)), luego n^(V) = 2.

(ii) Sencillos calcules perraiten probar que

tt(Ĝ ) = {0} U {^2 — 0, ^0*^1  ̂ G} U 

U [{^2  ̂ 0 , x' - 4Xj Xg > 0} n ({Xj 4 0 } U  {Xj = 0 , X^ f 0})]

Si tt(G^) fuese denso, tambiên lo serîa {X ' - 4Xj* X 2 ^ O},

y êsto es falso.

Asî n^j(V) > 1 .

que

Como fr(G^) d  {X^.X2 < 0} , la f definida en (i) cumple

im j* U f(im j*) = X(R(A)), luego n^(V) = 2.

(iii) Es fâcil comprobar que

Ti(Gc) = {x' - x' - Xg < 0} 

Como V es acotado, n ̂̂ ( V ) > 1.

Por otra parte, si
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f : R(A^,Aj ,A2) '-----   ̂ RCAp.Aj.Aj)

A. . .A,

el mismo razonamiento seguido en (i) prueba que im j* U  f(im j *) =

= X(R(A)). Asî n^XV) = 2.

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que no toda la info^ 

maciôn geometries de una variedad algebraica real queda recogida en 

su anillo.

17.11. Proposicion. - Existe un isomorf ismo algehraico F : r' ->• r' 

y una variedad algebraica V de r' de manera que si 

W = F(V), n^(V) 4 Ug(W).

2 2 Demostracion.- Sea F : R '-------► R
2 2 

(x,y) '--------- (2x + ^  * 2x + 2—  + y)

2 2 Si G : R  -------

(u.v) ,-------- . (2u -

se comprueba que F» G = G» F = 1 g ; luego ambos definen automorfismos

algebraicos de R[x,yj.

Sea V la recta X = Y. Ya hemos visto que n^CV) = 1. 

S in embargo, W = F(V) es la conica

(y-x) (4+y-x) - 2x = 0, que
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mediante el cambio lineal de coordenadas y-x = u
X “ V se transforma

en la parabola (u+2)' - 2(v+2) = 0.

Asî, por 17.10 y 17.8 es n^(W) = 2.

Como cabe esperar a la vista de la proposicion anterior, el 

numéro hiperplano no es invariante por desingularizaciôn:

17.12. E.i emplo. - Sea V = {y' - x'(l+x) = 0}.

Sencillos câlculos perraiten apreciar que

{Xg ^ 0}CIff(G^), de donde se concluye

la densidad de iî(G^). Por tanto n^(V) = 1.

S in embargo, explotando el origen se obtiene la parabola 

{y' - (1+x) = 0} = W y por 17.10 es n^(W) = 2.

La cota obtenida en 17.7 se puede reducir de modo sensible:

17.13.- Teorema.- El nümero hiperplano de toda variedad algebraica 

real es uno ô dos.

Demostracion.- Es claro que basta hacerlo para curvas.

Sea pues C d  r” una curva algebraica real; situândonos a% 

rededor de un punto regular de C, podemos asegurar la existencia 

de un entorno A de R y de funciones analîticas f , f 2 , . . . , f ̂ :

: A*-»-R, taies que si f : A » > r " : t (fj(t),...,f^(t)), se ver

f ica que im f d  C .
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Por comodidad supondremos que 0 G A.

Escribimos f,(t) =  ̂ b ., , t 6 A y para cada
 ̂ i=o

X = (X^,...,X^) 6 , se construye
n

f\(t) = + I ( I b X ) t \
 ̂ i=o j=l ^

Si rj es el radio de convergencia de cada f^, se tiene que

= -------------- , luego  —
lim /j b m . | lim J\ \ bm. X,|

J  ̂ j=l J J

\  TÎS " h h r n  \ |X I Ï j -j»l If J J j = l fj
Asî, si r = min {rj : 1 < j < n } , podemos suponer

(-r,r) d  A y --- ----  > — , luego F d  A R es analîn , n A n n

ttica en (- — , — ) = A. Como C no es un punto y cada f. es analî- n n J
ca en (- -^) no constante, existe t^ 6 (0, -^) de modo que,

llamando c  ̂ = fj(t^), 1 ^ j f n, los puntos P = j , . . . , b^^) y

Q = (cj,...,c^) son distintos.

Pongamos M = (X G r "'*’̂  : F^(0) . F^(t^) < 0}.

Asî, si X 6 M, existe t 6 (0,t^) d  A ' tal que F^(t) = 0, 

por lo cual X^ + T A . f.(t) = 0  y asî X 6 tt(G^). En consecuen-+ T A. f.(t) = 0 j = l J J
cia

M d  n(G^)

Ahora bien, si notamos por H al hiperplano X +X.x, X x = 0,\ 0 x 1 .  o u
es obvio que M = {X 6 r "^^ : deja a P y Q en distinto "semies-

pacio"}. Por ello, si [P Q] es el segmente que une P con Q, se
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verifies que

M = {X e n  [p Q] .
Pero, por 17.8 se puede suponer que P = (0,0,...,0) y Q = (0,0,. 

...,1), con lo cual

M = {X 6 : existe t 6 (0,1) con X^+X^. t = O} =

' ((*o+%n)^o ' “> U . X„ - 0).

Entonces, si g : R(A^ . . . A^) '--------- ► R(A^ . . . A^)

K  '--------- ' + K

^  - 2A„

A j '--------- ► A j 1 < j ^ n-1

y  i  ; R " + l   ------ ► R " + '

^^o***^n^ '  ̂ (3X^,+X^,X^.... A^ i,-5X^-2X^)

afirmamos que M U g(M) = Rn+1

Si no fuera asî, existirîa X 6 r”^^ con (X^R^^) 4 (0,0)

y cumpliendo que:

(Ao + %n)Ao > 0

(3Xo + A^)(2X^ + X^) < 0.
f 2Entonces ( X  + X X > 0

6x' + 5X X + x' < 0, de donde x' + x' < 0, y estoo o n  n o n

es falso.

Ahora, como M d  TT (G^) y im j*'' = ir(G^) obtenemos:
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im j*'' (J g(im j*)^ = . Aplicando 4.9, X(R(A)) = im j * U g(im j*)

17.14. Comentar io.- El teorema anterior permite clasificar las varieda

des algebraicas reales de r” en dos clases, segun que su numéro hi­

perplano sea uno o dos.

Aunque en 17.6 se obtiene una caracterizacion algebraica en 

funcion de la extend ibil idad de ordenes de cuando dicho numéro es uno 

o dos, parece de interes conseguir una caracterizacion geometrica. De 

moraento conocemost

(a) Si V es acotado, n^CV) es dos.

(b) Si V es una conica irreducible, n^(V) = 2.

(c) Si V contiene una recta, n^(V) = 1.

El numéro hiperplano, mas que medir el "tamano" de la varie^ 

dad V, fflide el de sus puntos centrales (que constituyen el "peda- 

zo" grande de la variedad). Para apreciar el tamano de respecto

de V, es razonable evaluar x(G) - tt(G^). La situacion es particu 

larmente sencilla cuando V es una curva.

17.15. Proposicion.- Sea V una curva algebraica real de r". Enton 

ces existe un subconjunto algebraico propio de que

contiene a n(G) - tt(G^). En particular - (x(G) -

- tt(G^)) es denso en r”^^ .

Demostracion.- Segun se prueba en [l4], dim G = n + dim V. 

Asî en nuestro caso dim G = n+1, luego dim (G-G^) < n+1, 
de donde dim tt(G-G^) < n+1.
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Sea W el mînimo conjunto algebraico que contiene a tt(G-G^), 

Segun prueba Recio en [37] , dim W = dim tt(G-G^) < n+1.

Asî ir(G) - 7t(G^) CI R(G-G^) C  W y W es un subconjunto al̂  

gebraico propio de .

La situacion anterior no es exclusive de las curvas, como 

queda de manifiesto en el siguiente;

17.16. Ej emplo.- Sea V el paraguas de Whitney, V : {x'-zy' = O}. 

Veremos que:

(a) tt(G) = R^ - {X G R^ : X^ 4 0, A ̂ = X^ = Xg = 0}.

(b) tt(Ĝ ) ={X^ = Xg = 0} U {X^ = 0, Xj 1* 0} U {Xg 0} U
U{Xg.X^ f 0, Xg = 0} U {X3 / 0, Xg = Aj = 0,

Xq • X3 < 0},
con lo cual tt(G) - v(G^) C  {Xg = 0} .

(a) El contenido CZ es évidente.

Por otra parte, si X^ = 0, el hiperplano H = A^x^+XgXyf

+ X3X3 = 0 y V se cortan en el origen.
X

Si X3 4 0, entonces (0,0 - -— ) G V 0  , luego

X G TT ( G ) .

Si X^ 5* 0, X3 = 0, Xj ^ 0 s.e verifica que

X- + X X~ + X -
(1) ( - ( ) , 1.-C - ~ -- -) ) G V n

Por ultimo, si X^ 4 0, X3 = 0, Xg 4 0, elegimos r G R
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r A. 2
tal que X^+ rX, = s ^ 0, y asî: (r, - (— ;— ) ) 6 fl V. (2)

(b) Es claro que = V - { x  = y = 0, z <  O} .

1. (X3 = 0) n  tt(G^) = (A3 = 0) ri tt(G).

Un contenido es évidente.

Para el otro, si X 6 ((A3 = 0) H  Tr(G) y X^ = 0, se sigue

que X e (X3 = 0) n  tt(G^) pues el origen esta en fl .

Si X 6 (X3 = 0) n  tt(G) y X^ f 0, se deduce de (a) que

(i) X^ 4 0, X3 = 0 , Xj ^ 0

(ii) X^ 4 0 , X3 = 0 , Xg 4 0 .
^2^^o 2Para (i), usando (1), y como (--  ) > 0, deducimos que

X G (X3 = 0) n  n(G^).

Para (ii), usando (2) vemos que X 6 (X3 = 0) D ir(G^).

2 . (X3 ^ 0) n  tt(G^) = (X3 ^ 0) n  [(Xg f 0) U { ( X g  = 0)fl

ri((Xj f 0) U  (Aj = 0 , X^.X3 < 0))}].

En efecto:

Sea X G (X3 4 0) H  ir (G^) . Si Xg 4 0, nada que probar. Sii 

ponemos por tanto que Xg = 0. Ahora, si Xj 4 0, hemos concluido. 

Pero, si Ag = Xj = 0, X3 ^ 0 y X G tt(G^), se sigue que 

: X^ + X3 z = 0 y Hĵ fl y 0 .

Por tanto existe z^ ^ 0 de modo que X^ + X3ZQ = 0  y asî

^o + %3'Ao ^o =
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Si = 0, se tiene que X^.X^ = 0.
- z

Si X y 0, concluimos que X„.X = — < 0. 
o j ° x'o

Para probar el otro contenido, tomemos X G tal que

X3 y 0 y Xg y 0. Entonces la ecuacion Xg + (X^+X^)t' + X^ = 0 

tiene alguna raîz a en R por ser de grado 3, y esta raîz es no n_u

la pues X^ y 0 .

Asî (i,a, G V ^ n  H , luego X G F(G^). Si X G R^,

X3 y 0 , Xg = 0 , Xj y 0 , puede suceder: (i) X^ = 0 6 (ii)

X o y 0 .

Si (i), (0,0,0) G n  luego X 6 n(G^).
2 2Si (ii), elegimos b 6 R de forma que b A - 4XQ.X3 > 0

4/A .X3
(tomese b = 1 si X .X, < 0  y b =   ----- si X . X ̂ > 0) .o J A J o J

Asî la ecuacion X,t ' + X,b' T + X b' = 0 tiene solution3 g 1 o
no nula y real c, y (c, b, -̂y) 6 H. H  v , con lo cual X 6 w (G ) .b^ A c c

Por ultimo, si X3 y 0, Xg = X ̂ = 0 y A^.X3 < 0, es

(0, 0, - G tt(G^).

S in embargo, ni siquiera la densidad de - (w(C) - tt(G^)

se verifica en general.

17.17. E.i emplo. - Sea V el balôn de Coste-Roy:

V = {(l-z')x' - - y^ = 0}

Como V contiene a la recta {x = y = 0}, tenemos 

fr(G)3 R^ - {X^ y 0, A3 = 0}.
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For otro lado, es obvio que sing V = {x = y = 0}.

Ademas Reg V CZ (|x| < 1, |y| ^ 1, |z| ^ 1 } .  En efecto:

Si (x,y,z) 6 Reg V, como (1 - x^ - x^)x^ = y^, para
2 2y = 0 no puede ser x = 0, y per lo tanto x + z = 1. En part^

cular IXI ^ 1, |y) » 0 , |zj ^ 1 .

Para y f 0, es 1 - z^ - x^ ^ 0  y as I x^+z^ $ 1. For

tanto Ix| < 1, IzI < 1 y |y (  ̂ = |xj^- |l-z^-x^| ^ |x|^ < 1, es

decir, |y | < 1 .

For ello Reg V CZ{x^+y^+z^ < 3}.

Asr, si X 6 x(C^) el hlperplano corta a

{x^+y^+z^ ^ 3}. En consecuencia d^(0,H ) ^ 3, esto es,

— ^ . 3 .
Xi + Xg + X3

For ello, ir(G^) C { X ^  - 3 (xj + X% + X3) 0}.

Finalmente,

x(G) - x(G^)Z) {X3 Î* 0, X^ - 3(Xj + Xg + X3) > 0}

que es abierto no vacîo de la topologîa fuerte de .

Los dos ejemplos anteriores ponen de manifiesto el distinto 

tamano que ocupa el conjunto de puntos centrales en diferentes varije 

dades algebraicas.

S in embargo la densidad, amen de topologico, parece un cri- 

terio algo grosero para distinguir el tamano de x(G) - n(G^).
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Desgraciadamente, no hemos podido définir adecuadamente el 

numéro hiperplano de un conjunto semialgebraico, con lo cual no di^ 

ponemos de herraraientas algebraicas para evaluar n(G) - m(G^) a

traves de secciones hiperplanas.

Paraguas de Whitney Balon de Coste-Roy

Figura 8
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