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INTRODUCCION

Notas histéricas

La definicién de cuerpo ordenado fue introducida por HILBERT

[1898] en relacidn con su trabajo sobre "Los Fundamentos de la Geome-
tria", aunque, quizds por falta de motivaciones, no estudid esta no~

cidn con detalle. Intuitivamente, su idea de "puntos situados entre

dos dados" es la precursora de la nocidn de cuerpo ordenado.

Un cuarto de siglo después, los trabajos de ARTIN-SCHREIER
[1927] y ARTIN [1927] constituyen el pilar fundamental para el desa-
rrollo de la teoria de cuerpos ordenados. Estos articulos estdn, al
menos parcialmenée, influi&os por la obra de HILBERT? El criterio de
ARTIN, que caracteriza los elementos de un cuerpo positivos en todos
los 6rdenes como las sumas de cuadrados, no s6lo conduce luego a 1la
respuesta (afirmativa) del decimoséptimo problema de HILBERT, sino que,

posiblemente, estd motivado por @&ste.

Los cuarenta afnos que siguieron a los trabajos de ARTIN y
SCHREIER fueron testigos de un considerable desarrollo de la teoria
de cuerpos ordenados. Por ejemplo, los escritos de BAER [1927] y
[1929] y de KRULL [1931] revelaron la intima relacién entre drdenes
y valoraciones; el célebre "Principio de TARSKI" [1948] para cuerpos
realmente cerrados, abrid un nuevo capitulo en la Légica Matemdtica
y el original uso por parte de ROBINSON [1961] de los infinitésimos

en el andlisis no standard ayudd a rehabilitar los anteriormente des



acreditados métodos de Leibniz.

En la década de los setenta, la teoria de cuerpos ordenados
ha cobrado un nuevo impulso. Autores tan prestigiosos como LAM [1980]
atribuyen este hecho al desarrollo del estudio de formas cuadriticas
sobre cuerpos ordenados, cuyo punto de partida es el "Principio Local-
Global" de PFISTER [1966]. Para estudiar formas cuadrdticas sobre cuer

pos es importante considerar, simultineamente, todos los &rdenes de di

cho cuerpo. Este punto de vista global abre nuevas vias de investiga-
cién y plantea cuestiones que no habian sido consideradas anteriormen
te. La idea central de las mismas es la siguiente: jcomo reflejan los
diversos 6rdenes de un cuerpo las propiedades de éste?. En b?ﬁﬁ],
HARRISON dota al conjunto X{(K) de los drdenes de un cuerpo K de

la topologia que tiene por base los conjuntos:
H(a;,...,a) = {p 6 x(K) : aj 6P, 1 < j<r}, donde

a;,...,a_86 K- {0}. Hoy en dia, un aspecto fundamental en la teorfa

de cuerpos ordenados consiste en analizar el espacio X(K).
El desarrollo experimentado por la teoria de cuerpos ordena
dos en el @ltimo decenio se ha reflejado ostensiblemente en la Geome

tria Algebraica Real.

Ya en los trabajos de HILBERT, parece latente un intento de
obtener un andlogo a su Nullstellensatz para el cuerpo de los niimeros
reales. Sin embargo, habrian de transcurrir setenta afios hasta que
DUBOIS [1969] y RISLER [1970] alcanzaran dicho objetivo. Este teore-

ma, enmarcado de lleno en la teoria de cuerpos ordenados, constituye



el punto de partida de un buen niimero de resultados que expondremos

m3as adelante.

Como se aprecia en este ripido resumen de los hitos fundamen
tales de la teoria de cuerpos ordenados, &sta se halla en estrecha co
nexidn con la teoria de valoraciones, la geometria algebraica real,
las formas cuadriticas y la 16gica, entre otras ramas de 1; Matemdti-
ca. Describiremos a continuacifn con mas detalle el desarrollo de la

teoria de cuerpos ordenados a través de estos campos.

1. Teoria de cuerpos ordenados y valoraciones.

En los trabajos de ARTIN-SCHREIER [1927] y BAER [1927] se
halla implicita la correspondencia entre los anillos de valoracidn
real de un cuerpo K (aquellos cuyo cuerpo residual es ordenable)

y los 6rdenes de K, definidos como los subconjuntos P de K que
verifican:

(a) P+ FCP.

(b) P.PCP

(c) P N (-P) {o,}
(d) p U (-p) K

Aunque en los afios ventiseis y ventisiete no se disponia to

]

davia del lenguaje de valoraciones, la idea de ARTIN y SCHREIER de
formar "cierres convexos” de subcuerpos de un cuerpo ordenado, y las
investigaciones de BAER sobre cuerpos ordenados no arquimedianos, an

ticiparon en parte la teoria general de valoraciones de KRULL.

Con mids precisidn: Se dice que un subconjunto L de un cuexr

po K es convexo respecto de un orden P de K si todos los elemen-w
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Yos menores (en el orden P) que un elemento de L estdn en L. Para
cada orden P en K y cada subcuerpec F de K, el menor de los sub
conjuntos de K que contienen a F y son convexos respecto de P
es

Val(F,P) = {a 6 K : existe b 6 F con b-a 6 P y b+a 6 P}.

Con 1la terminologia de KRULL, Val{(F,P) es un anillo de valo
racidén de K cuyo ideal maximal esti formado por los elementos
c 6 K "infinitesimales" con respecto a F -es decir, b-c 6 P y

b+c 6 P para cada b 6 (F- {0}) Ne- .

La importancia que la teoria de valoraciones ha tenido en
el estudio de los cuerpos de funciones algebraicas sobre los niimeros
complejos, empujd a importantes matemidticos de la dé&cada de los cin-
cuenta a desarrollar la teoria de valoraciones reales, o mejor, de
lugares reales, para cuerpos de funciones algebraicas sobre cuerpos
realmente cerrados. Los resultados fundamentales fueron obtenidos por
LANG [1953] que demostrd los teoremas de extensién y existencia de lu

gares, el teorema del homomorfismo y el teorema de inmergidn.

La correspondencia entre 6rdenes y lugares r;ales fue puesta
una vez mis de manifiesto por BROWN [1971]: Todo orden P de un cuer
po K induce un lugar real Ap : K= R UJ {»}, tal que el anillo de
valoracidn asociado a Ap es Val(Q,P). Reciprocamente, cada lugar
real XA : K& R |J {o} coincide con el lugar Ap inducido por algiin

orden P de K. Adem3ds ) = Ap si y sblo si X(P)C:Iﬁ+U {0} U {=}.

Desde el punto de vista global, debemos sefialar que en

[1973] ROQUETTE define el anillo de holomorfia de un cuerpo K como




Hol(K) = {a 6 K : A(a) # o para cada A 6 L(K)},

donde L(K) &es el conjunto de lugares reales del cuerpo K. Enton-

ces dota a L(K) de la topologia inicial para la familia de aplica-

ciones
3t L(K) » IR : A » A(a), a & Hol(K).
Los espacios L(K) y X(K) son compactos y

¢ ¢ X(K) » L(K) : P+ Xp es una

aplicacién continua.

Asi, la teoria de lugares reales contribuye al estudio del
espacio de 6rdenes de un cuerpo. En la misma linea, y centrindose en
el an3lisis de los cuerpos de funciones algebraicas, deben citarse

los trabajos de BROCKER [1977], SCHULTING [198i] y ANDRADAS [1982].

En el caso de una variable y cuerpo de coeficientes el de
los niimeros reales, ALLING y GREENLEAF, en [1971], desarrollan 1la

teoria de superficies de KLEIN y abren nuevos cauces de investigacidn.

Su idea es asociar a cada cuerpo F de funciones algebraicas en una
variable sobre IR el conjunto Riem(F) de los anillos de valoracién
de F’ que contienen a IR. Riem(F) tiene estructura de superficie

de KLEIN; su borde estd constituido por los anillos de valoracidn

real de F y no es vacio cuando F es ordenable. De este modo esta
blecen una co-equivalencia funtorial entre la categoria de superficies
de Klein compactas y econ borde y los cuerpos ordenables de funciones
algebraicas en una ;ariable sobre (R. Esta equivalencia permite, por

1)
ejemplo, obtener informacidn sobre el grupo de automorfismos de F,
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usando resultados de la teoria de "grupos cristalogrificos no eucli-
deos", desarrollada, entre otros, por WILKIE [1966], SINGERMAN [1974]
y BUJALANCE [1981]. Como en el 513 de esta memoria resumimos los re-
sultados bdsicos de ALLING y GREENLEAF, no nos extenderemos sﬁbre es
te punto. Sin embargo, debemos sefialar, que la correspondencia ante-
riormente descrita es exclusiva del caso de una variable, lo cual in
valida estas técnicas a la hora de abordar el problema de la clasifi

cacidén por automorfia de los &rdenes de extensiones en mids variables.

2. La teoria de cuerpos ordenados y la geometria algebraica real.

En el capitulo III, §36 y 8§37 de sus "Fundamentos de la
Geometria", HILBERT trata la cuestidon de las construcciones geométri
cas planas con regla y compas. Partiendo de puntos de coordenadas
yseeosX s las coordenadas de los puntos constructibles vienen dadas
por funciones f(xl,...,xn) calculables con sumas, restas, multipli
caciones, divisiones y extraccidén de raices cuadradas. En su intento
de caracterizar estos puntos, HILBERT se enfrenta con el problema de
cimosé@ptimo. Podemos considerar por tanto que la teoria de ARTIN-
SCHREIER es el primer punto de contacto de la geometria y la teoria

de cuerpos ordenados.

En las pruebas actuales del decimoséptimo problema de HIL-
BERT, alguﬁos aspectos técnicos de la solucidén de ARTIN, tales como
el estudio de las propiedades "racionalmente especializables', son
reemplazados por los resultados de LANG citados en el epigrafe ante
rior. Estos, en cuanto que conciernen a los cuerpos de funciones al

gebraicas, son los precursores en el estudio de la geometria birra-




- vii -

cional sobre cuerpos realmente cerrados.

Posteriormente, los teoremas de los ceros obtenidos casi si
multineamente por DUBOIS y RISLER, fueron el punto de arranque de una
importante parcela de la teoria de cuerpos ordenados y que, con pala
bras de LAM [1980], llamaremos "Algebra Conmutativa Real'". Los prime
ros trabajos en este drea son los de ﬁﬁBOIS—EFROYMSON [1970] y STEN-

GLE [1974].

Este ltimo generaliza el teorema de DUBOIS-RISLER con su
"Semialgebraic Nullstellensatz", caracterizando los polinomios que se
anulan sobre un conjunto semialgebraico cerrado. Ademds, con el Posi-
tivstellensatz", caracteriza los polinomios no negativos sobre un se-

mialgebraico cerrado.

Las pruebas realizadas por STENGLE son demasiado largas pues
redemuestra un caso particular del conocido "Criterio de Serre" [19A9],
sobre existencia de un orden en el que sean positivos ciertos elemen-
tos dados a priori. En la misma direccidn que los resultados anterio-
res debemos citar el articulo de RECIO [1979J en el que caracteriza
los polinomios que se anulan sobre un semialgebraico abierto de una

variedad algebraica.

En nuestro recorrido a través de los teoremas de los ceros
no podewos olvidar el obtenido por BOCHNAK y EFROYMSON [1980] para
el anillo de funciones de Nash sobre un abierto semialgebraico, uti

lizando el Principio de TARSKI y una "fdrmula de sustitucidn".

El estudio de la geometria semialgebraica ha sido abordado
k3]
desde distintos angulos. Las técnicas mAs adecuadas hasta el momento



parecen ser las de BRUMFIEL [1979] y COSTE-COSTE rROY [1980].

El método de BRUMFIEL consiste en asociar a cada semialgebraji

co S el par formado por el dlgebra reducida y finitamente generada
R[x]

I(S)

versible por cuanto, a cada par (A,B), donde A es un dlgebra redu

A(S) = y un orden parcial BS en A(S). La construccibn-es re
cida finitamente generada y B un orden parcial en A, se le asocia
un semialgebraico S(A) de forma que (A(S(A)), BS(A)) y (A,8)

son isomorfos en la categoria de anillos parcialmente ordenados sin

nilpotentes. BRUMFIEL redemuestra y generaliza de modo sistemidtico la
mayoria de los resultados conocidos hasta entonces; por ejemplo, el
"positivstellensatz" de STENGLE & el teorema de extensidn de lugares

de DUBOIS [1979].

Por su parte, COSTE-COSTE ROY introducen la nocidn de espec-

tro primo real de un anillo real A. Sus elementos son los preconos

primos de A definidos como aquellos subconjuntos © de A que veri
fican:

(a) 1 ¢ a

(b) -x2 6 a para cada x 6 A

(c) x+y 6 a para cada x,y 6 A

(d) x.y 6 a si y s8lo si x 6 a, -y €6 a 8 = 6 -a,

y 6 .

La manera de fabricar preconos congiste en elegir un ideal primo real
p en A, un ordemn P en el cuerpo de fracciones de A/p 7y colecci
nar a = {a 6 A : atp 6 (-P)}. Ademds, todo precono de A es de est

forma.
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Con estas técnicas, COSTE y COSTE ROY sientan las bases alge
braicas para el estudio de la geometria de las variedades reales V

a través del espectro primo real de R[V].

Entre otros resultados, demuestran la invarianza birracional
del nimero de componentes conexas de las variedades algebraicas rea-
les acotadas y no singulares; obtienen agradables resultados sobre as
censo y descenso de ideales y establecen una teoria de la dimensién

en geometria algebraica real.

Mis recientemente, DUBOIS [1980] y DUBOIS-RECIO [1981] con-
siguen diversos resultados acerca de los subconjuntos semialgebraicos
de una variedad algebraica V mediante el estudio del espacio de dr
denes de R(V). Los epigrafes cuarto y octavo de esta memoria descri
ben las técnicas introducidas por DUBOIS y RECIO y en los mismos se
resuelven problemas planteados en los articulos anteriormente citados,

por lo cual, no hacemos sino mencidén de los mismos.

3. Teoria de cuerpos ordenados y formas cuadriticas.

La teoria algebraica de formas cuadriticas sobre cuerpos co
menzd en [1937] con WITT y tomd una nueva direccién a partir del tra

bajo de PFISTER [1966].

El punto de enlace entre los cuerpos ordenados y las formas
cuadriticas se halla en la idea de signatura de SYLVESTER. Si WF

es el anillo de WITT de un cuerpo F se define, para cada orden P

1
en F, la aplicacidn signatura, sigP : WF » 2, del modo siguiente:

para cada q 6 WF, se diagonaliza q = <a;,...,a > y sigP(Q) »



es la diferencia entre el niimero de aj que pertenecen a P y el
niimero de a; que pertenecen a (-P). Utilizando el argumento cli
sico de SYLVESTER se demuestra que sigP estd bien definida y que
es homomorfismo sobreyectivo. Si RP es el cierre real de F con

respecto a P, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

sig
RZ
P

199

WF

Ahora, sig 2 es isomorfismo. Esta es la ley de inercia de SYLVESTER.
R
P

Considerando todos los 6rdenes de F, se asocia a cada

q 6 WF su signatura total definida como {sigP(q) : P 6 X(F)}. La
signatura total constituye un sistema completo de invariantes, y re-
sulta natural preguntarse en que condiciones determina la clase de
isometria. La respuesta es el "Principio Local-Global"™ de PFISTER
[1966], segiin el cual si dos formas cuadraticas 9; ¥ q, tienen

la misma signatura total, entonces existe una potencia r de dos tal

que

Este principio permite extender la ley de inercia de SYLVES

TER a la clase de los cuerpos pitagdricos.
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(aquellos cuerpos ordenables en los que toda suma de cuadra

dos es un cuadrado).

La relacidn entre formas cuadriticas y cuerpos ordenados no
termina aqui. En [1970], LEICHT y LORENZ e, independientemente, HARRI
SON, establecen una biyeccidn entre el espacio X(F) de &rdenes de
un cuerpo F y los primos minimales de WF, haciendo corresponder
a cada PE X(F) el niicleo de sig,. Cuando se dota al espectro mini

mal de WF de la topologia de ZARISKI, la biyeccién anterior es un

homeomorfismo.

4. La teoria de cuerpos ordenados y la 18gica matemdtica.

La construccidén de DEDEKIND del cuerpo de los niimeros reales
mediante cortaduras no es expresable en lenguaje de primer orden. La
teoria de cuerpos realmente cerrados ordenados supone el paso de los
axiomas de DEDEKIND a una formulacidn muy natural de dlgebra real ele
mental. El {nico cambio que hay que realizar es restringirse a las
cortaduras definidas por férmulas elementales en el lenguaje de pri-
mer orden de la teoria de cuerpos ordenados, en lugar de trabajar
con cortaduras arbitrarias. Esta observacidn es el embridén, como ya
indicamos, de la nocidn de cuerpo realmente cerrado y, aunque no de
un modo explicito, se encuentra en los "Fundamentos de la Geometria"

de HILBERT.

La clase de los cuerpos realmente cerrados, que <2 modo em-
pirico fue introducida por ARTIN y SCHREIER, cumple la propiedad de

que "toda proposicidn elemental cerrada del lenguaje de primer orden »



de la teoria de cuerpos ordenados que es cierta en un cuerpo realmen

te cerrado lo es en todos ellos".

Este resultado fue establecido alrededor de P930]por varios
matemdticos; entre ellos, TARSKI, HERBRAND y GODEL. Este Gltimo no
publicd su demostracidn al saber que, independientemente, TARSKI ha~

bia obtenido una prueba del mismo.

Ademds, probaron que la teoria de cuerpos realmente cerra-
dos era decidible, esto es, para cada férmula cerrada F, existe un
subconjunto finito SF del conjunto de axiomas de dicha teoria, me-

diante las cuales se puede asegurar la veracidad de F o de su nega

cidn ]F.

Sin embargo, la primera prueba impresa de este teorema tarda
en aLarecer y se debe a TARSKI [1948]. Desde entonces recibe el nom-

bre dé "Principio de TARSKI".

Este resultado admite diversos enunciados equivalentes. Des
taquemos uno de fuerte contenido geom&trico: Si R es un cuerpo real
mente cerrado, la imagen por una aplicacidn polindmica de un conjunto
semialgebraico es a su vez semialgebraico. Todo hace pensar que la
formulacidn anterior, cuando la aplicacifn polindmica es la proyeccién

canénica w : R" = Rn~1, era el objetivo perseguido por TARSKI.

Un caso particular de este teorema, sobre el que debia estar
centrada la atencidn de TARSKI, es un viejo resultado de la Aritméti-

ca [1835]: el teorema de STURM.

El "Principio de TARSKI" constituye una via alternativa y

mucho mds rapida, para demostrar importantes resultados de la geome
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tria algebraica real. Por ejemplo, el teorema de ARTIN que resuelve

el problema decimosé@ptimo de HILBERT, el teorema de los ceros de DU

BOIS-RISLER,

el teorema de inmersidn de LANG y'el teorema de la apli

cacifn abierta de ELMAN, LAM y WADSWORTH [1979].

Por otra parte, resultados de tanta importancia como el teo

rema de los ceros en el anillo de funciones de NASH citado anterior-

mente o el teorema de PRESTEL [1975] que asegura que toda propiedad

elementalmente universal cierta en IR lo es en todo cuerpo ordenado,

necesitan para su demostracidn del "Priucipio de TARSKIY.

Las aplicaciones del Principio de TARSKI pueden clasificarse

del siguiente modo:

A) Extender a todos los cuerpos realmente cerrados resulta-

B)

c)

dos conocidos en el cuerpo IR de los niimeros reales y
obtenidos en este por métodos transcendentes (completitud,

integracidén, etc.)

Demostrar, simultineamente para todo cuerpo realmente ce
rrado, que un conjunto definido por una afirmacidn elemen
tal en términos de conjuntos semialgebraicos es también

semialgebraico.

Asegurar la veracidad de una afirmacidén para el cuerpo de
los nfimeros reales, conocida la veracidad de la misma en

un cuerpo realmente cerrado mds amplio, adecuado. Por

ejemplo, dadas fl,...,fr,g GIR[E], IRCR y a6 rR"

tal que fj(a) =0, 1 < j<«<r, g(a) # 0, entonces exis

F2 ]

te b 6 R" tal que fj(b) =0, g(b) # 0.



El "Principio de TARSKI" no constituye la {inica aportacidn
de la 1l8gica al estudio de los cuerpos ordenados. Por ejemplo, debe
mos citar los resultados de ROBINSON en [1955] y [1956] en los que
extiende a los cuerpos con un finico orden y que son densos en su cie
rre real, la solucidn de ARTIN del decimos&ptimo problema de HILBERT.
Posteriormente, MCKENNA [1975] demostrarid que los anteriores son los
inicos cuerpos para los que el problema decimosé@ptimo tiene respues-
ta afirmativa. Las demostraciones de estos resultados se hacen median

te la teoria de modelos.

Debemos destacar que las técnicas desarrolladas por ROBINSON
le podrian haber conducido a formular el teorema de los ceros en el
caso real. Todavia hoy resulta dificil de explicar porqué ninglin es
pecialista en teoria de modelos demostrd el teorema de los ceros que

quince afios después iban a obtener DUBOIS y RISLER.

La completitud de la teoria de cuerpos realmente cerrados
-~otra forma de enunciar el Principio de TARSKI- did pie a un nuevo
campo de investigacidn en Légica. Cabe aqui destacar los trabajos

de VAN den DRIES [1978], PRESTEL [1981] y PRESTEL y ROQUETTE [1981].

Aunque hemos incluido los regultados de COSTE y COSTE ROY
en la seccidn dedicada a la Geometria Algebraica Real, debe destacar
se que estos autores, siendo especialistas en la teoria de topos,
utilizan las técnicas de la Légica; son por tanto un claro exponente

de la interdependencia de estas dreas de la matemdtica.

Finalizamos esta seccidn mencionando los recientes resulta
dos de DELZELL [1980] que es el primero en encontrar una solucidn
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constructiva y continua respecto de los coeficientes del problema de
cimoséptimo. Esta cuestidn habia sido planteada por KREISEL ﬁ957]

veinte afiogs antes, fruto de sus conversaciones con el propio ARTIN.

5. La teoria de cuerpos ordenados tiene hoy en dia importancia por
si misma, independientemente de su conexifn con otras ramas de la Ma
temitica. Por ello, dedicamos la @iltima parte de esta introduccién a

comentar algunos de sus aspectos m3s notables.

A) En la categoria que tiene por objetos los pares (K,P),
donde K es un cuerpo y P es un orden de K, y por morfismos los
homomqrfismos de cuerpos compatibles con el orden, aparece de modo
natural el problema de saber cuando un ordemn P en un cuerpo K se

extiende a otro F que lo contiene.

Para cuerpos de funciones algebraicas sobre cuerpos ordena-
K[xl,...,x

(f)
de signo de DUBOIS y EFROYMSON [1970] asegura que un orden P en K

bles de la forma F = c.f. n

) el criterio del cambio
se extiende a F si y s6lo si existen a,b 6 R" -R es el cierre

real de K respecto del orden P- tales que f(a).f(b) < O.

Cuando en el teorema anterior se sustituye (f) por um ideal
primo p de K[xl,...,xn], DUBOIS y EFROYMSON prueban, en el mis-
mo articulns, que P se extiende a F si y s8lo si la variedad

VR(p) que define p en R"™ tiene algiin punto simple.

Sin embargo, el trabajo clave acerca del problema de exten-
sién de 6rdenes es el ya citado de ELMAN; LAM y WADSWORTH en el que,

desde el punto de vista global, se estudia el comportamiento de 1la



aplicacidn j* : X(F) > X(K) : P » P f1 K, siendo F una extensidn

de K.

Esta aplicacidn es claramente continua y al ser ambos espa-
cios compactos y T2 es también cerrada. Sin embargo, no es en general
abierta comé se pone de manifiesto en el articulo al que venimos ha-
ciendo mencidn. No obstante, cuando F es una extengidn finitamente
generada de K, j* es abierta: este es el importante teorema de la
aplicacidén abierta. Este resultado, utilizado por DUBOLS y RECIO
[1981], es esencial para su andlisis del espacio de Grdenes de
R(xl,...,xn) y de los semialgebraicos de R".

B) Otro punto que merece nuestra atencidn es el estudio de

algunas clases especiales de cuerpos ordenados.

Comenzamos con los cuerpos euclideos -que reciben este
nombre porque sobre ellos puede desarrollarse gran parte de la geome
tria euclidea, c.f. DIEUDONNE [l969],que son aquellos cuerpos K en
los que el conjunto K2 de los elementos de K que son un cuadrado,

es un orden (evidentemente el Ginico) del cuerpo K.

Los cuerpos euclideos, entre los que se encuentran los real
mente cerrados, han sido caracterizados, entre otros, por LAM [1973]

y BECKER [1974].

Una clase estrictamente contenida en la anterior es la de los

cuerpos hereditariamente euclideos, definidos como aquellos cuyas ex-

tensiones finitas y ordenables son euclideas. En [1975], PRESTEL Y

ZIEGLER caracterizaron estos cuerpos, poniendo de manifiesto su pro



ximidad con los realmente cerrados.

A partir del "Principio Local-Global" de PFISTER cobraron in
terés los cuerpos pitagbricos (K es pitagdrico si es ordenable y to
da suma de cuadrados de K es un cuadrado de K), y los hereditaria-

mente pitagdricos (toda extensidén finita y ordenable es pitagbrica).

En particular, el cierre pitagirico FP de un cuerpo F en

un cierre algebraico F, definido como el menor de los cuerpos pita
gdricos que contienen a F y estdn contenidos en F, posee la inte

resante propiedad de que todo orden de F se extiende a F segiin

P'

se desprende de la construccidn que hacen de F DILLER y DRESS

p
[1965].

Una clase distinguida de cuerpos que ha recibido un trata-
miento especial en la literatura son los que tienen la propiedad de

la aproximacidén fuerte (S.A.P. para abreviar). Un cuerpo K se lla

ma S.A.P. si para cada par de cerrados del espacio de drdenes de

X(K) existe a 6 K— {0} tal que AC H(a) y B (C H(-a). Estos
cuerpos fueron introducidos por KNEBUSCH, ROSENBERG y WARE [1973] y
usualmente se utiliza la siguiente caracterizacidén: K es S.A.P. si
y s6lo si para cada par de elementos a y b en K existe ¢ 6 K

tal que H(a) N H(b) = ﬂ(c). Las aportaciones de mis interés en el
estudio de los cuerpos S.A.P. han sido realizadas por BROCKER. Cabe.
destacar la caracterizacidn que obtuvo en [1974]: Un cuerpo K es
S.A.P. si y s8lo si dados cuatro Srdenes Pl’ Pz, P3 y P4 en K

existe a 6 P; N (-F,) N (-P)) N (-pp).

Un resultado que conecta algunas de las clases de cuerpos



que acabamos de introducir es el demostrado en [1973] por ELMAN, LAM
y PRESTEL y posteriormente por CRAVEN [1974]: Una extensidn finita

de K(x) es S.A.P. gsi y sflo si K es hereditaraiamente euclideo.

El propio CRAVEN [1975] descubrid la ubicuidad de los espa-
cios de S6rdenes demostrando que todo espacio topoldgico booleano X

es homeomorfo al espacio de Srdenes de algin cuerpo.

C) Para terminar describiremos los resultados de BECKER
[1978] en los que expone su teoria de "Grdenes de alto nivel". Esta
constituye una generalizacidn de la teoria de ARTIN-SCHREIER cincuen

ta atios después.

BECKER define un orden de nivel n en un cuerpo K como un

subconjunto propio P de K que cumple P+P (CP y tal que

P* = P—{0} es un subgrupo multiplicativo de K* = K- {0} cuyo co
ciente K*/P* es un grupo ciclico de orden 2". Es inmediato que
la nocidn usual de orden coincide con la de orden de nivel uno.
BECKER generaliza la caracterizacidn de los cuerpos ordenables de
ARTIN y SCHREIER demostrando que en un cuerpo K existe un orden
de nivel menor o igual que n si y s86lo si -1 no es suma de poten
cias 2"-ésimas de elementos de K y que esto Gltimo equivale a que
K sea formalmente real. (La Gltima parte fue probada con anteriori

dad por JoOLY [1970]).

Utilizando los resultados de BECKER sobre drdenes de nivel
n y valoraciones, HARMAN y ROSENBERG [1980] demuestran, sobre un

cuerpo ordenable K, 1la equivalencia de las siguientes afirmaciones:
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(a) No existen drdenes de nivel mayor que uno.

(b) Todo elemento de K que es suma de cuadrados es suma de

. n . .
potencias 2 -&simas para cuvalquier nfimero natural n.

(c) E1 grupo de valores de toda valoracidén real sobre K es

2-divisible,

Ademds, si estas condiciones no se cumplen,-‘existen Srdenes

de nivel mayor o igual que n para cada nimero natural n.

Actualmente, BECKER trabaja en sumas de potencias pares, no

necesa~iamente potencias de 2 [1979] y [1982].

Algunos resultados fascinantes que se obtienen utilizando 1la

teoria de Srdenes de alto nivel son:

}. (BECKER, [1978]). Si F es un cuerpo con infinitos ele-

mentos, n y m son dos nidmeros naturales y XyseoosX,

son elementos de F, 1la ecuacidn

n+m 2n+m 2“ 2n m
vi ooty = (xl Foood x )

tiene solucidn en F para algin s.

2. (BECKER, [1979]). Si F es un cuerpo con infinitos ele~
mentos, m y n son dos niimeros naturales y KpseosrX,

son elementos de F, la ecuacidn

am
2 2nm _ (XZn ..+ x2n m
s 1 r

)

‘tiene solucién en F para algiin s.
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Este teorema generaliza el obtenido por HILBERT para n = 1
en su solucidn al famoso problema de WARING. Por dltimo

1+x2

2+x2
en @(x) para cada niimero natural n.

3. (BECKER D982]). es suma de potencias 2n-&simas
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A continuacién expondremos los resultados fundamentales obtenidos
en esta memoria. Los niimeros entre corchetes corresponden a la bilipo

grafia del final de la misma.

CAPITULO I

En este capitulo estudiamos los Srdenes de las extensiones

transcendentes y finitamente generadas K(xl,...,x“) de un cuerpo K.

Para ello, dedicamos las secciones primera y segunda a fijar

las notaciones que emplearemos y a recopilar algunos resultados sobre
el espacio de Srdenes de R(t) -R realmente cerrado- que de forma
dispersa y poco detallada aparecen en los articulos de Brumfiel [5]
y Massaza [27]. Utilizando estas t&cnicas describimos un mecanismo pa
ra fabricar todos los drdenes de K(xl,...,xn) y obtenemos una nueva
demostracidn de que el cuerpo de los niimeros reales es el f{inico cuer~
po realmente cerrado R tal que todos los b6rdenes de R(t) son no

arquimedianos sobre R.

En la seccidn tercera se plantea el probiema de clasificar
por isomorfia los drdenes de K(xl,...,xn) -dos 8rdenes P y Q de
un cuerpo F se dicen isomorfos cuando existe un automorfismo f

de F tal que f(P) = Q-.

Construimos ejemplos de cuerpos F = K(xl,...,xn) donde no
todos los Srdenes son isomorfos y caracterizamos los cuerpos ordena-
dos (K,P) tales que el orden P se extiende a F de modo arquime

diano.

Ademds demostramos que IR es el nico cuerpo realmente ce-

rrado y arquimediano R tal que los Srdenes de R(t) son isomorfos
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y mejoramos este resultado con las técnicas del capitulo quinto:

Teorema (3.2 y 5.19).- El cuerpo de los niimeros reales es el
tinico cuerpo realmente cerrado R tal que los brdenes de

R(t) son isomorfos.

El problema de la clasificacién por isomorfia cobra un mayof
interés en el marco del espacio de &rdenes de un cuerpo. En [11] Dubois
y Recio introducen la nocidn de cuerpo con la propiedad de las &rbitas
densas (en lo sucesivo, cuerpo D.0.P.): Se dice que un cuerpo K es
D.0.P. 8i para cada ordem P en K, 1la &rbita O(P) = {f(P) :

: f 6 Aut(K)} es un subconjunto denso de X(K). Equivalentemente,
un cuerpo K es D.0.P. si para cada abierto no vacio H del espacio

de 6rdenes X(K), k} f(H) = X(K). Por la compacidad de X(K),
f6Aut (K)

es suficiente considerar uniones finitas.,

Es claro que los cuerpos cuyos &rdenes son isomorfos son
D.0.P. En el epigrafe cuarto obtenemos un contraejemplo al reciproco.
Para la construccidn del mismo necesitamos un resultado de Dubois y
Recio [ll] en el que demuestran que si un cuerpo K es D.0O.P. y total
mente denso, esto es, denso en todos sus cierres reales, entonces
F = K(xl....,xn) también es D.O.P. Mas aiin, prueban que para cada
abierto no vacio H de X(F) existe un automorfismo f de F tal

que H Ufmy = X(F).

Este teorema suscita dos cuestiones, una de cardcter cuanti-

tativo y otra de cardcter cualitativo.

A) Si sustituimos Aut(F) por el subgrupo G = Gn(W) de
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los automorfismos proyectivos de F, (se puede asegurar que

L} f(H) = X(F) para cada abierto no vacio H de X(F)?. Si la res
f6G .

puesta a la pregunta anterior es afirmativa, lexiste una cota superior

. G . .
del minimo nimero D (H;F) de auvtomorfismos necesarios?.

B) iEn qué condiciones es necesaria la densidad total de K

para poder asegurar que K(xl,...,xn) es D.0.P.?7

La respuesta a la cuestidn A) la obtenemos en

Teorema (4.12, 4.15 y 4.16).- Para cada abierto no vacto R
n+1
de X(F) existen fl""’fn+l € G¢ tales que %:{ fj(H) =

= X(F). Por tanto DG(H;F) < n+l. Ademds, para cada r,
1 € r € ntl, existe un abierte no vacio H.o en X(F) de

manera que DG(Hr;F) = r.

La herramienta bisica en la prueba del teorema anterior es

la correspondencia establecida entre los abiertos bdsicos

H = H(fl""’fs)’ fj [+] K[l] de X{(F) y los semialgebraicos
ﬁ = {x ¢ K" : fj(x) > 0}. Cuando K es realmente cerrado la corres

pondencia anterior verifica que H = @ si y s8lo si fi = ® y que

H = X(F) s8i y sdlo si i = k",

Estas relaciones nos permiten interpretar el teorema prece-

dente en términos geométricos, pues para cada semialgebraico § de

m
o
interior S = \u/ {f

i=1

ij >0, 1 < j < r} el niimero DG(H,F),
m

B = H(fij’ 1 € j € r), viene a ser una medida de tamafioc de S.
i=

—

Las secciones quinta y sexta se dirigen a resolver la cues-
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tién B. Para ello introducimos la clase de cuerpos K con la pro-
piedad de la extensién (K es p.e.). Un cuerpo K es p.e. si todo

automorfismo de K(t) es extensidn de un automorfismo de K.

En el epigrafe quinto estudiamos con detalle esta clase de
cuerpos. Es claro que no todo cuerpo tiene la propiedad de la exten-

sién. Por ejemplo, @(x) no la tiene. Sin embargo, obtenemos

.

Teorema (5.8 y 5.12)
(a) Los cuerpos arquimedianos con un unico orden son p.e.
(b) Los cuerpos algebraicamente cerrados son p.e.

(¢) Las extensiones algebraicas de @ son p.e.

(d) Si en un cuerpo K existe P 6 X(K) tal que para cada

a6 K si a-2 € P entonces az-é 6 Kz, se verifica que K

es p.e.

NGtese que en virtud de (d), los cuerpos euclideos, y en par

ticular los realmente cerrados, son p.e.

Planteamos la cuestién de si todo cuerpo con un {nico orden

es p.e.

Usando el punto (d) del teorema anterior caracterizamos los

cuerpos p.e.

Teorema (5.18).~ Sea K un cuerpo ordenable. Sea P un or-

den en K y Rp, Hy los cierree real y euclideo de K

eon respecto a P. Son equivalentes:
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(a) X es p.e.

(b) Para cada P € X(K) y cada f 6 Aut(K(t)), existe una

tnica extensidén £ € Aut(RP(t)) de f.

(c) Existe P € X(K) tal que para cada £ € Aut(K(t)),

existe una nnica extensidén f € Aut(RP(t)) de f.

(d) Para cada P € X(K) y cada f 6 Aut(K(t)), existe una

#inica extensidén f* ¢ Aut(HP(t)) de f.

(e) Existe P € X(K) tal que para cada f 6 Aut(K(t)) exis

te una tinica extensidn f* @ Aut(HP(t)) de f.

La cuestién B planteada anteriormente recibe respuesta me-

diante el siguiente:

Teorema (6.3).- Sea K un cuerpo con un inico orden x* Y

con la propiedad de la extensién. Sonm equivalentes:
(a) (K,K+) es denso en su eierre real.

(b) XK(t) es D.O.P.

N3tese que usando un resultado de McKenna [31], se puede
reenunciar 6.3 diciendo que en un cuerpo K con un {nico orden y con
la propiedad de la extensidn el problema decimoséptimo de Hilbert tie

ne respuesta afirmativa si y s6lo si K(t) es D.O.P.

En su cldsico libro de Algebra, Lang [2&] enuncia una solu-
¢idn incorrecta del problema decimos@ptimo, olvidando la hipdtesis de
dengidad en el cuerpo de coeficientes. En [10], Dubois construye el
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cierre éuclideo H de @(t) con respecto al orden en que ¢t es po
sitivo e infinitesimal, y muestra que el polinomio f(x) = (xa—t)2
- t3 6 H[x] toma valores positivos en los puntos de H pero no es
suma de cuadrados en R(x) -siendo R un cierre real de H con
respecto al {nico orden de H-. De este modo queda puesto de mani-

fiesto el error de Lang. Sin embargo f = (x3—t—t3/2

)(x3-t+t3/2) es
reducible en H[x] y se plantea el problema de enconttar un polino-
mio g irreducible,en las condiciones del f anterior.Resolvemos esta cuestidn,
usando el criterio del cambio de sigﬁo de Viswanathan [41] y la carac

terizacidn de Prestel y Ziegler [35] de los cuerpos hereditariamente

euclideos, en un marco mis general.

Teorema (7.9).- Sea K una extensidn finita y ordenable de
Q, F = K(xl,...,xn) y P 6 X(F) tal que X € P y

g-x 6 P para cada g € K(xl”"’xn—l)' 87 R es un cierre real
de (F,P) y H es el cierre euclideo de (E,P) en R,
existe g 6 H[t] <dirreducible en H[t], positivo sobre H

Yy que no es suma de cuadrados en R(t).

[]

Obsérvese que haciendo X = Q@ y n 1 estamos ante la si

tucidén planteada inicialmente.

CAPITULO TI

En el capitulo segundo se estudia el espacio de drdenes de

las variedades algebraicas reales.

-+
Sea (K,K') wun cuerpo ordenado, R su cierre real y p
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un jideal primo de K[xl""jxn] de forma que el orden K+ se extien

KiseonsX ,
) .

Entonces, estudiamos la relacidn entre el conjunto X(E K+)
- . + -
de los drdenes de E que extienden K vy la geometria de la variedad
real de p, esto es, V.(p) = {a 6 R® : f(a) = 0 para cada f 6 p}.

. +
Supondremos siempre que (K,K' ) es denso en R.

El instrumento técnico que elaboramos para atacar estas cues
tiones estid contenido en el epigrafe octavo y, bdsicamente, consiste
en extender la correspondencia entre abiertos bdsicos del espacio de

ordenes y semialgebraicos abiertos, al caso de variedades.

Asociamos a cada abierto bisico H = H(E 4P, ..., f +p) de
X(E) -se puede suponer que cada fj es un polinomio- el semialge-

braico # = Va(p) N {x e r" : fj(x) > 0}. De este modo, si
m
S = \V/ H;, es una unidén finita de abiertos bdsicos y llamamos
i=1
ﬁl U Q. U ﬁr’ demostramos:

s
(a)y s N X(E|K+) # @ siy 88lo si S r1vc $ 9.
=
) v.Cs si y sblo si X(E|K+) Cs.
(e) §‘ = §2 si y 8dlo si 8, = Sz,
donde Vc es la sdherencia del conjunto de puntos regulares de VR(p

Resumiremos (a), (b) y (c) con el nombre de "Lema de la co- -

rrespondencia”.

Como primer aplicacidn de este resultado deducimos que el
conjunto de Srdenes centrales de X(E K+) es un subconjunto denso d

X(E K+)-
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En la seccifn novena abordamos esencialmente dos problemas:
(a) describir en té@rminos geométricos el conjunto de Grdenes de una
variedad algebraica real que se extienden a otra; (b) encontrar mode

los adecuados de los cuerpos ordenables de funciones algebraicas.

La solucidn al problema (a), para la cual resultan imprescin
dibles las técnicas descritas en el epigrafe anterior y el teorema de
la aplicacién abierta de Elman; Lam y Wadsworth puede entenderse como
una manifestacidn expresa del teorema de Tarski-Seidemberg, pues en-~
contramos, de modo efective,las inecuaciones del semialgebraico que

resulta al "proyectar" otro semialgebraico; con precisidn

Teorema (9.3).- Sea £, VW un morfismo dominante
con dominio A entre dos variedades algebraicas sobre un
cuerpo realmente cerrado. Sea f : R(W) » R(V) el homomor

fismo de cuerpos asociado a £, ¥y f£* X(R(V)) =

v X(R(WY) : P o £1

T 2 X M
(P). Entonces im f£*7 [ wc _

C £, (v N AC im £%%, donde W_ es la adherencia del con

Junto de puntos regulares de W.

En particular, st vV.CA y W, =W, se deduce que

im f*7 = fo(Vc).

En su articulo, Dubois y Recio [11] plantean el problema de
averiguar en que condiciones un cuerpo E de funciones algebraicas
sobre un cuerpo realmente cerrado R es D.0.P. Para resolverlo, es
muy Gtil encontrar modelos de E -esto es, variedades algebraicas de
algdn R" cuyo cuerpo de funciones racionales sea E-, que cumplan "

determinadas condiciones. Aunque pensamos que tiene interés por si
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mismo, éste es el motivo fundamental por el que establecemos el si-

guiente:

Teorema de los modelos.- Sea E un cuerpo ordenable de fun-

ciones algebraicas sobre un cuerpo realmente cerrado. Enton-

ces:
(1) Existe un modelo liso y compacto de E.

(2) Existe un modelo ligso y no compacto de E.

La parte (1) de este teorema nos permite encontrar, cuando
E es de dimensién uno, un modelo V de E de forma que los drdenes
de R(V)} no arquimedianos sobre R son centrales. En particular,
cuando R es el cuerpo de los niimeros reales, todos los &rdenes de
R(V) son centrales. Esta observacidn resulta de inter&s para carac
terizar las curvas algebraicas sobre IR cuyo cuerpo de funciones ra

cionales es D.0.P. (epigrafe 16).

El primer resultado acerca de cufndo el cuerpo de funciones
racionales de una variedad algebraica V es D.0.P. (o simplemente
para abreviar cuando V es D.0.P.) lo obtenemos en el epigrafe déci
mo. Utilizando la existencia de modelos no compactos y el "lema de
la correspondencia", encontramos una condicidn necesaria para que V

sea D.O.P.:

Teorema (10.2).~ St una variedad aigebraica es D.0O.P., el
grupo de automorfismos de su cuerpo de funciones racionales

ne es finito.



= XXXV -

En la seccidén und@cima encontramoes condiciones suficiente
para que una variedad algebraica sea D.0.P. Puesto que para cada varie
dad V, su cuerpo R(V) de funciones algebraicas es extensidn alge-
braica de una extensidn transcedente pura y finitamente generada
F = R(xl,...,xn) de R y F es D.0.P., es natural abordar nuestro
problena en el marco de la conservacidén de la D.0.P. bajo extensidn

algebraica. Para ello introducimos la nocién de extensién normal real

anilogs a la clisica de extensibén normal. Esta definicién viene moti-
vada por el hecho de que una extensifn finita @Q(a) de @ es D.O.P.

si y sélo si todos los conjugados de a en IR pertenecen a Q(a).

Damos las definiciones de extensidn F-normal real y G-real

normal y con este lenguaje demostramos:

(1) Dos drdenes cualesquiera .de una extensidén F-real normal

de un cuerpo con un {nico orden son isomorfos. En particular, dicha

extensidon es D.0.P.

(2) Toda extensibén finita y G-real normal de un cuerpo D.O.P.

también lo es.

Haciendo usoc de (2) y del "lema de la correspondencia" obte
nemos una condicién suficiente, aunque no necesaria, para que una va

riedad algebraica V sea D.O.P.

Teorema (11.20).~ Sea R un cuerpo realmente cerrado y E
un cuerpo de funciones algebraicas sobre R de grado de
transcendencia n. ST {xl,...,xn} es una base de transcen
deneia de E y E es extensibén G-real normal de

R(xl,...,xn), se verifica
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fa) E es D.O.P.

(b) Todo orden de R(xl,...,xn) se extiende a E.

En la Gltima seccién de este capitulo aplicamos los resulta
dos obtenidos en los epigrafes anteriores al estudio de la geometria

semialgebraica.

En primer lugar, utilizando la caracterizacidn de Elman, Lam
y Prestel de los cuerpos K hereditariamente euclideos como aquellos
cuyos cuerpos de funciones algebraicas en una variable son S.A.P,.,0b-
tenemos algunos resultados sobre las formas de escribir un conjunto

semialgebraico.

En la segunda parte de éste epigrafe damos respuesta parcial
a una cuestidn planteada por Elman; Lam y Wadsworth [13]: Dado un
cuerpo ordenable F, (como son los abiertos de X(F) para los que
existe una extensidn finita E de F tal que H coincide con la

imagen de j* : X(E) » X(F) : P » F [} p?.

Para abreviar, llamaremos a dichos abiertos, abiertos proyec

cidn. Ya en [13] se prueba que todo abierto bdsico es un abjerto
proyeccidén. Nosotros mejoramos este resultado demostrando que todo

abierto que sea unidn de dos abjertos bdsicos es un abierto proyeccié

cuando F = R(xl,...,xn). Conjeturamos que toda unidn finita de abie
tos bidsicos es tambi&n un abierto proyeccidn.

Si llamamos semialgebraico basico de R" a todo conjunte d

la forma S = {x € R" : £,(x) > 0,...,f (x) >0}, donde f£,,...,f

6 R[xl,...,xn], podemos enunciar, utilizando (9.3),la contrapartida
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geométrica al resultado anterior:

Teorema (12.14).- La adhereneia, en la topologia usual, de
todo subconjunto de R™ que es unidn de uno o dos semialge
bratcos bdsicos coincide con la proyececidn del conjunto de

puntos centrales de alguna variedad algebraica irreducible.

CAPITULO III

El capitulo tercero se dedica, casi en su totalidad,al ana-
lisis del espacio de 6rdenes de las curvas algebraicas sobre el cuer
po R de los niimeros reales. En particular, en el epigrafe 16 carac

terizamos las curvas algebraicas reales que son D.O.P.

Hay dos razones fundamentales que hacen que el estudio del
espacio de &rdenes de las curvas sobre R sea mids sencillo que el
de las variedades de dimensidn arbitraria sobre un cuerpo realmente
cerrado cualquiera. La primera de ellas, &a seftalada con anteriori-
dad es la existencia de modelos para los cuales todos los &rdenes son

centrales. La segunda es el desarrollo de la teoria de superficies de

Klein debido a Alling y Greenleaf [2] y que desempefia en el caso
real el mismo papel que las superficies de Riemann en el caso comple
jo.

Por ello, en la seccidn 13 hacemos un rapido resumen de los
resultados de [2] estableciendo una eguivalencia entre la categoria
de superficies de Klein compactas y la de cuerpos de funciones alge

braicas en una variable. Esta equivalencia hace corresponder al cuer
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po F 1la superficie Riem(F) formada por los anillos de valoracién

de F que contienen a IR.

En adelante notaremos Y(F) = Riem(F). E1l borde de Y(F)
se escribe O9Y(F) y estd formado por los anillos de valoracidn real
de F. Para terminar con las notaciones, designaremos por IR(F) al

cierre algebraico de IR en F.

En el epigrafe 14 estudiamos la informacidn de cardcter topo
13gico y diferencial que sobre (Y(F), 3Y(F)) arroja el par

(F, IR(F)).

Una primera observacidn de interés es que 23Y(F) no es va-
cio si y s6lo si F es ordenable. Por ello, como nosotros estudiamos

curvas algebraicas reales, limitamos nuestra atencidn a las superfi-

cies de Klein con borde. Ademds demostramos que dicho borde es homegp
morfo a un modelo liso y acotado de la curva F. De aqui se deduce
la invarianza birracional del niimero de componentes conexas de las
curvas reales lisas y acotadas (este resultado ha sido probado por
COSTE y COSTE ROY para cuerpos realmente cerrados arbitrarios utili

zando té@cnicas muy diferentes).

Para el caso en que F no es ordenable demostramos que

X(F) es orientable si y 8dlo si IR(F) = €.

Por otro lado, y para géneros bajos, el par (F, R(F)) cla

sifica topoldgicamente a Y(F). Por ejemplo:
(a) Si F es ordenable y de género cero, Y(F) es un disc

(b) Si R(F) = ¢ y F es de género cero, Y(F) es una

esfera.
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(c) Si R(F) = R, pero F: no es ordenmable y F es de gé-

nero cero, entonces Y(F) es un plano proyectivo.

(d) Si F es de género uno y no ordenable, Y(F) es una bo

tella de Klein.

(e) Si F es ordenable y JY(F) es conexo, Y(F) es una

cinta de Moebius.

(f) Si F es ordenable y 2Y(F) es disconexo, Y(F) es

una corona cirular,

El @ltimo resultado de esta seccidn se refiere a la construc

tibilidad de curvas reales cuyo género y niimero de componentes cone-

xas estdan prefijados.

asociada

variable

el grupo

ficie de

ma

c*tir,

Teorema (l4.14).- Sean g y k dos numeros enteros tales

que 1 € k € g+l. Entonces existe una curva algebraica real

C de género g y k componentes conexas. Ademds:
(a) Si k-1 # g(mod2), Y(C) no es orientable.

(b) 57 k-1 = g(mod2) existen dos curvas Cy ¥ Cy tales

que Y(Cl) ea orientable e Y(CZ) ne lo es.

La observacidn de que el borde de la superficie de Klein
a un cuerpo ordenable F de funciones algebraicas en una
no es vacio juega un papel esencial a la hora de estudiar

de automorfismos de F. La clave radica en que toda super

Klein compacta y con borde no vacio se representa en la for

donde [ es un grupo cristalogridfico no euclideo (en lo
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sucesivo grupo N.E.C.) segiin demuestra Preston [36].

La teoria de grupos N.E.C. introducidos por Wilkie [42] jue
ga asil un papel esencial a la hora de calcular el grupo Aut(F). En
particular, usando un resultado de Macbeth y Singerman [26], demos-
tramos que el grupo de automorfismos del cuerpo de funciones raciona
les de una curva algebraica real de género mayor o igual que dos es
finito. Utilizando ahora 10.2 se sigue que las curvas de género mayor

o igual que dos no son D.O.P.

Por otra parte, utilizando resultados de Alling [l], proba-
mos que dados dos puntos de una curva elfptica real C 1lisa y acota
da, existe un isomorfismo birracional de € que envia uno a otro. De
este modo, usando el teorema de los modelos y en particular la exis-
tencia de modelos cuyos 6rdenes son todos centrales, probamos que las

curvas elipticas son D.O.P.

En resumen, obtenemos

Teorema (16.1).- Las idnicas curvas algebraicas reales que

gon D.0.P. son las racionales y las elipticas.

En la Gltima seccidn de esta memoria volvemos a las varieda
des algebraicas de dimensidn arbitraria sobre un cuerpo realmente ce
rrado. Empleamos las secciones hiperplanas para medir el tamafio del

conjunto de puntos centrales de las variedades.

Si V es una variedad de R" cuyo ideal notaremos por p

y llamando A = R[xl,...,x“] y B = R[xl,...,xn, Ao""’An]’ cons

truimos el ideal q = p.B + (Ao+Alxl LA Anxn)B. Si
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n n+l n n+l

G CR xR es el conjunto de ceros de q y ® : R x R “ Rn+1

es la proyeccidn candnica, usaremos el conjunto semialgebraico w(nR)

para medir el tamafio de V. Obsérvese que %(G) es el conjunto de

+
A € R" 1 tales que el hiperplano X°+Alxl +...+ Anxn = 0 corta a V.

Como q {) R[Ao,...,Ar] = {0}, tenemos un homomorfismo de

cuerpos j : R(A) <« R(G) y la correspondiente j* : X(R(G)) » X(R(M)).

En virtud de (9.3) se verifica que

w(Ge) = im j*~, (1)

Aunque por (4.12) se sabe que DG(im j*, R(A)) g n+2, mejo

ramos esta cota demostrando

Teorema (17.13).- DG(im j*, R(N)) es uno o dos.

Junto con (1) este teorema permite clasificar las variedades

algebraicas V de R™ en dos tipos:

Tipo A) Todo hiperplano genérico de R" corta a Vc'

Tipo B) Existe un automorfismo proyectivo ¢ de R(HA) tal
n

que, para cada hiperplano genérico H de R, o H corta a Vc

& o(H) corta a Vc.

(Si H : Ao + Alx1 +...+ Anxn = 0, 1llamamos o(H) a

U(Ao) + G(Al)xl +.. .+ g(!\n)xn = 0).

Si una variedad V es del tipo A) decimos que su niimero hi
plano nH(v) = DG(im j*, R(A)) es uno y si es del tipo B), nH(V) =

= 2, Este niimero hiperplano no es invariante por isomorfia birracio

9"



nal y entendemos que esto es una muestra de la existencia de intere-
santes propiedades geométricas de las variedades algebraicas reales

que no quedan recogidas por su cuerpo de funciones racionales,



CATITULO 1. EXTENSIONES PURAMENTE TRANSCEDENTES DE CUERPOS
ORDENADOS.

Dedicamos este primer capitulo al estudio del espacio de 6r-
denes de los cuerpos E = K(xl,...,xn), gr.t.E/K = n con especial
atencidn al caso de una sola variable. A lo largo del ‘mismo,

t, Kpseoos X serdn siempre indeterminadas sobre el cuerpo base.

§1. (rdenes en R{(t), R realmente cerrado

La descripcidn del espacio de 6rdenes de R(t) aparece en-
tre otros en Massaza [27], Craven (8], Brumfiel [5] v Gilmer [17].
Nuestro objetivo en este primer epigrafe es dar una versidn mids pre
cisa de los resultados alli expuestos y adecuarlos al modo en que

los usaremos en lo sucesivo.

"1.1. pefiniciédn.~ Una cortadura en un cuerpo ordenado (E,P) es
un subconjunto D de E que verifica que si a € D ¥y

a-b 6 P, entonces b 6 D.

Dos cortaduras se llaman isomovfas cuando se diferencian

a lo mds en un elemento.

Un mecantsmo usual para fabricar cortaduras en (E,P)

‘es el siguiente:

St (F,Q) es una extensidén ordenada de (E,P) y £ € F,

entonces



Dg(f) = {a 6 E: a-f ¢ Q) es una cortadura en (E,P).

Para unificar notaciones convenimos en que una cortadura D

en (E,P) es algebraica en cualquiera de los siguientes casos:

(a) D = E
(b) D = ¢
R2 2
(¢) D es isomorfa a DE (f), siendo (R,R“) un cierre
real de (E,P) y f 6 R. Una cortadura es transcendente cuando no

es algebraica.

Vamos a estudiar los drdenes de R(t) cuando R es un cuer
po realmente cerrado, mediante la cortadura DR(t). En primer lugar

fijaremos algunas notaciones.

1.2. Notaciones.- Sea R un cuerpo realmente cerrado. Llamamos P
al orden de R(t) formado por aquellos elementos para los que exis
te b 6 R de modo que en el interﬁalo (b, ) de R toman valores
positivos, junto con el cero de R(t) . Al orden que resulta al sus

tituir (b,> ) por ( «,b) en la anterior definicidn lo notaremos

por P

~ca ®

Para cada a 6 R se consideran los 8rdenes de R(t)

- £ . ; + £
P+ {o} U {g €6 R(t) : existe r € R com o ' (a,a+1) > 0}
P - = {o} U {-£ 6 R(t) : existe r € rY con £ < 0}.
a g gl (a-r,a)

-0

1.3. Proposicidn.- Los anteriores P_, P__, Pa+, P - son brdenes

en R(t). Ademds, st Pd es el subconjunto de R(t) forma



do por el cero y los elementos é 6 R(t) tales que el coe

ficiente director de f.g es positivo em R, se cumple

que Pa = P_.

Demostracién.~ Es inmediato que P, y P__ son 6rdenes en

R(t).

Para comprobar que Pa+ es un orden, solo refuiere cierto

cuidido la igualdad:
R(t) = Pa+ U (-Pa+) .

Sea é 6 R(t) - {0}. si f(a).g(a) # 0, un argumento de continui-

. f
dad 2s suficiente para probar que 2 6 Pa+ U (-Pa+).
Si f(a).g(a) = 0 y escribiendo:

_ s 2 2
f.g = A(t-a) i (t—ai) . It (t-bj) + cj .

i6l jed
. +
tomanos L = {i 6 1 : a; - a6R }.
Elegimos r € R+ de manera que para cada 1 6 L sea
ai-a-r 5] R+. Entonces:
. + .
(a) Si A 6 R y card L es par, se tiene f.g (a,a+r) 0.
(b) Si A6 Ry card L es impar, se tiene
. > 0.
f gl(a,a+r) 0
(c) Si A € R+ y card 1L es impar, se tiene
f.g|(a,a+r) 0.
- - L .
(d) Si A 6 R y card es par, se tiene f.g (a,a+r) < 0
Asi £ € P U -pr ) W
S1 g a+ a+ .



Andlogamente se comprueba que Pa_ es un orden. Como tanto
P como Pd son drdenes en R(t), para probar que son iguales bas

ta demostrar que PdC: P_

Pero, si é € P, - {0}, se verifica que
f.g = a. T (t—ai) . I (t—b.)2+c% y a6 R+.
i61 jes 3 J
Por tanto, si b = mix {ai i1} +1, é es positivo en
(b,*>) y asi é € P_.

1.4. Proposicién.- S¢a R un cuerpo realmente cerrado, F = R(t) y

P un orden en F. Entonces:

]
-

(i) S% D:(t) , es P =P

(ii) St Di(t) es P=p .

[]
S

(171} Si existe a € R de manera que D:(t) es tsomorfa a

D;(a), P coincide con Pa+ o con Pa .

(Zv) S< D;(t) = D no se encuentra entre los casos anterio-
res, se verifica que P = P_ = {% € R(t): existen
a,b 6 R con a €D, be&D y é es positivo en

(a,b)} U {o0}.

Demostracidn.- (i) Basta probar que Py P

Sea é € Py - {0}. Entonces escribimos:
(1): €.g=a . T (t-a)) . T (t-b.)2+c?  con a € r'.
ig1 jeJ J I

Como D:(t) = R cada t-a, 6 P. Entonces, puesto que

a 6 R+C: P y cada (t-bj)2+c§ € P, concluimos que f.g 6 P, Como



(é)2 6 P, hemos terminado.

36 {rn
i

o,

®

(ii) Si é e P - {0}, se verifica que f.g 6 P, luego,
usando la férmula (1) es a . n (t—ai) 6 P. Entonces, como
i6l
D:(t) = @, cada ai-t € P, por lo cual ha de cumplirse:

(a) a ¢ r* y <card I es par 8
(b) a 6 R- y card I es impar.

En cualquier caso, tomando b = min {ar :

6 P__.

-c0

ol

cimos que é es positivo en ( £b) y por tanto
. . P B P
(iii) s1i DR(t) es isomorfo a DR(a), puede suceder que
t-a 6 P & que t-a ¢é P.

Probaremos que en el primer caso P = Pa+ y anilogamente

se comprueba que en el segundo es P = Pa-.

Sea pues, é € P 4+ - {0}. Es evidente que f(a).g(a) 3 O.

Si f(a).g(a) > 0 vy escribiendo

f.g = A. I (t—ai) . I (t-b.)2+c? .
i61 j6d J J
puede ocurrir:
+ ' . + .
(a) A 6 R e 1'=1{ieT1I: a;-a € R } es de cardinal
par, & bien
(b) AR e TI' tiene cardinal impar.

Como t-a 6 P es D;(t) = D;(a) U {a}, 1luego t-a,; 6 P

cuando 1 6 I-I' y t-a, 6P si i61'.

P f P
Asi, para probar que E 6 P es suficiente demostrar que

6 1} -1, dedu



A . I (t-ai) 6 P, y esto es obvio tanto si (a) como si (b).
i6eI"’
Si f(a).g(a) = 0, existe s 6 N de modo que f.g =

= (t-a)% . n(t), hn(a) # 0.

Al ser f.g € Pa+ y t-a € Pa+ se deduce que h 6 Pa+ y
por lo que acabamos de ver, h 6 P. Como t-a 6 P, obtenemos que

f.g 6 P, es decir, % 6 r.

Asi Pa+(: P y en consecuencia Pa+ = P,

(iv) Estamos ahora ante el caso en que Dg(t) es transcen-

dente.
En primer lugar debemos comprobar que PD es un orden. S3
lo presenta cierta dificultad la igualdad PD U (-PD) = R(t).

Dada é 6 R(t) - {0}, como # # D # R y el niimero de rai
ces de f.g en R es finito, existen a,b 6 R con t-a 6 P,

b-t 6 P y tales que el signo de f.g es constante en (a,b).

Ahora, como a €6 D y b € D, se concluye que

o |

Finalmente, probaremos que P PD'

Para cada é € P - {0} elegimos a y b como acabamos de

hacer y descomponemos

f.g = A . 1 (t-ai) . I (t-bj)2+c§ .
ie1 ieJ
Al ser £ 6P es A . I (t-a,) 6 P, 1luego s8i llamamos
g i61 1
1'={ie1I: a; ¢ P} debe ser

(a) A6 R y card I' es par & bien

€ Pp U (-Pp).



(b) AR y card I' es impar.

Ahora, por la eleccidn de a es TI' = 1" = {i 6 I :
a;~a € R+], luego tanto si 1) como si ii) es f(a).g(a) > 0 y

. f L
en cousecuencia, E es positivo en (a,b).

Como acabamos de probar, la cortadura Di(t) determina el
orden P. Se puede establecer un reciproco de la proposicién ante

rior en los siguientes té&rminos:

1.5. Proposicidn.~- Sea R un cuerpco realmente cerrado y D wuna cor
tadura de R. Entonces existe un idnico orden P en R(t)

de forma que D = Dg(t).

Demostracidn.- Si probamos la existencia, la unicidad seri

consecuencia de 1.4. Veamos pues aquella.

Caso l. D = R. Tomamos P = Py- Como t-r € P para cada r 6 R,

es RC Dg(t)C: R, 1luego D = Dg(t).

Caso 2. D = ¢. Tomamos P = P . Para cada r 6 R, r-t es posi

-0

tivo en ( «r), 1luego r-t 6 P y asi t-r ¢ P.

2

~Caso 3. D es isomorfa a D& (a) = ( 4a). Entonces D coincide
con ( +a) & con ( Haj.
Si D = ( +,a) elegimos P = P- Yy asi para cada

b 6 Dg(t) es t-b 6 Pa_, esto es, existe r € R+ de manera que

t-b es positiva en (a-r,a). En particular a - - b 6 R, lue I

NinR



go b €6 ( +a) = D, con lo cual Dg(t)C: D.

Reciprocamente, si b 6 D y tomando r = 5 €6 R, t-b

es positiva en (a-r,a), luego D = D;(t).

Para el caso D = ( +,a] se elige P = Pa+ y se repite 1la

misma prueba.

Por {iltimo, si D es transcendente, basta elegir P = Pp.

Nos interesa distinguir los Srdenes P+ ¥ Pa' de los de

mis Grdenes de R(t). En primer lugar introducimos la siguiente:

1.6. Definicidn.- Sea (K,K+) un cuerpo ordenado y P un orden de

K(t). Se dice que P eatd centrado en a 6 K st P con-

tiene a los elementos é €6 K(t) tales que é%%% 6 K+ - {o0}.

Si para cada a 6 K es t-a € P (respectivamente

a-t 6 P) se dice que P estd centrado en += (respectiva

mente en -o).

1.7. Proposicidn.~ Sea R un cuerpo realmente cerrado y a € R.

Los tnicos drdenes de R(t) centrados en a sgon P__ y

a
Pa+.
Demostracién.- Es claro que Pa’ y Pa+ estdn centrados

en a. Sea P un orden centrado en a. Distinguimos dos casos:

(a) t-a €6 P; (b) t-a & P.

(a) Para cada é € P 4 - {0} es claro que f(a).g(a) > O.

Entonces, si f(a).g(a) > 0 y como P estd centrado en a, es



1

2
= f.g .
8 (g

f.g 6 P, 1luego )" 6 P.

i
3
Si f(a).g(a) = 0 se factoriza

f.g = (t—~a)m . h(t), m > 0, h(a) # 0.

h 6 Pa+ pues f.g € Pa+ y t-a 6 Pa+’ vy como h(a) # 0, ha de
ser h(a) > 9. Segiin acabamos de probar h pertenece a P. Como

(t-a) 6 P obtenémos que f.g 6 P y finalmente é 6 P.

Asi P +C P de donde P+= P.

(b) Razonando del mismo modo, obtenemos que P = P_..

1.8. Definici8n.- Un cuerpo ordenado (F,P) se llama arquimediano

sobre un subcuerpo E si para cada f 6 F existe a 6 E

con a-f € P. Cuando (F,P) sea arquimediano sobre el

cuerpo Q de los nimeros racionales, diremos que (F,P)

es arquimediano.

Ahora podemos distinguir los 8rdenes P de R(t) tales

que Dg(t) es transcendente,de los demds Grdenes de R(t).

1.9. Proposicidn.- Sea R un cuerpo realmente cerrado y P un or

den en R(t). Son equivalentes:
(a) (R(t), P) es arquimediano sobre R

(b) Dg(t) es transcendente.

Demostracidn.~ Como, para cada a 6 R, t-a & P_ 'y

tz-a € P__, ni (R(t),Pw) ni (R(t), P_m) son arquimedianos so "



bre R. R(t) con un orden Pa+ no es arquimediano sobre R pues

para cada r € R+, E%; - r es positivo en (a, a + 5%). Aniloga-
mente, 2.t " T 6 Pa_ para cada r 8 R, luego R(t) con un orden
Pa‘ no es arquimediano sobre R.

Asi solo falta probar que cuando n;(t) = D es transcenden

te, (R(v), PD) es arquimediano sobre R.

Pero, para cada é [ PD’ existen a 6 D, b # D de modo

que é es positivo en (a,b) y g(a).g(h) # 0.

Como g : [a,q + R es continua y [a,b] es compacto (con
sideramos en R la topologia del orden) existe M 6 R de modo que
é%%% < M para cada x 6 [a,b].

Por ello, M -~ 6 P,

(=

A continuacidn distinguiremos, en dos etapas, el cuerpo R
de los niimeros reales de los demds cuerpos realmente cerrados por
medio de los BSrdenes de sus extensiones puramente transcendentes

con grado de transcendencia uno.

1.10. Proposicidn.- El cuerpo R de los niumeros reales es el unico
cuerpo realmente cerrado y arquimediano que cumple que en
sus extensiones puramente transcendentes, con grado de trans

cedencia uno no existen S8rdenes arquimedianas sobre é1.

Demostracidn.- De la construccifn de IR se sigue la no exis
tencia de extensiones propias de R arquimedianas sobre Q. Como

el ser arquimediano es una propiedad tramsitiva y R es arquimedia



no sobre @, R(t) no es arquimediano sobre JR con ningdn orden.

Como los cuerpos arquimedianos son subcuerpos ordenados de

R, y en virtud de 1.5 y 1.9, todo lo que falta es probar que si

RQ;IR
dente

mos D

es un cuerpo realmente cerrado, existe una cortadura transcen

D en R. Para construirla, seleccionamos x 6IR-R y toma-

= {a 6 R : x-a G1R+} que es una cortadura en R.

$i (x-1,x) = {y 6 R : x-1 < y € x}, cada elemento de

Q [} (x-1,x) estda en D, luego D # @. Si (x,>) = {y 6R : y > x},

los elementos de @ [} (x,>) pertenecen a R-D, y asi D # R.

Ademds, si para cada a 6 R 1llamamos
( +ﬁ)R = {y 6 R : a-y > 0} y
( ﬁaJR = ( ﬁa)R U {a}, veremos que

(+a), # D # ( «a , c¢con lo cual terminaremos.
R R

Si D = ( ﬁa)R ya no pertenece a D luego a » x, Yy como
x ¢ R, a > x.

Tomamos q 6 ® [} (x,a). Asi q 6 D, esto es, x-q 6 &Y.
Pero esto es falso pues q > x. Si D = ( +a R ©s a € D, luego

a < X

y si tomamos q 6 © r}(a,x), como q 6 R y x-q 6 R+, 1le

gamos a que q 6 D. Esto es falso pues q > a.

Para establecer 1.10 suprimiendo la palabra arquimediano ne

cesitamos considerar una situacidn m3ds general.



1.11. Proposicidn.- Sea (X,P) un cuerpo ordenado y consideramos
C(K) el conjunto de cortaduras de (K,P) distintas de K

y de @ y que no tienen mdximo.
Se define fe t K C(K) : a» Di(a). Entonces:

(1) £, es aplicacidén inyectiva.

(2) Si para cada D € C(K), K-D tiene minitmo, entonces

£y es biyeceidn.

Demostracion.~ (1) Como a-1 6 fK(a) y a+l € K-fK(a),

:

se sigue que f (a) no es ni ¢ ni K.

a-b

Si fK(a) tuviera un midximo b, y eligiendo ¢ = b + 7

llegamos a contradiccidn pues c-b €6 P ~ {0} y ¢ 6 fK(a).

Por tanto, fK es aplicacidn. Ademds es inyectiva, puesto
que si a # b, por ejemplo b-a 6 P - {0}, es a € fK(b) pero

a @ fg(a).

(2) Si % es el minimo elemento de ¥K-D, entonces

D = fK(x).

1.12. Observacidn.- En las condiciones de (2), y llamando C(P) =
= fK(P), C(K) queda dotado de estructura de cuerpo ordenado iso-
morfo a (K,P), definiendo fK(x) + fK(y) = fx(x+y),

fK(x).fK(y) = fK(x.y) y siendo C(P) el cono de elementos positi

vos de C(K).

Ademis, siguiendo a Landau [23], se deduce que cada corta

dura D de C(C(K)) tiene minimo, luego por (2) de 1.11 se dedu-



ce que F C(K) » C(C(K)) es biyectiva.

k - fowy ¢

Ahora podemos establecer:

1.13. Proposicidn.- Sea R cuerpo.realmente cerrado y no arquime-
diano. Entonces existe un ordemn P en R(t) de modo que

(R(t),P) es arquimediano sobre R.

Demostracién.- Por 1.5 y 1.9 es suficiente encontrar una cor
tadura transcendente D en R, vy para esto basta con probar la

existencia de D 6 C(R) tal que R-D no tenga minimo.

Pero, si no existiera, en virtud de 1.12, las aplicaciones

F y FR serian biyectivas.

Tomamos en tal caso
6 = {D 6 C(R) : existe q 6 @ con f (q)-D 6 cry1,
que es una cortadura en C(R).

Veamos que G 6 C(C(R)). G no es vacio pues fR(O) 6 G.

Adem3ds, al ser R no arquimediano, G # C(R).

G no tiene miximo, pues si D = mix G, al ser fR sobre-

yectiva existiria r 6 R con D = fR(r) € G y en consecuencia ten

driamos: fR(q) - fR(r) 6 C(R+) para cierto q € @. Entonces

q-r € RV 'y p' = fo(r + 355) € G cumple que D'-D € C(RV).

Asi G 6 C(C(R)) y por la biyectividad de FR existe un

inico D 6 C(R) tal que G = FR(D).

Veamos que D estd formada por los elementos a 6 R para

‘h



los que existe q 6 Q que cumple que gq-a € R+. En efecto:

Si a 6D es fR(a) C D, es decir D—fR(a) 6 C(R+).

Por tanto fR(a) 6 FR(D) = 6 y asi existe q 6 @ verificando que
£.(q) - £ (a) 6 c(rRY)
R R -
. . +
Esto implica que q-a 6 R .

Reciprocamente, si q-a € R+, q 6 @, se tiene:
fp(a) - f.(a) 6 C(RT), 1luego f.(a) 6 G. Por ello D-f (a) 6 C(RD),

esto es, fR(a)CZ D. Pero, por la sobreyectividad de f existe

R’

b €6€R con D= fk(h)' En consecuencia b-a € R+, y a6 fR(b) =D.
Finalmente, llegamos a contradiccidn del siguiente modo: to

mamos q 6 Q+ arbitrariamente. Como q-0 € R+, ER(q) - ER(O) 4

€ C(R+), luego ER(q) + D es mayor que D en (C(R),C(R+)) . (D

Sin embargo, si D = fR(c), ¢c 6 R y para cada r 6 ER(q) + D =

= fR(q+c), se verifica que q+c-r € R+, luego D-fk(r-q) 6 C(R+).

Por tanto fR(r-q) € Fr(DP) = G, esto es, existe q; 6 Q
tal que fR(ql) - fR(r—q) € C(R+). Asi atq -t 6 R+, es decir,

fR(r) € G o lo que es lo mismo, r 6 D.
Hemos probado que fR(q) + DEC D y esto contradice (1).

De 1.10 y 1.13 se deduce:

1.14. Corolario.- Sea R un cuerpo realmente cerrado; son equitva=-

lentes:

(a) R es el cuerpo de los numeros reales.



(b) No existe ningin orden P en R(t) de forma que

(R(t),P) es arquimediano sobre R.

§2. Descripcidn de los Grdenes de K(xl,...,xn).

Destinamos la seccidn segunda a describir los érdenes de

E = K(xl,...,xn) siendo K un cuerpo ordenable y Kyseers Xy inde
terminadas sobre K, wutilizando los resultados obtenidos en el epi

grafe anterior.

2.1, Proposicidn.~ Sea K un cuerpp ordenable y P un orden en
E = K(t). SZ R es un eierre real de (K, K P), -existe

un tinico orden Q en F = R(t) tal que Q (N E = P.

. Demostracidén.- (a) Existencia. Tomamos un cierre real E

de (E,P). Es conocido que el cuerpo M de los elementos de E

gue son algebraicos sobhre K es un cierre real de (K, P [} K).

Por tanto, existe un isomorfismo de cuerpos ordenados

. 2 2 : -
f : (M,M") » (R,R”) con f K= lK.
Extendemos f thasta g : M(t) » R(t) = F mediante g(t) =
= t, By ~ f.

Como M(t) C E, Q1 = Ez 1 M(t) es un orden en M(t) vy

Q@ = g(Q) es un orden en F.
S81lo falta comprobar que Q [l E = P.
Por un lado, Ez Ne=vp por definicidén de cierre real.

Por otro, como g|K = glM nk-= fle = 1 v g(t) = t, se



sigue que gIE = IE. En consecuencia, 0 [1E = 8(Q)) NE =

~ 2(q) N g(8)

g(q; N E) = g(Ezn M(t) N E) = g(Ezn E) = g(P) = P.

(b) Unicidad. Sean Q1 y Q2 8rdenes en F con er] E =
=Q,MNE=P, y Ry, R, cierres reales de (F,Ql) y (F.Qz) rtes
pectivamente. Como F es extensidn algebraica de E (pues R 1o
es de K), R, ¥y R, son cierres reales de (E,Ql N E) = (E,P) =

= (E,Q2 ) E). Por ello, existe un isomorfismo de cuerpos ordenados

2 2
£ (RI’RI) g (R2,R2) tal que f|_ = lg.

Veamos que R = {a @6 Rl : a es algebraico sobre K}.

Un contenido es claro pues RC FC Ry, v R es extengidn
algebraica de K. El otro es consecuencia de que R no admite ex

tensiones ordenables propias.

An3logamente, R = {a & R2 : a es algebraico sobre K},

Esto nos permite deducir que f(R) = R. En efecto:

8 .
Si a GSR, es jzo ajaJ =0, a; 6K ycomo flg = Lo
se sigue que Z aj f(a)t = 0, 1luego f(a) 6 R2 y es algebraico
j=o

sobre K, esto es f(a) 6 R.

Reciprocamente, para cada b & R R2 existe a 6 Rl con

f(a) = b. Como b es algebraico sobre K, es Y b, bj = 0,

j=o
s .

b. 6 K. luego ] b, f(a)? = o, y como b. = f(b.) se deduce que:

i Lo P j h]

s . i=e

f( Z b. aJ) = 0, o sea,
j=o I j=o
braico sobre K, 1luego a 6 R

(M arl’]
-
de
]
e
]
Q
>
n
o

i a6 Rl y es alge-

b f(a) 6 F(R).

-

Pero entonces, g = fIR :R*R es isomorfismo y g K= IK’



por lo que g = lR’ y como f(t) = t obtenemos f F = IF'

Por tanto Q, = R§ N F = f(Rf) N £(F) = f(Rf N F) = £(q) =

= Q}_'

2.2, Corolario.- Sea K un cuerpo ordenable, E = K(xl,...,xn)
y P un orden en E. Si M = K(xI,...,xn_l), P es un
orden en E = M(xn) y por 2.1, 82 R es un cierre real de

(M, P M), existe un iunico orden q en R(xn) con

Q VE=P. (1)

Por otro lado, usando 1.4 Q queda determinado por

Q
DR(xn). (2).

En consecuencia, P queda determinado por (1) y (2).

2.3. Comentario.- Nbtese que la descripcidén que obtenemos de P
usando (1) y (2) no viene dada en funcidén del comportamiento de los
elementos de E en los puntos de K, incluso cuando K es realmen

te cerrado, salvo en el caso n = 1,

Terminaremos esta seccifin describiendo una construccidn que

nos serid Gtil mis adelante.

2.4, Proposicidén.- Sea (K,P) wun cuerpo ordenado, E = K(xl""’xn)'

Existe P: orden en E tal que:
(a) P7 K = p.

co . .
(b) xi—h (4 ro 57 2 £ i € n vy h € K(xl""’xi-l)



(e) x,-a 6 P: st a 6 K.

- - w - -
Trivialmente, (E, Pn) no es arquimediano sobre K.

Demostracidn.~- Por induccidn sobre n.

Si n=1, tomamos un cierre real R de (K,P). Segiin vi-
mos en 1.5 existe un ordem Q en R(xl) con Dg(xl) = R. Basta

tomar PT = QN K(xl). Lo suponemos probado para n-1l.

Ahora si F = K(xl,...,xn_l), E = F(xn) ¥y tomamos en F
el orden P:_l, se considera un cierre real R de (F, P:—l)' Si
Q es un orden de R(xn) que cumple que Dg(x“) = R, el orden bus

cado es P: = Q) E.

§3. Clasificacidn de 8rdenes por isomorfia.

3.1. Definicidén.~ SZ K es un cuerpo ordenable y P y Q son dos
érdenes de K, decimos que P y Q son isomorfos cuando

existe un automorfismo f : K » K tal que £f(P) = Q.

La relacidn de isomorfia no es en general trivial, como

queda de manifiesto en los siguientes: '
3.2. Ejemplos.- (a) Sea (K,K+) un cuerpo ordenado contenido en R

y cuyo cierre real R estd estrictamente contenido en R.

En virtud de 1.10 existe un orden P en R(t) de forma
que (R(t),P) es arquimediano sobre R. Por ser R y K arquime-

dianosyse deduce que (K(t), P f1 R(t)) es arquimediano.



Por otro lado, si a 6 K, el orden S = Pa+ N K(t) no es

arquimediano pues - b 6 Pa+ para cada b 6 K.

t-a
Como el ser arquimediano es invariante por isomorfia (pues

los auteomorfismos de cuerpos de caracteristica cero son la identi-

dad sobre @), se concluye que P (] K(t) y S son drdenes no iso

morfos de K(t).

(b) E1 mismo resultado es vdlido cuando sustituimos K por
un cuerpo realmente cerrado R distinto de MR. Esto lo probaremos
en 5.19 pues necesitamos emplear las técnicas que se desarrollan en

el epigrafe quinto,

(c) Sin embargo, todos los 6rdenes de R(t) son isomorfos.
En efecto:
(i) Para cada a 6 R, Fa : R(t) » R(¢)
t > -t + 2a
transforma Pa+ en Pa_ pues, para cada r 6 m+ y cada
x € (a-r,a) se cumple que -x+2a 6 (a,a+r).
(ii) Por otro lado, dados a,b 6 R el automorfismo

F : R(t) » R(t) : £t » t + b-a envia .Pa+ a Pb+.

(iii) Por @Gltimo, F : R(t) » R(t) : t » % transforma P

en Poy y P__ en P _.

3.3. Comentario.- Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que
el problema de clasificacidn de 8rdenes por isomorfia subsiste aiin

en el caso de R(t) siendo R realmente cerrado. La propiedad de



ser arquimediano cobra especial relevancia por ser el md3s manejable
de los invariantes por isomorfia. Por ello, para exhibir ejemplos

mis sofisticados que los de 3.2, establecemos:

3.4. Proposicidn.- Sea (K,P) un cuerpo ordenado y sea

E = K(xl,...,x“). Son equivalentes:

(1) Existe un orden Q en E con Q1K = P y tal que

(E,Q) es arquimediano sobre K.

(2) (K,P) no es isomorfo como cuerpo ordenado a ningiin sub
cuerpo S de R, con el orden inducido por R, y tal que

gr.t. R/S < n.

Demostracidn.- (1) = (2) Si f : (K,P) o (S,IR+ N S) es un
isomorfismo de cuerpos ordenados, entonces (K,P) es arquimediano
y, en consecuencia, lo es (E,Q). Por tanto, existe un homomorfismo
no nulo de cuerpos ordenados, g : (E,Q) =~ (R,R+). Pero, en tal ca-

so, ha de ser f = g|l, y por ello, g(kK) = s,

Entonces, n = gr.t E/K = gr.t. g(E)!g(K) <€ gr.t R/S < n.
Absurdo.

(2) => (1) Sea R un cierre real de (K,P).

Si h (R,Rz) 1ed (R,R+) fuese isomorfismo, también 1lo seria
h/K : (K,P) » (h(K), RT [ h(K)). Haciendo S = h(K) y f = h/K,

tenemos un isomorfismo f : (K,P) = (S,R+ N S) verificando que

0. Esto es absurdo.

gr.t. R/S = gr.t. f-l(R) -1 = gr.t. R/K
f " (s)

Asi (R,RZ) no es isomorfo a (R.R+) y, por 1.10, existe



un orden Pl en R(xl) de forma que (R(xl)’Pl) es arquimediano

sobre R y Pl Nk =r.

Repetimos el proceso haciendo jugar a R(xl) el papel de-
sempefiado por K. En un nimero finito de etapas construimos un cuer

po realmente cerrado M que contiene a E y que verifica que:
(a) gr.t. M/K = n
2
(b) M T x =rp
2 . .
(¢) (M,M") es arquimediano sobre K.

Por tanto, Q = M2 f1 E es el orden buscado.

3.5. Eiemplo.- Sea (K,P) un cuerpo numerable y arquimediano. Lla-

mamos E a K(xl,...,xn). Entonces en E hay drdenes no isomorfos.

En efecto: K cumple la condicidn 2 de 3.4 por ser numera-
ble. Por tanto, existe un orden Q en E tal aque (E,Q) es arqui

mediano sobre K y Q 1K = P. Como (K,P) es arquimediano, tam-

bién lo es (E,Q). Pero, en virtud de 2.4,existe en E el orden
o . . e . .
[ que verifica que (E,Pn) no es arquimediano.

- o -
Asi (E,0Q0) vy (E,Pn) no son isomorfos.

3.6. Comentario.- Existen pares de cuerpos (E,K) con KCE vy 6r
denes P y Q en E, isomorfos, y tales que uno es arquimediano

sobre K y el otro no. Consideremos E = Q(x,y) , x e y algebrai

camente independientes. Fijamos en K = Q(x) el orden P del coe

d
ficiente director y llamamos R al cierre real de (Q(x), Pd).

Ahora, si P_ es el orden del coeficiente director en R(y) vy

E3]



P =P n E, es evidente que (E,P) no es arquimediano sobre K

(dsese 1.9).

Sin embargo, si f : E = E : h(x,y) » h(y,x), el orden
f(P) = Q@ si es arquimediano sobre K pues para cada h{(x,y) 6 E,
y eligiendo g(x) 6 K de tal modo que su grado sea mayor que el
grado en y de h(y,x) y su coeficiente director sea positivo,
se verifica que g(y) - h(y,x) 6 P, es decir, f£f(g(y)) -

- f(h(y,x)) € f(P), esto es,
g(x) - h(x,y) 6 Q.

Asi, en general, el ser arquimediano sobre un subcuerpo no es inva

riante por isomorfia.

§4. La propiedad de las Srbitas densas.

El estudio del conjunto de Srdenes de un cuerpo recibid un
considerable impulso al ser dotado de estructura de espacio topold
gico. Establecemos en esta seccidn diversos resultados sobre la cla
gificacidn por isomorfia de los Ordenes de K(xl,...,xn), utilizan

do su estructura topoldgica.

4.1. Definicidn.- Sea K un cuerpo ordenable y X(K) el eonjunto
de 6rdenes de K. Para cada subconjunto finito
{al,...,ar} de K notamos

H(al,....ar) = {P & X(X) : ay e P, 1l <3<}

Se define la topologia de Harrison [20] en X(XK) come aque

11a que tiene por base los conjuntos H(al,...,ar), ai ¢ kK-{0}.



Obsérvese que al ser ¥X(K) - H(al,...,ar) = H(—a!) L’...U

) H(—ar) los abiertos bdsicos son también cerrados.
También debe destacarse la compacidad de X(K).

Para probar esto Gltimo véase [33].

Con este lenguaje, introducimos un nuevo modo de clasificar

drdenes en un cuerpo ordenable.

4,2. Definicidn.- (Dubois y Recio, [11}). Un cuerpo ordenable K

tiene la propiedad de las érbitas densas (en lo que sigue,

K es un cuerpo D.0.P) st para cada P 6 X(K) y cada abier
to no vacio R de X(K) en la topologia de Harrison, exis
te f 6 Aut(K) tal que f(P) € H. Nbtese que si llamamos

Srbita de P a
o(p) = {f(P) : F 6 Aut(K)}, K es

D.0.P. 871 y sélo si cada 0(P) es denso en X(K). Es asi
mismo evidente que K es D.0.P. 81 y sélo st X(K) =
= k} £(H) para cada abierto bdsieco no vacio H.
feAut (K)
Desde luego, si todos los drdenes de un cuerpo son isomorfos,
dicho cuerpo es D.0.P. Para encontrar ejemplos de que el reciproco
es falso, incluso para cuerpos de la forma E = K(xl,...,xn), nece

sitamos en primer lugar:

4.3. Definicidn.- Un cuerpo ordenado K se llama totalmente denso

g1 para cada P € X(K), K es denso en el cierre real de



(K,P).

A continuacidn enunciamos un resultado fundamental:

4.4. Teorema.- (Dubois - Recio [11]). ¢ K es D.0O.P. y totalmen
te denso, y E = K(xl,...,x“), para cada abierto bdsico H
de X(E) existe un automorfismo f de E tal que

H U £(H) = X(E). A fortiori E es D.O.P.

4.5, Ejemplo.- Sea K un cuerpo numerable con un Gnico orden P,

tal que (K,P) es arquimediano y denso en un cierre real de (K,P).

En virtud de 3.5. no todos los O6rdenes de E = K(xl,...,xn),

gr.t.E/K = n son isomorfos. Sin embargo E es D.0.P. por 4.4.

Si bien el teorema 4.4. proporciona una agradable informa-
cién sobre el espacio de drdenes de K(xl,...,x“), dos cuestiones
relativas al mismo merecen especial atencidn, una de cardcter cuanti
tativo y otra de cardcter cualitativo. Para abordar la primera de

ellas introducimos:

4.6. Definicidn.~ Sea K un cuerpo D.0.P., H un abierto bdsico

no vacto de X(K)Y y G wun subgrupo de Aut(K).

(a) Diremos que DG(H;KZ = 4o gi no existe ningin subconju

to finito ¥ de G, de modo que X(K) = \j f£(H). Por 1

f6F
compacidad de X(K) esto equivale a f(H) # X(K).
f6G
(b) Diremos que DG(H;K) = m 81 eriste F,C 6 con



k) f(H) ¥y m

card F, = m tal que X(K) = & card F para
f6F
; U
cada subconjunto F de G que cumple que X(K) = f(H).
f6r
G - G
(c) Notaremos D (K) = max D (H;K).
4.7. Definicion.- Sea K un cuerpo, E = K(xl,...,x"). Se define

Gn(m) como el subgrupo de Aut(E)

morfismos de &P"(K).

Los automorfismos de an(K) vienen dados por P.G.L. (K,n),
el grupo de las matrices regulares de orden n+l sobre K, médulo
la relacidén de equivalencia:

A~ B si existe a 6 K - {0} con A = a.B
Asi a cada automorfismo
PY(K) ———— " (K)
n
[ ——— i
ygseeesy) (5§o a5 Y; 0 i< n

inducido por los auto-

de matriz A = (aij) regular, le corresponde el automorfismo
. —_—
fA : K(xl,...,xn) K(xl,...,xn)
n
a, + Z a.. x,
io T oLy i T
Xi n (1)

aoo + z o X .
Vi
sin mids que poner Xx., = —,
Yo

A continuacién evaluaremos DG(E) siendo E = R(xl,...,xn)



R un cuerpo realmente cerrado y G = cn(m).

Para ello, comenzamos por establecer una correspondencia en

tre los abiertos basicos de E vy los semialgebraicos abiertos de

rR".

4.8,

Definiciones y notacidn.- Sea R un cuerpo realmente cerrado

y E = R(xl"“’xn)‘ Sin mde que sustituir % por f.g,
se observa que los ahiertos bdsicos de X(E) son de la for

ma
Ho=H(f),...,f ), f,6 Rf{x;,...,x ] - {0}

Llamaremos H(fl,...,ft)‘, o por abuso de lenguaje i a:
- (xer": fj(x) > 0, 1 ¢ j < r}

Ademde 81 S es unidén finita de abiertos bdsicos,

~ -~
S = &u} L llamaremog S = \-/ H,.

iel ier

4.9. Proposicidn.- Con las notaciones de 4.8. se verifica que:

A

(1) S¢ S es no vacfo, entonces S es no vacio.

(2) 5S¢ § = R™, entonces S = X(E).

Demostracidn.- (1) Si S # ¢, S = \~} H,, existe i €6 1
icl
¥ 0. Por comodidad llamaremos H, = H

i = H(fl""’fr)’

Sea P 6 RH vy Rl un cierre real de (E,P). En virtud de

t es transcendente sobre Rl’ existe Ql 6 X(Rl(t)) de



modo que D 1(t) = R
Ry

27

x

Si tomamos ( Ql N E(t)
QNE-=rP.

Construimos g. = t.f. -1 &

J J

si § = ¢®, tendriamos:

"x 6 R" y £, >0, 1<

"(x,t) & R"F!, £,G0 > o0,
Ahora, si C = {f., g; : 1 <] < r~-
de A que contiene a Rz, Az y

es evidente que Q € X(E(t)) vy
A = E[t], 1 € j g r.
j € -1 =» —fr(k) > 0", luego
gj(x.t) >0, 1 <3¢ -1 =
- -fr(X) > 0" (1)
1} y L es el minimo semianillo
C, aplicamos el "positivstellen-

satz" ‘de Stengle‘[ho], para deducir de (1) que existen Zl,lz 6 L

de forma que:

2m s
-fr (-fr) + il = Kz para cierto matural m,
Como fj 6 P deducimos que gj €6 Q vy fj € Q. En consecuen
cia, tanto ll como EZ pertenecen a Q y por ello —Er € QN E =p.
Como p 6 H, tambi&n se cumple que fr 6 P. Por tanto,
fr = 0 y esto es absurdo.
(2) Sea S = ¥~} Hi y cada "i = H(fij : j 6 Ji) donde
iel
J., es finito.
i
Si S # X(E), existe un orden P en E y para cada
i 6 1, existe j(i) € I tal que P 6 H H(-fij(i) i €6 J). En
tonces H es un abierto semialgebraico no vacio de rR" que no cor

ta a

Esto contradice la densidad de

S.



Para establecer los reciprocos de 4.9 necesitamos el conoci

do:

4.10. Lema.- (Criterio de Serre [38]). Sea K un cuerpo y S un
subconjunto multiplicativamente cerrado de K que contiene

a 1.

(a) Existe P 6 X(K) econ S C P si y sélo st la idnica so-

n
lucién de la ecuacidn I s; xi =0, s; 685 - {0} es la
i=1
trivial.
(b) Un elemento no nulo t de K es de la forma
n 2 .
t = izl s;%;» 8; 6.5, x; 6 K, 8t y 86lo 81 t es positi

vo en todo orden de K que contiene a S.

4.11. Proposicidn.- Con las notaciones de 4.8 ge verifica:

~
(a) St S es no vacfo, entonces S es no vacto.

= n

(b) S 8 = X(E), se cumple que S = R .

Demostracidn.- Sea i €6 I y H, = “(fl""’ft) de modo que

o>

¥ 4.

Si M es el gistema multiplicativamente cerrado formado por
1 y todos los productos de los fj' es suficiente con encontrar
P 6 X(E) de tal forma que M C P. Para ello utilizamos el criterio

de Serre.

Sean My,ees,mp 6 M, hl""'h£ 6 FE, tales que

2 2
my hl +...+ my hl =0
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Como H # @, existe a 6 i de forma que ninguno de los denominado

res de hl""'h£ se anula en a.

Ademis, al ser a 6 fl, se cumple que cada mj(a) > 0. Por

continuidad, existe un entorno U de a en cuyos puntos cada m,_,
J

£
1 < j < £, toma valores positivos. Pero, al ser Z m.(x) h?(x) =0
j=1
en cada x 6 U, deducimos que hj se anula en U, 1 < j <« £. Por
tanto, hl = ... = hJe = 0. :

. (b) Supongamos que 5 # R®. Entonces existe

a = (al,...,an) 6R" y r 6 Rt tal que, si definimos
2 j 2 A &
f=1r° - Z (xi-ai) , entonces H(f) Ns = ¢.
i=1

Asi H(f)%‘ s"= ¢ vy, usando 4.9, deducimos que H(E)[1S =¢.
Come H(f) es no vacio, por no serlo H(f): concluimos que

S # X(E). Contradiccidn.

4.12. Proposicidn.- Sea R un cuerpo realmente cerrado,

E = R(xl,...,xn) y G = CHOP). Entonces DG(E) < n+l.

Demostracidn.- Sea H un abierto no vacio de X(E). Por

4.9. sabemos que i¢# #, vy por comodidad supondremos que 0 € H.

Como H es abierto, existe r & R2 de modo que, si f(x) = r2 -
- ‘E X/, se éumple que '
i=1
u(f) c H. (1)
2 2

Elegimos ¢ €6 R tal que <c¢ .r" > 2n y construimos, para

cada j, 1 £ j €« n el automorfismo fj 6 Gn(P) definido por:
F1}



E. E ———— E
J
x
o i . .
x; T si i3
R
1
x. ™ T
3 i
Como 1la matriz Aj =fo 0 ........ 0 ¢ 0 0O ... ©
o 1 0..... 0 0O O O ... O
0o 06 1 0.. 0 0 o0 0O .. 0
$1P o 0o 0o . 0 0 0 O ... O
0o 0 0 0 . 0 0 1t 0 .. 0
c o 0 o . 0 O .... ... 1

tiene determinante +c # 0 y f. = £, , se cumple que fj 8 cn(m).

] Aj
Afiadimoes f_ = 1_.
o E
Por otro lado, gi M = {x ¢ R" : x, #0, 1< i< n}, defi
nimos, para cada 0 < j € n, ?j : M ————s R"

(xl,...,xn) —_—— (fj(xl)""’fj(xn))'
n ~ ~
Es suficiente probar que Lj £.(H) = X(E) y er virtud de
no. gm0 J "
4.9 y (1) basta ver que \J f. (H(f) N M) es denso en R".
j=o

Pero, si no lo fuese, existiria ¢t = (tl....,t“) € RY tal:

que:



n
rZ-ZL2<0
. . i
i=1
2.2.2 2 2
c’r t1 - t2 ceem tn € 0
2. 2.2 2 2 2
cfrfry - oep -ty - L < 0
2.2 2 2 2 2
cr tn tl - t2 —~—. = tn-l < 0

n n
2 . Z t, + czr2 Z tg - (n-1) Z t% - n<x 0, luego
. i . i
i=1 i=1 i=1
n
fczrz—n) z ti - (n-rz) <0 y al ser czrz—n > 0
i=1
se sigue que:
SLLEN |
2 ° 2 n—rz r2
£ 'Z tl < > 3 y por tanto, 1 < 2 s
i=1 c’r =-n )
r
Como czl-n > 0, deducimos que —% -1 3 c2 - —%, esto es,
r r

-7 2 c + > cz. Esto contradice la eleccién de c.

Juestro siguiente objetivo es transformar la desigualdad de

4.11 en pgualdad.

lara simplificar las demostraciones introducimos la siguien

4.13. Delinicidn.- Sea R un cuerpo realmente cerrado. Decimos que

16 Rlx;,...,x,] es un polinomio hiperplano &%

n
i = jgl ajxj + a, ag 6 R, 0 < j <€ n. Un abierto bdsico

t de X(E), E = R(x,,...,xn) se llama hiperplanc cuando



existen polinomios hiperplanos fo’fl"" £, tales que
n
mo=nee2 - 5 €D,
o . 3
j=1

4.14. Lema.- Sea R un cuerpo realmente cerrado, H un abierto bd

steo hiper?lano de X(E), E = R(xl,...,xn) y f e G“(m).

Entonces f(H) es un abierto hiperplano.

Demostracidn.- Sea f = f cuyas ecuaciones hemos escrito

£.) y pongamos:

e N B

en (1) de 4.7., H = H(fg -

It t~—133

0 < j €< n. Por ello,

n

a + Z a
ko £=1

X

ke L

(1)

Cade

n
a + z a x

oo 2=1 of ¢
Entonces, P € fA(H) equivale a f;l(P) € H, esto es,
n

2
- 1 f,(£)° 6 P.
ja1 AD

2 T2 -1
£ - Z fj 6 fA (P), o lo que es lo mismo,
2

Como A es regular, B, = a + Z ajy g # 0, 1luego

g, 6 P - {0} y asi, P 6 fA(H) es equivalente a:
A 2 & 2
(g FQCE )T - jzl (8o-f5(£,0)° 6 P
Ahora, si h, = g .£,. 0 < j < n, 2)
n
se deduce que f(H) = H(ho - z h;) y cada hj es un polinomio

hiperplano.



4.15. Teorema.- Sea R un cuerpo realmente cerrado, G = GHOP) y

E = R(xl,...,x“). Entonces DG(E) = n+l.

Demostracidn.- H = H(l -

nes13

2 . .
xi) es abierto bidsico no vacio
i=1

- de X(E), pues 1 - xi no es suma de cuadrados en E.

ez

1
Es suficiente, usando 4.12, probar que DG(H;E) > n+l.

i

Si esto no ocurriese, existirian il,...,ﬁ 6 G, tales que

r

X(E)=£1(H)U..AU£r(H) y 1 <r <. (1),

Utilizaremos la notacifén de la prueba del lema anterior. NJ

.

n
tese que H es abierto hiperplano, H = H(fg - Z fi) donde
i=1

fo =1, fi = X5, 1 € i < n.
. . i
Llamamos Ai a la matriz asociada : cada ti’ Ai = (ak,ﬂ)’
_ i . . i _ i i .
fA. Ki y By al polinomio B ap + Z are Xp 1l < i< r,
i o £=0

0 < k < n.

En nuestro caso, por ser fo =1, fj = xj, 1l € j £ n es

2’ e 2 i
£, (H) = H(h", - T n%) 1 <i<r donde h,, = g. segiin se
A. oi .o ji ji 3j
i i=1

desprende de (1) y (2) de la prueba de 4.14.

Aplicando 4.11 a (1) obtenemos:

n
rR™ = L_} 7. () (2) y como
i=1
SR n 2 o 2
£.(H)"cH; = {x 6 R ho; (0 - ] hyp 0 > 0}, se deduce de (2)
r i= ’
que \ [ M. = R". ()
i=1
si 1 = {1,2,...,r}, 1, = {i €T :h .6 R}, es sencillo

1 oi

"



observar que L~J M es acotado (pues para cada x 6 R“, h'i( )2
1GIl : 3

es proporcional al cuadrado de la distancia x al hiperplano de

ecuacidn hji(x) = 0). Ademis, L_}}L C:‘__) M por (3). Si

iel- Il 1611

en el conjunto M(R) de las matrices regulares de orden n+l con

coeficientes en R se considera la topologia definida por la mnorma:
1A} = sup {JAG] : Ix} =1}, y si

F : M(R) » 6 es la proyeccidn candnica, G queda dotado de estruc

tura de espacio topoldgico con la topologfa final T para F.
Sin mds que usar 4.11 se deduce que
r
{€ays---5a,) 667+ g U ... Uq (1) = X(B)}

es abierto en (Gr.Tr). Por otra parte, es un resultado elemental
del algebra lineal que el subconjunto D de ¢* formado por aque
llos (ql,...,qt) 8 G¥ tales que el rango de la matriz formada por
las primeras filas de las matrices de LPEETEL W es r, es denso
en (Gr,Tr). Asi, como por hipdtesis B es no vacio, se deduce
que BN D # ¢, 1luego podemos suponer que (ll,...,lr) 6 D. En

consecuencia,

dim ( /ﬁ\ (gi)“(O)) = n - card (I-1,) >0 (4)
) i61-1,
Ademis, \v/ M, ﬂ /ﬁ\ (gi)‘l(O) = @ (5)
i€1-1, i€I-1, °

En efecto: Si I-1, = #, nwno hay nada que probar. Si I-I; 6 v

n

(5) fuese falso, existiria x 6 R cumpliendo que:



i _ . _
g (x) =0 i6 I-1,
n
2 2 ]
0< h ;(x) - ] hy (%) i6 I-1;
j=1 .
i _ i ) _ .
Como g_ = hoi’ es hji(x) 0, i6 I-1,, 1 £ j € n. Pero enton
ces, g;(i) =0, ie6€ I-I,, l € j €< n, y esto contradice la regu-

laridad de Ai'

Asi queda probado (5), lo que junto con (3) nos permite de-
ducir que: {ﬁ\ (gl)—l(o) C:\N/ M.. (6).
. o . i :
)GI-Il 1GI1
Ahora: (a) Si I, = @, deducimos de (6) que
{ﬁ\ (gl)_l(O) = ¢ y esto contradice (5).
. )
1GI—Il

(b) Si 1, ¥ @, [\ (g;)_l(o) es acotado por (6) pero es
i61
1

una variedad lineal de dimensidn positiva por (5). Absurdo.

4.16. Comentario.- Para cada abierto H no vacio de X(E), el nidmero

~E—L—*— nos proporciona una medida del tamafio del semialgebraico bi
D7 (H;E) n
sico H de R .

En 4.12 probamos que todo semialgebraico bdsico tiene tamafio

mayor © igual que ;%T y en 4.15 se prueba que el tamaiio del inte-
rior de una esfera de R" es —l—.
n+l
K 2
Si escogemos H, = H(1r -y xi), los automorfismos

i=1

fA ,...,EA de la demostracidén de 4.12 junto con la identidad, nos
1 K

permiten probar que DG(HK;E) ¢ K+1, 1 ¢ K € n,.

Por otro lado, sin mAs que cambiar el recorrido {1,...,n}
del indice i en la demostracién de 4.15 por {1,2,...,K}, se ob

tiene que:



D (H,; E) > K+1

De este modo, encontramos semialgebraicos bdsicos

2

K
i = {x 6 R™ : 1 - z x. > 0} de tamaiio 1 < K ¢ n.
i=1

A
K i K+1’

En general, para cada semialgebraico S de Rn, su interior

en la topologia fuerte de R® es de la forma
2 - U s £, >
s = e (£,, > 0,...,£. > 0}, fi5 € R[}l,...,xJ .

Si consideramos el abierto de X(E)

m
H = \\J H(fil""’fir)’ el unimero r-l = —F—L———
i=1 D’ (H;E)

r
es una medida del tamaiio de § v como X(E) = \ / Ui(ﬂ) equivale,
. j=1

por 4.9 y 4.11,a la densidad de
o o
o, () u...u g, (5),
r es el minimo niimero de copias proyectivas de S necesarias para

- n
cubrir R

Los resultados anteriores aclaran cuantitativamente y desde

el punto de vista geomdtrico el teorema 4.4.

§5. Cuerpos con la propiedad de la extensidn.

Analizando el teorema 4.4.desde el punto de vista cualitati
vo, deseamos conocer en qué situaciones la total densidad es una con
dicidn necesaria en dicho resultado. Para dar respuesta a esta cues
tién en el caso de una variable, cosa que hacemos en el epigrafe sex

to, introducimos en &ste la clase de cuerpos con la propiedad de 1la

extensidén, mostrando un buen niimero de ellos y obteniendo una carac

terizacidn de los mismos.”



5.1. Ejemplo.~- Sea K = Q(t), t transcendente sobre @, y P el
orden en K restriccidn del orden de R(t) asociado a la cortadu-

.

ra D = R. (R es un cierre real de Q).

Si R1 es un cierre real de (K,P), K no es denso en R,
pues K [} (/t, 2/t) = ¢. Sin embargo, toda extensidn puramente trans
cendente E = K(xl,..‘,xn) de K es D.O.P. pues E = Q(t,xl,...

...,xn) y Q@ es D.O.P. y totalmente denso.

Asi, la densidad total no es una condicidn necesaria en el

teorema 4.4,

5.2. Definicidn.- Diremos que un cuerpo K posee la propiedad de
la extensidén (p.e. en lo que sigue) si para cada automor
fismo £ de K(t), t transcendente sobre K, f k €8

un automorfismo de K.

5.3. Proposicién.- Una condieidn necesaria y suficiente para que un
cuerpo X posea la p.e. es que f(K) C K para cada automor

fismo £ de K(t).

Demostracidn.- Es evidente que la condicidn es necesaria.

Por otro lado, para cada f 6 Aut(K(t)), como f # 0 vy
f(K) C K, se verifica que f kG K » K es homomorfismo no nulo de
cuerpos.

Aplicando la hipdtesis a f-1 6 Aut(K(t)), deducimos que

f_l(K) C K vy de aqui la sobreyectividad de f X"



5.4. Ejemplo. No todo cuerpo posee la p.e. Basta elegir un cuerpo E
cualquiera y K = E(u), donde u es transcendente sobre E. Ahora,
el automorfismo de K(t) que fija los elementos de E y envia t

sobre u y u sobre t, no transforma K en K.

En la literatura sobre cuerpos ordenados aparece una clase

de cuerpos, llamados euclideos, y definidos como sigue:

5.5. Definicidn.~ Un cuerpo K sge llama euclideo cuando k2 es un

orden en K. Claramente, es el itnico orden de K.

Introducimos una clase estrictamente mids amplia que la ante

5.6. Definicidn.~ Un cuerpo K se dice semieuclideo s8i existe un
orden P en K tal que:

. . 2 2

(*) a€K y a-2 6P implican a“-4 6 K,

5.7. Observaciones.- (a) La condicidn (*) puede sustituirse por:

(**) a 6 K y a-1 6 P implican az~l 6 K2.

En efecto:
(*) => (**) Si a-1 6 P entonces 2a-2 6 P y por (*) se

sigue que existe b 6 K tal que &az—ﬁ = bz. Por ello,

2
az-l = (%) 6 Kz.
a az 2
(**) => (*) Si a-2 €6 P es 5 -1 6 P 1luego = - 1 = b

2 2

para cierto b € K. Entonces aZ_4 = 4b? = (Zb)2 6 K°.



Aunque la definicidén (**) parece mids elegante, hemos puesto

(*) como definicién pues es asi como la usaremos en 5.8.

(b) Todo cuerpo euclideo K es semieuclideo, pues tomando
2 2

el ordemn P = K en K y si a-2 6 K° = P entonces también
a+2 = a-2+4 6 P. En consecuencia, existen x,y 6 K tales que
a-2 = xZ, at2 = yz. Asi az—h = (x.y)2 6 KZ.

Sin embargo, el reciproco no es cierto. Basta tomar

F =4

— oz . +
F, Fo(Ya®-4 : a-2 6 F_ NwrRY

F (/az-h : a-2 6 F n m+) y F = LJ) F .
n-1 n-1 N0

]
n

F es semieuclideo por la construccién pero no es euclideo pues

Y2 ¢ F.
5.8. Proposicidn.- Todo cuerpo semieuclideo posee la p.e.

Demostracidn.~ Sea K un cuerpo semieuclideo y P un orden

en K para el que se cumple la condicidn (*) de 5.6. Si K no veri

fica la p.e. existe f : K(t) » K(t) automorfismo y a 6 K con
f(a) & K.
Como f(a) = -f(-a) y f(a+2) = f(a)+2, podemos suponer

que M = {a 6 K : a2 6 P y f(a) & K} # @.

=2

,8, 6 kKle] y

a

Para cada a 6 M escribimos f£(a) = EE, ha
a

tales que g_ es ménico y (ha,g ) = 1. Asi h y 8

quedan uni »
a a =

a

vocamente determinados por a.



Llamaremos grado de a 6 M al entero

gr(a) = gr(ha) + gr(ga) >0 y elegimos a € M con

gr(a) € gr(x) para cada x 6 M. Como a 6 M, existe u € P de

forma que az-b = uz. Entonces, 8i b = a;u se comprueba que
- 1 1, __1
a=5b + §- Como f(b) =Ty Y f(a) ¢ K, se deduce que f(b) ¢ K.
hb
Ponemos f(b) = —, (hb’gb) 1, g, Mmdnico. Ast,
2, 2 8p
h h + g
a b b
= Th e - ().
Ea b Bb
2

Aaemds (h, + gg, gb.hb) = 1 pues si £ 6 K[t] es un factor

b
irreducible comiin a awmbos, se tiene, ngb.hb y por ejemplo, llgb;
ésto, junto con £|h§+g§ implica que £|hb, lo cual contradice a

(h = 1.

b,gb)
Por (1), existe c 6 K - {0} cumpliendo que:

2
)

2
b c(hb + g

g, c.hb.gb.

Entonces, gr(ha) 2 max {gt(hb), gr(gb)} y
gr(ga) = gr(hb) + gr(gb).

Sumando: gr(a) = 2 max {gr(hb), gr(gb)} + gr(gb) + gr(hb) >

> 2gr(b) > gr(b), pues gr(b) > 0 al ser f£f(b) ¢ K.
En consecuencia, si b-2 6 P se tiene:

b 6 M y gr(b) < gr(a), lo cual contradice

la eleccidn de a.

Si b-2 @8 P, d = % cumple que d-2 6 P ya que
b = 3;u 6 P. Ademids f(d) = E?%T ¢ K y gr(d) = gr(b) < gr(a).



De nuevo obtenemos contradiccidn.

5.9. Corolario.- Los cuerpos euclideos, y en particular los realmen

te cerrados, poseen la propitedad de la extensidn.

5.10. Proposicién.- Todo cuerpo algebraicamente cerrado posee la

propiedad de la extensidn.

Demostracidén.- Supongamos que existe un cuerpo algebraica-
mente cerrado . K, un automorfismo f : K(t) » K(t) 1y un elemento

a 6 K, de modo que f(a) = % 6 K(t)- K y (h,g) = 1.

Como X es algebraicamente cerrado, existe a, 6 K tal

2 L . P
ue a, = a. Repitiendo el argumento construimos una sucesifn
q 1 P g
n
. 2
{an : n € IN}] de elementos de K, cumpliendo que a = a para ca

da n 6 IN.

h_.
Como f(a) € K, es f(a ) = —26 K(t)=K con (h_,g ) = 1,
n g, n’®n
para cada natural n.
n
2
h hn
De esta forma, E = ,0 es decir,
8n
2" 2"
h . B, = & . hn
Pl
Como hn y &, son primos entre si, se deduce que & divide a g
n .
y hi divide a h para cada n 6IN, ; En particular,

2" . gr(g ) < gr(g)

n

20 . gr(hn) < gr(h)

Finalmente, como s = mdx {gr(h), gr(g)} > 0 vy



(gr(hs), gr(gs» 4 (0,0), por ejemplo m_ = gr(hs) > 0,
obtenemos:

2 . m_ £ Ss. Absurdo.

5.11. Proposicién.- Toda extensién algebraica de @ posee la propie

dad de la extensidn.

Demostracidn.- Sea K una extensidn algebraica de Q vy

f : R(t) » K(t) wun automorfismo.

Para cada a 6 K, existen a_,...,a_ 6 @ de forma que

o n
n
a +a,.a +,..+ a_.a = 0.
o 1 n

. n
Por tanto, a; f(a)d = £ ¢ 1 a aj) = 0. Asi f(a)

) j=o

nes-13

3

]
es algebraico sobre @ y es particular sobre K. Como f(a) 6 K(t)

y K es algebraicamente cerrado en K(t), resulta que f(a) € K.

5.12. Proposicidn.~ Todo cuerpo arquimediano con un inico orden posgee

la propiedad de la extensidn.

Antes de realizar la prueba de 5.12. introducimos las si-

guientes:

5.13. Definicidn y propiedades.- Sea (K,P) un cuerpo ordenado. Se

define la aplicacidn grado




d : K(t) -{0} —-> 2

—_— d(f)

0 |m

siendo gr(f),gr(g) 1los grados de los polin

= gr(f) - gr(g),

omios f,g 6 K[t].

Son rutinarias las comprobaciones de:

(a) d es aplicacidn.

£ f f £
1) d=t . 2 - 4 + 9D,
f 4 f f
(¢) d(—L + -%) < max {d(-Ly, da(=2)}
g, & g, g,

(d) Si los coeficientes directores d
necen a P, las desigualdad de

igualdad.

5.14. Proposicién.- Sea K un cuerpo con un
£ : K(t) = K(t) wun automorfismo. En
para cada a € K—-1{0}. Ademds, sz
= h(t) el producto de los coeficie

g(t)’
g pertenece a K+.

Demostracidn.- Como f(-a) = ~f(a),
+ +
parte cuando a €6 K — {0}. Como K es el
a6 K+, existe un subconjunto finito, (ai
+ 2 PR
de K , tales que a = Z a;. Repitiend

i6el
ag, escribimos

a, = 7§ a’., J; finito,

e f19f2’gl y gz perte

(c) se convierte en

inico orden K+, Y
tonces, d{f(a)) =0
a6 k' y f(a) =

ntes directores de h y

basta probar la primera
inico orden de K y
: i 6 I} de elementos

o este argumento a cada

ij



Por tanto, a = z ( Z
i61 j€J,
1
133, de Lam [22], escrib

Repitiendo el razo

elementos {bjk : 1 € 3 ¢

a
h.k
Si ponemos f(b.k) =
k] Bk
para cada k 6 IN,
h, k
Como cada (—*11(-)2 es un
8.
jk
(d) de 5.13, luego, usando
mos:
d(%) = 2k . max

Ahora, si 8 = d(g) no es

b
= mix {d(—1%)

a%.)z, y usando el corolario 12.8, pagina
13 r r
2 4 2 22
imos a = Z b.z = Z b'2'
j=t 1% =1

namiento se obtienen, para cada k 6 IN,

rk} que verifican:
r
= Zk b2, .
IETEL
y f(a) = %, se deduce que:
r
L 1 S TS
& =1 Bk

cuadrado, estamos en las condiciones de

(b) de 5.13 y la férmula anterior obtene

h.k
{d‘El"’ : 1 g
ik

Y

i<t (2)

nulo, elegimos k = |s| y

m : 1 < 3j <r.}, y aplicando (2) se concluye que
85k k
8 - m, 6 Z. Absurdo.
s k
2
En consecuencia, d(f(a)) = 0.
La segunda parte se deduce inmediatamente de la férmula (1).
Demostracidn de 5.12.- Definimos v : K(t)—- {0} — 7
h h
= — =) =
g V(g)
= ord (h) - ord (g).



Asi, si T @ K(t) » K(t) es el automorfismo que deja fijo

K y envia t a %, es obvio que

v(f(a)) d(t o f(a)) = 0 para cada

f 6 Aut(K(t)) y cada a € K+—-{0], en virtud de la proposicidn an

terior.

Supongamos que K no posee la p.e. Entonces, existe un auto
morfismo f : K(t) » K(t) y un elemento a 6 K, tal que f(a) =
= % 6 K(t) - K. Como f(a) = -f(-a), se puede suponer que a 6 k*.
Asi h y g tienen el mismo grado y el mismo orden, y tanto sus coe

ficientes directores como los del té&rmino de menor grado son positi

vos.
m m .
Escribimos h = ] a, td, g= ) b, td, donde

+
a ,b ,a ,b 3 K = {o}.

[

FE > a, Como K es ar
r
¢ k'~ (0},

Estuliamos en primer lugar el caso

quimediano existe q €6 @ de forma que q-a

]

r +
b——qu(—{D}. (1)

Lo

Por >tro lado, como f_l(Po+) es un orden en K(t), su
restriccidn f_l(Po+) n K a K coincide con el Gnico orden K+ de
K.

Por :211lo0 q-a € f_l(Po+), es decir, f(q) - f(a) € P°+.

m .
I a, t?

Como f(q) = q, deducimos que q - JE;;‘;———-G Po+. Entonces, cowmo
J b, tJ
=r J

Lot

bj td 6 o+ Ppor ser b _ 6 k" - {0}, deducimos que

ne—1g



m .
_ i _ +
E (q.bj aj)t 6 P°+ y esto significa que q.br a 6 K, o sesa,

j=r
a
-5 ¢ k*. cContradiccidn con (1).
r
3
En el caso a < a se llega asimismo a contradiccidn con
r

idéntico razonamiento.

En consecuencia, si F 6 Aut(K(t)) y a 6 K, F(a) = % y

el cociente de los coeficientes de menor grado de h y g vale a.(2

Consideremos, para cada to 6 K el K-automorfismo o de

K(t) que envia t a t+t . Asi, si

m
I ooe, td
toypt 3 crv
(0, = f)(a) = JET—-——~— sabemos por (2) que 3— = a.
1 L}
° ) d; tJ r
j=r'
c
Pero f(a)(to) = (dt o £)(a)(0) = 3 = a, Por tanto
o r'
f(a) toma el valor a en cada punto de K. Como K es de carac

teristica cero se sigue que f(a) = a 6 K.

5.15. Construccidn.- Hay gran cantidad de cuerpos en las condicio-

nes de 5.12. Construimos algunos ejemplos.

Tomemos u G\R+ transcendente sobre @. Franz [15] demues
tra que el cuerpoc @(u) es hilbertiano, esto es, que para cada su
conjunto finito (fl,...,fn} de polinomios de Q(u)[xl,le, exist

t 6 @(u) de manera que cada fj(t,xz) es irreducible en Q(u)[xz]
Sea P =IR+IW Q(u) y R un cierre real de (Q(u),P).

Como @Q(u) es hilbertiano y numerable y V5 6 R - Q(u),



el teorema 3.2, pdgina 25, de Prestel [34] permite asegurar la exis
tencia de un cuerpo E con un Gnico orden, contenido en R-{/5}

y que contiene a @Q(u).

El cuerpo E es arquimediano pues R -{/5} C IR. Por tanto,
E satisface las hipStesis de 5.12. Sin embargo, E no es semieucli

deo pues 3-2 6 et y 32—4 =5 G'Ez. Ademds E no es extensidn al

gebraica de @ pues u 6 E.

En consecuencia, el teorema 5.12. asegura la posesidn de la

p.e. por cuerpos no incluidos ni en 5.8.ni en 5.11.

5.16. Problema.- La proposicidn 5.11. permite encontrar cuerpos con
mis de un orden con la p.e. Sin embargo, el corolario 5.9 y la pro
posicidn 5.12. prueban que dos subclases distinguidas de cuerpos
con un inico orden poseen la p.e. Queda sin resolver la siguiente

P
cuestion:

{Todo cuerpo con un {inico orden posee la p.e.?

Antes de caracterizar los cuerpos con la p.e. necesitamos

introducir la siguiente:

5.17, Definicidn.- Sea (K,P) un cuerpo ordenado y R un cierre

real de (K,P). Sean

F =K
o]

i 2
FI-FO(/E, aGFoﬂR)

_ 2
F2—Fl(fa_,aGFlﬂR)
F, = Fo_1(¥a, a ¢ Fpoy 1 R?)
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Entonces el cuerpo HR(K) = LJ F  es un cuerpo euclideo,
n>o

llamado cierre euclideo de (K,P) en R.

5.18. Proposicidn.- Sea K un cuerpo ordenable. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
(1) K posee la p.e.

(2) Para cada P 6 X(K) y para cada £ 6 Aut(R(t)), st
R es un cierre real de (K,P), existe un inico

£* € Aut(R(t)) tal que £%|p(y, = €.

(3) Para cada P € X(K) y cada £ € Aut(K(t)), existe un

inico f € Aut (Hp (K) (t)), con Elk(t) -5

(4) Existe P € X(K) de modo que para cada £ € Aut(K(t))

extste un inico f£* 6 Aut(R(t)), tal que f*|K(t) = f

(5) Existe P 6 X(K) tal que para cada £ 6 Aut(K(t))

existe un dnico f € Aut(HR(K)(t)), con f|K(t) = f.

Demostracidn.- (1) =+ (2). Por hipdtesis, f‘K 6 Aut(R),
luego existe un Gnico f, 6 Aut(R) con flIK = fIK. Sea
F* : R(t) » R(t) : E*IR = fl’ f*(t) = f(t). De este modo,

£* 6 Aut(R(t)) 'y £¥|p(,y = f.

Veamos la unicidad. Si g : R(t) » R(t) estd en las condi-
ciones de f*, es g'K = f*,K = flIK y por 5.9. glR 6 Aut(R).
Ahora, por la unicidad de fl sabemos que g|R = f*IR y como

g(t) = f(t) = £*(t), concluimos que g = f*.



(2) => (4). Trivial.

(4) => (1). Dado un automorfismo £ : K(t) & K(t), conside
ramos su extensidn f* : R{(t) » R(t). De nuevo por 5.9, se sabe que
f*x(R) R, y en particular, f(K) = f*(K) C R. Como f(K) C K(t)

y K = K(t) N R, deducimos que f(K) C K. Ahora basta aplicar 5.3.

(1) => (3). Como (l) implica (2), existe f* 6 Aut(R(t))
* = %
con f K(t) f. Veamos que f (HR(K)) c:HR(K). Sea a 6 HR(K)
y n = min {j e N |J {0} : a6 Fj}.
Probaremos por induccidn sobre n que f*(a) € Fo.-
Si n=0, es a 6 K. Como K posee la p.e. tenemos que
f*(a) = f(a) 6 K = FO.
Lo suponemos probado hasta n-1,.
I s
vb .o Vbs donde

m. -
Jl.""’Js 1

2
mjl,...,mjs 6 F._;» bys...,b_6F N RrR*.

Si a 6 F_, a =
n

De este modo,

i j
£*(a) = I f*(m, ) YER(b ) v ER(b) °.
1*°°°Jsg
Por la hipétesis de induccidn, f*(m. . ) 6 F . Si
, . Jpsee-nidg n-1
bj = cj, Cj 6 R se verifica que:
fx¥(b.) = f*(c )2 6 F n Rr? Por tanto
k] h] n-1 ’

fx(a) € F yen consecuencia f*(HR(K)) C HR(K). (1)

Razonando con f_l € Aut(K(t)), deducimos, por (1) = (2),

la existencia de (f-l)* 6 Aut(R(t)), tal que (f-l)* E_l.

K(t)



1 -1
K(t)

dad obtenida en (1) ==> (2) se concluye que (f*")-1 = (f

= f_l, de la unici

-1

Como (€*) "6 Aut(R(t)) y (f*)

)* (2).

De (1) y (2) obtenemos que f*(HR(K)) = HR(K)' Como
f(t) = £(t) 6 K(t) C HR(K)(t), el automorfismo buscado es

T = £* .
He (K) (1)

La unicidad de f se deduce fidcilmente de la de f* y del

hecho de que R es un cierre real de HR(K).
(3) = (5) Es trivial.

(5) = (1) Al igual que en (4) ==> (1), todo consiste en

utilizar que H_(K) posee la p.e y que H (K) 1 R(t) = K.

Ahora estamos en condiciones de probar un resultado que anun

ciamos en 3.2,

5.19. Proposicién.- Sea R un cuerpo realmente cerradoc y E = R(t).

Si R # R, en E hay Sérdenes no tsomorfos.

Demostracidn.- Como R ¥ IR, sabemos por 1.14. que existen
dos 8rdenes en E, P y Q, tales que (E,P) es arquimediano sobre
Ry (E,Q) no lo es. Si P y Q fuesen Srdenes isomorfos, existiria

un automorfismo f : R(t) » R(t) de modo que f(P) = Q.

Como (E,P) es arquimediano sobre Ry f es isomorfismo de cuer
pos ordenados entre (E,P) y (E,Q), se sigue que (E,Q) es arqui

mediano sobre f(R). Pero f(R) = R por 5.9. Contradiccibn.



§6. Caracterizacién de 1a densidad total en cuerpos con

un inico orden.

En esta seccidn se establece, bajo algunas condiciones, la

necesidad de la densidad total en el teorema 4.4.

6.1. Proposicidn.- Sea K un cuerpo con la propiedad de la extensidn
y £ un automorfismo de K(t). .

at+b
ct+d

Entonces, exisgten a, b, ¢, d 6 K tales que f(t)

y ad-be # 0.

Demostracién.~ Como f K 6 Aut(K), 1la aplicaciédn

g : K(t) » K(t):

j . f‘l A tj
L a, t E‘ (aJ)
i -1 j
.t f b.) t
by bJ I ( J)

es un automorfismo de K(t).

Ademds g °f € Aut(K(t)) y g of K= lK. Por el teorema

a1t+b

de Luroth, existen al’bl’cl’dl 6 K de modo que g of(t) = EI?:E
y aj.d;-bc, # 0.
El resultado buscado se obtiene tomando

a = f(al), b = f(bl)’ c = f(cl), d = f(dl)‘

6.2. Proposicibén.~ Sea K un cuerpo con un untco orden xt y con
la propitedad de la extensidén. Sea £ un automorfismo de
K(t) y Q un orden de K(t) centrado en X, 6 K. Enton-
ces, f(Q) es un orden de K(t) centrado en »

v, € K U {4, -},
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1

Demostracidn.- Aplicando 6.1 a £ @ Aut (K(t)), sabemos
-1 at+b
que f " (t) ce+d’ ad-be # 0.
ax°+b
CASO 1. Suponemos que c.xo+d £ 0. Entonces x ¥4 6 K y como K
o
ax +d
posee la p.e., Vo = f(cxo+d) 6 K.

Comprobamos que f(Q) estd centrado en Yor

.

L a, tJ + +
Sea g = ———l——E 6 K(t), con g(yo) e Kk - {0}, K el

L b, t
3

inico orden de K. Si h = f (g) es:

ax +b
o

) -1 j
D f’l(aj)f“(t)J L) G
h(xo) = (xo) =

-1 )
j ax +b 1 f (g(yo)).

) 2

A f—l(bj)f-l(t)J
i cx0+d

el

Como k' es el Gnico orden de K v g(yo) 6 xt- {0}, existen

2 2
Cysecest, 6 K-{0}, tales que g(yo) =< +o..+ c - Por ello,

h(x ) = f-l(cl)z +...+ f—l(ct)z ¢ xt- {o0}.

- . -1
Como Q est@ centrado en x s se tiene que f “(g) =

= h 6 Q, esto es, g 6 f(Q).

CASO 2. Suponemos que cx°+d = 0. Al ser ad-bc # 0, se sabe que

ax _+b # 0, por ejemplo, ax +b 6 k- {o}.
Consideremos, para cada m 6 K el polinomio
-1
h (t) = at+b - (ct+d) . £ (m) € k[t]

+
Como hm(xo) = ax_+b € K - {0}, es h, € Q.
h, ()

1 at+b
ct+d € Qq,

: -1 - -1
2.1. Si ct+d € Q, f "(t) - £ " (m) = ct¥d - f (m) =
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luego t-m 6 £(Q) para cada m 6 K, es decir, f(Q) estd centra-

do en 4w,

2.2. S8i ct+d 6 -Q, el mismo razonamiento nos permite probar que

f(Q) estda centrado en -w,.

. +
6.3. Teorema.- Sea K un cuerpo con un uUnico orden K y con la

propiedad de la extensidn. Son equivalentes:
(1) (K,K+) es denso en todos sus cierres reales.

(2) K(t) es D.O.P.

Demostracidn.- (1) =% (2). Es consecuencia de 4.4. pues,

al tener un tUnico orden, K es D.0.P,

(2) = (1) Si (K,K+) no es denso en un cierre real R
de (K,K+), existe f 6 K[t] tal que f(x) 6 K+ para cada x 6 K
y f no es suma de cuadrados de polinomios de K ﬂ] (isense los
teoremas 1,2 y 4 de McKenna [31]). Aplicando un resultado elidsico
de Artin [3], f no es suma de cuadrados de elementos de K(t).
Por tanto, existe un orden Q en K(t) tal que -f 6 Q. En conse
cuencia, el abierto baisico H(-F) del espacio de érdenes de K(t)

no es vacio.

Tomemos un punte a 6 K, el orden Pa+ de R(t) vy

P = P+ 1 K(t) que evidentemente es un orden de K(t) centrado en a.

Como K(t) es D.0O.P., existe F 6 Aut(R(t)), que verifica

que " F(P) € H(~f).



Como f(x) 6 kt para cada x 6 K y F{(P) estd centrado

en y_ e xU {42, -} por 6.2, se deduce que f 6 F(P), es decir,
F(P) 6 H(f). Entonces H(f) ) H(-f) # ¢, y esto es falso pues

f 4 0.

Asimismo, para los cuerpos con la p.e. se puede establecer

un reciproco de 4.4.para una varijable.

6.4. Proposicidn.- Sea K un cuerpo ordenable y eon la propiedad
de la extensitén. Si E = K(t) es D.O.P., entonces K es

D.0.P.

Demostracidn.- Sea P un orden emn K y H = HK(al,...,ar)

C X(K) un abierto basico, no vacio, de X(K).

Consideremos un cierre real R de (K,P), el orden P

de R(t) asociado a la cortadura D = R ¥ Pl = Pw‘j K(t).

Nétese que Plﬂl(=Pwnl(=PwanK=R2nl(=P.
Llamamos HK(t)(al""’ar) = {y 68 X(R(L)) : a; 6 Y, 1< j<r}.
Como H ¢# ¢, tomamos Q 6 H. Si Rl es un cierre real de (X,Q),
Qq es el orden del coeficiente director de Rl(t) y Ql = er]

N K(t), es claro que Ql Nk = Q, luego, como 8y5...,a, € qQ,
también a;,...,3

r S Q- Por tanto HK(t)(al""’ar) 4 0.

Como K(t) es D.0O.P., existe um automorfismo f de K(t)
que cumple que f(Pl) 6 H1 = HK(t)(al""’ar)' Como K cumple 1la

.

p.e., para cada I £ j < r, se tiene:

a; 6 £(P,)) Nk = £(P ) N £(x) = £(P, N K) = £(p),



y en consecuencia f K(P) 6 H.

§7. Un problema de cambio de signo para polinomios irreducibles.

7.1. Planteamiento.- Como ponen de manifiesto los resultados de

McKenna citados en la prueba de 6.3, la densidad de un cuerpo ordena
do en su cierre real desempefia un papel primordial en el decimosé&pti

mo problema de Hilbert.

Debe mencionarse que en el libro de dlgebra de Lang [24] se
omite la hipdtesis de densidad en la prueba del cé@lebre teorema de
Artin que resuelve el problema decimoséptimo para cuerpos con un @ni

co orden.

Fue Dubois [10] quien obtuvo el primer ejemplo de un cuerpo
con un {inico orden y no denso en su cierre real, para el que falla
el mencionado resultado de Lang. Dicho cuerpo es el cierre euclideo
H de (Q(t), P 4 (1Q(t)), donde P 4 es el orden de R(t) asocia
do a la cortadura (+,o]. El polinomio f(x) = (x3—t)2 - t3 de

H[x] es positivo sobre H pero no sobre su cierre real.

3/2

Sin embargo, f(x) = ((x3—t) - t3/2)((x3—t) + t ) es re

ducible en H[x].
Se plantea asi la siguiente cuestidn.

tExiste f 6 R[x], irreducible en H[x], positivo sobre

H pero no sobre su cierre real?.

En este epigrafe damos respuesta afirmativa a esta preguntd
5
para una clase de cuerpos que contiene al H anterior. Antes necesi

tamos:



7.2. Definicidn.- Se dice que un cuerpo ordenado (X,P) tiene la

propiedad del cambio de signo 81 existe un polinomio irredu

cible f 6 K[t], positivo sobre K pero no sobre un cierre

real R de (K,P).

7.3. Definicidn.- Un cuerpo K se llama hereditariamente euclfideo

8t todo cuerpo extensgién ordenable y finita de K es euclt

deo.

Viswanathan [41] caracteriza los cuerpos con la propiedad

del cambio de signo mediante la siguiente:

7.4. Proposicién.- Un cuerpo ordenado (K,P) tiene la propiedad del
cambio de signo si y sdlo si K no es hereditariamente euclis

deo ni denso en su cterre real.

Por su parte, Prestel y Ziegler [35] obtienen diversas carac
terizaciones de los cuerpos hereditariamente euclideos, de las que

nosotros usaremos la siguiente:

7.5. Proposicién.- Un cuerpo ordenado (K,P) es hereditariamente
eucltdeo st y s8blo si fijando un cierre real R de (K,P),
todo polinomio £ € K[t], irreducible sobre K[t], tiene

a lo mds una ratz en R.

El resultado fundamental de esta seccidn es el siguiente:



7.6. Teorema.- Sea K una extensidn finita de Q@ y E una exten-
stén puramente transcendente, finitamente generada y ordena
ble de K. Sea P un ordem en E y R un cierre real de
(E,P). Entonces, el cierre euclideo H = HR(E) de E en

R no es hereditariamente euclideo.

Antes de la demostracidén hacemos notar que si K = @,
E=Q(t) y P = P°+ 1 E, H es el cuerpo construido por Dubois,
luego, mediante 7.4 y 7.6, damos respuesta afirmativa a la cuestién

planteada inicialmente.

Un resultado técnico, esencial para la prueba de 7.6,es el

siguiente:

7.7. Lema.- Para cada nimero primo p -existe fp ¢ alt], <irreducti

ble en @[t], de grado p y con p raices en R.

Demostracidn.- Para cada primo p tomamos fp(t) =
= (t-2)(t-4) ... (t-2p) - 2 6 Q[t] y de grado p

fz(t) = (t=-2)(t-4) - 2 = t2—6t+6, irreducible por el crite-
rio de Eisenstein y con dos raices reales pues f2(2) <0 vy
£,(0) > o.

Comprobemos el resultado para p > 3.

Sean Sj(yl,...,yp), 1 < j £ p, las funciones simétricas
elementales.

Haciendo y, = 2k, 1 €k < p y §; = Sj(Z,lo,...,Zp), se

verifica que:



P .
= = _1y3 p-i -
g, (t) £,(8) + 2 _Z (-1)7 s, ¢ s sy = 1,
Jj=o
p-1 . _:

luego £ (t) = P+ §J (-1 s, P77 - (s +2).

P j=1 3 P

Por otro lado, cada 8 € 2%, j #0 y en particular
s, = 2.4...2p = 2P _p! ¢ 4Z. Por ello, sp+2 ¢ 42. Aplicando el cri

terio de Eisenstein deducimos que fp es irreducible en @Q[t].

Es claro, por la construccién, que para cada K,
1 ¢« K g p-1, gp tiene signo constante en el intervalo
IK = (2K, 2(X+1)), vy que el signo que toma en IK es el opuesto al

que toma en I
Asi, si M = {1,2,...,p-1},

M p-1 : >0}, M, ={1 < j<p-1:

2

"
~—
—
N
w
n

1 gp‘Ij

se verifica que M = M, U M,, M, n M, = ¢ y card M; = card M,.

En consecuencia,

- - Pzl |
card Ml card Mz 3 5.
Llamemos cj, para cada j 6 Hl’ al punto de Yj donde gp I al
i

canza el maximo. Como gp se anula en los extremos de Ij’ se tie-

ne que c. 6 I.. Por tanto f' = g'(c.) =0 f tiene un mi3
q j j o n p(cj) Sp( J) y p a

ximo relativo en Cj'

P
Como ademdas g (c.) > g (2§+1) = | 1 (2j+l)—2kl > 2, es
P 3 P k=1
.) > 0.
fp(cJ) [



2
€1 3 Cr-2
o 2 4 6 \f S Izp;4 2-2 [ 2p
\ i
» Figura 1 '

De este modo, fp(t) posee s miximos relativos en el intervalo
(2,2p), en los que toma valores positivos. Ademds, para cada

j 6 Mz se cumple que fp &1 < 0 y card M, = s. De aqui

<
I, . 2
hj P ]
deducimos que fp tiene al menos 2s raices en (2,2p). Como

fp(Zp) =-2<0 y lim fp(t) = 4o, fp tiene al menos una raiz

t-> 4o

en (2p,»). Por tanto, el niimero de raices de fp en R es mayor

o igual que 28+l = p. Como fp es de grado p, hemos terminado.

7.8. Lema.- Sea K un cuerpo ordenable y extensidn algebraica de
Q. Sea E = K(xl""’xn)‘ Entonces, todo polinomio

f 6 K[t], <Zrreducible en K[t], es irreducible en E[t].

Demostracidén.- Ponemos x = (Xl""’xn)‘ Si f es reduci-

ble en E[t], existen £1.5, € Ele],
(x)

-m  a,(x) i r c.(x j
£, = 'Z 3%7;7 td, £, = .Z E%T'T t tales que f = f,.f, y
Jj=o ] j=o 3

grt(fl) < gr(€), grt(fz)‘< gr(f). Sea P un ordem en K, y R

un cierre real de (K,P). Como K es extensidén algebraica de @,
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K es denso en R.
Ahora, si Vj = {x 6 R" : bj(x) =0}, 0< j<m
Wy o= {x ¢ R" : d (0 = 0}, 0<j<r
y zZ ={x 6 R" : am(x) = 0}, el conjunto
n r
c = \v/ v. U \V/ w.U 2z es un cerrado
. J . ]
i=o j=o
algebraico de R“, distinto de R™. Por la densidad de K" en
R“, existe y € K" n (R" - Q).
» a,(y) .
Consideramos g, (t) = ) S RLAGRPS P k{t], vy
-0 b3
r c.(yy .
gy(t) = ’z ElT;7 td @ K[t}. Como f = 8y°8, Y 8r g = gr f, <
j=o j
< gr f, f es reducible en K[t]. Absurdo.
Demostracidn de 7.6.- Sea a € K un elemento primitivo de
K, K =qCay), y m= [K : Q].
Sea p un primo distinto de dos y tal que (m,p) = 1.

Consideremos el

observamos que fp
Sea b 6 IR con
Sea r = gr(g).

Por otro lado:
k) : @] = [K(

[R(bY + @] = [x(

es irreducible en

del lema 7.7.
Efc}].

g = Irr(b,K).

polinomio fp

En efecto:

fp(b) =0 vy

Es obvio que r < g

p pues

b):K].[K:Q]=r.m y

) : e()] . [a(p) :

En primer 1lugar

divide a

] = p.-[R(®) : aB)].



En consecuencia p divide a r.m y, como es primo con m, divide

a . Asi p < r, de donde p = r, esto es, fp = Irr(b,K).
Aplicando 7.8, obtenemos la irreducibilidad de fp en E[t].

Comprobemos, en segundo lugar la irreducibilidad de fp en

nle].

Sea h = Irr(b,H), h = t? + E a; t7d, a.enmn y
j=1 !

F = E(a,,...,a_). Por la construccidn de H, existe s €IN tal
1 q

que [F : E] = 2%, Adem3s h = Irr(b,H).
Ahora, [F(b) : E] = [F(b) : F] . [F : E] = 2%.q ¥y
[F(b) = E] = [F(b) : E(B)].[E(®) : E] = p.[F(b) : E(b)].

Por ello, como p es primo, p # 2, 8e deduce que plq, en parti

cular p € q. Entonces fp = h = Irr(b,H).

Sea R wun cierre real de (H,H+). El cierre algebraico

R1 de @ en R es un cierre real de Q.

Como fp tiene p raices en IR, el teorema de Sturm ase-

gura que fp tiene p raices en Rl’ luego tiene p raices en R.

Esto, junto con la irreducibilidad de fp en ne], permi

te deducir, usando 7.5, que H no es hereditariamente euclideo.

Ademis, generalizamos el resultado de Dubois mediante el si-

guiente:

7.9. Teorema.- Sea K extensidn ordenable y finita de @,

E = K(xl,...,xn) y P un orden em E tal que x 6P y



g-x_ 6 P para cada g 6 P ) K(xl,...,x ). Si R es un

n-1
cierre real de (E,P) y H = HR(E) es el eierre euclideo
de E en R, existe f € H[t] irreducible en H[t], po

sitivo sobre W pero no sobre R.

Demostracidén.- En virtud de 7.4 y 7.6 es suficiente probar

que H no es denso en R (obsérvese que R es cierre real de H).

Para ello, demostraremos que el polinomio g(t) = (t3-xn)2 -
- xi [*] H[t], que toma valores de signo contrario emn R puesto que
g(l) = xﬁ(l—xn) 6 P y g(3Vxn) = -xz ¢ P, tiene signo constante po

sitivo sobre H.

Sea M = K(xl,...,x )y

n-1

B={u6R : existe h 6 M con h - |u] 6 Rz},

donde |uI = max {-u,u}. B es anillo de valoracidén cuyo ideal maxi
mal es
- 3 2 2
mg = {ue6 B : para cada h 6 M, es h-u 6 R y h+u & R“)}.
U, = B- mp  es subgrupo multiplicativo de R - {0} y
v : R~ {0} R—{0} _ ¢
UB

a — [
U
B
la valoracidn asociada.

- . n

G no tiene torsidn pues si [a] 6 G vy a =
. v, [+

se cumple que a®" 6 B -m

= [1] B*

v esto es, a6 B-m,. Enton
B
ces ,[a]UB = [IJUB. (Si a ¢ B seria

6 Mg s luego

W |



1 1
o 4 Mg y por tanto 1 = ;; . a 6 mB).

Ademds, G como grupo libre, tiene rango uno. En efecto:

Hay que probar que dados x,y 6 G, existen n,m 6 2 tales que

x“.ym = lG’ es decir, que dados a,b €6 R~ {0}, existen n,m 6 Z
de modo que x“.ym 6 UB'

Ahora, si L = E(a,b)

B* = B 1L, B, =BNE
mesx = Mg L, m81=mBﬂE
Upe = Ug N L, UBl =u,NE,

la relacidn de ramificacidn:

n
=
[l
.
=}
——

[L-{o} : E—{o}] _ [_131 : _f"i]
Upgs Unl Mg x ”Bl

permite limitarnos a estudiar el caso en que a y b pertenecen a

M[xn].

Sean a = f m. xJ, b = g m. xj, m.,m, € M.
. i n . i 'n
Entonces, basta tomar:
(a) n =m=1 si m .m' #0
o' o
(b) m=1, n=-1 si m = 0, m; £ 0
(¢) Si m_ = m' =0 se eligen n 6N, -m 6N de modo que

o o

las formas iniciales de a" y b™ sean de igual grado.

Como G es libre de rango uno, dotando a2 G de notacidn

aditiva, se sumerge (G+) 3 @, de modo que i(v(xn)) = 1. (Véase



Baer [&]; tambi&n en Fuchs [16], teorema 42.2, pagina 149).

Como q#xn 6 R para cada q 6N, se concluye que
i
E 6 im i, luego (G+) > Q@ es sobreyectiva. Pero, como los elemen

tos de H tienen grado Zk, k 6 N sobre M(xn) = E, es

i(v(z))

L]

para cada z 6 H. Sin embargo, si

=3

g(y) ¢ P es i(v(y))

]

W= N

. Por tanto, g(y) 6 P para cada y € H.

7.10. Problema.- Parece de interés obtener una demostracidn construc

tiva de 7.9, al menos para el caso K =@, n = 1.



CAPITULO 2: EL ESPACIO DE ORDENES DE UNA VARIEDAD ALGEBRAICA REAL

Partiendo de un cuerpo ordenado (K,K+) denso en su cierre

real R y de un ideal primo p de K[xl,...,xn] de forma que el
+ K[Xl,...,xn]
orden K se extiende a E = c.f. (————————) estudiamos la re

p
lacidén entre el conjunto X(E/K+) de los drdenes de E que extien

den k% y la geometria de

VR(p) = {a6R" : f(a) = 0 para cada f 6 p}.

§8. E1 lema de la correspondencia

En este epigrafe se establecen los requisitos té&cnicos que
utilizaremos a lo largo del capitulo. Se construye una corresponden
cia entre los abiertos de X(E) 1y los semialgebraicos de VR(p)

cuyas propiedades fundamentales se recogen en 8.2, 8.7 y 8.10.

.1. Construccidn y notaciones.- Observando que la positividad de

8

% equivale a la de f.g, podemos escribir cada abierto biAsico de
X(E) en la forma H = H(F1+p,...,Ft+p), donde cada Fj es un ele
mento de K[i] E K[xl,...,xn] que no estd en p.

Notaremos H = VR(p) N {x & rR" : Fj(x) >0, 1 < j <},
Debe observarsgse que: H » i no es aplicacidn (véase 12.1), aunque

si lo es la correspondencia: H =+ ﬁ (8.8).

Sin embargo, f no depende de los representantes
Fl""’Fr elegidos, pues, si Fj+p = Gj+p, la diferencia Fj—'j

se anula sobre VR(p) por lo cual, las afirmaciones:

- 65 -



(i) Fj(X) >0

(ii) Gj(x) >0

son equivalentes.

Para uniones finitas,

~

cos de X(E), definimos S

8.2. Proposicién.- Manteniendo las

ca:

(1) 81 s ﬂx(EIK+)

66

y x 6 v (p)
y x € Vp(p),
8 = H, u...u H_ de abiertos bisi
-A, U ..U
s

notaciones anteriores, se verifi

$ @, entonces S (| Reg VR(P) 4 0.

(2) S Reg Vp(p)C 3, entonces x(ElK+)C: S.

Demostracidon.- (l). Sean fl""’ft los generadores de p
y- Jl,...,Jm sus jacobianos.
s
Por hipdtesis existe Q € \_/ H [ X(E|K+) y supondremos
i=1
que Q € Hl = H(F1+p,...,Fr+p). Llamamos R1 al cierre real de
(E,Q) y consideramos en Rl(t), -t transcendente sobre Rl— el
orden Pd del coeficiente director (véase 1.3). Tomamos
Q, = Py N &(t) que trivialmente verifica que Qlfj E = Q, pues
Pd extiende Q.
Se construye, para cada j, | £ j < r el polinomio
Gj = t.Fj - 18 K[xl,...,xn,t].
Como Fj+p 6 Q, Gj+p = t.(Fj+p) - (1+p) € Ql.
Si para i, 1 £ i € m definimos Li = t.Jg -1, se veri
2

fica que L +p = t.(J +p)

- (1+p) € Ql pues (Ji+p)2 6 Q.



Supongamos que S () Reg Vn(p) = @ (*). Entonces, notando

z = (x,y) = (xl,...,xn,y) los puntos. de R“+1 se sigue que:

[fk(z) > 0, —fk(z) > 0, Fj(z) > 0, Gj(z) >0, Li(z) > 0;
1< kg, 1< jgr-1, 1 g 1igm implica

[x 6 Ve(p), Fy(x) >0, J;(x) >0, 1<,

1 £ igm ] y por (*), esto implica -Fr(x) >0 .

Ahora, si C = {f,, -f,, Fy» G5» Ly, 1 < kg2,
1 € jgr-1, 1 gig¢<ml, ysi A es el minimo subsemianillo de
K[xl,...,xn,t] que contiene a p, C y los cuadrados de
K[xl,...,xn,q , deducimos, usando el "Positivstellensatz" de
Stengle [40],que existen ay,a, € A y un nimero natural gq tales

que

-Fr((-Fr)zq + al) = a, y por tanto
S(F ) ((F4p) 2T 4 (a +p)) = a,4p  (*%)

Pero, al ser fK+p = 0+p 6 Q C:Ql y Gj+p, Li+p 6 Ql’
1 € j € -1, l £ i< m tal y como hemos observado anteriormente,
deducimos que al+p y az+p pertenecen a Ql'

Utilizando (**) se concluye que —(Ft+p) € Q, y como

—(Fr+p) 6 E, s8e tiene: —(Ft+p) € Q.
Por otra parte Fr+p €6 Q al ser Q & Hl'
En consecuencia Fr+p = 0+p, esto es, Fr € p. Absurdo.

(2) Supongamos que X(E'K+) gZ S = HI u...u Hs.

Ponemos Hi = H(Fij+p, 1 £ j £ r). Entonces, existe un



existe j(i),

—
A
[=n
n
]

orden Q 6 X(E K+) y para cada i,

1 € j(i) € r de forma que Fij(i)+p ¢ Q.

Por tanto Q € H(-(Fij(i)+p) 1l gi<s)N x(E|K+). Ast,
utilizando la parte (1) deducimos que si H = H(—(Fij(i)+p)
1 £1i<s), es # Reg VR(p) # 6. Como HIS =6, se sigue que

-
Reg VR(p) (Z S. Hemos terminado.

Si bien los reciprocos de 8.2 son ciertos, demostraremos

unos resultados mas fuertes. Antes introducimos

8.3. Definicidn.- Llamaremos puntos centrales de VR(p) a la adhe

rencia, en la topologia del orden de R", del conjunto

Reg VR(p) de los puntos regulares de VR(p). Escribiremos

Vc = adh Reg Vk(p).

8.4. Proposicidn.- SZ x es un punto de R", son equivalentes:

(1) x 6 v,

(2) Para cada g 6 K[xl,...,xn]_ p, la interseccién de

VR(p) con cualquier entorno de x en R", contiene pun-

tos donde g no se anula.

Demostracién.~- (1) = (2) Suponemos que existe x € Vc,

un entorno U de x en la topologia fuerte de r" y un polinomio

g 6 K[x;,...,x ]-p de modo que g se anula en U n ve(p).
\ .
" L}
Como x 6 Ve A = U ) Reg VR(p) es un entorno no vacio de x en

Reg VR(p) y g(A) = {0}. Por tanto g se anula sobre todo VR(p).



Como E es ordenable, p es un ideal real. Asi, por el Nullste-

llensatz de Dubois, g 6 p. Absurdo.

(2) = (1). Sea x ¢ Voo ¥ Jl,...,Jm los menores de or-

den maximo de la matriz jacobiana de p. Como x é Vc, existe un

entorno U de x tal que U [)Reg VR(p) = ¢. Asi

g = Jf +...F+ Ji se anula egobre U [) VR(p), pero g # p pues

Reg Vp(p) # ¢.

K[xl,...,xn]

8.5. Definicidn.- Se dice que un orden Q de E = c.f( P

estd centrado en un punto x € VR(p) st Q contiene al

conjunto
K[xl,....xn]

{f+p € — 3 £(x_ ) > 0}

8.6. Proposicidn.- El conjunto Ve de los puntos centrales de

VR(p) cotncide con el conjunto de puntos x de Ve (p)
tales que existe un orden de X(E K+) centrado en x.

Demostracidén.- Sea x, 6 Vc. Aplicamos el criterio de Serrce

al conjunto multiplicativamente cerrado

K[xl,...,x ]

M= (f+p 6 P —n . f(xo) > 0}.

Primer paso. Sean ll""’zr 6 K[xl,...,xn], Mpseeesm 6 M tales
que

m (24’ = 0 ()

e
il o1
—

Poniendo m; = fi+p y tomando un entorno U de X, donde todas

las fi sean positivas, se deduce de (1) que cada Li se anula en



U n VR(p). Como x_ 6 VC, se deduce de 8.4 que cada £i+p = 0.

o
tl Lr
Segundo paso. En la situacidn general, consideremos E~ [P E— 6
1 r
6 K(xl,...,xn), gj $ p, 1l £ j<r vy Myseoesmy 6 M tales que
r L.+p
i 2
Y om, ( ) = 0. (2).
i=1 ' 8;*p r
n gy
Llamando hi = l:é——~, deducimos de (2) que
i
g 2
Z mi(hi.£i+p) = 0 y por lo visto en la etapa anterior, debe ser

i=1
hi.li € p, 1 <ic<r.

Como P es primo y cada g3 ¢ p concluimos que li € p,
£.+p
i

gitp

l1<i<r, esto es,

= 0.

Asi hemos probado un contenido. Para el otro, tomemos

x @ VC y, por 8.4, un entorno ¢ de x en R" y

g 6 K[x.,...,x ]~ p, tal que g se anule sobre U [N V_(p).
1 n R
Por la densidad de K en R, podemos suponer que U ‘es de

la forma

v ={xe6r": fj(x) >0, 1 <3< p},
donde cada fj 6 K[xl,...,xn]‘= A.

Ahora, si S es el minimo subsemianillo de A que contie

ne a K+, A2 y a fl,...,fp, deducimos del "semialgebraic Nulls

tellensatz" de Stengle [40], la existencia de m 6 N, s 6 S tales

que me + s 6 p. Por ello, (g+p)2m + (s+p) =0 (3).

Entonces, si existiese un orden Q 6 X(E K+) centrado en

x, y dado que K+, Az, {f1+p,...,fr+p, (g+p)2m} estdn conte



nidos en Q, deducimos dé (3) que (g+p)2m = s+p = 0. En particu-

lar, g 6 p. Absurdo.

A continuacidn podemos establecer un resultado mis fuerte

que el reciproco de 8.2.

8.7. Proposicidn.- Con las notaciones habituales, se verifican:
(a) st 8N v, t ¢, entonces S 1 x(E|K+) @,

(b) si X(E]K+) C 8, entonces VCC§.

Demostracisn.- (a) Sea s=H U ...Umn_ y x 638 Nv,.

Utilizando 8.6, existe un orden Q 6 X(E|K+) centrado en x_. Como

s
~
x € E:{ ﬂi N V., podemos suponer que x_ 6 Hlfw V. ¥ que

Hl = “(Fl+p""'Fr+p)’ Ahora, al ser X 6 ﬁl’ se verifica que ca
da Fj(xo) > 0 y como Q estda centrado en X, Fj 6 Q,

s

1 ¢ jgr. Por lo tante Q 6 Hlﬂ X(E|K+)C s N x(E|K+).

(b) Sean “i - “(Fij+p : 1 ¢ j £ r). Entonces existe un

conjunto de indices L, de forma que Vc— 8 =

L6L
{jl(i) : £ 6 L} C(1,2,...,1}.

= kj [x €V, : Fijl(i) (x) ¢ 0, 1 g ig s] donde

Ahora, para cada £ 6 L consideramos
Gy = - - . H i
Gy H( Fijz(l) p 1 < ig s) y
es evidente que GI Ns = #, por lo cual,

thw X(E|K+) = ¢ para cada £ 6 L.



Utilizando (a) deducimos que El N VC = @¢. Por ello

vV - g = \V) [x 6 Vc

=0, 1<icg r}, de donde V_C §.
£6L

Fij, (1)

Una Gltima propiedad de interés en relacidn con el estudio

~
de la correspondencia: S§ = S es:

8.8. Proposicién.~ Sean S, = \v/ H., S, = \v} H. dos uniones fi
1 . i 2 : i -
161l 1812

nitas de abiertos bdsicos de X(E). Son equivalentes:

(a) s, N X(E|K+) = s, F|X(E]K+)

-~ =
(b) 8, F]vc =5, n V.-

Demostracidn.- (a) => (b) Si existe un punto
ey =
X 6 Slfj Vc~ S2 r]Vc. escogemos, en virtud de 8.6 un orden

Q 6 X(E K+) centrado en X -

De la definicién de orden central se sigue inmediatamente
que Q € S, n X(E|K+)- 5, n X(E|K+) en contra de (a).
(b) = (a) Supongamos que existe un orden
Q6 s, N X(E|K+) -5, N x(E|K+)
Entonces, si para cada i 6 12 escribimos
H, = H(Fij+p : 1 <3 <),
para cada i € 12 existe j(i), 1 g j(i) ¢ r, de modo que

_Fij(i)+p 6 Q. Sea H = H(_Fij(i)+p : i 8 12).

Ahora u ) X(E|K+) # ¢, 1luego, usando 8.2. sabemos que



# N Reg ve(p) £ 6. como @ r\§2 = $, hemos terminado.

8.9. Corolario.- (Lema de la correspondencia).
(1) S Nv_+ @ siy sélosi s X(E'K+) $ 0.
(2) v, CS5 ei y sblo si X(E|K+) C s.
(3) 3,Nv_=58,N vV, &eiysslosi s;0N X(E|+) =5,N

ﬂx(zlxn.
Demostracidn.- Se sigue inmediatamente de 8.2, 8.7 y 8.8.

En el caso particular de que K tenga un Ginico orden, se

verifica que X(E) = X(E K+), por lo cual, de 8.9 se deduce

8.10. Corolario.- Sea K un cuerpo con un idnico orden. Si S, >
s, son uniones finitas de abiertos bdsicos del espacto de
K[xl,...,x ]

drdenes de E = c.f (——————F———E—), se tiene:

(1) s 40 siysélosi SNv_#4.

(2) 8 = X(E) 81 y edlo st v.C 5.

. . x x
(3) 8, = s, s8iy sdlo st SIKW v, =s,Nv_.

8.11. Definicidn.- Se dice que un orden Q del cuerpo

K[x PR ] .
1 n . .
———~——7;-—~——) es central si existe x 6 Vc tal

que Q estd centrado en x. Notaremos XC(E) al conjunto

E=—c.f (

de Srdenes centrales de X(E).

Una interesante aplicacidén del lema de la correspondencia es:



8.12. Proposicifn.- X_(E) ) X(E gt) €8 denso en X(E| 4). En parti

cular, st K tiene un tinico orden, XC(E) es denso en X(E).

Demostracidon.- Sea H un abierto basico de X(E) cuya in-
terseccidn con X(E K+) no es vacia. En virtud de 8.9 existe un pun
to x 6 0 Ves ¥ por 8.6 podemos elegir un orden Q centrado en
X. Ahora, si H = H(Fl+p""’Fr+p) sabemos que cada Fj(x) > 0 por
ser x € H. En consecuencia, Fj+p 6 Q 1 ¢ 3j<g< r, es decir,

Q €6 H. Por lo tanto es
Q 6 HI X(E|K+) N XC(E), lo que prueba

la densidad de X_(E) N X(E|K+).

8.13. Observacidén.- En el caso de que K = R, VR(p) tenga dimen-
8idén uno y sea compacto, mejoramos el resultado anterior en el epi

grafe noveno, demostrando que XC(E) = X(E).

§9. Extension de 6rdenes. Teorema de los modelos.

El problema de cuando un orden en un cuerpo E se extiende
a otro F DE es de capital importancia en la teoria de cuerpos or
denados y, cuando los cuerpos son de funciones algebraicas, suscita
interesantes consecuencias geomé&tricas. Un resultado crucial es el

siguiente:

9.1. Teorema.- (De la aplicacign abierta). Sean K y F dos cuer
posy f : Kw» F un homomorfismo de cuerpos no nulo. Si F

es extensidn finitamente generada de f(K), entonces la

aplicaeidn fx = f*F/ : X(F) » X(R) : P » f-l(P) es abier
K



ta cuando en ambos espacios consideramos la topologfa de

Harrison.

Este resultado se debe a Elman Lam y Wadsworth [13]. En es
te nismo articulo demuestran, (5.9), la necesidad de que F sea ex

tensién finitamente generada de K.

9.2. Propogicidn.- Sea R un cuerpo realmente cerrado, p y g
ideales primos reales de R[xl,...,xm] y R[yl""’yn]

respectivamente. Sean W = VR(p), v = VR(q),
R[xl,...,xm]
)

R{y;se-vsy. ]
)y R(V) = c.f. ( ‘q—“).

R(W) = c.f. (

Sea £ : R(W) » R(V) un homomorfismo no nulo y

£* 1 X(R(V)) » X(R(W) : P = £ 1(P). &7
F.+p

f(xi+p) = G:+p , 1 £ i <€ m, consideramos

U, = {acv: Gy(a)...q (a) = 0}, y liamamos

Fl(a) Fn(a)

f:V-vU »W:a*(a—l—("a—)‘,...,c—n—(-a-T).

f

Entonces:

~ — A
Py * . *
im f r\WCCf(Vc—Uf)Cnnf .

Demostracidn.- Como R(V) es extensidn finitamente genera
da de f(R(V)), im f* es abierto en X(R(W)), por el teorema de

1a aplicacidon abierta.

Come f* es continua y X(R(V)) es compacto, Prestel [33],

im f* esg compacto.



Asi im f* es unidn finita de abiertos badsicos, (en lo suce

sivo ya no repetiremos este argumento).

Por tanto ponemos im f* = Hl Lj...LJ Hs’ donde

Hj = H(fjk+p, 1 <€ ksgr), 1« 3j<s, ytiene sentido im f* =

=i, U...U u_.
1 s

Si existe un punto y_ € V_—U, de manera que X, = f(yo) ¢

¢ im f*", tomamos r 6 RV ta1 que

s
wNex ,o0N \UJ {xe ™ : £, (x) > 0} = ¢,
o i1 jk

siendo B(xo,r) la bola abierta de centro X,y radio r. Si

m
iy . _ L2 _ 2 .
X (xol,...,xom), escribimos h(x) = r” - izl (xi xoi) » Y se si
s P
gue \_/ H(fjk+p, h+p) = @.
j=1

s
Por (1) de 8.10 \-/ H(fjk+p’ h+p) = § o lo que es lo mismo,
=1

im f* C H(-h+p). (1)

Pero, al ser Y, © Vc, existe por 8.6 un orden P 6 X(R(V))
centrado en Yo Utilizando (1) deducimos que f*(P) 6 H(-h+p), es
decir,

-f(h+p) € P (2)

Por otro lado, como h(xo) > 0, si f(h+p) = g+q, se verifica que

g(yo) = h(?(yo)) = h(xo) > 0, esto es, f(h+p) = g+p 6 P (3).
Ahora, f(h+p) = 0 por (2) y (3), o sea, h 6 p.

Esto es falso pues X 6 VR(p) y h(xo) > 0.

— ~
De este modo hemos probado que f(VC— Uf) C im f* y tomando

adherencias deducimos que



— A
_ : *
f(Vc Uf) C im £*
Para probar la primera parte basta comprobar que
. A * n e ——
im f wcc: f(vc—-Uf).

~
Si esto no sucede, existe x, € im £x N W,y r 6 R+ de modo que

B(x,,r) n ?(vc—uf) =g,

Como x, (<] wc, existe por 8.6 un orden P 6 X(R(W)) centra
do en LI Como x 6 im f* es inmediato que P 6 im f*. Por tan
to P = f*(Q) para cierto orden Q € X(R(V)).

2
Sea x, = (xol,...,xom) y hi{x) = r° - iE[ (xi-xoi) .

Como h(x)) > 0, h+p € P = £71(Q), es decir, f(h+p) € Q (4).
Por otro lado, si f(h+p) = g+gq, ~-g es positivo sobre

V.= Ug por ser disjuntos B(xo,t) y f(Vc— Uf). Como V. -—-1U

f

es denso en V., se sigue que g(x) ¢ 0 para cada x 6 VC, y en

consecuencia <-f(h+p) 6 Q (5).

De (4) y (5), h € p y esto es falso.

Aunque usaremos en lo sucesivo la proposicidn anterior tal
y como la hemos enunciado y en la mayoria de las ocasiones en la si
tuacidn particular del corolario 9.4, debe notarse que sin mis que
aplicar 9.2 a todos los representantes de un morfismo dominante en
tre V y W, podemos reenumciar la proposicidn anterior en la forma
siguiente:

9.3. Corolario.- Sea fo : Vo W un morfismo dominante con dominio

ACV, f : R(W) » R(V) el homomorfismo de cuerpos asoctia-—



doa £y f*: X (R(V)) » X(R(W)) : P » £ 1(p). Enton-

ces’

A —_— T A
im f* ﬂ.wCC; fo (Vc{] A) C im f*

9.4. Corolario.- Con las notaciones anteriores, se verifica:

(1) 8% W W, entonces im f* = ?(vc~ Uf).

]

(2) Sz W, W oy Ug = @, entonces im f* = ?(Vc).

Junto con los anteriores 9.3 y 9.4, otro resultado técnico
de utilidad en el problema de clasificacidn de Srdenes es el siguien

te:

9.5. Teorema de los modelos.- Sea E un cuerpo de funciones alge-

brateas de dimensién d sgobre un cuerpo realmente cerrado

R. Suponemos que E es ordenable. Entonces:

(a) Existe una variedad algebraica V sobre el cuerpo R,
lisa, compacta y de dimensién d tal que E y R(V) son
cuerpos isomorfos. Diremos que V es un modelo compacto

.

de E.

(b) Existe una variedad algebraica W sobre el cuerpo R,
lisa, no compacta y de dimensidn d tal que E y R(W)
son cuerpos isomorfos. Diremos que W es un modelo no com

pacto de E.
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Demostracidn.- (a) Si E es puramente transcendente,

E = R(xl,...,xd), llamamos vy al hiperplano de Rd+1 de ecuacidn
ae1 - 2
Es obvio que E = R(Vl)‘
d d+1 .
Tomamos la esfera S de centro el origen de R y radio
1 y la inversidn f respecto de Sd,
£ : Rd+l Rd+l
i
(xl,...,xd+l) L -+ (d+l ) : 1 ¢ j g d+1)
) x5
i=1
. —_ - -y
Ahora, F : R(xl""’xd+l) R(xl,...,xd+1)
x > %3 .
j d+1 2
X%
i=1 1
Es claro que F es automorfigmo, pues F oF = 1. Como f(Vl) es
la esfera de Rd+1 de centro (0,0,... 0, %) y radio %, que es

lisa, compacta y de dimensidén d, V = E(Vl) e8 1a soclucidn.

si E # R(xl,...,xd), existe una hipersuperficie Vl de

Rd+l, lisa, y tal que E = R(Vl). Podemos suponer que 0 & Vl'

Sea 2¢ = d(O,Vl). Ahora, si Sd es la esfera de Rd+l

0y radio r y f es la inversidén respecto de Sd,

de centro

d+1 d+1

f : R" - {0} > R - {0}
2
r xj
(xl,...,xd+l) > (d+l Z : 1 £ 3 € d+1),
I oxg
i=1

de nuevo f(VI) es 1la Bolucidn.



(b) Sea V1 una hipersuperficie lisa de Rd+1 tal que
E ® R(V;). Sea 1(v1) = f.R[kl,...,xd+l].
Ty
Ponemos X, = f;’ 1 £ 1i< d4+1 vy F(TO,...,Td+l)
T T
= T: .f(—i e $+1), donde n = miax {grx f : 1 € i g d+1}.
o o i

Sea V 1la variedad proyectiva V(F)C:IPd+l. Ahora, si

P = (Po,..., ) es un punto regular de V y H es el hiperplano

Rd+1

Pa+1

tangente a V en P, consideramos la variedad W de que re

sulta al afinizar V tomando H como hiperplano del infinito.

W es la solucidn. Es evidente que W es no compacta y
que podemos suponerla lisa. Por iltimo comprobemos que R(W) = R(VI).

Sea C un cierre algebraico de R y
C
v, = {x 6 Cd+l

I(Vl) es primo y real. Usando un resultado de Lang [25], se deduce

: f(x) = 0}. Como R(Vl) es ordenable, el ideal

que I(V?) = f.C[xl,...,xd*ll es ideal primo. Asi, C(Vl) =
C[xl,...,xd+11
= } = c.f. .
c-f. f.C[xl,...,xd+1]) c.f (R[vl] €§C)

Es un resultado conocido, (Shafarevich b9]), que

C(v;) = c(V) =~ Cc(W).

Asi c.f.(R[VlJ ®C) = c.f.(R[W]®C), 1luego R(V,) = R(W).

9.6. Teorema.- Sea R un cuerpo realmente cerrado, E un cuerpo

de funciones algebraicas sobre R en una vartable y V un

modelo plano y compacto de E. Entonces, todo orden de

R(V) no arquimediano sobre R es central.



Demostracidn.- Sea R(V) = R(t)(u), u algebraico sobre
R(t) y P un orden en R(V) no arquimediano sobre R. Como R(V)
es extensidén algebraica de R(t), el orden Q = P[] R(t) de R(t)
no es arquimediane sobre R. Ahora, en virtud de 1.9, Dg(t) no es
transcendente, luego usando 1.4 deducimos que Q <coincide con P

-0

5 P 5 Pa+ 3 Pa' para alglin a 6 R.

Ahora, si Q = Pm, utilizando Brumfiel [5], pagina 179,

existe b €6 R tal que para cada a 6 R con a-b 6 Rz, los 6rdenes

Pa* y Pa' se extienden a R(V) (1).
Siguiendo la notacidén de 9.2 llamamos W a la recta u = 0
2

del plano (t,u) en R°, y £ : R(W) = R(t) = R(V) = R(t)(u) a la

inclusidn candnica. Como W = Wc y U = ¢ podemos aplicar 9.4 y

tenemos: in“fx = ?(vc).
Aqui, f = LR Ve R: (t,u) » t es la proyeccidn candnica.

Como Vc es compacto y f es continua, se verifica que

?(vc) = ?(vc) = in"€*  (2).

Por otro lado, Pa+ 6 im f* por (1), por lo cual,
. u...u ",

j g r), existe i, 1 < i ¢ s, tal que Pa+ [~ Hl.

a € im f*. En efecto: Sea r € R'. Si im f* = H

H, = H(

i 21

fij :

Por tanto, existe r, 6 R+ tal que para cada j, 1 £ j € r, el po

A

linomio fj es positivo en (a,a+rl).

min(rl,t ) -
Entonces ¢ = a + I B— 6 (a-r,a+r) Hl’ luego

(a-x,a+r) N im £x + @.

Ahora, usando (2), deducimos que el intervalo (b,>) de

los elementos de R mayores que b estd contenido en ﬂl(Vc). Es



to es absurdo por la compacidad de VC.

De modo andlogo eliminamos el caso Q = P__ -

As1 pues Q es de la forma Pa+ o Pa_ para algiin a € R.
Sin pérdida de generalidad supondremos que a = 0 y estudiamos sBlo
el caso Q = Po+, pues el razonamiento cuando Q = Po‘ es el mismo.

Por lo0 visto anteriormente podemos asegurar que 0 6 ﬂi(Vc).

Sean bi = (O’ai)’ 1l ¢ i < £ los puntos de Vc que se pro

yectan sobre O.

Es un resultado conocido que R1 = \u} R{tllp} es un cierre
p>1
real de (R(t),Po+). como P [} R(t) = P +s R es también un cie-

rre real de R(t)(u), via
R(t) —, R(t) (u) — R,
w — g(t!/P)
es obvio que g(0) = ai° para algiin i, 6 {1,...,¢1}.

Veamos que P estid centrado en bi . Si nao lo estuviera,

o
existiria h(t,u) 6 R(t,u) con h(bi ) >0 y h é P. Entonces
o
-h(e, g(e'’P)) 6 RZ, y por ello h(b, ) = h(0,a, ) = h(0,g(0)) < O.
o o

Absurdo.

9.7. Corolario.~ Todo cuerpo de funciones algebraicas en una varia-
ble sobre el cuerpo R de los niumeros reales admite un mode
lo V para el que se cumple que todos los drdenes de R(V)

son centrales.



Demostracidn.- Es suficiente utilizar 9.5 y 9.6, sin mias

que observar que R no admite extensiones arquimedianas propias.

9.8. Ejemplo.- La situacifn cambia de modo radical cuando aumenta

el niimero de variables. Consideremos la esfera V de m3 de centro
el origen y radio 1. V es compacto y sin embargo no todos los drde-
nes de R(V) son centrales. Si lo fueran, como dados dos puntos A

y B de V hay un giro de m3 con centro el origen que transforma
A en B y dicho giro es aplicacién regular de V en V, se con-

cluiria que todos los drdenes de IR(V) son isomorfos. En consecuen

cia, al ser R(V) = R(x,y), todos los Srdenes de IIR(x,y) lo serian.

Pero esto es falso. En efecto:

Sea P orden de R(x,y) centrado en (0,0). Consideremos,
por otro lado el orden P_ de MR(x) 1y un cierre real R de
(R(x), P_). Como R no es arquimediano, existe, por 1.13 un orden
Ql en R(y), tal que (R(y),Ql) es arquimediano sobre R. Por
tanto, el orden Q = Ql n R(x,y) es arquimediano sobre IR(x), ya

que R es extensidén algebraica de IR(x).

Veamos que P y Q no son érdenes isomorfos. Si
f : (R(x,y),Q) » (R(x,y),P) fuese isomorfismo de cuerpos ordena-

dos, (R(x,y),P) seria arquimediano sobre IR(f(x)).

Esto es falso, pues P estd centrado en (0,0).



§10. Clasificacidn de Sdrdenes en variedades. 1I.

En esta seccidn encontramos una condicidén necesaria para que
.

un cuerpo ordenable de funciones algebraicas posea la propiedad de

las orbitas densas.

10.1. Construccidn.- Sea R un cuerpo realmente cerrado y p un
R[xl,...,xn]
ideal primo de R[xl,‘..,xn], de forma que E = c.f.(—————jyﬂ*———)

es ordenable.

Asociamos a cada automorfismo f de E wuna aplicacidén con-
tinua con dominio un abierto denso de V = VR(p) y con imagen en V,

construida del modo usual:
Fi+p
i
n Gi+p
Fi .6, 6 R[x;,...,x ], 6, € p, 1llamamos c, = 1\=j1 V(G;). Definimos

$i notamos t, = x;+p, 1l i< n ysi f(ti) =

t o V-, —_— R"
(Fl(a) Fn(a))
G a) 7777 6 (a)””

>

a :(al,...,an)'

La continuidad de ? es evidente, Por otro lado, como cada
Gi ¢ p, 1la dimensibn de V N Cf es menor gue la de V, 1luego
V- Cg es un abierto denso de V.' Ademds im f C V pues si
a€evV—-C, y g 6p, al ser f(g+p) = £(0) = 0, se obtiene

8(?(8)) = 0, esto es, f(a) € V.

10.2. Teorema.- Si E es un cuerpo de funciones algebraicas sobre
un cuerpo realmente cerrado R y 8t E es ordenable, una
condieidn necesaria para que E gsea D.0.P. es que el gru

po de automorfismos de E no sea finito.
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Demostracidn.- Usando el teorema de los modelos, elegimos
una variedad algebraica V de algin Rn, cuyo conjunto de puntos

centrales V. es no compacto, y tal que E = R(V).

Supongamos que E es D.0.P. y que el grupo de automorfis

mos de E es finito. Entonces, R(V) es D.0.P. y Aut (R(V)) es

finito.
Ponemos Aut(R(V)) = {fl,...,fs}. Con las notaciones de
s
10.1 ¢ = C¢;, es cerradoy V—C es abierto denso de V en el
J'=I J N
cual estin definidas las aplicaciones fj y 1 &€ j < s construidas
en 10.1,
Escogemos X, [+ Vc y una bola abierta B de centro X, v
radio r @6 R+ de modo que
vNBCv-c.
Si x, = (xol,...,xon), consideramos
n
_ 2 2
h(x‘,...,xn) = r° - iZl (xi-xoi) y el

ablerto biasico H = H(h+p).

Como fi N v, - BN v v.=B N V.> x_, se sigue de 8.10

que H # @. Como R(V) es D.0O.P. se verifica que

s
X(R(V)) = \_/ £.(H).
=1 3
. J
L.
Llamando El = fj(h) y hj = ngj, es inmediato que

ds

£5() = H(hy4p) = Hy. (1),

h]
8
Por tanto, X(R(V)) = \v/ Hj’ y aplicando 8.10 llegamos a
J

que VCC: H.. (2).



De (1), (2) y la definicidn de Ej deducimos que:

s
v, U £ a0. (3)
i=1
Obsérvese que ﬁc vV -—-C .
Pero, al ser ﬁ' cerrado y acotado, Ej continua y
f C V—-C deducimos la compacidad de fj(ﬁ). En consecuencia,

gj(ﬁ) es acotado y por ello, tambidn lo es Ej(ﬁ). Pero, aplican

do (3), se obtiene que Vc es acotado. Absurdo.

§11. Clasificacidn de Srdenes en variedades. II. Conservacidn

de la D.O.P. por extensidn algebraica.

Salvo el caso de una variable que estudiaremos en el capitu
lo tercero, se dispone de poca informacidn sobre el grupo de auto-
morfismos de una variedad algebraica, incluso sobre el cuerpo IR de
los niimeros reales. Un mejor conocimiento del mismo, que permite sa-
ber, al menos, en que condiciones es finito o no, permitiri aplica-
ciones concretas del Eeorema anterior. Dado que todo cuerpo de fun-
ciones algebraicas sobre un cuerpo realmente cerrado R es extensidn
algebraica.de algiin R(xl,...,xn) y éste es D.0.P., es natural plan
tearse el estudio de en que condiciones se conserva la D.0.P. bajo

extensidn algebraica.

Un resultado que no por particular deja de ser esclarecedor

es el siguiente:

11.1. Proposicidn.- Sea R un cierre real de Q y E = Q(a) conte

nido en R. Son equivalentes:



(ay £ es D.O.P.

(b) Todae las raftces en R del polinomio minimo de a so-

bre @ pertenecen a E.

Demostracidn.~ (a) = (b). Sea f = Irr(a,Q) y notamos

R.={b 6 R : £f(b) = 0}.

Para cada b 6 R sea h E > R : g(a) + g(b).

b
2 -1,.2 .
si P=R“f1E y Q= hy “(R"), deducimos, por ser E

D.0.P. y X(E) discreto, la existencia de un automorfismo

£ : E> E de modo que £(Q) =P. Si b = £(a), hemos terminado.

Ssi b ¢ £(a), por ejemplo b-£(a) € Rz—-{o} y dado que @
es denso en R, elegimos q 6 @ cumpliendo que b-q 6 RZ—-[O} y
que q-f£(a) € Rz—-{o}. Como hb(a-q) = b-q 6 R2, es a-q € Q,
luego £(a) - q = £(a-q) 6 P C RZ. En consecuencia, q = £(a). Pe

ro entonces a = L_l(q) €Q y R, = {a}, es decir, b = a € E.

(b) => (a). Probaremos que todos los Srdenes de E son iso

morfos. Dados dos Srdenes P y @ de E, existen b y c € Ra tales

que P = h;l(R2

-1,.2
) vy Q= hc (R”), donde hb : E» R y hc * E» R.

a“+b a*» ¢

Como b,c 6 E por hipdtesis, hb v hc son automorfismos de E,

luego también lo es g = h;l °h, oy g(P) = Q.

11.2. Observacidén.- La situacidn descrita en 1l1.1 es ciertamente muy

particular pues:

(1°) @ admite un {inico orden.



(2°) @ es denso en sus cierres reales

(3°) Todo automorfismo de cuerpos deja fijos los elementos

de 9.
(4°) E es extensidn finita de @.

Asi, en general, para obtener que. E es D.0.P. necesitamos una

propiedad mads refinada que (b) de 11.1.

11.3. Definicién.- Sea F un cuerpo ordenable y F un cierre alge-
braico de F. Diremos que una extengién E de F conteni-
da en F es una extensién real normal de F si E es orde
nable y para cada P 6 X(E) y cada a 6 E, todas las rat-
ces de 1Irr(a,F) en un cierre real de (F,P () F) contenido

en T, pertenecen a E.

Por otro lado, para describir la relacidn entre raices rea-
les de polinomios irreducibles y homomorfismos no nulos en cierres

reales introducimos la siguiente :

Sea F un cuerpo ordenable, F un cierre algebraico
de F y E una extensidn ordenable de ¥ contenida en F.

Para cada P € X(E) consideramos:

(a) El eierre real R, de (r,p N F), Rp C F, v ECR

P P

(b) El conjunto G, de homomorfismos no nulos E = R, que

transfornan F en st mismo.

(e) Un subconjunto H, de Gp-

Sea H = {Hp : P 6 X(E)}.



11.4. Definicidn.- Decimos que E eg una extenzidn H-real normal de

F 8% para cada P 6 X(E) y cada £ 6 H f£(E) = E. Cuan-

P’

do B, = G

p p Ppara cada P, decimos que E es una extensidn

G-real normal de F y st H, es el eonjunto de F-homomor-

fismos, E > Ry, E es una extensidn F-real normal de F.

Notese que 87 E es una extensién G-real normal de F en

tonces es H-real normal para cualquier eleccidn de H.

Antes de estudiar la conexidn de la real normalidad con 1la
conservacidn de la D.0O.P. por extensidn algebraica, analizaremos al

guna de sus propiedades.

11.5. Proposicidn.- Con las notaciones de 11.4, suponemos que
[E : F] es finito. Entonces, si E es una extensidén real
normal de ¥, 8e sigue que E es extengidn F-real normal
de F. Si ademde F = @, la F-real normalidad equivale a

la G-real normalidad.

Demostracidén.- La equivalencia en el caso F = @ de la
F-real normalidad y 1a G-real normalidad es consecuencia de que tgo
do homomorfismo no nulo de cuerpos que contienen a @ es la identi

dad sobre Q.

Para la primera implicacidn se procede asi: Sea a 6 E tal
que E = F(a) y g = Irr(a,F). Entonces, para cada P 6 X(E) y ca
da f : E » FP se verifica que g(f(a)) = 0, 1luego f(a) €6 E por

ser E extensidn real normal de F. En consecuencia, f(E)CE y



un argumento standard (vdase Lang.[24], 1lema 1, pdgina 167) nos per

mite concluir que f(E) = E.

11.6. Problema.- La dificultad para establecer la veracidad o false-
dad del reciproco de 11.5. estriba en la siguiente cuestidn: Sea

E = @(a), a algebraico sobre @ y R un cierre real de @ que
contiene a E. 8i suponemos que todos los conjugados en R de a
pertenecen a E, ;se puede asegurar que para cada b 6 E los conju
gados de b en R pertenecen a E?. Hemos logrado probarlo para
aquellos b 6 E tales que E = @(b) y en consecuencia, siempre que’
[E : QJ sea primo, Incluso también cuando [E : Q] = 4, pero igno-

ramos la respuesta en el caso general.

Obsérvese que &ésta es afirmativa cuando cambiamos cierre

real por cierre algebraico.

11.7. Proposicidn.- Sea F un cuerpo ordenable, F un cierre alge
braico de F y E una extensidn ordenable de F contenida
en F, de modo que E(Y-1) es extensidn normal de F. En

tonces:
(a) E es extensidén real normal de F.

(b) E es extensidén F-vreal normal de F.

Demostracidn.- (a). Sea P 6 X(E) vy R, el cierre real de

(F, P1F) en ¥ Asi F = R, (V/=I). Entonces, para cada a 6 E,
P

todas las raices de Irr(a,F) en R pertenecen a E(/-I). Como

P
E(v/=1) N RP = E, hemos terminado.



(b) Para cada homomorfismo no nule f : E » R, con fIF = lF’
se considera la extensidn f* : E(/=1) » F : /-1 » /-1, f*lE = f.

Al ser f*% F = 1 y E(/-1) extensidn normal de F, se concluye

F
que f*(E(/=T)) = E(/=T). Por tanto, £(E)C R, NE(/~I) = E y apli
cando de nuevo el lema I, pdgina 167 de Lang [24], obtenemos 1la

igualdad f(E) = E.

11.8. Ejemplo.- El reciproco de 11.7 no es cierto, pues Q(3/7) es
extensidn real normal y F-real normal de @, pero 0(3/7, /=1)

no es extensidn normal de Q.

11.9. Corolario.- Con las notacionee de 11.7, 8f E eg extensidn
normal de F, también es extensidn real normal y F-real

normal de F.

Demostracidn.- Sea {fi : i 6 I} wuna familia de polinomios
de F[t], tales que E es cuerpo de descomposicidn de {fi : i 61}=
= A. Entonces, E(Y-I) es un cuerpo de descomposicidn de
A Ll{x2+l}, y por tanto, E(/-T) es extensidn normal de F. Ahora

se aplica 1r.7.

Respecto de algunas construcciones algebraicas la G-real
normalidad tiene un comportamiento mejor que la nocidn cldsica de

normalidad. Por ejemplo:

11.10. Proposicién.- Sea F un cuerpo ordenable, F un cierre alge

bratco de F y E una extensidn ordenable de F contenida



. en F.

Sea M una extensidén ordenable de E contenida en F. S<i
E y M son extensiones G-real normales de F y E res-

pectivamente, entonces M es extensidén G-real normal de F.

Demostracidn.- Sea P 6 X(M), RP un cierre real de

(F, P ﬂ F) contenido en F y f : M e RP un homomorfismo no nulo

tal que f(F) F.

si Q=PMNE, es QNF=PNENF=PNF, 1luego R,

es un cierre real de (F, Q {1 F). Por razones psicoldgicas 1llamamos

RQ = RP' Q

de la G-real normalidad de E sobre F se desprende que f|E(E)=E.

Como f|E : E» R es homomorfismo no nulo y fiE(F) = F,

Por tanto, f : M» R cumple que f(E) = E. Como F es

P

también cierre algebraico de E, 1la G-real normalidad de M so

bre E implica que f(M) = M.

11.11. Proposicidn.- Sea F un cuerpo ordenable, F un cierre al-

gebraico de F y E E dos extengiones G-real normales

1’ 2
(respectivamente F-real normales) de F contenidas en F,
de modo que [E, : F] es finito. Entonces, E .E, es ex-

tensidn G-real normal (respectivamente F-real normal) de

F.

Demostracidn.- (a) Caso G-real normal. Sea K = El'EZ’

P 6 X(K) y R, wun cierre real de (F, P [V F) contenido en F.

Sea £ : K= R, wun homomorfismo no nulo tal que f(F) = F. Si lla



mamos P, =P n E;,» i=1,2, es P, N F=PNF, Lluego R, = RPi

es un cierre real de (F, Pifj F). Aplicando la G-real normalidad

de cada E, a : E, » R se deduce que f(Ei) = E.. (1)

fl .
Ei i Pi i

Como [El : F] es finito, existe a 6 El tal que E, = F(a).
Por ello K = Ez(a), lo que junto con (1) nos lleva a obte

ner que f(K) = K,

(b) Para la F-real normalidad se repite el razonamiento ante

rior cambiando f(F) = F por f F= 1F.

En relacidén con el estudio de la conservacién de la propie-
dad de las érbitas densas bajo extensidn algebraica.de cuerpos con
un @nico orden, es necesario disponer del siguiente lema (Prestel
[33], pagina 41, lema 3.9) cuya demostracidn daremos aqui pues alli
se deja sin hacer.

11.12. Lema.- Sean Fl y F, dos cuerpos ordenables, Pl 6 x(Fl),

P, 6 X(FZ) ¥y Ry, Ry eierres reales de (Fl,Pl) Y

2
(FZ,PZ) regpectivamente. Sea E, una extensidn finita de
F, contenida en R, ¥ Q, =E, n Rf. Entoneces, para cada

homomorfiemo de cuerpos ordenados f : (FI'PI) s (Rz’Rg)’

existe una extensidén f : (E;,Q)) = (R2,R§) de f.

Demostracidn.- Como [El : Fl] es finito y EICZ Rl’ exis-

te un elemento a 6 R, tal que El = Fl(a). Si g = Irr(a, Fl) y
K .
g(e) = J aitl, escribiremos
i=o
f X i
g = 1 f(ai)t .
i=o



Por el teorema de Sturm, e

f

De este modo, 1

homomorfismo que cumple qu
En consecuencia, s

Si no es asi, cole
’

M= {f. : El » R
M no es vacio pues fl 6
niimero de raices de gf.

ce a probar la existencia
Si esto no ocurriese, exis

cj 6 Q de modo que fj(c

- Como cada cj 6 Ql
..,Vcn) N 1

lo es [Ll : Fl]' Argumen

F

94

gf(b)

xiste b 6 R, verificando que = 0.
K . K .
: E,» R, = ) b.al » ) £(b.)b) es un
1 2 . j . ]
j=o j=o
e f f.
1 Fl

i fl(Ql)(: Ri hemos terminado.

ccionamos

2 homomorfismo: fi F] = f}.

M. Ademds M es finito por la finitud del
Pongamos M = {fl’fz""’fn}' Todo se redu
de j, 2<j<n tal que £.(Q)C RS-
tiria, para cada j, ! € j € n, un

BICN RIS

C:Rf, existe /E} 6 Rl' Tomamos

(o LlC: R, vy como [L1 El] es finito,

tando sobre L

| como antes lo hicimos so

bre El’ existe un homomorfismo de cuerpos f: : Ll - Rz cuya res
triccién a F es f. Entonces f: E 6 M, luego existe j,
1
1 € j £ n de forma que £* = f..
1 E1 |
Asi f.(c.) = f*(c.) = f*(/c )2 6 R2 en contra de (1).
i3 173 1 3 2?

11.13. Proposicidn.- Sea

F un cuerpo con un unico orden, F un

cierre algebraico de F y E una extensidn F-real normal
de F contenida en F. Entoneces, para cada par de drdenes
P y Q ern E, existe un autormorfismo f de E tal que
f(P) = Q. A fortiori E es D.O.P.



Demostracidn.- Sea RQ un cierre real de (E,Q) vy por tan
to de (F, Q) F). Sea I 1la familia de todos los pares (M, fH)
donde M es un cuerpo intermedio entre F y E y f un homomorfis

M

mo de cuerpos ordenados entre (M, P11 M) y ( Rg) que restrin-

RQ,
gido a F es la identidad. Como ¥ tiene un @inico orden, se cumple

que P NF =2q NF. Por tanto, si j es la inclusién de F en RP’

(F,j) 6 ¥.
Definimos en ¥ la relacifn de orden £ mediante: (Hl EM )
1
< (M,, £, ) si y s8lo si M, CM y f = £,
2 M, 1 2 u, M, M,

Como I es no vacio y (I,g«) es inductivo, utilizamos el

lema de Zorn para escoger un elemento maximal (M, fM) en I.

Veamos que M = E. En caso contrario, existe a € E-—M.
Como FC MC ECTF, a es algebraico sobre M, 1luego M(a) es

una extensidn finita de M. Ahora, si (F,,P,) = (M , P nw, R,

es un cierre real de (E,P), -y por tanto de (Fl’Pl)-’ E, = M(a)

1

y Ql = M(a)fj R%, el homomorfismo fM : (M, P n M) = (RQ, Ré) se
extiende, en virtud de 11.12, a un homomorfismo
. 2 2 . -
fH(a) : (M(a),Mn(a) N RI) - (RQ,RQ) y cumpliendo que fM(a)|M = fy-
2 2 _
Como M(a) N R} = M(a) NenNn Ry = M) NP y fM(a)lF -

(fH(a)|M)|F = fM‘F = lF’ se deduce que (M(a),fM(a)) 6 I,

(M, fM) < (M(a), fM(a))’ en contra de la maximalidad de (M, fM).

Pero, como (E, fE) €L, y E es extensidén F-real normal

de F, deducimos que fE(E) = E.

En consecuencia, fE : (E,P) » (E,R; ME=Qq) es isomorfis

<



mo de cuerpos ordenados, es decir, f(P) = Q.

11.14. Ejemplo.~ Sea Q@ un cierre algebraico de Q@ y ¢* 1la inter-

seccidn de todos los cuerpos realmente cerrados contenidos en 6.
@* es un cuerpo D.O.P. extensidn algebraica ro finita de Q.

En efecto: En Griffin [19] y Craven [9] se prueba que Q* es
una extension normal de @§. Como @Q* es ordenable, se deduce de
11.9 que @Q* es una extensidn F-real normal de Q. Como @ tiene

un inico orden, @* es D.0O.P. segiin 11.13.

Por otro lado, Craven [9] demuestra que @Q* = ‘a 6 6 H fa =
= Irr(a,Q) no tiene raices en €}. Asi, es suficiente aplicar 7.7

para observar que [Q* : Q] no es finito.
El anterior no es sino un caso particular de la siguiente:

11.15. Proposicidn.- Sea E wun cuerpo con un #inico orden y denso en
su cierre real. Sea F una extensidn ordenablz y finita de
E, todos cuyos automorfismos son E=-automorfismos. St F es
D.0.P., cada extensidn algebraica y F-real normal de F es

D.O.P.

Demosgtracidén.- Sea K wuna extensidn algebraica y F-real nor
mal de F. Como K = F.K, vy aplicando 11.11 y 11.13,es suficiente

demostrar que F es extensidn F-real normal de E.

Sea pues P € X(F), RP un cierre real de (E, P N e y

f : F = RP un homomorfismo tal que f E = lE'



Cmo [FA: E] es finito, existe a € F con F = E(a). To

do se redice a probar que f(a) 6 E.

Sta Q = f_l(Rg) 6 X(F); como X(F) es discreto -E tiene
un @nico 'rden y F es extensidn algebraica de E- y F es D.O.P.,
existe g6 Aut(F) con g(R) = P. Para probar que f(a) 6 F, todo

1o que har que hacer es ver que f(a) = g(a).

S. fuesen distintos, por ejemplo f(a) - g(a) © R;-—{O},

utilizamo: 1a densidad de E en R, para elegir e 6 E tal que:
. 2_ g 2
fa) - e 6 Ry~ {o}, e-g(a) 6 R~ {o}. (1)

Como fl = 1, es f(a-e) = f(a) - e € Rﬁ-—{o}, luego a-e € Q =
= g-l(P). Asi g(a) - e 6 P 1lo que junto con (1) implica que
g(a) = e. Pero en este caso F = g(F) = g(E(a)) = E y estamos en

la situacidn de 11.13,

Bt el estudio de la conservacidn de la propiedad de las &r-
bitas demas por extensidn algebraica de cuerpos con mids de un orden,

la G-real normalidad desempefia un papel primordial.

remos en primer lugar que la nocidn de G-real normalidad

sobre cuepos con mads de un orden no es vacia.

11.16. Ejmplo.~ Sea Q* como en 11.14. 3/? ¢ Q* pues
t3—2 [ QF ] tiene raices complejas. Por ello t3-2 = Irr(3/7, Q*).
Sea 3; un cierre algebraico de @Q* que contiene a Q*(3/7). Vere

mos que Q*(3/7) es extensidn G-real normal de @%.

Pira cada orden P en Q*(3/7), consideramos un cierre



real RP de (Q*, P[] Q%) que contiene a Q*(a/i). Entonces, pa

ra cada homomorfismo f : Q*(B/E) * R, es evidente que f(a/i) es

- 3 . P -
raiz de t -2. Por el teorema de Sturm, t3—2 tiene una dnica raiz

en Ry,. Como 3/5 y f(3/f) son raices de t3—2 y ambas pertene

. < as . 3 .
cen a RP’ deben coincidir. En consecuencia, Q*( Y2) es extensidn

G~real normal de Q%*.

Por otro lado, es obvio que @Q* admite mias de un orden.

11.17. Proposicién.- Sean F y E cuerpos ordenables y F CE.

Sea j : Fo E Lla inclusién y j* : X(E) » X(F) : p = P ) F.

(a} 8T P € im j* y Rp es un cierre real de (F,P), enton

ces P 6 f(im j*) para cada homomorfismo no nulo

f : Ew RP tal que f£(F) = F,

(b) Para cada automorfismo f de F y cada P € im j*[)

NEim j*), egiste un homomorfismo £ : E = R, tal que

Demostracidn.- (a) Como F f(F) C f(E) C RP, Rg n fF(E)
es un orden en f{E) que extiende a P. Por tanto, E—I(Rg) N g
es un orden en E que extiende a f-l(P) 6 X(F). En consecuencia
£ 1(P) 6 im j*, esto es, P € £(im j*).

(b) Como P 6 f(im j*), existe Q@ 6 X(E) tal que

eNF - f'l(P).

Sea RP un cierre real de (Fr,P), P1 = f-l(P), F1 = F

y £ : (FI'PI) » (Fy,P) 9—(RP,R§) que es homomorfismo de cuerpos



ordenados.

Sea R; wun cierre real de (Fl’Pl) y Ql = Rf 1 E. Usando

11.12, existe un homomorfismo de cuerpos ordenados f : (El’Ql) g

od (RP,Rg), tal que f f.

-

11.18. Proposicidn.- Sea F un cuerpo ordenable, F un cierre alge
braico de ¥ y E una extensidn finita y G-real normal de
F contenida en F. Entonces, para cada automorfismo f de
F tal que im j* ) £(im j*) 4 ¢ se verifica que im j* =

= f£(im j*), siendo

j* : X(E) » X(F) : Pw» P F

Demostracidn.- Sea P 6 im j* [} £(im j*).

Si RP es un cierre real de (F,P), wutilizamos 11.17 para

asegurar la existencia de f : E » RP tal que f F = f.
En consecuencia, T(F) = F y la G-real normalidad de E

implica que ?(E) = E.

Disponemos asi del siguiente diagrama conmutativo:
E o—-——f———o- E c~——3 R

P

Entonces, para cada Q € im j*, existe Q1 6 X(E) con Q = er] F
y (f)‘l(Ql) es un orden en E que cumple que (?)'l(ql)fj F =

= f (Q.

De este modo f-l(Q) 6 im j*, o lo que es lo mismo,
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Q € f(im j*). De este modo queda probado el contenido im j* CC

C f(im §*%).

Repitiendo el argumento para f—l, se obtiene la igualdad.

11.19. Proposicidn.- Sea F un cuerpo ordenable, F un cierre alge
braico de F y E wuna extensidn finita y G-real normal de

F contenida en F. Si F es D.O.P., entonces E es D.0O.P.

Demostracidn.- Sea P € X(E) y H wun abierto no vacio en

la topologia de Harrison de X(E).

Como E es extensidn finita de F y tomando f* : X(E) »
+ X(F) : @ » Q M F, el teorema de la aplicacidn abﬂqrta‘(9.1) ase
gura que f*(H) es abierto en X(F). Como F es D.0.P., existe
f 6 Aut(F) tal que f(f*(P)) 6 j*(H). Asi Q = j*(P) pertenece
tanto a im §* como a f-l(im f*¥). Por (b) de 11.17 existe un ho-

momor fismo

el E & RQ que extiende a f_l,

siendo R un cierre real de (F,Q).

Q
Por la G-real normalidad de E, disponemos del siguiente

diagrama conmutativo:

Como f(f*(P)) € fj*(H), existe Q, 6 H de modo que fF(f*(P)) =
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= j*(Ql)' Usando el diagrama, concluimos que

(f_l)-l(P) = Q, 6 H. Esto demuestra

que E e D.O.P.

®ilizaremos el resultado anterior para encontrar condicio-
nes que meguren que el cuerpo de funciones racionales de algunas va

riedades algebraicas es D.0C.P.

11.20. Terema.- Sea R un cuerpo realmente cerrado y E un cuerpo
@ funciones algebraicas sobre R. Sea n = gr.t. EIR y
U ERRRE L 6 E tales que E es extensidn algebraica de
= R(xl,...,xn). Suponemos que E es extensidn G-real

rormal de F. Entonces:
a2) E es D.O.P.

&) Todo orden de F se extiende a E.

lemogtracidén.- (a) F es D.0.P. por 4.4. Aplicando 11.19

deducimo: que E es D.O.P.

b) Debemos probar que f* : X(E) » X(F) es sobreyectiva.
peplF
Jel teorema de la aplicacidn abierta, (9.1), -nStese que E
es exten:ién finita de F- se deduce que S = im §* eg unidn fini
ta de abertos b3isicos de X(F). Como E es ordenable, S ¥ @.

ton las notaciones de 4.8 y utilizando 4.9 obtenemos que

es unabierto no vacio de R". Por comodidad supondremos que

4] §. legimos r 6 R+ de modo que S contiene a la bola abierta

w>

lo
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B de centro o y radio 2r.

Consideremos la hipercorona definida por:

n 2 T2 2
cC = {(xl,...,xn) € R' : "< ]} x] < 4} y construimos
i=1
2
r‘ ox,
f : F>TF : x. v
. i n
s
j=1
Llamamos [ : R" - {0} —— &" 2
L
(xl,...,xn)' -+ ( p : 1 € i ¢ n)
I x2
j=1 J

a la inversidn respecto de la hiperesfera de centro o y radio r.

Entonces, si f* : X(F) > X(F) : P v f—l(P) y poniendo

%]
]
w>
Il

S1 = f*(S) se verifica de modo obvio que: (S ) SQA=

=S £x(s) =5MN £(58-{o}).

Como CC BC S y. C CE(B(O,:’)'[D})C ?(§~{0}), se dedu

ce que s n §1 contiene a C. En particular, (s N SIY= s gl ¥ @.

Figura 2
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Aplicando ahora 11.8 se llega a: im f* = f*(im f§*).

Utilizando (3) de 8.10 para V = Rn, deducimos que

im j*% = f*x(jim j%) .
Por tanto, im §% = im §* U f*(im §*) que contiene a

B(O,r)lJ (Rn B(0O,r)), denso en rR™.

Ahora, de 4.11 se concluye que im j* = X(F).

11.21. Observacidn.- El teorema anterior, que en su parte (a) pone

de manifiesto la suficiencia de la G-real normalidad para obtener la
D.0.P., nos hace ver en su parte (b) que dicha condicidn no es nece-
saria, pues no hace falta que todos los Srdenes de R(xl,...,xn) se

extiendan a E para que &éste sea D.0.P.

Por ejemplo, si R =R y V es la circunferencia
{xz+72‘1 = 0}, es E = R(V) = R(x)(y), donde y es raiz de la

ecuacidn T2+x2-l.

Por tanto, los 8rdenes de R(x) que se extienden a E son
aquellos en los que l-x2 es positivo, esto es, H(l-xz). Como
P ¢ H(l—xz), no todo &rden de R(x) se extiende a E. En conse
cuencia, por (b) de 11.20, E no es extensidn G-real normal de

R(x).

Sin embargo, como R(x) es D.0.P. por 4.4y E es isomor
fo a R(x), tambidn E es D.0.P. -el ser D.0O.P. es evidentemente

invariante por isomorfia-.
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§12. Aplicaciones a la geometria semialgebraica.

En el {iltimo epigrafe de este capitulo explotaremos las téc

nicas desarrolladas en la seccidn octava para establecer un puente

de enlace entre la geometria semialgebraica y la teoria de

cuerpos

ordenados. E1 resultado central es 12.14 en el que se prueba que to

do semialgebraico que sea unidn de dos semialgebraicos biasicos es

proyeccidén de un algebraico irreducible.

12.1. Ejemplo.- Como se pone de manifiesto en (c) de 8.10,

tos H de X(R(V)) estin en correspondencia con ﬁ, mas

los abier

A
que con H.

Consideremos el plano Rz =V, E =iR(x,y) y sean f(x,y) =
= % - Glayh,
g(x,y) = —(x2(1-x) + y5). fomamos en
X(E) 1los abiertos basicos H, = H(f), “2 = H(g). Ahora, si
h = -gf veremos que H, U H, = H(h).

Para ello, por (c) de 8.10 es suficiente con probar que

Uun, = nan).

H 2

1
Observemos que x 6 H(h) si y s6lo si f(x).g(x)

cual equivale a

(E(x) >0 y g(x) <0) & (f(x) <0 y g(x)

< 0 1lo

> 0).
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Figura 3

Asi, x 6 li(h)" si y sBlo si: [f(x) > 0, x # (0,0)] & g(x) > o0,

es decir, H(h)" = [H(f)‘-—{g}] U H(g)". Por tanto, H(h)" =

_-I_-—_ —_—
- A(D~ - {0} U (&)~ = Blo, ) - {0} U T@" = B(0,) U WD)~ =

= ﬁl U 32' En consecuencia, 1-1l U HZ es un abierto basico de X(E).

2

Sin embargo, (HllJ Hif no es abierto semialgebraico bdsico de R",

es decir, para cada familia finita fl,...,f de polinomios de

R[x,y], se verifica que f, U f, # H(f;,...,f )" = {x 6 r? :

r

: fj(l) >0, 1< j g r}.
En efecto: supongamos que
ﬁllJ ﬁz = H(fl,...,fr)“. Entonces,
. A

para cada j, 1l ¢ j ¢ r se tiene ﬁlLJ ﬁzc: H(fj)A. Como o 6 H,,

se deduce que fj(g) >0, 1 g3 g r. (1)
-1 .
Llamemos C a g (0)«-{2} como en Fig 3,

Como ﬁ2(: H(fj)ACZ f;l([O,*)) y C estd contenida en
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ﬁZ’ obtenemos C ij}l([0,+)), esto es, fi(C)(: [0,»). (2)

Por otro lado, C r](ﬁl U ﬁz) = ¢, y por ello
cn H(fl,...,fr)A = @¢. Asi, para cada x 6 C existe j(x) 6 {1,2,..

«e.sr} de modo que
f. x)g 0, (3)

Usando (2) y (3), ) (x) = 0 para cada x 6 C, 1luego

fix
F = fl"'fr 6 I(C). como C U {0} es el minimo algebraico que contie

ne a C, se concluye que F(o) = 0.. Esto contradice (1).

En la teoria de cuerpos ordenados han recibido esgpecial aten
cidén los cuerpos S.A.P. (con la propiedad de la aproximacién fuerte)

introducidos por Knebusch - Rosenberg y Ware [21].

12.2. Definicidn.- Un cuerpo ordenable K es S.A.P. si para cada

a,b 6 K existe c 6 K tal que H(a) M H(b) = H(c).

12.3. Proposicidn.- Sea K un cuerpo con un unico orden y p un

ideal primo de K[xl,...,xn], de modo que
K[xl,...,xn]

p
un cierre real de K y V = Ve(p) = (a6 R" : f(a) = 0,

E = c.f. ) es ordenable y no es S.A.P. Sea R

f 6 p}. Suponemos que todos los puntos de V son centrales.
Entonces existen dos polinomios f, ¥y f, en K[xl,. ..,xn] tales
que el semialgebratico

Y =vil {x6RrR": £,(x) >0, £,(x) >0}

no se escribe de la forma
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(1y Y =vN{x e RrR": £(x) > 0}, para ningitn

f 6 K[xl,...,xn].

F1+p
Demogtracidn.- Como E no es S.A.P., existen a = :
Fo+p Gl+p
bh = Ei:;, FI’FZ’GI’GZ 6 K[xl,...,x“], tales que para cada «c¢ 6 E

es H(a) N H(b) # H(c). Sean £, = F,.G6,, f, = F,.G,. Utilizando
que fl+p = a.(Gl+p)2 v fz = b(Gz+p)2, es claro que H(a) =

= H(f,+p) y H(b) = H(f,+p).

S§i Y se escribiera en la forma (1), se tendria:
H(f,+p, f2+p)A = H(f+p)". Tomando adherencias y aplicando (3) de

8.10. deducimos que H(a)‘ﬂ H(b) = H(f+p). Absurdo.

Para averiguar en que condiciones E = K(V) es S.A.P. utili

zaremos el giguiente lema (véase [12]).

12.4. Lema.- Sea E un cuerpo ordenable, t transcendente sobre E.

Son equivalentes:
(a) E es hereditariamente euclideo.
(b) Toda extensidén finita de E(t) es S.A.P.

(c) Existe una extengidn finita de E(t) que es S.A.P.

12.5. Proposicién.- Sea K un cuerpo hereditariamente euclideo, R

un cierre real de X, p un ideal primo de K[%x;,...,x ] y
K[xl,...,xn])

v = Vp(p) de modo que E = c.f. ( B = K(V) es

ordenable. Son equivalentes:

(1) K(V) es S.A.P.
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(2) La dimensidén de V es menor o igual que 1.

Demostracidén.- (1) = (2) Si V tiene dimensidn mayor que
1 es birracionalmente equivalente a una hipersuperficie W de Rd,
d » 3. Por tanto, K(W) = K(V) es S.A.P. y extensidén algebraica

finita de K(xl,...,x } = F(xd_l), giendo F = K(xl""’xd—2)'

d-1
Aplicando 12.4 se concluye que F es hereditaraimete eucli
deo y en particular que tiene un {inico orden. Esto es absurdo por

ser d 2 3. (Usese 1.5 y 2.1).

(2) => (1) Si V tiene dimensidn cero, K(V) es isomorfo

a K que es S.A.P. por tener un {inico orden.

Si V tiene dimensidn uno, K(V) es extensidn algebraica
finita de K(t). Como K es hereditariamente euclideo, se deduce

de 12.4 que K(V) es S.A.P.

12.6. Corolario.- Con las notaciones de 12.5, st K es hereditaria
mente euclideo, V tiene dimensidn mayor que uno y todos

los puntos de V son centrales, existen £,.f, 6 K [x

2 prece

...,xn] tales que el semialgebraico
Y =vNi{xer": £(x)>0, f,(x)> 0}
no se puede egcribir de la forma
Yy =v(]l{x e r" : £(x) > 0}, para

ningin £ € K[xlg...;xn].
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Demostracidn.- Es consecuencia de 12.3 y 12.5. pues un cuerpo

hereditariamente euclideo tieme un finico orden.

Notese que el resultado anterior, en particular, se aplica al
caso en que K es realmente cerrado, pues todo cuerpo realmente ce-

rrado es hereditariamente euclideo.

Para variedades de dimensidn uno, incluso para curvas sobre
R todos cuyos puntosg sean centrales, nao se verifica el contrario de

12.6, como queda de manifiesto en el siguiente:

12.7. Ejemplo.~ Sea V = {(x2+y2)3 - 4x2y2 = 0},

Y=V {(x,y) 86 R? : x > 0, y > 0}.

Figura 4

Un sencillo cdlculo con las parametrizaciones

p t
X = ——————
(l+t2)3/2
] 2 para V N {y > 0}, y
t
‘y = —_—
(l+t2)3/2
fx '-t
= 2.3732
$ (1+t ; para V N {y < 0}
_ -t
(l+t2)3/2
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permite demostrar que no existe f GIR[x,y] de forma que

Yy = v N{(x,y) € R? : f(x,y) > 0}.

El mejor resultado que se puede obtener en esta direccidn es:
12.8. Proposicidn.- Con las notaciones de 12.5, si K es hereditaria

mente euclideo, V tiene dimensidn uno y todos log puntos de
V sgon centrales, entonces para cada familia finita

£,5...,f, de polinomios de K[xl,...,xn] existe

r

f 6 K[xl""’xn] que verifica que:

Vn{_gGRn:fj(x)>0, 1<3j<r)s=

=v N{x e R™ : £(x) > 0}

Demostracién.- Notaremos p al ideal de V en K[xl,‘..,xn]

y Hj = H(f1+p), l £j < r. Como K(V) es S.A.P. por 12.5, existe
T

f 6 K[xl,...,xnl de modo que {:} Hj = H(f+p). E1 resultado busca-

do se obtiene aplicando (3) de 8.10 a la Gltima igualdad.

La Gltima, pero la mds interesante, cuestidn que abordamos
en este epigrafe es el estudio de qué semialgebraicos son proyeccidn
de variedades algebraicas irreducibles. En lenguaje de cuerpos orde

nados obtenemos la siguiente:

12.9. Proposicidn.~- Sea R un cuerpo realmente cerrado y W un
abierto bdsico no vacio del espacio de dSrdenes de
E = R(xl,...,xn). Entonces existe una extengidn finita T

de E tal que M coincide con la imagen de
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j* : X(E) » X(E) : P P0 E. Ademds, existe k 6 IN Yy una
variedad irreducible, no singular V de R“+k, tal que

F = R(V).

Demostracidn.- Sean f,,...,f 6 R[xl,...,xn], tales que
H = H(fl,...,fk). Como H no es vacio, existe Pl 6 X(E) con

£, 6%, 1<ic<k.

8i R, es un cierre real de (E,Pl), para cada [ < j < k

existe u, € R de forma que u% = f.
' i 1 i i

y F = E(vl,...,vk) extensidén algebraica finji

Ahora i j : E=<+ F y P 6imj*, existe un orden Q en F

con QM E = P. como fj = (;L)2 6 Q, se tieme P 6 H.
j

Reciprocamente, si P 6 H y llamando R2 a un cierre real
de (E,P), se deduce que cada fj (] Rg, luego v € R,. Asi
F C:Rz y Q= R; NF es un orden en F cuya imagen por j* es P.
Hemos probado que H = im j*. .
Para probar la segunda parte comenzamos por escribir
H = H(fl,...,fk) de modo que para cada j, 1l £ j € k sea
LICIERRETE FUCEE SYRRRPRIE N GZH(fj). (1)

(Basta suprimir aquellos fj que no lo cumplan). En primer

lugar veremos que:
(a) [E(vl) : E] = 2 y

[E(VI""’vj) : E(vl,...,vj_l)] =2, 2¢<j

WIRLIOTE 8
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La primera parte es inmediata, pues si vy € E entonces fl es po
sitivo en todos los drdenes de E, con lo cual H(fl):) H(fz) en

contra de (1).

Para la segunda comprobaremos que [E(vl,vz) H E(vl)] es

dos. Luego se procede andlogamente.

»
Todo consiste en ver que wu, é E(ul).

'Si esto no ocurriese, seria u, = au1+b, a,b 6 E. Por tan-
to f2 = ug = a2f1+b2 + Zabul y por ello
(£, - a2k, - b5? = 4ap?s .
a no puede ser cero, pues entonces fz = b2 y H(fz) = X(E) D H(fl).
Tampoco b puede ser cero. En tal caso f2 = az.fl y por

ello H(fl) = H(fz) en contra de (1).

En consecuencia a.b # 0, luego

£, - a’f, - b2
£.0= ( 2 1 )2 y asi
1 a.b
H(f;) = X(E) D H(f,).
Queda pues probado (a).
En segundo término, definimos
G : A = R[xl,...,xn, xn+1""’xn+k] r——> F

h r———— h(xl,...,xn, vl,...,vk).

Veremos que Ker G = (gl,...,gk).A donde
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Un .contenido es evidente, pues vi.fj = 1.
¢ .
Sea h 6 Ker G. 8Si x' = (xl""’xn+k—l) obtenemos por di
AP - [ t
vigidén: h - By + bk ° rk(x ) + sk(x ).

Por tanto, Votk ° G(rk) + G(sk) = 0 y usando (a) obtene-

mos G(rk) = Q(sk) = 0.

Dividiendo T ¥ 8y entre Br1 Y repitiendo el proceso se
deduce, puesto que Ker G corta a R[xl,...,xn] solo en {0}, 1a

igualdad deseada.

De esta forma, p = (gl....,gk)A es ideal primo. Como
“(f[""’fk) +# ¢, el anillo E[vl,...,vk] es real y, en consecuen
»

cia, p es un ideal real de A.

Entonces, llamando V a la variedad de ceros de p se veri

i SRRV Y I
p

es el cuerpo de funciones de una variedad algebraica real de R

fica que I{(V) = p, con lo cual R(V) = c.f. ( F

n+k

.

Solo nos falta ver que V es no singular, pero esto es cla

ro pues la matriz jacobiana de p,

of f
2 1 2 1
LS 3’1 seers X4y 5;;, Zfl.xn+l, 0,...,0
J =
af of
2 k 2 k
x“_'.k 3;; yesey X K 5;; 50s...,0, zxn+k'fk

tiene un menor de ordem wmiximo k que no se anula sobre V.
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Zfl.xn+1, 0,.... 0
: = Zk X x # 0 en V-
. "“n+l° " " Tn+k :
0, O,.... 2f. .x

k" "n+k

12.10. Corolario.- Sean £ ,...,f_ 6 R[xl,...,xn] de modo que
s = {x 6 R" : fj(g) >0, 1< j< k)Y #¢. Entonces existe

k 6 IN y una variedad algebraica irreducible V no singular,

n+k n

de modo que, st ® : R » R es la proyeceidén candénica so
bre las n primeras coordenadas, es w(V) = 5.
Demostracidén.~- H = H(fl,...,fs) es abierto badsico no vacio

de X(E), E = R(xl,...,xn) por 4.11.

Usando 12.9 existe una variedad algebraica no singular V
de cierto Rn+k de modo que H = im j*, siendo j :E= R(V) ¥y

i* @ X(R(V)) » X(E) : Pw» P NE.

Aplicando 2 de 9.4 -aqui j =7 y V_ =V por ser V no

singular- se concluye.

12.11. Comentario.~ En [13] se plantea el problema de determinar cuan
do una unidn finita H de abiertos baAsicos del espacio de Srdenes de
un cuerpo E es de la forma im f* para algin homomorfismo no nulo
f : E» L que cumpla que L es extensidn finita de €(E). Alli mis
mo se prueba que los abiertos bidsicos cumplen esta propiedad y as?i,
la primera parte de 12.9 no es sino otra demostracidn de este resulta

do en el caso E = R(xl,...,xn).
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A continuacidén obtendremos para E = R(xl,...,xn) el mismo
resultado para abiertos que sean unidn de dos abiertos bdsicos de

X(E). En primer lugar necesitamos un sencillo lema técnico.

12.12. Lema.- Sea R un cuerpo realmente cerrado y A = R[xl,...,xn].
Sean f,g 6 A—~{0}. Entonces, para cada subconjunto infini
to M de R? existe m € M tal que m2f2+ga no es cuadra

do en A.

Demostracidn.~- En caso contrario llamaremos, para cada m 6 M,

hm al elemento de A que cumple que m2f2+54 = hi.

Completando cuadrados, obtenemos

(mf+g2)2 - megz = h; . es decir,

2 2 2

(mf+g“ - hm)(mf+g +hm) = 2mfg

o, lo que es lo mismo,
2 hm EE hm
(/Ef+%m-Fm)(/i.f+m+Tﬁ)=2f.g 1)

Notamos S a la familia de productos de factores irreduci-
bles de 2f.g2 y ¢ : M+ S a la aplicacidn que a cada m 6 M hace
2 h
= m . PR .
corresponder g = /m . f + 5: + o Al ser M infinitoy S fi-
nito, existe un subconjunto infinito N de M, tal que para cada

m,m’ 6 N es g, = Bmt*
Llamaremos G = g, para cada m 6

De (1) se deduce que f, = /m £ + = F para cada

s =
+
3Ma”



2
Como G.F = 2fg2 y G+F = Vm £+ éﬁ , Gy F son las solu-

ciones de todas las ecuaciones:

2
T2~(/Ef+%)'r+2f.g2=0, m 6N

En consecuencia dichas ecuaciones coinciden y asi m f + éﬁ no de-

pende de m 6 N.

Ahora, fijamos m 6 N —~{0} y para cada m € N— {0} se tie~

ne:
8l g2
Vm £ + = vVm . £+ . es decir,
J/m o /mo
2 2
¢m0 . (mf + g°) = Vm (m0f+g ).
2 .
Entonces _Eﬁ_i_ﬁ_i = Eﬂ =a . vy (m—am.mo)f + (l—am).g2 = 0. Fi-
mo.f + g [
m-a_.m
nalmente g~ = 2 -1 © . f. Esto es absurdo puesto que
m
m-a_.m
B /m.m0 depende de m.
m

12.13. Proposicidn.- Sea R un cuerpo realmente cerrado y

E = R(x;,...,x ). Sean H, y H, dos abiertos bdstcos de

X(E) y H = H, U H,. Entonces existe una extensidn finita
L de E de modo gue H = im j*, stendo j : E< L

la inclusidn candnica.

i
Demostracidn.~- Ponemos H1 = H(fl""’fr) y H2 = H(gl,...

...,gs). Podemos suponer que cada fi y cada gj son polinomios no

nulos.

En virtud de 12.12 y si notamos A = R[xl,...,xn], sabemos

que para cada par (i,j) 6 {1,...,r} x {1,...,s8} existe m [ R2
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de modo que

mij g, + £ no es un cuadrado en A, (1)

- N
e B

Construimos la familia de polinomios de A[T]

4 2.2 Mij
+ (mij g, - fi)T - f..g.

Fij(T) = £,T i 7 - £y

donde i ¢ {1,...,r}, j 6 {1,...,s}.

En virtud de (1) cada F es8 irreducible en A[T], y por

ij
ello en E[T].
Veamos que para cada ordem P de H] U H? y cada

(i,j), el polinomio F tiene una raiz en cualquier cierre real

ij
R* de (E,P). (2)

Sea P € H, U H, = /\

(H(fi) Ung.)) y sea (i,j) cual
i,j J

quiera.
Si fi 6P vy g4 6 P, (2) es inmediato pues Fij(O) <0
y Fi. tiene grado par y coeficiente director positivo. (Todo ello

en P).

si f, éP vy 83 6 P; (2) es asimismo cierto por ser

Fij(o) >0 y F. de grado par y coeficiente director negativo.

Si f. 6P y g. 8P se verifica que

1 3
f? - mijg. + mi,g% + fé
h,, = —= 1 211 1 es positivo en R¥%,
13 Zfi

i = 3 *o a . o P = .
luego existe vij /hiJ 6 R Ademéas Flj(vlj) 0

De este modo hemos probado (2), y llamando aij a una raiz
de Fj en R*, construimos L = E(a,, * ! ¢ i g r, 1 g j g 8).

1]
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Por la construccidn, al ser Fij el polinomio minimo de aij
sobre E, se obtiene que Hl U H2(: im j*.

Para probar el otro contenido es suficiente con observar que
si P @ H1 U Hz, entonces existe (i,j), de modo que Fij no tie-

ne ninguna raiz real en el cierre real R* de (E,P). Pero esto es

claro, pues si P @ Rl U H2’ existe 1i,j tal que fi ¢P vy

m,

2 o ij .
gj ¢ P, entonces fi’ m gj fi y 3 . figj son negativas en
R*, luego, por la regla de Descartes, Fij no tiene raices en R*,

12.14. Interpretacidén geométrica.

Sea R un cuerpo realmente cerrado. Consideremos el semial-

gebraico de r"

s ={f; >0,...,f > 0} U (g, > 0,...,8, > 0},
donde fi’gj 6 R[xl,...,xn].
Sean {Tij : 1< ig<r, 1 g 3< s} indeterminadas sobre
R[xl,...,xn], T = (Tij)'
Eligiendo mij como en 12.13 y definiendo
m, .
- 4 . Coe2ya2  _ Mij
(1} Fij(g,T) = fi Tij + (mij 8] fi)Tij 2 figj
. . . . . ntrs
construimos la variedad algebraica irreducible de R .
vV = V(Fij : 1 &igr, 1 £ 3 € s).
Entonces, si T RMPTeS L RM es 1a proyeccidén candnica so

bre las n primeras coordenadas, de 2.4 y 12,13 deducimos que

n(vc) = §.

Este resultado mejora, en cierto modo, los obtenidos por
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Motzkin en [32], pues alli no se tiene la irreducibilidad de V.

12.15. Conjetura.- Si R es un cuerpo realmente cerrado y

E = R(X,,...,X_), para cada unidn finita H de abiertos bidsicos de
1 n

X(E) existe una extensidn finita F de E de forma que si

j :t E=+F y j*¥ : X(F) » X(E) : P » P n E, B coincide con im j*.

La contrapartida geométrica de 12.15 implicaria que todo se-
mialgebraico abierto de R® es proyeccidn de una variedad algebrai-
ca irreducible de algiin R“+k.

12.16. Observacidn.~ Debemos destacar que la prueba de 12.13. se pue
de repetir, palabra por palabra, cambiando R(xl,...,xn) por un cuer

po ordenable cualquiera E que verifique la siguiente propiedad:

(*): Para cada par de elementos a,b 6 E—{0}, existe

m 6 Ez de modo que m2a2+h4 no es un cuadrado en E.

12.17. Ejemplo.~ Como caso particular de 12.14 consideremos

s = {x > 0} L’[y > 0}, semialgebraico de rZ.

La superficie V de ecuacidn

xzb + (2y - x2)22 - xy = 0 obtenida
de (1) de 12.14 con Tij = Tll = Z, mij =myy = 2, cumple que
n(VC) = S, para la proyeccidn w :IR3 »IR2 : (x,y,2z) » (x,y).

Es sencillo observar que en este caso n(V) = ﬂ(Vc), luego

S = w(Vv).

Por otro lado es sencillo demostrar que H = H(x) |J H(y)
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no es un abierto basico de X(R(x,y)), luego estamos ante un caso

que no podiamos resolver con 12.10.

xz4+(2y—x2)zz—xy=0

Figura 5



CAPITULO 3: CURVAS ALGEBRAICAS REALES

En este capitulo se caracterizan las curvas algebraicas C
sobre el cuerpo R de los nfimeros reales cuyo cuerpo de funciones
racionales posee la propiedad de las &rbitas densas. Demostramos que
R(C) es D.O.P. gi y s8lo si C es racional o eliptica. Para ello
empleamos la teoria de superficies de Klein y de grupos cristalogri
ficos no euclideos, esencialmente con el fin de obtener un mejor co

nocimiento del grupo de automorfismos de R(C).

En el {iltimo epigrafe, y mediante secciones hiperplanas de
variedades, obtenemos un procedimiento para clasificar variedades al

2ebraicas reales segiin su "tamafio".

§13. Generalidades sobre superficies de Klein.

En este epigrafe expondremos la teoria de superficies de
Klein elaborada por Alling y Greenleaf [2], y que constituye una he
rramienta fundamental, tanto para conocer el grupo de automorfismos
de un cuerpo F de funciones algebraicas en una variable sobre R
come para analizar las curvas algebraicas reales desde el punto de

vista topoldgico.

13.1. Definicidn.- Para cada abierto A de R’ y cada aplicacidn
de clase 2 £ : A~ R2 se notard
af A af . of
== _ _ — 4+ i —
3f _ 3ax _ ' 3y 3f _ 3x ay -
3z = 2 ’ 3z = 2 donde 1= ~-1.

Si M es un subconjunto de A, se dice que f es analiti-

- 121 -
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ca (respectivamente antianalftica) sobre M cuando 0z (a) = 0
(respectivamente %5 (a) = 0) para cada elemento a de M. Cuando

sobre cada componente conexa de A, f es analitica & antianalitica,

se dice que f es dianalitica sobre A.

Definiciones.- 57 X es un espacio topoldgico conexo y Haus-

dorff y e¢* = {a+bi €6¢ :b >0}, se llama atlas sobre X
a toda familia U = {(Uj,fj) : j 6 J} donde {Uj : j 6 3}
es un recubrimiento por abiertos de X y cada f, : U. » ¢

] J
es un homeomorfismo sobre f(Uj), que a su vez es un abier

to de ¢ 6 c+.

El borde de X es

3X = {x 6 X : existe j €J con x & Uj’

fj(x) 6 R Y fj(Uj) es abierto en ¢t pero no en G}.

El atlas U se dice dianalitico cuando

-1 . .y .
fjafi : ii(Uiﬂ uj) - fj(Uj N u;) es dianalitica.

Definiendo en la clase de los atlas dianaliticos relacidn de
equivalencia usual: U ~ V si y sélo si UU V ee un atlas

dianalitico, se define superficie de Klein como el par

(x, [U]), donde [U] es una clase de equivalencia de atlas

dtanalfticos sobre X.

Los morfismos entre dos superficies de Klein Ky =(x1, [Ul])
y K, = (xz, [uz]) son las aplicaciones continuas
que verifican:

£ : Xl lag XZ
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12) f(axl)C: X,

2¢) Para cada x; 6 X; existen (U,,g,) 6 U;, (U,,g,) 6 U,
con x, 6 U, f(xl) €U, y existe F : € w» ¢ aplica
cidn dianalftica sobre 31(“1)’ que hacen conmutativo

el diagrama:

£

v, > U

lgl g2
F

et .

donde ¢ : ¢ » ¢t : atbi » a +|bli. Se nota por ® la cate

gorfa cuyos objetos son las superficies de Klein y cuyos mor

fismos son los anteriormente definidos.

Un concepto que desempefia un papel esencial es el de funcidn
meromorfa sobre la superficie de Klein K = (X, [U]).

Designando L Lla esfera de Riemann, llamaremos funcidn me-

morfa sobre X relativa a U a una familia
u
{g. :+ § 6 3} de aplicaciones g, : U, » L tales que
gJ ] J

1

10) Cada gj°f5 s fj(uj) » I es meromorfa.

20) 85 (3% n U CR U {=}.

30) Para todo conexo v de U Nu,, y si fjof;1 es ana

lftica (respectivamente antianalitica) sobre Vv, se cumple

que gjlv = gkIV (respectivamente gj‘v = Eklv).
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El conjunto de funciones meremorfas sobre X relativas a U
constituyen evidentemente un cuerpo extensidén de |R. Como
los cuerpos de funciones meromorfas respecto de atlas equi
valentes son isomorfos, ([2], eorolario al lema 1.3.1)

se puede independizar del atlas U elegido en [U] la no
eibén de funcion meromorfa, y notaremos E(K) al cuerpo de

funciones meromorfas sobre K.

A cada funeidén meromorfa g 6E(K) —-{0} se le asoeta ([2],

lema 1.3.4) una aplicacién continua g : X = ¢t

que constig
tuye un morfismo en ® entre K y la superficie de Klein
de soporte EI; en estas condiciones, a cada morfismo no
constante f entre dos superficies de Klein KI = (XI, ﬂﬁ])
y K, = (X,, [Uz]) le corresponde un R-homomorfismo no nulo
de cuerpos f* : E(K,) v E(K,), de modo que el morfismo co-

rrespondiente a f£*(g) es ge°f. Ademds f* es inico con

esta propiedad.

13.3. Teorema (1.4.9. de [2]).

v
]

Si (R) es la categoria cuyos objetos son los cuerpos exten-
sién de WR y cuyos morfismos son los IR-homomofismos no nu
los de cuerpos, existe un funtor contravariante E :(® » ®)

definido por:
(a) E(K) es el cuerpo de functones meromorjfas sobre K.

(b) Para cada f & Moﬁ:)(Kl’Kz)‘ es E(F) = f*,
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13.4. Construccidn.- Cuando nos restringimos a las subcategorias de
superficies de Klein compactas y cuerpos de funciones algebraicas so
bre IR en una variable, el funtor E tiene inverso. Para construir

este inverso se procede del modo siguiente:

Si F es un cuerpo de funciones algebraicas sobre IR en

una variable, se llama superficie de Klein de F a
RieqR(F) = {D : D es anillo de valoracidn de FIR}.

Por 2.1.2 de [2], para cada f € F transcendente sobre IR

la aplicacidn

2 : Riemp(F) » Riemp, (R(£)) = c*

p» b MIR(E)

es sobreyectiva, y asi, considerando en et 1a topologia usual, se

dota a RiemR(F) de la topologia inicial para la familia
A
F=4{f : f 6 F, f transcendente sobre IR}.

Ademis, (véase 2.2.5 de [2]), RieqR(F) es un espacio compacto cone
xo y Haussdorff, 1luego, por 1.7.1 de [2], existe en &1 una estruc-

tura dianalitica.

13.5. Teorema (2.3.1. de [2]).- Las categorfas (& de superficies
de Klein conexas y compactas y (R, de cuerpos de funciones
algebraicas sobre IR en una variable son funtorialmente

coequivalentes.

Esta equivalencia estd dada por los funtores E‘@T y

Riem_ . Este Gltimo estd definido en objetos del modo obvio y en mor
"R L
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fismos por:
Rieﬂg(f) : RieqR (KZ) » RieniR (Kl)
pe £ N KD

para cada f 6 Morc) (Kl,Kz).

14. Componentes conexas de curvasg algebraicas reales.

Dedicaremos esta seccidén al estudio de algunas propiedades

topoldgicas de las curvas algebraicas reales.

En primer lugar fijaremos notaciones y recordaremos resulta

dos bidsicos de la teoria topoldgica de superficies (véase Massey

[28]).

4.1. Definicidn.- Para cada superficie compacta, conexa y sin borde

M notaremos por X{(M) su caracteristica de Euler y llama

remos género topoldgico de M a

% (2-X(M)) si M es orientable
p(M) =
2-X(M) si M no es orientable.

Si M es una superficie compacta y con borde 3M + @, nota

remos M a la superficie sin borde asociada a M, construig
da pegando un disco a cada componente conexa de 3M. EL gé-

nero topoldgico de M se define como p(M) = p(M*) Yy st

k es el nmimero de componentes conexas de M resulta

x (M) = X(M*) - k £ 2-k.

De este modo, si M es orientable se tiene:
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p(M) = p(M*) = % (2 - X(MO) = 2 (2 - X(W) -y
si M es no orientable,

p(M) = p(M*) = 2 - X(M*) = 2 - X(M) - k.

14.2. Construcciones.- Sean r 6 2 y k 6N con r+k € 2.

a) Si r+k es par existe M, superficie compacta y orienta

ble con X(M) = r, tal que 9M tiene k componentes conexas.
b) Existe M, superficie compacta y no orientable con

X(M) = r, tal que OJM tiene k componentes conexas.
Esquematizamos estas construcciones:

a) Sea D el disco, L 1la tira [0,1] x [0,1] y L* el

par de tiras cruzadas.

Asi si M es el resultado de pegar a D k-1 tiras L

3j y
r+k - . .
1 - ( 7 ) pares L] es obvio que JIM tiene k componentes conexas
y X(M) = X(D + Ly 4.k L ) - 2 (1 - ikgll) =2 -k-2+ktr =1

Figura 6
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b) Si C es la einta de Moebius y pegamos a D k-1 tiras
Lj y 2-(k+r) cintas de Mdebius Cj obtenemos una superficie M

de modo que 9M tienme k componentes conexas y

X(M) = X(D+L1 +...+ - (2-(k+r)) = 2-k-2 + k#+r = r.

Lyt
Para conectar los resultados topoldgicos de superficies com
pactas con nuestro estudio de superficies de Klein y curvas algebrai

n .
cas de IR se necesita:

14.3. Definicidn.- Sea F un cuerpo de funciones algebraicas en una va

riable sobre IR y F el cierre algebraico de IR en F.

IR
Consideremos S(F), el espacio vectorial sobre HR’ de di
mengidn finitta, de las diferenciales sobre F.
Llamaremos género geométrico de F a g(F) = dimF Q(F).
IR

14.4. Comentario.- Si K = (X, [U]) es una superficie de Klein com-
pacta (respectivamente de Riemann compacta) y F = E(K) es el cuer-

po de funciones meromorfas de K, §(F) es el espacio vectorial so-

bre ﬁR de las diferenciales holomorfas sobre X y llamaremos géne-~
ro geométrico de K a g(K) = g(E(K)). Asi mismo usaremos R; en
lugar de RR para designar el cierre algebraico de R en E(K).

14.5. Observacidén.~ Si F = R(x)(y), y algebraico sobre IR(x), es
un cuerpo de funciones algebraicas en una variable sobre IR y

F¢ = ¢(x)(y), entonces g(F) = g(Fc) pues el género es invariante
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por extensidn separable del cuerpo de coeficientes.

14.6. Definicidn.— Un morfismo f : K, » K, donde Ry = (x, [Ul])
y K, = (Y, [U,]) son dos superficies de Klein se dice un

recubrimiento doble 8i para cada y € Y existe un entorno

V de y de manera que: (a) f-l(V) tiene dos componentes
conexas My, y M, con f : Hi » V. homeomorfismo, & (b)
f—l(y) = {x} y existen cartas (U,z), (V,w) de X e ¥
centradas en x e y, tales que £f(U)C V y cumpliendo:
(i) vof|u = ¢oz s8i y 6 3Y

x 6 3X
(i) wof‘u = ¢pozez 87 y 6 3Y, x 6 3X
(iii) wet|y = 22 81 y # oy,

donde ¢ : € » €' : atbi + a+ |b|i.

Las superficies de Riemann y de Klein est@n intimamente rela
cionadas, pues se prueba en 1.6.1 de [2] que para cada superficie de
Klein K existe una superficie de Riemann Kc y un recubrimiento
doble Ec : KC » K. Ademds existe una involucién antianalitica
gg ¢ Kc - Kc cumpliendo que fc. ge = fC' La tripla (KG,f¢,UG) es
iinica salvo isomorfismo.

14.7. Observacidn.- Sea K = (X, [U]) wuna superficie de Klein y Ke
su recubrimiento doble. Si E(K) = R(x)(y) entonces E(KE) = ¢(x)(y).

En consecuencia, usando 14.5 deducimos que g(K) = g(KE).
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14.8. Proposicidn.- Sea K = (X, [U]) wuna superficie de Klein compac

ta y con borde. Entonces:

(a) 5 Ry =€, g(K) = 5 (2 - X(K)).
(b) S< R; =R, g(K) =1 - X(K).
Ademds, en caso de ser R; = IR, s8e verifica:

(b.1) Si K es orientable, p(K) = %(g(K) - k+1)

(b.2) ST K es no oritentable, p(K) = g(K) - k+l, sZendo

k el niimero de componentes conexas de 3X.

Demostracidon.- (a) Si R; = € es cliasica la igualdad en
tre g(K) y p(K). Ademds K es orientable por 1.3.2 de [2], lue

go

g(K) = p(K) = % (2 - X(K)).

(b) sSi R; = |R sevtiene *(K) = % X(Km). Por tanto,
- L - =1 -
8(K) = g(Kg) = 3 (2 - X(Kg)) = 1 - X(K).
(b.1) p(K) = 3 (2-k - X(K)) = % (2-k + g(K) - 1) =
=3 (L +g(®) - k),

(b.2) p(K) = 2-k - X(K) = 2-k

(1-g(K)) = 1 + g(K) - k.

Con espiritu simplificador, para evitar el uso constante de
la equivalencia funtorial entre curvas algebraicas reales (respecti-
vamente complejas) y superficies de Klein (resp. de Riemann), enun-

ciamos:
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14.9. Proposicidn.- a) Si € es una curva algebraica irreducible so
bre € la superficie de Riemann de C, egto es,
X = Rien\R (€(C)) es una superficie compacta, conexa y 8in

borde con p(X) = g(R(C)).

b) Reeiprocamente, toda superficie compacta y conexa y &in
borde es la superficie de Riemann de una curva algebraica

irreducible sobre €.

e) Si € es8 una curva algebraica irreducible sobre IR tal
que R(C) es ordenable, la superficie de Klein
X = Rieqk GR(C)) de C es una superficie compacta, cuyo

borde tieme k # 0 componentes conexas y tal que:

i) p(X) = 3 (8R(C) - k+1) 8¢ X es orientable.

£t} p(X) = g(UR(C) - K+1) 87 X es no orientable.
d) Reciprocamente, toda superficie X compacta y con borde
con k # 0 componentes conexas en 23X es la superficie de

Klein asociada a un cuerpo de funciones algebraicas en una

variable sobre IR.

Demostracidn.- (a) p(X) = g(E(X)) = g(RrR(C)).

(b) Es obvio pues hay curvas algebraicas irreducibles sobre

¢ de todos los géneros.

(¢) Si 38X = @, se prueba en 2.5.6 de [2] que -1 es suma de

doe cuadrados en E(X) =~ IR(C), en contra de la ordenabilidad de
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IR(C). Asi 23X # @. EI1 resto se sigue de b) de 14.8.

(d) Véase 1.7.1 de [2].

14.10. Observacidén.- En 11.20 de [l], se hace notar que para

X = Riemy (R(C)) es

3x = {D 6 RieqR grR(C)) : D/mD ~ [R},

donde mp, es el ideal maximal de D.

es R; =R vy

es homeomorfo a un modelo liso y completo de

Asi si R(C) es ordenable y K = (X, [u]),
93X # 6; es mids, 23X

IR(C).

14.11. Proposicién.- Sea C una curva algebraica real, esto es, con

R(C) ordenable, de modo que X = RiemIR (R(C)) es orienta-

ble. Sea k el nimero de componentes conexas de C. Enton

ces:

(1) k € gOUR(C)) + 1. (Teorema de Harnack).

(2) k-1 = g(R(C)) (mddulo 2).

Demostracidn.~ Sea K = (X, [U]). Al ser IR(C) ordenable,

se verifica que R§ = |R. Puesto que X es orientable, deducimos de

14.8 que
p(K) = 3 (8(K) - k+l).

Como p(K) > 0, se deduce que g(K) > k-1. Asi probamos (1).

Por otra parte, como p(K) es un nimero entero, ha de ser

g(K) - k+l1 par, con lo que se demuestra (2).
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14.12. Proposicidn.- Sea F un cuerpo de funciones algebraicas sobre
R en una variable y K = Riem F la superficie de Klein aso

etada a F. Pongamos K = (X, [U]). Entonces:
(a) 9x # @ 81 y 8dlo 81 F es ordenable.
= ¢ s8i y 86lo 8i 93X =@ y K es orientable.

=R y F no es ordenable gi y sblo 81 93X = ¢ y

K no es orientable.

Demogtracidn.- (a) En ¢) de 14,9 vimos que si F es ordena-

ble, entonces 93X # ¢@.

Reciprocamente, si 93X = {D 6 X : EE = IR} no es vacio, exis
D

te D6 X, RCDCF tal que ﬁQ_ es ordenable. Entonces F tam-
D

bién lo es.
(b) Apliquese 1.6.3. de [2].

(c) Si F no es ordenable, 93X = @ por (a). Si K fuese

orientable, seria R; = ¢ en virtud de (b).

Reciprocamente, como K no es orientable, no puede ser
R; = € aplicando (b). En consecuencia R; =|R. La no ordenabilidad

de F se deduce de (a).

14.13. Observacidn.- Con las notaciones anteriores, es cierto que
39X # 4 implica que R§ = |R. Sin embargo el reciproco no es cierto:

2 lR[x,y]
S

congidérese f = x +y2+l y F el cuerpo de fracciones de

Tomemos X = RieqR(F).
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Como -1 = x2+y2 en F, por (a) de 14.12 deducimos que
X = ¢.

Sin embargo, al ser f irreducible en C[x,y], un resulta
do clidsico de Lang [24] permite concluir que R¥ = IR.

K

Ahora estamos en condiciones de construir curvas algebraicas

reales cuyo género y nimero de componentes conexas esté prefijado.

14.14. Teorema.- Sean g y k dos nimero enteros tales que
1 € k € g+l. Entonces, existe una curva algebraica real ¢
de género g y k componentes conexas. Ademds, st
K = (x, [U] =‘RieqR0R(C)), se tiene:

(a) ST k-1 # g(mod.2), K es necesariamente no orientable.

(b) S7 k-1

g (mod 2) , existen dos curvas C; ¥ Cys

It

tales que Kl RieﬂRGR(Cl)) eg orientable y

K, = RieqROR(CZ)) no lo es.

Demostracidn.- (a) Se sigue de 14.11.

Probamos en primer lugar la existencia, en el caso
k-1 = g (mod. 2) de curvas algebraicas reales cuya superficie de

Klein es orientable.

Tomamos r = l-g. Como k £ g+l, se tiene: r+k < l-g +

~

+ g+l = 2.
Ademds r+k = l-g+k = (k-1-g)+2 que es par.

Ahora por 14.2 (a), existe una superficie compacta y orien
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table X cumpliendo:
(i) X(X) = ¢
(ii) X tiene k componentes en el bhorde.

Como k # 0, se sigue de 14.9 (d) la existencia de un cuerpo F de

funciones algebraicas sobre IR, de modo que RieqRF = X.

Escogemos C modelo liso y completo de F. Como 3X # @&,
se gigue de 14.12 que F es ordenable, luego C es curva algebrai-
ca real. Adem3s, por 14.10, 3X es homeomorfo a C, 1luego C tie-

ne k componentes conexas.

S6lo falta probar que g(QR(C)) = g. Pero, al ser 3X # @ es

R* = R, 1luego por b) de 14.8 es
g(R(C)) = g(X) =1 ~ X(X) = 1l-r = g.

La construccidén de una curva algebraica real con género g y k com
ponentes conexas, cuya superficie de Klein sea no orientable, se rea

liza de modo andlogo, usando (b) de 14.2. .

Finalizamos este parrafo recuperando la informacidn que de
una superficie de Klein se recibe a partir de su cuerpo de funciones

meromorfas, esto es, de la curva algebraica asociada.

14.15. Proposicidm.- Sea K = (X,[U]) una superficie de Klein compac

tay F = E(K) 8u cuerpo de funciones meromorfas. Sea Ke

el recubrimiento doble de K.

[H

(a) Si R* = ¢, E(Kg) E(K) x E(K)

F

(b) Si R E(K) @ ¢.

1

*
F IR, E(KG)
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Demostracidén.- (a) Si R; =€, 3X=¢ y X es orientable,

luego Kc es disconexo y consta exactamente de dos componentes cone-

xas. (Puede verse en 1.6.3 de [2], o algebraicamente, sin mis que ob-
servar que todo f GIR[x,y] irreducible en IR[x,y] pero no en
C[x,y], se descompone en f = fl.fz, fl,fz 6 C[x,y] e irreduci-
bleé).

(b) Cuando R; =R se sigue de 1.6.3 en [2] y de 14.12. 1a

conexidén de Ke» luego E(Km) = E(K) (¥V-1).

14.6. Ejemplos.~ Sea f GIR[x,yJ irreducible en lR[x,yJ,

IR[x,y]

F=c.f. (_TYT—_)’ R; el cierre algebraico de IR en F y

RieqRF = Y(F).

A) Caso en que R; = (. Entonces, usando 14.12 Y(F) es orientable

y su borde es vacio. Ademds f es reducible en C[x,y] como produc

to de dos factores irreducibles. Llamando fl y I2 a dichos factores
Clx
y Fi = c.f. (~%?L%l) se tiene:
i

§

(1) g(Y(F)) 8(F) = g(F ® ¢) = g(F;), i=1,2.

c[x)}']

2y ——— =
f.¢[%y]

E(Y(F)G) = F x F.

B) Caso en que F es ordenable. En virtud de 14,12, el borde de Y(F)

no es vacio, y si k es el niimero de componentes conexas de 3Y(F),
entonces, por l4.10, todo modelo liso y completo de F tiene k com

ponentes conexas.

Ademis X(X(F)) =1 - g(F), luego, usando un resultado de

[2], X(Y(F)m) = 2 ~ 2g(F). Asi, el género topoldgico de Y(F)¢ es
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g(F). Ademdas, utilizando 14.15, E(Y(F)¢) ~ F®C.

) Caso en que F no es ordenable y R* =|R. Usando 14.12 sabemos
F —

que el borde de Y(F) es vacio y que Y(F) no es orientable. Ademis,

E(Y(F)c) = F®C¢.

14.17. Ejemplos. 1.- Sea f GlR{x,y] y {f = 0} wuna curva algebrai
IR

ca real (esto es, h%%TZl es ordenable), de género cero. En tal caso

F =~ IR(X) y estamos en el caso B de 14.16. Como g(F) = 0,

X(Y(F)c) = 2 y por tanto Y(F)G es una esfera.

Como los ideales maximales de m[x] son de la forma (x-a),
a6R & ((x-a)2 + bz), a,b 6 R, 1los puntos a+bi y a-bi de 1a
esfera -entendida como compactificacidn de ¢€- son indistinguibles.
Por ello Y(F) es la compactificacidn de ¢t = {a+bi 6C : b >» 0},

que es el disco D.

Este mismo resultado lo podemos obtener sin mds que apreciar
que Y(F) tiene borde no vacio y evidentemente conexo -la circunferen
cia es un modelo liso y completo de F- y utifiizando la igualdad:
X(Y(F)) = 1-g(F) = 1. Por 14.2 Y(F) = D ya que al ser

p(Y(F)) = 0, Y(F) es necesariamente orientable.

1
2.- Sea f(x,y) = x2+y2, F =c.f. (E%%%zl)-

Asi en F,(%)2 = -1 1luego R; = €. Estamos pues en el ca-

so A de 14.16.

Como f (x+iy) (x-iy) en ¢€[x,y], es g(Y(F)E) =

Cix
= g(c.f. —%I%%l) = 0. Consecuentemente, Y(F)c es la esfera.
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Como Y(F) no tiene borde y es orientable de género alge-

braicoe cero, también es una esf'era.

3.- Sea f(x,y) = x2+y2+l. Como vimos en 14.13 si

R{x
F = c.f. (—¥?§Zl), F no es ordenable y R; = IR.

Usando € de 14.16 deducimos que Y(F) no tiene borde, no
es orientable y su género algebraico es cero. Por (b) de 14.8

X(Y(F)) = 1, 1luego Y(F) es un plano proyectivo.

IR1x
4,- Sea f € R[x,y] y F = c.f. (—%%%Zl) de género algebrai

co uno.-esto es, {f = 0} es una curva eliptica no necesariamente

real. En cualquier caso, X(Y(F)) = 0 por 14.8, Utilizando 12.38

de [1] y nuestro 14.12 obtenemos:

(a) Ssi RF = ¢, entonces Y(F) es una botella de Klein.

(b) Si DOJY(F) es conexo, Y(F) es una cinta de Mdebius.

(e) Si 3Y(F) no es conexo, entonces, por (1) de 14.11

tiene dos componentes conexas e Y(F) es una corona circular.

§15. E1 grupo de automorfigmos de una curva algebraica real

En esta seccidén estudiaremos el grupo de automorfismos del
cuerpo de funciones algebraicas de una curva algebraica real en fun
cién de su género g. El caso g = 0 no merece atencidn. Para ello

empleamos la técnica de los grupos cristalogrdficos no euclideos.

15.1. Teorema.- Sea € wuna curva algebraica real de género mayor o

igual que dos. Entonces, el grupo de automorfismos de IR(C)
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es finito.

Demostracidn.~ Llamemos K = (X, [U]) a la superficie de
Klein RieqRGR(C)) asociada a IR(C). Como IR(C) es ordenable, el
borde de X no es vacio. En consecuencia, ) se representa en la
forma X = % donde D = €' y T es un grupo cristalogrdfico no
euclideo -para abreviar, I es un grupo N.E.C.- (véase Preston [36]).

(Para la definicidn de grupo N.E.C. nos remitimos a Wilkie [42]).

Por tanto, G = Aut(R(C)) = Aut(E(K)) es un grupo de auto
morfismos de %. Llamando H al grupo de isometrias del plamo hi-

perbdlico, incluyendo aquellas que invierten la orientacidn, se sa-

N, (D)
be, May [29], que G = - -
En virtud del teorema de Macbeth y Singerman [26], y puesto
N, (T)
que N“(P) es un grupo N.E.C., deducimos la fipnitud de _ET—_ y

en consecuencia la de G.

15.2. Comentario.- La informacidn acerca del grupo de automorfismos
de IR(C) cuando el género de C es mayor o igual que dos es mucho
mayor que su finitud. Aunque no los usaremos en lo que sigue, desta

caremos algunos resultados en esta direccidn.

En [7] hemos probado, para curvas algebraicas reales de gé
nero dos, que Aut(lR(C)) es siempre no trivial, y que los finicos gru

pos que son subgrupos de Aut(R(C)) son:

22’ 23, 34, D2, 26’ D3, 4 donde

Dn representa el grupo diedral de 2n elementos.
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Tambi&n probamos que existen curvan algebraicas reales de

género dos cuyos grupos de automorfismos son D D y D

2’ 4 6"

Por otro lado, usando el teorema 2.4 de [6] para las curvas
C construidas en 14.14 con k = 1, se observa que Aut(R(C)) es
ciclico o diedral.
a, a
Ademas, si n = Py --- Pg donde P, < Py < ... < p son

niimeros primos, el género algebraico g de la curva algebraica real

C de minimo género y conexa, tal que Aut(R(C)) es Zn & Dn va-

le:
n i = = i
(n - ?, - pl+l si a, 1, a, 0 y K orientable
pl-l si n = Py # 2 y K orientable
g = {2 si nmn =2 y K orientable
n - 2 si a, # 1 y K orientable
Py
n - ;ﬁ + 1 si K no es orientable.
1

donde K = Rie“R(C).

Este resultado se prueba utilizando (4.1) y (4.2) de [6] y

las férmulas (b.1l) y (b.2) de 14.8.

Aunque en el teorema 15.1 estdabamos interesados {inicamente
en la finitud del grupo de automorfismos de IR(C), se desprendb de
[30] y aplicando 13.5 que para cada curva algebraica real de género
g, el orden del grupo de automorfismos de IR{(C) estd acotado supe

riormente por 12(g-1).
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Por Gltimo, resaltemos que para curvas algebraicas reales
de género mayor o igual que tres se conjetura que el conjunto forma
do por aquellas cuyo cuerpo de funciones algebraicas tiene por Gni-
co automorfismo a la identidad es denso en el espacio de Teichmiiller;
es mids, que su complementario es analitico. Para curvas algebraicas
complejas este resultado se obtiene, utilizando técnicas de grupos

fugschianos, a partir del teorema 2 de Greenberg [18].

Un andlisis profundo del grupo de automorfismos del cuerpo
de funciones de una curva éliptica real es el realizado por Alling
2a [1], Expondremos en lineas generales dicho estudio, remiti@ndonos
a [1) para las demostraciones y sin pretender resumir toda la infor
macidn que alli se obtiene, pues tan solo estamos interesados en pro

bar la existencia de "suficientes" automorfismos.

15.3. Definicidn.~ Se llama reticulo de € a todo subgrupo discreto

L de (€,+) que sea 2Z-mbédulo de rango dos.

15.4. Observaciones.- Si L es un reticulo de € y B = {wl,wz}

es una base de L, WysW,y 6 € es L = vy 2 LD Z y
w
T = ;z ¢ IR por ser L discreto. A T se le llama cociente de L,
1

no depende de la base escogida y L =27 & 1Z. Véase 6.20 de [1].

El siguiente objetivo consiste en dotar a €/L de estructu
ra de superficie de Riemann compacta de género uno y probar que toda
superficie de Riemann compacta de género l es analiticamente equiva-

lente a €/L para cierto L. Esto se obtiene en 8.4 y 8.50 de [1]:
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15.5. Lema.~ (a) Sea L un reticuloc de €, G un grupo abeliano y
0w L= L G w0 una sucesidén exacta. Entonces G ad
mite una estructura de superficie de Riemann compacta de

género 1, de modo que h es homeomorfismo local.

(b) Toda superficie de Riemann compacta de género 1 es ana
liticamente equivalente a C/L para cierto retfculo L de

C. Ademdés L = Z ®1Z con im 1T > 0.

Tomando G = €/L y h Lla proyeceidn candnica se obtiene

el resultado buscado.

De modo andlogo, se prueba en 12.11 de [1] 1la siguiente:

15.6. Proposicidn.- Sea K = (X,[U]) wuna superficie de Klein compac
ta de género 1 de modo que RE(K) = ¢. Entonces, existe
T 6C con im T > 0 de modo que K y €/Z2 & 12 son dia

naliticamente equivalentes.

En virtud de la coequivalencia funtorial definida en 13.5
estudiaremos el grupo de automorfismos del cuerpo E(K) de funcio-
nes meromorfas sobre la superficie de Klein K a través del grupo
de automorfismos de K (en la categoria ®) y que vienen definidas,

naturalmente, por:

15.7. Definicidn.- Sea K = (X, [U]) una superficie de Klein. EL

grupo de automorfismos de K estd constituido por los mor

fismos g : K» K tales que g : X » X es homeomorfismo
dianalitico. Notamos dicho grupo por Aut(X) y llamaremos

Aut+(K) al subgrupo de los automorfismos de K que conser
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van la orientacidn.

En 13.10 de [1] se pone de manifiesto que considerando en

¢ la estructura que hace de € wuna superficie de Klein,

autt(e) = {f, , a6 ¢-{(0}, bscl,

donde fa b ¢+ ¢ : z > az+b. En particular tiene granm interés el
’
subgrupo Trans € = {fl p = b6 c}.
v

15.8. Construccién.- (Véase [1], 13.11).

Sea K = (X, [U]) una superficie de Klein compacta de géne
ro 1 y tal que R;(K) = €. En virtud de 15.6 y notando

L, =2 ®r13, existe T 6 ¢ con im T > 0 de modo que X = €/LT.

Sea GT = {g 6 Aut(€) : z~z' €6 LT s g(z) - g(z') 6 LT}
y G: = GT N Aut+(€). GT es un subgrupo de Aut(€¢) que contiene a
Trans €.

Ademds, si 7 : € » K = €/LT es el epimorfismo candnico,

existe TWw* : G

" Aut(K) : g » g* donde g* es el homeomorfismo
dianalitico que cierra el diagrama

[/ c
K K

y unicidad de g* gon consecuencia de ser g constante sobre cada

- g .

g* . .
> . La existencia

clase de € mddulo LT'

Se verifica que w* es sobreyectivo y
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* * .
Ker w* Ge {f b b € LT}.

Tenemos asi descrito el grupo de automorfismos de K en el
caso R;(K) = €. Sin embargo, para curvas algebraicas reales con
cuerpo de funciones ordenable necesitamos abordar el caso R;(K) = R,

X 4 0.

Esto queda resuelto en 13.15 de [1] mediante la siguiente:

15.9. Construccidn.- Sea K = (X, [U]) superficie de Klein compacta

de género uno con 3X ¥ @.

Usando 1.6 de [2], existe (Y,E,P), donde K' = (Y, [U'})
es superficie de Klein compacta de género uno con R;(K’) =€, & es
una involucidn antianalitica em Y, p : Y » Y/ es el epimorfismo

candnico, y tal que X es dianaliticamente equivalente a Y/&.

o+

Entonces Aut(X) = Aut (y) N AutE(Y) = Autg(Y) donde
Autg(Y) = {f 6 Aut(Y) : fof = E°f},

Ademids, eligiendo T 6 ¢ con parte imaginaria positiva y
tal que Y =Y se verifica que

T

+

m,(Trans R) C AutE

(YT)’ donde,
siguiendo la notacidn de 15.7,

Trans IR = {f : b 6 R}.

1,b

15.10. Proposicién.- Sea E un cuerpo de funciones algebraicas en
una variable sobre R, ordenable y de género uno. Sea C

un modelo liso y completo de E y P, Q dos puntos de C.
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Entonces exigte un morfismo birracional £ : C» C que envia

P a Q.

Demostracidn.- Consideremos X = RiemR(E) y K = (X, [U])
la superficie de Klein de soporte X. Por (c) de 14.9 sabemos que

93X # @ y por hipdtesis K es de género 1.
Sea (Y,E,P) 1la construida en 15.9.

Al ser Aut(X) = Aut;(Y) y

+
£

para cada par de puntos de 93X, 1la imagen por 7n* de la traslacidn

n*(Ttanslk)C: Aut,_ (YY),

agociada a su diferencia es un automorfismo de X que transforma

uno en otro.

Ahora, al ser C y 3X homeomorfos por 14.10 y puesto que
existe una equivalencia funtorial entre los automorfismos de X vy
los morfismos birracionales de € sgeglin 13.5, existe f : C » C mor

fismo birracionmal con £(P) = Q.

§16. La propiedad de las 6rbitas densas en curvas algebraicas reales.

Las técnicas desarrolladas en los epigrafes anteriores de es
te capitulo permiten obtener informacidn sobre el espacio de drdenes

de curvas algebraicas reales.

Con precisidn, obtenemos una agradable caracterizacidn geomé&

trica de los cuerpos de funciones algebraicas en una variable sobre IR
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que poseen la D.0.P., mejorando los resultados obtenidos en el capi

tulo anterior para mds variables.

16.1. Teorema.~ Las tnicas curvas algebraicas reales cuyo cuerpo de
funciones algebraicas es D.0O.P. son las racionales y las

elipticas.

-

Demostracidén.- Si un cuerpo F de funciones algebraicas so
bre R tiene género mayor o igual que dos, su grupo de automorfismos
es finito en virtud de 15.1. Ahora de 10.2 se deduce que F no es

D.O.P.

Por otra parte, el cuerpo de funciones algebraicas de una

curva racional es IR(t). Pero IR(t) es D.O.P. por 4.4,
Tan solo queda estudiar el caso en que F sea de género 1.

En primer lugar elegimos C modelo liso y acotado (completo),
de F de modo que todos los 6rdenes de F estdn centrados en puntos

de €, usando 9.7.

Consideremos ahora un orden P en F y un abierto no vacio

H de X(F).

Asi, existen f1+I(C),...,fr+I(C) 6 F, fj polinomios, ta-

les que
¢ # H, = H(f1 + I(c),...,fr + I(Cc)) C n

Como H, # 8, se sigue de 8.10 la existencia de A € C con

fj(A) >0, 1< j < r. Puesto que los Srdenes de F estdn centra
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dos en puntos de C, llamamos B € C al punto en el que estd centra

do P.

Usando 15.10 existe un morfismo birracional f : C» C tal
que f(A) = B. Sea g el automorfismo de ¥ = IR(€) asociado a f.
Veamos que g'l(P) 6 H,.

En caso contrario, existiria j, 1 < j €« r verificando que

fj ¢ g—l(P). Entonces g(fj) ¢ P y en particular, g(fj)(B) < 0.

Pero g(fj(B)) = fj(A) y fj(A) £ 0 es absurdo.

Asi g_l(P) €H y F es D.O.P.

16.2. Comentario.- Al no ser IR(C) D.O.P. en general, no cabe plan
tearse cual es el minimo niimero r de automorfismos de IR(C),
ol,...,cr, necesarios para que X(R(C)) = Ul(H)lJ . U cr(H), pa-
ra cada abierto H de X(R(C)). Por ello no podemos utilizar las
técnicas elaboradas en el piArrafo 4 para "medir" el "tamafio" de las

curvas algebraicas reales y de sus subconjuntos semialgebraicos.

Sin embargo, utilizaremos las proyecciones ortogonales para

calibrar el "tamafio" de las curvas algebraicas reales.

Para ello necesitamos con anterioridad el siguiente:

16.3. Teorema (Alling, [l]).— Sea F un cuerpo de funciones algebrai
cas en una variable sobre R y g el género de F. Enton-
ces, 82 n = 2(g+l), existe f & m[x] de grado n &6 n-1
tal que F = R(V), siendo V Lla variedad de ecuacidn

y2 - £(x) = 0.
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Ahora podemos establecer

16.4. Teorema.- Sea F wun cuerpo de funcitones algebraicas sobre R

en una vartable. Entoneces:

(a) Existe un modelo plano V de E tal que ninguna pro-

yeceidn lineal de V es densa.

(b) Existe un modelo plano W de E tal que alguna proyec

cién lineal de W es densa.

Demostracidn.- (a) Es suficiente utilizar el teorema de los

A

modelos, 9.5 (a). ‘ !
(b) Por el teorema anterior, existe f € m{x] de modo que

x
F c.f. 8E£*411—). Como alli, notamos n = 2(g+l), siendo g el
vy -f(x)
género de F.

b.l, Si f es de grado n-1 impar, es suficiente conside-

rar la proyeccidn sobre x = 0.

b.2. Si f es de grado n y f(x) > 0 para cada x € R,

proyéctese sobre y = 0.

b.3. Si no suceden ni b.l ni b.2, elegimos a 6 R tal que
f(a) < 0. Ahora, para cada y 6 R el polinomio Fy(x) = f(x)—y2
es negativo en a, luego, al ser “Fy' de grado par, se anula en al-

gin punto.

Asi pues, de nuevo es suficiente considerar la proyeccién e}
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16.5. Comentario.~ Reescribimos el teorema anterior en lenguaje de
. P 2
extensiones de 6rdenes. Sea V(IR el de (a). Sea x 6 IR(V) trans

cendente sobre IR.

Ponemos g : IR(x) = R(V) vy

g% : X(R(V)) » x(R(x)) : P » g l(p).

Ahora, usando 9.4 (2) se cumple que

im g*~ = g(V) (1)
Por (a) de 16.4 E(V) no es denso, luego, im g* # X(R(x)), esto es,

no todo orden en |[R(x) se extiende a F.

Sin embargo, se deduce de 4.15 que existen dos automorfismos
proyectivos hl y h, de IR(x), tales que hl(im g*) U hz(im gk) =
= X(R(x)). Usando de nuevo (l) concluimos que para cada proyeccidn

de V existen dos "copias proyectivas" de la misma cuya unidn es den

sa en la recta sobre la que proyectemos.

En (b) se prueba que para una eleccidn adecuada de V' y

'x, E(V') es denso, luego todo orden de {R(x) se extiende a F.

§17. Secciones hiperplanas de variedades algebraicas

Dedicamos la {iltima seccidén de esta memoria a presemtar un
procedimiento para clasificar las variedades algebraicas construidas
sobre cuerpos realmente cerrados. Esta clasificacidn viene dada por
el tamaiio del conjunto de puntos centrales de la variedad. Dicho tama
fio 1o "medimos" a través del conjunto de hiperplanos que cortan a la

variedad en un punto central.
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A lo largo del epigrafe usaremos las

Sea R un cuerpo realmente

7.1, Notaciones.-

variedad algebraica real de dimensidn no nula

siguientes:

cerrado, v(C Rn una

y p el ideal de V.

Sean X = (xl,...,xr), A = (Ao""’Ar) indeterminadas so
bre R, A = R|X,A} y g =A_ 4+ Ax +...+Anx_ € A.
Llamamos ¢ al ideal p.A + g.A y G = V(g) a su variedad
de ceros en R2n+1.
Ahora, si @ : R™ x Rn+l g R“+l : (X,A) » A,
m(6) = {1 € Rn+l : existe x 6 V conm g(x,\) = O},

luego si notamos HA

al hiperplano de ecuacién

Ao + Xlxl +...+ Anxn =0, son equivalentes:
(a): A 6 1(G)
(b): Hy Nvi+ae
Es obvio que 0 ., 6 7(G) y que_.para cada r 6 R- {0},
R
A = (r,o0) 8 w(G).
17.2. Proposicidn.- I. W(G) es un cono de vértice 0 € Rn+l.

2. St G, es el conjunto de punfos dentrales de G, enton
ces
n+l .
n(Gc) = {}x 5 R existe x 6V con g(x,\) = 0}
3. St V es compacto, entonces TW(G) y w(Gc) son cerra
dos y w(G) no es denso en Rn+1.
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4. ¢ NrR[A]= 0.

Demostracidn.- 1. Es obvio pues O 6 m(G) vy para cada

A6 Rn+l, r 6 R —-{0}, 1los hiperplanos Hy y H_, coinciden.

Rn+l

2. véase [11].

3. F : R™ x Rn+1 » R : (x,)) % g(x,}7) es obviamente conti

nua, luego F—I(O) es cerrado. Como para cada A @ w(G)
F‘I(O)fw (v x {A}) = @, para cada x 6 V y cada A ¢ nw(G) elegi-
X n n+l

mos U y Ui' entornos de x y X en R y R respectiva~

mente, de modo que v* x Ui r)F_I(O) = ¢.

Por la compacidad de V existen XyseeosXy, € V cumplien
k X,
do que V(T \v/ v J y asi, sin mis que tomar UA = Ui n...nNn U; ,
j=1 1 k
se obtiene n(e) N UA = @.
Para probar que W(Gc) es cerrado es suficiente repetir el
razonamiento anterior utilizando la compacidad de V. (Vc es cerra

do contenido en V) y 2.

+
Veamos que W(G) no es denso en rR” l.

Sea r 6 R+ tal que la bola B de centro el origen y radio
r contiene a V.

Entonces, si A 6 m(G), HX N ¢ luego d(O,HA)2 < 2

y por tanto

Asi el abierto

v=er™ a2 rz(xf o4 Ai) > 0} es
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no vacio, pues (1,0,...,0) 6 U,y U N 7n(c) = @.

4. Si h(p) 6 ¢ n R[Al, para cada x 6 V seria h(A) =
= KX(A).(I\O-FXII\l +...+ ann), luego cada fx(A) = I\o+x1Al +...+ ann’

x € V, seria un factor irreducible de h(A). Como V es no fimnito,

h{pA) es cero.

17.3. Ejemplos.- 1. La compacidad no se puede suprimir em (3) de

17.2.
Por ejemplo, si V = {y3—2xy+1 = 0}, (0,0,1) & w(G) y sin
embargo para cada r 6 rt (-r,0,1) € 7(G) pues (E;%L , ry €6 v
N{y = r}.
Asi 7{(G) no es cerrado. Como V = Reg V, se sigue de 17.2
que T(G) = ﬂ(Gc) luego tampocga H(Gc) es cerrado.

2. Sin embargo, la compacidad no es condicidn necesaria en

(3) de 17.2.
. . 2
Por ejemplo, si V = {y - x° = 0}.

1(6) : [(A .A[,h,)

-2}
=
d

|
&~
>
P

(8]
N\

0}
que evidentemente es cerrado.

Como V = V. de nuevo W(Gc) = w(G) y por tanto H(Gc)

también es cerrado. Sim embargo V no es compacto.

17.4. Observacidn.- Conservando las notaciones de 17.1, y puesto que

q MR[A] = {0}, existe un homomorfismo no nulo de cuerpos

j ¢ R(A) =+ R(G)



Con las notaciones de 9.3 es j = @ : R

(2) de corolario 9.4 se obtiene:
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n+l n

x R » R y por

PRy

im j*

AsT el "tamaiio" (véase 4.16) de

remos &sta para clagificar V.

17.5. Definicidn.- Llamaremos nimero hiperplano de

= w6 (L)

im j** es el de ﬂ(GC), y utiliza-

V, y lo notaremos

[d ®)
n (V) a D n+l

17.6. Proposicidn.-

(i) El conjunto de hiperplanos que cortan a V

central es denso.
(i1) Todo orden de

(i) mny(v) = 1.

(b) Si Vv

a R(G).

(c) n“(V) < n+2.

Demostracidn.~- (a):

;TE~T - Rn+l

Asi, wusando 4.9, es

(iii)

(i),

(ii) =

(iii) =

(im j*,

R(A)

es compacto,

2

im j* =

R( )) definido en 4.6 y 4.7.

(a) Son equivalentes:

en un punto

se extiende a R(G).

R(') se extiende

no todo orden de

(i) = (ii)

luego por la férmula (1) de 17.4

X(R(A)).

es trivial.
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Como nH(V) =1, exi?te fe Gn+10P), con f(im j*) =
= X(R(A)). Como f es biyeccidn también im j* = X(R(A)), 1luego,

por 4.11 es im j*° = Rn+l y por (1) de 17.4 se concluye.

(b) Es inmediato usando (a) y (3) de 17.2.

(¢) Por 4.12.

Obtenemos una primera mejora de (c) de la observacidén ante-

rior mediante:

17.7. Proposicidn.- ELl nimero hiperplano de toda variedad algebraica
real de dimensidn positiva contenida en R™ es menor o igual

que ntl.

Demostracién.- l. En primer lugar probaremos la existencia
de f € R[Ao,...,An] homogéneo y tal que

A={r6r"™ £ > 0} C w(G,).

V. es no vacio pues dim V # 0. Asi n(Gc) # @, luego

im j** ¢ ¢, es decir, .im j*~ # @#. Como im j*" es abierto, se de
duce que dim im j** = n+l, y puesto que

im §*° C W6, C V(e ) < R,

llegamos a que dim V{(I(w(G_ ))) = n+l.
c

Asi, usando un resultado de Recio [37], ﬂ(Gc) tiene dimen

sidn igual a a+l.

En consecuencia, ﬂ(Gc) contiene una bola abierta y, por co

modidad, supondremos que es la de centro (0,0,...,s), s # 0 y ra-
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radio r. Llamamos B a dicha bola y D = B[} {An = s}. Es obvio
que D CZﬂ(Gc) y al ser &ste un cono de vértice el origen 0, la re
gidn encerrada por el cono C que proyecta el borde de D desde O

estd contenida en ﬂ(Gc).

Figura 7

Pero el cono € tiene por ecuacidn

2 2 2 2 ,2
0 = g° . (Ao LT An—l) -r An’ luego
2 . .
f(ho.-..,An) = sz(Ag Fooot An—l) - r2 Ai es el polinomio buscado ..
2. Para cada O ¢ k < n-1 consideremos

£. ¢ R(A)Y + R(N)

k
An > a . Ak
Ak + b . A“
Aj -+ Aj’ j#n, 4k

donde a = s(ntl) b = a_l

r *

Como la matriz asociada a fk es
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1 0 0 ... 0 ...0
0 1 0O ... 0 ...0
M, = : ’ cuyo
0 0 0 ... 0 ... b
0 0 0 ... a ... 0

determinante es +*l # 0, cada f, € G ., (P).

Llamamos fn = lR(A)'

Es evidente que cada

n+1 +1

_ R — r"
fk H
(Aseeenh) ———— (£, (A), e £ (A))

es homeomorfismo.
Probaremos que fo(im j*) Uu...U fn(imj*) = X(R(A)). Para
ello es suficiente, usando 4.9 y que ?k es homeomorfismo, con demos

trar que Fo(im i*) Uu...Uu ?&(im j*)” = Rn+l.

Ahora bien, al ser A C:n(cc) y m(G) = im i*~, es
{0} U?k(A) CE . Gm 0",
Asi, todo se reduce a ver que
"ol F o) UL U E ).

. . . .- +
Pero, si esto no ocurriese, existiria (Ao,...,ln) ¢ rR" 1 {0} ta1

que:



2 2 2
rTAl - 8T (A0 4.t A ) <0
2.2 ,2 2 2 2 2 .2
a Ao - 8 (xl +"'+‘An—l + b An) £ 0
2.2 .2 2 2 2 2 2,2
a®r" A] - 8T O+ Ay he.k A+ BT AT) <O
2.2 2 2 2 2 2 2 2
a’r Xn—l - 8 (Ao +Ay e F l“~1 + b _ln) £ 0
Sumando:
Az(rz - 92.n.b2) + Az (azrz—n.sz) — e Xz(azrz-sz.n) < 0,
n n-1 o
luego
2, 2 n.s’.r’ 2 2 2. ,.2 2
AS(rS - 22 el oy 4 (8 (n+1)T - 0 sT)(AT 4.4 2 ) £ 0
n 2 2 o n-1
s (n+l)
Entonces
222 - — 2] 4 2 e ? - n) 02+ 422 ) <o
n 2 o n-1
{(n+l)

Esto es absurdo pues (n+l)2 >n y (xo,...,xn) ¥4 0.

Como comprobaremos mias adelante, nH(V) no es invariante
bajo isomorfismos birracionales; mis aiin, ni siquiera lo es bajo iso

morfismos algebraicos ambiente. Sin embargo:

17.8. Proposicién.- El nimero hiperplano es invariante bajo cambios

lineales de coordenadas.

Demostracidn.- Sea V (C R"™ variedad algebraica real y

g : R" » R™ un cambic lineal de coordenadas. Notemos W = g(V) y
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probaremos que nH(V) = nH(W).

-1
Ponemos g = h = (hl,...,hn), con hi(yl,...,yn) =

La matriz A = (ai.) 1 £ i,j € n es regular al ser h un
J
cambio lineal de coordenadas. Ahora, si Y = (yl,...,yn) y llamamos

p' = 1(W) rR[Y,A] + (Ag#Ay yy +ooat Ay ) rR[Y,A], G' = v(p'), se

tiene:
A6 (G ) &= existe x 68 V con 0 = X +A,x. +...+ A ¥
c c o 171 n' n
y como WC = g(Vc), esto equivale a: existe y & wc con
) )
(A + a, A.) + ( a. AJdy. = 0.
° =1 o * j=1 i=1 ‘i J
Como f : R(Ao...An) - R(Ao"'An)
)
Ao vt (Lo ®y Ay
i=l "o
)
A » a.. A
J i=1 3 1
tiene por matriz (1 0 A
0 1 ayg creeer A0
0 0 a;, ceseee A,
0 0 a; ceeee. @
n nn
que es regular por serlo A, se deduce que f € Gn+l¢P).

Finalmente, llamando



Rn+1 Rn+l

|
-

(Aoy--*s,\n) _ (f(Ao)g--ngf(An))s

es inmediato que f es homeomorfismo.

Por ello, si nH(V) = k, existen fl""’fk 6 G“*IOP) ta
n+l

les que R = ?l (im j*) U...u ?K (im j*)°, 1luego, al ser
Ay -1 == e -1 ==y n+l1
“(Gc) = f ("(Gt)), se sigue que \w/ fj o f (ﬂ(Gc)) = R y de
K j=1
aqui concluimos que \v/ fj of-l(im j{) = (R(A)), donde
j=1

iyt R(A) = R(W).

En consecuencia nH(W) < k y por simetria n“(V) = nH(W).

17.9. Proposicidn.- El nimero hiperplano de una variedad algebraica

real no depende del ambiente en el que estd sumergida.

s n . .
Demostracién.- Sea V C R y suponemos que su dimensidn de

inmersidn es d. En virtud de 17.8 se puede suponer:

v C:{xd+l =....= X = o}

d

Llamamos W = {(xl,...,xd) 6 R (x X 0,...,0) 6 v}

1*°° d:

Debemos probar que nH(V) = nH(W).

[ [
Notemos que X (xl,..‘,xd), A (Ao....,hd),
1
@ = TN R[X',A'] + (A +A; X +...+ A X)) R[X'A']
G' = v(g") vy iy ¢ R(A') = R(G").
Es obvio que ) = (Ao...An) [} v(Gc) si y 88lo si

U W AR ICI
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~

Ahora, si f,,...,f, 6 G, ,(P) y U/ £;Cim j:) = X(R(A))

j=1

se concluye, llamando

gy : R(A_ ... Ay —— r(A ..o A

i n
A, v—— £_(A)) igd
i i
A, — £.(A)) i>d
i i
k
que \v/ g.(im j;) = X(R(A)) y por tamto nH(V) < nH(W).
j=1

k
Reciprocamente, si Bys---s8, © Gn+10P) y U gi(im j?) =
i=1

= X(R(A)), 1las ecuaciones de cada g; serdn:

. n .
i i
b. + a., A
jo lzo ig e
g ( j) = : n )
€o0 T lz dol Aﬂ
=0
el at cooab)
oo oo on
bt al ..oat
oo oo on
siendo Ai = regular.
bt at . at
no no nn

Asi, y quizds tras un nuevo cambio lineal de coordenadas se puede su

poner que

et d- ... a:
oo oo od
oo Yoo Tt %ed
Bi = es regular,
i i i
bdo Q30 " 244
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luego cada

A —
oo t<o ol £

es un elemento de Gd+10P) y

k
-Ux £, Gim §}) = X(R(A')), por lo
1-‘

que n“(w) £ nH(V).

17.10. Ejemplos.- (a) El niimero hiperplano de una recta es 1. En vir
tud de 17.8 y 17.9 es suficiente probarlo para el eje {y = 0} = Vv

de RrZ.

Asi ﬂ(Gc) = {(AO,AI,AZ) (4] R3 : Al # 0} denso en R3, lue

go nH(V)-= 1 por 17.5.
(b) El niimero hiperplano de una cbnica irreducible es dos.
Basta hacerlo para
. 2
(i) v = {y = x°}
(ii) v = {xy-1 = 0}

{x2+y2 =1}

~
=
e
[ S
N
<
]

. 3
(i) (6 ) = {(A ,x,,1,) € R” : Ay = 4dex, > 0}

Asi, como ﬂ(Gc) no es densoc en R3, se sigue de 17.5 que

nH(V) > 1.



Pero si f R(AO,A —— R(AO’AI’AZ)

1 »

y f : RS » g3 (AO,AI,AZ) - (Ao,kl,-xz), es claro que n(Gc)U
U ?(H(Gc)) es denso en R3, pues N(Gc) (- {AD.AZ < 0}.

Asi como f es homeomorfismo, usando 4.9 se obtiene que

im j* U f(im j*) = X(R(A)), 1luego ng(v) = 2.

(ii) Sencillos cdlculos permiten probar que
m(6,) = {0} U{x, =0, A2, # 0} U
2 -
ULy, #0, a7 -6x A, 20N #0 Uy =0, r ¢ 0]

Si ﬂ(Gc) fuese denso, también lo seria {Xi - hkl-kz > 0},
y ésto es falso.

Asi nH(V) > 1.

Como ﬂ(GC) C:{Al.lz < 0}, 1la f definida en (i) cumple
que

im j*lJ f(im j*) = X(R(A)), 1luego nH(V) = 2.

(iii) Es facil comprobar que

Como V es acotado, nn(v) > 1.

Por otra parte, si
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£ 2 ROAL,Ap,A)) ——— R(A_,A;,A)

2 — AZ
el mismo razonamiento seguido en (i) prueba que im j* U f¢im j*) =

= x(R(A)). Asi “K(V) = 2,

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que no toda la infor
macidén geométtica de una variedad algebraica real queda recogida en

su anillo.

17.11. Proposicidn.- Existe un isomorfismo algebraico F: R2 > R2

y una vartedad algebraica V de R? de manera que st

W= F(V), nH(V) 4 n(W).

Demostracidn.- Sea F : RZ —— RZ
2 2
(x,y) —— 2x + L, 2x + 57 + y)
.8i G : Rz ——— Rz
2u - (v~u)2
(u’v) v ad ( 4 ’ V"'u)’
se comprueba que FoG = GoF = 1 luego ambos definen automorfismos

2‘
R
algebraicos de R[x,y}.

Sea V 1a recta X = Y. Ya hemos visto que nH(V) = 1.
Sin embargo, W = F(V) es la cdénica

(y-x) (4+y-x) - 2x = 0O, que
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mediante el cambio lineal de coordenadas y-x =

X = v se transforma

en la paridbola (u+2)2 - 2(v+2) = 0.

Asi, por 17.10 y 17.8 es n“(W) = 2.

Como cabe esperar a la vista de la proposicién anterior, el

- . . . . : ;2
nimero hiperplano no es invariante por desingularizacidn:

17.12. Ejemplo.- Sea V = {y2 - x2(1+x) = 0}.
Sencillos cdlculos permiten apreciar que

{x, # 0}Cw(G.), de donde se concluye
la densidad de n(Gc). Por tanto nH(V) = 1.

Sin embargo, explotando el origen se obtiene la pardbola

{y2 -~ (I+x) = 0} = W y por 17.10 es nu(W) = 2.

La cota obtenida en 17.7 se puede reducir de modo sensible:

17.13.~ Teorema.- El numero hiperplano de toda variedad algebraica

real es uno 6 dos.

Demostracidn.- Es claro que basta hacerlo para curvas.

Sea pues C C R™ una curva algebraica real; situdndonos al
rededor de un punto regular de €, podemos asegurar la existencia
de un entorno A de R y de funciones analiticas f1’f2""’fn H

: A» R, tales que si f : A w» R" : t w» (El(t),...,fn(t)). se veri

fica que im £ C C.-
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Por comodidad supondremos que 0 €

o
. - i
Escribimos fj(t) izo bij Y, t

1

A= (XO,...,An) 6 Rn+ , 8e construye
o

n
Fy(e) = A+ .Z (.2 bis
i=o j=1

es el radio de convergencia de cada

1 1

A.

6 A y para cada

Aoel.
B

fj’ se tiene que

W

i :::T—:T—————x luego o —
im bm, lim ] I tbm,
1 1

xj{

m n
g 1im \/lbm.| In )
j=1 3 J j=1

Asi, si r = min {rj : 1 € j < n},

(-r,x)C A vy ———>/§,

tica en (- L, ﬁ = A" Como C

ca en (- 55—, =— no constante, existe t,

llamando cj = fj(to), 1 ¢ j € n,

Q = (cl,...,cn) son distintos.

Pongamos !

Asi, si ) &6 M, existe

por lo cual ) _ +

° . y asi
J

e~

1 J
clia

M C'n(Gc)

Ahora bien, si notamos por H

A
n+!

es obvio que M = {) 6 R 2 Hy deja a P

pacio"}. Por ello, si [P @]

no es un puunto y cada fj

los puntos P = (b

n+
M= {1 6R : F“O) - Fy

t 6 (0,t )C Al

al hiperplano

es el segmento que une

podemos suponer

luego Fy (- E, E)(: A » R es anali

es anali-
6 (0, 5%) de modo que,

seeesb ) y

ol on

(to) < 0}.

tal que Fl(t) = 0,

A6 n(Gc). En consecuen-

Xo+xlxl +...+ Anxn =0,
vy Q en distinto "semies-

P con Q, se
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verifica que
M={1rer"™: u, N [p Q] # ¢}.

Pero, por 17.8 se puede suponer que P = (0,0,...,0) y Q = (0,0,..

), con lo cual

M=1{) ¢ R"M . existe t 6 (0,1) con Ao+kn. t = 0} =
= Lo, <0y Ulr, =2, = o},
i . _—
Entonces, si g @ R(A0 e An) R(]\0 e An)
————p
I\O 3A0 + An
A ———— _5A - 2A
n o
., ——— A 1 £ £ -
AJ j j € n-1
g E Rn+l Rn+1

O eead ) == GA A LA e oA 1458 =23 )

afirmamos que M LJE(M) = Rn+l.

Si no fuera asi, existiria A 6 R con (AO,A“) # (0,0)
y cumpliendo que:

(A, + An)ko > 0

(3x, + An)(ZAO +A,) € 0.

Entonces A

aN o
N

+5h AL+ AL <0, de donde A2 + xi < 0, y esto

es falso.

Ahora, como M C:n(Gc) y im j*° = n(Gc) obtenemos:
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im 3% U 8¢im 39= = R™!. Aplicando 4.9, X(R(A)) = im j* U gCim j*).

17.14. Comentario.- El1 teorema anterior permite clasificar las varieda
: n :
des algebraicas reales de R en dos clases, segiin que su nimero hi-

perplano sea uno o dos.

Aunque en 17.6 se obtiene una caracterizacidn algebraica en
funcion de la extendibilidad de Srdenes de cuindo dicho niimero es uno
o dos, parece de interés conseguir uma caracterizacidn geométrica. De

momento conocemos:
(a) Si V es acotado, n“(V) es dos.
(b) Si V es una cdnica irreducible, nH(V) = 2.

(c) 8Si V contiene una recta, nH(V) = 1,

El niimero hiperplano, més que medir el "tamafio” de la varie
dad V, mide el de sus puntos centrales. (que constituyen el "peda-

zo"

grande de la variedad). Para apreciar el tamafio de VC respecto
de V, es razonable evaluar w(G) - n(Gc). La situacidn es particu

larmente sencilla cuandoe V es una curva.

n

17.15. Proposicibn.- Sea V una curva algebraica real de R, Enton
ces exigte un subconjunto algebraico propio de Rn+1 que
contiene a w(G) - n(Gc); En particular Rn+l - (n(G) -

- m(G)) es denso en R™L,
Demostracidn.- Seglin se prueba en [16]. dim ¢ = n + dim V.

Asi en nuestro caso dim G = n+l, luego dim (G-G ) < n+l,

de donde dim ﬂ(G—Gc) < n+l.
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Sea W el minimo conjunto algebraico que contiene a W(G-Gc).
Segiin prueba Recio en [37], dim W = dim T(6-G_ ) < n+l.

Asi w(G) - w(GC) C:w(G—Gc) CW y W es un subconjunto al

gebraico propio de Rn+1.

La situacidn anterior no es exclusiva de las curvas, como

queda de manifiesto en el siguiente:

17.16. Ejemplo.- Sea V el paraguas de Whitney, V : {xz-zy2 = 0}.
Veremos que:
(a) 7(6) =RY - (A eRY: A 40,2 =2, =2, =0}
o D | 2 3 :

by w6 ) ={x, = A3 =0} Ulry =0, x; # 0} Uixr, # 0}U

LJ{A3-X1 # 0, A, = 0} LJ{XJ £ 0, A, = A; =0,

A LA

o'ty < 01,

con lo cual w(G) - W(Gc) C:{AZ = 0}.

(a) El contenido ( es evidente.
Por otra parte, si Ao = 0, el hiperplano H = X ;x +X2x2+

+ A3x3 =0 y V se cortan en el origen.

A
Si A, # 0, entonces (0,0 - 2y ¢ vwu,, luego
3 Aq b

Si Ao + 0, Ay = 0, Al # 0 se verifica que

A, + A X, + A
2 [+] 0,2
1y« -(———;\1 ), 1, ( X ))GVﬂHA

Por dltimo, si Ao +$ 0, A3 =0, A, # 0, elegimos r 6 R
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r A

s

2

2
tal que A°+ rAl =g #0, yasi: (r, - =, ¢ ) ) € B,y Nv. (2)

(b) Es claro que Vc =V -{x=y =0, z < 0}.
1. (33 =0 Nn(c,) = (Ay = 0) N n(e).
Un contenido es evidente.
Para el otro, si X 6 (()\3 =0) Nn(e) y A, = 0, se sigue

que X & (A3 =0) N W(Gc) pues el origen estd en HAfW V.

Si ) 6 (A3 =0) N w(e) vy Ao # 0, se deduce de (a) que

(i) AO #0, Ay=0, X #0

o
(ii) Ao 4 0, A3 = 0, Az 4 0.

A2+Ao 2 .
) > 0, deducimos que

Para (i), usando (1), y como ( Y
1
A6 (ay =0) Nr(c)).

Para (ii), usando (2) vemos que ) 6 (A3 = 0) N n(GC).
2. O 70N w@) = #0N [, 400U L0, =0
Ny #0) UGy =0, A .2y < 0N}

En efecto:

Sea X € (A3 ¥ 0) F\ﬂ(cc). si A, # 0, nada que probar. Su

ponemos por tanto que Az = 0. Ahora, si Al # 0, hemos concluido.
Pero, si A, = A‘ =0, X3 0 vy X6 ﬂ(Gc), se sigue que
Yt gt A3z =0 y HXIW v, * 9.

Por tanto existe z, > 0 de modo que Ao + A3zo =0 vy asi

A+ A3'Ao z, = 0.
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Si Ao = 0, se tiene que AO.X3 = 0.
i i = —2 «
Si Ao # 0, concluimos que A3'lo Az < 0.
(o]
Para probar el otro contenido, tomemos X 6 Ra tal que
. . 3 2 -
13 $#0 vy Az # 0. Entonces la ecuacidn AZ T  + (X1+AO)T + X3 =0

tiene alguna raiz a en R por ser de grado 3, y esta raiz es no nu
la pues Ag 4 0.

Asi (i,a, —%) 6 v, N Hy, luego A 6 W(G,)). Si A6 RY,

a .
X3 +$ 0, Az = 0, Al # 0, puede suceder: (i) Ao =0 & (ii)

Ao # 0.
si (i), (0,0,0) 6 V_ N Hy, 1luego A € w(G)).
P . 2 .2
8i (ii), elegimos b € R de forma que b" A} - 4xg-dq > 0
4/A0-A3
(témese b =1 si Agedy < 0 vy b= ~—K;——— si A -Agy > 0).

Asi la ecuacidn A3T2 + Albz T + Aobz = 0 tiene solucidn

no nula y real ¢, y (c, b, 27) ] HA n Vc, con lo cual )\ 6 W(Gc).
b

Por Gltimo, si Ay + 0, Ay =A; =0 y A _.xy <0, es

Y 1 o "3
o
(0, 0, - A3) 61, N w(c).
Sin embargo, ni siquiera la densidad de Rn+l - (n(G) - ﬂ(Cc)
se verifica en general.
17.17. Ejemplo.- Sea V el baldén de Coste-Roy:
vV = {(l—zz)x2 - x4 - ya = 0}
Como V contiene a la recta {x = y = 0}, tenemos
. .
m(6)D R - {A # 0, Ay = 0}.
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Por otro lado, es obvio que sing V = {x = y = 0}.

Ademis Reg VC {Ix] <1, |yl €1, |z| € 1}. En efecto:

Ssi (x,y,z) 6 Reg V, como (1 - x2 - x2)x2 = yb’ para
y = 0 no puede ser x = 0, y por lo tanto x2 + z2 = 1. En parti
cular |x| < 1, |y} = 0, |z <1.

Para y # 0, es ! - z2 - x2 > 0 y asi x2+z2 < 1. Por
tanto |x| <1, Jz|] <t y lyIA = |x}|°- 1-2°-x°] < [x|2 €1, es

decir, lyl < 1.

Por ello Reg V C:{x2+y2+22 < 3}.

Asi, si X 6 "(Gc) el hiperplano HA corta a

{x2+y2+z2 < 3}. En consecuencia dz(O,HA) < 3, esto es,
2
A
o
< 3.

2, 2
AT ¥ A5+ A

w N

Por ello, m(6,) C (A7 -3 af +22 +12h) < o).
Finalmente,

2
2

2

m(6) - wEe)D Ay 0,22 =302 422 40D s 0

. < 4
que es abierto no vacio de 1la topologia fuerte de R .

Los dos ejemplos anteriores ponen de manifiesto el distinto
tamafio que ocupa el conjunto de puntos centrales en diferentes varie

dades algebraicas.

Sin embargo la densidad, amén de topoldgico, parece un cri-

terio algo grosero para distinguir el tamafio de n(G) - ﬂ(Gc).
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Desgraciadamente, no hemos podido definir adecuadamente el
niimero hiperplano de un conjunto semialgebraico, con lo cual no dis
ponemos de herramientas algebraicas para evaluar T7m(G) - ﬂ(Gc) a

través de secciones hiperplanas.

Paraguas de Whitney Baldén de Coste-Roy

Figura 8
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