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Introduccion

Espero que mis conferencias puedan interesar a ingenieros, fisicos y astrénomos asi
como a los matemdticos. Si uno acusase a los matemdticos de ser una clase que
ignora los problemas matemdticos de la fisica moderna y la astronomia, se podria
" quizds, con no menos justicia, acusar a fisicos y astrénomos de ignorar a los depar-
tamentos de matemdtica pura los cudles han alcanzado un alto grado Je desarrollo
y estdn preparados para ofrecer un valioso servicio a la fisica y a la astronomia.
La mayor necesidad del presente de la ciencia matemdtica es que la ciencia pura y
aquellos departamentos de ciencias fisicas, en los que €sia encuentre su mds impor-
tante aplicacion, deben ser conducidos una vez mds en la mds intima unidn como

se probo en el fructifero trabajo de Lagrange y Gauss. Felir Klein, 1896.

En la seccién V de la “Mécanique Analytique” (1788) de J. L. Lagrange aparece descrita
la diferencia entre la energia cinética y potencial, L = T — V, que hoy dia es conocida como
la funcién lagrangiana o, de forma abreviada, el lagrangiano. También aparecen las ecuaciones

del movimiento en la forma que conocemos como ecuaciones de Euler-Lagrange:

d(ory oL _
dt \ 8¢A AgA
Resaltamos, para destacar esta fundamental contribucién de Lagrange, el siguiente parrafo de

su libro:

No se encontrardn figuras en esta obra. Los métodos que erpongo no necesitan
construcciones, ni razonamientos geométricos o mecdnicos, solamente operaciones

algebraicas, sujetas a un proceso regular y uniforme. Aquellos a quienes les guste el
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Anadlisis, verdn con agrado como la Mecdnica se convierte en una nueva rama suya,
y me estardn agradecidos por haber ertendido asi esta materia. J. L. Lagrange,

1811,

La formulacién actual tiene su punto de partida en Poincaré. El imaginé un sistema dindmico
como un campo de vectores en un espacio de fases, cuya solucién es una curva tangente en cada
uno de sus puntos al vector basado en el punto. Se asocié de un modo natural una estructura de
variedad diferenciable a este espacio de fases 7*(Q que ademads estaba dotado de una estructura
geométrica muy especial, llamada estructura simpléctica. Puesto que una variedad diferenciable
no adrmite, en principio, un sistema global de coordenadas, se hacia evidente la necesidad de
encontrar un analisis intrinseco para describir un sistema dinimico. Ya en las lecciones de
Cartan aparece, por primera vez, una formulacién intrinseca, y no variacional, de las ecuaciones
de la dindmica. Mds recientemente los trabajos de Lichnerowicz, Gallisot y J. Klein evidenciaron
que la geometria diferencial es el marco adecuado para la formulacién de la mecénica.

De este modo, el marco geométrico natural para el estudio de la mecanica cldsica es, sin
lugar a dudas, la geometria simpléctica. Generalizaciones posteriores hacen también uso de la
geometria cosimpléctica, geometria presimpléctica y geometria multisimpléctica.

Existen dos aproximaciones principales a los sistemas dindmicos que seran usadas con pro-

fusion en esta memoria:
1.- la aproximacién lagrangiana,
2. la aproximacién hamiltoniana.

El estudio se inicia partiendo de un espacio de configuracién @ que es una variedad diferen-
ciable con dimensién finita n y con coordenadas locales (¢*).

Si elegimos la formulacién lagrangiana debemos considerar una funcién L : TQ — R en el
fibrado tangente T'Q (espacio de fases de las velocidades) lamada funcién lagrangiana o, mas
brevemente, lagrangiano. En el caso mds favorable (el regular), una vez elegido el lagrangiano
y haciendo uso de la geometria casi-tangente del fibrado tangente, podemos construir una
estructura simpléctica en TQ, a partir de la cual definimos un campo de vectores en T'Q, i,
que determina la solucién de la dindmica. De hecho, este campo de vectores es una ecuacién

diferencial de segundo orden (abreviadamente una SODE).

viii



51 elegimos la aproximacién hamiltoniana, la formulacién se hace en el fibrado cotangente
T*Q (espacio de fase de momentos) que tiene la ventaja de contar con una forma simpléctica
candnica. Utilizando las técnicas de calculo diferencial sobre variedades se obtiene una formu-
lacién intrinseca de las ecuaciones de Hamilton.

Estas aproximaciones se pueden estudiar independientemente pero ambas est4n relacionadas
por la transformacion de Legendre Leg : TQ — T*Q.

En esta memoria se hard un estudio de los sistemas lagrangiancs de orden superior, sistemas
lagrangianos degenerados y sistemas lagrangianos sujetos a ligaduras no-holondmicas.

Uno de los aspectos que serin tratados con mayor detalle es el estudio de las simetrias
de la solucién de la dinadmica, que como ya hemos dicho es un campo en el espacio de fases
correspondiente. Una simetria es una transformacién que deja invariante este campo solucidn.
Para nosotros serd mas interesante el estudio de las simetrias infinitesimales, es decir, aquellos
campos de vectores cuyo flujo estd formado_ por simetrias. Clasificaremos las simetrias en dos
clases principales: simetrias infinitesimales puntuales (campos de vectores definidos en Q) y
simetrias infinitesimales de tipo no puntual u “ocultas” (campos definidos en TQ).

Uno de los aspectos fundamentales del estudio de las simetrias es obtener la relacién con

las constantes del movimiento. Este tipo de relaciones se conocen como teoremas de Noether:

“ .. tratando con grupos arbitrarios de dimensidn finita - o infinita - en el sentido de
Lie, y revelando las consecuencias de cuando un principio variacional es invariante
por este grupo. El resultado general contiene, como casos especiales, los teoremas
de primeras integrales como son conocidos en mecdnica y, ademds, los teoremas de
conservacion y las dependencias entre las ecuaciones de campo en la teoria de la
relatividad -mientras por otro lado, el reciproco de estos teoremas es dado. E.

Noether, 1919,

A lo largo de esta memoria obtendremos varios teoremas de Noether, entendiéndolos como
relaciones entre las simetrias infinitesimales y las constantes del movimiento (funciones que son
constantes a lo largo de las curvas integrales del campo solucién de la dindmica).

Otro de los aspectos mas interesantes de esta memoria reside en resaltar el interés de las
estructuras casi-producto en el estudio de los sistemas dindmicos. Usaremos las estructuras

casi-producto en dos aplicaciones en principio muy diferentes. Por una parte, se estudia la
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teoria de ligaduras de Dirac y Bergmann [38] (globalizada por Gotay y Nester [49, 51])) para
sistemas lagrangianos degenerados utilizando ciertas estructuras casi-producto adaptadas a la
forma presimpléctica obtenida a partir del lagrangiano. Por otra parte, usando las estructuras
casi-producto, obtenemos resultados de gran interés para el estudio de sisternas dindmicos
sujetos a ligaduras no-holondmicas.

El contenido de la memoria se divide en tres partes.

I. En la primera parte se obtiene una clasificacién completa de las simetrias de un sistema
lagrangiano regular de orden superior, y se encuentran diferentes relaciones entre simetrias y
constantes del movimiento (Teoremas de Noether). Una de las dificultades para obtener esta
generalizacién reside en que el lagrangiano, en el caso auténomo, es una funcién definida en el
fibrado tangente de orden k¥ mientras que el campo de vectores que determina la dindmica esté
definido en el fibrado tangente de orden 2k — 1. Esta clasificacién extiende la obtenida por G.
Prince ([116, 117]) para sistemas lagrangianos de orden 1.

Distinguimos dos casos:

1. Caso auténomo.

Un lagrangiano auténomo de orden £ es una funcién L = L{gg, ¢f!,- - ,qﬁ) que depende de
las coordenadas g§' y de sus derivadas hasta el orden k. De hecho usando fibrados tangentes
de orden superior se puede considerar L como una funcién L : T*Q — R. Ademas, decimos
que L es regular si la matriz hessiana !Wf%k ) tiene rango maximo. Denotamos por Ff la
energia asociada al lagrangiano L (funcién en T2%71Q)), ey la 1-forma de Poincaré-Cartan y
wr, = —day, la 2-forma de Poincaré-Cartan (formas en T2-1Q). La ecuacién del movimiento
es:

ixwr =dEyg .

Como wy, es simpléctica, existe un dnico campo de vectores &7, en T2-1(, que satisface esta
ecuacién. £, es el campo de vectores de Euler-Lagrange. Ademads, £, es una ecuacién diferencial
de orden 2k y sus soluciones son precisamente las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange
para L.

Se dice que una funcién f: T?-1Q — R es una constante del movimiento de &, si £, f = 0.
Si X es un campo de vectores en @, denotamos por X{™) sy elevacién natural a T7Q (véanse

(107, 153]).



Distinguimos los. siguientes tipos de simetrias infinitesimales puntuales del sistema lagran-

giano definido por L. Sea X un campo de vectores en Q.
1. Se dice que X es una simetria de Lie si [€f, X (2¥=1.2k=1)] =

2. Se dice que X es una simetria de Noether si Lyax-1,20-1yf, €5 exacta (de otra manera,

Lyor-120-nyop = df) y X(zk"’l'zk'l)Eb = 0. ‘

3. Se dice que X es una simetria infinitesimal de L si X(** L = .

Obtenemos también una clasificacién de las simetrias infinitesimales de tipo no puntual.

Sea X un campo de vectores en T2%-1Q).
1. Se dice que X es una simetria dindmica si [z, X] = 0.
2. Se dice que X es una simetria de Cartan si Loy es exacta, es decir, Lgay = df y

XEp =0.
También se obtiene las siguientes relaciones entre ellas:
1. Una siﬁetrfa de Noethe; es una simetria de Lie.
2. Una simetria infinitesimal de L es una simetria de Noether.
3. Una simetria de Cartan es una simetria dindmica.
4. Si X es una simetria de Noether, entonces X (2¥=1.2k=1) a5 yna simetria de Cartan.
5. Si X es una simetria de Lie, entonces X (?*~125=1) o5 una simetrfa dinimica.
Como principal resultado obtenemos el siguiente teorema de Noether:

Teorema de Noether: Si X es una simetria de Cartan, con L zay = df, entonces f - aL(X)
es una constante del movimiento.” Reciprocamente, si f es una constante del movimiento y Z
es su campo de vectores hamiltoniano en T**~1Q, izwy = df, entonces Z es una simetria de

Cartan.

También se estudian detalladamente las simetrias de un sistema hamiltoniano para encontrar
definiciones similares para la contrapartida hamiltoniana del sistema lagrangiano dado y la

relacién entre ellas.



2. Caso no-autonomo (o dependiente del tiempo).

En primer lugar, estudiamos la simetr{as de los sistemas hamiltonianos dependientes del
tiempo. Comenzamos considerando una variedad cosimpléctica (M, Q, ) en la que introducimos
la dindmica a partir de una funcién hamiltoniana H € C*®(M). Basdndonos en este analisis
podemos estudiar las simetrias de un sistema lagrangiano dependiente del tiempo.

El espacio de evolucién de una variedad diferenciable @ es la variedad diferenciable J*(R, Q)
de todos los k-jets, jfo, de aplicaciones ¢ : R — Q. Un lagrangiano dependiente del tiempo
de orden k es una funcién L : J¥(R,Q) — R. Denotamos por E, la energia asociada a L
y por O y Q0 = —d0Oy las correspondientes formas de Poincaré-Cartan. Todas ellas estan

definidas en J2*~!(IR, Q). Las ecuaciones globales del movimiento son:
txQr =0, ixdt=1.

Como (€, dt) define una estructura cosimpléctica en J2*~1(R, Q), existe un tdnico campo de
vectores £, en J¥~1(R, Q) satisfaciendo la ecuacién anterior. Llamaremos a &1, el campo de
vectores de Euler-Lagrange. {r, es una ecuacién diferencial de orden 2k y las soluciones de &,
son las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Se dice que una funcién f : J*~!(R,Q) — R es una constante del movimiento de &, si
ELf=0.

Si X es un campo de vectores en R x @ denotamos por X("") la elevacién completa de X a
J7(R,Q) (véase [124]). Sea X un campo de vectores en R x @ y dr el operador de Tulczyjew.

Obtenemos la siguiente clasificacién de las simetrias puntuales:

1. Se dice que X es una simetria de Lie si
[EL,X(Zk_l’Zk_l)] _ dT(T)E ’

con 7 = dt(X).

2. Se dice que X es una simetria de Noether si

Lx(n—x.'zk-l)@L = df 3



para alguna funcién f en J#*-1(R, Q).

3. Se dice que X es una simetria infinitesimal de L si
XEE(LY = ~dp(r)L |

con r = dt(X).

Clasificamos también las simetrias no necesariamente puntuales. Sea X un campo de vec-

tores en JZ*~Y(R, Q).

1. X se dice que es simetria dindmica de £, si

[EL)X] = GL(T)gL 3

con T = dit{X).
2. X es una simetria de Cartan si
L3O =df ,
para alguna funcién f en J*~I(R, Q).

Se obtienen las mismas relaciones que en el caso auténomo entre todas estas simetrias del
sistema lagrangiano.

Asimismo, se encuentra el siguiente teorema de Noether:

Teorema de Noether: Si X es una simetria de Cartan (como en la definicion anterior)
entonces F' = f — QL(X) es una constante del movimiento de £;. Reciprocamente, si F es una

constante del movimiento de £, eziste un campo de vectores Z en J*-YR,Q) de modo que
izQp =dF.

Ast, Z es una simetria de Cartan y cada campo de vectores Z + gér, con g : J*~Y(R,Q) — R

es también una simetria de Cartan.

También estudiamos las simetrias de la contrapartida hamiltoniana y la relacion entre ellas

a través de la aplicacién de Legendre Leg : J*~}(R,Q) — R x T*(T*-1Q).
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II. La segunda parte de la memoria est4 dedicada al estudio de los sistemas lagrangianos de-
generados. Como antes, obtenemos una clasificacién completa de las simetrias v se demuestran
varios Teoremas de Noether. La herramienta matematica fundamental serd en este caso la geo-
metria presimpléctica. Introducimos ademds un concepto que serd fundamental en los capitulos
sucesivos: el de estructura casi-producto. A grosso modo, una estructura casi-producto en una
variedad distingue dos distribuciones complementarias.

1. Clasificacién de simetrias para sistemas lagrangianos degenerados.

Consideremos un sistema presimpléctico (M,w, ) siendo w una 2-forma cerrada de rango

constante y o una 1-forma cerrada. Cuando se estudian las soluciones de la ecuacién
xw = a,

es posible que éstas no estén bien definidas mas que en una subvariedad M # (variedad final de
ligaduras) de M. La subvariedad M es el résultado de aplicar el algoritmo de Gotay y Nester
a la ecuacion anterior. Nuestro estudio de las simetrias y constantes del movimiento siempre
estara referido a esta subvariedad M.

Empecemos, primero, considerando una estructura presimpléctica (Mf,j;w,j}a) donde

jf + My — M eslainclusién de My en M. Definimos los conjuntos:

XM (M)
X¥(My)

I

{X € X(Mqg) / iX"-V'M; = ap, 1,
{X e X(Mf)/ (ixw= alpy, }

Introducimos las siguientes definiciones de constantes del movimiento:
1. Una funcién F' : M; — R es una constante del movimiento de una solucién £ €
XM (M) siEF = 0.
2. Una funcién F: My —s R es una constante del movimiento de X*™s(M/) si verifica que
xqu(Mf) F=0.
3. Unafuncién F': My — R es una constante del movimiento de X“(M;) si ¥“(M;) F = 0.

Sea X un campo de vectores en M;. Se obtiene los siguientes tipos de simetrias infinitesi-

males:



1. X es una simetria dindmica de ¢ si [X,£] = 0.

2. X es una simetrfa dindmica de X“™r (M) si
X, X (M) € ke,

3. X es una simetria dindmica de X“(M,) si

[X,.’f“’(Mf)] CkerwnNTM,.

4. X es una simetria de Cartan de (M,wM!,aMf) s

inMf =dG e 'ixaM! =0,

Encontramos también el siguiente teorema de Noether:

Teorema de Noether: 51 X es una simeiria de Cartan de (Mf,wMj,aMf), entonces G (de
la definicidn anterior) es una constante del movimiento de Xt (M;). Reciprocamente, si G .
es una constante del movimiento de X (M), entonces existe un campo de vectores X en My
tal que

ixwa, = dG ,

Yy, ademds, X es una simetria de Cartan y cada carnpo de vectores X + Z, con Z € kerwyy,, es

también una simetria de Cartan.

A continuacion, consideramos un lagrangiano degenerado L : TQ — R y estudiamos las
simetrias infinitesimales del sistema presimpléctico particular (7Q,wr,dEL). En este caso,
introducimos también las definiciones de simetrias de Noether y del lagrangiano como en el
caso regular. - |

Suponemos que el lagrangiano es casi regular para estudiar la parte hamiltoniana. En este
caso, Leg(TQ) = M; es una subvariedad diferenciable y Leg es una submersién sobre M,.
Estudiamos como en los dos capitulos anteriores la relacidn entre las simetrias de ambas formu-

laciones: lagrangiana y hamiltoniana. Por otro lado cuandd se estudia un sistema lagrangiano
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degenerado no es posible garantizar que en la subvariedad My las soluciones de la dindmica
verifiquen la condicién de ecuacidn diferencial de segundo orden ((JX)(z) = C(z), z € M,
siendo J y C' la estructura casi-tangente candnica y el campo de Liouville de T'Q, respectiva-
mente). Para resolver este problema, nos restringiremos a una subvariedad § de M; donde
se garantiza la existencia de al menos una solucién de la dindmica que verifica la condicién
de ecuacion diferencial de segundo orden. Estudiamos también la simetrias y constantes del
movimiento en la subvariedad § de My.

El resto del capitulo se dedica a aplicar estos resultados a distintos casos particulares:

1. Dindmica hamiltoniana generalizada. Dado un lagrangiano L : TQ — R es posible
definir una estructura presimpléctica en la suma de Whitney T*Q & TQ. Esta construc-
cién es también conocida como formulacién de Skinner y Rusk {133, 134]. Encontramos
relaciones entre las simetrias de este sistema presimpléctico y las obtenidas a partir del

lagrangiano L en 7.

2. Lagrangianos afines en las velocidades. Si en {) tenemos una 1-forma g y una funcién h
de modo que du sea sinipléctica es posible definir un lagrangiano degenerado L = i +hY.

Relacionamos las simetrias de ambos sistemas: simpléctico en ¢} y presimpléctico en TQ.

3. Reduccién de sistemas lagrangianos degenerados. Dado un lagrangiano degenerado L
es posible definir, bajo condiciones adecuadas, la variedad cociente TQ/kerwy que es

simpléctica. En esta seccion se relacionan las simetrias infinitesimales de ambos sistemas.

4. Grupos de Lie de simetrias. Dada una accién presimpléctica de un grupo G sobre @
de modo que su levantamiento completo deje al lagrangiano degenerado L invariante, es
posible encontrar constantes del movimiento para el sistema presimpléctico a partir de la

aplicacién momento.

Finalmente, se obtiene la clasificacion de las simietrias infinitesimales para sistemas pre-
cosimplécticos. A partir de estos resultados se puede obtener de un modo muy sencillo la

clasificacidén de las simetrias para el caso de lagrangianos degenerados dependientes del tiempo.
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2. Bstructuras casi-producto asociadas a sistemas presimplécticos

Se introducen las estructuras casi-producto F', con proyectores A y B adaptadas a una
variedad presimpléctica (M,w) (una de las distribuciones ImB es la distribucién caracteristica
de la forma presimpléctica). Si esta estructura es integrable la variedad presimpléctica estard
dotada, de un modo natural, de un corchete de Poisson. Aprovechamos este hecho para obtener
un proceso de reduccién de Poisson de variedades presimplécticas. Para hacer esto, supondremos
que existe una estructura casi-producto integrable que estd adaptada a w y es invariante por
un grupo de Lie de simetrias G' que actia presimplécticamente en M. Si todos los campos
de vectores £y pertenecen a la distribucién regular y g es un valor regular de la aplicacién
momento J : M — g", entonces el espacio reducide M, = %— estd dotado de una forma
presimpléctica reducida y de una estructura casi-producto redugida. que definen precisamente

el corchete de Poisson reducido obtenido a partir del corchete de Poisson inducido en M. En

definitiva, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema de reduccién presimpléctica: Sea (M,w) una variedad presimpléctica dotada de
una estructura casi-producto integrable F' adaptada a w y sea G un grupo de Lie actuando
presimplécticamente en M. Sea J : M — g* una aplicacion momento equivariante para esta
accion. Supondremos también que (A, B) es G-invariante y £pr € ImA, VE € g. Supongamos
que p € g* es un valor regular de J y que el grupo de isotropia G, actia libre y propiamente

en J~Y(u). Entonces, la variedad cociente M, estd provista de una inica forma presimpléctica

*

wy tal que

Wy = t,w, ¥ una unice estructura casi-producto F, adapteda a w, de modo que
el corchete de Poisson inducido { , }a, coincide con el corchete de Poisson { , }, obtenido a

partir de la reduccion de Poisson.

Para introducir la dinamica en este estudio, suponemos primero que existe una funcién
hamiltoniana H que es G-invariante de tal modo que el sistema presimpléctico (M,w, H) ad-
mite una dindmica global, o, en otras palabras, no existen ligaduras secundarias. Entonces,
obtenemos la dinimica reducida. Si hay ligaduras secundarias, desarrollamos el algoritmo de
ligaduras y asi obtenemos una variedad presimpléctica con dindmica global.

3. Sistemas lagrangianos degenerados y estructuras casi-producto.

Se reformula la teoria cldsica de Dirac-Bergmann (véase [38]) en términos de estructuras
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casi-producto. Dado un lagrangiano degenerado L : TQ — R casi regular, podemos definir
una estructura presimpléctica (M, w;,dh;) en M; donde w, es la restriccién a M, 'de la forma
simpléctica canénica de T"Q y hy la proyeccién de la energfa. Sea # una extensién arbitraria
de A1 a T*Q y Xy su campo hamiltoniano respecto de la estructura casi-producto candénica
de T*(¢) . Si M, es la variedad final de ligaduras, es decir, solamente hay ligaduras primarias,
aprovechando la clasificacién de las ligaduras en primera o segunda clase, obtenemos el siguiente

resultado:

1. Si dnicamente hay ligaduras de segunda clase podemos construir una estructura casi-
producto (P, Q) en T*( de modo que: (?J(X,q))/M1 es la tinica solucién de la ecuacién

ixwl = dh] .

2. Si dnicamente hay ligaduras de primera clase se fija el “gauge” considerando una estruc-
tura casi-producto (A, B;) en M; adaptada a la forma presimpléctica w;. Una solucién

de la dindmica es Al(XH/M1 ).

3. Si M; tiene ligaduras de primera y segunda clase se puede construir la estructura casi-
producto (P, Q) en T*Q y se fija el “gauge” eligiendo una estructura casi-producto

(A1,8:1) en M,. Una solucién de la dindmica es A4, (('P(XH))/MI).

De un modo similar se construyen estructuras casi-producto adecuadas en el caso en el gue
aparecen ligaduras secundarias.

Caracterizamos también las estructuras casi-producto en TQ que son Legendre-proyectables
y estudiamos el problema de la condicién de ecuacién diferencial de segundo orden. Retomamos
el ejemplo de los lagrangianos L afines en las velocidades. En este caso, una estructura casi-
producfo adaptada a wy, no es nada mas que una conexién en el sentido de Ehresmann.

II1. En la tercera parte de la memoria, se introducen ligaduras o restricciones en los sistemas
lagrangianos. Este tipo de ligaduras ha sido estudiadas ampliamente en el contexto del Calculo
de Variaciones (véanse (44, 119, 123]). Nosotros seguimos el procedimiento cldsico de introducir
estas ligaduras en las ecuaciones del movimiento del sistema a través de multiplicadores de

Lagrange, siguiendo a Carifiena y Rafada [25, 118].
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1. Sistemas lagrangianos no-holonémicos y estructuras casi-producto.
Consideremos un lagrangiano regular L : TQ — R sujeto a un sistema de ligaduras no-

holonémicas {¢;}:

¢ = fii +h{ , localmente &; = (u:i)a(q)i® + hilgq),

donde p; y hy son 1-formas y funciones en @, respectivamente. Las ecuaciones del movimiento

del sistema sujeto a las ligaduras son:

ixwp = dEp + NgY
doi( X) 0,

donde u! = Toti (g 1 TQ — @ es la proyeccién candnica) y la funciones A* son los mul-
tiplicadores de Lagrange. Considérense los campos izwy, = ¥ y la matriz C' con elementos
Cij = Zi(;). |

Si la matriz ' es regular construimos una estructura casi-producto (P, Q) en TQ de modo
que la proyeccién del campo de vectores de Euler-Lagrange, P(£1), determina la solucidn de la

dindmica del sistema sujeto a las ligaduras {¢;}. Esta estructura casi-producto es:
Q=CYZ;®dg;

y P =1id — @, donde C* son los elementos de la matriz inversa de C.

En el caso de que la matriz C' no sea regular encontramos un algoritmo similar al de Dirac-
Bergmann que nos permite obtener una subvariedad final de ligaduras donde existen soluciones
consistentes de la dindmica constrefiida. Asimismo, construimos una estructura casi-producto
que nos permite obtener por proyeccion la solucién de la dindmica.

El caso de un sistema sujeto a ligaduras holondémicas h; € C®(Q), (1 <i<m),conm < n

se estudia como un caso particular del caso no-holonémico, donde las ecuaciones del movimiento

son ahora:
ixw, = dE;+ MdhY,
dhé(X) = ¢,
dh}"(X) = 0.
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Obtenemos una globalizacién de los resultados anteriores para sistemas lagrangianos con
ligaduras no-holondémicas lineales en las velocidades. Consideramos una distribucién D en @
localmente generada por la anulacién de las 1-formas p; y sus levantamientos DY y DT a TQ.

En este caso las ecuaciones del movimiento son:

(ixwr —dEL) € I(DY),
XeD?,

donde denotamos por Z(DV) el anulador de DV. En el caso regular se construye una estruc-
tura casi-producto que nos permite obtener por proyeccion ia solucién de la dindmica. Como
aplicacién estudiamos un problema cldsico de Synge y Vrancenau (véanse [138, 147]). Consi-
deremos una variedad de Riemman @ con métrica g y conexién de Levi-Civita V. Sea D una
distribucidn en @. Se trata de obtener una nueva conexi6n lineal V* en @ de modo que las
geodésicas de V* sean las soluciones del problema variacional sujeto a las ligaduras lineales
determinadas por la distribucién D.

Se estudia también la formulacién hamiltoniana y la equivalencia de ambos formalismos
cuando los sistemas estin sujetos a ligaduras. Por, ultimo generalizamos esta técnica para el
caso dependiente del tiempo.

Aplicamos las técnicas desarrolladas es este capitulo a cuatro interesantes ejemplos:
1. Disco rodando sin deslizamiento,
2. Trineo de Caplygin,

3. Movimiento de dos particulas de masa idéntica, unidas por un segmento de longitud fija,
en un plano vertical en la que la velocidad del punto medio estd dirigida en la direccidon

del segmento.
4. Sistema de N-particulas.

2. Un algoritmo de ligaduras para sistemas lagrangianos degenerados sujetos a
ligaduras no-holonémicas.
En el iiltimo capitulo de la memoria estudiamos el caso de sistemas lagrangianos singulares

con ligaduras no-holonémicas. Se obtiene un algoritmo similar al de Gotay-Nester para sistemas



libres. Sillamamos Py a T'Q entonces construimos la sucesién de subvariedades:
= FP= B PSP =TQ,

donde, P, es
Py ={z €TQ/(dBL + X'y ,kerwi)(z) =0, ¢i(z) = 0},

para algunos valores de los multiplicadores de Lagrange A'. Para todo k > 1, se obtiene
Peyi={z € P [ (dEL + X! TP )(z) =0},

donde
TPt = {ve T, TQ [wr(z)(u,v) =0, Yu e To P } .

Si este algoritmo se estabiliza, esto es, si existe un entero k tal que P, = Pr.q, vy dimP; > 0,
obtenemos una variedad final de ligaduras P, donde existen soluciones com.pleta.mente con-
sistentes de la dindmica. Analizamos también las simetrias y constantes del movimiento, el
formalismo hamiltoniano y el problema de la condicién de ecuacién diferencial de segundo
orden.

Se construyen estructuras casi-producto adecuadas, que nos permiten fijar la dindmica del

sistema sujeto a ligaduras, en el caso de que el sistema libre admita una dindmica global.



Parte 1

SISTEMAS LAGRANGIANOS DE
ORDEN SUPERIOR
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Capitulo 1

Sistemas lagrangianos auténomos

Existen varios ejemplos clasicos en los que aparecen sistemas mecdnicos definidos por una
funcion lagrangiana de orden superior. Por ejemplo, un lagrangiano de segundo orden aparece
en la teoria de vigas eldsticas [1, 5, 62] y en el movimiento de una particula rotando alrededor de
un punto que se traslada a su vez (véanse [31, 120}). El ditimo ejemplo puede ser generalizado
a una particula relativista cldsica con spin (véase [121]). Todos estos sistemas lagrangianos son
regulares y, en ellos, van a aparecer simetrias infinitesimales.

En este capitulo obtenemos una clasificacién de las simetrias infinitesimales de un sistema
mecanico de orden superior y derivamos, de un modo natural, a partir de ellas, las correspon-
dientes constantes del movimiento por el procedimiento usual en los Teoremas de Noether [72}.
Dividimos este estudio en dos partes. En la primera parte de este capitulo, estudiamos los
sistemas lagrangianos auténomos (véase [69]), y el segundo capitulo lo dedicaremos al caso no
auténomo o dependiente del tiempo (véase [70]).

Usaremos la formulacién simpléctica para mecanica de orden superior establecida por de
Leén y Rodrigues en (81, 82] (véanse también (35, 144]). La teoria de levantamientos de fun-
ciones y campos de vectores a fibrados tangentes de orden superior, desarrollada por Morimoto,
Yano, Ishihara y otros (véanse [107, 153]), serd utilizada con profusién.

Se obtiene una clasificacién de las simetrias infinitesimales. Las dividimos en dos categorias:
simetrias puntuales (simetrias infinitesimales del lagrangiano, simetrias de Noether y simetrias
de Lie) y simetrias infinitesimales no puntuales (simetrias de Cartan y dindmicas). Se estudian

las relaciones entre ellas y se obtienen las correspondientes constantes del movimiento a partir

23



de las simetrias infinitesimales del lagrangiano, simetrias de Noether y simetrias de Cartan.
Esta clasificacién es la extensién natural de la obtenida por Prince [116, 117} (véanse también
Crampin [32] y de Leén y Rodrigues [90]). Probamos, ademds, que las simetrias de Cartan
son precisamente los campos hamiltonianos correspondientes a las constantes del movimiento
(véanse [30, 35]). Por otro lado, mostramos como se obtienen lagrangjanos alternativos para la
dindmica a partir de un lagrangiano y una simetria de Lie.

El primer capitulo esta organizado del siguiente modo. Las Secciones 1.1 y 1.2 estdn de-
dicadas a una breve introduccién de la formulacién geométrica de la mecénica lagrangiana de
orden superior. La clasificacién de simetrias infinitesimales para sistemas lagrangianos de orden
superior es estudiada en la Seccion 1.3. En la Seccién 1.4 mostramos como la existencia de un
grupo de Lie de simetrias del lagrangiano induce constantes del movimiento. De este modo,
nuestros resultados estén relacionados con el procedimiento de reduccidn simpléctica de sistemas
lagrangianos de orden superior desarrollado en [80]. En las secciones 1.5 y 1.6 se estudian las
simetrias de un sistema hamiltoniano arbitrario, y se establece la relacidn entre las simetrias
del sistema lagrangiano y las de su contrapartida hamiltoniana a través de la transformacién

de Legendre-Ostrogradskii. Finalmente aplicamos estos resultados a varios ejemplos.

1.1 Fibrados tangentes de orden superior

Sea @ una variedad diferenciable de dimensién n y sea T*Q su fibrado tangente de orden k.
Denotaremos por 7* : T¥Q — @ la proyeccién canénica definida por m5(jo) = 0(0). T*Q es
también un fibrado sobre T7Q, 0 < r < k, siendo 7F : T*Q — T7Q la proyeccién canénica
definida por 7f(jbo) = jio. Identificaremos T°Q con @, y TQ es el fibrado tangente TQ de
Q. Se verificaque t¥ = rf o7, 0< s <7 <k, con 7 = r*,

Si (¢%), 1 € A < n son coordenadas locales en un entorno U de @, denotamos por
(g8,qf,... ,qf), 1 € A < n, las coordenadas inducidas en T%U = (r*)~1(U), donde ¢f = ¢4.
Asi, T*Q es una variedad diferenciable de dimensién (k+1n. Si¢: @ — Q' es una aplicacién
diferenciable, la k-jet prolongacion candnica se denotard por T%¢ : T*Q — T*Q".

Definimos la aplicacién Tepq 4 @ T5H1Q — T(T*Q) del siguiente modo: Tyiq 1(557'0) =

jaz, donde 2z : R — T*Q, 2(t) = jko, y 04(s) = o(t + s). En coordenadas locales, Tky1 &
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estd definida por Ty ¢ (qA,q{",...,qﬁH) — (qA,qf,...,qﬁ;q{‘,qﬁ*,...,qfﬂ). Se deduce
que Tprg 0 Thp1 ke = r,fH, donde rrrg : T(T*Q) — T*Q es la proyeccién candnica del fibrado
tangente. Usaremos la aplicacion Tk, para construir el operador diferencial dr que envia cada
funcién f en T*Q en una funcién dr f en T**+1Q) definida por drf(jitlo) = Tiri k(G5 O) ).

Este operador estd localmente definido por la siguiente expresién:
k
af
drf = qu-r"—q—o—
=0 aq‘

v, asi, dr(g?) = ¢f41, 0 < i < k. Puesto que dr(fg) = (drf)((rf*')g) + ((rF*1)" f) drg,

podemos extender el operador dr a un operador que envia una p-forma en T*Q en una p-forma

en T*t1Q y conmuta con la derivada exterior, es decir, dr od = d o dy [139, 82, 35].
Denotaremos por Jy la estructura casi tangente canénica de orden k en T*Q. J; es un

campo de tensores de tipo (1,1) en T*Q expresado localmente por:

a d

hzx) = (T+1)(3q;“+1) L 0SrSkL,
d

Jl(@) = 0.

Si definimos J, = (J1)7, obtenemos k£ — 1 campo de tensores de tipo (1,1). Podemos, entonces,

definir los operadores diferenciales iy, y dj, como sigue:

P

(iJra)(Xl':" * 1XP) = ZO!(Xl," ' 1JTXi1' v 3X'P) 1 a € /\(TkQ)
i=1

dy, = [is,,d] = i5d - diy, .

Denotaremos por C el campo de vectores de Liouville en 7%Q, el cual se describe localmente
por

u 8
c=3r (5)

r=1
Se definen C; = J,1Chy, 2<r < k.
Recordaremos brevemente los diferentes tipos de levantamientos de funciones y campos de

vectores en @ a T*Q (véanse [107, 153)).
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Definicién 1.1.1 Para A = 0,1,---,k, se define la A-elevacidn f**) de una funcién f en Q

A Q
o9 = | 2L

a T*Q como la funcion

donde jkao € T*Q.
Asi, se deduce f(OF) = (£F)y=fy fFOOF) = (rFyfO o<a<r <k,
Proposicién 1.1.1 Si f es una funcion en Q, se verifice que dy f(**) = fO+Lk+1),

En coordenadas locales se obtiene

il

1

k

A 0 flak) = fO1ke)
S :q-i-l = .
=0

Definicidn 1.1.2 Sea X un campo de vectores en una variedad diferenciable Q y sean X4 las
componentes de X en un entorno coordenado U de ¢ con coordenadas locales (g). Se define
la k-elevacidn 6 k-levantamiento de X a T*Q, como el campo de vectores X (k%) cuya erpresion

en coordenadas locales es:

%
x k) _ Z(XA)(f,k)g%_

i=0 t
Si0 < A < k, se define la A-elevacién de X a T*Q como el campo de vectores X (M%) =
Jey X (kR

La relacion entre las elevaciones de funciones y campos de vectores se obtiene en la siguiente

proposicién.

Proposicién 1.1.2 Si f es una funcidn en Q y X un campo de vectores en (), se verifica que:
X(f\‘k)(f(u.k)) = (Xf)(/\+p—k,k) :

para p=1,--- k.

De este modo, se obtiene

parar =1,---,k.
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Proposicién 1.1.3 Sean X e Y dos campos de vectores en Q. Entonces, se obtiene que

(X0 y ek =[x, y)Atu-kk)
[XOF Yk =0 siadp<k,
XER ((eh ) (d10) = () (X0 )

para cada funcion f en T7Q,r + s < k.

Demostracion: Se sigue por un calculo directo en coordenadas locales. |

Definicion 1.1.3 Un campo de vectores £ en T*Q se dice que es una ecuacion diferencial de

orden (k + 1) ((k + 1)-ODE para simplificar) si J1§ = Cy.

Asi, £ puede ser localmente escrito como
0 4 0
R

con £4 = fA(qg,q]‘_B,...,qf). Se dice que una curva ¢ en @ es una solucién de € si su k-jet
prolongacién j¥o es una curva integral de £. Entonces, o(t) = (¢4(¢)) es una solucién de £ si y

sblo si es una solucién del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de orden & + 1:

dk+1 A A 8 ' qu quB
= —_ e, — <n.
dtk+l 6 (q (t)! dt H l dtk ) L ]- S A XN

Finalmente, definiremos la elevacién de un 4lgebra de Lie de campos de vectores. Sea a un
algebra de Lie de campos de vectores en @, es decir, a es un subalgebra de Lie del dlgebra
de Lie, X(@Q), de todos los campos de vectores en (. Definimos la elevacién completa a€ de
a a T*Q como sigue: a® = {X(**) | X € a}. De la Proposicién 1.1.3, se s1gue que a® es un
subdlgebra de Lie de X(T*Q).
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1.2 Sistemas lagrangianos de orden superior

Sea L : T*Q — R una funcién lagrangiana de orden k. Se define la funcién energia de la

siguiente forma:

Ep = Z( 1) 1L fifll) (&1 (C. L)) — (7#71YL .
La 1-forma de Poincaré-Cartan asociada a I estd definida como
k 1
ap = (~1)7 Sy AL

y la 2-forma de Poincaré-Cartan es wy = —day.

En coordenadas locales obtenemos que

k=1

E;, = Zﬁr/Aqf-i-l - L(%A,,qf),
r=0

ar = Zﬁr/Adq:la
r=0
k-1

wL = ZdeAdﬁr/A,
=0

donde las funciones Prja, 0 < r < k-1, son los momentos generalizados de Jacobi-Ostrogradskii

definidos por

k—r—1
) . erL
bon= 3 (-1yd (8,,_ )
=0

r+a+l

(véase Whittaker [152]). El lagrangiano L se dice que es regular si la matriz hessiana
(0°L/0qf 0¢7)

es regular. De otro modo, L se dice que es singular o degenerado. Un simple calculo en coorde-
nadas locales muestra, que L es regular si y solamente si wy, es simpléctica. La. ecuacion global

del movimiento es
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y, al ser L regular, se verifica que wy, es simpléctica y, entonces, existe un campo de vectores
{r,llamado el campo de vectores de Euler-Lagrange en 7%*~1Q) que satisface la ecuacién (1.2.1).
Ademds, {1 es una ecuacién diferencial de orden 2k y sus soluciones son precisamente las

soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L:

Z(— y dt,( ) 0. (1.2.2)

Si se calcula el corchete de Poisson definido por wy, obtenemos:

{Qfaqu} =0, {ﬁr/A)ﬁs/B} =0, {Q;-Avﬁs/B} = 636” 08r<s<k-1.

La proposicién siguiente serd 1til en la préxima seccidén.

Proposicién 1.2.1 SiY es un campo de vectores en Q y &1, el campo de vectores de Euler-

Lagrange asociado con un lagrangiano L de orden k, entonces:
(R (i, 1)) (Y BR=13k=0) = (r2E21ye (d((dy, L) (Y ER))),

2. ((r2477)(d(ds, L)) (2) = (B431)(d (G, L)),

para 0 < r <k y0<s<k.

Demostracion: Calculo directo en coordenadas locales. |

1.3 Simetrias y simetrias infinitesimales

Sea € una ecuacién diferencial de orden r + 1 en T7Q (véase [97]).

Definicién 1.3.1 Una funcidn diferenciable f : T"Q — R se dice que es'una constante del

movimiento de £ si £f = 0.

En otras palabras, siy : I — T7Q) es una curva integral de £, entonces, fo~ es una funcién

constante.

Definicién 1.3.2 Un difeomorfismo ¢ : T7Q —- T7(Q) se dice que es una simetria de & si

Te(§) =
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De la definicién, se sigue que, si 7 s una curva integral de £, entonces, ¢ oy es también una

curva integral de §.

Definicion 1.3.3 Un difeomorfismo ¢ : Q@ — Q se dice que es una simetria puntual de £ si

T es una simetria de €.
Es evidente que una simetria puntual envia soluciones de £ en soluciones de £

Definicién 1.3.4 Una simetria de Lie de £ es un campo de vectores X en Q tal que (€, X0 =
0. Una simetria dindmica de £ es un campo de vectores X en T™Q tal que [£,X] = 0. Por

supuesto, si X es una simetria de Lie, entonces, X"™) es una simetric dindmica de £.

Entonces, X (respectivamente, X) es una simetria de Lie (respectivamente, dindmica) de £
si y solamente si su flujo estd formado por simetrias puntuales {respectivamente, simetrias).

Sea L(£) (resp., D(£)) un conjunto de simetrias de Lie (resp., dindmicas) de £. L(£) y
D() son subdlgebras de Lie de X(Q) y X(T7Q), respectivamente. Ademds, se verifica que
L(£)° C D(¢).

Si X es una simetria dindmica de £ y f es una constante del movimiento de £, entonces X f

€s una nueva constante del movimiento, puesto que
0=[6X]f = &Xf) - X(€) = (X f) .

Observacién 1.3.1 Supongamos que X es una simetria dinimica de £ que es proyectable a
Q. Entonces, existe un campo de vectores X en Q tal que X y X estén 77-relacionados, es
decir, Tr"(X) = X. De este modo, J,X = X yX-X") e KerJ, De[X,]=0y
J1[X {77} £] = 0 deducimos, por un cilculo en coordenadas locales, que X = X"} Entonces las
simetrias dindmicas proyectables son precisamente los levantamientos completos de las simetrias

de Lie. #

Ahora estudiaremos las simetrias infinitesimales de los campos de vectores de Euler-Lagran-
ge. Consideremos una funcién lagrangiana regular L : T*Q — R de orden k con campo de
vectores de Euler-Lagrange £;,. Si X es una simetrfa dindmica de £, XE es una constante

del movimiento.
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Definicion 1.3.5 - 1. Un difeomorfismo ¢ : Q — Q se dice que es una simetria de L si

LoT*¢ = L. En este caso, Er, ai, ywy son invariantes por T2*~14,

2. Se dice que es un campo de vectores X en () es una simetria infinitesimal de [ si X(5O [ =

0. En este caso, X (3F-1.2k=1p, — Ly@k-rzk-vop =0y Lyee-r2e-nwp = 0.

En otras palabras, X es una simetria infinitesimal de £ si su flujo esta formado por simetrias

de L.

Proposicién 1.3.1 Sea X una simetria infinitesimal de L. Entonces X es una simetria de

Lie de €.

‘Demostracion: Si X es una simetrfa infinitesimal de L con flujo {¢;}, entonces ap, wy y EL
son T%~1¢invariantes. Consecuentemente, £;, es también invariante. Asi [€p, X (2k-L2k=1)) o

0, es decir, X es una simetria de Liede £7. 1|

De la Definicién 1.3.5, se sigue que el conjunto /(L) de todas las simetrias infinitesimales

de L es una subdlgebra de Lie de X(Q). De la Proposicién 1.3.1 deducimos que I{L) es una
subdlgebra de Lie del dlgebra de Lie L(£.) de simetrias de £,

5t X es una simetria infinitesimal de L la constante del movimiento X(2k=1.2k-1)p, o5
trivial, es decir X(2k-12k-1)p, — g Sip embargo, podemos obtener una nueva constante del

movimiento a partir de X.

Lema 1.3.1 Sea W un campo de vectores en T?**~1Q. Se verifica que
p(a(W)) = ar (6, W]) + W((rF*71)"L).
Demostracion: De i, w; = dE, y de la Proposicién 1.2.1, se obtiene

0 = (t,wr—dEL)W)
= —iELdaL(W) - dEL(W) ‘
= W(ap(ér)) - &L l{ac(W)) - ap ((W,€L]) - W(EL)

k
= W (E(—w-l},(rfi:ll)'(d;"‘dJrL)(eL))

r=1
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=& {ar(W)) — ap (IW,€L]) - W(EL)

o (B o)
—E (ar(W)) — ag ((W,€L]) — W(EL)
=€ (oL (W)) — ar (W, L)) + W((rF"1)"L) . 1

Proposicién 1.3.2 (Teorema de Noether) Sea X una simetria infinitesimal de [,. Entonces

k
T— 1 - LT -r
D (=1 (L) (x A L)

es una constante del movimiento de £y,

Demostracion: De la Proposicién 1.3.1 y como X es una simetria infinitesimal de L, se

deduce que
£ (aL(X(Qk—l,ZIc—I))) = ay ([EL’X(Zk—l,Qk——l)]) + X(zk—l,2k—1)((7_k2k—1)*L) 0.

Asi, o (X(2%-12k-1)) g yna constante del movimiento. De la Proposicion 1.2.1 se deduce que

k ‘
aL(X(Zk—l,ﬂc—l)) = (E(_l)r 1 1( Eirll) ld,],, )(X(2k-1,2k—1))

r=1

k
1
DT L (LX)

1
Z( ) e [Cramay (X“‘-"")L)- |

Proposicién 1.3.3 Sea L : T*Q — R un lagrangiano regular de orden k con campo de
vectores de Euler-Lagrange . Si X es un campo de vectores en Q tal que
X(2k—1,2k—1)EL

Lyoe-re-nar Y

son cerradas, entonces X es una simetria de Lie de £p.

32



Demostracién: En efecto, se tiene que

Yxe-1ak-0 e WL = Lyar-ran-vigwr, — te, Lyeeoan-nwr,
= Lxae-1ae-ndEL — 1g, (Lxae-126-1(—doy))
= Lyer-10e-0dEy + i, d(Lyar-126-nr)
= d(X@125-0Ey 4 i d(L e ae-nor)

= 0.

Por lo tanto, X es una simetria de Lie de &;,. |

Bajo las hipétesis de la Proposicién 1.3.3, se deduce que X(2*~1.2k~1)p  os yna constante
del movimiento. Sin embargo, en algunos casos, esta constante del movimiento es trivial, es
decir, X(*-125-UE; = (. Este caso particular, ms la condicién de que Ly2x—12x-1y0, sea

exacta, nos lleva a la nocién de simetria de Noether.

Definicién 1.3.8 Un campo de vectores X en Q se dice que es una simetria de Noether si

Lx[2k-1,2k—1)a[, es exacla (88 decir, Lx(zk-l,?k—l]aL = df) Y X(?k_I-Zk“l)EL =10.

De este modo, wr, y Ef, son invariantes por la elevacién X{?*~12%=1) o una simetria de Noether
X.

Se sigue de la Proposicién 1.3.3 que una simetria de Noether es también una simetria de Lie
de £, El resultado siguiente nos muestra como una simetria de Noether define una constante

del movimiento (de ahi su rombre).

Proposicién 1.3.4 Si X es una simetria de Noether, entonces

k
T— 1 - * gr— -r
F= 3T S g (x kA
r=1 '
es una constante del movimiento de £;,.

Demostracién: En efecto, se verifica que

df = Ly@r-12e-nap
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= iy@k-126-08aL + diykor k- QL

._ix(nk—l,zk—l)WL + d (QL(X(%—I,M-I))) ,

1

de donde se obtiene

d (f _ aL(X(zk—l,zk—l))) R
Por lo tanto,

(/- ap(XE0) o g (f - (@130 ()

= —?:X(zk—l,zk—l)wL(fL)

— X(Zk—l,?k—l)EL

= 0.
Puesto que
k
- - r— 1 - * gr— s '
ar(XBA10) = 3 -1y S ) (X R
r=1

hemos obtenido el resultado requerido. §

|
Proposicién 1.3.5 5i X es una simetria infinitesimal de L, entonces X es una simetria de

Noether.

Demostracién: Sea Y un campo de vectores en . Como X es una simetria infinitesimal

de I y de las Proposiciones 1.1.3 y 1.2.1, se obtiene que:

Lx(zk—l,zk-l)QL(Y(zk_l'Zk_l)) — X(Zk.—l,l’k—l) (aL(Y(Zk-—l,?k—-l))) _ QL([X,Y](zk_-le_l))

k
- - r— - tl 1';— -t
= Xtk (Z(—l) M) S (v -*’L))

r=1

k
T - ]‘ - * el -r
= (T ST ) (X YR L
r=1 )

k
= Y1y R g (X ROy G
r.

r=1
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- (X, Y|(=r# )
- 1
= 3 (CUT S e (xR y ke
r=1 ’
—yb=rk) (k) f _ 1y yylke-rik) L) ,
Por otra parte, se verifica que [X (k%) y (k-rk)] = [X,Y)kth-r=kk) = (X, Y] y por lo

tanto,

Ly@k-oe-nap =0.
De esta manera,
0 = Ly@e-ra-nan(ér)
= XLRD (ap(61)) — ar (X121 g))
k
11 -1 \mgr—
= YT R e )
r=1 ’ .
= X@-12-1)p )

puesto que X(2k-1.2k~1) ((r,fk‘l)“L) = 0. Asi, Lygk-1,2-nay = 0y X(#*-12%k-1p, — g

Entonces X es una simetria de Noether. |}

El siguiente resultado relaciona las simetrias de Noether y las simetrias infinitesimales de

L.

Proposicién 1.3.6 Si X es una simetria de Noether tal que
Lyx-126-nyag =0,

entonces X es una simelria infinitesimal de L.

Demostracion: De la Proposicién 1.3.3, se deduce que X es una simetria de Lie. Asi,

obtenemos que

0 = (Lyer-rm-var)éL) .
= X(Z"—l'z"'l)(aL(EL)) - QL([X(%-L%—I)@LD

35



= X(?k—l,?k—l)(aL(fL)) )
En consecuencia, se verifica que

X(2k—1,2k—1)((1_§k-1)rL) - X(2k-—1,2k—1)(aL(EL)) _ X(?k—1,2k-1)(EL)
. _ X('zk—l,?k—l)(aL(EL))

= 0,

Y, asi, X es una simetria infinitesimal del lagrangiano L. 1§

Por lo tanto, las simetrias infinitesimales de L verifican que az v E; son invariantes por
X(2k-1,2k—1).

De la Definicién 1.3.6, deducimos que el conjunto N (1) de todas las simetrias de Noether
de £, es una subdlgebra de Lie de X(Q) y, de la Proposicién 1.3.3, que N(£.) es una subalgebra
de Lie de L(&L).

El siguiente diagrama resume las relaciones entre todas las clases de simetrias infinitesimales:

sim. de Lie de &,

simetrias de Noether

simetrias inf, de L

Observacién 1.3.2 A partir de una simetria de Lie se puede obtener un lagrangiano alterna-
tivo al lagrangiano regular de partida. Sea ¢ una simetria puntual de £7. Se deduce que £z estd
T?*~!4-relacionado consigo mismo, es decir, T(T?*~1¢)¢, = £,. Un cdlculo directo muestra

que L y L o T*¢ son equivalentes. Ademas,

L WhoTkg =  IT(T2k-14)¢, WLoTke
(T*71¢)"(ig,wr) = (T 1¢) (dEL)
d(Ep o T*~'¢) = dE;,
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puesto que E, 0 T%-1¢ = E;. Esto implica que £ o T*¢ es un lagrangiano equivalente a
L porque su campo de vectores de Euler-Lagrange 10Tk coincide con &, (véase [88] para el
estudio de la equivalencia de lagrangianos de orden superior). La versién infinitesimal de este
resultado es la siguiente: si X es una simetria de Lie de £, entonces X***) [ o5 un lagrangiano
(quizds singular) con una dindmica global £r. Repitiendo este argumento, obtenemos una
familia de nuevos lagrangianos (X(’“"‘))"L, 0 < r, tales que cada uno de ellos esti subordirado

al precedente,

(XEENY L < (XER =1 o XRR) L o
(véase [100] para la definicién de lagrangiano subordinado). #

En lo sucesivo, estudiaremos simetrias infinitesimales que no son necesariamente de tipo

puntlial. La definicién de simetr{a de Noether puede ser generalizada del siguiente modo.

Definicién 1.3.7 Una simetria de Cartan en T?~1Q es un campo de vectores' X tal que Liyayg

es exacta, es decir, Lyap =df y XEp =0.

Entonces wy, y E, son invariantes por X.

Si X es una simetria de Noether, X (2k~1.25~1) o5 yna simetria de Cartan. Usando el mismo
argumento al de la demostracién de la Proposicién 1.3.3, podemos probar que una simetria
de Cartan es una simetria dindmica. Los conjuntos D(£r) y C(£r) de simetrias dindmicas y
de Cartan, respectivamente, son subdlgebras de Lie de X(7%-1Q) y, ademas, se verifica que

C(éL) C D(€r). También se deduce ' )
I(L)° € L(€)° € D(€r) , N(€L)° C C(éx) .

De este modo, se obtiene el siguiente diagrama:

sim. dindmicas de £,

simetrias de Cartan




El siguiente resultado da una correspondencia biyectiva entre simetrias de Cartan ¥ Cons-

tantes del movimiento.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Noether y su reciproco) Si X es una simetria de Cartan entonces
f — ar(X) es una constante del movimiento de €L, donde f es la funcion que aparece en la
Definicion 1.3.7. Reciprocamente, si f es una constante del movimiento de £;, y Z es un campo

de vectores hamiltoniano en T**~1Q tal que izwy = df, entonces Z es una simetria de Cartan.

Demostracion: Se verifica
df = Lyoy, = igday + digag = —izwy + d(ar(X)).
Por lo tanto, d( f — aL()E’)) = —igwL Y, asi, obtenemos
€u(f —ap(X)) = —igwr(€r) = XEL = 0.
Reciprocamente, si izwy, = df, donde f es una constante del movimiento, se obtiene que
izgwy, = —igday = dizag, - Lzop,
¥, por lo tanto,

Lzap =d(ar(Z2) - f).

De este modo

0 =&(f) =df(€) = iizwr = iziewp = Z(EL) . 1

Observacién 1.3.3 El Teorema 1.3.1 es una generalizacién de un resultado de Marmo ¥y
Mukunda [98). Esta generalizacién fue obtenida por Crampin et al. [35] y més recientemente
por Carifiena et al. [30] siguiendo un procedimiento diferente (véase también [21]). Néotese,
ademds, que el Teorema 1.3.1 se verifica para toda simetria de Cartan. En efecto, una simetria
de Cartan X es, precisamente, un campo de vectores hamiltoniano para la variedad simpléctica
(T*-1Q,wr), es decir, X = Z,, donde g es una constante del movimiento. Ndtese, ademas,

gue el propio campo de vectores £y, es una simetria de Cartan. En efecto, se tiene que

38



Lepar =d{ag(€r)~ EL), EL(EL)=0.

£r es una simetria de Cartan que no es proyectable. Siguiendo lo anteriormente dicho, £/, es una

simetria de Cartan cuya correspondiente constante del movimiento es justamente la energia.
I

También, las simetrias de Noether de £; son precisamente las proyecciones de las simetrias de

Cartan proyectables, como ya vimos en la Observacién 1.3.1.4

La siguiente tabla muestra la clasificacion de las simetrias infinitesimales para un sistema

lagrangiano de orden superior:

Lx(zk—l,zk—l)a[, = df
X(?k—l,Zk-—l)EL =0

XkEL =0

. X(?k-lﬁk—l) =
Simetrias puntuales [ | L] =0

simetrias

Q

infinitesimales de L

simetrias de Noether

simetrias de Lie

Simetrias no puntuales

T2k-1Q

Lyoy =df
XEL =0

simetrias de Cartan

[XvéL] =0

simetr{as
dindmicas

|

Sistemas lagrangianos de orden supertor

1.4 Grupos de Lie de simetrias

En esta seccion, describiremos un tipo particular de simetrias infinitesimales que aparecer por
la accidn de un grupo de Lie G en Q.
Sea ® : G X ¢ — @ una accién de un grupo de Lie G en una variedad diferenciable @.

Entonces @ se eleva a una accién &7 : G x T"Q — T7Q de G en T7Q definida como sigue:
(97):T7Q —T7Q, (¥ )e =T"(®,) ,a€G.

Dendtese por g el dlgebra de Lie de G. Si y € g, entonces yr-¢ denota el campo de vectores
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.

en 77Q generado por la accién levantada, es decir Y17Q es el generador infinitesimal del flu-
0 T7(®ezpty). De la definicion deducimos que y7rQ ¥ ¥rsg estin 77-relacionados, es decir,
T7i(vr7q@) = 7r+q. Supongamos que el lagrangiano L : T¥) — R es invariante por G, o de
otro modo, L es invariante por la accién ®*, es decir L o TF®, = L, Va € . En este caso, se
dice que G es un grupo de simetrias de L. Se deduce que (véase [80}) af, y Ef, son G-invariantes:
(T*-1®)*ar = ar,,y ELoT?*1¢, = E, paratodoa € G. Asi,si G es un gfupo de simetrias
de L entonces wy, es G-invariante, es decir, la accién %~ : G x T%-1Q — T%*-1() es sim-
pléctica. Usando estos resultados se puede describir un procedimiento de reduccién stmpléctica
para sistemas lagrangianos de orden superior ([80]). Desde otro punto de vista, se deduce que
Y@ €s una simetria infinitesimal de L. Las correspondientes constantes del- movimiento son

precisamente las obtenidas a través de la aplicacién momento (véase [80] para mas detalles).

1.5 Simetrias de sistemas hamiltonianos

Sea (§,w, H) un sistema hamiltoniano, esto es, (§,w) es una variedad simplécticay H: § — R
es una funcion hamiltoniana. Entonces, existe un tdnico campo de vectores Xy en § tal que
satisface la siguiente ecuacién:

ix w=dH.

Llamaremos a Xy el campo de vectores hamiltoniano con energia H.

Esta seccion estd dedicada al estudio de las simetrias de un sistema hamiltoniano.
Definicién 1.5.1 Una constante del movimiento es una funcion f : § — R tal que Xy f = 0.

Entonces, si v : T — § es una curva integral de Xy, se deduce que f o+ es una funcién

constante. En otras palabras, f es constante a lo largo del movimiento.

Definicion 1.5.2 Un difeomorfismo ¢ : § — § se dice que es una simetria de Xy st se

verifica que TH(Xy) = Xg.

Se sigue que, si ¥ es una curva integral de X, entonces ¢ oy es también una curva integral

de Xy.
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Definicion 1.5.3 Una simetria dindmica de Xy es un campo de vectores X en S tal que

[Xg,X] = 0.

Por lo tanto, X es una simetria dindmica de Xy siy solamente si su flujo estd formado por
simetrias.

Sea D(Xpy) el conjunto de simetrias dindmicas de Xp. Entonces D(Xp) s una subéilgebra
de Lie de X(5).

Si X es una simetria dindmica de Xy y f es una constante del movimiento, Xg f es una

nueva constante del movimiento, puesto que
0={Xg,X1f = Xu(Xf)- X(Xuf) = Xu(Xf).

Definicion 1.5.4 Una simetria de Cartan de Xy es un campo de vectores hamiltoniano X en

S tal que X H = 0.

El conjunto C(Xg) de simetrias de Cartan de Xy es una subalgebra de Lie de X(5) y
C(Xu) C D(Xy).

Observacién 1.5.1 Las Definiciones 1.3.1, 1.3.2, 1.3.4 y 1.3.7 son casos particulares de las

Definiciones 1.5.1, 1.5.2, 1.5.3 y 1.5.4 cuando se considera el sistema hamiltoniano particular

(Tzk_lQawLaEL)"

Si X = X es una simetria de Cartan, deducimos que f es una constante del movimiento.

La tabla de la pigina siguiente resume la clasificacién de simetrias infinitesimales para un
sistema hamitoniano. !

Sea () una variedad diferenciable de dimensién n, T*Q su fibrado cotangente, rg: T°Q —
@ la proyeccién canénica, Ag la 1-forma de Liouville y wg = —dAq la forma simpléctica canénica

en T*(). Definimos el operador ¢ que transforma campos de vectores en @ en funciones en T=Q

como sigue:

(tX)(a) = o X(z)),
para toda a € T;Q. Localmente, si X = X4 8/8¢*, se deduce que

(¢X) (g%, pa) = paX?t,
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Simetrias . (X.Xy]=0
X = Xf
S . ; simetrias
simetrias de Cartan S
dindmicas

Sistema hamiltoniano (S, w, H)

donde (¢, p4) son las coordenadas inducidas en T*Q.
)

La elevacién completa de X a 7™Q es el campo de vectores X¢ definido por

iyewg = d(eX); f (1.5.3)
es decir, X¢" es el campo de vectores hamiltoniano X,x. En coordenadas locales, se obtiene

a 3XE 9

X = x4 - )
8% ~ PP 9gA Bpy

Puesto que [X¢",Y"] = [X,Y]" podemos definir la elevacion completa a¢” de una &lgebra

de Lie a de campos de vectores en ¢ a T"Q como sigue:

a® = {X-°' / X € a}.

Consideremos el sistema dindmico (T*Q,wq, H) donde H es una funcién en T™¢. De (1.5.3)
se deduce que X" es un campo de vectores hamiltoniano, es decir, X¢" = X.xy- Asl, X< es

una simetria de Cartan si y solamente si X H = 0.

Definicién 1.5.5 Dada una funcion hamiltoniana H en T*Q una simetria de Noether es un

campo de vectores X en Q que verifica la condicién X< H = 0.

Si X es una simetria de Noether, ¢(X) es una constante del movimiento.
El conjunto de simetrias de Noether, N{Xg), es una subdlgebra de Lie del dlgebra de Lie
X(Q) y, ademds, N(Xy)" ¢ C(Xu).
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La siguiente tabla muestra la clasificacién de las simetrias infinitesimales para un sistema

hamiltoniano cldsico: ‘

simetrias puntuales X“H=0
1
Q simetr{as de Noether '
simetrias no puntuales )fH =0 {X’XH] =0 ‘
X = Xf R )
. simetrias
0 simetrias de Cartan dindmicas :

Sistema hamiltoniane cldsico (T°Q,wg, H)

1.6 Relacion entre las simetrias de sistemas lagrangianos y

sistemas hamiltonianos

Sea L : TFQ — R una funcién lagrangiana y
Leg : T**7'Q — T*(T*1Q) !

la transformacién de Legendre-Ostrogradskii. Esta aplicacion se puede describir localmente del

siguiente modo:
A . -
LEg : (qA,QIAa' . 1q"24k—-1) - (in R :Qk—l;pO/Ar .- ,Pk-l,A) .
Si Ars-1g es la forma de Liouville en T°(T*1Q), entonces,

Leg'/\Tk—LQ = ay, .

Leg"wTk_lQ' =Wr .
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En general, la transformacién de Legendre—Oétrogradskii definida por un lagrangiano regular
no es un difeomorfismo global. Unicamente podemos asegurar que es un difeomorfismo local.
Si Leg es un difeomorfismo global entonces se dice que L es hiperregular. Para simplificar,
supondremos que el lagrangiano L es hiperregular. '

Sea £z el campo de vectores de Euler-Lagrange en T?*~1Q y Ej, la energia. Entonces
el campo de vectores dado por Xy = (T Leg)éy, es un campo de vectores hamiltoniano en
T*(T*~'Q) con energfa hamiltoniana H = Ef o Leg~!. Es decir, (T(T*"1Q),wrr-1g., H) es

un sistema hamiltoniano.

Proposicién 1.6.1 Sea X un campo de vectores en T*-1Q e Y el campo de vectores Leg-

relacionado en T"(T"‘IQ). Fntonces

1. X es una simetria dindmica de €1, si y solamente si Y es una simetria dindmica de Xy,

2. X es una simetria de Cartan para el sistema (T*-1Q,wp, Ep) siy solamente si Y es una

sitmetria de Cartan pare el sisterna (T"(T""lQ),wTk..lq,H).

Sea X un campo de vectores en Q y X(*-Lk=1) gy elevacién completa a T*-1Q. Si
(X(*k=1k=11)¢" o5 una simetria de Cartan de Xy, entonces (( X*=1E-1)} es una constante del

movimiento, cuya expresién local es

IRl S )
A=1,.n
1=0,....k=1

Sea X una simetria infinitesimal de L. Entonces X (¥=12k=1) y (x(k=Lk=11ye" ogt4n Leg.
relacionados (véase [80]). Deducimos, por lo tanto, que X*=1%~1) a5 yna simetria de Noether

para el sistema (T*(Tk_lQ),WTk—lQ,H)- Ahora, estableceremos el resultado reciproco.

Lema 1.8.1 Si X es un campo de vectores en Q, entonces ap(X(2=126-1)y ¢ (( X (k=1k=1)y

estdn Leg-relacionados, es decir, u(X(5~15~1)) o Leg = ap (X (2k-12k-1)),

Demostracion: Se sigue por un cilculo directo en coordenadas locales. I

Proposicién 1.6.2 Sea Y un campo de vectores en T*~'Q que es una simetria de Noether
para el sistema (T‘(Tk‘lQ)?uTk_1Q,H), y sea X una simetria de Noether para el sistema

(T*-1Q,wy, Er). §i X(2k=12k~1) e'Yc‘ estdn Leg-relacionados entonces
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1. X es una simetria infinitesimal de L.
2. Y = X(-tk=1)

Demostracién: Del Lema 1.6.1, deducimos que X %¥~1.2%=1) o5 yn campo de vectores hamil-

toniano con energia hamiltoniana aL(X(Zk_l'Zk‘”) ¥y, entonces,
Lx(2k—1.2k—1)0—'L =0.

De la Proposicién 1.3.6 deducimos que X es una simetria infinitesimal de L.
El Lema 1.6.1 también implica que (X*~15=11e" & ¥¢* son campos hamiltonianos con la

misma energia ¢ X (¥~1%~1)), Por lo tanto,

-

(X(k—l.k-l))c‘ =Y ,
y, entonces, Y = X{(k-1.5-1) g

Observacion 1.6.1 Supongamos que £ = 1 y sea ¥ una simetria de Cartan proyectable de
(T"Q,wq, H). Entonces, Y esti Leg-relacionado con un campo de Vectoresl)f' en TQ vy, asi,
X es una simetria de Cartan proyectable del sistema (TQ,wg, £L). Por lo tanto, X = X°© ¥,
X es una simetria de Noether. De la Proposicién 1.6.2, deducimos que X es, de hecho, una
simetria infinitesimal de L. Este comentario nos demuestra que, en general, la proyeccidn de
una simetria de Cartan proyectable de un sistema hamiltoniano (T"Q, wg, A) no es una simetria

de Noether. &

La tabla de la pagina siguiente muestra la relacién entre las simetrias de un sistema la-

grangiano y las de su contrapartida hamiltoniana.

1.7 Ejemplos ‘

Consideraremos dos ejemplos de sistemas lagrangianos de orden dos.
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X ¢ X(1%-1Q) ey ¥ e X(T*(T*1Q))
[X,60] =0 ) =Y WXkl =0
simetrias . simetrias
dindmicas ) ' dindmicas
X = X(z""-iy \ T
X € X(Q) : X € X(T%71Q) | Y e X(THTQ))
[X(2k_1'2k_l);EL]:0 LXaL =df 3 T Leg( )=Y; }:/H =0
. XEp=0 Y=Y
simetrias de Lie simetrias de Cartan simetrias de Cartan
\ /X = X{2k—1,2k=1) 1
X € X(Q)
Lx(zk—l,zk—l)aL = df . .
X(zk-'l'2k_l)EL =0 Y =V¥¢
simetrias de Noether
X e X(Q) ylkmihmt) _ v Y € X(T%-1Q)
Xk =0 — S
simetrias ) YOH =0
infinitesimales de L simetrias de Noether

Relacién entre las simetrias de sistemas lagrangianos y hamiltonianos
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1.7.1 Particula con spin clasica

Sea L : T°R® — R la funcién lagrangiana de orden 2:

B =
B —

3 3
A
Lig*,ef'a5) = 5D (el Y - = Y (af)?,
A=1 A=1
donde (¢*) = (¢*,¢% ¢%) son las coordenadas candnicas de R®. Como sabemos, L es el la-
grangiano de una particula rotando alrededor de un centro que se traslada [5, 31, 120, 121]. Se

obtiene:

ﬁO/A = Q{l+q:‘341ﬁl/&:“q‘?1
ap = {(qf +q§)dgg — (g3 )dgf ,
wr, = dg* Adgl +dg* Adef - dft A dgs'

3 3 3
1 1
Ep = 53 (e -3 @)+ Y (e
A=1 A=1 A=1

De la ecuacién 2, wy = dEf, en T3R3, se deduce que e] campo de Euler-Lagrange es:

¥, entonces, las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

d4qA quA
— = <AL,
—rt 7 =0,1<A4<3

Nétese que £, es una simetria de Cartan no-proyectable, Puesto que las traslaciones T4 = %,

1<AL 3 son simetrias infinitesimales de L, entonces, de la Proposicién 1.3.2, deducimos que

9 \®9 8 .
()" o ) =

son constantes del movimiento. En efecto, (¢%), 1 € A < 3 son coordenadas ignorables (o
ciclicas) y, asi pues, los correspondientes momentos son constantes del movimiento. En efecto,

son las componentes del momento lineal [80]. Ademas, L es invariante por traslaciones en
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R?, o, en otras palabras, R es un grupo de Lie de simetrias y {Ta} = {E_Z
q

} son simetrias
infinitesimales de L.

También sabemos que L es invariante por el grupo de Lie SO(3). El dlgebra de Lie 50(3)
de §0(3) puede ser identificada con R® dotado con el producto vectorial, es decir, si A € 50(3)

es uha matriz antisimétrica

0 -¢ g
A= g 0 -q |,
-q@2 G 0

A se identifica con el vector @ = (g1, ¢2,¢3) € R® de modo que [A4, B) = AB - BA se corresponde
con @ X b. La accion, después de esta identificacion, es Ag = @ x ¢, es decir, SO(3) actda en
R? por rotaciones. El generador infinitesimal de £ € R? es ERs(q) = £ x §. Ahora, podemos
considerar los siguientes campos de vectores:

3 0

R — -

_ ) 2 0 3
31"q 6q1

a
Ry = ¢°— - = gt —

. 0
dq? 7 aq?’
que son precisamente los generadores infinitesimales obtenidos a partir de la base candnica de
50(3). Son simetrias infinitesimales de L y, por tanto, podemos calcular una constante del

movimiento para cada uno de ellos:

3,3

11 =ar(RG?Y) = (@ + @)@ - (@ + @) — ¢+ ¢3¢?,
3,3 .

r2=ar(BYY) = (@+ad)d - (@ +d)ah -l +4dd,
3,3

13=ar(BYY) = (@ +d)E - (@ +ed)dl - +4idd .

Las funciones 7;, 72,73 son las componentes del momento angular de L (ver [80)).
Un campo de vectores X es una simetria de Lie de &1, si [¢7, X®®] = 0. Podemos escribir

esta condicién de un modo equivalente como:

¢ (dH(dg* (X)) + d3(dg*(X))=0,1< A< 3.
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En consecuencia, los siguientes campos de vectores en R:
4 0
Xa=4q W,ISAS& (A no suma),

son simetrias de Lie de 7. Sabemos que si para cada simetria de Lie X de &7, X®3 E; es una

constante del movimiento. En nuestro caso, obtenemos tres constantes del movimiento:
3,3
pa = (X$NEL = (o) - () + 2008 1< A <3,

Asi, 2Ep = py1 + po + p3 y puesto que X£3'3)EL # 0, deducimos que los campos de vectores
X 4 no son simetrias de Noether. Por el Teorema 1.3.1, se obtiene que para cada constante del

movimiento y 4, existe una simetria de Cartan Z4 tal que
iZAwL:d#A , 1 £ A_<__

Estas simetrias de Cartan son:

J e) o d
- A A A A
ZA—Q(QI an +q2 aqi‘i'{"h aqf — 42 aqéq) :ISAS:}

Las tres simetrias de Cartan Z;, Z2, Z3 no son proyectables, y, entonces, no son simetrias de
Noether.

Obtuvimos seis constantes del movimiento (,ul,,uz,,ua,ﬁoh ’ﬁofz’ﬁola) que son linealmente
independientes y estan en involucién. Por supuesto, podemos elegir (f, = Ep, f; = 2, fa =
Ha, f4 = o, s fs = Po,,, fo = Po;, ). Asi, el sistema lagrangiano (T3R3,wy,, EL) es completa-

mente integrable (véanse (1, 115]).

1.7.2 Vigas eldsticas

Sea L : T?*R® — R el lagrangiano regular de orden 2:

3
1
L(g*,qf',4f) = = Y (a2
A=1

49



Como sabemos, L describe la dindmica de una viga eldstica en el espacio Euclideo R® (véanse

[1, 5, 140]). Se deduce:

ﬁﬂ/A = Qf,ﬁl,A=—Q?,
ar = (g§)de? - (¢3)dqi
wp = dg* Adef - dgft Adgf,

3
Br = Y aief -
A=1

o —

3
> (g

El campo de vectores de Euler-Lagrange se expresa por:

¥y, entonces, las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

d4A
=== = <A<3.
=5 =0,1<A<3

a

Como en el primer ejemplo, Ty = =—, 1 < A < 3 son simetrias infinitesimales de L. Asi,
agge

a (3,3) 3 .
() )

son constantes del movimiento. En efecto, (¢4) son coordenadas ignorables y, por tanto, los

deducimos que

correspondientes momentos son constantes del movimiento.
Como en el ejemplo anterior, un campo de vectores X es una simetria de Lie de £, si y

solamente si

E(di(det(X))) =0.1<4<3.

En consecuencia, los siguientes campos de vectores en R>:

Xa=¢"7=5,1£4<3, (Anosuma),
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son simetrias de Lie de £z. Las correspondientes constantes del movimiento son:
33
pa = (XPNEL = 2gdel - (68) 1243,

Obviamente, 2E;, = wy + ua + g3, y, puesto que XE‘B)EL #0, L A < 3 entonces X, X»
y X3 no son simetrias de Noether. Del Teorema 1.3.1, se deduce que, para cada constante del

movimiento u 4, existe una simetria de Cartan Z4 tal que
17, WL :dﬂA; I1<AL3.
Asi, se llega a que
a d g
ZA=2(QA_“+QA-“—+QA—") . L
1 an 2 8q14 3 aq‘;

Hemos obtenido tres simetrias de Cartan que no son proyectables y, por lo tanto, no son
simetrias de Noether. Las seis constantes del movimiento (ul,ug,ug,ﬁgh,—ﬁg,z,ﬁo/a) son li-
nealmente independientes y estin en involucién. Podemos considerar, asi, (g1 = Er,g92 =
#2:93 = pi3,94 = Po, , 95 = Po,, 96 = Po,, ). Entonces, el sistema lagrangiano (T°R?,wy, EL) es

completamente integrable.
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Capitulo 2

Simetrias y constantes del
movimiento de sistemas

lagrangianos no-auténomos

En este capitulo, obtenemos una clasificacién de las simetrias infinitesimales de un sistema
lagrangiano no auténomo (dependiente del tiempo) y derivamos de ellas las correspondientes
constantes del movimiento.

Como en el caso auténomo, obtenemos simetrias infinitesimales de dos clases: simetrias
puntuales (simetrias infinitesimales del lagrangiano, simetrias de Noether y simetrias de Lie) y,
también, simetrias de tipo no necesariamente puntual (simetrias dinimicas y de Cartan). Aqui,
usamos la formulacion cosimpléctica para mecdnica de orden superior establecida por de Leén
y Rodrigues en [84] (véanse también [1, 34, 90]). De hecho, nuestros primeros resultados se
obtienen primero para el caso general de un sistema hamiltoniano en una variedad cosimpléctica.
También adaptamos la teoria de elevaciones de funciones y campos de vectores a fibrados de jets
(véase [124]) al caso particular de espacios de evolucion de orden superior. Una clasificacién para
sistemas lagrangianos no-auténomos aparece en primer lugar en los articulos de Prince [116,
117] (véanse también, Sarlet y Cantrijn [128]; Sarlet [125] para la relacién entre lagrangianos
equivalentes y clases de equivalencia de simetrias dindmicas; y Carifiena y Martinez [23] para

un teorema de Noether). En lo que respecta a los sistemas lagrangianos no-auténomos de orden
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superior, algunos resultados fueron previamente obtenidos por Crampin, Sarlet y Cantrijn [35]
y Cariiiena, Lépez y Martinez [21] (véanse también Sarlet [126, 129]). Las simetrias de sistemas
lagrangianos de orden superior fueron tambien estudiadas por Grigore {57, 58, 59] pero en estos
articulos se usa una formulacién diferente de la mecdnica lagrangiana, basada en los trabajos
de Souriau [135].

Este segundo Capitulo esta organizado como sigue. La seccién 2.1 estd dedicada al estudio de
las simetrias infinitesimales de un sistema hamiltoniano dependiente del tiempo en el marco de
las variedades cosimplécticas. Algunos resultados de esta seccidn serdn aplicados en lo sucesivo.
En las seccionés 2.2 y 2.3 recordamos la formulacién geométrica de los sistemas lagrangianos
de orden superior en los espacios de evolucion. La clasificacién de simetrias para un sistema
lagrangiano no-auténomo de orden superior se obtiene en la seccion 2.4 y, en la seccién 2.5,
obtenemos la relacidn entre estas simetrias infinitesimales y las obtenidas en su contrapartida
hamiltoniana a través de la transformacién de Legendre. En la seccién 2.6 se estudia un ejemplo

para ilustrar esta clasificacion.

2.1 Simetrias de sistemas hamiltonianos dependientes del tiem-
po

Sea (M,Q,n) una variedad cosimpléctica de dimensién 2m + 1, es decir, @ es una 2-forma
cerrada, 7 es una l-forma cerrada y 2™ A # 0. Considérese el isomorfismo de fibrados

vectoriales:
b:TM —T°M, X e .M — b(X) =ixQz) + (ixn(z))n(z) .

{(nos referiremos a [90] para algunas definiciones y. resultados sobre variedades cosimplécticas).

Se denotara por R el campo de vectores de Reeb definido por R = &71(n), es decir,

iRl=0 e igp=1.
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Existen, en un entorno de cada punto, coordenadas canénicas (¢,¢',pi}), i = 1,...,n, tales que

: d
Q =dg" Adp; = di = —.
q P, , R Y

Estas coordenadas son llamadas coordenadas de Darboux. Para cada funcién f € C™(M)

podemos asociar los siguientes campos de vectores en M (véanse [14, 2]):

1. El campo de vectores gradiente, grad f, definido por

grad f = b~'(df) ,

0, equivalentemente,

2.gracl)‘Q =df - R(f)ns zgra.df"r] = R(f) ’

En coordenadas de Darboux:

9f0 8f 0 9f 8

SRl TR S M Wy

2. El campo de vectores hamiitoniano X; definido por
Xy =b"Ydf - R(f)m),

o0, equivalentemente,

inQ = df_ R(f)’?, in_Tt' =0.
En coordenadas de Darboux:

x, =29 99
/= Bprog 90 0p

3. El campo de vectores evolucién £y = R+ X, cuya expresion en coordenadas de Darboux

es:
9, 0f 8 9f 8

BI= 9t onod " Bdop

(2.1.1)
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El corchete de Poisson de dos funciones f,g € C®(M) estd definido por

{f19} = Qgrad f,grad g) = U X, X,) = Q(E4, E,) .

La dindmica en una variedad cosimpléctica (M, 2, n) se introduce fijando una funcién hamil-
toniana H € C°°(M). Las curvas integrales del campo de vectores de evolucién Ej satisfacen

las ecnaciones del movimiento de H:

i _ 0K dn o
dt_ap," dt — dg

Nosotros seguiremos un camino alternativo. Si modificamos la estructura cosimpléctica (Q,7)
obtenemos otra estructura cosimpléctica (Qy = Q+dH An,n). Entonces, el campo de vectores

de Reeb de esta estructura cosimpléctica es, precisamente, Ep, y se obtiene que

Egf=Xuf+Rf={fH}+Rf, ' (2.1.2)

para cada f € C*°(M). Aqui Xy es un campo de vectores hamiltonianos con respecto a (£2,7).

Definicién 2.1.1 Una constante del movimiento de Ey es una funcion f . M — R tal que

Egf=0.

De {2.1.1) o de (2.1.2) deducimos que, si f es una constante del movimiento de Fy, entonces,

en coordenadas de Darboux, se obtiene

of  OHOf 0H O _

o T Bpiog g om0

Si f y g son constantes del movimiento de Eg, {f,g} es también una constante del movimiento
de Ey. Ahora, estudiaremos las simetrias infinitesimales del campo de vectores de Reeb Ey

de la estructura cosimpléctica (g, 7).

Definicién 2.1.2 [Una simetria dinamica de Fyy es un campo de vectores X en M tal que
(B, X] = En (n(X)) Enr .
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Puesto que

0 = dy(En, X) = Ex(n(X)) - X(5(ER)) - n([Ex, X)),

se deduce que n{[Ex, X]) = Ex(n(X)) y, por lo tanto, si el campo de vectores [Egr,X] es un
miltiplo de Ep, necesariamente X es una simetria dindmica.
Si X es una simetria dindmica de Ey y f es una constante del movimiento de Ey, entonces

X f es también una constante del movimiento de Epr, puesto que

=]
li

Eu (W(X)) (Buf) = (Bn, X)f
Ey(Xf)- X(Euf)= Eu(Xf).

Observacion 2.1.1 Si X es una simetria dinimica entonces X + ¢F; también es una simetria

dindmica para todo g € C°°(M). En efecto se obtiene que

[Ex, X1+ [En, 9 En)
Ex (%) +9) En

Dos simetrias dindmicas se dicen equivalentes si y solo si difieren por un multiplo de Ey.

Cada clase de equivalencia contiene un dnico representante Y tal que
[Ew,Y]=0, n(Y)=0.

Si Z es un representante arbitrario de la clase de equivalencia entonces ¥ = Z — n(Z)Ey. #

Observacién 2.1.2 Sea D(Ey) el conjunto de todas las simetrias dinamicas de Eg. Es facil
deducir que si X e ¥ son simetrias dinamicas entonces [ X, Y] es también una simetria dindmica.

Por lo tanto, D(Ey) es una subdlgebra de Lie de X(M). &
Definicién 2.1.3 Una simetria de Cartan es un campo de vectores X en M tal que
130y = df,

para alguna funcion f € C°(M).
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Proposicion 2.1.1 Si X es una simetria de Cartan entonces X es una simetria dindmica de

Ey.

Demostracién: En efecto,

Lg df =d(Exf)=0.

Asi, [Eg, X] es un miiltiplo de Ey y X es una simetria dinamica. 1

Proposicidn 2.1.2 Si X es una simetria de Cartan entonces f es una constante del movimien-
to de Ey. Reciprocamente, si f es una constante del movimiento de Ep entonces eziste un

campo de vectores Z tal que

izQyg =df .

Por lo tanto, Z es una simetria de Cartan y cada campo de vectores Z + gEy con g € C®(M)

es también una simetria de Cartan.

Demostracion: En efecto, si X es una simetria de Cartan, se obtiene
0= iEH (I)ZQH) =igydf = Egf,

¥, por lo tanto, f es una constante del movimiento.
Reciprocamente, si f es una constante del movimiento, entonces el campo de vectores grad f

con respecto a la estructura cosimpléctica (Q2y,n) verifica
tgad (S = df — Eg(fin=df , igaayn=Euf=0.

Asi, grad f es una simetria de Cartan y cada campo de vectores grad f + gEy es también una

simetria de Cartan. |

Observacion 2.1.3 Si f es una constante del movimiento de Ey entonces, de la Proposicién

2.1.2, deducimos que existe una familia de campos de vectores {grad f + gEp},ecec(ar) tales
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que

igradf+gE'HQH = dfa

es decir, la familia estd compuesta por simetrias de Cartan. Ademds, si para una funcién
f € C®(M)grad f = Xy, entonces deducimos que grad f es una simetria de Cartan y f es una

constante del movimiento. &
Observacién 2.1.4 Puesto que [X;, X;] = Xy, (), entonces, si X =Xp4+9X)EgeY =
X, +n(Y)Eg son dos simetrias de Cartan de Ep, se deduce que

[X',}.’] = X{g'f} + dt([X,?])EH .

Asi, [)Z',}”] es también una simetrfa de Cartan. Por lo tanto, el conjunto C(Ey) de simetrias
de Cartan de Fy es una subalgebra de Lie de ¥(M). De la Proposicién 2.1.1, deducimos que
C(BH) C D(Ex). #

La siguiente tabla resume la clasificacién de simetrias infinitesimales para un sistema hamil-

toniano (S,'QH, n):

simetrias 14 Qy = df [Ey,X] = En (n(f()) Ey
infinitesimales

h)

simetrias de Cartan simetrias dinamicas

Sistema hamiltonianc (S, Qg 7).

Observacién 2.1.5 Probaremos que las definiciones anteriores son consistentes con las pre-
viamente introducidas para el caso auténomo. Sea (S,w) una variedad simpléctica y H una
funcién hamiltoniana. Definimos una estructura cosimpléctica (2 = prjw,dt) en R x §, donde
pry : Rx § — § es la proyeccidn en el segundo factor. Asi, la funcién hamiltoniana H puede

ser considerada como una funcién # : R x § — R, definiendo H = pr3H. Si definimos la
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estructura cosimpléctica (7 = Q + d H Adt,dt) en R x § y denotamos por Eg su campo de
vectores de Reeb, obtenemos que Fz = g? + X . Para un campo de vectores ¥ en S definimos

un campo de vectores ¥ en R x § del siguiente modo:
VeeS,vVteR, Y(tz)=Y(z)
Supongamos que Y es una simetria de Cartan, es decir,
iyw=df e Y(H)=0,
donde f € C*°(S). Obtenemos

iy (Q+df[/\dt) = i‘-,ﬂi-f’(fl)dt =ipQ =d(przf) .

Asi pues, Y es una simetria de Cartan. Reciprocamente, si ¥ es una simetria de Cartan,
entonces

dg = iy Qg = ipQ + Y(H)dt .
Asi, Y es una simetria de Cartan si y solamente si dg/0t = 0.

Supongamos que Y es una simetria dinamica de Xy, es decir, {Xg,Y] = 0. Por lo tanto, el

campo de vectores Y es una simetrfa dindmica de £, puesto que

(Eq %] = [, 7]+ [Xn,7] =0.

Reciprocamente, si ¥ es una simetria dindmica de E, entonces Y es también una simetria
dindmica de X, puesto que

0=[EgzY]=[Xy,Y].&

Sea () una variedad diferenciable, T*() su fibrado cotangente, g : T*(Q — @ la proyeccién
canénica, Ag la I-forma de Liouville y wg = —~dAg la forma simpléctica canénica de T*@). Sea
H una funcién hamiltoniana en R x T*Q. Definiremos una estructura cosimpléctica (Qy =

wg + dH A dt,dt), donde, ahora, Ag y wg estan consideradas como formas en R x TQ. Sea
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Ey el campo de vectores de Reeb de (Qp, dt).
Definimos el operador ¢ que envia campos de vectores en R X § en funciones en R x 770

de la siguiente forma:
(LHX)(I,&) = (pT;a)(X(t,r)) - (dt(t,z)(X(t,a:))) H(t‘a) 3
para todo (t,0) e Rx T;Q. Si X = 7 8/8t + XA8/3q*, obtenemos
(earX)(t,q*,pa) = paX* —7H |

Sea X un campo de vectores en R x Q. Para cada funcién H, existe un tinico campo de

vectores X("H) en R x T*( tal que
iX(C'.H)QH = d(LHX) — EH(LHX)dt , ix(c',H)dt =T,

donde 7 = dt(X). X" H) serd llamado el H-levantamiento de X a Rx 7*Q. Un célculo directo

muestra que X(¢"#) puede ser localmente escrito como sigue: ,

o o, 0X7\ 9
9q7" PP ag ) Gpa

. i a
(e"H) — 2 A
X T6t+X an-}—(

Nétese que si X es un campo de vectores tal que d¢(X) = 0 entonces X"} no depende de la

eleccién de la funcién H, es decir,

Xx{H) = x ()

para cada H,H' € C®(R x @) (compérese con la definicién de Saunders [124]).

Ahora, definiremos los dos siguientes tipos de simetrias de tipo puntual.

Definicién 2.1.4 Una simetria de Lie de Ey es un campo de vectores X en R x Q tal que

(Ey, X0 = Ey(d( X H)Ey .
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En otras palabras, un campo de vectores X en R X Q es una simetria de Lie si y solamente si

X("H) e5 una simetria dindmica de Ey.

Definiciéon 2.1.5 Una simetria de Noether en R X T es un campo de vectores X en R x Q
tal que

iyter, )y = df ,
para alguna funcién f € C®(R x T*Q). En otras palabras, un campo de vectores X en R x Q

es una simetria de Noether si y solammente si X)) es una simetria de Cartan.

Es evidente que si X es una simetria de Noether entonces X es una simetria de Lie. Nétese,

ademads, que si ¢ty X es una constante del movimiento de Ep, se deduce que
iy =d(eg X)),

y, entonces, X(¢"H) o5 una simetria de Noether cuya constante del movimiento asociada es

precisamente ¢ty X,

El siguiente cuadro resume la clasificacién de las simetrias para el sistema hamiltoniano

no-auténomo (R x T*Q,Qy, dt) anteriormente descrito.

simetrias infinitesimales iy = df [E'H,X(“"H)] — EH(dt(X(c'-H)))EH
puntuales
Rx@Q simetrias de Noether simetrias de Lie
simetrias igQpy = df [Eyg,X]) = Ey (dt(X)) Ey

infinitesimales

RxTQ simetrias de Cartan simetrias dindmicas

Sistema hamiltoniana (R x 7°Q, Q. dt)
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2.2 Espacios de evolucidon de orden superior

Sea () un variedad diferenciable de dimensién n y denétese por J¥(R, Q) la variedad diferencia-
ble de k-jets de todas las aplicaciones de R a Q. J*(R, @) sera llamado el espacio de evolucién
de orden k. Denotamos por §* : Jk(R,Q) — Q 'y por 7% : JHR,Q) — R las proyecciones
canénicas definidas, respectivamente, por 8%(jf0) = o(t) y m*(jfo) = t. J¥(R, Q) es, también,
un fibrado sobre J™(R,Q), 0 < r < k, siendo g% : JH*R,Q) — JT(R, @) la proyeccién definida
por Bf(ifo) = 5o ,

Sean (t,¢4,¢f,... yq), 1 € A < n, coordenadas inducidas en J¥(R, Q) a partir de coorde-

nadas locales, (g4), 1 < A < n, en Q, es decir,

¢ (o) = dt,(q oo(t), 1<i<k.

Sea dr un operador diferenciable que envia cada funcién f: J*(R,Q) — R en una funcién

dr f en J*t1(R,Q), localmente definida por

de'— ZH—].aA'

dr puede ser extendida, de la forma usual, a un operador sobre formas diferenciables (véase
[84}).

Las variedades diferenciables J*(R,Q) y R x F*Q pueden ser canénicamente identificadas.
Por lo tanto, los objetos geométricos en T*Q pueden ser transportados a J5(R, Q) a través
de esta identificacién. Si J, es la estructura casi tangente y € el campo de Liouville en T:Q

(véase [82]) denotaremos con los mismos simbolos los inducidos en J*(R, Q). Definamos
J_l =J1 -"Cl®dt.

En coordenadas locales, se obtiene:

Ji = Z(“rl)a T © (def — gfi,dt) .

1=0 ‘+1
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Si definimos J, = (J1)" y Cr = J»-—1 (1, obtenemos k — 1 tensores de tipo {1,1) como sigue:

Jo=J,—Cr@dt, 1< <k,

Recordaremos, ahora, los diferentes tipos de elevaciones de funciones y campos de vectores

en R x Q a J¥(R,Q) (véase Saunders [124]).

Definicién 2.2.1 Para A = 0,1,...,k, definimos la A-elevacion fA**) de una funcidn f en

R x Q a JX(R,Q) como la funcién
FORY = By dy f

Se obtiene que f(%F) = (G5 fy FOK) = (85 fFO7) 51 0 < A < r < k. Es evidente que

dp fO*) = fO+LER) Fp coordenadas locales, obtenemos

k
f(»\+1.k+1)= 3f(A.k) R 8 f(AR)
. a -LJ‘I';+1 3q:4

t i
i=0

Denotamos por 2F(R, Q) el sistema de contacto localmente generado por las formas de

contacto {véase [11]):

0f=dgt —qhdt, 0<i<k-1.

Proposicién 2.2.1 Sea X un campo de vectores en R x (. FEntonces eziste un inico campo

de vectores X(5*) en J¥(R, Q) tal que

L (B5).X"™H = X,

2. Lx(k,k)ﬂf es una combinacion lineal de las 1-formas de contacto o, equivalentemente,

QF(R, Q) es invariante por X %:F),

X (%5} s llamado la k-elevacién de X a J*(R, Q). Si X se escribe localmente de la siguiente

forma:

9 40
X-—-T'a—t-{-X an,
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entonces, la expresién local de X ) es (véase [124]):

o 5 ! P
{kk) _ Ar(ik) i &
X =TH T 3 A + ; ((X Z 'h‘( i th+1)§"‘“
JH+h=1

I#0
Observacion 2.2.1 Si denotamos por

XA =dgM(XER) 0<i<k,

se obtiene

dT(X,A) ‘I:+1dT(T)“ :+1=

donde T = dt(X). &

Observaciéon 2.2.2 De la Proposicion 2.2.1, se sigue que
[X R y Bk = [ X, Y] (RA)

para cualesquiera campos de vectores X,Y en Rx Q. #

Definicidén 2.2.2 Un campo de vectores £ en J*(R, Q) se dice que es una ecuacién diferencial

de orden (k + 1) no-autdénoma ((k + 1)-NODE, para simplificar), si J1€ = Cy y 1§ = 0.

La ecuacién diferencial de orden (k + 1) £ se expresa localmente por

k-
6
§ +£"
—~ +13A k

donde £4 = EA(t,qA,qf,...,qf). Una curva ¢ : R — @ se dice que es una solucion de £ si
j*¥o : R -~ J*(R, Q) es una curva integral de £. Asi, o(t) = (¢#(¢)) es una solucién de £ si y

solamente si es una solucién del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no-autdnomas de

dk+1 A d B dk B
Ti;k.}.]: = 6‘4 (t1qB(t)! C;Lt”—d-t-k_') ; 1 < A <n.

orden k£ + 1:
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2.3 Sistemas lagrangianos no-auténomos de orden superior

Sea L : J¥(R,Q) — R un lagrangiano no-auténomo (o dependiente del tiempo) de orden k

con energia
: 1
Br=3 (-1 58870 (&7 NG L) - (8L
r=1 ’

La 1-forma de Poincaré-Cartan esta definida por

k
1
0= (-1 SN (a7 (dr L)) - (8P Lt
r=1

y la 2-forma Poincaré-Cartan por

o, = ~dO .

Ey, es una funcién definida en J2*~Y(R,Q), y O y ©, son formas en J?*~1(R,Q). El fibrado
de jets J*~1(R,Q) es precisamente el espacio de evolucién del sistema lagrangiano definido

por L. En coordenadas locales, obtenemos

k=1
Er = Y afubya-Lgd,. .. af),
=0
k-1
Or = ) piyadel - Erdt,
=0
0, equivalentemente,
k-1
Op =Y piyabf + Lat, (2.3.3)
1=0

donde {p;/4;,0 < ¢ < k — 1} son las coordenadas generalizadas de los momentos de Jacobi-

Ostrogradskii definidas por

keicl o
Pya= Y (=1Vdr | ,0<i<k—1.
s dq

g+l

El lagrangiano L se dice que es regular si la matriz hessiana (02L/8¢f!8¢f) es regular.

Entonces,

(QLy" Adt#0,
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y asi (1, dt) define una estructura cosimpléctica en J*~1(R, Q). Por lo tanto, existe un inico

campo de vectores £, (el campo de vectores de Reeb para (2, dt)) en J*~1(R, Q) tal que
i, =0, dt(ér) = 1.

Ademds £ es una 2k-NODE en J*~Y(R,Q) que se denomina el campo de vectores de
Euler-Lagrange. Las soluciones de £, son precisamente las soluciones de las ecuaciones de Euler-

Lagrange:
k

1=0

Si calculamos los corchetes de Poisson definidos por (2, dt), obtenemos

{Qf':Q.qB} =0, {ﬁr/Aaﬁs/B} =0, {Qfaﬁs/B} = 6§6N ’
{e 1} =0, {Byast}=0,0<rs<k—1.

2.4 Simetrias de sistemas lagrangianos dependientes del tiem-

po de orden superior
Sea £ una (r + 1)-NODE en J'(R, Q).

Definicidon 2.4.1 Se dice que una funcion f : J'(R,Q) — R es una constante del movimiento

de £ si€f = 0.
Entonces, si v : [ — J'(R,Q) es una curva integral de £, f o ¥ es una funcién constante.

Definiciéon 2.4.2

1. .Una simetria de Lie de £ es un campo de vectores X en R x @ tal que
6, X0 = dr((B57") )€

donde T = dt(X).
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2. Una simetria dindmica de £ es un campo de vectores X en J'(R,Q) tal que

€, X] = &(r)¢,

donde T = dt()—().

Observacién 2.4.1 Denétese por D(£) el conjunto de todas las simetrias dindmicas de £. De
la Observacién 2.1.2, deducimos que D(£) es una subdlgebra de Lie de X(J"(R,Q)). Por la
Observacién 2.2.2 se obtiene que el conjunto L(£) es una subdlgebra de Lie de X(R x Q). #

Por supuesto, si X es una simetria de Lie, entonces X"} es una simetria dindmica de
¢. Es evidente que si X es una simetria dinimica, entonces X + g§, con g € C(J(R,Q)),
es también una simetria dindmica. De la misma manera que en la Observacién 2.1.1, se dice
que dos simetrias son equivalentes si difieren en un miltiplo de £. Cada clase de equivalencia

contiene un dnico representante Y tal que
[€,Y]=0, dt(¥)=0.
Este representante es, preciéamente, Y=X- dt()-()f, donde X es un representante arbitrario

de la clase de equivalencia.

Observacion 2.4.2 Un campo de vectores X en J™(R,Q) es una simetria dindmica si se veri-

fican las siguientes identidades:

X;B+1 =E(XjB)_Q;B+1£(T)’ 0<5<r-1, (2.4.4)

£P¢(r) = €(XF) - X(€F),

donde XP = dgP(X), r = dt(X) y €8 = dgPB(£). Obviamente, una simetria de Lie siempre
verifica la igualdad (2.4.4). #

Observacién 2.4.3 Supongamos que X es una simetria dindmica de £ que es proyectable a un
campo de vectores X en R x Q. Como X es una simetria dinimica, entonces se verifica (2.4.4),

y, por lo tanto, X = X(r7), &
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Sea L: J*(R,Q) — R un lagrangiano regular y &1, el campo de vectores de Euler-Lagrange.
Definicién 2.4.3

1. Un campo de vectores X en R x Q es una simetria de Noether de £, si
Lx(zk—l.'zk—n)@[, =df ,

para alguna funcion f en J*-YR,Q).

2. Un campo de vectores X en J¥-1(R,Q) es una simetria de Cartan s
Lz0p =df,

para alguna funcicn f en J*-YR, Q).

La definicidn de simetria de Cartan es consistente con la de la Definicién 2.1.3. En efecto,

df = Lxeinxd9L+diXeL
—igQy +d(O.(X)),

¥, entonces, i 3y, = d(OL(X) - f).

Observacidn 2.4.4 S5i X es una simetria de Noether de £, entonces

df = Lx(zk——l,?k—l)@[,
k-1

= E ((Lx(zk—lak—l)ﬁAli)G,A + ﬁA/.‘Lx(?k—l,‘lk-])G?) 4 X@F=126-0) 1 gy o Idr ,
=0

donde T = dt(X(?¥-1,2k=1)}  De la Proposicién 2.2.1 deducimos que f = (ﬁi‘i’ll)’g, con ¢ €
JFUR,Q).

Proposicion 2.4.1 Si X es una simetria de Noether, entonces X es una simetria de Lie de

L.

Demostracién: Supongamos que X es una simetria de Noether. Entonces, X (?=1.2k=1) o5

una simetria de Cartan. De la Proposicién 2.1.1 se deduce que X es una simetria de Lie. |
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5i X es una simetria de Noether, se obtiene

df = Lyperka26-10L

H

ty2k—126-1)dOL + diy(25-126-1)Op, ,
¥y, asi,
d (f _ @L(X(Zk—l.Zk—-l))) = —ix(zknl,zk—l)QL .

Por lo tanto,

£r (f _ OL(X(zk—l,zk—l))) = d (f _ @L(X(Zk-l.2k—l))) (€1)
= —ix{zk—l,ak—l)QL(fL)

= 0.

Entonces, g = f— O (X (25=1.2k=1)) e5 una constante del movimiento de £, y, también se verifica
que X(%=12k-1)g _

De la Observacién 2.1.4 se deduce que el conjunto C(£;,) de simetrias de Cartan de £ es una
subalgebra de Lie de X(J* (R, Q)). También, N(£L) es una subilgebra de Lie de X(R x Q).
De las Proposiciones 2.1.2 y 2.4.1, se deduce que

N(€L) € L&), Cl6e) € D(&r) -

Ahora, obtendremos una correspondencia entre las simetr{as de Cartan y las constantes del

movimiento.

Teorema 2.4.1 (Teorema de Noether y su reciproco) Si X es una simetria de Cartan
entonces F = f — QL()Z') es una constante del movimiento de £1,. Reciprocamente, st F es una

constante del movimiento de {1, entonces existe un campo de vectores Z en J*~1(R, Q) tal que

izQp = dF .
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Entonces, Z es una simetria de Cartan y cada campo de vectores Z + g€ es también una

simetria de Cartan siendo g JHE YR, Q) — R.

Demostracion: Véase la demostracidén de la Proposicién 2.1.2. |

Corolario 2.4.1 F es una constante del movimiento de £, si y solamente si eziste un tnico

campo de vectores X en J¥*~Y(R,Q) tal que dt(X) =10y Lz0p = d(0L(X) - F).

Demostracion: Se sigue del Teorema 2.4.1. i

Definicién 2.4.4 Un campo de vectores X en R x Q se dice que es una simetria infinitesimal

de L st
XER(L) = ~dr (85I

donde T = dt(X).

Por un célculo directo, deducimos que el conjunto 7{L) de todas las simetrias infinitesimales

de L es una subalgebra de Lie de X(R x @).

Lema 2.4.1 5¢ X es una simetria infinitesimal de L, entonces

ar

aAeé?

L y(z5-126-1)(Ldt) =

donde 7 = dt( X).

Demostracién: Si X es una simetria infinitesimal de L, se deduce que

Lyok-tae-nyLdt = (X(zk—l'zk_l)L)dt + Ldr

= —drrLldt+ Ldr

_ 37' AaT B 6 A

- L( Tl - ot et + dt+6Ad )
or

= Lyt

Proposicién 2.4.2 Si X es una simetria infinitesimal de L, O (X (2k-1.26~1) ¢5 ynq constante

del movimiento de &5,.
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Demostracién: Sabemos que la 1-forma de Poincaré-Cartan puede ser localmente escrita

como:

k-1
O = Z‘ﬁAﬁB? + Ldt .
=0
Del Lema 2.4.1 y de la Proposicién 2.2.1, se obtiene que
_ ¢ opA
Lx(?k—l,zk-—i)@[, - ’\Aai 3
para algin A}y € C®(J%*~Y(R,Q)). Entonces
i, Lytan-126-10 = Ny0(6L) = 0,
¥, por lo tanto, obtenemos £7,(@ (X (2F-1.2k-1))) = 0. |
Proposicion 2.4.3 Si X es un campo de vectores en R x Q tal que

LX(Qk—l.‘Zk—l)G')L =0,

entonces X es una stmetrig infinitesimal de L.

Demostracion: Obviamente, X es una simetria de Noether. De la Proposicién 2.4.1, se deduce

que X es una simetria de Lie y, entonces, obtenemos

0 = (Lx(zk—-l.zk—l)@L)(gL)
= XOk-12k-14@ (£)) ~ OL([XZk-12%-1) ¢,1)
= X131y L) L (2Rt (BB

donde 7 = dt(X). Asi, X es una simetria infinitesimal de L. 1

Resumimos los resuitados anteriores en la tabla siguiente:
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XER L = ~dr((8E1)"r) L
) . L (2h—1,2k— @L =df ,X(2k_1'2k—” =d 2k =2y
simetrias puntuales . , X &2 = dr((8) e
simetrias
RxQ infinitesimales de L simetrias de Noether simetrias de Lie

(€r, X] = €o(7)r

simetrias no puntuales Lx®w=df .
simetrias

JEH-YR, Q) simetrias de Cartan dindmicas

Sistemas lagrangianos no-auténomos de orden superior.

2.5 Relacion entre las simetrias infinitesimales del sistema la-

grangiano con las de su contrapartida hamiltoniana

Sea L : J¥(R,Q) — R un lagrangiano regular. La transformacién de Legendre-Ostrogradskii

es la aplicacidn fibrada
Leg : J*(R,Q) — Rx T*(J*"(R,Q))
localmente definida por

Leg(t‘lqAanl‘*?‘ ‘e 1QZAk—l) = (t!qA)-.'--:qf—l;ﬁA/O)' .- ,ﬁA/k-l) '

Como sabemos, L es regular si y solamente si Leg es un difeomorfismo global. Si Leg es un
difeomorfismo global, entonces se dice que L es hiperregular. Como en el caso auténomo y para

simplificar, supondremos en adelante que el lagrangiano L es hiperregular.

Sea £f, el campo de vectores de Euler-Lagrange en J2%*~ (R, Q). Definiendo # = EpoLeg™!

obtenemos

Ep = (TLeg)iL ,
Leg‘(ATk—lq - Hdt)=0yg,

Leg'(QH) = QL .
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Se deduce que Leg es un isomorfismo que transforma entre si las dos estructuras cosimplécticas
(Q,dt) y (g, dt)en J¥*-1(R, Q) y RxT*(T*~1Q), respectivamente. De este modo se obtienen

los siguientes resultados.

Proposicién 2.5.1 Sean X un campo de vectores en Jzk'l(R,Q) eY un campo de vectores

Leg-relacionado en R x T*(J*~Y(R,Q)), es decir, (TLeg)(X) =Y. Entonces

1. X es una simetria dindmica de £}, st y solamente si Y es una simetria dindmica de Ey;.

2. X es una simetria de Cartan si y solamente si Y es una sitmetria de Cartan.

Nétese que existe una correspondencia uno a uno entre las constantes del movimiento de £, y

Ey.
Proposicion 2.5.2 Sea X un campo de vectores en R x Q.
1. Si X(=15=1) o5 una simetria de Lie de Ey entonces X es una simetria de Lie de Er.

2. Si X(5=1E=1) ¢5 una simetria de Noether para el sistema (R x T*(J*"1(R,Q)), Oy, dt)

entonces X es una simetria de Noether para el sistema (J?*~Y(R, @), Qr,dt).

Proposicion 2.5.3 S5i X es una simeiria infinitesimal de L, entonces X es una simetria de

Noether.

Demostracién: Usando la Proposicién 2.4.2, deducimos que si X es una simetria infinitesimal
de L, entonces ©r(X(*-1.2%=1)} o5 una constante del movimiento de £z. En coordenadas

locales,

k-1
QXA 131y = %5 X - Epr,
=0

donde X = dgA(X(2k-1.2k-1)y y 7 = J1( X).

Puesto que
(LHX(k-l‘k-l))(ta 45411’,4/{) = X:'APA/'E - HT! 1< < k-1 +

deducimos que Op(X(2k-12k-1)} ¢ ;X (k=1k=1) estin Leg-relacionados. En consecuencia,

iy X(5=15-1) o5 una constante del movimiento de Eg. Asi, (X{(F~1F=1)"H) o5 una simetria
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de Cartan (de hecho una simetria de Noether) de Ey y, entonces, existe una simetria de Cartan
X de &1, que estd Leg-relacionada con (X =1E=1){(c"H) " Por lo tanto, X es proyectable v,

teniendo en cuenta, la Observacién 2.4.3, se deduce que X = X (2%k-1.2k-1) |
La siguiente proposicin es el resultado reciproco del obtenido en la Proposicién 2.4.3.

Proposicién 2.5.4 5i X es una simetria infinitesimal de L, entonces
Lyr-126-1y0p = 0.

Demostracion: De la Proposicidn 2.5.3 se obtiene que si X es una simetria infinitesimal de
L, entonces ty X ¥=1:5~1) &5 una constante del movimiento de Ey. En consecuencia, deducimos
que

L(X(J:—l,k—]))(c‘,H) ()\Tk-lq - Hdt) =0.

Como X (2k-1.2k=1) y ( x(k=1k=1)){c".H) ostin Leg-relacionados, obtenemos que

Lx(?k—l,’zk—l)OL =0. l

Observacién 2.5.1 Obtendremos una caracterizacién alternativa de las simetrias de Noether
que es similar a la de la simetrias infinitesimales de L. En efecto, no es dificil probar que un

campo de vectores X en R x () es una simetria de Noether si y solamente si

XERL = —dr (85" 1)L +dryg , (2.5.5)

donde g es una funcién en J*~ (R, Q). Si
L y(ak-126-1)0y, = df ,

deducimos que f = (ﬁff‘ll)"g. Este resultado se prueba siguiendo un método similar al usado en
las Proposiciones 2.4.3 y 2.5.4. La prueba de la Proposicién 2.5.4 deberia ser ligeramente modifi-
cada. En efecto, si X es un campo de vectores que satisface (2.5.5) entonces f— @ (X (2k~1.26=1))
es una constante del movimiento de £f. Se deduce que F = f— f_,H(X(k‘l*k‘”) es una constante

del movimiento de Egx. Por lo tanto, el campo de vectores X; — X (" H) o5 una simetria de
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Cartan con constante del movimiento asociada F, y, ademads, es proyectable sobre JEUR, Q)
en el campo de vectores X(*~14=1) Asi, deducimos que X(2k-12k-1) y X;— XEH) estan

Leg-relacionados, lo que implica que X es una simetria de Noether. #

El cuadro de la siguiente pigina muestra las relaciones entre las simetrias de sistemas la-

grangianos y hamiltonianos.

2.6 Ejemplo: Particula con spin sujeta a un potencial

Sea I : R x T?R® — R el lagrangiano no-auténomo regular de orden 2:
13 3

1
Lit,ghatsad) = 5 3 (el - 5 (@) - Vitah af),

A=1 A=1

donde (q“') = (¢',¢% ¢) son las coordenadas candnicas de R3. L describe el movimiento de

una particula con spin sujeta a un potencial V(¢,q%, ¢f!). Se deduce

A v

Po,, = qi4+Q;‘34—W,P1,A=—Q§4;
1

Or = po, 05 + 51, 07 + Lat

av
= (¢f +of - E,—A)afrza4 ~ qf'dqf!
3 3 3
( Z: Z Zl%‘*‘thA:%))dt

De las ecuaciones ix dOf = 0 e ix dt = 0, obtenemos el campo de vectores de Reeb

l\DIv—L
t\."la»---l

I R
L = a+913q‘4+Q2aA+Q3aq?
vV . BV 5 BV 5 BV

“(@ T - dtdgf —4h dqPoqt T % 3qf;6qA)3Q3

Sabemos que el lagrangiano regular auténomo

I\DI»—~

3 3
= 1
L(t,qA’qfqu;) = 5 Z(Q{‘ Z
: A=1- A=1
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X € X(J*(R,Q))
(62, X] = €.(dt(X)EL |~

o s Y € X(R x T=(T*-1Q))

Tleg(X)=Y

simetrias
dindmicas

X € Z(J*YR,Q)) T Leg(X)

v [En, Y] = Eq(d{Y))Ey

simetrias
dindmicas

Ly;Op = df

simetrias de Cartan

|

|X’ = x(2k—1,26-1)
X € ¥R x Q)

[EL X (2k—1,2k— 1]_d ((,@k 2) )

simetrias de Lie

X = y(2k-12k-1)

XeX(Rx@)
Lyor-120-1)0p = df

simetrias.de Noether

¥ =y H)

Y € (R x T*(T*1Q))
?:}",QH = dg
simetrias de Cartan

Y € X(J*Y(R,Q))
[Ey, Y ) = Eg(di(Y ) Ey

simetrias
de Lie

= y{c" i) T

Y e X(J*(R,Q))

y(ern g = dg

simetrias de Noether

X(k-—l,k—l) =Y

X € Z(R x Q)

i{X(k—l,k—l))(c‘,H)QH = d(LHX("‘_lvk‘l))

XeX(RxQ)
X(kkY — dT((ﬂk 1)
simetrias *

infinitesimales de L

Relacién entre las simetrias de sistemas lagrangianos y hamiltonianos.
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admite las siguientes simetrias infinitesimales de L

T = — 1< A<
A BqAal_. _3,
0 d
R = ¢F— AL < <3.
AB qan qan,l_A<B__3

T4 son las traslaciones y R4p las rotaciones en R>. Queremos estudiar cuando estas simetrias
infinitesimales de L son también simetrias infinitesimales de L.
Es evidente que T4 es una simetria infinitesimal de L si y solamente si la funcién V : R x
TQ — R verifica que
(T4)*VV =0,

es decir, si la funcién V no depende de g# (por ejemplo, si V = V(t,q*,¢% ql,q%,4%), entonces

T es una simetria infinitesimal de L). Por lo tanto, por la Proposicién 2.4.2, la funcién

oV

(L)) = fo = of +d - 57
1

es una constante del movimiento de £;,. Si, ademis, la funcién V no depende de q‘]"‘, entonces

el campo de vectores

a

Xq=q"—,
A qan

es una simetria de Lie de £1, es decir, [(X4)®%,£.] = 0, pero no es una simetria de Noether.

Ahora, la rotacién R4p es una simetria infinitesimal de L si v solamente si
(Rap)"MV =0.
Por ejemplo, si
V= f(t,¢,a0)a((a*) + (¢®)%, (¢f') + (aP)") .C #£ 4, B,

para cada una de las funciones f : R®* — R Yyg: R — R, entonces R4p es una simetria
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infinitesimal de L y la constante del movimiento asociada es

av v
YaB = OL((Rag)C®®) = (¢ + ¢f - %g)qg’ —(qf + 4% - @-)qé‘ —g3qP +qBqft .
1 1

Consideramos ahora el campo de vectores:

X es una simetria infinitesimal de L si X322 L = 0, lo cual es equivalente a X(')V = 0. Por

lo tanto, si V' es de la siguiente formas:
V = freife (fsef4q‘“‘+(fz-f4)qB + fsefqu + fsefzqg) ,

entonces se verifica esta condicién, donde las funciones f;, 1 < ¢ < 6, dependen solamente
de ¢°,qf,¢f v ¢§, con C # A,B. La constante del movimiento asociada a esta simetria
infinitesimal de L es

#:ﬁ0/A+ﬁU/B+EL'

De un modo sencillo es posible obtener también las simetrias infinitesimales y constantes
del movimiento para la formulacion hamiltoniana del sistema usando los resultados obtenidos

en la seccidn anterior.
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Parte 11

SISTEMAS LAGRANGIANOS
DEGENERADOS

79



Capitulo 3

Simetrias y constantes del
movimiento de sistemas

lagrangianos degenerados

Los estudios sobre sistemas lagrangianos degenerados comenzaron con los trabajos de Dirac
y Bergmann (véanse [38, 136, 137, 9]). Su algoritmo fué mas tarde globalizado por Gotay y
Nester [49, 51, 52], introduciendo en el estudio de estos sistemas la estructura casi tangente
que aparece de un modo natural en el espacio de fases de las velocidades (véanse también los
articulos de J. Klein [63] y J. Grifone [56]). Ademds, aunque existe una clara ambigiiedad de
la dindmica, las ecuaciones del movimiento han de ser de segundo orden.

Como ya hemos visto, es interesante obtener simetrias para integrar las ecuaciones del
movimiento (véanse Binz, Sniatycki & Fisher [9], de Leén y Rodrigues [82], Olver [109] y
Marmo [96}). Nuestra intencidn en este capitulo es obtener una clasificacién de las simetrias
infinitesimales de un sistema presimpléctico y derivar de ellas las correspondientes constantes
del movimiento. Asimismo, se prueban varios Teoremas de Noether. Los resultados se aplican
para el caso de sistemas lagrangianos singulares o degenerados, con definiciones compatibles con
el caso regular. Nuestro método es el siguiente. Primero, consideramos el caso de sistemas pre-
simplécticos admitiendo una dindmica global. Esta restriccion simplifica bastante el problema

y, como veremos, es el caso mas significativo. Después, consideraremos el caso general y apli-
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caremos los resultados anteriormente obtenidos a la variedad final de ligaduras que admite una
dindmica global. Un procedimiento similar también funciona para el caso no-auténomo y para
sistemas precosimplécticos. También, se estudia la contrapartida hamiltoniana relacionando las
dos partes por la transformacién de Legendre.

Estos resultados son la extensién natural de los trabajos de Crampin [32] y Prince [116, 117]
(véase también [82]) y completan los resultados de Carifiena y Rafiada [24], Marmo, Mukunda
y Samuel [99] y Ferrario y Passerini [42]. El caso independiente del tiempo fue estudiado
por Carifiena, Ferndndez y Martinez [19, 18, 17], usando la técnica de secciones a lo largo de
aplicaciones.

El capitulo estd organizado del siguiente modo. En la Seccién 3.1, recordamos el algoritmo
de ligaduras desarrollado por Gotay y Nester ([49, 51, 52]). La Seccidn 3.2 estd dedicada al
estudio de las simetrias infinitesimales de un sistema presimpléctico con dindmica global. En
la Seccién 3.3, extendemos estos resultados al caso c}e un sistema presimpléctico cualquiera.
La clasificacion de las simetrias infinitesimales se obtiene en la Seccién 3.4 y, se obtienen las
correspondientes constantes del movimiento para los sistemas lagrangianos degenerados. En
la Seccién 3.5, se estudia la relacién entre los formalismos lagrangiano y hamiltoniano. En la
Seccién 3.6 se considera el problema de encontrar una solucién que verifique la condicién de
ecuacion diferencial de segundo orden. Las secciones 3.7, 3.8, 3.9 y 3.10 se dedican a aplicar estos
resultados a los siguientes casos particulares: dindmica hamiltoniana generalizada, lagrangianos
afines en las velocidades, sistemas lagrangianos degenerados de tipo II y sistemas lagrangianos
degenerados con un grupo de Lie de simetrias. El caso de sistemas lagrangianos no auténomos
degenerados es estudiado en la Seccién 3.11 como una aplicacién de los resultados obtenidos

para un sistema precosimpléctico arbitrario.

3.1 El algoritmo de ligaduras

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, w una 2-forma cerrada con rango constante
y @ una l-forma cerrada. En este caso diremos que (M,w,a) es un sistema presimpléctico.

La dindmica se determina encontrando las soluciones de la ecuacién

IXw=a. (3.1.1)
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Como w no es simpléctica, (3.1.1) no tiene solucién en general, e incluso si existe no serd nica.
Sea b: TM — T"M la aplicacién definida del siguiente modo: b(X) = ixw. Al no ser w
simpléctica puede suceder que b no sea sobreyectiva o que tenga un nicleo no trivial, o ambas
cosas a la vez. Denotamos por kerw el m’acléo de b, es decir, kerb = kerw.

En [49, 51], Gotay y Nester desarrollaron un algoritmo de ligaduras para sistemas presim-
plécticos. Resumiremos, a continuacién, lo mas esencial de esta construccidn. Primero, se
consideran los puntos de M donde (3.1.1) tiene una solucién y se supone que este conjunto
My es una subvariedad de M. Desafortunadamente, puede ocurrir que estas soluciones en
M, no sean tangentes a M;. Entonces, debemos restringir M, a una subvariedad donde las
soluciones de (3.1.1) sean tangentes a M,. Procediendo de este modo obtenemos una sucesién
de subvariedades:

'—>Mk;>'--—->M2—¥M1=M..

Alternativamente, estas subvariedades de ligaduras pueden ser descritas como sigue:
Mi={zeM/alz)v)=0, VveT:M*,},

donde
T ME| = {veTuM [ w(z)(u,v)=0, Vue ToMi_, }.

Llamaremos a M la subva;’iedad de ligaduras secund;_rias, M3 la subvariedad de ligaduras terciarias,
y, en general, M; es la subvariedad de ligaduras i-arias.

Pueden ocurrir tres posibilidades: la primera que exista un entero k tal que My = 0 y
entonces la ecuacién (3.1.1) no tiene solucién; la segunda es que exista una subvariedad My # 0
pero dim My = 0, en este caso la ecuacidn (3.1.1) es consistente pero sélo admite la solucién
X = 0; y el tercer caso, que s el que nosotros consideraremos, es que el algoritmo se estabiliza,
es decir, existe un entero positivo kK € IV tal que My = My, y dimM; > 0. Entonces
obtenemos una subvariedad final de ligaduras My = My, en la cual existe un campo de vectores
X tal que

(ixw = a)/Mf . (3.1.2)

Si £ es una solucién- de (3.1.2) entonces cada soluciéh arbitraria en My es de la forma
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£ =¢+Y,donde ¥ € (kerw NTMy).

3.2 Simetrias y constantes del movimiento de sistemas pre-

simplécticos con dindmica global

En esta seccién, haremos una clasificacién de simetrias y constantes del movimiento para el
caso particular de sistemas presimplécticos que admiten una dindmica global (véase [24]).

Decimos que un sistema presimpléctico (M,w,a) admite una dindmica global si existe un
campo de vectores £ en M tal que £ satisface (3.1.1). Esta condicién se puede expresar también
de la siguiente forma:

a(kerw)(z)=0,Y2 e M .

Definicién 3.2.1 Una funcidn F : M — R se dice que es una constante del movimiento de £

si EF = 0.
Asi, si v es una curva integral de £, F o v es una funcién constante.

Definicién 3.2.2 Se dice que un difeornorfismo ¢ : M — M es una simetria de £ si ¢

transforma curvas integrales de £ en curvas integrales de £, es decir, TH(€) = £.

Definicién 3.2.3 Una simetria dindmica de £ es un campo de vectores X de M de modo que

su flujo estd formado por simetrias de £, o, alternativamente, si se verifica que [X,£] =.0.

Denotamos por X“(M) el conjunto de todas las soluciones de (3.1.1):
I“’(M) = {X € x(M)/ixw = a} .

Definicién 3.2.4 Se dice que una funcién F : M — R es una constante del movimiento de
X“(M) si F es constante a lo largo de las curvas integrales de cualquier solucion de (3.1.1).

Es decir, si F verifica que

XYMF=0.
De esta manera, si F' es una constante del movimiento de X¥( M), se verifica
(kerw)F =10,
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Definicién 3.2.5 Se dice que un difeomorfismo ¢ : M — M es una simetria de X (M) sio
verifica que

T$(€) € X*(M),
para todo £ € X¥(M).

Definicién 3.2.6 Una simetria dindmica de X“(M) es un campo de vectores tal que
[X,X“(M)] C kerw .

Observacién 3.2.1 Si la foliacién definida por kerw es una fibracién, entonces la variedad
cociente M = M/ kerw admite una estructura de variedad diferenciable y la proyeccién canénica
x: M — M es una submersién sobreyectiva. En este caso, existe una dnica forma simpléctica
@ en M tal que 7@ = w. Como habjamos supuesto que el sistema presimpléctico admitia una
dindmica global, la 1-forma a proyecta en una l-forma @ en M de modo que 7*& = . Como

@ es simpléctica, existe un dnico campo de vectores £ en M de tal que
w=a.
3

Es facil probar que todas las soluciones de (3.1.1) son proyectables y, de hecho, todas ellas

proyectan al campo de vectores £. De la Definicién 3.2.6, se deduce que
[X,kerul] C kerw .
As{, X proyecta en un campo de vectores X en M tal que
[X,§=0.

En otras palabras, X es una simetria dindmica de £. Este hecho justifica la Definicién 3.2.6. @

Observacién 3.2.2 Si F es una constante del movimiento de X*( M), entonces X F' es también

una constante del movimiento de X“(M) . En efecto, como (kerw)F = 0, se obtiene

[X,6)F = X(§F) - §(XF) = -&{(XF) =0,
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para todo £ € X“(M) .4

Denotamos por D(X*(M)) el conjunto de las simetrias dindmicas de X¥“(M). Sean X e
Y dos simetrias dindmicas de X*(M). Entonces [X,Y] es también una simetria dinamica de

X¥(M). Asi,

(X, Y]a xw(M)] = [X, [Y! xw(M)]] +[Y, [xw(M)a Xj

C [X,kerwj+ [Y,kerw] C kerw .
Por lo tanto, D{X“(M)) es una subdlgebra de Lie del slgebra de Lie de X(M), el dlgebra de

Lie de campos de vectores en M.

Definicién 3.2.7 Una simetria de Cartan de (M,w,c) es un campo de vectores X en M tal

que
1. ixw = dG, para alguna funcion G: M — R, e
2 ixa=0.

Proposicion 3.2.1 5t X es una simetria de Cartan de (M,w, a) entonces X es una simetria

dindmica de X (M) .

Demostracidn: Si X es una simetria de Cartan, entonces, para cada solucién £ de (3.1.1) se

obtiene

Hxgw = Lxtew—ie Lyw

Lya=d(ix a)=0.

Asf, [X,£] € kerw, y, por lo tanto, X es una simetria dindmica de X(M). |

Sea C(w,a) el conjunto de todas las simetrias de Cartan de { M,w, a). Mediante un senciilo
calculo se comprueba que si X e Y son simetrias de Cartan de (M, w, ), [X,Y] es también una
simetria de Cartan. Asi, C(w,a) es una subdlgebra de Lie de X(M). De la Proposicién 3.2.1

obtenemos que
C(w,a) C D(XEY(M)).
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Teorema 3.2.1 (Teorema de Noether) Si X es una simetria de Cartan de (M,w,a) en-
tonices la funcion G (como en la Definicion 3.2.7) es una constante del movimiento de (M) .
Reciprocamente, si G es una constante del movimiento de X¥“(M) , entonces eziste un campo
de vectores X tal que

iyw = dG ,

y, ademds,-X es una simetria de Cartan de (M,w,c) y, cada campo de vectores X + Z con

Z-€ kerw, es también una simetria de Cartan de (M,w,a).

Demostracién: En efecto, si G es una constante del movimiento de X“(M) , se verifica que

(kerw)G = 0. Por lo tanto, la ecuacién
iyw =dG P
tiene una solucién globalmente definida X en M y, ptiesto que

0 = £G=igdG =igix w

—ixlg w = —ix &,

deducimos que X es una simetria de Cartan de (M,w,a) y que cada campo de vectores X + Z,
con Z € kerw, es una simetria de Cartan.

Reciprocamente, si X es una simetria de Cartan de (M,w, @), entonces, para cada solucién
€ de (3.1.1), obtenemos

l=ixa= ixifw = “'l‘:Ein = _E(G) :

En consecuencia, G' es una constante del movimiento de X“(M). 1

3.3 Simetrias y constantes del movimiento para sistemas pre-

simplécticos arbitrarios

Sea (M,w,a) un sistema presimpléctico genérico. En general, (3.1.1) no tiene una solucién

globalmente definida como en la Seccién 3.2. El algoritmo de ligaduras nos permite obtener (si
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esto es posible) una subvariedad final de ligaduras M.
Empecemos, primero, considerando una estructura presimpléctica (Mf,j}w,j}a) donde
Jr+ My — M es la inclusién de M; en M. Sabemos que cada solucién de (3.1.1) es un

campo de vectores X en My tal que

(’i){w = O!)/M! . (333)

Siwm, = Jjw ¥ am; = jya, es ficil probar que si £ es una solucién de (3.1.1), entonces £ es

también una solucién de la siguiente ecuacién:
IXWM, = aM, (3.3.4)
Definimos los conjuntos:

XM (M)
X¥(My)

{X € x(Mf)/iwaf = aM, } )
(X € X(M) | (ixw=a)yy, }.

En consecuencia, X“(M;) C XM (My).

Si suponemos que el rango de wm, es constante, entonces (Mf,wa,aMf) es un sistema
presimpléctico con una dindmica global. Podemos, por lo tanto, aplicar todas las definiciones
y resultados de la Seccién 3.2 a este sistema presimpléctico.

Obtenemos que D(X*“*s(M;)) es una subdlgebra de Lie de X(M;) y Cwm,,an,)-es una
subdlgebra de Lie de X(M/). Como cada simetria de Cartan de (Mf,wMJ.,aMf) es una simetria

dindmica de X*“™s(M;), deducimos que
C(wa’an) c D(xuM!(Mf)) .

El Teorema 2.1 se reescribe ahora del siguiente modo:

Teorema 3.3.1 (Teorema de Noether) Si X es una simetria de Cartan de (My,wum,,am,),
entonces G es una constante del movimiento de X“™/(M;). Reciprocamente, si G es una

constante del movimiento de X*™1(Mjy), entonces eziste un campo de vectores X en My tal
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que

ixwm, = dG,

y, ademds, X es una simetria de Cartan y cada campo de vectores X + Z, con Z € ker WM, , €S

tambien una simetria de Cartan.

Como X*(M;) ¢ X*™1(M;), podemos distinguir otros tipos de simetrias y constantes del

movimiento.

Definicién 3.3.1

1. Se dice que una funcion F : My — R es una constante del movimiento &e XY(My5) st F
es una constante del movimiento a lo largo de las curvas integrales de las soluciones de
(3.3.3), es decir,

X(MpHF=0.

2. Se dice que un difeomorfismo ¢ : My — My es una simetria de X*(M;) si ¢ transforma

curvas integrales de soluciones de (3.8.3) en curvas integrales de soluciones de (3.3.3).

3. Una simetria dindmica de X*(M/) es un campo de vectores en M; tal que,

(X, X“(M{)] CkerwnTM; .

Ahora consideraremos difeomorfismos ¢ : M — M que preservan la 2-forma w y la 1-forma

a, (es decir, preservan la estructura presimpléctica):
Pw=w , a=a.

Proposicion 3.3.1 5i el difeomorfismo ¢ : M — M preserva la estructura presimpléctica,
entonces, restringe a un difeomorfismo ¢; . M; — M;, donde M; es la subvariedad de ligaduras

i-aria. En particular, ¢ restringe a un difeomorfismo ¢y : My — M.

Demostracién: Si i = 1, la Proposicidn es trivialmente cierta. Ahora, supongamos que la

Proposicidn es cierta para ¢ = m y probemos que también es cierta para : = m + 1.
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Probaremos que si v € TEM;,';, entonces To¢(v) € T¢,(x)M,f;. En efecto, para cada u €

T'4(z) Mm, obtenemos

w(B(z))(Tzd(v), u) = w(x) (v, Tyn)9~ (1)) =0,

puesto que w es ¢-invariante y Ty(y6~'(u) € Tz Mr, por la hipétesis de induccién. Se deduce
asi que

Tod(Te M) = Ty M5 .

Ya es solamente necesario probar que si € My, entonces #(x) € My 41, es decir, para

cada v € TM,,)M#;, a(¢(z))(v) = 0. Pero, como a es también ¢-invariante obtenemos
a($(z))(v) = a(z) (Ty)¢ ' (v)) = 0. I

Corolario 3.3.1 Sea X un campo de vectores en M tal que
1. ixw = dG, pare cada funcion G : M — R,
2 ixo : 0.
Entonces, Xp, es una simetria de Cartan de (My,wpr,,an,).

Demostracion: Como el flujo de X estd formado por difeomorfismos que preservan la estruc-
tura presimpléctica, entonces, por la Proposicién 3.3.1, X es tangente a M. Ademds, como X

verifica que

ixw=dG ,
la restriccién de X a M también verifica que
iXIM]wa = d(Gym,) -
Finalmente,
zx,Mf aM, = 0.

En consecuencia, Xm, es una simetria de Cartan de (Mf,wa,aMf) y G/Mf es una constante

del movimiento de X7 (My). 1
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Ejemplo 3.3.1 Sea el sistema presimpléctico (Rs,w,a) definido por:

w = dzy Adzy — dzg A dz,

0 = 4dT4 — r3drs — T5dTa

donde (z',2%,27 2%, 2% 2%) son las coordenadas cartesianas en R®. Es facil probar que kerw
estd generado por 0/0zs y 8/0ze. La tinica ligadura secundaria es ¢; = z3 = 0. Como no hay

ligaduras terciarias, el algoritmo de ligaduras termina en M, es decir,
My = My = {(z1,22,23,24,5,76) € R® / 23 = 0} .

Las soluciones de la ecuacidén
(ixw = a)/M,

son

XMy = 9:4(%1 + kerw .

Si denotamos por j : M; — RS la inclusién canénica de My en R®, entonces
JTw = WM, = dzy Adzy .
Asi pues, kerwyy, estd generado por 0/8z,, 8/8z5 y 8/8z6. Las soluciones de la ecuacién
ixwMm, =J o
son

w 0
XM (M) = 2 + kerway, .

Entonces, X“(Mjy) estd estrictamente contenido en X“M/(M;). Estudiaremos las simetrias y
constantes del movimiento del sistema presimpléctico (M,w, a).
Una funcién F : My — IR es una constante del movimiento de X“(M;) si verifica las

siguientes condiciones:
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4831_ Toxs 7 Qze

Por lo tanto, cada funcién F que dependa solamente de z y z4 s una constante del movimiento
de X“(My). Por ejemplo, Fi(z1,22,74,25,%6) = T4 ¥ Fy(z1,%2,24,%5,Z6) = T2 Son constantes
del movimiento.

Una funcién F : My — R es una constante del movimiento de X“"s(M/) si se verifica
que : .
aF oF arF oF

I4a—m=0,6—$;= ,E;=0,6—%=0-

Las funciones F' que son constantes del movimiento de X*“*/(M;) son aquellas que dependen

unicamente de z4, por ejemplo:
Fi(z1,%2,74,75,%6) = 24 -

Obviamente, todas las constantes del movimiento de ¥“*s (M) son también constantes del
movimiento de X“(M/).

El campo de vectores X = 8/8z; on R® verifica que
txw = dG, donde G(zy,z2,23,24,25,26) = 74, txa =0,

Del Corolario 3.3.1, deducimos que X es una simetria de Cartan de (Mf,wa,aMf) y G/M! es

una constante del movimiento de X“"7(M/).

3.4 Simetrias y constantes del movimiento para sistemas la-

grangianos singulares

Sea ¢} una variedad diferenciable de dimensién n. Considérese un lagrangiano L : TQ — R
0L )
9¢A3¢B
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sea singular. A este tipo de lagrangiano se le llama lagrangiano singular o degenerado. Sea Fj
la energia asociada con L, definida por E;, = CL — L, donde C es el campo de vectores de
Liouville en T'Q). Denotamos por ag la 1-forma de Poincaré-Cartan definida por of = J™(dL)
¥, por wy, la 2-forma de Poincaré-Cartan definida por wy = —day, donde J es la estructura casi
tangente canénica en 7'Q.

Si (¢, ") son coordenadas fibradas en T@, se obtiene
SN )
Ep = Z qA—A - L(quéA) )
A=1 aq

ar = Zn:—q.f;dq“‘,

A
A=1 3q
9L &L
= = A Ad B — d A -B )
“L 9gA0q8 1 7+ 8¢A0qB 9" Adg

Supongamos que la 2-forma wy, tiene rango constante. Aplicamos el algoritmo de ligaduras
al sistema presimpléctico'(TQ,wL,dEL). Se obtiene la siguiente sucesién de subvariedades de
ligaduras:

..—;Pk-—-—)---—)PS—sz—'*Pl:TQ-

Si el algoritmo se estabiliza, entonces existe un entero k tal que Py y = P, = Py Pres
la variedad final de ligaduras. Asi, podemos trasladar todas las definiciones y resultados de la
Seccién 3.3 a este caso particular.

Denotamos por X°¢ |a elevacidn completa y por .X” la elevacidn vertical a T@ de un campo

de vectores X en (.

Definicién 3.4.1 Se dice que un campo de vectores X en Q es una simetria de Lie de X“F1 (P;)

51
1. X°€ es tangente a Py,
2. [X;Pf,?f“”’f(Pf)] C kerwp, .

El conjunto £{X"“"f(P;)) formado por todas las simetrias de Lie de X“*f( P;) es una subdlgebra
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de Lie de X(Q). Ademas,
(L1 (Py))yp, C D(X71(Py)) .

Definicion 3.4.2 Se dice que un difeomorfismo ® : ) — @ es una simetria de L si LoT® = L.

Se dice que un campo de vectores X en () es una simetria infinitesimal de [ si
X°L=0,

es decir, st su flujo estd formado por simetrias de L.

Si denotamos por I(L) el conjunto de todas las simetrias infinitesimales de L, entonces J(L) es

una subdlgebra de Lie de X(Q).

Proposicién 3.4.1 5i X es una simetria infinitesimal de L, entonces 8(X)p, = (X L)sp, .

es una constante del movimiento de X*71(Py).

Demostracion: En coordenadas locales, se obtiene

xep = xA 9L N p0X4 8L

an q an an =0

It
g

A
Lxcay Vdg? + = ===dq”
q q

848
8L ax4 9L AL 6XA

A -B B

(X aq"ﬁé‘gﬂ —ag? 07 0¢° * A4 BQB)d
9 .

(pp0xe) aa®

= 0.

Pero, si Ly:ay = 0, entonces

ixewr = d(ar(X°)) .
Ademads, X°Ep = 0. Obtenemos el resultado requerido aplicando el Corolario 3.3.1. 1
Procediendo como en la prueba de la Proposicién 3.4.1 deducimos que I{L} C £{X“?r (Pf)).
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Definicion 3.4.3 Se dice que un campo de vectores X en  es una simetria de Noether si
X°L=G",

para alguna funcion G en @, donde G° denota la elevacidn completa de G a TQ.

Siguiendo un procedimiento similar al usado en la Proposicidn 3.4.1, podemos caracterizar una

simetria de Noether como sigue:
1. txewr = dF, para alguna funcién F,
2. X°Ep =0.
En efgcto, podemos elegir F' = oy (X°) — G, donde G¥ la elevacién vertical de G.

Proposicion 3.4.2 5i X es una simetria de Noether, entonces a;(X°®) — G es una constante
del movimiento de X“71 (Py).
Demostracion: Véase la prueba de la Proposicién 3.4.1. |

Denotamos por N(L) el conjunto de todas las simetrias de Noether. Entonces, N(L) es una

subdlgebra de Lie de X(@Q)} y se obtienen las siguientes inclusiones:

I(L) C N(L) C L(X"1(Py)),

(N(L))jpf G C(wpf,ap!) .

3.5 Relacion con la formulacién hamiltoniana

Sea L : T() — R un lagrangiano arbitrario. La aplicacién de Legendre Leg : TQ — T*Q se
escribe localmente

Leg : (¢, ¢%)~ (¢°,pa),

siendo p4 los momentos definidos por ps = OL/3¢*. Si L es singular, Leg no es un difeo-
morfismo. Sin embargo, supondremos que L es casi regular, es decir, My = Leg(TQ) es una
subvariedad de T*Q y Leg es una submersién sobre M) con fibras conexas. La subvariedad M,

serd llamada la subvariedad de ligaduras primarias.
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Sea Ag la 1-forma de Liouville y wq = —dAg la forma simpléctica canénica de T*Q.
Como el lagrangiano es casi regular, la energia £y es constante a lo largo de las fibras de

Leg. Por tanto, Er, proyecta en una funcién h; en Mi:
h(Leg(z)) = Ei(z) Vo € TQ .

Si denotamos por g; : M; — T*Q la inclusién canénica de My en T*(), obtenemos un
sistema presimpléctico (M1, (g5)*Qg,dh1). Si aplicamos ahora el algoritmo de ligaduras, obte-

nemos una sucesion de subvariedades de ligaduras:
= My — s My My

Denotaremos por My la subvariedad final de ligaduras (si existe) para este sistema presimpléc-
tico. La transformacién de Legendre restringe a cada subvariedad P;, ¢ > 1, de TQ y entonces
obtenemos una familia de submersiones sobreyectivas Leg; : P; — M; que relacionan las
subvariedades de ligaduras P; y M;. De hecho, Leg; es una fibracién, para todo i. Ademads, la
variedad cociente F;/ker Leg,p, es difeomorfa a M;. El siguiente diagrama conmutativo ilustra

esta discusion:

1Q bes T°Q

. L

h \ 90

Pz M 1

Leg,

j2 \ N

Py My
M;

Py

N
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Comnsidérense las ecuaciones

(ixwr = dEp),p, (3.5.5)

(ixwn = dha) gy, (3.5.6)

Gotay y Nester (véase [51]) han probado-que la formulacién lagrangiana y hamiltoniana son
equivalentes en el siguiente sentido. Dado un campo de vectores £ € X(Py) que es una solucién
de (3.5.5) y Legy-proyectable, entonces su proyeccién Z = T Leg;(€) es una solucién de (3.5.6).
Reciprocamente, si Z € X(M;) es una solucién de (3.5.6), entonces cada campo de vectores en
Py proyectable en Z es una solucion de (3.5.5).

Sean ji—1: Pi —TQ y gi-1: M; — My, 1 < i, (donde go es ia identidad) las inclusiones

. canénicas, ¥ gi_; = g4 © gi—1, 1 € i. Denotemos por

wp. = J:'QJL, ISlSk

(9)"(Qq), 1< i<k

WM,
las restricciones de wy y wg a P; y M;, respectivamente. Es ficil probar que
wp; = Legiwpy, y 57 Er = (Legi) g7 by -

Proposicion 3.5.1 Si F' es una constante del movimiento de waf(Pf) entonces F' es proyectable

en M; y su proyeccion F es una constante del movimiento de X7 (My).

Demostracion: En efecto, si I’ es una constante del movimiento de X“77 (P;) entonces
(ketwp }F =0.

Pero, puesto que kerwy, N TPy C kerwp,, deducimos que (kerwz N TPs)F = 0. Ahora, como

kerT Legy C kerwg NT Py, F es proyectable. Si Zwa es una solucién de la ecuacién

z'Xwa = g}(dhl) N
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entonces cada campo de vectores £ en P; proyectable en Z‘*’Mf es una solucién de la ecuacién
inpf- = dj}EL y (3.5.7)

puesto que

iewpf - j}(dEL) iE(Leg}wM!) - Leg; g}(dhl)

= Leg} (:‘Zw! wh, = g}(dhl))
= 0.

Por lo tanto, £ es una solucién de (3.5.7). Como £F = 0, obtenemos que ZwM,(F) =0. 1

Proposicién 3.5.2 S5i F es una constante del movimiento de X“L( P;), entonces F es proyectable

en My y su proyeccion F es una constante del movimiento de XM My).

Demostracién: En efecto, si Z,, Ay €8 UnA solucién de la ecuacién
(ixway = dha)yy,

entonces cada campo de vectores £ en Py proyectable en Zuy, ©s una solucién de (3.5.5). Asi,

como {F = 0, deducimos que Zle F=0. 1
Proposicidén 3.5.3 5t X es una simetria de Cartan de (Mf,wa,g}(dhl)), entonces cada cam-
po de vectores X' en Py tal que TLeg;(X') = X es una simetria de Cartan de (Pr,wp;, 57(dEL)).
Demostracién: Si un campo de vectores X en My verifica que

1. ixwpm, =dG ,con G: My — R,

2. X(him,) = 0,
entonces para cada X’ € X(Py), con T'Legs(X') = X, obtenemos

L. ixwp, =dG’, con G' = Leg}G,

2. X(Er/p,) = 0.
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En consecuencia, X’ es una simetria de Cartan de (Prywe,, 53 (dEL)). 1

Proposicién 3.5.4 Si F es una constante del movimiento de Zyuy, » donde este campo de

vectores es una solucion de la ecuacion

(inMl = dh’l)/ﬁ/{'f 3

entonces (Legs )" F es una constante del movimiento para cada £, tal que Tlegs(bu,) = Zu,.
Si F es una constante del movimiento de ZQ,M!, donde este campo es una solucion de la
ecuacion

ixwa, = gy(dh),

entonces (Legs)™F es una constante del movimiento para cada Ewpf tal que TLegf(fwPf) =

Zur, -

Demostracion: Se sigue directamente de la equivalencia de las formulaciones lagrangiana y

hamiltoniana. |

Consideremos el operador ¢ definido en los capitulos anteriores. Recordemos que la elevacién
completa de un campo de vectores X en @ a 7" es un campo de vectores X¢ definido como
sigue: .

ixewg = d(1X). (3.5.8)

Localmente, obtenemos

& axB b
8gA " PP oA aps

X = XA
{véase de Leén y Rodrigues [82])

Proposicion 3.5.5 Sea X un campo de vectores en M tal que X°L = 0, es decir, X es una
simelria infinitesimal de L. Entonces X°¢ es Leg,-proyectable y su proyeccion es Xf;;dl' Ademads,

(97)7¢(X) es una constante del movimiento de X*™/ (M; ).

Demostracidon: Primero probaremos que X°© es proyectable en M;, es decir, X¢ verifica que

(X, ker T Leg] C ker T'Leg .
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Como ker TLeg = kerwy, N V(TQ), entonces, si Z € kerwy, se deduce que

yxezwL = Lxcizwp —igLyewr
= —igdixewy — iziyedwy,

= 0.

Por lo tanto, [X¢ kerwr] C kerwr. Si recordamos que J[X¢,V] = 0 para cada campo de
vectores vertical en TQ, deducimos que X es proyectable.

En coordenadas locales, se obtiene

i} X4 o
c _ yA -8B
= Y ragn
Entonces,
i) dXB 9L & L 8
TLeg (X©) = { X4 i© B_'__)
91(X%) ( 9" " 5¢C 3583 9ps T 5470 Bpa JMy

Pero, como X[ = 0, se obtiene

B
TLeg X = (.XA 2 axX? a ) o
ad /M,

- =Xy .
% " PG opa /M

Ademas

ixsh, w1 = d(g})"eX

M

Legi(Xjp, h1) = X%(EL) .

Asi, X;;JI hy = 0. Ahora, del Corolario 3.3.1 y del Teorema de Noether, se obtiene el resultado.
|

Ejemplo 3.5.1 Considérese la funcién lagrangiana L : TR® — R definida por

1,. ]
L= 5(‘11 +d2)° .
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(véase Krupkova [66]). Aqui, (¢!,¢%, ¢°) son las coordenadas cartesianas en R> que inducen
coordenadas (¢!, 4%, ¢%,¢',4%,¢%) en TR®.

La energfa, la 1-forma y la 2-forma de Poincaré-Cartan son, respectivamente:

i, . )
ErL = CL—L=§(91+(12)2=L,

(g1 + g2)dqy + (§1 + G2)dgs

ar,

WL

dqy A dgy + dgy Adgy + dga A dgy + dgy A dgy .

Es facil probar que kerwy, estd generado por

2.0 0 2 8 0
Oq 0qy Ogz’ 041 04y’ g3’
No hay ligaduras secundarias, es decir, existe una solucién global de la dindmica. Las
soluciones de la ecuacidn

txwr = dEy, ,

estdn determinadas por

d )
wi . ]
XNTQ)= ¢ —-aql + q2—392 + kerwy, .

Una funcién F : TQ — R es una constante del movimiento de X2 (T'Q) si se verifican las

siguientes condiciones:

. O0F OF 9F OF oF o0F OF oF

—+ @— =0, -—=0, =0, = —-5—-=0, 7—=0.
n g1 qzaq2 01 Oga dqs 3G Oqq g3

De este modo, cada funcién F(¢, ¢2) tal-que dF/0¢, = 0F/d¢; es una constante del movimiento
de X (TQ). Por ejemplo,

F(q1,92,93,41,42,43) = g1 + G2 ,

es una constante del movimiento de X**(7'Q)). Por el Teorema de Noether, obtenemos simetrias

de Cartan para la constante del movimiento F, que son, precisamente, las soluciones de la
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ecuacion

iywr = dF' .
Entonces,
18 1 8
See—t -t 7
29q; T 20g, T

donde Z € kerwy,. De hecho, 8/8q, y 8/8¢, son simetrias infinitesimales de L. Por la Proposi-

cion 3.4.1 se deduce que

ad

aL(g;}:) =ar{z=)=d1+ ¢

Og2
es una constante del movimiento, precisamente, F.

Ahora, estableceremos la formulacién hamiltoniana para este ejemplo. Puesto que

H_aL_.l .2 _aL_.l .2 _aL_

deducimos que la subvariedad M; de T"Q est4 definida por las siguientes ligaduras primarias:
. $pr1=pr—p2=0yda=p3=0.
Si elegimos coordenadas (¢*,¢?%,¢% p1) en M, obtenemos que
wa, = (g1)'we = dg' Adpy +dg* Adpy
donde
ai(d"4%, 6% p) = (¢', ¢, 6%, m,1,0) -

La energia hamiltoniana h; es

Asi, kerwpy, estd generado por
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y todas las soluciones de la ecuacién
ixwa, =dhy,
son
XM (M) = i-!-ke w
A 1) =M 6(]1 TWan -

Como sabemos, una funcién F : M; — R es una constante del movimiento de X“M (My)

si y solamente si
oF 0 B_F _a OF OF _
P =" 3@ T B B

por lo que F ha de ser de la forma F = F(p;).

3.6 El problema de la condicion de ecuacién diferencial de

segundo orden
Sea Z un campo de vectores en M/ tal que
(izul = dh‘l)/Mf .
Sabemos que
PylkerTLegs = My .

Dado un campo de vectores X en P; que proyecta en Z, podemos encontrar un inico punto y
en cada fibra de Legys tal que X verifica en y la condicién de ecuacién diferencial de segundo
orden, es decir, (JX), = C, (véanse [49, 52]).

En coordenadas locales, si X se escribe localmente como

d o4 @
- xA a9
X=Xtgg+Xios,

y si 2 = Legs(y) € My, e identificamos a z con la fibra que contiene a y, deducimos que X es
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es tangente a las fibras. Sea o(t) = (¢ (t), ¢*(¢)) la curva integral de U que contiene al punto

% con coordenadas (qg‘,qg*). Deducimos que
o(t) = (g8, X4 — e (X" - @) .

Pasando al limite obtenemos:

y = lim a(t) = (¢, X%).

t~—+o0

Asi, el punto § con coordenadas (g3, X“) estd en la misma fibra que ¥, puesto que las fibras
son cerradas. Ademds, U(y) = 0, y asi, X verifica la condicién de segundo orden en el punto 7.

Hemos obtenido una seccién diferenciable oo : My — P; de Legy. Su imagen § = a(M/)
es, por lo tanto, una subvariedad de Py, en la cual X verifica la condicién de segundo orden.
En general, X no es tangente a 5, pero el campo de vectores £ = Ta(Z) si que es tangente a

§. Ademds, €' es una solucién de la ecuacidén

(ixwp =dEyL) s ,

y también verifica la condicién de segundo orden.

Ahora, estudiaremos la relacion entre las simetrias y las constantes del movimiento en §

con las definidas en Py.

Proposiciéon 3.6.1 Si Zwa es una solucion de la ecuacidn
ixwa, = dhiyn, (3.6.9)
entonces el campo de vectores £ = Ta(Z,,,,Mf) en S es una solucion de la ecuacion

ixws = dbp s , (3.6.10)
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donde wg = j*wy, siendo j la inclusion candnica de § en TQ.
Reciprocamente, si £ es una solucidn de (3.6.9), entonces Z = Ta™'(£') es una solucion de

(3.6.10).

Demostracidon: De hecho,

%'Efws = !'Taz(a*wM!)

(a—.l)al (iZwa) 3

¥, COmMo

dEL,s = (™'Y (dhiy, ),
obtenemos el resultado requerido. [

Puesto que § y M; son difeomorfos y la dindmica en ellos es equivalente, existe una e-
quivalencia completa entre las simetrias y constantes del movimiento via «, y, también, via

Legs/S: 5 — My,

3.7 Dinamica hamiltoniana generalizada

En esta seccidn estudiaremos la relacién entre las simetrias y constantes del movimiento para
un sistema lagrangiano en T'¢) y las simetrias y constantes del movimiento para el sistema
presimpléctico definido en 7°Q ® TQ. Esta formulacién usando el espacio 7"Q & TQ fue
establecida por Skinner y Rusk {133, 134] (véanse también Carifiena y Lépez [22, 93], de Leén
v Rodrigues [82}).

Sea ¢ una variedad diferenciable de dimensién n. Considérese la suma de Whitney de 7=

con TQ, que denotaremos por

Wo=TQaTQ.

Sean
m: T*QeTQ@ — TQ,

T T"QeTQ — TQ,

las proyecciones sobre el primer y segundo factores, respectivamente.
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Sea L : TQ — R un lagrangiano regular con energia E;. La 2-forma de Poincaré-Cartan
Wi, es, en este caso, una forma simpléctica y la transformacién de Legendre un difeomorfsmo
local. Si suponemos, ademds, que el lagrangiano L es hiperregular, la transformacién de Le-
gendre Leg : TQ — T=Q es un difeomorfismo. Denotamos por £, el campo de vectores de
Euler-Lagrange, por wg la forma simpléctica candnica en T*Q y por Xy el campo de vectores

hamiltoniano con energia H. Se verifica:

(Leg™")EL

TLeg(EL) = Xy,

I
=

(Leg'l)"wL = wg.

Definimos en Wo = T*Q @® TQ una 2-forma presimpléctica w = mjwg y una funcién
D: Wy — R por

D= {m,my) - m3L.

Si (¢*) son coordenadas locales en un entorno de U de Q, (g4,64) las coordenadas inducidas
en TU y (g”,pa) las coordenadas inducidas en T*U, entonces denotamos por (g%, p4,¢%) las

coordenadas inducidas en T*U @ TU. Localmente, expresamos D como sigue:

D(g*,pa,¢") = pad® — L(¢*,¢%) .

Hemos obtenido un sistema presimpléctico (Wp,w,dD) y podemos aplicar el algoritmo de
ligaduras a este sistema (véanse [93, 22!). La subvariedad de ligaduras W, de W es precisamente

Wy = Grafo(Leg). Denotemos por j; la inclusién candnica:
W, 25 wy .

W, estara locamente caracterizado por las siguientes ligaduras:

aL
¢A=PA—-8—Q_—E,A:].,...,H.
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Si consideramos, la 2-forma jjw = ww, en W, obtenemos que
kerww, = TWiEnTW, .

Como TWi* estd localmente generado por {#/8¢4}, A = 1,...,n, entonces un campo de
vectores X es tangente a W si y solamente si X(¢4);w, = 0, para todo A. Como L es regular,
8/04a, A =1,...,n no es tangente a W) y, por tanto, kerwy, = 0. Luego, (W1,wyw, ) es una
variedad simpléctica.

Puesto que.my /, y 72w, son difeomorfismos, podemos considerar las aplicaciones inversas

o ¥ « de estas proyecciones. Estan definidas como sigue:

[4 5T T‘Q il Wl

. oH
(qAan) U (qAa 5;;517.4)

g TQ —_— Wl

oL
A A A A
(q >4 ) L (q +4 '5;1?

Se obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

T Q

T W,

1

W1 Tr'wal

A

2 TQ

La condicién de que un campo de vectores X sea tangente a W), puede ser escrita de la
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siguiente manera:

et D O g D

— X
38 T opa dgA

Entonces, X es tangente a W, si y solamente si

62 L nA 62 L

xA_ 2=
dqAagF * i

=X, k=1,...,n.

Puesto que a3 es un difeomorfismo, el campo de vectores X = Taz(£y) estd bien definido.

Localmente, si
4 0

d
_'A_ —
=4 +£ 98’

JdqA

obtenemos

d %L 9L 7
—fzAa A -B B
X = (q dgA +¢ 8gA + (¢ 8P oA § an@qA)apA)fm .

Ademds, X es la solucién de la ecvacién
ixww, = dj D,

es decir, X es el campo de vectores hamiltoniano Xj:p.
Ahora estudiaremos la relacién entre las simetrias y contantes del movimiento de estos

sistemas.

Proposicién 3.7.1 Una funcidn g : TM — R es una contante del movimiento de & si y

solamente si (Tl'glwl )*g es una constante del movimiento de Xip-

Demostracidn: Puesto que Xj»p = (a3).(€L), se obtiene

Xi{D((”z,wl Yg)= (”?/w, ) (ELg)=0.

El reciproco es trivial, al ser w3 Jw, un difeomorfismo. |

Corolario 3.7.1 Una funcion g : T*M — R es una constante del movimiento de Xy si y

solamente st (W;lwl )*g es una constante del movimiento de Xirp.

Proposicién 3.7.2 Un campo de vectores X es una simetria dindmica de X+ p si y solamente

st (1, X y (T2, )« X son simetrias dindmicas de Xy y de £, respectivamente.
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Demostracién: En efecto, se deducen las siguientes equivalencias:

[X,XJ;D] =0& [(lew; ).:)-(,XH] =0& [(ﬂ‘z,wl_)‘)z,fl,] =0. 1

Proposicién 3.7.3 Un campo de vectores X en W, es una simetria de Cartan para el sis-
tema presimpléctico (W1, ww, ,dj} D) si y solamente si (71w, )« X es una simetria de Cartan de

(T*Q,wq,dH) o, equivalentemente, si (rrglwl )}« X es una simetria de Cartan de (TQ,wr,dEL).

Demostracién: Si

igww, =dFcon F: W, — R,

entonces

aqligww,) = ir, ) x%Q = d(aif) .

Si aplicamos @ y seguimos un procedimiento similar obtenemos que:
i(ﬂ'z/wl)--’?w[‘ =d{azf) .
Ademas,
X(JiD) =0 (1w, )« X)H =0 ((r2yw,)nX)EL = 0. &
Sea X un campo de vectores en Q. Existe un inico campo de vectores X{<") en Wy tal que
(m) X)) = Xy (1) X0 = x©

En coordenadas locales, si

a XA 8
¢ _ A Y -B -
Xo= Xga+td 5554
ax8 &

- a
& = XA_ _ —
8%~ PB B 0pa

entonces

. . 0 8XB 9 x4 8
{ec®) 2 x4 _ : B _
X = X A P gx 5ps T4 3B 5
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Asi, X(¢€") gg tangente a Wi si y solamente si

9L x4 9L axB
XA gt i o =|-pBo—
( 3 & T : ‘jB)/WL ( PB Do )/Wl ) (3.7.11)

es decir, si y solamente si Xy X¢ estan Leg-relacionados. Por lo tanto, si X es una simetria

infinitesimal de L, X verifica (3.7.11).

Proposicion 3.7.4 Sea X un campo de vectores en Q. Entonces,
XL=0&X"H=0& (X")D)y, =0.

3.8 . Lagrangianos afines en las velocidades

Sea @ una variedad diferenciable de dimensién n. Consideremos una funcién £ : Q — Ry

una l-forma g en Q. Obtenemos un lagrangiano afin en las velocidades en 7Q como sigue:
L=p+h",

donde 4 : TQ -—— R es la funcién definida por j{z,u) = {u(z),u) y h*(z,u) = h(z) con
veT.Q. Siu= aA(q)EqA, obtenemos

L =aa(q)d" +h.

Por lo tanto,

Fp = —-h",
ap = —PU ’
wy = du¥.

Como V(TQ) C kerwy, se deduce que

dimkerwy, < 2dim(V kerwy) .
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Asi, L es un lagrangiano de tipo III de acuerdo con la clasificacién de Cantrijn et al ([13]).

Apliquemos el algoritmo de ligaduras al sistema presimpléctico (7@, wr., dEL).

Para simplificar, supondremos que la 2-forma du es simpléctica. Por supuesto, se podria
haber analizado el caso general cuando u es degenerada, pero no habriamos obtenido nada
nuevo especialmente interesante. En el caso simpléctico, existe un campo de vectores X, tal
que

ix,dp = dh;

X es el campo de vectores hamiltoniano con energia h. Asi, el sistema presimpléctico (TQ,wr,
dEr) admite una dindmica global, puesto que la elevacién completa X; de X es una solucién

de la ecuacién

ix(—wr) = dEy . (3.8.12)

El conjunto de soluciones de (3.8.12) es
XHTQ) = X{ + V(TQ) -

Como el sistema presimpléctico (TQ,wy, Er) tiene una dindmica global, todas las defini-
ciones y resultados obtenidos en la Seccién 2.2 son aplicables a este caso.

La transformacién de Legendre estd definida por

Leg: TQ — TQ

A

(quqA) — (q 7“44)

La aplicacion
¢: Q@ — Leg(TQ) =M
(@%) — (¢%,a4)
es un difeomorfismo e Imp = My, Leg = 17g 0o ¢. Deducimos que Leg es una submersién con
fibras conexas. Entonces, L es casi regular. Si denotamos por j; : My — T*Q la inclusién
candnica, como ¢ es un difeomorfismo, obtenemos que la 2-forma jjwg = wp, es simpléctica. Si
definimos h; : M; — R por hyoLeg = Ey, se obtiene que ¢*hy; = —h y, ademds, ¢"wpy, = dp.

Entonces, los campos de vectores hamiltonianos Xy y X, estan ¢-relacionados puesto que las

110



estructuras simplécticas (du,—dh) y (war,,dh;) son simplectomorfas. Asi, el estudio de las
simetrias y constantes del movimiento de ambos sistemas es equivalente.
Nuestro propésito es encontrar la relacién entre las simetrias y constantes del movimiento

para el sistema simpléctico (@, du,dh) y el sistema presimpléctico (TQ,wr,dEL).

Proposicién 3.8.1 Si F' es una constante del movimiento de X, entonces F* es una cons-
tante del movimiento de X“*(TQ). Reciprocamente, si G es una constante del movimiento de
X¥L(TQ), entonces G es proyectable en () y su proyeccidn es una constante del movimiento de

Xs.

Demostracién: Si XpF = 0, entonces V(TQ)F* = 0 y, también, XiF® = 0. "Por lo tanto,
F? es una constante del movimiento de X**(T'Q). Reciprocamente, si G és una constante
del movimiento de X**(T'Q), puesto que V(TQ)G = 0, obtenemos que G es proyectable. Si

denotamos por ¢ la proyeccién de G en Q, entonces, como X{G = 0, deducimos que X»g = 0. 1

Proposicién 3.8.2 Sea X un campo de vectores en Q. Si X es una simetria dinamica de X,

entonces X° es una simetria dindmica de X**(TQ).

Demostracién:  Si [X, X;] = 0, entonces [X¢, X§] = 0. También, [X°,V] € V(TQ) ,VV €
V(TQ). Entonces, se deduce que

(X, X“4(TQ)] C V(TQ) = kerwr . 1

Proposiciéon 3.8.3 §i X es una simetria de Cartan del sistema presimpléctico (Q,du,dh)

entonces X¢ es una simetria de Cartan de (TQ,wr,dEyL), y reciprocamente. .

Demostracién: De hecho, si X es una simetria de Cartan de (Q,du,dh), obtenemos
ixdu=df y Xh=0.
donde f es una funcién en Q. Pero esto se verifica si y solamente si
ixedu’ =df* y X°h* =0,
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es decir, si X° es una simetria de Cartan del sistema presimpléctico
(TQ,wr = dp”  dE;, = —dh”). 1

De la Proposicién 3.8.3 obtenemos, como corolario, el Teorema 2 de la referencia {22). Este
Teorema asegura que si L es un lagrangiano regular y £ es el campo de vectores de Euler-
Lagrange, existe una correspondencia biyectiva entre las constantes del movimiento de &5, y las

simetrias de Noether del sistema presimpléctico (TTQ,day,dEY).

3.9 Reduccién de sistemas lagrangianos degenerados

Sea L : TQ — R un lagrangiano degenerado. Supongamos que se verifican las siguientes

hipétesis (véase [13]):
1. la 2-forma de Poincaré-Cartan wy, es presimpléctica, es decir, tiene rango constante,

2. el lagrangiano L admite una dindmica global,

3. la foliacion definida por kerwy, es una fibracién. En este caso, el espacio TQ/ kerwy,

= (T'Q)o admite una estructura de variedad diferenciable.

Suponiendo estas hipdtesis, existe una inica forma simpléctica &y, en la variedad diferenciable
(TQ)o tal que wy, = {wr})*(&L), donde 7z es la proyeccién 7 : TQ — (T'Q)o. Ademds, la
funcién energia Ej, es también proyectable puesto que (kerwy)Er = 0. Denotamos por E‘; su
proyeccién. Como ({(TQ),&r) es una variedad simpléctica, entonces existe un tinico campo de
vectores £ tal que verifica la ecuacién:
y cada campo de vectores £ € X“L(TQ) proyecta en &, es decir, Tr(€) = €.

El siguiente resultado da la relacién entre las constantes del movimiento y simetrias para el

sistema presimpléctico (TQ,wr,dEL) y el sistema simpléctico ({(TQ)o, %L, dﬁ,).

Proposicién 3.9.1 51 f : TQ — R es una constante del movimiento de X“*(TQ) en-

tonces f es proyectable en una funcion f que es, a su vez, una constante del mouvimiento
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de £. Reciprocamente, si f: (TM)o — R es una constante del movimiento de €, entonces

(wL)*f es una constante del movimiento de ¥“*(TQ).

Proposicién 3.9.2 5i X es una simetria dindmica de X“*(TQ) entonces X es proyectable y su
proyeccion X es una simetria dindmica de £. Reciprocamente, si X es una simetria dindmica

de €, entonces cualquier campo de vectores en TQ que es proyectable en X es una simetria
dindmica de X (T'Q). '

Proposicidon 3.9.3 5i X es una simetria de Cartan de {TQ,wr,dE}), entonces X es proyectable
y su proyeccién X es una simetria de Cartan de ((TQ)O,EJE,dE'E). Reciprocamente, si X es

una simetria de Cartan de ((TQ)O,GE,dEE), entonces cualquier campo de vectores en TQ que

sea proyectable en X es una simetria de Cartan de (TQ,wr,dEL).

Si suponemos, ademds, que kerwy, es una distribucién tangente (es decir, kerw;, es la ele-
vacién natural de una distribucién D en @, véase [13]), entonces la estructura casi tangente
canénica J y el campo de vectores de Liouville C en T'Q proyectan en una estructura casi

tangente integrable Jp en (TQ)o y sobre un campo de vectores Cp tal que:
JOCO =0 aLCoJU = _JO 3

respectivamente. De Leén et al [78] probaron que (7'Q)o admite una dnica estructura de fibrado
vectorial que es isomorfa al fibrado tangente TS de la variedad de singularidades de Cg y este
isomorfismo transporta la estructura casi tangente candnica y el campo de vectores de Liouville

de TS a Jo y a Cp, respectivamente (véase, también, [43]). Denotemos por ¢ el isomorfismo
p: TS — (TM)o.

Proposicién 3.9.4 Sea X un campo de vectores en . Si X¢ es WL-proyectable entonces eriste

un campo de vectores Y en § tal que
TH(Y)=Trr(X°).

Demostraciéon: Como kerwy, es una distribucién tangente involutiva, se deduce que kerw, =

D¢, donde D es una distribucién involutiva en Q. Por el Teorema de Frobenius, sabemos que
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existen coordenadas locales (z#,27) , 1< A< ky k+1< B < n, para cada punto ¢ de modo

que
a
D= (éz_B)
Por lo tanto
d 7]
keer = (ax—B ,&E—B) .

Asi, en estas coordenadas, podemos escribir la proyeccién 77 como
A B -4 .B A A
rr(z?,2%,2%,87) = (#,27) .

De la definicién de §, podemos encontrar coordenadas locales (y4, #4) tales que el isomorfismo

¢ se expresa localmente como sigue
oy, 7*) = (z4,34).

Usando estas coordenadas, la Proposicién se demuestra trivialmente. ||

Ademds, si Y es un campo de vectores en 5, entonces existe un campo de vectores X en @
tal que
Trr(X¢) =To(YS).

De hecho, para cada campo de vectores X’ en @, con X’ = X + Z, donde Z pertenece a D,

obtenemos

Try (X)) = TH(YE) .

Denotamos por wg = ¢*@z y por ¢ = ¢*Ey, los “pull-backs” de Of y E‘I, respectivamente.
De este modo, (7'S,ws,dg) es un sistema hamiltoniano, y existe un inico campo de vectores
£s tal que

1:55 wg = dg -
Obviamente, &5 = (T¢)~1(£). De la Proposicién 3.9.4, se deduce el siguiente reultado.

Proposicion 3.9.5 Sea X un campo de vectores en Q.
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1. 51 X es una simetria de Lie de X“*(TQ) entonces eriste un campo de vectores Y en §

tal que Y° es una simetria dindmica de 5.

2. Si X es una simetria de Noether entonces eriste un campo de vectores Y en S tal que Y'°©

es une simelria de Cartan del sistema simpléctico (TS, ws, dg).

Ejemplo 3.9.1 Aplicaremos los anteriores resultados al sistema llamado del electrén-monopolo

(véanse (96, 43, 78]). Las ecuaciones del movimiento son:

dz’ — o
dt
(3.9.13)
dvt no;
E = ﬁeﬂcz-’vk

donde 7 es la distancia de un punto al origen 0 € R®* y n = eg/dnm es el producto de la carga
p g g

eléctrica y magnética dividida por 47 veces la masa del electrén y

1 4jk si es una permutacién par de {1,2,3}
E;:k = { -1 ijk si es una permutacién impar de {1,2,3}

0 sidos de los indices son iguales

Este sistema no admite una descripcién lagrangiana global. Podemos evitar este problema
aumentando el espacio de configuracién al espacio R x SU/(2). En este caso, podemos definir un
lagrangiano global L de modo que sus ecuaciones del movimiento proyectan en las ecuaciones

(3.9.13). De hecho, considerando la fibracién de Hopf:
Ty SU(2) — §2%,
y la proyeccién inducida

T(idg x 7x) : T(Rx SU(2)) — T(R x §%),
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definimos un lagrangiano global en T(R x SU(2)) de la siguiente manera:

3
1 .
L(r,s) = 5 (7;2 + TZZE'JJ":J) +nitro®sls .

i=1

Aqui, r denota la coordenada en R y s un elemento de SU(2), z* es la i-coordenada de wx(s)
y ¢ es una matriz de Pauli.

Ahora, consideramos el sistema presimpléctico:
(T(R x SU(2)),wr,dEL) ,
con wy, la 2-forma de Poincaré-Cartan y Eyr, la funcién energia; kerwy, estd generado por
{X3, X3},
donde X3 es el campo de vectores fundamental de U(1) = S! de la fibracién de Hopf
Ty SU(2) —s S2.

Ademas, tenemos que el sistema presimpléctico admite una dindmica global y la foliacién defini-
da por kerwy, es una fibracién. Entonces, la variedad cociente admite una tinica estructura de

fibrado vectorial que es isomorfa a un fibrado tangente. Asi, obtenemos el siguiente diagrama:

T TR x SU(2)) _ SU(2
T(R x SU(2)) o =T(R x —DJ(l_)L)
TRx SU(2) ¢
R x SU(2) ' T(R x §%)
idp % Tg ThrxS§?
R x §2

Sistema electrén-monopolo
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Entonces, por las Proposiciones 3.9.4 y 3.9.5, podemos relacionar las simetrias y constantes

del movimiento del sistema presimpléctico
(T(R x SU(2)),wr,dEL),
con las correspondientes del sistema simpléctico
(T(R x §%),(¢7" &L, (¢7)"dEL)

donde & y Er son las proyecciones de wy, y Ey, iespectivamente.
Si consideramos las cordenadas (y°,y',y%,3>) en SU(2), entonces, un elemento genérico s

de SU(2) se puede representar por:
3
s=y'1+ Ziykak )

k=1

donde ¢',0% y o son las matrices de Pauli y estas coordenadas satisfacen la ligadura (y°) +
g
(¥1)? + (¥3)? + (y°)? = 1. Ahora, sea {Y!,Y 2 ¥3} la base de campos de vectores invariantes a

la derecha del grupo de Lie, SU(2):

. g 8 . .8
i _ .0 3 _ 1 i 1
Y_yc’i_y"—yayo ijky"aykalﬁli?’-

Si denotamos por las mismas letras los campos inducidos en R x SU(2), es ficil probar que
(YL =0;

es decir, (Y*) son simetrias infinitesimales de L. Por la Proposicién 3.4.1, obtenemos que (Y*)*L
es una constante del movimiento de X**(T(R x SU(2))). También, de la Proposicién 3.9.5 se

deduce que el campo de vectores qf;_(};") es una simetria de Cartan del sistema simpléctico

(T(R x §%),(¢7")"diL, (67)"EL) ,
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y las constantes del movimiento (V)L proyectan en tres constantes del movimiento filol<
t £ 3, de s, donde &5 es el campo de vectores hamiltoniano de la funcién (gﬁ‘l)“E’L. De hecho,
obtenemos: _
(YL = e;-k.?:jm'k + E:—I ,

lo que demuestra que es proyectable y su proyeccién es una constante del movimiento del sistema
simpléctico proyectado. Como f' es una constante del movimiento de €5, por el Teorema de
Noether sabemos que existen campos de vectores X* {el campo de vectores hamiltoniano de
fY) que son simetrias de Cartan del sistema presimpléctico. Un sencillo cdlculo muestra que
estos campos de vectores X' son, precisamente, las elevaciones completas de los generadores

infinitesimales:
3L
X! zze;kz«?@ ,12i<3,
k=1

obtenidos a partir de la base canénica de 50(3), el lgebra de Lie de SO(3), es decir, las
rotaciones en R®. Aqui, hemos utilizado una notacién diferente a la de los ejemplos de los dos

capitulos anteriores. En efecto, X! = Ry3, X? = Ry y X3 = Ry,

3.10 Sistemas lagrangianos degenerados con un grupo de Lie

de simetrias

Sea (M, w) una variedad presimpléctica, es decir, w es una 2-forma cerrada con rango constante.

Supongamos que existe una accién presimpléctica de un grupo de Lie G en M:
d:GXM-—M,

es decir, gjw = w, Vg € G (véase {9]). Si denotamos por g el dlgebra de Lie de un grupo de
Lie G, una aplicacion momento es una aplicacién J : M — g* de modo que para todo £ € g

el campo de vectores £pr (el generador infinitesimal del flujo Dexptz) €5 el campo de vectores
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hamiltoniano de la funcién J€ =< J,£€ >, es decir,

lggy W= d(']f) .

Proposicién 3.10.1 Sea (M,w,dFj un sistema presimpléctico. Consideremos una accion
presimpléctica ¢ : G X M — M de un grupo de Lie G que admita una aplicacion mo-
mento y tal que F' es G-invariante. Si el algoritmo de ligaduras para el sistema presimpléctico
(M,w,dF) termina en una subvariedad final de ligaduras Mgy yj: My — M esla inclusion
canonica de M; en M, entonces, para todo £ € g, la aplicacion j*(J€) : My — R es una
constante del movimiento de ifwa(Mf) Yy, por lo tanto, es una constante del movimiento de

(M)

Demostracion: Sea J : M — g una aplicacién momento. Entonces
ley w = d(JE) ,
y, ademads, como ¢, F = F, Yg € G, obtenemos
Ley F=EmF=0.

Es suficiente, entonces, aplicar el Corolario 3.3.1. |

Consideramos ahora la accién de un grupo de Lie G en una variedad diferenciable Q:
$:GxQ—Q,
y levantamos esta accién a una accién en TQ:
$T:GxTQ —TQ,

de la siguiente manera:

(¢T)g : TQ - TQ 1 (¢T)g = T¢g .
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Supongamos que L : TQ — R es un lagrangiano G-invariante, es decir, L o (;53" =L ,VgedG.
Deducimos que Ey, af y wg son invariantes por ¢7 vy, asi, Y€ € g, el campo de vectores £o
es una simetria infinitesimal de L. De la Proposicién 3.4.1, se deduce que ((€@)'L)sp, es una
constante del movimiento de X"/ (Py) (aqui, Py es la subvariedad final de Iigaduras para la

variedad presimpiéctica (T'Q,wy,dEL)).

3.11 Simetrias y constantes del movimiento para sistema pre-

cosimplécticos

Sea (M,Q,n) una variedad precosimpléctica, es decir, 0 es una 2-forma cerrada con rango
constante 2r y 7 una 1-forma cerrada con Q" A n # 0y Q7+ = 0 (véase {30)).

La dindmica para este sistema precosimpléctico (M,,n) se obtiene introduciendo una
funcién hamiltoniana H : M — R. Consideremos el sistema precosimpléctico modificado
(M,Qny = Q +dH A n,7). La 2-forma Qy es obviamente cerrada aunque puede que no tenga

rango constante. De hecho, lo que obtenemos es
2r <rango Qg <2r 4+ 2.

Distinguiremos dos casos:
1. Primer caso: {1y tiene rango constante 2r, esto es, (Q,dt) es una estructura pre-

cosimpléctica. Asi, las ecuaciones:
ix Qp=0,ixn=1 (3.11.14)

admiten soluciones globalmente definidas, es decir, existe un campo de vectores € en M de

modo que £ verifica (3.11.14). Es evidente que cualquier campo de vectores
£+ kerQy Nkern,

es una solucidn de (3.11.14). Denotamos por x(“H-")(M) el conjunto de todas las soluciones de
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(3.11.14); es decir, -
@MY= {6+ 7 ] Z € ket Qp Nkern) .

Definicién 3.11.1 Una constante del movimiento de E(QH’")(M) esuna funcion ¥ : M — R

tal que ED(MF = 0,

Observacion 3.11.1 Una constante del movimento de Z’E(Q”‘")(M) verifica que (kerQy N

kern)F = 0.4

El siguiente lema nos permite caracterizar las constantes del movimiento de ft'm”'")(M) de

una manera mucho mas simple.

Lema 3.11.1 Si una funcién F : M — R es una constante del movimiento de X{®# (1)

entonces:

(kerQg)F = 0 .

Demostracion: En efecto, si Z € ker {0, obtenemos

Z=(Z2-n(2)§) +n(2) ,

para cada solucién £ de (3.11.14). Como Z — 7(Z)€ € ker 2y Nkern, de la Observacién 3.11.1,

deducimos que, si ¥ es una constante del movimiento de x(n”'")(M), entonces

ZF = (Z - n(2)6)F + 7(2)(EF)=0. 1

Asi, podemos caracterizar las constantes del movimiento como las funciones F que satisfacen
la siguiente propiedad:

(ker Q)F'=0.

Definicién 3.11.2 Un campo de vectores X en M se dice que es una simetria dinamica de
Xy si
[X,ker Q] C ker 2y .

Observacién 3.11.2 Si X es una simetria dindmica de X% ™(A), entonces cualquier campo

de vectores Y tal que Y = X + fZ, con Z € ker{ly, es también una simetria dinimica de
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fm”'”)(M). De hecho, para cada Z’ € ker Qy obtenemos que

i[Z‘Zf] QH’ = LZiZ-’QH - inLZQH

= 0.
Asi, [Z,2'] € ker2y. Por lo tanto, deducimos que
[V, ker Qg = [X,ker Qy] + [ker Qg , ker Qy) C ker Qz .4

Observacién 3.11.3 Denotamos por D(X# (M) el conjunto de todas las simetrias din-
micas de £ ™ (M), Es facil probar que si X e Y son dos simetrias dinimicas de x(Qamyr)
entonces [X, Y] es también una simetria dindmica de x(n"‘")(M). En consecuerncia, D(E(QH’")(M))

es una subdlgebra de Lie de X(M). &

Definicion 3.11.3 Una simetria de Cartan de un sistema precosimpléctico (M, Q. 1) es un

campo de vectores X en M tal que

ixQy =dG ,
donde G € C*(M).

Proposicién 3.11.1 S5i X es una simetria de Cartan del sistema precosimpléctico (M, Q. 1),

entonces X es una simetria dindmica de X7 (3f),

Demostracion: En efecto, si Z € ker g, obtenemos que:

i[X,Z]QH = inzﬂg—izL'XQH

—izdixQy =0.
Entonces, [X, ker Qg] C ker Qy y, por lo tanto X es una simetria dindmica de X(7# (M), |

Observacion 3.11.4 Denotamos por C{f2y,n) el conjunto de todas las simetrias de Cartan

del sistema precosimpléctico (M,Qy,n). Si X e Y son simetrias de Cartan tales que

ix Qg =dG e iy Qy =dG’,
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(X, Y] es una simetria de Cartan de (M,Q,7). En efecto,

yxv)a = LxiyQy —iyLxQp

LxdG' — iy ddG

d(XG).

El conjunto C(Qy,7) es una subdlgebra de Lie de X(M). Ademis, por la Proposicion 6.1.2
sabemos que C(Qy,n) € D(XCH7(p)).

Teorema 3.11.1 (Teorema de Noether) Si un campo de vectores X es una simetria de
Cartan del sistema precosimpléctico (M, Qy,n) entonces G es una constante del movimiento
de X# (M), Reciprocamente, si G es una constante del movimiento de @01y, la

ecuacion

ix Qy =dG

tiene una solucion, y cada solucidn de dicha ecuacidn es una simetria de Cartan del sistema

precosimpléctico (M, Qg , 7).

Demostracién: FEn efecto, si X es una simetria de Cartan del sistema precosimpléctico

(M, Qp,n), entonces, para todo Z € ker 7, obtenemos que
iztx Qp=2G=10.

Asi pues, G es una constante del movimiento de xm”‘”)(M). Reciprocamente, si G es una

constante del movimiento de X(%¥ (M ), la ecuacién
ix QO =dG ,

tiene una solucién puesto que (ker Qg )G = 0y, asi, cada solucién es una simetria de Cartan

del sistema (M,Qy,7). |

2. Segundo caso: {2y no tiene rango constante.

Sabemos que (3.11.14) tiene solucién en los puntos = de M en los que el rango(§2y). = 2r.
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Definimos

My = {z € M [ rango(Qy), = 27},

que supondremos que es una subvariedad. En M;, (3.11.14) tiene solucién para todo z € Mo,

es decir, existe un vector v € T, M tal que
iy (RH)z=0edyn, = 1.

Asi, existe un campo de vectores X en M, tangente a M; tal que X satisface (3.11.14). Pero,
en general, X no serd tangente a M;. Entonces, consideramos la subvariedad M3 donde existe
una solucion de (3.11.14) tangente a M;. Siguiendo este proceso, obtenemos una sucesién de
subvariedades M;, I = 1,..., llamadas subvariedades de ligaduras {-arias. Alternativamente,

podemos definir las subvariedades M; como sigue:
My ={ze M./ n€b(TuM_1)},

donde
b: TM — T"M

X — ixQy+(Gxnn.

51 este algoritmo se estabiliza encontramos una subvariedad M; donde las ecuaciones
(ix Qe =0, ix n=1),y,

admiten como solucién un campo de vectores £ en My. My es llamada la subvariedad final de
ligaduras. |

Si denotamos por j; : My — M la inclusién canénica de M; en M, entonces podemos
considerar el sistema precosimpléctico (Mf,j}QH,j}n) y estudiar las simetrias y constantes del
movimiento para el sistema precosimpléctico i’é(j}ﬂ”'j;")(Mf) como en el primer caso.

Podemos aplicar estos resultados para clasificar las simetrias y constantes del movimiento
para un lagrangiano singular no-auténomo (o dependiente del tiempo). En efecto, si suponemos
que L : R x TQ — R es un lagrangiano no-auténomo de modo que wy, es una 2-forma

presimpléctica de rango 2r en {t} x TQ = TQ, donde L(z) = L{t,z) ,¥Yz € TQ, entonces, si
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definimos:

@L = djL+ FErdt,
QL = -dOL y

obtenemos que 2r < rango Q7 < 2r + 2. Las ecuaciones intrinsecas del movimiento son:

ix Qp=0,ix dt=1.

Como antes, podemos distinguir dos casos: cuando rango (QL) = 2r y el caso de rango distinto
de 2r. Por otro lado, un andlisis mds fino se puede hacer considerando las simetrias infinites-
imales en el espacio de configuracién R x Q. De un modo sencillo se pueden obtener estos
resultados teniendo en cuenta los obtenidos para el caso regular y el estudio previamente hecho

(117, 72]).
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Capitulo 4

Estructuras casi-producto asociadas

a sistemas presimplécticos

Es posible generalizar las variedades simplécticas de dos modos. Primero, considerando el
corchete de Poisson definido por la forma simpléctica, obtenemos la definicién de variedad de
Poisson [92; 141]. La segunda generalizacidn se obtiene debilitando la condicién de maximalidad
del rango de la forma simpléctica, lo que nos lleva a la definicién de variedad presimpléctica
[92]. Las variedades presimplécticas son itiles cuando se quiere obtener una globalizacién del
formalismo de Dirac-Bergmann para sistemas lagrangianos degenerados (38, 49, 51, 52, 9, 8].
Asf, si L : TQ — R es un lagrangiano singular, entonces M; = Leg(TQ) C T"Q es una
subvariedad de la variedad simpléctica 7*Q). Ademds, bajo condiciones adecuadas, M; es una
variedad presimpléctica. |

Para la cuantizacién es necesario disponer de un corchete de Poisson en el espacio ambiente
del sistema dindmico que queremos estudiar. Sin embargo, no es posible definir de un modo nat-
ural un corchete de Poisson en una variedad presimpléctica arbitraria (M,w). En [39] Dubrovin
et al usan una conexion generalizada en la variedad presimpléctica para definir un corchete de
Poisson en ella. Esta conexion generalizada es, de hecho, una estructura casi-producto adaptada
a la forma presimpléctica w; es decir, una de las distribuciones complementarias es la distribu-
cién caracteristica, y la otra es la “parte regular” donde la dindmica tiene lugar. Esta técnica

ya fue usada por de Ledn y Rodrigues para obtener la dinimica de un sistema lagrangiano
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singular [82, 88, 90] e, independientemente, por Pitanga y Mundin [113, 111] (véanse también
(04, 8]).

El propdsito de este capitulo es aplicar este método para obtener una reduccién de Poisson
de un sistema presimpléctico y, ademas, hacer un estudio de las simetrias y constantes del
movimiento cuando introducimos esta nueva estructura en la variedad presimpléctica. Para
hacer esto, supondremos que existe una estructura casi-producto integrable que estd adaptada
a w y es invariante por un grupo de Lie de simetrias G que actia presimplécticamente en

M. Si todos los campos de vectores £y pertenecen a la distribucion regular y u es un valor
J—l
() esta
Cu

dotado de una forma presimpléctica reducida y de una estructura casi-producto reducida que

regular de la aplicacién momento J : M -— g*, entonces el espacio reducido M, =

defiren precisamente el corchete de Poisson reducido obtenido a partir del corchete de Poisson
inducido en M. Para introducir la dindmica en este estudio, suponemos primero que existe una
funcién hamiltoriana H que es G-invariante de tal modo que el sistema presimpléctico (M,w, H)
admite una dindmica global, o, en otras palabras, no existen ligaduras secundarias. Entonces,
obtenemos la dindmica reducida. Si hay ligaduras secundarias, desarrollamos el algoritmo de
ligaduras, nos quedamos en la subvariedad final de ligaduras, y asi obtenemos una variedad

presimpléctica con dindmica global.

4.1 Estructuras casi-producto adaptadas a estructuras pre-

simplécticas S

Sea (M,w) una variedad presimpléctica de rango constante 7, es decir, w es una 2-forma cerrada
satisfaciendow” # 0y w™*! = 0. Asi, M tiene dimensién 2r+s, donde s > 0. Si s = 0, entonces,
(M,w) es una variedad simpléctica.

Una estructura casi-producto en M es un campo de tensores F de tipo (1,1) en M
tal que F? = Id. La variedad diferenciable M se denomina una variedad casi-producto (véase
(86, 82]).

Definimos:

A=%(id+F) , 3:%@(1—5).
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Entonces A y B son proyectores complementarios, es decir, A + B = id, 42 = A4, B® = B,
AB=BA=0.
Denotamos por

ImA e ImB,

las correspondientes distribuciones complementarias. Es decir, TM = ImA @& ImB. Denotamos

por .A* y B* los operadores transpuestos y por ImA* y ImB* sus imégenes.

Definicién 4.1.1 Decimos que la estructura casi-producto F estd adaptada a la forma presim-

pléctica w st

kerw = ker A .

Definamos la aplicacidn lineal b : X(M) — AY(M) por 5(X) = ixw. Si F esti adaptada
a w, la restriccion de b a la distribucién A, » : ImA — ImA*, induce un isomorfismo de
C*(M)-médulos.

Asi, para cada 1-forma arbitraria o la ecuacién
ixw=A"a, (4.1.1)

admite una tnica solucién X, 4 de modo que X, 4 € ImA. Para una funcién f en M definimos

Xs.4 = Xy 4 De este modo, podemos definir un corchete de funciones como sigue:

{fi9}a=w(Xsa,X54),

donde f,g € C*°(M).
{ , }a satisface todas las propiedades de un corchete de Poisson excepto la identidad de

Jacobi, es decir,
1. {af,g}a =a{f,g}a, paratodoa € R,
2. {f +9,.hta={fir}a+ {g,h}a4,
3. {f.9}a=~{9,f}a
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4. {f,gh}a = {f.9}ah + g{f, h}a,

para cualesquiera funciones f,g,h € C(M).
Probaremos que la identidad de Jacobi es equivalente a la integrabilidad de la estructura

casi-producto F. Primero, demostremos el signiente lema:

Lema 4.1.1
UKy kg alW(Z) +ix g, oy (Z) = B (dg)[Xs4, AZ] - B (df)[ X, 4,AZ],

VZ € X(M),Vf,g € C®(M).

Demostracién: En efecto, se verifica

| 0 = dw(Xfa,Xyu4,AZ)
= Xjalw(Xpu,AZ)) - Xg a(w(Xs4, AZ)) + AZ(w(X 4, X5 4))
—w([X 54, X4l AZ) = w((Xg 4, AZ), X5 2) + w([Xf 4, AZ), Xy )
= Lx, aiazixg a0 — Lx, at4zix, 40 + ix[,,gulAw(Z) — X 4Ky A W(Z)
X, 4 AZIX 4% = UK 4, AZ) X AW

= iX{f,g}_A,'.Aw(Z) - i[Xf,_A:Xg,A]w(Z) - iAZLXg,Ain,Aw + zAZLXf,A?'Xg,Aw s

para todo Z € X(M).

Ahora, deducimos que:

iAZLX],Ang,Aw - iAZLXg'Ain.AU = iAZdiX,,Ang.AW + iAZin,Adng,Aw
_iAZdng,A?:Xj,Aw - iAZng,AdiXLAW
= i.AZ'-X;,Adng_Aw_i.AZng.AdiXLAW

=2AZ{w( X5 4, Xg,4) ,

1AzZix, 4 dix, 4w — Tazix, 1 dix, & = iazix, dA™(dg) - iazix, ,dA™(df)

= dAY(dg)(X 14, AZ) ~ dA™(df)(X,4,AZ)
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Pero,

d(A*(dg))(X 1.4, AZ)

Xpa(A™(dg))(AZ) — AZ(A"(dg))(Xs4)

—A*(dg)[X 5,4, AZ]

= X5a(dg)(AZ) - AZ(dg)(Xy.4)
~A*(dg)[X 14, AZ]

= dg[Xy4,AZ) - A(dg)[ X} a,AZ]

= B*(dg)[X;a,AZ].

Siguiendo un método similar, deducimos que d{A*(df))( X, 4,AZ) = B*(df)[X,.4,AZ]. Por lo

tanto, se concluye que
X110y 0 4 W(AZL) = AZ(W( X[ 4, Xg a) + B(df)[Xg,4,AZ) - B*(dg)[Xf,4,AZ] .
Esto completa la demostracion del lema. |

Proposicién 4.1.1 El corchete { , } 4 definido por la estructura casi-producto F satisface la

identidad de Jacobi st y solamente si la estructura casi-producto F es integrable.

Demostracion: Si {, }4 satisface la identidad de Jacobi, entonces

X{f,g},z. = [XQ.A&XI.A] )

para funciones’ arbitrarias f y ¢ en M. Como los campos de vectores Xy 4 generan ImA,
entonces Im.A es integrable. Asi pues, la estructura casi-producto F es integrable (véase [82]).

Reciprocamente, si F es integrable entonces, del Lema 4.1.1, se deduce que:

iX{!,y}A.Aw(Z) = i{Xg.Aan.A]w(Z)‘

Por lo tanto, los campos de vectores X(s o1, 4 ¥ (Xy.4, X 4] difieren en un elemento de kerw.

Pero, como la estructura casi-producto F' es integrable, deducimos que [X; 4, Xf 4] € ImA .

ASI” X{f!g}AuA = [X ,;A!Xf,A] " I

130



Como consecuencia, si se supone que F es integrable, obtenemos que (M,{,}4) es una
variedad de Poisson cuya foliacién simpléctica es precisamente ImA. Ademis, la forma sim-
pléctica en cada hoja L es precisamente la restriccién de la forma presimpléctica a £. Si se
denota por j4 : T*M — TM la aplicacién lineal definida por (ha(df),dg) = {g, f} 4, entonces
Xy 4 = ta(df). Por lo tanto, Xy 4f = {f, H} 4, para cada funcién f, donde H : M —— R es

una funcién hamiltoniana.

Observacién 4.1.1 En la referencia [39] se llaman conexiones generalizadas a lo que nosotros
hemos llamadg estructuras casi-producto. La justificacién de este nombre es la siguiente,
Supongamos que kerw define una distribucién foliada regular, esto es, la variedad cociente
M = M/kerw esti bien definida y se obtiene una variedad fibrada 7 : M — M. Entonces

ImA define una conexién en 7 en el sentido de Ehresmann.é

4.2 Simetrias y contantes del movimiento

Definicién 4.2.1 Sea (5,{ , }) una variedad de Poisson y H : § — R una funcién en M.
A(S8,{, }, H) le Uamaremos un sistema hamiltoniano y al inico campo de vectores Xy tal que
Xua(f) = {H, f} para cualguier f € C*(S} le llamaremos el campo de vectores hamiltoniano

con energia (o energia hamiltoniana) H.

Definicidn 4.2.2 Se dice que una funcion F : § — R es una constante del movimiento de un

sistema hamiltoniano (§,{, },H) si {H,F} = 0.

Definiciéon 4.2.3 Se dice que un campo de vectores X es una simetria infinitesimal del sistema

(S,{, }1H) 81 [X,XH} = 0.

Por lo tanto, las curvas integrales de X y Xy conmutan.

Ademds, el campo de vectores hamiltoniano X; de una constante del movimiento f de
(S,{, }; H) es una simetria infinitesimal del sistema hamiltoniano (véase [109] para mds de-
talles). En efecto,

(X5, Xul =X =0,

si f es una constante del movimiento.
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Consideremos, ahora, el sistema presimpléctico (S,w, H). Supongamos que el sistema pre-
simpléctico (§,w, H) admite una dindmica global, es decir, dH(kerw)(z) = 0 ,Yz € §. Deno-

tamos por X“(5) el conjunto de todas las scluciones de la ecuacién iyw = dH.
X8 ={X e X(9)/ixw = a}.

Asi,si £y £ € X*(5), entonces existe un Z € kerw tal que £ = ¢ + Z.

En el capitulo anterior, hemos clasificado las simetrias infinitesimales de los sistemas presim-
plécticos. Reescribiremos para el sistema presimpléctico (S,w, H) las definiciones de constantes
del movimiento y simetrias.

Primero, fijamos una solucién particular £ € X*(5).

Definicién 4.2.4 Se dice que una funcidn F : § — R es una constante del movimiento de £

siEF = 0.

Definicién 4.2.5 Una simetria dindmica de £ es un campo de vectores X en S tal que (X,£] =

0.
Ahora, consideremos todas las soluciones de la ecuacién ixw = dH.

Definicion 4.2.6 Se dice que una funcion F : § — R es una constante del movimiento de

XY(8) st F verifica que X*(§)F =0,

Obviamente, si F' es una constante del movimiento de X“(5) entonces F' es una constante del

movimiento de £, para todo £ € X*($).
Definicidn 4.2.7 Una simetria dindmica de X*¥(5) es un campo de vectores tal que
[X,X“(9)] C kerw .
Definicion 4.2.8 Una simetria de Cartan de (S,w, H) es un campo de vectores X en § tal que
1. ixw = dF, para alguna funcicn F : § — R, e

2. ixdH = 0.
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Como sabemos, toda simetria de Cartan de (S,w, H) es una simetria dindmica de X¥(8).

Ademads, probamos el siguiente teorema de Noether.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Noether) Si X es una simetria de Cartan de (S,w,H) en-
tonces la funcion F (como en la Definicidn {.2.8) es una constante del movimiento de X“(S).
Reciprocamente, si F es una constante del movimiento de X“(S) entonces eziste un campo de

vectores X tal que

iyw = dF ,

Yy, ademds, X es una simetria de Cartan de (S,w, H) y, cada campo de vectores X + Z con

Z € kerw, es también una simetria de Cartan de (S,w, H).

Ahora consideramos un sistema presimpléctico (M,w, H) con una estructura casi-producto
integrable F' adaptada a w. En la Seccién 4.1.1, hemos probado que (M,{, }4) es una va-
riedad de Poisson. Queremos estudiar la relacién entre las simetrias del sistema hamiltoniano
(M, {, }a,H) y las simetrias del sistema presimpléctico (M,w, H).

Obviamente, las definiciones de constante del movimiento del sistema hamiltoniano

(M,{, }a,H)y constante del movimiento de Xy 4 son las mismas, puesto que

{fiH}a=Xnaf.

Proposicién 4.2.1 Una constante del movimiento F : M — R del sistema hamiltoniano

(M, {, }a, H) es una constante del movimiento de X“(M) si y solamente si df € Im.A".

Demostracion: De hecho, podemos caracterizar las constantes del movimiento de X(M) como

las funciones F tales que:
1. £F =0, para una solucion arbitraria & € X*(M),
2. kerw(F)=0.

Si escogemos £ = Xy 4, la equivalencia es trivial.  §

Anilogamente, las definiciones de simetria infinitesimal de (M, { , }.4, H) y simetria dindmica

de Xu 4 son las mismas.
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Proposicién 4.2.2 5i una simetria infinitesimal X del sistema hamiltoniano (M,{ , Y, H)
es un campo de vectores hamiltoniano con energia F, es decir, X = Xp 4, entonces {F, H} 4 es
una constante del movimiento del sistema hamiltoniano (o de Xy 4). Ademds, si df € ImA"

entonces {F, H} 4 es una constante del movimiento de X“(M).

Demostracién: 5i Xr 4 es una simetria infinitesimal de (M, { , }, H), entonces

0=[Xra, XppaAlH = Xeypy o aH = {{F H} 4, H}a .

Por lo tanto, {F, H} 4 es una constante del mox;imierito de (M,{, }a,H). SidF € ImA*, por

la Proposicién 4.2.1 deducimos que {F, H} 4 es una constante del movimiento de X“(M). |

Proposicion 4.2.3 Si X es una simetria dindmica de X“(M) entonces AX es una simetria

infinitesimal de (M,{, } 4, H).

Demostracion: Si X es una simetria dindmica de X“(M) entonces [X,X¥(M)] C kerwg, .

Como

[X,X4(M)] = [AX + BX, X“(M)] = [AX, X“(M)] + [BX, X“(M)]

y [€,Z] € kerw para todo £ € X¥(M) y Z € kerw, deducimos que AX es también una simetria
dinamica de X*(M).

En consecuencia, para la solucién particular X g 4 obtenemos que
[AX, X 4] C kerwy, .

Usando la involutividad de la distribucién ImA, obtenemos [AX, Xy 4] = 0. Asi AX es una

simetria infinitesimal del sistema hamiltoniano (M,{, }4,H). 1

Corolario 4.2.1 5t X es una simetria de Cartan de (M,w, H) (como en la Definicién 4.2.8)

entonces Xr 4 es una simetria infinitesimal de (M, {, }a, H).

Si la ecuacidn ixw = dF tiene soluciones globalmente definidas, podemos distinguir una

inica solucién Xg 4 de modo que Xp 4 € ImA.
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Teorema 4.2.2 (Teorema de Noether) X, 4 es una simetria de Cartan de (M,w,H) si y

solamente st f es una constante del movimiento de X“(M).

Demostracion: Se sigue directamente del Teorema 4.2.1. |

El siguiente diagrama resume los resultados de esta seccién:

(ﬁ/f,{, }A:H) _I_ (M’w:H)

X simetria de

Cartan
de (M,w, H)
. ) , AX . ,
X simetria X simetria X simetria
infinitesimal de dinamica dlnarLuca.
(M, {, }a, H) de Xp4 de X“(M)
X=Xra X =Xrp4 X €Xrpa+kerw
F constante del ‘
movimiento I F constante del F' constante del
de movimiento mov1guento
(M, {, }a. H) de (M,w, H) de X (M)
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4.3 Reduccién de Poisson

Definicion 4.3.1 Sea (M,{,}) una variedad de Poisson y G un grupo de Lie. Diremos que

¢: Gx M — M es una accién de Poisson si ® preserva el corchete de Poisson {,}, es decir,
{fihYo®, = {fody,hod,}, V/,ihe C®(M),VgeG .

Si G actia libre y propiamente, entonces la variedad cociente M /G es una variedad diferen-
ciabley 7 : M —— M/G es un fibrado principal con fibra tipo G, donde 7 denota la proyeccion
canénica. Como sabemos, M/G es una variedad de Poisson con corchete de Poisson definido

como sigue:
{F’H}M/G = {FiH}M )

para todo F', H € C*°(M/G) donde denotamos por F y H cualquier funcién en M proyectable
en Fy H, respectivamente [109].
Para cada £ € g, el 4lgebra de Lie de G, podemos asociar un campo de vectores £57 en M

definido como sigue:

€u(z) = (exp(~tE))lemo.

Decimos que una aplicacién J : M — g~ tal que cualquier campo de vectores {37 es un campo
de vectores hamiltoniano para fé, es una aplicacion momento para la accién de Poisson, donde
JE es la funcién definida por .72(:.:) = {J(z),€).

Diremos que una aplicacién momento es G-equivariante si se verifica que
J(®4(p)) = Adj-1J(p), Vg€ G,Vpe M.

Es facil probar que una aplicacién momento para una accién de Poisson es G-equivariante si
J : M — g" es una aplicacién de Poisson, donde consideramos en g* el corchete de Lie-

Poisson. También, la G-equivarianza para una aplicacién momento de una accién de Poisson
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es equivalente a la siguiente condicién:
e = (78,70} ve,v e,

Supongamos ahora que & € g* es un valor regular para J. Dendtese por G, el grupo de

isotropia de G por la representacién coadjunta, es decir,
Gu={9€G/Ad,.ip=p}.

En este caso, J~!(u) es una subvariedad regular cerrada de M que es invariante por G,. Sila
accién de G, es libre y propia entonces J~!(u) es un fibrado principal con fibra tipo G, sobre
la variedad cociente M, = J~'(u)/G,. Denotamos por 7, : J~}(u) — M, la proyeccion

candnica. Ahora, aplicamos el Teorema 6.48 de la referencia [109].

Teorema 4.3.1 Sea M una variedad de Poisson y sea ® : G x M — M una accién de
Poisson con aplicacion momento G-equivariante J : M — g*. Sea p € g~ un valor regular
de J. Si G, actua libre y pr;)piamente en la subvariedad J~1(u) entonces el espacio reducido
M, = J~Y(u)/G, tiene una inica estructura de variedad de Poisson con corchete de Poisson
{, }. y eziste una inmersion |

SN M

biMu= ==

tal que (M) es una subvariedad de Poisson de M /G. Ademds, el siguiente diagrama conmuta:

J () b M
I (w)/G, —2 M/G

donde 1, es la inclusidn candnica de J~'(p) en M.

Observacion 4.3.1 Si G es conexo, entonces la accién de G preserva no sélo la foliacién sim-

pléctica si no también las hojas de la foliacién. Asi, si £ es una hoja simpléctica, la restriccién

137



de J a £ es una aplicacién momento para la accién restringida. Si g es también un valor
regular de la aplicacién momento restringida, se obtiene una reduccién simpléctica de £ con
momento p. Si se verifican condiciones de “interseccién limpia”, podemos relacionar esta re-
duccidn simpléctica con la reduccién de Poisson. Entonces, en cierto modo, la reduccién de
Poisson recolecta todas las reducciones simplécticas hoja a hoja (véase Vaisman [141] para mas

detalles).d

4.4 Reduccion presimpléctica

Sea (M,w) una variedad presimpléctica y sea G un grupo de Lie que actlia presimplécticamente
en M, es decir, ¢yw =w,Vg € G,donde & : GXx M — M es la accién de G. Sea F una

estructura casi-producto F adaptada a w.

Proposicién 4.4.1 Sea ® : Gx M — M una accion presimpléctica de modo que preserve la
estructura casi-producto F, es decir, T®, A = AT®,, Vg € G. En este caso,  es una accién

de Poisson para el corchete de Poisson {,} 4.

Demostracién: De la definicién de corchete de Poisson { , }4 y la G-invarianza de w, se

deduce que

{fih}ao @y = (W(Xju,Xna))o®; = @] (w(Xfa,X54))
= O w(Te; X1 4, TP Xp4) = W(T @y X4, TPy Xp 4),
Ahora, como

TO,Xp W = ITd,X, ,Pgw =9, (’XJ.A"“')

P;(A%df) = A®}df = ATdD] f

= zX%LAw .
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®;Xja=B;AX 4 = ABIX 4,

entonces ®; Xy 4 € ImA y, en consecuencia, ®;X; 4 = Xo=f.4 .

Deducimos que
{f,h}_AO‘pg =W(X¢‘f,.A;X¢'h.A) = {fo tﬁg,ho@g}A . |

Una aplicacién J : M — g* tal que cualquier campo de vectores £ es un campo hamil-
toniano de jE = (J,£), es decir,
gy W = djz' ,

sera llamada un aplicacién momento para la accién presimpléctica (véase [9]).

Proposicién 4.4.2 §iJ : M — g" es una aplicacion momento para la accidén presimpléctica

@ tal que
1. @ preserva la estructura casi-producto (A, B),
2. €lmA , VEe g,

entonices J es una aplicacion momento para la accion de Poisson ® : G x M — M donde,

aqui, consideramos M como una variedad de Poisson con corchete de Poisson {, }A.

Demostracion:

Como i, w = dfé y &m € ImA entonces £y = sz 4 Abora,

S = Xg f=df(X5 )= Adf(Xz )

in.Aw(Xj:g“A) = w(XjE'A7Xf.A) = {JE:f}A

y, asi, J es una aplicacién momento para la accién de Poisson ®. |

Teorema 4.4.1 Sea (M,w) una variedad presimpléctica dotada de una estructura casi-producto

integrable F adaptada ¢ w y sea G un grupo de Lie actuando presimplécticamente en M. Sea
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J M — g" una aplicacidn momento equivariante para esta accion. Supondremos también
que (A, B) es G-invariante y {3 € ImA, VE € g. Supongamos que p € g* es un valor regular de
J y que el grupo de isotropia G, actda libre y propiamente en J™Yu). Entonces, la variedad
cociente M, estd provista de una tinica forma presimpléctica w, tal que FawWy = W, y una
tinica estructura casi-producto F, adaptada a w, de modo que el corchete de Poisson inducido

{, }a, coincide con el corchete de Poisson { , }u obtenido a partir del Teorema 4.3.1.

Demostracién: Sea j = 7,(p) con p € J~!(u). Para upy,v, € Ty(J~1)(p), consideremos

las correspondientes clases de equivalencia en M,,, 5 = 7, (u;) y 95 = m,_(v,). Definimos

wu(ip) B5) = w(up, vp) .

Esta forma es inica puesto que 7, es una submersién. Ahora, necesitamos probar que w,, estd
bien definida, es cerrada y tiene rango constante.

Sabemos que (véase [1})

Tp(0,u(p)) = Tp(O(p)) N Tp(J ™ (1)) ,¥p € J_l(:”)

donde O,(p) y O(p) denotan las érbitas de p bajo la accién de G, y G, respectivamente.
Ademads, el complemento w-ortogonal de T,0(p) = {ésm / € € g} es precisamente T,J " (u).
Entonces, es evidente que la 2-forma w, estd bien definida.

La 2-forma w es cerrada puesto que drjw, = dijw = t,dw =0y 7, es una submersion.

Supongamos que un vector tangente ii; verifica que
wu(tiz, 95) = 0,Vo; € T; M, .

Entonces w(up,vp) = 0,Yv, € TpJ 71 (p). Asi, deducimos que u, € T,0,(p) y, entonces, it = 0
0, la otra posibilidad, u, € kerw(p). Como kerw(p) C TpJ "' (u), cualquier vector u, € kerw(p)
proyecta en un vector 95 € kerw,(p). En efecto, si {(v1)p,(v2)p,-..,(Vk)p} €s una base de

ker w(p), también, {(%1)s,(2)s,--.,(¥x)s} es una base de kerw,(p). Asi pues,

dim ker w(p) = dim kerw, (p) ,¥p € J ™ () .
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Ahora, probaremos que una estructura casi-producto F restringe a una estructura casi-
producto Fyy-i(,). De hecho, solamente necesitamos probar que si vy € Tpd "' (1) entonces,
también, Ap(vy) € Tp,J ~}(u). Pero, v, € T,J " (1) si y solamente si dJ€(v,) = 0, V€ € g, por

lo tanto
dTE(Apv,) = AsdTE(v,) = dTE(v,) = 0.

Una condicién necesaria y suficiente para que el tensor Fyj-1(,) proyecte en M, es que F

verifique para todo p € J~'(u) que (véase [13}):

L. Ap(€a(p)) € T,0u(p) ,VEE€ G, ,
2. Im( L, () A) C Tp0u(p) VEE G, .

Como &ps € ImA entonces A,(€r(p)) = €p(p) v, asi, la primera condicién es trivial. Ademds
L¢,, A = 0y la segunda condicion se verifica también. En consecuencia, existe una estructura
casi-producto F, en la variedad diferenciable M.

Ahora, estudiaremos si esta estructura casi producto estd adaptada a la forma presimpléctica
wy, es decir, si ker A, = kerw,,. Consideremos i; € ker A,(p). Como A,(#;) = 0 se deduce que
A(up) = 0. Entonces, u, € kerw(p) puesto que la estructura casi-producto F' estd adaptada a
w. Por lo tanto, @5 € kerw,.

La estructura casi-producto Fj; es integrable (el tensor de Nijenhuis N 4 proyecta en el tensor
de Nijenhuis N4,) vy, asi obtenemos una estructura de Poisson en M, con corchete de Poisson
{, ta,.

Para terminar la prueba del Teorema necesitamos asegurar que el corchete de Poisson { , } 4,
es el mismo que el corchete { , },, definido a partir del Teorema 4.3.1. Para cada f,h € C®(M,)

el corchete de Poisson {, }, estd definido como sigue:
{£,3}s = 67 {(871) £, (67 ) h}aa,) -

y si denotamos por j : ¢(M,} — M/G lainclusién candnica entonces {(¢')*f,(¢7" V" h}sm,)
j"{l':‘,ff}M/G , donde £y H son funciones arbitrarias en C*(M/G) tales que JTF = (67 f
y j*H = (¢~ 1) h. Aﬁoré, {F,fI}M/G = {F—}I’}A con F,H € C°(M) funciones G-invariantes
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proyectables en F y A, respectivamente. Como F y H son G-invariantes entonces también
{F,G}4 es G-invariante. Por lo tanto, {F,G}4 es proyectable en M,, precisamente sobre

{f, FL}A“. De la conmutatividad del diagrama del Teorema 4.3.1, se deduce que:

{f,hYa, = {f RIm, Vi heCm(M,) . 1

4.5 Reduccion de la dindmica

Sea (M,w) una variedad presimplécticay H : M — R una funcién. En este caso, diremos que
(M,w, H) es un sistema presimpléctico con funcién hamiltoniana H. Buscamos una solucién
de la ecuacion

iyw=dH . (4.5.2)

Sabemos que como w no es simpléctica, (4.5.2) no tiene solucién en general e incluso si existe
ésta no es unica.

Supondremos primero que (M,w, ) no tiene ligaduras secundarias. Asf,
dH(z)(kerw)(z) =0, Yz e M.

En este caso, si (4, B) es una estructura casi-producto adaptada a w, A™(dH) = dH, y existe
un unico campo de vectores X en M tal que X € ImA e ixw = dH.

Consideremos un grupo de Lie G actuando presimplécticamente en M de modo que se
verifiquen las hipétesis del Teorema 4.4.1. Supongamos también que H es G-invariante. Bajo
estas hipotesis deducimos que X es G-invariante. Como H es G-invariante, entonces H o1, es
G y-invariante y proyecta en una funcién H, en M,. El campo de vectores X es tangente a

J~1(u) y proyecta en un campo de vectores X, en M,. Se obtiene que
ix, w, =dH, .

Asi, el sistema presimpléctico reducido (M,,,w,, H,) no tiene ligaduras secundarias y su dindmica
estd determinada por las curvas integrales de X, es decir, X, f = {H,, f}, Vf € C=(M,).

Si (M,w, H) tiene ligaduras secundarias, y existe una variedad final de ligaduras M, pode-
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mos aplicar el método anterior en la variedad presimpléctica (My,wy, Hy), donde w; = WM,
y Hy = Hyp, son las restricciones candnicas. Nétese que el algoritmo preserva la accién de G
¥, asi, obtenemos una accién presimpléctica de G en My. Este caso necesita un andlisis mas
profundo, puesto que hay dos ecuaciones del movimiento, (izw= dH)|Mf eizws=dHy, ylas

soluciones de la primera ecuacién son soluciones de la segunda, pero el reciproco no es cierto.

4.6 Reconstruccidon de la dindmica

Para reconstruir la dindmica a partir de la dindmica reducida podemos usar una conexién v en
el fibrado principal con fibra tipo G, 7, : J™1(u) — M, [101]. Sea ¢,(t) una curva integral
de X, pasando por el punto zo = ¢,(0) y consideremos su elevacién horizontal d(¢) pasando

por el punto zo; es decir, 20 = d(0), 7,(2z0) = zo. Entonces,
(X (d(2)) - d'(2)) = y(X(d(t))) = £()

donde £(t) es una curva en g,,, el dlgebra de Lie de G,,. Escogemos ahora c(t) = g(t)d(t), donde
9(t) es una curva en G, determinada de tal modo que ¢(t) es una curva integral de X. De la

G ,-invarianza de X deducimos que
X(d(t)) — d'(t) = [Ty Lo(y~1 (9" (N)]s~1()(d(2))

lo que implica que
€(t) = Ty Lyy-1(d'(2))

0, equivalentemente,

9(t) = Te Ly (E()) (4.6.3)

con g(0) = e. Ahora, solamente tenemos que resolver (4.6.3), lo cual se puede hacer por

cuadraturas.
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Capitulo 5

Sistemas lagrangianos degenerados

y estructuras casi-producto

En este capitulo revisaremos la teoria de sistemas lagrangianos degenerados desde el punto
de vista de las estructuras casi-producto introducidas en el capitulo anterior. Por lo tanto, si
L :TQ — R es un lagrangiano singular, es natural elegir una estructura casi-producto en 7¢Q
de modo que una de las dos distribuciones complementarias sea precisamente la distribucién
singular kerwy. La “proyeccion” del sistema en la distribucién regular deberfa darnos un
sistema “regular” con una dinimica completamente determinada. Esta aproximacién es un
camino aternativo a considerar el espacio cociente por la distribucién caracteristica kerw;, como
estudiaron Cantrijn et al. ([13])

En este capitulo, nuestra aproximacién es la siguiente. Consideremos una funcién la-
grangiana singular L : TQ — R con forma presimpléctica wy, y dendtese por M,; la variedad
de ligaduras primarias. Supondremos primero, para simplificar, que no existen ligaduras se-
cundarias. Si todas las ligaduras primarias son de segunda clase, entonces se puede definir una
estructura casi-producto en 7€) y la proyeccion del campo de vectores hamiltoniano correspon-
diente a cualquier funcién hamiltoniana extendida nos da la dindmica. Ademds, veremos que
esta estructura casi-producto esta relacionada con el corchete de Dirac. Por otro lado, si todas
las ligaduras son de primera clase, la dindmica estd determinada si elegimos una estructura

casi-producto en M; adaptada a la forma presimpléctica wy, donde w; es la restriccién de la
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forma simpléctica canénica wg de T*Q. Por supuesto, si hay ligaduras de primera y segunda
clase, podemos combinar ambos procedimientos. En este caso mixto, tendremos dos estructuras
cast-producto, una definida en 7*Q y la otra en M;. Si hay ligaduras secundarias, se puede
aplicar una técnica similar sin cambios importantes.

Este capitulo estd estructurado del siguiente modo. En la Seccién 5.1 recordaremos el algo-
ritmo de Dirac-Bergmann. El caso de sistemas lagrangianos admitiendo una dindmica global es
considerado en la Seccién 5.2. Aqui, se definirdn estructuras casi-producto “adecuadas” para
fijar la dindmica y, también, compararemos nuestro procedimiento con el método “cldsico”. El
caso de sistemas lagrangianos con ligaduras secundarias se estudia en la Seccion 5.3. Rela-
cionaremos los formalismos lagrangiano y hamiltoniano usando estructuras casi-producto Leg-
proyectables en la Seccion 5.4, y el problema de existencia de una solucién verificando la condi-
cién d-e segﬁndo orden serd tratado en la Seccién 5.5. Analizaremos el caso especial de la-
grangianos afines en las velocidades en la Seccién 5.6. Este tipo de lagrangianos da lugar a
un caso especialmente interesante puesto que las estructuras casi-producto coinciden con las

conexiones en el sentido de Ehresmann. [lustramos con varios ejemplos todas las secciones.

5.1 El algoritmo de Dirac-Bergmann

Sea @ una variedad diferenciable de dimensién n. Consideremos un lagrangiano L : 7Q — R

(qiv3)
344945

es singular. Sea Ag la 1-forma de Liouville y wg = —dMg la forma simpléctica candnica

singular; es decir, la matriz hessiana

en T*Q. Como wgq es simpléctica, se define un corchete de Poisson en T*Q por {F,G} =
wo(Xr, Xg), YE,G € C=(T*Q). Si denotamos por i : M; —+ T*Q la inclusién canénica de
M, en T"Q, obtenemos un sistema presimpléctico (My,wi,hy), donde wy = "wp.

Asi, aparecen m — k ligaduras independientes ¢® que describen M, que serin llamadas
ligaduras primarias segin la terminologia de Dirac (véase [38]). Si H es una extensién arbitraria

de hy a T*(), entonces todas las funciones hamiltonianas de la forma

H=H+ ¢, (5.1.1)
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donde A, son multiplicadores de Lagrange, son débilmente iguales, esto es, ﬁ/ vy = Hypy =Ry
4 1

Las ecuaciones hamiltonianas se escriben en términos del corchete de Poisson de T*Q) como

sigue:

qu_ A 7 dpA_ r: a _
1t ={¢", H}, W—{PA:H}aﬁf’ =0.

Esto muestra que existe una ambigiiedad en la descripcién de la dindmica. Como wg es sim-
pléctica siempre existird una solucién de la ecuacién txwg = dH. Pero, se debe verificar ademas
que las ligaduras se preserven en el tiempo o, equivalentemente, que la solucién X sea tangente

a M. Asi, se llega a
({65 B} + 0isb87)) =0,

/vy
La anulacién de estas expresiones puede dar lugar a dos clases de consecuencias: algunas de las
funciones arbitrarias A, pueden ser determinadas o nuevas ligaduras pueden surgir. Llamaremos
a estas nuevas restricciones ligaduras secundarias. Las ligaduras primarias y secundarias definen
la subvariedad M,

Ahora, podemos proceder de un modo similar con las ligaduras secundarias, pues ellas,
también, deben conservarse en el tiempo. Si el problema tiene solucién llegaremos a una
variedad final de ligaduras M; donde existen soluciones “consistentes”. A este procedimiento
para hallar las subvariedades de ligaduras cuando tratamos con lagrangianos singulares se le
conoce como el algoritmo de Dirac-Bergmann.

Es posible dar una clasificacién de las ligaduras. generadas por este algoritmo para clarificar
la ambigiiedad de la dindmica. Una ligadura ¢ de M; (la subvariedad de ligaduras i-aria) se
dice que es de primera clase si {gzﬁ,q*b“}/Ml = () para cada ligadura ¢* de M;, y de segunda
clase en otro caso. Por lo tanto, los coeficientes de las ligaduras primarias de prim;fa. clase
de M; en {5.1.1) estdn completamente indeterminados, mientras que los coeficientes de las
ligaduras primarias de segunda clase estin completamente fijados. Desde un punto de vista mas
geomeétrico el algoritmo de Gotay-Nester es una globalizacién del algoritmo de Dirac-Bergmann

(véanse {49, 15]).
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5.2 Sistemas lagrangianos con dinamica global

Primero, supondremos que el sistema presimpléctico (TQ,wt, E) admite una dindmica global,
es decir, existe al menos un campo de vectores £ en TQ tal que & satisface la ecuacién del
movimiento tewy, = dEL. En tal caso, la subvariedad My = Leg(TQ) de T*Q es la subvariedad
final de ligaduras o, en otras palabras, no hay ligaduras secundarias.

Distinguiremos tres casos particulares:

1. todas las ligaduras primarias son de segunda clase,
2. todas ellas son de primera clase, y

3. existen ligaduras de primera y de segunda clase.

5.2.1 Todas las ligaduras primarias son de segunda clase

Denotaremos por &, 1 < a < s, las ligaduras de M;. La matriz con elementos €% = {92, 8%}
es regular en M; y, en lo sucesivo, supondremos que esta matriz es regular en todo el espacio de
fases T*Q. Esta matriz es también antisimétrica y, entonces, el nimero de ligaduras de segunda
clase es par. Denotaremos por (C,;) la matriz inversa.

Como en la referencia [8], consideraremos la distribucién diferenciable D generada por los

campos de vectores Xga. Un cdlculo directo muestra que
DY (z)={ve T,T"Q [ wo(z)(v,w) =0 Yw € D(z)} = T, M, , Vz € M, .

Sea Q@ : D@ D+ — D la proyeccién en D a lo largo de D+ y P = id — Q. El proyector Q
viene dado por

Q=C0Xea ® dd’ .

Definimos la 2-forma 2p = P*wg (es decir, P*wg(X,Y) = wo(PX,PY)). Qp es una 2-forma
de rango 2m — 5. Ademds, la estructura casi-producto (P, Q) estd adaptada a Qp, es decir,
kerP = kerQp = D. Asi, podemos definir un corchete {F,G}p, llamado el corchete de Dirac,

en T"Q como sigue:

{(F,G}p = Qp(Xr,Xg)=wo(PXp,PXc)
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= wo(XF — Cop{®®, F} Xa, Xg — Con {8, G} X yur)
{F,G} - {F,®°}C,,{$*,G} .

i

Consideremos ahora la funcién hamiltoniana hy : M; — R definida por hyo Leg = Ej.
Podemos extender Ay a una funcién H en un entorno I/ de T*Q y, aqui, la teoria de Dirac dice

que estos hamiltonianos en U deben ser de la forma:
H=H+)9".

Consideraremos el campo de vectores hamiltoniano Xg. Para que sea la teoria consistente,
debemos exigir que las ligaduras @, se preserven por X 7> geométricamente esto significa que

el campo de vectores Xz debe ser tangente a M;. Consideramos el campo de vectores:
PXy = Xig - Cap{®°, H)} Xoo .

Por las definiciones de estructura casi-producto (P, Q), PXy es tangente a My y su restriccién

a M, PXyy ay 0 €S la iinica solucién de las ecnaciones del movimiento, esto es,
iPXy,, w1 =dh
H/Ml ¥

puesto que wy es simpléctica. Ademads, si la distribucién D es integrable, el corchete de Dirac
{ ; }p es de hecho un corchete de Poisson. En este caso, cuando consideramos en M, el corchete
de Poisson { }; definido por la estructura simpléctica wy y en T*Q el corchete de Dirac { , }p,

obtenemos que la inclusién canénica ¢ : M; — T*Q es un morfismo de Poisson, es decir,
*{F,G}p = {"F,i"G}, YF,G € C™(TQ) .
La siguiente tabla resume los resultados anteriores:
Ejemplo 5.2.1 Sea L : TR* — R el lagrangiano definido por (véase [6))
L@ﬂﬁ)I@ﬂwﬂ¥+¢5+%ﬂff—%%”%ff%
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T'Q T'Q Ml

wQ Qp Wi
{1 } { ) }D { ' }1
(7, Q)

Ligaduras primarias de segunda clase

Como

aL oL
p1=5¢—1=q2+q3,pz=-5&5=0,p3=—-=

obtenemos las signienes ligaduras primarias:

b =p—¢—¢, by=p; , d3=ps—q', Oy =p,.

Todos ellas son ligaduras de segunda clase. Sea C la matriz

0 -1 -1 0
0 0 0

(C*) = ({8%,2%) =
1 0 0 -1
00 1 0

Entonces, obtenemos una estructura casi-producto (P, Q) definido por:

Q= Caqu:.u ® de)b .
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0, en coordenadas candnicas en 7Q:

2 9 9
Q@ = 32®dQ+3q2 64®dq a¢?

d ij g 7] g d 0 a
+(5&-{+3?+ 8p)®dpl 34®dp3+(8q3 a?+m)®dp4.

La 2-forma presimpléctica Qp es:

® dg° + ® dp,

Qp = dq' Adpy — dg® A dp, + dg® A dps + dpy A dpa — dpz A dpg + dps A dpy .
La 2-forma w, se expresa en coordenadas locales (¢4) en M; por
= dq" A dg® + dg* A dg® + dg® A dg*,

la cual es una forma simpléctica. La tnica solucidén §ar, de la ecuacion ixw; = dhy es precisa-

mente:
d a d 7}
— 3__ 4 4 2 0
h=0on T ae T g T g
Por lo tanto, si H es una extension arbitraria de hy a T*(Q se obtiene que 'P(XH)/M] =€y, - El

lagrangiano L es afin en la velocidades. El caso general sera estudiado en la Seccién 5.5.

5.2.2 Todas las ligaduras primarias son de primera clase

Denotamos por ¢, 1 < i < p, las ligaduras de primera clase. Como {d)",éj}ml = 0, entonces
Xs;, 1 £1< p, el campo de vectores hamiltoniano de ¢, es tangente a M;. En este caso la
subvariedad M, es coisotrépica en T*Q.

Como kerw; esta generado por las restricciones de los campos de vectores hamiltonianos
Xyi de las ligaduras de primera clase, parﬁ fijar el “gauge”, consideramos una estructura casi-
producto (A;, B1) en M; adaptada a kerw;. Ademas, si la estructura casi-producto es integrable

podemos definir un corchete de Poisson en M; como sigue:

{f’g}Al = wl(Xf,.AnXg,Ax) ) Vf!g € COO(Ml) 3

donde Xy 4, y X, 4, son los inicos campos de vectores en M7 que pertenecen a'fmA; y verifican
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que ix, , w1 = Ajdf e "Xg.Al""l = Ajdg, respectivamente. Asf pues, si £ es una solucién de las
ecuaciones del movimienté, es decir, igw; = dhy, podemos seleccionar una dnica solucién Ay
tal que A;£ € ImA. De este modo, hemos conseguido fijar el “gauge”.

La siguiente tabla resume los resultados de esta seccién:

°Q M,

W ]

{s} {’}Jh

('AI!BI)

Ligaduras primarias de primera clase

Ahora, consideraremos una extensién arbitraria H a T*Q del hamiltoniano A; : M; — R.
Como existe dindimica global, el campo de vectores hamiltoniano X g es tangente a M, es decir,

Xi)y, € X(My) e
iXH/Ml W = dhl .
Fijamos el “gauge” considerando A;(Xx/ My )-
El procedimento cldsico seria el siguiente (véase [151]). Se eligen funciones {7, 1 < j < p},

en T*Q tales que la matriz ({¢*, f’}) = (c"/) es regular. El determinante de esta matriz es

conocido con el nombre del determinante de Faddev-Popov. Si imponemos la condicién de

tangencia de los campos hamiltonianos de las funciones # = H + Ai¢* a la subvariedad definida

por las nuevas ligaduras {f’}, consegnimos que

/\'{M1 = (C,‘J'{H,QSJ})/Ml .
De esta manera se fija el “gauge”. Es ficil probar que fijar el “gauge” es equivalente a elegir
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una estructura casi-producto (P, Q) en T*Q donde
Q= ci; Xyi @ dfj .

La estructura casi-producto (P, Q) restringe a M, y su restriccién ('P/MI, Q/Ml ) estd adaptada

a la forma presimpléctica wy. Por lo tanto,

P(Xt) vy = Xiipyyy -

Ejempio 5.2.2 Consideremos el lagrangiano L : TR?® — R definido por
1 - . 2
L=35(d0+4)"

(véase Krupkovd [66]). Aqui (¢',¢% ¢%) son las coordenadas canénicas en R® y (¢',4%,¢%, ¢,
¢%,¢>) las inducidas en TR3.

La energia y las formas de Poincaré-Cartan son:

1,. .
EL = 5(41 +4) =1,
ar = (g1 + @)da + (g1 + ¢2)dg2 ,
wp = dgi Adg +dq Addy + dga Adgy + dga Adgs .

No hay ligaduras secundarias, es decir, hay dindmica global. Como
8L .1 .9 aL -1 .2 aL
- = , = —_— = , =—=20,
n Er +4¢°, p2 52 ¢ +4°, ps g1
deducimos que la subvariedad M; de T*R> est4 definida por las siguientes ligaduras primarias:

Sr=p1—p2=0,¢2=p3=0.

Como {¢1,¢2} = 0, entonces ambas ligaduras son de primera clase. Si se eligen coordenadas
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(qla q2,q3,p1) en My, obtenemos que
w = i*wQ = dql A d‘p1 + dq2 A dpl ,
donde

(g%, 4% q%.p1) = (¢*, 4%, %, 11, 11,0) .

En consecuencia, kerw, esti generado por

{i 9 9
9¢® ' o¢* 9¢*f

Definimos la estructura casi-producto {A;,B;) en M; por

8. 8 g, @ N o, @
) = g Alaa) = ggn Mlae) =0 Mg = g

y By =id ~ A;. (Ay,By) es integrable y adaptada a wy. Entonces, definimos un corchete de

Poisson {, }as, en M;. Como

2 o

¢t Al T THT
1/ 0 0
an,_Alzo, XPI'A1='2-(JBF+'6?) I

deducimos que

0, {quqa}fh =0, {q2=q3}A1 =0,
-1 ’ {qzypl}Al = -1 ) {QB,PI}A, =0.

{qlqu}Al
{a},;m}q,

5i £ es un campo de vectores en M, de modo que es una solucién de las ecuaciones del movimien-
to, es decir, iw; = dhy, entonces fijamos la tnica solucién A;(€) = Xy, 4,. En este caso,
obtenemos que

d 0
Xpy A —‘-Pla—ql+P1@~
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5.2.3 Existen ligaduras primarias de primera y segunda clase

Denotamos por %, 1 < a < s las ligaduras de segunda clase y por ¢, 1 < i < Ip, las ligaduras
de primera clase. |
Como en el primer caso, podemos construir una estructura casi-producto (P, Q) en 7@
con Q definida por
Q = CppXoa ® dd°® .

Aqui, (Cy) es la matriz inversa de ({&°,®"}). Definimos también la forma presimpléctica

fp = P*wg con rango constante 2m — s y el corchete de: Dirac
{F,G}p = {F,G} - {F,®°}C.,{®*,G} .

Consideramos una extensién arbitraria H del hamiltoniano £;. Como existe dindmica global,
entonces el campo de vectores P(Xp) es tangente a M;. Ahora, fijamos el “gauge” eligiendo el
campo de vectores .Al(T»‘(Xj:;)/M1 ), donde (Ay, B;) es alguna estructura casi-producto adaptada
aw.

El diagrama de la siguiente pigina resume los resultados de esta seccién.

T*Q TQ My

{7} {!}D {1}.41

(P! Q) (-AlaBI)

Ligaduras primarias de primera y segunda clase
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5.3 Sistemas lagrangianos con ligaduras secundarias

Denotamos por {®%,¢'; 1<a<s, 1< < p} el conjunto de las ligaduras de primarias de
primera y segunda clase, respectivamente.
Aplicando el algoritmo de Gotay-Nester al sistema presimpléctico (My,wy, h1) obtenemos

una sucesidn de subvariedades
My — ... — My —M_ — ... — M, — M —TQ.

Suponemos que el algoritmo estabiliza y denota..mos }.)or My la variedad final de ligaduras. La
subvariedad final de ligaduras vendrd determinada por todas las ligaduras primarias y secun-
darias (para simplificar, Hamaremos ligaduras secundarias a las que no son primarias). Ahora,
podemos clasificar todas estas ligaduras de My en dos clases: ligaduras de primera clase y
segunda clase. Denotamos por {$* , 1 < b < 5} las ligaduras secundarias de segunda clase
ypor {¢ ,1<j< P} las secundarias de primera clase. Las ligaduras primarias de segunda
clase de M, siguen siendo de segunda clase en M f pero, por otro lado, las ligaduras primarias
de primera clase pueden ser de primera o de segunda clase en M ¢. Asi, podemos suponer que
{¢" , 1 < # < p'} son ligaduras de primera clase que son también de primera clase en M; y
{6", 1 < i" < p"} aquellas de primera clase que son de segunda clase en M, donde p'+p" = p.

Entonces se obtiene la siguiente clasificacién de ligaduras en M Iz

Denotamos por {x°} todas las ligaduras de segunda clase en M ¢ que seran utilizadas para
definir una estructura casi-producto (P, Q) en T*Q, donde el proyector Q esté definido como
sigue:

Q = CopXyo ® dx®,

siendo (Cyp) la matriz inversa de la matriz ({x®, x”}). Como en la Seccién 5.2.1, definimos el

corchete de Dirac:

{F,G}p = {F.G} - {F,x*}Cos{x*.G} ,
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para cualesquiera funciones F,G € C®(T*Q).
Ahora consideramos una extensién local # de by a T*Q. Sea Xgr el campo de vectores
hamiltoniano y su proyeccién P(Xy). Entonces, P(Xg) es tangente a My, y, ademds, es la

solucién de las ecuaciones del movimiento; es decir,

(i?(XH)/M! wy = dh1)
In,

Para fijar el “gauge”, consideramos un estructura casi-producto ((A1)s,(B1)s) en My tal
que esté adaptada a la distribucién kerw; N T My, es decir, ker(8,); = kerwl.ﬂ TM;. Ahora,
es suficiente considerar (A, );(’P(XH)/M!) para que el “gauge” quede fijado. Si consideramos el
hamitoniano “extendido” (una extensién del hamiltoniano h, donde tenemos en cuenta todas las
ligaduras de My, véase [54]), entonces es conveniente usar, para fijar el “gauge”, una estructura
casi-producto (Ays,Bs) en M; adaptada a ker wy, donde w; = 1w Aqui, denotamos por
jf i My — T*Q la inclusién canénica. Fijamos el “gauge” eligiendo A;(P(XH)/M!).

El diagrama siguiente resume los resultados de esta seccién.

TQ TQ My

wWo QD

{,} {, 1o (A1), (Br)y)
(’P, Q) ker(B,}; = kerw, NTM;

Caso general

Ejemplo 5.3.1 Sea L : TR? — R un lagrangiano degenerado definido del siguiente modo
(véase [15]):
. 1,. i
L(qA,qA) = §((11)2 + 5(q‘l)ﬁq,?. .
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La transformacién de Legendre estd definida por:

Leg(q',q%,¢",d*) = (¢",¢%,¢*,0)

¥, asi obtenemos una ligadura primaria ¢! = p,. La consistencia de esta ligadura da lugar a
una ligadura secundaria: 2 = ¢! y, a su vez, la consistencia de ®! define una ligadura terciaria
$3 = p1. Como @2 y &3 son ligaduras de segunda clase, entonces, el proyector Q se expresa
por:

0 ]
®dq +_®dplf

szX1®dp1+Xpl®dq al a

y el corchete de Dirac {, }p estd determinado por

{¢"¢"}p =0, {¢",m}p=0, {g"p}p =0, (> m}p=0, {¢F.p2}p =1, {pr,pa}p =0.

Sea hy : M; — R el hamiltoniano
1 1
By = =(py)? — =(g")242 .
1 2(191) 2(‘1 )q

Una extension arbitraria de T*Q es H = 2(pv )2 - 1(¢")%¢® + Apy, v el campo de vectores

hamiltoniano es

- 9y 90 AN 0 (e a_A)i( 2 _ ‘”‘)i
XH“(p‘+p23p1)aq1+('\+pzap2)aq2+(” P5.1) 3 5" r257)3

Por lo tanto,

P(XH) = (4= Q) = (3 +p2§") 5+ (30 -ma) o

La restriccién de P(Xy) a Mz = {(¢*,¢% p1,p2) € T*R? / ¢ =0,p1 = 0,p, = 0} es precisa-
mente |
3 0

P(XH)/M;, = gq—z y

y, asi, la dindmica estd completamente indeterminada.
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5.4 Estructuras casi-producto Legendre proyectables

Ahora, queremos relacionar las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana cuando existe una
estructura casi-producto que es Leg-proyectable en TQ. Para simplificar, podemos solamente
considerar sistemas lagrangianos que admiten una dindmica global. Estos resultados se extien-
den al caso general considerando estructuras casi-producto en la subvariedad final de ligaduras.

La siguiente proposicién nos permite obtener una condicién necesaria y suficiente para que

una estructura casi-producto en T'Q sea proyectable en M.

Proposicién 5.4.1 Sea F una estructura casi-producto que estd adaptada a la 2-forma pre-

simpléctica wy,. Entonces, F es Leg,-proyectable en M, si y solamente si
B(Z,AX] € V(TQ) ,VZ € ker TLeg ,YX € X(TQ),

donde A y B son los proyectores asociados con F.

Demostracién: La estructura casi-producto ¥ es proyectable si y solamente si (véase [13])
1. fi(kerTLeg) CkerTLeg |,

2. Im{LzA) C ker T'Leg ,YZ € ker TLeg .

Como ker T'Leg = V(TQ)Nkerwy, entonces A(ker T'Leg) = 0. Ahora, para todos los campos

de vectores Y en T'Q y Z € ker T'Leg, se deduce que

LzA(Y) = (2, AY]- AlZ,Y] = (2,AY] - A2, AY] - A[Z,BY)
(2, AY]} - A[Z, AY) = B[Z, AY],

f

puesto que kerwy, es una distribucién integrable.

Corolario 5.4.1 5i una estructura casi-producto integrable F' adaptada a w; conmuta con la
estructura casi-tangente J, es decir, JE = FJ, entonces ' es proyectable en una estructura

casi-producto en M, si y solamente si

JZ,AY] € ImA , VY € X(TQ), YZ € ker T Leg .
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Sea F' una estructura casi-producto en el espacio de configuracién @ y sea F° la elevacién

completa de ' a TQ. Recordemos que F© estd definida por:
FOX) = (F(X))°, F(X") = (F(X))” VX € xQy, .

donde X y X* denotan la elevacién completa y vertical del campo de vectores X, respecti-
vamente. [ es una estructura casi-producto en TQ y F¢ es integrable si y solamente si F
es integrable. Si A y B son los correspondientes proyectores de F entonces A° y B¢ son los
correspondientes proyectores de F°. Deducimos que ImA° es, de hecho, la elevacién completa
de la distribucién ImA. De un modo similar, (ImB)® = ImB°. Esta clase de distribuciones es

llamada tangente en [13].

Corolario 5.4.2 Si la estructura casi-producto F° estd adaptada a wy, entonces es proyectable

a Ml.

Demostracién: Como JF° = F°J| por el Corolario 5.4.1, solamente necesitamos probar que
J[(Z,A°Y] € ImA®, VY € X(TQ) ,VZ € kerTLeg .

5i {X1,X2,--+,X;} es una base local de Im.A, entonces {Xf,Xg,---,Xf,Xf,X{;’,---,X,E’} es
una base local de ImA®. Asi, como [Z, X}] y [Z, Xf] son campos de vectores verticales, para

todo 1 £ ¢ < r, se deduce que F° es proyectable. |

Proposicién 5.4.2 Sea F una estructura casi-producto integrable adaptada a wy, y proyectable

en My .. Entonces, su proyeccion Fy es también integrable y adaptada a w;.

Demostracién: La integrabilidad de F' es trivial puesto que el tensor de Nijenhuis Nz de F,
proyecta en el tensor de Nijenhuis Mg, de la proyeccién Fy.

Como Legjw, = wy, y ker A = kerwy,, entonces paratodo Z € X(M)talqueizw; = 0y para
todo campo de vectores Z € X(TQ) que sea Leg;-proyectable en Z, es decir, TLeg,(Z) = Z,
obtenemos que

0 = Leg; (izu1) = izLegiw, = izwp .
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Por lo tanto, Z € kerwy, = ker A. Asi, su proyeccién Z ¢ ker.A;. Hemos probado entonces que

kerw; C ker A). De un modo similar, se prueba que, ker A; C kerw,. |

Ahora, supongamos que F es una estructura casi-producto integrable en TQ la cual estd
adaptada a wy, y es proyectable a M;. Denotemos por {, } j el corchete de Poisson definido en
TQ. Si Fy es la estructura casi-producto integrable proyectada en M, entonces sabemos que
F esta adaptada a w;. Denétese por { s }a, el correspondiente corchete de Poisson en M. Lo

que pretendemos es relacionar ambos corchetes de Poisson.
Lema 5.4.1 Sea una funcién f en M. Entonces XfoLeg'l A €5 proyectable a X7 , .

Demostracién: Primero, probaremos que XfoLem 4 es Legy-proyectable; es decir,
(X foLegy 4> 2Z) € ket TLeg ,VZ € ker T Leg .

En efecto,

i{XfoLegl.j'Zh.]wL = LX!uLeg,,jiZwL"iZLXfoLegI,A“’L
= _iZd(iXhLegl,,zwL)
= —izd(Ad(foLeq))
= —izLegid (Atd(f))
=0

y asi, deducimos que [XfoLeg,,j: Z] € kerwy,. Dela Proposicién 5.4.1, deducimos que
[Xf_ochl‘j’Z] E V(TQ) H

v asl, Xz eg1.A €S Proyectable. Ademds, como

inoLegl-le = -Au*d(fo Legl) ’
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su proyeccién TLegv()('fcmg1 i) verifica que

iTLeg(XhLegl"j)le = ATd(f) .

Se obtiene TLeg(X o0 4)=TLeg(Xf 4 ) 1
Proposiciéon 5.4.3 La aplicacion Leg, : TQ —— M; es un morfismo de Poisson, es decir,

{fi;fata, o Legy = {fi o Legy, fa o Legi} i \Vh, fa € C(My).

Demostracién: Del Lema 5.4.1, se deduce que

{fi,foasolegy = Legi (wn X540 X7.4,))
= “-’L(Xf, oleg ,i’szﬂLcylnj)
= {floLeglyﬁoLegl}j’

- para cada funcién fi v foen My, 1

Ejemplo 5.4.1 Consideramos el lagrangiano definido en el Ejemplo 5.2.2. Un cdlculo directo

muestra que kerwy, estd generado por

(2o, 0 0 5 )
0 0qa 8¢z’ 81 Ogo ' Bgs)

Sea F la siguiente estructura casi-producto en Q:

a d a d 7j d Ja
Foq) = 57 o) =25 ~ o Fo@) = ~a

La representacién matricial de los correspondientes proyectores, A and B , son, respectivamente:

1 10 0 -1 0
A=10 0 0 y B=10 10
000 0 01
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La elevacién completa del tensor (1,1) A® y B¢ son:

A 0 B 0
AC = y B =
0 A 0 B

La estructura casi-producto F° es integrable y adaptada a la forma presimpléctica wy. Como

—_1 g a —_1 il a
Xppe = =1 (_Ta¢ + 57 ) . Xgope = -} (aq, + 2 ) 1
= —1 2] a
XqS,Ac—O, Xé]lAc—E(aqi +6q§) 1

qu,A‘=%(£T+£T) 3 Xq'.S,‘Ac—_-O,
el corchete de Poisson en T'Q estd determinado por
{g"¢ =0, {¢",¢}ac=0, {¢%¢°}ac=0,
{ql1q'2}.A° =0, {‘1"1,(33}# =0, {@2,Q3}AG =0,
{‘Ila@l}Ac =-1, {ql,q'z}Ac = -1 ) {qlaq'S}Ac =0,

{qZ,q',l}Ac =~1 y {qzaqﬂ}/{‘ =-1 3 {Qz,éa}Aﬂ =0 ,
{qs‘ldl}Ac =0 ’ {qaaqllz}A‘ =0 H {qsaqa}A‘ =0.

Del Corolario 5.4.2 y de la Proposicién 5.4.2, deducimos que F° es Legj-proyectable. A-

demads, proyecta en la estructura casi-producto integrable (A1, By) definida en el Ejemplo 5.2.2.

5.5 El problema de la condicién de ecuacién diferencial de

segundo orden

Como sabemos, una solucién de la ecuacién iywy = dEy, (si existe) no es necesariamente una
ecuacion diferencial de segundo orden, esto es un campo de vectores X en TQ tal que JX = C.
Si L es casi-regular, entonces, en [49, 52], Gotay y Nester construyen una subvariedad § de la

variedad final de ligaduras Py en la cual existe un campo de vectores £ de modo que:

(if‘-‘-’L = dEL)/S , (JE= C)/s . (5.5.2)
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Introduciendo una adecuada estructura casi-producto en Py podemos construir una subvariedad
5 de P; en la cual existe una estructura casi-producto (As,Bs) y un campo de vectores £ que
verifica la ecuacién (5.5.2) y, ademds, £ € ImAg. |

Supondremos primero que el sistema presimpléctico (TQ,wr, Epr) admitle una dinpamica
global. Consideramos una estructura casi-producto (A, B) adaptada a kerwy, que es proyectable

a una estructura casi-producto (Ay,B8;) en M;.

Observacién 5.5.1 Si £ es una solucién de las ecuaciones del movimiento ixwy, = dFyp en-
tonces A(€) es también una solucién de esta ecuacién. Ademas, si la estructura casi-producto
es Leg-proyectable entonces ,&(5) es proyectable a 4,7, donde Z es una solucién arbitraria de

la ecuacién ixw, = dhy. @

De la Observacién 5.5.1, deducimos que dado un campo de vectores £ en TQ) que es una

solucidn de la ecuacién del movimiento
tewr, =dEy

entonces el campo de vectores fi(f) es proyectable en A,(Z) y ambos campos de vectores son
soluciones de sus respectivas ecuaciones del movimiento. Como en [49, 52], existe un tnico
punto z en cada fibra de Leg; : TQ — M (donde Leg = iy o Leg), tal que A(8) verifica la
condicién de ecuacién diferencial de segundo orden (SODE) en z, es decir, (JCAEN): = C;.

Considérese ahora el subconjunto
S={zeTQ/(J(AE)): = C:}. (5.5.3)

En coordenadas locales, A(£) se escribe localmente como

Entonces, si z = Leg((z) € M), e identificamos z con la fibra que contiene a z, deducimos que

=4 es constante a lo largo de esta fibra. Ademas,
U= J(AE) -~ C = (24 — ¢*)=e
= RF
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es tangente a las fibras. Sea o(t) = (¢%(t),*(¢)) una curva integral de {/ que contiene al punto

z con coordenadas (g4 ,df). Deducimos que
o(t) = (g5, — e7'(Z4 - ¢2)) .
En consecuencia, se obtiene que

z = lim o(t) = (¢ff, =4).
t—o0

Asi pues, el punto ¥ con coordenadas (q(‘f,EA) estd en la misma fibra que Z, puesto que las
fibras son cerradas. Ademds, U(Z) = 0, y, por tanto, A(£) verifica la condicién SODE en el
punto z.

Hemos obtenido una seccién diferenciable o : M, — TQ de Leg, y su imagen § = (M)
es una subvariedad de TQ, en la cual A(£) verifica la condicién SODE. En general, A(€) no es
tangente a S, pero el campo de vectores To(A;(Z)) si es tangente a § y es una solucion de la
ecuacidn

(ixwp =dEr),  ,

y verifica la condicién SODE. Por otro lado, como ¢ : M; — § es un difeomorfismo, la
estructura casi-producto (A1, Br) en M, induce una estructura casi-producto (As, Bs) en § de

modo que para cada solucién £g de la ecuacién

(ixwr = dEL);, (5.5.4)

se verifica que

As(€s) = To(A1(2)) .
Resumiendo, hemos obtenido el siguiente resultado:

Proposicién 5.5.1 Sea £ una solucion de la ecuacion del movimiento
iEWL = dEL )

¥ (A,B) una estructura casi-producto adplada a wp que es Leg-proyectable a una estructura
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casi-producto en M y sea S la subvariedad definida en (5.5.3). Entonces:
1. Eziste una estructura casi-producto (As, Bs) adaptada a la restriccion de wr a S.

2. 5t {s es cualquier solucion de (5.5.4) entonces As(Es) es una solucién que verifica la

condicion SODE.

En el caso general, podemos aplicar el algoritmo de Gotay-Nester al sistema presimpléctico
(TQ,wt, EL). Si el algoritmo se estabiliza, denotamos por Py, la subvariedad final de ligaduras.
Consideremos en Py una estructura casi-producto adaptada a ker wy, N T Py que sea proyectable
en My. Entonces, usando un procedimiento similar al usado en la Proposicién 5.5.1, obtenemos
una estructura casi-producto (Ag,Bs) en § adaptada kerw; N TS y una tnica solucién de
la ecuacién del movimiento ixwy; = dEL tangente a S que también verifica la condicién de
ecuacion diferencial de segundo orden. Ademds, esta solucién pertenece a ImAg. Podemos

entonces considerar la ecuacién:

ixwp, = d(EL)/p! ;

donde wyy, = Jjwr, siendo jy : Py — TQ la inclusién canénica. Sea (Ag,By) una estructura
casi-producto adaptada a kerwp, que es proyectable en M; (la variedad final de ligaduras en el
lado hamiltoniano). Entonces, por la Proposicién 5.5.1 obtenemos una estructura casi-producto
adaptada a ws donde ws = j5wz, siendo js : § — Py la inclusién candnica, Ademds, si £ es
una solucién de la ecuacién

ixws = j,dEg ,

entonces As(£s) es también una solucién y verifica la condicién SODE.

5.6 Lagrangianos afines en las velocidades

En esta seccidn, consideramos un caso particular de lagrangianos degenerados: los lagrangianos
afines en las velocidades.

Se estudian las estructuras casi-producto adaptadas a wy que, de hecho, son conexiones
de Ehresmann en 7'Q. Como en la Seccién 5.2.1, a partir de las ligaduras de segunda clase,

construimos una estructura casi-producto en 7% que determina una dindmica “admisible” en
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el lado hamiltoniano. Se estudia también el problema de la ecuacién diferencial de segundo
orden.

Un lagrangiano affn en las velocidades L-en TQ
Lq".¢") = pal@)d* + f(g*)
puede ser globalmente definido como sigue:
L=p+s",

donde u = pa(q)dg® es una 1-formaen Q y f¥ = fo Q-
La energia y las formas de Poincaré-Cartan son, respectivamente:

EL:—-fV,aL=—,uV,uL=d,uV.

Tenemos que V(TQ) C kerwy y
dim kerwy, < 2dim(V(kerwy)) .

Supongamos que la 2-forma dy es simpléctica. En este caso, se tiene que kerwy = V(TQ)
¥, por lo tanto, (TQ,duV, —fV) es un sistema presimpléctico con dindmica global. Considérese
una estructura casi-producto adaptada a la forma ﬁfesimpléctica wr. Es decir,‘ una distribucion
complementaria a la distribucién vertical, o en otras palabras, una conexién en el fibrado
tangente T'Q) (véase [90]). Para una conexién I en T'Q, denotamos por h el proyector horizontal
y por v el proyector vertical.

Como dp es simpléctica, existe un dnico campo de vectores X ;s tal que
ix,(—du) = df ;

es decir, X/ es el campo de vectores hamiltoniano con energia f. La elevacién completa X} de
X verifica que

iX;wL =dE; . . (5.6.5)
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Entonces, dada una conexién T, fijamos una solucién de (5.6.5) eligiendo h(X?) = X?ELJ; =
X;{, que es, precisamente, la elevacién horizontal de X con respecto a I

La estructura casi-producto definida por los proyectores (k,v) de la conexién definird un
corchete de Poisson en T'Q si y solamente si la distribucién horizontal Imh es integrable, esto
es, si la conexion es llana.

La transformacién de Legendre esti definida por

Leg: Q¢ — T7Q

(qA&‘j'A) —_ (QAHUA) ’

¥, asi, My = Imy. De la Proposicién 5.4.1, deducimos que la estructura casi-producto definida
por (h,v) es proyectable a Leg(TQ) = M, puesto que kerw;, = Imv = V(T'@Q). Se obtiene que

wy es simpléctica. Ademads, la aplicacién

¢: Q@ — Leg(TQ)= M
(g*) — (¢, p4)

es un difeomorfismo y Leg = rgo¢. Como (¢7!)*dy = w; deducimos que ¢ es un simplectomor-
fismo. Por la Proposicién 5.4.3, para una conexién llana en T'Q, la proyeccién Q: TQ — @
es una aplicacion de Poisson, donde hemos considerado el corchete de Poisson {, }penTQy
el corchete de Poisson {, }4, definido por la forma simpléctica du en Q.

Todas las ligaduras primarias ¢4 = py — 4, 1 € A < 1, son de segunda clase puesto que

dup  Opa

{®4,85} = 3¢A —9g5—

y la matriz (Cyp) = ({®a4,®p}) es regular puesto que du es simpléctica. Como en la Seccidn

5.2.1. consideramos la estructura casi-producto (P, Q) en T*@Q definida por el proyector

Q = C4%Xq, @ddg,

o Ous 0 ;]
_ AB _ _ 8B, D
= ¢ (Bq" 8q¢ ch) ® (de dqP 4 ) '
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Entonces, InP = ker Q estd generado por los campos de vectores

9 %5 9 1<A<n, :

X4=

v, ademas, estos campos de vectores son tangentes a M.
Por la Proposicién 5.5.1 deducimos que dada una conexién I en T'@ construimos una va-

riedad diferenciable § de dimensién » en TQ donde existe una solucién de la ecuacién
(inL = dEL)/S .

que verifica la condicién SODE. Como (My,w1) es simpléctica entonces (S,ws) es también
simpléctica y ficilmente se deduce que § = Im({X°) y la iinica solucién es precisamente £5 = st
que, por supuesto, verifica la condicion SODE. El campo de vectores Xy satisface la condicién

SODE en § pero, en general, no es tangente a §.
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Parte II1

SISTEMAS LAGRANGIANOS
NO-HOLONOMICOS
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Capitulo 6

Sistemas lagrangianos
no-holonémicos y estructuras

casi-producto

La teoria cldsica de sistemas mecdnicos con ligaduras aparecié ya en el siglo pasado, pero,
actualmente, mantiene una atencion continuada dada su importancia para resolver problemas
practicos como los que aparecen en la teoria del control.

Podemos encontrar dos acepciones diferentes del significado de un sistema mecanico con
ligaduras. Asi, tendremos ligaduras “internas” impuestas por la singularidad del lagrangiano,
o ligaduras “externas” impuestas por las fuerzas de ligadura actuando en un sistema regular.
El primer tipo de ligaduras ha sido estudiado en los capitulos anteriores.

Recientemente, han aparecido varios articulos desarrollando el marco geométrico para el es-
tudio de estos sistemas: Weber [148, 149], Marle {95], Bates y Sniatycki [7], Koiller [64], Dazord
[36] y otros. Otros articulos relacionados con una formulacién en términos de la geometria casi
tangente son los siguientes: Carifiena y Rafiada [25), Rafada [118], Carifiena y Raiiada [26},
Sarlet, Cantrijn y Saunders {130] y Sarlet [127] (también nos referiremos a Massa y Pagani {103]
y Giachetta [47] para una formulacién en términos de fibrados de jets.)

Las ligaduras externas consideradas en este capitulo se llamaran ligaduras no-holondmicas.
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Esto significa que existe una familia de m funciones afines en las velocidades
¢!(Q7Q) = (}l,‘)A(Q)fjA + hi(Q)‘, (l fi<m,1<£A4<n, m< n) !

que restringen el movimiento permitiéndole inicamente tomar algunos valores determinados
de las posiciones y velocidades. En otras palabras, las soluciones (entendidas como campos
de vectores) de las ecuaciones de Euler-Lagrange modificadas tienen que ser tangentes a la
subvariedad P, definida por anulacién de las ligaduras. Una ligadura holonémica g{g) es una
funcién en la variedad de configuracidn que puede ser interpretada como un par de ligaduras
no-holondmicas definidas por la funcién g(q) y su diferencial, es decir, ¢, = ?cj ¥y ¢2 = g.
La distincién entre ligaduras holonémicas (integrables o geometricas) y no-holoqnémicas (no-
integrables o cinemdticas) es debida a H. R. Hertz [60] (véase también [108]).

La forma cldsica de enfrentarse con los problemas de ligaduras no-holondémicas es usando
multiplicadores de Lagrange. En {25, 118] esta técnica fue utilizada siguiendo un punto de vista
geométrico.

En este capitulo, éste serd también nuestro objetivo. De este modo, construimos una estruc-
tura casi-producto en T'Q, de modo que la proyeccién del campo de vectores de Euler-Lagrange
para el sistema libre nos dard las ecuaciones del movimiento para el problema con ligaduras.

En nuestro andlisis obtenemos dos tipos diferentes de comportamientos. De las condiciones
de tangencia, se llega a un sistema de m ecuaciones con m incognitas (los multiplicadores de
Lagrange) cuyas soluciones dan los valores que pﬂéden tomar los multiplicadores de Lagrange.
Un estudio de estas ecuaciones nos da dos posibilidades. El sistema tiene una tnica solucién
(cuando la matriz C' de los coeficientes del sistema de ecuaciones que nos permite obtener los
multiplicadores de Lagrange tiene rango maximo k& = m). En este caso, obtenemos una solucién
bien definida en T'Q (al menos en P1); o la matriz C tiene rango k < m. En este dltimo
caso, asumiendo la compatibilidad del sistema de ecuaciones, llegamos a la determinacién de
la dindmica salvo eleccién de m — k multiplicadores de Lagrange. Si el sistemna de ecuaciones
es incompatible, elegimos los puntos de P, donde el sistema tiene solucién, y asi obtenemos
nuevas ligaduras que definen la subvariedad P; de P,. Si P, tiene dimensién cero o P, =0,
entonces no hay dindmica. En otro caso, incorporaremos las nuevas ligaduras al analisis anterior

y obtendremos, a partir de las condiciones de tangencia adicionales, una nueva subvariedad
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de ligaduras Ps, y asi sucesivamente. Este algoritmo produce una sucesién de subvariedades
.PBRcPhCcPhcTQ. Siel algoritmo se estabiliza en alguna subvariedad final de ligaduras,
podremos determinar una solucién completamente consistente de la dindmica, o, en el peor
de los casos, la dinimica estd completamente indeterminada. Es evidente la similitud de este
algoritmo con el algoritmo de Dirac-Bergmann-Gotay-Nester ([51, 52]).

El capitulo se estructura del siguiente modo. En la Seccién 6.1 recordaremos algunos as-
pectos de la formulacién geométrica de los sistemas lagrangianos sometidos a ligaduras no-
holonémicas y, ademds, construiremos una estructura casi-producto en el espacio de fases que
nos permitird ¢btener la solucién de la mecanica proyectando el campo de vectores de Euler-
Lagrange correspondiente al problema libre o sin ligaduras. Desarrollamos un algoritmo de
ligaduras en la Seccién 6.2 para el caso no regular. En el caso en que el algoritmo se estabilice
en alguna subvariedad final de ligaduras, construiremos una estructura casi-producto adecuada
en ella. Se considera el caso holonémico en la Seccién 6.3 y, en la Seccién 6.4, encontramos
una formulacién global para los sistemas no-holonémicos. En la seccin 6.5 analizamos un caso
particular cuando la distribucién est4 definida por un conexién y en 6.6 estudiamos, un ejemplo
clésico, el de las ecuaciones de las geodésicas sujetas a ligaduras.

En la Seccién 6.7 se estudian las simetrias y constantes del movimiento de un sistema lagra-
giano no-holonémico. Se analiza la contrapartida hamiltoniana en la Seccidn 6.8. Finalmente,

en la Seccién 6.9, extendemos estos resultados al caso dependiente del tiempo,

6.1 Sistema lagrangianos no-holonémicos

Sea () una variedad diferenciable de dimensién n, T'Q su fibrado tangente, y 7o : TQ — @
la proyeccién canénica. Denotaremos por {¢*;1 < A < n} las coordenadas locales en ¢ y por
{g#,44;1 < A < n} las coordenadas inducidas en TQ.

Sea J la estructura casi tangente canénica y C el campo de vectores de Liouville en T4Q.

Sea L : T@ —— R un lagrangiano regular, es decir, la matriz hessiana

(Wap) = (5%1—;,9 )

es regular. Recordemos, que como L es regular, wy, es simpléctica y, en este caso, existe una
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tnica solucién de la ecuacién del movimiento ixwy, = dEy que, ademads, es una SODE. Por otro

lado, como wy, es simpléctica se define un corchete de Poisson en C*(TQ) definido por:

{f:g}L = WL(Xf,Xg) ? Vfag € CDO(TQ) B

donde Xy denota el campo de vectores hamiltoniano con energia hamiltoniana f (es decir,
ix,wr, = df). Asi, §p = X, y {f, Er}e = €(f).

Supongamos que [ estd sometido a un sistema de m ligaduras no-holonémicas {¢;;1 < i
m}, con m < =, que son afines en las velocidades; o lo que es lo mismo, ¢; : T — R es una

funcién que puede ser localmente expresada como sigue:

¢ = (i) alg)d* + hi(q) (6.1.1)

donde (i} y h; son funciones en Q. Aqui, solamente un tipo de movimientos estn permitidos:
aquellos que satisfacen las relaciones (6.1.1).

Entonces, existen m 1-formas {¢;} y m funciones {h;} definidas en @ tales que
$i=pi+hl,(1<i<m),

con p; = (p;)adg™.

Debemos, adem4s, restringir la dindmica a la subvariedad P; de T'Q definida por la anulacién
de las funciones ¢;. El campo de Euler-Lagrarige &L es el linica solucién del sistema lagrangiano
libre, pero, en general, {; no es tangente a la subvariedad P,. Sin embargo, la dindmica del
sistema con ligaduras debe ser representada por un campo de vectores que sea tangente a
Py. Por otro lado, debemos modificar las ecuaciones del movimiento para obtener el siguiente

sistema de ecuaciones:
txwp, = dEp+ /\'ﬂlv ’

d¢;(X) = 0,

(6.1.2)

donde pY = Topi- Las funciones A son los multiplicadores de Lagrange.
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Por lo tanto, las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

d dL aL ;
EE(W)A— 38 = ) (Bi)a s
d
A = —q-— <AL
q dt 1 (1 _ —_ n) *
Para una m-upla A = (A!,...,A™), consideramos el campo de vectores Y dado por
Yy=£+ 27,
donde Z; son los campos verticales (véase [25]) definidos por:

. Vv
tZWL = My .

Notese que Y), verifica la primera ecuacién del sistema (6.1.2). También, impondremos que Y
satisfaga la segunda condicién y, asi, Y} tiene que ser tangente a P,. Por lo tanto, se obtiene

que

dé; (€L + N Z;)
= {¢;,EL}r + N Z:(4;) .

0 =do;(Y,)

Denotamos por C la matriz de orden m cuyos elementos son Ci; = Zi(¢;). Si C es regular,
entonces, los multiplicadores de Lagrange A* estdn univocamente determinados en TQ. Por
ejemplo, si L es un lagrangiano de tipo mecanico (es decir, L = T—V, donde T = %gAquAqu
es la energfa cinética obtenida a partir de una métrica riemannianagen Q y V:Q — Res la
energia potencial) entonces la matriz C es tegular (véanse (7, 25]).

Primero, supondremos que la matriz C es regular en TQ. Nuestra intencién es construir una
estructura casi-producto en T'Q) tal que la proyeccién del campo de vectores de Euler-Lagrange
§r nos permita obtener la dindmica del sistema. Para hacer esto, consideremos el campo de
tensores de tipo (1,1} Q:

Q=C"Z;®d¢:,

donde C*% son las componentes de la matriz inversa de C, esto es, C"jC’jk = 6};. Un cdleulo
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directo muestra que Q% = Q. Si definimos P = id — Q, entonces (P, Q) es una estructura casi-
producto en el espacio de fases T(). Ademis, el campo de vectores P(€r) es la tnica solucién

de las ecuaciones (6.1.2}. En efecto,
P(L) = €L — Cer(8i)2;

lo que implica que P(£z) verifica la ecuacién (6.1.2) para Ai = —C€L(¢;). Ademis, para todo

&1, (1 £ 1 < m), se verifica que

EL(40) — CIEL(6:)Z5(1)
En(dn) — 6i€(4) =0

P(&L) (o)

Observacién 6.1.1 El estudio anteriormente realizado, en principio, podria generalizarse para
el caso de un sistema lagrangiano sujeto a ligaduras-no-lineales verificando las condiciones de

Chetaev (véanse [110, 122, 148]). En este caso, las ligaduras son relaciones de la forma:

fi(q,?é) =0,
y las ecuaciones del movimiento son:

ixwy = dEg+ XNJ(dfy),
dfi(X) = 0.

El problema que se encuentra es que las 1-formas J*(df;) no son en general linealmente inde-

pendientes. #

Ejemplo 6.1.1 (Véanse, por ejemplo, [108, 123, 25, 130]) Consideremos un disco de radio R
rodando sin deslizamiento de modo que se mantiene vertical en el plano 7 (véase figura de la
pagina siguiente). Las coordenadas usuales del espacio de configuracién R x S! x S! son: 7,y
las coordenadas cartesianas del centro de masas, ¢ el dngulo que forma la recta tangente al
disco en el punto de contacto y el eje de las z y ¥ el dngulo formado por algin didmetro y la
vertical.

La dindmica de este sistema estd descrita por:
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1. el lagrangiano regular:

L= (mz‘2 +myt + S + Igb"') :

&2 -

donde m es la masa, e / y J son momentos de inercia;

2. dos ligaduras no-holonémicas:

$1 = i—(Rcosp)p =0,
¢2 = §—(Rsinp)p=0.

La 2-forma de Poincaré-Cartan del lagrangiano L es:
wr, = mdz A di + mdy Ady + Jdo A dp + Idy A dip |

y el campo de vectores de Euler-Lagrange es:

. ) . d . 0
6L_I3_3+y$+995;+1’[)%’

Se deduce que

Z, = —E$+—fcos¢8—1j’,
Zy = —i—(?—-{—ﬁsin P—
2 - mag I (pa'(/;’

donde u; = dx — (Rcosy)dy y p3 = dy — (Rsinp)dy son 1-formas de modo que ji; = ¢;,

i = 1,2. Construimos una estructura casi-producto considerando la matriz C definida por

C=(Cy) = ( Z2y($1) Z1(42) ) - ( —-ﬁ_— E;-z-(coscp)2 —sz-coscpsingo )

Za(#1)  Za(¢2) B cospsing -#_—RTz(sinc,cv)2

y el proyector @ es:
Q=C"Z;®dé; .
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(Obsérvese que C' es regular en todo punto de T(R* x §! x §1)). Finalmente, calculamos P(£})
con P =id - Q:

P(EL) £ — Q&)

€1, + (mRpy sin ©)Z1 — (mRpP cos ) Z, .

li

Ejemplo 6.1.2 El trineo de Caplygin es un cuerpo que tiene tres puntos de contacto con
un plano w; dos de ellos se deslizan libremente, pero el tercero es una cuchilla sujeta a una
fuerza que no le permite velocidades transversales. El espacio de configuracién es Q@ = R x §'.
Elegimos coodenadas (z,y) para el punto de contacto de la cuchilla y ¢ es él angulo entre el
eje de abcisas y la tangente a la cuchilla (véase figura de la pagina siguiente).

El sistema viene descrito por:

1. El lagrangiano
1

22
2J<p 9y

Le,.) = 36+ ) +
donde J es un momento de inercia.
2. y la ligadura no-holonémica
p=y—dtgy.
Del lagrangiano L obtenemos

1,. . 1.
EL = 5(w2+y2)+ §J¢p2—gy,

wp = dzAdi+dyAdy+JdpAde,

A S M
L= 3$+y6y+¢3(p gay"

Consideremos la 1-forma p = dy — tgp dz. El campo de vectores Z tal que izwy, = uV es
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Calculamos la matriz 1 x 1 C' = (Z(¢)) = (~(1 + tg? ©)). El proyector Q esta definido por

la expresion:

_ L AV - '
Q= 1+tgle (tg‘pﬁ‘@') ® (di — (1 + tg® p)idp - tgpdi) |

2 o
_g+(l+tg w)w(t 998 3)_

Q(EL) 1+tg250 ey

9t dy

La solucién de la dindmica sujeta a la ligadura ¢ es

P(EL) = &L - Q(ér)
= T— 4 £+ i
Y yay (pc')ga
eIt ttE? ) 8 2,y k=1 0
t 14 tg2ep oz 91 +1g (P)l-f-tg?(p@g)'

Si Unicamente podemos asegurar que la matriz C = (Zi(¢;)) es regular en P, entonces

construimos un campo de tensores (1,1) a lo largo de P; es decir,
P(z): T(TQ) — To(TQ), Yz € P, ,

definido como sigue:

P=(id-C"%Z;® dqi&,-)h,1 .
En este caso, podemos determinar los muitiplicadores de Lagrange A' solamente para puntos
z en P;. La proyeccién ’P(({L)/PI) nos define un campo de vectores tangente a P, que va a

determinar univocamente la dindmica del sistema lagrangiano sometido a las ligaduras ¢;. Es

evidente que si C es regular en P; también lo es en un entorno abierto de B;.
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6.2 El caso singular

Ahora, estudiaremos el caso restante: la matriz C es singular. Supondremos que sobre B la

matriz C tiene rango constante k, con & < m. Examinemos las ecuaciones:
0={¢;, B} + XN Zi(¢;), (1<j<m). (6.2.3)

Es posible que las ecuaciones (6.2.3) nos lleven a un resultado absurdo (tipo 0 = 1); en este caso,
diremos que las ecuaciones (6.1.2) son inconsistentes. Para evitar este problema, impondremos,
como en el algoritmo de Dirac-Bergmann [38] desarroliado en el Capitulo 4 (véanse también
[51, 52]), la condicién de que estas ecuaciones no den lugar a una inconsistencia. En tal caso,
el nimero de multiplicadores de Lagrange A\* determinados por las ecuaciones (6.1.2) es k.
Ademds, pueden surgir nuevas ligaduras #;, (1 < i’ < m'), con m’ < m - k Asi, obtenemos
una nueva subvariedad de ligaduras P, determinado por la anulacién de las ligaduras ¢; y ¢y,
Ademas, debemos incorporar estas nuevas ligaduras 1, a las ecuaciones (6.1.2) y, asi, obtenemos

un nuevo conjunto de ecuaciones del movimiento:

(ixwy, = dEy + )c',u}’)/p2 ,
(di(X) = 0),, (6.2.4)
(dypo(X) = 0)/},2 -

La tangencia de X a P, determina las nuevas ecuaciones:

0= {sir, EL}r + N Zi(sr) .

Incorporamos estas ecuaciones a (6.2.3) y este sistema de ecuaciones tiene que ser tratado de la
misma manera a como se hizo con el sistema (6.2.3) y, probablemente, se determinarin nuevos
multiplicadores de Lagrange A' y aparecerin nuevas ligaduras. Este procedimiento finaliza
cuando hayamos acabado con todas las condiciones de consistencia. Si el problema inicial tiene
solucién, llegamos a alguna subvariedad final de ligaduras P;, determinada por la anulacién
de todas las ligaduras, donde van a existir soluciones consistentes. En este proceso, algunos

multiplicadores de Lagrange pueden permanecer indeterminados, en tal caso diremos que existe
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una ambigiedad en la descripcién de la dindmica.

Para ilustrar el método anterior, vamos a considerar el caso de un sistema lagrangiano

sometido a una tnica ligadura: ¢ = 4 4 hY, donde 4 es una 1-forma en @y heC™Q) Las

*

ecuaciones modificadas del movimiento son:

ixw, = dEp+ ¥,
dp(X) = 0.
Como X ¢ = 0 se obtiene que:
0={¢,EL}r + AZ(¢) . (6.2.5)

Si Z(¢) # 0 deducimos que el valor del multiplicador de Lagrange es

o Els

YT

y la dinamica estd determinada por la SODE

E
¥i = £ - {$:ELji ,
Si Z(#) = 0y {¢,Er}r, = 0 en P, entonces obtenemos que la dindmica del sistema estd

determinada en P, por
Ya=§6L+ A2,

para cualquier valor arbitrario de A. Sin embargo, si Z(¢) =0y {¢, EL}r # 0 en P,, entonces
la ecuacién (6.2.5) se satisface Gnicamente en la subvariedad P, de Py definida por las ligaduras
¥ = {¢,EL}L. La preservacién en el tiempo dela ligadura 3 requiere que X () = 0. Asi,
obtenemos la ecuacién:

0=1{y,EL}r+ AZ(¥).

Como antes, si Z(v) # 0, entonces los multiplicadores de Lagrange quedan fijados y la dindmica

y, = g - efial,

Z(y)

estd determinada en P, por
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Por otro lado, si Z(¥) = 0y {,EL}r = 0 en P; entonces la dindmica estd completamente
indeterminada. En otro caso, obtenemos una nueva ligadura. Asi, procedemos iterativamente
aplicando este procedimiento, llegando a alguna subvariedad final de ligaduras P; (si el problema

tiene solucién) donde existe al menos una solucién del problema inicial.

Ejemplo 6.2.1 Sea L : TR® — R el lagrangiano regular dado por

L= ((¢")+@) (%) .

B -

Supongamos que estd sometido a la signiente ligadura lineal:
$(a.9)=4"+4¢".
Aqui, {¢",¢*,¢°,¢",4% ¢} denotan las coordenadas fibradas en TR>. Se obtiene que

Ep = (") +(@-(P =1L,
wr = dgt Add' + dg? Adg® - dg® Adg®

d d 0
= gl | :2 | 53 =
EL = q 6q1 q 3q2 q aqs - *

La 1-forma en R® u = dg? + dg® verifica que 1 = ¢ v, el campo de vectores Z tal que
A ”V ?

es:

ad a
2= 3¢ % a5

Como Z(¢) = 0 debemos considerar la nueva ligadura 'y = £.(¢). Pero ¢ se anula en todo punto
por lo que concluimos que no es posible determinar el multiplicador de Lagrange A. Nétese que
para cada A obtenemos una solucién ¥y = £ 4+ AZ de las ecuaciones del movimiento. En

consecuencia, la dinimica estd completamente indeterminada. ®
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Ejemplo 6.2.2 Considérese el lagrangiano regular en TR® dado por

L= @V +(*)? -+ (Y)Y,

MI'—‘

y sometido a la ligadura

¢(e,4) = 4" +4¢°.

Entonces ¢ = 4, con p = dg'! + d¢>.

Un calculo directo nos muestra que:

EL = ()4 - (") - (d')?,
wp = dg' Adg' 4 dg® A dg? — dg® A dg®

a8 a a la

El campo de vectores Z, tal que igwy = p es

a g
Z=pataE

Como Z(¢) = 0 obtenemos una nueva ligadura ¢ = ££(¢) = ¢*. Asi, se obtiene una subvariedad:
Py={(¢",¢% % ¢ % &) 1§ +¢° = 0,¢' = 0}

Como Z(3) = 0, surgen nuevas ligaduras; ¢ = ££(%) = ¢', y obtenemos la subvariedad P;
definida por

PB = {(q15q21q3:¢1sq2,q3) I ql = 0, q-l =0 s q's = 0} .

Ademids Z(¢') = —1, y el algoritmo se estabiliza en la subvariedad P;. Ahora, determinamos

el multiplicador de Lagrange A:
_ £.(y") -
z) T

Por tanto, tenemos que el campo de vectores {1 + ¢' Z determina la dindmica en la subvariedad

Py | Py

184



Como ya hemos visto, si la matriz C' es regular en T, podemos construir una estructura
casi producto (P, Q) en TQ de modo que nos permita obtener, por proyeccidn, la dinamica del
sistema lagrangiano sometido a las ligaduras. Nuestra intencién es generalizar esta técnica al
caso singular usando el algoritmo anterior. .

Supondremos que la matriz C' = (Z;(¢;)), (1 < i,j < m), es singular y rango C = k < m.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la submatriz C; = (Ci;) = (Zi{d;)), (1 <
i, £ k), de C es regular. :

El problema tiene solucién en P, si

(rango (2(¢7)) = rango (2:(4); {Ev.d3)1)) (6.26)

Py

En este caso, podemos construir la estructura casi-producto (P, Q) definida por
chtjz_;p@dél ) (1 S 1135 k) 3

y P =id — Q, donde C* es la componente ij de la matriz inversa de C;. Probemos que la
proyeccién P(£r) da lugar a una solucién de la dindmica con ligaduras. En efecto, es inicamente
necesario probar que P(£;)(¢i) = 0, para cada 1 < ¢ < m. Primero, para cada 1 < ! < k, se

obtiene que

PEL) ) = Enld) - CVEL($)Z;(¢n)
EL(#r) — CHCuL(i) =0 .

Ahora, si consideramos ¢q, (k 4+ 1 < @ < m), obtenemos

P(EL)($a) = EL(da) — CEL($:)Z;(¢a) -

De (6.2.6) deducimos que Z;(¢q) = fiZ;(¢), (1 £ | < k), para algunas funciones f. €
C*=(TQ). Por lo tanto,

H

PEL)(®a) = Eul¢a) = CUEL($)faZ;(91)

€(da) — CUEL($:) fLCi
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= £1(da) - flbr(d) =0,

pues hemos supuesto que rango (Z;(¢;); {E‘L,QSJ-}L)/P =k .
1

Por otro lado,

(rango (Z(¢,)) < rango (2:(85); (Ex.¢:})) (6.2.7)

1
/b,

¥, entonces, obteremos un conjunto de ligaduras adicionales. Aplicando el algoritmo, llegamos
a una variedad final de ligaduras P; (si el problema tiene solucién) definida por la anulacién de

las ligaduras x;, (1 < ¢ < m'}, donde m’ > m. En P; se obtiene:

(faﬂgo (Zi(xjr)) = rango (Zu(x;1); {ELan’}L))/P - (6.2.8)

Supondremos que el rango de la submatriz C' = (Zu(x;¢)) (1 < ¥ < m), (1 < 5 < m), es
constante, es decir, rango C' = k' < m (k < k'). Para simplificar, supondren{ms que la matriz
Cl = (Cly) = (Z(x;)), (1 £ ¢,5' < k') es regular. Como antes, construfmés una estructura

casi-producto (P, Q) definiendo
Q=(CY7"Zp@dxs, (L<H,j' <K <m), !

y P=id - Q, donde (C’)"j' es el elemento '’ de la matriz inversa de C’. Para cada solucién

X =6+ M7 + X2 Z,, (1<ISK, F+1<a<m)delaecuacién
ixwr =dEL + Mg , (1Si<m),

obtenemos que P(X) es una solucién del sistema de ecuaciones. En efecto, se verifica que

€L+ NZp+ X*Z, = (CY' €1 (xir) Z;
_AI(C’)t.IjIZl(Xi!)ZjJ _ A'@(CI)UJJZ’:?(X‘J)ZJ‘

= &= (O (Elxe) + M Zp(xe)) 2y + A" Za

P(X)
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con k' + 1 < 8 < m. Concluimos entonces que

dEy, + /\'ﬂ.v )
0)

IP(X)WL.

(eoety

/e, i
6.3 Ligaduras holonémicas

Supongamos que un sistema lagrangiano estd sujeto a ligaduras holonémicas hi € C®(Q),
(1 £i £ m}), con m < n. Esto es, las velocidades no aparecen las ligadurﬁas. En términos

geomeétricos las ecuaciones del movimiento son:’

txWwr = dEL—!-A'.dh‘V,
dhs(X) 0, (6.3.9)
dhY(X) = 0.

Como dhY(X) = h¢ puesto que X es una SODE, podemos primero estudiar el sistema la-

grangiano sujeto a las ligaduras no-holonémicas A¢ y resolver las ecuaciones del movimiento

dEr, + XidhY
0,

ixwr

(6.3.10)
dhi(X)

y mas tarde, imponer las ligaduras h‘V = 0. De esta manera, un sistema no-holonémico es, de
alguna forma, un caso especial de sistema no-holonémico.

Mostraremos como un sistema holonémico es, en cirto sentido, un caso especial de sistema
libre.

Primero, nétese que My, = T@,, donde Q; denota la subvariedad de ) definida por la
anulacién de las funciones h;. Ahora supongamos que la matriz C de elementas Cij = Zi(hS) es
regular en M) (y entonces, en un entorno abierto suyo). La dindmica estard asi representada

por un campo de vectores en M,

P(€L) = €1 ~ C**EL(hS)Z: .
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Sea

A' = ~CTer(hS)

y L la funcién lagrangiana

L=L-) AnY.

Un calculo directo demuestra que

EL EL - h:'JEAi

wy, = wp=ap Adh] — hiw,i .

Llegamos a que

tp(e )WL = AEY, — hi(ip, wai — dEp) + hfay .

Como M; = TQ1 esta definida por la anulacién de AY y h¢ se deduce que

(e, )WL = 4E,

en T¢),. Este resultado nos dice que este sistema puede ser considerado como un sistema

lagrangiano libre de ligaduras con lagrangiano L y siendo P(£1) una solucién de la dindmica.

Ejemplo 6.3.1 Considérese el sistema definido por dos particulas P; y P, de idéntica masa
m = 1 que estdn unidas por un segmento de longitﬁd invariable [ y masa despreciable. Ademas,
el sistema estd costrefiido a moverse en un plano vertical de modo que la velocidad del punto
medio esta dirigida en la direccién del segmento (véase [44]).

Sean (z1,z2) e (y1,¥2) las coordenadas. de P; y de P, respectivamente. Entonces el

movimiento de este sistermna estd descrito por

1. el lagrangiano regular:

L=_(#i+23+9i+ ) -9(m + )

B =
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2. la ligadura holdnoma:

1
hi = '2"[(932—31) + (y2 — 9)? —12]

3. y la ligadura no-holonémica:
$2 = (22 = 21)(G2 + §1) — (B2 + &1 )(y2 — 1) -
La ligadura holénoma h; da lugar a la ligadura no holondémica:
2 = dhy = (22 — 21)(d2 — £1) — (32 — ¥1)(51 — %) -
Del lagrangiano L obtenemos

1o g n .
Ep = §(x%+x§+yf+y%)+g(y1+yz),

wr = dr; Adi +d$2/\d.’i’22+dy1 Adin + dyg A dipy
0 a a o

£ = 1o +é 6+y + = g
"2 Yoy yzay gc‘?in gé‘irz'

"o

Los campos de vectores Z y Z; tales que iz,wy, = ,u,V donde ,u,V = J*d$;, i = 1,2, son:

0 o a 0
Z, = (z2- ml)a—mr"l‘ - (z2 = 551)3—.' + (12 — yl)— —(y2 - yh)—2

Zy = (yz-y:) +(y2—y1)a—a——-(x2 Il)a_"‘( 2 — 951)—-

Ahora, si evaluamos la matriz C = (Ci;)en Py = {(21, 22,71, ¥2,31, %2, 91,92} / k1 = 0,01 =

0,2 = 0} obtenemos

c Zi($1) Zu(¢2) -2 0
I, = = .
' Za($1) Za(¢2) 0 -2
/e
Después de simples célculos, deducimos que el proyector P estd definido en P, por la matriz P
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1
b
!

(véase la pagina siguiente). La proyeccién P(£1) de £, determina la dindmica del sistema en

P1:

.4 . 0 . 8 .0
P(éL) = zl%+$25};+y16_'y1+y26—y;

g i) g 9 |
__1—2(-’52"‘271)(9'2_%)8_5:1— l—z(m?‘—zl)(y?—yl)%-—; I

2 d 2 0
- (- o= -) - (8- =) oo
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0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 4] 0 0 0,
0 0 o 1 ] 0 0 0
""1',1'2‘!:’1(?2 -mn) - Il;sh(yz - v} %il(yz -y1) I—lgz'z(yz - ) -;- 5%; (2(1:2 — ) — lz) 0 ll?(zz —z1){y2 — 1)
;5'!;’1(3’2 ~ 1) [173;'2(312 - ) —712‘151(!!2 - 1) "llzi?z (v2 — v1) 5}2- (Z(Iz ~z1)? - 12) % ;;(-7-'2 —z1)(y2 — 1) 0
il;!.'u(:cz - z1) :;yz(zz - z1} _Ilz'i" (z2 — =1) -llziz(ye - 1) 0 ’lz(::z —z1)(y2 - n1) ~;— __21!‘; (2(_1.2 —:1:1)2 _ 12) .
- :73}1 {z2 ~ 1) —[L,i'z(xz -x) 112571(22 - ) lljiz(yz - 1) l-ly{zz -z )y — 1) 0 - 2%2— (2(::2 —)? - P) t




6.4 Sistemas lagrangianos con ligaduras no-holonémicas definidas

globalmente

En esta seccidn obtenemos una globalizacién de los resultados obtenidos anteriormente.

Sea D una distribucién de dimensién n — m. Definimos dos distribuciones DT y DV en TQ
como sigue. Si D esta localmente generado por la anulacion de las m 1-formas u;, {1 <1 < m)
entonces DT estd definida por la anulacién de las 1-formas g¥ y i, (1 < i < m) y DY estd
definida por la anulacién de las 1-formas pY, (1 < i < m). Es evidente que DT ¢ DV y
dim DY = 2n — m y dim DT = 2(n — m).

Si {fi:} es otra base local de D tenemos que
i = Alyj

donde (A': ) es una matriz regular definida en la interseccién de los dos entornos locales donde

estan definidas las 1-formas. Como

B = (ADCu) + Alu
gl =Aul,

1

(6.4.11)

deducimos que DT y DV estan bién definidas. Aqui f¢ denota la elevacién completa de una
funcién fen Q a 7Q.

Consideremos un lagrangiano regular L : T@Q — R. Supongamos que el sistema la-
grangiano estd sometido a fuerzas de ligadura inducidas por la distribucién D. En este caso se

han de verificar las siguientes ecuaciones del movimiento globales:

(ixwr — dEL) € I(DV) s

(6.4.12)
XeDT.

donde denotamos por Z(DV) el anulador de DY.

La condicién primera se puede traducir localmente en la formulacién cldsica de multipli-

cadores de Lagrange. Si
(ixwp —dEL) € I(DV) s
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entonces existiran funciones A}, (1 <1 < m) tales que
: iV
txwr —dEL = A By o

Ademads, deducimos que X es una SODE.

Examinemos la segunda condicién X € DT. Como X es una SODE se verifica que

p(X) = i, (1<i<m)

p(X)

it

Las funciones f;, {1 £ i £ m) definen localmente la subvariedad D de T'Q) (aqui, estamos
considerando la distribucion D como una subvariedad de T'Q pues D es un subfibrado vectorial
de TQ). Por lo tanto, debemos restringirnos a los puntos de D C TQ. Por otro lado, también
tiene que verificarse que p{(X) = X(j), por lo que X ha de ser tangente a D.

Como en el capitulo anterior, construimos una estructura casi-producto (P, @) de modo que
la proyeccién del campo de vectores de Euler-Lagrange determine la solucidén de las ecuaciones

(6.4.12). Consideremos los campos de vectores Z;, (1 < ¢ < m) definidos localmente por:
izwr = pf

y el proyector definido por:
Q=C"Z;®d; .

donde C*/ es ¢l elemento ij de la matriz inversa de (Z;(i;)). Aqui, suponemos que la matriz
C = (Cj;) es regular en TQ, para simplificar. En el caso, en que no lo fuera, aplicaremos el
algoritmo desarrollado en la Seccién 6.2.

Si elegimos otra base local de 1-formas j;, (1 € i < m), que anulen la distribucién D,

podemos construir otro proyector

Q = CUZJ @ dﬁ'; ]

donde aqui C¥ es el elemento i de la matriz inversa de (Z,-(ﬁj)), siendo Z; el tinico campo de

193



vectores tal que

: _V
121LJL = My
Si suponemos que g; = Afpj, se obtiene que:
> i
Z; = A Z;,
ﬁ‘l' = Afﬁ] 3

Cij = AAC,,
puesto que Z; es un campo de vectores vertical. Asf, la inversa de (C;;) tiene como elementos:
CV = Cm(A(AT .
Se deduce que:
Q=@+ CHA)iu(Ze ® dAY)

Luego, ambos proyectores coinciden en los puntos de D. Por lo tanto, obtenemos un proyector

definido en los puntos de D: -
Nz): I, TG —T,TQ ,¥z e D

y el proyector complementario P = Id ~ Q.

El campo de vectores A en D definido por
A(z) = P(z)(ée(z)), V2 € D

es la solucién de la dindmica.

Observacién 6.4.1 Los resultados de esta seccién son una versidn global del caso anterior
para ligaduras lineales en las velocidades. Para obtener la globalizacidn del caso de ligaduras

afines, harfamos la formulacién en la fibracion Rx Q — R. &

Observacién 6.4.2 Supongamos que el sistema lagrangiano estd sujeto a ligaduras holondmicas
ha € C*(@), (1 £ a < s). Esta situacidn puede considerarse como un caso particular del es-

quema general. En efecto, consideremos la distribucién D’ en @ determinada por la anulacién

194



de las 1-formas dh,. Ademads, se deben considerar nuevas ligaduras, puesto que el espacio de
configuracion @ estd también constredido, es decir, no todas las posiciones son posibles, sola-
j
mente lo son las de la subvariedad Qg de @ definida por la anulacién de las funciones h,. La
construccion anterior sigue siendo vélida restringiéndonos a la subvariedad Qo.
Si ademads el sistema estd sujeto a ligaduras no-holonémicas dadas por una distribucién D

en ), definimos la nueva distribucién
Dy =DEPD,

con la condicién de que las ligaduras sean independientes. Asi, si {g; , 1 < < m} es una base

local de D, obtenemos la base local de D,

{nul'?dhﬂ} .
Como antes, debemos restringirnos a la subvariedad Qy.#

Observacién 6.4.3 §i la distribucién D de un sistema lagrangiano sujeto a ligaduras no-
holonémicas es involutiva, entonces define una foliacién en . Si tomamos la hoja £ de esta

foliacién, entonces el sistema lagrangiano restringe a un sistema lagrangiano holonémico en L.

[ ]

6.5 Ligaduras definidas por una conexién

Supongamos que ¢ es una variedad fibrada sobre una varedad diferenciable M. Es decir, existe
una submersién sobreyectiva 7 : @ — M.

Supongamos que hay una conexién I' en la fibracién 7 : Q — M de modo que los movimien-
tos admisibles son las curvas horizontales con respeto a la conexién. En otras palabras, los
vectores de la distribucién horizontal son las wnicas velocidades admitidas. Entonces, D es

precisamente la distribucién horizontal H tal que

TQ=H@Vr.
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Si escogemos coordenadas fibradas (¢*) = (¢°,¢'), la distribucién horizontal estard local-

mente generada por los campos de vectores

Xo= () = & ~Tila") 2,

.Xi:'%a

donde X# denota la elevacién horizontal a () de un campo de vectores X en M y Ti son las

componentes de Christoffel. La base dual de 1-formas estd definida por

ta = dg*
pi = Lidg® + dg* .

Observacién 6.5.1 Este tipo de sistemas con ligaduras fueron estudiados por Sarlet, Cantri-
jn y Saunders (130, 127]) en una situacién mas general usando fibrados sobre R. Nuestro

procedimiento puede ser extendido a este caso.®

Como caso particular se puede considerar un fibrado principal 7 : § — M con grupo G
donde L : TQ — R es G-invariante. Este tipo de sistemas no-holonémicos son conocidos como

sistemas de Caplygin y fueron recientemente estudiados por Koiller {64] (véase también [82]).

6.6 Aplicacién: ecuaciones de las geodésicas con ligaduras

Sea € una variedad riemanniana con métrica g y conexién de Levi-Civita V y una distribu-
cién D) en . Un problema antiguo en la literatura matematica es el de obtener una nueva
conexidn lineal V* en @ de modo que las geodésicas de V* sean las soluciones del problema
va,ria,cio‘nal sujeto a las ligaduras lineales determinadas por D (véase Synge [138] y Vranceanu
{147]). Aplicaremos nuestro método a este caso particular.

La funcidén lagrangiana es

) 1 A
L{g*,¢*) = §gABquB :

es decir, L es la energia cinética de g. Consideremos una base ortonormal {y;} de D. Como
Er = L, obtenemos

) ] d
_ A g -A-B
=4 i Tapi™q 33°
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donde FﬁB son los simbolos de Christoffel de V.
Se deduce que
d
Zi = —¢"B(u)g —-
i = (p:)ag?

Cij = Zi(f;) = —g*® (i) alu;)p = ~6i; .

Dendtese por (P, Q) la estructura casi-producto definida a lo largo de D. Obtenemos

4 0 4. M ui)m . ' 2,
A 4.8 {rC CR
PL) = ¢ 548 - g (FAB + “oah g pi)r - FEB(#I’)EQCR(;U{)R) Frd
4 0 A O(u:)p \ &
= quq_A - §4¢” (Fﬁs + (_"eﬁn;_f“)ﬁ - Ffa(#s)s) QCR(M)R) 3

4 0 A a
= quq—; - ¢4¢% (r9p +. (Pi)A;B(H:‘)C) i’

donde

(Bi)aB = (1’;‘31 - Tis(ui)E

denotan las componentes de la derivada covariante de p; y (1:)¢ = g°®(u;)r.

Como P(£r) es una SODE y es tangente a D, sabemos que para cada vector tangente z € D
existe una curva o en ¢ que es solucién de P(£z) con valores iniciales o(0) = z, 3(0) = 2 y & es
una curva integral de P(£). En efecto, las soluciones de P(£1) son precisamente las soluciones
del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

d? qA
dt?

dg® dg°
gc?—d}* =0, (6.6.13)

+(I")

donde

(T)ge = Tp + (i) ap(ui)° .

Notese que las ecuaciones (6.6.13) son las ecuaciones obtenidas por Synge en [138]). Por
supuesto, esta ecuacién no tiene soluciones para valores iniciales arbitrarios, solamente ve-

locidades en D son admisibles.

Nétese que (I'*)a- no son los simbolos de Christoffel de una conexién ,V*. Definen un
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objeto geométrico mds general: un spray definido en una subvariedad D de TQ Recordemos
que existe una correspondencia biyectiva entre sprays en TQ v conexiones lineales en Q) (véase
[82]). En efecto, si £ es un spray, I' = —~L¢J es una conexidn lineal en Q y, reciprocamente, si
I' es una conexién lineal en ) entonces la SODE asociada canénicamente a I es un spray.

El campo de vectores P(£;) estd definido en D pero se puede extender a un campo de
vectores de un entorno abierto de D (obviamente, de distintas maneras). Elegimos una extensién

y definimos:

T = —Lpy,)J -

I'* es un campo de tensores de tipo (1,1) en el entorno abierto cuya expresion en coordenadas

locales es la siguiente:

8. @ o .50
I‘(an) - an 2(F )ABq 340!
L8, 8

T = e

Un célculo directo prueba que (I'*)? = id, y y que los espacios vectoriales propios correspon-
dientes al valor propio —1 son los subespacios verticales en cada punto del entorno abierto.
Ademds elegida otra extensién de P(£L) obtenemos que el nuevo campo de tensores I'™* coincide
con la anterior en D.

Asi, I'* define una conexién en el entorno abie;to de D y todas estas conexiones coinciden
al restringirlas a D. ‘

Se definen los proyectores vertical y horizontal del modo usual:

Bt = S(0d4+T%), o* = %(m -1

con expresiones locales
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Usando los procedimientos usuales para conexiones en TQ (véanse Grifone [56), de Leén y
Rodrigues [90]) definimos un operador derivada covariante como sigue. Sea X un campo de
vectores en () e Y un campo de vectores tangente a la distribucidn; en otras palabras, X es una

seccidbn de 7g : TQ — @ e Y una seccién de : D — @. Definimos
Q Q/n

(Vi¥)(2) = by (o) (v"(dY (2)(X(2))), Vz € Q,

donde ¢y ;) denota el isomorfismo lineal
vy Vvizy7@ — T=Q

entre el subespacio vertical de TQ en Y (z) y T»Q.
Si X = X49/0¢" e Y = YA3/8q", se obtiene que:

i}
aq°

Y
VyY = x4 [aA + (% BYB]

Busquemos ahora la condicién para que VY € D, Tenemos que:

mOVRY) = ()ode? [(XATE0 4 XA

8y .
XA [(#i)caq—A + (ui)e(T )EBYB] :
Como
(T)ge = e + (ui)as(u)® ,
se deduce que

()T = (m)evis + (i)o ——g2 ( ) A1) = ()T i) (1s5)°

d(pi)a
dq8

Asi, se obtiene que

#i(VxY) = X4 [ ayf-:- gfgiya] (6.6.14)
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Pero Y € D y, en consecuencia,

0=pi(Y)=(ui)sY".

Derivando esta \ltima expresién, se deduce:

£ OYB B
(#!)B 6qA + an

YB=yp. (6.6.15)

De las expresiones 6.6.14 y 6.6.15 se deduce el siguiente resultado.
Proposicién 6.6.1 V* define una conezién en 19 : D — Q sty solamente si D es involutiva.

En conclusién, si el sistema es holondmico, V* es una ley de derivacién en el fibrado vectorial
D—Q.

En el caso general, lo inico que obtenemos es que
V™ : X(Q) x Secc(D) — X(Q)

se comporta como una ley de derivacién.

6.7 Simetrias y constantes del movimiento

En el estudio de las simetrias y constantes del movimiento de un sistema lagrangiano sujeto a
ligaduras no-holonémicas, seguiremos la clasificacién de Prince [116, 117] (véase también [32]).
Primero supondremos que la matriz C = (Z;(¢;)) es regular. Entonces, existe una finica

solucién A de la dindmica con ligaduras en P; donde

A=(PE)),, -

Asi, introducimos las siguientes definiciones:

Definicién 6.7.1 Se dice que una funcién f en C*®(P;) es una constante del movimiento de A

si Af = 0.
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Definicidon 6.7.2 Una simetria dindmica de A es un campo de vectores X en P, de modo que

[X,A)]=0. |
Es evidente que si f es una constante del movimiento de A, entonces X f es también una
constante del movimiento de A para cada simetria dinimica X.

Si denotamos por X¢ la elevacién completa a TQ de un campo de vectores X en (J, entonces

obtenemos la nocién de simetria de Lie.

Definicién 8.7.3 Ung simetria de Lie de A es un campo de vectores X en Q tal que X° es

tangente a Py y (X)/p, €5 una simetria dindmica de A,

Como sabemos, existe una relacién biyectiva entre las constantes del movimiento del campo
de vectores de Euler-Lagrange &1, del lagrangiano libre [ y cierta clase de simetrias dindmicas,
las simetrias de Cartan. Recordemos que las simetrias de Cartan para un lagrangiano libre
son campos hamiltonianos X tales que XpEr = 0 y, en este caso, I es una constante del
movimiento,

Consideramos ahora una constante del movimiento F : TQ_—» R de £, es decir, {L F = 0.

Se puede probar sin dificultad que, si (Z,~F)/P1 =0, (1 € ¢ < m) entonces, como

A= (& - CYeu(90)Z;),,

se obtiene que A(F/Pl) =0y, asi, Fy, es una constante del movimiento de A (véase [25]). Se
sigue que
ZiF = —pf (Xp) = ~(J*d¢:)(XFr) = —ddi(JXF) = ~Lyx, 6 -

Por lo tanto, si (I,JXF:,‘!),-)/Pl = 0 concluimos que F/F,1 es una constante del movimiento de A.
Nétese que, en general, (XF)/P: no es una simetria dindmica de A y, de hecho, no podemos
asegurar que X sea tangente a Py (véase [10)).

Nuestro préximo objetivo es estudiar el caso degenerado, es decir, C es singular. Si aplicamos
el algoritmo desarrollado en la seccién anterior, obtenemos una variedad ﬁnal‘ de ligaduras P;

donde existen soluciones de la dindmica. Entonces, para cada A,, (k' +1<a < m), los campos

201



de vectores X tales que

X = (6~ ()7 (60lx) + M Zg(xi) 2 + 202, o

son soluciones de las ecuaciones del movimiento. Como en el caso regular, si ' es una constante

del movimiento de £y y (Lfoc,ﬁi)/F =0, (1 £ i £ m), entonces F/Pf es una constante del
t

movimiento de cualquier solucién X,

6.8 Formalismo hamiltoniano -

Sea T*Q el fibrado cotangente de ¢} con proyeccién candnica 7 : T*Q — . Consideremos un
lagrangiano regular L : TQ — R. Como L es regular, Leg es un difeomorfismo local. Para.
simplificar, supondremos que L es hiperregular, esto es, Leg es un difeomorfismo global.

Sea ¢; = &; + h!V un conjunto de ligaduras no-holondmicas independientes Y Supongamos
que el lagrangiano L estd sometido a estas ligaduras. Ahora, analizaremos la contrapartida
hamiltoniana del sistema lagrangiano.

Si definimos la 1-forma &; = (7)*a; en T*Q, obtenemos que
Leg a; = al |
¥, asi, los campos de vectores Z; y Z; estan Leg-relacionados, donde
iZin=&;,(1_<_i§m).
Ademds, las funciones ¢; definidas por:

$i = &i(Xpy) — ki

estdn Leg-relacionadas con las ligaduras no-holonémicas $i, (1 <1< m).

Por lo tanto, concluimos de los anteriores resultados que las soluciones X de las ecuaciones
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del movimiento:
txwy = dEL+/\ia}/,

dg;(X) = 0,
estan Leg-relacionadas con las soluciones de la ecuaciones:

lgwg = dH-}—:\iC‘)z,',

o (6.8.16)
dei( X) 0.

La estructura casi-producto definida por el proyector P induce un proyector P en T*() definido

como sigue:
P(X) = TLeg P(TLeg~ (X)) ,¥X € X(T"Q),

o0, explicitamente,

P= idpr-g — C'HZJ‘ ® do; (1<4,j <m),

donde (C%) es la matriz inversa de € = (Zi(9;))-

Es muy sencillo comprobar que si aplicamos el algoritmo desarrollado en la Seccién 6.2 a las
ecuaciones del movimiento (6.8.16), obtenemos una sucesién de subvariedades de ligaduras M;
de T7*Q. Estas subvariedades M; son precisamente M; = Leg(P;). Asi, ambos algoritmos estdan
conectados por medio de la transformacién de Legendre. Si uno de ellos se estabiliza, también
lo hace el otro. En este caso es posible definir una- restructura, casi-producto adecuada en cada

lado de tal modo que estén Leg-relacionadas.

Observacién 6.8.1 Como (TQ,wr) y (T*Q,wgq) son variedades simplécticas, obtendremos
dos corchetes de Poisson { , }r v {, } en TQ y T*Q, respectivamente. Ademds, como

Leg”wq = wr, la transformacién de Legendre es una variedad de Poisson, es decir,

Leg™{f,9} = {Leg" f, Leg"g}1 ,\¥f,g € C*(T"Q) .

Supongamos ahora que Ps viene dado por la anulacién de las ligaduras xy, (1 < ¢ < m').

Podemos clasificar estas ligaduras en dos tipos diferentes. Se dice que una ligadura x de P

es de primera clase si {X’Xir}/”; = 0 para cada ligadura x;/ de I_’f, v de segunda clase en otro
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caso. De un modo similar, obtenemos una clasificacién de las ligaduras de M;, la subvariedad
final de ligaduras en el lado hamiltoniano.

Denétense por wp, ¥ Wi, las restricciones de wy, y wg a 13; y A_Jf. Asi, si todas las ligaduras
de Py (resp. M) son de primera clase entonces Py (resp. M) es una subvariedad coisotropica
de TQ (resp. T°Q). También, si todas las ligaduras de P; (resp. M;) son de segunda clase

entonces (Pf,wpf) (resp. (Mf,wM!)) es una subvariedad simpléctica. @

Observacidn 6.8.2 Consideremos un lagrangiano L de tipo cinético, es decir, en coordenadas

tiene la forma:,

1 A
L= EQABQAQB -Vig).

En este caso, la transformacién de Legendre es:
Leg(qA:q.'A) = (qAagABq‘B) 3

que tiene como inversa;

Leg~'(q%,p4) = (¢*,p89%").

La proyeccién de una ligadura no-holonémica
¢ = pagh + ha
es la ligadura en 7*Q

#(q* pa) = @(Leg ' (g",p4)) = $(¢?, pg®t)

= pagPpp + hy

que es afin en los momentos. &

Ejemplo 6.8.1 Consideremos un sistema de N-particulas con masa unidad (véanse [114]). El
espacio de configuracién es Q = R con coordenadas (r*9), (1 < i < N), (& = z,y, z), stendo

7% para un i fijo las coordenadas que describen el movimiento de la particula t.
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Sea L el lagrangiano

o §i8)2 ‘
L(Tlu,f‘m) = Z ( 2) TV(le,le,le,...,’J"Nr,T‘Ny,J"Nz),
i=1,...N .

a= I, Y,z

sujeto a las ligaduras holonémicas

que dan lugar a las ligaduras no-holonémicas
N ) N
9= Q) Xu)= 3 pia, a=z,y,z.
=1 i=1

TR*M y T*R3V se identifican de modo canénico con RSV y, usando estas identificaciones la
transformacién de Legendre Leg : R®Y — R® es ]a identidad. Asi, estudiaremos el sistema
hamiltoniano asociado pues los resultados serdn los mismos que para el sistema lagrangiano.

La forma simpléctica es
w=dr'* Adp;,, 1<i < Nya=1z,y,z.
La dindmica viene determinada por el hamiltoniano:

2
H = (Leg ') Ep = Z: 2'-9-+V(rw,rly,rlz,...,TN”,TN”',TN‘),

2
i=1,...N
a=z, 43 \
y el campo hamiltoniane Xg es
J av
Xy=mp — o — .
H p‘lﬂ arla arta apla
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Las ligaduras a las que estd sujeto el sistema son las funciones

N

71 .

¢a = ZT‘G, a=I,Yz
=1

(1'52

i

=1

N N
(Leg7'y o7 = (Q_dr'®)Xu) = pias a=2g,9,z
i=1

Para encontrar la solucién del sistema con ligaduras debemos resolver el sistema de ecua-

ciones:
txw = dH-i-/\“(qu},)V
X(¢c1:) = 0,
X() = 0.

Vamos a buscar una estructura casi-producto en R®Y de tal modo que la royeccién de la
p q p

dindmica libre, Xy, es la solucién del problema con ligaduras. Para ello, primero encontremos

los campos de vectores Z, definidos por:
1an = (dqsti)v *

Estos campos de vectores son precisamente;

N
Z s O=T,¥,2
i=1 pta

Ahora, consideremos la matriz 3 x 3:

-N 0
= (Cap) = (Za(93)) = 0 —N
0 0

Uno de los proyectores de la estructura casi-producto es:

Q Cabz ®(d¢2)v

I

= NZZ( ®dpm),

a =1
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yelotro P =id - Q:
Yo 1./ @
= & - )| — ).
g Za:igl(' N (ap"“®dpj)

La proyeccién de la solucidn de la dindmica libre Xy es:

d N-108V 1 oV 1 3V d

P(Xu) = p‘“W+(_ N 31‘1“+—!\?8r2“ ”'+ﬁ37“\’“)%
N +18V+18V+ N-1 9V g

AN TNGr T T TN 9re ) oy

Observacién 6.8.3 Consideremos nuevamente el lagrangiano regular £ : TQ — R sujeto a
las ligaduras no-holonémicas definidas por una distribucién D en Q. Como L es regular, la

transformacién de Legendre

Leg : TQ — T*Q

es un difeomorfismo local. Por lo tanto, podemos transportar las distribuciones DT y DY
de TQ a T*Q. Las distribuciones inducidas serdn denotada por DT y ﬁv’ respectivamente,
Consideremos la funcién hamiltoniana H : T*Q — R definida por H o Leg = F;. Las

ecuaciones del movimiento en 7" para el sistema con ligaduras son

(ix wg —dH) € (DV)°,

o (6.8.17)
XeDT, '

Como en el caso regular construimos una estructura casi-producto (f, QenT*Qalo largo
de D = Leg(D). Como Leg*wg = wr y Ep = H o Leg, deducimos que (P,Q) y (73, @) estan
Leg-relacionados. Ademds, como €1, y Xy estin Leg-relacionados, se deduce que P(€r) y
TB(XH) estin Leg-relacionados. Nétese que como Leg es una aplicacién fibrada, entonces D es
también un fibrado sobre Q, pero no necesariamente un subfibrado vectorial de T :T"Q — Q.

De hecho, Leg no es en general un morfismo de fibrados vectoriales. #
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6.9 Sistemas lagrangianos no-auténomos con ligaduras no-ho-

lonédmicas

Sea @ una variedad diferenciable de dimensién n. El espacio de evolucién asociado con Q es la
variedad diferenciable R x 7'Q). Denotemos por 7 : R x TQ — R x Q la proyeccién canénica.
Sean (t,¢%,¢4), (1 < A < n) las coordenadas fibradas en R x 7'Q siendo (), (1< 4 < n)
coordenadas locales en Q.

Consideremos una funcién L : R x TQ — R, es decir, un lagrangiano no-auténomo (o

2
dependiente del tiempo). Diremos que L es regHbLsLla-maxm-hessimaf?q(-—;lﬁ-es de rango
q

maximo. Denotamos por Ef, la energia asociada a [ ypor Opy Qp = -dOg la l-forma y la

2-forma de Poincaré-Cartan, respectivamente. Las expresiones intrinsecas de E; y @ son:
Ep=CL~L, 0y =J(dL - Ldt},

donde J = J - C ® dt. Aqui J denota la estructura casi-tangente canénica y C el campo de
vectores de Liouville en T@Q que pueden ser tranportados a R x TQ de la manera obvia.

Las ecuaciones globales del movimiento pueden ser escritas como sigue:
ixQ, =0, ixdt=1. (6.9.18)

Como (21, dt) define una estructura cosimpléctica én Rx T'Q, existe un tinico campo de vectores
€L (el campo de vectores de Reeb) en R x T'Q satisfaciendo (6.9.18). Este campo de vectores

€1 es llamado el campo de vectores de Euler-Lagrange. Se deduce que:

1. {r es una ecuacién diferencial no-auténoma de orden 2, (una NSODE, para simplificar);

2. las soluciones de £f, son precisamente las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange:

4 (22 o,

dt \8GA) ~ 8¢x =
dg4 A
1

El propdsito de esta seccion es extender el estudio geométrico anterior para sistemas la-

grangianos con ligaduras no-holonémicas en TQ (caso auténomo) al caso no-auténomo. Como
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en el caso auténomo, comenzaremos con un lagrangiano regular en R x 7'Q sujeto a ligaduras

independientes no-holondmicas {¢; ,1 < i < m} (m < n) definidas por:

¢ = (}.L,‘)A(E, Q)qA + h‘i(t:Q) .

Podemos definir estas ligaduras intrinsecamente considerando m 1-formas pi = (pi)adg™ + hidt

en R x Q y entonces ¢; = ic(ui)Y, donde (u;)¥ = 7*(pi). Ademds definimos las 1-formas
i = (pi)adg? — ¢ (pi)adt

en R x TQ como sigue: j; = (.f)"‘(uf), siendo pf la restriccién a R x TQ de la elevacidn
completa de p; a T(R x @). Aqui consideramos la inclusién candnica R x TQ — T(R x @),
(£,9%,44) ~ (8,94, 1, ¢4).

Las ecuaciones del movimiento de un sistema lagrangiano no-auténomo sometido a las liga-

duras ¢; son (véase [118])

2.XQL = Aiﬁi 1
ixdt = 1, (6.9.19)
dgi(X) = 0.

Definamos los campos de vectores Z; por:

iz, = b,
izdt = 0.

Se deduce que JZ; = 0 lo que implica que los campos de vectores X = £r + X' Z; son NSODEs
para cada A' € C*°(R x TQ). Como en la Seccién 6.2, podemos estudiar el sistema lagrangiano
con ligaduras dependiendo de si la matriz C = (Z;(¢;)) es o no singular v, as{, construir una
estructura casi-producto (P, Q) en R x TQ tal que la proyeccién por P del campo de vectores
de Euler-Lagrange £, P(£L), nos proporciona la dindmica del sistema con ligaduras. Ademas,
podemos desarrollar un algoritmo que permite obtener una familia de subvariedades de ligaduras
P;. Si existe una subvariedad final de ligaduras Isf, podemos encontrar una solucién consistente

en P; de las ecuaciones del movimiento (6.9.19). Omitimos todos los detalles, puesto que la
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obtencién de los resultados es similar a los del caso autonomo.

Observacién 6.9.1 Aplicaremos los métodos desarrollados en la Seccién 6.9 a un lagrangiano
L : TQ — R considerado como no-auténomo; es decir, I, : R X TQ — R, L{t,q,4) =
L(g,¢). Las ligaduras no-holonémicas ® = fi, + k; pueden ser definidas en R x TQ, ¥y tamb‘ién,
las I-formas u;, y las funciones h; pueden ser consideradas como definidas en Q oRxQ,
indistintamente. Nétese que

Q; =wg +dE Adt,

con las identificaciones obvias. Por otro lado, deducimos que las ecuaciones del movimiento

ixw, = dEp+XNp),

doi(X) = 0,
e
yQp = A,
wdt = 1,
do;(Y)y = 0,

son equivalentes. De hecho, las relaciones entre ambos conjuntos de ecuaciones estin determi-
nadas por la identidad ¥ = % + X Si aplicamos los algoritmos desarrollados en las secciones
6.2y 6.7, llegamos a P, = Rx P,, donde P, (resp. P,) son subvariedades de TQ (resp. RxTQ).

*
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Capitulo 7

Un algoritmo de ligaduras para
sistemas lagrangianos singulares

sujetos a ligaduras no-holénomicas

En este dltimo capitulo construimos un algoritmo de ligaduras para sistemas lagrangianos con
ligaduras no-holonémicas. Este algoritmo es de hecho una generalizacién del algoritmo de Gotay
¥ Nester ya detallado en la Seccién 3.1 del capitulo 3. Una combinacién del algoritmo estudiado
en el Capitulo anterior para sistemas lagrangianos regulares con ligaduras no-holonémicas y el
algoritmo de Gotay y Nester nos permitird construir un algoritmo para sistemas lagrangianos
con ligaduras no-holonémicas. Asi, obtenemos una sucesién de subvariedades que si se estabiliza
define una subvariedad final de ligaduras donde existen soluciones completamente consistentes
de la dinamica. Conviene observar, como veremos en los ejemplos, que este iltimo algoritmo y
el de Gotay-Nester son radicalmente diferentes aunque similares en su concepcion. Esto se deta-
llard en la Seccién 7.1. En la Seccién 7.2 estudiaremoslas simetrias y constantes del movimiento
y en la Seccién 7.3, nos preocuparemos del formalimo hamiltoniano. Introduciremos las estruc-
turas casi-producto en este estudio en la Seccién 7.4. Como siempre ocurre, trabajando con
lagrangianos singulares, tenemos el problema de que, en general, las soluciones de la dindmica
no verifican la condicién de ecuacién diferencial de segundo orden; por ello, detallamos en la

Seccién 7.5 cdmo encontrar una subvariedad donde esta condicién se satisfaga.
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7.1  Lagrangianos singulares con ligaduras no-holonémicas

Sea L : TQ — R una funcién lagrangiana definida en 7Q de un espacio de configuracién
&/ de dimensién n. Denotamos por 7Q : TQ) — @ la proyeccién candnica. Consideramos
coordenadas fibradas (¢4,¢%), 1 < A < nen TQ.

Si L es singular, wy, es presimpléctica y la ecuacion ixwy = dEg no tiene solucién en general
en Q. Pero, podemos utilizar el algoritmo de Gotay-Nester (49, 51] y obtener asi, una sucesién

de subvariedades

G Pim Py o P =TQ.

Si el algoritmo se estabiliza en algiin entero &, esto es, P, = FPry1 = Py, entonces obtenemos
una solucién X en la subvariedad final de ligaduras Ps. De este modo, existe un campo de
vectores X € X(Py) tal que

(iXWL = dEL)/P; .

Ahora, snpongamos que [, estd sujeto a un sistema de m ligaduras no-holonémicas {¢;;1 <
¢ £ m}, (con m < n) que son afines en las velocidades. Es decir, ¢; : TQ — R es una funcién

que puede ser localmente expresada como sigue

¢ = (1:)a(9)d* + hilg) ' (7.1.1)

donde (ui)a ¥ hi son funciones en (.
Siguiendo la notacién del capitulo anterior, la dindmica del sistema esta determinada por
un campo de vectores que es tangente a la subvariedad definida por la anulacién de todas las

ligaduras. En definitiva, obtenemos las ecuaciones del movimiento modificadas:

dEg + ’\'u}/ !
0,

inL'

depi(X)

(7.1.2)

con p¥ = THui.
En este capitulo desarrollaremos un algoritmo que generalice el algoritmo de Gotay y Nester

(véase [77]).
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Denotemos por Py = TQ y definamos el subconjunto P, de P; como sigue:
Pr={ze€TQ/(dEr+ Xp! kerwy)(z) = 0, ¢i(z) = 0},

para algin A' € R. Esto significa lo siguiente. Para cada punto z € TQ elegimos una base local

(W1,W2,...,W;) en un entorno U de z, donde dim kerwy, = r. Asi, la condicién
(dEL + X! kerwr)(z) =0

es equivalente a

Wi(EL) + Npi(W;)=0,1<i<m, 1<j<r. (7.1.3)

Supongamos que P, es una subvariedad de P;. Si el rango de la matriz C) = (u;(W;)) es
constante y

rango (u(W;)) = rango (u;(W;),W;(EL)) ,

entonces, la ecuacién (7.1.3) tiene al menos una solucién para algunos valores de los multipli-
cadores de Lagrange A;. Es posible que (7.1.3) nos de lugar a una inconsistencia (tipo 0 = 1),y
entonces diremos que las ecuaciones (7.1.3) son inconsistentes. En nuestro caso, supondremos
que las ecuaciones no son inconsistentes, o en otras palabras que existe al menos una solucién
de la dindmica. Si el rango de la matriz Cy es igual a 74 con r; < min(r,m), el nimero de
multiplicadores A* determinados por las ecuaciones (7.1.3) es m — r;. En tal caso, existe al
menos una solucién X a lo largo P, que verifica (7.1.3), pero en general no es tangente a P;.
Por tanto, consideraremos la coleccién P, de puntos en P, en los que existe una solucién

que es tangente a P;. Esto es, elegimos los puntos x € P, tales que
wr(z)(X(z),v)=0, Ywe T P,

donde
TPt ={veT.(TQ) ) wr(z)(u,v) =0, Vue TP, }.

Equivalentemente,

Py={z € P [ {(dEL + Np! , TPF)(z) = 0}
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También supondremos que P, define una subvariedad de B Entonces, existe una solucién
X a lo largo Py que es tangente a P,. Sin embargo, X no es necesariamente tangente a P,.

Procedemos como antes y obtenemos una sucesién de subvariedades de ligaduras
—PimmBm B =P =TQ,
donde, para todo £ > 1, se obtiene
Peyy={z € P [{dEL + MY , TP =) =0},

donde
TP = {v € T.TQ [ wi(z)(w,0) = 0, Vue T, B, } .

Si este algoritmo se estabiliza, esto es, si existe un entero k tal que P, = By, y dimB; > 0,
obtenemos una variedad final de ligaduras P; donde existen soluciones consistentes de la
dindmica. Denotamos a esta subvariedad por P; que seri llamada la subvariedad final de
ligaduras. Existe un campo de vectores £ en Py el cual es una solucién de la ecuacién (7.1.2)
{(por supuesto, £ + Z, Z € kerwy, N Tf’f es también una solucién). En este proceso, algunos
multiplicadores de Lagrange pueden permanecer indeterminados y los restantes quedardn com-

pletamente fijados en }5,-.

Ejemplo 7.1.1 Sea L : TR* — R definido por:
. 1,. 1
La*,¢*) = 508" + 5(¢')¢".

Se obtiene que:

1. 1 : ,
EL = §(‘9,1)2 _ ‘2'(‘11)2 2 , WL = dq] f\dql )

y, por lo tanto,

Si estudiamos la dindmica del problema libre obtenemos la siguiente sucesién de subvarie-
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dades de ligaduras:

Pr={(¢"¢"¢".¢") eR* /" =0} y Py = {(¢" %" d¥) e R / ' = 0,4! = 0} .

En este caso, la dindmica estd completamente indeterminada en la subvariedad final de ligaduras
Ps.
Ahora, suponemos que el sistema lagrangiano estd sujeto a la ligadura no-holonémica ¢ = gl

Asi, las ecuaciones del movimiento son

ixwr = dEp+ Adg',
dg'(X) = 0.

En tal caso, si aplicamos el algoritmo de ligaduras, obtenemos que la sucesién se estabiliza en

la subvariedad P, = P, definida por
Pl = {(‘11,92,41,42) € Ré / ql = O’él = O} i

Eligiendo coordenadas {¢%, §%) en P, obtenemos que la dinidmica est3 determinada por el campo

de vectores

f_ﬁ.__.{_ _Q_
an 93@2?

donde f,g € C®(£).
Ahora, consideremos la siguiente liga.dura-no-holonémica.: $ = ¢*. Entonces, las ecuaciones

del movimiento son
ixwr, = dEj + Mg?,

di3(X) = 0.

Calculemos los puntos z tales que
(dEr + Mg? kerwr)(z) =0 .

Obtenemos que para todo z € T'Q se satiface la ecuacién para el siguiente valor particular del
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multiplicador de Lagrange:
_ Ll

Ademas, la subvariedad final de ligaduras es
B ={(¢".q"¢".¢") eR"/ ¢* = 0}

y la dindmica estd determinada por el campo de vectores:

d 12 0 i}
S | 1.2

donde f € C*°(P,) y consideramos coordenadas (¢',¢% ¢') en P;.

Observacién 7.1.1 Nétese que el ejemplo muestra que el comportamiento de los algoritmos
para un sistema lagrangiano singular libre y para un sistema lagrangiano ligado puede ser

completamente diferente. [

7.2 Simetrias y constantes del movimiento

Estudiemos la relacién entre las simetrias y constantes del movimiento de un sistema lagrangiano
singular sujeto a ligaduras no-holonémicas.

Sea A una solucién de la dindmica. Esto es, un campo de vectores A € X(Py) de modo que
verifica las ecuaciones del movimiento (7.1.2).

Introducimos, las siguientes definiciones:
Definicién 7.2.1 Se dice que una funcidn f € C°(P;) es una constante del movimiento de A

si Af =0.

Definicion 7.2.2 Una simetria dindmica de A es un campo de vectores X en Pf de modo que

[X,A] = 0.

Es evidente que si f es una constante del movimiento de A, entonces X f es también una
constante del movimiento de A para cada simetria dindmica X.

Introducimos la siguiente definicion.
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Definicidon 7.2.3 Una simetria de Lie de A es un campo de vectores X en TQ tal que X° es

tangente a Pf y (XC)/}_,! €s una simetria dindmica de A.

Ahora consideramos difeomorfismos ¥ : TQ — TQ tales que preserven la 2-forma wy, y la

funcién £, es decir, que preserven la estructura presimpléctica:
V', =wy , Y Ep = Fy .

Proposicién 7.2.1 Si el difeomorfismo ¥ : TQ — TQ) preserva la estructura presimpléctica,

y ademds,
Ul =pl y Ui =¢;,1<i<m,

entonces restringe a un difeomorfismo ¥; : P, — P, donde P es la subvariedad de ligaduras

k-aria. Asi, ¥ restringe a un difeomorﬁsmo' ¥y Pf.—> Pf.

Demostracién: Primero probaremos la Proposicién para & = 1. Para hacer esto, probaremos
que, si v € T:TQ y v € kerwi(z) entonces T, ¥(v) € kerw;(¥(z)). En efecto, para cada
U € Tw(r)TQ

wi(W)NTo¥(v),u) = wr(z)(v, Ty ¥~ (w)) = 0,

puesto que wy, es W-invariante.

Ahora probaremos que si z € P, entonces ¥(z) € Py, esto es,
(dEL + ApY kerwp)(¥(z)) = 0,

para ciertos valores A' € R y ¢:(¥(z)) = 0,1 < i< m Como Ejy u! son ¥-invariantes,

obtenemos que si w € kerwr(¥(z)) entonces
(@B + X! )(w) = (dEp + Ml YTy ¥~ (w)) .

Ademds, como ¥"¢; = ¢; ,1 < i < m obtenemos que z € P;.
Supongamos ahora que la proposicién es cierta para P, y probaremos que también es cierta

para Pi.;. Siguiendo un método similar, obtenemos que si v € T,_P,f‘, entonces T ¥(v) €
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Té(x)f’,j'. También, de la ¥-invarianza de Er y u), obtenemos que U(z) € Py siz e Py

Corolario 7.2.1 Sea X un campo de vectores en TQ de modo que
1. ixwy, = dG, para alguna funcién F : TQ — R,
2. XEp =0,
3 Lx¢i=0,Lixdi=0 y Lyp! =0.

Fntonces, G/pf es una constante del movimiento para cada solucidn A de la dindmica restringi-

da.

Demostracion: En primer lugar, el flujo de X estd formado por difeormorfismos que preservan

la estructura presimpléctica y, ademis,
Vpl =pul y b=, 1<i<m.
Entonces, por la Proposicién 7.2.1, X es tangente a Pf. Ademds, como X verifica que
iX_‘-U'L =d{7,
la restriccién de X a Pf también verifica que
iX/P!wpf = d(GfM!) .
Deducimos que

MGp,) = d(Gp )A)
= ixwp (A) = —irwp (X)
= —(dEL+/\‘p}/)/PJ (X)
= 0,
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¥y, entonces, G'/Mf es una constante del movimiento de cada solucidn de la dindmica restringida

A1

7.3 El formalismo hamiltoniano

Sea T*Q el fbrado cotangente con proyeccién candnica TQ : T°Q — Q. Dendtese por Leg :
TQ — T*Q la aplicacién de Legendre definida por un lagrangiano L. Como ya sabemos,
Leg se escribe localmente por Leg(gh,44) = (¢4,p4 = 8L[8¢4). Si L es singular, Leg no
es un difeomorfismo. Sin embargo, supongamos que L es casi regular. La subvariedad M, se
denomina la variedad de ligaduras primarias. Sea Ag la 1-forma de Liouville y wo = —dAg la
forma simpléctica canénica en T*Q. Como el lagrangiano es casi-regular, la energia es constante
alo largo de las fibras de Leg. Asi, Ey, proyecta en una funcién hy en My: hi(Leg(z)) = Er(z),
Vz € TQ. Siw; es la restriccién de wg a My entonces, (My,w)) es una variedad presimpléctica.

Para obtener un formalismo hamiltoniano para el sistema lagrangiano singular sometido a las
ligaduras no-holonémicas, supondremos que las ligaduras {¢;;1 < i < m} son Leg-proyectables.
Asi, .

Vikerwr)(¢i)=0,1<i<m.

En este caso, obtenemos ligaduras ¢;, (1 £ 7 € m) en el lado hamiltoniano, definidas por
¢i(Leg(z)) = ¢i(z), Vz € TQ. Ademas, si consideramos las 1-formas j; = T, obtenemos

que Leg*f; = ,utV . Escribimos el siguiente sistema de ecuaciones en la subvariedad M;:

dh’l + ’_\iﬁ'f )
0.

H

ixwl

o (7.3.4)
doi(X)

Como en la seccién anterior, desarrollamos un algoritmo de ligaduras para este sistema de

ecuaciones y obtenemos la siguiente sucesién de subvariedades:

My ={z € M [ (dH\ + XN, kerwi)(Z) = 0, &i(z) = 0},
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¥y a partir de My, obtenemos My, como sigue:
Miw = {Z € My [ {dHy + N g, TMEYNE) =0 ),

donde
TeMi = {0 € Ty [ n(2)(&,5) = 0, Ya € Ts M, }.

Comprobemos primero que Leg, : T — M, satisface que Leg (P)) = My, y la restriccién

Legy : P, — M, es también una fibracién. En efecto, sea z € P,. Se verificard que;
(dEL + X' kerwr)(z) =0y ¢i(z) = 0.
Pero esto implica que:
(dhi(Legq(z) + /\i(Legl(:c))ﬂf(Legl(:c)),kerwl(Legl(m))) =0,

y, ademds, @;(Legi(z)) = 0. Por lo tanto, Legi(Py) C M;. Pero, de un modo similar, se
demuestra que para todo punto £ € M; existe un punto z en P; de modo que Legi(z) =z. De
este modo, hemos probado que Leg,(P;) = M;. Como consecuencia, se obtiene que Leg; induce
una aplicacién diferenciable Leg, : P, — M), que es de hecho una submersién. Procediendo
de un modo similar obtenemos una sucesién de fibraciones Légk : Py — My que relacionan
ambas sucesiones, como puede verse en el diagrama de la pdgina siguiente. En consecuencia,
el comportamiento de los algoritmos es el mismo en ambos lados; es decir, si el algoritmo se
estabiliza para algiin k en la parte lagrangiana, lo mismo se verificara para la parte hamiltoniana

y reciprocamente.

220



Se ha probado, entonces, que las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana son equivalentes.
Esto es, dado un campo de vectores £ € .'f(f_’f) que es una solucién de (7.1.2) y Légf-proyecta,ble,
entonces su proyeccién £ = T Leg () es una solucién de (7.3.4). Reciprocamente, si £ € X(My)
es una solucién de (7.3.4), entonces cada campo de vectores en P; proyectable sobre £ es una

solucién de (7.1.2).

Ejefnplo 7.3.1 ((continuacién)) Sea L la funcién lagrangiana definida en el ejemplo anterior

Yy supongamos que estd sujeto a la ligadura no-holonémica ¢ = 4.

P]_ - TQ Le‘q T‘Q

L691

2

M,

o

f/

My

Como la transformacién de Legendre es:

llegamos a que

Leg(q', ¢, 4", d°) = (¢*,¢%,¢",0) ,

My = Leg(TQ) = {(‘11,421171,.92) €TQ [ p2 =0}

1 1
wy =dg' Adpy , by = 51’? + 5(‘11)2?2 ,

eligiendo coordenadas (q!, ¢%,p;) en M;.
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Puesto que la ligadura ¢ proyecta en la ligadura ¢ = py, se obtiene que las ecuaciones del

movimiento son:

S~
£
I

dhl + )_\idql 3

o) = 0. (7.3.5)

Aplicando el algoritmo, llegamos a la subvariedad final de ligaduras:
My ={(a",¢*,p,p2) €T"Q [ ¢" = 0,p, = 0,p; = 0} .

La dinamica estd indeterminada o, de otro modo, cada campo de vectores ga—— es una solucién
. . . q2

de la dindmica en el lado hamiltoniano para cualquier g € Co(My). )

7.4 - Sistemas lagrangianos degenerados sujetos a ligaduras y

estructuras casi-producto

Consideremos como en las secciones anteriores un lagrangiano degenerado L sujeto a las liga-
duras {¢;},(1 <1 < m).

Supongamos que el sistema presimpléctico (TQ,wy, Er,) admite una dinimica global, esto
es, kerwr(Ep) = 0. Supongamos también que las ligaduras son Leg-proyectables, es decir,

V(kerwz)(¢;) = 0. Como consecuencia se obtiene que
uY (kerwz) =0, (1<i<m).

Ademds, si existe una estructura casi-producto (A, B) adaptada a la forma presimpléctica wy,
(kerwy, = ker.A), entonces podemos fijar una inica solucién £ del sistema lagrangiano libre,

como ya hicimos en el Capitulo 5:
iwa =dEr y £ €lmA.
También, para cada ¢, 1 < i < m, existe un dnico campo de vectores Z; de modo que

izl.sz,u}/ y Z; € ImA .
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Como en el Capitulo 6, si la matriz C = (Cij) = (Zi(¢;)), (1 £1,j < m) es regular, podemos

construir una estructura casi-producto (P, Q) en T'Q como sigue:
Q=CYZ;Qdp; yP=id- Q.

Si consideramos la subvariedad P, de TQ definida por la anulacién de todas las ligaduras.
Entonces, deducimos que (17'(5))/P1 es una solucién de la dindmica del sistema con ligaduras.

Para obtener el formalismo hamiltoniano, consideramos el sistema presimpléctico (M ,wq, k)
sujeto a las ligaduras ¢;, (1 €1 < m) donde ¢; estin definidas como en la seccion 7.3, es decir,
#i(Leg(z)) = ¢i(z),Vz € TQ.

Si la estructura casi-producto (A, B) es proyectable sobre M, (véase [74]) obtenemos una
estructura casi-producto (A, B1) en M; adaptada aw;. Ademis, el campo de vectores £ € Im.A
solucién de las ecuaciones del movimiento es proyectable sobre M; en un campo de vectores £
solucidn de la ecuacién

igwy = dh; .

La estructura casi-producto (P, Q) es también proyectable en una estructura casi-producto
(P,Q) en M,.
Como en el Capitulo 5, podemos clasificar las ligaduras de M; en ligaduras de primera y

segunda clase. Aparecen tres situaciones diferentes:
1. Todas las ligaduras primarias son de ségunda clase.
Como en la Seccién 5.2.1, construimos una estructura casi-producto (P, @) en T*Q. A-
demais, existe la estructura casi-producto (P, @) en M;. Consideremos una extensién
arbitraria H del hamiltoniano h; en M;. Encontramos la tnica solucién (puesto que
(My,w1) es simpléctica) de la dindmica con ligaduras tomando el campo de vectores en

My _
(PP(Xn)100))

{51,
De hecho, P(Xx);,, = €.

2. Todas las ligaduras primarias son de primera clase.

La estructura casi-producto (A, B;) en M, estd adaptada a la forma presimpléctica w;.
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Ahora, fijamos la solucién de la dindmica con ligaduras con

(et (X)), -

Obtenemos que £ = A, (XHIM,)'

3. Existen ligaduras de primera y de segunda clase.

En este caso, existen tres estructuras casi-producto diferentes (73, é) en T*Q vy (A1, B4)

y (P,Q) en M;. La solucién de la dindmica es precisamente:

(PP X)), ) lat,

Aqui, obtenemos que £ = ,tll(leu()(;,r)/M1 ).

7.5 El problema de la ecuacién diferencial de segundo orden

En la Seccién 7.1 hemos encontrado una subvariedad final de ligaduras P; donde existen solu-
ciones completamente consistentes £ de la dindmica. Pero, en general, estas soluciones no veri-
fican la condicién de SODE, esto es, (J€ = C)/ﬁ,' Para resolver este problema procederemos
como en el caso de los lagrangianos singulares libres de ligaduras (véase [52]).

Supongamos que £ es Leg-proyectable en un campo de vectores Z € X(My) y localmente

expresado por
0

3

A A
E=A"—+8 3R
Como £ verifica la ecuacién (7.1.2} deducimos que £* = J€ — C € kerwy N ImJ = ker T'Leg.
Como £ es proyectable obtenemos que A# es constante a lo largo de las fibras de la fibracién
Legy : Py — M;. Sea un punto arbitrario (¢, vf!) € By y sea Leg(gl,vd) = z. La curva
integral de £* con ese valor inicial es o(t) = (g, A? - e (A4~ ¢4)). Un cilculo directo muestra

que
Jim o(t) = (g, A4%) . (7.5.6)

Por lo tanto el punto limite estd en la fibra sobre zp. Asi, hemos obtenido una seccién global
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s: My — Py de Lng ¥, una subvariedad § = s(My) de P;. Un cdlculo directo a partir de
(7.5.6) muestra que (f")/s = 0. Asi, si denotamos por ¢ el campo de vectores Ts(Z) e X(5),

obtenemos que
(lgwr = dBL+X3pY)s,

(dgi(€) = 0)s, (7.5.7)
(JE€ = Cys.

Ejemplo 7.5.1 ((contiruacién)) Sigamos con la funcién lagrangiana [ y la ligadura ¢ = g'.
Ahora, queremos estudiar el problema de la ecuacién diferencial de segundo orden en el lado
hamiltoniano

Si elegimos una solucién proyectable de las ecuaciones del movimiento en Py

£ = f(q) qg
obtenemos
§={(0,¢%0,f(¢*)eTQ /€ R},
y
;0,08
&= a_" g2 8¢2
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