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En le actualidad la cienciE ofrece potencialmente un 

tipo de técnica rigurosa capaz de desarraigar los duelismos,gracias 

principalmente a su carácter minuciosamente experimental y al insoru­

mental refinado y complejo que le permite perseguir al dualisr.lo has-

1;a sus límites. 

Ken Wilber 



Cuando el universo intenta conocerse como totalidad 

por mediación de la mente humana, algunos aspectos de ese mismo uni­

verso deben seguir siendo desconocidos.Con el desperter del conoci­

miento simb61ico parece plantearse uns escisión en el universo entre 

el conocedor y 10 conocido, el pensador y el pensamiento, el sujeto 

y el objeto; y nuestra conciencia más íntima, en tanto que conocedo­

ra e investigadora del mundo externo,escapa en ultima instancia de su 

propia comprensión y queda como lo Incógnito,lo Inmanifestado y lo 

Inasible,como la mano que puede asir numerosos objetos pero ja~ás 

puede asirse a sí nis~a o el ojo que puede ver el mundo pero no pue­

de verse. 

El intento de conocer el universo como objeto de cono­

c~iento es,pues,profunda e inexoricablemente contradictoriojy cuan­

do más éxito parece tener,tanto más fracasa en realidad,tanto más 

"1'also p"ra sí msmo" se vuelve el universo.Y sin emb"rgo,por extra­

ño que parezca, este tipo de conocimiento dualista en que el univer­

so queda seccionado en sujeto frente a objeto (así como en verdad 

~rente a falsedad, bien frente a mal, etcétera) constituye la piedra 

angular de la filosofía,la teología y la ciencia de Occidente,ya que 

la ~ilosofía occidental es,en términos generales,filosofía griega,y 

la ~ilosofía griega es la filosofía de los dualismos. 

Una de las principales razones de que este enfoque del 

"divide y vencerás" que es el dualismo haya sido tan pernicioso,es 

que el error del dualismo constituye la raiz de la intelección y,por 

consiguiente, es imposible desarraigarlo mediante le intelección .Detec.­

ter esto exige una metodología rieurosa, coherente y persistente,ca­

paz de perseguir al dualismo hasta sus ultimos límites para descubrir 

allí la contradicci6n. 
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La teoría clisiea de conjuntos precisa.en sus 

construcciones lógicas y en sus reglas deductivas no re­

coge aquellos fenómenos reales cuyas características son 

"imprec1sas" o "difusas". 

En la esfera de los predicados subjetivos, y 

por tanto imprecisos/ la teoría de conjunto s se enfrenta 

a un obstlculo dificil de superar. 

¿ Cómo podríamos definir el conjunto formado 

por las personas "altas" de una determinada reunión '1 

¿ Desde quS altura se empieza a ser "alto" ? 

La teoría de subconjuntos difusos pretende eli­

mina~ los obstlculos habituales para la teoría de conjun­

tos y reclama para sí un cuerpo de doctrina cuya inciden­

cia en las diversas esferas de la ciencia es fundamental. 



SUBCONJUNTO DEFINIDO POR SUFUNCION CARACTERISTICA 

Sea E un conjunto referencial no vacío y sea A un 

subconjunto ordinario de E • 

o 
Conooer A es oonooer una "leyll que 

nos permita distinguir sin ambigüe­

dad cuando un elemento cualquiera 

de E pertenece c5 no pertenece al 

subconjunto A • 
Por consiguiente podemos definir para cada suboonjunto 

J\ de ~ una funcitn característica asociada a dicho subconjunto 

de la siguiente forma , E. ---'" { e , .( } 

V", é fi =<?) fA (,..J ::; O 

. 1 h (J<.) "=' J. 

Con esto pOdríamos estableoer una oorrespondencia bi­

unívoca entre los suboonjuntos de E: y las funciones caracterís­

ticas asociadas a ellos puesto que J.f A t; e 3 fA: E _{e, ~¡ 

2. 

v- fA E- l' (J;", -\0,1 d =i>:3 A ,¡¡- / A .. .{1I.60 ji')' j 

conjuntos de todas 
las posibles aplicaciones 
de e en ~O,¡f 

por consiguiente se establece una b1yecci~n natural 

~ (el ~'7 t;j=: ( ~i o{O.I~) 

entre el conjunto de partes de ~ y el conjunto de aplicaciones 

der en el par ~oA. 

NOTA. 
S1 definimos el grafo de la funci~n oaracterística como 



;,J •. 

G (~,d .,.. i(X, fA")) / )( n: ~ 

y designlÍsemos por ~ el conjunto de los g;+ros funcionales entre 

Ey {oo,} podríamos ampliar la cadena de biyecciones. 

<'f(E) ~>i'(r:; ~\)"~) ~ ~ 

3 

por consigñlente podríamos identificar los CONCEPTOS de subconjuntc 

runci~n característica y grafo funcional para referirnos indis­

tintamente a ellos. 

Ejemplo 

E 
.~ 

~ 
~ 

A 

o 

G -.::.{ (a,o) 

fA (e,l) 

• 

(4.0) (~ .. , 
G 

o. --'" ~ (4) = o 

!> --':> lA Ud = <:> 

e ~ !A(') = I 

J __ fA (d) = J. 

11 '{> 

(b,\» (c,C) (d,A)l. 
I ' I r 

(d. 1) 

• 



~OTA FUNDAMENTAL 

En la NECESIDAD de ASOCIAR a cada elemento de un conjunto los 

valores O ~ 1 para poder definir con preeisi~n a una.parte de 

dicho conjunto estl el cermen que torma la l~gica bivalente. 

iUlBCONJUNTOS DIFUSOS DE ZJ.DEH I LOGICAS MULTIVALENTES 

( Se oonsidera a Zadeh como el padre de la teoría de los Subeon-

3untos difusos degªr~ol1ada en 1964 utilizando las l~gic~s IDÜlti D 

valentes descubiertas en 1920 por Lukaslewicz, Post y Tarski) 

J. Zadeh se le ocurrio la idea de "unir" todas las posi­

bilidades que pod!an existir entre CERO ''1 UNO, entre el NO y el 

SI, entre el blanco y el negro, entre el "no alto" y el "alto", 

y asi deoidi~ ampliar el eonceptode '¡<,¡mCION CARACTERISTICA de 

una parte de un conjunto al de FUl/CION de PERTENENCIA a dicha 

parte del conjunto es decir definir!a la funci~n de PERTENCIA 

. de un elemento x" E al conjunto A 
'" 

como un número que estar!a 

comprerdido entre el CERO y el UNO, y que por tanto como caso ,r.·';" 
particular/coincidir con sus extremos 

es decir I-t • E ~ (o, ,¡,J 
ahora / t . 

X ~ o ~ fA c .. ¡ !:! 

§¡! 

7 seria la funci~n de pertenencia asociada a un subconjunto 

difuso f> de E 1 el eon'unto t (~ ; fo,ll) .formado por todas las 

*relaoiones funcionales" entre el conjunto E '1 el cerrado [o, IJ 
nos representarla a todos los Subconjuntos difusos de E. 

En este caso el grafo asociado a un Subeonjunto difuso 

4 
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de ~ estaría constitu!do por parejas formadas por un elemento 

)( é E '1 un valor de pertenencia al subconjunto A dado por fA (~) "[0,1) 
. ~ ~ 

es decir 6 (J"~) :: ~ ('1./1'10")) / HE" " t~ (~) ,r"o} 

I 
sJ: G (JI,,) .. ~ (e, M) I (b, ( 01), (e,O, (-. ¡)}o 

~ . , 

• 

. '\ • 
b 

NOTA 
Los subconjuntos ORDINARIOS son un caso particular de Subcon-

Juntos DIFUSOS pues ~O,{r e [0,1) 

Def.1 

se llama FUNCION DE PERTENENCIA 

AL SUBCONJUNTO A c. ¡;: ..., 

t~ "') se llama Grado de 

,¡~RTENENCU del elemento .. de t:: 

al subconjunto ~ de E: 

NOTA 
:l'anto al propio conjunto E como al conjunto vado los podri-

amos considerar también como difUsos,pues bastaría con definir as! 

IIUS funciones de pertenencia I !¡ (ll) = I ~"E. E 

fq (1.) :: o ~ l«:f 

por consiguiente todo conjunto ordinario puede considerarse Subcon­

junto difuso de sí mismo f por esto es por lo que la teoría de 

Zadeh es llamada Subconjuntos difusos '1 no de conjuntos difusos. 



o P E R A e ION E S (~n subconjuntos difusos ) 

l-IGUALDAD 
---Dos rrubcon3untos dif'usoll ~ '1! de e: decimos que son 

IGUALES euando todo eleme.nto 4e E tiene el lII.illl1o grado de 

pert~nencia con respecto a ellos. 

Es' de01r A = B <.,.->. )'-A e,,) = la C"¡ 
'V "., (=t IV IV 

¡; 

siendo A '1 
N 

~ las funciones de pertenencia que definen am-

,bos difusos. 

2-CONTENIDO 
Sean A y B dos suboonjuntos difusos de E. .Deoimos que 

'" "" 
A e sd oontenido en B (en sentido amplio) cuando el grado de 
~ 

pertel1enci ... de llualqu1er elemento del conjunto E' al conjunto 

A es MENOR (& igual) que el grado de pertenencia de dicho ele-...., 
mento al conjunto B • 

Es ".ecir 

3-UNION o- ( 
~-Sean A '1 e dos Subconjuntos di1'Ysos de E. A ~ €o 1" E'jCo,., 

~ ~ ~J~ 

definimos la UNION de ambos como el difuso cuya tunci&n de per­

tenencia le define par l ~)'i) ': tmco.y. (~~ C-.) I J'!! C~I) esta expre­

aión considerada en el contexto de las funciones caracter:!stioa( 

recupera la uni&n ordinaria de conjuntos. Pues en ese caso 
l( ~ A 

si X E A u e. -=) " 
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xttA 
'1 por otro lado si 1\ ...... > 

/,aIYi~O -
"d?""a,,[JlACK¡ ,,' rIUJ::e> =? /.1 ("'::0, .. 1,. / A v6 

. N N 

l¡.-INTERSECCION t) 
==.:;.;;...;;;.:..:.~ Sean ~ t ~ G (E, (o, eJ de ti n1 moa la lNTERSECCION 

de ambos difusos como el difuso ouya funci~n de ~rtenencia 

viene definida por IJ ('1() :: ¡»II't1, j }lA (~) }lo (~¡ 1 'VXE e-, 
rAf\B 1 '" ' '" T ,.. ,. 

J Y como oaso particular si A y B son ordinarios y por consigu1en-

sustuncio~es características .tendremos que 

)'A~¡" o !> ""i~ [k1('),I'~n,J:o ~)<MlTJ::: o 

Ji. "J> " ,..cOMPLEHENTACION 
------- Si 6 es un Subconjunto d~fuso de e: se define co-

mo COHPLEHElI'TARIO de A al difuso Al cuya función de pertenencia - .... 
V- X ti ¡;. viene definida por M I e'/.) ::: )-~A (1<' 

• / A N .. 
y bajo el supuesto de que A ruese ordinario y por consi~uiente 

¡A su función característica tendríamos que 'lt/~ sería la 

función característica de su complementario 

pues 



DIFERENCIA FUNDAMENTAl. sntre el significado de COMPLEMENTACION 

para el caso de suboonjuntos ordinarios y difusos de E 

CASO ORDINARIO A 1.1 ",1 :: E 
A f\ Al :. 4> 

por oonsiguiente en el caso OIlDINARIO NO 88 admite el que un 

oleman~ pueda portGneoer a la V0Z a un conjunto y a su comple-
ot"O N6PIi 

m9ntal'io;Ona MSS d rniBfAO tb,ll\pol SER Y NO SER en lB lógica biva-

l~ntey' por conSigu1~nté con ia teoría de conjuntos ORDINARIOS 

se puede aplicar como método de razonamiento ~REDUCCION al ab­

surdo, diciendo que si partimos de la hipótesis de 'que >< € A 
y lleguemos mediante un r~zonamiento coherente a que )(,6 Al esto 

sería una CONTRADICCION, y COIJlO NO podemos admitir esta contradic­

ción conoluiríamos diciendo que el supuesto inicial del que partí­

amos cuando deoíamos que X€ A era falso. 

Ahora bien, nada de esto sucede con las lógicas multi­

valentes utilizadas en la construoción de subconjuntos difusos.En 

efecto, supongamos un subconjunto difuso A de E y supongamos que 
"" 

un cierto elemento ~ de E perteneciese a ~ con un grado de perte­

nencia igual a 0'7. es decir J'o.(Y-l :oo·'} .. En este caso )'~.(~):,o'3 

f,¡.., }l4' (1)'' 1-}lA "'-1 '1 por tanto ese mismo elemento tendría un grado ... .. 
de pertenencia al complementario del con3unto ~ de 0·3 .Has aún 

puede darse el caso de que existan elementos en E con igual 

grado de pertenencia a un suboonjunto A de ~ , a au comp1ementa--
rio ti, pues bastaría con que fuese J'", ' .... l :.0·$ para que )' ... ,1)<):' c>,G • .. -

Por tanto esta nueva logia multiva1ente funciona de for­

ma aás"f1exible" que la antigua logia ordinaria biva1ente en la 
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cual solo se admitían DOS posibilidades con Nexclusi~n" de cual­

quier otra intermedia. 

La logia ordinaria bivalente es profundamente tajantel 

~ 51 ~ XO.O blanco & negro.O me amas ~ no me amas.O te vas & te 

quedas.O me "gustas" ¿ "no Be gustas" ••• Y asi el dominio formado 

por esa logia bipolar extendería sus tentlculos abarcando todo 

el campo mental del hombre a travef de su "forma bipolar dé pen­

sar", todo su aspecto psicol~gioo haoiindole sentir (como conse~ 

cuencia de su forma de pensar) "bipolarmente" ; todas sus acciones 

r!sicas hacilndole actuar (como consecuencia de su forma de sen­

tir) "bipolarmente". 

Nada de esto tiene porqut. suceder en la nueva logia 

multivalente que equí estamos presentando, pues en ella todo es 

rols flexible, mls sutil, ro~s ductil, más moldeable. Una cosa pue­

de al mismo tiempo SER y NO SER. ~e quiero y a su ve~ no te quie­

ro. Estoy y a su vez no estoy. Me gusta y a su veZ no me gusta ••• 

Asi pues una de las principales caracter!stioas que di­

ferencia a ambas logias es que en el caso de la logia bivalente 

o bipolar le acepta el rechazo a una tercera poSibilidad o lo que 

es 10 mismo se acepta el principio del "~BRCIO EXCLUSO", en cam­

bio en la teor!a de 108 subconjuntos difusos no se acepta el prin-

eipio del "tercio excluso" pues puede existir terceras posibili­

dades entre las dos que forman 101 casos extremos. 

Para que pueda el ler humano "ordinario", es decir, do­

minado por la logia bivalente,darse cuente de la tremenda estre­

chez en q~e vive la consciencia que estl atrapada en el campo bi­

polar es por lo que ha 8ido conveniente dar una visión panor~mica 
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de lo que realmente S~ pOdría conseguir. 

AII! pues en @J. ('Juo de loa !Subeonjuntos difusos en lu­

gar de hablar dG floffiplementae1ón entendida @n el sentido ordinario 

convendría hablar de pseudo complementaci&n o oomplementac16n a 

la !AMelAd. r rve, y",('f.) :::: 4.-/:, l~) 1 
,., 

ESPACIOS PROBABILISTICOS CONSIDERADOS COMO DIFUSOS 

Corno lo {mico que necesitamos para obtener subconjuntos 

difuiSOS A de 'illl (lOnjUllto /;; gS eouoe)!!!):' el grado de pertenencia - dad o 

f¡it--: fA: ¡; ~ [o, tJ 
,.. 

[o I 41 ,si suponemos 

y como esta 

que E es el 

funci&n tiene como rango el 

espacio muestral dado por todos 

los casos posibles que pueden darse en un determinado experimento 

aleatorio )lA¡ la familia de subconjuntos de E & familia ~ormad/a .... 
por los diversos resultados de este fenómeno, a cada ~. le podemos -
asignar una funci&n de pertenencia fA. / )'1.': E - f". fJ o 1 l. 

I ",' l<~"(X)=p,:"o""'~ 
~ lA' I A 

.4 >;€ " 
N 

aprovechando esta coneE1&n entre difusos y probabilidad aería con­

veniente definir como unión e intersección de difusos la suma y 

prOducto prObabilístico a fin de no perder la sintonía. 

Por tanto definimos )-AA'G (l() ::; t~ (~) . f~ c .. J 
,.N 

1 los llamaremos PRODUCtO y SUMA PROBABILISTICA DE DIFUSOS. 

NOtA 
También podríamos definir entre los difusos la unión e inter~ 

secc1&n ACOtADAS del siguiente modo 



jA A 1'\ e (,,\ ::. -" ... [o I /'10 (~) .. ~e(~¡ - A] 
,., • ", IV,., 

pero s1 lo hiciisemos asi volveríamos a entrar en la política del 

XERCIO EXCLUSO pues como 
I.t • I '.1 :: fW\11'\ r:~. I J.: 4. \Ix, E"=i;> ~ \¡~ :¡;: 
r A "Po - -

)' A n A' ¡,., :: tWt ...... e o, o J :: c> 

'" .. 
sin embargo esto no aueedería si utilizásemos las definiciones 

probabilísticas 

pues como f'A' ()() "'" I -.)A /Y.) 
# N 

tendríamos que f~.Ij' ("')=}lt(~)·íl·J't( .. J -4=:0 !>¡'j',!, .... JE:(o¡J.) 

y ,.Iot~o(~' .::>J',,'~J +)¡A¡(~J -,t,...A" .. ):f=;!.. s; f4(y)t; Cc¡J.) 
~ ,.. "" / ~ 

Por esto queda probado que utilizando las definiciones 

probabilísticas ~ complementaci6n sino pseudo-complementación es 

decir RECHAZA~:OS la hipótesis del Tercio excluso ó bien ACEPTAMOS 

el que" pueda existir terceras VALORACIONES entre dos supuestamente 

contrariaS pues la contrariedad era aparente ya que en realidad 

eran pseudocontrarios. 

HEDIDAS 'e DIFOSION 

¿001ll0 pOdrían eOlllpararu los "grado. te dif'usióntl de 

dos nbconJuntos dH'u,ol ~ , ~ del mismo· oonjunto E ? Es deoir 

¿Como podríuos .abar cual de los dos subconJuntos es más difuso? 

Supongamos puis 40s subcon~untos difusos A y 8 dados - ..... 
por suS respectivas funciones de pertenencia lA '1 /"-s .Estas como 

~ ~ 

sabemos son "aplicaciones valoraci6n" que asocian a cada elemento 

de E un VALOR de pertenencia a dicho conjunto y por tanto pueden 

• 



tener como ~0presGntaci&n geométricA una curva (& una nube de pun­

tos) cuyn abcisas recorran E y cuyas ordenadas pertenezcan al 

intervalo [0,1) • 

0'-------
'!i E~,---p 

131 consideramos \lomo ORDlliilRIO a los lYtllltos O y 1 Y 

como DIFUSO 8 todos los puntos que están entre ellos; vamos a 

llamar PROXlJt.IDAD OP.DINARIA de un punto )< / ~ ~ .>\4 1 al entero 

mls próximo 8 él y en el caso límite de que K=~'~ diremos que su 

proximidad ordinaria eG CERO 

es decir 

A partir de esta definioión podemos detill1r la PROXIHI-

DJJ) ORDINARIA de un DIFUSO 

función característica sería 

como un conjunto ORDINARIO 

t o SI),,, 00 ~ 00$ 
J..t , .. ) :: ,. 

/ P(~) J. Sí)' ... C~I >0.5 . 
• 

Ilendo ~A~ la tuncitn de pertenencia del difuso ~ .. 

cuya 

'" •••• """" __ 1II\liI 

Así pula fe!:) = ~ )1" f:. e / ,f(~ ¡''lo) -::. • f 
es decir estaría formada solo 

I 
I 

005 .. ····_······_·· .... ·· 

I 
QUU~<==jf~(~~I~~~~ 
~ E --------~~ 

por aquellos puntos de E cuya 

funci&n de' pertenencia al di-

tUllO A fuese Iluperior a 0.5 • 
'" 

DEF.I 
Llamaremos grado de clifu:lión del difuso ~ &:\.. te.. e'lp",($ io:" 

• 



. ,. 
,. 

CI (4) = J I /JA l.,¡ - !f(A¡/jt.j \ 1/" 
a~ / ~ ~ que correspondería al área raya-

If 

da es decir a la distancia entre el difuso A 1 su proximidad or--
dinar1a trAl 1 .... corresponderá a la distancia mínima entre el difu-

so A 1 cualquier subconjunto ord1Z18r10 de E • ... 
Evidentemente que ahora podremos comparar grados de di­

t.si~n de distintos d1ruso~1 además la cota de dirus1~n máxima 

que puede tener un punto en un d1fuso sería 0·5 ,que sería el ca­

so del punto 1( del difuso 6 cuya funci6n de pertenencia fuese 

,,~IO! ~ ".:; 

que o·S • 

.As! pués ningÚn punto puede ser más difuso 

CASOS PARTICULARES 

1- E::~Y..I..)4J·····)(~} 

por consiguiente 

índice de difu5i~n 

el más difuso lería 
'\ 

~ 

~ (~J-~f; ~ ~.s." ., , ... 

1 con ello nos daría un 



., eon ello hemos oonseguldo t8.lllbIln ea este ~.o definir con 

o.'(A) \Ul índIce de difuslcrn k A 
O; ~ -

1'1 

SUBCONJUNTOS ORDINARIOS DE NIVEL o{ ti 

Sea A un subconjunto difuso de E' y sea c( E LOO. 1) llama- 1 
remos sUbconj~to ordinario, 4el ,difuso 8 correspondiente al nivel :; 

~ ¡ denota~emos porA. 

de E cuyo grado o n,'" .. .-l 

Es decir A.J, 

Ejemplo l. 
S1 

detinimos A. ~ 
... J...::".;,I;.";';; 

entonces 

Como 

" ' 
·cé>~¡j . .gnt6 rormado por ar:;,uellos elementos 1I 

al conjunto ~ 



grlr1camente esta idea la podemos representar as! 

ll'OTA 
- POdríamos puis dee1r que AJo ~ d JlUCLEO del DifUso ~ 

(o alma) . 
,ero si adm1t1/semol esta der1n1c1~n tendríamos tamb11n que admi-

" .. 
que hay difUsos desalmados es decir carentes de núcleo. 
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Ejemplo 2. . 
Supongeos que el conjunto referenelal E es ahora un 

determinado intervalo finito de la recta 1< 

. . , .. 
,. 

F 

I 
I 
I 
(j. 
··1 

i . 

. - ~ 

A .. , 

.. 

I 

)' ( .. >. ~ 
A...\ o 

~.\ 

! 
I 
\ 
I 
\ ., .. 

~ l((, l ~.3 • A..$) 

SI K t (~, b •. s) 

If 

• I 
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~EOREMA DE DESCOMPOSICION 

Todo suboonJunto difuso puede descomponerse como V de ,.., 
prodvctos de .uboonJuntos ordinario. por lOs coeficientes de 

ditusic$'n. 

Es decir A .. oC,' Aa .., , . .' . 

En efecto 

Ejemplo 11 
x, \, l<~ "'" ~s 

A : o 'b o \ M \ i ¡ 0.8 \ ... 

o.~ \ ~ I o 1 1.1 LI 1 V 
N 

O i ~ I 1 I 1.1 1. U 
N 

O," I o 01 1 I '" I -f V 

'" 

I °1 ! I I do l I U O O o 
IV 

o O 



Ejemplo 2' 
Para un caso de variable cont!nua lea por 

conjunto difuso A dado por la tunci~n de pertenencia -

Por consiguiente s1 JI >0 =t;> f~ (X) >- o 

11 si JI _ 00 .:=i;> ¡." h<i .(.l .. 

ejemplo el 

Por tanto o ..; I'A h<) <t 4. Ahora bién si queremos cal-
A 

aular el SUbconjunto·' ordinario· t\ "tendl'emos que busoar al 

~ HE' / fA C-,.) ~ 01 r "; ~ >\ (; e-/ I - j~t ~ oi r :::-.. 

Por consiguiente ~ J-1-o 
)\. (l<) _ "\ 

18 

y como. esto es c1erto V ti. E (0,4) podremos conseguir la desoom-

posici~n del difuso 

tos coeficientes ~ 

en uniones de productos de d.rd~.narios por cier­
( .. 'l·· .... ) 

que medirían su grado de difusióno 



GRAFOS DIFUSOS Y RELACIONES DIFUSAS 

Las nociones de grafo, de correspondencia 1 de relación 

3uegan un papel f'undamental en to.das las aplicaoiones .de la mate­

.ltica. Lo que se pretende ahora es la generalizacitn de estas re­

laciones a trave& de la utilizaci&'n de subconjuntos .ditusos.Ditu­

aionando grafes,correspon4encias 1 relaciones, descubriremos unas 

propiedades muy interesantes que nos permitirin una nueva y mas 

grande QIlIplitud de mira.Por ejemplo la nociO'n ordinaria de lIclase 

de queivalencia ll se vera reemplazada por la nociO'n de "simllitüd" 

19 

(O' ser parecido) que por ser menos fuerte que la anterior nos 

permitiri el poder representar situaciones que se presentan !recue~­

eRtemente en la realidad en que vivimos y que antes con el concepto 

ordinario de "clasificación" no pOdíamos hacerlo poque a un elemen­

to dado del conjunto le estaba absolutamente prohibido pertenecer 

a roSs de una clase.Las clases NO pOdían tooarse.NO pOd!an tener 

ningÚn :lemento en común.Si una relaci6n cumplía el ser reflexiva 

simétrica y transitiva inmediatamente encerraba a cada elemento en 
t. IJ· ., 

la jaula formada por todos aquellos SEI1EJANTES a él, y nadie pod .. a 
• • pasarse.con esa relaci&'n a otra Jaula distinta de la sUYR.Un inge-

niero tiene que ler igual a todos los ingenieros pero le est~ Ve­

dado ser mJsico,pt>eta, electricistatpan. .... ero.~ard1nero etc. eto. 

ts! pu~s ditusionando los Viejos conceptos ordinarios 

de ~elaciones conseguiremos flexibilizar las estructuras existen­

tes haciindolas m~s el~sticaB y con ello más reales. 

GRAFO DIFUSO 

Sean El 1 'E.1. dos conjuntos ordinarios. Un subconjunto di-



fuso .. §" de S". y. El. vandrl 4efin1do por su grafo o función de 

pertenencia definida en la forma usual , 

J'f 
--=~-+ .. [0 •• 1 

(a?, d) -_ ... ,6' (:Ir,!¡) f CD.n 
w 

Ejemplo I 
Supongamos un consumidor que le dan a elegir entre dos 

bienes X e y los cuales puede:;! llegar a consumir en unas cantidades r: ~ Y,. Y .. par", el ble, y 
dadas por-~--.,.--)<~ 'X3 para 01 bien X .El llro4~c~o cartesiano de 

X y. Y nos darfa todas las posibilidades del consumo de ambos 

bienes. 1:.,'tM Y 

~. • " • 
} h.,Y¡.) (~'" ~ .. ) "¡.7.) 

t, • • • Xy.~ : 
(""y,) (Y.h't, (~I V,) Posibilidades de 

l'o, l\~ x) bl¡M y. consumo 

Nuestro consumidor no esti obligado a elegir todas las posibilida p 

des consumo,Sino solamente aquellas que REALMENTE desee. 

Si suponemos que actúa de forma ordinaria es 4acir en 

¿a Logia dada por un SI ó un NO diría que el clevea de todas esas 

combinaoiones que le dan a elegir las formadas por el Subconjunto 

ORDINLRIO G ; {(v., ~~) I ()'.4, ~,) I (1I •• Y.)} 

Con esto nos hace saber que 4e las denufs posibles combi­

naciones no quiere laber nada es decir las rechaza categóricamente 
I 

~ " y lo que ha elegido lo ha eleg1do eon absoluta oerteza es decir no 

le cabe la meno~ duda con respecto a ello.Esta sería la actuación 

del consum1dor obligado por el uso da la Cogia ordinaria bivalente, 



6i nuestro consumidor actuase desde una logia multivalen­

te o difusa todo ler!a diferente puls ahora entre la absoluta nega­

ci~n 1 la absoluta ar1rmaci~n entrarían infinitas nuevas posibi11-

dadesJahora se pOdr!a permitir el lujo de no tener ~ue ser ob11ga­

tor1amente certero 7 poder ieAer un cierto "grado de seguridad". 

As1 nuestro consumidor podría contestar difusamente d1ciendo que él 

el1gir!a el Subconjunto difuso dado por 

G :: ~(('¡( •. Y.)I o.a)) ((l<"y,)\ O.f), ((x •. ~,)1 J.), 
...., 

((}:3J~~)¡ o.a)} . 

Veamos su diferencia a trave$ de una representaci~n matricial I 

y. , 
e"",.:, ON o p..eÍlI/,9.i A 

o 

! 

! 

.. 
i 

o 

. 
o 

MATRIZ 

BOOLEANA 

)1;, 

~~e,c,;ON ~i Pv~A 
v, ~ 

0·2 

~ 

o.s 

MATRIZ 

DIFUSA 

o.! 

(J 

0·3 

.Asi ,uis vemoS que G reeoge las decisiones de absoluta 
"" certeza que tenía nuestro consumidor puls para 11 la combinaci~n 

(y.~,~.) la e11g1r!a con pleno deseo, con absoluta certeza 

'1 la comb1nae1t!n ('¡(.l. y~) la IIlantendr!a rechazando s1n ninguna 

duda.Pero en el resto de BUS dec1s1ones aquí serta más real que an­

tes 18 que de alguna forma habría conseguido at1nar más su deseo 

expresando el grado de aceptQei~n t! de apetencia en su dec1s1tn. 



2.2 

Otra posible representaci¿n que nos permita vivenciar s~ 

profunda diferencia pOdría ser la siguiente I 

BLECCION ORDINARIA ELECCION DIFUSA 

GENERALIZAC10N para el caso de n-tuplas 

Dado los conjuntos Eu E,t. t ... E" si l<; E; t ¡ "1,'.",,'1 

Y por 10 tanto ()(l.l< .. ," )C,,) e E', l' E.)\ ., )( E" podemos definir ls 

función de pertenencia da! subconjunto difuso G como la aplicaciór. 

: 1:, xE .. x . , ~ En _ LO, i 1 

(7,,1<0, • - X,,) - )'6 (~," .~) E [0,11, 
~ 

RELACI()'~I DIFUSA 

Una relación n-aria difusa vendría dada por las 

n-tuplas elementales '1 IUS funciones de pertenencia. 

, .~ '8 
.L o 

.5 .3 clt¡'"iw.6'l: X. ~ ..'!i <~~ (~'.l.i) ; <! ~3 
• 



~O t otÁ;~ 

(~.'1.) E G -< ~ ('Xa,'t.) E G =? 1<A ~ }, < :> ')C,'l'i< ~I 
4 

.., • 

XA1~ G- -:) )(. '!? y. ~-> 
.( Ya. Yt.) tf: c;. <J=) ('t.a • Y..) E 

• ... " 

(,.. Y) € 6 ~ 
ID' I .a"'" 

x'i<x· I _ 1 

.~ 

PROYECCIOh~S DE UNA RELACION DIFUSA 

P ~ (1) ) 
royeocion primera' !p:: (l<) :: MA.;.x f~ tI' ,:1 

::' M.to." t p. (Y., '1) 
" ~ 

ProyeccicSn global I l'~(,):: w.:>< r IU~"'X fJ.{",.~J)::' ~x [":.~x )'~ (.,.,~) 1-

E j elllplo • 

N 

es relacicSn difusa NORJ.fAL #e¡ 
él 

es relao1cSn difUsa SublWEMAL ~>. J.<. (¡,.) 4 I 
Gil / fI. - ~ 111 

}4~ 
I 1'1. ~ '1 

Yo. .. l o·, O. S' 

~ f o ! 

~ o· ; o·l O·S 

1 

por consiguiente j¿ es normal 
~ 



• 

SOPORTE DE UNA REUCION DIFUSA 

Dada la relacid'n difusa 1. se denomina soporte de J2 
~ -

y lo representamos por S(~) al conjunto formado por aquellas pa-... 
reja. eon funoiln de pertenencia no nula. 

Es decir 5(~) ,,~(x,~) I jR(""~»"'} 
'" ., 

En nuestro ejemplo anterior I S tcg) ::; {(l<"Y.)J (¡t,.~\.)) (X:I.. j,)) 

(13. ~.) 1("3. ':)\.) } :.: y..)( Y -¡(<f •. ~.) ~. 

COll'TINElITE y CONTENIDO de una RELACION DIF'JSA 

Sean '1<, y ~l dos relaoiones difusas ele)C eM Y 
..... -

Si V (x,!)) E. XxY =P>)'¡~/~.,) !:!'1./~')) entonces se dice que la re-

lación difusa !R~ es CONTINENTE de la ~, o que CR, está CONTENmA en 
"'"'" f'1) tí1 """ "-1{1. y escribiremos I :.x, ex'/. 

"- ,..., "-

Ejemplo I t;") I'f) 
• Sean~, y ~ dos relaciones difusas dadas por las sigui-

""' entes ma trioes. 
~7' '/, y~ ~I, " Yt. 

)', l.) '.S )'. o." oS 

)'1 I).f 0·2 1<z. O·~ O.~ 

)el I o )CJ A /)·2 

entonoe s t:) (,) J..C c.,x", -
UNleN DE RELACIONES DIFUSAS 

Si ~ l ~ son dos relaciones difusas, definimos la unión 

de 1mbas :1<. V 5<,. eoroo aquella 1'e1801&n cuya funoión de pertenencia 

es . 
• 

'" ....., 
).J. {~.!ll ::' MA,c..x r }IR, (y,,~) ~R .. ("'~)J . 

/ R, uJl~ '" JI .... 
..... "" 



Ejemplo , .. '/ ~, 'h ,.\, " ~~ 
,'vV, 

'" 
y, Y1 

lI, 0·3 o. ~ ~, O. '1 o· 'i )(, 0·3 (í.~ 

Yl 0.1 (l." u ~~ 0·$ D·!. :: ¡c,: 0·3 O·" 
y~ o. f ! v) O.r N' l<, p .• J 

Evidentemente si ~I e g(2 
,.... '" • Seria inmediato comprobar que esta un16n de relaciones difusas verI-

fica las propiedades de la uni6n conjuntista ordinaria es decir las 

p~opiedades ASOCIATIVA, COl/HUTATIVA e IDEMPOTENTE. 

INTERSECCION DE RELACIONES DIFUSAS 

Definimos ~" [ ; J?:. (~. 'j) ,! R~ ('¡l. • .,) J 
E j elllplo , 'tI y. '1, v. 

{ 
('¡~. ~. v, ' 

.,. 3 0.( I 0·2 0·'1 0·1 o.y 

0·1 ().~ , 0'3 o·~ :\ N o., 

().4 ! 1 
o.t¡ , o·a- '·4 ,·o·t 

'$ per tanto en el ca$O de que 1<1 e 'Rt se tendría que 1(, ('¡ 1(. :: )(1 
..... ..... "'" "'" '" 

~ambién en este caso es facil observar la veriflcacitn 

de las propiedades propias de la n conjuntista 1 asociativa, con­

mutativa e idempotente. 



PRODUCTO ALGEBRAICO DE DOS RELACIONES 

Se define el producto algebraico de las relaciones ~ 
'1 J(t. i se denota por J?, • 1<.. 001110 aquella relaoi¿n difusa ouya 

,... '" "" 
funoi¿n de pertenencia es I 

Ejemplo I 

, • 
, 0·1 0.1 ().¡ o·~ 

p.r o·~ 0·1 o, ~ 

A () o·~ oS 

SUIIJI ALGEBREICA DE DOS RELACIONES 

Se define la suma algebraica de dos relaciones difusas 

:R, y..:{>, y lo denotamos por J<, of J(l como aquella relación 
~ v ~ ~ 

cuya fuñción de pertenencia es I 

}..t (1/(, ~) = Jj (ao,~, + f' (~,,) - )-. (~,') 
/.//, tri, ~,/.R, /.R.,. J?, 

ftoo_ """ -. "'..". 

Ejemplo I 

J, 
'" 

rr ." Yo 1i 'Y. Y 'Y. y, 
o 

, •• L .. , o.~ 4 o'1~ :l 

D'( '" D.J o.t 0.'$ 0'2 

L o·~ o 'S' " J. ti·$' 

26 

Esta suma algebraioa as! definida gozaría de las' propie­

dades distributivas tanto respecto a la unión como a la intersec-

• 



citn de rela010nes 

Es dec1r 

difusas. 

ei llamlsemos :;¿ 
"" 

al oonjunto formado por todas 

lasrelnciones difusas que pueden establecerse entre dos conjuntos 

X e Y se tiene que 

En efecto I 

= 

(2)"Ejusdem fÚrfuris"cambiando MAX por lHN. 

COMPLEMENTO DE UNA RELACION 

Se detine la relaeitn complementaria de.2 1 le denota - "-
por 1<. eOlio aquella cuya funoión 4e pertenencia es I 

Jt (<< • .." ::):!'~ (01', '1) 

.... 



Ejemplo I - 'l. -h 

, o·l •. r 

0·1 do 

Que puede aiOchrse a 111 idea de relllciónes que indiquen "no mucha 

proximidad" o "bastante diferencia". 

LA RELACION ORDIN!RIA (O VULGAR) MilS PROXIMA DE UNA REUCrcTN DIFUSA 

Dnda.8 élefin1da a partir de su J'1l (1.,) definimos su rela-
~ 

oi6n ordinaria mls próx1J¡¡a a ella y la denotamos por:K como equelll 
;,;. 

cuya funcitn característioa es 

Ejemplo I 

, '1 t I 

I 
o·e o-s 

o-J. 0.(. 

COMPOSICION·MU~IN· de DOS RELACIONES DIFÚSAS 

Sean ~I J j(, dOI relaciones difusas tales que ,.. '" 
!XI e X .,. '1 .... 
~cYy.&. 

Se define la compos1citn'max-m~'de ellas y la denotamos por 

~ o ~ "", ¡) =. !JJ.t'l. [~i", (f~ (Yo,) I t~./~- ",) ] 
do nde 'Jf lE. )( !l E: '1 :lE; 'Z 

J I 

r 



Ejemplo I 

~, '1, Y .. y) ~~ 'ir 
" " ~ 1, ~l,¡ 'Z~ .R, o~~ t. a, il ¡, ..... ...." . 
1, O. J 0.1- o 4 D·l r. ',1 o 0·1 ~.y ", o.y ~·l c·¡ C·l 

H I H o 
", (>.'1> p.! () 0.2, .i o t 

H o Q·l I 
-- )<¡ o'J ..j o.f o·~ 

'1~ o.y o :1. o.y '·3 
y. 

).¡ o.~ Q.l 00J () 'l'3 o·" c.l o.; 4 

~,. o I o o·K 

Como oaso particular si definimos ~~ q?" 1! 
'" 

y en virtud de la asociatividad que goza esta c>r(~o.e;o ... ~ 

:R ~ = 'H o 2 o .. \.~ o?s . 
"" ,.,.. 

SUBCONJUNTO ORDINARIO DE NIVEL o( EN UNA RELCION DIFUSA 

~ 01. €. (o 11) Se define el 'lIubconjunto ordinario de nivel 

o.. correspondiente a la relaci6n difusa ~ e Y.. 'X '1 J lIe denota 

por ~ al conjunto I 

Go(= 1 ('1(,';;)) ~ Y r.y / J~ ('Ol'.'l) ,?:",~. 
Ejemplos: 

1) Sea ~ ..... l' l, Y. ~I 'l • 

)tI p.~ N 0'1 i 

Il o '·s ,., 0,,/ 

,., D.) N 0.1 0'* 

G 1:1HY-I,'ts),(Xa.'h), (~"'Yf), (l<J.Y¡) ('l<3,Y,), (l<3,~.)~· 
~r I 

G :: J ()\.I., ll) } ()(3. ),) r eGo.$' 
N '\ 

2) Supongamos la relación difusa definida en CO.IJ >-[o,'J 

por la función de pertenellc:h. ~ j'p., 'lI,~):: ~r.l+'1¡ 
" 



En @ste @uo 108 sUbconjuntos ordinarios de nivelo( Ven­

drían deti~do8 por a 
Gol ,. ~ e". ') f: r"otJ~ / Vxí-t~1. ?< '" ~ 

.~ su 1"epresentaci4n visual o geométrica oorrespondería a la de una 

familia de circunferencias centradaS en el origen de ooordenadas 

y con radios hadendo el p!lpel de los o( y creciendo de cero a uno 

.PROPIEDADES IHPORTANTES que podemos descubrir a travez de ambos 

ejemplos es que si : 

TEOREMA DE DESCOHPOSICION 

~oda relacilfn difusa tj( puede ser descompuesta tomando 
'" 

en consideración el mlximo de los productos de los coeficientes 

de difusid'no( por las relaciones ordinarias de nivel ti : a.,¡ 
EII decir 

Estando~~ definida por 8U tunc1d'n característica 

, 



-
-

el 

Ejemplo I 

0·$ ~.:¡' O 

i 
. 
o·~ 0''1 

o· \ 0·1 0.4 

observesa que si vamos 

expresando,~os eoefi-

cientes de la matriz 

difusa en orden ore-

5iente las correspon-

dientes matrices boo-

Rea~~s que acompañan 

a estos coeficientes 

van ter.iendo cada vez 

mla ceroa 

OBSERVACION INTERESANTE 

Hemos visto que 

{ A O .{ ~ O 

4 A Jo ( 1 1 

.t -i J O J 1 
" 

I 

, 1 O J ~ O 

o.~ A 1 1 ) O L 

O O J. O o i -. 

~ ~ O o .!. o 

<>.S -1 () o ~ ~ o o 

O O i o o ~ 

I 

o \ o o o c> 

4 o o . ) O o 

() o o () () o 

) 

JI. 
cada l'elaoid'n d1fusa''Vtiene su j(. una ;:::, 

3i 

"sombra" & 1'elaoi&n ordinaria mis próxima.Conviene observar ahora 

que a oompos1citn'de relaciones difuaas corresponde la composicid'n 
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de sus !I Bombrasll 
<) 

El !\~;'J:!.:i.' ~;I, I'\:R, le eo:r:rGsponde 1<, ~OI!lO "sombra" 
'" ~ 

" a :I(.t. le corresponde 1<1 como IIsombra" 
"" ~ 

EntoMes a '1(, o 1(1. ¡l> :k>, o .1(" 
,py "'" :::t z.. 

Reprei0utando como operador composio1~n la relaoi~n 

lU.X~MIN antes o s tudi8(!.a. Veamos esto oon un 

Ej Elmpl0 s 

ti . - ... =---=~-~,..---

~, 'ji 1~ '13 '" 

P I 1-t 

I ,/, 0.1 o., ~ il, 21 Il 
~, o·~ ••• 0·1 

)<1 O., o I 
~l I Q·t O·) 

~, e .~ o·y •• $ 

o 
'It • .0 o·q 

'f~ .·5 .. ~ 
>, Q.~ o.~ 

... 0·5 o·í 
"l 0·3 0·1 
~ o·S o" 

'il" '1, ~1 Y, ... 
v-, O { O 

I ~> 

, O 1) 

1, O I 

"t O O 4 

't-; A A O 

-~ ~ O O 

-- O A 

I O I 

", O I 

o \ O O 

\ O I 

As! pul; a todo encaje difuso 'corresponde un encaje del mismo tipo 

en sus ordinarios correspondientes. 

NÓ~~$C que en el caso de proyectar el difuso R a su 
"-

ordinario Bis pr~ximo obtenamos 4e forma unívoca la aombra ordina-

ria ~ , pero en cl!lllbio ai partilsemol 4e una "sombra ordinaria" no -encontrarí8Jllos uno s1no infinitos difusas que tuviesen como ordina-

1'10 als próximo •• a sombra. No ht: o!..se.vete ~ .... le... "S o...-b ,.., q 

1 .. "'''''foS/'do,:, t<o.x. loa" .k tta.uq o rw..o,. . 
t" k>w.~¡¡C."ow ord.;ndri" 

SUBCONJUNTO DIFUSO INDUCIDO POR UNA REUeION 

Sean X e ~ dos conjuntoll ordinarios entre los cuales 

hay establecida ~ dQterminada rol.el~n .S1 a partir de asta situ~· 
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tu&ci~n apareciese un subconJunto difuso en uno de los conjuntos 

ordinarios, inmediatamente este heoho induciría a que el otro con­

Junto ordinario se v10se poseído por un suboonjunto 4ifuso dentro 

de 'l.,Cull sería el erado de pertenencia inducido? evidentemente 

01 .áximo de los "orig1n41u" 2'001bidos. 

E~emplo I 

SeM 

::1 -Sea la l'elacicrn 12 / lIA. -? y, , Y1 

'i~ --? Ya. I Y3 ) y~ 

Supongamos que ahora aparece en X el difuso 

¿Qul! efecto rec1bir~ '< ? 
)1, !),) 

A =. O.S '" , 
l< o.) 
1 

cada componente dey habrt recibido 

uno o varios "impactos" procedentes 

del "mensaje difuso" que 1, env16 X 
.Asi ~!. recibirá un doble impacto.Uno prooedente de )(.1. y con una 

intensidad de o·a '1 otro procedente de I{J '1 con una intensidal 

de O'f. .'. este 'lÚtimo mensaje tTJ.~ el que mis le impactó '1 

por tanto se gravó en 11 por inducción. 

)'~ 8010 recibe el 1Jnpacto 4e x~ con un grado de oerteza de 0·5 

'1 oomo no tiene otra alternativa lste será para él su grado 

de certeza heredado por la induoci/n. 

Y3 vuelve a reoibir un doble impacto.Uno procedente de x~ con 

una intensidad de o·~ '1 otro procedente de >;. oon una inten· 



11II1I1 
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31dad de O.S y por tanto este es 01 que realmente le lIarea 

el. 1llIpacto. 

'1'1 flole es impactado por )lo\, con una intensidad 4e o.S 

Asi pula gracias a la relaei~n ordinaria ~ que había establecido 

entre ambos conjuntos el hecho de que apareciese el difuso 

A 
'" 

en el conjunto X dil lugar. inducido por la 

relaci~n,a que apareciese en el conjunto 

ordinario y el subconjunto difuso J«(~ l· ~ 

O·l ~, 

B " 

VIS ION GRAFICA de esta PROPIEDAD 
X 

NOten que 

¿Qul ,arte de IUI~elaciones ordinarias gozarlo de esa relaci¿n 

difusa que #e ha creado entre ellQs? ~o~ dependerl del grado que 

haya alcanzado la ditu.lli~n 'la que cuando el. erado de ditusi/n no 

lIupere a O.S su correspondiente ordinario no entrarÁ a fo:rmar par­

te de la relaci~n. 
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