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GAFITULO I 

I N T R O D U C C I O N

En la historia rociente de la Fisica ha habido un gran inte­
rns por el estudio de campos clâsicos.

El primer campo clûsico relativista que apareciô fue el elec- 
tromagnêtico (Ecuaciones de Maxwell) que encontrô un marco total- 
mente adecuado para su descripciôn en la teorîa de la relatividad 
especial.

A principles de siglo Einstein construyô la teorîa de la rela­
tividad general; y en esa época se hacen intentes de construir te- 
orîas uniPicadas de la gravitaciôn y el electromagnetismo (Eins­
tein, Klein, Kaluza, etc.).

De esta misma ôpoca son también los trabajos sobre electromag­
net ismo de Born-Infield y de Mie, que proponen teorîas no linea- 
les, en las que los campos estân exentos de singularidades, y en 
las que las particules son regiones localizadas de campo mâs in­
tense. • \El gran éxito prédictive de la ecuaciôn de Schrbdinger hifco que 
se buscaran ecuaciones de onda relativistas, como las correspon- 
dientes a spin 0 y spin de Klein-Gordon y de Dirac, con las 
que se obtuvieron bucnos resultados (por ejemplo, correcciones re- 
lativistas al âtomo de hidrôgeno); pero aparecieron dificultades 
de interprotaciôn, debidas Fundamentalmente a que en la ecuaciôn 
de Klein-Gordon la componente temporal de la corriente de probabi- 
lidad no es dePinida positiva, y a que en la de Dirac la densidad 
de energîa tampoco lo os.

Estas dificultades no sôlo dosaparecieron, sino que la inter- 
pretaciôn fue clarîsima al proponerse la existencia de antiparti­
cules y aplicar a estas ecuaciones el mécanisme de segunda euan - 
tificaciôn.

Las anti.particulas, como sabcmos. Pu eron descubiertas poco mâs 
tarde.

En el c'.''tud.;io do Jo elcctrodinâmi ca cu.ântica en la que las ecu a-
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clones ya no son lineales(Ecuaciones de Maxv/ell-Dirac),se utili- 
zala teorîa de perturbaciones,se hacen câlculos usando desarro - 
llos en serie de potencies de la constante de acoplo (carga del 
electrôn) y se obtienen resultados completamente de acuerdo con 
la experiencia. (Por ejemplo, para el momento magnético anômalo 
del electrôn).

Durante una larga época, que va desde 1.930 a la década de los 
aHos 6Q,se desarrollô extraordinariamente la teorîa cuântica de 
campos y se apagô un poco el interês por los campos sin cuantifi- 
car, quizâ con la excepciôn de Wheeler (Geometrodinâmica).

Mâs tarde renaciô el interés por los campos clâsicos con los 
trabajos de Weil, Sciama, Kibble, Utiyama, etc., que vuelven a 
considerar el campo gravitatorio y lo interpretan como campos com- 
pensatorios asociados a las transformaciones de Lorentz cuando es­
tas se hacen locales (es decir; dependientes de punto; el mismo 
mêtodo que se emplea para el campo electromagnético).

Una extensiôn geométrica de estos métodos consiste en el estu­
dio de un espacio tiempo de una dimensiôn temporal y cinco dimen- ■ 
siones espaciales con una de ellas cerrada sobre sî misma. Con es­
tos métodos se reconstruyen las las teorîas uniPicadas de la gra- 
vitaciôn y electromagnetismo del tipo de Klein-Kaluza.

Mâs recientemente despiertan gran interés los campos gauge(Yang- 
Mills) no abelianos (Weimberg, Salam, t^HooP...) que exhiben, co­
mo teorîas clâsicas, soluciones localizadas y, como teorîas cuân— 
ticas de campos, tienen la propiedad de ser renormalizablesyasin- 
tôticamente libres.

Présenta también interés el estudio de las soluciones clâsicas 
de los modelos de teorîa cuântica de campos, como la ecuaciôn de 
Sine-Gordon o el modelo de Thirring.

Se han estudiado también modelos de partîculas usando ecuacio- 
nes de Dirac no lineales (trabajos de Rahada, Soler, Vâzquez ...) 
que exhiben soluciones localizadas. Estas soluciones localizadas 
muestran una gran estabilidad y un cierto comportamiento solitô- 
nico, tanto en très dimensiones espaciales y una temporal como en
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una dimensiôn espacial y una temporal,
El estudio de solitones y de ecuaciones de campos no lineales 

por el método de difusiôn inversa, despierta gran interés desde 
1,967, y se aplica a ecuaciones como K. de V,, Sine-Gordon,Schrb- 
dinger cûbica, modelo de Thirring, etc., que son ecuaciones en 
una dimensiôn espacial y una temporal. Se han utilizado como mo­
delos de teorîa cuântica de campos y también en fîsica aplicada 
(plasmas, fluidos, ôptica no lineal, etc.).

' (El tratainiento riguroso del problema de Cauchy (trabajos de ' 
Chadam, Glassey, Strauss, Reed ,.,), es un tema interesante den- 
tro del estudio de estas ecuaciones de campos clâsicos no line­
ales.

En estos trabajos se tratan las ecuaciones como ecuaciones di- 
ferenciales en espacios de Banach, y se emplean técnicas del tipo 
Picard-Lipschitz para demostrar existencia, unicidad y prolonga- 
ciôn de las soluciones. Es una tarea de rigorizaciôn que investi- 
ga menor nûmero de modelos, y que avanza mâs lentamente.

Se suele plantear el problema de Cauchy sobre espacios escala­
des en energîa (isoinorfos a espacios de Sobolev), de tal forma 
que se asegura la finitud de la energîa de los datos iniciales.

En este trabajo nos ocupamos de algunos modelos en una dimen­
siôn espacial y una temporal de interés en fîsica: estudiando el 
problema de valor inicial para ellos y también las soluciones es­
tacionarias de algunos.

En el capîtulo segundo estudiamos el problema de Cauchy para 
las ecuaciones de Maxwell-Dirac, Klein-Gordon-Dirac, dos ecuacio- 
nes de Dirac acopladas con un acoplo de Fermi, y el modelo de Thi­
rring (exactcunente resuelto por el método de difusiôn inversa).

Todos estos modelos presentan en coinûn el poder obtenerse una 
cota a priori para la II ((%, del campo de Dirac.

El capîtulo tcrcero ostâ dcdicado al estudio del oblema de 
Cauchy para las ecuaciones de K1e i n-G ordon-M axwe11. Aquî obtene- 
mos cotas a priori basadas en la ley de conservaciôn de la ener­
gîa.



fill el cuarto estudiamos las soluciones estacionarias para las 
I èdüâciones de Maxwell-Dirac y las de Klein-Gordon-Maxwell.

ëli ei capitülo quinto analizamos otra vez el problema de Cau- 
ehy t>ara Maxwell-Dirac y Klein-Gordon-Maxwell. Vemos que, por las 
éai*âcterlsticas de las ecuaciones de Maxwell, los espacios en 

eôtân planteados los problemas de Cauchy no son adecuados.
• âesolvemos exactamente el problema de Cauchy para las ecuacio- 
hêà dê Maxwell-Dirac sin masa (son exactamente solubles también 
6ttMÔ Modelo de téoria cuântica de campos), y estudiamos qué espa- 
(ïibS êerlan adecuados para plantear el problema de Cauchy.

• i V Môd l'eplzmteamos el problema de Cauchy y demostramos existen- 
6ià| Unicidad y prolongaciÔn de soluciones para Maxwell-Dirac, y 

6; ikièténcia y unicidad para Klein-Gordon-Maxwell,
'LVA/'/L ëU fel ûltimO capîtulo exponemos las conclusiones mâs relevan- 
/ g;téô à que hemos llegado.

y! i'-, Mây ademâs doS apêndices: En el primero aplicamos al câlculo 
aë ,iâa Soluciones estacionarias de Maxwell-Dirac técnicas de me- 

• èâhiéà analiticâ para el câlculo de una segunda integral primera 
y teorla candnica de perturbaciones.
, r-y ÊA ël segundo demostramos existencia local y global para las 

èdUÉéibnes de MâxWell-Dirac cuando los datos iniciales son no lo- 
éâlkâdos.
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CAPITULO II

ESTUDIO DEL PROBLEMA DE CAUCHY PARA EL CAMPO DE DIRAC AGO- 
, PLADO CON OTROS CAMPOS Y AUTOACOPLADO

II. 1.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y NOTACION

Bn este capitule vamos a estudiar el problema de existencia 
local y global para las siguientes ecuaciones:

i) Ecuaciones de Maxwell-Dirac acopladas:

D  Y ^  =: ( Po*- ^  11.1,1

^  = 0

li) Modelo de Thirring:

t  ̂ 11.1,2

iii) Ecuaciones de Klein-Gordon-Dirac;

(- c i '^) t  ' 1 ^  f

Q\A. f /W ̂  r ^ y  y

iv) Modelo de Federbuch:

(" < ^  + '^t) f  ' ^ (f h' f

( - ' r

11.1,3

11.1,4



-

v) Modelo de Federbuch y modelo de Thirring acoplados con el 
campo electromagnético ,

Hemos escogido estas ecuaciones por su significado fisico en­
tre el conjunto de las que nos permiten obtener una cota "a pri­
ori” para la \\ )|^del campo de Dirac. , ‘

Chadam ha probado existencia global para las ecuaciones de 
Maxwell-Dirac en una dimensiôn espacial y una temporal, y ha ex- 
tendido la prueba a Klein-Gordon-Dirac (Ref. 5). '

Glassey ha estudiado el caso dé dos ecuaciones de Dirac aco­
pladas por medio de una interacciôn de Fermi o una interaccciôn
escalar(Ref. 6). Encuentra existencia global siempre que los va- 
lores iniciales o la constante de acoplo sean suficientemente pe- 
quehos.

Salusti y Tesei (Réf. 7) han probado existencia global para 
los modelos de Thirring y Federbuch.

En cuanto a la notaciôn empleada, diremos que son las com- 
ponentes del campo electromagnético (vector real), vp y ^  son 
espinores de Dirac (en una dimensiôn el espacio de spin tiene 
dos componentes) y TA es un campo escalar real.

Representaremos el producto escalar en el espacio de spin por 
Y  , donde y/ ̂  es el conjunto traspuesto de V|/ . El espinor 

adjunto lo representamos por
Las matrices son operadores en el espacio de spin que sa-

tisfacen:

f * - -  r  , y'" ^
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Todas las representaciones de las y ^ s o n  unitariamente equi- 
valentes.

Hemos escrito las ecuaciones en forma covariante. Puesto que 
vamos a usar su forma vectorial, definimos las matrices y P 
de esta forma:

que satisfacen:
^  ̂ C<'= 1 ; - P

II. 2.- FORMULACION MATEMATICA DEL PROBLEMA Y EXISTENCIA LOCAL

Vamos a introducir los siguientes espacios (Ref. 5);
Definiciôn: Sea D el espacio de Hilbert de funciones de 

con valores en el espacio de spin y de cuadrado integrable.
Sea A el operador diagonal (w* I -.4) ̂ . Definimos D, como b(A)c 

ff D dot ado de la norma:

Definiciôn: Sea M el espacio de Hilbert de funciones de cua­
drado integrable (^) de E con valores e n fR ©  fR . Sea B
el operador diagonal . Definimos Al como b(8}® L dotado
de la norma:

Usaremos 0^0 /I ̂  para Maxwell-Dirac, b, para el modelo de 
Thirring, b,®(l>, ©  para Klein-Gordon-Dirac y I), ©l>, para el 
modelo de Federbuch. D , y son équivalentes como espacios
de Hilbert a una suma directa de espacios de Sobolev H  .

La derivada fuerte en de una funciôn ^ la representare- 
mos por \> ̂  .

Estos espacios sen espacios escalados en energia. En mâs di- 
mensiones (s'.pacialcs también se emplean espacios escalados en 
energia (R'sC. 9).



Ya vercmos en cl capîtulo quinto que en el caso en que inter- 
vengan las ecuaciones de Maxwell en una dimensiôn espacial, no 
son los espacios mâs adecuados para plantear el problema de Cau­
chy, aunque son'los espacios idôneos para tratarlo en très di- 
mensiones espaciales.

Hemos escrito estas ecuaciones en forma covariante. Para tra- 
tar el problema de evoluciôn temporal nos résulta mâs cômodo es- 
cribirlas como ecuaciones vectoriales, dejando explicitas las de- 
rivadas temporales y espaciales. En esta forma, las ecuaciones 
nos quedan:

i) Maxwell-Dirac:

■ f: :)P| - At 11.2,1

donde

•H V  - ‘‘K  - n  *) I =(i:) •
ii) Modelo de Thirring:

11.2,2

iii) Klein-Gordon-Dirac:

11.2,3

iv) Modelo de Fcdorbucb: 
«
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donde I/, - i  ̂ V ^ r

A partir de la forma vectorial podemos escribirlas en forma 
integral.

Si llamamos a los datos iniciales en t = t^ (P u  \V ttc9 I 0  ̂J0 t O / 0/
obtenemos estas ecuaciones;

i) Maxwell- Dirac:

■=. y; - ^ Vifi ̂
11.2,5

donde
l)(t) = ^  f j

/ t B B'' 4 tvi + 8
Alft) r I[ -  t-iCM t B  C . M  f  6

son los propagadores de Dirac y Maxwell respectivamente.
ii) Modelo de Thirring;

f(i-) = J  Y, t ^ o(t**0 V f O  ^ 5 11.2,6

bft) = he +con

iii) Klein-Gordon-Dirac:
t

11.2,7

donde
Ctri ̂  A A'' ^ /)

A to-3'i A



es el propagador de Klein-Gordon. 
iv) Modelo de Federbuch:

donde

T

La existencia local de soluciones para la forma integral de 
las ecuaciones de Maxwell-Dirac y Klein-Gordon-Dirac se obtiehe 
en la referencia 5 usando un teorema de Segal (Réf. 4 th. l).

De una forma muy parecida podemos probar existencia local 
para los modelos de Thirring y Federbuch, ya que t){̂ 3y son 
grupos uniparamétricos unitarios y fuertemente continues en b, 
y b, . Los tôrminos no lineales son cubicos, y si usamos
la desigualdad de Sobolev (( podemos probar que
son localmente lipschicianos.

II. 3.- COTA A PRIORI SOBRE LA H f  II
Para probar la existencia global de soluciones, segûn el teo­

rema de Segal, nos basta con probar que la norma de la soluciôn
permanece finita para todo t finito y mayor que .

Para demostrar esto, vamos a empezar obteniendo una cota a 
priori sobre la H f  Ho# .

Veamos como la obtenemos para las ecuaciones de Maxwell-Dirac 
y para el modelo de Thirring.

Sea Y  una soluciôn de las ecuaciones de Maxwell-Dirac o del 
modelo de Thirring. Vamos a demostrar que )( » siendo ^
una funciôn tal que ) < oo V i' xf oq ,

Si Y  es una soluciôn de Maxwell-Dirac o del modelo de Thi­
rring, s^vtisface la siguiente ecuaciôn:

lï r   ̂ è  r  = - II.3.1

donde V i* “ - c< f



que es simplemente la ecuaciôn de continuidad que expresa la con­
servaciôn de la carga.

Calculemos ahora JL A  i* ® . Obtenemos:
4 3/ A

i  ^  i ®  =  ?, .w j  ^  11.3,2

donde j ̂  c - ^  P *#'
Es de notar que podemos obtener este ûltimo resultado gracias 

a la estructura algebraica del término no lineal. Si se tratara 
^ r  ejemplo de un autoacoplo pseudoescalar, este resultado no sé­
ria cierto.

La ley de conservaciôn de la carga nos dice que )| y = cte. 
Las ecuaciones anteriores podemos escribirlas como:

11.3,3

con A - (° o )
Podemos diagonalizar A con la matriz unit aria ^  ( \ ” î ) . S i  

integramos por caracteristicas el sistema diagonalizado, obtene­
mos :

\̂t(x+i)\ +

11.3,4

- Y  { i l

.f-

Si aplicamos || a ambos términos de la ecuaciôn, como
Il H  r l l p »  ï  11 *0 y usando el lenia de Grom/all, ob­
tenemos %

t
H . *  «■
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Con esto, como es cuadrâtico en el campo Y  tenemos que 
^ siendo ^ tal que Vi<eo y y/ una solu-

cion de Maxwell-Dirac o del modelo de Thirring.
En el caso del modelo de Federbuch, las ecuaciones que corres- 

ponden a las anteriores son;

p3f 2 i = o donde r -
2 _P f P

dx
k' Z <3 donde f  Y , w* c -

2 - i' + D r  ^ î W ,  j f donde S - f f

L k' + 2 k® % * , k I donde - P  f

11.3,5

De la misma forma que antes, podemos obtener una cota parajj^ ̂
En el caso de Klein-Gordon-Dirac, la ecuaciôn correspondiente 

a la "inversa” de la ley de conservaciôn de la carga es;

^  (- Yj t ^  - g vt) P f

Si poseyôrarnos una cota para (| podrîamos obtener de for­
ma similar una cota para la |j Y  Hoc * pero se sabe (Réf. 5) que TA. 
admite la representacion:

/( y-en- ?.) 11.3,6
 ̂T j  ) f f(i, ^ ^

L  M i-k ;
Tomando |) y usando el que las funciones de Dessel estân 

uniformemonte acotadas, podemos obtener una cota para U TA. 
ctp f 4/t) (Réf. 5 , lema 3.2).

Teniendo esto en cucnta podemos deducir que |l4 < (v tam-
biôn en este caso.

Si los valores iniciales del problema de Cauchy tienen sufi-



cientes derivadas' en las soluciones de la ecuaciôn integral 
son soluciones de la ecuaciôn diferencial, y la cota obtenida se 
extiende también a este caso.

II. 4.- EXISTENCIA GLOBAL

Una vez obtenida esta cota a priori para la (( fffg* vamos a pro- 
bar la existencia global de soluciones para las ecuaciones que es- 
cribimos al principio.

Haremos la prueba en detalle para Maxwell-Dirac y para el mode­
lo de Thirring. La prueba para Klein-Gordon-Dirac podemos hacerla 
siguiendo paso a paso la de Maxwell-Dirac, y la del modelo de Fe­
derbuch siguiendo la del modelo de Thirring.

Para probar existencia global de soluciones para las ecuacio - 
nesnes de Maxwell-Dirac, tenemos ûnicamente que probar que 
permanece finita \/ t finito.
I De las ecuaciones de Maxwell-Dirac en forma integral, ecuacio- 

11.2,5, tomai 
Well, obtenemos:
nés 11.2,5, tomando || 1\^ en la parte correspondiente a Max-

d i

H 4......."'4
11.4,1

y j u m .

y esto implica que )|(̂ )|| es finita para todo t finito. Hemos
hecho uso de que el propagador es ortogonal, y de la cotas
(le llfLjlYfL.

El que |j[̂ y||̂ ^̂ ŝea finito V  i e<> implica q u e

son finitos V f finito. ^ ^
Si aplicamos ahora la desigualdad de Sobolev 11 ̂ Hint’ll

obtenemos que || es finita V  "t finito.



Calculemos ahora |( Y  (I . De la parte de la ecuaciôn inte­
gral que corresponde al campo de Dirac, ecuaciôn 11.2,5, toman­
do Il obtenemos:

s s
11.4,2

llf'/'t.,̂  IKll, +i3|( V f w  j.

/ f
^ llf.ilp, +i;i/ Il '('<"*■’11 ̂ «(*

ya que el propagador de Dirac es unitario en D , .
El integrando lo podemos acotar y obtenemos:

llfllj i et 4 4 II b ( V m  Y W

S Ji * 1̂1 VA)||̂ |\fA;jy|| D VA)!|J| m Y L  +

+ Il 1\ b s £

ÿ 4- Yfj;|(Ji Y(Ofi^+|U Vftjlljl Y'(i)||̂ + Il v̂ yî il ŸA)|f^

Hemos usado l|b^||j 6 1\  ̂Il H
Ahora, con la ayuda de las cotas que tenemos para || Yl|^,Il y||̂  

y para || bv||̂   ̂|| Yl|^ . y usando el lema de Gronwall, obtenemos:

11.4,3

Il i  {(‘) , <30

es decir, existencia global
Veamos ahora la prueba para el modelo de Thirring. De las ecua- 

ciones en forma integral, tomando H Ho, obtenemos:

Il Y/*̂ I/k 5 II YJI + l^ l/ll D(t-r ; I7(ij
’ 11.4,4

^ Il tlL^ ♦ ISl y  II

ya que el propagador de Dirac es unitario en D ̂



Si ahora usamos que || b <|| ̂|| podemos acotar el
integrando y obtenemos:

i <cIl II f'.llj ^ . t / ^ l | U « J ' f ' w | i ^ + l U ( U ( ? ) f <5i ; i t }  4,

/' * ’ \  "-4-5ÿ K + +yjfii Y c j i i ^ Il w|/̂ + Il r ^ ’ii^ Il 0 M/, 4 Il II “ fHlj «( < f

donde hemos usado también que ]/fs) es cuadrâtico en los campos Y» 
Aplicando ahora la cota para la )( y el lema de Gron-

wallf obtenemos;

Il , \(^i £ Oû V ^ C O O

y con ello demostramos existencia global para el modelo de Thi - 
rring \
' La prueba de existencia global para las ecuaciones de Klein- 
Gordon-Dirac es similar a la de Maxwell-Dirac. Si queremos probar 
existencia global para el modelo de Federbuch, podemos seguir pa­
so a paso la prueba que hemos desarrollado para el modelo de Thi­
rring.

En el caso en que tengamos el modelo de Thirring o el modelo 
de Federbuch acoplados con el campo electromagnético, la prueba 
de existencia global se deduce con facilidad siguiendo las rea- 
lizadas

En este caso las ecuaciones son:

D \ / " -  Si TU J
11.4,6

>•

para el modelo de Thirring acoplado con el campo electromagnético,'
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y anâlogas para el modelo de Federbuch acoplado con el campo elec­
tromagnético.

II. 5.- COMENTARIOS

a) La forma de obtener la cota a priori es especîfica de una 
dimensiôn espacial y una temporal.

b) Este tipo de cota a priori se puede extender a cualquier 
acoplo del tipo siendo un vector Lorentz.

c) En los casos estudiados no se necesita ninguna restric - 
ciôn sobre el tamano de los datos iniciales, al contrario de lo 
que ocurre en la Réf. 6 en que si es necesaria la restricciôn pa­
ra para las ecuaciones del modelo de Federbusch.

d) La cota a priori sobre la || 'fil** permite demos trac iones 
mâs cortas y mâs sencillas que las de la Réf. 5 para las ecuacio- 
nes de Maxwell-Dirac.
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CAPITULO III

BSTUDIO DEL PROBLEMA DE CAUCHY PARA LAS ECUACIONES DE 
KLEIH-GORDOH-MAXUBLL

III. l.-FORMULACION MATEMATICA Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este capitule vaines a estudiar el problem a de existencia 
local y global del soluciones para las ecuaciones de Klein-Gor- 
don y Ma:<\vell acopladas.

En una dimension cspacial las ecuaciones de Klein-Gordon-Max- 
v/ell son:

III.1,1
p r  ̂ £ 5 . - C. e. )

Z «
Anâlogamonte a corne hicimos en el capitule anterior, nos 

plantearemos cl problema de Cauchy en les espacios ^
que ya hablamos definido.

En forma vectorial las ecuaciones quedan :

- :
111.1,2

o



y su forma integral es :

f / 6 III.1,3
dt

t£l-

donde K  y Ai son los mismos propagadores del capitulo anterior.

III. 2.- EXISTENCIA LOCAL

Para ver que hay existencia local, puesto que los propagadores
K  y Ai son lineales y continues en los espacios de definiciôn,

tenemos que comprbar que los têrminos no lineales- son lipschicia-
nos. Para lo que usaremos la desigualdad de Sobolev

Como los têrminos de interacciôn son a lo mâxiino cûbicos y en-
tran en ellos ûnicamente y 0^  ̂ (P^f) , no présenta difi-
cultad el demostrarlo.

Veamos el término /  ♦' ; j .
Tenemos:

l l v r / - i 7  r y i i ,
, ,  v y  /  -  r f . v ' - f  1 1 ^ 4  II 6 ’' ^ / / ,  i i v v . « „  î

«  I l K i i J » 1  - ) % + ! ! y / • 4  ^  I l r f i i / i i  Il 6  " 1 . 2 . 1
f  i i ÿ . H . 1 1  4  • j i i i ' ' ' i b | i i ' ' “ » ' - i i , i i # i U 4  i i > ' " i l i h 7 i i 4 +
4  k  II D " / l | ,  j  11 4  II \ ^ - ^ l l , l |
De una forma totaluontc anêloga podoi :or probar que el otro tér­

mino de acoplo i’ GS lipschiciano.
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III. 3.- COTAS A PRIORI

De acuerdo con ̂ 1 tcorema de Sagal tenemos que probar que las 
normas (Kv)l| b, 9 C ^stên acotadas para todo t ^ oA ^

Para ello vamos a obtener una ley de conservaciôn que nos darâ 
muy fâcilmente esta acotaciôn. Esta ley de conservaciôn va a ser 
la ley de conservaciôn de la energla-momento. La vamos a obtener 
directamente de las ecuaciones en una forma en que queda expllci- 
to que la densidad de energia es una suma de têrminos positives.

Para ello vamos a operar directamente con las ecuaciones de 
Klein-Gordon-Maxwell.

Definimos:

 ̂^ t 4 X  ̂ - t- X

 ̂ t t*, ) ^

La ecuaciôn de Klein-Gordon se puede escribir como

^  / ÿ  III.3.1

y también de estas dos formas équivalentes:

+ «' 5 E ) yi - - 

^\ % f'- ) f /

donde E ~  ̂ ^ \ )

111.3.2

111.3.3

ya que

 ̂^ Po V , r  r > 5 III.3.4

Las ecuaciones de îîaxuell podemos escribirlas como 
c)̂  E V ^

III.3,5



De la ecuaciôn III.3,2

haciendo ta •= ^  9̂

podemos pasar a

b .  w  X  C i  ^ L jL b ) /
* 4M *

b ̂  ^  = . r ^

Y de la ecuaciôn III;3,3 
haciendo v r JL t>- ^4M 4 '
podemos pasar a

bu V = - <' 'wi  ̂i ) /

bj ^ 4M V

111.3,6

III.3,7

que son, salvo los têrminos en E, similares a las ecuaciones de 
Dirac con campo electromagnêtico.

Del primer par de ecuaciones se obtiene:

 ̂ \  ^  B(f U*̂  ̂  ) 111.3,8

Y del segundo obtenemos;

111.3,9

Estas ecuaciones son, excepto los têrminos en E, similares a 
la ley de conservaciôn de la carga de las ecuaciones de Ha>ct/ell- 
Dirac.



Suniando, tenemos que

P  + V4’*4 vv*' ) + x̂ * ~ K/ v'* ) r

' ù  = i„.3,io

Al restar se obtiene

(U Ta*'- »/ V* 1 ^
III.3,11

Asî pues, podemos escribir las leyes de conservaciôn:

 ̂ ^ ^  ̂ ® III.3,12
y

(v V.*'- uv^ > K ) y f - 1 //^4 V 1A^+ V E ’ ) - ® III. 3,13

que corresponden a las leyes de conservaciôn de la energia y del
momento. i • . ■

La integraciôn en x de la primera ley de conservaciôn III.3,12 
permite afirmar que :

llfHj ) , \\v\\̂ , Il eil^  ̂ dk Vf ̂  co

III. 4.- EXISTENCIA GLOBAL

Las acotaciones que hemos obtenido nos van a permitir demos -
trar la existencia global de soluciones.

Tomando \\ || ,11 11/4y en la forma integral de las ecuacio-D, ®L, /t
nés (ec. III,1,3), teniendo en euenta la desigualdad de Sobolev 

y que. los propagadores son ortogonales en b, ® i? y en A*j/ ,podemos



escribir

?  ̂ '■''/lWlLII>'“ ^ll, -^5

k '  Il v i l

X ^

III.4,1

h \ f  II - 'U l/, /r .

' /* ‘ • f ^  , 4 ^ / 1  N l ^ l l r ÿ l l , ^ : 111.4,2

Como II i'll, ,11 V l|̂ estân acotadas |\ \>̂ <fll̂  estâ acotada. 
Bntonces tenemos;

Il fil « « 4 / l l f ^ l U
'■f *

Il M U  * ^ / / i l
111.4,3

La aplicaciôn del lama de Gronwall nos permite afirmar que 
\l Hlu ^on finitos V  t  finito.
Tenemos, a partir de 111.4,1

'fl'u .ei,  ̂ Il IJ- '/« Il y y « 7  *' ‘ «

s* cJti 4 ci* f II I ) ^  i ç

r <t6 f c'fc / // ^  //oi.

y la aplicaciôn del lema de Grom/all nos lleva a que

III.4,4

<: o* t/ 4 <
b,0L»
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En él caso del campo electromagnêtico podemos escribir 111.4,2

I K ^ J  , d . 7 . - u j ) \ f i l ^ \ \ t y i i ,

y de una forma totalmonte anâloga obtenemos que 

'7
Con esto hemos acabado la demostraciôn de existencia global.

III. 5.- COMENTARIOS

a) El que la densidad de energia sea definida positiva, hace 
posible la demostracion de existencia global.

b) Esta demostracion de existencia global se désarroila en dos 
pasôs:

En el primero se demuestra la acotaciôn de la || f )|^ ) |) » y
en el segundo, la existencia global.

c) La denostraciôn es ûnicamente vâlida cuando la carga total 
del campo de Klein-Gordon es cero. \

Solamente en este caso puede ser finita la )l E (I ^ y pode­
mos usar cl espacio h\ para el campo electromagnêtico, como 
veremos con mâs deta]le en el capitule quinto.
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C A P I T U L O  I V

E G T U ' V J O  D E  G C L U C I O I I E :  E G T A C I 0 U A R I A 3  P A R A  L A G  E C U A C I O î I S S  D E  
Î Î A X V J E L L - D I R A C  Y  K L E I U - C O R D O N - I I A I G 7 E L L

I V .  1 . -  T ' O - E X I G T E R C I A  D E  G O L U C 1 0 L E S  E S T A C I G N A R I A S  L O C A L I Z A D A S
Vr;. ;or. a  e s t u d i a r  l a s  s o l u c i o n e s  c l â s i c a s  e s t a c i o n a r i a s  d e  

i.as e c u a c i o n e s  d e  i J a x v ; e l l - D i r a c .
E s t a  u :  o u  a d o  e n  l a  r s P e j r e n c i a  ( J  ) q u e  l a s  e c u a c i o n e s  d e  M a x -  

w e l l - D i r a e ,  c u a n d o  b u  s  c a m  o s  s o l u c i o n e s  e n  l o s  e s p a c i o s  H *  ®  ®
n o  t i e n e n , n i  u n a  t c o r i a  d e  d i f u s i o n , n i  s o l u c i o n e s  e s t a c i o n a -  
r i a s . T,a n r u e b a  o s  s u f i c i e n t e m e n t e  c o r t a  p a r a  r e p e t i r l a  a q u i .

G  e a u  \/ y' Y  u n a  s o l u c i ô n  a l  n r o b l e m a  d e  C a u c h y  p a r a  M a > a v e l l -  
D i r a c  c o n  c a t  o s  i n ' i c i a l e s  l o c a l i z a d o s  Y o j K ^ K  ^  . V e r e -
k i o s  cru:-;

 S «0 ^  X

oE n  o  f c c  t o  : T o n e :  _i o s  l a  r e p r o s e n t a c i ô n  p a r a  ^

V 'M  o  = \  (nVx-U + *  i :  j  V . \ r )  X r
, t , X k(t-

Y
i

ï o ; d o  l i u . , t e n e m o s ;
l --o

oO ,

\

IV.1,1

d o n d e  T  , e s  l a  - u n e i o n  c a r a t c r i s t i c a  d e l  c o n o  d e  l u z  d e  v e r -

t i c e



Entoncor. sucede que
"* , + CK?

—

y como
•f <*>

À ÿ — cjti
J j

y/ rtY  - > O

esto implica que

^  Xt — > «">

Como las soluciones libres de las ecuaciones de Maxv/ell estân
acotadas para todo t si los datos iniciales son localizados,el
que V/f implica que no existen soluciones libres
à las cualcs tienda la soluciôn cuando "t tiende a infinito y por
lo tantotanto, no hay teoria de difusiôrt.

Esta demos traciôn de que )- 4 <x> V x , no séria vâlida si
los datos iniciales no fueran localizados.

Vamos a ver ahora que no existen soluciones estacionarias, que
al ser anâlogas a estados ligados, son completamente opuestas a
soluciones que tisndan a soluciones libres.

Tenemos que V  (>< ^ V/ xf — > oe?
Integrando la ecuaciôn de la condiciôn de gauge de Lôrentz , 

o se obtiene:

^ À Z  IV.1,4

Si buscamos una soluciôn estacionaria, tcndrcmos que:

j°(x. t) =

y como o , esto nos dice (nu; j , (x, t j - o, pues
J ̂ = O Y t ' ( + a? ) ■= j V- w) = O



Entonces, Y , satisface la ecuaciôn de ondas libre.
Sustituyéndolo on la expresiôn para V* , obtenemos;

) r _ A  { o ) - Y/Xff, *; -
t ^V.1,5

j  \ V, (y-z,o) - Y,  ^  +  cl B

que estâ acotado cuando "f —> o<j , en contradicciôn con el re- 
sultado ^ob^A) — Î» Yy . La unica forma de eliminar esta con-

t —i oo
tradicciôn es hacer y asi eliminar completamente la
interacciôn. Asi pues, tampoco existen soluciones estacionarias 
localizadas.

IV. 2.- SOLUCIONES ESTACIONARIAS HO LOCALIZADAS PARA LAS ECUA­
CIONES DE MAXWELL-DIRAC SIN MASA.

ft/e
Y a ^ o  existen soluciones estacionarias localizadas. Vcimos a 

buscar soluciones estacionarias no localizadas.
Comenzaremos estudiando el caso en el que la masa del campo 

de Dirac es cero.
Para buscar soluciones estacionarias, en las que la densi­

dad de carga no dopende del tiempo, tomaremos las siguientes de­
pendencies :

j* depende sôlo de X
Por la ecuaciôn de continuidad J ha de ser j,t cXt
Si buscamos soluciones en reposo, tiene que ser j , = *
En estas condiciones podemos elegir un gauge en el cual

0

Y # depende solo do y

Para que dcpenda solo de x  , toinsuTios la dependencia tem­
poral en los espinores . mediante un cambio de gau­
ge, podemos tovaar sieiiiprc A  =



Si hacemos

f  ■  ( t )  .  r
obtenemos el sistema de ecuaciones diferanciales ordinarias

t a- ̂  = - Vo k IV.2,1

Consideremos el tensor energia-momentopara las ecuaciones de 
Maxwell-Dirac acopladas:

I

-(i'fllCf) - L  {r ï " f  v'* 4 f  yPyv'*') IV.2,2

-  g '"' {4L Ÿ i / ) f  ) ;

-4V. - f

donde -s o  en el caso en que son sin masa.
Vamos a ver qué. informaciôn nos dan las leyes de conserva­

ciôn de energîa-momento %  o en el caso en que estemos
buscando soluciones estacionarias.

Puesto que al ser la soluciôn estacionaria,la densidad de ener­
gia no depende del tiempo,tenemos; — o

De la ley de conservaciôn de la energia tenemos:

3 ,  T = -  a ,  T
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y como

P, . o

esto implica que 

= o
-r— 0 ( —̂o sea, I " ̂  , que es una integral primera del sistema de 

ecuaciones diferenciales ordinarias.
Si la soluciôn estâ en reposo, serâ: ^

r
Como la ley de conservaciôn del momento nos dice;

A  T

esto indica que

7- " = o TT) T "  .

Esto es también una integral primera del sistema de ecuacio- 
nes ordinarias.

Para buscar soluciones localizadas (silas hubiere) tomaria- 
mos como valor de esta integral primera T'* = o .

Para que T “' sea igual a cero, tomamos = x real, k ima- 
ginario puro, b r i real (también podriamos tomar al rêvés !

imaginario puro, h real, y séria équivalente).
Llamando k - - , nos queda el sistema de ecuaciones dife-

rencialGS ordinarias:

\/ y  % 'c "kT



IV -

que tiene la integral primera T* - rue se traduce en

U (u^ h t'A - Y  ky = cù IV. 2 , 4

Si buscâramos soluciones estacionarias localizadas (eue no 
las hay) tomariaraos el valor cero para esta integral primera, 

Tenemos también otra integral primera, eue es,

-t Y ̂ =r Ji

con lo cual
k  % Z  c x ^  + d X + h

Las funciones 14. y v satisfacen entonces un sistema lineal 
para el cual las soluciones fundamentales son senos y cosenos 
de una primitiva de k .

Una soluciôn en la cual las funciones son de paridad bien de­
finida y ademâs T "  = o  ̂es :

L T 2

xt - f 4'*’ fy c IV.2,5
V - C ̂  -o m . ̂   ̂̂  V

Como vemos, aunque T'*-=. e , son soluciones no localizadas.
La densidad de carga es constante en todo el csnacio ]/ la den­
sidad de energia ^ es una parâbola.

IV. 3.- SOLUCIONES KSTACI0NARI.A5 PARA LAS ECUACIONES DE MAX­
WELL-DIRAC COM MASA.

Vamos a analizar ahora las soluciones estacionaria.s para el
caso en eue la masa del campo de Dirac no es rule.

Como en e l  ca so  s i n  m asa, to ;iie rc ;nos  le^- m issias d e p e n d e n c ie s  

te m p o ra le s  y  un e  com uonen te  d e l  es n i n o r  r e a l  y  o t r a  iiVîa.f'i'.ian’i a  

p u r  a . Con e s to  haconios eue j  * y  T * * scan c e ro .
.  - I  At -VEn la dencr 'encia te.moral ce los cs-'iuoros, Y'  ̂ Y 

biôn uodcnios t-, r A  ^  ̂  por un ca'ôbio de uauf o.



El sistomo de-ecuaciones diferenciales ordinarias que obte­
nemos en este caso os :

IXy C - k ) Y

\/y (.i + k ; -w. IV. 3,1

k ^ y  ^

Hemos recscalado la masa y la constante de acoplo i

La integral prii.’.era eue se obtiene de o . es en este
caso

k V + - T   ̂ IV.3,2

Las soluciones estacionarias localizadas (si las hubiere) , 
correspondcrian a c .

Estas ecuaciones son las ecuaciones de Buler-Lagrange del 
problema variacional asociado al lagrangiano

7(-u’-v’; - _/ ky^ es ei Hamiltoniano
■ Como hay invariancia por traslaciones, el Hamiltoniano es 

constante.
El poder asociar estas ecuaciones a uu problema variacio - 

nal es consccuencia direct a de eue las ecuaciones de I!a::v/ell- 
Dirac vienen tambie-n de un lagrangiano.

Los tcorcmas usualcs sobre ecuaciones diferenciales ordi­
narias nos pcr!:iiten asegurar eue cxj ste soluciôn unica para el 
sistema

V(. y  " - k J Y

V y % {-4. 4

k . .  - V
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y que estas soluciones son pro Ion gables has ta X ~ "t co

Mâs aân; si la soluciôn no es idénticamonte nu la para uyv 
tenemos que Yjt y  kyy ^ c ; entonces, k es una fun-
ciôn convexa, y es tal que-J f f/l Vy ,

Para grandes y , tendremos que / va a ser muclio mener que
k , y entonces las ecuaciones para 3a y v admitirân aproxi - 

madamente la integral primera 1A ̂ * v * % et y asintôtica - 
mente k se coinportarâ como et»- . Parece,pues, que el com- 
portamiento asintôtico de estas soluciones va' a ser cl mismo eue 
el de las soluciones del caso sin masa, Todo esto lo vamos a pre_ 
cisar mâs en el pârrafo siguiente.

IV. 4.- COMPORTAÎIIEHTO DE LAS SOLUCIONES ESTACIONARIAS DE LAS 
ECUACIONES DE FiAX\7ELL-DIRAC CON MASA

a) Comportamiento en el origen
Vamos a estudiar soluciones de paridad bien definida. 
Analizaremos el comport amiento de la densidad de carga 
Tenemos dos tipos de soluciones:

1- ) “VA ^  «✓v- 2-) *IA. 4L—

V V ̂A-V­
ie K

Del sistema de ecuaciones diferenciales para aa,v'yk. obte­
nemos fâcilmente

(xA i- - 4 V

f'U.*'-vVx= - 4 4 Y IV.4,1

("K V ̂  ̂  + k V

y de a nui las derivadas sucesivas on cl orificn do la donsidad
de caraa



(XaV  + Y' 4 k C ''V i

iyA + V y  XX = 4 | 4 u v - i r 4 H V A k ^ < f u . t v * j {
IV.4,2

fu ’ t v/ V X >f vy - { 4 6< - 4 4 - p k l<y tA K -

-  4 k k y 3A Y + fTA’t V-y ( ^

Estiicliaroinos g1 pririicr tipo de soluciones KéJ) Y o ̂  Y<t>) - o 
por la simetria do las ecuaciones para 3*,Y y k nos basta es­
tudiar M0>) > ù . G ion are es 6<-’*'̂ Vx-o . Segun los valor es de kf«ÿ̂ 
tenemos très oosibiliclades para el cornportamiento de lA'̂ ên el 
origen:
rj k c - i y  ̂̂

k . iv.4,3Icvi k w 'xxxy > ̂  

i V  k > . ̂  + y'X?
' \

Bn el caso en cue sea o y  u  , tenemos, segun
los valor OS de t , tores casos, para el comport amiento de "Y*4V̂  
en el origen:

i*j u > if — ^  V ^ *

IV.4,4
^*^Ax>e)rycc3 y  k - i. ■= 

iy k < -i z=c> "V XX ^ ̂

Ve;-ios *;'■-• I'-I los er'wtr en cue T " = o , cue son k % - ̂  
k •= i la ':'e:'i\'C da segunda on cl orison do la densidad de
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car g a es cero
b) Comnortciiiiento asintôtico oara grandes X

Vamos a analizar ahora el comport ami ent o asintôtico de las 
soluciones para |xf— > oa

El sistema de ecuaciones diferenciales para U, V fe lo po­
demos escribir en forma matricial, asi:

(le fCiV C::)K) IV,4,5

Tenemos eue si H y V no son idénticamente nulas 3<̂ atal eue 
k ̂  tf I X l  +  CL 

Si consideraraos el sistema de ecuaciones

el cambio de variable - t y la aplicaciôn del tcorena
8.1 (y problemas 16,17 y 10) de la referencia ) nos permi­
te asegurar gue una natriz fundamental del sistema de ecuacio- 
nes diferenciales es tal eue

X -

/   ̂ r . - " - f  I y. ynrcT
S» oa  ̂ f /

Puesto que k <*fxf + a, podemos asegurar eue los comnor- 
tamientos asintôticos de u y V scrân como senos y cosenos de 

y asintôticar.iente 3*̂+ V* se comporta como una 
constante y k como r‘4 . Asi pues, para IX î—  ̂cxj las so­
luciones en el caso con masa se co;.iPortan como las del caso sin 
masa.

Varies ahora a procisar môs estes comeortamientos. Para ellĉ  
dia ■■'ali'S'vmos el sistema. Maccmos ~ ^  (v)



/o i-k\ ^_____C o n o  l o r  a u t o y a l o r o 5 -  d o  .l a  n a t r i s  f ^ J s o n  ±  f/h'-d ,s i  t o n a n o s  S  a- , t.;
/ v/~m * - YL-1 \

l,^, tnrr, I

nos queda nara el sinuiente sistema;

a  - I VA Vf'
y para k la sieuionte ecuaciôn:

k y  r Vk'- 7 f n N  ^

Vamos a estudiar el caso en eue la etc %, o , que corresponde 
a T ' = 0 .El anô.lisis séria :auy similar en cl caso en que 
la été fuera dis tint a de cero. Cono la interpretaciôn fisica 
del T  * es el tensor de esTuersos, una condiciôn muy prima- 
ria para cstabilidad ce soluciones estacionarias es que T  %  o , 
ademâs, cuando crister soluciones localizadas, éstas carres - 
ponden a T  "r o . Por estas razoncs centrâmes nuestro estudio 
en el caso de T*‘~ o . Lo mismo harcmos para las soluciones es­
tacionarias de las ecuaciones de Klein-Gordon-Maiorell.

Sustituyenco ,S* uor su valor, cl sistema queda :

ttx = -  ̂ i M r r j f x
XV.4,8
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De estas ecuaciones obtenemos,

X  ^  A   ̂ IV.4,9

Como ;a(> < t-c ) llevânc3o.lo a la ecuaciôn
anterior, nos queda

JL A  +
& (a ', t')

M k u t V x
t (v.fcV

ambas obtenemo;

f  ^ '

IV.4,10

IV.4,11

Siendo (* la constante a la eue tiende 4 en X —  ̂i 
Llevando estas cotas a la ecuaciôn jL je y* r (jk* }

tenemos :

k\ ^  => k ^ -y f k,, 4 v^TWf^rrrr
IV.4,12vH<+1

k ^  ̂ tût- 1 d (\,-ï) X
y in

Siendo k,, el valor de k en cero,
Tener.ios rue a.sintôticarcrto lî estâ acotado entre dos pa- 

râbolss, y como
< s * «' ^

entonces , para x —  ̂t co , la dif erencia entre n.’+ t> ’ y la
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constante (f cstau-â /icotaâa (on valor absoluto) por una Pun- 
ci6n do la forma ' con constante.

Como

vemos que 11’tv''— » cuando y — » i y la diferencia en­
tre -u’fv’ y d esta acotada en môdulo por una funciôn de la 
forma . Mâs aun, como tenemos que (u.N uV*. ■= - 4 m. 1/ y

•u y Y se counortan como se no y ces. de f v % Q  »o sea,asin- 
tôticamente, como sen. (yx*) , cos.(y , X % cA .

Asintôticamente la diferencia entre 'U^+y’ y una cons­
tante estaré acotada en môdulo por et/yi , y oscilarâ como 
sen. (citA).

En estas condiciones, la funciôn

(u^ i \/̂ } -

serâ una funciôn cu.ya J serâ finita.

Co:ao /le X j  y = Tt \  K * , l a  d i f e r e n c ia  e n t r e  k  ^ y una

r e c t a  c s ta r â  a c o ta d a  u o r  « '^ /y  y  o s c i l a r â  como s e n .C *^ -x O *

S i  c o n s id é râ m e s  la  d e n s id a d  de e n e r g ia ,  que es jL k /  ten­
drem os que l a  d i f e r e n c ia  e n t r e  ky y una  p a .râ b o la  e s ta r â  aco ­

ta d a  p o r  una c o n s ta n te  y  o s c i l a r â  co.io son.(et x ^ )  y  serâ una 
c a n t id a d  in te g ra lM .e ,

Como c jc / i ip lo  d e l a s u e c to  de e s ta s  fu n c io n e s  in c lu im o s  a 

c o n t in u a c iô n  dos q r a f ic a s  d e l  l a  d e n s id a d  de c a rg a  + 

c o r r  es u o r  d i  .^nt e s a k ( o ) =  4 y  k(o)- - i y  con v a lo r  d c T ' k c » .

D e b id o  a l  r ia l  co „v ’o r ta .m ie n to  n u m é r lc o  u o r  la s  o s c i l r . c io n e s  

con y^ , p a ra  c l  c â lc u lo  n u m ô r ic o  hemos em p leado o t r o  siste­
ma do e c u a c io n e s  é q u iv a le n te  a e s te  y eue o b te n d re m o s  en c l  

a p â n d ic  ' I  a l  a n i .i c a r  la  t c o r i a  c a n ô n ic a  de p e r  t u r b a c io  n e s de 

l a  i.'.ecâ t ■ ca c l â "  > c r  a l  Ma ■ ; 1 t o u i c io  -  K y * k  (x-Ai v̂ ) f  v V  

t r a ta n d o  c l  tâ r r - i-u a  u ’ - v '  eo..;o u- ' a u e r tu r '> a .c iô n ,
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IV. 5.“ S0LUCI0MI5G ESTACIOMARIAS PARA LAS BCUACIOIIES DE KL3I1T- 
gordoij-m a :c;-7ELL .

En este apartado varnos a estuciiar las soluciones estaciona- 
rias de las ccuaciones de Kleiii-Gordon-Ma:"v/ell, tanto para 
como para fn ̂  o , ' ^

Estas ecuaciones son:

^  f = - ^ J i ^
IV.5,1

Buscando soluciones estacionarias, que estén en repose y con . 
densidad de corriente nula , = o y una dependencia tempo­
ral para de la forma , de una forma tôt aiment e
anâloga a como liaciamos para Ma:ovell-Dirac. obtenemos las ecua­
ciones diferenciales:

^ ^ h ^
IV,5,2

4 ^ A

Donde A -  Vf y j* son funciones reales.
He reescalado las funciones y las variables y y t ,de tal 

forma nue ^  s i  , g rr / i
En el caso s in masa, las ccuaciones rno rued an

6' ■= - /4 ̂ /
/" =  f  A

Tenemos las leyes de conservaciôn do energia-momento(lll.3,12-13) 
A partir de 0- obtenemos la integral primera:

IV.5.4

parn ni car.o roi: ir.nr.P, r, ^  — /I A  ^ ~ • ri) d  rar:o



en que le. i.iann ep coro.
Conto i-’icir.ios en Iîa:e:;oll-Dirac, estiuliareinos prir,iero cl caso 

sin masa, y dcspuén cl cer.o con masa.
La exir.tcncia y p.rolonqeciôn de soluciones viene asegurada 

por les teorer.ias v.suelcs de ccuacionos diferenciales ordina­
ries.

Lo misr.io eue en cl caso de r’a::\7Gll, estas ecuaciones vienen 
de probleie.s variacionalcs, siendo el lîaj’iiltoniano precisar.ien- 
te T * ,  eue, por la invariancia por traslacioiies, es constan­
te.

Estudicnos el caso sin masa.
Las ecuaciones son: (IV.5,3)

fi"-.

1/̂  , f/lcon la int:;cral orii.vcra A  - P —  <f> A

Cor.TO hicinos con îia::v;ell-Dirac, nos centraremos en elestu- 
dio del caso en el rue T “ z û .

Vamos a estudiar coî.ioorta.iientos asintôticos pues, a diJRp- 
rencia de îIpxv/ell-Dirac, acul no existen (o al menos no se h an 
encontraco) soluciones clenientales no triviales en ninguno de 
los dos casos .

Corno /4x^= i- / Y  ^ ^ , si ^ y/4 son ambas no idén-
ticaniento uulas, nod-':-os asegurar nue A es uuia funciôn cre- 
ciente.

Si nos fi j ai.to s en la ecuaciôn

veiiios rue ^ va a peu un a .Puncion oscilaute.
La aproni; lacion K. R (n,e.r. I S' ) nos dice eue una solu- 

ciôn aprox'iiiada de esta ccuaciôn os : ^ A

donde iA es una prir.-.i tiva de A .
Üustituy . '. o eu la. rouac:i6n pa.ra , tencoios A” =  ̂^

Cor.jo A or. una ."r.nci 6n eroeirute, su ureinitiva ta-,irdonlo 
serA; c::cc:~'f' ,cor.\n - < f-'ir.io, co'.o cLixi , nu os si. A es crccien-



te, como mîniino,. tenderâ a una cti cuando
Para obtencr el canportamiento asintôtico de A  , podeaos 

sustiruir el Cost por su valor inedio X  .
Nos qu.eda

multiplicando por g integrando obteneuos:

A = (f̂A + cL 
y A serâ

A ̂  X * + Ç'̂  Vc*€iti + €

Lo eue îiemos hecho hasta aliora nos détermina el comporta- 
miento de las soluciones.

Vcunos a comprobar que .estos conportainientos asintôticos 
son buenos.

Deterninemos primero gué valores debetos dar a las constan­
tes arbitrarias para eue se cumpla que la integral sea cero asin- 
tôticamente.

Tenemos:

^  s  d A ^ ^  'tti* (c^) ^ A A * iu() I

_ - ('j/> uu'(y;

como A^ rz d ' A  (^)

tenemos eue:

j> A  A*^A ^cW(iJ) + y  c4)

S i eu o r  or,', os eue a s in tô t ic a m e o te  v a  le; a c o r o ,  ha de s e r  ^-z o 
c n to n c o s  te n c r '.o s ;
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iW ^  JL j y+ ^ I

tf ^  d A'̂ ‘ ^  {-j^ j / j IV.5,5

A  ^  y  d'(y ̂
y

Venmos cue valor obtonemos oara y vamos a corapararlo 
con — ̂  . Toiiando 4 - A ixet J.à\

f + ÿ(/)'z C^(c4) { i ^  i
Para ver c6r,io es'Ol cor.ioortajnionto de A acudimos a la in- 

tegral primera, tomando - c ^ . E n t o n c e s  tencmos que:

f t  f A ‘ =  j  1

Vemos cue las difsroncias entre los valores de las dériva- 
das de las fv.ncioncs asintôticas que hem os obtenido y los se- 
gundos raie: ibros oc las ecuaciones que nos de term inan f y 
A* ̂  tiendcn a cero cua:ido IXI •— > - ^

Adcmôs, en el peor do los casos, que es en A*^ , se compor­
ta como rue es alco intenrable entre Y +

X  " '
Hemos visto, gracias a las soluciones aproximadas que he- 

mos obtenido, que el uotencial eléctrico se comporta
as into tic arrant o co.r.o una narôbola.

Pascmos anora a estudiar el cornortamiento asintôtico para 
grandes X de las soluciones en el caso con masa no nula.

En este caso,tenemos las ecuaciones: (IV.5,2)

•=■ (4 ~ } 4

=:

y la i'itegi'al primrra

(a ^~f)



Usanâo la aproxiinaciôn W. K , B. en la ecuaciôn 4 
tenemos!la soluciôn aoroximada:

^  ^  C6~j(u 4)

donde W  es una primitive de .
Sustituyendo en la ecuaciôn para , tenemos:

=  d*A(A^-i) ^

Sustituyendo,como antes, por su valor medio nos
queda:

/ "  =
Va ^'

Multiplicando por A' G integrando, obtenemos

/('■‘=  f 4.

Vamos a ver ahora gué valores hemos de dar a las constan­
tes arbitrarias para eue se nos cumpla eue la integral pri­
mera sea cero asintôticamente.

Tenemos:

f  'tuxiuil + i  A A*(A^-iy  \

~  A A* (a *̂  0

+ AA{A^~^) 1&C4 (a f/) j"

Como

tenem os rr .o



Si oiieremos quo ar.intôticaiicnto valga coro, ha de ser o,

Entoncoo tonomos;

- h ̂  =>

= *  (^Pî  --

La integral do A(A^- 0  ^  no es elenental; pero como s6lo 
nos interesa ol comporta.iiento para grandes x » êste si lo 
podomos calo.i.lar e:cplicitaiuonte.

Para grandes x ,

y tendremoG que

CÀ % (x  ̂ ^ ̂  j  ̂" ) IV.5,6

Tenemos pues, resumiondo
\/

'X- d(a '̂'i)  ̂ (i/!j

i c a lc u la m o s  l a  d i lo r o n c ia  entre (fi* y (" A^ 4 obtene-

IV.5,7

mo;

y*^i-A\n4 - ^ L ^  j

Vei.ios eue, como eu cl caso sia nasa, la diforencia entre 
los valores de las fuucioncs asintôticas que hemos obtenido 
y los scguu.dos miembros de las ecuaciones para f>* y A'^ 
tiendcn a cero c’uui io X — -> ~ . Tas'bién a / 'u i  el ueor
comporta:.icnto se da -'u y es ta:abiéu cojso



IV. 6.- COMENTARIOS

En las soluciones estacionarias de Ila^avell-Dirac, en cl ca­
so sin masa, la densidad de carga es constante en todo cl espa- 
cio; mientras que en el caso con masa la densidad de carga tien- 
de a constante cuando X  — ^ t . Esto nos suniere el poder 
définir una carga"rcnormalisada" restando esa constante a la 
que tiende en infinite.

Esta definiciôn es buena, pues hemos demostrado que la di- 
ferencia entre la densidad de carga y una constante, est̂ . aco- 
tada cuando X — » - °o por — entonces esta diferencia es 
integrable y esta carga "renormalisada" es finita. Tenemos ,ade- 
mâs, cargas "renormalisadas”positivas y negatives.

Tambièn podriamios définir una densidad de encrgia "renorma- 
lizada", pues la diferencia entre k, y una parâbola estâ aco- 
tada por y oscila con y por lo tanto es integrable.

Esquemâticamente e informalmente,el proceso séria:
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Esta funciôn di.r,':! ore de una constante en algo que-oscila co­
mo cgy y estâ r.cotado nor X

ky con masa diPiere do una parâbola en algo que estâ.aco- 
tado por ^  y oscila como . Esto nos, permitiria dé­
finir una onerqla ronormalisada.

Vemos cne,clâcicamente,la presencia de masa nos permite défi­
nir cargas y cncrgias finitas con respecte a las cargas y ener- 
gias de los estados ostacionarios, que son infinitas, tanto en el 
caso con ir.asa cohio en cl caso sin masa. ^

Esto nos indica que la constante en la que se han de realizat 
perturbacionos en electrodinâj.iica en / + • dimensiones es en la 
masa (ver réf. H  ) en la cua.l se hace cuânticaiïiente "mass per­
turbation theory",y no en la constante de acoplo, pues las solu­
ciones estacionarias con constante de acoplo difieren cualitati- 
Vamente de las soluciones libres para las ecuaciones de Dirac y 
las de ilancell. La causa ultima de esto estâ en que la funciôn de 
Green para la laplaciana en d. dimensiôn (o sea para la derivada 
segunda) es rue crecc cuando X .También hemos vis—
to al principio de este caoitulo que la évoluei6n temporal de da­
tes inicialos para las ecuaciones acopladas no puede tender a so­
luciones de las ecuaciones libres.

En el caso de J:ioin~Gordon-Ma>ccell, al no disponer de solucio­
nes elcr.icntales nara ninguno de los dos casos (4*4 = ̂ ), o ) ̂
el anâlisis es mâs dificil.

La masa actûa co..;o ucrturbaciôn, pues tenemos:

iff" - en el caso sin masa

~ en el caso con masa

y A  en a-.ibos casos se comporta como una parâbola.
Vamos a analJ car los connort am i ent os asintôticos del poten-

cial clôct.rico A en a;•.•hos casos, tomando que la constante Cj 
;’ca la la ua?'a a

En el cav.o -iu i -esa, el uoteecJ al viene dado asintôticaeien-
uor:
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A ^  J- ( X 4 
"9

y en el caso sin masa jt«t-

^  - T  0 ) ’ { <£ * T p f y . g , ,  \

La diferencia entre los potenciales e:a el caso con masa y en 
el caso sin masa, se comporta asintôticamente co..io una recta , 
lo cual nos quiere decir que la diferencia entre las cargas, en 
ambos casos, es una funciôn integrable.



C A P I T U L O  V

REPLAuTE/UIIE IÎTO  DEL PROBLEilA DE CAUCHY PARA LAS ECUACIO-

îi'ES DE i :a :c./e l l - d ir a g  y  k l e i h - g o r d o ii- m a ĉ.j e l l



CAPITULO V

RBPLAIITSAÎIIEHTO DEL PROBLEilA DE CAUCIIY PARA LAS BCUACIO- 
NES DE MAX'JELL-DIRAC Y KLEIU-GORDOlI-nAXUELL

En este capitule vamos a replantcarnos el problema c’ e  Cauchy 
para las ecuaciones de Maxv/ell-Dirac y Klein-Gordon-I’auv'el]̂  aun- 
que, en esencia, lo que decimos es apîicable a cualcuier situa- 
ciôn en que tengeunos las ecuaciones de Ma:avell con fuentes en 
14-1 dimensiones.

Veremos que los espacios que se han usado permiten ûnicam en­
te la existencia de la soluciôn idênticamente nula y la existen 
cia para datos iniciales con carga total nula en el caso de Klein 
-Gordon-D irac.

V. 1.- ESTUDIO DE LAS ECUACIONES SM LOS ESPACIOS UTILIZADOS

En las ecuaciones de Ma:n/ell-Dirac, teniamos las ecuaciones 
de Maxv/ell que nos decian:

D ■} f y'* r v.1,1

^  = 6

que las podemos escribir como:

4 K,) = 3 f S o f  

(Iv, - A K , ;  = 3 f  l  ^ U t

V.1,2

En el camitulo II hnbianos cmpleado los esuacios I), nara cl
camipo de Dirac y Ai para el camoo electro;- laqnôtico.

Recordc'ios que la norme, en Alj^estr.ba dc.Cinic.c asî:

: j | |  =  j II B  w c  *  I l <  m u I I :



siendo B =
Si la f((̂ )fl/̂\î finita, tenemos eue son finitas las || de
i ^  y • Gntonces tenemos que E  = %» tie-

ne su II 1)̂ fiîiita; y, oor lo tanto, tiende a cero cuando x— 4 ± A»»
Tenemos que j,, r ÿ  Xcf' es siempre >  o y solo es cero si

Ÿ O  .Si plant ea.mos un problem a de valor inicial con un dato 
inicial para m e  no sea idênticamente nulo, como ha de cum-' .¥00
plirsc eue èj,E- jo £:(+ooj - ^ ^  j # îf: y co­
mo, E (4, V, - V,, ) ==^ que los datos iniciales para V
no puedon pertenecer a Al •

Vemos pues, eue el nrobloma de Cauchy para las ecuaciones de 
liaxwell-Dirac nianteado 0:1 D, ̂  Al ̂  s6lo tieno sontido sen- 
tido cuando Y  es icént-ica...:ente. nulo, y por lo tanto, el canuo 
electronaqnctico es libre.

En el caso de Klein-Gordon-Maxuell, la situaciôn es distinta. 
Como la. densidad de carga no os dofinida positiva, puede, sin ser 
el campo de Klein-Gordon identic an ente nulo, ser la carga total 
igual a cero.

S610 en esto caso, en el eue la carga total es igual a cero , 
podemos plantear el problema de Cauchy para las ecuaciones de Kle- 
in-Gordon-îIax'.Tell en los espacios (ô,® L̂ ) ^  ^  '/i que usajnos eh el 
capitule III.

V. 2,- FEOGLEÎIA DE CAUCIIY PARA LAG ECUACI0UB3 DE MAlEiELL-DIRAG 
Gin MASA.

Va; 10S a ver que, en cl caso sin ;-.iasa, se puede resolver exac- 
ta);iente el problc,r,a de Cauchy para las ecuaciones de Ilaxue 11-Di­
rac.

Las ecuaciôn as son:

-t y/" ^  T  = - : ^  r

J, [c\y. ■ ri ~ f   ̂ îi<̂  v.2,1

‘ \ -- ^   ̂ f l r  u *
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Lo. nismo que haclamos en el capltulo I I , podemos obtener las 
siguientes ecuaciones:

j" +  4 j '  = "

j ' +  ■>,]*- °

Si tengo un dato inicial para , éste nos da unos datos ini­
ciales para, j*" y j' . 3ean êstos j* y

A partir de las ecuaciones escritas anterioriuente puedo obte­
ner eicplîcitamente Y j* para todo ^ ,

Integrando por caracteristicas, tenemos:

J  V . t )  r  i  I  p ’r x + t ;  f  j V - t  ) - j V x f t )  f
^  V.2,3

Las ecuaciones para E nos dicen:

<1. E -- 1 i , M )  ' 1 {(-T.njc-*)
V.2,4

Suinando y restando se obtiene:

(êo -h = 2 % (x + U
V.2,5

C^4.-^c) ^ ^ f

Si represcntamos por F y &  a pri;.iitivas de fy  ̂ , que
son funcioncs de una variable y eue vienen do los datos inicia­
les para j y  i ' tenemos eue

E (y,i) = flx-t) + 0(x fi) ' ,S

Vg;:ios ci’-c , déni do a la ccuaciôn E c j ̂ dados los da, s 
iniciales nara ^ , tenc..;os 'dctccminados los datos iniciales-
para E



Una VO-.: clcterminaclo E para toclo X y para todo f , ya'no.9 
a ver como so do t or:-,i in aria n V', y V,

Tencmos la ecuaciôn dc definiciôn de E y la condiciôn de
Gauge cu.o nos dicen:

3, + ,*, s  = û

a, 4- 14, E p , < ;

Son ecuaciones linonlcs con coeficientes constantes y con 
fnentes conocidas nara todo X y todo t . Podemos calculer 
expllcitac'.ente Vo r * pa^a todo x y todo.'t dados los va-
res en i-: c de V(, y \/, .

Veamos ahora co:.:o, conociendo Vg y Vf podemos calculer el 
campo de Dirac en todo / y en todo t .

Si para escribir las ecuaciones de Dirac usajnos las matrices

c) , ï' = (î'Jj

y llcunanos al spinor V' - /v) * las ecuaciones

^ t  ̂  ̂  ̂ Y = ^ \

nos euedan

"UL ̂  f Xi y =

Vt - - ' S J
v.2.7

O equival eut e::ien t e

(9^ *■ j r - i

^lie son ■'cracnon'-s 1 1 nnales -v.u.-a £-u x<. y  ̂ , con coofi-
DiBLioTcei-cntcs en estant-.s fu e n t.e s  c o n o ' : -as . Dados los datos i r s i c i a -



les en f ■= <? podemos determinar explicitamonte \X y V pa­
ra todo t  .

Como hemos visto, se puede resolver explicitaj-.iente ol problè­
me de Cauchy para las ecuaciones de Maxwell-Dirac sin masa gra- 

• •cxas a que jo y j i cumplen las ecuaciones 

io - ^ij • "

i i I - "
Dadas las condiciones iniciales para 'f tenenos las condi - 

.ciones iniciales para j, y J, y podemos calculer explicitamen­
te êstos para todo t  .

Con jp y il y condiciones iniciales para Vp y , po­
demos calculer V, y V ,  V  t , y con %  y % , y los datos 
iniciales para y  , calcular expl ic i t amen t e y' para todo t

V, 3.- REPI.ANTEAIîISîîTO DEL PROQLEIîA DE CAUCIIY PARA MAXWELL-DIRAC 
Y KLEIN-G0RD0II-MAX17ELL.

Hemos visto que el problema de Cauchy, en el caso en que in - 
tervengan las ecuaciones de Ma:r;/ell y la carga total sea di^tin­
ta de cero, no se puede plant ear en los espacios que usaxtos en los 
capitules II y III.

La causa de esto son las ecuaciones de Maxwell en 1 +  1 dimen­
siones, que nos dicen;

E T i»

E = il V.3,1

y a las nue dcbemos a'iadir una condiciôn dc gauge para de terni -
nar los potenciales %, y V,

La condiciôn de gauge mâs cônoda nara poder niantear el pro­
blema de Cauchy, es liaccr V* s 0 .

Dcbido a la inva.riar.cia f curc cio las ecn.aciono.s, l.'.s oarnitu-
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des fîsicûs son inclepo.nc.-ientes do la elecciôn del gauge, y una 
ver. resuclto el problema de valor inicial en un gauge dado,po­
demos pasar a otro cnalruiera por un cavAbio de gauge.

For todo esto, trataremos estas ecuaciones;

F -- -J i 1

E - io V.3,2

V, = E

Silas ponemos en forma integral, nos quedan;

E  ) - y /  \e{r,o) v*3»3

y equivalentemente
K

V.3,4

En el caso en que j » y i» , tiendan a cero cuando X-^tvo 
estas ecuaciones se nos simplifican, quedando asi;

A
V.3,5

y equivalentemcnte

F(x, i) - 5 /  v.3,6
<- O#

îia form a in tc q ra d  n a ra  V̂ , es :

, i
 ̂ f ^  ̂ ^.3,7



VarAos a analizar ahora en qu6 espacios podemos définir nues- 
tro problema de evoluciôn temporal.

ComencGiiios con las ecuaciones de îîa::\vell-Dirac.
Si tomamos Y  perteneciente a l>i , como hic inos en el ca­

pitule II, varAOS a ver qué espacios podemos usar para E y V, 
eh el caso en que la carga total no sea nu la.

Tenemos que

E - 1 i»

Como tenemos que é D, ==> y 1 / f  estân acô-

tados, entonces, como II W {Il ^

£ jtli + H 2 ̂  ^ W /f! b, J Y J* es cuadrâtico en ly ,
la norma infinite de dx ^ estâ acotada.

Por otra parte, tenenos (V.3,6)

c  = /  j / h O  4̂  y
/- M»

entonces

# P (1̂  ^ j iot(',V^r - V.3,8

Tenemos también que la norma infinite de ^ es finita.
# WParece natural emplear para E  cl espaclo de Sobolev W  , 

con la norma definida asi

j l U / L  ,  Il

Al ser

P, V, - E
Jy de finir: E dciitro de w  , cl es ■ 'o natural rare ccfi--

nir %  es también cl \V



An;t pues, p:iantc<mro:vo:;. ol nrobloma do Cauchy para las ecua - 
clones dc I.'axv.'oll-Dirac con carga total no nul a en los espacios;

r
(T g

V, 6

Analicomos ahora los osnacios a usar para las ecuaciones de 
Klein-Goi'don-hararell en cl caso cn guc la carga total no sea nu­
ls.

Toinare.’.os (j> e. y cono hicimos en el capitulo III.
Tenemos la ecuaciôn

£ - *5 Je, ' ^ ) V.3,9

Co;AO sinnie'.-.onto pertencce a E , no podemos ase-
■ar cue, cn general, E per tone sea a 
E lo tenemos définido como: (V.3,6)

E = r   ̂:( V 3.10

Como, ta n  to  <j> , c o ' o  , podemos a s e g u ra r  que

E p e r t  cnee c  a L** .

A1 c s t a r  d c j f in id o  V, a s i

I/, r £

c l  e s p a c io  n a t u r a l  p a ra  d e f i n i r  Vg , s i  E £ L j es ta m b ié n  L  .
Asî n u e s , nos m la n te a re r .o s  e l  p ro b le m a  de Cauchy para la s  

e c u a c io n e s  de 1 ? i n-C o r  do";-D  i r a c  cou. c a rg a  t o t a l  no nu la en lo s  

e s p a c io s  ;

tj> 0, ^ é L
^ 6 L V,



Flsicamente el usar los espacios para y b,Q

Ta(4^)^j corresponde a buscar soluciones en las cuales los cam- 
pos fuente del campo electromagnético estân localisados.

V. 4.- EXISTENCIA LOCAL Y GLOBAL PARA EL PROBLEMA DE CAUCIIY PARA 
LAS ECUACIONES DE IÎAÎCV7ELL-DIRAC CON CARGA TOTAL NO NULA Y FINITA

Acudiendo al capitulo II, recordajnos que las ecuaciones con 
las que hemos de tratar son; (ll.l.l)

■ «4 ;̂ ^ -- w r

j e = 5 i,̂  ^ ÿy.'J' v.4,1

Jt v/< = E

que en forma integral son

ij/(i) - o(iAJ  - 5  j  b(i s) Vcs) yes)

= I ♦ 31 i,(s>

V, (t) T *- f  E(X,i)

donde
t>(i) = ^  j

V  - i ‘ (V, - v,x)

De acuerdo con el pârrafo anterior V, 3 olantcarcmos el pro­
blema de Cauchy cn los espacios;

f  f>i 

E  e w ' * " ’
V, 6

a) Dc AO" trc; .or cristcncia local.
V cam or urimcro rue los términos u.o lincalcs son local.’onte

\

V.4,2



V.4,3

lipsc li.ic j.r.-.ion .

Cononc.;; '.us con c l  tc'r.n.no V^l ^ ^  .

Tcncmoc î

^ {iiYAAr-if'fJii^ + (I y' y  0, ^

^ » If A  -F

+  11 4 11 IK +
t II ^ y, ?  <̂ x̂ v',-i/,)iliI • tfe 4

^  j l l  \ 4 f L  II T ' f l f ,  + II ( L i t  Y - f l l f  + 

+//VJU m w i l ,  4  If r ' ^ i i ' / . - ^ J L  4  

■» II i 'J L  II V , - K  Ilai + l l f l / j H  ^x V , - \ / , ) l l^ ( j  f e£é

Vemos c-ce cl tcrn.ino Gs localmente lipschiciano en
los espacios v.tilisacos, ya que

N 7 1', < 4fc (K/H, 4 y i K i ' i  11(1',,,

Veamos ahora la parte corrcspondicntc a 

E y I/,

Para E tcncmos:

1/ii ' j J L   ̂ /K i'KK/* ll ^

s {//i.-î.ffy + II ̂i i C i r h l L l j
V.4,4

Como j I OS cuadrâtico en los camoos tf' , este termine es 
lipschicia.no. En || t'/|ii'i,)IK no podemos demostrar una condiciôn de
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Lipschitz., . pues no conocemos nada sobre
Podcmos ver también la existencia local ce E de otra forma.

Tenemos la representaciôn integral para E • (v.3,6)
E  (yA) “ / ^  4/- o*

En voz de cpmprobar que j, cumple una condiciôn de Lips-
chitz nos basta con ver cue esta integral tiene sentido cuando
If'£ b, . Esto es cierto, pugs II Ÿ'Ili es finita v tie-
hé.séntido la Jit pues j , es cuadrâtico en y .

Vemos que E estâ bien definido, Ademâs, como F ̂  ^

4=̂  ff F //  ̂ Il J* Il a, Y f  £r b , ^  \ o  £ L

Hemos visto que, a partir de la ecuaciôn ^ = i<« podemos de- 
mostrar existencia local para E dentro de W ’*̂  siempre eue 
y  pertenezca a 6, sin necesidad de demostrar la condiciôn de 

Lipschitz para j, - en
Veamos ahora qué sucede en la ecuaciôn 

Vi - E
Tenemos || p - e I| que ya es lipschiciano.

e  - F  I L  lljt-JJI  ̂ ff i II i' - î ,  II* + Il
que, como en el caso anterior, también es lipschiciano Por ser j*
cuadrâtico en

Como en las ecuaciones de evoluciôn para C y % no inter- 
viene ninguna derivada esnacial, el grupo de evoluciôn temporal 
es simplemente la identidad, que es trivial.
El grupo bfil- f •< p unitario en . b, y por lo
tanto fucrtemente continuo.

Tenemos pues, por el teorema de Segal (Réf. ÿ ) existencia 
y unicid.ad local.

b) Existencia rrlobal.

S i euercmos v e r  e x is te  ic ia  g lo b a l ,  hemos dc com arohar eue 

la s  n o n a s  de  ̂ ' campes permancccn f i n i t a s  ^ a ra  todo t  
f i n i t o .
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Bsto }io va a resultar dificil gracias a la cota a priori, que
dcdujii.ior, on al caoitulo II pârrafo II, 3 sobre la II

Como toncmos que (V.3,6)

E = / j .  (Y p l A.f ^  lU  t u  -  t A i / i

ya que j®- ï'l" f' es siempre 7i.o.
Por otrv' parte II 5 > E | | ^ =  |j Ja | | ^  

que es f inito por la cota a priori del capitule II sobre la H

Asi pues,

Il E  4  « >  ï' t
Para V, tenemos: (V.3,7)

c Vf(x,e>) f / À  i ^ ctt ^ iltflU

f
Como %) = J'' => c>xV,(x,i) z * f  i»(5>As

y de aqui se deduce ;

I I ^ x K IL   ̂ ^  f  Il3éfq,t;

que es f inito para todo f f inito, po3' la cota a priori que te­
niamos sobre l a  II j *  Iloo •

Asi pues : j

Il V, fl ^  V t < «>

Vcai'.ios nom fin. la nitud V  i  do la. Il

ÏOi.iau.do II II I, ■••'. la emnrcsion integral para y  que to n c -  

mos al p r i •*.(•;.’ • r.te nârrafo, y cot.io es ortoqonal on
b/ , tn;'o;-o



t
H  ̂ k  + II V,w yff) ds ^

s  (X i <l j  ^ \\v,c^) v . 4 , 5

4

+Râ,v.»)ll„llS'P»U 'l

como tenemos que II ^ If f If y las
cotas para II ytt̂ x Il cû . aplicando el loma de Gron-
vall, deducimos que

Il yiO II 4 oo \/ i < oo

Como hemos probado que

If % fl ^ A, V  t < 0̂.

Il E II vvb<»3 4 co V E t. ot> ^

fl iT fl|y < «? Y t  ̂OO

hemos probado existencia global para las ecuaciones de Maxvell- 
Dirac con carga finita y no nula en el gauge cn rue -= c

V. 5.- EXISTENCIA Y UÎIIGIDAD PARA EL FROBLEXA DE CAUCIIY PARA LAS 

ECUACIONES DE KL3IlI-G0RD0iI-MAX;/HLL CON CARGA NO NULA Y F I ­

N ITA .

Eu e l  p â r r a fo  I I I .  1 te n ia m o s  la s  c c u r.c io u a s  de X lo in -C o rd o n -  

Maxv/ell. En cl gauge cn c l  ru e  Vp-> o , se es c r i  beu a s i :

,1
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^ ̂   ̂) % ) / - ' J

X C - j (o -  ̂ « ( / N o  4 * j K ) ̂  j V-5,1

Vg - E  ̂ I/, =  O

En fo rm a  i n t e g r a l  e s ta s  e c u a c io n e s  nos quedan ;

i t ’, ) '  "

r"" A= )/ iAr.ojAy * 5 / j.(x,î; Ai v.5,2

V, (x.v “ V, f / ^ s

Donde
/CtriirA A~*'̂ Â \

k f o =  , , )1 » /t UAjt. t A L*̂ * A /

De a c u e rd o  co n  c l  p â r r a fo  V . 3 nos p la n te a re n o s  e l  p ro b le m a  

d c  C auchy p a ra  e s ta s  e c u a c io n e s  en lo s  e s p a c io s

</> d 6 ,

E

V. Ê L""
Tomarcmos d a to s  i n i c i a l e s  de t a l  fo rm a  que l a  c a rg a  t o t a l  sea  

f i n i t a  y  no n u la .

Va;.ios a d e m o s t i'a r  o n is te n c in  l o c a l .

E l  p ropa r/a .do r K ( t )  cs fu c r te m e n te  c o n t in u o  cn  Di y  l a  id e n ­

t i d a d ,  Cl1:  05 c l  onc:,‘a d o r  cue  c o r r c s n o rd e  a la s  c c u a c io iie s  p a ra  

E y  y, ta m b ié n  l o  c s . l 'a ra  pro lm m  e x is te n c ia  l o c a l  hemos do 

v e rm u r -  lo s  t é r  :i.:o ." no l in e a ls : :  son  lo c a lm e n te  l i p s ' - ' s ' c ia n o s . 

Tene. :os < ua  Io n  te rm  i.nos ds - I n tc r a c c io n  son c u h ie  ' - cn  e l  lo s



intervienen 4 - 4 •
Veamos côr.io sc comprv.eba el carâcter lipschiciano.
Tomemos el término V** ^  ̂ /  4 ' J Vm4)̂
Tenemos:

II ^ n>/ij i  ii(v ^ -i.) D“̂ n̂  +0  ̂ - b^4>ii, ^

< I|V ^ IL ]/|0 -^ “///4+ ll>iV*'i -t jV-fllt + V.5.3

-  \ l y ^ t l j i y * - i “ï n t  * l;l'f«(.«.{IRW1K-%L*I I M f 4".p  

i  II ^^H,+ M&M,) + » v,(|„ II ♦IRi ll'^-^|l«,

que es localmente lipschiciano ya que

. « / I l ,  < 4L II I I I   ̂ , « > > { « ,  ( ‘*■(1/".,

Asî pues, el término no lineal de la ecuaciôn para r  v /  es 
localmente lipschiciano

Analicemos ahora la ecuaciôn

^ - i il

Si intentâmes ver que el tôrnino

i,. .(/Ma 'U''.n'■'"1
es lipschiciano, tendriajiios eue calcular

Il i ' - y i l .
Como de sôln sa.l.-ciios fuc è L , no poch;: os

norma inf inito y no nodenos donostrar (un ose tou.;.i no iips
chicia.no.
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S in  e m b a rg o  podom os d e m o s t r a r  e x i s t o n c i a  l o c a l  p a r a  E u s a n -  

do  l a  e c u a c iô n

E n forma integral nos dice g u c

E 4 ; f  , f / ' g  /  - t *(y

S ie rn p rc  c u e  / ^ ^ & o. b, y t ^ 1 f p e r te n e c e  a
L y e n to n c e s  E a , y a  q u e

II C'L « s I ( r 4— Oo

V e a m o s ,p o r  u l t i m o , l a  c c u a c iô n  p a r a  V, ,

Tenem os

I/, =  E

Tom ando tt lie» , d e l  t ô r n i n o  no  l i n e a l ,  n o s  q u ed a

i u - £ a „

q u e  y a  es  l i p s c h i c i a n o .

A s i  puG S, te n e m o s  p ro b a d a  e x i s t e n c i a  y u n ic id a d  lo c a le s  p a ra  

l a s  e c u a c io n e s  d c  K1 e in - G o r d o n - I Ia : r c e  11 en e l  c a s o  en  c u e  lo s  d a ­

t o s  i n i c i a l e s  t ie n o u  carga f i n i t a  y  no  n u la .

Veam os que sucede cuando i n t e n t a e o s  d e m o s t ra r  e x i s t e n c i a  g l o ­

b a l .

Vamos a ver eue no nod cm os e:r tender la estir.iaciôn a oriori 
que oljtuvi.jos on c], capitulo III, Pô.rrafo III. 3, a partir de la 
Icy d e  conscrvaciôn. de la encrgia.

T e n ia m o s  ( I I I . 3 ,1 2 )

(5̂  (x t -u* X VV 4 ^  è: ’ -t 2 ) 4 v' {/*) t= <2-

PuGSto OU' ahora cai'qa total uo es cero, tenemos f.uo E



no  p e r te n e c e  a ‘L ^ a l  i n t e g r a . r  e n t r e  -  <» y l a  l e y  de con-

s e r v a c iô n  no  o b te n e m o s  n in g u n a  c o t a  s o b r e  l a  , II
com o l a s  o n e  o b te n ia in o s  en  e l  a p a r t  a d o  I I I . 3 en  c n o  s i  p o d la u o s ,

poE s e r  l a  c a r g a  t o t a l  c e r o ,  i n t e g r a r  e n t r e  y +  l a  e c u a -

c i6 n  d e  c o n t in u id a d  d e  l a  e n e r g la - m o in e n to .

Al c a r e c e r  d e  e s t  im a c  io n e s  s o b r e  j ** j a -

p l i c a c i ô n  d e l  le m a  de  G r o m v a l l  a  l a s . e s t im a c io n e s  d i r e c t e s  o b t e -  

n id a s  de  la s  r e p r e s e n t a c io n e s  i n t é g r a l e s  p a ra  ^  y  n a r a  E > 

n o s  d a  e x p o n e n tes de  u n  g ra d o  s u f i c i e n t e m c n t e  a l t o  p a r a  r u e  c l  l e — 

ma de G r a m '/a l l  no  n o s  dé  u n a  a c o t a c iô i i  p a r a  to d o  t

V.6.- COMSNTARIOS:
a) La d e m o s t r a c io n  d a d a  en  e l  c a p i t u l o  II p a r a  l a s  e c u a -  

c io n e s  de  M a : a 7 e l l - D i r a c ,  c u e  h e n o s  v i s t o  c u e  s 6 lo  es v é l i d a  p a r a  

O  » es  p e r fe c t a i t ie n t e  v â l i d a  e n  g e n e r a l  p a r a  la s  e c u a c io n e s

V.6,1

S i n  n in g u n a  c o n d ic ié n  de  g a u g e , p e r o  e s ta s  no  s o n  l a s  e c u a -  

c lo n e s  d e  Ma:aye 11 - D i r a c .

b )  B n e l  c a s o  de  eu e  l a  ma s a  s e o  c e r o  en  la s  c c u a c io n e s  d e l la : : -  

w e l l - D i r a ç ^  e n  c u a n to  a la s  d c n s id a d e s  de c a r g a  y  de  c o r r i e n t o ,  e l  

cam po de  D i r a c  s e  c o m p o r ta  como s i  e s t u v i c r a  l i b r e .  Bs a l  i n t r o -  

d u c i r  l a  mas a eu  a n  do  e s ta s  c a n t id a d e s  d e ja i :  de  co:'.'.nor t a r s e  com o l i ­

b r e s .  SS t o  j u s t i f i c a  t a n b ié n  c l  u s o  de  .’'v .iass p e r t u r b a t i o n  tb o o r - y "

(Réf. I? ).

c )  L a s  c c u a c io n e s  do M a :a v c l l - D i r a c  (o  iC lc in - G o r d o n - I ia : : \v c l 1 ) no

s o n  u n  p u ro  p ro b le r . ia  de C a u c h y  d c b id o  a la s  dos c c u a c io n e s  -^a ra  E-

E -  ̂j,

E - '5 ie>

U na c o n s  e c u  e n c ia  de es  t o  es eue  auncu.u no  se  n u e d a  d c m o s t r a r



V - 18

el caréctor lipschic.iano do la Puente j, para E , podenos 
demostrar cxistciicia local viendo cue la representaciôn integral

-  J  i’ i) À *

t i e n e  s e n t i  do d e b id o  a lo s  e s p a c io s  en  lo s  qu e  Iiem os d e f i n i d o  

l o s  cam pos c u e  s o n  f n e n t e  d e l  car.ipo e l e c t r o m a g n é t ic o .

E s te  I ie c ' io  l o  her.ios e /. ip le a d o  t a n t o  e n  M a x w e l l - D i r a c  p a r a  co m - 

b a r  q u e  |/ E 11^ e r a  f i n i t a  m i e n t r a s  l o  f u e r a  ■ * como

en  IC1 e i  n -C  o r  d o n -H  a :  a;e  11 p a r a  c o î . ip ro b a r  que  H ̂  n „ era f i n i  t a  m i e n ­

t r a s  l o  f u e r a n  1 / y  •

d )  P u c d c  t e n e r  s o n t id o  p r e g u n t a r s e  p o r  l a  e x i s t e n c i a  l o c a l  y  

g l o b a l  p a ra  d a to s  i n i c i a l e s  no  l o c a l i s a d o s ,  y a  q u e  e s te  t i p o  de 

f u n c io n e s  o r a n  la s  c u e  o b te n ia m o s  a l  b u s c a r  s o lu e io n e s  e s t a c io n a -  

c i o n a r i a s ;  y  y a  t e n e m o s , c o n  e s ta s  s o lu c io n e s  e s t a c i o n a r i a s , u n  

e je m p lo  do  e x i s t e n c i a  g l o b a l ,

E l  e s p a c io  d o n d e  b a y  c u e  p la n t e a r s e  e l  p ro b le m a  de  C a u c h y  es 

en  p a ra  lo s  cam nos f u e n t e ,  C o m o ,c o n  d a to s  i n i c i a l e s  no l o -

c a l is a d o s ^  c l  cam po C no  v a  a  p e r te n e c o r  a y  v a  a t e n e r ,

a l o  n i6 s , u n  c r e c i n i e n t o  l i n e a l  en  X  , E l jc l ' ) ( y * l ( «  s e  e m p le a — 

r i a  p a r a  £  l a  n o rm a  | f -  (| y e s a  m ism a  p a ra  V,

A l  c o r . in ro b a r  l a  c o n d ic ié n  de  I . i p s c l i i t s  en l o s  t  Arm in o s  de in- 
t e r a c c i ô n  c o r r e s p o n d ie n te s  a l a  e c u a c ié n  de  lo s  com pos fuente, de­
bido a l a  no a c o t a c iô n  en  X de  V, , s i  u s  am os  fj K* p a r a

lo s  cam pos f u e n t e ,  no  s o  o b t i c n o  u n a  c o n d ic ié n  de I i i p s c b i t s .

P a ra  pod o r  o b t c n e r l a ,  hem os  de  to m a r  ta m b ié n  l a  n o rm a  | l llc *y ,u a - 

r a  l o s  c  a s  nos f u e n t e  6 ^

L o s  o p e r a d o r e s  |)HJ p- k  t t  ) s o n  f u e r t e m e n te  c o n t in u o s ,  en  

iT  ( R e f .  II ) y  te n r;m o s  e x i s t e n c i a  l o c a l  u a r a  M a x r v e l l - D ir a c  y  

I ' 1 e in - C o r d o n - d  a :: 'c  ]. 1 .

L a  e x i s t e n c i a  c r io b a l  p a r a  i i a s a v e l l - D i r a c  n o s  l a  da  t r i v i  a im  e n ­

t e  l a  c o t a  a  u r i o r i  s o b r e  l a  // jelled •
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CAPITULO VI

C O  M C L U S  I O N E S .

Los rGsultaclos inés int eras ant es de este trabajô en el que ds- 
tudiamos en .1 + 1  dliaensiones algunas ecuaciones de Interés én f i- 
sica, podrlasios resui;iirlos qui s 6s en estas conclüsidnes y cottlen- 
taries finales.

a) Desarroiiai.ios u)i me todo de obtener cotas a priôri en Ici 
slendo y  un espinor, siempre que la estructura âlgebrâlcâ ddè. lôà 
acoplos sca de la for.ia f ; Esta côté à priori**pëï*iîii«
ton obtener con facilidad resultados de existencia global* bbte-* 
nemos existencia global para varias ecuacioneS con fîîgrti^icâdô 
fisico. En varies cases obtenemos demostracioneS tlàM Cortaô ÿ 
sencillas o s in restricciones sobre el tamaMo de lOS dôtos. irti** 
claies. • ’

b) De.ûostra:ios existencia global para las ecuaciones de Klein 
-Oordon-IIax’.vell con carga total nula. La pieza clave de la demoS-^ 
tracion es el poder obtener una cota a priori-basadà en lâ coh^ 
servaciôn de la cnergia. ' "

c) Al estudiar soluciones estacionarias para Mâîavell-DiràO y 
IClein-Gordon-Iiaxv/Gll encontraj-ios soluciones estacionarias no lo­
cal isadas . Pero si comparâmes las soluciones correspondientes à 
),iasa nula y a masa no nula, venios que la masa actda como perturba* 
ciôn produciendo variaciones integrables en la carga total. Esto 
nos sugiere la defi)iic:i6n de una carga "renormalizada'* y puede 
justifiées' '-;1 estudio de des ai roi los g]i. series de potcncias de la 
masa.

Estrus eargas renoi'muiiy.adas, en cl caso de Ha^t'/cll-Dirac* las 
tenrnaos trxito I'or'itiwu- como negativas,

d) dos 'co-1 tramo.-. con dos b echos :
1".- Lo‘.; o.olucj Oit en. inter a ce iôn tiendeii en r-'Soluto a
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s o l u c i o n e s  l i b r e s  c u a n d o  Û  — =>
2 2 , -  E n  e l  c a s o  d e  l a s  e c u a c i o n e s  d e  li a  yc.ve 1 1  - D  i  r  a c  s  i n  m a s a ,  ' 

que es e x a c t a m e n t e  s o l u b l e , l a  c a r g a  y  c o r r i e n t e  d e l  c a m o o  d e  D i ­
rac se c o m p o r t a i !  c o m o  l i b r e s , m i  e n t r a s  q u e  e l  cai'.ipo e l e c t ' r o ' m a g  -  
n é t i c o n ê t i c o  e s  e l  a s o c i a d o  a  e s a s  f u e n t e  e x t e r n e s .

Al i n t r o d u c i r  l a  m a s a ,  l a  c a r g a  y  c o r r i e n t e  y a  n o  s o n  l i b r e s  
e i n t e r a c c i o n a  e l  c a m p o  e l e c t r o m a g n é t i c o  c o n  e l l a s .  L a s  f r e n t e s  
del c a m p o  e l e c t r o m a g n é t i c o  y a  n o  s o n  n i  " l i b r e s "  n i " d x t e r n a s " .

E s t o  r e a f i r m a  m â s  l a  v i a b i l i d a d  d e  d e s a r r o l l o s  e n  p o t e n c i e s  
d e  l a  m a s a  y  n o  e n  p o t e n c i e s  d e  l a  c o n s t a n t e  d e  a c o p l o  ( c a r g a ) .

e) S e  c o m p r u e b a  q u e  l o s  e s p a c i o s  e s c a l a d e s  e n  e n e r g î a  u s a d o s  
h a s t a  a h o r a  p a r a  e l  e s t u d i o  d e l  p r o b l è m e  d e  v a l o r  i n i c i e l  p a r e  
l a s  e c u a c i o n e s  d e  M a i o o / e l l - D i r a c  ( o  K l e i n - G o r d o n - î I a : u v e l l  ) p e r m i t  e n  
û n i c a m e n t e  l a  e x i s t e n c i a  d e  s o l u c i o n e s  c o n  c a r g a  t o t a l  n u l a .

E n  e l  c a s o  d e  K l e i n - G o r d o n - M a : r - . 7 e l l , e s t a s  s o l u c i o n e s  t i e n e n
s e n t i d o ; p u e s  l a  d e n s i d a d  d e  c a r g a  n o  e s  d e f i n i d a  p o s i t i v a .

E n  e l  c a s o  d e  M a : a / e l l - D i r a c , d e b i d o  a  s e r  d e f i n i d a  p o s i t i v a
l a  d e n s i d a d  d e  c a r g a ,  l a  u n i e a  s o l u c i ô n  d e  e s t e  t i p o  e s  l a  t r i -

■ \vial, i d e n t i c a m e n t e  n u l a  p a r a  e l  c a m p o  d e  D i r a c ,  y  l i b r e  p a r a  e l  
c aTiipo e l e c t r o m a g n é t i c o .

f)  D e b i d o  a  l a s  e c u a c i o n e s
E  ^  ;  L

^  y  E  ■= 5  i “
l o s  p r o b l è m e s  e n  l o s  e u e  a p a r e c e n  e c u a c i o n e s  d e  P a z r a e l l , n o  s o n  
p r o b l e m a s  p u r o s  d e  C a u c h y ,  y a  q u e  l o s  d a t o s  i n i c i a l e s  p a r a  E  e s -  
t é n  d e t e r m i n a d o s  p o r  l o s  d e  l o s  c a m p o s  f u e n t e .

E s t e  h e c h o  n o s  r é s u l t a  d e  u t i l i d a d ,  p r i m e r o  p a r a  v e r  e n  r u é  
e s p a c i o s  p o d c m o s  d é f i n i r e l  p r o b l e m a  d e  C a u c h y  p a r a  d a t o s  i n i c i a -  
I c s  c o n  c a r g a  f i n i t e  n o  n u l a ,  y  d e s p u e s  r a r e  d e m o s t r a r  e x i s t e n ­
c i a  l o c a l  e n  î î a : x ; e l l - D i r a c  y  1  l e i n - G o r d o n - I ;a x r c l l .

g )  Ddfinimos e s p a c i o s  adocuados p a r a  tratar el p r o b l e m a  de 
C a u c l i y  c o n  d a t o s  iniciales d e  c a r g a  total finite y  no nula.

, En e l  caso de Maxmell-Pirac, d e m o s t r a m o s  e x i s t e n c i a  locr.l y
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g l o b a l  d e  s o l u c i o n e s .
E n  g 1 c a s o  d o  IC1  c  i  n  — 0  o u  d o  n — E  a] x/ G  ]. 1 ,  s 6 l o  p o d c m o s  d e m o s t i  a i

e x i s t e n c i a  l o c a l .
H a c e m o s  t a : ; . b i 6 n  u n  c o m e n t a r i o  s o b r e  e l  c a s o  d e  d a t o s  i n i c i a ­

l e s  n o  l o c a l i s à d o s  ( c o m o  l a s  s o l u c i o n e s  e s t a c i o n a r i a s  q u e  n e m o s  
o b t e n i d o ) . E n  M a x . / e l l - D i r a c , s e g u i m o s  c o n s c r v a n d o  e x i s t e n c i a  l o ­
c a l  y  g l o ’o a l .
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APENDICE I

TBCNICAS DE MECANICA ANALITICA APLICADAS AL ESTUDIO DE SOLU­
CIONES ESTACIONARIAS DE LAS ECUACIONES DE MA3CWELL-DIRAC.

A.I. 1.- TEORIA CANONICA DE PERTURBACIONES

En este apéndice vamds a estudiar las ecuaciones diferenciales 
que nos dan soluciones estacionarias para Maxv/ell-Dirac.
, {EC. IV.3,1)

Z ^  i Ip) ^

con la integral primera

I

Podemos hacer el cambio de variable sugerido por los compprta- 
mientos asintôticos de y I

' \Tâ t(ri(^)

V z yTti xtyu(-Y)

Las ecuaciones A.I.1,1 nos quedan:
U. fc t Z ( k * C<ri U )

“ I Gt A ̂  ^

kyrx r d

Y la integral primera, asi:

— ̂  + 0( Qi 4̂ t L ) -

Estas ecuaciones proceden del lagrangiano

El hamiltoniano correspondiente es:

A.I.1,2



M  -I" A.I.J.,3

donde y P ^e ,.S . son los momentos conjugados de k
y k respectivamente.

El hamiltoniano H (A,I.1,3) es adecuado para aplicar la teo- 
rla canônica de perturbaciones, tal como aparece en el Courant 
and Hilbert, vol. 2, pâg. 130. (Ref. 13).

Podemos descomponer H en suma de dos términos i 
H  r M, t M, .

con
M. .  4- P,' f » fwW
HI » * ZêA u

y tratar como perturbaciôn; ya que el hamiltoniano H, es exac- 
tamente soluble. Ademâs, las soluciones de H , son exactamente las 
soluciones estacionarias para las ecuaciones de Kax'well-Dirac sin 
masa.

Planteando la ecuaciôn de Hamilton-Jacobi para H, , se puede 
obtener una soluciôn compléta de ésta por separaciÔn de variables 
y, por lo tanto, resolver exactamente las ecuaciones de Hamilton 
asociadas a H , .

Las ecuaciones de Hamilton asociadas a H, son:
k = . L 
Pu = o
k - A.I.1,4

Tenemos que el hamiltoniano es constante 
W , -  X  p,,' t  I P,. k ^  e  , <•#..

La ecuaciôn de Hamilton-Jacobi reducida para H , es:

A. 1.1,5
donde ^ es la acciôn reduc ida y y 9̂  representan las de-
rivadas parciales de ^ respecte a k y a k respectivamente.
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Una soluciôn compléta para la ecuaciôn de Hamilton-Jacobi re- 
ducida es ;

^  k - ( B - t ^ ^

y la correspondiente acciôn
y-- - - ÿ ÿ  fe E y A.1.1,6

donde E es el valor constante del hamiltoniano K, y a es una 
constante. '

Al tener una soluciôn compléta para la ecuaciôn de Hamilton- 
Jacobi, podemos asegurar que

Or' 3 f 'Calculando explicit amente j: - . SJL , obtenemos un par de 
ecuaciones algebraicas, de las cuales, a su vez, se obtienen k y k 

en funciôn de las constantes Pg , y de la variable x
, El resultado es: 

k = -  i  _ # Bg *
A.1.1,7

U \  r. -  ?  <k. _ X _  -  g B  g  g. X  * 4  - « . B g ' j ï f  +

Y usando que % obtenemos:

P k “ -

En el hamiltoniano total H = H^+ H^ , hacemos la transforma- 
ciôn de contacte generada por ^

Si el hamiltoniano fuera simplemente H,, esta transformaciôn 
de contacte nos pasarîa a variable canônicas , Ag , R c y
como ecuaciones de Hamilton para ellas, P - o. ». - @ , Rg = o 
es decir, que son constantes del iiiovimiento.

Al tomar H , + y liacer esta transformaciôn canônica, e, n , Cg 
y ya no son constantes, sine que obtenemos el bamiltoniano.



H....... = M,. M, t I f  <$:-■>

Et ' 2 c^{^)

1̂  M  T a &  - I Bf * ̂ )JT + j

Las ecuaciones de Hamilton para E ̂ Pg quedan;

‘ 2. «. ̂ IL) J  - e PfX*.(« y - & ̂  _ -̂ 6 fi 3

ÔL r ^  A. A4̂ (L)

% g T • i. (k )  ̂K 3

^ A V*—̂ k J — IA.X — ^ A S^y — 2 #L p g * —  3

Y tenemos la integral primera:
F  -V 2  a. c k. 5  & t

Estas ecuaciones corresponden a la variaciôn canônica de las 
constantes E < ̂ g ^ y, g ̂  cuando aKadimos el hamiltoniano
' ' M  ~ c*-̂ (k) • ' \

Para tratarla a mâquina es conveniente hacer el cambio X  ̂x «
%pues siguen teniendo oscilaciones con X

Estas ecuaciones son las que hemos empleado para el câlculo
numêrico de las figuras presentadas en el capitulo IV.

A.I. 2.- INTEGRALES DEL MOVIMIENTO 
Tenemos el hamiltoniano .- 
^ ̂  T f » k P,̂ + > c-» t A.1.2,1

que al no depender explicitamente de x es constante
Si se calcula una segunda integral primera, al ser un siste- 

ma de 2 grados de libertad, el sistema queda completamente re - 
suelto. (Ver réf. 14, p6g. 332). 

hoan:
M f k , P u , P ^ ) T E

.Integral primera de la energia



- I t

y j* <■ *'> fe. Pi,, Pk > , (f
otra integral primera.

De y -i B y <f T cf , podemos despejar
^ ^  , C ) '

P k f  u  k. E .C)
Bntonces Mu ♦ dk es una diferencial exacte di ^  

y tenemos que

r e A
«) ('

T T  "  ^
Son las otras dos intégrales primeras que completan la resolu- 

ciôn del sistema.
Para calcular otra integral primera, aplicamos los mêtodos de 

integraciôn por series del capitulo XVI de la referenda 14.
A la integral primera obtenida de esta forma se la conoce con 

el nombre de integral adélfica.
Desarrollando en serie el , podemos escribir:

^ - T  Pk' t ? k Pu f f Pu ( < -  ̂ ^  YÏ^T] * ' )
o sea

H  - M, *- M, ♦ -- *■ /'v ■*'---
con

kf, - ■» P u
H, r » W Pu * fh*
"i = > Pv (- V-

>u 

(7v,7|
U

Para calcular una integral primera hemos de encontrar y tal que



Desarrollando en serie de potencias y agrupando todos los tér­
minos de igual grado en la variable canônica, tenemos;

(4.H) -- (4..H.)* K,i f ...

Y haciendo cero cada uno de los sumandos, podemos ir obtenien- 
do recursivamente i

^ 4  , - a s') ^ Pu

(4, L _  . r, 4, -- p— V

Anâlogamente obtendriamos 
-z k. ^

ĵr ' ~ ''T I ~ \   ̂  ̂ ^  ̂k * JJ
4

Esta séria la forma de obtener una segunda integral primera; 
pero en nuestro caso no nos résulta ôtil.
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APENDICE II

EXISTENCIA LOCAL Y GLOBAL EN EL CASO DE DATOS INI­
CIALES NO LOCALIZADOS

A.II. 1.- ECUACIONES DB MAXWELL-DIRAC
Como hemos dicho en el apartado d) del pârrafo V, 6 tiene sen- 

tido plantearse el problema de Cauchy con datos iniciales no lo­
cal izados. (

La ûnica dific^ultad se présenta en la comprobaciôn de la con- 
diciôn Lipschitz.
El término de acoplo en M-D. (V,4,l) es:  ̂ Y

Para comprobar la condiciôn de Lipschitz, calculâmes:

Il r II y. K 'f  -

£ Il y, ( ï ' r - i ' r n i  t H K'p" ( £

donde II
'/*

que es lipschiciano.
Si hubiéramos empleado la || |/̂ para ^ podriamos de­

mos trar que el término 1/ ^ era lipschiciano; ya que W  no
, OÜpertenece a L

Lo mismo que obteniamos en el pârrafo II. 3 una cota a pri­
ori sobre la H Ÿ » podemos obtener una cota a priori sobre 
la U ,y entonces, la demostracién de existencia global es
trivial.



SI"

A,II. 2.- ECUACIONES DE KLEIN-GORDON-MAXWELL
En este caso vamos a tener simplemente existencia local. 
El término de interacciôn

es localmente lipschiciano cuando 

y el término

también lo es; ya que ambos términos son, a lo sumo, cûbicos en 
las funciones , fg ̂  /

La existencia global, en este caso, no podemos demostrarla.
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