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GAPITULO I

En la historia reciente de la Fisica ha habido un gran inte-
rés por el estudio de campos clésicos.

El primer campo cllsico relativista que aparecid fue el elec-
tromagnético (Ecuaciones de Maxwell) que encontrd un marco total-
mente adecuado para su descripcibén en la teorfa de la relatividad
eispecial.

A principios de siglo Einstein construybé la teoria de l1la rela-
tividad general; y en esa época se hacen intentos de construir te- -
orfas unificadas de la gravitacibén y el electfomagnetismo (Eins~
tein, Klein, Kaluza, etc.).

De esta misma época son también los trabajos sobre electromag-
netismo de Born-Inficld y de Mie, que proponen teorias no linea-
les, en las que 1o0s campos esStan exentos de singularidades, y en
las que las particulas son regiones localizadas de campo més in-~
tenso. i

El gran éxito predictivo de la ecunacibn de Schrddinger h;20 que
se buscaran ecuaciones de onda relativistas, .como 1las correspon-
dientes a spin O y spin —%— de Xlein-Gordon y de Dirac, con las
que se obtuvieron buecnos resultados (por ejemplo, correcciones re-
lativistas al &tomo de hidrbgeno); pero aparecaeron dificultades
de interprctacibn, debidas fundamentalmente a que en la ecuacidn
‘de Klein-Gordon la componente temporal de la corriente de probabi-
lidad no es definida positiva, y a que en la de Dirac la densidad
de energia tampoco 1o cs.

Estas dificultades no sblo desaparecieron, sino que la inter-
pretacibn fue clarisima al proponerse la existencia de antiparti-
culas y aplicar a cstas ecuaciones el mecanismo de segunda cuan -
tificacibn.

Las antiparticulas, como sabomos, fueron descubiertas poco més
tarde.

Bn el cotudio de I1a electrodinimica cndntica en la que las ecua-



ciones ya no son lineales(Ecuaciones de Maxwell-Dirac),se utili-
zala teoria dé perturbaciones,se hacen cllculos usando desarro -
llos en serie de potencias de la constante de acoplo (carga del
electr6n) y se obtienen resultados completamente de acuerdo con
la experiencia. (Por ejemplo. para el momento magnético andémalo

del electrén).

Durante una larga época, que va desde 1.930 a la década de los
aflos 6Q,se desarrolld extraordinariamente la teorfa culntica de
campos y se apagb un poco el interés por los campos sin cuantifi-
car, quiz& con la excepcibén de Wheeler (Geémetrodinémica).

M&s tarde renacid el interés por los campos clésicos con los
trabajos de Weil, Sciama, Kibble, Utiyama, etc., que vuelven a
considerar el campo gravitatorio y 1o interpretan como campos com-—
pehsatorios asociados a las transformaciones de Lorentz cuando es-~
tas se hacen locales (es decir; dependientes de punto: el mismo
método que se emplea para el campo electromagnético).

Una extensién geométrica de estos métodos consiste en el estu-
dio de un espacio tiempo de una dimensibén temporal y cinco dimen- -
siones espaciales con una de ellas cerrada sobre si misma. Con es-
tos métodos se reconstruyen las las teorfas unificadas de la gra-
vitacién y electromagnetismo del tipo de Klein-Kaluza.

MAs recientemente despiertan gran interés los campos gauge(Yang-
Mills) no abelianos (Weimberg, Salam, t;Hoof...) que exhiben, co-
mo teorfas cl&sicas, soluciones localizadas y, como teorias cuén-
ticas de campos, tienen la propiedad de ser renormalizables y asin-
téticamente libres.

Presenta también interés el estudio de las soluciones clésicas
de los modelos de teoria culntica de campos, como la ecuacidn de
Sine~Gordon o el modelo de Thirring.

Se han estudiado también modelos de partficulas wsando ecuacio-
nes de Dirac no lineales (trabajos de Rafiada, Soler, Vazquez .,..)

.que exhiben soluciones localizadas. Estas soluciones localizadas
muestfan una gran estabilidad y un cierto comportamiento solitb-

nico, tanto en tres dimensiones espaciales y una temporal como en



una dimensibn espacial y una temporal.

El estudio de solitones y de ecuaciones de campos no lineales
por el método de difusi6n inversa, despierta gran interés desde
1.967, y se aplica a ecuaciones como X. de V., Sine~Gordon,Schré~
dinger cfbica, modelo de Thirring, etc., que son ecuaciones en
una dimensibén espacial y una temporal. Se han utilizado como mo-
delos de teoria cuéntica de campos y también en fisica aplicada
{plasmas, fluidos, éptica no lineal, etc.).

El tratamiento riguroso del problema de Cauchy (trabajos de
Chadam, Glassey, Strauss, Reed ...), €S un tema interesante den-
tro del estudio de estas ecuaciones de campos clé&sicos no 1line-
ales.

En estos trabajos se tratan las ecuaciones como ecuaciones di~
ferenciales en espacios de Banach, y se emplean técnicas del tipo
Picard-Lipschitz para demostrar existencia, unicidad y prolonga-
cibén de las soluciones. Es una tarea de rigorizacibdn que investi~
ga menor nimero de modelos, y que avanza més lentamente,

Se suele plantear el problema de Cauchy sobre espacios escala-
dos en energfa (isomorfos a espacios de Sobolev), de tal forma

que se asegura la finitud de la energia de los datos iniciales.

En este trabajo nos ocupamos de algunos modelos en una dimen-
sibén espacial y una temporal de interés en fisica: estudiando el
pProblema de valor inicial para ellos y también las soluciones es-
+ tacionarias de algunos.

En el capitulo segundo estudiamos el problema de Cauchy para
las ecuaciones de Maxwell-Dirac, Klein-Gordon-Dirac, dos ecuacio-
nes de Dirac acopladas con un acoplo de Fermi, y el modelo de Thi-
rring (exactamente resuelto por el método de difusibn inversa).

Todos estos modelos presentan en comin el poder obtenerse una
cota a priori para la | Il del campo de Dirac.

El capituio tercero cstl dedicado al estudio del - oblema de
Cauchy pora las ecvaciones de Klein-Gordon-Maxwell, Aqui obtene-
. mos cotas a priori basadas en la ley de conservacibédn de laener-

gia.



Effi el cuarto estudiamos las soluciones estacionarias para las
fj étllaciones de Maxwell-Dirac y las de Klein-Gordon-Maxwell.
‘J~ Bn el caﬁitnlo quinto analizamos otra vez el problema de Cau-
cHY'bara Maxwell-Dirac y Klein-Gordon-Maxwell. Vemos que, por las
 Gapacteristicas de las ecuaciones de Maxwell, los espacios en
‘" ¢u8 estln planteados 1los problemas de Cauchy no son adecuados.
" Resolvemos exactamente el problema de Cauchy para las ecuacio-
o héérdé,Maxwell-Dirac sin masa (son exactamente solubles también
'fébmb flodelo de teorfa cuéntica de campos), y estudiamos qué espa-
. 4488 Serfan adecitados para plantear el problema de Cauchy.
j?Tif;:ﬂbé replanteamos el problema de Cauchy y demostramos existen-

:‘*ﬁiéj nicidad y prolongacibén de soluciones para Maxwell-Dirac, vy

'éﬂigfencia y unicidad para Klein-Gordon-Maxwell,

w‘ﬂﬂ»é; Gi1timo capitulo exponemos las conclusiones més relevan-

ttég h'que hemos 1legado. .

‘_HAy ademés dos apéndices: En el primero aplicamos al célculo

ﬂé‘;iés soluciones.estacionarias de Maxwell-Dirac técnicas de me-

- thnisa analiticd para el cllculo de una segunda integral primera

fyfiﬁ teorta canbnica de perturbaciones. ‘

; ‘ﬂﬁﬂ &1 segundo demostramos existencia local y global para las

; ~f'éﬁﬂ§dibnes}de ﬁaxwell»Dirac cuando los datos iniciales son no lo-
. éatieados, e

-
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CAPITULO II

ESTUDIO DEL PROBLEMA DE CAUCHY PARA EL CAMPO DE DIRAC ACO-
o PLADO CON OTROS CAMPOS Y AUTOACOPLADO

II. 1.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y NOTACION

En este capitulo vamos a estudiar el problema de existencia

local y global para las siguientes ecuaciones:

i) Ecuaciones de Maxwell-Dirac acopladas:

L A AR R SRR R

nve= (9,- aj) Vi SR Sl I1.1,1
IQ,AV/*: 0

11) Modelo de Thirring:
. - T oA
(- Cy# du tm)y = Q¥ IT YUY I1.1,2
~ iii) Ecuaciones de Klein-Gordon-Dirac:

Cermduim)y = gt

7 Ir.1,3
oM o+ MiUo: J F v
iv) Modelo de Federbuch:
-y d v m) s 5 (F5“f) 0.t
I11.1,4

(ig* e ) f = S (T )0



v) Modelo de Federbuch y modelo de Thirring acoplados con el .

campo electromagnético

'

Hemos escogido estas ecuaciones por su significado fisico en-
tre el conjunto de las due nos permiten obtener una cota "a pri-
ori" para la || Nlopdel campo de Dirac. S .

Chadam ha probado existencia global para las ecuaciones de
Maxwell-Dirac en una dimensibn espacial y una temporal, yha ex-'
tendido la prueba a Klein-Gordon-Dirac (Ref. 5). L
» Glassey ha estudiado el caso de dos ecuaciones de Dirac aco-
pladas por medio de una interaccidén de Fermi o una interacccién
escalar(Ref. 6). Encuentra existencia global siempre que loé‘va—
lores iniciales o la constante de acoplo sean suficientemente pe-
quefiios.

" Salusti y Tesei (Ref. 7) han probado existencia global para

los modelos de Thirring y Federbuch.

En cuanto a la notacién empleada, diremos que Vw‘sonlascom-
ponentes del campo electromagnético (vector real), Yy 9’ son
espinores de Dirac (en una dimensibén el espacio de spin tiene
dos componentes) y U es un campo escalar real.

Representaremos el producto escalar én el espacio de spin por
q;* V’ , donde qz’es cl conjunto traspuesto de . El espinor
adjunto lo representamos por qj = ?ffyo.

Las matrices x”‘»son operadores en el espacio de spin que sa-
tisfacen:

o ol_'o)

-Uf*yll+ X)’X/A: 2 3/“ v (:5"": 1, ‘n":--‘l , 7 :'7 =



- : 1T - 3

Todas las representaciones de las j’“son unitariamente equi-
valentes.

Hemos escrito las ecuaciones en forma covariante. Puesto que :

‘ vamos a usar su forma vectorial, definimos las matrices & y ]

- de esta forma:

=-yy' 5 BTy
que satisfacen:
* T L
; K" = o y &= 1 ; P B

R?=-1t , wp+pr= o

IT. 2.- FORMULACION MATEMATICA DEL PROBLEMA Y EXISTENCIA LOCAL

Vamos a introducir los siguientes espacios (Ref. 5):

RN . . . 1
Definicibn: Sea D el espacio de Hilbert de funciones de E

con valores en el espacio de spin y de cuadrado integrable.

Sea A el operador diagonal (m'l -A)Ve. Pefinimos D, como D(A)e

€ D dotado de 1la norma:
hylly, = Wayl,

Definicidn: Sea 1 el espacio de Hilbert de funciones de cua-
. v ¢ k4 <
drado - integrable (v) de E con valores enR @R . Sea B
- v, 4
el operador diagonal (—A)V‘. Definimos M “ como bB)® L dotado

de 1la norma:

(il

Usaremos D,@ M y, para Maxwell-Dirac, D, para el modelo de

2
- {nevig envnl e 1

Thirring, b\e;(u, o L”) para Klein-Gordon-Dirac y b, @b, para el
modelo de Federbuch. D, vy Ml/f'. son equivalentes como espacios
de Hilbert a una suma directa de espacios de Sobolev H .

La derivada fuerte en L° de una Funcién { la representare-
mos por LJF

Bstos copacios con espacios escalados en energia. En més di-
mensiones cspaciales también se emplean espacios escalados en
energia (Ref, 2).



Ya vercmos en el capitulo quinto que en el caso en que inter-
vengan las ecuaciones de Maxwvell en una dimensibén espacial, no
son los espacios mls adecuados para plantear el problema de Cau-
chy, aunque son' los espacios idbneos para tratarlo en tres  di-
mensiones espaciales.

Hemos escrito estas cecuaciones en forma covariante. Para tra-
tar el problema de evolucidn temporal nos resulta mas cédmodo es-
cribirlas como ecuaciones vectoriales, dejando explicitas las de-—
rivadas temporales y espaciales. En esta forma, las-ecuaciones
nos quedan:

i) Maxwell-Dirac:

Loy= kg vrm)y -5V .
) ] . . . o I1.2,1
;r?(v}=(x:a)("’)+?(j)

donde ; \f’+W
v-(:") | V= (Yo=Y, %) I’(i,) = (v'*w)

ii) HModelo de Thirring:

{%"‘f = ( o éa'.flgﬂﬂ) Y+ 9 Uy 11.2,2

donde U= ’:('f’*yl‘ ‘f”“?’“)

iii) Klein-Gordon-Dirac:

!‘Li‘*"' (x.si; tRpwm) Y - GUBY
- 0 ) 11.2,3

ﬁlT (‘:A) :(~(1:'.4) ;)( :) *.3 («'\v*pup

iv) Modelo do Federbuch:

(100 23T LI 2)G)



~1o-

. -§' + N
donde U,z ¢ (v Y-yoaypa), Vv, - t(\P"lf-t{‘a\(’a()
A partir de la forma vectorial podemos escribirlas en forma
integral.
S5i 1lamamos a los datos iniciales en t = t, g;,(ﬂ,‘un)x¢°’ztc.
obtenemos estas ecuaciones:

‘i) Maxwell- Dirac:

: t
q»(f) = b-t)y - 7/b(f-s)V(3) Y6) ds
t,

t [~}
() el e (g,) 4

11.2,5

donde
D) = exp{(n g +pm)t]
o emate g'aemte
ME) -
-Baemls costs

son los propagadores de Dirac y Maxwell respectivamente.

ii) Modelo de Thirring:
t
Coglt) = bt v+ 3]{ pit-s) Ves gerds I1.2,6
con bft) = W{l"‘;‘?’; s pm)t] |
" iii) Xlein-Gordon-Dirac:
. t '
y(t) = dt-te) y, + «3/ d-¢) W) p yisr d s
¢
L] f’ o
W) - o) (30 - K(*—s)( )ou
(“‘*(U) - k( )( 5) %[{. N YOP‘Y

donde

+ Tawa tA
kit) = (M A A )

11.2,7

sAarmlA cor t A



es el propagador de Klein-Gordon.

iv) Modelo de Foderbuch:

Y\ AR AP
{ors c(t'i“)(ﬂ) ”\*.('J

donde [

co- e ([T ) a7 )]

La existencia local de soluciones para la forma integral de

v, (s) - [ l{’ﬁ))
' <
o U, (s)) \f6)

x v

las ecuaciones de Maxwell-Dirac y Klein-Gordon-Dirac se obtiene
en la referencia 5 usando un teorema de Segal (Ref. 4 th. 1).
De una forma muy parecida podemos probar existencia local
para los modelos de Thirring y Federbuch, ya que D(t)y (:(*) son
grupos uniparamétricos unitarios y Fuertemente continuos en D,
yb & b, . Los términos no 1inea1esmson C%PiCOS, ¥ si usamos
la desigualdad de Soholev tuﬂws k"f"z '“b“lzl podemos probar que

son localmente lipschicianos.

II, 3.~ COTA A PRIORI SOBRE LA W Wil

Para probar la existencia global de soluciones, segin el teo-
rema de Segal, nos basta con probar que la norma de la solucibdn
permanece finita para todo t finito y mayor que t, .

Para demostrar esto, vamos a empezar obteniendo una cota a
priori sobre 1a Il Y, .

Veamos como la obtenemos para las ecuaciones de Maxwell~Dirac
y para ¢l modelo de Thirring.

Sea \'V una solucibdn de las ecuaciones de Maxwell-Dirac o del
modelo de Thirring. Vamos a demostrar que | \rllﬂ<J’ , siendo J
una funcibdn tal que J(‘t)< o Vte oo ,

Si Y es una solucién de Maxwell-pirac o del modelo de Thi-;

rring, satisface la siguiente ecuacibn:

d e, 2

hall}
34 Tyl o= e 11.3,1

donde j‘o-_- \r‘\i/ v j,z ~\r+t(",



que es simplemente la ecuacién de continuidad que expresa la con-
servacién de la carga. ‘
Calculemos ahora _?..j'+.@- ' © . Obtenemos:
at ox

i 2 amic e
donde ¥ = - ylopy
Es de notar que podemos obtener este (iltimo resultado gracias
,a‘ la estructura algebraica del término no lineal. Si se tratara
por ejemplo de un_autoacoplo pseudoescalar, este resultado no se-
ria cierto. ’
" ba ley de conservacién de la carga nos dice que || yll, = cte.

Las ecuaciones anteriores podemos escribirlas como:
('S i . 0o .
247, A( .°) = 2 m(-,-) 11.3,3
It \d, 3 i

o !
con A= ( ' o)
Podemos diagonalizar A con la matriz unitaria TrL‘ (',": ) . si
: 2
integramos por caracteristicas el sistema diagonalizado, obtene-

mos:

t ~

{700t = L6t + {16 v 1l il DY 4

t
¢ "»"‘/{ir(x—*'sﬁ)-j?xd-x,s)ﬁ ol ¢
" II.3,4

NI Hj:(x-f)+j.'(x—u-4:6«4*)-4:(“')& +
f -~
+* 4«/ '( i‘(x-fﬂ,x)-q-ir(x\pf-s}g)ll ds
1o

si aplicamos || |42 ambos términos de la ecuacibn, como
il S;",,oi i :\"uw vl i'“wé li°ll » ¥ usando el 1ema de Gronwall, ob-

. tenemos ¢

e e




IT - 8

Con esto, como {° es cuadrético en el campo \r tenemos que

R t - .

Hen, < @) siendo { tal aue JR)«a Vi< y ¢ una solu-
cidén de Maxwell-Dirac o del modelo de Thirring. ‘

En el caso del modelo de Federbuch, las ecuaciones que corres-
ponden a las anteriores son:
. ' T— (' -ytay
{(°+ "‘?"j - o donde )} = ¥ ¥ s 4
2x . :

: +
2 donde koz \P""f; k't"?“‘f
o 11.3,5
i* donde S’= -ylapy

¥ Y
-?u'
°
+
r-
"
[}

.?_.'f 9-43_: 2w
ag"*Dx‘! ' .
4
- - o
&ku"?— Izo: zw,kr donde k 'f P?
ot 2x

De la misma forma que antes, podemos obtener una cota para "( ?;)"
En el caso de Klein-Gordon-Dirac, la ecuacidn correspondiente

a la "inversa" de la ley de conservacién de la carga es:

{U

(-4'5w) ¢ & ¢ty = - 2mogu) ylapy

Q]

t

Si poseyéramos una cota para f{] "Allm> podr{amos obtener de Ffor-
ma similar una cota para la || wll, ; pero se sabe (Ref. 5) que W

admite la representacidn:

' x+t
W) = L uet) v wlet)] *g./ J, (- MVBEDEEE) ) g 4
-t

¢, xalt-2> 11.3,6
! -
i ‘1]] I (- M Vi-5)*-a-2)¢ ) ¥ viz)dsee
oxftez)
Tomando || W, ¥y usando el que las funciones de Bessel estén

uniformemcnte acotadas, podemos obtener una cota para W Mlg
Nuit ¢ cle (4¢t) (Ref. 5, 1lema 3.2).
Teniendo esto en cucnta podemos deducir dque "t}”; a Vi< tan—

bién en este caso.
Si los valores iniciales deld problema de Cauchy tienen sufi-



. A 2 . . .
cientes derivadas'en L 1las soluciones de la ecuacién integral
. son soluciones de la ecuacibén diferencial, y la cota obtenida se

. extiende también a este caso.
II. 4.- EXISTENCIA GLOBAL

Una vez obtenida esta cota a priori para la || ¥l vamos a pro-
bar la existencia global de soluciones para las ecuaciones que es~
cribimos al principio.

' Haremos ia prueba en detalle para Maxwell-Dirac y para el mode-
lo de Thirring. La prueba para Klein-Gordon-Dirac podemos hacerla
51guiendo paso a paso la de Maxwell-Dirac,’ y la del modelo de Fe-
derbuch siguiendo la del modelo de Thirring.

Para probar existencia global de soluciones para las ecuacio -
nesnes de Maxwell-Dlrac, tenemos Unicamente que probar que “ v))“
permanece finita ¥V 1 Ffinito.

| De las ecuaciones de Maxwell-Dirac en forma integral, ecuacio-

nes 11.2,5, tomando || ”Hy en la parte correspondiente a Max-
. (]
Vell, obtenemos:

va) Ve 1 °
Wl NG, vf o]
e w16,

(:)“ my, + “sl/tvﬁ Nyh_ (yll, &

ds =
My,

"
-

A
—

y esto implica que "(v)" My, es Finita para todo t finito. Hemos
hecho uso de que el propagador M (t) es ortogonal, y de 1a cotas

ae Il YL,

El que v M%
son finitos ¥ 13 finito.

% 7
8i aplicamos ahora la desigualdad de Sobolev n("‘bé Vlu“z“b‘"zl
obtenemos que || vﬂ)"w es Finita ¥Vt finito.

sea finito Y l< & implica que “VIIUI\\W",,“‘“‘!

Faad



Calculemos ahora “ lf"b, . De la parte de la ecuacibn inte-

gral que correspoude al campo de Dirac, ecuacibn 1I.2,5, toman-
do |\ II,,. obtenemos:

=

{ | o
Wiy, < v, + .3./f Novl-sy Ve ye) ds e

; 11.4,2
AN +|3|L | Ves tel, ds ‘
ya que el propagador de Dirac es unitario en Db, .
Bl integrando lo podemos acotar y obtenemos:
¢ .
l\\ynb ¢ el 4 ‘i‘f{ d{“v(i) ‘l’(ﬂ"z + | v (Ve ves) ",id X3
] o
1 .
s obi s de/( flvesll Ny, + 1 o vedll I el +
S ' 11.4,3
+ v, \Wo '{’(s)llas ds ¢ o
t
¢ a+b [{ il Ve[ ft Yell 4l Vel sl + Ve ) \m;ubj dg

Hemos usado Hl o i, ¢ W{ll, ¢ edudi, » wogu.y
Ahora, con la ayuda de las cotas que tenemos para |l\f’ﬂ‘°,||\'"~,||vu‘

y para || t>v||z N ll\(”z , ¥y usando el lema de Gronwall, obtenemos:
“ L‘/(f)”o' < {({) 5 4(1—) < oo Vit < oo

es decir, existencia global ‘
‘ Veamos ahora la prucha para el modelo de Thirring. De las ecua-

ciones en forma integrval, tomando |l “n. obtenemos:

+

Wl <, m/” oi-c) Us) yeoll, s s .
' t, 4,4

+

< ¥ $4 0{.‘

< || ‘K,H,,' !8|L°l! U yo )”b'

ya que el propadador de Dirac es unitario en D,



S8i ahora usamos que“D{Hésﬂf”b$¢wf"¢"b{"ipodemos acotar el
) B
integrando y obtenemos: A

{ ?’mnbé |‘ il b, * bt[?lluw Y(I)"L-P“b (Ve Y(sl)”l}v{i <

+
S "!{ | Ve ,»,I\ yeol| | Uefl b vl + | wel o Vel ] ds «

11.4,5

1 4
¢ aeffl vl lvell i e oo, « dffyol b vel Jos <

L]
L +
‘e ot e/,‘rm‘ ‘f’(s) ,,(;b
efleelvel,
donde hemos usado también que V(s) es cuadritico en los campos ¢,

Aplicando ahora la cota para 1a || Y|, y el lema de Groa-
wall, obtenemos: )

I yelly < oo, {er <o View

y con ello demostramos existencia global para el modelo de Thi -
rring _ ‘ . N

“La prueba de existencia global para las ecuaciones de Kléin—
Gordon-Dirac es similar a la de Maxwell-Dirac. Si queremos probar
existencia global para el modelo de Federbuch, podemos sequir pa-
SO a paso la prueba que hemos desarrollado para el modelo de Thi-
rring. :

En el caso en que tengamos el modelo de Thirring o el modelo
de Federbuch acoplados con el campo elect;omagnético, la prueba
de existencia global se deduce con facilidad siguiendo las rea-

lizadas

En este caso las ecuaciones son:
Iy e rwmd Y T =S LYY 5, PR VY
Bve s g fpep 5 2T e e

para el modelo de Thirring acoplado con cl campo electromagnético,



—41- II -~ 12

y andlogas para el modelo de Federbuch acoplado con el campo elec-

tromagnético.

II. 5.- COMENTARIOS

a) La forma de obtener la cota a priori es especifica de una
dimensidén cspacial y una temporal. »

b) Este tipo de cota a priori se puede extender a cualquier
acoplo del tipo i“ U"?’ siendo i,\ un vector Lorentz.

¢) En los casos estudiados no se necesita ninguna restric -
ciéﬁ sobre el tamafio de los datos iniciales, al contrario de lo
que ocurrc cn la Ref. 6 en due si es necesaria la restriccién pa-
ra para las ecuaciones del modelo de Federbusch.

d) La cota a priori sobre la H qﬂld, permite demostraciones
mis cortas y més sencillas que las de la Ref. 5 para las ecuacio-

nes de Maxwell-Dirac.



[PV DU RDEPOUCRIPUR SN U VRUR 2P v U A O GR PR

CAPITULO III

ESTUDIO DEL PROBLEMA DE CAUCHY PARA LAS ECUACIONES DE
KLEIN-GORDON-MAXYELL




~47 - IIT - 1

CAPITULO III

ESTUDIO DRI PROBLEMA DE CAUCHY PARA LAS ECUACIONES DE
KLEIN-GONDON-MAXWELL

III. 1.-FORMULACION HATEMATICA Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este capitulo vamos a estudiar el problema de existencia

local y global del soluciones para 1las ecuaciones de Klein-Gor-

don y Maxwell acopladas.
En una dimensién cspacial las ecuaciones de Klein-Gordon-Max-

well son:
» ? _ .
b QM # = - % > QM-’ %” ey %“
I11,1,1

nv”®z (Boo'an)vk =1\ &”E ] !.(y‘ﬁop/_c'c')

27, =

v
Ve
An&iogamente a como hicimos en el capitulo anterior, nos
. 3
plantearemos el problema de Cauchy en los espacios (b6t )® /493
que ya habiamos definido.
En forma vectorial las ecuaciones quedan:

o

y % ) ° ' ﬁ )
]Tfs)-(_(m'.a)o (¢ s :\fub,hﬁ

26 (20 (g,

111.1,2
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y su forma integral es:

/:((f))): k(e t.)( ) . s/ kbt (";D‘V) A

R VA PR

I11.1,3
A

donde K y M son los mismos propagadores del capitulo anterior.

III, 2.- BXISTENCIA LOCAL

Para ver que hay existencia local, puesto que los propagadores
K y M son lineales y continuos en los espacios de definicién,
tenemos que comprbar que los términos no lineales-son lipschicia-

Y
nos. Para lo que usaremos la desigualdad de Sobolev ||ll,¢ k\\(ll‘f\lbll!,"
~ Como los términos de interaccién son a 1lo méximo ciibicos y en-

”
tran en ellos finicamente Vu y 0Ou ¢ » (Ou #)", no presenta difi-
cultad el demostrarlo.
n . pa
. A ‘e V
Veamos el término vV, b7¢ = V,,() £ /).

Tenemos :

R A L IR IR AT Y AR DI
NGRS cgv=) -2 - cy Tl O3 My
« uxﬂ_ﬁla’“%-B";Ilyllfs(""f-y"?)llz}+llb“#llfﬂb(i-v)ll Iwin%e e,
< Nl 11 4079+ valllv™l {uv el BN, e v, 1Y

s k|l png, { IRYOR A ERTRCIA

De una forma totalnente andlova podei:of probar cue el otro tér-

mino Qe acoplo ¢ (‘fﬂl},f - f-'."o) es lipschiciano.
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III. 3.- COTA3 A PRIORI

De acuerdo con el tcorema de Sagal tenemos que probar que las
normas Wv ”;ﬁ_ Mf W IA estén acotadas para todo t ¢ o4 |

Para ello vamos a obtener una ley de conservacidén que nos daré
muy flcilmente esta acotacibén. Esta ley de conservacidén va a ser

la ley de conscrvacibn de la energia-momento. La vamos a obtener

directamente de las ecuaciones en una forma en que queda explici-

to que la densidad de energia es una suma de términos positivos,
Para ello vamos a operar directamente con las ecvaciones de
Klein-Gordon-liaxwell.

Definimos:
$= 14x
bi = Do"b. R D"L: b,- Y,

La ecuacién de Klein-Gordon se puede escribir como
Dy Dy=by by ¢ . . MA;¢ ‘ I11.3,1
L2

y también de estas dos formas equivalentes:

(b:{bq* 555)9‘:’%79‘

111.3,2
b, - ¢ 3 - ' . '
(D,‘ 1 N = )1{ T e n f 111.3,3
'donde E ~ ((}a v|‘ C}. ‘/o)
ya que
bl bk = D‘\ Di"‘z‘?(aovt‘anv"):b;\bg-.?ée 111.3,4
Las ecuaciones de liaxwell podemnos escribirlas como
ax E = " { e
) I11.3,5
')(’ F - ‘1 AR



De 1la ecuacibén IIT.3,2

- o cr
N A
hacie d‘ W = J;l b ¢
ndo e h

podemos pasar a

bsu;-t,w(4+% 5)¢

4 . I11.3,6
BRSNS

Y de la ecuacibn 11I.3,3

. s
haciendo v = 7‘:: Ds #
podemos pasar a

by v = - im(1-ige)f

-yt
I11.3,7

b!¢: -I.Mv

que son, salvo los términos en E, similares a las ecuaciones de
Dirac con campo electromagnético.

* Del primer par de ecuaciones Se obtiene:
9¢(¢?’”+ wwt) v b Af g "‘“v)=,?’; E( v+ ¢ w) III.3,8

Y del seguﬁdo obtenemos:
94{9;".""”) N 9)(@,3"-\;\/’): "% efvrevt”) IIi.3,9

Estas ecuaciones son, excepto los términos en E, similares a
la ley de conservacibén de la carga de las ecuaciones de Hasxwell-

Dirac.



Sumando, tenemos qaue

J* ({¢9{”+uu"+vv”) + Qx(u w-vv”) -

A AN S Y ST T

Ui N 11I.3,10

"
'
¢
m
A\

!
» fF = —;'%(E')

3

Al restar se obticne

O, (v vv") 4 ) -‘-:9‘/’« wursvyr ).
n x

- IT1T.3,11
) ,

- pwel Elo = = Jx (e?)

Asi pues, podemos escribir las leyes de conservacibn:

de (2 FF s umwte v s ZRHEY) « O fuutvvr) = o I11.3,12

»” 2

e tanrovvur)y v (=244 uu"+VV'-;:‘-, E')=o0 I11.3,13
que corresponden a las leyes de conservacibn de la energia y dél
momento. ) e .- v
La integracién en x de la primera ley de conservacién III.3,12

permite afirmar que:

“4’"2;"““ llEll{ ¢ chh Yteo

) vltl

[ A ] ?

III. 4.- EXISTENCIA GLOBAL

Las acotaciones que hemos obtenido nos van a permitir demos -
trar la existencia global de soluciones.

Tomando || |} ] "H'/e. en la forma integral de las ecuacio-

b oL,
nes (ec. ITI.1,3), tenicndo en cuenta la desigualdad de Sobolev

g, ¢ wndhinom?

¥ que. los propagadorns son ortogonales cn D, @ I»; Yy en M'/z , Podemos



escribir

Al A, oo

& &L 4 cte ;\\{““w" DM¢"L A < III.4,1
4,
| V"'m°4(wmwsm&mm*lﬂ/LQy’Ny-uuhx“
] 4 ‘"
. ; 1
¢ S 4 ﬂ‘/l”’ﬂwllb“ﬂ(,cls 111.4,2

Como Il ull, ,H vi|, estén acotadas I b”f", esté acotada.
Entonces tenemos:

. , 1
Neh, e s e'tt/{."%"“ ds

wn,eﬁ*i[wfhxs

111.4,3

La aplicacién del lema de Gronwall nos permite afirmar que
¢, tivl, son finites ¥ ¢t Finito.
Tenemos, a partir de III.4,1

¢ -
u(‘“ub,ot, s Ao ‘L/{.t” Yl ,, I o%¢ll, 4 ¢

‘ {
5&40(4/"%”“.0{'« ol s
-'

“f

II11.4,4

sa,m/w%m
to

y 1la aplicacidén del lema de Gronwall nos lleva a que

il

<O¢V~l¢oo

O}
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En €1 caso del campo electromagnético podemos escribir III.4,2
+ ' ‘
v ! '
WM, e vt [ nfu,novgn, As
l t
4 e .
y de una forma totalmente andloga obtenemos que

" (‘o’”lm,/ e o V<o
2

Con esto hemos acabado la demostracibén de existencia global.
ITI. 5.- COMENTARIOS

a) E1 que la densidad de energia sea definida positiva, hace
posible la demostracidn de existencia global.

b) Esta demostracidn de existencia global se desarrolla en dos
pasos: v
En el primero se dermestra la acotacién de 1a || 4’"”, " V”” , Y
en el sequndo, la existencia global. .
. ¢) La demostracién cs tGnicamente v&lida cuando la carga total
del campo de Klein-Gordon es cero. - N

Solamente en este caso puede ser finita la “ E “ 2 Y pode-
mos usar el espacio M yi para el campo electromagnético, como

veremos con mis detalle en el capitulo dquinto.
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CAPITULO IV

EGTU'VJ0 DE GCLUCIOIIE: EGTACIOUARRIA3 PARA LAG ECUACIOIiISS DE
fIAXVJELL-DIRAC Y KLEIU-CORDON-IIAIGTELL

Iv. 1.- T'0-EXIGTERCIA DE GOLUCIOLES ESTACIGNARIAS LOCALIZADAS

Vr;. ;or. a estudiar las soluciones cldsicas estacionarias de
i.as ecuaciones de iJaxv;ell-Dirac.

Esta u:ouado en la rsPejrencia (J ) que las ecuaciones de Max-
well-Dirae, cuando buscamos soluciones en los espacios H*® ®
no tienen,ni una tcoria de difusion, =ni soluciones estaciona-
rias. T,a nrueba os suficientemente corta para repetirla aqui.

Geau v y v una solucidn al nroblema de Cauchy para Madavell-

Dirac con catos in'iciales localizados vojx~k g Vere-
kios cru:-;
S A X
o
En ofccto: Tone: ios la reprosentacidén para * \
V'M o = | (nVx-U + folp o) Xor
L, X k(t-
iv.1,1
, Y
1
io;do liu, , tenemos;
1 -
oo ,

donde T , es la -uneion caratcristica del cono de luz de ver-

tice



Entonces sucede cue

od + o0

Do vob,t) = o+ -‘:—/ yy'ydyrds Iv.1,3

- f-—$ o0
— 0

y como
+ oo
/ ,E,u‘b"q/.l‘y:di>a

esto implica que

Voifx,t) —> e ¥V Xx
£ — oo

Como las soluciones libres de las ecuaciones de Maxvell estén
acotadas para todo t si 1los datos iniciales son locelizedos,el
que \/f’(y.-l);_—: o VX inmplica que no existen soluciones libres
a4 las cuales tienda la solucién cuando ‘f tiende a infinitoy por
lo tantotanto, no hay teoria de :difusidm. ' _
' Esta denostracién de cue V"é(,-i)-—»:: Y x , no seria vAlida si
los datos iniciales no fueran 1oca-1_;zados.

Vamos a ver ahora cue no existen soluciones estacionarias, que
al ser anélogas a cstados ligados, son comoletamente opuestas a
soluciones que tiendan a solucion.es libres.

: °
Tenemos que V (x,1) —> 2 V¥V x
+t —> o0

Integrando la ecuacién de la condicibén de gauge de Lorentz |,

1 .
d V°+dvV'=0 se obtiene:

: ’ t
Volx,t) = Velx,0) 4/ 5;:'('(\/:()‘,7)) dz ©1Iv.1,4
L)
Si buscamos una solucidn estacionaria, tendrcmos que:

76, 60 = §70x,0)

.

o ‘o ot .
y coio  d, | +d,1 = o , cato nos dice aue  |,(¢,t) = o, pues

3

c)d': oy i'(+o2) = jycor= o



Entonces, V,{x,t) satisface la ecuacién de ondas libre.

Sustituyéndolo cn la expresibébn para Vs, , obtenemos:

‘/.(X,t ) - Vol(x,0) - —;' { V,(X—f, c) -V'(Xft, °) '] -
t , Iv.1,s5

-é/i \;'(x—z)a) -V, (xv2,0)4 43

que estl acotado cuando t -5 o , en contradiccidn con el re-
sultado VZéﬂ*i‘tZ:f ¥x . La tinica forma de eliminar esta con-
tradiccidn es hacer W,0)z0, y asi eliminar completamente la
interaccidén. Asi pues, tampoco existen soluciones estacionarias

localizadas.

IV, 2.~ SOLUCIOMES BSTACIONARIAS NO LOCALIZADAS PARA LAS ECUA-
CIONES DE MAXWELL-DIRAC SIN MASA.
que ‘

YEYEB existen soluciones estacionarias localizadas. Vamos a
buscar soluciones estacionarias no localizadas. ‘

Comenzaremos estudiando el caso en el que la masa del campo
de Dirac es cero.

Para buscar soluciones estacionarias, en las que la densi-
dad de carga no dopende del tiempo, tomaremos las siguientes de-
pendencias:

3. depende sblo de X

Por la ecvacibén de continuidad c),,§°'l 9,3': ¢ ha de ser J',z ele,

Si buscamos soluciones en reposo, tiene gue ser j,: °

En estas condiciones podemos elegir un gauge en el cual
V‘-.:: Ol

Vo depende sbélo de x

Para c¢ue |}, dependa sédlo de x , tomamos la dependencia tem-
. -t . .
poral en los espinores =@ ‘ qu; mediante un cambio de gau-

ge, podemos tomar siempre A =< 0.
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Si hacemos

~ a . Vo ,‘01)
F=(3) s 0= (60) > a(5e
obtenemos el sistema de ecuaciones diferanciales ordinarias:

¢

- Lx = V. o

1v.2,1

[ 2 *®
-voxx = a0+ bb

Consideremos el tensor energia-momentopara las ecuaciones de
Maxwell-Dirac acopladas:

TR P ANF L@y ey )y

-(3“?)7“)")-.%.(FE“?*V"»,FJ“',W“) 1y.2,2
gt LT s (e GLIF) YY)

Lo
—m Py L f;,,ﬁ

donde m = o en el caso en que son Sin masa.

Vamos a ver qué informaciédn nos dan las leyes de conserva-
v
@“ 7% o en el caso en que estemos

cibn de energia-momento
buscando soluciones estacionarias.
Puesto que al ser la solucidn estacionaria,la densidad de ener-

gia no depende del tiempo,tenemos; J, T°" = o

De la ley de conservacién de la energia tenemos:

Df'Trv = —ax'Tod



¥y como

9!‘ Tau:o

esto implica que
'
2, T = o

—ot
o sea, T =&l | que es una integral primera del sistema de
ecunaciones diferenciales ordinarias.

Si la solucidn cstd en reposo, seri: .
ot _
T =9

Como la ley de conservacidén del momento nos dice:

ol _ 7!
()iT - - axT
esto indica que

-

[}
 x T'""=2 06 => T'' = i

Esto es también una integral primera del sistema de ecuacio-
nes ordinarias. -

Para buscar soluciones localizadas {(silas hubiere) tomaria-
mos como valor de esta integral primera T"z0.

Para que T°' sea igual a cero, tomamos @* V  yeal, h ima-
ginario puro, b = ¢ w ,w real (también podriamos tomar al revés:

a_ imaginario puro, b real, y seria equivalente).
Llamando k = -v, , nos quecda el sistema de ecuaciones dife-

renciales ordinarias:



. . o
que tiene la integral primera T = & cve e traduce en
?

? i
k@ire?)- Lk, = & IV.2,4
Si buscéramos soluciones estacionarias localizadas (cue no
las hay) tomarfamos el valor cero para esta inteqgral »rimera.

Tenemos también otra iategral primera, cue es,

-‘Mz-l—\/z = Mo

con lo cual :

k': !{-G‘Xzi-&(x"-b

Las funciones Wy v satisfacen entonces un sisteoma lineal
para el cual las §oluciones fundanentales son Senos y cosenos
de una primitiva de k .

Una solucibn en la cwval las funciones son de paridad bien de-—

finida y adem&s T''= o , est

k - -% ¢ x?

U=z ¢ a(Lex?) Iv.2,5

3
Ve ¢%un (4¢77)

[ . . 2
Como vemos, aunque T"= » y son solucionas no localiszadeas.
La densidad de carga es constante en todo el esnacio y la den-—

sidad de energfa T°°-= 4.l,‘ es una paradhola,

IV. 3.~ SOLUCIONZS ESTACIONARIAS PARA LAS ECUACTOUZS DE  MAX-
WELL-DIRAC COU }MASA.

'

Vamos a analiznar chora las soluciones ect

o

cionarios dara cl
caso en cue la masa del canv»o a2 Dirac no oo pule.

Como en el caso sin masa, tomaranos lac mioamas depondencias

temporalas v una connonente del
. el
pura., Con coto hacaios cue J'y'T fean 1Cro.
) B . . At
Bn la Jdencploncia touporel do los caninoroes, Yoo & ¢ -

bidn modemos to » A F 2 por v caabio G0 cancce.



Bl sistane de-ecunciones diferencieles ordinarias que obte-

nemnos

D
=i
[P
0
I
]

caso 0l

V= (14 k) w 1V.3,1

Hemos recccalado la wmasa y la constante de acoplo a {
La inteoral priiere cue se obticne de 3,7": o . es en este

caso

] ?
k(u’« v) o+ (W-v?) -7 ‘e, = . Iv.3,2

Las soluciones estacionarias localizadas (si las hubiere) ,
"
corresnonderian a T =o
Estas ccuacioncs son las ecuaciones de Buler-Lagrange del

problema variacional asociado al lagrangiano

9( = k(“"",)“'{‘l’xv*(ul"’)‘v"(k‘“‘ﬁr

? 2 _uv') o 1 ) . :
ke (atev?) 1 (-v?) k, es el Hamiltoniano

N

. Como hay invariancia~ por traslaciones, el Hamiltoniano es
constante.

El poder esociaxr cstas ccuaciones a un droblema variacio -
nal es consocvencia directa ée cue las ccuaciones de Maywell-
Dirac viencn también Jd2 un laagrandiano,

Los teorames usunlas cobre ccuaciones diferenciales ordi-
narias nos peormiten asequirar cue existe solucidn tnica pava el

sistecma
Wy = (L-k)v
Vy = (.;L;L)u

wl vt



y que estas soluéiohes son prolongables hasta X = £ e

M&s atn: si la solucibdn no es idénticamcente nula para uyV
tenemos aque ke vrd 0 ¥ Y kex £ o ; entonces, k cs una fun-
cibén convexa, y es tal queja,¢ ks a+d |xl V.

Para grandes ¥ , tendremos aue { va a ser mucho nenor aue

k » ¥ entonces las ecuaciones para WM ¢y vV adnitirén eproxi -

madamente‘la integral primera w'+vlz & y asintbtica -
mente ' ll se comportaré cono b -Xa . Parece,pues, cue el com-~
portamiento asintético de estas soluciones va a ser elmwismo cue
el de las soluciones del caso sin masa, Todo esto 10 vaios a pre_

cisar m&s en el plrrafo siguiente.

IV, 4.~ COMFORTAMIENTO DE LAS SOLUCIONES ESTACIOHNARIAS DE LAS
ECUACIONES DE MAXWELL-DIRAC CON‘HASA

a) Comportamiento en el origen

Vamos a estudiar soluciones de paridad bien definida.
Analizareinos el comportamiento de la densidad de carga w'+vi

Tenemos dos tipos de soluciones:

19) Lol X ag 29) LN \‘ML,\.‘.M
V i per \ e
k ra v per

Del sistena de ecuaciones difereaciales para W,V ¢k obte-

nemos flcilmente
(Wev’), = 4 uv

(u-v¥y = -4k uv V.4,1

(Muv), = (Mm'+v)+ k (w-v?)

y de amui los derivadas sucesivas ca ¢l oriaen de la densided

de ceroa



25 -9’

(Wev) ey = 9 {wav k(-9

(Wev) = 4{9suv- vk wv ¢k dutvyy
' : : IV.4,2
(u'fv’)xxxx-: {r{'f(uv),’-$L~Z{MV)x-rlcle,,uv.‘.

-k Ly MV + ru’f v?) (u’—vvg

Estudiaremnos ol primcr tipo de soluciones U@ #o  vé)= o
ror la simetria de las ccvaciones para W, vy k nos basta es-

tudiar u@ >e¢ . Sienpre es (Wevl), =6 . Seqin los valores de k(q,

tenenos tres nosibilidades

20

. 2
para el comportamiento de u¥’en el
origen:

,9) k <-4 = (‘v\’iV')X)‘. < o

(mts v, = o : ' ,'
) k= -t { * v.4,3
2*) g QO eviyyy>o !
D ? ?
3)'&)-;_ = (u+v)xy>a
N

En el caso en cuc cca V@)% ¢ y wlzo , tenenos, segin

. 2
los valores de k (¢) , tres casosc para el comportamiento de w4y
en el origen:

14) k> 4 = o V')nzo

(u’f vy =@
2°) k = ¢4

[TR R

IV.4,4

) ko c4 = v 20

Vamoo o oo o connr en coe THz e ane son k= -4 v

cocunda on ¢l oriaon dao 1o densidad de .
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carga ¢s cero :

b) Comnortanisnto asintético nara grandes X

Vamos a analizar ahora el comportamiento asintbébtico de las
soluciones para (x| —> oo
El sistemna de ecuaciones diferenciales pora Ww,Vyk lo po-

demos escribir en forma matricial, asi:

“ o.,-k I ,o (u) .
(V)x" k of ¥ o,t) 4 V.45

kxx = ut+v?

-

Tenemos c¢vre si Wy ¥V 1no son idéaticamente nulas Jc}atal ave
k> ¢ixi+a

8i consideramos el sistema de ccuaciones

Uy = 1-x) v
Vx = (4+X) W

el cambio de variable X4 X = t v la avlicacidn del tcorena
8.1 (y problemas 16,17 y 18) de la referencia (/2 ) nos perni-
te asegurar que una natriz fundamental del sistema de ecvacio-

nes diferenciales es tal cue

Lirn 4 - e Lot con P= /Vx"—d.

X —e00 wnp , o f

Puesto que k %> ¢ Ixl+a, podemos asegurar cve los compor-
tamientos asintbticos de Uy V scrén como Senos y cosenos de
’/(k’-,;)'/l v asintbticanente W'+ vl <o comvorta como una
constante y k como ct.x* . Ast pues, nara IJx|l—> €0 las so-
lucioncs on ¢l caso con nasa sc cowportan cowo las dol case sin
naca.

Venos ahora a precicsar mds cstos conportanientos. Para cllo,

‘di}ﬂi “r'h.li_'.z:mos el sicteua, Haconos (:) = S’(‘;)



o i-k
Corlo los autovalores Co la natris ( I ) son * Viki-«
Lt (4 4
si tomamos S anf:
U ftat - 2~
' .
oS. S 3 Iv.
=Vt | Ve | 46

nos queda nara (:) el sicuiente sisteoma:

4k

() = { (o) s

y para k la sicuionte ecuacidén:

-{- l:,,?: m(ﬁ?f L’) +f&

Vamos a estudicr el caso en cue la tb: o , due corresponde
a T''=0 . Bl anflisis seria nmuy similar en el caso en  que
la efe fvcra distinta de cero. Como la interpretacibn Ffisica
del 7” es el tcasor de cesfuerzos, vaa condicidén muy prima-~
ria para cetabilidad de soluciones cstacionarias es cue T‘":.o,
adends, cuando eristern soluciones localizadas, éstas corres -
ponden a T'l:o . Por cotas razones centramos nuestro estudio
en el caso de T”:o . Lo mismo harcmos para las soluciones es-
tacionarias de las ccuaciones de Klein-Gordon-ilaxvell.

Sustituyzondo .S' w0 su valor, cl sistcoma queda:

Ay = - Viki-1 b +:,,L{ e“(::)%. b
Iv.4,8
R RPN
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De estas ecuaciones obtenamos,

L (@eb?) =+ {éM (L ” 2ah IV.4,9
g ( x 7 ke-4/ 1, '
Como ~(al+ b’)s 1ab < @’4—&7} llevéndolo a la ecuacién

anterior, nos queda

(Q""L?) ) le

% (& ¢') -t k2 { e k::)}x
_ 1V.4,10

( (ate b)) 4 et

E ((ahb')x > % { “ '“')fx

. ? 1
de ambas obtenemos la acotacibn para & +1

¢ [fE:T € a?l+ bl ¢ cl/T':T*IL Iv.4,11

: ?
Siendo ¢ 1a constante a la cue tiende ath en x = tw
1
Llevando estas cotas a la ecuacién L k, = Vo1 74 17)

tenemos ¢

‘:"‘ £ VZ a = l’l < ""::" X7 + It, 4 Ve d(kett) X

Vicer . v.4,12
ke L vTe o= kxS xte ko v Vad(ny x
k-1

Siendo kv el valor ée hk eon covo.
Teneios cve asintdticaacnte ': osth acotado entre ¢os pa-
ré&bolas, v como

[t el 7 AT
<l,‘_:'.‘_ e a'+v ¢ ¢ S

. . 1 ?
entoncen,para X —> £ eco , la difovencia ontre a+ b yo1la



constante § astord acotada (o1 valor absoluto) por una fun-—
cidn de la forma %! con & constante.
Como
3 ’ le ? L7 rab
Uty —= b)) - —=
% (et

i

7 ? . .
venos cue WU V— ¢ cuando ¥ — & 20y la diferencia en-—

tre whv’ v ¢ entd ccotada en mddulo por una funcibn de la

forma tL/x'! . 1t&s ehn, como tenemos cue (Wl Vi =-3nv v
uwy v s connortan cong SCno y Cos., ‘de/‘/k'-l ,0 sea,asin-

téticameate, como son. (kxt) , cos.(xx?), ez b,
Asintdticamente la diferencia entre wW'+v' y una cons-
tante estard acotoda on mbdulo por ebh/y: , vy oscilard como
sen. (dhx?).
En estes condiciones, la funcidn
(mte v?)- ¢
+ o0

serd una funcidn cuya jw seré finita.

= > . .
Coxno (l:,,)‘ = wev! , la diferencia entre k., Y una

recta coterd acotada wor ¢k y oscilard como sen.(ctex?).

. . . ?
8i consideranos la densidad de energia, cue es _g. k," ten-

dremos cue la diferaoncia entre ’E,! y una par&hola estari aco-

tada por una coanstante y oscilaré cono scn.(cb x‘) y seré una

cantidad inteqrabla, ' »
Coio cjomplo ¢ol ashecto de estas [vaciones iancluinos a

.

contimecidn dos ¢faficas del la densided de carga wl+V?

- i i
corrasnontiontas @ ker= 4 b k@)= - 1 v con valor dc T =z o,

Debido ol mal coshortaniento nenédrico »ox las oscilociones

con x? , para ol ¢flenlo mondirico howos enpleado otro siste-

na de covacioncs covivalente o éete v ocue obteadromos en el

apéudico T a2l anli~en la tcoric canbdaice de pertvrbaciones de
z ?

la sechien clfoioe 21 Horidlioionn -':7 S 8 L (e v?) g(u-v7)

»

. . . ¢ . .
rratance o) wftecian W=V Cco0 uon nertunhoeion,



nly

~ho-
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IV. 5.~ SOLUCION®AG ESTACIOHARIAS DARA LAS BCUACIONSS DE KLEIH-
GORDON-AXYELL.

En este ajartado vamos a estudiar las soluciones cstaciona-

rias de las ccuaciones de Klein-Gordon-liaxwell, tanto para w:=o

como para m# o . - c

BEstas ecuaciones son:

D”D,_;‘f="mé'f ) BT A+ gV
: IV-S)}.

(3o -2,) v = 75047 0uf - e

Buscando soluciones estacionarias, que estén en reposoycon .

densidad de corriente nula , ¥ = 0 y una dependencia tempo—
-int

ral para cf de 1a forma e-‘" , de una foraa totalmente

an&loga a como hacfamos para Mawwell-Dirac, obtenemos las ecua-

ciones diferenciales:

4

"

- W

.o Iv.5,2
2

A = 4 A
Donde A= V, ¥ f’ son funciones reales.,
He recscalado las funciones y las variables xy t ,de tal

forma que amn = 4 v 9= 4

En el caso sin masa, la@s ccuaciones me cuedan

" ?

¢ = - A 7‘

Iv.5,3

2
"
A= A
Tenemos las leyes de conservacibén de energia-momento{III,3,12-13)
A vartir de o= QtT“:—JxT” obtenenos la integral primera:

?4'2,,{'% Apl-4 = b : IV.5,4

o 12 )2 g2 .
para el caso con masa, v, ?4 - A +A 9< = de. en el caso



en gque le pasa e ccro.

Como hicinos en Harwell-Dirac, estudiaremos primero el caso
sin masa, y después ¢l caso con masa.

La existeacia y »rolonaacibén de soluciones viene asegurada
por los teoremas uvsuvales de ccuaciones diferenciales ordina-
rias, .

Lo misi:io que en el caso de Maxwrell, cstas ecuaciones vienen
de problounns variacionales, siendo el Ilaniltoniano precisanen-
te 'T", cue, nor la invariancia por traslaciones, es constan-
te.

Bstudiciios el caso sin masa,

Las ecuaciones son: (IV.5,3)
¢II: Ly
A” - #l/‘
con la intugral vrincra At 95’2: ¢2AL

Cono hicinos con Hexwell-Dirac, nos centraremos en el estu-
dio del caso en el cue T''z 0 .

Vamos a estudiar cownortasientos asintbticos pues, a diRe-

s
rencia de larell-Dirac, acul no existen (o al menos no se han
encontrado)coluciones elementales no triviales en ninguno de
los dos casos .
2 ? 3u? E .

Comno x = ¢y +Af > o ’ s:¢ y A son ambasno idén-
ticamente milas, nodmioc asecurar cue A es una fuacidn cre-
ciente,

Si nos fijonos cn la ecuacidn

¢ll= -AZ¢

Veiros oo ¢ va & sow maa Puacidn oscilanta,

La anroriiacidn w. k. R (zer.is ) nos dice cue vna solu—

4
. . . -2
cién aproxinada de enta ccnacibdn oot ¢ = A cd(UU

donde A4 o vna oy
. . . " .
Sustitioco on 1o covacidn nava A, tmao

Coio A e pan PhHn coocioyto,

sorf; cuonond  cono sindno,coo ot




te, como niaiino,.tenderl & una cle cunando IXI—> = .
Para obtener el coaportamiento asintdtico de A , podenos
. . 2 .
sustiruir el Cos, por su valor wmedio é .

Hos queda

" 2
A =L¢

multiplicando por ,4' e integrando obtenenos:

[A]

Az ¢'A+d
y A sers

A =-§: X'+ ¢?V/cteid x + e

Lo cue hemos hecho hasta ahora nos deternina el comporta-
miento de las soluciones.

Vanos a comprobar ocue estos coavortamientos asintbticos
son buenos.

Determinemos primero qué valores deberos dar a las coanstan-
tes arbitrarias para cue se cumpla aue la integral seacero asin-
téticamente.

Tenenos:
o e A ) ¢ LA A ) ]
_ ¢n: _ G,r{,q wa? (o) *%A'i‘r‘cn'ﬂ") ‘31 w,(au‘}j
como ¢2Al = ¢ A ;“’(ul)

tenenmos cue:

AI»Z— ¢12_ ¢ZA3= ;,- A;éA‘ZC”x(J) +-£‘ AIA-I 4«1(2 d{) 4‘:(

Si cuopenos cue asintbticonente valga coro, ha de ser d= o

catoncos tononns:
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A = L c‘"{x+e{3+{

12
N 2 é! 3
x ¢ A cM(V”:—;;; 22 (‘,‘{{X“’?"‘f) 1v.s5,5
A= .1:. ¢xve)?

Veaos cué valor obtenemos vara f” y vemos a compararlo
con —¢ A’ Torando ¢ = A% cnld) wes da:
¢"+¢Al = enld) {'IZ AHAJ/'-.’; A’Zﬁ-% g
Para ver cbio es- el conmortamicnto de A  acudinos a la in-
tegral primcre, toneado A'? = A .BEntonces tencrios que:

ﬂvz— ¢12—_ ¢2Az:—£; AclA-.!m./{j} *—;—'A'A"A.w(za/}

Venos cue las difereincias entre los valores de las deriva-
das de las funcioncs asintédticas cue hemos obtenido y los se-
gundos niembros de las ccvaciones cue nos determinan fﬂ y
A'l tienden a cero cuando Xl —>» * o0 |

Adcmés, cn el neor de los casos, cue €S en A'; y S€ COorpor-—
ta como L‘Lﬁ.ﬂ cue es algo integrable'entre X>0 ¥ 400

Hemos visto, aracias 2 las soluciones aproximnadas cue he-
rmos obtenido, cue el notencial eléctrico A= V, se comporta

asintdticasate coro una nardbola.

Pascnos ahiora & cstndiar el cosmortaniento asintdtico para
grandes X de las soluciones enel caso con masa no nulea,

En este caso,tcncros las ecuaciones: (IV.s5,2)
T
¢ = -4
y 2
Al = ¢ A

yole atacial nrinena

Al«‘.‘— ¢12: ¢2(Al_’}

[



Usando la aprbximacién W. K, B. en la ecuacibdn ¢”= (I-A')cf

tenemos la solucibn aproximada:
: -4
95 = (A1) ces{A)

L
donde 4 es una primitiva de (A’-¢)7%

_ Sustituyendo en la ecuacién para A" , tenemos:
) (x4 ? ? “,/2
A = ¢ /4 (A - l) gm"(bf)

Sustituyendo,como antes, m'ﬂ// por su valor medio #4 nos

queda:

Multiplicando por A' e integrando, obtenenos

1 2

A= ¢’(A‘—f)"‘ + 4

Vamos a ver ahora qué valores hemos de dar a las constan-
tes arbitrarias para cue se nos cwapla cue la integral ori-
mera sea cero asintbd4ticamente.

Tencmos:

= A0 fd) v 2 aa ) ) |

- ¢ -w{(AﬁI)%m‘M) et AW T )

¥

v L AR ) wa e ) |

Cono

$ ) = clatn) ca )

. 5 -
A'z"tf'”-¢‘?(/1"-l}=;’—/32/l'z(ﬂ"') o4 ]é‘/)‘l';/-/q/l'//l'-l) ‘uq ?ﬂ) 4.4



Si cuerenos que asintdticanciate valaa cero, ha de ser Jd= o

Entoncos tenciios:

)2

I,
A = C‘Z{AL’)L =

A ¢ 4
(A_,-,_‘) % I (x+e)

) )
. - 7 -
La intcgral de A'(A°=1)"% no es clemental; pero como sblo

nos interesa cl co;mortel:.xiento para grandes x , éste si 1o
podemos calcular explicitanente.
Pera grancdes Xx ,
2 ? ..n
Ax—[x+e)(4+ ¥ ;_,) '
4 2 6’9()(*9)('
v tendremos cue
? 2
Az L xre) (14 AL 3 f---) 1v.5,6
12 ¢ Hx+¢) .
Tenenos pues, vesuiticindo
\
4
¢"5 (‘{A—i) cw{V{)
Iv.5,7

~ & 2 4 ..
A= g (el (4*3&(“@)? i )

. . . ” F)
Si calculawos la diferencia entre ¢ y A+ ¢ obtene-

mos

3
%

¢IL (_A"H)q( T ¢ /l/‘/} {%({A’.l)"l)”_(/i)’-’)- - %{(Al_:)k)'(A*_l)“%}

Venlos cue, cowno ¢t ¢l caso sin nasa, la difeorencia eatre

los valores de los funciones asintdticas cue hewos obltenido

. 1 12
or Ao lan ccuecionss para ¢ ¢ A

y los schundos

A creo cranlo X ——s oo

. Tachiln acui el vweor

ticidon
:
APy en tenbhita cono e luxi)

cormortasionto no



IV. 6.— COMENTARIOS

En las soluciones estacionarias de ligxwell-Dirac, en cl ca-
so sin masa, la densidad de carga es coanstante en todo ¢l espa-
cio; mientras qhe en el caso con masa la densicdad de carge tien-
de a constante cuando X —>» t e | Esto nos sugiere el poder
definir una carga"renormalizada’ restaando esa constante a 1la
qﬁe tiende en infinito.

Esta definicibn cs buena, pues henos demostrado cue la di-
ferencia entre la densidad de carga y una coﬁﬁtante, esté aco-
tada cuando X —» %o por ;1 .sentonces esta difereancia es
integrable y esta carga “renorializade" es finita. Tenewos ade-

mls, cargas "renormalizadas"positivas y negativas.

También podrianos defianir una densidad de encrgia "renorma-—
lizada"™, pues la difcrencia entre k: v una parébola esti aco-
fada por J%L y oscila con x? y por lo tanto es integrable.

Escueniticanente e informalmente,el proceso seria:

“I*V'M.M A &AL Aty vl cgm st

(M‘ +Vv 9“"“"’\“&& lt.(l.,.l

"x"uuwwﬁlt‘l‘- “Lu

) ) P4
("(x"rcp,,rl:u adc ""l"f) s
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Esta funcidn diflicrce do una constante en algo que.oscila co-
no c¢eu(ele ¥y cotd ccotado por L

} k:’ con nasa difiere de una pardhola en algo due esti.aco-
tado por _)"_ v oscila cono ee(Aex?) | Esto nos, permitiria de-
Finir vna cnergia renornalizada,

Vemos cue,clésicamente,la presencia de masa nos permite defi-
nir carges y cneraias finitas con respecto a las cargas y ener-
gias de loz estacdos astacionarios,cue son infinitas, tanto en el
caso con iasa como on ¢l caso sin masa.

Esto nos indica cue la constante en la que se han de realizar
perturbaciones en elaectrodinfmica en [ +!  dimeasiones es en la
nasa (ver ref. 1T ) cn la cval se hace culnticamente "mass per-
turbation theory",y 10 en la coastantc de acoplo, pues las solu-
ciones estacionarias con constante de acoplo difieren cualitati-
vamente de las soluciones libres para las ecuaciones de Dirac y
las de iauwvell. La ceusa Gltina de esto estl en que la funcibn de
Green para la laplaciana on 4 dimensidn (o sea para la derivada
sequnda) cr Xl cne crece cvando X = ¥ % También hemos vis~
to al princinio de csto canitulo cue la cvolucidn temporal de da-
tos iniciales pare las ccvaciones acopladas no puede tender a so-

luciones de las ccvaciones libres.

En el caso de Klecin-Cordon-taxwell, al no disponer de solucio-
nes elcaentales para nincuno de los dos casos (wzo , m e ),
el andlicic es mle dificil.

La masa actha co.o »crturbecidn, pues tenemos:

" ? .

¢ = A en ol ¢eso sin masa
" M

d’ = (A1) ¢ en el caso con nasa

y A cn eatos casos se comporta como una pardbola.

Vanos o onediuon loo conmortanieatos asintdticos del

cial eldciico A on owboo cacor, tomando cue la constas
cna o aloan nepd oo,
T8 el ococo cdn sano, ol wotncecial viene dedo acintdlicaaens—

N0
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? ?
A< L ¢l(x + e,)
x4
y en el caso sin masa pev

Az 4 @xre) s

14
—— ..
4 3¢¥(x+ ey i

La diferecncia entre los potenciales en el caso con masa y en
el caso sin masa, sc comporta asintéticamente cono uvaa recta

. 1o cual nos quiere decir cue la diferencia entre las cargas, 2n

ambos casos, es una funcién integrable.
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CAPITULO V

REPLAIITSALIISITO DAL PROBLEIA DI CAUCHY PARA LAS ECUACIO-
US5_DR_UAXISLL-DIRAC Y ELGIN-GORDON-MAXJELL




CAPITULO V

REPLAUTZAMIENTO DEL PRODLEIIA DE CAUCIY PARA LAS BCUACIO-

NES DE MAXIELL~DIRAC Y KLEIN-GORDON-IAXITLL

P

Bn este capfitulo vamos a replantearnos el problema de Cauchy

para las ecuaciones de Haxwell-Dirac y FKlein-Cordon-ilaxell,aun-

que, en esencia, lo gue decinos o5 aplicable a cualouier situa-

cibn en que tengamos las ecvaciones de Maxwell con Ffuentes en

141 dimensiones.

Veremnos que los espacios que se han usado permiten Unicanen—

te la existencia de la solucidn jidénticameante nula y la existen

cia para datos iniciales con carga total nula en el caso de Klein

~Gordon~Dirac.

V. 1.- ESTUDIO DE LAS ECUACIOHNES EN LO3 ESPACIOS UTILIZADOS

En las ccuaciones de Ma:xwell-Dirac, teniamos las ccuaciones

de Maxwell cue nos decian:

(3,,-9,) V= OV/ = o Py~ y

\Qa

vz o

que las podenos escribir coimo:

"

1}
<
fo——

°

9 (v, - %) = § PRy < IiE

0o (v, -9, V%) = JFhy & d¢ E =gl

1]

En el canitvlo II habfanos cmpleado los eshocios P,

campo do Dirac v MI/‘,’ sara ©l cammo clectreoiacadtico.

)

o aci:

la norie on M'/a. setaba doli

)

| = {nsvn§+ Wz + pons § 7
Mr/d

nara el



siendoc B = [~ A)'é. ,

Si 1la ”(3’)”/""4 os finita, tenemos cue son finitas las |} 1), de
Va s J,vﬂ Y 9y Vi . catonces tencuos que E =z J,V,-0, Vo tic-
ne su I W, Finita; y, nor lo tanto, tiende a cero cuandox—>* «

Tencnos que j¢ = «'F Yo cCS siempre 2 O vy solo es cero Si
Y= 0 . 5i pleateanos un problema de valor inicial con un dato
inicial para W cue no sea idénticainente }g.lo, como ha de cwi-
plirsc cue O4E = 71',:;’ E@eo) - E-0) = 3/00 jo¥F 0 y co-
mo, E =(dv,-V.) => aue los datos iniciales para V
no pueden pertenccsr a M Y -

Vemos puns, cuce el »roblana de Cauchy pera las ecuaciones de

laxwell-Dirac »leateedo en b @ M v sblo tiene sontido sen-

tido cueando Y/ es ic nte nulo, v por lo tanto, el camoo

electrozamnético ¢s lihre

.

En ¢l caso de Xlein-Gordon-laxwell, la situacibn es distinta.
Como 1la densidad dc carga no es definida positiva, puede, sinser
el canpo d¢e Xlein-Gordon idénticamente nulo, ser la carga total
igual a ccro.

8610 en estc coso, on el cue la carga total es igual a cero ,
podemos plaatecar el problena de Cavchy para las ecuaciones de Kle-
in~Gordon-iiaxweltl en los espacios (D,G Le') @® My, cue vsamos en el

capitulo III.

V. 2.~ PROZLENA DE CAUCHY PARA LAS BCUACIOUSES DE MAXWELL-DIRAC
STIIT 1TASA,

Vainos a ver cuc, on ¢l caso sin mesa, se pucde resolver exac-
tamente ¢l probloma e Couchy para las ecvuaciones de MHanwell-Di~
rac,

Laoc ccvacionts son:

A A B S ,
d, [0 v.- A )= & E = (5¢;‘xy< jle V.2,1
Jy (2. Av) s JE = FR¥ 0



—.s -

Lo nismo que haciamos en el capitulo II, nodcmos obtener las
siguientes ecvaciones:

dp §*+ 4]

it

o

v.2,2

t
o]

2, j"+ 3, Jm

8i tengo un dato inicial para ¥ . éste nos da unos datos ini-

. r0 ‘! n 2 Q’O 'V'
ciales para |° y | . Sean &stos }° y]}' .
A partir de las ecuaciones escritas anteriormente nuedo obte-

ner explicitanmente |° Y i' para todo t .

Integrando por caracteristicas, tenenos:

INOE 1 { Torxat) + 3%-t) Sixer i'o-v}

v.2,3
. . ~
jloty=21 {—j‘(ut} + Tt 4 5 e+ 1 -0}
Las ecuaciones para E nos dicen:
3 E = qjolxe)= .J{(i'c_'j',)(x-t) +(]’,+v'j",)(x+t)f= J6t) + sert)
. vV.2,4

‘)o E = 3 i.[x,{) = 7{(.]’;?,)(;(-1)4(T¢+T,)(x*f)} :—1(y,t)+§(x¢t)
Sunando y restando se obtiene:
‘ (3, +3,) E = ég(x-c-t)

(i-2,) E = 2{-t)

, Cue
son funcioncs de una variadble y cue vienen do les datos inicis-

. .
les para 1" e i tenenos cue

8i represcntainos por F Yy G a peinitivas de ,{7 S

E (x,t) = Flx-t) + G(x+1) \

" Vemoe c¢ne, dobido a la ccuecidn 9, Fz= o dndon e

inicialas nova g, teoaswos «detarainodes loo detos inieialers

nare E .



Una ven deterainado [E para todo X y para todo t y Vanos

a‘ver co.lo se deter

minarien Ve y Vi,

Tenenos la ccuacidn de definicibn de E  y la condicidn de

Gauge cuc nos dicen:

2‘\/, +3,V, =

00 V' + a, ‘/E‘:

E(x,t)

Son ccueciones liuncalces con coeficientes constantes y con

fuentes conocides vara todo X y todo t . Podemos calcular

explicitanante V,

¢y Vi , para todo X y todo t dados los va-

res en t=0 de V, vV, .

Veamos ahora coito, conociendo Ve y V, podemos calcular el

canpo de Dirac en todo x vy en todo L .

Si para escribir las ecuaciones de Dirac usamos las matrices

- (7,

y llamamnos al spinor

, a'= (07

- (\",‘) , las ecuaciones

L d
R AR RV G2 R

nos quedan
Ve -~ Vi

o equivolentenente

(Jy +3) (B w)

mBLIOTEEA.CNTCS aoarioneny

(ar -9 ) ([!“ v)

= -l‘st\"o"'vlj

v.2,7
= t's (V.’V-)
= - t‘g(Vn V)
v.2,8
= ,‘5(cfo-o'.)

Tinoplos ne

i bl oy lu V| con coofi-

- Muentoes oo das, Dados los datos inicia-



lesen t=o0 o podemos determiner explicitamente U y V  pa-
ra todo t . '

Como henos visto, se puede resolver explicitasente ol proble-
ma de Cauchy para las ecuaciones de llexwell-Dirac sin masa gra-

. M ]
cias a gue \|eo y |1+ cumplen las ecuaciones

(=]

\

ao jo - all-'
J4:. ji - a.jo = e

Dadas las condiciones iniciales para Y teaenos las condi -
Ciones iniciales para j, y j, y podemos calcular explicitanen-
te &stos para todo t .

Con {, vy j, y las coadiciones iniciales vara Y, v V,, po-
demos calcular V, yV, Yt ,ycon V, v V ,y los datos

iniciales para Y , calcular explicitamente Y para todo t .

V. 3.~ REPLANTEAMISNTO DEL PROBLEIMA DE CAUCHY PARA MANJELL-~-DIRAC
Y KLEIN-GORDOHN-MAXVELL.

Hemos visto cue el problema de Cauchy, en el caso en cue in -
‘tervengan las ecuaciones de Maiorell y la carda total sea ci_i\:qtin-—
ta de cero, no se puede plantear en los espacios cue uvsaios’en los
capitulos IT y III.

La causa de esto son las ecuaciones de liaxwell en 1 + 1 dinen-

siones, que nos dicen:

‘)x E = i"
d¢ E = 4 : V.3,1
E - 3,\/, - ()l Vo

y a las cuc dcbemos afiadir una condicibn dc gawre para cecterni -

nar los potenciales V, y V, .

(AN

La condicibn de cauce més cbhuode para podcr plaantcar ¢l pro-
blema de Canchy, o5 hacer Ve = 0,

Debico o 1o invariarcia conce de lae ccrecionns, lac pacnigoe
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des fisicas son iadanandieates de la eleccidn del gauge, y una
ver resuclto el problama de valor inicial en un gauge dado,po-
demos pasar & otro cualcuiera por un canbio de gauge,

Por todo csto, tratoremos estas ecuvaciones:

gt E “-‘l((
ax E = ‘1jo v-3|2
J{ \/‘ = E )

SiYas poncios en forma integral, nos cuedan:

X [4 o
e :7/ Lm0 4y e[ juwier ds V.3,3
a P -

y cuuivalentenente
X 1
E(’(It): ?j ja(Y,f)'LY '7/ j((“;g)d" V,3,4
G ‘ .

En el ceso en ¢uc Yo vy 1., tiendan a cero cvando X—->%eo

estas ecuvaciones se¢ nos simplifican, cvedando asi:

X . €
f(x,f)::;/ 1alrs6) *‘)/° x5 4s V.3,5

y cuivalentoiente

x ,
E(x,t) = 3/ Toly,t) Ay V.3,6
Lo fomna dncorie? nove Vo es:
t

Vi) o il,e) 2 By ds V.3,7
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Vamos a analizar ahora en cué cspacios podenos definir nues-—
tro problena de evolucidn tenporal.

Comenccmqs con las ecvaciones de Haxwell-Dirac.

Si tomamos 'f perteaneciente a [ ', coito hicinos en el ca-
pitulo II, vanos a ver qué espacios podemos usar nara E y V,
eh el caso en que la carga total no sea nuvla.

Tenenos que

Como tenemos que Web, =S fIvll, y |l Ox ¥,  estén aco-
» : Vs Y,
tados, entonces, como JI Jll, < kil “'2 Il 3y {“ ' g

e A {il, + 1 3;,["211 s il by 5 Y 1 es cuadrético en ¢ ,
la norma infinite de dx E estéd acotada.

Por otra parte, tenenos (V.3,6)
x
E :/ jA(ry{) dy
-

entonces

+ a6
Vel é[ L,((‘t)d,r = cu’uttd < o v.3,8

-

Tenenos tanbién gre la nori:a infinito de E es finita.
1,90
Parece natural emplear para E ¢l es»hacio de Sobolev W 2,

con la novia definida asi
Wl e = wr fl{e, 13l

Al ser

cY ooss o o natvral ooire coli.e



Asi pucs, plantecaroros o) orobleona de Cauchy para las ccua -

ciones de lammrzll-Divac con carga total no nula en los espacios:

Ltléb,

Analiceomos ahora los esnacios a usar para las ecuaciones de
Xlein~Gordon- a:wall en ¢l caso en que la carga total no sea nu-
la.

L[4

Toinarenos ;6 eD vy 43 € L* cono hicimos en el capitulo III.

Tenenos la ccuacidn

. . *
dx E = 540 = 1 L(9‘ O f - c<) v.3,9
T,
Cono 3,_. 7’ sinnlaninnte pertencce a L , ho podenos ase-
ec
qurar cve, o concral, 3; E peortenezca a L .

E lo tenenos definico como: (V.3,6)
x :
E = / ; (4N e )y t) dy v.3,10
- 00 .

2
Como, tanto ¢ , COMO0 ét € L , podemos asegurar que
(4
E pertencee o L .

Al cstar dofinido VvV, osi

Btv:a

. , 08 ‘e L‘”
el ezpacio naturel nere dofinir Vg o, si E el , €S también .
si omaos, ot wlantoesvenos al oroblema de Cauchy para las
Asi »ucs, o 1o ;
covacionss S0 Tlain=Co:don-Dirac con carca total no nvla en los
OoDACIOT
3
4) e O E & L
o
. 2 .
fel v, ¢t



S, .
Fis-'.lcamente el usar los cspacios 0, para ¥ y 0, @ L pa-
ra.(¢ ¢) corresponde a buscar soluciones en las cuvales los cai-

pos fuente del campo electronagnético estén localizados.

V. 4,- BXISTENCIA LOCAL Y GLODAL PARA EL PROZLZIA D@ CAUCHY PARA
LAS ECUACIOHNES DE HMAXWELL-DIRAC CON CARGA TPOTAL 1i0 IIULA Y FINITA

Acudiendo al capfitulo II, recordamos que las ecuaciones con

las que heios de tratar son: (II.1,1)

(—iyrdpntm)y =5 %y"y

e E zq VoY ; 9xE-= §i: §Y¥ ¢t v.4,1

J‘_ Vl E

que en forma integral son

y = o(t-1.) wx,0) - 5/0& $) Vis) sy ds

E() = / (WD) +3/j($)fis o

Vilt) = Vo) ¢ / E(,s) As
1, '

v.4,2

donde
b)) = zxn(olax-kp'm)
V= ¢ (Vi-vx)

De acuerdo con cl pérra[-‘o anterior V, 3 nlantcarciios el pro-

blema de Cauchy cin los es»acios
Y e o,
E e w;.oo
Vie w””

a)Doanrtoonon orintoneis oo

Aaviero e los t&aines oo linealoc son lozaloonte



Lipschicicins,
- AA
Conones s con ol ¢omiao /Z )f .

Tconeios ¢
gy =%y g, = W'y =G0,
slivarv-g o, + 108" -l <

S PV, (=YL, ¢ 1 O Vir'ty-ll, +

PV O Cp-EI, 0 F -0 ) 1]+
v.4,3

FIL (-, + 6 F (v -T)IL ) b e
€AWVl Ny-Fi, + vl ly-¢1l, +
v, P, + Dyl nv-vll, +
W N M- Tl + 0 FU N 20v-TM e
Vemos cue el téwiino Vu ™ y es localmente lipschiciano eh

los cspacios vtilizados, va cue
& r

WMy < Ui, e waqhy oy Wi <, Hoxgll, < aell{ll

Veamos alhora la narte corrcspondionte a

E ¢ V
rara £ tenewos:

s v : (e ¢ 'l . o~ ’l
Ni-T, < <=5 0 oD <
o V.4,4

s ¢ {N5-T, 10 L-TIL Y

Cono j. ns cuacrftico en 108 canmmos Y, este térmrino es

lipschiciano, En | &~} )|, no podemos demostrar una condicién de
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Lipschitz,.pues no conocemos nada sobre dep il -
Podamos ver también la existeacia local ée E  de otrae forma.

Tenemos la representacién integral para E :(V.3,6)
X
EGt) = [ Jobr,t)de
ob

BEn vez de comprobar que J', cumple una condicibdn de Lips-

i

chitz nos basta con ver cuc esta intearal tiene sentido cuvaado
Yeb . Esto cii cierto, pues ¥eé 0, {l Wi, cs Finita y tie-
né . .sentido 1a.[£. pues §. es cuadrético en¢ .

Vemos cue E est& bien definido, Adenm4s, como dy E= Jo =
DNLel=tjM, v ¢eb, = joel”

Hemos visto que, a partir de la ecuacidn 9« € = {« podenos de-
mostrar cxistencia local para E dentra de whe siempre cue

¢ Pertenezca a 0, sin necesidad de demostrar la coandicién de

Lipschitz para |,-J, en w"®,

Veamos ahora cué sucede en la ecuvacibn

&t Yiz E

Tenemos || g - Elf gue ya es lipschiciano.

19: e -2 Ell, = I §e SN KX {u =L, + M av(.l“?l’a)"m
que, como en el caso aenterior, tanbién es lipschiciano por ser j,
cuadrético en ¥ .

Cono en las ecuaciones de evolucién pera & y V¥ 0o inter-
viene ninguna derivada esvnacial, el grupo de evolucidn teuporal
es simplcmente 1a identidad, cue es trivial.

E1l grupo b@)- v«n{a%’ +pwit es unitario en. b, y por lo
tanto fucrtemente continvo. ‘

Tenciios pues, por el teorena de Segal (Ref. ¢ ) existencia

y unicidad local.

b) Existencia alobal.

Si cucrenos veor existencia aglobal, henos do compronar cue
P

1as norias de 1 campos  pormanacen  findtar ~ara todo t

finito.
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Esto no va a resvltar dificil gracias a la cota a priori que
dedujimos cin el canftulo II nArrafo II. 3 sobre la Ny,
Como tencnos cue (V. 3,6)

‘ \ .

b 4

E = [ Jobit) dt = felle= WYW, = obve

o

«

ya que 1°= Fi1°Y oS sicapre » 0.

Por oixa narta Wl xEWN_ =l -0,

que es finito por la cota a priori del capitulo II sobre 1a |

Asi puce,
= t ¢ oo
Il E "‘W:,w < o ¥V

Para V, teacmos: (V.3,7)
- t

Ve,t) = Vo) / Ee,s) de DMl < cle s T¢I,
o

I "
Gomo (2, w)= j°= Vi) = Puv)for + [ 6rds
y de acui sc dedvuce:

}o,vill, < & + sup 0 full
2.yl See,¢) ] o
cue cs finito wara todo t finito, por la cota a priori que te-
nianos sobroe 1a N jo Neo -

Asi puos; ) a
"V,“w«,w < oo Vit <o

Veamos »o» Fin 1o Sipituad YV t de 12 ] ‘f’”b' .

Toaanso M My~ 1a aorasibn intcoral vara Y cue tone-
'
.

ROS al weie! vt ke Ao, vocono D(’U o5 oortoronal  on

b, , Lronae



. ¢
Wy, < o+ L/o WY gl ds
+
S o 4 (/ { v welll, + 4y (v te)ll,{dse y 4,5
| 4

¢ .
S a + d/ {“V.(ﬂﬂ,,ll velll, + Qvell W val, +
[
N3 vl Ly, | As

como tenenos que I wil, s dflyl, , Hetil, < el 41 b, v las
» L]
cotas para {l v, o Yl vi6)ll oo . adlicando el lema de Gron-

wall, deducimnos que
Nyt ll, < o vt

Como henos probado que

"\4”“’,”0 ¢ o0 Vit <cos

l Ell oo <« 00 VEecw

n *)’Hb‘ < oo Vteow

hemos probado existencia global para las ecuacioanszs de Mastwvell-

Dirac con carga finita y no nula en el gaude cn cue Vs = ¢ .

V. 5.~ BAISTENCIA Y UIICIDAD PARA ZL rROZLIIA DE CAUCHY PARA LAS
ECUACIONES DE XLEIN-GORDOII-HAIUEBLL COl CARCA 10 I'ULA Y FI-
NITA.

Bn el pbrrafo III. 1 tenionos las ccuacionns de lein-Cordon-

Haxwell. Bn el gauge ca ¢l ene V, = ¢ , Se oscribon asi:

)

’M’¢ -»r.‘.].

"

(3/“ + a’s Vi )(()'“ + -'SV”)9(
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YUy (TG el fo-ee)

"

i E

O, E

it

i to = % < ({'(«9, + l-’q/,),{-c‘,,) V.5,1
af V4 = E 5 Vl -0

En foria integral estas ecuaciones nos gquedan $

e t °
4({} - Ik (f"—o)(' 1 /k t-
(4;") ¢ .0l 5 l, e g vnd A
X t
E(xt) = 3[.‘3',(7,0)&}/ v 5 /‘ Jolx,s) A v.5,2

t
v,(x,¥) = v (x,0) + / jo{x,f)ds
€,

Donde .
cats  A'unta
ki) =
cAuanta st A

De acuerdo con ¢l plrrafo V. 3 nos plantearenos el droblema

de Cauchy »ara estas. ‘ecuaciones en los ‘espacios

(5

,
LI

Lw
Lw

N

L o
™

VvV, é
Tomarciios datos iniciales de tal forma que la carga total sea

finita v no nula,

Vailos a donoctiye» eiiistencia local.
El proncrhador K1) cs fueortesente coatinuo en Dy vy laiden-
tida¢, cur os el oncwador cue corresnonde a las ecuncioneS  pard

lo ¢s, vora probhor aristoncia local henos de

o Miacelons son localtnento linesioianos,

Tenocon cns los {oraianor do datereccidn son cfinic o - cn ellos



‘intervienen V. ‘-, 0. ¢ - (s igv)éd .
Veanmos cbno se comprveba el carécter lipschiciano.
Tomenos el término V* 8, {f = V"(’}* f+i5ud)
Tenemos:

Lavd

Wveo™f - G 0%, < fit-5) 0“pn, +1% (o4 - 5%l <
€ NG O™ is g =070 5T FIl, + o e, N v Tl ¢

S UVl { jo -0l + tesved - 7-Fil, + v.5,3

2
+{n9upll,+ dellvat,” ( e, B H,) Mt g, fiv- Yl <

c £

£ MGl M7 -0y & 150 ll UGN, 0wl 1 -0, §

W LER R T W (TR EX AR T IRV § LA P

que es localmente lipschicdiano ya que
T RPN TN S A | i,

L
Asf pues, el término no lineal de la ecuacida para ¢'{¢ es
localnente 1lipschiciano

Analicewos ahora la ecuacibn
3, E - S !'

5i intentamos ver quec el térnino
. ¥ ) .
{1 = ;(,‘ (3' ftsvu)‘f t"‘.')

es lipschiciano, tendwfamos cuc calcular

-7,

. .42
Cono do ai‘#’ chlo eabetos cnn e L

nomia infinito v no nodewon Jonnoirer cve aco torain
chicisno, ’
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Sin embavrco podenos demostrar existencia local para E usan-

do la ecuacidn
5x € ’6j°

En forma integral nos dice cue
x
. ¥
E = gf c(f 0 4F-cc)frtrdy

- o
L)

Sienmpre cue 9" r ,:5 e a b, vy L2 ) nf T* pertenece a"'
L y entonces E e L%, ya que

+ e

NEN, < ;[ (454 1 4%.) 4

Veainos,ror 1ltio,la ecuacibn para Vﬂ .

Tenemnos
oV, = E -
Tomando || Y , del término no lineal, nos dueda
N

Ihe-€En,

cue ya es lipschiciano.
Asi pucs, tenenos nrobada existencia y unicidad locales para
las ecuaciones de Hlein-Gordoun-ila:well cn el caso en cue los da-

tos iniciales tienon cerga finita y no nula.

Veamos cu? sucoda cuando intentanos demostrar existencia glo-
bal,
Vanos & ver cuc no nodenos extender la estinmacién a oriori
I.

cue obtuvisos cn <l cepitulo I1I, rérrafo IIX.3, a partir de la

locy de consanvecibn <o la encrala,

Teafoon (I11.3,12)

k4
A (rew® v vV ;if, E'+24¢ )2 d, ('btu‘*‘- vv*) = o

Puseto o ohore o corza tolfl no o ¢ovo, tenenon cve E



no pertenece a 'Ll y al integrar entre =e° y +x 1z ley de con-
servacidn no obtenemos ninguna cota sobre la fiuf, v, I ¢,
como las que obtenfanos en el aparfado ITI.3 ecn gue si podianos,
por ser la carga total cero, integrar entre -—o ¢+ 1la ecva-
cibn de continvidad de la energfa-momento.

Al carecer de estimaciones sobre H¢l,, Hd.4l, J lio g, 12 a-
plicacién del lema de Gronvall a las estimaciones directac obte-
nidas de las represeantaciones integrales para ¢{;} v nara E , Y
nos da exponentes de un grado suficientomente alto nara rue cl le-

ma de Gronvall no nos dé una acotacibén para todo t .

V.6.~ COMENTARIOS:
a) La demostracion dada en el cavnitulo IT Hara las ecua-
ciones de Maxwell-Dirac, que henos visto oue sblo es vilida nera
?'g ¢ . es perfectamente vé&lida en ceneral nara las ecuaciones

(-—[J*‘J/_ tm)Y= g LThy
V.6,1

(9,0 ’Dn)v“: 1 ‘T’T”‘f

8in ninguna condicibn de gauge, pero estas no son las ecue~

ciones de laxwvell-Dirac.

b) En el caso de cue la masa sea cero cn las ccuaciones delias-
well—Dirac,en cuaato a las densidades dez carc¢a y de corrviente, 2l
canpo de Dirac se comporta comno si estuvicra lidbre. ¥s al ingro-
ducir la nmasa cuvando estas cantidades dejair de connortarse como li-
bres. Esto justifica tanbiéa el uso de Mucss vorturbation thoory™

(Ref. 1} ).

¢) Lias ecuaciones de liaxwell-dDirac (o “lein-Cordon-liz:zmwicll) »no

son un puro problena de Cauchy dohido a las 4o ccvaciones sara B
at E = sj.

9, E - 3 le

" Una contocnoacio e eato o cun auncve 1o ne doada donariiar
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) . . . ~ M
el carécter linschiciano de la fuente 1, para E s podenos

demostrar cuistencia local viendo dque la representacibn integral

/ Jol\r‘f) Olt - ‘

tiene sentido debido a los esnacios en los que hemos definido

los cawnos gue son fuente del canpo electrornagnético.

Este hecho lo hemos gapleado tanto en Haxwell-Dirac para com-
bar que || d, Ell, cre finita nientras lo fuera | ¥ip, ., como
para couprobar wue JJE e ©era finitamien—

tras lo fueoran "‘#"o, v "4’”@ . '

en Klein-Cordon-+iairiall

d) Pucde tener sentideo »regunterse por la existencia local vy
global 'para datos iniciales no localizados, ya cue eéte tipo de
funciones cran las cuce obteniarnos al buscar soluciones estaciona-~
cionarias; v ya tenenos, con cestas soluciones estacionarias, un
ejemplo de existencia global.,

Bl espacio donde hay cue plantearse el problema de Cauvchy es
en L% para los camnos fuente. Cono, con datos iniciales no lo-
calizados, el canmo E 10 va a pertenecer a L= v va a tener,
a 10 més, va crecimiento lineal en X , Ee bl-lflles se emplea~
ria para E la nowna [ m“’-f‘ = e-ﬂbﬂi““ vy esa nisia para V,

Al conorobar la coudicida de Linschitz en los térmianos de in-
teraccibn corresnondientes a la ccuacidn de los cannos fuente, de-
bido & la no acotacibén en X de V, , si usamos [ MNe para
los caipos fuentn, 0 oo obticne una condicibn de Lipschitz.

Para nocder obtcnerla, hemnos de tomar también la norma [ lla,‘,'pa—
ra los camnos fnente y 4 #} i,%,f

Los oncradoras DBH) s

-

%

k®) son fuertemente continuos en

o . . .
C* (Ref. 11 ) v tonsnos existencia local para larwell-Divac y

lein-CGordon-Tle:mrcll,
La existoncia global para iin:crell-Dirac nos la da tirivialmen-—

te la cota o nploxi sovwe la | J‘c”d .



CAPITULO VI

CONCLUSIONES




CAPITULO VI

CO MCLUS IONES

Los rGsultaclos inés interasantes de este trabajdé en el que ds-
tudiamos en 1+1 dliaensiones algunas ecuaciones de Interés én fi-
sica, podrlasios resui;iirlos quis6ts en estas conclisidnes y cottlen-
taries finales.

a) Desarroiiai.ios u)i me todo de obtener cotas a pridri en Ici
slendo y un espinor, siempre que la estructura &dlgebrédlca dde. 16a
acoplos sca de la for.ia £ ; Esta cb6té a priori**péi*iiii«
ton obtener con facilidad resultados de existencia global* bbte-*
nemos existencia global para varias ecuacioneS con fiigrti“icadé
fisico. En varies cases obtenemos demostracioneS tlaM Cortadé §
sencillas o sin restricciones sobre el tamaMo de 10S dbétos.  irti**
claies. .

b) De.liostra:ios existencia global para las ecuaciones de Klein
-Oordon-IIax’.vell con carga total nula. La pieza clave de 1la demoS-*
tracion es el poder obtener una cota a priori-basada en 1l& coh*
servacidén de la cnergia. ! "

c) Al estudiar soluciones estacionarias para Maiavell-DiraO vy
IClein-Gordon-Iiaxv/Gll encontraj-ios soluciones estacionarias no lo-
calisadas . Pero si comparédmes las soluciones correspondientes a
),iasa nula y a masa no nula, venios que la masa actda como perturba*
cidén produciendo variaciones integrables en la carga total. Esto
nos sugiere 1la defi)iic:i6n de una carga "renormalizada'* y puede
justifiées' '3l estudio de desairoilos di. series de potcncias de la
masa.

Estrus eargas renoi'muiiy.adas, en cl caso de Ha”“t'/cll-Dirac* las
tenrnaos trxito I'or'itiwu- como negativas,

d) dos 'co-ltramo.-. con dos bechos :

1".- Lo Y o.olucj (it en. interaceidn tiendeii en r-'Soluto a
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soluciones libres cuando § -2

22,- En el caso de las ecuaciones de liaycvell-Dirac sin masa, '
que es exactamente soluble,la carga y corriente del camoo deDi-
rac se comportai! como libres, mientras que el cai'.ipo elect'ro'mag -
néticonético es el asociado a esas fuente externes.

Al introducir la masa, la carga y corriente ya no son libres
e interacciona el campo electromagnético con ellas. Las frentes
del campo electromagnético ya no son ni "libres" ni'"dxternas'.

Esto reafirma mds la viabilidad de desarrollos en potencies
de la masa y no en potencies de la constante de acoplo (carga)

e) Se comprueba que los espacios escalades en energia usados
hasta ahora para el estudio del probleme de valor iniciel pare
las ecuaciones de Maioo/ell-Dirac (o Klein-Gordon-ila:uvell )permiten
inicamente laexistencia de soluciones concarga totalnula.

Enel caso de Klein-Gordon-Ma:r-.Tell, estassoluciones tienen
sentido;pues la densidad de carga no es definida positiva.

En el caso de Ma:a/ell-Dirac, debido a ser definida positiva
la densidad de carga, la uniea solucidn de este tipo es la tri-
vial,identicamente nula para el campo de Dirac, y libre pa:; el
caliipo electromagnético.

£) Debido a las ecuaciones

los probleéemes en los eue aparecen ecuaciones de Pazraell, no son
problemas puros de Cauchy, ya que los datos iniciales para E es-
tén determinados por los de los campos fuente.

Este hecho nos résulta de utilidad, primero para ver en rué
espacios podcmos définirel problema de Cauchy para datos inicia-
Ics con carga finite no nula, y despues rare demostrar existen-
cia local en iia:x;ell-Dirac y llein-Gordon-Ijaxrcll.

g) Ddfinimos espacios adocuados para tratar el problema de
Caucliy con datos iniciales de carga total finite y no nula.

, En el caso de Maxmell-Pirac, demostramos existencia Ilocr.l y



global de soluciones.
En c1 caso do IClcin-0oudon-Eajx/G].1,
existencia local.

Hacemos ta:;.bifn un comentario sobre

les no localisados (como las soluciones

obtenido). En Max./ell-Dirac, seguimos

cal y global.

VI -

sblo podcmos demosti ai

el caso de

conscrvando

datos inicia-

estacionarias que nemos

existencia lo-
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APENDICE I

TECNICAS DE MECANICA ANALITICA APLICADAS AL ESTUDIO DE SOLU-
CIONES ESTACIONARIAS DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL-DIRAC.

A.I. 1.- TEORIA CANONICA DE PERTURBACIONES

En este apéndice vamos a estudiar las ecuaciones diferenciales:

que nos -dan soluciones estacionarias para Maxwell-Dirac.
- . {Bc. IV.3,1)

1
-

U, = U-k)V
¥ ¢ ) A.T.1,1
\/x = ({#'e) a .

Ry = wulsv! B

con 1a integral primera .
T A A AL PR
Podemos hacer el cambio de variable sugerido por los comporta-
mientos asintbticos de W y v » o o ’

w = Va cortfy)
vV T Ve wuaf%)
Las ecuaciones A.I.1,1 nos quedan:
hye: 2 (ks corl) AT.,2
Ry T 2 Q@AM L .
Ry = @R

Y la integral primera, asi:
?
-+ ky + all + . ql) - &

Estas ecuaciones proceden del lagrangiano

.{ < .é k ! raek - o« | + &.cea bk

»» 3 x

E1l hamiltoniano correspondiente es:



‘H""{'h}‘rzl’;k +l?utﬂl~ | , A.I.1,3
donde p, = k, Y P.z - % son los momentos conjugados de ke
vy h  respectivamente. .

El hamiltoniano H (A.I.1,3) es adecuado para aplicar la teo-
- r{a canénica de perturbaciones, tal como aparece en el Courant
and Hilbert, vol. 2, pAg. 130. (Ref. 13).

Podemos descomponer H en suma de dos términos:

H= H, + H, e Co
con | ‘

?
H,= + R+ Rk

H‘,z t Py enals
y tratar H, como perturbacibén; ya que el hamiltoniano H, es exac-
© tamente éoluble. Adémés, las soluciones de H, son exactamente las
soluciones estacioharias»para las ecuaciones de‘Naxwell—Dirac sin
masa. . ‘
Planteando la ecuacibén de Hamilton-Jacobi para H, , se puede
obtener una solucibén completa de &sta por separacibédn de variables
¥ for lo tanto, resolver exactamente las ecuaciones de Hamilton
 ‘asociadas a H, .

'

- -Las ecuaciones de Hamilton asociadas a H, son:

K: 2 k

é‘\t (-] ’

k= Py _ : A.I.1,4
- ﬁk:"lrk

Tehemqs que el hamiltoniano es constante
: L 4
H,:J;qu-rPkk = E,L.fc.

La ecuacidén de Hamilton-Jacobi reducida para H, es:
L ¢! =
; ¢L + 2 ¢Lk = E A.1.1,5

donde 9‘ es la accidn reducida y f,“ y ¢k representan las de-

rivadas parciales de ¢ respecto a & y a k respectivaronte,
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Una solucibén completa para la ecuaciédn de Hamilton-Jacobi re-~

ducida es: Ty
- vt "
¢-a~k--§-:(5-,zuk) > A
y la correspondiente accibén ' .
K a. L *————-‘f’— (E-Ia‘e)!/"._gx + Ao
[

donde E es el valor constante del hamiltoniano H, y a

constante. oo

A.1.1,6

es una

Al tener una solucién‘completa para la ecuac¢ibn de Hamilton-

Jacobi, podemos asegurar que

’
_g_._a _—
& 40 ¢w)1&4abw
_9__{-, [ f‘e
dE ' ,
Calculando explfcitamente _?é_. . 2..’% , obtenemos un par de
. = .

ecuaciones algebraicas, de las cuales, a su vez, se obtienen k y L

en funci6én de las constantes E,a, R, , B, Y de la variable X

« Bl resultado es:

2
k = -axX' =B . ax 4 E _a Bg'

e

AnI.l,?

1 1 [ ?
L\_—,-zo._i(__ -ls‘ax?*z{;?:-aﬂij-y_g___g --;-«8548&
: Js . 95 ,
Y usando que rk’ ) P = ST obtenemos:
Pk‘: a
Pk‘-"?“"‘zus“

En el hamiltoniano total H = H + H, , hacemos la transforma-’

cibn de contacto generada por S .

Si el hamiltoniano Ffuera simplemente H,, esta transformacién

de contacto nos pasaria a variable canbnicas E, a ,“5 >

B . y

. . . *
como ecuaciones de Hamilton para ellas, E= o0, a=o0,8Bz0 ,Ba%c;

es decir, que son constantes del movimiento.

Al tomar IT,+ 1, y hacer esta transFformacibn canbnica,

El aJBE

y K& ya no son constantes, sino que obtenemos el hamiltoniano.



H :H.-rH.*-——"‘Hv &>

Mmneve °
&> (8] ALt = Z?l‘ "4“\) &>
t
&> N AMartve T 2 a Cﬂ{-&ﬁi -2 a Bexl4{-)nl;0..‘,)x + B -2a 3!’.,, £ 8e
2 L3 < 1 LS

Las ecuaciones de Hamilton para a E, B8, -Bg 9quedan:

A

- ’
"By r teafla e uwdl) [—2.3‘.' - Z“EX,-(H!J* E )x- 2 Be _ 8e £y

‘at o To
a = zamlt)

R -t w-.ﬂ-)[x + 8e]

E

"

2ea u,..L [-g&x'-‘& 8&)( -zg;: . -E-]

Y tenemos la integral primera:

E+ 2a comnbh =

Estas ecuaciones corresponden a la variacién canbnica de las
4 cons}:antes E,«, B ey Qe cuando afiadimos el hamiltoniano
UMy Tt e el o | N
Para tratarla a miquina es conveniente hacer el cambio xiiyet
pues 'siguen teniendo oécilaciones con x%Y
Estas ecuaciones son las que hemos empleado para el célculo

numérico de las figuras presentadas en el capitulo IV.

’

A.I, 2.~ INTEGRALES DEL MOVIMIENTO

Tenemos el hamiltoniano :

H= —;’?k'i""’k*"‘h"rk A-I.z,l

que al no depender explficitamente de x es constante
'5i se calcula una sequnda integral primera, al ser un siste-~
ma de 2 grados de libertad, el sistema queda completamente re -
suelto. (Ver ref., 14, pag. 332).
. jeant
u ("‘.“;Pk,?k) = F

' - integral primera de la energia
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y ¢(“)k:PL-;Pk)’—c

otra integral primera.
De M-E y ¢- & _» podemos despejar
Ph= P(L k e,@)
Ph: f’k(k|".€'()

Entonces P dL + P dbk es una diferencial exacta o &
y tenemos que
-_-‘)9 CRY » 3 :
2 ¢

- 0@ -
_— =z A+ <
o E ,
Son las otras dos integrales primeras que completan la resolu-
cibn del sistema.
Para calcular otra integral primera, aplicamos los mé&todos de
integracién por series del capitulo XVI de la referencia 14,

A la integral primera obtenida de esta forma se la conoce con
el nombre de integrel adélfica.

Desarrollando en serie el coth , podemos escribir:

. : T
CH= Lpliake +"’L-(4-'-"L'*'£"—"“ ~(~'J"——'—'"')
~ = 7Tk - I RACY T ()1
0. sea
M= M, + o, + Hp v . LI L RV SN -
con
H‘—_ 1?._\

Para calcular una integral primera hemos de encontrar 7l tal que

(}‘)H)E .c)__"-{-.é_)_f_/,_‘?_é.ﬁ)_.. Qf.a'i 9

- — -

M
2P DN A, Ik dk IF. )

I
N
-
5

4
e
\-/ .
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‘Desarrollando en serie de potencias y agrupando todos los tér-

minos de igual grado en la variable canénica, tenemos:
[ (U R I WA R RR (AR SR AT IR

Y haciendo cero cada uno de los sumandos, podemos ir obtenien-
do recursivamente ¢,, /v ,f,-~-- ' . i
- i '

¢ ,H) c o o 4, -~ N | )
(¢’ ' H,_) otl =5 {1 Tz o |

W

. (9'2 yHy) =0
. ‘ P
7
g:r:'/_{)-— Zflf(’l) q.i:s (43.‘4‘):_2(‘“\ =3 43
t,”n).;‘

1t

An&logamente obtendriamos

k2 -
¢‘; - ":-f‘k_'.’.‘._

2

! )
TR Nl B A PP Bte k']

Esta seria la forma de obtener una segunda integral primera;

pero en nuestro caso no nos resulta Util.
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APENDICE II

. EXISTENCIA LOCAL Y GLOBAL EN EL CASO DE DATOS INI-
' CIALES NO LOCALIZADOS

A.II. 1.- ECUACIONES DB ‘MAXWELL~DIRAC

Como hemos dicho en el apartado d) del phrrafo V. 6 tiene sen-
~ tido plantearse el problema de Cauchy con datos iniciales no lo-
calizados. ' i

La inica dificgultad se presenta en la comprobacibén de la con-
dicién Lipschitz.

El1 término de acoplo en M-D. (V,4,1) es: | Y Y

Para comprobar la condicién de Lipschitz, calculamos:

n

Hv” (. v- v*;,quw,/; vy -y,

<l V.(x"r-l"?’)"dw T A GRS L P

< ||V.||w¢4 nv—‘fﬂdw + u\?",b'/‘ "V."ZN,./M

qude 1] ,{ ”“‘/‘,~ = ”4 .e'/"x'"ao

que es lipschiciano.

Si hubiéramos empleado la |} I, para Y , no podriamos de-
mostrar que ei término K‘JN V’ era lipschiciano; ya que ¥ no
_pertenece a L® .

Lo mismo que obtenfamos en el pérrafd II. 3 una cota a pri-
ori sobre la |\?|L¢ , podemos obtener una cota a priori sobre
la ) gq|é¢‘,y entonces, la demostracibn de existencia global es

trivial.
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A,II. 2.~ ECUACIONES DE KLEIN-GORDON-MAXWELL

En este caso vamos a tener simplemente existencia local.
~El término de interaccién '

V. (0% s vgve)d
es localmente lipschiciano cuando
Ve LM of el Q fet™”
y el término

His (B i) - ee)

también lo es; ya que ambos términos son, a lo sumo, cfibicos en
‘las funciones V, ,'94 ¢, 2, 4

La existencia global, en este caso, no podemos demostrarla.
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