Universidad Complutense de Madrid
Facultad de Matematicas

Departamento de Matemadtica Aplicada

EDPs no lineales originadas en

plasmas de fusion

y

filtracion en medios porosos

Memoria para optar al titulo de doctor en Ciencias Matematicas
Juan Francisco Padial Molina
Mayo 1995.



) . i
A la memoria de mi hermano Jose



Quiero expresar mi mas profundo agradecimiento a todos cuantos con su
ayuda, comprensidn, paciencia y entusiasmo han contribuido a que esta tesis
fuese realidad. ‘

En primer lugar, dar las gracias al Profesor J. Ildefonso Diaz, por haberme
sugerido trabajar en este tipo de problemas y por su inestimable ayuda en
la realizacién de los mismos.

Deseo también expresar mi mas sincero agracedimiento al Profesor J.M.
Rakotoson por su ayuda y orientacion en el estudio del primer modelo.

También dar mi agradecimieto a G. Galiano por las fructifuras discusiones
que sobre los temas presentados hemos tenido.

Es ya bastante tiempo el que llevo en el Departamento de Matematica
Aplicada. Tiempo suficiente para consolidar unas relaciones que considero
satisfactorias. Quiero por ello dar las gracias a todos los miembros de] Depar-
tamento por su grata acogida. Las gracias por las aportaciones que en lo que
a “ciencia” se refiere he sido obsequiado. Especialmente, mi agradecimiento

a todos los Becarios del departamento.
|

Es poco el tiempo que llevo formando parte del Departamento de Mate-
matica Aplicada de la E.T.S. de Arquitectura, sin embargo quiero dar las
gracias a sus miembros y en especial al Profesor Alfonso Casal por su acogida.

Por iltimo, y donde la matématica no es lo principal, me siento gozoso y
enteramente agradecido a mis padres, hermanos y Carmen que con su carino
y comprensién, han sabido compartir conmigo la elaboracion de este trabajo.



Indice

Introduccién. i
I Un problema eliptico de frontera libre originado en plasmas de fusién. 3
1 Introduccién. Descripcién del problema. . . . .. .0 . .. 0oL L 3
1.1 Plasmas de fusién con simetria axial: Tokamaks. . . . . . . . o 6
1.2 Formulacion del problema bidimensional en el caso de Stellarators. 9
1.2.1 Coordenadas de flujo en el vacio. Coordenadas Boozer. 9
1.2.2 Promedios y 6rdenes de magnitud. . . . . . .. .. L. 10
1.3 Un modelo con condicién de corriente no nula para Stellarator:
el problema (P). . .. .. ... ... ... . ... . ... ... 15
2 Resultados técnicos preliminares. . . . . . . ... ... ... .... Lo 19
2.1 Definicidn y propiedades del reordenamiento decreciente y rela-
BIVO. .« v e e e e e e .20
2.2 Propiedades principales. . . . . .. .. .. ..o L. 24
3 Una formulacién equivalente como un problema no local: el problema
(P, 29
4 Existencia de soluciones de los problemas (P,) y (P). . . ... ... .. 33
4.1 Un problema aproximado (P.). . . .. . . .. .. ... ... .. 33
4.1.1 Método de Galerkin. Existencia de solucién del prob-
lema finito dimensional (Peem). . . - o o o o L L. 34
4.1.2 Estimaciones a priori de las soluciones de (P ). . . . 39
4.2 Paso al limite. Existencia de soluciones del problema (Fy). . . 39
4.3 Existencia de solucion de (P) y (P). . . . . . ... . ... ... 41
5 Propiedades cualitativas de la region ocupada por el plasma. . . . ! . . 46
6 “Unicidad parcial” de soluciones. . . . . . .. . ... ... 0L, 52
Bibliografia 61
IT Soluciones BV de un problema de difusién no lineal. 65
1 INGroduccion. .« . . v v v e e e e e e 65
1.1 Formulacién y modelos: motivaciones fisicas. . . . . . . .. ... 66
1.2 Nocion de soluciénes BV, . . 0 . ... o000 0oL 69
2 Resultados Técnicos Preliminares. . . . . . .. . ... ... .. .. ... 71



[N

Indice

2.1 Primeros resultados sobre medidas. . . . . . .. . ..
2.2 Los espacios BV(Q) y BV(0,T; L' (). .. ... ..
2.3 Algunas propiedades del espacio BV,(@Q). . . . . . ..

3 Resultados de comparacion y dependencia continua

4 Existencia de soluciones BV. . . . . . . .. ... ... ...

Bibliografia



Introduccion.

En esta memoria abordamos dos problemas de ecuaciones en derivadas parciales no
lineales originados en la teoria de plasmas de fusién termonuclear controlada mediante
confinamiento magnético y en la teoria de la filtracién en medios porosos. Se abordan,
principalmente, la existencia de soluciones para el primer modelo y la unicidad para el
segundo. En ambos casos se requieren técnicas propias de EDPs no lineales y resultados
de teoria de la medida tales como los relacionados con el reordenamiento decrerlente y
relativo y con la teoria de funciones de variacidén acotada.

El desarrollo de ambos temas obedece a unas etapas similares. Comenzamos con
una introduccién en la cual se describe el modelo, su motivacién fisica, se plantea el
problema matematico y se presentan los resultados pricipales, contrastandolos con otros
trabajos ya publicados. En segundo lugar se presentan algunos resultados ya clasicos
en la literatura adaptandolos a nuestra situacién particular. No obstante, algunos de
los resultados que se muestran en las secciones sobre “resultados técnicos preliminares”,
han sido motivados por el problema concreto que se pretende estudiar, siendo alguno de
ellos de caracter general. La tultima de las etapas consiste en desarrollar y obtener los
objetivos propuestos para cada problema. Cada capitulo se cierra con una bibliografia.

La primera parte de esta memoria se dedica a un modelo originado en' la fisica
de plasmas de fusidn nuclear. Se mencionan las posibles configuraciones de maquinas
utilizadas para la fusiéon termonuclear controlada mediante confinamiento magnético.
Un primer tipo se refiere a las maquinas Tokamaks, para la cual es abundante la bib-
liografia que se ocupa de su estudio tanto desde un punto de vista fisico (Miyamoto
[Mi87]), como matematico (Temam [T78], Mossino [M82], Blum [BI89]), etc. El se-
gundo tipo de configuracién lo determina las miquinas de tipo Stellarators, de estudio
reciente (véase Diaz [D92], Padial [P92], Diaz-Rakotoson [DR93, DR94], sin olvidar la
clasica referencia de Hender y Carreras [HC84]). El objeto de este primer capitulo, es
el estudio de la existencia de soluciones del problema inducido por una configuracion
de tipo Stellarator con condiccion de corriente no nula en el interior de la region que
encierra cada superficie magnética. Tras obtener unas propiedades cualitativas de las
soluciones del problema planteado, se pasa a estudiar la unicidad de soluciones, esta vez
para el caso de corriente nula. Planteamos el problema que se aborda en este primer
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capitulo:

Sea £ un abierto acotado de frontera regular en . Dado F, > 0, a,b € L}(()
- siendo @ > 0, b > 0 en Q, se trata de encontrar dos funciones, « definida de 2 en R y
F: R — IRT tales que

~Au = aP(u) + Fu)F'(u) + bp(w) “en Q
(P)y{ ¥~ € Ho(®)
{u>t}[F(u)F’(u) + bp'(u)]dm = j(t, ||lu+ ||Lm(g)) cptte [lgfu, Slép u]

siendo habitual tomar p(t) := 2(t4+)?, con A > 0; para la presién y j € C' representando
la corriente que circula en la regién que envuelve cada superficie magnética (cantidad
que viene dada por la integral que aparece arriba). Llamando V(Q) := {v € H'(2} :

Av € L=(f2), v|sg < 0} obtenemos el siguiente resultado de existencia.

Teorema 1.1. Seainfla| > 0 y v < 0. Entonces existe A > 0 tal que si A || b ||z
+n < A, existe (u,F) con v € V(Q) y F € W'(]inlg u,supgu|) solucién de (P).
Ademds med{z € 1 : Vu(z) =0} =0 y F queda univocamente determinada por u.

Inspirados en [92, DR93, DR94]., gracias a la nocion de reordenamiento relativo y
la condicién dada por la familia de integrales que aparece en la definicion de (P), se
formula un nuevo problema (P,) de naturaleza no local donde se elimina la incégnita F,
al quedar determinada por u (siempre bajo condiciones adicionales). El nuevo problema
(P.) es el de encontrar u, tal que

—Au = aFy(z) + p(u(x))[b(z) — beulfu > u(z)]]
(P Hilluse(@) (0. (Ju > u(z)]) en O

u—y € Hy(§))

siendo
, o [l .
Fue)i= |F5 =2 [ (s beu()ds
f>us (@), VR
#2 [ g (5), (0D (i ()Pl
’ bu>0| +

con u,. reordenamiento decreciente de u, b.,, reordenamiento relativo de b con respecto
dewuyy = %%. Antes de abordar el teorema de existencia de soluciones de (P.) se

dan condiciones para que toda solucion u de (P.) genere una solucién (u, F') de (P).
A continuacién se resuelve (P.). La dificultad que aparece al estudiar este problema,
radica en que, en un principio, no se puede controlar la derivada de u,. respecto de s.
Para evitar esta dificultad, para cada ¢ > 0 fijo, se eligen las funciones de truncatura

he(t) = ﬁf, E(t) = 1_+£€m Se considera el nuevo problema

— AUt = aFu(z, 8, buye) + p/(u(2))[B(x) = bune(Juf > u(z)]]
(Pue) +7e(ui (=), u§ (ONE (vl (Ju > u'(z)])) en O
ut —y € Hy(Q)



m

con

[v>vg ()]
fﬂammﬁ:[ﬁ—ﬂﬁm+,wm@mkmU>m¢
o> vi (2 2
v>vy (T » ‘ 2
A2 [ (), v (O el () ds )

Por dltimo, se encuentra solucién a los problemas (P..) mediante un método de tipo
(Galerkin. Las estimaciones a priori y los resultados que garantizan las buenas conver-
gencias para las sucesiones (uf, )}, (©5,)’ y (b.u<) nos permiten obtener una solucién de
(P.), y por la equivalencia entre (P) y (P.) (bajo adecuadas condiciones), se obtiene la
existencia de solucién de (P). ‘

Tras mostrar algunas propiedades cualitativas de la regidn ocupada por el plasina,
tratamos la unicidad de soluciones para el problema (7) en el supuesto 3 = 0. Utilizando
una téenica empleada ya por Puel en [Pu77], se obtiene el siguiente resultado:
Teorema 6.1. Sea (u, F') una solucidn de (P) con j =0 y f := F. Supongamos [ [’
Lipschitz sobre IR y A > 0 tal que

F,

Ha”-Lw(n) < OC—/—=
v AlB]l Lo ()

para alguna constante C positiva y A < A, siendo Ay el sequndo autovalor del problema

—Aw = Aelz)w enQ '
w = 0 en 0§}

v @) = Cl¥llmala) + b(a) + & con € = AL,
dependiente de Fy, A, ||bl=(qy ¥ la constante de Pomcare de §). Entonces, u es la vinica
solucidn del problema

{ —Au = af(u) + f(u ){’gu)—f-p'(u)b.enﬂ

M= Clla allr2y ¥ o constante sdlo

u—7€ HiNW»(Q) 1 <p< +oo .
con med{z € : Vu(z) =0} =0. ‘ i

Una lectura detenida del teorema anterior, muestra que si (u, F) y (v, F ) son dos
soluciones de (P). entonces u = v. Por otra parte, al probar la equivalencia entre (£} y
(P,) se obtiene que si (u, F) y (u, F) son dos soluciones de (P), entonces F = F. Sin
embargo queda abierto el problema de si existen o no (v, F), (v, F') con u # v y F £ I3
soluciones de (F), de ahi el hablar de unicidad parcial.

A tenor del trabajo realizado, se abren nuevas lineas de trabaJo tales como la im-
plementacién numérica del método de Galerkin utilizado, la unicidad parcial si 7 # 0 e
incluso la unicidad entendida en su sentido mas general. :

La segunda parte de esta memoria estudia el problema de Cauchy - Dirichlet aso-
ciado a la ecnacién parabolica cuasilineal

di;(t) div{|Vu — k(b(uw))e[?"2(Vu — k(b(u))e)} + g(z,u) = f(t,z)
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obtenida inicialmente a partir de la ecuacion de continuidad (conservacion de la masa)
y ley de Darcy no lineal de un fluido incompresible que fluye en un medio poroso.

El resultado principal concierne a la comparaciéon de soluciones cuando la derivada
temporal de b{(u) es meramente una medida de Radon acotada. También se muestra,
mediante un proceso de regularizacion parabdlica, la existencia de soluciones vertficando
tal propiedad.

El problema queda definido en los siguientes términos:

Sea £ un abierto acotado de R" con frontera regular 90 y T € IR*. Por @
denotamos el dominio parabélico 10, T[xQ C RN y por ¥ :=]0,T[x8N.
Consideramos el problema :

Ob{w)

o divg(Vu — k(b(u))e)lg(:r:, u) = f(t,z) enQ
(£) u(t,z) = 0 en L
u(0,z) = wuolz) enfl

donde ¢(¢) := |¢P72¢ V& € IRV, e € IRY vector unitario, b es continua no decreciente y
k, g, f y up verifican hipdtesis adicionales.

La primera cuestion que nos planteamos es la de estudiar la unicidad de soluciones
de este problema con el especial interés en el caso p # 2. Diaz y de Thelin prueban
en [DT94], para este mismo problema, un resultado de comparacién y dependencia
continua de la solucién respecto de los datos, con la hipdtesis fundamental 3_%(;) e LYQ).
Inspirados en Vol’pert y Hudjaev [V67, VHu69] y mas recientemente en los trabajos
de Jingxue [J89] - [J92b] nuestro objetivo es relajar la hipdtesis %(ffl € L'(QY). En
. esta memoria, 8—!29(}1 sera una medida de Radon acotada en (J, clase de funciones que
denotaremos por BV(Q) (:= {w € BVi{(Q) siw € L}],.(Q) y la derivada temporal en
sentido de distribuciones es una medida de Radon acotada sobre @}). Con tan solo esta
regularidad y la hipétesis adicional de que el conjunto de puntos donde u deja de ser
aproximadamente continua tiene medida de Hausdorff N-dimensional cero, obtenemos
el resultado de comparacion donde la hipétesis fundamental ahora es '

b — /\1[)1 +)\ng

siendo by' y by localmente lipschticianas satisfaciendo A; y Ay hipdtesis adicionales.
Nétese que Ay = 0 fue tratado en [DT'94] y que el caso de intrés actual es pues Ay # 0.
La funcion k es continua, tal que k.b es Holder continua de exponente v > -:; sil<p<2

vy = % si p > 2. Sobre g se supone la condicién de monotonia o Lipschitcianidad de
gob71 gls1) — g(s2) = —C*(b(s1) — b(s2)) para alguna constante C* positiva.

Se introduce primero la nocién de solucién débil del problema siguiendo [ALS83]
(Definicién 1.1 del Capitulo II) para a continuacién dar la nocién de solucién BV: Se
dird que u € LP(0,T; WaP(Q)) N L=(Q) es una solucidn BV del problema (E) si es
solucion débil de (£) y ademds b{u) € BV,(Q) (Definicidn 1.2). Con esta nocién de



solucién BV, se tiene

‘Teorema 3.1 Supongamos k y g verificando las condiciones anteriormente citadas,
b = Aby+Ayby con b7 y by Lipschitz continuas en [—M, M] con contantes de Lipschitz
Ly y Ly respectivamente, y uy y uy soluciones BV de (£) para datos (uor, f1) v (vo, f2)
y tomando valores en [—M, M). Supongamos también que el conjunto de puntos de
discontinuidad aprorimada de u; y uy tiene medida de Hausdorff N-dimensional cero.
Entonces, pare cada t €]0,T( se tiene que

J st )) = blualt, a)ladz < & { [ [bluon(t, 2)) — buontt, 2))]sds +

+AtLecss[fl(S,x)_fz(s,a:)]+dxds} .

A partir de este resultado se obtiene la dependencia continua y la unicidad de la
solucién. Utilizando el mismo tipo de técnicas, Gagneux y Madaune-Tort [GM92a,
(GM92b], Benilan y Gariepy [BG93a] estudian la unicidad de soluciones en la clase
BV(0,T; L'(Q)), aunque siempre para el operador de Laplace. Recientemente, medi-
ante fécnicas relacionadas con soluciones de tipo Kruskov (diferentes a las aqui desar-
rolladas), inspiradas en Carrillo [C86], Gagneux y Madaune-Tort prueban la unicidad
en [(1M94] exigiendo menos regularidad a la funcién k.b: en [GM94] se pide b Hélder
continua con b~! continuamente derivable y ko.b sélo necesita ser una funcién continua.
No obstante la aplicabilidad de esta técnica para el caso p # 2 (i.e., para el operador
p-Laplaciano) no es clara y por otra parte la regularidad obtenida en esta memoria es
de interés en si misma.

Una vez concluido el estudio de la unicidad mediante un proceso de regularizacién
parabdlica se obtiene la existencia de soluciones BV del problema (&)

Teorema 4.1 Sean b, k, ¢, f, y ug como antes. Supongamos ademds que f € L®(Q)N
BV(Q) y ue € L=() N W, P(N) tal que ¢(Vug — k(b(wo))e) € (BV(Q))N. Entonces
existe una funcidn u solucion BV de (£). Ademds v € C([0,T7; LY()).

Inspirados en Jingxue [J92a] y en Diaz, de Thelin [D'T94], mostramos la existencia
de una solucidn BV de (£), ya que para aplicar el Teorema de comparacién, necesi-
tamos verificar que el conjunto de puntos de discontinuidad aproximada de u tiene
medida Hausdorff N-dimensional nula. Para conseguir ésto, se necesitan hipétesis mas
restrictivas sobre kob: la Lipschitz continuidad si 1 < p < 2 y el caracter afin si p > 2.

El estudio aqui realizado nos da un criterio para tener unicidad del problema (£)
que modeliza la filtracién de un fluido en un medio poroso. Sin embargo, como ejemplo,
se muestra, la aplicacién de este resultado a otros modelos tales como el de obstaculo.

(Como en el capitulo anterior, se sigue la misma estructura en el desarrollo del tema.
Primero una introduccién donde se define el modelo y sus motivaciones fisicas. En
segundo lugar, se dedica una seccién a presentar los resultados técnicos que poste-
riormente se utilizaran. Por 1dltimo en sucesivas secciones se exponen los resultados
principales, en este caso el de la unicidad y existencia de soluciones.
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Sefialaremos, como una ultima observacién, que en el caso de N = 1, es posible
mostrar que toda solucién BV de (€) verifica que el conjunto de puntos de discontinuidad
aproximada mide cero respecto a la medida de Hausdorff 1-dimensional. Para ello se
utiliza el Teorema de Sard y la caracterizacién de estos conjuntos de discontinuidades
para funciones de variacién acotada. '









Capitulo I

' Un problema eliptico de frontera
libre originado en plasmas de fusién.

En este capitulo se presenta un estudio del problema eliptico

—Au=aF(u)+ F(u)F'(u) + bp'(u) en §2 ‘
u—7 € HY(Q) i
f{uN}[F(u)F’(u) + bp'(u)]dz = j(t, |utllzo=cey) €-p-t. t € [infq u,supg u] :

|
Este problema, surge del modelo de plasmas de fusién en Stellarators con condicién
de corriente no nula. La ecuacién se obtiene a partir de las ecuaciones de la
(MHD) mediante un determinado cambio de coordenadas (coordenadas Boozer)
y promediando en una determinada variable.
Previa presentacion de algunos resultados técnicos, se establece el resultado
principal de este capitulo concerniente a la existencia de soluciones, para lo cual se
utiliza un método de tipo Galerkin aplicado a un nuevo problema de caracter no
local que involucra el reordenamiento decreciente de u y relativo de b respecto' de
u. La existencia de dicho problema no local implica la existencia de solucién del
problema de partida bajo determinadas hipétesis. Finalizamos con un resultado
referente a la unicidad de soluciones. '

1 Introduccién. Descripcién del problema.

Uno de los problemas mads importantes en fusidon termonuclear controlada, es la
deteccién de las condiciones bajo las cuales un plasma puede ser confinado mediante
un campo magnético sin que éste toque las paredes del reactor o camara de fusién. Las
ecuaciones que gobiernan el equilibrio de un plasma (supuesto un fluido ideal a escala
macroscépica) en presencia de un campo magnético son, de un lado las ecuaciones de
Maxwell (MHD) y de otro la ecuacién de equilibrio para el plasma entendido como un
fluido ideal. _

Las ecuaciones de Maxwell se expresan en la forma
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V-B = divB=0 (1.1)
V.xB = rotB=ypo-J (1.2)

donde B = B(z) € IR® es el campo magnético, J = J(z) € R® es la densidad de
corriente eléctrica y go es el coeficiente de permeabilidad magnética que supondremos
constante (g = 1). -

l.a ecuacién de equilibrio para el plasma se obtiene cuando las fuerzas debidas a la
presién son iguales a las fuerzas magnéticas, es decir,

Vp=JxB (1.3)

donde p = p(x) € IR es la presion del plasma en el punto z, Vp representa la densidad
de fuerza debida a la presion y J x B la densidad de fuerza electromagnética. Las
anteriores ecuaciones tienen lugar sabre la regién £, C R* ocupada por el plasma.

De la ecuacion (1.3), podemos deducir que

B.-Vp =0 (1.4}
J.Vp = 0. (1.5)

Por tanto, en un plasma en equilibrio confinado magnéticamente, las lineas de campo y
las lineas de corriente, descansan sobre superficies isobaras (de igual valor de presiones,
l.e., p =constante). Estas superficies generadas por las lineas de campo, son llamadas
superficies magnéticas. Supondremos, tal y como es usual, que esta familia de superficies
permanecen anidadas en superficies toroidales y que quedan vendran determinadas por
la condicién (1.4) (véase Kruskal - Kulsrud [KKI158]).

Para llegar a una formulacién adecuada, necesitamos dar unas condiciones de con-
torno. Al sistema (1.1) (1.2) (1.3) se le pueden asociar dos tipos de condiciones: una,
suponiendo que la regién ocupada por el plasma €, es conocida y que 9€2, es un con-
ductor perfecto (- B = 0 en JQ2,, con n normal exterior a 9§2,). Otra, mas realista,
supone el plasma aislado de las paredes perfectamente conductoras por una camara de
vacio. Aparece asi 0§, como una nueva incognita del problema, quedando el sistema
planteado en términos de un problema de frontera libre. Por definicién, la superficie
981, es una superficie de presion constante, por lo que ha de verificarse

n-B=0  en 02, (1.6)

(Se justifica gracias a (1.3) y por ser Vp normal a 9€2,). Para nuestro estudio conside-
ramos la segunda posibilidad que es el caso mas realista (véase [D92]).

Al no conocer la frontera 0§, debemos dar informacién complementaria que nos
permita formular el problema de manera consistente. Para ello distinguimos una region
regular abierta £2 C IR® con paredes perfectamente conductoras 92 (por ejemplo la



. Introduccion. Descripcién del problema. ‘ 3

llamada “camara de vacio”) y una regidn interior ocupada por el plasma €, C € (des-
conocida) con frontera 9§21, que no toca las paredes d€2. Existird también una regién
de vacio 2, = 2 — ﬁp que aisla el plasma (zona de vacio). El problema es hallar una
p:Q—= R, B, J:Q— IRy una regién Q, C 2 de borde 9, tales que verifiquen
(1.1), (1.2), {1.3) en w,. Para ello contamos con que (1 1) y (1.2) se cumplen en £,
para J = 0 (la densidad de corriente es nula en la regidn de vacio) lo que nos permlte
plantear el problema en los siguientes términos: ;

Hallar p: Q@ — R, B, J : 2 — R® tal que . |

Vp = JxB C (L)
Vv.-B =10 I (1.8)
VxB = #0.] i (1())

en §2 siendo :
Q, ={zeQ:J(z)=0}. L (1.10)

De la primera ecuacién ' .
Vp = 0. en £,. : ¢ (1.11)

Por tanto, p es constante en la regién de vacio €, y la funcién “presion” estd definida
salvo una constante. Eligiendo dicha constante de forma que sobre el borde de la zona
ocupada por el plasma p se anule, tendriamos asi definida la frontera libre 8€,. Como
hipotesis de contorno, se pide

n-B=20 sobre 9. o (1.12)

Sin embargo, aun es necesaria una condicién mds, que va a expresar la cantidad total
de corriente que circula en el plasma Esta es una condicién integral (como ya veremos)
que depende del tipo de “maquina” en cuestion: j

Para Tokamaks la cantidad de corriente es una constante positiva; y en el
caso de Stellarators la corriente que circula en el interior que envuelve Cddd.
superficie magnética es nula.

) |
Avanzando en el estudio de la modelizacion, es necesario considerar la “geo-

metria” que el campo magnético genera. Cuando el campo magnético posee algun tipo
de simetria, es posible obtener con mayor facilidad las superficies magnéticas. Aquf
mostraremos dos posibles comportamientos (para mas informacién, véase Miyamoto
[Mi87]). El primero se refiere a cuando el campo magnético es invariante bajo rotaciones
en torno a algin eje de simetria. Se dice entonces que el campo presenta una simetria
arial: es el caso del Tokamak. El segundo caso, es cuando las lineas de campo se envuel-

ven “casi” helicoidalmente en torno a una linea que denominaremos eje magnético. Con
|
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la palabra “casi” queremos expresar que el radio de la hipotética hélice, no permanece
constante. Este es el caso de los Stellarators.

En ambos casos el objetivo serd llegar a un tipo de ecuacién denominada de Grad-
Shafranov (1960). En el primero, la simetria axial permite reducirnos a un problema
bidimensional con facilidad, lo que favorece su estudio. Sin embargo la complejidad
de forma del Stellarator impide llegar a este tipo de ecuacidén de manera directa. Se
necesitard de un nuevo sistema de referencia (coordenadas Boozer) y admitir ciertos
ordenes de magnitud de las componentes de'la.métrica para poder transformar el prob-
lema tridimensional de partida en un problema bidimensional, promediando en una
determinada direccion. Ademas de la dificultad propia de la geometria del problema,
una vez planteada en ambos casos la ecuacién de tipo Grad-Shafranov se introduce un
hecho propio de cada caso: en maquinas Tokamak, la corriente total que circula por el
plasma es un dato conocido I > 0; mientras que en el caso de maquinas Stellarators,
en un marco ideal, se tiene que la cantidad de corriente que circula por el interior que
encierra cada superficie magnética es nula. Sin embargo, motivado principalmente por
los estudios sobre estabilidad de la configuracién de equilibrio (véase [C91]), es de in-
terés analizar el caso de Stellarators con una corriente no nula circulando en la regién
que envuelve cada superficie magnética. En particular, dicha corriente es conocida a
priori y es una funcién j dependiente de cada nivel. En todos los casos, la condicién
requerida sobre la corriente que circula por el plasma se impone mediante una condicion
integral (véase (1.19) para Tokamak, (1.42) y (1.43) para Stellarator}.

En los apartados de esta seccién, nos proponemos mostrar brevemente el modelo y
algunos resultados matematicos para el

caso de plasmas de fusién con simetria axial: Tokamak {Subseccidén 1.1). Con mas
detalle, desarrollaremos como se obtiene la formulacién del problema bidimensional
para el caso de Stellarators, tanto con condicién de corriente nula, propia de un marco
ideal, o supuesto que aparecen corrientes conocidas circulando en el interior que cada
superficie magnética limita, Subsecidén 1.2. Por ultimo, estableceremos el problema
objeto de estudio en esta memoria, Subsecién 1.3, asi como el plan de trabajo que
hemos desarrollado en las secciones siguientes, adelantando también los resultados mas
relevantes.

1.1 Plasmas de fusion con simetria axial: Tokamaks.

En el sistema de coordenadas cilindrico (r, ¢, z) la hipotesis de simetria axial se traduce
en suponer que el campo B es independiente del angulo toroidal ¢. Si denotamos por
¥ la superficie magnética, entonces se satisface la ecuacion

B-Vy=0 (1.13)

(las lineas de campo se envuelven en las superficies magnéticas dadas por 3 = cte). S
expresamos B en su forma covariante para el nuevo sistema de coordenadas y suponemos
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que el sistema es independiente de ¢, entonces las ecuaciones (1.8) y (1.13) se puede
escribir como

i |

o

B.—+B,/— =0

SO T dz

19(rB,) @B ‘.

ror T o |
Consecuentemente podemos tomar ' f

9y ay .
TB,.——EZ- , TBZ——E. (1.14)

La relacién Vp- B = 0 deducida de la ecuacién de equilibrio (1.7) puede ser expresada
con ayuda de (1.14) mediante |

_Opdy Lo dp ¢

" Ordz | Bz or
De acuerdo con esto, p es una funcién sélo de ¢ (e.d. p = p(¥)).
Procediendo de igual modo para Vp-J =0y go = V x B, podemos escribir
_OplrB,) _ 0pa(rBy)

dr Oz dz Or

y asi, rB, es funcidn de 1 (e.d. 7B, = f(¥}). !
Introduciendo estos calculos en (1.7) con J = fﬂ-v x B, obtenemos I

= 0.

!
i

|
|
i

:O;

_rt 1 ar
Vp = [,.Ld’_ 2uor? 61_/)]v¢

o equivalentemente

op 1 0P |

en la regién ocupada por el plasma siendo L un operador lineal dado por

8,1 1 3y : .
d'i"(y.g? ar) @z(#o dz)] | (l'lb)

Este operador es uniformemente eliptico cuando el coeficiente de conductividad es
positivo (po > 0). Conviene sefialar que el término de la derecha de (1.15) es la
componente toroidal de la densidad de corriente que circula en el plasma. :
A la ecuacién (1.15) se le llama ecuacion de Grad-Shafranov. Esta ecuacion tiene
lugar paratodo (r,z) € £}, con 2, = Q,N0 y ) seccién poloidal de 2. Hemos ‘redumdo
de esta forma el problema trlchmensmnal a un problema bidimensional. q

Sobre las condiciones de contorno, exigimos que n- B = 0 (1.12) que Junto a (1.15)
nos lleva a que
0y N

“5

(1.15)

L =~ [

n, =0 en 00
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con n = (n,, n;) normal exterior a Q. Lo anterior es equivalente a pedir que

o
— =10 en Of)
Or
con 3‘—1 derivada en la direcién tangente a 02 Por tanto la condicién de contorno seri
Y= en 0N (1.17)

y 7 constante desconocida “a priori”.

Justificamos anteriormente que p y f son funciones arbitrarias de 1, ademas sucede
que no pueden ser determinadas a partir de las ecuaciones de la MHD. Sin embargo,
en la region ocupada por el plasma (), se ha comprobado experimentalmente una “ley
constitutiva” o “ley de estado”. Para la presién p es usual tomar

242 st P >0 :
2
0 s <0 (1.18)
con A > 0 (véase [T78]).

En este modelo, desarrollado para maquinas Tokamak, la corriente total I, que
circula en el plasma es conocida y puede ser expresada mediante la integral

1 2
/Q {Mps + W%}rdrdﬁ = I, (1.19)

El problema que se plantea es, por tanto, el de encontrar una funcién ¥ (flujo
poloidal) solucién del problema eliptico (1.15), con condicion de contorno (1.17) y ver-
ificando (1.19). En principio la ecuacién (1.15) sélo es vilida en la regién ocupada por
el plasma. Sin embargo, pedimos que (1.15) se verifique en todo . Esto es facilmente
implicado si p = 0 = f en Q,(:=regién de vacio ) situacién que se tiene gracias a las
hipotesis sobre p y f y el hecho de J = 0 en {1, o equivalentemente ¢ < 0 en §2,.
Problemas similares a éste han sido estudiados por varios autores, por ejemplo Temam
en [T78] y Mossino en [M82] y también [MT]. Requiere especial mencién la labor re-
alizada por Blum en [BI89], donde ha desarrollado un estudio detallado del problema,
presentando resultados de existencia y regularidad asi como cédigos numéricos.

En particular, en [T77, T78}, [M82] y [MT], se expresa el problema (1.15}), (1.17) y
(1.19) en coordenadas cartesianas ademas hacer la simplificacién £ := A (operador de
Laplace) y f = 0 obteniendose el problema eliptico no lineal de frontera libre

~AY+AG(Y) = 0 en {2 (1.20)
oY = sobre d2 (1.21)

a”!) _ ¢y

[ S dt = 1,>0 (1.22)

con [' = 94, frontera de Q; v constante desconocida “a priori”, ¥ € H}(Q) denotando
por H(Q) := {v € H(1) : v = constante sobre T'}. La iltima ecuacién se justifica
integrando la primera y considerando el hecho de que [, = A f; 44V
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En [T77] se supone G(o) = &+ :=maz{0,0} y se obtiene la existencia de soluciones
del problema (1.20), (1.21) y (1.22) como punto critico del funcional de energia

=2 | 1Vepda — hp(r) 45 [ (617 (1.23)

que minimizar £ sobre el cerrado |

K ={ve H\Q f¢+d$—A}

Utilizando técnicas de reordenamiento, en [M82] se obtienen algunas estimaciones a
priori y propiedades culitativas sobre la region ocupada por el plasma. Otros supuestos
sobre la funcién G pueden encontrarse en [T78, M82].

1.2 Formulacién del problema bidimensional en el caso de Stel-
larators. .

Se estudia aqui el caso de Stellarators, cuya geometria carece de simetria a‘!{{ial. En
este caso, para obtener la ecuacidn de equilibrio tipo Grad-Shafranov, se desarrolla una
nueva técnica. Primero se sigue un proceso mediante el cual se consigue una reduccién
de las ecuaciones de equilibrio de la magnetohidrodinamica (MHDY) (1.7), (1.8) y (1.9)
a ecuaciones que expresan el equilibrio para las cantidades promediadas y répijdamente
oscilantes en el sentido toroidal. Para facilitar esto se introducen ordenes de magnitud
para las distintas variables, sujetas a consideraciones fisicas. De esta forma serd obtenida
una ecuacién tipo Grad-Shafranov. Conseguimos asi que el problema pase a depender
unicamente de dos variables p y 8 y de cantidades promediadas. Sin embargo, todo
este procedimiento requiere la eleccién de un apropiado sistema de coordenadas: las
coordenadas de flujo en el vacto (coordenadas Boozer).

1

1.2.1 Coordenadas de flujo en el vacio. Coordenadas Boozer.

Con el fin de determinar las componentes de B conviene sustituir el sistem;‘m standar
de coordenadas cilindricas (“buenas” cuando existia simetria axial) por otro mas apropi-
ado a la geometria Stellarator: las coordenadas de flujo en el vacio (Boozer [B80, B82]).

Se parte del campo magnético B, creado en el vacio en ausencia de plasma. Las
ecuaciones de partida son de nuevo las del sistema MHD (1.7), (1.8) vy (1.9), ipero con
J, = 0. Observamos que en general, de (1.7) se deduce que B y J son ortogonales a
Vp (ver (1.4) y (1.5)) y por tanto las lineas de campo y de corriente estin sumergidas
en superficies isobaras. Afadimos que en ausencia de plasma, las lineas de campo
B, permanecen anidadas en superficies toroidales [KKI58] a las que deuotarémos por
p =cte. Son las llamadas superficies magnéticas o superficies de flujo y vienen dadas
por la ecuacion

B,-Vp=0. Lo(l.24)
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La superficie correspondiente a p = 0 representa el eje magnético (p hace el papel de
en el caso.de que hubiese simetria axial -ver la ecuacién (1.13)-).

Con estas hipétesis (las ecuaciones de equilibrio MHD y la topologia toroidal del
campo magnético (1.24)) existe un sistema de coordenadas bajo el cual el campo
magnético en el vacio puede ser representado en su forma contravariante como

B, = BopVp x V(6 — i6) (1.25)

y en su forma covariante como

B,=F,Y¢ (1.26)

donde ¢(p) es la llamada transformada rotacional en el vacio y F, es una constante
positiva. La funcidn p puede ser entendida como una coordenada redial, ¢ como una
coordenada toroidal que cada 27 se envuelve en un toro para una apropiada eleccion
de F,. Finalmente, 8 se generaliza como un dngulo poloidal que cada 2r se cierra en
sentido poloidal. Esto genera un sistema de coordenadas “toroidal” (p,(p8), ) cuyo
Jacobiano es

| B.}*
BOFU '

Con esta eleccion del sistema de coordenadas evitamos posibles singularidades en el
tensor de la métrica g del cambio de coordenadas. Al mismo tiempo, mantenemos la
propiedad de que las lineas de campo de B, en su forma contravariante (1.25) vienen
dadas por rectas en el plano (0,¢) (ie. p = cte. y 8 = ¢ + cte.) y en su forma
covariante (1.26) se mantiene lo anterior ademas de darse la misma propiedad para las
perpendiculares a las lineas de campo sobre las superficies magnéticas (i.e. las lineas
de Vp x B son dadas por p = cte. y ¢ = 4%9«1« cte. ). Este tipo de coordenadas
deducidas a partir del campo en el vacio, son también conocidas como coordenadas
Boozer [B80, B82]. Un desarrollo mas amplio puede encontrarse en [S91, D92].

D=[VpxV(ph)] V= (1.27)

El siguiente paso consiste en tomar promedios respecto del la componente ¢ (1d-
pidamente oscilante) en las ecuaciones (1.7), (1.8), (1.9) y considerar los drdenes de
magnitud de los elementos de la métrica y determinar asi las ecuaciones de equilibrio,
obteniendo de esta forma un porblema bidimensional.

1.2.2 Promedios y drdenes de magnitud.

Debido a la geometria peculiar de los Stellarators, una gran parte de las funciones que
aparecen en las secciones anteriores son funciones periddicas en ¢ (por la estructura
toroidal) asi como de M¢ donde M es el mimero de simetrias parciales (fields periods).
Parece razonable reescribir las cantidades anteriores en términos de su parte promediada
(a la que notaremos por (-)) y rapidamente oscilantes en ¢ (la notaremos por = ); es
decir, si A es una funcién de p, 8 y ¢, se puede escribir como

A::(A)-f—ﬁ



1. Introduccién. Descripcién del problema. 11

donde
Ay=~ [ ad
(A) =5~ A ¢
En general, A es una funcién périédica de M-, con M suficientemente grande.
En virtud de la descomposicién del campo magnético en el vacio B, en su forma
contravariante (1.25) y covartante (1.26) y la expresion del jacobiano ) (dada en (1.27))
se tiene que

BY = 0 |

B = BypD 'y
B? = B,D.

Examinando estas ecuaciones, parece natural que la descomposicién del campo magnético
sea :

=5+ (5)

donde : = p, 8, ¢ y B es el campo magnético en presencia de plasma. Las hlpotesn de
4rdenes de ma,gmtud son (leyes constitutivas)

B? B? B
(B e, () n (B
D D D
donde se ha supuesto que 7 ~ ¢.-

Para las componentes “rapidamente oscilantes ” sucede que en el sistema de coor-
denadas de flujo en el vacio, los 4rdenes de magnitud de las componentes (%') son
- - ’ . ’ . - |
introducidos por los 6rdenes de los elementos de la métrica. Asumimos que

(g70) ~ (g%0) ~ (g7} ~ (g%) ~ § o (1.28)

~1 . Estos érdenes,

donde se asume la relacién € ~ 6% y que el mimero de periédos M ~ ¢
junto con las hipdtesis de que el desplazamiento toroidal es dominante sobre el poloidal

(véase [HC84]) permiten deducir otras propiedades como que

Bry  (B?
(5)~ (F) ~e
D D

Otras consideraciones fisicas justifican estos resultados (véase [HC84]). Hay que
destacar que estos érdenes son basicamente los dados por Greene-Johnson [GrJ61], sin
embargo el trabajar con el sistema de coordenadas de flujo en el vacio tiene importantes
ventajas frente al sistema de coordenadas fijas dado por (Greene-Johnson.

Una vez estudiados estos érdenes de magnitud, ya es posible obtener una ecuacién
tipo Grad-Shafranov al promediar las ecuaciones de equilibrio. Aquf mostraremos esen-
cialmente algunos resultados que por su interés son necesarios para caracterlza,r algunas
de los componentes de la ecuacién obtenida (para mds detalles véase [HC84, DQZ])
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1. Las componentes en 8 y ¢ de la relacién (1.7) en su término relevante al tomar
promedios conducen a

B 13(B) . ,B* 8(Bys) :

TNl — ==L =0. ‘ 1.29

5180 TS ; (1.29)

De (1.8), despreciando los términos oscilantes en ¢ se obtiene que (V- B) =0
y por tanto

a Br a ,, B°
?9,_0(‘0(3)) + %((5)) =0

lo que gracias a la caracterizacion de campos conservativos garantiza la existencia
de una funcién u (que sélo depende de p y 8) a la que llamamos flujo poloidal
promediado, definida por

B 1 du BY Ju )
(T =2 ¥ (75)——%~ (1.30)

Las ecuaciones (1.29) y (1.30) muestran que {By) es sélo funcién de u es decir
(Bs) = F(u)
con £ desconocida “a priori”.

2. Por (1.7) es B - Vp = 0; al tomar promedios en la componente toroidal, y usar
adecuadamente los drdenes de magnitud, también (B) - V{(p) = 0 y por tanto {p)
es funcién sélo de u, es decir,

(p) = p(u).

Con lo obtenido en los puntos 1 y 2, la caracterizacién de las componentes de la
métrica y otras ecuaciones que aqui no mostramos (véase [D92], [HC84]) Hegamos a la
ecuacion tipo Grad-Shafranov

10 ou Jdu 19 du 99y O
;a(ﬂ(g””)a—p + (9’99)%) + 290 (( ﬂg)é; + (g—p—)‘d“a) =
Ba 10y, 8. 10,
= —7 T [;37,(!’ {g™)) + ;5@(#’5(9 9))] ~
)~ P ) (131)

La ecuacién (1.31) se ha obtenido promediando las ecuaciones (1.7) y (1.9) que se
verifican en la region ocupada por el plasma. Como B y B, difieren “poco” sobre §2.,
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. 1
podemos suponer que la region del plasma §2, esta contenida en la region limitada por
una superficie magnética del campo B,, p = R,, siendo R, > 0. Tomamos ahora

2= {(p,0,¢) 0<p <R}
con A > R, . Por tanto
2, ={(p,0,8) R, <p<R}
En el proceso de promedios, esos conjuntos se transforman en los dominios bidimen-
sionales
= {(p0) 0<p <R} |

N = {(n0) 0<p <Ry}
2 = {(p0) By <p< R}

Si denominamos por £ el operador

ou du d du J du .
= '{ap o) T3 (“P"ao) 265, * aa(“” 3 (32
siendo
Pﬂ(p?g) - p(.gpp)(p:g)

an(p,8) = (9°)(p,0) .

ago(p,0) = (9”)(p,0) (1.33)

age(p,8) = {9”)(p,8)/p
y consideramos que la ecuacidn (1.31) se verifica sobre la regidén £}, y que también se

tiene el sistema de ecuaciones (1.7), (1.8), (1.9) sobre la regién de vacio £, con tan solo
tomar p =0y J =0, llegamos al sistema '

~Ly = a(p,0)F(u) + F(u)%(u) + b(p,ﬂ)%(u) en {1, . (1.34)

—Lu = a(p,0)F, en 2, (1.35)

dado que en la regién de vacio (By) = F, = F(u(p,8)), una constante conocida. En las
anteriores formulas se ha utilizado la siguiente notacion:

Bod,, a 207 o8 ! .
a(p,0) = p—p;[a(f’ o)) + 55 (rte” (9™ (1.36)
bp,0) = 5 (5)(0:0) C(137)

Para el desarrollo posterior necesitamos suponer la condicion de signo

a(p,8) >0 si p>0y 0¢€[0,2n] - (1.38)
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mientras que
b(p,8) > 0 si p>0 y 8¢€(0,2n] (1.39)

se deduce directamente de (1.37) y de la expresién (1.27) para el jacobiano D:

F ]_ 2w
bp,0) = —“-—f —dp =
(r,6) Boorls D
ﬂi]z" BoFy
BQQ‘H" a |.B,L,|2

Estas condiciones junto a los ordenes de magnitud supuestos para las componentes de la
métrica, nos permiten probar que el operador £ es un operador uniformemente eliptico
(en {D92] y [P92] se dan dos demostraciones diferentes de este hecho).

En cuanto a la condicién de contorno, como se hizo en el caso del Tokamak, se dehe
exigir (1.12), lo que al tomar promedios y considerar (1.4) conduce a

(B) - n=0 en Of}

con n = (n,, ng) vector normal unitarior exterior a J§2. De la definicién de u en (1.30)
concluimos que

1 du Ju

;%7.1,, — 5;?’!.9 =0 en 00,
¥ por tanto
b} .
6—1: =0 en O
lo que se justifica gracias a la identidad -é%(p, 8) = %g’—;(p,f)). En la igualdad anterior,

7 representa el vector unitario tandente a 3€). Concluimos de este modo que u es
constante en 9}, Ademads, por (1.6) se tiene (de forma andloga) que u es también
constante sobre Jfl,.

Como u esta definida médulo una constante aditiva, podemos suponer

u=0 en 0%, (1.40)

w=-y const. en Of. (1.41)

Ahora se puede suponer conocida (vedse [DR94].

Como.sucedia en el caso de campos con simetria axial, las funciones p(u) y F(u)
no pueden ser determinadas con s6lo las ecuaciones de la magnetohidrodinamica. Aqui
volvemos a elegir p segin la ley constitutiva (1.18). Con respecto a la funcidén F(u),
también desconocida en un principio, varios argumentos conducen a determinarla de
manera univoca. Una condicién adicional que resulta til es el hecho de que en Stel-
larators la corriente total a lo largo de cada superficie de flujo, en un marco ideal, debe
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|
ser nula como consecuencia de la disposicion de las bobinas exteriores. Dado que la
densidad de corriente viene dada por

dF dp
~P(H) 550~ Hp,0) 2o (w)
ta condicidon anterior se expresa mediante la familia de integrales

dF d 3 _
'/{(ﬂ @):u{p,0)>c} {F(¢)E(¢)+ b(p, 9)£(U)}pd,{)d9 =0 (142)

para todo valor ¢ € [infg u, supq ul.

No obstante otro modelo, mas realista, consiste en admitir que en la regidn interior
a las superficies magnéticas la, corriente que por ella circula es una funcién del nivel, es
decir, se verifica la igualdad |
|

U )+ 60,0 L ()} pdodd = (e, fuslime)  (143)

/{(p,mm(p.e)zc} {F(d;) di

para una funcién j conocida [C91].
Términamos esta seccion introductoria con el siguiente parrafo, donde se establece el
problema objeto de estudio en este capitulo asi el anuncio de los principales resultados.

1.3 Un modelo con condicién de corriente no nula para Stel-
larator: el problema (P).

Como ya hemos visto, el confinamiento magnético de un plasma en un Stellarator
puede ser modelado a partir de las ecuaciones de la magnetohidrodindmica. Mediante
el cambio de coordenadas Boozer y con la ayuda del método de promedios se llega a
una ecuaciéon bidimensional de tipo Grad-Shafranov que relaciona la funcién de flujo
poloidal promediado u y la coordenada covariante del campo magnético F'. Recogiendo
de los apartados anteriores, las principales caracteristicas que nos definen el modelo
presentado, podemos establecer el problema en su formulacién en términos de frontera
libre: :

Sea 2 = {(p,0): 0 < p< R, 0 €(0,27)} . Se define 92 = 'rUT', UTy siendo 'y =
{(p,0): 8 € (0,2m)}, Ty = {(p,0) or (p,27) : p € (0, R)} v T'o = {(0,6) : 6 € (0,27)}.
Dados F, > 0 (viene de (1.26)), a, b € L*=(2) con iﬁflal >0, b > 0 (véase (1.38) y

(1.39)) y v € IR™, se trata de encontrar
u: Q- R y F:R—- R*

tal que u € W, (Q) N W2?(Q), p > 1 (por W*(}) y W2P(Q) se designan los
correspondientes espacios de Sobolev con peso, véase [DR94]) y F' € W) isl'llf u, sup ul,
Q

F'(s) = F, para todo s <0y (u, F) verificando
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— Lu =alp,0)F(u) + F{u)F'(u)+ b(p, @)p'(u) en Q (1.44)
U, =7 ul(p,0) = u(p,27) para p € (0, R) . (1.45)

siendo —L el operador eliptico de segundo orden dado por la ecuacién (1.32). Es
habitual tomar p(s) = -’23(5,}.)2 donde sy = max{s,0},s € IRy A > 0. Ademas, a las
condiciones (1.44) y (1.45), en un marco ideal tipico de Stellarator, es necesario afiadir
la condicién que expresa que la corriente que circula en la regién interior limitada por
cada superficie magnética es nula. Dicha condicion viene explicitada por la familia de
condiciones integrales (1.42), es decir,

j{ [FQF(w) -+ (o, 00 (5, 0)]pdpdd =0 ¥ L € finfu,supl (1.46)
u>t Q

El problema (1.44), (1.45), (1.46) ya ha sido tratado por Diaz—Rakotoson. Primero en
[DRY3], donde consideran la simplificacién £ = A (el operador de Laplace) y como
dominio, un abierto acotado y de frontera regular de R%. Por dltimo en [DR94], se
estudia directamente el problema (1.44), (1.45) y (1.46) en su formulacién original, es
decir, manteniendo el operador eliptico £ y en las componentes (p,8). Esto requiere
trabajar en el marco funcional de los espacios de Sobolev con peso.

Respecto a la condicién (1.46), en la practica, no es en general satisfecha. Algunas
corrientes {de facil medida) aparecen en el interior de las regiones limitadas por las
superficies magnéticas {{p, ) € 2 : u(p,d) = t}. Algunos estudios sobre la estabilidad
del equilibrio, para el caso de una configuracién en cuya formulacion se ha fijado la
frontera libre, han considerado ya este hecho. En particular, Cooper et al en [C91]
introducen una corriente dada mediante la expresion

J(s) = J(1)(4s® — 35%) | (1.47)

donde 27 .J(1) es la corriente total encerrada por la superficie magnética correspondiente
al parametro s (i.e., {(p,8) € Q2 :u(p,8) = s}). En [CI1], también se asumeé la siguiente
ley constitutiva para la presion: '

P(s) = P(0)(1 — 3% + 25%) . (1.48)

(Conviene sefialar que en esta formulacién el eje magnetico corresponde al valor de s = 0
y para s = 1| se obtiene la frontera libre. Como objetivo inmediato nos planteamos el
reemplazar la familia de igualdades (1.46) por la nueva condicion que expresa la existen-
cia de corrientes en las regiones limitadas por las superficies magnéticas, describiendo de
esta forma una configuracién para el confinamiento magnético de plasmas en Stellara-
tors conocida en la lituratura como “current carrying Stellarators”. Para reemplazar
(1.46) por la nueva condicién, necesitamos “traducir” las hipdtesis (1.47) y (1.48) en
términos de la formulacién aqui utilizada, donde la frontera de la region del plasma se
supuso correspondia al nivel u = 0 y el eje magnético al nivel n}_z;:xu = ”“’+”L°°(Q) (que



1. Introduccién. Descripcion del problema. : | 17

se supone que se alcanza solo en un punto). Asi, introducimos el siguiente cambio de
variable que relaciona. ||uy[{} . g3), con u verificando (1.44) y (1.45),

ity :
si=1—- —pT—— vVt € {infu,supu . - (1.49
Sl e e gy e
Se obtiene que '
{s=0} = {uy= ||u+|]Lm(Q}} (= el eje magnético ) }

{s=1} = d{uy =0} (= la frontera libre ) . T
' |
Ademas, si fijamos una funcion de corriente J(s) (como por ejemplo (1.47)), mediante
el cambio de variable dado en (1.49), obtenemos una nueva expresién para la funcién
de corriente ‘

J(s) = j(t: ”“+”Lm(ﬂ))

en términos de la nueva variable ¢ € [iﬁf u,supu] y |{uyl|eoq). Andlogamente, se tiene
Q2

que P(s) = p(t, ”u+”L°°(ﬂ})' En-todo lo que sigue, supondremos que las funciones j y
p satisfacen las siguientes condiciones:

J €EC(R x R*),j(o,0) = 0 para todo ¢ > 0
ji € C(R* x R*), n:=sup {ji(t,0): (t,0) € Rx R*} < +oo .

Aqui, y en lo sucesivo adoptaremos la siguiente notacién: j; denota la derivada de J con
respecto de la primera componente (i.e., j; = -g-%). Sobre la funcidn p, supondremos
que p(t,o) = p(t) siendo p € C'(IR) tal que | !

p(0) = 0,0 < p'(t) < My, y P} —p/(s).< Lt — s - (1.51)

para algin A > 0, L > 0 y o €]0,1]. En particular, ndtese que p(t) = 2(t4)? satisface
todas las condiciones pedidas. Por ultimo, la nueva condicién para el modelo con
condicion de corriente no nula, viene dada por la siguiente familia de igualdades

F(u)F'(u) + p'(uw)b(p, )] pdpdt = 7(1, llusll; o , c.p.t. ¢ € {infu,: i
[ [FGOF () + ()bl O)lpdpdd = it el pmigr): g

(1.52)

El objetivo que ahora nos proponemos es el de encontrar un par (u, ) solucién
del problema (1.44), (1.45) y (1.52). No obstante, supondremos por simplicidad que
L. = A y que ) es un abierto acotado de frontera regular de IR?, donde se considera el
sistema de coordenadas cartesiano. Tales hipStesis no conllevan una pérdida de interés
por el estudio del problema resultante, ya que la dificultad intrinseca al problema de
partida se hereda en el nuevo supuesto y a su vez favorece la claridad en la exposicion,
dejando entrever las técnicas empleadas. La técnica de los espacios con peso utilizada
en [DRY4], es un buen camino a seguir para la resolucién del problema (1.44), (1.45) y

t

3
|
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(1.52} en su formulacion origilla:}. Nuestro principal objetivo es probar la existencia de
un par (u, £') solucién del siguiente problema, al que nos referiremos por (7), quedando

~ definido por las relaciones

—Au = aF(u)+ F(u)F'(u) +op'(v) en (1.53)
u—7 € Hy(Q) (1.54)

/{ t)[F(u)F’(u) + bp'(u)]de = j(&, {|us||pe@y) cpt.t € [i%fu,sgp u] (1.55)
u> C
Antes de exponer los resultados principales, introducimos el siguiente cono convexo,

V(Q) = {v € H'(Q) : Av € L®(Q), v, < 0}

Teorema 1.1 Supongamos que i%f la| >0 y v <0. Entonces existe A > 0 tal que si

- AMPllLe@ +n < A

existe un par (u, F), v € V(QY) y FF € Wl'm(]ilflzfu,supu[) solucion de (1.53), (1.54)
Q

y (1.55) verificando que med{z € Q1 : Vu(z) = 0} = 0 y que F' estd univocamente
determinada por u.

Este resultado también muestra la existencia de soluciones para el caso de Stellarator
ideales, es decir, cuando j = 0. Basta cambiar la condicién (1.55) por

f [Fu)F'(u)+ bp'(u)]dz =0 c.p.t. t € [infu,supu]. (1.56)
{u>t} Q Q

Inspirados en [DR93] y [DRI4] se reformulara el problema (P) en términos de un
nuevo problema (P.) de naturaleza no local, donde se elimina la incégnita F, la cual
viene dada a partir de una expresion que relaciona la funcién u, su reordenamiento
decreciente y el relativo de b con respecto a u. Sin embargo, la no regularidad de
la derivada del reordenamiento decreciente dificulta la resoluciéon del problema (7P.).
Para evitar esta dificultad se introduce una familia de problemas (P,.). Mediante un
método de tipo Galerkin (de interés para la implementacién numérica) encontraremos
una solucidn para el problema (P..). Por iltimo, gracias a los resultados de regularidad
sobre la derivada del reordenamiento decreciente (véase el Lema 2.9) obtendremos una
solucién de (P.) mediante paso al limite cuando ¢ — 0. No obstante, de esta forma
s6lo obtendriamos existencia de soluciones del problema (P,), y no del problema (P)
de partida. Por ello, se mostrara en la Seccidn 3, que bajo condiciones adicionales
toda solucién del problema (P.) es a su vez solucién de (P) y viceversa (Teorema 3.1).
Lo siguiente serd obtener algunas propiedades culatitivas de una solucién de (P). Por
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1ltimo, basandonos en una técnica desarrollada por Puel en [Pu77}, se obtiene un resul-
taco al que denominamos de unicidad parcial de soluciones de (P) en el caso particular
de que j = 0. No abordamos la unicidad de soluciones de (P) en el sentido més general:
(u, F'} y (&, F) son dos soluciones de (P), entonces necesariamente F' = F y u = 1.
En nuestro caso mostramos que si {u, F') y (v, F') son dos soluciones de (P), entonces
necesariamente u = v.

2 Resultados técnicos preliminares.

En esta seccion se recuerdan algunas nociones y resultados ya clasicos en la literatura:
la Férmula de codrea de Federer, la Férmula de Fleming—Rishel, las nociones de reorde-
namiento decreciente y relativo, asi como algunas de sus propiedades necesarias para el
desarrollo posterior. No obstante, el iltimo parrafo de esta seccién (la Subseccién 2.2)
estd reservado a establecer las propiedades mas relevantes. Adnque en general muchas
de ellas tienen un marcado matiz puramente técnico, son sin embargo motivados por
las necesidades propias del problema que se trata. En particular requieren especml
mencidn los lemas 2.9, 2.14 y 2.17.

En esta seccién supondremos que £ es un subconjunto medible y acotado de RY.
Para cada subconjunto medible £ de Q, denotamos por |E| su medida de Lebesgue
Dada una funcién medible u : Q — IR, para cada valor ¢t € IR, denotamos por {u = t},
{u >t} y {u >t} los conjuntos {z € Q : u(z) =t}, {z € 0 :u(z) >t} y {.L‘ €8
u(x) > t} respectivamente.

Diremos que la funcién v tiene una regién plana de valor t si fu = t| es estrictamente
positiva. Por P,(t) denotamos el conjunto de puntos de Q para los u toma el valor ¢
(regién plana de valor t), i.e., Py(t) := {u = t}. Es conocido que existe una familia
numerable de regiones planas Py(¢;) = {u = t;} con t; € [essﬁinf u,essgup u). Denotamos

por P, = Uiep P, (t;) la unidén de todas las regiones planas de w.

Por las multiples aplicaciones que de la férmula de coarea de Federer haremos en este
capitulo, presentamnos a continuacién el teorema de coarea, cuya demostracion puede
encontrarse en [F69, Teorema 3.2.12, pagina 249).

Lema 2.1 (Férmula de codrea) Sea v : @ C RN — IR une funcién Lipschitciana y
fe L' (). SiN>1, entonces

/f )| Vu(z |dx_f dsj{u » VAHN () 21

donde HY™! es la medida (N — 1)-dimensional de Hausdorff. Si N =1, entonces

jﬂ £(2)|Vu(z)|dz = ]_;”{ 5 f(:c)}ds

oE{u=s}
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Observacién 2.1 Sia < u < ben 2, entonces {u =1} = @ para todo t & [a,b] y (2.1)
es equivalente a

[r@ivueias = [ as Sy J@AN @) (2.2)
- / ds fﬂ_s Fz)dHY(z) (2.3)

Observacién 2.2 La férmula de codrea (2.1) tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo,
si f=1,y QC RN acotado, se obtiene la férmula de Fleming-Rishel [FIR60} (véase
también [PRTQS, pagina 34 formula, (3.28)])

| jﬂ Vu(z)|dz = [_ ;w ds ]{ @) = f_ T: Po({u > s})ds (2.4)

donde Py es el perimetro en sentido de De Giorgi (Pa(A) = {[xallav(e) YA C RN véase
[Ma85, Definicién 6.1.1, pagina 296 |, Gi84, [DeG]).

2.1 Definicién y propiedades del reordenamiento decreciente
y relativo.

Definicién 2.1 Sec u: Q — IR una funcion medible Lebesgue. Entonces la funcidn de
distribucion de u se define como

my(t) = |u > t| para todot € IR .

A la inversa gevzeraliéada de-m,, se le llama reordenamiento decreciente de u, la
cual denotamos por u.. Admds, esta funcion esta definida de [0,
u.(s) = Inf{t € R: |u>i] < s}, u.(0) =esssup u y w.([]} =essinf u.

0 ‘ Q

Lema 2.2 Sean {v,}}%,v € LP(Q) tales que med{z € O : Vo(z) =0} =0 yv, — v
fuertemente en LP(Q). Entonces

o > vpy(2)] = |v > vy(2)] en cast todo x € (1 .
Demostracion. En general se tiene la siguiente cadena de desigualdades
v > vp(x)] < li,igigflv,L > vpp(z)]

< limsup |v, > Vpy(2)]

Nt OO

A

v > vy (z)] para casi todo z € 1 .

Ahora, puesto que v no tiene regiones planas (|P,| = 0), se verifica que |v = v(z)] =0
para casi todo z € ! y por-la anterior cadena de desigualdades se obtiene el resultado.

Denotamos por (, el intervalo ]0, {|[. Mas tarde necesitaramos algunas propiedades
del reordenamiento decreciente. En particular utilizaremos las propiedades recogidas
en el siguiente lema. Dichas propiedades pueden encontrar en las referencias sefialadas.



2. Resultados técnicos preliminares. : 21

Lema 2.3 [R88, R89, RT90, PRT93] Sean u y v dos funciones medibles en 0. En-

tonces

{. Para cada s € Q., se tiene que m,(u.(s)) < s.

2. St u no tiene regiones planas (i.e., |P,| = 0), entonces tanto m, como u, son
funciones continuas siendo ademds m,(u.s)) = s Vs € @, y u(m, ()} = ¢
Yt € [essinf u, esssup u).

Q 2
3. u y u. son funciones equimedibles, i.e., ju. > t| =|u >t| Vie R. '

4. Consideremos una funcién de Borel ¢ : IR — IR tal que o(u) € L'(}), entonces
do = [ plus(s))ds .
Jotut)dz = [ plu.(s)ds

5. Stu < v en casi todo punto de §), entonces u.(s) < v.(s) Vs € Q..

6. Sea ¢ : IR — IR una funcion no decreciente, entonces p(u.(s)) = (p(u)...(s)' en cast
todo s € (.. '

7. La aplicacion que a cada funcion medible v le hace corresponder la funcion u,,
aplica LP(§?) en LP(0.), 1 < p € +oo y dicha aplicacion es una contraccion, de
LP(8) en LP(QL), e,

e — vallzenay < || — v|lL2qe) Vu,ve LP(}) (1 <p < +oo).

Ademds, ”u”LP(Q) = ||”*||L”(ﬂt)' o

También necesitaremos algunos resultados que establecen la regularidad de la primera
derivada de u,. Mas concretamente

Lema 2.4 [R89] Sea () un conjunto abierto, acotado conezo de IR™ y de frontera re-
gular. Siu e WHP(Q) para algin 1 < p < +oo, entonces:

i) u. € WiP(0). |

12) Si definimos k(s} V s € Q. por k(s) = amm{sl'%f,(lﬂl - )WY con Q £ Q)
constante solo dependiente de (1, entonces se tiene que ‘

du,
ds

k=M. < QlVulliwey, 1<p<+oo.

i11) Por dltimo, si N < p < +oo, entonces u. € W) con 1 < ¢ < W-——%I;Tﬁ Yy

dre,
| ey £ ClVu||Lp@y con C = C(N,p,q,8).

ds O
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Haciendo p — +o0 en i) del Lema 2.4, se obticne

Corolario 2.1 Sea u € WH™(Q), entonces u, € W(Q,) para cada 1 < ¢ < ;2
u. € C(SL).

Recordemos [a nocién de reordenamiento relativo de v con respecto a u. Sea u
una funcién medible en Q y v € L'(§). Definimos la funcién w sobre 2, mediante la
expresion:

d 81 |t = u. =10
Sy 7 = wa(s)] =

w(s) = s—|u>u.(s}]
-/{u>‘u (s)} v(z)dz +/ Ip,.(.,,(_.») (o)do sifu=u(s}| #0.

Por v, . ., denotamos la restriccion de la funcién v sobre el conjunto P, (u.(s)) y
por (Ul Pu(us )}) su reordenamiento decreciente. El siguiente lema puede encontrarse en
1% *

[MRS2, PRT93).

Lema 2.5 Sea u una funcio’n medible definida en 2, v € LP(Q)) para algin | < p <

+o0. Entonces w € WP(Q,) y “ Ly S <Holler@y- g
dw
Definicion 2.2 E! reordenamiento relativo de v con respecto de u  es la funcion T
B
definida de §), en IR y a la que denotamos por v.,, es decir
dw
Vpy = —— .
ds

Mostramos alguna.s propiedades del reordenamlento relativo {véase, por ejemplo, [Si94,

MT81, PRT93)):

Lema 2.6 Sean u,vq,v; tres elementos de L'(?). Entonces:

1. Si vy < vy para casi todo punto de (1, entonces v1., < Vg, para todo punto de (1.

2. 5 ¢ : IR — IR es una funcion de Borel tal que o(u) € L'(), entonces (v) +
Lp(u))m = Vi + cp(u*). En particular, si tomamos ¢ = k constante, cntonces

(’Ul + k)*u = Vlsy + k

3. La aplicacion que a cada v le asocia v.,, aplica LP(2) en LP(f).) para cade 1 <
p <. 400 y es una contraccion, i.e.

100 — Waullzo@sy <o —wllir) ¥V o,w € LP(Q) .

Ademds se tiene que
llesallzriany < Hollee@) - o
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Proposicién 2.1 Seav € L”(Q) con p € [1,+00], v > 0 en casi todo punto de Q y sea
u € L) con |P,| = 0. Entonces v,y €s estrictamente positiva en casi todo punto de
Q..

Demostracién. Defintmos

w(s) = /{u>u-(s)} v(:c)d:c s €. !

Dado que hemos supuesto |P,| = 0, se tiene entonces que med{z € 0 : u(z) = u.(s)} =

L d .
0 para cada’s € {1, y por tanto d—w(s) = vy (s) € LP(€1,) (véase la Definicién 2.1 y el
5 .
Teorema 2.1 de [PRT93] o también {R88]) siendo w € WHP(Q,)NC(fL). Se toma ahora
0 < 51 < 59 < |Q|. Entonces u.(s;) > u.(s2) pues u, es no creciente y |F,| = 0 (por
la Proposicidon 1.3 pagina 10 de [PRT93], si u.(s1) = u.(s2), se tendria que s; = s;)
siendo ademas

{r € Q:ulz) > us)} = m.u(u*(sl)) < mu(uu(s2)) = He € Q- ulx) > u.s2)}|

Considerando la anterior relacidn, la definicién de w y el hecho de que v es estrictamente
positiva en {1, se obtiene que

w(s1) < w(sz) V81,52 € Qo con s1 < 83 .

Por tanto, w es una funcién de W'?(£2,)NC(§2, ) estrictamente creciente en {2, de donde

dw ) . . .
—E—(G) es estrictamente positiva en casi todo s € Q. y por ello U*u(s) > 0 casi para todo
8

SGQ*. -

Corolario 2.2 Seav € LP(Q), 1 < p < +00,v > 0 en Q yu € L®() tal que |P,| = 0.
Entonces v,,(Ju > t]) > 0 para casi todo t € [vn, M]. :

Demostracién. Por la Proposicién 2.1 la medida unidimensional del conjunto £, :=
{s € Q% : v.u(s) < 0} es nula y por tanto también u.(E.) = {t € [, M] : Is €
E., u.(s) =t} es un conjunto de medida nula. Si t € [rh, M] tal que v, (Ju > t|) <0,
entonces |u > t| € E, y de esta forma t € u.(E.) (puesto que |P,| = 0, serd |u >
(u.(s))] = s v ua(|u > t|) = ¢ [PRT93, Proposicién 1.3, pagina 10]). Finalmente se
tiene que
{t € [, M] : vau(Ju > ¢]) < 0} C wa(E)

de donde se deduce la conclusién del corolario por ser w,(£,) un conjunto de medida

cero. -

Finalmente, siguiendo [MT81] introducimos la siguiente '



241. Un problema eliptico de frontera libre originado en plasmas de fusién.

Definicién 2.3 (“Second class of mean value operators”). Sean u,v € L'(R), yg €
LY(9,). Se define M, ,(g) como la funcién

somafue) sicef- P,

M {g)(x) = viZvil® . Nzel
| (g)( ) m |vi > (z} g(g + |u > tiD sre Pu(ti) ’
donde v; = Uy €8 la restriceidn de v al conjunto P,(t;).

En particular necesitaremos del siguiente lema I(véa,se [MT81, PRT93]).

Lema 2.7 FEl operador M, ,(g) estd bien definido y ademds se tiene que:
i) Si g € LY(SL), entonces M, ,(g) € L*(Q), siendo

/g, g(s)ds = _/(}Mu,u(g)(x)dx )

ii) M., es un operador lineal, continuo y de norma uno de LP(Q.) en LP() para cada

I <p< oo 4

También necesitaremos del siguiente resultado que relaciona el reordenamniento relativo
y con el operador M, ,:

Lema 2.8 Seauw € L'(Q) yv € LP(}), 1 < p < +o0. Para cada g € L7 () con
% +# = 1, se tiene que

/Q‘ Veu(s)9(s)ds z'[QMu,u(g)(ﬂs)'U(:B)dm_

5i |P,} = 0, la dltima igualdad se reduce a que

[ sal)g()ds = [ glmaful@) el

2.2 Propiedades principales.
Recordamos la definicién de V(Q):
V() ={ve H'(Q) : Av e L®(Q), v, <0} .

Comenzamos con el siguiente resultado que mustra mayor regularidad de las funciones

% cuando u € V() y N=2,

Lema 2.9 Sea ) C JR®. Entonces, para todo w € V(§) se tiene que
[ D | Aw|| L@

%) || ds Leo((2e} S|QI 4

1) |lwyllLen) < EHAwIle(n)

vaa d+ Aw oo
i68) [ Sy > (o)) < 122N

para cast todo x € 2.
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Demostracién. Sea w € V(). Entonces
/ Aw(wy —t)ydz = f Aw(wy — t)dz  paratodot>0. ' (2.5)
Q {wys >t}
Puesto que (w_,_ —t);+ € HY{(Q), integrando por partes,
f Aw(wy —t)odz = — f [V, |2dz . (2.6)
Y’ {‘w-q-}t} ‘

Mediante argumentos cldsicos (ver por ejemplo [M82]), se tiene que

7 / Aw(wy — t)ypdz = —~/w+>t} Awdz . o (2.7)

Combinando (2.5}, (2.6) y (2.7), se llega a que

d

9 !
— — -_ < oo . .
7 |Vw,|*d=z / Awdz < [|[Aw||pe@)lws > ¢ . (2.8)

{wy >t}

Procediendo como en Talenti [Ta76] y utilizando la desigualdad isoperimétrica de De
Giorgi, obtenemos de (2.8) la siguiente desigualdad para casi todo t € (infq wy, supg wy)

: d d
Ar|wy >t < (—ahu.,. > tl) (_Ef- rosst) |Vw+|2d$)

d |
< (o> 1) oy > thBulio (29)

d
Por tanto, 47 < (—a]w_F > t|) |Aw||peo(n). Ahora, mediante argumentos standard

(véase [TaT6, M82]) obtenemos ¢}, i.e.,

d Aw|| 00
- aw_“(s) < ”—-t%(ﬂ en casi todo punto de {2, . bo(2.10)

Puesto que ya sabemos por el Lema 2.4 que wy. € HL (L), la desigualdad (2.10) im-
].)llCd. que wy, € WH™(€),) y mediante integracién se llega a que ||wy || Loy = wy.(0) <

]|Aw||Loo(9) (puesto que w;.(|2]} = 0}, i.e., 22). Veamos que se satisface zu) Puesto
que Wy ¥ Wy son equimedibles, obtenemos la identidad

P 1%
" “f -]
Q\P(wy) Q\Plwy.)

para todo p € [1,+oo[. Por tanto, de {2.10), deducimos haciendo p — +oo que

o -

d

dwy,
- ng-!-*('s)

s (lwoy > wi(z)])

pds] e

| Aw|| Loy

r en casi todo z € \ Pw,) .

(fwy > wa(z)]) <
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Ademas, como w,. es una funcion continua por la derecha

dtwy, )
“—gf“(h% >wy(z)) =0 siz€ Plwy)

y 1) es satisfecho. _

Para pasar al limite en el método iterativo que posteriormente utilizarermos, nece-
sitamos la convergencia fuerte de las primerad derivadas %um. Para dar un resul-
tado en este sentido, introduciremos la nocién de funcién de coarea regular (véase

[AL89, DR93, DR94]):

Definicién 2.4 Seq u € Wf}(;i(ﬂ) Para cada t € IR definimos la funcidn m,o(t) =
He € Q:ul(z) > t; Vu(z) = 0} y la funcidn my1(t) = my(t) — m,o(t). Se dice que u
es una funcidén coarea regular si la medida de Radon (m, o)’ es singular con respecto a
la medida de Lebesgue sobre IR.

Damos dos condiciones suficientes para que una funcioén sea codrea regular:

Lema 2.10 Sea @ un abierto de R* y u € WiE(Q) para algin p > 1. Entonces u es
una funcion codrea regular.

Maés en general, si Q es un abierto arbitrario de IRV, se tiene el siguiente resultado:

Lema 2.11 Sea v € Wi(Q). Si med{z € Q : Vu(z) = 0} = 0, entonces u cs una

loc
funcion codrea regular. a

La relacidn entre la nocién de funcién codrea regular y la convergencia de las primeras
derivadas de una sucesién u,, se obtiene a partir de un importante resultado debido a

Alimgrem y Lieb [AL89]:

Lema 2.12 Seqd u una funcion de codrea tal que u € W'?(R), 1 < p < 400 y sca §

un abierto reqular acotado de RN . Si u, es una sucesion de funciones uniformemente

acotada en W'P(Q) tal que u, converge a u en W"'(f), entonces <tu,. converge a
£,

%u* en cast todo punto de Q.. Ademds, st p > N, enfonces é—ium CONVETGE 4 U,

fuertemente en LI({).) para cada | < g < q:= HIIZI a
p N

De nuevo, el método iterativo que utilizaremos maés tarde, requiere conocer la con-
vergencia del reordenamiento relativo de una funcién fija b respecto de una sucesién de
funciones u, convergiendo fuertemente en L'(£). En este sentido, los siguientes lemas
dan respeusta satisfactoria a esta cuestion:
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Lema 2.13 [DRY4] Sea u,, v una sucesion de funciones de L'(2) y asumamos que
ty, converge a uw en L'(Q2). Entonces, para todo v € LP(Q) (para algin p dado, con
I < p < +oo) se tiene que

(UXQ\pu)*un - (“Xn\pu)*u

débilmente en LP(%) si p < +oo y débidmente™ en L®(Q) si p = +oo (por X
denotamos la funcion caracteristica del conjunto E). O

Bajo algunas hipétesis adicionales de regularidad es posible mejorar el resultado ante-
rior:

Lema 2.14 [R95b] Sea v € LP(2) con 1 < p < +o0 y u, u, € W®(Q) tal que
med{z € & : Vu(z) = 0} = med{z €  : Vu,(z) = 0} = 0. Siu, converge a u en
W) para algin g > N, entonces v, — Uy, fuerlemente en LP(Q,). Ademds,

Vnriy

Un > un(')]) converge a veu(|u > ul-)|) fuertemente en LP(S1).

Consecuencia directa del lema antertor es el

Lema 2.15 [R95b] Sea v € LP(}) con | < p < 400 y sea (A, ¢r )12 la sucesion de
autovalores y autofunciones asociados al operador —A (operador de Laplace) sobre §2
con condiciones Dirichlet, i.e., —Awy = Aoy, wr € HE(Q). Consideremos la familia
de cspacios vectoriales de dimensidn finita Vi, = Lin{e1,...,0m} (€l espacio vectorial
generado por los vectores ()i, ). Enonces, la aplicacion

u € Viu \ {0} — v, € LP(Q) I <p<+4oo

/)
u € Vi \ {0} = va{ju > u(-)]) € LP(Q) 1<p<+4oo

son continuas para la topologia fuerte, i.e., fuertemente continuas en LP(§L)} y LP(4})
respectivamente).

Como complemento al Lema 2.12, mostramos el siguiente resultado:
Lema 2.16 Sea u,, u € W”’(Q), | <p < +4oo fal gue
med{z € 1 : Vu,(z) =0} =0 = med{z € & : Vu(z) =0} . (2.12)
Fntonces, st u,, converge a u en W”’(Q) para algin p > N;
ul (I > u(")]) converge débilmente a ul(Ju > u(’)|) en L7()

para cada 1 < q < §:= _1+£__j :
r N
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Demostracién. Sea ¢ € LY(Q). Por el Lema 2.8 y la hipétesis (2.12), se tiene

s> wl@)la)de = [ (pua(s)ds -

Aplicando el Lema 2.12 y Lema 2.13 {o el Lema 2.14), la ltima integral converge a

[ wlepnls)ds = [ tu > ula))p(o)de

(nsando de nuevo el Lema 2.8). Por tanto, hemos obtenido que ul, (|u, > wa(-)])

converge débilemente a w, (Ju > u(-)[) en L) para cada 1 < ¢ <§.

Por ultimo mostramos la siguiente propiedad del reordenamiento relativo
Lema 2.17 Sea uw € L1(Q) tal que |P,| = 0. Sea G : IR — IR una funcion de Borel
tal que G(u) € LP(Q) para algin 1 < p < +oo. Supongamos que b € L7 (Q) con

I/jp+1/p=1sip#1 yp+#+oo, stendo p’ = +oo cuando p=1 yp' =1 en el caso
de scr p = +o00. Entonces (G(u)b).s) = G(u.3))bu(s) para casi todo s € Q..

Demostracién. Aplicamos sucesivas veces el Lema 2.8 a u, G(u)b{z) € LY(Q) y g €
L>=(1,), obteniendo que

-/Q' (G(w)b)uu(s)g(s)ds = /g;g(mu(u(:c))G(u(:J;))b(:r;)dm . (2.13)

Puesto que suponemos que u no tiene regiones planas (| P,| = 0), se tiene que my,(u.{s)) =
s para cada s € Q, (Lema 2.3 o también [PRTY93, Proposicién 1.3, pagina 10]) siendo
en particular u,(m,(u(z))) = u(z) para cada casi todo z € 2 y por tanto, G(u(z)) =
G(us)(m(u(z))) para casi todo z € ). Considerando esta relacién en la igualdad (2.13)
se obtiene

fn*(G(u)b)m(s)g(s)ds = fng(mu(u(:z:)))G(u*)(7714u(u(:c)))b(:z:)d:n
= [ (oG mulu(x)ble)d

Aplicando de nuevo el Lema 2.8, la altima integral es igual a

_/Q‘ 9(8)G(u.)(8)bu(5)ds

y por tanto

[ o) (G@b)s)ds = [ g(6)Gu)($)bula)ds g€ L2(0)

» =

de donde se deduce la conclusién del lema, ya que por dualidad (G(u)b). es igual a

Gua) by en L1(80). .
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3 Una formulacién equivalente como un problema
no local: el problema (P,).

El principal objetivo de esta seccién es mostrar que si u satisface la familia de condiciones

1.55), 1.e.,
(

LLH}{F(U)F'(u) + p'(u)bldr = 7(1,,ure(0)) Yt e [i%f “’S'ép u] (3.1)

1

entonces es posible expresar F' en términos de u. Esto nos permite reformular el pro-
blema (1.53), (1.54) y (1.55) como un problema no local donde hemos eliminado la
imcognita F. En este sentido, reduciremnos el problema original de encontrar un par

(u, £} solucidn de (P) en el problema simplificado (P,)

—Au(z) = a(@)Fu(z) + 2 (u(2))[B(z) — ba(lu > u(e)})] ;
+i(ug (), w0l (Ju > u(s)|) enl  (3.2)
u—vy € Hy(Q)nWhHe(Q) S (33)

donde ahora solamente la funcién u es la incognita del problema y la funcién F,, esta
definida como sigue: :

lu>uy ()

Pty = [R2= [ s

u)Of

=

) /l'”“*(’”'j:(u+*(-s),u+*(0))(u;*(-=))2ds] (34

u>0f +

Probaremos la equivalenci‘i entre los problemas (P)y (P.).
En toda la seccion denotamos por 1h := infgu y M := supg u lo cual estd justificado
puesto que u € L=(Q2). Dado u € W" °°(Q) definimos la funcién F en términos de u

por
[ Z/ P'(8)bi(|u > s|)

para todo t € [rr, M].

1

Yds + 2/ 7o( 8, g (0))ly (| > s])dls :_ (3.5)

Lema 3.1 Dado u € W'™(Q) tal que med{z € Q : Vu(z) = 0} = 0. Entonces
I (2) = Flu(z)) para casi todo x € L.

Demostracién. Dada en la Proposicién 1 de [DR94].

Lema 3.2 Sea u € V(Q) tal que med{xz € Q : Vu(z} =0} = 0. Entonces

+ At poo
_d ;ﬂ+*(|u > 1)) < ﬂ_%ll'ﬂ para casi todo t (3-6)
ds T
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Demostracidn. Es suficiente mostrar (3.6) para t €]infgu,supg uf. Sea p € [1, +cof.
Tomando el cambio de variables ¢ = u.(s) tenemos que

supg » |2 , 1
[ (e > Pt = [ ()P s

nfp u

Del Lema 2.9, se tiene entonces que para todo p € [1, +oo|

1+
SUDeq % 1 Aull; o
(f & |u’+*(§u>t|)|7’dt)p<w

l]lfg’u - (471-)1-!-;1:'

Haciendo p — +oco se obtiene (3.6). -
Lema 3.3 Supongamos u € V() tal que med{az € Q: Vu(z) = 0} = 0 y min{F () :
t € [m,M]} >0, h:=infou, M := supqu. Entonces 1) F € Whe(Wrh, M[) y 1)
para casi todo t € [, M] se vertfica la identidad

FOF () + 0 ()bl > £} = jite, upn(0))udy (Ju > 1))

Demostracién. Puesto que b., € L™(), p € C'(IR), entonces, la aplicacién t —

t4
jo P ()b (|u > o|)do estd en Wh(Jrh, M[). Gracias a las hipdtesis de 7, y Lema 3.2,

. . ., i+,
podemos deducir que la aplicacion { — ] Jilogs v (0))ul  (lu > of)do pertenece
i

a Whee(lh, M[). Por iiltime, procediendo como en [DR94, Lema 12], obtenemos la
conclusion.

Lema 3.4 Sea u € V(Q) tal que med{z € Q : Vu(z) = 0} = 0 y sea F dada por
la relacion (8.5). Supongamos que min{F(t),t &€ [, M|} > 0. Entonces, para todo
t € [, M] se tiene que

]{u>t}{f(u)f'(u) +p'(w)b}dz = j(t4,usa(0)) .

Demostraciéon. Por el Lema 3.3, si definimos N = {t € [h,M] : F()F'(t) +
B0l > 2|} # 5T, ute(0)), (lu > t])}, es un subconjunto de R de medida
nula. Entonces {z € Q:u(z) € N}y {s € Q. : u.(s) € N} tienen también medida cero
(se utiliza la propiedad de ser u y 1. equimedibles, que {s € {1, : u.(s) € N} C m,(N)
y que m, es absolutameunte continua). Por tanto,

Flu(e)F'(w(2)) + p'(u(2)bunllu > u(@)i} = Ji(us (@), v (0))uly (Ju > u(2)])
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para casi todo z € . Integrando sobre el conjunto {u > t}, se obtiene
f{m}{f (w(@)F'(w(@)) + P (w(2))buu(|u > u(2)|) } e =

~/{u>t} Fi{ug (), u+*(0))uf{_*(|u > u(z)|)dz . : (3.7)
Y por la propiedad de equimesurabilidad,

Sy 4 (@) 0 O > () e = [ i (5), e (0)) ()

u>t} J {ua>t}

Si t > 0, para casi todo s € {u, > t}, se tiene v/, (s) = u/(s), puesto que med{z € () :
Vu(z) =0} =0y u € V(). Mediante el cambio de variable § = u.(s)

[ el) e Ot = = [ 0w 0)) a0
= —j(uga(0),usu(0)) + 5(t,ug-(0))  (3-8)

pero se tiene que j(u4.(0),u4.(0)) = 0 por la hipdtesis (1.50). Por tanto, de (3.7) y
(3.8), para todo 1 2> 0 se verifica

f{wt}[j:(u)]:’(u) + P (Wba(Ju > u(z))]dz = 5 (14, usa(0)) .
Tomemos ahora ¢ < 0. De la relacién {3.7)
S PG + 9 @beu e > ()l
) O
+[{z<u<o} Jilu (), g n (0l (Ju > u(z)|)de ‘ (3.9)

(nétese que la tltima integral es cero). Utilizando de nuevo el cambio de variable
|

anterior, se obtiene que

[y 0 Ol > e = = [ 0, w00
= 70, 244(0)) — 5 (164(0), w4 (0))

= 7(0,us.(0)) . - (3.10)
De (3.9) y (3.10), se llega a obtener que ‘

/{uw}[f (W) F () + 9 (Wbeu(he > u(@)|)de = 5(0,142(0)) = j(t4, s (0))

para t <0, lo que finaliza la demostracién.

El Lema 3.4 muestra que toda funcién F definida por (3.5) satisface la condicién original
de los Stellarators (1.55), i.e., (3.1). Probamos un resultado en cierto modo reciproco
del anterior:
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Lema 3.5 Sea u € V(2) tal que med{z € Q@ : Vu(z) = 0} =0. St FF e Wh(Jrn, M[)
es una funcion verificando F : [/, M| — IRY, F(t) = F, para todo t < 0 y para todo
t € [rh, M] la condicidn (8.1) es satisfecha, entonces, necesariamente

1

Py =[R2 =2 [ (bl > sds 42 [ iuea(s),un Ol > D]

para todo t € [, M].

Demostraciéon. Seguimos el mismo tipo de argumento que en [DR94]. De la relacion

(3.1) deducimos que j(ut.{s), u4.(0)) = w(s) := j{ ( )}{F(u)F'(u) + p'(u)b}dz para
UP U3
todo s € Q,. Por tanto, derivando con respecto a s esta identidad y utilizando el

Lema 2.17, para todo s € §}., obtenemos que

it (8), 04 (0)) o (8) = F(ata(5)) P (222 (5)) + (10 (5))bun(5)

(puesto que s = |u > u,(s)| ya que |F,| = 0). El resto de la demostracién se sigue como
en [DR94, Lemma 15]. _

De los lemas anteriores obtenemos el resultado principal de esta seccién:

Teorema 3.1 Sea uw € V(Q) tal que med{x € @ : Vu(z) = 0} = 0. Supongamos que
m = i?lfu <0y Fu{z) > 0 para casi todo x € Q. Entonces, si(u, ) es una solucion de
(P) tal que F : [, M] - IRY, F ¢ Wh=(Ih, M|} y F(t) = F, for all t < 0. Entonces,
lo funcion w tambicn cs solucion de (P.) y ademds

_[ —2] bual > 7|) d7'+2f Gt (0 (Ju > 7[)dr + (300

Reciprocamente, si u es una solucidn de (P.) y F es la funcidn definida en términos de
u segin (3.11), entonces, (u, F) satisface el problema (P) y ademds F € Wh*(Jrh, M|).

Demostracion. 5i (u, F') es una solucién de (P}, gracias al Lema 3.5 se tiene que
F =F, es decir (3.11). Asi, por el Lema 3.1, F,(z) = F(u(z)) = F(u(z)). La hipdtesis
F.(z) > 0 y el hecho de ser u € C(Q), permiten aplicar el Lema 3.4 y asegurar que
min{ F(t) : ¢ € [/, M]} > 0. Entonces, las condiciones del Lema 3.3 son satisifechas y
asi
F()F(t) + p' ()bl > 2]) = 5y (£4, wgn (0))y, (Jue > 2])

para casi todo ¢ € [, M]. En particular, deducimos que u satisface (3.2) siendo por
tanto solucion de (P,). Reciprocamente, si u satisface (P.) con F dada segin (3.11),
entonces F(u(z)) = Fu(z) > 0 para z € Q por el Lema 3.1 y el Lema 3.4 puede ser
aplicado para obtener que (u, F) verifican la relacién (3.1) de (P). La ecuacién (1.53)
es verificada por (u, F) gracias al Lema 3.3. -
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4 Existencia de soluciones de los problemas (P,) y

(P)-

En esta secién se obtiene la existencia de soluciones del problema equivalente (P.) me-
diante un método de tipo Galerkin, supuestas algunas condiciones adicionales sobre
los datos. Puesto que en principio no podemos garantizar que ‘i“*
comportamiento {en consecuencia los términos de la ecuacién (3.2) doude aparece esta
funcién) con la séla hipdtesis de regularidad pedida para u solucién de (P.): u €
Whe(0) N W?P(Q); introduciremos la familia de problemas (P..) donde 2 se ha
truncado de manera adecuada (véase la definicién de las funciones de truncatura (4.7)).
Establecida esta nueva familia de problemas, utilizamos un método de tipo Galerkin

posea un buen

para resolverlos. En una primera etapa, para cada € > 0, construimos una familia de
problemas finito dimensionales (P, ., ). Mediante una técnica de Punto Fijo de Brouwer
obtenemos la existencia de soluciones para la familia finito dimensional de problemas
(Prem ). Adecuadas estimaciones a priori nos permitiran mediante paso al limite obtener
1na solucién del problema (P..), y ésto para cada € > 0. Obtenemos de esta manera una,
nueva familia de funciones u* soluciones de (P..). De nuevo, adecuadas estimaciones a
priori nos permitirdn obtener mediante paso al limite una solucién de (P.).

4.1 Un problema aproximado (P.).

Aqui y en lo que signe, utilizaremos la signiente notacién:

I{v(z),0) = Xijwsvs (@), |1J>0|]( ) o€ (L (4.1)
(funcién caracteristica de [|v > vi{z}], |[v > 0]))

Fi(z,0,ba) = — f V[P (5)bu(s)ds O (42)
Fa(w,) i= = [ 1(0(e), )hovl(5)){(042(3), v (0))ds (4.3)

Fz,v,by) = [F‘uz —2F(z,v,b.) +2FE'2(:C,U)E (4.4)
H(v(z), b)) 2= p'(0(2))[b(2) = bou(lv > v(2)])] (4.5)
Jo(v(@)) = E(viu(lv > vi(2)]))5i(ve(2), v4.(0)) - (46)

para casi todo z € Q y toda funcion v € Hg(£2). Ademas, ntilizaremos las funciones de
truncatura

v ¢ @
14 et?’ felt) = 1+elt] ‘ (4
Por iiltimo, adoptaremos la notacién Fy := Fy», F:= Fpy J := Jo (para € = 0). Ahora,
para cada ¢ > 0 fijo, consideremos el siguiente problema (P..): encontrar una funcidn

w* tal que

he(t) :=

—Aut = aF(z,uf, bue) + H (0, bawe) + Je(uF)  en ) (4.8)
ut —y € Hy(Q)nW?P(8); Vp > 1 {(4.9)
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Para simplificar la condicion de contorno, definimos w® = u*—+. Para obtener existencia
de solucién de (P..), primero, encontraremos una solucién wyf, de algunos problemas
auxiliares (Pu.,m). Buscaremos w;, € V,,, espacio vectorial de dimensidon finita, tal que
Vie C Ving1 C H3(Q2). Ma&s tarde, adecuadas estimaciones sobre las soluciones w?, de
(Pucm), Nos permitiran pasar al limite cuando m tiende a infinito y asi encontrar un

funcién w* tal que w* + v es solucién de (P..).

4.1.1 Método de Galerkin. Existencia de solucién del problema finito di-
mensional {P.. ).

Sean (/\k,lpk)kZ] los autovalores y autofunciones asociados al problema —A sobre 2
con condiciones de contorno Dirichlet, i.e., —Ap, = Mk, ¢ € Hy(}). Sea V,, =
Lin{@1,...,¢m} (espacio lineal generado por los vectores ¢1,...,¢,,). Sobre V,, defi-
nimos el producto escalar [v,w] = =7, v¥w* donde v = T, v¥p vy w = T7-, whes.

Sea ||v||v,, = [v,v]? la norma asociada.

Ahora, para v < 0 fijo, definimos el operador 77, : V,, — V,,, mediante la famiha de

igualdades
(Tev,e] = /Q Vv - Vde — jﬂ aFe(z,v 4+, byygy Jodz — /;2 H(v 47, by gy Jpdi
—/; Je(v + y)pde YveV,, peV,. {4.10)
¢

Probaremos que este operador tiene un cero en alguna funcidén wt, € V,, \ {0} (ndlese

que 17,0 # 0). Es claro que si wf, satisface Tws, = 0 en V,,,, entonces w, satisface el

problema finito dimensional (P,.,,) dado por la ecuacién
_A(w:n + 7) = P)‘m ('LFC(Q?,’LU::” + 72 b*(wfn+’)’)) + H('w:n, + 7: b*(w,‘,,-i-'y)) + Jf('wfu + 'Y)}

en Q y w, € V,, donde P, es el operador proyeccién ortogonal de L*(Q2) sobre V,,.
Para probar que T, tiene nu cero en V,,, \ {0} utilizaremos el Lema 4.3 de [L6Y]. Para

m

ello necesitamos comprobar que T

~ es un operador continuo y coercitivo.

Proposicion 4.1 Si
/\1—)\ogcb>0 (4.11)
entonces

€
)
[l v =00
o particular, T, es un operador coercitivo.

Dermostracién. Estimaremos

[T:e,v] = fn|\71)|2d:1:—]QaFg(x,v-i-'y,b*(uﬂ))vda:—]ﬂH(v—l—*y, by(ogyy Jud

— fQ J{v + y)vdz Yuel, (4.12)
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término por término. Comenzamos con f H(v + 7, bu(uiy) Jrda:
0

= |+ ) = byl 7> o+ it
< /\oss)cb-/nvzd;t: (4.14}

[ﬂ H(v 4+ 7, buyyy) Judz

donde hemos utilizado la hipdtesis 0 < p'(s) < Asy, A > 0 (véase (1.51)) y que v < 0.
Es también claro que

/J v+ ylvde| < /]v|d3: ‘ (4.15)

gracias a (1.50} y que la funcién & estd acotada por 1/e.

Estimamos el término '/ aF(z,v+7, bauyy) Jvdz. Mayorando los términos no positivos
Q

por cero y argumentando como se hizo anteriormente, se tiene que

2. 13 |
[ 0Fa, 0+ 7, bugusn)ode < Jlallzoqa [Fj + -é’_’|n|] : /ﬂ lv|dz | (4.16)

puesto que |h,| < 1/e.
Utilizando las acotaciones anteriores, llegamos a que

[T5v,v] > f |Vv|?de — CE/ |v|de — A 0sc b/'r)2d$ S (4.17)
a 2 Z?]
con C¢ = ||a| gy [F

se tiene que

|Q|] —I— =. Aplicando la desigualdad de Young a / |v|dz,

)
< — 2d —I—-— .
_/;]|U|da:_ 5 /ﬂv $+2K2 VK >0

26 c210)
Ry

Eligiendo K% =

, obtenemos que

. a2 e 24 _ 25
[Trv,v] > Alfnud.r: 5]9?)([.1: Cs /\ogcbfnvd.n

e

= (=6 Ao b)] vide — Cls . o (4.18)
0
Gracias la hipétesis (4.11) obtenemos de (4.18) la coercitividad del operador T}, eligiendo

¢ > 0 suficientemente pequeno.

Proposiciéon 4.2 TY es un operador continuo.

Demostracién. Puesto que {¢;}7, es una base ortogonal de (Vi.,[,-]), T,jlv puede
ser expresado de la siguiente manera

m

T;;U = Z[ mv (Pk - (419)
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Asi, la continuidad del 17y, sobre V,, es equivalente a que la aplicacién

Vi 3 v = [Thv, 9]

m o}

sea continua, siendo ¢ € V,, una funcién arbitraria. Probaremos la continuidad de las

diferentes funciones que aparecen en la definicién (4.10) de Ty, cuando se fija ¢. En lo

que sigue, tomaremos una sucesion de funciones v, € V,, \ {0} v v € V,, tal que
Uy — U en V,, .

Necesitamos el siguiente [ema

Lema 4.1 Sta (v,)n>1 una sucesion de Vi, \ {0} y v en Vin \ {0}, tal que

Uy — U en l/m . (420)
Entonces se tienc que
Un U fuertemente en C¥(Q) Vk e INU{0}(4.21)
Une T3 s fuertemente en C{(L.) (4.22)
'U::,Jr* 2 v’+* fuertemente en L(€1,) (4.23)
V1<g<+too
V(v >0 — vilv>0)])  fuertemente en LY(Q)V 1 < ¢ < 2. (4.24)

Demostracion. Sobre V,, todas las normas son equivalentes, por ser un espacio vec-
torial de dimensién finita ruesto que V,,, C C®(11), se tiene la convergencia (4.21).
3 Kiis 7
Como £ es conexo v v,,v € C*(Q), entonces v, v v, son funciones continuas en £1,.
Y Un, > nx ¥
Por la propiedad de contraccién (Lema 2.3) y (4.21) se obtiene (4.22). Por otra parte,
puesto que todo elemento de V,, \ {0} es una funcién coarea regular (son funciones

analiticas en 1), se tiene, por el Lema 2.12,

AU du.
H
ds ds

en L), Vge [1,2]. {4.25)

De esta forma,

(AT dvg.
—.._)
ds ds

Ademas, puesto que V,, C V(Q), por (4.21) v es también un elemento de V(). En
particular JA(v, — v)le@, —— 0. Por tanto, del Lema 2.9, se tiene que

en LI(Q), Vg e [1,2[. (4.26)

e+ 00
{ n4* A n |y Lo . . .
Sonx < l1Avnflzesy < constante independiente de n . (4.27)
ds Leo() 4
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Con esta estimacién y (4.26) es facil probar que
dvn-}-* — dv+*
ds ds

IFinalmente, el ultimo aserto del lema, se obtiene de la propiedead de ser equimedibles
toda funcion con su reordenamiento relativo y de la convexidad uniforme de los espacios

L¥(§2) for p €]1,+oo]. ‘

en LP(QL), Vp € [1,+oof .

Continuacién de la demostracién de la Proposicién 4.2. Continuidad de la
aplicacion

Vinsv — /ﬂ H(v + 7, bu(ugy))pd . - (4.28)

Equivale a probar que se satiface la siguiente igualdad

lim [ e (0 1) @)~ bty +7 > (7)) =

[ e (o4 @) bty > 4@ ]ds (4:29)

para todo ¢ € V,,. Distinguimos el caso v # 0 del caso v = 0. Puesto que todo ele-
mento de V,, \ {0} es una funcidn analitica (recuérdese que ¢ son funciones analiticas),
entonces med{z € Q : Vu(z) =0} = 0 = med{z €  : Vo, (z) = 0} y por el Lema 2.14,
se obtiene

oy} ([Vn+7 > (0a+7)()H) e be(oy) ([v+7> (v+7)()|) fuertemente en L4(2) (4.30)
para todo ¢ > 1 ya que b estd en L*(Q). Gracias a la hipotesis (1.51) podemés obtener
del Lema 4.1 la siguiente convergencia

p'(vy + ) s pv+7y) fuertemente en L7(£2) (4.31)

para todo r > 1. Ahora, las convergencias dadas en (4.30) y (4.31) nos, permiten
obtener (4.29) cuando v # 0. Por dltimo, si v = 0, la convergencia fuerte en L7((1) de
P (vn+7) a0, las estimaciones uniformes en L%(Q) de b.(y, 1y (Jon+v > (0u+7)()]) v la
convergencia débil en LP(Q) de byy ) (Jon+7 > (0 +7) () @ buguiny ([o+7 > (0+7)(5)])
(véase el Lema 2.13) implican (4.29). Por tanto, la aplicacidén definida por (4.28) es
continua.

Continuidad de la aplicacion
Vie 2 v — fQJ‘(U +¥)edz . (4.32)

Siguiendo los pasos anteriores, verificamos que

Hn—00

[ &l Yelioy > @+ @D +)4(2), (0471 (0))p(e)d

lim /Q fe((vn'i")’);-*uvn"")’ > (U +7) (@) DI ((0n+7)+(2), (va+7) 4+4(0))p(w)dz =



38I. Un problema eliptico de frontera libre originado en plasmas de fusién.

para todo @ € V,,. Puesto que por el Lema 4.1
U+ Y —2 vy fuertemente en L=(81) ,
deducimos que

(vy 4+ 7)) o (v+7)+(2) casi para todo z € §2

(o0 +7)4c(0) = [[(v + V)t llzeote) =2 N0+ 7)+lleooie) = (04 7)4-(0) -

La continuidad de j; (1.50) y las anteriores convergencias, implican

F1((n 4+ 7)), (00 + 7)4x(0)) — F1({v 4+ 7)4 (@), (0 +7)4a(0)) ¥z € Q.

n—00
Aplicande de nueve el Lema 4.1 y la Lipschitz continuidad de la function &,, se tiene
que

& l(on +yullvn +v > (va + 7)) =2 &llv +9)illo+ 7> (v + 7))

fuertemente en L(£2) con 1 < ¢ < ¢. Las dos convergencias y la hipétesis (1.50) nos

permiten obtener la conclusion.

Continuidad de la aplicacion

Vie 20 — / aF(z, v+, by odz . (4.33)
Q
Como antes, la primera integral que aparece en la definicién de £, (véase (4.4)} converge
[oty>(w4v)+ ()]
2 [ [P((0 + 7)) ()b ()
[u+v>0]

gracias a las convergencias fuertes del Lema 4.1, los lemas 2.2 y 2.14 y la hipotesis
{1.51). Por ultimo, de manera analoga y utilizando la continuidad de j;, se obtiene que
la segunda integral que aparece en la definicion de F, converge a

2/||v+'y>(v+'r)+ ($)|j£((v 4 ) 4e(5), (0 + 1) 4 (O (0 + 7)o (5))ds

v4y>0f

Las anteriores etapas muestran la continuidad de la aplicacion T,

Teorema 4.1 Supongamos que se satisface (4.11). FEntonces eziste al menos una
funcidn w;, € V,, solucion del problema (Pi..,), i.e., satisfaciendo

[T wt,,p] = /ﬂVw:n - Veds — AGFc(m,TUfn + 9, bugug, 44y S

— [ Hh A 3 b ipde — [ (w4 y)pds =0 Vi € 1(434)

Demostracion. Gracias a la coercitividad y continuidad de T, propiedades probadas

en las Proposiciones 4.1 y 4.2 respectivamente, es posible aplicar €] Teorema de Punto
Fijo de Brouwer (véase [L69, Lema 4.3, p. 55]). _
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4.1.2 Estimaciones a priori de las soluciones de (P, ..)-

-En este apartado, supondremos que wf, es una solucién de (Pucm ). Tomando en par-
ticular ¢ = wy, , se tiene de (4.34) que ‘

m

mom?y

0=[T,w  ,w] > /Q|wanl2da:—05/'|wfn|dm+,x osc bfg |Vws |2 dx

> (Alwz\oscb—5)/|'w |2dz — Cys

(veanse las desigualdades (4.17) y (4.18) en la demostracién de la Proposicién 4 1) Por
tanto, eligiendo é > 0 suficientemente pequeiio, se llega a que

. lle2 ey < Ce - (4.35)

]Q |Vwt [2dz < C, (4.36)

para alguna constante positiva C, solo dependiente de €. Por ultimo, gracias & la esti-
macion (4.35) y utilizando los mismos argumentos que fueron empleados en la obtencién
de las estimaciones (4.14), (4.15) y (4.16), se prueba que

||Aw:n“52(ﬂ) < ||(LF (:B w:n, +7, b +’Y))||L2(ﬂ) + ”H(wm +7, b*(‘w +7))I|L2(ﬂ)
+{lJe(w,, Jr‘r)”m(m

2 1
lallzsgoy {2+ Z2i0] " 1905 + X oge bl lmey +
< G

A

[e1k2
€

donde C, también denota una constante positiva sélo dependiente de e¢. Por tanto,
hemos obtenido que {wf, } es una sucesién uniformemente acotada, independientemente
de m, en el espacio de Sobolev H?*((1).

4.2 Paso al limite. Existencia de soluciones del problema (I’*f).

Para cada € > 0 fijo, por la acotacién uniforme de {w?, }_, en H*(f1) obtenida en la
etapa anterior, y por la reflexividad del espacio de Sobolev H?(§2), se tiene qite existe
Hna subsucesmn de {w:} (a la cual seguiremos denotando por {wf,}) y una funcién

w' € H*(Q) tal que

m

w', — w débil en H*(2), y asi,

m

wl - w fuertemente en W'P(Q) Vp > 1

m

gracias a las inclusiones de Sobolev (recuérdese que 2 C IR?). Nuestro proximo objetivo
es verificar que Ty w), — Tw'. Aqui, T* : HJ(Q) — H}($) es el operador definido

m
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por

(T v,] = /Q Vv - Vdz — /‘; aF (2,0 + 7, buyay) ) pdc — fﬂ H{v 4+, by )pdee
— [Jdo+ Dtz s, pe H(Q) . (4.37)
Debido a las estimaciones (4.35) y (4.36) tenemos que
laFe(z,ws, + 7, bugugam)llio@ < G Vm (4.38)

(véase también (4.16}).

- Veamos que

Filz,wy, + 79, b)) — Fi(z,w' + 7, f)‘) para casl todo punto,

m—++o00
siendo b € L(Q) y tal que

bqugamy = b débil* en L™(Q)
para alguna subsucesién gracias a la estimacién uniforme Nbagews 4+l Lo (0} < |0l Loo()-
Como en [DR94], se tiene que

lim (1w}, (2)+7,0)[p((5 7)) (0) = (w0 (2)+7, o) [p((w +7).)] (0) e.pbe o € KL

m—+oo |

Por tanto, por la convergencia fuerte de [p((w:, + ¥).)] a [p({w* + ¥).)] en L'(5),
deducimos que

I(wl, (@) + 7, )p((wl, + M) =2 T (z) + 7, ) [p((w* +7).)]'()

m—+oo

fuertemente en L'(f) y puesto que ba(uwe, 1) —**OO i<, obtenemos la siguiente conver-
m m-—
gencia en casi todo punto z € 2 '
Fl($= w:n + ot b*(wfn ) m’:’m Fl(wawc + s bc) .

€
m

lim [(w, () + 7, )h{(w), + 7)) = I(w(z) + 7, Yo (w* + 7))

400

Los mismos argumentos aplicados ahora a F, »{z,w, ), observando que, primero,

en casi todo punto de £, y después tenemos la convergencia fuerte en L' ({1, ), obtenemos
que
Fea(z,wi, +7) e L2z, w + ) cp.t. x €.

Por tanto, tenemos (para alguna subsucesién) que

Fe(w,wy, + 9, begug, +4)) LOO Fo(z, w + 7, 09 débil* en L=(Q} . (4.39)

m—
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Analogamente, se tiene que ‘||b*(m;1+7)(|w,‘n + 7> (W + 7))@ < [0l ¥
por tanto, para alguna subsucesion, existe una funcién b € L=(f2) tal que

buqus 4 (WS +9 > (Wi + 7)) = b débil*in L2(Q) .

m—00

Como se hizo anteriormente, p'({wf, + v)(-)) converge a p’((w* + v)(-)) fuertemente en
LY{(§)) y por ello
H (w47, baguiaon (0547 > (Wi A7) @) L Hw,w 9y, 5(2)) débil* en L=(0).

£ /!
m*

Por 1ltimo, puesto que wf,,’ converge en L'(§1,) a w?’ (ver el Lema 4.1) tenemos
que

Je(ws, + ) — J(w +7) fuertemente en L'(§) .

. Entonces, w* verifica el siguiente problema

_ch = (IFC(:E, 'u}( + Y, BC) + p’(w‘ + ’)’)[b - Bc] + Jc(wc + '-Y) en Q (440)
w' € Hy()n H*(Q) (4.41)

para cada € > 0. Para obtener una solucién de (P..), sélo resta por identificar F,(z,w*+
5, b con F.(z,w vy baqwery) ¥ i con be(weryy(fw +v > (w' +v)(z)|). En este sentido
se tlene

Proposicién 4.3 $i med{z € 0 : Vw(z) = 0} = 0, entonces b* = buwegy) € Qu ¥y
b = buguegy ([ + 7 > (W + ¥)(x)]). En particular, w* es una solucidn de (P.c).

Demostracién. Basta utilizar la analiticidad de wj, y el Lema 2.14. |

Una vez dada la Proposicién 4.3 que nos garantiza que la funcién w* (punto de
acumulacién de la sucesién {wf, }5°_; con la topologia débil en H%({2)) es una solucién
de (P,) cuando se verifica med{z € Q : Vw(z) = 0} = 0; es natural preguntarse que
condiciones adicionales sobre los datos serian las adecuadas para que w* verificase dicha
hipotesis. Esta cuestion la resolvemos en el siguiente apartado asi como la obtencion
de una solucién de (P,) haciendo ¢ — 0, y luego la existencia de soluciones de (P).

4.3 Existencia de solucién de (P,) y (P).

Por lo anterior, sabemos que existe w® € H*(Q)N Hg(Q) verificando (4.40) y (4.41) para
un valor v < 0 prefijado. Entonces, si denotamos u® := w* + v, la funcién u* verifica

—Aut = q[F?—2F (z,u, f)‘) + Feo(z,u®))2 + H(uf, I;‘) + J(u*) en Q (4.42)
u -y € Ho()N H*(Q) . (4.43)

Recordamos que Fy, F, 2, H y J. fueron definidas en (4.2), (4.3), (4.5) y (4.6) y las
funciones de truncatura h, y £ en (4.7). Comenzamos dando una condicién sobre los
datos para que med{x € Q1 : Vu(z) = 0} = 0. Necesitarémos el siguiente resulatado:

|
I
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Lema 4.2 Supongamos {u‘} fuﬁcioncs verificando (4.42) y tales que u*—y € Wy ()N
H*Q). Si

L

_ L 1 19
= [2[|a||Log(n} e + A osc bE + i n] <1 (4.44)
enlonces " ” F
1 |allneog
AU oo () < 23 —-—ILL
—
En particular T
c 25 alleom Pl _
I fziay < dr(t —v) =

uniformemente en ¢.

Demostracidn. Necesitamos algunas estimaciones a priori. Sea ¢ > 0 y u® una solucién
de (4.40) y (4.41). Entonces la funcién

+ e

Fol,u', b)) = [F2 = 2F) + Fg)

con Fy y F,, dadas por (4.2) y (4.3) respectivamente, estd acotada en {2 puesto que la
integral Fy es no positiva y F, 3 es acotada gracias a que |é,] < 1/e y |71} £ 7 (véase
{1.50)). Analoganente, se tiene que el término J.(u¢), definido por (4.6), esta acotado
en Q. Por iltimo H(uf, ), dado por (4.5) estd mayorado por )\|!u+||Loo(g) osc b. Asi,

Au € L®(f) para cada € > 0. Ahora, aplicando el Lema 2.9, deducimos que

| Aus]| Lo () |

0 < —ul/(s) < yo (4.45)

Integrando,
’ [ A, e .
[uy ey < (| AU Logay - (4.46)

Nuestro siguiente paso. es probar que Au‘ estd uniformemente acotada en L%(£1) inde-
pendientemente del parametro . Como antes, y utilizando (4.46), tenemos la siguientes
estimaciones:

0 < Fi(z,ub) < AbllLeellug ]l (4.47)
¢ ||/_\u‘||im(9) :
Fg,2($)u ) < QWWI(” < |Q|” +||Loo(ﬂ) (4.48)
|H(u b)) < A osc bl|us || L0 (4.49)
€ n € i ot
()| < ,_Q_'”u.g.“Lm(Q) , (4.50)

Entonces

2||a|| L= Q

AU Loy < 2% ||al] ooy Fu+

o IAu ey - (451)
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y de aqui y de la hipdtesis (4.44) se obtiene el resultado.

Para probar que una u® es solucién de (P..), necesitamos vertficar la hipétesis
med{x € Q : Vu(z) = 0} = 0. Asi, por la Proposicién 4.3 seria

~

b = by en L'(£1,) {

1(2) = be(ju > u(2)])  en L7(Q) |

para algin 1 < ¢ < 2y de esta forma u* verifica el problema (P,.). El 51gunente teorema

da una condicién suficiente para que se tenga esta propiedad \

Teorema 4.2 Sea A||b||L~(q) ¥ 7 suficienternente pequenio para que

o S?

o "‘? N - 2 v G

< Ab||lpomyS + =S f Fo = Mbjlpeo@yS — —2— 4.52

0 18]l Lo (S + 1] <m |a] 18] 2o () ol 1 (4.52)
|
entonces ;
med{z € Q: Vu'(z) =0} =0. l
En particular, u® satisface el problema (Pu). ’
Demostracién. Lo probamos por contradicciéon. Supongamos que 7 I‘

med{z € Q: Vu‘(z) =0} #0 . . (4.53)

Entonces
0= a[F?+ F(u, ) + Fc,z(u‘)]é + H(u b)) + Jo(u) cptp. {z€Q: Vu(z)=0}.
Utilizando las estimaciones (4.47), (4.48), (4.49) and (4.50), se obtiene que

Aosc bS > m(uzif)) E la|[F2 — 2 (s, B) + Fc,g(tf)]i — J((u‘?

27}52]%
£

A bS 4+ =85 > mnf F2 M|l peo(y S —
osc +IQ|9 2 m |a][ v 1|6l 2o (22) .

y ésto contradice la hipétesis (4.52), lo que prueba el lema.

2152, 1

Observacién 4.1 La condicién (4.52) requiere [F'2 — M|b|| oo () S — IQ|

v

] > 0 lo que

se tiene para A y 7 suficientemente pequenos.

Alora se tiene
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Teorema 4.3 Supongamos que i%f|aj >0, yy € R™. Entonces existe un A > 0 {al
que st A||bllpeo() + 17 < A, existe u solucion de (P,). Ademds v € V(12).

Demostracién. Nuestro objetivo es hacer ¢ — 0. Por la estimacién uniforme de
| Au|| o0y dada por el Lema 4.2, existe una subsucesién de (u¢) (la cual seguiremos
llamando uf) y una funcién « € L>(f2) tal que
Auf "loo o débil* in L™(2) .

Mediante argumentos standar de regularidad, u* est4 en un conjunto acotado de W?({2),
para todo p € {1, +oo[. Entonces, tenemos que {para alguna subsucesién)

u = débil en WP(Q),

ut — u fuertemente en C'(€2)
En particular, @ = Aw, Au € L®(Q), v € V() y las estimaciones (4.51) y (4.46) del
Lemma 4.2 son también ciertas reemplazando u® por u. Entonces,

2% ||G.||Lo-o(g)Fv

[Aullpeore) < . (4.54)
| 2% [|al ooy £ 192 .
=) =2 . 4.{{'
lusllom < ZHIE@E s (4.55)
Ahora, por el Lema 2.6, se tiene
1l ey < Mollzmiey ¥ [ llim(@) < (|8l -
Por tanto b = b débil* in L=(Q) y B = b débil* en L®(92). Ademds
ul,’ —2 ul,, en LP(Q2.) Vp € [1, +oof . . (4.56)

De las anteriores convergencias, se deduce que
ho(u) — () en LI(Q) Vg € [1,400] -

Eu consecuencia,
I (@), Yol () 2, (), ey

en L9(,) para todo ¢ € [1,4+o00[ y en casi todo z € Q. Lo anterior nos lleva a obtener
la siguiente convergencia

Ju>ut (z}]

Fale,u) = Fala,w) = [ ()i (use(0), wae(0))do

ju>0|
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para casi todo € Q (j/ es continua sobre IR+). Puesto que |F3(z, uf)| < N Auf|f gy 1921,
por el Teorema de Lebesgue

Fea(,u) - Folu) en LP(Q}) para todo p < 400 .

Mintras que para J.(u), primero se obtiene del Lema 2.9 y del Lema 4.2

! p B Au oo S ‘
uf{-* (lu+ > u+($)|)| S% ]Ql

|
Basandonos de nuevo en las estimaciones del Lema 4.2 y puesto que [€(us, (ju¢ >

us (2)))7:(ul (x), us (0))] < n—”L—‘xml < I gracias a (1.50), entonces podeinos ad-

mitir gque
|

E(u (fu > ug (@))si(us (2),u5.(0)) = & débil* en L(R) ..
Por tanto u es una solucién de
—Au = a[ — 2P (z,u, b) + 2F(z, u)] T p(w)b - b + €, J (4.57)

cont [[€uljree(ny < @S v 1P (w)[b - <A osc bf|uyl|Leo(). Argumentando como en el

Teorema 4.2, pero utilizando la ecuacion (4. 57) v puesto que la funcion u obtenida como
limite de alguna subsucesién de (u°) también satisface las estimaciones del Lema 4.2,
entonces st i

3 T] u . 2 v

M| ooy S + 752 S < inf [a | Fy — il
@S+ 1y < igf | Iﬂl ] i
obtenemos que med{z € Q : Vu(z) = 0} = 0. Por tanto deducimos que £*(u§,’(Ju* >
uy (2)])) pa wy (v > uyp(z)]) en casi todo z € Q (véaese el Lemma 2.2). Entonces

) = uf (lu > uy(0)]) en casi todo punto de §2 probando de esta manera que
3 ! € € o € € ! I
6 a1 (YD (), 1(0)) 3 > () Fterte en £7(), Vp & [1, oo,

Por 1iltimo, en el supuesto del Lema 4.2 y del Teorema 4.2, es posible aplicar sucesivas
veces la Proposition 4.3 primero para identificar b(z) = boue(Jut > u(z)]) en 0 y
E)‘(s) = buye(s) en Q, y después I;(m) = b(Ju > u(z)]) en Q y j)(s) = bu(s) en f1.,
obteniendo asi, que u es una solucién de (Pu). g
El principal resultado, presentado en la seccién de introduceion, es ahora consecuen-
cia del teorema anterior y del Teorema 3.1. En efecto,
Demostracién del Teorema 1.1. En el supuesto de que A > 0 sea tal, que son
ciertas (4.11), (4.44) y (4.52), entonces el Teorema 4.3 garantiza la existencia de una
solucién u del problema (P,) y tal que v € V(Q2}). Asi, las hipotesis del Teorema 3.1 son
satisfechas por esta funcion u, en particular la COHdlClOI] med{z € Q: V(z) =0} =0,

lo que implica que el par (v, F) es solucién de (P). l
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5 Propiedades cualitativas de la region ocupada por
el plasma.

En esta seccién obtendremos algunos resultados cualitativos referentes a la medida de
la regién encerrada por las curvas de nivel de una solucién del problema (1.53), (1.54)
y (1.55); es decir, se estudiara la medida del conjunto {z € Q : u(z) > t}. Por tanto,
si tenemos en cuenta que la regidén que ocupa el plasma viene dada por el conjunto
de z € § tales que u(z) > 0 (recordar que {u(z) = 0} es la frontera libre y que u
es una funcion negativa en la zona de vacio); habremos obtenido una estimacion sobre
la medida de la regién ocupada por el plasma. Este tipo de cuestiones ya han sido
abordadas para modelos relativos a maquinas Tokamak. Asi por ejemplo, Mossino y
Temam consideran en [M82, MT] el siguiente problema

—Au+ Ag(b(u)) = 0 en §)
u = v (constante desconocida ) en 9
Jag % =1

donde Q) es un abierto regular de RN (N > 1), §(u)(z) = med{y € @ : u(z) < ufy) <
0}, I (representa la corriente total que circula por el plasma) y A son constantes positivas
y ¢ es una funcién continua sobre [0, |©2|] que se anula en cero y es positiva en )0, |2]]. En
dicha situacién la regién ocupada por el plasma viene dada por {u < 0} y el conjunto
{u > 0} es la regién de vacio. Para este problema encuentran que

0< G G) —lu< 0] <9

. [4
siendo G(t) =/ g(s)ds.
0

La técnica que aqui desarrollaremos para la obtencién de estimaciones sobre |u > |
se basa en la obtencidn de estimaciones sobre d—] |Vul*dz y en la utilizacién de
{u>t}

desigualdades isoperimétricas para el perimetro de De Giorgi (véase [PRT93, pagina
33], [Ma85, pagina 296), [Gi84, Definicién 1.6, pagina 5], [FIR60]). Comenzaremos esta
seccién probando que todo par (u, F') solucién de (P) verifica la propiedad infou =
U),, = . Por ultimo, encontraremos algunas estimaciones de interés referentes a toda
solucién de (P).

En la obtencién de varios de los resultados que en esta seccién se muestran, nece-
sitaremos. del sigulente resultado clasico:

Lema 5.1 Siu € W*P(Q) para todo p > 1, entonces para cada t € [infg u,supg ul

+oo
f Vulds = — / ds f Audz . _
{uxt} t {u>s}

——
n
—

St
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|
Consideramos el problema auxiliar de encontrar v € W»?() para algin p > 1

—Au G(z) en | -
u = 7y en 91} (

i

siendo y < 0y G una funcién de LP(2) y p > N. Entonces la solucién u de (5.2) verifica
la propiedad dada por el siguiente teorema:

. |
Teorema 5.1 Sea u € WAP(Q) para algin p > N solucidn de (5.2). Entonces si
] G{x) # 0, necesariamente
Q

igfu = Uy, =7 -
Ademds, siinfqu # v, entonces fﬂG(x) = 0.

Demostracién. Del teorema de Rellich-Kondrachov [Br84, Teorema [X.16, pagina
169] se obtiene que u € C(Q) Por tanto, existe infq u. Si u es solucién de (1.53), (1.54)
y (1.55), entonces u,, = v. Calcularemos la integral sobre {) de —uAu argumentando
de dos formas diferentes. En primer lugar, se tiene que

o — du 2 ! o
-/l;muAud.z = _Ln ayudﬁ-l—]ﬂ|‘7u| dz ('.).3)

por el teorema de Green y de igual manera

| du -
fﬂ——Audm ==/, ad&’ . (5.4)

Puesto que u es solucién de (5.2), se tendra entonces que *

671. ‘ =Gy =4
~ o adZ—LG(:r:)d:c (5.9)

seglin (5.4) y (5.2). Por consiguiente, se obtiene la igualdad P

_ , 2 '
/ﬂ —uAudz = 7 /n G(z)dz + /n [Vul2dz - (56)

de (5.3), (5.4), (5.5) y ser u|y, = 7. \

Para obtener otra expresién de / ~uAudz, necesitamos el siguiente lema:
Q

Lema 5.2 Consideremos las funciones u € L*(€)) y v € L'(Q). Entonces s¢ verifica

que
+ oo
/ uvdx = mf vdz +/ dsj vdz (5.7)
Q 114 m {u>s}

stendo m =essinfu. *
Q
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Demostracién del Lema 5.2. En las hip6tesis del lema, se tiene que
/ yvdr = m/ vdz +f(u — m)vdz . (5.8)
Q . Q 0

oo
Por el teorema de Fubini, la ltima integral es igual a / dsf vdz. En efecto,
™m {u>s}

4o +oo , o 400
jm ds f{u”} vdr = /;n ds/ﬂX{yEQm(y)>3}vdm = /:n dS/‘;X{tER;u(a:)>t}vd:L )

Aplicando el teorema de Fubini,

+oo Fo
ds/ vd = f ] dsd
-[m {u>s} ¢ Q'U m X{tER:u(w)>t} saT

= jQU/,:(I) dsdx = /Q(u— mlvdz .

El resultado del lema se obtiene inmediatamente de este hecho y de (5.8). 4

Continuacién demostracién del Teorema 5.1. Aplicando el lema con v(xz) := G{x)
se tlene que

jwt;Aud;c = m/ G(m)dw+f+oo ds/ Gla)dx
Q 2 m {u>s}

= .m_/(; Glx)dc + /7:00 ds f{u>s} —Audz (5.9)

donde la dltima identidad es consecuencia del hecho de que u es solucién de (5.2) (se
integra la ecuacion que verifica w en {u > s}). Ahora, por el Lemma 5.1,

+oo ) )
/ ds [ —Auds :/ Vul'dz = [ [Vulds . (5.10)
m o {u>s} {u>m} Q ‘

(la dltima igualdad viene de ser |Vuj{z) = 0 en casi todo z € {y €  : u(y) = m}).
Finalmente, por (5.10) y (5.9) se obtiene la siguiente igualdad:

[ -—uAuda::m/ G(m)dm—i—f |Vu|2d$. : (5.11)
4] 0 9]

Para obtener el resultado del teorema, basta restar (5.6) y (5.11), llegando de esta forma
a que ‘

(y—m) [ Gle)de =0,

siendo entonces m = 7 si / Glz)de #0y f Glz)dze =0sim #v.
2 2
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Observacién 5.1 Siu e H'(Q)NC(Q) y G € L*(Q), es conocido que

mm{mfu mfG} <ufz) < max{supu sup G}

para x € £} (principio del maximo). El teorema. anterior nos asegura que v = up,, <

u(x) V. -

Como consecuencia del resultado anterior, se tiene que todo solucién (u, F) de (P)
es tal que infgu = uj,, = 7. En efecto: una vez que (u, F') es solucién del problema,
definimos G := aF(u) + F(u)F'(u) + p'(u)d, z € Q, siendo G € L?(Q) para cada p > 1
por verificarse (1.53) y estar u € W*P(()) para todo p > 1. Por otra parte, gracias a
que se satisface (1.55), '

/Q Gdr = /Q aF(u)dz + 7(0, u4.(0)) . - (12)

Puesto que aF(u) > 0 en @ y en particular estrictamente positiva donde u es una
funcién negativa (eF(u) = afF,, en estos puntos), se tiene que ] aF(u)dz # 0. Por
iltimo 7{0,uy.(0)) > 0 por hipétesis (véase (1.50)). Con ésto y (5.12) se obtiene que
la integral de G sobre 1 es distinta de cero, en consecuencia, gracias al Teorema 5.1
hemos probado la siguiente propiedad: !

Corolario 5.1 Sea (u, F) una solucidn de (P). Entonces, mingu = uj,, = . ,

A continuacién, daremos una condicién suficiente para la existencia de frontera libre
y d,lgund,s propiedades cualitativas sobre la medida de la region ocupada por el plasma
asi como una estimacién en la norma L! de u,.

Sea ¢, la autofuncién normalizada asociada al primer autovalor Ay, para el operador
—A con condicién de Dirichlet, ésto es, 1 € HJ(Q) y ~Ap; = A sobre . Ademds,

podemos renormalizarla de manera que A [ @dz = 1.
0

Teorema 5.2 Supongamos que i
—7< F, [ ale)pi()dz =0 ,
entonces, toda solucion de (P.) satisface uy # 0.

Demostracién. Se procede como en [DR94, Teorema 8]. La demostracién se basa en
la identidad siguiente:

/\1]ucp1d£—'y faG goldx—l—] (1, bey) f,old:c+f uyprde . (5.13)
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donde G(u) = [sz — 2F\(z,u, b) +2F2(:n,u)]§ (nétese que u satisface la ecuacién

(3.2), le., —Au = aG(u) + H(u, buy) + J(u)). Entonces

/ﬂ V{u—v)Vvde = fn aG(u)vdz + /Q H(u,b*u)vd$+L.](u)vd$ Yo € Hg(f1) .

Eligiendo v = ; y considerando que ]ﬂV(u — ¥)Vprdr = /ﬂ(u - ¥)(=Ap;)dz y que

—Apy = Ay sobre (2, se obtiene (5.13). Para finalizar la demostracién del Teorema 5.2,
argumentamos por reduccion al absurdo. Supongamos que u, = 0. Por tanto, la
relacién (5.13) se reduce a

)\1/ wprdr =y + F,,/ apdz (5.14)
0 Q

puesto que Fy{z,u, b.,,) = Fo(z,u) = H(u, b.) = J(u) = 051 uy = 0 (véase la definicién

de £, Fy, H y J). En este caso, la primera integral de (5.14) es no positiva, y por

tanto la relacion (5.14) implica —vy > F,,/ apidz. Esta relacion contradice la eleccion
]

de 7, lo que prueba el teorema. _

Fstimemos el valor
> 0] = / dz .
{u>0}

Esta cantidad puede ser estimada en términos de / uydz si consideramos que
o

] updr < |u > 0| maxuy .
Q Q2

Sin embargo, ya disponemos de la estimacion Max < § (véase el Lema 4.2). Asi,

gracias a la dltima desigualdad, tenemos que

- 1
|u>0|2§Lu+dm.

k.

Estimaremos la norma L' de uy. Para ello, utilizamos la identidad (5.13). Siexpresamos
u como v = uy —u_ y agrupamos adecuadamente, de (5.13) se obtiene que

_/;l(a(}'+)\1u_)np1(£;r—|77 =/ﬂu+t,pl[/\1—,\(b—b*u(|u >u(m)]))]dm—L.](u)w1d:r (5.15)

donde hemos utilizado la definicién H. Por (5.15), la estimacién (4.50) y las estima-
ciones dadas en Lemma 4.2, deducimos que

y+ B [ apids+ [ alfi(us (), us-(0)] o
+/Qa,[c:— Fy = |t (), 04 (0))

< M2 ose bllen|zes o /ﬂ uidz + 751l L) - (5.16)

%]SﬁidI
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Mayorando por 0 la segunda integral de (5.16), tenemos que
T+ £ fn aprdz < (A + A osc Bl|ealfLe(ay fn usdz + My l|er]|Leoqa)
J’ |
Hlaprlum [ [Fot |i'(us(@), urn () = Glordz (5.17)

. iy . . i
Ahora, podemos estimar la ultima integral como sigue: :

’ WA 1
G = [F? = 2P\ (2, b)) + 2F5(2,u))2 < [F2 4 Bz, (u))2 ‘
" ol . ,
< 24F, 43 f|| CINORINO)CO)LT I
< 21F, + 221003 [ [l oo
L 1 1 A o
< 2F, + 2n§|ﬂ|5|l—?;|-|—[iﬂ (por el Lema 2.9)
23 |0} ||a| e !
< Q%FU[I + i 12”‘1”1. (n)] = 1 (por el Lema 4.2) '
—V

s |
habiendonos basado en la propiedad ||Au||peon) < 22”'1”1’“_?, D e la solucién u de (P.)
obtenida mediante el proceso aproximativo desarrollado la Seccién 4.1. Combinando
esta estimacion con la desigualdad (5.17), obtenemos

¥ = Yo — 0S|l Leey — o f ' f .
< | uy(z)dz . © (518
Ou + N ose Dlipilimm o+t (5:19)

En consecuencia, hemos probado el siguiente resultado:

Corolario 5.2 Supongamoes se satisfacen las hz'po’fe.sis del Teorema 1.1 y 5.2. Sea
(u, F') una solucion de (P) obtenida como en el Teorema 1.1. Entonces

— Yo — 75llellLe@ — o
(A4 A ose Meillpo@ ™

u >0 > 2
|

Ll siguiente resultado nos da una estimacién sobre las cantidades |u > t] cuando (u, F')
es una solucién de (P) con 7 =0 (i.e., u, F verifican (1.56)) y cuando aun siendo j £ 0
(i.e., u, F verifican (1.55)), el resulatdo es valido si (u, F) son una solucién segin el

Teorema 1.1 satisfaciendo (4.54) y (4.55). Antes de dar el enunciado y su demostracién,
conviene recoradar que si (u, /') es una solucién de (P} con j = 0, entonces

laF(@)llLe@) < llafie@ -

Si es una solucion de (P) segin el Teorema 1.1, entonces, por el Lema 2.9 |

2152
i |

4w

|aF (u)llLegmy < Hlalle(a [Ff T
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Proposicién 5.1 Si(u, F) es una solucidn de (P) con j = 0, definimos K = ||l roo gy £
Y st (u, F') es solucion de (P) con j #£0, dada por el Teorema 1.1 y ademds suponemos
i
7 € L=(R* x R*Y), definimos K := ||a]| =0 [F,Uz + %]: + 17| oot x 4y . Entonces,
se tiene que ‘
4m
lu > ¢ < Qe * ¢

para cade t € [infqu,supgu]. En particular se tiene la siguiente estimacion sobre la
medida de la region ocupada por el plasma:-

lu> 0] < |Qle* .

Demostracién. Como se hizo en la demostracién del Lema 2.9, se obtiene

d
< | —— — .
drlu > t| < ( dt'u > t|) ( /{Dt} Aud:c)

Puesto que u, F verifican (1.53), la anterior designaldad nos da

drlu > 1] < (_%m > t]) (]{w} aF(u)dz +j(t+,u+*(0))) .

Mayorando por K (distinguiendo si 7 = 0 o 7 # 0), se obtine la ecuacién diferencial

A —%u >
K = |u>{

Puesto que |P,| = 0 es posible integrar entre to y ¢ > {g en | infg u, supg u[ la anterior
ecuacién diferencial obteniendo la primera conclusién. La demostracion finaliza al tomar
to = infau,t =0y por el Corolario 5.1 ser y = mingu. 4

6 “Unicidad parcial” de soluciones.

En esta Seccidn se daréd un resultado de unicidad parcial de soluciones para el problema
de encontrar (u, F) verificando (1.53) y (1.54) donde se supone, ademas, la condicion
de corriente nula en el interior de las regiones limitadas por las superficies magnéticas,
modelizada matematicamente por la familia de ignaldades (1.56) donde ¢ representa una
parametrizacién de dichas superficies magnéticas. Tal condicién se supone satisfecha
en el marco ideal debido a la estructura y disposicion de las bobinas exteriores en
las maquinas Stellarators. Un resultado de unicidad global atafie, por tanto, a la no
multiplicidad de ambas funciones u y ' verificando (P), lo que parece presentar una
gran dificultad.

Una primera aproximacion en el estudio de la unicidad de soluciones (u, F) de {P),
es la que aqui se desarrolla.
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Definicién 6.1 Diremos que el problema (P) tiene unicidad parcial en u si dados
(u, F) y (v, F'} soluciones de (P), entonces u = v.

Con esta nocidn de unicidad parcial, se pasa de estudiar el problema de partida con
dos componentes (u, F') a otro cuya tnica componente es la funcién u (supuesta fijada
la funcién F'). Esto simplifica el problema. Sin embargo, al no conocer la monotonia del
término £'{u)F'(u), la unicidad parcial en u presenta un gran interés. Por otra parte,
si (w, F') es una solucién de (P), gracias al Lema 3.5, la funcién F' queda univacamente
determinada por u como F' = F, siendo F dada por la ecuacién (3.5) con 7 = 0. La
técnica utilizada se basa en [Pu77] por lo cual necesitaremos referirnos a la solucién w
del siguiente problema lineal de autovalores

~Aw = /\C(-’L’)U) en {1 } (61)

w = 0 en JQ
donde ¢ es una funcién que identificaremos mas tarde.

Teorema 6.1 Sea (u, ) una solucidn de (P) y llamemos f := F. Supongamos que la
Juncion ff' es lipschitciana sobre IR, es decir,

P - PO <Kl—1 Ve R (6)

para alguna constante K positiva. Supongamos A > 0 suficientemente pequefio de ma-
nera gque se verifiquen las condiciones

F,
lallzz@y < C——=— (6.3)
VA0l Lo ()
para cierta r_:onstaﬁte positiva C, y
stendo Ay el Segundq autovelor del problema (6.1) para
K . M N :
c(x) = Cllbll=@al(z) + b(z) + ~, € =—, M=Cllaliiyg (6.5

para cierta constante positiva C dependiendo de F,, A, 16l Leo (1) ¥ la constante de Poincaré
de §). Entonces, u es la inica solucion del problema

{ —Au = af()+ [/ (@) +P (b en  66)
u—7 € Hi(Q)nw?(Q) l<p<+4+o 1 i

con med{z € Q: Vu(z) =0} =0.

En la demostracién del teorema necesitaremos de varias propiedades y estimaciones
de toda solucién de (1.53), (1.54) y (1.56), es decir, solucién de (P) supuesto'y = 0.



541. Un problema eliptico de frontera libre originado en plasmas de fusién.

Lema 6.1 S5i

£y
esssup u(z) < (6.7)

0 :\f/\“bllLoo(Q)

entonces la funcion [ es estrictamente decreciente sobre el intervalo [0, esssup u] y
Q
estrictamente positiva y Lipschitciana en [essinf u, esssup u]. Mds concretamente, se
Q Q

tiene que

At (0)]]B] Lo )
S(u4.(0))

Por tiltimo, f es estrictamente decreciente sobre el intervalo [0, esssup u].
0

It — {| Y t,i € [essinfu, esssup u] . (6.8)
QQ Q

En lo que sigue denotamos m :=es%infu y M :=esssup u, lo que esta justificado al
Q

ser u una funcién de L*((?).
Demostracién. Para cada ¢ definimos la funcidn

GU):Ff—ZA“#hw“Uu>rmh.

Dado que b > 0 en casi todo punto de £, también es b,,(|u > t|) > 0 para casi todo
t € [rh, M] (véase el Corolario 2.2}, al igual que la funcién p’ en Ry (hipdtesis (1.51)).
Por consiguiente el integrando que aparece en la definicion de G es estrictamente positivo
para casi todo 7 € [0, M], implicando que & es una funcidn estrictamente decreciente y
por tanto f = +/G también lo es:

Utilizando la estimacién ||buyl|zeo(q) < ||b]|zeo(ay, se llega a que

« ty
Gty = F2 = 2llum [ p(r)dr
> FJ = M|bllzes(yth t € lin, M|

donde la dltima desigualdad es consecuencia de la hipdtesis (1.51) sobre p. En particular,
G(t) > F2 — A||bl| gy (M)? Vte [, M]

obteniendo que ‘G(t) > 0 con t € [rh, M] gracias a la hipStesis (6.7) del lema. En
consecuencia f = v/ es positiva en [, M].
Si ahora tomamos t,¢ € [, M], con § > ¢,

PO - PO 60 =6 _ 2 Pl > s
fO+ 0 fO+fE F@) + f(E)
Az = ) _ At ta)bllogey
21nf epm a (5) 2infepm,an f(5)
Mg (0)]10]] Lo o)
T fug(0))

HORNIOINE

I~ ¢
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donde la dltima desigualdad es consecuencia de 0 < f,,t; < M = uy(0) y de la

monotonia de f. .
. L]
|

El siguiente resultado muestra una estimacién de esssup uy. Se recuerda que la
; p ,

21/2{Jall ooy Py 192

an(1-1)
!

solucidn obtenida mediante el método de Galerkim verifica |[uy.|| <

Lema 6.2 Friste una constante positiva ¢ dependiente sdlo de Fv,,\,||b||Lo;(Q} y la
constante de Poincaré de §, tal que toda posible solucion (u, F') de (P) conu — v €
HY() n WPP(Q) 1 < p < +o0, verifica:
‘ f

f

Demostracién. Supondremos que u; # 0 pues en otro caso el resultado se vérifica de
manera obvia. Sea t € [fh, M], entonces la funcién (u — ), es un elemento de H,{2)
segiin se deduce del Teorema de Stampacchia. Multiplicando la ecuacién (1.53) que
verifica (u, F') por (u — ¢)4 e integrando por partes, se tiene que

(0} < Cllal|z2(a)

|
[{m} V(u—t)ffde = f{m}[ﬂ‘»F () + PP + P (9l - )de

- /{W}“F(”)(“ —#)de + /ﬂ v{z)(u(z) ~ t)+da;i

donde v(z) := F(u(z))F(u(z)) + p'(u(z))b(z). Aplicando el Lema 5.2 a lzfj. ultima

integral, 1

| /Q (@) u(z) — t)yde = ]0+°° s f{ ooy VN f

Por otro lado, {x € O : (u(z) — )y > s} = {z € Q:u(z) > t + s} si s € (0, +o0).
Aplicando la condicién de corriente nula {1.56), de la igualdad anterior se dediuce que

/Qv(sc)(u(a:) —t)yde =0  VitelmM].

|
Tomando en particular ¢ = v y utilizando que {z € Q : u(z) > v} = Q (Jvléa.se el
Teorema 5.1), se tiene entonces que

/|V u— )|2da::]aF(u)(u—'y)dsc.

Mediante la desigualdad de Poincaré {véase [Br84, Corolario 1X.19, pagina 174]) y de

Holder, se llega a que

1
i
1
J
{

(6.9)

] lu — y[2de < PA(S) ] IV (u — 7)2dz < fﬂ(Q)[j w))?dz] | f u —»y| da]*
donde se ha convenido en denotar por P(§}) la constante de Poincaré de {1. La?anterlor
desigualdad implica :

e = Yllz2ey < PHOFllal| 2oy (6.10)

]
i
1
|
:
!

f
i
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puesto que 0 < F(u) € F,. ApliAca,ndo de nuevo la desigualdad de Holder en la segunda
integral de (6.9)
| IV (1= )llL20) S Fllallzz@lle — 7l
y por {6.10) '
IVullz) = [V (w = 1z < PQ) Fllalivgoy -

Tomando ¢t = 0 y razonando de manara analoga, se obtiene que

luglitz@ < PH({z € Q:u > 0 Fla]lzq) < PHO)FE all2

| Vuillzy £ PIQ)F,|la] g2 -

Basandonos en el hecho de que toda solucién (u, F') es tal que med{z € 2 : Vu(z) =
0} = 0, implica que u verifica la ecuacion en derivadas parciales del problema en su
formutacion no local (3.2) segun se muestra en el Teorema 3.1 (siendo ademas F =
F expresada en términos de u); elevando al cuadrado e integrando dicha ecuacidn,
obtenemos que

/Q|Au|‘2d3,- _ j a2 FY u)dac+] Vb — bo(je > uy(2))))2de

+2f aF()p' (w)[b — buu( 1 > uy(z)))]de
< Fg”“”mm) + 2’\2||'5||L<>o(ﬂ)|i“+||Lz(n) + 4A[|B] ) F ||a||L2(n)||u+||L2 )
< Cllalliza

siendo C = F2 4 2)\2||l’)||ioc,m)P“(Q)JF;‘a + 4)\||b“.Loo(ﬂ)_P2(Q)F3- Por tanto

AU L2y < VC][al L2y -

Finalmente, aplicando las inclusiones de Sobolev y el hecho de ser v < 0, deducimos
que ' '

IA

ut(0) lullzoogay < [l = llzo( < C'fu 7||Wz,z(m
C'llAu 2y + I Vullr2g) + e = vl L2()]

<
< CWVC+ PQ)F+ PAFall2w -
Como consecuencia de los dos lemas anteriores, se tiene el siguiente

Corolario 6.1 Supongamos que la funcién positiva a es tal que su norma en L*(0) es
suficientemente pequena pare que

£,

él|a'|L2(n) < =
VAl L (a)

(6.11)
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con C = C(F,, ), || ooy, P(£2}) la constante del Lema 6.2. 5 (u, F) es una solucién
de (1.58), (1.54) y (1.56), entonces F' es positiva en [rn, M| C] — oo,C'”a”Lzm)] y Lips-

chitciana en [th, M| con constante de Lipschitz independiente de u. Mds concretamente

ACHallz @ 1bll =y t—i viielm M. | (6.12)

F(CllellL2(@y) :
Demostracion. El Lema 3.5 muestra que F' estd univocamente determinada por u
mediante la ecuacidn (3.5), es decir F = F. Puesto que por el Lema 6.2 se tiene que
ua(0) < Cllallzq) ¥ de la hipétesis (6.11) del corolario se deduce que la relacién
(6.7} del Lema 6.1 es satisfecha, obteniéndose de éste que F' es estrictamente positiva
y Lipschitz sobre {rh, M] con

|[F(t) - F()] <

At a(0)||b)] oo (02)

P -rpl < 2ellle, g
AC [all ooy [l e
S TRl T Ybteln M)

donde la dltima desigualdad viene del Lema 6.2 ya que u4.(0) < é“a”zﬂ(n) y del hecho
de ser £ !

F(Cllal|z2ey) > (m)

por la monotonia estricta de F' (véase el Lema 6.1).

]
Demostracion del Teorema 6.1. . Supongamos que % es otra solucién con valores
en (—oo, M. Sea U = v — &. Definimos las siguientes funciones: |

flule)) — fi(=) 1
gi(z) = { u(z) — a(z) si u(z) # 4(z) ;
0 st u(z) = u(z)
[ (w(=)) — ff'(=)) .
alz) = { u(z) — alz) si u{z) # i(x)
0 si u(z) = u(x) '
- p(u(z)) — p'(ifz)) . . ;
h(z) = { u(z) — (=) Sf u(z) # i(z)
0 s1 u(z) = 4(x)

Restando las ecuaciones satisfechas por u y i, se obtiene que U satisface

{"Ag z g"() ()+92() b(w)h(z)]U (x) 22 gﬂ_ L (6.13)

|

Inspirados por {Pu77], probaremos que la funcién diferencia I/ = u — @ no cambia de
signo en 2. Argumentaremos por contradiccion. Supongamos que U/ cambia de signo
en ). Por tanto, tenemos definidos los subconjuntos de 2

Qp={ze:Ux)>0}yQ_={z€:U(z) <0}
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con |4l >0y Q| > 0 (si |Q+| =0 o |[2_| = 0, entonces U no cambia de signo y
si {24 =06 |0Q-| =0, u =1 en casi todo punto de 2). Definimos a continuacién la
* funcién :
ey Ulz) st zefy
U(zjm{aU(x) si, z e

~ donde « es una constante positiva elegida de tal forma que U sea ortogonal en L* ()
a la primera autofuncién w, del problema de a,utovalores (6.1) con ¢(z) dada por (6.5),
es decir, « € IR tal que

0= j;} U(z)w(z)dz = L+ f](x)'wl(:c)d;c+a/ U(z)un (z)dz

de donde
/ U(z)w,(z)dzx
Q+ :

/ (—U(z))un(z)dz

Y ==

y « > 0 ya que /n U(zjw(z)dz y f (—U(z))w(z)dz son estrictamente positivas (si
+ -

alguna de las anteriores integrales fuese cero, la positividad de la primera autofuncién
w; del problema (6.1) y el signo constante de U en Q4 y Q_ implicarfa que [2,] = 0
6 [2_| = 0 si la primera o segunda integral, respectivamente, fuese. nula). Sea A,
el segundo autovalor de (6.1) siendo A; — A > 0 segin (6.4). La generacién de los
autovalores mediante el método de Rayleigh (véase [CoHi53, pagina 175] o [RaTh82])
nos ileva a

/Q |Vu(z)|de
Lc(x)lv(x)l-zdw

Ay = min

‘ve H(}(Q),/Q vz (e)dz =0},

y por tanto que

/ \V ()2
/ o(@)|0 () *de

2

Agrupando adecuadamente, obtenemos la siguiente minoracién de / |V (2)fdz:
0

/ﬂ Aael(2)| 0 () dz < fn IV ()| de. (6.14)

Multiplicando ambos miembros de la ecuacién (6.13) por U, e integrando por partes se
tiene que

fn IVUPdz = /ﬂ [a(2)ar(z) + () + bz k(@)U (@) (6.15)
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ya que VU, = 0 en casi todo punto del conjunto {z € Q: U(z) <0}. De forma
analoga, se obtiene que

| 10U = [ (a(@)i(@) + 92() -+ ba)h(@)UH (@) de.

Multiplicando los dos miembros de la dltima desigualdad por of y sumando con la
identidad (6.15) se obtiene que

_ fQIVm‘*dm - jﬂ VU *dz + o ]ﬂ [VUdz = " (6.16)
= [L@)n(@) + o) + He)h(@)0Ha)dz.

Considerando ahora la desigualdad (6.14) y la definicién (6.5} de la funcién ¢(z), de la
identidad (6.16) se obtiene la designaldad

0 > [ [hcls) — ala)gn(=) - 92(2) - ba)h(z)|U(s)dz = (6.17)

i

= [ {eClmn — (o) + D B + 2K (o]} Do

Por el Corolario 6.1 y la definicién (6.5), se tiene que

~

~ A M /\M M :
/\2(? b o — T} 2 —A —_— b =] Z 0
[oll ooy — () 2 f(M) ) = [A2 ]f(M)“ Il Loy

donde la dltima desigualdad es debida a la hipétesis (6.4). Gracias a (1.51) y la
definicién de A, se tiene que A, — A(x) > A; — A para casi todo = € £, y por (6.4),

— h(z) > 0 para casi todo z € (. Finalmente, por la definicién de g, y la hipétesis
(6.2) y (6.4), se llega a que :

Mg ) :\Xa,{ _ |ff'(1|t£2;:£{;(;li(m))l . %\EK k=K _1)>0

En consecuencia,

< {‘[)‘2 = Efibllzee (@) — g1()la(z) + [A2 — h{z)]b(=) + [:\5\21{ - 92(35)]} U (=)

para casi todo z € Q, llegando a una contradiceién con la desigualdad (6.17). Por tanto
[/ no cambia de signo en 1.

Dado que U/ no cambia de signo, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
/> 0en 2 estoes,u>ten O Sea Ny = {z € N : u(x)— d(z) > 0}. Puesto que
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w > 1 en £, se verifica la identidad u(z) = t{z) en L\ Q4. Si 4] =0, entonces v = @
en {1. Supongamos [{2;] > 0, entonces

Laf(u)d:c = fn\m af(u)dz + fo, af(u)ds
= fﬂ\9+ af(d)de + o, af(u)dz

fog, ¢S @ [ afdin = [af@)  (613)

gracias a la-monotonia estricta de f sobre [0, C'||a||Lz(g)] (Corolario 6.1) y el hecho de
ser @ > 0 en . Integrando las ecuaciones (1.53) que verifican u y % se obtiene de (6.18)

la desigualdad

Ju . L o
- (‘m%df-——j;)Audm—fnaf(u)dx<.[Qaf(u)da:—js;Audm_—-[m%df

al considerar la condicién de corriente nula dada por la ecuacion (1.56). Finalmente,

fa @dbfa LY (6.19)

a dn a dn
Sin embargo, necesariamente %'u < g—ﬁ en JQ por ser u = w en g y u > w en §l
llegando de esta forma a una contradiccién con la relacién (6.19). En consecuencia
|24 = 0 y por tanto u = & en casi todo punto de 2.

Por dltimo, si uy = %y = () entonces u y @ verifican el problema

—Aqb:aFul en {}
$—v € Hy ()

fijado v < 0, y la unicidad de este broblema es bien conocido.
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Capitulo II

Soluciones BV de un problema de
difusiéon no lineal.

1

En este capitulo se presenta un estudio analitico del. problema de Cauchy-
Dirichlet asociado a la ecuacién parabdlica cuasilineal

ab{u)
ot

— div{|Vu — k(b(w))elP~*(Vu — k(b(w)e)} + g(z,u) = f(t,2)

obtenida inicialmente a partir de la ecuacién de continuidad (conservacién de ta
masa) y de la ley de Darcy no hneal de un fluido incompresible que fluye en un
medio poroso.

Previa presentacién de algunos resultados técnicos se establece el resultado

-principa,l de este capitulo concerniente a la comparacién (y por tanto unicidad)

de soluciones tales que la derivada temporal de b(u) es una medida de Radon
acotada (i.e. b(u) € BV,(Q)). Mediante un proceso de regularizacién parabdlica
y ciertas estimaciones a pl‘IO]‘l, se obtiene la existencia de soluciones poseyendo
tal regularidad.

Introducci(')n.

Sea  un abierto acotado de IRY (N > 1) con frontera regular #Q y sea T un ndmero

real positivo.

~ parabdlica |0, T[x09. Cosideramos el siguiente problema

T00) — div (V- Kbw)e) +olz) = [(h7) en
u{t,z) = 0 en ¥,
u(0,z) = wp(x) en

donde, por comodidad, denotamos por ¢ la funcién vectorial

$&) = 1EP?¢  vee RY

65

Denotamos por @ al cilindro )0, T[x§) de RN*! y por ¥ su frontera

(1.1)
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y donde b es una funcién continua no decreciente. Las funciones & y g{z,-) se suponen
continuas satisfaciendo hipotesis adicionales que detallaremos mas tarde. Por e deno-
tamos un vector unitario de RY. Las condiciones estructurales de la ecuacién (1.1)
vienen dadas por la elipticidad del operador de difusion (notese que ¢ es una funcién
mondtona de RY en RN) y la monotonia de b,

1.1 Formulacion y modelos: motivaciones fisicas.

Problemas como el presentado anteriormente {a veces en versiones particulares) apare-
cen en la modelizacién de numerosos fendmenos fisicos relacionados entre otras situa-
clones, con la descripcién de la saturacién de un fluido en un sélido poroso, modelos de
conduccién del calor con coeficientes dependientes de la temperatura, etc. Considera-
remos aqui dos de ellos con algo mas de detalle a modo de ilustracion.

Modelo 1. Flujo de un fluido incompresible en régimen turbulento a través de un medio
poroso.

El estudio de la filtracion de un fluido incompresible a través de un medio poroso
viene déscrito (para velocidades pequefias del flujo) por la ley de Darcy

v = —K(0) grad ®(0) (1.5)

y la ecuacion de continuidad

a0
— : =0. 1.6
o +dive =90 ~ (1.6)

Aqui v representa la velocidad de filtracion del fluido, #(2, z) es el contenido volumétrico
de humedad, k(6) la conductividad hidrostitica y ® el potencial total, el cual puede ser
expresado como suma del potencial hidrostatico ¥(8} y un potencial gravitacional z

¢ =1(0)+ =

(véase [BeT2]). Sin embargo, es bien conocido que la relacién (1.5) no es adecuada en
la descripcion del flujo en regimenes turbulentos. Para situaciones de este estilo, la ley
de Darcy ha de sustituirse por una relacién no lineal entre v y K(8)V® del tipo

lv]o= %0 = —K(9) grad ®(6) para algiin ¢ > 2 ) (1.7)

(véase [AS69], [HB82] y [Vo69]). Si e denota el vector unitario en la direccién gravita-
clonal y st definimos

@(8) = ]08 K(s)®'(s)ds, p = _9_

qg—1
(notese que 1 < p < 2), entonces de (1.6) y (1.7) obtenemos la relacién
a0 . —2 _
5 div(|Vp(8) — K(0)e*(Vep(0) — K(0))e) =0 (1.8)
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Las funciones ¢ y K son dadas experimentalmente y es comin que sean crecientes.
En particular si el medio no esta saturado, el perfil de ¢ es el de una funcién estric-
tamente creciente. En este caso la funcién u = (@) satisface la ecuacién (1.1) con
b=y 'yg=/,=0(k=K). El efecto de absorcién de las raices de las plantas puede
provocar la aparicién del término no lineal g(z,u) en la ecuacién anterior (véase [G83]
para mas detalles). En particular, si p =2y N = 1, la ecuacién (1.8) es conocida en
la literatura como la ecuacion de Fokker-Plank no lineal y ha sido tratada por varios
autores (véase [K87], [DK87], [G8Y] y sus referencias).

Otro ejemplo donde aparece la ecuacidén (1.1), en el caso unidimensional, corresponde
al estudio del flujo de un fluido compresible en régimen turbulento en un medio poroso.
Segiin Leibenson [Ledd] se llega a (1.1) con K = g = f = 0 (ver también [EV86])) v se
ha de tomar '

b(s) = sy mo>1.
En este caso, si llamamos v = d(u), v representa la densidad. Los valores tipicos de p

son p = 2 para flujo laminar {no turbulento) y 3/2 para flujo turbulentos. Senalamos
que en el caso laminar p = 2 se obtiene la ecuacién

a’U a?,um
ot~ ox (19)

que param > | es conocida popularmente como la ecuacion de los medios porosos (véase
[EV88] v sus referencias). La ecuacién (1.9) se obtiene en otras muchas situaciones.
Describe, por ejemplo, el calor radiade en un plasma ionizado [ZR66, capitulo 10]. Si
0 <m <1, (1.9) es conocida como la ecuacidn de difusién rdpida. Es también de notar
que sim =1y p=2, resulta la ecuacion lineal del calor.

Modelo 2. Flujos turbulentos en conductos largos. Sean p, P, v y T la densidad,
presion, velocidad y temperatura de un gas perfecto que fluye a través de un conducto
largo. Suponemos que estas funciones dependen del escalar z (la distancia a lo largo
del tubo) y el tiempo t. De las leyes de conservacién de la masa y del momento lineal
se obtiene el sistema

ap 0 .
a-l-a—m(pv) = 0 : (1.10)
v ov 0P A
Poy —}-pva—x—i-% = ~—§p|v|v (1.11)

tras haber considerado la ley constitutiva P/p = T. El término %p|’u|v representa las
fuerzas de friccion con las paredes, donde A es la constante conocida como coeficiente
de Darcy-Weissbach. Mediante métodos asintéticos, Diaz y Lifian muestran en [DL89,
paginas 95-119] que si la longitud L del conducto es adecuadamente mayor que el
diametro D de una seccién transversal del conducto, para valores de tiempo grandes,
es posible despreciar los términos p% + pv% frente a los otros valores de la ecuacion
(1.11) obteniendo asi la ecuacién

dP A s

£ —§p|v|'u . (1.12)
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Si definimos ahora u = | P| P, entonces u satisface la ecuacién (1.1) con b(nu) = u'/?sgnu,

k=g=f=0yp= g Por ultimo sefialemos también que la presencia del término
g{z,u} esta motivada por el estudio del comportamiento de soluciones cerca del tiempo

de extincién [DL8Y, Teorema 3.

El problema (1.1}, (1.2) y (1.3} ha sido estudiado recientemente por Diaz y de Theliu
=1 [DT94]. En este trabajo se presenta un estudio del comportamiento asintético de las
soluciones del problema (1.1), (1.2} y (1.3), asi como un resultado de comparacién, y
por tanto, de unicidad de soluciones débiles acotadas de (1.1) bajo la hipdtesis %}l €
LH@). El principal objetivo de este capitulo, es obteuer un resultado de comparacién
(Teorema 3.1) bajo una hipétesis mas general: %(tﬂ es supuesta una medida de Radon
acotada en @), es decir, b(u) € BV,(Q), junto con una hipdtesis adicional sobre la medida

nula del conjunto de puntos de discontinuidad aproximada de w.

Las soluciones débiles (acotadas) de (1.1}, (1.2) y (1.3) que verifican b(u) € BV,(Q)
las denominamos soluciones BV {BV-solutions) introduciendo esta nocién en la Sub-
seccion 1.2,

Esta regularidad fue ya introducida en el estudio de otras ecuaciones por A.L
Vol'pert y S.I. Hudjaev en [V67, VHu69, VHu85] y recientemente por Y. Jingxue
[J89, J90a, J9Ob, J92a, J92b]. Tales autores trabajan en el espacio de funciones cuya
derivada generalizada es una medida de Radon acotada en ¢ (o localmente acotacda
si Q =0, T[xIRY), espacio al que usnalmente se le conoce como el de funciones de
variacién acotada BV (bounded variation funmctions). Paralelamente, en los iiltimos
afios (véase referencias en secciones posteriores) G. Gagneux, M. Madaune-Tort, Ph.
Benilan, R. Gariepy, H. Touré, J.B. Betheder y G. Vallet entre otros autores, trabajan
con la clase de soluciones BV (0,7"; L'(£2)), aunque siempre suponen p = 2. Reciente-
mente en [GM94] los autores prueban un resultado de unicidad para soluciones débiles
mediante el estudio de soluciones de tipo Kruskhov (soluciones que satisfacen clerta
condicidén de entropia} cuando el operador eliptico es el laplaciano (p = 2), b es Holder
continua, b~ es continuamente derivable y sobre la funcién k.b sélo se requiere que sea
nna funcién continua (nétese que sin embargo en esta memoria supondremos que kob es
Holder continua (1.16)). La obtencién de dicho resultado se inspira en la técnica previ-
amente desarrollada por Carrillo en [C86]. Sefialemos que no es claro que esta técnica
se aplique al caso p # 2. En la Seccién 2, después de presentar algunos resultados
sobre medidas, mostraremos que las dos clases de funciones BV;(Q) y BV(0,T; L}(2))
coinciden. Finalmente, en la Seccion 4, se da un resultado de existencia de soluciones
débiles verificando b(u) € BV,(Q) bajo la hipdtesis (1.15) sobre b, que engloba el caso
particular b~1 localmente Lipschitz. Al final de la Seccién 3 y Seccidn 4, se muestra
una aplicacion de las técnicas desarrolladas a un problema multivoco.
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1.2 Nocién de soluciénes BV.

Comenzamos intruduciendo €l marco funcional en el que trabajaremos:

Dado un espacio de Banach B y si llamamos B’ a su dual topoldgico, denotaremos
por (-,}g 5 el producto de dualidad entre B’ y B. Consideraremos el espacio de
Sobolev WIP(Q) = {u € W'(€)) : u = 0 sobre 80} v W™'(2) su dual, donde

1 l [ r -
p >ty » + — = 1. Llamando X = L7 (U,T; wohe (Q)) + LYQ), se tiene que
P
X' =1prr (O,T; Wé’p(ﬂ)) N L=(Q) y la dualidad {-,-)x x+ debe ser entendida como

T
(h,v)x xr = ]0 {(h_l,v) W iy, Wirm fg hlvd;z:} dt Vhe X,ve X

donde h = h_y + hy con h_y € L7 (0, T;W™'7(Q)) y by € LY(Q).

Se define el espacio de funciones de variacién acotada respecto a t como

: du
- 1 -
BY(Q) = {ue LNQ): 5 € My(Q)]
donde My(Q) es el conjunto de medidas de Radon acotadas sobre ) (véase mas detalles
en la Seccién 2).

Hipotesis sobre los datos.

En todo este capitulo supondremos las siguientes propiedades sobre las distintas fun-
ciones que aparecen en la formulacién del problema (1.1}, (1.2) y (1.3):

$(€) = P2 VEe RY, p> 1 (1.13)
b: R — IR, continua, estrictamente creciente y 5(0) = 0; C(1.14)

b= Aiby + Aaby, con by, by continuas estrictamente crecientes
A, Az >0, y b7h, by localmente Lipschitz

k: IR — IR, continua, k(b(-)) Holder continua de exponente v
|k(b(i:1)) — k(b(s2))| < Cls1 — s3]" Vs1, 52 € IR, (1.16)
y2osil<psZiyzg sip>1 |
p

¢ : QxR — IR funcién de Caratheodory, |g(z, s)| < w(|s[)(1+d(x))
i . : (1.17)
con d € L'(Q), w continua y creciente;

g(z,81) — g(z,52) = —C*(b(51) — b(s2)) Vs1, s2 € R, 51> 52
con C* > 0 independiente de 51, $; ‘

f e L(Q); O (1.19)

ug € L(8Y). (1.20)
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Observacién 1.1 La hipétesis (1.15) sobre la funcién b engloba el caso 7' localmete
Lipschitz (A, = 0) y el caso b localmente Lipschitz (A; = 0).

A continuacién damos la formulacién variacional del problema (1.1), (1.2) y (1.3).
Esta es una variante de la introducida por Alt y Luckhaus en {AL83] y posteriormente
utilizada por Diaz y de Thelin en [DT94].

Definicion 1.1 Diremos que una funcién u definida sobre () es una solucion débil
acotada del problema (1.1), (1.2) y (1.8), si

u € LP(0,T; WpP(Q)) N L=(Q) (1.21)
db(u)
ot
y se satisfacen las identidades
db .
( ) x, X -I-//(bu ) — b(uo)) ﬁO (1.23)
para todo v € LP (O,T; VV(ll’p( )) N L2(Q)n whi(o,T; L1(Q)), convo(T,-)=0y

(61(;(;),1)))(,)(’ + /UT o ¢(Vu — k(b(u) V'ud'c—}-/ / U(lt—f f fvde (1.24)

para todo v € LP (D,T; th)’p(ﬂ)) N L2(Q).

e L¥(0,T; WP(Q) + LY(Q) (1.22)

S1 ademas pedimos que la funcién 8_%(;) sea una medida de Radon acotada sobre Q

se tiene la siguiente definicién:

Definicién 1.2 Sea u una solucion debil acotada del problema (1.1}, (1.2) y (1.3).
Diremos que u es una solucidn BV de (1.1), (1.2) y (1.3) si ademds de verificarse
(1.21), (1.22), (1.23) y (1.24) se liene que

b(u) € BV(Q) . (1.25)
Observacién 1.2 Nétese que por (1.17), g(z,u) € LY (Q) y que b(u) € L®(Q) (respec-
tivamente dug) € L=(Q)) dado que u € L=(Q) (respectivamente ug € L<(f1)). Nétese
que se podia haber supuesto mas general que f € X.
Ob(u)
. Ot . .
entoces la dualidad entre los espacios X v X' queda también representada mediante la
3b(u))

at

b
U= ( a(::)"v)x,xf

Senalamos el hecho de que si es una medida de Radon acotada sobre (),

siguiente integral (respecto de la medida

0b(u)

Q Ot
siempre que v sea una funcién de X’ medible Borel. Por ello, en todo este capitulo,
siempre que nos refiramos a este producto de dualidad y el elemento de X sea ademas
una medida de Radon acotada sobre () adoptaremos la equivalencia integral antes men-

cionada.
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2 Resultados Técnicos Preliminares.

El objetivo principal de esta seccién es presentar algunos resultados técnicos sobre las
funciones integrables en @ y cuya derivada tempeoral en sentido de las distribuciones es
una medida de Radon acotada, clase de funciones a la que hemos denotado por BV(Q)
segin la notacion utilizada por Jingxue en los trabajos [J89, J90a, J90b, J92a]. Comen-
zaremos recordando la definicién de tales medidas siguiendo los trabajos de Vol'pert
[V67, VHu85] y Federer {F69] entre otros, asi como la nocién de funciones de BV(.S)
con S subconjunto abierto de un espacio topoldgico abstracto V. Un punto de vista
complementario es el presentado en Brezis [Br73]: considera la clase de funciones de
variacion acotada de una variable real con valores en un espacio normado X, a la
que denotaremos por BV(0,T; X). En particular si el espacio X es L'(f2), se obtiene
el cuadro funcional de los trabajos de Benilan y Gariepy [BG93a], Benilan y Touré
[BTY4a, BT94Db], Gagneux y Madaune-Tort [GM92a, GM92b] y por dltimo Betbeder y
Vallet [BV93a] entre otros autores. Sin embargo, mostraremos que los espacios BV,(Q)
y BV(0,7; L'(f2)) son en realidad el mismo, consiguiendo asi unificar criterios y englo-
bar bajo el mismo marco funcional tanto los métodos desarrolados por Vol’pert como
los seguidos por Benilan o Gagneux. No obstante, las propiedades requeridas para la de-
mostracion del Teorema 3.1 seran probadas desde el primer punto de vista (en [GM92a]
se plantean custiones similares en el marco funcional de funciones de BV(0,T; L'())).

2.1 Primeros resultados sobre medidas.

Comenzamos recordando las nociones de medida regular y medida de Radon (ambas
signadas) como funciones aditivas de conjuntos definidas sobre una o—algebra A de un
espacio topolégico V con valores en IR verificando adecuadas hipotesis adicionales que
detallaremos a continuacién (véase por ejemplo [VHu85, Capitulo 2], [R, ()épﬁtu]o ly
2], [F69, 2.1 y 2.2], [Mu7l, pagina 65], [M86, 1.4, 1.5 y 1.6]). Debido a la naturaleza de
nuestro problema, nos limitaremos a considerar V como RNT1,

Por § denotaremos un subconjunto abierto dado de IRV*! que supondremos acotado
(mas tarde S serd el cilindro ]0, T[x€2). Si g es una medida sobre una o-algebra A de
S, diremos que el subconjunto £ C S es p—medible si £ € A.

Definicién 2.1 ([VHu85, pagina 69])

!. Sea pu una medida (signada) definida sobre una o—algebra de conjuntos A de S con
valores en IR. La variacion total de la medida p es la funcion v(p, E) definida

por

vy, B)=sup {Z |e(E:)| : {Ei}izy C A disjuntos dos a dos y tales que B; C E'} :
i=1
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2. Se dice que p es una medida localmente finita si v(p, E) < oo para todo
conjunto acotado FE C S.

3. Una medida y se dice de vartacién acotada (o simplemente acotada) sobre S,
st v(p, S) < co. Fn ese caso se denota por ||p|| ol valor de v(u, S).

Siguiendo la notacién de Vol’pert y Hudajaev, denotamos por CA el conjunto de
todas las medidas de variacion acotada definidas sobre una o—-algebra A con valores
en MR. Dotandolo de las operaciones suma de medidas y producto por un escalar, el
conjunto CA es un espacio vectorial. Para toda p € CA la aplicacién |g|| = v(g, 5)
define una norma en CA. Ademas, dicho espacio es completo para esta norma [VHu85,
Capitulo 2 §1.4].

Definicién 2.2 ([VHu85, pagina 76]) Sea p una medida sobre S, se dice que i es una
medida regular si

1. Todo conjunto abierto de S es p—-medible.

2. Para todo conjunto p medible £ y todo £ > 0 existe un abierto (G y un cerrado F
tal que
FCECG, v, G — F)y<e.

En vista de la definiciéon anterior, ¢l dominio de una medida regular lo constituye la
“menor” og-algebra que contiene a los subconjuntos abiertos de S. A esta o—algebra se
la conoce como la o—algebra de Borel de Sy a cada conjunto de esta algebra se le
llama conjunto de Borel. Diremos que la medida ¢ es una medida de Borel si todo
conjunto de Borel es ¢ medible. Eu particular segin el punto 1 de la Definicién 2.2,
toda medida regular es una medida de Borel.

Definicién 2.3 Sea p una medida sobre S, se dice que p es una medida de Radon
st p es una medida de Borel regular y v(u, K) es finito para cada conjunto compacto K
de 15‘.

En consecuencia, toda medida de Radon, serd una medida regular mientras que el
reciproco en general no es cierto. Sin embargo, una medida de Borel regular localmente
finita es también una medida de Radon (esto en general no es cierto si los cerrados y
acotados no son siempre compactos, véase [M86, Corolario 1.6 pagina 9]).

Observacién 2.1 Segun las definiciones y propiedades anteriores, toda medida (sig-
nada) regular acotada sobre S C RN?! ¢s una medida de Radon acotada sobre S.

Otra caracterizacién de las medidas regulares (signadas) acotadas es la dada desde
el punto de vista funcional. Sea M,(S5) C CA(S) el conjunto de medidas regulares
acotadas sobre S con la norma definida por ||u|| = »(&, 5). Se tiene entonces que para
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todo funcional lineal T' sobre el espacio C(5) con la norma del supremo, existe una
inica medida p € My(S5) que lo define en la forma

= jshdu (2.1

para cada funcién b € C(5), via el Teorema de Representacién de Riesz (véase [E92,
pagina 49], [F69, 2.5.13. pagina 106], [R, pagina 46], [VHu85, pigina 118]). Es decir,
My (S} es el dual de C{5). -

2.2 Los espacios BV,(Q) y BV(0,T; L'(Q)).

Dedicaremos esta subseccién a la presentacién de los espacios BV,(Q) y BV(0,T; L'(£)).
Mostraremos la equivalencia entre ambos espacios. Introduciremos las nociones de con-
tinuidad aproximada, representante boreliano de una funcién integrable (mean value,
[VG6T, 84 paginas 240-245], [VHu85, §5.6 paginas 181-185]) y la composicién promedio
(averaged superposition, [VHu69, paginas 246-247]) asi como algunas de las propiedades
mas relevantes que utilizaremos posteriormente.

Sea u una funcién integrable sobre un subconjunto S de RN*! abierto y acota-
do. Supongamos ademas que existe una medida de Radon (signada) acotada g; (i =

0,1,2,...,N) tal que para toda funcién arbitraria ¢ de soporte compacto y continua-
mente diferenciable en S (diremos que ¢ € C1(5)) se satisface la siguiente igualdad:
d
d(’oudqc - —j wdpi  (z = (zo,21,...,25) € B¥YY) .+ (22)
’L‘i

Entonces decimos que la derivada generalizada de la funcién u con respecto a
la variable z; es la medida regular y; sobre S. En ese caso adoptamos la notacién

/ hda:,, fs hdpi = (i, b)

para toda funcién kA medible e integrable con respecto a ;.

[£] tratamiento de las derivadas generalizadas como medidas nos per m]tP consider-
arlas como aplicaciones lineales. En efecto, el segundo miembro de (2.2) define sobre
C1(5) una aplicacién lineal con valores en IR que es continua si la medida g, es acotada
en §. Ademas dicho funcional tiene por norma ||;||. Como consecuencia del Teorema
de Hahn-Banach y del Teorema de Representacion de Riesz, se {iene que si u es una
funcién definida e integrable en 5, una condicién necesaria y suficiente para que
la derivada generalizada 0—;" sea una medida de Radon acotada en S es que

para cada p € C1(9) se tenga la siguiente estimacién

5

3| < Kl eos) C(23)
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dode K es una constante positiva independiente de ¢ (la demostracion de esta carac-
terizacion puede encontrarse en [VHu85, pdgina 150]).

Notacidn:

e Denotamos por f |—d—‘ el infimo de las constantes K verificando (2.3) para toda ¢ de
C2(5), si 337” es una medida de Radon acotada. Destacamos el hecho de que este valor
es precisamente el valor de ||u;]|. _

e 5i % es una medida y ¢ es una funcidén de Borel, por fbgp% se entine la integral
de p en S 1espe(‘to de dicha medida. Sélo en el caso de que £ szia una funcién de L',

escribiremos / Lpg—-dmd?‘
€L

Definicién 2.4 ([VHu85, pagina 158]) El conjunto de funciones definidas ¢ integrables
sobre el abierto S, tales que sus derivadas generalizadas son medidas (signadas) regu-
lares acotadas sobre S (i.e. medidas de Radon acotadas) constituyen el conjunto de
funciones que denotamos por BV(.5).

Se tiene que el conjunto de funciones de BV{(S) es un espacio vectorial para las ope-
raciones suma de funciones y producto por escalares. Ademas dotado de la norma

N ,
||| = ||‘rL|iL1(s) + Z] |3u | :spacio de Banach [VHu85, paginas 159, 160]. Por
=g VS UL

tanto un criterio para caracterizar los elementos u de BV(S), es la verificacién de la
estimacion (2.3) para toda ¢ € CH{S), que al expresar (2.3) en términos de div e con
¢ € CH.S; IRN*Y) obtenemos el criterio que Giusti a elegido en [Gi84, Delinicién 1.3,
pagina 4] para definir el espacio BV.

Si en particular tomamos como S el abierto @ ={0, T'[x £ y denotamos la componente
2p de ¢ = (o, Z1,...,2n5) € Q por t, se tiene la siguiente definicion:

Definicién 2.5 Diremos que una funcidn v definida e integrable en () es una funcidn
de vartacion acotada respecto a t si la derivada generalizada %‘f es una medida

(signada) de Radon acotada sobre (). Al espacio de tales funciones lo denotamos por

BVi(@Q).

Se ha introducido el espacio BV como un espacio de funciones cuyas derivadas
generalizadas son medidas. Sin embargo, existen otras posibilidades de definirlo. En
particular, en el caso de funciones v de Ja, 6{C IR en IR {con a < b ndmeros reales) se
suele definir el espacio de funciones de variacién acotada como el espacio de funciones
tales que la variacién de u sobre [a,b] definida por

M

Vabu = sup 2 lu(ts) ~ u(tic1)| me N,a=to <ty <...<tm =10 (2.4)
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es finita. Sin embargo en algunas situaciones, esta definicién tiene algunas desventajas.
Mientras que la integral no sufre cambios cuando alteramos una funcion sobre conjuntos
de medida cero, la variacién puede ser afectada incluso al variar el valor de la funcién
en un punto. Para evitar este inconveniente, se trabaja con funciones integrables en
Ja,b[ y se define la variacién esencial de u sobre ]a,b[ a la que denotamos por
essV u y su definicién depende del concepto de continuidad aproximada. Definimos
la nocién de punto de continuidad aproximada en un caso mas general:

Definicién 2.6 Sea un espacio métrico (X, dx) y sea p una medida sobre X con valores
en otro espacio métrico (Y, dy). Se dice que una funcion w definida sobre X tomando
valores en Y ¢s p—aprozimadamente continua en xy C X siy solo si u estd definida
en zy y para cada € > 0 el conjunto B = X \ vy € Y : dy(y,u(zo)) > €} tienc
densidad 0 en xy, donde la denstdad de un conjunto F en un punto ry con respecto a
i es definida como el valor del

y Blao,r) = {x € X :dx(z,z0) <r}. ‘

Decir que u es aproximadamente continua en zq es equivalente a decir que el Iimite
aproximado de u en zq es u{xg), véase [F69, 2.9.12] y [VHu85, piginas 162-169} en el
caso particular X = IRM, p la medida de Lebesgue £M ¢ Y = IR. En estas referencias
puede encontrarse la definicion de limite aproximado.

Observacién 2.2 De la definicién anterior se deduce que la continuidad aproximada
en un punto, queda inalterada ante cambios de la funcidn sobre conjuntos de pg—medida
cero.

Observacion 2.3 La medida del conjunto de puntos de continuidad aproximada es
planteada en el Teorema 2.9.13 de [F69] que asegura que u es g—medible si y solo si u es
aproximadamente continua en p—casi todo punto de X (véase también [E92] Teorema 1,
pagina 47). Sin embargo esta regularidad ain no es suficiente para probar el resultado
principal de este capitulo (Teorema 3.1).

Volviendo a considerar el caso de funciones reales, se define la variacién esencial
de u en ]a,b[ como

L

essVPu = sup{z |u(t:) = u(tich)| tme Nyja<to <ty <... <ty <b
=1
cada ; con t; punto de continuidad aproximada} i : (2.5)

se tiene que si u € L'(a,b), entonces

/b
a

[ b ’
%—:f| = sup / up'dt s o € Cp(a,b), ¢l oopun S 1 = essViou .. (2.6)

v
|
|

+
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Notacién: No confundir (2.6) con f° |g—;‘|dt que se refiere al caso en que 2% € L!
Por tanto « € BV (a,b) si y solo si essV'u es finita [E92, Teorema | pdgina 217].
Es posible extender los conceptos de variacidn total y de vartacién esencial a fin-
ciones integrables en un intervalo con valores en un espacio de Banach Y [F69, 2.5.16
y 4.5.10]). Particularizando para ¥ = L1({2) se tiene que la variacién de una funcién w
definida sobre [0,T] con valores en L'(Q) viene dada por

Var(u,[0,T]) = sup {Z lu(t:) —u(tic)||ogy : 0=to < i < ... <t = T} (2.7)
i=1
(véase [Br73, Definicién 2.A] y [F69, 2.5.16]). La clasificacién de las funciones de L'{Q)

atendiendo a que la variacién esté o no acotada, nos lleva a la siguiente definicidn:

Definicién 2.7 Sea v € L'(0,7; L'(R2)). St Var(u,[0,T]) < oo se dice que u es una
funcidn de variacion acotada de [0,7] con valores en L'(Y) y el espacio de
tales funciones se designa por BV(0,T; L'(2)).

Esta es la nocién del espacio BV(0,T; L'(§))) utilizada por Gagneaux, Madaune-Tort;
Betbeder , Vallet y Benilan, Gariepy y Touré en las referencias mencionadas. Sin
embargo, como ya hemos comentado anteriormente, la variacion total podria variar
segiin el representante elegido de la clase de funciones que son £Y+!1—casi todo punto
iguales a u. Por tanto convendria dar una definicién de la variacién vélida para todos
los elementos de dicha clase de equivalencia. Se define asi la variacién esencial como
se ha hecho para la variacién total en (2.7) pero eligiendo los puntos Lo, ¢4,..., %, de
Ll-continuidad aproximada de u y con 0 < tp < ¢ < ... < 1, < T [F69, 4.5.10]. No
obstante, la Proposicién A.5 7} = vi2) de {Br73] permite concluir que

| /Q ug—‘fdxdt[ < Kllel oo, (2.8)

donde £ es una constante positiva independiente de ¢. Tomando el infimo de estas
constantes K verificando (2.8) se obtiene la Var(w, [0,T]) [BG93a, Lema 2.1 y Definicién

2.1], que coincide con f ’E’ segun la notacidén introducida en la pagina 74, n este
Q! ot

) , , . X . o
sentido, segin el Teorema 4.2.2 de [VHu85] pagina 150, la derivada generalizada a7
o

define una medida regular acotada sobre @ y por consiguiente se tiene la inclusién de

BV(0,T; LY(Q)) en BV,(Q). La implicacidn i1i) = 7) de la Proposicién A.5 de [Br73]
junto con el anterior Teorema de [VHu85|, prueba la inclusidén contraria y por tanto
la igualdad BV(0,T; L'(Q)) = BV(Q). Este hecho nos permite entender las funciones
de L'(Q) cuya derivada generalizada es una medida regular acotada como funciones de

BV(0,T; L'(Q)) y viceversa.,

Dado que trabajaremos con la clase de funciones v € BV,(Q)(= BV(0,T; L'(Q)))

para las cuales g—‘; es una medida de Radon acotada en () y nos veremos en la necesi-

dad de integrar respecto a esta medida funciones v € L*°(Q)), necesitaremos que dicha
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funcién v sea medible respecto de la medida de Borel 2¢. Para ello hemos de asegurar
gue v es una funcién de Borel sobre (. Sin embargo, esto en general no sucede para fun-
ciones cualesquiera de L*(Q)). Para subsanar este problema, siguiendo a Federer [F69],
es posible definir para toda v en L'(Q) (y por consiguiente de £*°(Q)) dos funciones
borelianas A, y p, con valores en IR definidas respectivamente como los limites £V+1—
aproximados inferior y superior de la funcién v en el siguiente sentido (la definicién de
Au ¥ jo puede encontrase en [V67], [F69] y también en [E92, §5.9 pdgina 209]: en el
Teorema 4.5.9. punto (2) de [F69] v en el Lema 1 pagina 210 de [E92] se prueba que
son Tunciones borelianas):

folt, ) = inf{a € IR : lim LYB(( ), ) 0 {(s,) €Q:vlsiy) > 0 = U}

PN

r—0

LA B(()r) () € Qi o) < v

Ao(t, @) = sup{a € IR: lim “NFi

r—0t
De esta definicién, se deduce que en aquellos puntos (¢,2) € @ donde sean finitos los
valores de Ay (¢, z) y po(t, ), se tendrd que A(t,z) < p,{t,z). Ademas, la desigualdad
sera una igualdad en los puntos de continuidad aproximada.

Definiendo ahora o := (g, + A ), se tiene que ¥ es una funcién boreliana, y por
consiguiente medible con respecto a . En general, el conjunto de puntos de )
para los que existen A, y g, tiene ﬁj\?"'l—medida total en ¢J. A estos puntos, se les
llama regulares. Sin embargo, solo si v € BV(Q) se puede garantizar que el conjunto
de puntos no regulares tenga medida H"-dimensional cero [VHu85, pagina .178] (K"
denota la medida de Hausdorff N-dimensional).

Dado un punto regular de v puede suceder que A, = g, denominandose a dicho
punto, punto de continuidad aproximada (véase [VHu85, Definicién 2 pagina 169] y
también la Definicién 2.6 de esta Memdria), o bien que sean distintos, constituyendo un
punto de salto dev. En generd,l para cualquierv € L'(Q), ves EN"'LapIoxunctdamente
continua [E92, Teorema 3, pagina 47], siendo por tanto 5 = v para LVt —casi tbdo punto
de @) [F69, Teorema 2.9.8]. Ademas se verifica que g, = gy y Ay = Ay en todo punto
regular {véase la pagina 209 de [E92]). Al conjunto de saltos de v lo denotamos por T,
quedando definido como

I, ={(t,2) € Q: (t,z) es un punto regular y A (¢,z) < p,(t,z)} . (2.9)

Si ademds v € BV((Q)), para H"—casi todo (¢,z) € Q se tiene que —oco < A, < i, < 00
y si v € L®(Q), para todo (t,z) € @ se verifica que |

= wllze@y < Aulty2) < gt 2) < ffvllLee(o) (2.10)

deduciendose la estimacion |5(t,z)| < |lv|lp=(q) para HY—casi todo punto de @ (por
(247

el Lema 2.4 del proximo apartado obtendremos la 5i-integrabilidad de © cuando v €
Le(Q) [F69, Teorema 4.5.9. (3)] y [E92, Teorema 2 pagina 211]).

El siguiente aspecto que consideraremos atane a la composicion de funciones. Sea
h una funcién continua de IR en Ry v € L'(Q). Para cada punto regular (¢,z) de u,
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se define la composicién promedio (averaged superposition [VHu85, Capitulo 4 §6.2])
h{u) en (£, z) como

a

hlu(t,z)) = /01 R{pa(t, @)s + Au(t, 2){(1 — 5))ds . (2.11)

Consecuentemente, si (,z) es un punto de continuidad aproximada de wu, se tiene que
po(t,2) = Au(t,2) y por tanto que A{u(t,z)) = A{u(t,z)). Puesto que u es LV11-
aproximadamente continua, se verifica que h{u(t, z)) = h(u(t, z)) LY —casi todo punto
de Q. En particular si u € BV(Q), la composicién promedio fL(u) esta definida H-casi
todo punto de Q y si u es HY -aproximadamente continua, se tiene que fa(u(t,;z:)) =
h(u(t,z)) HY-casi todo (¢,z) € Q.

2.3 Algunas propiedades del espacio BV, (Q).

Se presentan a continuacién algunas propiedades de las funciones de BV, (Q) que seran
de utilidad en la demostracién del Teorema 3.1. Los resultados que aqui se persiguen
(Proposiciones 2.2 y 2.4) ya han sido obtenidos por Gagneux y Madaune-Tort en
[GM92a] en el marco funcional de funciones de BV(0,7; L'(2)). No obstante, dare-
mos aqui otra demostracién de estos resultados a partir de la definicién de BV,((Q))
(recuerdese que en la seccién anterior se mostré que ambos espacios coinciden).

[ntroducimos la siguiente notacion: Dada u : ]0,7T[{xQ — Ry fijado z € £, se define
la funcién de ¢, ut (1) = u(t,z). Por ess VJu® denotaremos la variacién esencial de

)

1) como funcién de £.

Lema 2.1 Sea v € LY(Q). Entonces la funcion que a cada € Q le hace corresponder
ess Vil ul® es LN ~medible.

u(t,z) (t,z) € Q)
0 (tz)e RV\Q 7

Demostracion. Definimos la funcién f(t,x) = { apli-

camos el Lema 1 pagina 219 de [E92].

Una de las propiedades mas importantes de las funciones BV es la semicontinuidad
(véase el Teorema 1.9 de [(Gi84]) que es también cierta para funciones de BV,(Q):

Lema 2.2 Sca {u;}22, una sucesion de funciones en BV,(Q) que converge en L'Y(Q) a
una funcion u. Entonces u € BV(Q) y ademds

ou . Ju; -
fg‘ﬁ’ gll}ggfo[E : (2.12)
Demostracion. Sea ¢ € C}(Q) tal que |[¢]|z=(p) < 1. Entonces

j ug-fdmflt = lim a(pd:cdt < limin'f/ |%l .
Q ol di

s ——
ot imoadg Ot 3I—=00
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Se obtiene (2.12} al tomar el supremo en .

El siguiente paso es aproximar en algin sentido, una funcion de BV,(Q) por funciones
regulares. Puesto que el cierre de las funciones C*°((}) con norma ||| - ||| (vease la
pagina 74 para recordar su definicién) es W 1(0 T; L'(2)) v dado que no toda funcién
de BV,(Q) es de W'1(0,7; L}(Q)), en general, si u € BV}(Q) no tiene ])01(1119 ex1st11 una
sucesion {u;} C C°(Q) tal que u; converja a u en L'{Q) y tal que / ’— ——| — 0.

J—’O‘J

oin embargo, se tiene la siguiente propiedad:

Proposicién 2.1 Seq u € BVz(Q) Entonces existe una sucesion de funciones {u;}92,
en C(Q) tal que

_limj ety — u|dzdt = 0

j—oo

Y '
_1i111j|6u3’ _f|3u
7=

Demostracién. Una adaptacion de la demostracién del Teorema 1.17 del libro de

Giusti [(Gi84] nos permite probar la Proposicion antertor (tomese el operador % en

lugar de div). i

Proposicién 2.2 Seau € LY(Q). Entonces u € BV,(Q) si y sdlo si existe una constan-

te M > 0 tal que/ essVulde < M para todo compacto K C ytodo 0 <a<b<T.
X

La uniformided de la estimacion anterior es equivalente a / essVlul@de < M.
Q

Demostracién. Supongamos en primer lugar que u € BV,(Q). Sea0 <a<b< Ty
K C @1 un compacto. Sea u; como en la Proposicién 2.1. Entonces

lim / by —uldedt =0 (2.13)

J—o0

) bor o Ouy
lim sup/ / —
j—o0 a JK ()f

con M constante positiva independiente de K por ser £*
Por tanto, para £V—casi todo x € K,

(2.14)

a“ una medida de Radon acotada.

ugz) — u en L'(a,b) .

La propiedad de semicontinuidad inferior de las funciones BV (Lema 2.2) aplicada a la

(=)

sucesion u;” y (2.6) nos permite obtener que

3

by dul®) dut®)
ess Voul® = f ‘ Yt < liminf & ldt = liminf ess V'u ( )
@ dt dt

o0 oo
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para £V -casi todo z € K. Integrando en K y utilizando el Lema de Fatou, se tiene la
desiguladad

/ ess VoulDde < [ liminf ess Vabug-x)d:n <liminfl [ ess Vabuff)dm . (2.15)
K K

K j—eo J=roa
Aplicando el Teorema de Fubini en (2.15) se tiene que
b or o Ous
/ ess Vubu(‘”)dzz: < lim infj f |—~4i (t,x)dzdt < M
K o JK!I Ot
donde la estimacion dada es consecuencia de (2.14) obtemendo de esta férmula la in-
tegrabilidad de ess V'u(®) sobre K. Ademis la estimacién anterior es independiente
del compacto K de ) elegido as1 como de a, b nimeros reales entre 0 y 7. Dado que

existe una sucesion de compactos K, C (1 tales que K,, C K,y para cada n natural
y @ = U2, K, v dos sucesiones {a,} v {b,} con 0 < a,, < b,, < T convergiendo a 0 y

n=I1
a T respectivamente, es igunalmente cierta la estimacion f essVOTu("“")d:a; < M, gracias a

la positividad de la vartacidén esencial, y la uniformidad de la cota M.

Reciprocamente, supongamos ahora que u € L'(Q) y / ess Viulde < M con K C Q
i
compacto, 0 < a < b < T y M > 0 independiente de K, « y b (esta condicion
es verificada si suponemos que f essV;JTu(x)d:r es finita, gracias a la monotonia de la
Q

variacién esencial y el hecho de ser positiva para casi todo & € Q).

Sea ¢ € CHQ)IN{p : [lp|le(g) < 1} tal que sope Cla,b[xK,con b0 <a <b<T. E
Teorema |, pagina 217 de [E92] (véase la ecuacién (2.6) de esta Memoria) nos permite
obtener la designaldad

b Oy b, (z)
/ / u——dazdt g/ ess Vu'Wde < M .
KJo Ol K

La uniformidad de la constante M con respecio a K,a y b implica que el

d¢
sup{fQu-&)—tdmdt D € Q) el < 1} < oo

y por tauto que u € BV,(Q).

Corolario 2.1 Sea u una funcidn de BV,(Q). FEntonces, exisle un subconjunto QcCf

tal que LN(Q—-0) =0y
essVTul®) < oo para todo z € .
Es decir, w*) ¢ BV(0,T) para casi todo = de (.

Demostracién. Por la Proposicién 2.2, se tiene que essVy u!™) € L'(Q2). Consecuencia
de esto es que la funcidén essV u!® es finita para casi todo = € Q con respecto a la

medida de Lebesgue N-dimensional.



2. Resultados Técnicos Preliminares. . 81

Lema 2.3 Siu € BV|/(Q), entonces para toda funcion boreliana ¢ y acotada sobre ()

se tiene que
Ou T dul®
— = dz .
fQ(Pat /rz( o U dt )de

Demostracion. Puesto que u € BV,(Q), para cada ¢ € Cl(Q) se tiene la igualdad

/(pdu —'/;?/’Oq‘u(t,w)%i:-dtdm
3u

ya que 3; es una medida. Ademas para LV —casi todo x € 0,

[ o022 <[ e 2ar]

Aplicando la propiedad 2.9.24 de [F()’Q], obtenemos que

T () (=)
] u( , dLP — __/ (P( ) ?l du
0 dt

ya que o € CH0,T) y por el Corolario 2.1 essV ut®) es finita para [ZN—( asi todo
x . Integrando en ) la igualdad anterior, obtenemos

()t // (t,z) {Pdtdx—] / (Pdu(“’ | (2.16)

para toda ¢ € C'CI(Q) Puesto que § 9% o5 una medida de Borel, el resultado del Lema es
consecuencia del hecho de que toda funcu:m de Borel en un espacio métrico con valores
en IR, es una funcidén de Baire [F69, 2.2.15] (las funciones de Baire son la minima clase
de funciones que contiene a las funciones continuas y es cerrada para el limite puntual).
Por tanto, cualquier funcidn de Borel ¢ acotada en @ puede ser obtenida como limite
puntual de funciones continuas y estas a su vez como limite de funciones de C}(Q) que

verifican la ecuacién (2.16). La acotacién de ¢ nos permite obtener el aserto del Lema
gracias al Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue aplicado a la medida %—‘:

y la igualdad (2.16) para funciones de C1(Q). -

Por definicién, si w € WV'(0,T; L'(£)), entonces la derivada % es una funcién
de L'(Q) y por ello define una medida regular finita sobre @, que ademas es LN+
absolutamente continua. Sin embargo, cuando u es una funcién de BV,(Q) esto en
general no es cierto. La medida €% se descompone (de acuerdo con el Teorema de
Descomposicién de Lebesgue) como suma de una medida absolutamente continua res-
pecto a la medida LV*! que denotamos por [2¢],, y otra singular [22], [E92, Teorema 3
pagina 42 y pagina 169]. De hecho, si la parte singular fuese cero, entonces w« seria una
funcién de Wh'(0,T; L} () ([E92] paginas 169-171). El siguiente resultado concierne

u

a la continuidad absoluta de 57 respecto a la medida de Hausdorff N-dimensional (que
qui denotaremos por HY).
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Lema 2.4 Sea v € BV,(Q). Entonces la medida % es HN —absolutamente continua.

Ademds si £ es un subconjunto de () tal que el conjunto Fog = {x € @ : ({,x) €
E para algin t €)0,T{} tiene medida N-dimesional cero, también %(E) = 0.

Demostracion. Sea £ un subconjunto boreliano de (). Por Fg hemos denotado la
proyeccién de £ sobre el hiperplano {(t,z) € B¥* : ¢ = 0}. Si HV(E) =0, entonces
LY Eq) = 0 [V67, paginas 235-236). Ademas, puesto que essV,Ju(® es £V -integrable
en ) (Proposicion 2.2) se tiene que

/ essVilul®de = 0,

Eq

Aplicando el Lema 2.3 con ¢ = Xpo.T[x & la igualdad
Ju T
— — (@) fp =
5700, 7[x Ba) = /Qessvo W@ dg =0

es satisfecha y por tanto 0 = |%l(]U,T[x Eq) > |% (E) > 0, lo que prueba el Lema.

]
Para la demostracion de las siguientes proposiciones necesitaremos el siguiente Lema

Lema 2.5 Supongamos u € LY(Q). Si existe una constante K positiva, tal que para
cada ¢ € CHQ) se tiene la estimacion

t-+ h,x) —ult
lim in] jQ ult + by ”}1 u ’m)so(t,w)d:cdt| < Ko=)

h—0

entonces g—? € My(Q), es decir, la derivada con respecto at en sentido de distribuciones
es una medida de Radon acotada sobre ().

Demostracién. Sea Ty(t,z) = f[u(t + h,z) — u(t,z)]. Entonces el limite en sentido

Hu

de distribuciones cuando A tiende a cero de T}, es precisamente la distribucién 5. En
efecto, para cada ¢ € C}{Q) se tiene que

(Th, ) 2/;9 Th(t, z)p(t, z)dzdt

:f uft + by ) 22— f(t 1) e
Q 3

w(t + h,z)

+/Qu(t—}—h,;z:) ddt

el )
/Qu(t,a:) 7 dzdt .

[
Considerando el cambio de variable £ + A = s y eligiendo 0 < A < hp tal que sopp C

(ho, T' — hy, se tiene que

T+5h
fQu(t_l_h’m)dedt jg]h u(s,x)(’o(f;;x)dsdx

_ P
= /Qu(t,.z)Td:cdt.
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Haciendo ahora tender h a 0 se llega, a que

11111 (Th, ) = “f dcp( )d dt
|
y por tanto que I
. u(t+h,z)—ult,z) ou :
AT h =g (he)
en sentido de distribuciones. Ademas, por la hipétesis del Lema se tiene la estimacion
Ou u{t + h,z) — ult, z)
“E"" = }g_l}g\/ ; (t,-b)cﬂbdtl < Kllellz=@

para todo ¢ € C}(Q). El Teorema del Capitulo 4 §2 de [VHu85] (puede verse este
resuttado en la pagina 73 de esta Memoria) asegura que entonces %‘—t‘ es una medida de

: oy I
Radon acotada, finalizando la’demostracién del Lema. -

Proposicién 2.3 Supongamos u € L®(Q) y b verificando (1.15). Si ademds supone-
mos : :

b(u) € BV(Q) (217

/\] — LiLaAe >0 : (218)

donde Ly, Ly son respectivamente las constanies de Lipschitz de bl_l y by en el intervalo
[—”"”Lm(q)a ”UHLm(Q)], enfonces

u € BV,(Q) . L (2.19)

Demostracién. Veremos que la derivada parcial £ en sentido de dist:iburiones, es

una medidad de Radon acotada sobre ). Para ello utilizaremos el Lema 2.5.
Para cada nimero real h y ¢ € C}(Q), se tiene que

u(t +h)—u u(t+h) —u |
(LB ) = [ )
< el [ ot 220
Por otra patte, |
b(u(t + h)) — blu(t W(u(t+h)) — bi(u ba(u(t + R)) = ba(u(t))
|(( 2 (())|=\,\ )})L (u®) , \, ; )
t+h u(t ba(u(t + k) — ba(u(t))
> A]| 1( )})L ())\—'\4 )}1 |
> [flzl('\l ult + ) = u(®)f = AaLafu(t + 4) = u(0))
A |u(t + ) — u(t)] :
A B
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donde la iltima desigualdad es cousecuencia de (1.15). Por tanto

u@+h) —u@l o L bt + ) - bu()]
|h] T ALl |A] .

De donde por {2.20) y (2.21), se tiene que

wt ) —ult) \_ Dillelim [ [bu(t+ b)) = bu(t))
< {rdt
) A )| < N —LlLQ,\z/Q 7] “e

Finalmente, puesto que b(u) € BV,(Q), entonces para casi todo punto z en £, la funcién
b(u(-,z)) es de variacién acotada (Corolario 2.1), verificandose la desigualdad

1 T _ T 1 T z

|——||b(u)( Mt + h) - b(w)®(D)] < m|ess\/t0+hb(u)( - essVEb(u)®]

segiin la definicién de essV§ con s € {0,T] [Apos88, pagina 158 y 159]. Lo que nos
permite asegurar que

Ku(t‘l‘ h) —u(t) >I < Lillelle(gy  lessVET b(u)®) — essVhb(u)@)
R P =X = Lilehs Ja 1]

|d:sdt (2.22)
Por otra parte, para casi todo z € {} se tiene que

T
lim i&lf i ]essV“"hb( ) — essVEb(u)@)|dt < essV3 b(w)®

por el Teorema 2.9.19 de [F69], lo que junto a la designaldad (2.22) nos lleva a que

. yult 4 h) — u(i) Laflellieq) Ty
lim inf f f Vo b(u)Pd:
]5;113011 < h g0>| =~ )\1 LI Lz,\2 €58 .

Por 1altimo, el Lema 2.5 y la anterior estimacion prueban la Proposicidn.
; N

Proposicién 2.4 Sea u una funcidn de BV, (Q) N L™(Q), y n una funcidn boreliana
localmente acotada en IR. Consideramos la funcion H absolutamente continua, definida
por

H(r) =j n(s)ds,
0
para ceda r € IR. Entonces

1. H(u) es un elemento de BV,(Q) N L=(Q).

2. Si ademds, u es HY —aprozimadamente contina, entonces

f-‘som;iu) =]tson(u)gfj (2.23)
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donde Q; =)0,t[xQ y ¢ es una funcidn boreliana acotada arbitraria sobre Q. Por

tanto
JH (u) du

rraaiakiCirn

en sentido de las medidas (regla de la cadena). i

8. Sea también v una funcidn de BV,(Q)N LN(Q‘) HN —aprozimadamente continua,
entonces

[ HEZE = [ Ha)o(t 2hto | )0, 20(0, 2] n(u)ge - (220

Qe Js  Ja ’ ’ a ’ ’ Rlas &

" Demostracién. .- En primer lugar se tiene que H{u) € L=(Q) ya que u € L=(Q)
y 1 es localmente acotada. Veamos que %&ﬁ es una medida de Radon acotada. Para

- ello probamos que H(u) verifica la acotacién del Lema 2.5.

Para cada h no nulo, se tiene que

U w)(t+ h, mfz H(U)(t’w)so(t,x)dxdtlz
{t+h,z)
- |/Q A fu(m) n(e)do )p(t, @)dzdt)
u(t + h,z) — u(t, )|
< - ‘
< lolle U)fQ |A! lo(t, z)|dxdt
u(t 4+ h,z) — u(t,x .
S R .

con I = [—||u|peo(q), ||1]|Leg)]. Puesto que existe un subconjunto ) C Q de medida
total en §) tal que para cada z € Q, u(-,z) es una funcidn real de variacidn acotada en
[0,7] (Corolario 2.1) se satisface la siguiente designaldad |

||u(”)(i+h)—um)( )| < ||eSSV£+h ul® — essViul)| (2.26)

| Ig

segin la definicién de essV® con s € [0,T] [Apos88, paginas 158 y 159]. Gracias al
Teorema 2.9.19 de [F69] la desigualdad

T
li?l iélf Tl lessVH”h (=) _ essViul®|dt < essVTul®)
L— 2

es satisfecha ya que u®® € BV(0,T) cuando x € . Integrando sobre © la anterior
estimacion, de (2.25) y (2.26) se tiene que

H f x) — H t,:
lim inf ()t + %, z) () ’nn)go(
h—0D Q h

t7:f)d$dt| < ”??HLoo(j)H(JDHLOO(Q)jnessvf;ru(m)(im'
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Puesto que v € BV,({Q
Lema 2.5 implica que

ta iltima integral estd acotada (Proposicién 2.2) lo que por el
U

W) —r

e

55 es una medida de Radon acotada sobre ().

3.- Puesto que u € BV,(Q), por el apartado 1, también H(w) € BVi{Q). Asi, la primera
integral de la igualdad (2.23) esta bien definida para cualquier ¢ funcién boreliana y
acotada en . El Lema 2.3 permite escribir

dH m v
/{ / W=, (2.97)
~ H

De otra parte, existe un 2 € Q con EN(Q—Q) = 0 tal que para todo z € @ las funciones
u® y H{u) son de variacién acotada en [0,¢] (Corolario 2.1). Supongamos, en una
primera aproximacion al problema planteado, que 9 es una funcién continua. Por tanto
es posible aplicar la férmula de diferenciacién de la composicion 1-dimensional [V67,
Teorema 13.2 pagina 248] y de (2.27) llegar a que

O

¢ .
/ ol )& / 0@ (u) )du , Ve e}, (2.28)
0

ds

Dado gue u es una funcién HN -aproximadamente continua también lo es 5(u) por ser 7
una funcién real continna [VHu85, Teorema 2, pagina 164]. El comentario de la pagina
78, muestra que entonces

Alu(t, 2)) = g(alt, ) = nlu(t,)) H¥-casi todo (¢,2) € @ . (2.29)

Ademas, se sigue del Teorema 4.5.9 (29) (II) = (III) pagina 458 de [F69] que existe
Oy C O tal que LV — §y) = 0 y para cada z € Ql la funcién ) es continua en #
(sin perdida de generalidad, llamaremos igualmente © a Q; N Q). Por consiguiente se
verifica la igualdad

(™ (s) = p(ul)(s) Vs€)0,T] yVee (2.30)

(véase pagina 78). Por tanto, de (2.28) y (2.30} se tiene que

(@22\" ) (@} (0, ()
/0 © Is ]0 o' P (ut) 7e Ve e ).

Al integrar sobre  y tener 2 — ) medida nula, se obtiene la siguiente identidacd

o dH (u) b du(® .
(x)_:/j @)y (3 (@) de . 231
fﬂfo v ds Ja Jo L 1)(11. ) ds * ( )

Dado que u € L®(Q)), es claro que u y n(it) estan también en L=(Q). Se tiene entonces

la %Jllltt‘gl‘ab]hddd sobre (J; de la funcidén gon(u) por ser boreliana y acotada en ()

(pagina 78, ecuacién (2.10)). El Lema 2.4, la “—integrabilidad de @n(@) y la identidad
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(2.29), implican que @n(u) es integrable sobre @, respecto a la medida ¥ y ¢demaa se

verifica la igualdad
] (u)au _/’ (@ )au
. ‘P’? BS - ‘PW dq

[l Lema 2.3 nos lleva a que

t Ju(®) Ju '
(@) py (. (T . f au
fnfo o' Tn(u'™) P dx Qtson(u)as- :

|
La obtencién de (2.23), bajo la hipdtesis n continua, se consigue gracias a la identidad
anterior y las identidades (2.27) y (2.31). Para obtener el mismo resultado pero para
hinciones » borelianas localmete acotadas, basta observar que las funciones de Borel
sotn una clase de Baire (cerrada para la confergencia en todo punto}, lo que nos permite
obtener la funcidon n come limite puntual de funciones continuas #,. Por tanto, para

cada ¢ € CHQ)

. Ju du :
M, J,, el gy —th n(u)5 5

H, ) [
nll_l'](}o :(pa ('r)t( ) .__..nlll,yo o, Hn(u)%(edﬂ’)dt

~ - / H(u )%—tdmdf

f OH (u) '
ST |
donde la ultima igualdad es consecuencia de la definicion de la actuacion de una medida

de Radon acotada en ¢ (i%itgl € My(Q)) sobre funciones continuamente diferenciables
(véase (2.2)). Por tanto, de los limites anteriores, se tiene que

JH d ¢
/t(’a( agu) = fc;;t n(u)-a—t:, para cada ¢ € C1(Q) . | (2.32)

;
Finalmente, toda funcion de Borel ¢ se puede obtener como limite puntual de una
sucesion de funciones ¢, € CL{Q), verificandose para éstas, la identidad (2.32). La
au AH(u . Jidae o
convergencia en todo punto de () de p,, a ¢ y el hecho de que 5} y —ag—l sonn medidas de
Radon acotadas, del Teorema de la Convergencia Dominada, se obtiene que para una @

AH(u)
a

horeliana locamente acotada, también se verifica (2.23) y consecuentemente

1;('u)?;f£ en sentido de las medidas. L
i

3.- Por 1ilti1no probamos (2.24). La integrabilidad de las funciones H(u) respecto de la

medida 22 S5 ¥ vn(uw) respecto la medida %—:‘ sobre @; es consecuencia de ser H(u) y vn(u)

‘HN -aproximadamente continuas y ser funciones de L*(Q). Gracias al Corolario 2.1
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y el Teorema 4.5.9 (29) (H) (I11) de [F69], existe & C Q de medida total, tal que
essViH{u®) < oo y essViul®) < 0o, Ademds las funciones H(u(x)) y v son continuas
el ]0 T{ para todo z € £0. Aplicando a las funciones H(u®) y v la térmula de
integracién por partes para funciones de BV dada por Vol'pert y Hudjaev en [VHu85
pagina 204 ecuacién (7.1), se tiene que

dv(®} dH (ul=) _
[ H @S = = [ T [ e e

Y Fy

donde signiendo la notacién de éstos autores, por £ denotamos al intervalo ]0,[. [l
conjunto de puntos de densidad de E es precisamente £, =|0,¢[ vy la frontera esencial
de £ es 0.E = {0,t} [VHu85, §5.1 pagina 170]. El valor de H(u)t y de v¥1 es la
traza interior de las funciones H(u(®)) y v(®) sobre 8.F, que en particular en el punto
0 es el limite por la derecha y en ¢ el limite por la izquierda de dichas funciones. Por
ultimo v es el vector unitario normal exterior a 9E,: v(0) = =1 y »(t) = 1 [VHu5,
5.2 paginas 170, 17]]. Sustituyendo en (2.33), se obtiene que

t 1 dH @)y .
f Hut)(s) 2 = / @) N (Y@ (1) — H ) (0% ) ()
0
para todo z € fl Como ademds las funciones H{u®)) y v son continuas en ]0,T],

podemos tomar H(u®)(t), v=Xt), H(x®)(0) y v#)(0) en lugar de sus respectivos
limites laterales. Integrando la igualdad obtenida sobre (2, llegamos a que

/ H(u)glj - _/: dH(”) f ot z)d%]QH(u(o,m))f;(o,x)dx (2.34)

va que el conjunto £\  tiene medida nula. Por iltimo, la primera integral del segundo

s

(2.34), obtenemos el resultado deseado. -

X : 0 . . C
miembro de (2.34) es igual a /Q vn(u)—u segtin (2.23). Sustituyendo dicha integral en

Corolario 2.2 Siuw € BV(Q)N L®(Q) y H : R — IR es una funcidn derivable,
entonces H(u) € BV,(Q) N L=(Q).

Demostracidon. La derivabilidad en IR de la funcién H, implica que H es absoluta-
mente continua con médulo de continuidad H' funcién boreliana, localmente acotada en

IR. Aplicando la proposicion anterior con H(r) = f H'(g)do, del punto 1 se obtiene
o

el resultado del corolario. -
Finalizamos esta Seccion con el siguiente lema referente a la continuidad aproximada
de funciones del espacio de Sobolev W@}

Lema 2.6 Sea u € W' Q)N L>=(Q). Entonces u es HN —casi para todo punto apro-
wimadamente continua sobre Q respecto de la medida LV,
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Demostracién: 5iu € W' 1(Q) N L=(Q) entonces u € BV(Q) N L=(Q). Por tanto
existe A C @, tal que HY(A) =0y Q—A = {(¢, z) € @ : puntos regulares}, y para todo
(t,x) € Ty — A, existe v = (1, 1) vector normal exterior a I', — A [V67, 14.2 paginas
250 y 251} y [VHu85, §5.2 paginas 170, 171] y también existen w,(t, ), u-,(f, z) limites
aproximados de u con respecto a los hiperplanos m,(t,z) y 7_.(¢,z) respectivamente
(puede verse en las referencias anteriores de Vol’pert y Hudjaev que dichos limites
coinciden con p, y A, respectivamente). Sea S un subconjunto de Borel de ', — A,
entonces LV1(S) = 0 (ver pagina 75). De este hecho, y por ser u una funcién de
W Q) se tiene que

du
5 0x;

Ju du
(= = fgxsadxdtzo

du . .
_ /QXSa—zidxdt:O, (i=1,2 3,..., N)

y por las Formulas de Green
0= [S(uu — U—u)deHN = [S(u,, — u_,,)ytd'HN

([V67, pagina 252) y [VHu85, Teorema 2 pagina 203]) y por tanto HY(S) = 0. La
arbitrariedad de S nos lleva a que HV(T,) = 0, lo que prueba el Lema. '

3 Resultados de comparacién y dependenciaL con-
tinua

En esta seccién, damos varios resultados concernientes a la comparacién (y por tanto
de unicidad} y dependencia continua de soluciones del problema (1.1), (1.2) y (1.3).
Jugaran un papel esencial en la prueba del Teorema 3.1 las propiedades de las funciones
de variacion acotada, en particular la Proposicion 2.4 de la seccién anterior y la hipétesis
(3.3) sobre las soluciones BV.

Necesitaremos la siguiente desigualdad conocida como desigualdad de Tartar
A A . sipy1-4 . :
[6(n) — S < C{[(n) — (@)} - In = AP {lnl” + 3P} "% vm,he RN (3.0)
donde f=2sil<p<2 f=p sip>2y C es una constante positiva illdepellcliellte

denyan. -

Teorema 3.1 Supongamos que b, k y g verifican las hipdtesis (1.14), (!.15), (1.16),
(1.17) y (1.18). Sean u, y uy dos soluciones BV asociadas respectivamente a los datos
(f1, uo,) y (f2, wo,) que satisfacen las hipotesis (1.19) y (1.20) y toman valores cn
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[-M,M]. Supongamos ademds que las constantes de lipschitz de b7 y by en el intervalo
[~ M, M] son respectivamente L, y Ly verificando la desigualdad

/\1 — Ll Lg)\g >0 (-32)

y ademds la siguiente condicion sobre la medida Haussdorff del conjunto de puntos de
discontinuidad es satisfecha

HN(FM) = HN(Fuz) =0. (3'3)

Entonces para cada t €]0,T[ se tiene que

] fota(t, 2)) — buaf 2))] de < & { [ o, (2)) = oy (=))], de
0

{

+f/9 eC‘s[fl(s,:E)—fz(ﬂ,:if)]_l_dﬂi‘d-‘?} :

0

Observacién 3.1 La condicién (3.2} se necesita para probar que si b(u) € BVi{Q),
entonces, bajo las hipétesis (1.15) sobre b, u también es una funcién de BV,{Q) (Propo-
sicion 2.3), regularidad requerida para la funcién u en la demostracién del Teorema 3.1.

Observacién 3.2 Si % € LY(Q) no se necesita pedir (3.2), pues directamente se tiene

que w € BV(Q). Ademads, si % € LYQ), entonces v € W"(Q) dado que u €

Lr (0, T, Wé‘p(ﬂ)). Por el Lema 2.6, se tiene que u es H" -aproximadamente continua
y por tanto la condicién (3.3) es automaicamente satisfecha.

Del Teorema anterior se obtienen de forma directa los tres resultados siguientes, con-
cernientes a la comparacion de soluciones, a la dependecia continua de los datos y a la
unicidad de soluciones BV.

Corolario 3.1 Bajo lus condiciones del Teorema 3.1 se tiene que si uy y uy son dos
soluciones BV de respectivos datos ( f1,uo,) y (f2,u0,) verificando que f; > fi y up, >
tg, entonces up 2> up en Q.

Demostracién: Dado que f; = fa y up, = uo, entonces [fi— fa]4 = 0y [uo, —uo,]+ = 0
respectivamente. Aplicando el teorema anterior, se tiene que

/Q[b(m(t,:c)) — b(uQ(t,g,-))Ldm <0

concluyendo que u; > u3 gracias a la monotonfa de la funcién b.



3. Resuliados de comparacién y dependencia continua | 91

|
Corolario 3.2 Siu; y uy son dos soluciones BV como en el Teorema 3.1, cntonces se
verifica la desigualdad

t . ’ .
[[6(ur (t, ) ~ blua(t, )llLsy < €© {Hb {uo,) (U02)|lbl(n)+f0 7| fi = fallpmyds )
para todo t €]0, 7.

Demostracién. Basta observar que || - ||piq) = 1()+ln@) + [(-)=lr1q) ¥ aplicar el
Teorema 3.1 indistintamente a u;, u2 y en orden contrario ua, uy (nétese que dado s € IR,

5. = max{0, —s} = (—s), siendo entonces [s| = 54 + 5. = 54 + (—3)4 ).

Finalmente se obtiene la unicidad: !
t
Corolario 3.3 A lo mds ewxiste una nica solucion BV al problema dado por (1.1),

(1.2) y (1.3) tomando valores en [—M, M] bajo las hipdtesis (1.14), (1. ]a) (1.16),
(1.17), (1.18), (1.19), (1.20) y (3.9).

Demostracién. Témese fi = fp y ug, = ug, en el Corolario 3.2.

Si ademas suponemos up € L""(Q) y f € L0, T; L*°(Q)), entonces existe M > 0
tal que toda solucién de (1.1}, (1.2) y (1.3), toma valores en [—M, M}, es decir,

Lema 3.1 S5i u es solucion débil de (1.1), (1.2) y (1.3), bajo las thote%s (1.14),
(1.16), (1.17), (1.18), ug € L=(Q) y f € L'(0,T; L=(Q))}, entonces !
!

‘e T *g
b)) < €7 {||b(u0)||L°°(n) e ||f(s,-)1|bw(mds} .
Por tanto exite M > 0 constante positiva tal que

16(2) | ooy < B(M) i

y por tanto
lull ey < M - |
|
Demostracién. Véase p.e. Benilan [BS1]. _ Por el lema, y el Corolario 3.3 implican

Corolario 3.4 Supongamosuy € L®(Q) y f € LNQL®(Q). Entoces bajo las hipstests
(1.14), (1.15), (1.16), (1.17), (1.18), (1.19), (1.20) y (8.3), existe a lo mds una winica
solucidn BV al problema dado por (1.1), (1.2} y (1.3).
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Demostracién del Teorema 3.1.
funcién T, : IR — IR como

0 8 S 0 Tn
2.2
nz.s 0<s< l 14
n
T.(s) = 1 n?s? ] 2 T
2ns — -1 —<s<—
2 7 9 1 —
| 5> o

Comenzamos definiendo para cada n € IV la

para todo s € IR. Fs facil ver que la sucesién de funciones {T,} pertenece a C'(IR) y

su derivada es

[ () 5 _<_ 0 T'rfx
1
n’s 0<s<— et
fon n
Ti(s) 2 — nls 1 <5< 2 4
no,om . .
0 5> — . 0 1 2
L n n n

Ademas las siguientes propiedades son ciertas para esta sucesion de funciones

Tn(5)| S 1; n}g‘go TH(S) = Sgll+(3)

0 s<0
s s5>0.

0<sTi(s) <1,

IiITl STH(S) — S_l_ = {

=00

O S Tri(q) S mn,

Jim 5T (s) = 0.

Vse IR,

7

I

(3.4)

Las propiedades anteriores constituyen a {7} como una aproximacién regular de la

funcién sgn®, (sgn®(s) =1si s >0, 0si s <0).

Notacién. Para simplificar la notacién, en lo sucesivo, se considera la funcién z =

b(uy) — blus).

Puesto que w; y uz son dos soluciones BV, la regularidad de T, nos permite asegurar
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i
1 . ! .
que Th(uy — uy) € L”(O,T;WO’”(Q)) N £L*°(@Q). Por tanto, es posible tomar dicha
funcion como funcién prueba en la ecuacién variacional {1.24) que cada solucién verifica,
obteniendo la siguiente igua,ldad para la funcién =z

B ]Q; L — / [$(&1) — (&) - VI {uy — uy)dzdi

j (2, u1) — gz, u2))Tn(ur — up)dzdt

—/ (it x) — fo(t, 2)) Ty — ug)dadt ‘ (3.5)

al restar las ecnaciones obtenidas para u; y ug con @: =]0,¢[x§ (se observa que
|

X]Ut[( ) € LP(G T WO’p(Q)) r LDO(Q))

Lo siguiente es hacer tender n a oo, lo que nos permitrira obtener la (1651g11aldad e-
sencial en la demostracién del Teorema (véase la ecuacién (3.18)). Para ello necesitameos
los siguientes Lemas.

Lema 3.2 Siuy yuy son dos soluciones BV de (1.1), (1.2) y (1.3) como las descritas
en el Teorema 8.1, entonces

lim [ /Q To(uy —ug)aa’("“)a; b)) /Q [b(tr) — b)) (t) dz— ]ﬂ [b(u0, ) — btio, )]+ de

n—oo Jg

para cada t €)0,7T].

Demostracién del Lema 3.2. Dado que u; y uz son dos soluciones BV de (1.1),
(1.2) v (1.3), se tiene que tanto b(u;) como b(uz) son funciones de BV,(Q) N L=(Q) y
también uy, u; € BV,(Q)N L*®(Q) segiin la Proposicion 2.3. Por otra parte, puesto que
para cada 7 natural T, tiene por médulo de continuidad 7} funcién acotada de IR en
IR, el Corolario 2.2 nos permite asegurar que T, (u1 — uz) € BV(Q) N L=(Q). Ademds
Tolry — uy) es HN—aproximadamente continua por serlo u; — us (hipdtesis (3.3)) v ser
T, continua (véase [VHu85, Teorema 2, pigina 164]). Por tanto

T(u1 — up) converge a sgn®, (u; — uy) HY ~casi todo punto de Q .* (3.6)
La monotonia estricta de b (hipdtesis (1.14)) implica
sgn®  (b(uy) — b(ua)) = sgn’, (w1 — us) HN—casi todo punto de Q . (3.7)

Aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada a la medida 2 %%, primero con la
sucesion T, (w1 — ug) y luego con la sucesion T,(z) (< 1 segin (3.4)), se tiene que

_ i dz D Oz
onlo o, fn(ul — ug)gg = ]t 5N +(u1 — u'z)i_);
dz
_ 0
= /Q‘ sgn +(Z)35
) dz

n—od Qt aS
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gracias a que se verifica (3.6), (3.7} y 22 es H"-absolutamente continua segiin se muestra
en el Lema 2.4. Conviene hacer notar que 1,(z) € BV, (@) por la Proposicién 2.4
apartado 1.

Ahora, para cada n natural, se tiene que

/t nz)a fT dx—/f d'c—/ ZT’(Z)()q

por la Proposicién 2.4, Tomando limites cuando n — oo, las propiedades de T, (3.4},
las igualdades (3.6) y (3.7) en H"V-casi todo punto, nos permiten obtener que

hm ftT,l(z)% :/;z sg110+(z(f.))z(t)d:c—Lsgno_l_(z([)))z(i})d:r: (3.9)

TL— 00

por el Teorema de la Convergencia Dominada. El aserto del Lema se tiene como con-

secuencia de (3.8) ¥ (3.9) y ser z(0,z) = b(uo,) — ¥uo,) en L. n

Lema 3.3 Si u; y uy son dos soluciones BV de (1.1, (1.2) y (1.8) se satisface la
stquiente desigualdad

lim f T' (w1 — ws)[$(E1) — (E2)] - [Vaer — Vaun)de > 0 (3.10)

T 00

donde & = Vuy — k(b(w1))e, & = Vuy — k(b(uz))e para casi todo t €]0,T[. Por tanto,
para todo t €]0,T[ se vemﬁca que

Jim Tif{ur — ug)[d(&1) = (&) - [Vur — Vug)daedt > 0 (3.11)

con @, =]0,¢[x§2. En consecuencia el operador difusidn es T-acretivo en L'(§Y) (véase

definicién en Benilan [B81]).

Demostracion del Lema 3.3. En primer lugar, sefialemos que para cada n € IV,

Ti(wr — ua)[¢(6r) — ¢(é2)] - [Vun — V] € LN(Q) ya que ¢(&1) — ¢(62) € (L7(Q)" y
[Vu, — Vuy] € (LP(Q))N. Por tanto exite un subconjunto I, C]0, 77 tal que

T!(wy = w)()[$(&1) — ¢(£2)] - [Vuy — Vugl(t) € L'(Q) Vit € I, .

Por otra parte, si A, B C I C IR son tales que L1(I — A) = 0 = L[ — B), se tiene
que [ — (AN B)= (I - A)U (I — B), y por tanto

LI —(ANBY =LY I -Au{-B)<L'(I-A)+LY{I~-B)=0.
Basandose en este hecho, construimos la sucesion de conjuntos
L=1, LYo, 7[-h) =0
F2:i1r]f2 ) El(}U,T[—fg) :0

jn = jn—] N I?z 3 *CIGO:T[_EH) =0
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siendo ]n+1 cl,¥Yne IN. Seal = liml, = ﬂ I,. Por tanto £ (Jo, T[—- ) =0,

n—00

encontrando de esta forma un subconjunto [ C]O T[ con medida total, tal que para
cada n € IV se tiene que Ty (u; — ug)[¢(&1) — ¢(&2)] - [Vur — V] € Ll(Q) para todo
tcl.

Justificada la existencia de la integral que aparece en (3.10), pasamos a estimar el
limite en n.

Para cada n € IV, la integral de (3.10) puede escribirse como suma de las integrales

=Lﬂwrmmﬂm—¢@ﬂﬁrfﬁh

= fQTfi[fé(il) — $(£:)] - e(k(b(ur)) — E(b(uz)))de. 1

En vista de la definicion (1.13) de la funcion vectorial ¢ y la hiptesis (1.16) sobre &,
necesitamos distinguir dos casos dependiendo desil < p<20p > 2.

e Caso | < p £ 2: Considerando la desigualdad de Young con exponentés p y p/,
obtenemos la estimacion l

ILG] < [ TG0 = w)6(6) = $E (k(b(wr)) = k(b(rw)
< ] (1 — w6 = $(&)1" da

 Ta(ur — uz) [ k(b(w1)) — K(b(ua))|Pdw C(3.12)

pr

para cada £ > 0 arbitrario. Al aplicar la desigualdad (3.1) al primer sumando, se tiene
que

[ Tt = w)lgl) = &) e < € [ TifoE — () - [6 — Eolde = Chiw)

Considerando la hipdtesis (1.16) de k y las propiedades de T, dadas en (3.4), el segundo
sumando de (3.12) se puede acotar como sigue: '

f (g — w) | k(b(ws)) — k(b(uz))Pde < éfQT;(ul )|y — ug|d
= CA"/Q lur — ug| T (ug — ug)|uy — ua|? "' da
2

¢ —nju, — uz|"”’ Ydz
ON{z:0<uy —ua <= } T

A 1
20 (2" f d
(n) Qn{z:0<u; —up <2 =} *

- é( )"””ﬁ”({m 0<u1—u2<. })313

IA

IA
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Sustituyendo en (3.12), obtenemos la desigualdad

[y(n}] < pcfl(n) + %(W)WAEN ({x <y —w < %}) :

;
e ' 1y .
51 tomamos g7 = ok se tlene que

200771 2\ -1y 9
e ()T (0w < 2] S B+ 1)
Ahora, puesto que yp — 1 > 0 por (1.16) y como

i ({10 < s < 2)) -

(véase [HI74, Teorema E, pagina 38] y [Mu71, Corolario 10.3.1, pagina 35]), se cumple
que
lim L1i(n)+ I{n) >0

==y OO

y por tanto (3.10).

e Caso p > 2: Mediante la desigualdad de Holder con exponentes p y p' obtenemos
que

|1 n)|<{/ Y1 b(61) — $(62) |Pda} {f b(wr) -k(b(uz))P’da:}p (3.14)

Aplicando la desigualdad (3.1} con 8 =p' y m = &1, 02 = &, el primer factor de (3.14)
se puede acotar por
1
f

cﬁv{f (1186 - (&6 — &) T {mgel + 16}

Aplicando de nuevo la desigualdad de Hélder con exponentes j;—z, y ﬁ y las propiedades
de T se llega a obtener la estimacion

g
Z

d

&

I~

!

< AM)IE () (3.15)

{/ wlun — ua)| (6 — (52)|p{d$}p
donde
1 s
Aw) = G { [ 16 +16aPda)
Para el segundo factor de (3.14), tenemos la estimacién
Up = N 24\ 1/p
{/ Tolk(b(wr)) k(b(ug))|”d:t} <2 L ({.12 0 < Uy —uy < — )

T

(3.16)



3. Resultados de comparacién y dependencia continua ‘ 97

de la hipdtesis (1.16) sobre k y (3.4). Combinando las dos 1iltimas desigualdades (3.15}
y (3.16), obtenemos que |

p l-py 1

2— 1 I
1(n)] < 2 A=+ LN ({200 <uy —up < F}) o (3.17)
7
Veamos que el exponente de n es menor o igual que cero. En efecto:

2-p ,1-py
<0
5y + <

&  pp=2p+2p'py—2p' 20

= 2p+ 'y 2-L- > 9

p—1 =

S pPP—2p(p—1)+2p*7y-2p>0

& —p? +2p*y = 0, |
lo que es cierto por ser v > 1 segin la hipdtesis (1.16) cuando p > 2. Hemos probado
que
. 1
L)l < A(n)l(n)
con

A(n) = 20 FHF ALY ({250 <y —us < 2})77
n

, . AR VI .
Puesto que no sélo las cantidades 27A(n)LN ({:ﬂ < —uy < —}) » estan unt-
n

formemente acotadas para todo n € IV (por ser v un elemento de L? (O,T; Wé’p(ﬂ))
y # verificar (1.16)) sino que ademas tiende a cero cuando n — oo (por el Teorema E

2
pagina 38 de [HI74] el 11120 Ly ({:z: 0 <y —ug < — )llp = 0), la no positividad del el
n— n
2-p 1-py ,
exponente oy + 110s permite asegurar que
- 1 1 .
Jim (1) + Fa(m)) > Jim (1) = A} (n) = Jimn 1 () (1 () = A(n)) 2

lo que finaliza la demostracién de la estimacién (3.10) para todo ¢t € i y por tanto
para L£l—casi todo punto de ]0,T( ya que £(]0,T[—7) = 0. La estimacion (3.11) es
consecuencia de (3.10) y el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue. El
Lema 3.3 queda por tanto demostrado. . :

Continuacién de la Demostraciéon de Teorema 3.1. Si ahora hacemos tender n a
oo en la ecuacion (3.5), obtenemos que la primera integral del primer miembro tiende a

[ [bm) = b)) (00w = [ [bluan,) = buon)} sz
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segiin el Lema 3.2. Por otro lado, la hipétesis (1.17) de ¢ v (1.19) de f junto con las
propiedades de la sucesién T), dadas en (3.4) nos permiten obtener de (3.5) la igualdad

[ ) = bw)lsde = [ [b(us,) - b(uo, s de
— lim o, T/ (uy — u2)[@(&) — #(&)] - [Vur — Vug]dudt

n—00

_/Q (g{z,ur) — glx, us))segn® (w7 — ug)dadt

3

‘*“/;?:(fl(igiﬁ) — fg(t,m))sg110+(ul — ug)dzdl .

Por el Lema 3.3, el limite que aparece en la igualdad anterior es positivo. Mayorando
por cero, se tiene la desigualdad

[ 1b) = )]s (de < [ [bluo,) = ()]

—] (g, ) — g(z, uz))sgn®, (w1 — ug)dudl

t

+/Qt(f1(i¢$)—-fz(t,:E))sgno(ul —wy)dedt . (3.18)

Para establecer ¢l resultado del Teorema necesitamos distinguir dos casos dependiendo
de si la constante (™ de (1.18) es o no cero:

i) Supongamos en primer lugar que la counstante dada en (1.18) es C* = 0. En esta
sitnacion se fiene que

(g(z,v1) = g(z,u2))(wr —up) 2 0

y la conclusion del Teorema se obtiene directamente de este hecho y de la desigualdad
(3.18) al mayorar

~Jo (g(x,ur) — g(:l:,ug))sgno_F(fuI — uy )dzdt
por cero y
fQ (filt,z) = falt, m))sgno_'_(u] — g )dzdt
por
. -/;2 {fl(ta‘l:) - f2(t, $)]+d$dt

15) Si C* > 0, definimos v;(f,2) = e b(u;({,2)) con j = 1, 2. De la férmula de
derivacion del producto de funciones de BV aplicada al caso 1-dimensional [VHu85,
Férmula (4.1), pagina 189] se tiene que

ds ./;2j() () ds da
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para cada ¢ € C}{Q). Por tanto
avj afi_c‘t —*¢ db(uj) .
Rt R oGt NS .
)’ ot !

en el sentido de las medidas, siendo ademds acotada ya que b(u;) € BV(Q) y e estd

acotada en [0,T]. Por tanto también v; v vs pertenecen a BV,(Q). Ademas se tiene
que el

sgn’ , (v1 — va) = sgn®, (w1 — ua) . ©(3.19)
Denotamos por 9(¢, z) la funcidn v (¢, z) — v2(¢, ), Entonces
a e~ —C*s 02
[ Tn(v)aq = | ~CTL(@)dads +/ o =
Haciendo tender n a infinito se obtiene que
. - aﬁ —C*s (92
lim o, T"(v)(‘—ii; = -C / vsgn®, (0)dzds -{—/ sgn®, (9)e s

gracias a] Teorema de la Convergencia Dominada, la HN-continuidad absoluta de la
medida &2 y la convergencia de T,,(9) a sgn®, (¢) en H"—casi todo punto. Considerando

(3.19), clt I imite anterior se obtiene la siguiente cadena de ignaldades
i
|

: Jv . ., 0z
nh_polO o, Tn(ﬁ)% = -C* . U+(lmdt+/cg, sgn®  (uy ~ uy)e™ SE |
¢t [ 4pdeds + 1i f 2z
= — . Uy — Uy)
|, Trdwds Qi J e 1= U)o

= *_C*j Dy dxds

— lim [ e O T (wr—w)[¢(€1) — $(£2)] [Vr — Vug)dds

H—00 Qt

— lim (9{z,ur) — gz, u2))Tn(wy - ug)e_c‘sdwd.s

N—F 00 Q:

+ lim A (f1(s,z) = fa( s, @))Tu(2q —u;)e “sdzds (3.20)

nN—Cg
donde la dltima ignaldad es consecuencia de que T,(u1 — uz)ur y Tuug — @2)uy son
funciones prueba admisibles en la formulacién variacional (1.24) satisfecha por w; y us.

Aplicando la Proposicién 2.4 a T,(%) y 4%, obtenemos que

lim Tn(ﬁ)% =Lﬁ+(t)(lw—f(zﬁ+(0)clw. | (3.21)

= Jg,

|
|
|
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De (3.10), se tiene que

lim e™C T (uy — u2)[B(&1) — $(&2)] - [V — Vug]dads 2 0 . (3.22)

N—00 Q‘

Considerando (3.21) y (3.22) en (3.20), se obtiene la siguiente desigualdad al agrupar
y mayorar por cero adecuadamente

floa@ = w®lsde < [y, =vaJede = 0 [ for = valudeds
~—f [9(2,ur) — g(z,uz)]e™" *sgn’ (8)dzds
Q4
—E—L [f1(s,2) — fols,2))e™ *sgn’ (8)dzds . (3.23)
Por la hipdtesis (1.18), se satisface la desigualdad
—[g(z,w) — g(2,u)]e™ 0t < C*(b(ug) — b{ug))e ' = C*%

que al considerarla en la estimacion (3.23) y aplicar la desigualdad de Gronwall, conduce
a

o) - us(ehlas = e [ olun) b o
"'fQ:e_C‘s[fl(Sa z)— fals, z)]sgn®, (v —u-z)da:ds} .

Por tanto la conclusién del Teorema es ahora obvia pues [fi — fao]sgn® (u; — u2) <

[fi — fo]+ para £LV*'casi todo punto de Q. .

Finalizamos esta seccion considerando €l siguiente problema multivoco:

P (9w~ k(p)el (T b)e) + 8w) 5 Slz) en @, (3:24)
‘ u(t,e) = 0 en 5, (3.25)
u{0,z) = g en 1, (3.26)

donde 3 es el grafo maximal mondtono de R* dado por
Blu) = {0} st w>0, B0) =] —00,0] v B(u)=0 (el vacio) siu < 0.  (3.27)

Este tipo de ecuaciones propias del problema de obstaculo, también aparecen, por
ejemplo, en la modelizacién de ciertos problemas de Glaceologia (véase Diaz—Fowler—
Schiavi [DFS95]). El hecho de que 8 sea un grafo maximal monétono, nos permite
obtener un resultado de comparacién (y por tanto de unicidad) analogo al dado en el
Teorema 3.1. En primer lugar introducimos la nocion de solucion BV para el problema
(3.24), (3.25) y (3.26).
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Definicién 3.1 Diremos que una funcion u € LP (O,T; W%‘p(ﬂ)) N Le(Q) es una so-

lucion BY de (3.24), (8.25) y (3.26), si b(u) € BVI{Q), y existe una funcion o(t,z) :
) — IR medible ¢ integrable en @, tal que o, z) € B(u)(t, z)¥(z, 1) € Q y se satisface

;
dv | o
( , )x.x0 +// u) — b(uo)) dt =0 E (3.28)
|

para todo v € LP(O,T; Wé’p( )) N L®(Q)yn W0, 75 LY (), con v(T,-) =0'y

?
(8l’d(f),1;>X,X,+ f:/n $(Vu — k(b(u))e) - Vodadt+ f / cwdzdl = / f fodedt (3.29)

;

i

para todo v € L”(O,T,’ Wép(ﬂ)) N L=(Q).

Con esta nocién de solucién BV para el problema multivoco, se tiene el!mguiente
resultado: [

Corolario 3.5 Supongamos b, k,{ f1,vo,), (f2,u0,) como en el Teorema 3.1 ylsea 3 un
grafo mdzimal mondtono de IR?. Si uy y uy dos soluciones BV de (5.24)) (3.25) y
(8.26) asociadas respectivamente a los datos (fi,u0,) ¥ (fasuo,) y satisfaciendo (3.28)
y (8.29) para aq y oy funciones de L1(Q) con oq(t,z) € Blw)(t,z) y aa(t,z) €
Buz)(t, z)¥(x, 1) € Q respectivamente. Si ademds se verifica |

Al — L1L2/\2 >0
con L1 y Ly como en el Teorema 3.1y

|
|
|
HY () = HY(L) = 0, |

entonces, para cada t €10, T se tiene que

[ btun(t,2) — bfua(t, )] de < { | b (1) = b )]
U |
¢ |

|

-|-/jQ [f1(s,:(:)~—f2(s,:L')Ld;vds} .

0

Demostracién. Es andloga de la demostracion del Teorema 3.1 cambiando

g(maul) - g(mau?-')

por l
al(t':x)_a?(t:x) . '

Aon(t,z) — az(t, 2))Th(ur —uy) >0

La monotonia de J nos permite asegurar que 1
{
|
|
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para casi todo (t,z) € @) y todo n € IN, y por tanto en el limite sera
(et z) — aat, 2))sgn’ (uy —uz) > 0.

Esto nos permite mayorar por cero la integral

0
— | (ea(t, z) — ao(t, w))sgn’y (ur — us)
Qe
que apreceria en la inecuacion analoga a (3.18). La demostracién del corolario se sigue

como se hizo en el caso ij del Teorema 3.1 (véase la pagina 98). _

4 Existencia de soluciones BV.

En esta Seccion se estudia la existencia de soluciones BV asociadas al problema (1.1),
(1.2} ¥ (1.3). Obtendremos una condicion suficiente para que tales soluciones sean
HN -aproximadamente continuas en Q (propiedad utilizada en el Teorema 3.1}. Para
obtener soluciones BV de (1.1), (1.2) y (1.3) necesitamos asumir algunas condiciones
sobre k, g, f v up ademas de las ya dadas en la el apartado 1.2.

Admitamos que

[ € L2(Q) N BV(Q), (4.1)

up € L2(Q) N WyP(Q) tal que ¢(Vug — k(b(uo))e) € (BV ()N, {4.2)

Observacién 4.1 Para la obtencién de soluciones BV de (1.1), (1.2) y (1.3), necesi-
tamos ademas una condicién adicional a las ya dadas (1.14) v (1.15) sobre la funcién
b. Para dar esta condicion consideraremos el Lema 3.1 y M la constatate positiva de
dicho lema.

Si llamamos Ly y Ly las constantes de Lipschitz en el intervalo [— M, M] de las
. 1 . .
funciones b7 y b; respectivamente. Asumiremos que b es tal que estas constantes
verifican

/\1 — L1L2/\2 >0, (43)

Nuestro resultado de existencia es el siguiente:

Teorema 4.1 Seanb, k, g, f yuo funciones que satisfacen (1.14), (4.3}, (1.16), (1.17),
(1.18), (4.1) v (4.2). Entonces existe una solucion BV u de (1.1), (1.2) y {1.5).
Ademds v € C([0,T]; LYQ)).

Observacién 4.2 Aunque la existencia de soluciones débiles (sin més requerimientos)
se puede mostrar sélo con la condicidn g(z, s)sgn(s) > —C™* (condicién menos restrictiva
que la dada en (1.18)), para la existencia de soluciones BV necesitamos suponer mas
informacion sobre la funcion g.
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Demostracién. Para obtener la existencia de soluciones BV de (1.1), (1.2) y (1.3),
consideraremos una sucesion de problemas regulares uniformemente parabolicos los
cuales tienen una tnica solucién segun la teorfa clasica [LSU68). Obtendremos unas
estimaciones a priori adecuadas y finalmete, mediante paso al limite encontraremos
una solucién BV. De acuerdo con las hipétesis estructurales, necesitamos distinguir dos
casos, dependiendo de si 1l < p < 2 0 2 < p. Comenzamos estudiando el primer caso.

Existencia de soluciones BV, Caso 1 < p < 2,
Primera Etapa: Regularizacién. Definimos una sucesién de problemas uniformemente
parabdlicos cuyos coeficientes y términos independientes son funciones regulares aco-
tadas. Introducimos la siguiente ecuacion regularaizada de (1.1) !
abm(u) . i
T div ¢ (Vu—ky(bi(u))e)+ga(z,vw)=fi(t,z) en Q (4.4)

donde para cada r € IV se define la funcidon vectorial ¢, por

(e + 1y="e J¢) < L,

GO =1 6P fbxt
#:(6) << |
con ¢, tal que ¢y € CY{RY) y verifica las desigualdades
0<6:(6)-€ <P, IO <[P Ve e Y @)
M
oleP

(1+|E])*-»
para cada & en BY y o constante positiva (a := 95, Véase [BPT93, Lema 2 del
Apéndice, pagina 32]). Para cada m € IV, definimos

1 -
bm(n) = ;;Tf + bm(n)

siendo by, la aproximacién Yosida de b (véase p.e. [Br73]). Es bien conocido [Br73,
B81] que b, converge uniformemente sobre compactos a b (b, es una funcidn. Lipschitz
nodecreciente tal que |b,,| < }b,,|- Por tanto b, y b;! son también funciones Lipschitz

nodecrecientes) |

Sea {k,}°2, una sucesién de funciones de C*°(IR) tal que verifican (1.16) y k; converge
a k uniformemente sobre compactos de R.

Para cada natural n, consideramos la funcién g, € C{t x IR) satisfaciendo las hipétesis
(1.17) y (1.18). Ademds g,(z,n) converge a g,(z,n) en L'(Q) para todo € IR fijo y
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en IR para casi todo punto x € ) cuando n — oo.

Tomemos f; € C([0,T] x Q) tal que ||f;
Clisl

Por ultimo consideramos wg, € C$(f2) tal que ug, — up en L®(N) v || (Vg —
ks(b'rn(uo,q)) )ll(BV(Q})N < ||¢T(Vu0—k(b(uo)) )H(BV(Q))

La ecuacién (4.4) es ahora uniformemente parabdlica. Asi, por un resultado clasico

1@ < CllfllLeq) con {| fillwiao i@y <
Bv, para todo { € IN y f; converge a f en L'(Q)

par ecuaciones parabodlicas (véase [LSU68, Capitulo V]) existe una inica solucién cldsica
U= Umrsmuig de (4.4) satisfaciendo ademés

a(t,z) = 0 en X,
bo(1(0,2)) = bp(uog(z)) en £

(En el resto de la demostracién denotaremos por @ la funcién w,, r ;... Por tanto {@}
sera la sucesion de funciones {tm rsm1,) dependiente de los paramétros m, r, s, n, !
y q).

Para estudiar la convergencia de la sucesién @ en apropiados espacios, necesitaremos
unas estimaciones a priori que presentamos en el siguiente apartado.

Sequnda Ftapa: Estimaciones a priori. Por el Principio del Maximo

ity 0)| < My ¥(tz) € Q, (4.7)

donde M es una constante positiva independiente de m, r, s, [y ¢ segun se desprende
de las hipdtesis sobre las funciones que aparecen en la formulacion del problema regu-
lartzado.

La siguiente estimacidén que obtendremos atafie a la derivada temporal de b,,(%t). La

técnica utilizada se basa en la derivacion de la ecuacién (4.4) respecto de ¢ (vease [J92a)).
2%, . . .

Denotamos por 0 := ‘—"ﬁ Derivando la ecuacién (4.4) con respecto a ¢, se tiene que

dfz

37:1{(3?( | (@) ’“'“’m“‘”e"“’))j:l,...,N} = 8) (05 (b)) 5

Para cada n > 0 se define la funcién H, de modo que la familia de funciones {H,} es
una aproximacion regular del valor absoluto. Comenzamos definiendo

IDEES Ry
h”(")‘{o( )IUIZn,

Hy(o) = /0 " hy(r)dr
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y finalmente
H,(0) = / H,(r)dr .
0

Se comprueba sin mayor dificultad, que

hy(o) 2 0, limoh,(o) =0, Yoe IR,

n—0
-1 <0
| Hy(0)] <1, lim H,(o)=sgn’(c)=<¢ 0 o=0 Yoc IR
! 1 >0

[in{]J H (o) =|o].
n—

Multiplicando la ecuacién (4.4) por H,(%), e integrando la ecuacién obtenida con res-
pecto a (1,z) en Q; =|0,¢[xQ, se llega a que

APl by, (1) 0D
3& am, Oz,
# e, d:r:de

dzds

| H (o) ds— [ HL(65(0,2))ds < - [ (620)" (e (@) (9)

+/ (O () 5 3.
- f ¢ (z, @)1 (b,,,,(u))vH,,(v)d:r:d.s

d .
+ o, a{lH,,(v)d:cdq,

puesto que %(s,z) = 0 sobre [0,T] x 8§, y por tanto &(s,z) = 0 sobre [0,T} x 5.

Tomando el limite cuando n — 0 obtenemos la siguiente desigualdad
/ [5(, z)lde < ] |9(0, z)|d= —|—/ Qﬁ(s, z)sgn® (D) dxds
g - Ja Q. Ot
- [ ol O ()i ey

por las propiedades de las funciones h, H y H y la monotonia de la funcién 'vectorial
#,. Ahora, por (1.18), se tiene que

— Qgg;l(:x,&)(b:n‘)’(bm(ﬁ))|6|dmds <C" ]Q‘ 19(00 (4)(0;Y (b (@) dads .

Dado que (b;1Y(b,.(s)) = 1/V,(s) siempre que b;,(s) # 0, se deduce que la dltima inte-

gral es igual a |6|. Por lo tanto obtenemos la siguiente desigualdad
Qe\{(s,z}:b}{a(s,z})=0}

/J (t,x |dr:<]| 0,z) d.L-I—/ (s,2)8gn’(6)dzds + C~ ) |5|deds .
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Considerando la ecuacién eliptica que verifica —b,,(4(0, z)) se justifican las siguientes

at

desigualdades

,{211}("":?:)|d$ < /Qig%bm (0,2) |dx+f |d ’(i1(1q+0 _/ (8, 2)|deds

S /Q |d'.iv ¢(VU0,Q - ks(bm(uﬂ,q))e)ldm

+ [ oGz, ung) do+ [ 17(0,2)
< G+ 0 | Vo(s,z)|ded:
< G th\u(q z)|dzds

?:‘(S, :E)ld:::(l.u:

: %|d:ﬂd&:-}-0*/Qt

gracias a las hipotesis sobre las sucesiones g,,, fi y uo,. Aplicando el Lema de Gronwall

a la funcién «o(t) ] f |t(s, z)|dzds, se llega a que

0 |o|dz < Cre® para todo ¢ € [0,T]

¥ por tanto

/JMZ’%E_))W:B < M, para todo ¢ € [0, 7] (4.9)

con My, = C1e%7. Gracias a (4.9), se sigue de (4.7) y (1.15) (como en la Proposi-
cién 2.3), la estimacién

]'a—iﬂ(i,m”dm < M; para todo ¢t € [0,7] . (4.10)
Q

L

— L

(M5 = My - Lle,\z)'

Ahora mostraremos que existe una constante My positiva tal que

]|V‘&(t,:z:)lpdx < M, (4.11)
Q

uniformemente en ¢ € [0,T], m, r, 8, n, | y q. Primero mostraremos que existe una
constante positiva uniforme M’ tal que

/Qlél"dm <M VYte|0,T] (4.12)

siendo £ 1= Vi — ky(b,.(@))e. Para ello, multiplicamos ambos miembros de la igualdad
(4.4) por @ e integrando la ecuacién obtenida respecto de z en §) se tiene que

Aabm(ﬁ) - - AN A _ A
fn i—s dz —1—_/&;()5,(5) - Vidz + /;z Gn(z, W)tdr = fﬂftud.L .
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Despejando la segunda integral del primer miembro

fnqﬁr( Vud:r:~/ fzu—fgn uda:—fgﬂ%dm C(4.13)

siendo también cierta la igualdad
| #(&)-Vide = [ ¢.(6)-bds+ [ #E)ku(bu(i))eds (4.14)

segin se deduce de la definicidn de la funcién vectorial £.

En los cdlculos que siguen, apareceran varias constantes positivas C;, 1 = 2,3,.--,7
las cuales son independientes de ¢ y los pardmetros m, r, s, n, [y q gracias a las
estimaciones (4.7), (4.9) y (4.10). Sin embargo dependeran de p, T, la medida de
1 y algunas de ellas seran funciones de parametros positivos € y . Aqui solamente
indicaremos la dependencia de tales constantes respecto los pardmetros € y 4.

Combinando las identidades (4.13) y (4.14) se obtiene la desigualdad

U;zﬁér(é)é'*‘fﬂd’r(é)ks( ’< /flu'+ /gn (z uul—i—'/ o . (4.15)

()t ‘

Por las estimaciones (4.7) y (4.9), la hipdtesis (1.17) sobre g y las propiedades de g,,,
existe una constante positiva Cy (uniforme en £, m, r, s, n, l'y ¢) tal que

[ 6:(8)-Eds+ [ Gu(@k(bm(@))edz < Cs

Aplicando la desigualdad de Young

[ 448 Edrc<C’z+—f 8607 do + == [ o (@)elds

donde ¢ es un nimero real positivo. La idltima integral estd uniformemente acotada
gracias a (4.7) y las hipétesis sobre las sucesiones {k,} y {bn}. Por las propiedades
(4.5) de ¢,, la primera integral del miembro derecho de la desigualdad anterior esta
acotada por [ i£|fpdm para todo ¢ en [0, T] mientras que la segunda estd acotada gracias
a (1.16) y (4.7). Por consiguiente, para alguna constante positiva Cj se tiene que

A A
[ 6:(6) &z < Cufe) + = [ 1éPa. (4.16)

Ademas, por la propiedad (4.6) de ¢,, se llega a que

af( +|E| A/ quT f(iw. : (4.17)
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€7 pz=p)
e + )T d
2 (14 |¢]) (kD

con exponentes Sy 35 2 > la siguiente desigualdad es satisfecha

Por otra parte, aplicando la desigualdad de Young a /

Sy P Ié|2 2f(2-p)2 P
fﬂ|f|pd13262/p/0(1+|£)2 de + 6 ) f1+|E| Pdr .

Aplicando a (14 IEDT’ la desigualdad (a+b)7 < 2F~1(a? + bF) cierta para a,b> 0y | <p
[BPT93, Lema 1 del Apéndice, pagina 31}, se tiene que

é*
L+ [€])*r

tras agrupar adecuadamente los distintos términos. Tomando las estimaciones (4.16) y
(4.17) en (4.18), obtenemos la desigualdad

. 2/(2—p) Sp g 4 RE:
(1= Ca?/e) [ 1 dzscs(6)+252,p/g( (4.18)

afl — C’452"(2_p))/ E]Pde < Cs + L{Cg + i/ |élpd:v}.
0 =T 28%r pJa ’

ta cual implica
o1 = Cu¥CP — Co—r 7 f ElPdz < Crle, 8)

para alguna constante positiva dependiente de ¢, 8. La estimacién (4.12) se consigue
g
w o —
/562/?} >
0. Ahora (4.12) implica (4.11) gracias a las estimaciones uniformes def ks (b () .
q

eligiendo 0 < 6§ € 1y 0 < e < 1 tal que e’ <« §7 y tales que 1 — Cy6¥/ (379 —
& q

Finalmente, multiplicando (4.4) por v € L? (O,T;Wé’p(ﬂ)) N L=(Q) e integrando
sobre () se obtiene mediante la desigualdad de Holder la siguiente desigualdad

bn ~ ’ r
|f o U) ’d dt < [f |6 (£)IF dwdt]]/p [j |Vv|P(£:Edt] Ve
Q Q 0
+H'UITL°°(Q)fQIgn(:r,ﬁ)ldazdt
+[/ Ifrlprdmdt]l/p [/ |U|pda:dt]]/p
Q Q
lLa propiedad (4.5) de ¢,, las hipdtesis (1.17) de g y (4.1) de f, junto con las estimaciones

(4.7) y (4.12) asi como la eleccién de las sucesiones g, y fi, nos permiten asegurar que
existe una constante M; positiva independiente de m,r, s,n,{ y ¢ tal que

c‘?b,,L
UQ |d < Ml 1 (0 Wy (@) ri(@) |
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. . . . . . v s . ! 1.2
Por consiguiente se obtiene la siguiente estimaciéon uniforme en L7 (D,T; WP (Q)) +

LN@)

ab,,. (1)
=%

Tercera Etapa: Paso al limite. Las estimaciones (4.7), (4.9), (4.10), (4.11) y (l4.19) 1nos
permitiran encontrar una funcién u solucién BV del problema (1.1), (1.2) y (1.3) como
limite de alguna subsucesioén de {i} := {uprsniqt (la cual seguiremos denotando por
{i}). A modo de resumen mostramos a continuacién las estimaciones obtenidas en la

' < M- . 4.19
Lp’(o,T;W“"’ (Q))+L°°(Q)_ 5 ( )

etapa anterior y algunas otras obtenidas como consecuencia de ellas (llamamos C a una
constate positiva, cota uniforme en m,r s, n, (. q):

lillpeey < € (4.7)
Obm (@) ‘
< -
(P58 < cwenn s
/QI%%W < Cvtel0,T] (4.10)
“ Lw(o,T;W;’p(n)) s ¢ (4.7)+(4.11)
”u”LP(U,T',W:,'p(Q)) S C ( )+(4: ].].)
lillwig < C (4.7)+(4.10)+(4.11)
60 (1)l Loy < C continuidad de b+(4.7)
by, ()
’ <
“ ot LP'(G,T;W"]”' (ﬂ))+L1{Q) < C (4 19)

El iltimo aserto del Teorema referente a la regularidad de una solucién (u debe de
pertenecer a C({0,T], L*(£)))) se obtiene por las estimaciones (4.7), (4.10} y (4.11) y el
Corolario ¢4 pagina 85 de Simon [S87] que asegura que exite una subsucesion de {i} (a
la que seguiremos llamando {4}) y una funcién v € C'([0, 7], L)) tal que % - uen

C([0,7T], L'(Q)). En particular,
i — u en L{Q)

)f
U — u para casi todo punto de @

(excepto para una subsucesién). Debido a la estimacion (4.7) y la convergencia en casi
todo punto de @), se tiene que

en L=(Q)

=
=4

y en virtud de (4.11)
U — u en LP (O,T; W(l)’p(ﬂ)) i
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Por consiguiente u € L? (0, T, Wé’p(ﬂ)) N Le(Q).

De (4.7) y las hipdtesis sobre b, se deduce la convergencia débil* b, () = 4 en L>(Q).
La convergencia de & a u en casi todo punto de (J, la convergencia uniforme sobre el
compacto [—=C,C] de b,, a by la continuidad de & implican que b, (%) — b(u) en casi
todo punto de (). El Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue nos permite
obtener la convergencia fuerte de b,,(i) a b(u) en L7(Q) (1 £ o0 < c0). Andlogamente,
b (tg,) converge fuerte a b(ug) en L7(Q) (1 <o < 00). Ahora, por la estimacién (4.9)
y puesto que b, () — b{u} en L'(Q), se tiene que b(u) € BV(Q). Finajmente, por la
convergencia en sentido de las distribuciones de 8"”;)““ ab 3 (b, (8) — blu)e. t. p. de

9, (i
@} vy la estimacion (4.19), se tiene que b (1) converge débil en L*' (0, T W (Q)) +
Ib(u) Ob(u) .
1 . P 7=1,p' 1
LNQ) & — 5 €L (0,7, W) + LY(Q).

En lo que sigue se probarad que la funcién hallada u verifica las igualdades (1.23)
v (1.24) lo que junto con las propiedades v € LP(O T Wé’p(ﬂ)) N L*{(Q), ELO e
)

at

LY (O,T;VV*I‘F'J(Q)) + L1(Q) y b(u) € BV(Q) hacen de « una solucion BV de (1.1),
(1.2) v (1.3).

Mediante argumentos bien conocidos oblenemos que g,(z,4) converge a g{z,u) en

LY@Q).

Puesto que @ esta uniformemente acotada en L*° (O,T;Wé’p(ﬂ)) entonces ¢,(Vi —
ks (b (t))e) estd también uniformemente acotada en L(0,T; (L2 (Q))V). Asi, existe
una subsucesion denotada de nuevo por {@}, tal que ¢,.(Vi — ks(b,.(41))e) converge

débil* en L(0,T; (L7 (Q))V) a un elemento ¥ de L2(0,T; (L¥ (9))V).

Multiplicando la ecuacién (4.4) por una funcién prueba v € L? (0, T, Wé’p(ﬂ)) NL=(Q)
e integrando en ¢} se tiene que

fqubm / (Vi — k(b (@ VU—I—/ gnlz, W)v _f fiv. (4.20)

Para probar que la funcién limite « verifica la ecuacién variacional (1.24),para ello
tomamos el limite en m, r, 5, n, I y ¢ = oo en la ecuacién (4.20) y nos basamos en

las convergencias ya mencionadas. Obtenemos de esta forma la siguiente ecuacién

Ob(w)
T

L U)X, X —|—/QY : V'ud:sdt+ng(:L',u)vd:ndt = Lfvdwdt : (4.21)

para cada v € L? (O,T; Wé’p(ﬂ)) N L*=(@)). Sin embargo, debido al caracter no lineal
del operador, no es obvio identificar Y con ¢(Vu — k(b(u))e) en casi todo punto de Q.
A continuacién mostraremos esta identidad utilizando una variante del argumento de
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Minty utilizada por Diaz y de Thelin en [DT94]. Veamos pues, que
Y = ¢(Vu — k(b(u))e) en casi todo punto de Q). (4.22)

Sucede, que si es cierta la desigualdad
fn[y — (Vx — k(b(u))e)] - [Vu— Vyldz > 0,  para todo x € WA™(£2)  (4.23)

entonces se obtiene (4.22) tomando para cada elemento £ de WP(Q) la funcién y =
w— Af con A >0 (o A < 0) y haclendo A — co. La demostracién de (4.22) se reduce
por tanto a la demostracion de (4.23) que se realiza de la siguiente manera.

i

Tomamos 0 < ¢ € C=(0,T). Para cada y € Wy*() introducimos la descomposicién

[ BT (on@))e) = 4T = K} V(wmx)olt) = b+ ook Lo+ Lo (424

1
|

donde
I = j $:(Vit — ky(bu())e) - V(u — @)p(t)ddt .
z=fQ{¢r(Vu—ks(bm(ﬁ))e) ¢ (Vx — ks(bn(@))e)] - V(@ — x)ep(t)dudt
C b= [ 6:(Tx — k(bu(i)e) - V(i - ujp(t)dad
y

Iy = fq[ér(vx — ks(bm(f)}e) — S(Vx — k(b(u))e)] - V(u — x)ep(t)dudl .
Nuestro objetivo es probar que el limite en m, 7, s,n,{, ¢ de las anteriores integrales es
no negativo. Asf (4.24) es no negativo para cada 0 < ¢ € C*(0,T) y por tanto se tiene
{4.23). i

Debido a la monotonia de ¢, la integral I; es no negativa. Por otra parte |
Las propiedades de las funciones ¢, ks, b,,, 4 nos permiten probar que |

lim /Q|¢r('<7x—ka(bm(-a))) $(Vx — k(b(w))e)[" dwdt = 0 (4.25)

y por tanto que el limite de I3 e I4 es cero por estar @ uniformemente acotada en

L (O, T, Wé’p(ﬂ)) y converger & a u débil en L” (0 T; Wy p(Q))

Finalmente, probaremos que el limite de /; es también cero. En primer lugar, puesto
que up(t), de(t) € LP ({] T; Wo’p(ﬂ)) N Le*(Q), multiplicando la ecuacién (4.4) por cada
una de estas funciones, integrando en ) y restando las ecuaciones obtenidas, se tiene
que

]Q b0(Vit = ko (be(@))e) - V(1 — ) (t)drdt
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S ] %f(l‘)wpmdmdt (4.26)
+ / dbm(” (1) dedt (4.27)
—/an z, 0} {u — @)e(t)dzdt (4.28)

+ ]Q filw — @)o(t) . (4.29)

Las integrales (4.28) y (4.29) tienden a cero cuando m,r s,n,l,¢ — oo (por la con-
vergencia débil* de @ a v en L®(Q), v las propiedades de g, y fi). La convergeucia

débil en yﬂ’(o, T w—l’p’(g)) £ L(Q) de 8bgi(u) ()i(;(t)

LT’(U,T; Wé’p(ﬂ)) N L=(Q), implican que la integral (4.26) (= —(M wp(t)) x,x7)
tiende a
db(u)

— (el xx (4.30)

Veamos que también (4.27) tiende a (4.30). Para ello seguimos la técnica empleada
por Diaz y de Thelin en [DT94] basada en la definicidn de las funciones reales

y el hecho de que wp(l) €

7l
Buln) = [ (buln) = buls))ds Vo€ R

zu f Bm dl, .

Como B,, (1) esta acotada (de hecho uniformemente acotada en m,r, s,n,l,¢) gracias
a las hipétesis de b, y la acotacién (4.7) de @. Por tanto se tiene que

za(t) € L'(0,T) con norma uniformemente acotada.

UUna variante del Lema 2 de Bamberger [B77] implica que

[ i 2nO, _ Bl o, _dn,

ot T L), WaT@inLe()

para casi todo ¢ €]0,T], en el sentido de D’(0,T). Ahora, gracias a la convergencia de
0y b(f) ¥y a la acotacién uniforme de z; en L'(0,7T') se tiene que

za — z, en L'(0,T) y en casi todo punto de |0, 7. (4.31)

Lp ab( ) -1 1rp

Puesto que u € L7 (0, T; Wy(2)) NL™(Q) y ——= € L (0,T; W7'(Q)) + LY(Q), s

verifican de nuevo las hipdtesis del Lema 2 de Bdmbetget para las funciones u y ,,u(f)
obteniendo como consecuencia que

Fb(u) (1) dz, _
-~ s/ t 1 Lp = —— (¢ Ry
( ot ult)) W™ @)+1t @), WoP@nL=(q) di (t) (4.32)
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para casi todo t €]0,7'[, en el sentido de D'(0,T).
Por lo que acabamos de ver, se obtiene la sigulente identidad para la integral de

(4.27)
o (3) . T 9, (3) .
/QTU(,O(t)dEdi = /0 (1) (/ﬂ e udz | dt

= (gg(t)d;‘”‘(m (en sentido D'(0, T))

T ng
- _ fo za(t) S (t)t

Tomando el limite, se tiene que

1 T
lim ] %ﬁtp(ﬂdmdt =-/ zu(t)%‘ti(t)dt
Q 0

por (4.31) y ser ¢ un elemento de C!(0,T). Considerando el anterior limite y la igualdad
{4.32), se concluye que

. Y, T
lim fQ 0(’gfu)a<,o(t)dmdt - - ] zu(t)de(t)dt
A 0 [¢

T 9b(u)
- /o( i) W )y iy, WP (g e ()@

= (aba(:),uso(t))x,x'

y por tanto que lim {4 = 0.

Si recapitulamos lo hasta ahora probado, tenemos que la desigualdad (4.23) es satis-
fecha (obtenida a partir de la identidad (4.24} y que el limite de las integrales [y, Iy, I, I4
es no negativo) lo que implica (4.22) (variante del argumento de Minty introducido en
[L19]). Esto nos permite justificar que el limite de (4.21) es precisamente

Ib(w)
( ot
para cada v € LP (O, T, Wé’p(ﬂ)) N L>®(Q) y por tanto u verifica la ecuacién variacional
(1.24). Para mostrar que en efecto u es una solucidn BV de (1.1), (1.2) y (1.3), falta
por probar que u verifica la condicidn inicial (1.23) para cada v € L? (O,T; Wé’p(ﬂ) N
L) n WH(0,T; LY(Q)) con u(T,-) = 0. Puesto que obviamente @ verifica (1.23)
x . by, (1) 9b(u) i
y bo(uo,) = blug) en L(Q), la convergencia de ( T JU)x xe a T ,U)x,xr S
ve L” (O,T; Wé’p(ﬂ)) N L*(Q) nos lleva a verificar la igualdad (1.23) para la funcién
u, siendo por tanto solucién BV de (1.1}, (1.2} y (1.3).

o) xxr + fQ $(Vu — k(b(u))e) - Vodzdt + fQ g u)odedt = /Q fodad

Existencia de soluciones BV. Caso p > 2. Se procederd de manera similar a la
técnica empleada para encontrar una solucién BV cuando 1 < p < 2. Comenzamos
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en la primera etapa construyendo una familia de problemas regulares uniformemente
parabdlicos, cuya diferencia esencial con los construidos para el caso 1 < p < 2, radica
en que la funcién ¢ es difernciable en RY por ser p > 2; lo que no hace necesaria
siaproximacion por funciones regulares ¢,. A cambio, se ahade un nuevo término
(¢Au) que garantiza la no degeneracién de los nuevos problemas. La siguiente etapa
concierne a la obtencion de estimaciones a priori que nos permiran encontrar, mediante
paso al limite (tercera etapa) nna funcién u solucion BV de (1.1), (1.2) y (1.3). Por la
similitud de la técnica empleada en este caso con el caso anterior, solo mencionaremos
las diferencias mas sobresalientes.

Primera etapa: Regularizacion. Se construye una sucesion de problemas regulares nni-
formemente parabdlicos. En esta ocasion basta con considerar los problemas

% — cAu — dwv ¢(Vu — k(b (uw))e) + gu(z, ) = filf, ) en 2, (4.33)
u(t,z) = 0 en ¥, (4.34)
bn(u(0,2)) = bluog(x)) en ) (4.35)

con by ks, G, fi Y U0, comoen el caso 1 < p <2y e > 0. Por un resultado clasico para
ecuaciones parabdlicas (véase [LSU68, Capitulo V]) existe una iinica solucién clasica

U= Um snige de (4.33), (4.34) y (4.35).

Sequnda Etapa: Estimaciones a priori. Por el principio del maximo se obiene que
la(t, z)| < M,y para todo (¢,z) € @ (4.36)
uniformemente en m, s,n,{, g, €.
Denotamos por ¢ = Q—b%l. Diferenciando (4.33) con respecto a t,

b

o = Al (bu(@))d]

b div { (55 (Gl (u@i] - ki(bm“‘”e‘"‘}))rn....w}

o\ e cva, Ot .
=g (@, O (b (@))8 + 7 (4 ). (4.37)
Para cada n > 0 definimos h,, H,, H, : IR — IR como en la pagina 105. Multiplicando
ambos miembros de (4.37) por H,(?) e integrando la relacién resultante con respecto a
(¢, ) sobre (); =]0,1[x{2, se tiene que
av d

. 1Y — odf = — 2 0 I =
jé‘ H, (1) 5 dxd fQ; dtH,(v)drdt

LH,,('&(t,m))di/ﬂH,,(ﬁ(O,:v))d:c



4. Existencia de soluciones BV. 115

— e [ A (b (0))5] H, (8) dadt
L, AL (@) ()
N , v .

+-/Qz (iZ'U {5—5¢3(a£i {( m ) (bm( )) ] k (bm( ))81"1))} H (U)d?’.dt

- [ BTV (b (@) Ho ()t +

Oty oo .
o, v(,-ﬁ—H,,(v)d:ndt. | (4.38)
Pusto que 4(t,z} = 0 en X, se tiene que (¢, z) = 0 en dicho conjunto. La integracién

por partes de la primera y segunda imtegral del segundo miembro de la 1du¢ldad (4.38)
nos lleva a las siguientes desigualdades para cada sumando:

¢ fQ (B (b (1))} (6) et =

+

b (1)) Py (6) | V6|2 dcdlt

-1
m
1

—e [ ()
e fQ (Y (b)) ()95 - Voo (i)l
< —e fQ (1Y (n(@)))5ho(0) V5V b ()l

thdiv{(j{ (

( m ) ( m(u))v] - k’(bm( ))Eﬁ)} H,,(ﬁ)dmdt =
8 .0by(4) 8%

_ —1\u AE g a.
= = [ G2 i (@)sh(5) am,“’ o
—1y/ - 9 50009
_./ (B ) (o (1)) Py (0 )d& dﬂ? dEJ
-|—] Uhn l} m ﬂ))df ¢Je' (hldt
Ty d Jab ( )ﬁ
< _/ (bm) (bm( ))Uh?j( )dfzé dm" drjd -
_|_/ Dhy(D)k ))a‘f ¢Je’ dfcdf

Si consideramos estas desigualdades y las propiedades de las funciones H,, y b, al tomar
el limite cuando 7 — 0 en (4.38) y agrupando adecuadamente, resulta que

f[v tyz)ide < /|v (0, z) (LL—l—/ (s, 2)sgn’(0)dxds
— z, W) (b)Y (b (4))]D
], (@)l

Obteniendo de esta forma la desigualdad (4.8) del caso 1 < p < 2. Procediendo como
se hizo entonces, y considerando la ecuacion eliptica que verifica ggbm(ﬂ(ﬂ, Z)) se tiene

(4.39)
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que

R a. afi « Al gy
'L |o(t, 2)|dz < /Qlabm(u)(o,m)’dx+/Qb|—b-{[d£ds+c th 10(s, )| deds
< e ]ﬂ |Aug,,|dz + /Q | div $(Vaug,, — ks (b (a10,0))e)|de
+./S;‘gn(mauﬂ,q)ldm+L|fﬁ(03$)|d$
o, | lots. 2)de
a[d.z:d.s +C ./Qt [o(s, x){dzds

+
Qe

< G 1o /Q l6(s, )]

para alguna constante positiva Cy independiente de e, m, s,n, [y ¢ gracias a las hipétesis
de los datos. Mediante el Lema de Gronwall se llega a que

’ b'fn 1
/ﬂ‘d agu),d,’:c < M, para todo t € {0, 7] (4.40)
¥ por tanto ‘
f |%'&(t,m)}drzz < M, para todo ¢ € [0,7]. (4.41)
alot

Para obtener un cota uniforme del gradiente de @ en LP() para cada ¢, multiplicamos
la ecuacion (4.33) por 4 e integramos en {2, obteniendo de esta forma

- . L O, (%) :
Viidr = — Vul? e — o i Viide — AR ¢
/Q (&) - Vidz 6/;_) |V dm—}-/;z Sitdx fﬂgn(oc, t)udz f i 5 dv  (4.42)

0

siendo € = Vi — ky(bm(¢). La no positividad del primer sumando det miembro de la
derecha y el mismo trabajo realizado para la obtencién de (4.16), nos permite obtener
de nuevo la desigualdad

fncﬁ(f) Edu < Ca(e) + %[)Jﬂp'dm (4.43)

para alguna constate Cs > 0 dependiente del parametro £ > 0. Sin embargo, el hecho
de que

OREN{E

nos permite obtener directamente de (4.43) la estimacién
L EPde < M Vie[0,T) (4.44)

y por tanto que

/Q Valde < M, Vie[0,T) (4.45)

uniformemente en m, s,n, {, q,¢.
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A partir de este punto, para obtener las restantes estimaciones necesarias para el
paso al limite, se sigue lo ya hecho para el caso 1 < p < 2.

Tercera Etapa: Paso al limite. Una vez obtenidas las estimaciones sobre la sucesién
{@}, en el proceso de paso al limite se sigue los pasos dados en el caso de que 1 < p < 2.
Sin embargo, conviene hacer las siguientes observaciones:

e Bl limite se toma haciendo tender m, s,n,l,qg a oo y € a (.

e La estimacion (4.45) y el hecho de que p > 2 nos permiten asegurar que

e/ Vi - Vodzdt — 0.
Q m, s,n,l,g = oo
€ — 0

ol resto de la demostracidn sigue como en el caso | < p < 2.
El resto de la d t .

. . c e . - |
Corolario 4.1 En las mismas hipdtesis del Teorema 4.1, si ademds suponemos que

|

i

|

a) kob es localmente Lipschilz si 1 < p <2 (4.46)

b) kib(co) = Ao + v para constantes A\, v € IR sip > 2, ¢ (4.47)

entonces existe una funcidn u, solucion BV de (1.1), (1.2) y (1.3), tal que |

ﬁ € L*(Q) . (4.48)
ot

Demostracidn. Sélo mostraremos las estimaciones que, adicionalmente a las dadas
en el teorema de existencia, necesitaremos para probar que la solucién obtenida como
Iimite de problemas regulares es tal que verifica (4.48). Es claro que lo obtenido sera
para una subsucesién adecuada.

a) Multiplicando la ecuacién (4.4) por &% e integrando sobre @, se tiene

. 0 . . AL L
/;gbm(ﬂ)tﬂtd;n(lt=_/‘;f;utda:di—_/;?EG,L(w,u)dwdt—l—fqdw qﬁ(f)utdu?dt

donde se ha convenido denotar por b, (), y 1 las derivadas parciales respecto de t de las
funciones b, (1) y @ respectivamente y G, (z,-) es una primitiva de g,(x,-). ‘Llamando
¢, a una primitiva de ¢, e integrando por partes, obtenemos

b, () tdadt
]Q ()2
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/f:TL TL‘)dL—]f;O:C (Ua:)da:—/%udxdt

Q
—./;ZG,,,(:B}'&(T, :E))(J:J;—FLG(I,&(U,I))diE
n ]ﬂ O, (Vi(0, ) = ky( by (80, m))e)d:z:—/ﬂ &, (Vi(T, x)— ks(bu (T, z))e)
» 0 .
—L e qbr({)a[ks"bm(u)]dmdt -

Por las estimaciones (4.7), (4.2) y (4.1) v puesto que ®, es no negativa, se tiene que

o\ s 21 9 .
bem(UJeutdwdi < Cn+/QIe-¢r(€)|Ia[ksobm(u)]ldwdt,

donde | es una constante positiva independiente de los pardametros m,r, s, n,{, ¢. Apli-
cando la desigualdad de Young se llega a que

/ by (@) fudndt < Cy 4+ —— p, f|¢r i b (@)]Pdudt, (4.49)

para todo € > 0. Puesto que ¢ verifica (4.7) y por hipotesis se satisface (4.46), entonces
existe una constante positiva L tal que Liop > lip(kgobpm, [— My, M1]) para todo s, m €
IN (dada " : IR — R localmete Lipschitz, por lip(F) |a, b]) denotamos la constante de
Lipschitz de f7 sobre el intervalo [a, b]). Por tanto, se tiene que

di
e m < o oy, .
/|dt kgobe ()] | dzdt LM/ 5 et

Por otra parte, puesto que b ademas de (1.15) satisface (4.3), procediendo como en la
Proposicion 2.3, obtenemos una desigualdad para b,,(%) y @ como la mostrada en (2.21)
lo que nos permite obtener la siguiente desigualdad

A — Lyl
T / |2 dzdt < / i)audodt .

Cousiderando las anteriores estimaciones y (4.11) en la desigualdad (4.49), obtenemos
que

A — Ly Lo
AT o / @2 dedt < O + 12,5 f | |Pde dt
Ly Q pJlq

para alguna constante C; positiva. Finalmente, dado que 1 < p < 2 y la medidad de

@ (LN*) es finita, podemos aplicar la desigualdad de Holder a la tltima integral con
exponentes 2/p, (2/p)’. Eligiendo adecuadamente ¢ concluimos que

2 _
]Q |Ej dedt < Cy (4.50)
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con (5 constante positiva independiente de m,r,s,n,{,q. La refexividad del espacio
L*(Q) nos lleva a que para alguna subsucesién y v € L*{Q), '
It Ve .
57 Y débil en L*(Q) .
) . . 1 . ) ) du  Ju o
La convergencia de @@ a © en L'{Q) implica la convergencia de — a 57 O sentido de

gt
e o . d
distribuciones, lo que nos permite identificar v con a—t; y por tanto probar (4.48).
b) En este caso podemos suponer sin perdida de generalidad que el vector e = e, =
(1,0,...,0) € IRN. Multiplicando !a ecuacién (4.33) por @,e=**! y sustituyendo (k.b0)(c)
por Ao + v, obtenemos siguiendo los pasos dados en el caso anterior, que

fQ [ 2e™ M dadt < f by (0) e ™" dudt
Q

d . j

< C+] f SO(Vi — ky(bn(@))er)e " dodl]
Q :

con B(¢) = i|§|f’, ¢ € RN y alguna constate C; positiva independiente de m, s, n,{,q,¢

gracias a las estimaciones sobre @ y |Vi|. Por ltimo la hipdtesis sobre k.b (4.46), el

hecho de que la € es un acotado de IRY y la anterior designaldad nos llevan a encontrar

una constante positiva C talque

Q%dedt <Cy .

v (1.3) verificando (4.48).

1
Procediendo como en el caso anterior se prueba que existe u solucién BV de (1.1), (1.2)
n i
]
t

|
Observacién 4.3 Nétese que para la unicidad de soluciones BV aiin se requiere com-
q
probar la hipétesis (3.3) sobre la medida del conjunto de puntos de discontinnidad. El
- . . . i - ! 4.
Lema 2.6 y el Corolario 4.1, muestran, junto con el Corolario 3.3, que existe una tnica
y H 5 1 ;
solucién BV obtenida mediante el proceso de regularizacién parabdlica desarrollado en
la demostracion del Teorema 4.1.

Presentamos aqui una consecuencia directa de un resultado debido a Benilan y
Gariepy [BG93a, Teorema 1.1], de modo que bajo condiciones mas regulares'de b, nos
. : 3b
permite obtener mas regularidad sobre 8t()

at
Corolario 4.2 S5i u es una solucion BV, % € LY(Q) y ademds b es absolutamente
continua, con mddulo de continuidad localmente integrable en IR, entonces
Ab(u
) ¢ ).

ot
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Demostracién. Se verifican entonces las hipétesis del Teorema 1.1 de {BG93a].

. .. ab .
Conviene hacer notar, que en tales condiciones, —3(:‘—) € LYQ), siendo esta la
hipétesis fundamental para el teorema de comparacion dado por Diaz y Thelin en
I

[DT94, Teorema 3.

Por iltimo, se tiene el siguiente resultado de existencia de soluciones BV para el
problema multivoco (3.24), (3.25) y (3.26).

Corolario 4.3 Supongamos las mismas hipdtesis sobre b, k, [ y uy dadas en el Teo-
rema 4.1.5ea B el grafo mdzimal mondtono de IR? dado por (3.27). Entonces eziste
una solucion BV del problema (8.24), (3.25) y (3.26). Ademds u € C([0,T], L}(2)).

Demostracion. Se procede como en el Teorema 4.1, Se distingue entre el caso 1 <
p < 2,y el caso p > 2. Se construye una sucesién de problemas regularizados asociados
al problema de partida (3.24), (3.25) y (3.26), donde en este caso, las funciones g, del
Teorema 4.1 son sustituidas por funciones 3, funciones regularizantes del grafo g. Se
toman f, suficientemente regulares para obtener la existencia de soluciones clasicas de
los problemas regulares. Se eligen ademas monétonas crecientes, lo que nos permite
obtener las estimaciones apropiadas sobre 1, b, (1), %, M'gtﬁ, ks(bm(t)). Notese que la
monotonia de 3 juega un papel esencial en la obtencién de una estimacién sobre |Vl
en L°°(0,7; LP(§))) (estimacidn analoga a (4.11)) al poder acotar por cero la integral

- jﬂ RO

que apareceria en la identidad andloga a (4.13) (véase la pagina 107),

Las estimaciones obtenidas sobre las soluciones @ de sus respectivos problemas, nos
permiten obtener una funcén v € L? (O,T; Wé’p(ﬂ)) N L=(Q) tal que b(u) € BV(Q) vy
ademds w € C{[0,T], L'(R2)). Para probar que u verifica las identidades {3.28) y (3.29)
se procede como en el Teorema 4.1 salvo que ahora el paso

Bn(0) converge a o(t,z) € A(u) en L'

es de una naturaleza mas técnica aungue es bien conocido en la literatura (véase p.e.
Friedman [Fr82, pagina 25], Barbu [Ba84, pagina 137] o Neittaamaki-Tiba [NTi, pagina
67]).

Observacion 4.4 Para el problema multivoco, también se obtienen los resultados
analogos al Corolario 4.1 y Corolario 4.2 obtenidos para el problema (1.1}, (1.2} y

(1.3).
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