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Introduccion

Las estructuras biolégicas, ya sean comunidades de bacterias més o menos simi-
lares o complejos tejidos multicelulares, son formaciones celulares tridimensionales
que surgen como fruto de fuerzas mecénicas con el medio y procesos celulares en
la propia colonia. La relacién entre estas dos clases de mecanismos y el resultado
que producen aun esta poco estudiado y las investigaciones se centran en casos
particulares, como es el caso que aqui se plantea. Las biopeliculas de bacterias,
aparentemente menos complejas que los organismos multicelulares, ofrecen un mo-
delo mas sencillo para analizar la interaccion entre las propiedades celulares y las
fisicas durante el crecimiento de las colonias.

El caso en el que nos centramos en este trabajo son las biopeliculas de bacterias,
comunidades de células organizadas que viven asociadas a las superficies en las que
se encuentran de las que obtienen agua y alimentos. Cientificamente ofrecen un
buen ejemplo para la biologia ya que el comportamiento de toda la comunidad
puede ser observado y estudiado sin que haga falta tener en cuenta demasiados
parametros. El elemento fundamental de la formacién de biopeliculas es la secrecion
de una matriz polimérica rica en azicares y proteinas en el espacio extracelular
que mantiene unida a la colonia. En el caso del Bactillus subtilis, la secrecion de la
componente exopolisacdrida de la matriz extracelular esta genéticamente ligada a
la inhibicién de los flagelos de cada bacteria. Esto da lugar a una lenta expansion
de la biopelicula en un sustrato conforme las ceélulas se dividen y se empujan entre
ellas. En este caso se propone que la secrecion de la componente exopoliscarida
conduce a un movimiento de la superficie de la colonia al generar gradientes de
presion osmotica en el espacio extracelular.

El efecto que nos interesa analizar en este trabajo es la transicion entre el



crecimiento vertical y la expansion horizontal de la colonia de células. Cuando la
biopelicula es joven y esta compuesta por relativamente pocas células, el crecimien-
to de la colonia es principalmente vertical hasta que, en cierto momento, empiezan
a expandirse hacia los lados, intuitivamente para obtener un mejor acceso a los re-
cursos en el agar. Nuestro interés es, por tanto, obtener una ecuaciéon que relacione
la altura y el radio de la colonia y prediga cuando se produce esta transicion.

En este trabajo estudiamos el articulo publicado por Agnese Seminara et al.
en el que proponen una ecuacién que rige la altura de la colonia a partir del efecto
de la presién osmotica. Nuestro objetivo ha sido familiarizarnos con el manejo
y simplificacion de las ecuaciones, la adimensionalizacion de los elementos para
facilitar su tratamiento y la utilizacién de expansiones asintéticas para resolver las
ecuaciones diferenciales planteadas.

El trabajo se estructura de la siguiente forma: partiendo de la hipdtesis de
la secrecién plantearemos unas ecuaciones que reflejen este modelo, eliminaremos
algunos elementos para conseguir unas formulas con las que sea relativamente
facil trabajar. A continuaciéon buscaremos elementos pequenos con los que hacer
expansiones asintoticas que nos permitan obtener una formula de la velocidad de la
biopelicula. A partir de ella obtendremos una ecuacién para la altura de la colonia
que trataremos de resolver con una ecuacién autosimilar.



1 El modelo

1.1 Motivacion

Las biopeliculas de bacterias son poblaciones heterogéneas de células diferen-
ciadas que viven en asociacion con la superficie en que se encuentran y muestran un
alto nivel de organizacion espacial y temporal con respecto al medio. La formacién
de una biopelicula madura sucede a lo largo de distintos estados, empezando con
la adhesion de una sola célula a un sustrato sélido. Cuando esto sucede, se genera
una matriz extracelular polimérica rica en proteinas y azucares que mantiene a
la colonia unida. Se han atribuido diferentes funciones a la matriz extracelular,
como la proteccién, integridad mecéanica o reserva de nutrientes. Al mismo tiempo
los flagelos de las bacterias quedan controlados y muchas de las células pierden
su movilidad individual una vez que entran a formar parte de la biopelicula. Esto
da lugar a un movimiento lento de la colonia sobre la superficie que permite a la
biopelicula expandirse sobre el sustrato.

Nuestro objetivo es estudiar cémo la secrecion de la matriz extracelular provoca
la expansién de la biopelicula. La hipotesis de la que partimos es que la concen-
tracion del exopolisacarido en la matriz da lugar a un incremento de la presién
osmotica entre ésta y la colonia de células. La biopelicula entonces toma agua del
agar para equilibrar la presion dando lugar a un crecimiento en volumen de la
colonia.

Para comprobar esta hipétesis vamos a desarrolar un modelo matematico que
prediga cémo cambia la forma de la biopelicula en respuesta a la variacion de
la presiéon osmotica provocada por la secrecion del exopolisacarido en la matriz



1. El modelo 1.2. Formulacién matematica

extracelular.

En primer lugar vamos a definir la fraccion de volumen de la biopelicula que
corresponde exclusivamente a biomasa, siendo el complementario la fraccién de
volumen de agua. Con estos dos valores plantearemos una ecuaciéon que rija la
variacién de fraccién de volumen, tanto de biomasa como de agua.

Por otro lado tenemos que obtener unas ecuaciones que rijan la velocidad de
ambos elementos, biomasa y agua, que derivamos a partir del cambio de energia
libre sumado a la disipacién. Anadiremos también las condiciones de contorno y
ecuaciones constitutivas para el coeficiente de friccion del agua con la biomasa
y la presion osmdtica. De esta manera obtendremos las cuatro ecuaciones que
conforman el modelo propuesto.

1.2 Formulacion matematica

El modelo considera la biopelicula como una combinacién de biomasa y agua,
con una proporcion de volumen de biomasa de ¢ y una proporcion 1—¢ de agua. La
fraccion de volumen de la biomasa es la suma de las células y la matriz extracelular,
¢ = ¢ + ¢m. La fraccién de volumen cambiara cuando entre o salga agua en la
biopelicula desde el agar siguiendo los cambios en la presion osmoética.

Cuando la biopelicula estd en equilibrio con el agar no hay flujo de agua en
ninguna direcciéon. Entonces la fraccion de volumen de la biopelicula es una cons-
tante ¢, de tal manera que la presion osmotica dentro de la malla es igual a la
del medio. Las fuerzas que dan lugar a la expansién de la colonia se generan en
la biopelicula conforme las células consumen agua y nutrientes para producir bio-
masa, provocando variaciones en la presion osmotica entre la colonia y la matriz
extracelular.

El modelo mas sencillo para trabajar con el crecimiento de la biopelicula es el
que utiliza g = %ﬁ% donde ¢ es la concentracion de un nutriente limitante, c¢*
es el umbral de la concentracién que produce hambruna y 7' es el tiempo mini-
mo de duplicacién. Extendemos el modelo anadiendo la produccién de la matriz

extracelular a,, a la componente correspondiente.

La variacién de la fraccién de volumen de las células es:

1 1
0 c V- c = Fm T P
i dc + (Pevy) Tc+c*¢
mientras que la de la matriz extracelular, incluyendo el término de produccion a,,:
a 1
010 +V - (O _-m_ - -
O + (Pm V) Tc—i—c*(b



1. El modelo 1.2. Formulacién matematica

donde vy es la velocidad de la biomasa.

En primer lugar sumamos ambas ecuaciones y expresamos ¢ = ¢. + ¢,,. De
esta manera las dos ecuaciones anteriores se suman en:

(1+a, 1
T c+c*

Op+V - (o) = Pe-

Experimentalmente se observa que las células estan muy juntas dentro de la
malla, lo que se traduce a que la fracciéon de volumen de éstas es muy superior a
la de la matriz, esto es, suponemos que ¢,, < ¢.. De este modo sélo necesitamos
una ecuaciéon para la fraccion de volumen ¢ y que se aproxima por:

0o+ V - (Vi) = g0, (1.1)

con g = H%CJF% La concentracion inicial de nutrientes es alta de manera que

para los estados iniciales tomamos g = 1/7.

De manera similar obtenemos una ecuacién para la proporcién de volumen del
agua:

0i(1 = ¢) + V- ((1 = 9)va) = —g¢, (1.2)

con v, la velocidad del agua. Sumando ambas obtenemos una ecuaciéon que garan-
tiza la conservacion del volumen:

V-v=0,

donde v = ¢vy, + (1 — @) v,.

En ausencia de produccién de biomasa, la biopelicula alcanza un equilibrio
con el medio. Nos interesa estudiar pequenas variaciones del equilibrio causadas
por produccion lenta de biomasa. Las ecuaciones de movimiento en presencia de
disipacion se pueden obtener minimizando el cambio de energia libre junto con la
disipacion con respecto a vy, y v:

R = /d37“ E|Vb — v, |? +o Vv,+a,- Vv

_g_év (v —g0) —p (V- (ovy + (1 = @)va)) | ,

donde ¢ ~ p,/€? es el coeficiente de friccién del agua con la biomasa, £ es el tamario
de la malla y u, es la viscosidad del agua. Por otro lado g vy g,son los tensores
de esfuerzos del agua y la biomasa, f(¢) es la energia libre y p (la presién) es un
multiplicador de Lagrange que garantiza la conservacion de volumen, ya que se



1. El modelo 1.2. Formulacién matematica

aplica al gradinte de la velocidad total v. Las ecuaciones de movimiento obtenidas
son:

OR of
0:a—Vb:C(Vb—Va)‘FV'gb—¢V%—¢VP7
OR
0= v, —C(vi =va) +V-a —(1-¢)Vp,

donde expresamos qng—f; = V por la definicién de presién osmética m = ¢ f /0p—
f. Eliminando la friccion del agua con ella misma, g, que suele ser mucho mas
pequena que la friccion del agua con la malla tenemos:

C(vy —vy) + ,ubVZVb —Vr —¢Vp =0,
—C(vp = va) = (1 = ¢)Vp =0,

y sumando ambas y manteniendo la segunda conseguimos dos ecuaciones para las
velocidades:

Vv, =V (p+ ), (1.3)
((Va=vp) + (1= ¢)Vp =0, (1.4)
que anadimos a las dos que ya teniamos antes:

O+ V - (¢v) = g9,
0i(1=¢) + V- ((1 = ¢)va) = —g¢.

Despejemos v, de la ecuacion ((1.4)):

]__
Vo = Vp — —QSVP,

¢

e introduzcamosla en la ecuacién (|1.2))
(1l =¢)+ V- ((1 = 9)va) = =99,
01-0)+v- (1-0) (w-2vp) ) = g0

¢
(1= 6)+V (1 6)w) -V (“ ‘f’)zw) - 9,
0 N2
ﬂ;l—@tchrV-((l—cb)vb)—V((l C¢> Vp) = —g0o,
—01p =V -9vpy +V-v;, =V ((1 _C¢)2Vp) = —go.



1. El modelo 1.2. Formulacién matematica

Utilizando la ecuacion (|1.1)) vemos que los dos primeros sumandos son —g¢. En-
tonces la expresion queda:

¢

1— 2
060w+ - ¥ (U0 - 0o
g0
1— 2
V-vy—V (MV]O =0,
G

De esta manera hemos conseguim separar la velocidad del agua, v,, del resto de
variables ¢, v, p. Utilizando también que 0,¢ < g¢ convertimos la ecuacién (|1.1))
en:

V- (ovy) = go.

Finalmente llegamos a las ecuaciones:

Vo = Vp — %Vp,
V- (¢Vb) = g¢a
2
Tesv (),
Vv, =V (p+ 7).

Queda establecer unas condiciones de contorno. Para ello definimos h como la
altura y R el radio de la colonia.

Consideramos condiciones de adherencia en la interaccion entre la biopelicula
y el medio:
(’LL, U)‘ZZO = 07

y sin esfuerzos entre la biopelicula y el aire.

Mbuz|z:h - 07
(_p + 2,ubvz>|z:h = —DPext;

siendo u y v las componentes horizontal y vertical de la velocidad v, respectiva-
mente. Ademas utilizamos unas ecuaciones constitutivas para m = 7(¢), ¢ = jq/E?
y & = &(¢). Para simplificar el modelo vamos a suponer que £ es una constante
establecida en el equilibrio, £ = &.



2 Resolucion

Vamos a partir de las cuatro ecuaciones obtenidas antes:

1-9¢

Vo =Vj — TV}?, (2.1)
V- (ove) = g9, (2.2)
V-vy=V (%v@ , (2.3)
Vv, =V (p+ 7). (2.4)

En primer lugar vamos a adimensionalizarlas y después vamos a buscar elementos
potencialmente pequenos para tratar de facilitar la resolucion utilizando expansio-
nes. Una vez que tengamos expresiones para la fraccion de volumen, la presién y
la velocidad de la biomateria trataremos de obtener una ecuacion sobre la altura
de la colonia.

2.1 Adimensionalizacién y expansiones

Adimensionalizamos las ecucaciones mediante v = Uu', v = Vo', p = Pp/,
z=hZ, = Ryx’, R = RoR'. Tenemos que h/Ry < 1 siendo Ry el radio inicial.
Escribimos también m = Tl¢ con II el valor de d7/d¢ en el equilibrio, no nece-
sitamos un modelo mas elaborado para la presion osmética porque estudiaremos
las ecuaciones cerca del equilibrio ¢.. Asumimos también que v < v. Toma-
mos € = h/R y realizamos una expansién con esa variable f = f© + O(e) para

10



2. Resolucion 2.1. Adimensionalizaciéon y expansiones

f =v,¢,p. La ecuacién (2.2)) con esta expansién queda:
V- (¢vi + 0(e)) = go + O(e).
Eliminamos los términos de orden superior y evaluamos la divergencia:

¢zv + ¢vz - g¢7

y tras adimensionalizar llegamos a:

V ! AN
_h (¢ZU + (bvz) - (b

Dado que de aqui en adelante vamos a trabajar con las ecuaciones adimensio-

nales, para simplificar la notacién expresamos las variables adimensionales sin el
indicador prima (’).

Por otro lado la ecuacién (2.3)) se convierte en:

V-(vi+0() =V (%Vp + O(e)) ,

N ) v v =9 ¢)2Vp,

¢ ¢
(=92 (1—-9)?
v, = pzz—C 2¢zpz—c ;
Vv P

ﬁvz h2§ (pzz(l - ¢>2 +2p¢(1 — (b)) ’

v, = th (pzz(l - ¢)2 + 2pz¢z(1 - Qb)) :

Finalmente la ecuacién ([2.4]) se descompone en dos:

Vv, =V (p+7),
HUplzy = Py + H¢xa
Uz, = P, + H¢z7

ppU Ry . II

wV I
Ph UZZ - pZ + P¢Z7

11



2. Resolucion 2.1. Adimensionalizaciéon y expansiones

Adimensionalizamos también las condiciones de frontera:
(U, U>’2=0 =0~ (U, U)|Z=0 = O’
:ubuz|z:h =0~ uZ|Z:1 =0,
(=P + 2050:) | o= = —Pext ~> (= Pp + 2p1V0:) =1 = —Ppeas.

Supongamos también que V = U = gh y P = gh?( de manera que las ecuaciones
se convierten en:

¢:v + Qv = @,
v, = p..(1 — @) +2p.b.(1 — ),
Ksu., = p, + 5;1%7
K., = p. + ¢, ¢,

/N N /N TN
0 N O W
~— Nt N

mas la tercera condicion de contorno:

(_p + 2K2Uz)|z:1 = —Pext,
2

(22)" vy e, = P/IL

Hemos obtenido estas ecuaciones tras suponer que h/Ry < 1 y realizar una
expansion. Ahora supongamos también que ¢, < 1 y hagdmos una expansién
f=1"+e,fM 4 O(c2) donde f son las variables u, v, p, ¢.

2
— &R — M
con Kg_,LL_aO]ol_37K2_E

Supongamos también que K», K3 < 1. Entonces, para que las ecuaciones (2.7
y (2.8) tengan sentido necesitamos que ¢§9) = ¢§°) = ( para que asi el término con
£, I'se cancele. De este modo ¢(?) es una constante ¢(*) = ¢, vy entonces tenemos:

¢ = doo + 0V + O(e).

Introducimos lo que ya sabemos en las ecuaciones multiplicadas por 62. En primer
lugar la ecuacién (2.5

O v 4 pocv? = 9o = 0 = 1. (2.9)
—~—
=0
Por otro lado la ecuacion ([2.6)):
o = O = 9 + 20 60 (1= 6.) = 1=p0(1 — 6 (210
-0

Dado que las ecuaciones (2.7) y (2.8) tienen un término multiplicado por e

incluyen también un elemento de la expansion de orden 1:

K?)uzz = pgtO) + ¢g(cl)7 (211)
K2Uzz = p,(ZO) + (bgl) (212)

12



2. Resolucion 2.1. Adimensionalizaciéon y expansiones

Las codiciones de frontera para estas ecuaciones son:

(u®, v)],_o = 0, (2.13)
ul?|,_; =0, (2.14)
(—p(o) + 2K, vio) Ne=1 = —Peat = P(0)|z:1 = Pext + 2K. (2.15)

1

De la ecuacién (2.9) obtenemos que v = z. Introduciendo este término en la
ecuacion ([2.12)) obtenemos que

P = =Y, (2.16)
y utilizando esto en la ecuaciéon llegamos a:
L= —(1— du)’¢iL). (2.17)
-1
= Ty
oM = m(—z + A).
2
¢ = m (—%—i—Az—l—B) .

Podemos obtener la expresién completa de ¢! anadiendo condiciones de fron-
tera en la interaccion de la biopelicula con el agar y con el aire. Los experimentos
se realizaron en condiciones de 100 % de humedad de manera que apenas hay eva-
poracion de la biopelicula al aire, esto da lugar a que no haya flujo de fraccion
de volumen ¢ para z = 1. En la interaccién de la biopelicula con el agar, el agua
se disemina debido a la presion osmotica y por tanto diluye la concentracion de
polimero y creando un gradiente en ¢. Esto da lugar a las siguientes condiciones
de frontera:

¢ (1) =0,
W ¢1(0)
¢21 (O) - l/h 9

donde [ es la longitud escalada a través de la cual aparece el gradiente debido a la
entrada de agua en la biopelicula. La variable [ es aproximadamente el radio R de
la biopelicula. Apliquemos la primera concidién a la soluciéon para de la ecuacion
(2.17)):
1
0=¢0(1) = ———(~1+A4), = A=1,
(1= ¢o0)?

13



2. Resolucion 2.1. Adimensionalizaciéon y expansiones

y ahora la segunda:

1
M) = MW (0)—
1 1 1
(1=0x)®  (1=0x)* I/h
I R

Nétese que ¢ ~ ¢! = R/h ha ganado un factor 1/¢ debido a las condiciones de

frontera. Para que la expansién de ¢ tenga sentido los pardmetros deben cumplir
epfe < 1.

Introduciendo ¢ en la ecuacién (2.16)) y utilizando la condicién de frontera

(2.15) llegamos a:
Y
0

—ot, (2.18)
20 — 0

= p(o |z:1 + ¢(1)|z:1 - ¢(1)

1 1 2
:peXt+2K2+m(§+g_ <Z—%+/‘Qj/>>

1 22 1
= pext+2K2+m (54———2) . (219)

Tanto p como ¢ dependen de z dado que la altura h varia en el espacio
y en el tiempo. Para analizar esto vamos a devolver sus expresiones a la forma
con variables dimensionales. Empezamos por la presion, recordando que hemos
supuesto que P = gu,h?/&2 :

2
P 1 (3,1 =
P _pext+2K2+ (1_¢OO>2 < 92 +2 h

p:ppext+P2K2+

E2,(1 = goo) U

14



2. Resolucion 2.1. Adimensionalizaciéon y expansiones

y la fraccion de volumen queda:

N 1 z  (z/h)? R
P¢()_(1—¢oo)2<ﬁ_ 2 +F>

o) = g““ﬁz —57 (zh _E Rh) .

.(1- 2
Juntamos ambas en la ecuacion :
K. hg = Ro—= + RyoplV
377 zz OP 0
h? g R
PK3UUZZ Ro (po + Pol") = W ((hhy — 2h7) + (zh7 + Rhy))
R gitaRo
prlla toboollo I oy 9kaBo gy
& o I gh““ B — o) (et Fih)
N——
P K3

©) _ Glta ( R>
u® — hhe (145 ),
/nggo(l - ¢00)2 h

Resolvamos esta ecuacion:

Glha R)
Uy, = hh, |1+ — |,
ﬂbggo(l - ¢OO)2 ( h

Gla R
115E3 (1 = Poc)? ( h
2 2
IHa z
= hh, + Az + B)
11663 (1 — ¢oo)? ( h2
Anadimos ahora las condiciones de frontera. Por un lado u|,—¢ obliga a B = 0. Por
otro lado u,|,—; fuerza A = —h — R. La funcién queda:
2
Glta z¢ Rz
= hh, —l————zh—zR)
bego(l - ¢0<>)2 ( h 2

Recoloquemos los elementos:

2 2

GHa Z z 2

= hy| =h+ R— — zh —ZRh),
€ (1 = ¢oc)? ( 2

2

Gla 2z h z h2
= Rh, (2 + 5 =20 —zh
T (1= o) <2R+z ‘R )

_ JHa h (2 2
R R (R(z Zh>+2 Zh)’

15




2. Resolucion 2.2. Ecuacion de la altura

y despreciamos los dos primeros sumandos al estar multiplicados por ¢ = h/R. La
expresiéon final queda:

B Glta 2
= e (7).
2.2 Ecuacion de la altura

Gracias a las dos expansiones asintéticas hemos conseguido unas expresiones
para la fraccion de volumen, la presién y la velocidad de la biomateria. A conti-
nuacion vamos a usar estos tres elementos para obtener una ecuacion diferencial
de la altura.

Para obtener la ecuacién de la altura de la biopelicula h(z,t) integramos la
ecuacién de continuidad Vv = 0 en la direccion vertical. Siendo la velocidad media
del volumen:

(1-9¢)°

¢

denotamos & y Z como los vectores directores de las dos componentes. Tenemos
entonces la integral de la ecuacion de continuidad:

h h
/ (V-:i“)xdz+/ (v-2),dz=0,
0 0

h
/ (v-2),dz+v- 2|, —v- 2o =0,
0

V=0vy+ (1 —@)ve = Vi — Vp,

h
/ (v-2),dz+v-2p=v- o,
0

Utilizamos la regla de LeibnizE] para reexpresar el primer sumando:

o h
<—</ V-i‘dz)—V'i’|hhx)+V'2‘h:V-2|o.
dx \ J,

8 h
V-i\h—v-ilhhx—l——(/ V-:%dz):v-,%]o (2.20)
dx \ Jo
Para el primer sumando aplicamos directamente la definicion de la velocidad:
d
vei= o = vl = (h(t (),

(h(t, 2(£))), = hy + ha - 24 = by + V- &|nha

'Regla de Leibniz: -2 (foh V- idz) =v - &|phy + foh (v-2), dz.

xT

16



2. Resolucion 2.2. Ecuacion de la altura

Introduciéndolo en la ecuacién ([2.20]) llegamos a:
) h
ht+%—%+a—</ V-@dz) =v-Z|o, (2.21)
T \Jo

o h
ht+8_x </0 V-xdz) =v-Zo. (2.22)

Calculemos los elementos necesarios

1 _ 2

1-o7

q

2 1— 242

e pp, (Z_ B Zh) (1= 90)’5  Gha (hhy — =hy)
2
2

V- =u-—

T € (1 — duo) fla E(1 = ¢oo)?
— e (gllu_a J )2th (? — zh) — g (hh, — zh,).
(1-9¢)°
¢
1- gboo 2550 a
= ua) i - e

V'ZA’lo :U|z:0_ pz|z:0

= gh.

Entonces el flujo queda:

h h 2
. Glla z
3 27\ P 2\ h
Jlta z 2°h z
= Rh, | — — — —qghy | zh — —
11663, (1 — doo)? < 32 )0 I ( 2 >0

B Jlla h3 h3 ) h?
~ e (5 %) o (5

g/J/a 3 1 2
= — Rh R — =gh,h”.
3162 (1 — foc)? 27

Con todos los elementos obtenemos la ecuaciéon para h(z,t):

h, — R (h h — =g (hzh = gh,
t 32, (1 — oo )? ( ):r 29( )x g

17



2. Resolucion 2.2. Ecuacion de la altura

y pasandola de nuevo a forma adimensional:

R R’ 1 A3
h h/ - 9la 0 h4 h/Sh/ Lt Ty h/2h/, —uh h’
GHa ho R 1 h2 Py ,
hy = TR (RBRL) , — g0 (K2RL) , = gh
b 32 (1 — boo)? Ro ( ) RQ( ) =gh,
Ha hg 3 1 9 9
h R (h°ghy) — = h’h,) = gh,
' (1~ g Ry ) = 505 (h), =
K

he— KR (Wghs), — 502 (hs), = gh.

En los experimentos realizados tenemos que K ~ 107> en el instante inicial y
cuando la biopelicula se expande la altura crece con un factor de 30, es decir
K ~ 303K|;—o ~ 0,3 mientras que > ~ 0,01. Entonces podemos despreciar el
segundo término de la ecuacién y quedarnos con la expresion:

he — KR (B*gh,). = gh.

En coordenadas polares todo el desarrollo anterior es igual tomando r = x y
efectuando el cambio 0, — (rd,)/r. La ecuacién queda entonces:

hy — K§ (rh3gh,«)r = gh.

Esta ecuaciéon muestra que los cambios de forma en la biopelicula se deben
a la influencia de dos factores. Por un lado el crecimiento vertical expresado por
gh v por otro la expansion horizontal dada por el segundo sumando de la parte
izquierda de la igualdad.

Veamos el efecto que estos dos términos tienen en la biopelicula. Supongamos
que la altura inicial de la colonia es hy y su radio inicial Ry; si hg es pequeno el
parametro

a1
B1n€3(1 — doc)? Ro’
hace que la componente vertical sea mucho mas grande en comparaciéon con la
horizontal.

Sin embargo, dado que h crece de manera exponencial y el radio maximo R
tiene un valor mas o menos constante podemos suponer que K crecera hasta que la
componente horizontal de la ecuacién sobrepase a la otra, marcando la transicién
entre el crecimiento vertical y la expansién horizontal. Cuando resolvamos esta
ecuacion veremos que, en efecto, el radio maximo de la colonia es al principio
constante pero que, conforme pasa el tiempo, gana fuerza.
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3 Formula de la altura

Ya hemos obtenido una ecuacién diferencial que rige la altura de la biopelicula.
Para resolverla vamos a utilizar una ecuacién autosimilar que distinga entre parte
temporal y espacial. Partimos de la ecuacion

hy — K? (rh?’ghr)r = gh,

donde h esta reescalado con la altura inicial; x, R con el radio inicial y tomamos
los estados iniciales de crecimiento en los que g ~ 1.

Para estudiar la solucién de la ecuacién primero sustituimos h = e'H y obte-
nemos:

he— K2 (rhh,), = b,

(etH)t — K% (regtH?’etHr)r = e'H,

e'H +e'H, — 64tKE (T’H3HT)T =e'H,
T

e'Hy = e4tK§ (rH’H,)

H, = e3tK§ (THB‘HT)T.

Y

Reescalando el tiempo con 97/t = 3 K R da lugar a:

1
(ngHT)T.

r

H;
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3. Férmula de la altura

Busquemos ahora una solucién autosimilar de la forma H = F(n)/ (R(T))2 con

n=r/(R(1)):

F 1 ( F\*(F
().~ (&) ()
R?F, — F(R?), 1(rF*F,),
R RS
—R?F,r/R’R, — 2FRR, _ 1(rF*F,/R),
R ~r RS
(Fyr/R+2F)RR, 1(rF3F,),/R
- R ~r RS
(Fyn+2F)R,  1(rF3F,),
- R3 R

Calculemos a parte (rF*F,),:

(rF°F,), = F*F, + r3F*F,F, + rF*F,,

— F3F, + 3F2F5}% + F3F,m}%
= F°F, 4+ 3F°Fn+ F°F,n
= (nF?’Fn)m
Entonces la ecuacién se convierte en:
. (Fyn +2F) R, _ l(nFSFn)n
R3 r RY

y reexpresando r = nR:

(Fn77+ QF)RT o 1 (77F3F77)77

R3 " nR R
_ (Fn772 + 2F77)RT . (77F3Fn)77
RS RIO
(nI°F,)
—(Fn* )R = =

Encaremos en primer lugar la componente temporal, R, = 1/R". Recordando
el cambio de variable anterior 97/t = ¢3 K R obtenemos:

_OR

P ot

OR Ot
= — 0 = B 3t —
or Ot f-Keht

Ke**R B Ke3t
RT RS’
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3. Férmula de la altura

y entonces:

OR Ke RT LK o K i
E— R6 :>7—6 §+a:>R—(7€ E—i—a) .

Dado que para valores iniciales del tiempo K ~ 107° y R estd reescalado con R,
tenemos que a = 1 y la funcién queda:

17

R=(7¢"K/3+1)

Como habiamos predicho en el capitulo anterior al observar la ecuacion, para
valores iniciales de tiempo R ~ 1 mientras que cuando t — oo la parte exponencial
se impone y R ~ €3/,

Estudiemos ahora la parte espacial —(Fn?), = (nEF*F)),. Integrandola una vez
obtenemos:
—Fn® =nF°F, +b,

con b =0 ya que F' — 0 cuando n — 0. Esto da lugar a la ecuacion de variables
separadas:
dF n> F3
—Fnp=F~— = —ndy=F*dF = —=— +c=—
1 dn nan 5 t+c 3

= |F = (c—3n2/2)"3.

Con las dos partes de la solucion autosimilar obtenemos la formula de la altura:

F et et 3 /7 2\ ?
gt e o | & 2 (T
h=¢H=¢e 7 R2<C 3n°/2) 7 (c 5 <R> ) ,

donde ¢ viene dado por la condicién inicial.

Nétese que cuando r — 7* = 1/2¢/3R tenemos que h — 0y

, , el 3 \2\ r
it =i g (-5 (7)) (3) ==

Entonces vamos a regularizar la solucién asumiendo que ésta tiende asintotica-
mente a un valor h.,. Calculemos el valor r* para el que la altura alcanza ese valor
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3. Férmula de la altura

critico:

Entonces el valor de la pendiente regularizada es:
-2/3
h<*)_et1 3 2 / _31"* Y
TR\ T 2\R )" R\"T 2
e 2 hoR2\ B R\Y)
:_ﬁR\/; C_( et ) ¢_¢+< et >
- RV 3 et et
__\/% e3t
B 3 RThZ.’

tras despreciar (ho, R?/e!)3 < c.

De esta manera, la ecuacién final de la altura tiene dos partes:

i(C—E(i)2>1/3 sir<r®
h(r,t) = < B 2\R . ’
hoo sir > r*,

con
. 2 hoo R2\*
=R 5\/C—< i ) .
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4 Hipodtesis para la resolucion

A'lo largo del proceso hemos asumido varios valores de los valores de los pardme-
tros y funciones para facilitar la resolucién de las ecuaciones hasta llegar a la formu-
la final de la altura. A continuacién procedemos a dar argumentos para explicar
por qué estas hipotesis reflejan el comportamiento real de la colonia de bacterias.

1. Necesitamos que Epgb(l) < s dado que en la resolucién de ¢ se da la situacion
en que ¢ ~ 1/e. Para R~ 1 mm, g~' = 2,3 h, £, ~ 50 nm la condicién

&  Rgugh

e &l

<1,

se verifica si II > 8Pa.

2. Se debe dar ¢; < go. De la expansién ¢ = ¢, +£,61) es claro que se verifica
esta relacion siempre y cuando 6qu)(1) < 1 que equivale a epgb(l) < G0 que
ya ha sido tratado en el punto anterior.

3. Las velocidades verifican v < v. De la expresién de la componente horizontal

2

Gla z
= Rhy [ = —zh ),
T e (1 6 (2 )
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4. Hipétesis para la resoluciéon

y de la relacion v ~ gh vemos que:

u 1 Il 2? )
Yo Rh, (= —2n
v gh (1 — doo)? 2
R La (22 )
— . he (5 =2
h &3 (1 — ¢)? 2
R K
~ —K = —
h g’

3
con K = m;—% y € = h/R. Dado que K varfa entre valores de 107°
en instantes iniciales hasta aproximadamente 0,3 y € =~ 0,1 tenemos que

<1, = usw.

SHES

K
€

4. Para la segunda expansion hemos necesitado ¢, < 1. Esta condicién siempre
se cumple si e,e < 1 que hemos comprobado en el primer punto.

5. Por tultimo, la ecuacion necesita que Ky < 1 para cancelar el término
multiplicado por £, . Siendo

2
KQZ ﬂ (gﬁ) 9
fa \ P

con los valores de los parametros tenemos que Ky ~ 0,002.
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