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INTRODUCCION

El objetivo de esta memoria es estudiar la cantidad de
informacidén sobre la singularidad de una superficie algebroide
sumergida, contenida en el proceso de resolucidén puntual de di

cha superficie.

Zariski probdé en 1938 en su memoria [il] , que para siii
gularidades irreducibles de curvas planas sobre el cuerpo de
los complejos el proceso de resolucién equivale al conocimiento
del tipo topoldégico y de los exponentes del desarrollo en serie
de la singularidad. Mas recientemente, Hironaka en un curso da-
do en Warwick en 1971, |[2], sobre resolucidén de singularidades
de espacios analiticos complejos mediante explosiones daba a en
tender que estas ultimas eran Otiles no s6lo para resolver las
singularidades sino también para tratar de comprender la estruc

tura de estas. Indicaba:

"To a disciple of this blessed subject, the singulari-
ties are something that grow and foliate through the transforma
tions and modifications of the mother nature and whit which we
are gifted to cultivate with love and care. They will never eli_
minated and certainly not improved by repetition after repeti-

tion of savage and reckeless bombardment'.

Dentro de esta linea los resultados que hemos obtenido para su-
perficies algebroides sumergidas sobre un cuerpo algebraicamen-

te cerrado y de caracteristica 0 se pueden resumir en:

1) Obtencidén de un arbol que represente todos los proce
sos de resolucion puntual de la superficie y determinacién a par
tir de dicho arbol, de un subarbol Tfinito que incluya todos los

procesos significativos de resolucidon puntual de la superficie.

2) Comprobacidén de que dicho subarbol contiene suficien
te informacion sobre la singularidad, demostrando que cuando
existen exponentes caracteristicos (superficies cuasiordinarias
irreducibles) y por lo tanto en criterio "natural" de equisingu
laridad, el conocimiento de dichos exponentes equivale al del

arbol.



Como hemos 1indicado al principio Zariski introdujo la
equivalencia de los procesos de resolucién, como criterio para
la clasificacion de las singularidades irreducibles de curvas
planas. Para este tipo de singularidades, el problema de la cia
sificacion (equisinguiaridad puntual), esta totalmente resuelto,
existiendo una serie de criterios que permiten determinar si dos

curvas son equisinguiares o0 no. Los principales son:

a) Ilgualdad del semigrupo de valores
b) Igualdad del tipo topoldgico

c) Ilgualdad de los exponentes caracteristicos del desa-

rrollo de Puiseux

d) Igualdad de los procesos de resoluciéon por transfor-

maciones cuadraticas

Siempre en este caso el proceso de resolucién del punto singular

se puede representar mediante un grafo lineal,

donde xgq es el punto singular de la curva y x"9%"9...... ,
son los puntos infinitamente proximos a xg. A cada vertice
de este grafo se le asocia la multiplicidad del punto singular
correspondiente. Lejeunne y Teissier en 51 Ilaman a esta re
presentacién "bambu'" de la singularidad. En nuestra terminolo-
gia este grafo es el arbol de la singularidad. La igualdad de
arboles resulta pues un criterio de equisinguiaridad equivalen
te a los anteriores. En el caso de singularidades reducibles,
la estructura de la singularidad ha sido satisfactoriamente de
terminada como consecuencia de los trabajos mas recientes de
Zariski expuestos en [12] . Para este tipo de singularidades
los arboles que representan el proceso de resolucién no son li
neales y su igualdad es una relacién mas debil que la equisin-

gularidad. (Véase el ejemplo 1.18 del cap. 11).

Zariski 1inicidé también el estudio de las singularidades

en dimensidon mayor que 1, introduciendo el concepto de equisin-



gularidad "a lo largo de". Una hipersuperfioie algebroide V

es equisingular a lo largo de una subvariedad permitida y de co
dimension 1 \J, si existe una superifice lisa del espacio am-
biente H, tal que V n H es una curva que es equisingular a
la curva seccidon genérica de V transversal a W. Cuando esto
ocurre se dice que V es una singularidad del tipo dimension 1.
La estructura de estas singularidades esta completamente deter-
minada por la seccidn genérica de V transversal a W. De he-
cho si el cuerpo ~ C5 desde el punto de vista topolégico V es
localmente el producto de una seccidén plana por una variedad i
sa). Esta teoria esta desarrollada en [13], mediante la utili
zacion sistematica de discriminantes de proyecciones razén por
la cual su extension al caso de caracteristica positiva es ex-

traordinariamente compleja.

Centrandose en el caso de superficies, las singularida-
des de tipo dimensional 1, son el caso mas sencillo de singula-
ridad de superficies algebroides. EI problema del estudio de la
estructura y clasificaciéon algebroide de singularidades mas ge-
nerales de superficie dista mucho aun de esta resuelto. Indica-
remos la situacidén actual del problema respecto de los criterios

que para curvas hemos enunciado antes:

a) Como el anillo de una superficie algebroide en su pun
to es de dimensidon 2, no tiene sentido utilizar el semigrupo de

valores.

b) Para superficies sobre C, la conexidén entre la es-
tructura de la singularidad y su tipo topoldégico no es tan estre
cha. Ni siquiera se sabe si la igualdad del tipo topoldégico im-
plica la igualdad de multiplicidades (Conjetura de Zariski.

Ve"ase a este respecto [15]).

c) Las singularidades de superficies no tienen en gene-
ral desarrollo en serie. Este desarrollo existe para las super-
ficies cuasiordinarias, que son aquellas que admiten una proyec
cion finita sobre un plano cuyo discriminante (imagen del 1lu-

gar de ramificacion) es una curva lisa 6 bien dos curvas lisas



transversales. Estas singularidades son en un cierto sentido el
tipo mas simple despues de las singularidades de tipo dimensio-
nal 1. Han sido muy estudiadas no solo por su simplicidad, sino
porque juegan un papel fundamental en la resolucién de superfi-
cies sumergidas, (véase [7])- Lipman en su tesis ([6]) obtiene
para singularidades cuasiordinarias 1irreducibles unos pares de
exponentes del desarrollo en serie, que llama pares caracteris-
ticos, y demue-stra que la igualdad de estos pares es un criterio
satisfactorio de equivalencia de singularidades cuasiordinarias.
De hecho obtiene un proceso canénico de resolucidon de la singula
ridad y demuestra que el conocimiento de este proceso es equiva-

lente al de los pares caracteristicos.

d) El estudio del proceso de resolucidén puntual de

superficie algebroide S consiste en analizar las sucesiones

del tipo:

*
M Sh n-1 S
donde T. es una transformacién cuadratica formal 6 una trans-

formacion monoidal formal con centro una curva permitida de

St ~, para cada 1 > 1.

Dentro de este estudio C.Romo demuestra en [9]1 que
siempre existe una sucesion del tipo (1) tal que las T. son
transformaciones y m(S?") = 1 para algun i. Lo hace para hi_
persuperficies sobre cuerpos algebraicamente cerrados de carac
teristica cualquiera. T.Sanchez estudia en [lo] la estructura
de S en relaciéon con las sucesiones de la forma (1) estacio-
narias, es decir que m(S?) = m(S) para todo i. Otro resulta
do en esta direccion es el ya indicado en (c) de Lipman. La re-
solucidén "canodnica” a la que nos referimos en (c) es una suce-
sion del tipo (1) cuya estructura se determina a partir de los
pares caracteristicos de la singularidad cuasiordinaria. Por dL
timo indiquemos que R.Piedra en [8], obtiene un teorema de Ti
nitud del tipo del ya citado de C.Romo donde las son trans
formaciones monoidales O cuadraticas con unas ciertas restriccio
nes y la superficie de partida S estd definida sobre un cuerpo

de caracteristica cualquiera y tiene una singularidad aislada.

una



Nuestro primer objetivo es el estudio simultaneo de todas las
sucesiones del tipo (1), para ello hemos optado por represen-
tar todos los procesos de resolucién en un arbol en el sentido
de la teoria de grafos (véase [I], cap. 3), de tal Tforma que

a cada sucesiéon del tipo (1) le corresponda una rama del arbol.
De esta manera de la informacidén que contienen estas sucesiones
solo nos quedamos con la multiplicidad de las S”~. Como se ob
servara es también de esta forma como se procede para construir
el arbol de una curva. No obstante en el caso de superficies
hay dos tipos de transformaciones a tener en cuenta, monoidales
y cuadraticas y es preciso distinguir en el arbol entre ambas.
Esto se consigue dando un peso a cada arista del arbol, 1o cual

da lugar al concepto de arbol pesado.

Otra diferencia fundamental con el caso de curvas, es
que las superficies tienen iInfinitas transformadas cuadraticas,
concretamente estas estan en correspondencia biunivoca con los
puntos cerrados del divisor excepcional de la superficie S,
que es una curva proyectiva 30 , entonces para construir un ar
bol con niveles finitos hay que quedarse solo con un numero Tfi-
nito de dichas transformadas cuadraticas. Esto se consigue de-
mostrando que en cada componente irreducible del divisor excep-
cional, todos los puntos salvo un numero Ffinito, dan lugar a sin
gularidades de tipo dimensional 1, que tienen secciones genéri-
cas equivalentes. Apoyandose en resultados de Zariski [13], se
demuestra entonces que se puede representar el proceso de reso-
lucién de todas esas superficies mediante el de una sola, lo
cual permite reducir a un numero finito de elementos cada nivel
del arbol. A partir de este hecho se construye el arbol de Ila
superficie, y se obtienen los resultados ya citados al princi-
pio en 1 y 2. Posteriormente y basandonos en los arboles de su
perficies, hemos obtenido una clasificacidén satisfactoria de
los puntos dobles de superficies algebroides, que completa Ila
que da Kirby en i¥]. Estos resultados no obstante no han si

do incluidos en esta memoria.

Indiquemos por ultimo que quedan pendientes muchos pro-

blemas sobre la relacion de estos arboles con la estructura de
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la singularidad.

Una cuestiodon cuya importancia se deduce del desarrollo
de esta memoria, es el estudio completo de los arboles para sin
gularidades cuasiordinarias reducibles. Concretamente se trata
ria de conocer que es necesario para determinar el arbol de
una singularidad cuasiordinaria reducible,aparte de los pares
caracteristicos de las componentes irreducibles. Otra cuestion
interesante es la siguiente. Sean S y S* superficies cuyos ar
boles son isomorfos, y tal que S es 1irreducible. ¢(Es entonces

S¥ irreducible?.

Una repuesta afirmativa a esta cuestion permitiria esta
blecer a partir de los arboles de las superficies irreducibles
una teoria de equisinguiaridad para superficies analoga a la de
curvas. Persiste por ultimo el problema de trasladar este estu-
dio a caracteristica positiva, porque segln se puede observar
en lo que sigue el atil algebraico esencial en el estudio es
el discriminante de una proyecciodn, y este es precisamente uno

de los '"puntos negros" de caracteristica positiva.

Resumimos a continuacion el contenido de cada uno de

los cuatro capitulos en que esta dividida la memoria.

- El Capitulo 1 esta dedicado a exponer los conceptos
basicos y notaciones utilizados, asi como a la obtencidén de una
serie de resultados técnicos que se utilizaran en los capitulos

posteriores.

En la seccidén primera se resumen las definiciones y re-
sultados previos sobre geometria algebroide, transformaciones
monoidales y cuadraticas formales y teoria de la equisingulari

dad en codimensiéon 1.

Dada una hipersuperficie algebroide V (es decir
V = Spec(Q ) donde Lg es un anillo local completo cuya di-
mensién de inmersién es dim (V) + 1) otra hipersuperfieie
V" = Spec(£Jf) se llama transformada monoidal formal de V
con centro "peV  si Q ° se obtiene mediante localizaciodn

y compleccidon en un punto cerrado de



BIANCO) - Proj ( © P A*n+1). Si ip es el ideal maximal de
r n>0 r |

D , V- se llama una transformada cuadratica formal.

Como ya hemos indicado se demuestra en esta memoria
(cap- 11) que si S es una superficie algebroide sumergida

para casi todo punto cerrado del divisor excepcional ) = d 0,),

u :- B1I (D - * S, es el morfismo estructural), la trans
formada cuadratica formal de la superficie en dicho punto Sp

es una singularidad del tipo dimensional 1. Surje inmediatamen-
te la cuestidén de si » y bpt con P vy P pertenecientes
a la misma componente irreducible de 3) son equivalentes. Para
verlo es necesario comparar las secciones genéricas de Sp y Spf
transversales al divisor excepcional. Ahora bien estas secciones
no se pueden comparar directamente pero como proceden de

m V D ) via localizacion y compleccidon se pueden comparar via
este esquema.

Para ello se estudia en la seccidén segunda de este capi
tulo, el comportamiento de la seccidon genérica por localizaciodn
y compleccidén. Primeramente se introduce el concepto de c-anillo.
Un c-anillo es un anillo local cuyo completado tj~-adico Q es
el anillo local de una hipersuperficie algebroide en su punto
cerrado. Para estos anillos se puede definir el concepto de
equ isingularidad a lo largo de un ideal permitido de codimensiodn
1, de una forma geométrica, es decir imponiendo que unas ciertas
secciones sean equisinguiares. De esta forma se extiende la defi_

niciéon de equisinguiaridad de Zariski al caso no completo. Se de

muestra posteriormente que para un c-anillo m se verifica
que Q es equisingular a lo largo de ~» si y solo si Q es
equisingular a lo largo de /p=U « A partir de aqui se obtiene

una serie de resultados, el mas iImportante es la proposiciéon 3.2
que permite comparar en los términos antes descritos las seccio-
nes genéricas de Sp y Spl obteniéndose como consecuencia que

ambas secciones son equis inguiares (cap. 11, Teor. 3.4).



En la seccidn tercera resumimos los resultados fundamenta
les de [6] relativos al comportamiento de las superficies cua-
siordinarias irreducibles por transformaciones monoidaies y cua
draticas y extendemos algunos de estos resultados al caso redu-

cible.

Si S es una superficie cuasiordinaria 1irreducible, to
das las transformadas monoidaies y las transformadas cuadraticas
en las direcciones tangentes a las curvas del discriminante son
también superficies cuasiordinarias 1irreducibles cuyos pares ca

raeteristicos se obtienen a partir de los de S.

Para una superficie reducible S, que es cuasiordinaria
respecto de un sistema transversal de parametros, demostramos
que las transformadas monoidaies y las transformadas cuadraticas
en las direcciones distinguidas son también superficies cuasior
dinarias y estudiamos la variacién del invariante numérico A(S)

introducido por Zariski en [1*+] -

Las formulas obtenidas para la variacion de \(S) per

miten demostrar en el capitulo 11l la finitud del arbol AN(S).

Estos resultados no se pueden extender a superficies re
ducibles que son cuasiordinarias respecto de un sistema de paré
metros no transversales, ya que al hacer una transformacidn cua
dratica pueden aparecer superficies no cuasiordinarias, como se

ve en el siguiente ejemplo: Sea S una superficie de ecuaciidn

(25 + X Y2) (Z2 + X Y3) = 0, que es cuasirodinaria respecto

de {x,vy} la transformada cuadratica formal de S en la direc_
cion (1,0,0) tiene por ecuacion X zZzr + YN (@ + XM+ YN =0,

que no es cuasiordinaria.

El capitulo Il lo dedicamos esencialmente a la construe

cion del arbol de una superficie algebroide sumergida.

En la seccidén primera introducimos el concepto de arbol

pesado. Definimos un arbol como una familia A - E%i’tiszF

de conjuntos y aplicaciones tal que I=IN 6 I1={o,1,....,n},



y Xa = {p} los son conjuntos finitos y X™n X. = @
si inj. Para cada 1 S 1 - {o} T es una aplicacién de

X_. en X. .
i -1

Asociado a cada arbol tenemos un grafo

G(A ) = {V(A ), L(A )} donde el conjunto de vértices es

v(A ) = LI X. y aparece una arista entre 4.(a.) y a.,
iSl1 1 T i i

con a G X“\. Un arbol pesado es arbol A junto con dos apii

caciones a y 3 de V(A ) y L(A ) en IN.

Se comprueba por medio de la construccidén anterior que
el concepto de arbol es equivalente al de grafo, conexo sin ci
clos con una raiz y tal que los "niveles" del grafo son finitos
Inspirados en las correspondientes definiciones de la teoria de
grafos se dan las definiciones de subgrafo pesado, isomorfismo

de grafos , etc .

Como ejemplo de &arbol pesado construimos a continuacioén
el arbol de una curva algebroide plana C. Este arbol es siem-
pre finito. Si C es una curva irreducible, el arbol Ar(C)
tiene asociado un grafo lineal, que es el "bambu" del que ha-

blamos al principio.

Se demuestra a continuacion que la equisinguiar idad de
curvas implica la igualdad (isomorfismo) de sus arboles respec
tivos. La seccidén concluye con un ejemplo que demuestra que la
equisinguiaridad es una relacién mas fuerte que el isomorfismo

de arboles, naturalmente en el caso reducible.

La seccidon 2, se dedica a comparar, en una hipersuper-
ficie algebroide V con una subvariedad permitida W, la see
cion genérica de V transversal a W que denotamos por CA»,
con una seccion de V por una superficie lisa del espacio am-

biente. Obtenemos asi un nuevo criterio de equisinguiaridad.

Sean V = Spec(Q) una hipersuperfieie de dimensidén d
y W una subvariedad permitida de codimensién 1, vy "p GV el

punto genérico de W. Por definicién V es equisingular a lo



largo de W si existen {x",. .., x"~} paradmetros W-transver

sales de V (es decir que las imagenes de Xx”"9...,x" en
forman un sistema regular de parametros) tal que
y son equisinguiares.

El resultado fundamental de esta seccidén es:

TEOREMA :

Si V es una hipersuperfieie y W una subvariedad per

mitida y {XN,. Jo XM N} un sistema de parametros W-transver

sales de V se verifica que:

es equisingular a si y solo si A~NCVAN) &

[13 W
Teniendo en cuenta la definicidén de equis inguiar idad en codimen
sion 1 el teorema anterior nos da una condicidon mas débil de

equisinguiaridad.

El hecho de que en este caso coincidan ambas relaciones

de equivalencia es debido a la semicontinuidad de la multiplici
dad. Es decir que si (cr, — (CW}r Yy (VWX)P9e**5(V(X)}r

son las componentes 1irreducibles de Cu' X Vtx; se verifica en

general que HEAIAA €79 ) FEANEANEANN (63D 1) I

Con esta condicién adicional se demuestra por induccidn
en la longitud del arbol Ar(C%D que la igualdad de los arbo-

les ANCCN) vy ~rh(x)n implica la equisingular idad de
Vv, -
Y oo

Si V es equisingular a lo largo de W, por([13]., §&7).
V se puede desinguiar izar mediante transformaciones monoidales
con centro en subvariedades permitidas de codimensién 1. Se pue
de construir un arbol que represente este proceso de resoluciodn
de V por transformaciones monoidales y como consecuencia de

los resultados de esta seccidén dicho arbol es isomorfo a Ar(CWD'



X1

Este hecho lo tendremos en cuenta para la construccion del arbol

de una superficie.

La secciodon tercera de este capitulo esta dedicada a la
construcciéon del arbol de una superficie S. Comienza la sec-
cion con una serie de resultados que justifican la construcciodn

del arbol. Los mas importantes son los siguientes:

PROPOSICION :

Dada una superficie S definida sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado y de caracteristica 0, existe un abierto
<11, del divisor excepcional de S, Ti , tal que D-TJI es un nu-
mero finito de puntos y para cada P G*D, P QcdL si y sélo
si Sp es lisa 6 Sp es equisingular a lo largo de 3)P (Cuf

va determinada- por D en Sp).

Al abierto u de la proposicion anterior lo designamos
por E(S). Si r son las componentes 1irreducibles
del divisor excepcional se demuestra utilizando la proposicioén
anterior y los resultados de la seccidén 2 del capitulo I, 1lo

siguiente :

TEOREMA:
Si Py P G E(S)nh 7 para algun i, Spy S f tie

nen singularidades equivalentes en el sentido de que ambas son
lisas 0 bien tienen secciones genéricas transversales al divi-

sor excepcional equisinguiares.

En virtud de este teorema para todo punto de £(S)n3) #
Sp se puede resolver mediante una serie de transformaciones mo
noidales con centro en curvas permitidas y por lo que se vio en
la seccion anterior el arbol que describe esta resolucidn es
isomorfo al arbol de la seccidén genérica en un punto cualquiera
de Emn=®D i. A esta secci6n genérica la designaremos por
C~. Para hacer la construccién del arbol agrupamos todos los

puntos de ~n £(S) en uno de tal forma que al considerar



X1

los siguientes a este punto se obtenga AN(CM). Esto se con
sigue incluyendo en el primer nivel del arbol todas las C*,
ademas de las transformadas cuadraticas en los puntos de 33 -»
y todas las transformadas monoidales formales de S. Concreta-
mente, si D -U= fPiﬁ---,Pg}, W:li,...,Wn son las curvas per-
mitidas de S vy para cada i1 con 1 < i < h, designamos al
conjunto de transformadas monoidales de S con centro por
T.-M."~CS), definimos entonces T(S) = {C»,...,C }u

u{Sp ,...,Sp } u T.M.orj (S) U .rerers u T.M.ua CS)
rli s w1 Wr
El arbol se construye tomando Xqg = {S}, XN = T(S) vy una
vez construido xn si existe H 6 X. tal que m(H) >1,

Definimos X .= LJ T(H) .
m(H) >1,HGX ._+

La unién de los T(H) &es disjunta y las aplicaciones
tw. se definen de manera obvia, con lo que se tiene un arbol

A - La aplicacion a esta definida por a(H) =

= m(H) para todo H6 V(M) El peso de las aristas se ob-
tiene definiendo:

e(H,H") = =, si Hy HT son curvas

S(H,H") = | Si Hy H” son superficies y la transfor
mac ion que pasa de HT a H es monoidal

B(H,H>) = 0, si H es una superficie y la transforma-

cion que produce la arista (H,HT) es cua

dratica.

El 4rbol pesado asi obtenido G£,a,R) lo Ilamamos el arbol t£
tal de la superficie S y lo designamos por A_.T.(S). Este
arbol depende en principio del punto elegido en E(S) n 33»
para definir C.., pero se demuestra que médulo isomorfismo de
"arboles pesados A.T.(S) no depende de dicha eleccidon. El ar-
bol A.T.(S) puede ser infinito, de hecho si S contiene una
curva permitica C, tomando las transformadas cuadraticas su-
cesivas en la direccidon correspondiente a C la multiplicidad
no disminuye y resulta por lo tanto una rama infinita de
A.T.(S).



El capitulo 111, tiene por objetivo la obtencidén de un
subarbol de A.T.(S) que contenga todos los procesos signifi-
cativos de resolucién de S vy la demostracidon de que dicho

subarbol es finito.

Para ello comenzamos por probar que es posible eliminar
las subvariedades permitidas de codimensidon 1 de una hipersuper
ficie mediante un numero TFfinito de transformaciones monoidales.
Mas precisamente si V es una hipersuperfieie con subvariedades
permitidas de codimensién 1, (necesariamente en numero Tfinito

Wi,...,Wr), definimos r , donde 6(c )
6(V) = 1 0(C )
=1 1

es el numero minimo de transformaciones cuadraticas necesarias
para que baje la multiplicidad de la curva _ (seccibn gené-
rica de V transversal a WM). El resultado esencial de Ila

secci6tn 1 es:

TEOREMA: mEn toda sucesién = 0——————- > V’k v —_— k|
—*V ———1—1———VQ =V donde las V\ son hipersuperficies y
T_I N > VT—I' es una transformacién monoidal con centro

una subvariedad permitida de codimensién 1 de V. ©~, para
k <1 <1, vy m(VA.) = ————- = m(vV™) = m(V), se verifica que:

no tiene subvariedades permitidas de codimensién 1

si y solo si k = 6(V).

El punto esencial del teorema es probar si T :Vi —aV
es una transformacidén monoidal formal con centro una subvariedad
permitida y de codimensién 1 de V, W y m(VT) = m(V) enton
ces 5(VT) = &) - 1.

Para ver esto ultimo se hace previamente un estudio de
la variacion de la seccidén genérica transversal a W por la

transformacion T, obteniéndose:

~a) Si sSW) >1, el divisor excepcional de V7,
i
W” =T (W es una subvariedad permitida de V~> vy <50n,) =

6 (CJI-1-



b) Ssi oW =1, el divisor excepcional no contiene sub

variedades permitidas de codimension 1.

Estos dos hechos junto con la birregularidad de la trans
formacion T fuera de su centro nos permiten demostrar que siem
pre $WV’) = &V) - 1.

La seccidon 2 se dedica a demostrar un resultado que nos
permite en la seccidn siguiente construir un subarbol finito de
A.T.(S), eliminando las transformadas cuadraticas en direccio-

nes tangentes a curvas permitidas:

PROPOSICION : Sea S wuna superficie algebroide sumergida,
un cuerpo de coeficientes de S vy sea
Ti T.
i * si-i *S
una sucesion de transformaciones monoidales y cuadraticas tal
que para cada i1 > 1, m(Si) = m(S) > 1. Entonces existe un

n tal que Sn es estrictamente cuasiordinaria respecto de k.

Este resultado fue demostrado por Zariski en [IM] en

el caso en que todas las Ti son transformaciones cuadraticas.

Para que S sea estrictamente cuasiordinaria basta que
exista un sistema de parametros transversales de S, {x,vy}

tal que el discriminante de S respecto de {x,v¥}, AN N

tenga un punto doble ordinario en el origen. La demostracion
de la proposicién se hace por induccién en el numero
1*(Ar 5) (numero minimo de transformaciones cuadraticas ne-

IX»y )
cesarias para que la transformada cuadratica total de la curva

A{x v} tenga como singularidades puntos dobles ordinarios).

Posteriormente se hace una preparacién de la ecuacion

de S, que permite controlar la variacion de 1*(a. ,) por
{x.y}

transformaciones monoidales y cuadraticas formales. Obtenemos

asi que si T : ST—=2S es una transformacién monoidal o

cuadratica tal que m(S’) = m(S) >1 y Ife(A{x,y>) > O

existe un sistema transversal de parametros de (T ,yT}
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tal que :
si T es una transformacidn
mono idal
y Si T es una transformacion
cuadratica.
La seccidn 3, se dedica a construir un subarbol Tfinito
de A.T.(S). Como ya hemos indicado si S tiene una curva per

mitida tomando las transformaciones cuadraticas en las direc-
ciones tangentes a dicha curva se obtiene una rama infinita de
A.T.CS); por lo tanto si se quiere obtener un subarbol finito
hay que eliminar estas transformadas del arbol. No obstante no
es necesario eliminar todas, basta hacerlo en las superficies
de A.T.(S) que sea estrictamente cuasiordinarias respecto de
un cuerpo de coeficientes de S, k fijado. De esta manera se
obtiene un subarbol pesado de A.T.(S), que denotamos por
AN(S), porque por construccion AN(S) depende del cuerpo de
coeficientes elegido en S. Utilizando la proposicioéon citada
en la seccidén anterior y los calculos de la seccién 3, cap- |1,
obtenemos la fTinitud de A"N(S).

TEOREMA : Para toda superficie algebroide S y todo cuerpo de

coeficientes Kk de S, el arbol A”N(S) es finito.

A continuacidén se procede de igual modo pero eliminando
de A.T.(S) todas las transformadas cuadraticas en direcciones
tangentes a curvas permitidas. Se obtiene un subarbol de A.T.(S),
que denotamos por A*(S). Por construccién A*(S) es un subar_
bol de A~(S) ©para cualquier cuerpo de coeficientes de S, K.

De el teorema anterior se sigue A*(S) es finito, con lo cual
se obvia la dependencia del cuerpo de coeficientes que antes t®

nifamos.

Se plantea inmediatamente la cuestidon de si se pierde
informacion al tomar A*(S) en vez A.T.CS), cosa que estudia

mos si S es cuasiordinaria. Lo ideal seria demostrar que para



Sy S” cuas¢ordinarias, A.T.(S) - A.T.(S’) si y solo si
A*(S) - A*(S"), se demuestra esta equivalencia en el capitulo

IV si Sy S” son 1irreducibles.

Se construye otro subarbol de A.T.(S), A(S), toman-
do, en cada superficie de A.T.(S) que tenga curvas permiti-
das, las transformadas monoidales Unicamente. Veamos a continua
cion que con este subarbol se pierde informacidén respecto de
A.T.(S) en el sentido de que existen superficies Sy S~’
tales que A(S) ™ X(Ss?), A*(S) 1 A*(S") y A.T.CS) i A.T.(S”).
(Ej emplo 3.7).

El capitulo IV estd dedicado a estudiar la relacidon en-
tre A*(S) vy los pares caracteristicos normalizados de S,
(def. 3.8, cap- 1) para una superficie cuasiordinaria irreduc_i
ble .

En la seccidén 1 se demuestra primeramente que si S es
una superficie cuasiordinaria respecto a un cuerpo de coeficien
tes k, A*(S) = Ak(S).

ElI principal resultado de la seccién es:

PROPOSICION : Si S es cuasiordinaria e irreducible el arbol
A*(S) se puede construir a partir de los pares caracteristi-

cos normalizados de ST,

La demostracidon se hace observando que toda la informa
cion que aparece en A*(S), multiplicidad, numero de componen
tes del divisor excepcional, numero de curvas permitidas, etc.,
se puede obtener a partir de los pares caracteristicos de S vy
de las sucesivas superficies cuasiordinarias que aparecen en
A*(S). Los pares caracteristicos de estas ultimas se obtienen
a partir de los de S mediante las formulas de Lipman (3.9,

cap. 1) con lo que de esta manera se demuestra la proposicion.

Como los pares caracteristicos no dependen del cuerpo
de coeficientes la construccidon dada en la proposicion anterior

se puede considerar como un proceso combinatorio que asocia a
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cada fTamilia de pares caracteristicos R = {(Ai’ui)}
un arbol pesado de A*(JIl).

1<i<r

La secci6on 2 se dedica principalmente a demostrar el re
ciproco del resultado anterior, es decir que el arbol A*(S)
determina los pares caracteristicos normalizados de S. Concre

tamente se demuestra:

TEOREMA : Sean S una superficie cuasiordinaria irreducible y

& = {(X™,y N<E<r los pares caracteristicos normalizados de

S, entonces & es la Unica familia de pares caracteristicos
que verifica que A*(X) = A*(S).

La unicidad se obtiene hallando unas formulas que nos
permiten obtener los pares caracteristicos normalizados de S
a partir de los pares caracteristicos normalizados de los ele
mantos del primer nivel del arbol A*(S) vy haciendo una induc

cion en la longitud del arbol A*(S).

La demostracion es pues un algoritmo que permite obte
ner los pares caracteristicos normalizados de S a partir de
AT(S). La demostracion es larga pues hay que considerar varios
casos y ver que en cada caso la informaciéon utilizada para obte
ner las formulas a las que antes nos referiamos depende sdélo de

la clase de isomorfia de A*(S).

Basandose en la equivalencia de arboles y pares caracte
risticos para superficies cuasiordinarias irreducibles se obtie
nes el resultado al que haciamos referencia en el capitulo ante

rior.

PROPOSICION: Si S y S” son superficies cuasiordinarias irre

ducibles se verifica que:
A*(S) - A*CS*) si y solo "si AT.(S) - A.T.(S?)

Con este resultado concluye 1la memoria.
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TERMINOLOGIA

Esta memoria esta dividida en cuatro capitulos, cada ca
pitulo a su vez esta dividido en secciones. Cada teorema, propo_
sicién, etc., se identifica por dos numeros, el primero corres-
ponde a la seccidon y el segundo al numero de orden en la seccion.
Para referirno a un resultado del mismo capitulo damos estos dos
numeros. Para referirnos a un resultado de otro capitulo, damos
los dos numeros que preceden al resultado seguidos del numero

del capitulo.

Todos los anillos considerados en la memoria son conmu-
tativos, noeterianos y con unidad. Consideramos anillos locales
con un cuerpo de coeficientes k, que supondremos siempre alge_
braicamente cerrado y de caracteristica 0, salvo que se diga

explicitamente lo contrario.

Las superficies algebroides que aparecen en la memoria
son siempre supergidas, (es decir hipersuperficies en una varie
dad tridimensional lisa) aunque por lo general no se diga expli_
citamente. De la misma forma siempre se consideran transforma-
ciones monoidales y cuadraticas formales, pero por abreviar se

suprime a veces el término formales.



CAPITULO 1

Seccion 1.-

En esta seccidén introducimos las notaciones y resultados
preliminares de geometria algebroide que se utilizaran a lo lar-
go de toda la memoria. Las fuentes utilizadas son esencialmente

Zariski [21] , Lipman [lo] y Romo [14] .

A lo largo de toda la memoria consideraremos hipersuper

ficies algebroides, es decir esquemas del tipo V = Spec([] )

siendo D un anillo local, completo, reducido y equidimensio
nal, tal que si r =dim (O ) el ideal maximal esta genera-
do por r+1 elementos. A una base de de r+1 elementos se

le Ilama un sistema de coordenadas locales de S (6 de Q ). En
lo que sigue consideraremos un cuerpo de coeficientes de 0 ,

k fijo.

Nota. 1.1. Dado un sistema de coordenadas locales
{x~, . . ., } en O , por el teorema de estructura de Cohen

(1], 28.J3.) existe un homomorfismo suprayectivo

4 - KLIxIt..... Xr+J] --—-—-—- * 0,
tal que = XN; para 1 <i £ r+l.

ElI nicleo de $ es un 1ideal que tiene todas sus componen
tes de igual dimensidén, y como KL[x™,.---,X 1 es un dominio
de fFfactorizacion udnica, este 1ideal es principal. A un generador
F de ker @ se le llamarda una ecuacion de V respecto de el

sistema_de coordenadas gfX;,....x ., }; F estd univocamente



determinada por {x*,...,xr+~} salvo multiplicacién por unida_

des y se tiene un isomorfismo

4 - K[[x1,...,Xr+1]] J -0
(F)-kLIX1,...,Xr+1]]
como L[] es reducido, F no tiene factores multiples,

y si F=F~__..... F~ es la descomposicion de F en fTactores

irreducibles vy = Spec (O (p-)-Q)» v = L es la
descomposicién de V en componentes irreducibles, que son tam
bien hipersuperficies. Supondremos salvo mencién en contra que

una tal base de » {x™, ... ,+*} es minimal, es decir que

O no es regular vy m(S) > 1.

DEFINICION 1.2. A un conjunto {x*,. .. JX~} de elementos de JQ

, se le llama un sistema de parametros locales de O , si exis_

te Xr+i ® tal que {xX*,..., , Xxr+1l} es un sistema de coor
denadas de O y (X™M.o..o.. X ) .U es un ideally-primario, si
ademas la multiplicidad del ideal XN, ...,x )*D es igual a

m(O > el sistema de paréametros se llama transversal.

Nota. 1.3. Sean {XI"' un sistema de coordenadas

'*Xr5xr+I}

de G , Yy F G K[[x™,-.. ,Xr ,X 1 una ecuacidén de S respec
to a dicho sistema. Entonces {x™,...,X"} son parametros de

si y solo si

F(,. ..,0,1) /70, es decir que F(O,..,0,X"+1) =
= X @y )
y F es regular en Xr+l de orden s siendo s > % = 0(F)

(orden de F).



Por el teorema de preparacion de Weierstrass, existe una unidad

u tal que

u.F = + £ A ¢ .. 0) Xn es un polinomio de

Weilerstrass en +i” con ue si  {x",...,Xxr} es un siste
ma de parametros, podemos siempre tomar una ecuacidn de V res
pecto de el que sea un polinomio de Weierstrass. En esta situf
cién la multiplicidad del ideal (XN, ..., x ) ([19]. pag.
293 ) es s = 0O(F(O0,...,,0,X ~) vy por lo tanto

O(F(O0, .. .,0,Xp+™)) no depende de Xr+i*

Sea vV = 0(F), e in(F) = FV. Por 1o anterior
{Xi,...,x } son paréametros transversales si y solo si S=v
si y solo si F (0,0,. .. ,0,1) i O.

DEFINICION 1.4. Sea p 6 Spec(Q), se dice que p es permi-

tido si es regular y Gr*» 0O > es libre sobre &W*y.
y y r
Nota 1.5. Si 0 es el anillo local de una hipersuperficie

algebroide por ([8], cap I1l, teor. 2), pG Spec(D) es per-

mitido si y solo si O/p es regular y m@*>) = »(0).

Nota. 1.6. Si p es un 1ideal regular de codimension 1 (dimen
sion de []AA :rr—l), existe un sistema de coordenadas de

{x”, .. .,Xr tal que {x~j...,x } son parametros trans

i
=p- Sea W = SpecC/”J /R) .

Xr+l1>7

versales de V vy (XE *xr>+1)

se dice que (x~Je es un sistema de coordenadas

5r* r+1J
de V adaptado a W si cumple la condicidén anterior. Sea F
la ecuacidn de V respecto de un sistema de coordenadas adap-

tado a W, entonces F G (Xr ,Xr+1) K[[Xx,...,X+J ]



En estas circunstancias es permitido es decir m(mF))_

=m(0) =V si y solo si F G (( Xr+l).K[[xX,...,Xr+1]])V.

Si esto ocurre, F se puede poner de la forma F=F +

+ F + -, donde para cada i >vVv F. es una Tforma de
grado i en Xr y 4+1. con coeficientes en

k 3 = = =3 ] *

Dada una subvariedad W de 'V, se le puede hacer co-
rresponder su punto general p , de tal forma que W es la iIma_
gen de Spec(0/p) en el morfismo inducido por Q ----m 0/p.
Por esta correspondencia natural al tratar propiedades de las
subvariedades, nos referiremos indistintamente a estas 0 a sus

ideales; asi diremos que W es una subvariedad permitida de V

6 que p es un ideal permitido de Q , que V es equisingular

a lo largo de W 6 que D es equisingular a lo largo dep ,
etc .

Sean } un sistema de parametros de U y
z et tal que {x~ .., x™,z} son coordenadas locales de V.

Consideremos la ecuacién de V respecto a dicho sistema
F G KID,---.X11 [ . podemos suponer que F es un polino_
mié de Weierstras. Como F no tiene factores multiples vy

*[[*!»e=_Vi] es un dominio de factorizacidén Unica que contie

ne un cuerpo de caracteristica 0, por ([17], 85.7) el
discriminante de F respecto de Z, Dz(F) = e
G K[DX,-.--,Xr]] es no nulo. Sea D = alb .. 122 des

composicién de D en factores irreducibles y sea (D)red =

= .. D , definimos entonces



DEFINICION 1.7. Se llama discriminante de V respecto de
{x1#...,xr} a la subvariedad de Spec (K[[xi,...,X 11) de

ecuacion (D) red, lo notaremos por ﬁ{
X1,..,Xxr> Lx}-

Nota. 1.8. yx3 depende solo de {xt,...,xp} vya que D?(F)

no depende salvo unidades del z GTfy elegido (r2n] ., 82).
tiene la siguiente interpretacion geométrica:
Como {x™,...,Xx } son parametros locales, son analiti
camente independientes y la aplicacion
R K[[x™, ..., Xr]] k [[x]1 »**5xr]]cQ es inyec_

tiva y determina un morfismo suprayectivo

a* : V = Spec(Q ) Spec <K[[xI,....Xr11) que

es Ffinito de grado s, siendo s [la multiplicidad del ideal

(X, -ao.. Xp)D. A{x} estd formado por los ~ G Spec (K[[xi5..

<>xr]])  tal que #@& W) < s.

Sean LL un anillo local, su ideal maximal y
m el cuerpo residual. Consideremos >p €V = Spec (O),
P tiene una estructura natural de Q-algebra graduada
n>0
con lo que T - Proj ( © H) es un V-esquema
n>o

DEFINICION 1.9. Llamaremos transformado monoidal de V con cen-

trQ/P ? si  V-esquema T (si , transformado cuadratico),

Nota. 1.10. Sea 7W - T —>V el morfismo estructural. La fibra

-1
T (fO es isomorfa a Proj (© ~ n/~.pn) y es un k-esque-
n>o



ma proyectivo ([lu] , prop. 2.3.5).

De la misma forma w« @© - Proj( n.n+lv
nso ? ? ) -
= Proj (Grp(O )).-
Sea (., -.-., )Q =pt, entonces T esta recubierto
XI X
por los esquemas afines TX_ = Spec( Q X | *%eep X . ot X
i 1 I T
-1 - .
w (p) es un divisor cuya ecuacion en Ty es Xl" Se Ilama
T

divisor excepcional de T a w ((f®

DEFINICION 1.11. Un anillo local []* es un transformado monoi-
dal formal de -0 con centro ft (6 transformado cuadratico
formal si )si D es la compleccién de el anillo local

de en un punto cerrado de 11_1 (n\).

Para un estudio de las propiedades generales de los

transtormados monoidales formales puede consultarse [2] -

Si D es el anillo local de una hipersuperfieie alge-
broide, todo transformado monoidal formal de O con centro
permitido es también el anillo local de una hipersuperficie al_
gebroide. En esta memoria consideraremos el caso en que
6 bien p es un 1ideal permitido de codimensién 1. En esta si-

tuacidén se obtienen unas ecuaciones de > a partir de las

de |[I1 de la siguiente forma.

Nota. 1.12. Sean V = Spec (O) una hipersuperficie algebroide,
{X1,...,xd+i} un sistema de coordenadas de O y FIXj.-.X
una ecuacién de V respecto de dicho sistema. Entonces

ot Q) = kDX T e el KD, X T



donde V = O(F) vy Fr~ = 1in (F).

Por lo tanto los puntos del divisor excepcional T)= w/(N)
estan en correspondencia biunivoca con las direcciones

(al,...an+1) tangentes a V (i.e. tal que F(l, ... ,an+l1) =0)

Sea P GT> y sea ((@™,...,a N la direcciodon correspondiente
a P, PGT si y solo si a. i O.
X i 1
Si 0 es el transformado cuadratico formal de
P f X . Q
en P,y PG TX~ | I a.. * " Xp T T I>E<,U T a.
i i i i i

es un sistema de coordenadas de SP Spec (M P) Yy una ecua

cion de Sp respecto a dicho sistema de coordenadas es

FROX?, ..., Xe+1) = Uy . FOX"(Xe +

%

-y
+
[ERY

D))

r+1l

Q
-

([14]., Nota 2.1.6).

Nota. 1.13. Sean V una hipersuperfioie, W una subvariedad
permitida de codimensién 1 de V vy p 6 V el punto general
de W. Consideremos un sistema de coordenadas de V adaptado

a W ,(x™M..... xr+7} 'y la ecuacidon de V respecto a dicho sif

Si V=m(v) > 1, por 1.6. in (F) = Fv(xr’xr+I) =
m a .
= I X i - c™ Xp) siendo m > 1, c. Gk vy
i=1
m
| & = v
i=1
Sea (X! ...,x’,XT .) = -L mF(Xf Ys y’ Yf ]
1 r*> r+l weV KN 17%* e Xr*Xr+l1}



Se verifica que F* se descompone en K[, ,---,X].[x 1

==

en m Ffactores 1irreducibles distintos FT =
i

FT, siendo
I X

un polinomio en XA+~ ménico de grado ou, Yy

a .

FT(0,...,0) = (X»+~ ~ cu) 1. Por lo tanto V tiene exactamente

m transformados monoidales formales con centro W. Llamémosles
1 1 . . - 1 -

Vi - VvV - Para’cada i, con 1 < i <m Vg tiene por ecua
- s - N

cion Flf(x1 X J’Xr+1 + Ci) Y m(Vi) < as-

Notacion 1.14. En la situacidén de 1.13 notaremos T.Mw(V) =

Si C es una curva algebroide plana, el calculo anterior
con r=1, demuestra que C tiene m transformados cuadraticos

formales C%#..%,Cm» notaremos T(C) = {C;,..%,C 3}

El lema siguiente es util, para determinar la variacioén
del discriminante mediante transformaciones monoidales y cuadra

ticas.

LEMA 1.15. Sea P(X%,... ,Xg,Xg+l,...,Xp,Z) 9 kK[[x*x,... ,Xg,Xg+1,

*>*>xr]] [Z1 (¢ > s > 0), tal que in (P) = ZV + ——— y sea

PL1( , ... X™,Z"9 - —  P(X1#...... > +i kR

Si DACP) y Dzf(PF) son los discriminantes de P y P*

respecto de Z y Z” se verifica

* " UX* e
D, (PY(X% wuen WXZXE 4 X7 XE_

» XD =

1

= x;v(v'D) Dz, (P)(X],--,"Xjth ... XD



Demostracion.- Si R es un dominio de integridad, y H(Z) es

un polinomio en Z de grado 'V, se verifica:

pz(k H(Z)) - “2C D b7 ch))
y DZ(H(K-2)) — V1) b7 ey, con K G R,
(c.f. 171, 8.7).
En las hipotesis del lema
P(X; Z1.X%) P (X,
con lo que
420 (X3emaxioxitloxis oo uxiaz"ox)) = <x2ys2¢V-1)

.. DZ,(P»(X7, ..., XN, Z%)

Ahora bien Dz (P(X7,... X7, XN+12X"N, ... Xé,Z». X)) = yVQV-1)

DZ(P(XJ, ... XAX+1.X~A. .., X~"Z"_.X")) vy por lo

v(v-i f)Y(x* XT XT X*) —
tanto r ( ) (p &g(15***’ S5 s+15***~” r%
= N 7 el
DZ (P) (X 5Xs’xs+I'XI -- 5 XTI c.q.d.

Citaremos a continuaciéon los resultados fundamentales
sobre equisinguiaridad de curvas planas y equisingularidad en

codimens ion 1.

Sea C una curva algebroide plana y sea C = U C.
i

la descomposicién de C en componentes irreducibles. A cada

componente C~ la llamaremos una rama de C. Sea
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© - {Cr,....,C } el conjunto de ramas.

Consideremos ahora dos curvas algebroides planas C vy
D definidas sobre cuerpos k y kT no necesariamente iguales.
Una biyeccidn « - (C) --——-% (D) se Illama tangencialmente es-
table si verifica que dadas C1 v3C. 9 CO. C1 X C3 tienen
la misma tangente si y solo si w«(C™) y «(C) tienen la
misma tangente. Si las ramas C. y tienen la misma tangen

te sus transformados cuadraticos (C..)l y (C’\)1 estan en el

mismo elemento de T(C). Por 1o tanto si I es una biyecciodn
tangencfélmente estable se puede ordenar T(D) = {Qi,...,D;}
de tal manera que para cada i, 1 < i < ms5 tt induce wuna
biyeccion . = Gl%) — @ ). Definiremos ahora el con-

cepto de (a)-equivalencia ([23], Def. 3.1.), por recurren-
cia en el numero de transformadas cuadraticas necesarias para

resolver la singularidad de C.

DEFINICION 1.16. Una biyeccidén tangencialmente estable
r : (C)--———b (D) se dice que es una (a)-equivalencia si para

cada Cj 9 (© m(C™. ) = m(ir(Cj)) vy para cada i, 1 <1i <m,

la bfyeccién inducida por ir, o (CE) -————) (DA) es una
(a)-equivalencia. Si C es regular uw« : (C) —--—- » (D) es una
(a)-equivalencia si y solo si es regular.

DEFINICION 1.17. Dos curvas algebroides planas C y D son equi-

singuiares si existe una (a)-equivalencia w : (C) ---——- » (D).

Nota. 1.18. Dadas dos curvas algebroides C y C”, con el mismo

origen, es decir sumergidas en el mismo plano Spec(k[[Xx.,vy1l),



I lamaremos (C,C”) a la multiplicidad de interseccidon de C vy
CT en su origen. Se verifica el siguiente criterio de equisin_

gularidad ([23], Prop. 4.5.).

"Dos curvas C y D son equisinguiares, si existe una

biyeccion « : () --——- > (D) tal que:

i) m(C..) = m@Gr(Ch)), para todo G (©

ii) (C™,C3) = (r(C),ir(C))), para todo C. y C G (O

Sean V una hipersuperficie algebroide, W una subvariedad re

guiar de V vy G V el punto general de W.

DEFINICION 1.19. Un conjunto {xX",...,x "}¢ * se llama
sistema de parametros "p -transversales (6 W-transversales) de
Q (@ de V) si sus iImagenes en , XN, .., X son un

sistema regular de paréametros del anillo 1local regular n/p

Notaciéon 1.20. Sean {x™,...,x" parametros “p -transversa

les de D . Consideraremos O,Od\l = 0/ (Xl""’xr./\l ).0 y

V’(x) = Spec ( EI(x)). El ideal maximal de Ij(x) tiene una base

formada por dos elementos.

St dim ( "(xX)) = 2, ~N(X) es un anillo local regular.
Si dim(C OC(.)) =1 vy 2™MN(xX) es reducido, V(x) es una curva

algebroide plana.

Consideremos la seccidn genérica de V transversal a
W (véase 2.2 y 2.5 de la seccidén siguiente) y la notaremos CA/.
CN es una curva algebroide definida sobre el cierre algebraico

del cuerpo residual de O . Se define entonces



DEFINICION 1.20. Se dice que V es equisingular a lo largo de

\V/, si existen parametros W-transversales de V, {xl,___,x'_l 3}
tal que V es una curva algebroide plana, y Vtxf es equi-
singular a C/. Si esto ocurre se dice que V es una variedad

de tipo dimensional 1.

Si  V es equisingular a lo largo de W, W es una sub

variedad permitida y Sing(Vv) = SV ] D™ no es regular} =W

DEFINICION 1.21. Un sistema de parametros transversales de 'V,
{x">___jJX~} se llama equisinguiar si el lugar discriminante

es una variedad lisa.

Nota. 1.22. La principal caracterizaciéon de la equisingular idad

en codimensién 1 es:
Sea V una hipersuperficie algebroide, son equivalentes:
i) V es una singularidad de tipo dimensional 1.
ii) Existe un sistema equisingular de parametros de V.
iii) Todo sistema transversal de parametros de V es equi

singuiar.

Para una demostracion, asi como mas detalles sobre la equisingu

laridad puede consultarse [21],



13

Seccioén 2

En esta seccidon introducimos el concepto de seccidén ge-
nérica, a la manera de Lipman, estudiandolo en el caso de hiper
superficies algebroides y extendemos la definicidon de equisingu

laridad a una clase de anillos no completos.

DEFINICION 2.1. Sean A yBanillos locales, m el ideal ma-
ximal de A, vy p - A » B un homomorfismo local. Conside_

ramos en B la estructurade A-4algebra determinada por \j-
Se dice que B esun A-algebra de Cohen si se cumple

i) B es completa
ii) B es un A-algebra plana
iii)m-B es el ideal maximal de By B/mB es una ex”

tension separable del cuerpo A/ .

DEFINICION 2.2. Sea A un anillo local, P un ideal primo de
A, se dice que un anillo local B, e€s una secciodn genérica de
A transversal a P si B es un Ap-algebra de Cohen cuyo
cuerpo residual es el cierre algebraico del cuerpo residual de
Ap «
Nota. 2.3. Dado un anillo local u vy una extensidén separable

K de su cuerpo residual K, la existencia y unicidad salvo
isomorfismo de una Q-algebra de Cohen que tenga como cuerpo
residual K estd demostrada en ([20], Th. 19.8.2). No obstan
te si cart(k) = 0, se puede hacer una construccion explicita

de una tal D-algebra de Cohen que sera util en lo que sigue.
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ProposicioN 2.4. sea [ anillo local, k su cuerpo residual,
cart(k) =0 y D el completado™adico e [ ; K' un

cuerpo de coeficientes de [J . Y K una extension de Kk, en

tances [a, K es una Q-algebra de Cohen de cuerpo resi
dual K.
N
Demostracign.- Por ser kjc[] cuerpo de coeficientes,
. kti = k y G aki K esta definido respecto

k" - kc K. D "a, k
co de B con I =T[p u ak™K = ftq.U).U sk k =

que es un 1ideal maximal. En efecto, la aplicaciédn

T 1K B
con t(c) = 1lac +i™S B/in, es un homomorfismo de anillos y
como t(1) = 1S1+ N , yaque 1 alo0oda, T es inyecti

va, y como k™cQ , Se comprueba inmediatamente que es sobre,

luego a es maximal.

Por ([15], cor. 2.19) Q a K es un anillo local cuyo

K1

ideal maximal es a K) al que Illamaremos

Sea ¥ el homomorfismo de D en Q a, K, composi-

ti
cion de los tres:
< X
O . a - Q 0, K »0°'0, K )
kl kl

con h(a) = a a 1.

Q a K es una 0 -algebra de Cohen de morfismo estruc-
kl

tural ip} y cuerpo residual K.

En efecto ; D" K es un anillo local completo.
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Veamos cual es la extension de m

in
1t[-Dak K =1lI- (O .(b . (D K))), ahora bien
/S
A% * I
i) nx. O =iti, ii) M.B =H., por definicion,
A, .(D'a, k) =<1
» /N
luego \ -a. que es el ideal maximal de D ~ K asi
que ©Pp es local y ademas:
(]S K / di %
. - «b % B/ ~ K
ki %.<0 & 0 ,k/q 0%
i

Como por hipoétesis cart(k) =0, K es una extensidn separa-

ble de k.

Por ultimo P es un homomorfismo plano. En efecto como
b es la composicién de los tres homomorfismo de (1) basta ver
que cada uno de ellos es plano. Los dos homomorfismos de los ex
tremos son la inclusién de un anillo en un completado adico, que

es plana.
A-

E1 homomorfismo h -0 -————- ., 0O K es plano ya que
K1

kn — ® K 1o es, y aplicando el teorema del cambio de base

([11], (3.C)) 1o es h.

Observacion 2.5. Como consecuencia de la proposicion anterior
podemos hallar la seccidn genérica de una hipersuperficie trans

versal a una subvariedad regular.

Sean V =Spec(D ) vy W la subvariedad regular de pun-
to general~p
un sistema de coordenadas de S, tal

que ﬁ) (x1, ..., xr)o0 r < n-1, y consideremos el 1isomor
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fismo correspondiente

0 ~ KLLX™,....X", ..., Xn]11j
(OKLIxi ,. ...X 1]

Sean L el cuerpo de fracciones de Kk[[D+™,...,X"]]1 =

= k(X ~,..., X))y L el cierre algebraico de L. Llamando
F a F considerado como elemento de

k[[’\r+i »---»’\n]]*L >eee>Xr]] ¢ LI[[XN, ..., XN ] la seccidn gene

rica de O transversal a p es:

LLLX --.X 11/
(F)-LLIx1,....X 1]

En efecto
Si R K[L[xx,e*=,X"JJ vy P = <X1,...,Xr)R, Rp es

un anillo local regular, en el que {X15. m><j es un sistema

regular de parametros, y cuerpo residual (Rp) = cuerpo de frac

ciones (R/P) =L, con lo que es Rp ~ B th_-I:
Por la proposicion 2.4. L es una Rp-algebra
de Cohen de cuerpo residual L y -
aL L = LL[XI 9eeeourTy AL
Como L es algebraico sobre L, LIDXN, - .-, XN L t

= r[[X15...,Xr]] por ([4]. &3, Ex. 17).

Se comprueba inmediatamente que F se transforma en F
por la aplicacidon que pasa de Rp a LF[X ,..- ., X 1] - Como
L[[x1,.--,Xr]] es una Rp-algebra de Cohen, LILX™,-- 2. Xpl]

es Rp-plano con lo que
£
LLX19***”Xr]] SRp”™ ~(F)Rp”™ eS P/ (F)Rp”Plano
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Ahora bien

D)
L[ [XX (FiRpS LLLXi ,-.-,Xr]]1 7/

/C(FMRp). LLIxT,...,Xr]] * LLIX1,...,Xr]] /(F)LLIX1

y como por construccion (F)Rc P, es P/(F)Rp * (R/Z(F))p/(F)

O
/p ( luego L[I[X1,...,Xr]J1/(FLLIX1,...,Xr]1], es una

L*3 -algebra de Cohen cuyo cuerpo residual es L, es decir, es

la seccidén de Q transversal a
-

Definimos a continuacion una clase de anillos locales
(c-anillos) que tienen la propiedad de que su completado es el
anillo local de una hipersuperfieie algebroide en su punto ce-
rrado, y extendemos a ellos la definicidon de equisinguiaridad

en codimensibdbn 1 de Zariski.

DEFINICION 2.6. Un c-anillo es un anillo local | o de carac

teristica cero que verifica las siguientes condiciones:

O [ es reducido y excelente

fi) O B/1, donde B es un anillo local regular, e

I es un ideal principal de B.

Observacioéon 2.7. Sea [ un c-anillo. Como [l » BZ1, los com
pletadosf”™ -adicos cumplen: O B B/f8 y por ser B regular

B ~ K[[x™,--- ,X 1], con cart(k) = 0.

Como O es excelente, Q reducido implica ([7],
Sch. 7.8.3) que Q es reducido, luego 0 es un anillo local

completo, reducido, que es el cociente de un anillo de series
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por un 1ideal principal (IB) es decir, que es el anillo local

de una hipersuperficie algebroide.

Observacién 2.8. Sea U un c-anillo, 9] ideal de [O regular
y de codimensiéon 1. Para extender la definicidon de equisingula-

ridad necesitamos algunas consideraciones:

1) Consideremos el homomorfismo ¢ : B ----> B/l — *0
y sea Pc B la elevaciéon del ideal p . Sea H G B, tal que

I = (H)TIT. Como H G P, se tiene

Dp~ (B/D)p « Bp/(H)B. (1)

Por ser Bp - D, , P es un ideal regular de B de codimen

siéon 2, con lo que Bp es un anillo local regular de dimensiodn

2 \Y dim(Op) = dim(Bp) - alt ((H)Bp) = 2-1 = 1.

Consideremos ahora la seccidn genérica de O transver-

sal a "p , que es Dp "K(p) » siendo KOp) un cuerpo de
coeficientes de Dp y K(p) su cierre algebraico. Se tiene
entonces :

dim (O «~“Kep) K(°P)) = dim (D-p5 ([10],pag- 113)
Como [0 es reducido, Wp es reducido, y al ser D—p excelen

te ([71., Sch. 7.8.3. (ii)), Dp es reducido, con lo que
A
K(p) es re”ucido (£7], cor. 7.5.7)

Luego Cg = Spec (Dp @K(-p) n es una curva algebroide.

De (1) se deduce facilmente que la dimension de inmersién de

Cg es dos, con lo que es una curva algebroide plana.
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2) Sea {x1,...,X "} un sistema de parametros p -transver
sales de O , como B/P ~ ~/p existe un sistema regular de
parametros de B, {X%x,...,Xd,X¢{+1,Xd+2>, tal que X.+1 = x..,

1 <1 < d.

utilizando la notacién de 1.20:

o = D/( 9.5 )G se/(x ..x HB a

* B/ (X1# ... ,Xd)B/(H)B

pero B/(X™,...,Xd)B es un anillo local regular de dimensidén 2,
y por la misma razon de antes G r n es un anillo local de dimen

sion 1 y dimensidn de inmersioéon 2.

Si Q/V*ﬁ es reducido, por ser excelente, G\X)' es
reducido con lo que Spec (O es también una curva algebro”

de plana.

DEFINICION 2.9. Sea Q un c-anillo, p un ideal regular de

de codimension 1. Se dice que [ es equisingular a lo largo de
p si existe un sistema de parametros pj -transversales de
U45. .-, ! e 0-{%3 es reducido Y las curvas algebroi_
des planas Cy = SmaecEEMJa__ + K(p)) VY Spexcd G (XN) son

equis inguiares.

n En la situacién de la definicion el i17eal p =p*~
de G es también regular, pues 5 que es reS8u
lar. Vamos a ver a continuacidon que Q es equisingular a lo

/S
largo de p si y solo si G es equisingular a lo largo de

p - Para ello nos apoyaremos en dos lemas.
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LEMA 2.10. Sea C = Spec( O ) wuna curva algebroide plana, defi_
nida sobre un cuerpo k ¢cQ algebraicamente cerrado y de ca-

racteristica O. Sea K cuerpo algebraicamente cerrado, con

k ¢ K. Entonces = Spec( Q &k K) es una curva algebroide
plana equisingular a C.
Demostracién.- Por hipdétesis D KLEX,Y11/(F)KLIX, Y11

con F G K[[X,Y1]} reducido. Luego

Oofik K KLEX.Y11/(FKLIX.Y]1] K —-—*

- K[[x°YI] sk K/ fii).ic[X.y11 ak K

y K — K[[X,Y11 ~k K/(FO1) .K[[X,Y]] ~k K

Por la proposicion 2.4, K[[X,Y]] "k K es una
K[L[X.,Y]] -4lgebra de Cohen de cuerpo residual K. Por ([4]. 83,
Ex. 17) KLLX, Y11 es Probien una ’K[[X,Y]]-algebra de Cohen
de cuerpo residual K y por la unicidad (I6]1, Th. 19.8.2)

existe un kJ[[X,Y]J-isomorfismo

+ - kLLX,Y]l Ok K —-—> K[[X,Y]]

<j)(Fai) = F, de donde Da, K “ K[IX.Y11/(F)K[IX.Y11 .

Luego CK = Spec(D K) tiene por ecuacion
F 6 K[[X-Y]] ¢ KL[X,Y1l- Veamos que como consecuencia de esto
ambas curvas son equisinguiares, es decir la equisinguiaridad

no depende del cuerpo en que se defina la curva.

Se puede suponer que F es un polinomio de Weierstrass,

F 6 kL[X11 [Y1,
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La clase de equisinguiar idad de C depende de la descomposiciodn
(en factores lineales) de F en k*((X))Iy] (notacién de [18])
Sean (C) = {ci>---’c } las ramas de C, F=F1..... Fr 1la des-

composicion de F en factores irreducibles, entonces

n.
i
. _
P& ™ N v -« i = VEFPg
k=1 1

n.

r i
raices conjugadas, con lo que F= n (N (¢ - ¢cik)). 1y de

i=1 k=1
los se ¢educen los exponentes caracteristicos de Yy

las multiplicidades de interseccion (C_.,Cj)» es decir se dedu

ce la clase de equisinguiaridad de C.

Para C~», como F(X,Y) es una ecuacib6n de Y,
n._
i
F=m (Cnh & - )) es una descomposicidén de
i-1 k=1 ik
F en factores lineales en K*((X))I[Y]1, los £ik son también
los desarrollos en serie de C/. Dadas dos raices £,

de F son conjugadas en Ksi y s6lo si lo son en k al ser
ambos algebraicamente cerrados. De esto se deduce que

F = FA*F» es la descomposicion de F en KJI[X>Y]] .

con lo que C y C. tienenel mismo numero de ramas. Porul-
timo como la clase de equisinguiar idad de Cv se deduce de los

£~k , ambas son equisinguiares.

LEMA 2«i0» Sea Q un c-anillo, p un ideal de 0 regular,
de codimension 1. K(p) vy ) cuerpos de coeficientes de

Opy Dp respectivamente.

Sean A y B las secciones genéricas de L[] L]

A -
transversales a p Yy p respectivamente entonces:
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B-—--—- A aK(pT ~ -
y por lo tanto las curvas Spec(A) vy Spec(B) son equisingula
res .
N\

Demostracidén.- Sean O O y yp =~1*0 , se tiene
que -3 nD =vjo ([12], 17.9). Este permite defini;\de mane -
ra natural un homomorfismo local {?:[)\/ ————— }E]p que
es plano ([Il], 3.5.).
El homomorfismo inducido entre los completados

* - L-Ip es plano ([5], 10.2.3)
y si n vy 4 iximales de Q-0 y 07p .
€s . V de estructura de
Q p-algebra de

Sea B transversal a s
B es una

0T X" X LJ”

19.8.2) a que i es una Qp -algebra de Cohen.
Por la transitividad, B es una 0O SQ -algebra de Cohen cuyo

cuerpo residual es isomorfo a k ).
TI

A es una Q-p -algebra de Cohen, luego es una Dp-a.1
b de Cohen. P | icién 2.4, Al = . KU/
gebra de Cohen or la proposicion aRCp) (P) es un
ﬁ;élgebra de Cohen, y por transitividad, A r Kﬁp) es una

K(P)

LJypalgebra de Cohen, cuyo cuerpo residual es isomorfo a K(p) .

De la unicidad de las G-p-algebras de Cohen con un

cuerpo residual dado se deduce entonces que

AH
K

Del lema 1.9 se deduce que Spec(A) vy Spec(B) son curvas equi

singuiares.
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TEOREMA 1.11. Sea [J un c-anillo, p un ideal regular de []

de codimension 1. Son equivalentes:

i) D es equisingular a lo largo de r
IN r

ii) Q es equisingular a lo largo de p

Demostracion .-)

i) implica i1i) Empleando la misma notacidén que en el
ma anterior, Si C.o es la curva secciodn genérica de O trans
versal a ) Cg = Spec(A)

Por hipdétesis, existe un sistema de parametros p-trans_

versales de O , tal que Spec(Q™™) es equisingular a
-

Sean {xXN, ..., X"} las imagenes de {xX", ..., X"}
por el homomorfismo O =—=——— > 0O {XN, e _,xd> es un
sistema regular de paréametros, de Oy Por ([12], 17.13),
{xXp--.,x "} es un sistema regular de parametros de
D/p ————- > J luego {x™,...,x"} es también un siste-
ma de parametros p-transversales de . Ademas

/s s N ,A

(o) =

(X) s L xM L) x1,..x™MQ
1 (X)
N\

A i} . As
Si Ca es la curva seccibdn genérica de [] transversal a p

A
Cg es equisingular a Cg, y Cg es equisingular a Spec(Q//n-*

n- n /s
Spec((U )Y(x) luego Cg vy Spec(([1DD (X)) son equisin_

. . - A"
guiares, es decir es equisingular a lo largo de p

ii) implica i) Sea 0O = C/1, con C anillo local re

guiar. En C existe un sistema regular de parametros

le_
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IXi 5***»Xd5Xd+15Xd+2}» tal que ~Xd+l ,Xd+2» -c = p (siendo

P ideal regular de C correspondiente a™p ), Vy si x. =X. +1
»**e xd+1} es un sistema de parametros transversales de O
En efecto, por ser P regular de codimension 2, existe un sis
tema de parametros regulares de C, X*, oo, X* tal que
P g ] d+2"3 X

(X¢+l* Xd+2n C = P. Sea F“(X* ,...,X*+ ) 1la ecuaciodn de D

iad r . %« « % R

—_ - —_ *

asociada a |xj,..__,Xd+2; (xi = xi + De Sea s = V(F*) > 1
- . "
i * — (o] r i A -
in(F*) = F_.  Por 1.gw Jox15%%* xd+1} ©S un sistema de pa
rametros transversales de LJ si y solo si Fg(o,...,l) i 0.
Si esto no ocurre como F;(XT,...,XH+2) i o, es
0 A AV
Fssv*‘f* "eoxd+iv1) ' 0- Sea (al,... ,ad+1) tal que
Nshal ****y»ad+i»l ~ Oe
Consideramos entonces:
X1 = X7 al Xd+2”eee Xd+1 = Xd+1 ad+1’Xd+2°Xd+2
= Xg+2
ix1,...,XQTZ} es un sistema de parametros regulares de C.
La ecuacion de resDecto de
Q {xl ---7"Xd+2} €S

Xd+2-—— ,Xd+1+ad+1 Xd+2

***yad+i 51 N 05 Iuego
{*i»...>x } es un sistema de parametros transverslaes de Q
y P (Xd+1 ,Xd+2)C Xd+1 "™ ad+l Xd+2,Xd+2)C = (Xd+1»Xd+2*C*
En estas condiciones {x™,...,x"} es un sistema regular de para
metros de C/P, es decir {x", ..., X~} son parametros "RB-trans

versales de O y parametros Xi -transversales de D

Como (2 es equisingular a lo largo de , Y

..)Xd+1} son parametros transversales de Q , por 1.22
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se sigue que {x™,...,X"+"} son parametros equisinguiares.

Entonces Spec(Q )X™»™”~) y Cg son curvas equisingula

res como aparece en la demostracién del teorema 4.5(b) de [21] .-

Como {x",...,x~} son parametros p-transversales de
— /v
es
/\
(x)) y Cg son

[l es equisingular a lo largo de

Una consecuencia de estos resultados es la siguiente
proposicion que es fTundamental para la construccion del arbol

de una superficie.

PROPOSICION 2.12. Sea A un anillo, p un i1deal primo de A

y sea X el conjunto de los ideales maximales de A, m , tal
/\ ) /N -
que pem , A es un c-anillo, y Am es equisingular a
lo largo de pA~. Entonces si m., m” G3C, ANy A, tienen
} o XV. XX }
secciones genéricas transversales a p y pA - respecti

vamente, que son equisingulares.

Demostracion.- Sea k=cuerpo de fracciones (A/p), k =cierre

algebraico de k.

(@H) Para todo ideal maximal m. Dp , es Ap AR p an

_ . o IV
y st mg&5 a es equisingular a lo largo de p4n 9 esto
- - - A
implica en particular que pAy, _es regular y de codimension 1,
luego pAm es regular. Como A, es un c-anillo por el lema
2.10. la seccidon genérica de n transversal a ﬁ% . es equi

m

singular a la seccidon genérica de Am transversal a pAn,

que es un Ap-algebra de Cohen de cuerpo residual k por ).
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Si tomamos m" 6X , Yy repetimos la construccién ante-

rior resulta que la seccidén genérica de A" transversal a
/\ k4 - - - , -
pA, es equismgular a la seccidén genérica de A 1 transver-
m m
sal a A, que es un A>p-algebra de Cohen, y ambas son equi_

singulares.

C.q<d.
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Seccion 3.

Dedicamos esta seccidon a las singularidades cuasiordina
rias de superficies, sobre todo al estudio de su comportamiento
por transformaciones monoidales y cuadraticas. El caso irreduci-
ble ha sido desarrollado por Lipman en su tesis [lo]; nosotros
extendemos el estudio al caso reducible, con una serie de resul
tados que se utilizaran para demostrar el teorema de Tfinitud

Ccapitulo 111).

Sea S = Spec(EJ) una superficie algebroide sumergida,
y kcQ un cuerpo de coeficientes de Q , que considerare-
mos Ffijo. Vamos a definir una propiedad de S en términos del
discriminante respecto a un sistema de parametros, como el dis-
criminante depende del cuerpo kcQ elegido, esta propiedad

depende de dicho cuerpo. Asi definimos

DEFINICION 3.1. Diremos que S es una superficie cuasiordinaria
si existe un sistema de parametros de S, {xX,v¥}, tal que el
discriminante es una curva lisa, 6 una curva con un
punto doble ordinario, es decir la union de dos curvas lisas
transversales. Si ademas {x,y} es un sistema de parametros
transversales de S, diremos que S es estrictamente cuasior-

dinaria .

Nota 3.2. Si S es cuasiordinaria, mediante un cambio de para_
metros de la forma xf = h(x,y), yTf = g(x,y), se puede conse
guir que el discriminante ~x» y»} tenga por ecuaciéon X.Y.

Sean {x,y} parametros que cumplen la condicidén anterior, y
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z tal que {x,y ,z} es un sistema de coordenadas de S.

Consideremos la ecuacién de S respecto a dicho sistema;

P(XX,Y,Z) = ZS + A_(X,Y) Zs_1, (polinomio de

1 1

Il =

i
Weierstrass) como AN ~  tiene por ecuacidén X.Y el dif
criminante Dz(p) = Xa xb e(x,Y ,Z), con £(0,0,0) 4 o.
Si P= n 5. es la descomposicién de F en factores irre
i—-1
duc ibles, cada PI es también un polinomio de Weierstrass . Pa-

ra cada j> 1 < i <r, DZ(P.) divide a Dz(p) con lo que

Vo opi) = Xai Y"™* «_(X,Y,2), con a;<ag by<b y

£..(0,0,0) 4 O.

Ahora bien si SN, ...,Sr son las componentes irredu-
cibles de S, cada S~ tiene por ecuacion P~, luego es cua

siordinaria.

Nota 3.3. Supongamos ahora que S es cuasiordinaria e irredu-
cible y sea P(X,Y,Z) una ecuaci6én de S tal que

Dz(P) = Xa Yk e(X,Y,Z). En esta situacion P(X,Y,2Z2) se des_

S

compone en TFTactores lineales, P(X,Y,Z) =11 Z - H.), don
i=1 1

de las H.. son series de exponentes fraccionarios, con un deno

minador Ffijo, es decir que existe un n tal que

i/
Hi 6 K[[X n, Y /n]] para todo i ([lo], prop. 1.3). Como P
es irreducible, las raices H. son conjugadas, es decir que fi_

jada H=H», para cada j, se tiene

Hj (X/n,Y1l/n) = HCo”™ X1/n, i) Y 7"), con u”’=l, (€D

Como D,,(P) = 1 (H. - H) = Xa Yb e(X,Y,Z2) vy
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i (40 OO‘_' _
dkx B & es k-isomorfo a k[[x,Y]1], para cada 1i,]j
a.. b..
con j, 1 <1 < s, 1 £ jJ < 1i es = X 13 Y 13 £ (X,Y,2)
con e..(0,0,0) i 0, vy . b.. fracciones de denominador
13 13 13

Introducimos en el conjunto de pares (a,b), a,b GQ

una relacién de orden:

(a,b) < (c,d) si y solo si a<b y cd (escribire-

mos (a,b) < (c,d) si (a,b) < (c,d) y (@a,b) i (c,d)).

Consideremos ahora el conjunto X de los pares (a™jjb™j) an

tes obtenidos, se verifica que este conjunto esta totalmente or-

denado por la relacién < es decir que X =4L{C ¥Y,.-...
e, (Xr,ur)} con < ... < CX™MLY ) y para cada i
CA.,*.) 0 zZxZ. A los pares asi obtenidos se les llama pares

caracteristicos de P(X,Y,2), 0 bien pares caracteristicos de

S respecto de {x,y,z}. Estos pares caracteristicos, aparecen
como exponentes en algun monomio de H, vy todo par (a,b) que
aparece como exponente en H se puede poner como combinacidn
lineal con coeficientes enteros de los (AN,vk), moédulo ZxZ

y se verifican unas relaciones similares a las de los exponentes

caracteristicos en el caso de curvas (véase [lo], prop. 1.5).

Si consideramos Ho’ la suma de todos los monomios de

H con exponentes enteros se tiene

X, We_ I/ v _
H=HL1=Hq + X Y H1(X/ , Y /n), <con 7%~(0,0) iO

y por (1), para Jj > 2.

Hj = Ho + X Y HjX  J ), con H (0,0) i O



Si hacemos

ecuacion
PX,y,z1) =
i

Si en esta

dinaria respecto de

respecto de

(i

salvo quizas el

ro XN

(si

teristicos son

DEFINICION 3.4.
ecuacion del

PL = 0 (resp.

Nota 3.5. Se puede

y el

ecuacién normalizada de

En efecto,

mero de raices conjugadas de H

ducir el nudmero de

(c .F.

Por (2) se

m(S) =
m(S)

{y.z,x}

HGNE

Llamaremos ecuacién normalizada de S

tipo (2),

Al = 0)

lugar singular de
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el cambio zf=z - HQ(X,Yy) obtenemos una

con m 6 IN), en cuyo caso

a una

donde (A”My™) 0 Z x Z, y tal que si

es Al > 1 (resp. \it > 1).

deducir la multiplicidad, el cono tangente

S, de los pares caracteristicos de una

S.

en esta situacion el grado de P, es el nu

y existe una formula para de-

[10] . pag 82).

raices conjugadas s, de {(A™,
tiene que:

s, si Al + y1 >_1

s.(Al+yl), si Xt + yl < 1

i v

(zf -X Y 1 Hi X ,Yn) @

|

situacion d~=0, y A" <1, S es cuasior
{y.z}, y los pares caracteristicos de S
son

(A + 1" ) para 1<1i <r (3)

primero C ) = (/A ,0) que puede ser ente

los pares carac
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ElI cono tangente tiene por ecuaciodn

S A1 + y1 > 1
(1)
con @z +a X Y ) irreducible
si Al+yl = 1 ([1o], th.2.6)
SA sy
y X Y si < 1*

De la misma forma se puede describir precisamente el
lugar singular de S en funcidén de los pares caracteristicos.
Nosotros solo indicaremos que las Unicas curvas permitidas que
pueden aparecer son las de ideales
hecho, la curva de ideal (resp.

tida si y solo si y™ > 1 (resp. AN > 1),

Notacién 3.6. Si en la situacidon anterior intercambiamos x e

Y, obtenemos una ecuacidon normalizada de S, cuyos pares ca-

racteristicos son S LA -
{(yl |)}I£|<r

Si queremos obtener unos pares caracteristicos que representen

univocamente a S, se puede definir una relacién de equivalen

cla:

Podemos tomar un representante canonico de la clase de equiva-

lencia de {(Ai’yi)}l<i<r’ tomando {(ai,3i)Ki;?<r tal que
(@l,..., ) > (3s----*3 ) en el orden lexicografico, A este

representante le denotaremos por
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A P
DEFINICION 3.7. Sean {(Xi’yi)}ffi<r’ los pares caracteristi

eos de una ecuacion normalizada de S, Ilamaremos pares ca-

racter isticos normalizados de S a

Nota 3.8. Los pares caracteristicos normalizados de S, no de
penden del sistema de parametros, ni del cuerpo de coeficientes
k cO elegido. Veamos ahora la variacidén de estos pares ca-
racteristicos, mediante transformaciones monoidales y cuadrati

cas .

Nota 3.9. Sean S superficie cuasiordinaria 1irreducible,

P(X,Y,Z) una ecuacion normalizada de S y {(XM.y..)"<¢<r

los pares caracteristicos de P(X,Y,Z2). Sea 3H=r @@ el
divisor excepcional de la transformacidén cuadratica de S.

Por 3.5 (1) Ilos puntos y P~  correspondientes a las
direcciones (1,0,0) vy (0,1,0) estadn en 3) En el caso no

transversal (X"+yn < 1) el punto P3 correspondiente a la d»

recci6én (0,0,1) estad también en y se verifica ([lo], 84).

i) Transformaciones monoidales
Si X >1, vy Cx es la curva permitida de ideal
(y,z)D, entonces T.M.C”MtS) = {S*}, y S es una superficie

cuasiordinaria irreducible, cuyos pares caracteristicos normali

zados son:

[Q 1 -1, yidn1l<ic<r

salvo que {(X™-1, yM} = {(a,0)} con a < 1, en este caso
los pares caracteristicos normalizados se obtienen aplicando la

transformacidn de 3.3 (3)-
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Para y» > 1 resulta lo mismo. Ademas, mCS™) = m(S) si y
solo si AN+yN-1 > 1.
ii) Transformaciones cuadraticas. Caso transversal Q(™y < 1)

Sea Sp la transformada cuadratica en P, Si
p eD- {p .,» } sp es equisingular a lo largo del divisor ex-
cepcional. SD y S_ son superficies cuasiordinarias 1irre-
P1 P2

ducibles, cuyos pares caracteristicos normalizados son respecti_

vamente:

[CX. > u.-i,

[<V Xi+Ai-1>]1<1i <r
salvo que se aplique la transformacion de 3.3 (3).

Por otra parte, m(Spl) = m(S) (resp. m(SpZ) = m(S))

si y solo si X1+2y1-1 1 (resp. 2X1+y1-~I 1).

iii) Transformaciones cuadraticas. Caso no transversal
(X1+yl < 1)
En este caso, para todo P si) - {P15P2,P3}, Sp es
equisingular a lo largo del divisor excepcional, Spl, 842 \Y
r

Sp3 son superficies cuasiordinarias irreducibles, cuyos pares
r

caracteristicos normales son respectivamente

[(Ajt 1/ul (1+ui)(I-X1)-2, 1/7ul(l+pi)-1)]i<i<r

[(pi +ilx2(i+xi)(i-ul)-2, i Lxi ) - 1) ] <<
+yi.xl) / I-\T-vi(Xiul+ii(i-x1))/i-x1vil)]I<i<ri
Salvo que en el primer par los dos términos sean enteros, en

cCuyo caso se suprime. En este caso, m(SPI1), m(Sp ) y m(Sp )
1 2 3

son menores que m(S).
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DEFINICION 3.10. Sea S superficie cuasiordinaria , llamaremos
género de S (g(S8)) al numero de pares caracteristicos norma-

lizados de S.

Observaciéon 3.11. Por lo visto en 3.9 g(Sp ) es g(s) o
i

g(S)-1J vy 1o mismo para g(S™M).

Nota 3.12. Sean S una superficie cuasiordinaria irreducible,

Y {(*i>Ui)}i<i<r sus Pares caracteristicos normalizados. Se
demuestra Tacilmente por induccién, utilizando ([lo], th. 7.4)
y 3.10, que S es una singularidad de tipo dimensional 1 si y

so6lo si yi=0 para todo i.

Situacion 3.13. Sea S=Spec(Q) una superficie estrictamente

r

cuasiordinaria y reducible, y sea S = LJ S. su descomposi
i-1 1

cion en componentes irreducibles. Sean {X,y} un sistema de

parametros transversales de S, respecto del cual S sea cua

siordinaria y AX y tiene por ecuacion X.Y, y a Gty tal
que {x,y,z} es un sistema de coordenadas de S. Consideremos
la ecuacidén de S respecto de {x,y,z}

s

I Af (x,y) z3"1

i-1

Al (X,Y)
Sustituyendo z por Z + oo la ecuacidén queda de la for
ma
s
P(X,Y,Z) =7ZS + 1 <« An(X,Y) ZS 1

Se verifica entonces (c.f. [22], prop. 2.1y 2.2)

Vn

P(X,Y,Z) i @ -x vy HigxY" YV oy
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donde para alguin i, H~A(0,0) ~ 0, vy si X..,y.) es el primer

par caracteristico de respecto de {Xx,y,z}

(X,y) = minimo {(X%£,y¢)}i<i<r
En esta situacion definimos siguiendo a Zariski X(S8) = X+y > 1.

Consideremos los 1ideales de Cl , 1= (y,z)D e
i = (xX,2).n, estos son los uUnicos ideales permitidos que puede
contener O , Y Ix. (resp. Iy) es permitido si y solo si
y > 1 (resp. X >D. En esta situacién el comportamiento de
S respecto a transformaciones monoidales y cuadraticas, es el

siguiente

PROPOSICION 3.14. En la situacién anterior, supongamos que
y >1 y sea C la curva permitida correspondiente a | . Se

verifica entonces:
1) T-M.Cx(S) = {Si}
2) SN es una superficie cuasiordinaria

.3) mCsS™) = m(S) si y solo si X(S8) -1 >1, vy si esto

ocurre SN es estrictamente cuasiordinaria y XCSN) =

= X(S) -1
ElI mismo enunciado es cierto cambiando X por Yy y C por
C._ -
X
Demostracidén.- Como y > 19 *X+y > 1, vya que si X+y = 1,

ambos numeros serian enteros y esto no puede ser pues (X5y) es
el primer par caracteristico de algun S~ Luego in(P) =

Dado que (y,z)*D es el i1deal de C , {x,y¥,z} es un siste-
ma de coordenadas de S adaptado a CX y T.M.CX(S) = {S}}

por 1 _.1y.



36

Una ecuacién de S, es

1

"W \

.7 A
Y1

P1L(X1°Y1*V

Como por hipoétesis D/IP) X& YN e(X,Y), con e(0,0) i 0, por

1.15, cap- I.
D (P1) = X* yb~s(S-i) e(x vy )
1

con lo que Sp es cuasiordinaria.

Hemos visto antes que

\ h 1/ 1t
P(x.vy.z) = & @ - x'YU H.(X’n, Y7n)),
i=1 1
luego
S 1
PICXIYLiZI) = n (@21 “X1 YI"1L H.(xX/n,y¥Xu) )
i=1 1
Es claro entonces que mCS?™) = m(S) si y solo si O(PM) = s

si y solo si X+y-1 = X(S) - 1 > 1.

Si esto ocurre S es extrictamente cuasiordinaria y por (1)

X(SA)=X(S)-1. c.q.d.

PROPOSICION 3.15.- En la situacion anterior, los puntos Pp y
correspondientes a las direcciones (1,0,0) y (0,1,0) estan

en el divisor excepcional 3) y se verifica:

1) Para todo P G3>-(P1,P2}, Sp es equisingular a lo largo

del divisor excepcional.

2) SD y Sp son superficies cuasiordinarias y
23

3) m(S ') = m(S) si y solo si X%+2y1 -1 >1 y si se cum-
! i -
ple esto, es estrictamente cuasiordinaria y

X(S ) = X(8) +vy -1, y 1o mismo para S
ri 1
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Demostracion.- Consideraremos dos casos segun que X(S) sea

igual o mayor que 1:

a) X(S) = X+y >1

En este caso in(P) = f, con lo que P vy pertene-
cen ao©. Sea DzZ(P) = Xa.Yb e(X,Y). Si P OD-TPAPA la
direccidén correspondiente es (a,$,0) con a.@”™ O con lo
que (a,B) no anula a la forma inicialde D~(P). En esta si_
tuacidén se sigue que Sp es equisingular a lo largo de el di®

visor excepcional de un resultado mds general demostrado en

3.1, cap 11, por lo que remitimos para la demostracidén a dicho

resultado.

Una ecuacién de S es
P1

pi(xi * W = $ -V
X1

Xi(S_1) Dz (pi) = xiX"i-Yi)b e(X1°XI Yi)
luego por 1.15,

Dz =xi+b"s(s"1) Yb eiX*Xj” Y1), <con e(0,0) i O

y por lo tanto Sp es cuasiordinaria.

Por otro lado

X +y-1 w Vv, Ik,

pi (xi *Yi ) = z - - yRLHIi(xVh,xI/n y 7)) (1)

Como existe un i, tal que H_.(0,0) i 0, es claro que

m ) =m(S) = s si y solo si X+y-l+y > 1.
P1

Si m(S ) = s, {x ,y } es un sistema de parametros transver-
1

sales de Sp y S_ es estrictamente cuasiordinaria.
P1 P1



38

Ademéas (X+y-1,y) 0 Z x Z, vya que X,y) 0 Z x Z, con lo que
(@) es una ecuacion que cumple las condiciones de 3.13. y en-

tonces X(S§ ) = X+2y-1 = X(S)+y-1I1.
1

Para S , la demostracién es la misma.
2

b) X(S) = X+y = 1.
Puesto que A y y no pueden ser enteros a la vez,

0 <X<1, y 0<y <1 Ordenamos los H d e tal forma que

H.(0,0) 0 si I <1i <Kk y H.(0,0) = 0 si k+l < 1 < s.

Entonces la forma inicial de p es

in(p) = E (Z - Xa Yy H.(0,0)).zs_ @)
i=I 1
Luego (1,0,0) y (0,1,0) anula in(P) y PNy pertenecen
a3 . Sea P 6I>-{P ,P }, si (a,3,y) es la direccidn corres
pondiente a P entonces a.3 50, vy por la misma razén que

en a) Sp es equisingular a lo largo del divisor excepcional

Se demuestra de la misma forma que en a) que S y S son su
F1 Y2
perficies cuasiordinarias.

Una ecuacidén de Sp es
PL(X1°W = ¢ P(X1°X1 V X1V =
X1

= n (@ -Yy . H.(X™n ,X*n .Y1/n)
i=I 1 11 1

Por (2), O(P ) = s-kt+tky < s, vy por tanto m(S ) < m(Sp)-
1

En este caso X(S)+y-1 = X+y+y-1 =y <1.

Para resulta m(Sp ) s-k+kX

Y P2
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CAPITULO 11

Seccion 1%

Esta seccion esta dedicada a introducir el concepto de
arbol pesado, concepto esencial en la memoria. La idea es consi_
derar un sistema de conjuntos y aplicaciones, y su expresion
grafica equivalente, que es un grafo, conexo y sin ciclos y con
un generador. Estos grafos aparecen al considerar el proceso
de resolucién de una curva mediante transformaciones cuadréaticas.
En el caso de superficies se puede efectuar transformaciones
monoidales o cuadraticas, para distinguir unas de otras hay que
dotar de pesos a las flechas del arbol, lo cual da origen al con

cepto de grafo pesado.

DEFINICION 1.1.- Llamaremos arbol a toda familia de conjuntos vy
aplicaciones A - {Xi9u
tal que:

i) Xq es un conjunto con un solo elemento,

. , - S A
ii) Para cada i1 6 I, X.i es 'flnlto,g y si 8§ X_ir1 X 0

-J:

ii1) Para cada i 61 - {0}, tt. es una aplicacion de X»

Nota 1.2.- Dado un arbol A = {Xi’ﬁf}iGr” le asociaremos un
grafo G = G(A) construido de ,la siguiente forma:
G(A) = (V@D ., LEY) es un grafo de conjunto de verti-
ces X.., y el de lados o aristas
iGl
h(A) = {(Ti(Pi),p )/ iGI-{o}, Pi G Xi>c VCA) X V(A)



40

Se comprueba facilmente que G(t) es un grafo conexo y sin ci-
clos. Ademés XO = {PO}, para todo P G V(yv4) - {PO} existe
un Unico camino que va de Po a P. (P0 es una raiz de G4

en la terminologia de Berge:, [3], cap- 3).

Para proceder a la construccion inversa, consideremos
un grafo conexo y sin ciclos y que admite una raiz a. Entonces

para cada vértice b de G, b"a, existe un Unico camino que va

de "a" a "b" y sea 1(b) la longitud de este camino. Para
cada n>1, consideramos el nivel Nn = {b vértice de G /
/ 1(b) =n} vy N0 = {a} .

Si b G Nn’ existe un unico camino que une a con b,

definimos () =b”, siendo (bf,b) la arista de este cami

no cuyo extremo es b. Se tiene obviamente que

'h - Nn Nn—l
Sea I = {i GIN / N. i $} y supongamos que los niveles
son finitos, entonces NdLTINIGIS eS Un cuy’

fo asociado es G.

Existe pues una correspondencia biunivoca entre arboles,
y grafos conexos, sin ciclos, con una raiz y tal que los niveles

son Tfinitos.

Utilizando esta correspondencia el concepto de isomorfIf
mo de grafos se traduce al lenguaje de arboles de la siguiente

forma :

DEFINICION 1.3.- Un isomorfismo 2~ entre dos Aarboles

A- {Xi'viel”’ = - LT con el mismo conjunto de in_

dices, es una familia Y = aplicaciones biyectivas,
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?)i' : Xi + YN, de modo que para cada 1 G I - {0} el
d 1agrama TT
X.I. =S Xi—l
i
T
1
Y1 Vi1

es conmutativo.

DEFINICION 1.4.- Sean A y A* arboles, se dice que A* es
un sub-arbol de A si y solo si GO$*) es un subgrafo de
G(A) , es decir V(A*) ¢ V(A) vy

L(A*) = {(P.P») G L(A) 7 P,Pf G V(A*)}.

Notacion 1.5.- Sea A- un arbol de P G V(A)
si P G X.l , consideremos K=d4{k G 1l / k+i0G 1},
o]

= = N i ini

Y0 {E’O. }. Y.1 Tr'i0+'l (&4 3 si 2 G K, definimos
i _ -

YQ = Eréch (Yl-), por recurrencia definimos Yk para todo k G K
YN = TTA(YAN. Consideremos entonces J=4{kGK/Z Y™ i $}-
Es claro entonces que {Y.K, PR /Y.K}.KQU_ es un subarbol

de A , que notaremos por A (p)- Corresponde a considerar to-

dos los vértices siguientes a P en el grafo GQ).

DEFINICION 1.6.- Si 1 = {0,1 n}, diremos que el &rbol
en={xi ,TTi }iei es Ffinito y de longitud n, si I=IN , diremos

que A es infinito.

Dado un arbol A , wuna sucesiéon finita o infinita
l’P_ »YP ¥ +] »eee } tal que tt’\(PA) = pA A, i0+1 £ k se deno

mina rama de A de origen P. Si #{P. ,--F = n+l
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l.a rama se dice Tinita y de longitud n.

El siguiente lema elemental es dtil para determinar cuan

dio un arbol es finito.

LEMA 1.7.- Un arbol A- {X_.u_} 1F es Finito si y solo si
f

t:oda rama de A es de longitud

demostracidén.- Es evidente que si A es finito toda rama de

es finita. Veamos que la inversa también se cumple.

Supongamos que A es infinito, i.e. I=IN.
Si para cada P 6 X, Ai P) es finito, entonces
long (A) = max (long™t(P) / P G X~} + 1, luego si I=IN, exis

te un elemento de X~, P?, tal que A (P") es infinito.

Por la misma razdén existe G 7 P, tal que
Ai P es infinito. Se puede construir de esta forma una rama
{PO,P™,...., %} tal que A1 P..)) es infinito, para cada i,

con lo que la rama es infinita, y se llega a contradiccion.

Dado un arbol A - {xi,7ﬁ. necesitaremos distin

}lef’
guir unos vértices de otros y también entre los lados; esto se

consigue dando un peso a cada vértice y a cada lado.

DEFINICION 1.8.- Un arbol pesado es un triple (A,a,3) fTormado

por un &rbol A- "~is7li“igX Y dos apdicaci®nes
a : VOI)  -----momee- » IN, 3 :LA) ————————- » IN

De forma natural definiremos un isomorfismo de &arboles

pesados como un isomorfismo de arboles que conserva los pesos
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es decir :

DEFINICION 1.9.- Un
{A,a,B) vy (A ,a’ i iGI

Ay AT tal que

DEFINICION 1.10.- Un arbol pesado (¢€*,a*,3*) es un subarbol

pesado de (A,a,3) si A * es un subarbol de A , Y
a* = alV(@4d*) y 3* = $l1<4H)
Como ejemplo de arbol pesado vamos a describir el arbol

de una curva algebroide plana, que corresponde a lo que clasica®

mente se lIlama la configuracidén de puntos iInfinitamente préximos.

Sea C wuna curva algebroide plana, si m(C) =1 toma-

mos X0 = {C} y A- {X0} es el arbol de C.

Si m(C) > 1, definimos XQ = {C} vy X1 = T(C) =
1 1
ee c%}- Si existe Ck S X1 con m(C”) > 1, ponemos
X2 u T(ck)
ck 6 X1 ,m(CN) >1
Dado Xr-r’ si existe C1"1 G XT—I tal que m(C171) > 1, de
finimos X+ u T(C1_1). )

CI"1GX. ,m(C*"1)>1

Se obtiene de esta forma una sucesion de conjuntos

Xo , X1 ,*""”
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finitos. Si existe n0 tal que para todo Cn°G X 0 es

n
m(C °) = 1, es entonces I = {O0,...,n0} vy el arbol sera fini_
to y de longitud nO; si esto no ocurre I=IN y el arbol es
infinito.
Nota 1.11.- Sea T(C) = si 15 C* i C* como

objetos, es decir como elementos de T(C), aunque eventualmen
te como curvas (esquemas) sean isomorfos. Por la misma razén
si C, Cf son curvas distintas T(C) vy T(C”) son conjuntos

disjuntos.

Definiremos las aplicaciones Te = Xg === » Xe p
m - X, —————— n X0 es wli(C™) = C
Sea X, = $J TC) , en virtud de la nota 1.11. los
m(cY() >1

2
Teqp son disjuntos luego para cada C G X, existe un udnico

+ _
O~ g X~ tal que C2 G TCC1l), se define t2(C2) = C1. De Ila

misma forma se define iﬁ : X_I ————— XN, para cada
i G I - {0}

Sea A = los Xz son finitos y por cons
truceion si  iMj, Xi n Xj = (- Luego A es un arbol. Dotare

mos de pesos a este arbol :

a I ViA) = l;] X.o —mmmmmm o » (N, estad definida por:
iGl 1
ot(C?) = m(c?), con c” G VIA)

En este caso no se necesita diferenciar entre las distintas aris

tas de A , asi que definimos B como una aplicacidon constante.

Por ejemplo :
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3((cl 1, c1)) =1, con (cl 1, cl) e L(A).

DEFINICION 1.12.- Al &rbol pesado asi construido lo llamaremos

arbol de la curva C, y lo denotaremos por A”N(C) = (A,a,?3).
Nota 1.13.- Sea C’ un vértice de Ar (©). Si consideramos
A(CC?) es claro que (™ (CT), a]vos(Cc)), 3 (*(C*))) es
Ar (C").

Dada una rama de JI , {C>,C ,C ,...,C } de longitud
i tal que mCCl1) = 1, esta rama no es ampliable. Por lo tanto
el teorema clasico que dice que en toda sucesion

————————— wCl -———» C -————-» —————————» Cc° = C, de transfor-
maciones cuadraticas, existe un k tal que m(C ) = 1, nos

permite afirmar:

LEMA 1.14.- Sea C wuna curva algebroide plana entonces

A (O = es Tfinito.

Demostracioén.- En efecto toda rama de A. es de longitud Tfinita,

y por 1.7, A es Tinito.

DEFINICION 1.15.- Dada una curva algebroide plana Cs Ilamare-

mos 1(C) a la longitud de A. , siendo A (C) = Ci4,a,3)*

Veamos que la equisingularidad de curvas algebroides

planas implica la igualdad de sus arboles.

PROPOSICION 1.16.- Sean C y D curvas algebroides planas equi_

singulares entonces Ar(C) y Ar(D) son isomorfos.
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Demostracion.- Como C y D son equisinguiares :

1(C) =0 si y solo si 1(b) = 0, vya que C es regu
lar si y solo si D es regular. Basandose en esto, se comprue
ba inmediatamente que si C y D son equisinguiares 1(C) =

= 1(D).

Demostraremos la proposicion por inducciéon en 1(C).

Sean C y D tal que 1(C) = 1(b) = 1.

Sean @© = {61,...,0r} y (D) = {Yl,....v las
ramas de C y p, y supongamos las y”, ordenadas de tal forma
que la (a)-equivalencia, p : () ——- > (D), sea
P(<5¢) = Yi. Como 1(C) = 1, #(C) = #T(C), pues si T(C)

- - . 1
contuviera menos de r curvas, existiria C 6 T(C) con al me

4
nos dos ramas con lo que m(C ) >1, y 1(C) > 1.

Asi pues X1 = T(C) = {«J... =e>& 1}, con m(é’i) =1
y Y1 =T(@MO) = _»y} 3} con m(y’\i) =1
Definiendo entonces B X0 e * YO0, por mwe@€ =D vy
*L o1 Xe  _ vy Por  Vy(si> = yi- s claro que

i. = (VEt»Y_lL) es un isomorfismo de A _(C) en A (D).

Supongamos cierto el enunciado para i-1, y sean C vy

D equisingulares, tal que 1(C) = 1(D) = 1. Sean

T(C) = {CA—.-.Cl} )Y T(D) = y p : (C) ____(D)
una (a)-equivalencia. Supongamos que los D”, estan ordenados

de tal forma que para 1 < k £ d

- * (v es la (a)-equivalencia inducida
27 ,,1 - -
por p, Yy asi Yy son equisingulares. Como

i(CE) < 1(C) -1 = i-1, por hipotesis de induccién, existe un
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_ - k 1 1
isomorfismo U entre Ar(C'k) y Ar(D'k)'

Por la nota 1. 13, Ar(cly = (/t(ci(h ,alv(AQO)),
gl L(” ))>>.. Luego si  Ar (C) = (<*,a,R), con A = {Xi,mi}
es A @ = HBJE Jh5y0<j<1(cn) Hk = {gf
con I<j<i(Cn™) - 1.

y h? =

¢H) Ademas si i G 1 - {o}, X. = L1 - y esta
1 i(CM <i-I "-1

union es disjunta.

De la misma forma si A (D) = (A* con A N 5T AiGI

(2) es Yi = U i siendo

1(d|;()fi—|

el arbol de D, .

(Li , TH Ilji’\o<i<i(D’l\() K
- - k AL Tk
Asi ara 1 < k < 0 < D. - H. ———V L
P d. . yr -t TV
es biyectiva, y por (1) vy (2, los ri 1<ked inducen una

yeccion ~* entre YEJ y se comprueba inmediatamente

X1y
que para cada i, el diagrama:

X . Y_
i i
m
o.
vi-l + Y es conmutativo
X -1 i-1 .
Como al construir Ar(c’k) se utilizan las restricciones de

y B g las 4>/i\ conservan estas, entonces la conservan a

y 3.
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Nota 1.17.- Si y G (© es una rama de C, existe un i
unico tal que y1 G X”, <con mCyl) = 1, y para cada CT G
tal que m(C*") =1 j c”’ tiene una sola rama. De aqui se

deduce que: n°® de ramas de C = #(C) = #{Cf G V(4 ) Im(C>) = 1}.

Ejemplo 1.18.- La equisingularidad de curvas implica la igual-
dad de arboles como hemos visto, pero la inversa no es cierta

como se ve en el ejemplo siguiente:

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y de caracte

ristica 0, y sean

O
1

KLEEX, Y117 ((Y3+X5).(Y3+X7))-KLL[X,Y1]l ,

KLLX, Y11/ (Y2+X5) (Y4+X7)* K[[X,Y1]

I:I*

Sean C = Spec(Q) y D = Spec(n*). Los arboles C y D
son isomorfos. Concretamente el grafo correspondiente a ambos

es de la forma:

Ambas curvas tienen dos ramas. Las de C son

Yi Spec(K[[x,Y]117(Y3+X5).K[[x,Y1] ) y

y2 Spec(KLLX,Y11/7(Y3+X7) KLIx,Y1D)

de multiplicidades, mCy”) =3 y m(y2) = 3.

Las de Ny & tienen multiplicidades, mCanr =2 vy

m(($2) = 4. Luego no puede existir una (a)-equivalencia entre
(©) = {yisy2} y (D) = {01#L}. Es decir C y D no son

equisinguiares.



Observacién 1.19 .- Zariski prueba en ([20] , sec. 2), que la
equisinguiaridad entre C = Spec(Q) y D = Spec (QJ*), de_

pende solo de U y O%* vy no del cuerpo de coeficientes

k , elegido, mas precisamente se tiene:

S o *.0%, entonces C y D son equisinguiares,
sobre cualquier cuerpo de coeficientes algebraicamente cerrado

y de caracteristica 0 que se elija en Q y Q*".

Por la proposicidén 1.16 esta observacién vale también

para la definicién de A (O).

49
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Seccion 2.

Acabamos de ver que la igualdad de &arboles es una rela-
cién mas débil que la equisinguiaridad en curvas. ElI proposito
de esta seccidn, es ver que cuando se trata de comparar la sec-
cion genérica de una hipersuperficie V transversal a una sub-
variedad permitida W de codimensidbn 1 con una seccion de V
transversal a W, ambas relaciones coinciden. Es decir, debido

a la genericidad se eliminan problemas como los del ejemplo.

Situaciéon 2.1.- Sea V = SpecCQ) una hipersuperficie algebroi_

de de dimension d, W una subvariedad permitida de dimension

d-1. Si o es el punto general de W, como V “es una hiper
superficie W es permitida si y solo si m(Q ) = m(Op).-
N .

Sean {x2""’X } parametros
existen zixl tal que {x™,...,X
versales de V vy (Z X 19X 2 »*** D
tida).

Sea F(Z,X™ ,x2,...,xd) e K[[z, y---,XdJj , la ecua

cién de V respecto de este sistema de coordenadas y sea
vV = m(vV) = m(F). Las i1magenes de =z y x. por el homomorfismo

natural de O en CT kg ) KCP)  son un sistema de coorde

nadas de la seccidn genérica de V transversal a W,
/N

= Spec( Op ®k(p) KOp)) (@5.,.cap. D respecto del cual una ecua

cion de CII es:
W
f(z x1,x2,...,xd) e K[[x2,.-..,xd]]1 [[z-x"]

Como W es permitida, la multiplicidad de F en Z,X. es V
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es decir F = FV,+ FV¥P e , con F.i forma de q{ado i
en Z,X» con coeficientes en k[DX*,---,X1]1, para i > v

y Fv i1 O.

Nota 2.2.- Sean {x™,...,x"} parametros W-transverslaes de

V, y sea
V(X) = Spec ~ 0/ (x2...xd)0)red)
Si mV{x)) =m(V) =v , como D/ (X2,...,%x¢)0 «

« "[L[Z-Xj]1 7/ (Fo(Z,X1))

siendo Fq((Z,X) = F(@Z ,X,0,... ,0) = ZV +———— , (por ser
{xXJ",.---,x*} paréametros transversales), vy v = mCv~Arn) =
= m((FO)red), se sigue que (Fo)red = F, es decir que

FO(Z,Xi) es una ecuacién de V, \*

)
A los transformados cuadraticos de V(X§ los denotatg
mos por <v((x)), es decir T(V(X)) ="(CCv(OI\, -, (V(X))*}.

PROPOSICION 2,3.- En las condiciones de 2.1, supongamos ademas

que mANV N = Y r = ATV XN = #T(CN), se cumple que:

i) #T.M”W(V) r, es decir T_MW(V) =m{V1l,...,Vr}.
. - - . 1
ii) Si 1< i1<r y ey S Vg — >V es la transforma-

cion monoidal, pt r 1) es un ideal regular de y exis

e i *
ten parametros V:.-transversales de W "™ {x1} tales que

V*
Nx 1)
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Demo strac ion.- Como m(V(X)) = m(Cw) = mV) V, por 2.2

Fo(Z.X1) es la ecuacion de V) y si r = #T(fo}) es
\ ae
_ B A -
|n(F0) = iDI z 'CI Xx) h con Cf Cg si y
h r
1 =V
i=1
i ] r _ ai
luego in(F) = |n(FO) = n (z-ci Vv y por 1.13, cap 1,

HT.M_WQ) = r.

1 - - o
Los V.., 1 < i <r se obtienen explicitamente de la siguiente
forma :
Sea F"(Z" ,X1,...,Xd) = X~v F(Z,,Xj,X1,X2>...,X§)
r
entonces F’(C, ..., X)) = n F\@ X ~ ) con
i=1
a. S
(¢)) P}(Z’,O,...,O) = (Z—C.? y V.I es la variedad
algebroide centrada en (C ,0,...,0) de ecuaciéon F~.
Consideremos ahora la descomposiciéon de F en elemen-
k
tos irreducibles en kI[[Z, , X2,...,X*"]11, F= H F
i=1
@) Como F=F +F _, +——, es F_=F _+F ,,+-———- ,

3 Vi
con V3 = m(F3) y Fh una forma de grado h en Z,X

coeficientes en K[[X"»eee XA]] .

En estas condiciones la forma inicial de F.3 como eler
mento de K[[Z,X™ ,...»X]j] es potencia de una forma lineal en

z y X1.

En efecto, sea Vg la componente irreducible de V co
rrespondiente a F*. Por (2) W es una subvariedad permitida

de V..
3

Si Dj es el anillo local de en su punto cerrado ,

es un dominio de integridad, excelente luego por ([7] .,
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7.8.3) su cierre integro O es un anillo local Es decir en
términos geométricos la normalizaciéon de V. tiene un solo
punto cerrado. Como W es permitida, por ([21], pro. 6.1)

la normalizacién de V.3 domina a la transformacidon monoidal de
Vj con centro W, luego #T.M.~MN(V]j) = 1. Esto quiere decir

que in(Fj) es potencia de una forma lineal en Z,

r .
Como in(F) = M1 (Z-C. X.) , para cada j,

1 <j <k existe un i, 1 < i <r, tal que in(F.) =

ei

= (< - Ci Xl) = con 3f < a;
Para cada 1, 1 < i <r considero F. = i Fad ,
1 J6H(I) Vi
31
siendo H(i) = { 6 | tal que in(F™) = (Zz-CM.X-1).1}
Por construcciéon F.. es una forma de grado ou en
K[[x2..... xd]] [z.x1] - Si i*i" Fi y , no tienen ningun
a .
factor en comdn, puesto que FAZ,X,0,...,0) = (Z-C.. X 1
ai»
y Fif(z,X150, ...,0) = (Z - C., Xt) x , y CrC. ., -
(©)) Luego si i1l 1los ceros de F. vy F., en

K((XN, ..., X)) son distintos.

Como F es una ecuacion de CW‘ sobre k((xg,--.,xd))
#T(CN) es precisamente el numero de ceros de
Vv n k en k((X0,..., )). Por hipétesis #T(CW) =r,

luego F~  tiene r vraices y por (3) cada F~ es potencia

de una forma lineal es decir

F. = (@ - W. Xi)a’ donde 6 K((&2,...,%xd)).
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ai ot™~1i
Pero F. = Z + AX2,..., )Xt Z + ——— ,9 KkK[[X2,--.,Xd11 [X™Z]
luego W.= - -i- A(X2,...,Xd> S K[[X2,...,Xd]]-
Y es claro que W~(0,....,0) = CA.

Para hallar las ecuaciones de (Cv\;l‘)i , consideramos
Fi1(z~, »---5X¢,) como en (1), y sea Z* =Z7?-WA(X2,...,X¢)- En_

tonce s

Fe(Z*gX], - sXg) = F»(Z* +Win(X2,...,xd), X1,%,...,xd)

r
Pero por (1) F*(Z*.,X ,...,X,) = (H F*(@Z* +Wd (X2, ... ,Xd),X1,
i=I
«1
como W. 0) =C. , si i“"i0 F.(0,.. .,0) = (C.-cC. i 0
10( ) 1o 1( ) ( 1 10)
luego es una unidad es decir que
(o F o (@*+W_. X*™,... , XN ,...,Xd) es una ecuacid6n de
v - 0-
i 1 i
Consideremos ahora en V.l el sistema de coordenadas
o
lo 1lo _ "o
iz >X2 »eeejxd 3 ~ {z/xN-WNA (X2»...» ), x1,x2,... xd}»

1

N
La ecuaciton de respecto de el es

FF(Z*+W (X ,....Xd), X ,....X ) = u.F. @* +W. (X ,....X)

X1,...,xd)

con u unidad.

En este sistema las ecuaciones del divisor excepcional son

x1 =0
a .
F_Io <, 0, ... ,00 =2z 1 con-1o aue el ideal
corre spondiente "1Cp) = = (xn, z- es regular
Es claro que {x™0,...,x"°} son parémetros -transversales

1
de V.1 y que una ecuacion de (V es :
(0}

107 ¢i0)
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* - _ *
(5) F]O(Z +W10(o__xn,x,,o,...p) = u X¥ F(Z +c1bx1,q__

Esta ultima serie es la ecuaciéon de una transformada cuadratica

de V(X)» Y* que F@.,X~,0,...,0) es una ecuacioéon de V&x)*

Luego W~ )1 y (V1 )} tienen ecuaciones que difieren

=x* 10 1° "(x~°)
en una unidad, es decir:
* * H
Vox P14 o= ) i

lo (X °) c.q.d

TEOREMA 2.5.- Sea V una hipersuperficie algebroide, W una

subvariedad permitida de V de codimensidén 1 y sean

{x~,. . . parametros W-transversales de V. Son equivalentes:
i) es equisingular a CA.
i) A Gy S

Demostracion.- De 1.16 se sigue que i) implica ii). Veamos el re
ciproco :

Lo haremos por 1induccidon en ICVAN) .

Si (VA" =1, y empleando las mismas notaciones que

en la proposiciéon anterior.

con los F irreducibles

-
Fo(Z,X1,0,.. .,0) = n F or

Como 1(V(x§) =1, r = #T( in(F es potencia de

or)

una forma lineal.

S
Sea F = n Er con F. 1iarreducible. De la demostra-
3=l >

i

cién de la proposicién anterior se deduce que s < #1(0n) =

= #T(V = r.

'x )
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Como m(V(XS) = m(CW) =m), Fq es reducida por 2.2,
luego s >r, con lo que s=r . Es claro entonces que se pue

den ordenar los Fj> 11 i 1 r, de tal modo que:

Fi(Z,X1,0, ...,0) = F

or
r
Luego m(F.i) < m(Foi')' Como m(F) = Y m(iF_) = m(FO) =
i=1
r
= £ m(F D se da la igualdad. Es decir que m(F.) = m(F .),
i=1 01

para 1 < 1 < r.

Si (V’(X - { »eeexYp3» vy ™) {™"»_._.»jd"}-, sien
do Yi, (resp. 6.) la rama de V/(x§ (resp. c™ de ecuaciodn

Foi  (resp. Fi)* La aplicacion P : CV(X)) ——————- » <CV).

¥o) s = &, es una (a)-equivalencia

[} [}
I T

CW vy V(&) son
equis inguiares.
Supongamos el resultado cierto para toda hipersuperfieie
NN\ N\ - - — —_—
tal que 1(V ) = k-1, y sea V tal gque Ar(V’Cxi) 4 Ar(C\]IT)

y 1(V’(x5<) = k.

= *x=
Sean | {0,1,...,k} y { i>( . IH,GI75 Y,
** = [Yiri>iel los arboles de y C~ respectivamente
Sea D = (@FBi)iex el isomorfismo dado .

Sean X1 = T(V,(X).) = {(V,(X))1

Se puede aplicar la proposicidéon anterior, y suponiendo
que X1 eIY- estan ordenados de tal manera que si T_M_w(V) =

= es

(vb . 1 <i<r (2)

Vo y)
()71 1 (x1
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Sea W~ [la subvariedad permitida de V~ definida por

gr, y sea CW: la seccidn de %: transversal a Wl' De (4)
T
d

1
e la proposicién anterior se deduce que:

(cy)% u ©)

Veiamos también que unas ecuaciones de V} Yy (dﬁ) . son,
1

1 (X1)
Fi(Zx,Wi(X2,...,Xd), X1,...,Xd) vy Fi(zx + Ci,X1,0,— ,0)

con lo que m((V.) .
1 (xl%

1
Como se cumple que m¢( ) < m(V.), obtenemos
i

) > nQvy.

NG = IR D > G ) = G
Por otra parte si es la biyeccidén que trang£
forma (‘V,(X).).i en (C1\'I!;).i es:

aCPCVE, D) = mCCe)b < MV, O = ()

" no es en general la biyeccidon ip¢8 antes definida. No obstan

te la igualdad de multiplicidades se verifica, ya que:

) "Si Ay B son conjuntos finitos, ay 3 aplicaciones

de Ay B en _IN respectivamente, y ®@ p A —-——- B biyec-

ciones tales que: 1) a = a’.p entonces a = atT.@
ii)a>a".¢

Con lo que m((CH) = m((V(X§)?)

@ es el punto de partida de un isomorfismo £ = (G n

que intentamos construir, de tal manera qué € transforme
Ar (ICW>T> en Ar ((VCx))i)-

Veamos como se construye N
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X, U T U TCb )
MV Y1 > 1 n(v.) -l (x )
1 (x1)
U  reepp - U o )
n( €)Y > 1 n(c, > 1 i
1 1

Estas uniones son disjuntas. Las segundas desigualdades se obtif

nen considerando los isomorfismo (2) vy (3).

De la demostracidéon de la proposicidén anterior se sigue

que en general #T(CW_) > #T((Vq){Xi%)'

T
En este caso #X2 = # por hipotesis, luego para cada
i, 1 < i r, es
#T (C,, ) = #T((vb =)
Wi 1 (x1)

Con esto nos aseguramos que se puede aplicar la proposicién 2. M,
y por el mismo razonamiento anterior construir para cada 1 una

biyeccion & tal que a . a*.

Como e Y2 son unié6n disjunta, los $2 determinan
una biyeccidn xo X2 ———- >Y2, tal que a.® > a’. Por
se obtiene que a.® = aT. Es decir @ conserva las mui

tiplicidades.

Este proceso se puede continuar de igual forma hasta
definir un isomorfismo £ = de Ar™"vVQ)O™ en
W -
- . 1
Por construccion, 4 restringido a A”NCCVANK) es un

isomorfismo en Ar((CWDi)'

Sea F =

> 3

F., con F. irreducible en
izi 1 !
k[[z,x1,x2,...,Xd]]-
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Como Ar(CWD - Ar(V(X§), por 1.17 n° de ramas de CW = n° de
ramas de V, y = n° de factores irreducibles de F _.
(x o
Entonces Fq. = FA(Z ,X,0,....,0) es 1irreducible, para cada i,

ya que si no lo fuera al ser reducido (es decir no tener

factores multiples), seria

Iy
1

n° de factores de F — n° de factores de FO0 =

= #(v = #(C,,) > n° de ramas de V = h, contradiccion.

)}

Sean 67 (resp. Y¢) las ramas de V(x¥ (resq. CWD definidas
por For (resp. F~) para 1 < i < h. Sea
p - e % (CM la biyecciébn definida por p(6™N) =y ..

Entonces p es una (a)-equivalencia. En efecto:

Como F ™~ = FE£(Z, O0,.. .,0) es claro que p es tangen
cialmente estable. Por otra parte la biyeccién p\. inducida eri

tre ((V(XS)g) Y ((CW)%) * (CW:) es de la misma naturaleza.

Como hemos visto antes Ar((V;){Xg}) - ﬁ_&Cré) y por hipotesis

de inducciédn pr» es una (a-)equivalencia. Es claro ademas
que m(y”™) = m(5"), es decir que efectivamente p es una
(a)-equivalencia y VX) vy son equisingulares.

Cceq .d.

COROLARIO 2.5.- Sea V una hipersuperficie algebroide, W una
subvariedad permitida de V de codimension 1. Entonces, V es
equisingular a lo largo de W si y solo si existe un sistema de

parametros W-transversales de V, {xn, ..., x} tal que

Ar(O) A W -
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Demostracién.- Por definicion, V es equisingular a lo largo de

W si y solo si existe {x" ,...5x"} sistema de parametros
W-transversales de V tal que es equisingular a V&x)» Y
esto es equivalente por 2.4 a Ar~wn*

Observacién 2.6.- Si V es equisingular a lo largo de W, el
teorema 7.4 de [21] , asegura que se puede desingularizar V
mediante una sucesidéon de transformaciones monoidales centradas

en curvas permitidas. En este caso se puede por lo tanto cons-

truir un arbol que refleje este proceso, haciendo Yq = {v}
Y = T.H V), Y = U T M V),
w 2 m(Vi) >1 i 1
Si A(V) es este arbol, utilizando los calculos de 2.3

y 2.4 se obtiene que A(V) - ANCCM). Es decir que el arbol de
describe el proceso de desinguiarizacion de V mediante
transformaciones monoidales, siempre que V sea equisingular a

lo largo de W.
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Secciéon 3.

Sea S = Spec( Q) una superficie algebroide sumergida.

Consideremos el transformado cuadratico.de S, B ) vy el divi_
sor excepcional Z) c— *bpi_ (0). si p es un punto cerrado de

3% Ilamaremos Sp al transformado cuadratico formal de S con
centro Sp y 3>P a la subvariedad determinada por 2) en Sp.

El propésito de esta seccidon es demostrar que Sp es equisingu-
lar a lo largo de p, salvo para un numero finito de puntos
de D , y basandonos en este resultado construir un arbol aso-

ciado a S, A.T.(S).-

Si “fE = (X,y,Z)[) se puede suponer sin pérdida de gene-

ralidad que P 6 Spec( y entonces
Sp = Spec((O[£E , F]pr>

y Dp = Spec(((O [J , fI f}(x) )dred),

luego es un divisor de

P *

PROPOSICION 3.1.- En las condiciones de partida existe un abierto
U de 3D , denso y tal que para todo punto cerrado P de 3)
se tiene P G u si y solo si, Sp es regular 6 Sp es equisin

guiar a lo largo de tDp.

Demostracioéon.- Sea (X,¥,zZz} un sistema de coordenadas de S,

tal que {x,y} son parametros transversales. Sea P(Z,X,Y) =

=ZV + y A.(X,Y) ZV_i la ecuacién de S respecto de

i=1 1
{x,y.,z}.



Sea D(X,Y) el discriminante de S respecto de {X,y}.

D(X,Y)

(DZ (P(X,Y.,Z) ) red

y sea D(X,Y)

Dk (X,Y) + Dk+1(X,Y) + —————

con D_.(X,Y) 6 K[X,Y] , homogéneo de grado i y Dk(X,Y) ¥ 0.

Se verifica entonces que:

“"Si P e3) , es tal que la direccidén correspondiente
(a,3,y) verifica que Dk(a,3) ¥ O, entonces Sp es regular

0O Sp es equisingular a lo largo de 3Dp".
En efecto:

Sea (a,3,y) la direccidon correspondiente a P. Como
Pr(a,3,y) =0 vy P = ZV + ————- , (v = m(S)) es
(a,l3) ¥ (0,0). Supongamos que es a¥o (en el otro caso se ha

ce igual).

(1) En este condiciones, P S Spec( £] % - % )y
x> X i , £ . X es un sistema de coordenadas de S.
X a X a
(2) Consideremos en”™ , xTF=x,, sz _ B X, zl=2z - Y X
a a
{x’Jy’JZ1}y es una base de . La ecuacidén de S res-

pecto de esta base es:

?) P(X7.YF,Z?) = PXL,Y? + ¢ X7, Z*+ 2 X1).

- , - v
Como P tiene un término en Z

(v = m(S)), P tendra también
>

un término en Z'» es decir que {xf,yT} es un sistema de pa_

rametros transversales de S. El discriminante de S respecto

de este sistema es
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D(X,Y") = D(X" ,Y* + - X7)

Luego m(D) = m(D) = Kk, con lo que D’K\(X’,Y?) = DRCX’jY”’E X?)

Entonces :
Dk(1,0) = bk , |) = -i- Dk(a,8) 2 0 ©)
a
Por (1) vy (2), {x1, };Z, %;} es un sistema de coordenadas de
S—P- Llamemos X'l = X ,, X'l = <)’:|(\_/—.|f , Z'l = —)Z(r; .

Una ecuacidén de Sp respecto de {xX*jy*jZ™} es

P1(X1,T1,Z21) = -ij PXi X1 Y1, Xj Zt) ?
X1
Como P contiene un termino en Z»V, P~ contiene” también un
H N
t&rmino en V, es decirTr que {x’\,'y’\x es un sistema de para-

metros de Sp (no necesariamente transversales ya que

m(P1) < m(P)).

Si  m(Pl) = 1, Sp es regular y el enunciado es cierto
Sea P tal que m(P1) > 2.

Sea Da, (pi)(xl,Y’\) el discriminante de P~ respecto

de 2z, teniendo en cuenta (4), y 1.15, cap. |1,
X1(v-1> (P1HY(X1.Y1) = Da,(P)(X , X Y1)
1
Con lo que el discriminante de Sp respecto de {x"y”"} es

D(XLV = (V  (ri)<XI1-11))..d Y )

Como  D(X1S X1 Y1) = X* (Dk(l, Y1)+X1Dk+1(l, YA) +--—-)

DZ,CP)(X1>X1 YI> = X* tDKCI.Y1) t Xt Dk+1(1l,Y1l) +-——— )

con a > k.
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D< VV = <XTIV(V"1) < X~IDM1.Y) o Xt Dk+1 (1,Y) F-———- ))red
= X1 . (Ok(l,Y) + X+ Dk+1(1,Y) +-———- ) = X1.u(X1,Y1)
donde u(X1.,Yt) = Dk(l,Y) + <i Dk+iu °V 7 es una uni

dad. (u(0,0) = Dk(1,0) i 0 por ()).

Como D(X1,Y1l) = u(X1,Y1), {x1l,yl> son parametros
equisinguiares.

Por ser {x~,y*} parametros la inclusion

k[[x1,Y1]] --—-- n Op, determina un morfismo su

prayect ivo

Sp Speo(Dp) ———————————- *  SpecCK[[xi,Y1]]1)

Sea 4 el cerrado de Spec(k[[x- .,Y*11) determinado por el ideal

(D) -k[I[x1,Y1 11- Al ser {x~jy”"} parametros equisingualres
se verifica que W = 0 " (A) es una subvariedad permitida de co
dimensiéon 1 de Sp, ow :: W —————— * A es un isomorfismo, Yy

Sp es equisingular a lo largo de W. ([21], Th. 4.5.).

Como D(X1,Y1l) = XN_uCX~jyYn) con u(0,0) 1 0O,
DO KLIX1,Y1]]l = O™)HK[[X1,Y1]] vy es claro entonces de la def.i
niciéon de 0 que O_i(A) =W, es la subvariedad de Sp cu-
yo punto genérico es (xN).Up* Este ultimo es precisamente el
ideal de 3)?, con lo que 3p =W, vy el resultado se sigue,

es decir

(5) “"Si P gD , es tal que su direccion correspondiente

(as0,y) cumple D(asB) i O, entonces Sp es regular 6 Sp

es equisingular a lo largo de 3)p".
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Sea C la curva de P (k) de ecuacid6on PA(X,Y,Z2) =0
y H la curva de ecuaci6én DN(X,Y) = O. Los puntos de P no

considerados en (5) corresponden a C n H.

H es un conjunto de rectas que pasa por (0,0,1) vy
(0,0,1) oC luego C nH = {a},...,as} es un numero Finito
de puntos. Para cada i, 1 <i <s, sea P~ el punto de 3D

correspondiente a la direcciéon a”™. Consideremos

11= {P 9 D Ila direcciodon correspondiente a P esta en
C-H} u {Pi 63 I Sp_ es regular, 6 Sp_
es equisingular a Iollargo ked } I
i
Es claro por construccién que P GA* si y solo si Sp es regu

lar 6 Sp es equisingular a lo largo de 3) p.

Por ultimo <u es 3) menos un numero finito de puntos cerra-

dos, luego es un abierto denso de 3)

Nota 3.2.- La condicién "Sp equisingular a lo largo de 3 p"
s6lo depende del anillo local de Sp vy del ideal de 3Dp, no
del sistema de parametros elegido. Para encontrar el abierto
Vo , hemos utilizado un sistema de parametros, en virtud
de que la equisinguiaridad es intrinseca, U no depende de di_

cho sistema.

Dada una superficie algebroide S, al abierto U de

obtenido en la proposicién anterior lo designaremos por E(S)

Observacién 3.3.- Dada una superficie algebroide S, puede haber

puntos P ¢ tales que P g E(S) vy sin embargo, ser Sp equi_



singular a lo largo de W, con W i3 p. Esto ocurre en el si-

guiente ejemplo:

Sea S = Spec( O ),

Q= K[[X.,Y,Z]17(Z3+XY2+X2Y2) _K[[X,Y.Z1]

Sea P el punto correspondiente a la direcciodn (1,0,0). Una
ecuacion de Sp, se obtiene por:
FILXEPYETZE) =T (22 X1)3 + X1(XarYE)24 Xi (X' YD )2) =

2 2
%’J’ Vit Xq o
ElI anillo local del divisor excepcional dp es pues isomorfo a

K[Iy".,2111/(@™M+Y2)=k [[Y1.,Z2"]1, luego 3)p no es una curva li-

sa, Y Sp no puede ser equisingular a lo largo de 3)p. Si con

sideramos el discriminante de Sp respecto a es:

DCXN,YN) = Y2 + X~AY2 = Y2(I+X™) 'y Sp es equisingular a
lo largo de la subvariedad lisa W cuyo punto genérico es
(y*)dp. En este caso en los puntos Q de la componente de
X(S) que contiene a , es SN lisa, y este hecho es general

bajo las hipodtesis de partida.

Dadas dos superficies S vy S°, diremos que tienen sin_
gularidades equivalentes si ambas son lisas, 6 si ambas son equi
singulares a lo largo de una curva lisa y las secciones gené_

ricas respectivas C», vy C~Ff _son equisinguiares.

TEOREMA 3.4 .- Sea S wuna superficie algebroide sumergida,
r
v-u ® , la descomposicién del lugar excepcional en componen
|
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tes irreducibles y sea ™~ = Z2(S)n3) , 1 < 1 < r entonces pa
ra cada P,PF G Z» Sp y Sp, tienen singularidades equiva-
lentes .

Demostracién.- Sea 1, 1 < i <r. Sien Z. existe algun pun_

to P tal que Sp es lisa fijamos ese P, sino tomamos como
P un punto cualquiera de Z... Es claro que el teorema se redii
ce a demostrar que: "Para cada P* 6 Z.., Sp y Sp, tienen

singularidades equivalentes” . Veamoslo.

Existe una base de ttt , ix,y,zl  tal que si
) = Bxu u Bz es el recubrimiento afin correspondien

te a dicha base se cumple que

PGB y P* G B (Bx = Spec([]1 [£.-=1 ) (1)

Los anillos locales de Sp y S, son respectivamente

O x. ! O X, £
X X 3p X X
Sea 3) = Gy( u G- u G—Z el recubrimiento afin de 3) asociado
a este sistema de coordenadas, si .j[i_ll es
G— - Spec (A 7 (X)-A)

Como GY es un abierto afin de 3) sy PV p* estan en G;
por (1)9 GY n 3)i es una componente irreducible de Gy. Sea
el ideal de A correspondiente a Gi n 3X ; es un ideal

primo y ().Ac y » DVi’ E*D Pis por (1).

Si en el P Ffijado al principio Sp es lisa, es Ap

regular luego Ap también. Consideremos Pf. Pueden ocurrir
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dos cosas :

i) Que *Dp. no sea regular. Como P* G E(S), por
la construccion de E, es of regular.

ii) Que f sea regular en P”. En particular esto
quiere decir que por P~ solo pasa una componente de 3) . Como

P* 3 -p., es S>.  esta componente con lo que 'JA - Apf es el

ideal de 3
Luego ph Ap, es un ideal regular y p~.Ap, también

Por otra parte (A_P) = A ————-> (A) es regular y es
p -pi f* Ppi

claro que si Ap, es equisingular a lo largo de "p”~rAp, y

(Afo) es regular, A f es regular y Spf es lisa.

e Llegamos pues, a que si en E. hay un punto con S

lisa, todas las Sy, con P* G Z3 son lisas.

Si el P G Ei‘ de partida es tal que Sp no es lisa,
entonces Sp es equisingular a lo largo de 3, luego
es regular. Como P G , 0= es la unica componente de
que pasa por es decir que (X)Ap p *
Haciendo lo mismo para P" obtenemos que:
P Lp - « - {*« Spec(A) I ~ es maximal y Aip es equisin

guiar a lo largo de "ph AYJ]
Aplicando la proposicién 2.12, cap-. | se sigue que Sp=Spec(A )

Yy S f = Spec(A f) tienen singularidades equivalentes.

Nota 3.5.- Sean P,PT G y sean C», cn, las secciones

genéricas de Sp y SpF transversales a su curva permitida.
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Acabamos de ver que y C~f son equisinguiares, luego por
1.16 es Ar(CWD ~ Ar(CW:). Segun la observacion 2.6. p Y
Sp, tienen el mismo proceso de desingularizaciéon por transfor-

maciones monoidales. Tenemos en cuenta este hecho para la defi-

nicién de arbol que se da a continuacion.

Para una superficie algebroide S, vamos a construir un
arbol asociado a S, que refleje de la mejor manera posible to-
dos los procesos puntuales de reduccién de la singularidad de S

mediante transformaciones monoidales y cuadraticas.

Por la nota anterior podemos agrupar todos los puntos de
EN~ en un paquete, ya que el arbol de la seccidén genérica repre-
senta el proceso de reducidén de la singularidad de Sp, median-

te transformaciones monoidales para cada P G F

Notacién 3.6.- Sea 3>= U 3) .. Para cada 1, 1 <1 <r fTije-
i=I

mos un punto P GE-i A la seccidn genérica de SPi transver-

sal a S)?. 1la llamaremos C... C.. depende del punto elegido,

pero médulo equisinguiaridad de curvas, so6lo depende de FE~.

Construiremos el arbol de S de forma que C. G X», y que al

considerar el arbol formado por los siguientes a C”, nos de A (CM)

DEFINICION 3.7.- Dada S, Ilamaremos T(S) = {Ql,...,Cr}u

ulsS ye-=sS FU T.M.,, () U .._. uT.M.T (S).
pl pn w1 Wk
Donde WwW~,...,W~ son las curvas permitidas de S, S)- E(S) =

= {P1S...,Pn} Yy cn, 1 < i <r son los definidas antes.
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Construyamos el arbol de S:
Si m(S) =1, S es lisa Y XO = {S} es el arbol de S

Si m(S) >1, definimos Xq = (8) y Xx = T(s).

Dado P i>l, construimos X. por: x i = u T(H)
HGX o »m(H) >1
Si existe un n G 1, tal que para cada H G Xn* es
m(H) = 1, el conjunto de indices I es {0,...,n} vy el ar

bol es finito. Si no existe tal n, I=]N.

Nota 3.8.- En cada X.., hay dos tipos de objetos, los C~/;*
que son curvas,y superficies. Si H es una curva T(H) es la
definida en 1.16. cap 1. Si H es una superficie T(H) esta

definida en 3.7.

X.. es ademas union disjunta de los T(H). Sea

i G I-{o}, para cada H G Xi’ existe un unico H1G XT_r,
tal qgue H G T(H?). Se define iﬁ.:-x. —————— * X por

m (H) = HF.
Cada X~ es Tinito y si T X.n Xt = 9, luego

A- {X*snitiel es un Vamos a dotarle de pesos defi-

niendo las aplicaciones a y B

a - V(A ) = X . e * N
iGl 1
Si HG V(A), a(H) = m(H).

Dado un lado G L(A), BCHAH..) G IN nos
servira para distinguir el tipo de morfismo que pasa de H. a

HT—I'
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Hay tres tipos de morfismos, y definimos:

i) O(HI ~,HMN = 1, Si y son superficies y
existe una curva permitida W en ~, tal que

He 6 T M.JICH- 1) -

ii) OH. MNH D) = °>  si ~ es una superficie, la
transformacién que permite obtener es cuadratica. Es decir
que H_l = (HT—P)P’ para algun P £(HT—I) 0 bien H.I = Cy

donde C. es la seccidon genérica en un punto de £Ej.

iii) BH- -,H.) =1, si H. ,, y H. son curvas. Es de-
cir que H. es una transformada cuadratica de N . Como que_
remos reflejar el proceso de resolucién de S, y hemos visto
en 2.6. que una transformacidén cuadratica en la seccidon genéri-
ca equivale a una monoidal en la superficie, hacemos
3(H.. ™MNH.D) =1, con lo que consideramos que esta definiciodn

es coherente con las de i) y 1ii).

DEFINICION 3.9.- Dada una superficie algebroide S, el arbol
pesado (A.,a, 3) lo Ilamaremos arbol total de S y lo denota

remos por A.T.(S) = (4,a,3).

Observacidén 3.10.- En principio A.T.(S) no es unico, pues co
mo hemos indicado C~ depende de la eleccion de P en £/,

Si HS V({4 es una superficie, es claro que A.T.(H) =

QTH).  BIV(A(H)), BILCM(H)Y)) -
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De la misma forma si H 6 V{A) es una curva, A (H

= (A (H), alv*(H)), 3 (H))) -

Luego si considero P G E , la clase de isomorfia de
A (C.) no depende de P, vy por lo anterior la clase de 1iso_
morfia de A.T.(S) tampoco. En adelante Ilamaremos arbol to
tal de S a cualquier representante de la clase de isomorfia

de A.T_.(S) .

Nota 3.11.- Sea H GY(A) si m(H) =1 Yy BCr(H),H) = 0,
entonces H corresponde a un punto de 3) que es regular, Iuf
go corresponde a la seccidén genérica en un punto de 3) vy es
una curva. Si 3(fF*(H),H) = 1, entonces €s una curva o

superficie segun lo sea w(H).

Si m(H) > 1, entonces H es una curva si y so6lo si
para cada arista (H,Hf) que empieza en H es g(H,HF) =1,
ya que si H es una superficie por la construccién de T(H)

siempre hay una arista de peso cero.

Ejemplo 3.12.~ Veamos un ejemplo de como funciona la construe

cién anterior.

Sea

S = Spec([D

ElI arbol total de S, A.T.(S) es finito y de longitud 5. Su

grafo pesado es el siguiente:
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Los numeros que aparecen en los vértices son las multiplicida_
des. Los numeros que aparecen entre paréntesis sobre los lados
son los pesos de las aristas. En este caso son todos cero debi
do a que no se hacen transformaciones monoidales, por no apa-
recer curvas permitidas en ninguna etapa del proceso. Segun la
caracterizacién de 3.11 todos los puntos de multiplicidad 1,

corresponden a curvas, es decir a las secciones genéricas. So-
lo aparece uno en cada caso, porque como se comprueba, el divi

sor excepcional es siempre irreducible.

Nota 3.13.- A.T.(S) puede ser»infinito, de hecho si S contie
ne una curva permitida la transformada cuadratica en la direc-
cion tangente a la curva, tiene siempre la misma multiplicidad
de S ([16], teor. 3.1.10) y se comprueba (c.f. cap I1ll, Lema
3.6.) que esta direccidén no esta en ECS), con lo que el ar-

bol resulta infinito.

Existen ademas superficies sin curvas permitidas, cuyo

arbol es infinito, ya que pueden aparecer curvas permitidas en
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alguna etapa posterior del proceso, veamos un caso:

Sea o= k[I[x,Y,z11 /7 ., , y S=Speed)
/ (Z +X6+Yb)-K[[X,Y,z]1]

te S es el Unico punto singular luego no hay curvas permiti-
das. Si consideramos la transformada cuadratica formal en el pun
to P correspondiente a la direccion (1,0,0), (P £ X(S))
se obtiene :
S = Spec(K[[x,Y,z]l]
/ (Z3+X5+X3Y6) .K[I[x,Y,z]]

que tiene una curva permitida, luego su arbol es iInfinito y por

lo tanto el de S también.



75

CAPITULO 111

Dada una superficie algebroide sumergida, el arbol pesa
do A.T.(S) asociado a S es en general infinito. El proceso
de comparacion de arboles infinitos es dificil, debido a la au-
sencia de periodicidades en la construccién del arbol. Por otra
parte los arboles finitos, se pueden comparar por un proceso de

inducciéon en la longitud del arbol.

Estos dos hechos nos prueban la conveniencia de susti-
tuir el arbol total de la superficie por un subarbol Tfinito, de
tal forma que este subarbol contenga suficiente informacion acer
ca de la singularidad. Lo ideal seria probar posteriormente que
la igualdad de los arboles "reducidos” equivale a la igualdad de

los arboles totales.

El problema de reducir el arbol se resuelve suprimiendo
a partir de un determinado lugar las transformadas cuadraticas
de S en direcciones tangentes a curvas permitidas. El lugar a
partir del cual se suprimen estas superficies depende del cuerpo
de coeficientes Kk elegido, con lo que el arbol obtenido A~”(S)
depende de k. La finitud se obtiene demostrando en primer lu-
gar que en una superficie solo se pu.eden efectuar un numero fi
nito de transformaciones monoidales sin que decrezca la multiply
cidad (seccién 1). A continuacidon se prueba (seccidén 2) que en
una sucesion infinita de transformadas monoidales y cuadraticas
de S, <con la misma multiplicidad existe una que es estrictamen
te cuasiordinaria respecto de k. Con estos resultados se demues
tra en la seccién 3 la Ffinitud de A"(S). Por altimo se constru-

ye un arbol A*(S) que es también finito e independiente de k.



Seccién 1.

LEMA 1.1.- Sean V una hipersuperficie algebroide singular
m(v) >1) y W una subvariedad permitida de V de codimension
1. Si existe 6 T.M.~(V) tal que miv~) = m(V) entonces
T-MW(V) = {Vi=.
Demostracidén.- Sean V = SpeclD)* r = dim(V) y v =m(V) =
= m(V1l).

Sea ,Z} H un sistema de coordenadas de
adaptado a W (i.e. (xr ,z)*0 es el 1ideal de W), tal que

{x15...,x }

La ecuaci6én de V

F(x19 ...,xr ,Z), verifica que, in(F) =2
S a . S
= n Z - C. X N con S > 1, ct
-:‘:ﬁ ( D I') = ::?}/ 1
Entonces T.M.~ = {V~,_...,Va},
mado monoidal Tormal en la direccioén 0o,
m(V) £ a., (por 1.13, Cap. D).
Si existe un elemento de T._.M™N(V),
, tal que mCV™) = v, se tiene
S
V = mCVv») £ y £ a. = v,
i=1 1
Luego S=1 vy T.M.WV) = {Vi>.
Notacién 1.2.- Sea C wuna curva algebroide plana,

6(0C), a la parte entera del

la curva de contacto maximal, que es igual

exponente de contacto de C
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son parametros transversales de V.

en este sistema de coordenadas,

a4 X} Zv-i =

* b

transfor

-10111C )1 y

supongamos que es
con lo que a. = v
1
c.q.d

I lamaremos

con

al ndmero minimo de
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transformaciones cuadraticas necesarias para que decrezca la

multiplicidad de C (c.f. [I1]., 82).

PROPOSICION 1.3,- En las hipodtesis del lema anterior, si

T.-M.WY) = {vl>, con m(V) = mCVv~™h, g -V @ —— * VvV es
el morfismo candénico, y S(C*) >1 se verifica:
i) EI divisor excepcional de ir, a« W = , €S una

subvariedad permitida de codimensién 1 de VA

es i1somorfa a la transformada cuadratica de CH.

-
-
o/

Demostracion.- Como estamos en la situaciéon del lema anterior,

manteniendo las notaciones, in(F) = @ - Cj Xr)V.

Llamando 2z = z-c© GtI\., es claro que {x,...,x»,z1}
es un sistema de coordenadas de V. Si F*(,.. ., X,Z7) es

la ecuacién de V respecto de dicho sistema,

@ FT=F oy
donde F~ es una forma de grado i, con coeficientes en

KL[X™, - - -, Xr_"11-

En esta situacidon F* considerado como elemento de
k((x1,...,xr_1))[Ixr ,z]] es la ecuacién de C~ respecto de
unos ciertos parametros. Como 6(C») > 1 por una transforma
cion cuadratica no decrece la multiplicidad de Gﬂ. Luego
#T(CW> =1 y Cw tiene una sola tangente. La forma 1inicial
de F” como elemento de KkK((X.,.-..,.X .,)) T ,Z~]. Ff

es por lo tanto potencia de una forma lineal. Es decir

) F? = (Z- -Xr H)v e K[[x1>...,xr_1]] [Xr>z-]
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con lo que H G K[[X™,--- , X M1].

Consideremos ahora y su anillo local on. Como
in(F?) = z*v , z~ = — GIJg&~ (ideal maximal de 0 7)) vy
r
{xXN,... ,x»,z"} es un sistema de coordenadas de . Respecto

de este sistema la ecuacioéon de V,1 es:

Fa G s ook sZy) = ;(,V (FP KRy s g x 29-%)

Por (1) se tiene

con lo que

(€)) F1(X1,...,Xr,Z1) = Fy(X1,...,Xr_1,1,Z1) +
+ Xr C I (X ..... + Xr Fv+2 +
0 _K[[IXi>***5Xr»Z~]] / rr
1 /(FD) K[[XL,....Xr  ZjT
Ahora bien el divisor excepcional de = 11:_1 ),
esta determinado por el ideal (xr).D 1- En este caso es
[

V (*r)D I /(Xr,Fl)k[[xi,---,Xr,Zl]]

K[[x15- Xr_i,Zih / r
/(F1(X1,%r, 1,0,71)) K[[x1,-...,%xr_1,Z1]

Por (3) v (@), F1( Xt,...Xp_1,0,21) = »eee>* i _1>=
= (Z1 - H)V.
ElI anillo local de W. en su punto cerrado es

) y por lo anterior se tiene que
~Yx1) B 4ed
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Di. n \ /K[[Xx1,...,xr_ 1,21V \
/(x)L11/red A(Z1-H)V) . K[[xi,-.-,Xr_1,721]1/red

- KIx*, ... . x2 7, 72]
, que es regular
(Z1-H)KI[x1,---,Xr_1.,7217]

luego es regular de dimension r-1.

Prueba de 1i)

Es claro por lo anterior que el ideal de es
(xr#zl-H(x1,...,x 1))D1. Si ponemos z* = -HK&1, ..

...>&r_i) eri’” dicho ideal es ((xr>,z*)01» luego

IXN,...»Xr»z™ ; es un sistema de coordenadas de adaptado
a W, -
La ecuacidén de respecto de dicho sistema es:

F*(X1,...,Xr,z*) =F1(X1,...,Xr,Z1 + H(X1>...,Xri_ 1)),

con lo que F* S k((X™,. .., X 1"M[Lkr»Z"]] es una ecuacion de
Sea
\ Si (9 3 . //1
«Vf i es el anillo local de CW, {z ,xr}c @/ es un
sistema de coordenadas de er, y por (1) la ecuacién de CW
respecto de dicho sistema es:
Fr(X1..... Xr,zZ2?) 6 kK((X1, ..., Xr_1))IL[Xr ,z*1]
Sea 9)~ el anillo local de (C,)O", por (2)
T . _
z* - zi/>§ - H(Xi""’xr—l') G . % r{x.,z*} es un sistema de

coordenadas de (C")lrespecto del cual 1la ecuacién de (Cw>l es:

FOXr ,Z*)= -ij F (Xt, ..., Xr_1,X Xr (Z*+H(X1,...,Xr_1)) =
N
-

= FL(X1,....Xr, Z* + H(X1,....,Xr_1)) = F*(X1,...,Xr ,Z%)
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1
Es decir que las ecuaciones de Cw1 y (CWD en unos ciertos

sistemas de coordenadas coinciden, luego Cw - (CW)

En particular o6(Cw ) = 6((Cw) ) = 0IC*) -1 >0, vy

m(CW&) = m((CWDl) = m(CWD 2 m(V) = m(Vl) y en consecuencia

es una subvariedad permitida.

PROPOSICION 1.4.- En las condiciones del lema 1.1, si
T-M.ANV) = {V/}, con m(V») =m(vV) vy 6™ =1, entonces
el divisor excepcional W no contiene subvariedades permiti-

das de codimension 1.

Demostracion.- Consideraremos dos casos, segln que CW‘ tenga

una sola tangente o varias.

i) Cw tiene una sola tangente.

i
En este caso T.C.(CWD = {(CWD } vy la demostracion

\
de la proposicidén anterior prueba que =T W) es regu-
lar vy,
cW& “  (cw)l
Como 6(C™) =1, al hacer una transformacidén cuadratica en

Cw decrece la multiplicidad, es decir,

m(Cw ) = m((Cw)1) < m(Cw) = m(V) = m(V1l)
Con lo que es regular, pero no permitida.

ii) CN tiene varias tangentes.

Con las notaciones de la proposiciéon anterior, sea

{xX",...,X ,z} un sistema de coordenadas de V adaptado a W,
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y sea F 6 k[DV-.-_X ,Z]1 la ecuacion de V respecto a di-

cho sistema.

Consideremos la descomposicion de F en componentes ho

mogeneas en XryZ* F = FV + Fv+f o

Como C~ tiene mas de una tangente, FA~ no es potencia

de una forma lineal en k((X™,...,X 7)) [Xr,z] )

Como T.M.AV) = {V~ "} vy m(vV™) = m(V) se cumplen las
condiciones de la proposicidén anterior, Yy siguiendo el mismo
proceso llegariamos a que el anillo local (0 del divisor ex-

cepcional es

donde U™ es el anillo local de

Supongamos que existe una subvariedad permitida de codi-

mensién 1 de 'V, 1 contenida en W1. Sea t} el 1ideal de
1
, por (2 e (xr)DICTT

En estas condiciones se verifica:

©)) "Existe s emi-til en Q11, tal que &»

V-1
y £ 8 (x1)D1 y ey «
Sea ¢ la clase de £ en E
DV(kl1l)D1l vy
el elemento correspondiente en Kk[[x1, o /
/(Fv (X1~
= k[[x1>...,Xr_1.,7]]
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por el isomorfismo canédnico.
Es claro que EV = 0, EV 1 0, vy EGM- M2, sien
do M el ideal maximal de K[[Xx™,...,X 72,z]1, y M el ideal

maximal de K[[x ,---.X .,Z 11/
/(Fv(X1, ..., Xr_1,1,2)_K[[xi, *xr_i»zil]

Sea E S K[[xit...,Xr_1,z]] , tal que

E =E+ (Fv(Xl,...,Xr_1,1,Z1)) . K[[xi,...,Xr_1,z1]]

se tiene que EV 6 (Fv(X™,. .., Xr_1,1, D)).K[DX,. ... Xp_1,z2+]]
y que V es el minimo numero con esta propiedad. Por otra

2
parte E G M-M es decir que m(E) =1, con lo que E es

irreducible.

Luego EV=G.F (X™,..., X 7,1 ), Yy como

E ?C X, 1, ) .KIDX™, ... X~ 7 y
K[[x1,...,xr_1,z1]] es un dominio de factorizacion dunica, G
es una unidad. Con lo que FV = EV .G~

Por ser G'1 es una unidad, existe H, tal que

G ~ = HV, y se tiene FV = EV.G-1 = EV.HV = (E -H)V.

Pero m(E.H) =1, Fv(Xl#...,Xr_1.1,Z1) = (E_.H)V

i i

= (Z1+L)V, con lo que + €. <y 5 X i
E (X, .0 , XM N L,Z) = (Z+XN L)V lo que contradice (1)

S6lo nos queda demostrar que se verifica (3).

Sea ep> (Xr)G1> wun ideal permitido y de dimensidon r-1.

Entonces existe un sistema de coordenadas de V,
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St
(13

tal que X, ...,x"} son parametros trans
versales de 'V, r Xr y (x*,z*)D1 =
En efecto, como x P, determina un ideal re-
gular -p en 0O1/(xr)D1. Teniendo en cuenta los isomorfis-

mos de (4) proposicion 1.3, sp se eleva a un ideal P de

kK[[x1,...,xr_1,z17] -

como es  tVFl =(“"/(*r>d K “ w[[xi.....xr.1.2171/P

P es un ideal regular y de dimensién r-1 en

K[[x1....,xr_1.z11]1] vy por ([19] ., Th. 26, p.-303) existe

H 6 K[[x™,.-.,Xr_~,z™11, tal que

P = ((H).K[X*,-.,X ~,z°]], y H forma parte de un

sistema regular de parametros, i.e. H 6 M—MZ.

Luego H = a1>&-t————+a r—Ix o1 t@ Z,,1+H .5 con
(an,...,ap_l,a) i (0,...,0) vy H" G M2.

Si anqQ, entonces {, .., X™,H} es un sistema regu
lar de parametros de KIDX»,-.-,X~,Z~]]1, luego sus imagenes
en U £+ por el homomorfismo candnico, {XJ ----- X*,z"} son
un sistema de coordenadas de Vl' Como xllz K x
{x*,...,X*} es un sistema de parametros transversales de

Como P = (H) K[L[X1,...,Xr_1,z17], es
v C (z*)D . -, y Xj - (x",z*)Q,. En caso de que

1/(xr)D 1 r

sea a=0, ar.™0) para un cierto i, supongamos que

- *x —_ _— ——— —
Consideremos entonces, 2* = H = &, X’l + ta s X rer T H1

X* = b x1 + 2z, X* = X2,...,X = Xr.



La matriz que relaciona las formas 1in

las X es

Su determinante es an,

tX~N,...,X ,Z } Fforman un sistema de

KI[X™, ..., X,Z~]] ., Yy sus imagenes en

son un sistema de coordenadas de

Ademas se puede elegir b 6 Kk,

sean .parametros transversales de

p = (x*,z*)D1- Asi, tanto si a”0

un sistema de coordenadas que cumple

el £ de (3) va a ser z*.

Asociado al

tenemos un i1somorfismo

n

. k[[xi,..-,Xp,zﬂ]/
(r*)»[[x;

- A
Ahora bien como {xg,-,-,x‘} son pa

que es distinto de cero,

sistema de coordenadas de
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iciales de las X* con

luego
parametros regular de

DN, X7 ,....,x*,z*}

¥
i)

Es claro ademas que

tal que {xI,...,x

como si a=0 encontramos

las condiciones pedidas,

z*}

rametros transversales de

Vi T ?=<*>*)0O, . es un ideal permitido es
* * * * = * * * * *
Fr(X% . ..X5,2%) Z*V + iél Ac(XF ... gXX).X*1.7*V_1
* o — * * * * cc * * * *
Luego Z*V = = (E ALCK*. L. X%) X¥L.Z*V“1) + F* (X} .. X% .,Z*)

Tomando clases modulo F*,

z“V -(E Ai(x" ,...,XE)x** z"V

tendriamos en

G (x*)D1 (xr)D 1
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Por ultimo z2,V * $ (X'")Ljn, ya que de otro modo pasando a

KLLX*, - --,X*,Z2*]] seria

AN 1 A
Z — =X_B + F*_H
r
Haciendo =0 en esta 1gualdad de series y teniendo en

cuenta que F*(X*,...,X" ~,0,Z*) = Z"V +-——- resultaria

Z*V. 1 = HOX* ..., X* 1,0,Z%).(X*V +-——-r ).  absurdo.

c.q-de

Observaciéon 1.5.- En Ba situacion de la proposicion 1.3 Y en
el caso 1) de 1.4. w = u_i(W) W es un T1somor-
fismo. Se puede comprobar basandose en los calculos de 1.4.
que en el caso ii) w no es isomorfismo, aunque sea regii

lar.

Nota 1.6.- Si V es una hipersuperficie de dimensién r,
Sing(V) es un cerrado propio, y no contiene ninguna componente
de dimensidn r. Si p es el ideal de Sing(V), todo ideal
regular p de dimensidén r-1 que contenga a p es minimal

en p , luego p contiene solo un numero Ffinito de ideales re
guiares de dimensioéon r-1. En particular V contiene s6lo un

numero finito de subvariedades permitidas de codimension 1.

DEFINICION 1.7.- Sea una hipersuperfieie algebroide de di-
mension  s>2 y sean WA,.__,W. "~ las subvariedades permitidas
r
de codimension 1 de 'V, Ilamaremos <5(V) = Y 41% ) Y
144 i

<SV) = o Si r=0.
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TEOREMA 1.8 .- En toda sucesiodn
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donde V.. es una hipersuperficie algebroide, y una trans_
formacién monoidal con centro una subvariedad permitida de co-

dimensién 1 de V. ~, 1 < i £ k, y m(V~) = ———— = m(V») =

=m(vV) >1 se verifica:

no contiene subvariedades permitidas de codimensioén

1 si y solo si SV) = k.

Demostracioén : Sea T V7 —————- xV una transformacidén monoi_
dal con centro una subvariedad permitida de codimensién 1 de

v, tal que m(V?) = m(V) entonces

6(VF) = 6(V) -1

En efecto: Sean W},-.F,W (r > 1) la subvariedades permiti
das de V vy G V = Spec(D) los puntos genéricos
correspondientes. T es birregular en V-WA ([21], &6) lue
go T 1Cp.) = {p -} si i>2 y upi . Este 1isomor-

fismo se extiende a otro

op). ak(pi) kFPi) -~ 6k(-pi) KC"PI)

Por definicidon estos son los anillos locales de CW‘ Yy CW ,
r _ r

siendo W.. la subvariedad de V> correspondiente a que

es por lo tanto permitida. Es decir que T induce una biyec-

cion entre las subvariedades permitidas de V-WA vy las de

vVT-T » ) tal que Cw C— si 2 <1 <r.
i i

Para calcular d(V’) consideramos dos casos:
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N
Si <5(CW,\) = 1, por la proposicién 1.4 T (WI ) no

contiene subvariedades permitidas, y

Ov®) = 1 6(C? )= 1 6(CW )= 1 s )-1
i=2 i i=2 i i=1 i
= 0V) -1
Si <$C ) > 1, por 1.3, =T (W1l) es una subva

riedad permitida y 6(C-— ) = sBECW ) -1, con lo que

6 (V)

6(C¥ ) = 6(Cw ) + | S(Crr ) =
i 1 i=2 i

-

=6(C )-1+ J <SC )= <5V -1
i i=2 i

Luego en ambos casos o(vV®) = V) -1.

En las condiciones del teorema, para cada i >1 es
pues o(V™) = <B5(\) - i, con lo que no tiene subvarieda
des permitidas si y solo si o(v™) =0, es decir si y solo

si () = K.
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Seccioéon 2.

En esta seccidén demostraremos un resultado fundamental
para la construccién de un subarbol Tfinito de A.T.(S) (propo
sicién 2.4). Consideraremos solamente superficies sumergidas

con un cuerpo de coeficientes k fijo.

PROPOSICION 2.1.- Sea S = Spec(D) una superficie algebroide
sumergida, C una curva permitida de S vy {X,y} un siste
ma de parémetros transversales de S. Existe un sistema de
coordenadas de S {x’jJy"jz’}y adaptado a C (i.e.

es el 1ideal de C) vy tal que A™Xt yty - A{x 7y

Demostracién.- Sea z GFfi~ , tal que {xX,¥,2} es un sistema
de coordenadas de S, y sea <% el homomorfismo asociado a di-

cho sistema

€ - k[[x,Y.,z]1] K[[X,Y,Z]11y
(PKLILX,Y.Z]]
Sea P =4 (p como $ es sobre,
[[x,Y,z]11/p = 0/3 ’ que es un anillo regular, comple

to y de dimensién 1, vya que C = Spec(tl>)

Luego existe un 1isomorfismo * - K[I[X,Y,Z11/p * K[IT11
con T 1indeterminada.

Sea HX,y,z) = H(X,Y,Z) + P.

Como b es isomorfismo (ipCx), ip(y), ip(@DOHKILITI1 =
= (TKI[ILT11,. y por lo tanto alguna de las tres series

\p(x), ip(y), y p(z) tiene orden uno. Supongamos que sea
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ip(x). Entonces existe un isomorfismo h : k[[t]] -—--—» k[[t 1]
tal que h(y(x)) = T . Sea il = h .ip, y (y) =

= p(7) S KLLT"1]1, y(z) = q(T") S kK[LIT"1] -
Se tiene:
Y -p(X) S P y Z - q(X) 6 P

pues - p(X) ) = tiky) - 1iKpG) ) = p(T 7)) - p(T ") = 0, vy

® es un isomorfismo.

Ahora bien, es claro que Y-p(X), Z-q(X) forman
parte de un sistema regular de parametros de Kk[[x,Y,z]1, lue
go por ([19] ., p- 303), el ideal (Y-p(X), Z-q(X)kI[Ix,Y.Z1],
es regular y de dimension 1. Como

& - p(X), Z-9g(X) KI[Ix,Y,Z]] c P, se da la igualdad.
En las hipotesis de la proposicion ({x,y} parametros
transversales) ir"xX) o ~(y) tienen orden 1.
En efecto si fuera * Vv(i|/(x)) >1, vdig(y)) >1 vy
(p@) =1, repitiendo la construccién anterior tendriamos:
P= & -p@@, Y - a(Z)) kLIx.Y,z]1],
con v(p(2)) = v(\p(x)) >1, y v(a(z)) = v@yx)) > 1

Pero F(X,Y,Z) 6 P, 0 sea

FXXLY,Z) = (X - p(Z))A + (Y - a(2))B

y in(F) = 2V +———— , in(X -p(2)) = X, in(y-q(z2)) =Y

Vv -
con lo que Z +-— = X A” + Y B, que es una contradicciodn.

Luego es vjkx) =1 o] vi™(y)) = 1. Si

v(ip(x)) = 1, (en el otro caso se hace igual), tenemos que:

¢ - pX), Z -q(X)) KLIx,Y,z]1]
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Sea X" =X, Y=Y -pX), Z" =Z -qg(X) - Asi
{X=,Y"*,Z2"} es un sistema de parametros regulares de
k[[x,Y,z]] ., con lo que si X" = O(XTF) = X, y?2=0 ),

z" = 4>(27), {x”,y”,z?} es un sistema de coordenadas de

, 4 - &".z7)D
La ecuacién de S respecto a este sistema F* es
F’CX*jY’JZ) =F(X”,Y” tp(X"), Z” +gCX1))

F*(0,0,2*)=F(0,0,Z2°) = Z,V#————- y  {x".y"}

son parametros transversales de S.

Solo resta pues, comprobar que . .
P P a A{X7.y '} A{x.y3
A{x y} esta determinado, por el discriminante de F respecto

de Z, DZ(F(X,Y,2Z2)), y A{x,jyl} por Dz ,(Fe(X»,YefZ*))

De (1) se deduce Dzf(F1(X",Y",2”) = DZ,(F>(X,Y” +

+ p(XF), Z°+g(X?)) =D FF (X",Y” + p(X?), Z2»).

Como DZ(F) es un polinomio en los coeficientes de F,

es claro que si DZ(F(X,Y,2Z2)) = H(X,Y) entonces

Dzr (F(X%Y ™#p(®») ,Z» ) = H(X1,Y* + p(X7))-

Luego ~NX* vy} se °~t”ene a partir de
por el cambio de coordenadas X’=x, yf=y-p(x), y ambos son

isomorfos.

cCeqede

Nota 2.2.- Dada una curva algebroide plana C, sea
T(C) {C*,..A,Cl}. La transformada cuadratica propia de
1 * 1 1

1 * 1 -
es Tt %9. Llamando C.i = C.i U E , donde E es el dL



91

visor excepcional, la transformada cuadréatica total de C

s i~ U CA

Con esta notacion el teorema de resolucidéon de curvas al

gebroides planas, se puede expresar asi (c.f. [23], See. 9
“"Existe un nQ, tal que para todo n > nQ N«
contiene Unicamente puntos dobles ordinarios".
Sea 1*(C) = minimo { n nQ cumple la condicidn

anterior}.

Es 1(C) < 1*(0) y si Cy C son dos curvas planas

tales que Ce C entonces 1*(C) < 1*(0).

PROPOSICION 2.3,- Sean S y S? superficies algebroides su
mergidas, T. © Sr —--—> S, una transformacion cuadratica o
monoidal con centro permitido, tal que m(S") = m(S) > 1.

Sean {x,y} parametros transversales de S, tal que

1*(A ) > O. Entonces existen parametros transversales de

{x,y}
s*, {x",y "} tal que:

I*(Ag , ) < I*(Ar 2 ) si T es una transforma-
x 5y ) 1x 5y ] cion mono¥dal
Yy I*(Ar . -1 < I*(Ar s) si T es una transforma-
1 .,y S o, yi clon cuadratica.
Demostracion.- Sean S = Spec(Q), S = Spec(n®) vy supon

gamos que T es una transformacién monoidal de S con centro
una curva permitida C. Sea {x",y™,z"} un sistema de coor

denadas cumpliendo las condiciones de la proposiciéon 2.1.

(i-e- A{xIsyi} = ¢{X,y} Yy ."p = (x1>ZI)D es el ideal de
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c ). En esta situaciéon los calculos de la proposicién 1.3. de

muestran que existe un Uunico c¢ G K tal que

zT — 21

w1 c 6 v (ideal maximal de -, y {x’,y*,zf} es

un sistema de coordenadas de St (XT =X1, Sy
Si Fj ©s la ecuacidon de S respecto de {XA,yi,ZIA’ la de

S’ respecto de {X7,y*,z’} es

F X a\ﬁ. - 32- -i- Fe(X7,Y1,X” (Z° - ©))
Y
Si V=m(S) = m(S*), como in(F1) C o5 o4 es
in(F”) = z Ve con 1o que {x",y’} son parametros trans
versales de S’.

Ahora bien por 1.15, cap. 1

€)) Dz (F1(X1,Y1,Z1) =D (F.(X.,Y,,Z,-0)) =
1 ~1

VNl
x v

0z ,(F7(X7,Y* X" .(Z"-¢) ) =

X"V (v"1) Dz ,(F* (X" ,Y?.,Z")

Como Ar _

i Yy AT . estan definidos respectivamente
FX 1 yir

»y ¢
per <DZ (F1(xI>Yi>Z1))red y DOz, (F"(X?,Y",Z"))red, hay

dos posibilidades:

Si DZA(F ) contiene a X’ como factor, entonces
por (1) A{x1,y1} = A{x",y"} u E’ siendo E [la curva de
ecuac ion Xf=0. Y por la nota 2.2 Nix - yla A

y1}) = 1*(A{x.y})-
Si DZ,(F™) no contiene a X* como factor entonces

cUCYIE T ALY G,y 1) = 1S (4 {xD)yi})

= 1*(A{x,y})- LueS° en general es
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Supongamos ahora que T es una transformacidén cuadratica
es decir que Sf=Sp, para algun P G3) (divisor excepcional
de 9S). Como vimos en la demostracién de 3.1, cap- Il existe
un sistema de coordenadas {x*,y",z~"} tal que, {x"sY"} son
pardmetros transversales de Ar . = A< 5 y la direc-

te »ylid 1 X 5y>
cion correspondiente a P en este sistema de coordenadas es

(1,0,0). En estas circunstancias una ecuaci6én de S"=Sp res

pecto de (X" ,y* ,z"}, (xT=x, y':XI , zZ7 = Z—-1—) es:
X1 X1

F*(XF,YF,ZF) = — F (X ,X*.YF,X”.ZF)
X1

donde F~ es la ecuacidon de S respecto de {x",y™,z"}.

Como in(F) =20 +———, in(F’) =2 +———, vy

m(STt) = m(S), {xFf,y*} son paréametros transversales de ST¥T.

Este sistema cumple la condicion 1*~(Ar. , .
P ({x ,y})
< TACAIX,y})-
En efecto por 1.15 cap. Il
Dz (F1)(Xt,X».Y» ) =X?2V(V_1)DzFf(FF)(XF,YT) @)
Sea (D (F})(Xl,Yl))red = H(xl’Yl) la ecuacidn de AFXA,yA?

Pueden darse dos casos:

Que (1,0) no pertenezca al cono tangente de Ar . S,
IXtsy J
en este caso como vimos en 3.1, cap- |1, "Nxt yt} es lisa y

IAGI{x",y "} = 0 <

Que® (1,0) pertenece al cono tangente de .
{*’ «y_i}
Entonces H(X?,X".YFf) es la ecuacidon de la transformada cua-

dratica total de Ar 5
«H» YN

Por (2), (°zt(F" ))red es H(XF,XT.Y”) salvo eventualmente

en la direccion (1,0) (del plano).
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i
el factor X¥f, luego AEXT,y'}(: C, donde T G (AExl,ylg)
Con lo que
< 1%(C) 1 I*(A{x1l,y1>) "1 = :
-l (Arlx,y}')

PROPOSICION 2.4,- Sea S = Spec(D ) wuna superficie algebroi

de sumergica, KcQ un cuerpo de coeficientes de S fijo,
—— s s Tr+' SI > - > 8. Ti S 7S
donde es una transformacion monoidal con centro permitido
6 cuadratica, para cada i1 G 3N. Supongamos que para cada i,
m(s..) = m(S). Entonces existe un nQ, tal que S" es cuasi_
ordinaria, respecto de y de un sistema transversal de para_
n. n
metros x °} de n,
Demostracion.- Sea {X,vy} un sistema transversal de paréame-

tros de S. Si 1*(AEx J) = 0, no=0. Si I*(A”x ~j) > 0,
por la proposicion anterior existe un sistema transversal de pa_

rametros de S {x~,y"}s tal que 1*(Ar ~ ~>) < I*(Ar 3)

Ix .y X,y
H 1A H *
si T1 es una transformacion monoidal y 1 (Ar 1 I}) <
X7 LY
< * — i i Ati -
| (A{X,yF) si T1 es una transformacifdn cuadratica Cons

truimos por induccidén una sucesion {x”yl} de sistemas trans

versales de parametros de S», tal que si
* . . > 1* (A .
1 (A{Xl—l y|_13_) 0 ( verifica las de

sigualdades anteriores.
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Esta sucesid6n de sistemas de parametros verifica que:

Para cada i, con 1*(A - - ) >0, existe un i" >i
{x"y1l}
tal que 1*(A , ) < 1*(A . - )
{x1 .y1 } (x~yl}
En efecto: Sea o™, y supongamos que existe i’,
i < 1? £ i+6(5..), tal que T , - SN, ———— S/ es una

transformacién cuadratica es

i*(A . ) < 1*(A ) < - - X<
ix .y } {x 3% }
<1*CA . .)
{x1»yl}
Si por el contrario para cada i’, 1 £ if£ 1+6(S™), T_.F es

una transformacién monoidal la sucesidn
T.
i+5(S.) T. .,

Si+6(Si) 1 n S 141 uatr-—=* S 5

es de longitud é(Si) y por el teorema 1.8, S no

|'+0(S")N

contiene curvas permitidas, luego Ti+<S(s.)+l es una trans™

formacidédn cuadratica e i* = 1+6(SM)+1.
Como < 1*(A . . )< -— £ 1*(A™X ) es claro
por lo anterior que existe un nn tal que 1*(A N N ) =0
{x °.y %

Nota 2,5.- Como consecuencia de la Ffinitud del arbol AK(S)’
(seccidon 3) se tiene que n” -depende s6lo de S y de k vy

no de las Ti'

Nota 2.6.- Si en la proposicidon 2.4. las T. son siempre trans
formaciones cuadraticas se obtiene una propiedad demostrada

por Zariski en ([22], prop. 1.2).
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Seccioéon 3 .-

En esta seccié6n, fijado un cuerpo de coeficientes Kk,
definimos de manera candnica un subarbol A”NCS) de A.T.(S)

y demostramos que es Tfinito.

Situacion 3.1.- Sea S=Spec(Q) una superficie algebroide
sumergida, kc O un cuerpo de coeficientes de S. Si
S” 6 T(S) es una superficie, k es de manera natural un euer

po de coeficientes de S”, asi que podemos tomar Kk como

cuerpo de coefTicientes de todas las superficies de A.T.(S).

Si S es estrictamente cuasiordinaria respecto de Kk,
tiene a lo m4ds dos curvas permitidas y C», Si P. 61)
es el punto del divisor excepcional correspondiente a la direc

cién tangente a C.., 0 E(S). Entonces

DEFINICION 2.2.- Definimos T/(S) como:

T(S) si S no es estrictamente cuasiordinaria, 0 si
S es estrictamente cuasiordinaria y no tiene cur

vas permitidas.

T(S) - {Sp} Si S es estrictamente cuasiordinaria, tie
ne una curva permitida C yv PG es
el punto correspondiente a C.
T(S) -{S_  ,S } si S es estrictamente cuasiordinaria,
ri r2
tiene dos curvas permitidas Yy Yy

pe, g3) es el punto correspondiente a

Ci5 1=1,2,
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Dado este, ™, se construye un arbol de manera analoga

como se hizo para A.T.(S), es decir

= S, xi = Tk”"S~” y construido 5 si existe

H G XM tal que m(H) > 1 ponemos X\ = | 1 T, (H)

1 1 HGX*~,m(H) >1

K K _ _
™™ - XI —-———— X, se define de la forma usual. Si
< = {Xk N Jc | y

> AMINMGd Yy A - XiI>ViGcl?”~’ ?
XECxi* si i GJ
es por lo tanto un subarbol de & . Los pesos los de

finimos como restricciodon de a, vy 3 a VOi, ) vy LO?, )

respectivamente. Como no hay confusién posible notaremos a las
aplicaciones w, a Yy 3 y a sus restricciones a £ N de

la misma forma.

Nota 3.3.- EI arbol pesado asi construido A(S) = (N sajB)
es un subarbol de A.T.(S), que depende de Kk, vya que dada
una superficie S, el que S sea estrictamente depende en

principio de k. Veamos que AN(S) es finito.

TEOREMA 3.4 .- Dada una superficie algebroide sumergida g> y
kco cuerpo de coeficientes de S, el arbol pesado Ak (S)

es finito.

Demostracién.- Por 1.7., cap. |Il, basta ver que toda rama de
AN(S) tiene longitud finita. Supondremos que existe en A, (S)

una rama infinita y llegaremos a una contradiccion.
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En efecto, sea {Sq ,S S - una rama infi-
nita de Ak(S), es decir, S.i G X'i y ?.{S.) = 81;7. Enton_

ces a(SE) = m(s™) > 1, para todo i G IN, ya que si existe

_ _ - _ -1 _
i G IN con a(STo) =1, por construccioén '%+r(sk)) = $.
Como la multiplicidad no aumenta, es decir si iG1l - {o}

m(Ss.) < m(S™ ™), la sucesidén de multiplicidades es estaciona-

ria y existe un iQ G 1IN, tal que si i > iQ m(s..) =
=m(S. ) > 1.
(@) Consideremos entonces {S. , S. S N
10 10+1* 5 i* 1>1
K u -0
Como G X. ¢ X.., por 3.8., cap- 11, las S. pue-

den ser O bien curvas O bien superficies. En este caso las S.
son superficies, pues si existiera j > i1Q tal que S. = C»,
fuera una curva, AN(SJ) = ANCCHN), que es Tinito y no puede
tener una rama infinita. La sucesion (1) corresponde pues a

una sucesion de aristas de AN(S)

(Si0,Si0+1)9 (Si0+15Si0+2)5— ,(Si,Si+1)9

Cada arista (S5..,5"+”) proviene de una transformacidéon T.+7:
Si+i S. entre superficies, que es una transformacioén

cuadratica o monoidal con centro una curva permitida.

Asi pues Ilegamos a una sucesion

T. ., |0+1

—_— - %
Siel Sy * Sios

infinita y tal que m(Si) = m(SO) > 1, para todo P>

Estamos en las hipoétesis de la proposicion 2.4 y por lo tanto

existe un 1 > iIQ tal que es cuas iordinar ia respecto de
un sistema transversal de parametros. Entonces sea
i, =min {i >i_ = s~ es estrictamente cuasiordinaria} y con
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sideremos S. Yy X(S. ). Pueden darse tres casos.
X1 1
i) S¢ tiene dos curvas permitidas, y C2« Sean P,
P2 1los puntos de 3> correspondientes a y C2 respectiva-
ment e .
S(Si ) =» - {P™,P2), con lo que

T.(S5. )=AS , S >u T.M_ (8) u T.M.. () u {C.,...,C >
1 1 r2 1 - i r

siendo LJ Cr la secciodn genérica en

Luego T (6. =T, ))-4{S ,S }=T.Mp (5 uvu T-M.P (S u
K 11 11 pi  p2 Cl c2

Como S. 6 TA.(S- ) es una superficie, 31A+f'ST-H-CA C%A )

_____ N 16 I
y eil+i - sil+i y SN, es una transformacién monoidal,

como ademas m(S. ) = m(S. ) por 3.14, cap. 1, 81A+1
es estrictamente cuasiordinaria y X(S. ») = X(S. ) - 1.
i+l X

ii) S. contiene solo una curva permitida C. Tomamos

11
un sistema de coordenadas normalizado, de tal forma que la di
reccién P, tangente a C sea (1,0,0) vy la otra direcciodn

distinguida P2 sea (0,1,0). Si ™y es el primer par

caracteristico, entonces XN < 1> yr» > 1y TNGS.. ) =
=T( ) - {s }

*1

Luego como S. es una superficie, es claro que
11

\/7k STM.-(S.) 6 S. = (5. ) (P,, puede eventual

C X1 11+1 11 P2 2
mente pertenecer a E(S™ ), <con lo que necesariamente seria

S T.M. (5. ).
C h

+1



Por 3.y 3.15, cap- |, S. es en ambos casos
i+1
trictamente cuasiordinaria, y se tiene, respectivamente,
XCopan ) = Xy ) - 1
y X(s. )=X(- ) -1+ X <XES. )
11+1 X1 1 X1
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es-

iii) 81 no contiene curvas permitidas. Sea (X~,?)
el primer par caracteristico de S, 0 < X < 1, 0 < <1
Si n son ”“as direcciones distinguidas, por 3.15
caPe= I» 2(8) ¢ {(s. ) ., (. dp 13} luego
1 1 1 *2
sii+i = 1 V> ' 'W
Como m(sii+i) M(S- D). por 3.15, Cap 1) S . es estric-

1

XGS. )=X@G.)-1+U 6
11 1

11+1

mente cuasiordina

ria y

1
X(s ) =X(s.)-i+X

1 11 1

En todos los casos llegamos a que S. es estrictamente cua
11 +1
siordinaria y que X(S. 2D toma uno de los valores
11+1
X(. )-1, X(-)Y+1 - X, X(S. )+ 1 - p.} siendo en
1 X1 11
cualquier caso menor que X(S. ). Como S. es cuasiordi
11 11

naria las raices de una cierta ecuacidon de S. son elementos

de K[[xl/n , Y1/n]], vy (\ ,P1) que es el "“exponente de un

1,015 = K§ = §

I misma forma

X(s. ) < X(5.) -1
11+1 n

) Si Xp < 1y

- ¥ 2 o con

lo
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Se puede repetir el mismo razonamiento para S. 5 v tenien
+ J -

do en cuenta que por ser m(S. ) = m(S. .), el primer par
Xi i+l
caracteristico de S. . tiene los mismos denominadores que
11 1

el de S. se deduce

S|"1+2 = Si'1+i_ n

Es claro que este proceso se puede continuar, hasta una
cuasiordinaria @@ > il) tal que X(Si) <1, y por 3.14 y 3.15

Cap I es m(S.) <m(S, ) = m(S.1 ), lo que es contradiccion.
1 0

Nota 3.5.- Construido AN(S) vy comprobado que es finito, res
ta saber si se pierde informacién tomando AN(S) en lugar de
A.T.(S), para lo cual hay que ver que relacidn existe entre

AN(S) v A.T.(S) cuando S es cuasiordinaria. Concretamen

te la situacidén ideal seria demostrar que:

"Si Sy S” son superficies cuasiordinarias se verifi

ca que A.T.(S) ~ A.T.(SF) si y s6lo si Ak(S) = AK(S?)".

En el siguiente capitulo veremos que este resultado es

cierto si Sy S*" son irreducibles.

LEMA 3.6 .- Si S=Spec(] |) es una superficie algebroide sumer
gida, C una curva permitida de S, y P G23) el punto del
divisor excepcional correspondiente a la tangente a cC, en-

tonces P g E(S).
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Demostracién.- Sea {X,y¥,z2z} un sistema de coordenadas de S
adaptado a C, tal que {x,vy} son parametros transversales
de S. La ecuacién de S respecto de dicho sistema F es

pues de la forma

Entonces DZ(F(X,Y,2Z2)) Xa H(X,Y) con a >v(v-D).

En efecto, si F(X,Y,Z) = ZV + \ A..(X,Y) Z"N1 entonces
i=1

F(X,Y,X.Z) = Xv F(X,Y,2)
Con lo que

DZ(F(X,Y,X.Z)) = xV(v_1) DZ(F(X,Y,Z))

DXV F(X,Y,Z)) = (XV)2(V_1) DzZ(F(X,Y,Z)) y
DZ (F(X,Y,Z) ) 2vCv=1)-vOV=1) oo B exL YL Z))
X
y DZ(F(X,Y,Z)) = Xa H(X,Y), donde a >v(v-1) y H no

contiene a X como Tfactor. Pueden ocurrir casos:

Que sea H(0,0) ¥ 0, <con lo que S es equisingular a lo
largo de C, y ya vimos en 3.8. cap I, que Sp no es equi-

singuiar.

Que HX,Y) no sea una unidad, 1i.e. m(H) = a ™ 1. En
tonces como la direccidéon correspondiente a P es (0,1,0)

una ecuacioéon de Sp es
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Por 1.15, cap.- 1, se tiene

wv(v-1)
Dz (F1) = ez(F)(X1-Y17°X1) = (X1-Y1)_H(X1.Y1,Y1)

V Fi): XALYASV(V_:iL).Ya H(X1,Y1)

Por ser a-v(v-1) + a >0, Ar. - tiene al menos dos com
1 »YA J

ponentes y como {x~,y*} son parametros transversales, Sp

no es equisinguiar, por 1.22.~ cap- 1. Luego de cualquier

modo P 0O E(S).

Nota 3.7.- Dada una superficie S, se puede obtener un subar
bol pesado A*(S) de A.T.(S), suprimiendo de A.T.(S) los
puntos correspondientes a las direcciones tangentes a las cur
vas permitidas de S. Este arbol es finito e independiente

del cuerpo de coeficientes de S.

Con ma&s precision definimos T*(S) como
T(S), si S no tiene curvas permitidas.

T(S) -{Sp ,- --,Sp }, si S tiene curvas permiticas
1 r

- y BP. S es el punto co

rrespondiente a C»~, 1 < i < r.

Procediendo como en 3.3, con T*(S) en lugar de TK(S),rms da un
subarbol A*(S) de A.T.(S). Es claro que dada una superficie
S, T*(S) c T~(S), con lo que A*(S) es un subarbol de A”CS).

Por el teorema 3.k. A*(S) es Ffinito.

Nota 3.8.- Se puede considerar otro subarbol A*'(S) de Ak(S)

de la siguiente manera. SiI S tiene curvas permitidas, se con
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sideran las transformaciones monoidales con centro permitido.
Si S no tiene curvas permitidas se consideran las transforma
das cuadraticas. Este es el punto de vista de [13], por ejem-
plo. En este caso se pierde informacidén respecto de AK(S)’

en el sentido de que existen superficies Sy S, tales que
A(S) - A(S?), AN(S) t AN(S7T) Yy A*(S) T A*(S), como prue

ba el siguiente ejemplo.

EjemP10 3-9°- Sean  Di =k[[x’Y,Z]1]1 7 (z2+(Y2+x5) (Y%x 7)KIXiViZIl

y g - kK[I[x,Y,z11 7/
uz- / (Z2+ (Y3+X5) (Y3+XT»K[[x,Y,z]1]
Yy si = Spec(Q ™)> S2 = Spec (D2)-

Entonces ACS™N) - A(S2).

((A(S) se define de la forma usual, a partir de T(S),
donde T(S) = T(S) si S no tiene curvas permitidas, y
T(S) = T.M.c (S8) u .... u T.M. (), si S tiene curvas per

1 r
mitidas Ci”"’Cr)'

Se comprueba que el arbol pesado asociado a TCS?) vy t%(S2> es
2
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Veamos que no puede existir un isomorfismo
N AR(SN) ————- + A*(S2). En efecto. El grafo pesado correspon-

diente a los cuatro primeros niveles de ANCS?) vy A*(S2) es

2 7 2
Z +X (X+Y) Z2 + X7T(X +Y3)
Si existiera un isomorfismo teniendo en cuenta que conser
va los pesos seria Ag(SA) = S%, y i iInducirfia un isomor-

fismo entre los arboles de A(SA) y A(S%).

*
Ahora bien 1 (resp. 1 tiene una sola curva per
mitida (resp. C™) vy la transformacidén monoidal con cen
tro (resp. C2) produce un unico punto 2 (resp. S%)

cuya ecuaciodn es Z2 +X5€X+Y2) (resp. Z2 + X5(X +Y3)). Es
claro entonces que necesariamente A(SA% = Sg. Repitiendo
el razonamiento, encontramos dos superficies 3 Yy SE de
ecuaciones Z2 +X3 (X +Y2) Z2 + X3(X +Y3) respectivamen
te, tal que A(Ska - 3 De la misma forma existen 4 y
S2 de ecuaciones Z2 +X(X+Y2) y Z2+X(X+Y3) tal que

= N2* Por ultimo los grafos pesados correspondientes

a A(SM) y A(S2) son
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que no son isomorfos. Esto prueba que no puede existe el 1isomor
fismo ~ .

Para puntos de multiplicidad 2 de superficies algebroi_
des, hay una caracterizacion muy sencilla de cuando la superfi-
cie es estrictamente cuasiordinaria. Teniendo en cuenta esta aa_
racterizacion se puede comprobar de la misma forma que antes

que ANS. M) F Alg(S2)-

La caracterizacién es la siguiente:

"Sea S una superficie con m(S) =2, y sea
{X,y¥,z} un sistema de coordenadas de S, tal que la ecuacion
de S respecto de {x,y,z} es F = ZO-+AA(X,Y)Z-+A2(X,Y)
entonces S es estrictamente cuasiordinario si y solo

(DOz(F))"r d ~ ® es una curva lisa, 06 dos curvas lisas que se

cortan transversalmente'.

Este hecho es una consecuencia directa del Teorema 2 de [9] -
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CAPITULO 1V

Seccio6on 18

Este capitulo esta dedicado a estudiar la relacidon en-
tre los pares caracteristicos normalizados de una superfice cua
siordinaria irreducible S, vy el arbol A*(S). En esta sec-
cion demostramos (proposicién 1.3) que los pares caracteristi

eos determinan A*(S).

Situacion 1.1.- Sea S una superficie irreducible cuasiordina
ria, respecto de un cuerpo de coeficientes k. Sean r=g(S) vy

{(¢»We)IkE<r los pares caracteristicos normalizados de S

(def. 3.7, cap D). En esta situacion se verifica que S tie-
ne alguna curva permitida si y solo si XA > 1. Si S tiene
curvas permitidas, > i y S es estrictamente cuasior

dinaria con lo que T*(S) = T~(9).

De 3.9, cap. I, se deduce que para toda superficie S~
de A.T.(S), T*(Sf) = TM(S) <con lo que se tiene que A*(S) =

= AK(S).

Veremos a continuacion que los pares caracteristicos for
malizados de S respecto de un cuerpo de coeficientes Kk, de-
terminan y son determinados por A*(S), con lo que los pares
caracteristicos son independientes de dicho cuerpo. La demostra
cion la haremos por induccidén en la longitud del arbol A*(S),

que notaremos 1(S) a(¢s) =0 si y solo si S es lisa).

En todo lo que sigue supondremos la ecuacié6n de S, for
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malizada como en la Seccidén 3, cap- 1 y emplearemos las mismas

notaciones que allft.

Veamos primeramente cuando 1(S) = 1.

LEMA 1.2_.- Sea S una superficie cuasiordinaria irreducible,

se verifica entonces:

1(S) =1 si y solo si g(S) =1 vy el par caracteris_

tico normalizado de S, es uno de los siguientes:

p- »0 con m 2, (1/2,1/72) vy (1/3,1/3)

Demostracioén.- Supongamos que 1(S) = 1.

Si S tiene alguna curva permitida C, sea
T.M.¢(8) = {S"}, como 1(S) =1, S es lisa y g(s™) = 0.
En 3.10, cap-. I, teniamos que g(s™) es g(s) 6 g(5) -1,
luego g(8™) = g(S&-1 vy g((5 =1. Si S no contiene curvas
permitidas, sea S ) el punto correspondiente a la direc
ci6on (1,0,0). S* es lisa y entonces g(S ) = g(S)-I y
g(s) =1. Luego ei ambos casos g(S) es l-FlSea

el par caracteristico de S. Distinguiremos tres casos:

a) S tiene curvas permitidas.
Sea C 1la curva permitida de ideal xX,z)D(x1>d ,
y sea T.M.~MN(S) = {S"}. El par caracteristico de S es
(X1-I»Vl1l) salvo que se aplique 3.3 (3), cap. I'y resulte un
par de enteros. Como S es lisa, g(s™) =0 Yy

{CXn-1 )} = {(a,0)}, siendo 1/a = m G IN y m > 2.

Es decir que (*-1,1n) = (a,0) 5 X1»1,y1) = (0,a).
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Si X~-1,y™) = (0,a), XN,y = (@, 1/m). S tiene una

sola curva permitida, y la direcciodn (1,0,0) no es tangente

a dicha curva. Consideremos el punto Gi) correspondiente
a ((1,0,0). El par caracteristico de S es por 3.9., cap.
i, s s ! i 1
IJ 1 1 - (X1+X _1) - (ﬁ ’ m), m 2 2.
De 3.12, cap- |, se deduce que S no es una smgu
F1
laridad de tipo dimensional 1, y por lo tanto G T*(S).
Al ser m > 2, g(SEl) =1, no es lisa, luego en es

te caso 1(s) > 1.

Si xX~-1 ,y™) = (I/m,0), entonces (X~rynN)y =
= (@1 + }jO) es el primer par caracteristico de S. Es claro
que la curva C de ideal (Xx,3)0 &es la Unica curva permiti
da. En este caso, el par caracteristico de Sp es (1/m,0),
y aplicando 3.3 (3), cap. 1, resulta (m,0) que son enteros

luego g(p. ) =0 Y Sp es lisa. Como X=+¥. > 1, el
ri rli i

divisor excepcional es irreducible, y al ser Sp lisa, la
F1
seccidén genérica lo largo del divisor excepcional C es lisa
g
El punto P2, corresponde a (0,1,0) que es tangente a C,
luego Sp 0 T*(9). Todo lo anterior nos dice que
2
T*(S) = ICg} u T.M.c(S) = {Cg,S1},

y 1(S) es efectivamente 1.

En este caso al ser XM+y™ — m(S) = numero de rai

ces conjugadas de la ecuacidon de S. El dnico monomio caracte
m+1
- m . . _
nstico es X con lo que el numero de raices conjugadas

m+1 _ .
es m. Luego , 0 determina el arbol A*(S),

cuyo grafo pesado es:
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b) S no tiene curvas permitidas, y el divisor excepcio
nal es irreducible. Entonces XN+yn — A y X1, y~<l, con
lo que .0<X1<1l y O<y~<l. Consideremos Sp ; el par caracteris
tico de S, es
t »
1P = AN LTI como Sp es lisa,

g(Spl) =0 es decir que se aplica 3.3 (3), cap. I, vy
{&xrtyn-1, )} = {(ot,0)}, con a=1p, p >2

Dado que \it i O, es (X1+ul-1,yl) = (0,a), con lo que
Xi+yl =1 y yl = 1/p.
Haciendo lo mismo para Sp , obtenemos:
2

N, Xn™+yn-1) = (1/q , 0) con q 2

luego x~ = 1/q, y XN +yn = + 1/p = con p >2 vy
q > 2, es decir que p=2, q=2 y (Xx,yx) = (1/72,1/2).

Como Sp es regular, la seccidén genérica en el divi-
ri

sor excepcional C§ es lisa y T*(S) = {C§}.

En este caso el monomio caracteristico de una raiz S,

Xll:{%/z que tiene dos conjugados, luego m(S) = 2. El

grafo pesado correspondiente a A*(S) es por lo tanto

2
(0)
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c) S no tiene curvas permitidas, y el divisor excepcio

nal de S es reducible.

En este caso, AN+yN < 0, y por lo tanto 0 < A®,

0 < y~. De las foérmulas de 3.9 (iii), cap. I, se deduce
que el par caracteristico de Sp es (a] ,y™) =
I' - A_I\_y/\
= ( —-- - -, i/yl) Para Sp resulta, (X1>yl) =
%
1-A, -y
1 1
= (/A ).
Si  Pg GtD, es el punto correspondiente a (0,0,1),
*1 u,
el par caracteristico de Sp es (——-2——- , ——— IT————- )-
p3 1 “Al "yl 1 " Al ~ pl

Como 1(S) =1, 9g(Sp ) =9g(Sp_) = g(Sp_) = 0.
*1 r2 r3

En esta situacidon siempre es AN = y» > 1, luego por la obser

vacion 3.11, cap. I, en los tres casos (AN yDD) G I x N

1-A, -y A.
Luego 1 1 U 16 Z,
1-xi-“i 1 . *1 n
~ 1 - “1 - G . con lo que AN = yN
Al Al
) ) 1-2A
Por otro lado booxr - GIN vy G IN,

1 - 2Ai
= 1-2A1, con lo que 3A+x =1 y (A~ryn = (1/3,1/73)

Por ultimo si (1/3,1/3) es el par caracteristico de
S, el divisor excepcional tiene dos componentes 1irreducibles.

_ t . -
Si C& Yy CO son las secciones genéricas en cada una de las

componentes, entonces como Sp y SD son lisas, y cada com
P1 p2 “
ponente de 3) pasa por uno de los puntos P y P2,
m(C ) =1 y m(Cf) = 1. Por lo tanto T*(S) = {c ,C*} vy
9 g g g

MS) = 1.
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En este caso el uUnico monomio caracteristico que apare
173 _1/3 ,
ce es X Y , con lo que el numero de raices conjugadas es
3y m(S) = 3(AMy™) = 3.(¢) = 2. El grafo pesado correspon-

diente a A*(S) es por lo tanto

PROPOSICION 1.3.- Sea S wuna superficie cuasiordinaria irredu
cible, se puede determinar A*(S) a partir de los pares carac

teristicos normalizados.

Demostracion.- Haremos la demostracion por induccidon en [1(S).
Si 1(S) =1 hemos visto en el lema 1.2 que en los tres casos
posibles, se determina el arbol conociendo el par caracteristi

co normalizado de S.

Supongamos el enunciado cierto para toda superficie S
con I(S) < n-1 y sea S wuna superficie tal que 1(S) = n.
pares caracteristicos

Sean r=g¢(s) Yy {(Ai’yi)}|<i<r los

normalizados de Se. Consideremos cinco casos segln que sean:

i) x+ < 1, V4 < i y Al+yl > 1
iv) Al+yl =1
V) Al+yl < 1

Veamos que en todos los casos se puede construir el arbol a par

tir de los pares caracteristicos.
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i) Sea S tal que > §ji > 1.
S tiene pues dos curvas permitidas, y C~/. EI divi
sor excepcional es 1irreducible. Sea C la seccidn genérica
en un punto P 6 E(S). En este caso E(S) = 2)- {pliP27r>

y como P~ y P2 corresponden a las direcciones tangentes a

Cly C2» es
I*(S = T.M. S) U T.M. S Uu {C = {S1#S9,C

Se tiene que I(5") <n-1 vy 1(S2) n-1, vy por la hipétesis
de 1induccion, A*(S™) vy A*(S2) se pueden calcular a partir

de los pares caracteristicos normalizados de S" y S° res
pectivamente; estos pares a su vez se calculan a partir de

{ ( ) }<i<r por las foérmulas de 3.9. (i), cap- |1, luego

A*(S™) y A*(S2) se determinan a partir de {(X..,VU)I'<i(<re

Veamos que pasa con la seccidon genérica C

t *1 i/n 1/n
Si P(X,Y,Zz) = n (Z-X Y H.X ,Y " ) es una
i=1 1
ecuacion normalizada de S, wuna ecuacién normalizada de SD
P1
- t X 4y -1 vy 1 1 1
es P(X1#Y1,Z21) = E (Z1 -X11 YI Hi(XlI »Xi e<Yi )}
En este caso ANtVA-1 > 0, con lo que P(O,Y1,zZ1> = zn ,
y el divisor excepcional en Sp , tiene (x ,z )*D ,
1 rli 11 my N
que es primo de 2.12, cap. 1, se deduce que C es isomor
g —
fa a la seccidén genérica de SD transversal a . Por

1 1
([1o], th. 6.2) la clase de equisinguiaridad de la seccidén ge

nérica de Sp transversal a la curva de ideal (x~jzZ~vD-
se puede obtener de los pares caracteristicos de Sp , y por

lo tanto de los pares caracteristicos de S, con lo que estos

pares caracteristicos determinan A (C ).
r g
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Al ser X* = T*(S) = {S.,S_.,C_3}, el arbol A*(S) se
é
obtiene uniendo los arboles A*(Si)’ A*(S0) vy AV(Cg). En

A*(S) solo se introduce un nuevo Vvértice, S y tres nuevas

aristas (S5,S%*), (.S ) y (,C. ). Los pesos en las aris
é
tas son 3(S,S1> =1, R(S,S2) =1 y R(S,C ) = 0. Por
é
ultimo a(s) = m(S) = t, donde t es el numero de raices
Xi yi i. 1.
conjugadas de X .Y HAX m,Y m) que se puede obtener
a partir de {(X™,yM>1l< < , por 3.6, cap. L.

ii) Sea S. tal que X* . i vy ul < 1.

S tiene entonces una curva permitida ci el punto P2
corresponde a la direccidon tangente a C"(Xi 1 con lo que
sp €& T*CS).. El divisor excepcional es irreducible. Sean

2
la seccién genérica en 2) y T.M. o6 - isi} entonces
L1
T™*(S) . . »SpN i Cg} o T*(S) - {Si>Cg} @)
segln que P+ g ZCS) 6 pt e z(s)
Ahora bien, como son los pares

caracteristicos de Sp y por 3.12, cap.

Xl+yl_1 > -»

es una singularidad de tipo dimensional 1 si y solo si

. T o0, para todo 1. Si esto ocurre como p tiene por

T
-L

ideal xs . 212) D~ como en el caso 1), es equisingular
sp,
a lo largo de 3>p y 2?1 G E(S). Por lo tanto se puede deter

minar en que caso de (2) estamos a partir de { (X" Bye) -

Al ser Xi+Pi-i1 > o, todo 1o hecho en i) para deter
minar A*(CS) vale también en este caso, con lo que A*(SM),

A*(Sd ) Yy ArCCg) se determinan a partir de.i(RF>Hf)51<i<r

A*(S) se obtiene uniendo los tres arboles anteriores. Por cons
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truccion 3(Ss,s ) =1, B(S,Sp ) = 0 y 3(s,C ) = 0. El
1 s
peso de S, m(S) es el numero de raices conjugadas de una
raiz de P(X,Y,2) que se determina a partir de {(X ,yn ~< ,

con lo que tenemos construido el arbol A*(S) a partir de los

pares caracteristicos de S.

iii) Sea S tal que N <1, y <1 y >le
El divisor excepcional de S es irreducible, y S no
tiene curvas permitidas. ElI primer par caracteristico de
s? ., n+yn-1, ), verifica que 0 < Ayn-1 'y 0 < y»
con lo que: S?l no es una singularidad de tipo dimensional

1 y P 0 £(5). Para Sp~, se verifica lo mismo, con lo que
T™(G) = {Sp , Sp , C
) = ;- B,- %2

Por la hipétesis de 1induccidn A*(SOI) y A*(SRéL dependen de
r
los pares caracteristicos de S y por lo tanto de

p2
{(X.,y..)} . Como X.+¥-—I > 0, A (C) se obtiene de
1 | l bl "r g

I<i<r

la misma forma que en 1) y la construccién de A*(S) se comple

ta como en los dos casos anteriores.

iv) Sea S tal que X™Mty™ =1
En este caso S no tiene curvas permitidas, y el divi-
sor excepcional de S, es irreducible, luego T*CS) =
+

= {Sp , Sp , C } salvo que P. O PZ estén en E(S), en cu
r A N g

yo caso no aparecen en T*(S).

En estas condiciones P~ G ECS) si y solo si es

regular si y solo si r=g(s) =1 vy y™ = 1/p, con entero.

En efecto. Sea P(X,Y,Z) una ecuacién normalizada de
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S, en este caso al ser X~N+yn-1, resulta que

y- 1
P(X1,Y1,Z1) = (Z -Y 1 Hi(X¥m YI/m ,x/m)) (©))

I =+

|
y {(X™+un-1,yM)P<E<r son unos pares caracteristicos de S

Si es equisinguiar, X*+y.. -1 = 0 para todo ahora

bien si r > 2, N2+y2 > *1+U1=1510ueg® r=1» Y CO,yl) es el

par caracteristico de con lo que es equisingular a
lo largo de la curva C de ideal ("»Yj~Di (Sp = Spec(D1l)).
Como

0 = X1 =PC0,Y1,Z22) = n (zx-y 1 Hi(o,0)) = zXx +---
i=1

-—+ a Y,

es una ecuacién del divisor excepcional 3D > este no coincide

P1
con la curva C. Asi pues G E(S) si y solo si St es

1
regular y esto ocurre si y solo si v(P) = t.y™» = 1, es decir
1 - - -
yt = N e Para P~ se verifica lo mismo, con lo que se puede

M * M N N
determinar T*(S) a partir de {(Xi'%')ﬁ"§j<r'

A*(Spl) y A*(sz) se pueden construir por la hipote-
sis de induccién. Veamos como se determina A,(Cg)- En este ca
so el primer par caracteristico de P, es por (3) O,y ),
con yN < 1. Si consideramos {x~,z"} como parametros obtene
mos una ecuacidén cuyo primer par es ,1/7y™) (3.3 (3), cap.

1), con lo que (y™jz~dDn™ es permitido.

Consideremos T.M.c(Sp ) = {s'"}.
Se puede entonces por una serie de transformacion.es mo-
noidales y aplicaciones de 3.3 (3), cap. I, obtener una superfi

cié Sh tal que el primer par (0,y1) sea entero. Como Ap
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tiene por ecuacion X =0, el ideal de 3p no esta conteni
do en el centro de las sucesivas transformaciones monoidales.
Por la birregularidad de estas transformaciones fuera de su cen
tro, se comprueba que es isomorfa a la seccidén genérica de
transversal a la curva de ideal (x~z~DN (para verlo se
consideran las sucesivas ecuaciones del tipo (3) que aparecen).

Pueden ocurrir dos cosas :

Si r=g(S) =1, entonces Sh es regular y Cg también
Si r=g(S) >1, entonces Ar(cg) sé puede calcular a
partir de los pares caracteristicos de S como en el caso i),
ahora bien S~ esta en el arbol A*(Spl) y la sucesion de
r
transformados monoidales se puede determinar a partir de
luego los pares caracteristicos de se pueden por lo tanto

deducir de {(Xt,y D}E<i<r.

Asi pues A~(CQ) se determina a partir de los pares
caracteristicos de S, vy la construccidon de A*(S) se comple

ta como en los casos anteriores.

v) Sea S tal que AN N < 1L
El divisor excepcional de S, tiene dos componentes
irreducibles D_1 y DO. Sea C1l (resp. C€2) la seccib6n ge-
g g

2
nérica en un punto de 3~ n E(S) (resp. 3)2 n 1(S)). Como

S no tiene curvas permitidas, T*(S) {cl u
g

u {Sp I Pi g E(S), 1 < i < 3}.
Veamos que se puede determinar si  P; e I(S) a partir de

{(Ai )>1<i<r. Se verifica que Pl e E(S) si y solo si

Sp es regular si y solo si 9g(S8) =r =1 vy
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i-XI1-Pl
Jj 1/y™) G N xN. En efecto. EIl primer par caracterTs
1-A -y
tico de Sm cumple que A” = ————= 1°1 S © i =7~ >
P1 1 VA y m G 0,

con lo que Sp”™ no puede ser una singularidad del tipo 1. Asi
pues, G X(S) si y solo si Sp es regular, y es claro que
esto ocurre, si g(sS) =1 y XN, p™N) son ambos enteros. Para

N2 y P3 se obtiene la misma caracterizacion.

En este caso como AN+yN 1» una ecuacion de Sp
es
t 1-X -y i w1
P(X1,Y z)=.n ( x 1 1_¢ Hi(xim /- _y}/q))
i=1 1
t.y.
con lo que P(O>Y",Z™) = a.Y~» X, Yy entonces es
el ideal de . Ahora bien, en esta situacidn {x",z"} son

parametros transversales de Sp , y los pares caracteristicos
1
Sp respecto de {xn,z”,y*} son los que aparecen en la
N 1
formula de 3.9. (iii), cap- I. Asi que A (C ) se deduce de
r g

los pares caracteristicos de Sp aplicando ([1o], th. 6.2)

or lo tanto solo depende de A.,y.)K _

y p p {( T4 ) 1<i<r Para

A (CS) se procede igual con Sp En esta situacidn, A*(S)

se completa como en los otros casos. Como ANy~ < 1» entonces

por 3.6, cap. 11, ot(S) = m(S) = t(A™tyn), siendo t el nume-
X. R 1. 1
ro de raices conjugadas de X .Y H.o(X/m, Y 1m).

Observacién 1.4.- EI cuerpo k no interviene para nada en las
consideraciones hechas en la proposicion anterior, asi mismo en

([10] , th. 6.2) se halla la clase de equisingularidad de la see
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cidn genérica mediante un algoritmo que no depende del cuerpo
base. Por lo tanto el proceso anterior se puede considerar co
mo una operacion que asocia a cada familia de pares caracteris
ticos n SIS E<r un arbol pesado A*(S), siendo
S cualquier superficie, tal que es el sistema de pares

caracteristicos normalizados de S.

Escribiremos entonces A*($) = A*(S).
Recordemos por ultimo que existe una condicidén necesaria y si
ficiente para que una familia $ sea la familia de pares ca
racteristicos de una superficie cuasiordinaria (c.f. [lo],

prop . 1.5).
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Seccioéon 2.

En esta seccid6n demostramos que AT(S) determina los
pares caracteristicos normalizados de S, y como consecuencia
de ello obtenemos que para superficies cuasiordinarias irredu-
cibles la igualdad de los arboles reducidos (A*(S)) es equi-

valente a la igualdad de los arboles totales.

TEOREMA 2.1.- Sea S wuna superficie cuasiordinaria 1irreduci-

ble, y sean {(AN D} AN (r=9(s)) los pares caracteris

ticos normalizados de S, entonces = A,V OK . es
$ {«( i y ) 1<i<r

la Unica familia de pares caracteristicos que verifica

A*($ ) = A*(S).

Demostracion.- La unicidad la obtenemos dando un método explici
to para calcular los pares caracteristicos normalizados de S
a partir de los pares de los elementos de X* = T*(S), con 1lo
que se tiene el teorema por induccién en 1(S). La demostra-
cién es de hecho un algoritmo para obtener los pares caracteris

ticos normalizados de S a partir de A*(S).

Al 1igual que en 1.3. consideraremos varios casos, con
la diferencia que ahora se conoce A*(S), y hay que demostrar
en cada caso que toda la informacion utilizada para obtener los

pares caracteristicos depende sélo de A*(S).

Sea S superfTicie cuasiordinaria irreducible, y sea
CM ,yl) el primer par caracteristicos normalizado de S. Vea

mos primeramente que se determina cual de las cinco condiciones
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de 1.3. cumple S, a partir de A*(S).

En efecto :

(X1»Pi) verifica i) si y solo si S tiene dos curvas per
mitidas y esto ocurre si y solo si existen superficies

S*,S** e X* = T*(S) tal que R(S,S*) =1 y  R(S,S**) = 1.

o~ L,yn) verifica ii) si y solo si S tiene una sola
curva permitida, es decir, que existe una uUnica superficie

s* 9 X*, tal que R(S,S*) = 1.

Si S es tal que XN+yN — N » N < Is <1, vy
Sp y las transformadas cuadraticas de S en las direc
*1 N
ciones distinguidas, se comprueba utilizando los calculos de

3.9., cap. I, que m(spnr ) + m(Spo) 1 1) m(S) > m(S)

si X4y, > 1 vy m(Sp ) + m¢sp ) = m(S) si X1+U1 = 1.
1-°1 1 F2
Se sigue entonces que :
(Xt y1y verifica iii) si y solo si el divisor excep

cional de S es irre.ducible, S no tiene curvas permitidas

y existen superficies S*,S** 9 X* = T*(S) tales que

m(S*) + m(S**) > m(S). (X~5y™)  verifica iv) si y solo si
el divisor excepcional de S es irreducible, S no tiene cur
vas permitidas, y no existen superficies S*,S** 9 X* tales

que m(S*) + m(S**) > m(S).

Por altimo (X"sy™) cumple v) si y solo si el divi_

sor excepcional es _.reducible y esto ocurre si y solo si exis

ten dos curvas CI.’ZC' en T*(S) = Xi.
Es claro por lo que hemos visto en 1.2 que si 1(S) = 1,

A*(S) determina el par caracteristico de S. Supongamos el

enunciado del teorema cierto para toda superficie cuasiordina-



122

ria tal que [I(S) < k-1, vy sea S tal que 1(S) - k. Consi

deramos varios casos.

i) S tiene dos curvas permitidas.
Hemos visto en 1.3, que en esta situacion T*(S)
contiene dos superfTicies, S* y S** vy que g(S*) = g(S**) =

= g(S) =r. Sean « V gi>}<i<r y {Cy- ,
los pares caracteristicos normalizados de S* y S** que por

la hipdétesis de induccidén son Unicos y se obtienen a partir de

A*(S*) y A*(S**), es decir a partir de A*(S).

Con las notaciones de 1.3, T™() = {s*, S , C } y
los pares caracteristicos normalizados de Sj y 5 Son res-

pectivamente (véase 3.10, cap- D).

Necesariamente {s~, S2) = {S*, S** } es decir que
S1 = S* y S2 = §** 6 S1 =S** y S2 = S*

Como 1(SA) < k-1 vy 1(S**) < k-1 por la unicidad de los

pares caracteristicos normalizados se tiene:

[2a i“1->li)]l<i<r = Yy

{(yijéi)}r<i<r y (2)

J11<i<r = {(a,,B.)}

I<i<r

Para simplificar notaremos (A) ~ (A’seecjAr)j v
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X - O = (XE - 1 Xp-1), etc. Escribiremos (X)) > (¥)
cuando (X™. .v,Xr) es mayor o igual que (y1,....,yp) en

el orden lexicografico.

Teniendo en cuenta como se define la igualdad de pares

caracteristicos, Oy @ implican que

{CO-(H, O, O, Cu)-(i)> = {(d), (B, ). (G}

Como {X .,y D}*<. , son los pares normalizados de S,

(&9 (y)» con lo que

X)=max {(a), (3, . (B} = max {(@), N}

Una vez conocido (X) se puede hallar (y)- En efecto, si

) = max {(@), W} = V) se verifica entonces (2) con lo

que [X-.y.-D1™." = {( y.,6 J} ., es decir
{X), & -} = {y). C6)} y cy) = &® + (D
Si max {(a), ()} = (), entonces W = B + QO

Estas fdérmulas permiten obtener (X), y (y) a partir de los
pares caracteristicos normalizados de S* y S** que son uni
eos por la hipoétesis de induccion; luego los pares caracteris-

ticos normalizados de S son Unicos.

ii) S tiene una sola curva permitida.
Sea S* G T*(S), tal que 3(5,5*) =1, y sean
{(ai,3i)}IA no, los pares caracteristicos de S¥*, conocidos

por la induccidén. Pueden ocurrir tres cosas:

a) m(s*) = m(S),
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b) m(S*) < m(S) vy el divisor excepcional de S*
es reducible.

c) m(S*) < m(S) y el divisor excepcional de S*,

es 1irreducible.

Si {(X1,u_ D)I<E<r>, son los pares caracteristicos de

S, vimos en 3.15, cap. I, que m(S*) = m(S), si y solo si
XI+yl"1l - 1#

a) En este caso X"N+yn-1 > 1, con lo que
{ (X1 son los pares caracteristicos de (es d£

cir no es necesario aplicar 3.3 (3), cap- 1D vy r® =g(s™) =

= 9(S*) = 9g(8) =r.

Consideremos Sp , Ulos pares caracteristicos de Sp

1
son por la misma razén de antes {(xi+¥r_11%i)}12i£}'

Si existe S** G T*(S) por lo visto en 1.3, necesaria
men te, S** = Sp”~. Sean entonces AREAY BN BAY B B9 o) los Pares
caracteristicos normalizados de S**, Udnicos por hipdtesis.

De la unicidad se deduce que

="{<Yi.«i>}1EI£Er
Como X1+yl-1 > 1 > yl,
(X) + (y) - (1) = (y) y Cy) = (96)
Despejando
D= -+ @
Si no existe S** en T*(S), quiere decir que G £(S) con

lo que Sp es equisingular (Sp no puede ser regular, pues
1 1

en este caso XN+yn-1 > 1), luego por 3.12, cap- 1, XN =0
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para 1 < i < r.

Como S =S*, por la unicidad, {6 -CDH, M3y =

= {(@. ()} vy al ser en este caso y* = 0,

O) = Cs) y 0 =@ +

b) Supongamos que m(S*) < m(S) yeldivisor excepcional de
S* es reducible. Entonces X1+yl~l <1, en CX1-I»yl) son
ambos numeros distintos de 0, pues sino se aplicaria 3.3 (3),
cap. I, y el divisor excepcional de S* seria irreducible.
As1 pues X1l+yl-1 >0 y vl >0 con lo que CXl+yx-1,y1l)
es el primer par caracteristico de Sp”, y aparece en T*(S)
otra superficie S**. Sean {(Yi9™i) <i<r 1i°s Par,es carac-
teristicos de S**. Como necesariamente S** = Sp , por la

unicidad de los pares caracteristicos normalizados de S** es

Hemos visto que Xn-1 > entonces XN+yn-1 > y™, con lo
que O+ »-@W = v, O =@ v
=0 -0 +D-

c) Supongamos que m(S*) < m(S) vy el divisor excepcio

nal de S* es irreducible.

Si esto ocurre, ya hemos indicado en b) que se aplica

3.3 (3, cap- I, a S* = Sn, es decir que

{(X™-1,yMD} = {(c,0)}, con c < 1

Si  1/c no es entero, (1/c,0) es el primer par caracteristi

co de S* y g(*) = g(5)- Si  1/c es entero, g(S*)=g(S)-1.
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Ahora bien, de 3.15, cap- | se deduce que en este caso

m(S*) = m(S1) (AN+yn=-1)m(S) = c.m(S), es decir

m(S)

que 1/c m(S* )*

Si r(gT) no es entero, entonces (1/c,0) es el pri-
mer par caracteristico normalizado de S. Hay que determinar

si A1 =0 6 y» = 0.

Si AN-1 = y» i 0, vy entonces el primer par ca-
racteristico de Sp es (AN+yN=1jy™N) = (vyl,yl) con lo que
P1 O US) y Sp™ = S** G T*(S). Si i(yi>0di)}l<i<r son

los pares caracteristicos normalizados de S*~*, Yt =61 =y1 10.

Esta ultima condicidon es también necesaria para que
AN-1 = 0, pues si AN~1 > 0 Y = 0, entonces (An-1,0)
es el primer par caracteristico de Sp , con lo que 6 bien
G £(S) 6 bien P 0 E(S) vy el piimer par caracteristico

de S** = Sp G T*(S) verifica que < = y*» = 0.

Asi pues el que A™-1 =0 0] y*» = 0 se determina

a partir de A*(S).

Si AM~1 = c¢c > 0, (Ary™) = (1+c,0). St r ™ 2

entonces,

y los pares caracteristicos normalizados de S* =S se obtienen

aplicando 3.3 (3), cap- I, es decir

{(1/c,00} u {((Ag=c).1/¢, ¥}, ey

Llamemos en este caso (A) = (A2,..., A ), (a) =Cx2,...,a ), etc
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Por la unicidad de los pares caracteristicos normalizados de

S* se tiene

- - 0O - @, y o = &, luego

a >=w (@ + @)

I \Y

Si y» = c¢c 5 0, CX~jy™) = (1,0, y si r 2

c

{(i7I»y¢)>i<i<r = ~(0,0)} (X"~ =-1) 1} 2<i<r y los Pares cf

racteristicos de S* son entonces
{(7¢,00r u {Xi-T+c) c* NMiTl)N2<i<r
Por l1a unicidad
- W) - @ + (@) = @ y ) -Cbh = (O3

Por lo tanto

X) = (6) + @) y w = nCS) (@ +cb) - ("ml(£sl’)1)

- m( S
Si mgs;% es entero, entonces g(s*) = g(s) - 1.
En este caso se determina si X.-1 = = ¢, a partir

del arbol de S, en los mismos términos que en el caso ante-

rior. El resto se hace igual, es decir, si

{(ou ,3) con 1°s pares caracteristicos normalizados
de S* O = i) , O.....y )= () entonces
) = c((@ + (1)), o = (), cuando  (X?»y”?) =
= (1+c,0) vy O =c@ + @) - (), =G + @),
cuando XN,y = (1,0). Con esto se termina la demostracion

en el caso ii).
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iii) Sea S una superficie sin curvas permitidas, con el
divisor excepcional irreducible, y tal que existen superficies

S*,S** S T*(S) con m(S*) + m(S**) > m(S).

En este caso, XN+yn-1 >1 \Y 0O < X < 1 y
0 <yl < 1.

Vimos en 1.3 que T*(S) = {Sp , Sp , C } vy que
1 r2 S

g(Sp ) = g(Sp ) = g(8). Entonces {Sp , S} = {S*, S**}.
*1 2 i P2

Sean {(ct™,8i)}i<i<p, vy Ni<i<r los Pares caracte-

risticos de S* y S**, unicos por la hipoétesis de induccidn.

Como XN > XN +yn-1  y * oy™N > XN +yn-1, los pares
caracteristicos normalizados de Sp y Sp son respectivamente
1 2
{X. X +p--D}I1Lilr v{(»., XitU.-D)>1lilr
Ahorabien, S* =Sp y S** =Sp,6 S* = SD y S** = Sp .
1 *2 P2 2

Por la unicidad de los pares caracteristicos normalizados es
x = @ y & = () 6 bien & = (&) Yy
o = (©)

Es decir que {), M} {@, O} con lo que

) =max  {(@, O} y &) = min {(&), M}

iv) Sea S, una superficie sin curvas permitidas, con di_
visor excepcional 1irreducible, y tal que no existen superficies

S*, S** e T*(S) con m(S*) + m(S**) > m(S).

En este caso es X1l+yl = 1, O <\xt<l1l y O<yx<l.

En 1.3 (iv) vimos que P.1 G £(5) si y solo si Sp es
ri

regular (i=1,2). Ademas de la ecuacion (3) de*1.3 se dedu-

ce que
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m(Sp ) = H*.m(S) y m(Sp ) = X..m(S)
1 *2
Sean S*,8** G T*(S) superficies (si T*(S) no contiene

dos superficies tomamos la seccidn genérica que es entonces re_

guiar).
Si m(S*) = m(S*%) es, m(Sp ) = m(Sp ) es decir que
1 2
XN =y y por lo tanto X1,yl) = (1/2,1/2).
Si m(S*) y m(S**) son distintas, supongamos que
m{S*) > m(S**) entonces S = S* = S* y entonces
& u ) - ( B(S**)
O m@) T m(s) -
Una vez conocido distinguiremos tres casos:
a) 1/X~ no es entero.
Entonces g(Sp™) = g(S*) = g(9).
Sean {(..,.3")I'<¢<r» los pares caracteristicos for
matizados de S*. Como XN+yn-1 = 0, los pares caracteristi-
cos de Sp son

*2
TOXI* Xi+Ui-1)}I<i<r

Se obtienen los pares caracteristicos normalizados aplicando

3.3 (3), cap. 1, es decir {(-» + X1), + -
Por la unicidad &) - (O + X1(b) = (@ Yy

Al
D + () - (O = (3. Despejando se obtiene

) = XjoCa) + (D) - (D,- O = (0O + (@) -X*Ca) + (1))

b) 1/X~ es entero y 1/y™ no es entero.

Entonces g(Sp ) = g(S**) = g(S), vy si

{(T1>; D H<iI<r son los pares caracteristicos normalizados de
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S**, se deduce como antes que

(X) =ul(Cy) +CD) - (1), (y) =(6) +(2) - y1((y) + (1))

c) /X~ 'y 1/yl1 son ambos enteros.

Entonces XN = 1/a, vyl = 1/b, 1/a + 1/b = 1, lug

(X1,y1l) = (1/2,1/2)

En este caso es claro que g(Sp ) = g(Sp ) = g(S) - 1. Como su
1 2
ponemos que 1(S) = k > 1, entonces g(s) > 2, g(sSp ) =
1
= g(Sp ) > 1, <con lo que Sp y Sp estan en T*(S). Por
¢ ri r2

lo tanto {Sp , Sp } = {S*, S**}.
rli r2

Sean {(aid» ) } i<i<r-z5 ANV AKK T los Pares caracte-

risticos normalizados de S* y S** respectivamente.

Los pares caracteristicos de Sp son

{(X1+Vv1-1,Vv1)}1<i<p = {(0,1/72)} u (a.+p.-l.p.)yr.n
Aplicando 3.3 (3), cap. 1, resulta:

{(0,2)} U {Ui+UiI-1, 2UI+D)}2<i<r

con lo que los pares caracteristicos normalizados de Sp son
[(X.+U.-1, 2U +D)]2lilr

De la misma forma, se obtiene para Sp ,
P2

[(Xi+y.-1, 2X~+1)] 2<_i<r
Si notamos (X) = (X2,...,Xr) vy O = Cy2,... ,yr), de
{SBQ’ SEg} = {s*, S**} y de la unicidad de los pares caracte

risticos normalizados se deduce que
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Como X > (), es

2(X) + (@ =max {(a), (3), M* (B} = max {(a), O}

Supongamos que max {(a), (¥Y)} = (a), entonces
® = lc@ - (D>
Por lo tanto sz = S* y CX) + (y) - (1) = (3) luego
(y) = (9) + (1) - J ((a) - CD)
En el caso en que max {(a), MM} = &), entonces
(X) =1 (Y¥) - CD) y (u) = C«¢) + CD -y ((y) +(D)

v) Sea S una superficie sin curvas permitidas, y tal
que el divisor excepcional 3D, es reducible. Si XNy ™) es
el primer par caracteristico normalizado de S, X"y < 1.
Sean Sp , Sp , Sp como siempre. Hemos visto en 1.3 que

G E(S; si 3 solossi m(Sp_) = 1. Como suponemos que
1(S) = k > 1, de los célculo; de 1.2 se deduce que P~ O E(S)
para algun i=1,2,3. En T*(S), hay por lo tanto tres ele-
mentos al menos. Podemos tomar, S*, S**, S*** 6 T*(S) corres
pondientes a Sp , Sp , Sp . Si algun i, P. G £(9),

1 2 3 1
Sp 0 T*(S), pero correspondiente a Sp aparece la curva

1 i
seccidon genérica que es en este caso regular y tiene por lo tan

to la misma multiplicidad de . Con esta salvedad estos

tres elementos verifican que

{s*, S**, S***} = {SP , Sp , Sp }
1 2 r3
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Para determinar que 1igualdades se dan entre estas superficies
recordemos que si  m(S) = p .CX™+yM) entonces m(Sp ) = p-X1

1
y m(Sp ) = p.y- , con lo que
2

m(sSp ) + m(Sp ) = m(S)
1 n2

Distinguiremos entonces tres casos, segun que entre los numeros
mCS*) +mCS**), m(S*) +m(S***), m(S**) + m(S***) (€))

haya uno, dos o tres iguales a m(S).

Todos los numeros de (3) son iguales a m(S), cuando
m(S*) = m(S**) = m(S***) vy se deduce TFTacilmente de los céalcu-

los de 1.2 (iii), que esto ultimo ocurre si y solo si

XNjy™) = (1/73,173) si y solo si

@
g(Sp ) = g(Sp ) = g(p ) =9() -1
1 2 r3
a) Sea S tal que solo uno de los numeros de (3) es

igual a m(S) vy supongamos que es m(S*) + m(S**), entonces

{s*, 3} = {Sp ., Sp }
1 2

Se sigue de 1.2 que max {g(S*), g(S**)}

g(sS) -1 si y solo

i -x1-pl
si los pares a’s/xn, — "N ), d/y1 son ente

SIH

ros, lo cual ocurre si y solo si X

Consideremos entonces tres casos:

S verifica que max (g9(5*), g(S**)} = 49(S) vy
m(S*) / m(S*). Supongamos que m(S*) > m(S**), como

k.yl y m(Sp ) k.X~, necesariamente S* = S

En el primer par caracteristico de S



133

1 1
(t— , — 1--——— ) no pueden ser ambos numeros enteros, ya que
n .
si  1/X~ es entero, entonces 171 a « Ql > con
1 Al
9(S*) = g(Sp_) = 9(S)-
r2
Sean {(Xi.Uj)>1<i<r los pares caracteristicos nor-
males de S. Al ser 1 < T , los pares carac
teristicos normalizados de Sp resultan aplicando 3.9 (iiil),
*2
cap. 1
Uu +*.)-1, Ui+d +X.) - 2)>1lilr

Por la unicidad de los pares caracteristicos normalizados se ve

rifica entonces:

-y
@ = @ + ) - ), @)=+ ((DH+X))-(2)
Por lo tanto AN = — Y despejando en estas 1igualdades obtene
i
mos :
) = o @ + @) - @O
a
1+ R
» =+ - , W+ @)
a2) S verifica que g(S) = max (g(S*), 9g(S**)}, vy
m(S*) = m(S**). En este caso XN = y>=cvy 1/X» no es entero,

ccn lo que g(Sp ) = g(Sp ) = 9(S). —

Sean {(ou ,0..)} ly {<Y*>«x ”~ los pares

caracteristicos normalizados de S* y S** respectivamente.

Los pares caracteristicos normalizados de Sp y Sp
*1 Y2

se obtienen utilizando las formulas de 3.9 (iii),cap. I. €EI

resultado es respectivamente
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(X-i + _C d +yi) - 2, E d+y-1) - 1)
y Ao @+v 727 0
Como D > vy C <25 se obtienen las siguientes desigual_

dade s
L () +(x)-(i> > () +— (d)+(x) - (2)
O+ (WD - @ > Q) +— (d)+) - (2
i (d)+(x)) - d) >i (d)+(y> - d)

Teniendo en cuenta estas desigualdades y la unicidad de los pares

caracteristicos para S* y S** resulta:

AN ) - (D = max {(@), N}

Si (2 W), por ejemplo @ > &), necesariamente Sp2 = S*
r

con lo que X)) v (y) se calculan mediante las formulas de an).

Si (@ = (y), es claro de las desigualdades anteriores

que necesariamente (X) = (y) con lo que {(), 3} = {(¥V),0B)}

y son ciertas también las formulas de a*.

aq) S verifica que max (@(S*), g(S**)} = g(S5) - 1.
En este caso X1 = yl = 1/n. Como g(S) =

= max {g(S*), 9(5**), g(8***)} por (4, (***) =9(S) y n es
mayor que 3.

Sean {(y",6™M)}"<¢<r los pares caracteristicos normaliza
dos de  S***.

El primer par caracteristico de Sp3 es (I/n-2, 1/n-2).

Las formulas de 3.9 (iii), cap. |1, aplicadas a este caso

Por la hipoétesis de induccidon se tiene entonces que
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i(r),(«)} = (X) (y)), 2zl (271 (y) +1 (X))}
Coimo (X)) > (y) vy n > 3 se verifica

-1 1 _
PCO Ty R Sl 1)

O UL GRS

n

+ ..
N¢%))

® =-, (n;l o *q (X>>

Despejando (X) y (y) obtenemos

X = nA (-1 - 6N
(n-2)((n-1)2-1)
2
o = " ((-1)(s) - (V)
(n-2)((n-1)2-1)
b) Sea S una superficie tal que solo dos de los numeros

de (3) son iguales a m(S). Supongamos que m(S) i m(S**) +
+ Im(s***) es decir que m(S*) i m(S**) = m(S***). Consideramos

dos casos :

br) Se verifica que m(S*) > m(S**) = m(S***).

Como m(ng) > m(Spl), necesariamente S* = Sp2.
En este caso se comprueba de la misma forma que en a™ que
g(s*) = g(S). Los pares caracteristicos normalizados de S se

obtienen entonces a partir de los de S* por las formulas dedil

cidas en el caso arx.

1
b2) Se verifica que m(S*) < m(S**) = m(S***).
AA T
Luego S* = § S , S***} = IS , S .
. y o %2 F3}

En este caso m(S_ ) = Pexi y m(Sp3) = p(i-X1-y1)
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- 1
con lo que X 1 - XN-y~. En estas condiciones no es en
_ 1 n-2 _
tero, ya que si entonces - n y como hecesaria
h. = n~
mente n > 3, y”~ seria mayor que Xi-

El primer par caracteristico de Sp es entonces

H 2
(— ,D y el de Sp , @ , ¥ ), con lo que g(sSD ) = g(Sp )=
Al P2 Al P2 3

= 9(S)-
Sea (an,BN) el primer par caracteristico de S** vy
el de S***, entonces solo uno de los nimeros R vy
es igual a 1, con lo que se determina si S** = Sp 6 bien
S*** = SD . Una vez determinado esto, los pares carécieristi—

P2
cos de S se obtienen mediante las formulas del caso an .

c) Sea S una superficie tal que los tres numeros de
(3) son iguales a m(S). Por ( ) se verifica entonces que
g(s*) = g(s**) = g(S***) = 9(S)-1 'y CX1,y1) = (1/3,1/3),
y g((s) > 2. En este caso se deduce delas formulas de 3.9.
(ii1), cap. 1, que los pares caracteristicos normalizados de

Sp , Sp y S, son respectivamente
1 *2 p3

[(BU.+2, 2U . +Xi)l21.0r,

[(2X.+P., 3X.+2)]21Hilr, y

[(2Xi+p~, 2U +Xi)]2lilr

Sean "{(04,R3%) ,5.) , 1<  >Pi)}i<i<r-I

los pares caracteristicos normalizados de S*, S** y S*** res

pectivamente, que son conocidos a partir de A*(S). Como

{S*, S**, S***} = (Sp , Sp , Sp}, por la hipdétesis de induc_
1 P2 P3

cion se verifica, si ponemos D = XgJ---JX ), vy

&)= ¢y2,...,yr) que
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{(a), (9), (v), ), (), (P} = {2(X)+(y), 3(X) +(2), 3(y) +(2),

» 2(y)+ (X)), 2(X) + (y)}

Sea. (M = max {(@), (B), ), (@, (M, (E3}- Como () = (V)

se verifican las siguientes desigualdades

3(A) + (D >2(X)+ (W), 3(A) +(2)>(A)+2(y) Y -
3G+ (@D >3y + O

Por lo tanto m = 3X) + @ vy

GO =1 (M - )

Si el médximo (m) es alcanzado por uno solo de los vectores
(@, (), (n)s supongamos que F entonces necesariamente

SpNr = ~** y Por 1° tanto
2(A) + (y) = (86), y (u) = (.6) - 2Cy)

Si (m) es igual a dos vectores de (a), () v () entonces
(m = max {(X) + 2(¢y), 2(A) + (¥), 3(y) + (2} y ccrmo en (5)

solo hay una desigualdad no estricta necesariamente

3(A) + (@ =3(y) + (@D = (M, y

(y) = (X) =1 (m - (2))

C.q.d.

Nota 2.2.- Es claro de 1.3 y de 2.1 que dadas dos superficies

cuasiordinarias 1irreducibles, Sy S” se verifica que:

A*(S) - A*(SD) si y solo si Sy ST tienen los mismos

pares caracteristicos normalizados.
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Veamos ahora como consecuencia de este resultado que pa
ra superficies cuasiordinarias irreducibles, el conocimiento de
A*(S) equivale al conocimiento de A.T.(S), es decir se veri-

fica la siguiente proposicion:

PROPOSICION 2.3.- Sean S vy S” superficies cuasiordinarias
irreducibles, entonces A*(S) = A*(S’) si y so6lo si A.T.(S) =

= A.T.(S7).

Demostracion.- Si  A*(S) = A*(ST). por 2.2 los pares caracte-
risticos normalizados de S y ST coinciden. Ahora bien, se pue

de demostrar de la misma forma que en 1.3 que dada una superfi-

cie S el conjunto = T(S) vy los pares caracteristicos fior
malizados de las superficies de T(S) (que son cuasiordinarias
irreducibles), dependen s6lo de los pares caracteristicos norma
lizados de S. Por induccidén se demuestra que para todo i,

con 1 i < longitud de A.T.(S), se verifica lo mismo para

(la longitud de A.T.(S) puede ser iInfinita).

Se tiene entonces que A.T.(S) vy A.T.CS") solo depen
den de los pares caracteristicos normalizados de Sy S’ que

coinciden y por lo tanto A.T.(S) s A.T.(SF).

Veamos ahora que dada una superficie cuasiordinaria irrt
ducible S, A*(S) se puede determinar a partir de A.T.(S).
En efecto. Supongamos conocido A.T.(S”). Pueden darse tres ca-
S0S :

i) Existen superficies S*,5** 6 X~ = TCs) tal que

$(5,5*) = (3(5,5**) = 1. Entonces S tiene dos curvas permiti_
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das, y segun vimos en 1.3, i), T(SI) contiene cuatro superfi-

cies, dos de las cuales S***, S**** yerifican que 3(EFf,S***) =
= $(S,S****) = 0. Estas superficies corresponden a las transfor
madias cuadraticas formales de S en las direcciones tangentes a
las curvas permitidas y por lo tanto X* = T*CS) =

= T (S) _ {S*** , S****} .

ii) Existe una Unica superficie S* 6 T(S) tal que

3(S,S*) = 1. En este caso S tiene una sola curva permitida.
Si es el primer par caracteristico normalizado de S,
se tiene que AN 1 < yn. El primer par caracteristico de
SP1 es Mil) vy el de P , (Xt ,Al+yl-1). Seguln

3.15, cap- I, m(Sp ) = m(S) si y solo si A Ntyn-l4yn < 1.

Consideramos entonces dos casos:

a) En T(S) existe una unica superficie S** tal que

3(S, S**) =0 y m(S**) = m(S). Entonces es S** = S y

2.
por lo tanto corresponde a la direccidén tangente a la curva per

mitida vy T*(S) = T(S8) - {s**}.

b) En T(S), existen dos superficies S** y S*** tag-

les que $(S, S**) = $(S5, S***) = 0 y m(S8**) = mCS***) = m(S)

Entonces “p42yl~1 - 1% Si ademas xqtul-1 > 1 entonces

Sp2 tiene dos curvas permitidas y 3% tiene una curva permi-
tida. Si Ai+Ui-T < 1, entonces Spl tiene una sola curva
permitida y Spl no tiene curvas permitidas. Es claro enton-

ces que observando el numero dé curvas permitidas se puede deter

minar si S** = S 5 S*** = S , y una vez hecho esto,

2 2
T*(8) = T(S) - {sz}-
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iii) No existen superficies X* G T(S) tal que R(S,S*)
En este caso S no tiene curvas permitidas y

A _ _

= T*(S) = T(S). Iterando el proceso anterior, se determina
A
XC para cada i, con 1 £ i1 £ 1(9), a partir de A.T.(S) vy

por lo tanto A*(S).

Como consecuencia de lo anterior si A.T.(S) = A.T.(S?)

entonces A*(S) = A*(S7).
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