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INTRODUCCION

En los espacios de funciones diferenciales se han considéra 

do diversas topologîas. En 1961 Cerf introdujo la topologia C^ 

en el espacio de las aplicaciones diferenciables de clase r y 

hace notar que en el caso r = 0 la topologia se puede définir 

en el espacio de las funciones continuas entre dos espacios topo 

lôgicos. En 1969 Mather considéra otra topologia en el espacio de 

las funciones diferenciables, que se llama de Whitney por aparecer 

esbozada en [w] , y que en el caso de las continuas coincide con 

la de las grâficas. Esta ûltima fue introducida por Naimpally pa­

ra el espacio de funciones entre dos espacios topolôgicos en 1966, 

en [n] .

La paracompacidad del espacio de funciones diferenciables 

entre dos variedades diferenciables con la topologia de Whitney 

permite asegurar la existencia de conexiones y otros objetos de 

geometrla diferencial que en su ausencia es necesario construir 

para cada caso particular. De ahl la imnortancia del estudio de 

esta topologia.

En su artîculo initial .Naimpally define la topologia de las 

grâficas en Y y estudia las propiedades T^ y T, asi como la re 

laciôn con la topologia producto, la compacta abierta y la de la 

convergencia uniforme.

En 1970 en su artîculo con Pareek continua con el estudio 

de las propiedades y relaciones anteriores.

H. Poppe, en 1967 introduce una topologia menos fina que 

la de las grâficas y estudia las relaciones entre ambas asI como 

con la de la convergencia uniforme.



En 1976 D. Gauld estudia la relaciôn entre la topologia de 

las grâficas y mayorantes en el conjunto C(X,Y) con Y mêtrico. 

Prueba que Hom(X,X) es un grupo topolôgico cuando X es metriza 

ble, pero que el resultado es falso si X no es metrizable. En la 

proposiciôn 3.17, obtenemos el mismo resultado para X regular y 

paracompacto. Di Concilie y otros, en un artîculo de 1982, consi­

dérant la relaciôn entre la topologia de las grâficas y otras. Prue 

ban que con la primera de ellas si X es regular la funciôn éva­

luation es continua y que si X es paracompacto e Y métrico 

C(X,Y) es regular, resultado que se mejora en la proposiciôn 2.5 

en que sôlo se impone que X sea metacompacto y e Y regu­

lar .

En 1984 N. Levine comnara esta topologia con otras y en 

particular obtiene el resultado de que si X es compacto, Y ar- 

bitrario y 2 métrico la funciôn composiciôn

C*CX,Y) X c’(Y,Z) C(X,Z) es continua relativa a las topologîas 

de las grâficas, siendo C*(X,Y) las funciones continuas abier- 

tas suprayectivas de X en Y, y C^(Y,Z) las funciones cont^ 

nuas e inyectivas de Y en Z. La proposiciôn 3.14 demuestra 

que la funciôn composiciôn C(X,Y) x C(Y,Z) -► C(X,Z) es continua 

(relativa a la topologia de las grâficas) si X es nuraerablemen- 

te compacto, Y arbitrario y Z pseudometrizable.

McCoy estudia la relaciôn entre y las topologîas fi-

nas en C(X,Y) y obtiene resultados sobre metrizabilidad y nume 

rabilidad. (T^^ coincide con la topologia de las grâficas cuan 

do X es paracompacto y regular e Y es métrico).

Nosotros estudiaremos la topologia de las grâficas en el 

espacio de las funciones continuas entre dos espacios topolôgicos.



En el primer capîtulo se dan las definiciones de las dife- 

rentes topologîas y se estudian las relaciones entre ellas. De 

gran utilidad es el lema 1.2 y el corolario 1.7 que asegura que 

en el caso de ser X paracompacto y regular las topologîas de 

las grâficas y la engendrada por 8** coinciden. Michor conside 

ra que las dos son distintas y prueba los raismos resultados para 

ambas, lo que, a la vista del corolario 1.7, es évidente.

En lo que se refiere a la metrizabilidad del espacio de las 

funciones continuas en un espacio metrizable el lema 1.14 permite 

obtener, en las proposiciones 1.15 y 1.18, para Tŷ  (topologia 

de las grâficas) resultados anâlogos a los de McCoy para 

y como consecuencia la proposiciôn 1.21 que nos dice que las topo 

logias TyY y no coinciden en general. Por ultimo, el coro­

lario 1.24 demuestra que la topologia de Cerf es distinta de

Tyÿ, y el corolario 1.24 da condiciones para que ambas coincidan.

En el capitule 2 se estudian los axiomas de separaciôn. En 

los axiomas bajos, Tg, T^ y T^ se ha completado el estudio he- 

cho por Naimpally.

Los resultados sobre regularidad son escasos. Sôlo la pro­

posiciôn 2.5, ya mencionada, da condiciones suficientes para la 

regularidad. En lo que se refiere a la compléta regularidad se 

tienen las proposiciones 2.9 y sobre todo la proposiciôn 2.10.

Pero el resultado mâs importante es relative a la normali­

dad, la proposiciôn 2.11 y sus corolarios 2.12 y 2.13, y resuel- 

ve un probleraa largo tiempo abierto: Cy^(M,N) , con M, N vari£

dades metrizables de dimensiôn positiva, es normal si y sôlo si 

M es compacta.

He de observar que ya acabado este trabajo, en Zbl. Math.



579:54010 y en M.R. 861:58022, ha aparecido la recension de un 

trabajo de I.I, Guran y M.M. Zarichnyj i , en el que obtienen el 

mismo resultado para C^(M,N) con la topologia de Whitney. Se- 

gûn la recens ion del M.R. el método utilizado por ellos es ind^ 

recto, mientras que aquî se da una demostraciôn constructive.

En el capîtulo 3 se estudia la continuidad de las varias 

coraposiciones, que para el caso de variedades diferenciables ya 

habia sido estudiado, en parte, por Mather. La primera parte se 

dedica al estudio de las condiciones para que

Ij, : Cy^(X,X’) X  Cyy(X,X") - C„(X,X’ X  X") (4»(f,g) = <f,g>) sea

un homeomorfismo, para lo cual se procédé al estudio de la conti^

nuidad de f* y de ip.

Resultados a destacar son el corolario 3.5 y la proposiciôn 

3.6. El primero asegura que si A es un anillo topolôgico pseudo 

metrizable Cj^(X,A) es un anillo topolôgico, cualquiera que sea

X. La segunda afirma que en el caso de ser E un espacio vecto­

rial real normado no trivial y X un espacio Ty , C y y ( X , E )  es 

un espacio vectorial topolôgico si y sôlo si X es numerablemen 

te compacto. Aquî se plantea el problema de si es cierto el teo- 

rema de Banach-Stone para C^(X) con X numerablemente compacto.

En la segunda parte se estudia la continuidad de f*. Las 

proposiciones 3.7 y 3.8, claves en lo que sigue, permiten probar 

el corolario 3.10, generalizaciôn de un resultado similar para 

variedades.

La tercera parte estâ dedicada al estudio de la continuidad 

de la composiciôn. La proposiciôn 3.11 es un resultado general 

que en su versiôn particular, corolario 3.13, era ya conocido pa



ra el caso de variedades. La proposiciôn 3.14, generalizaciôn de 

un resultado de N. Levine, prueba que si Y es numerablemen te 

compacto, Z pseudoraetrizable y X arbitrario la composiciôn 

es continua. El corolario 1.7 aquî es esencial. Resumen de todo 

lo anterior es la proposiciôn 3.15 que da condiciones necesarias 

y suficientes para que la composiciôn sea continua. Como aplica­

ciôn se estudian condiciones para que Hy^(X,X) sea un grupo topo 

lôgico, mejorando un resultado de D. Gauld, el cual ya habîa ob- 

servado que no siempre lo es. El capîtulo acaba con el estudio 

de la continuidad de p* y p^ (resumido en las proposiciones 

3.23, 3.24 y 3.25) previo al de la continuidad de la aplicaciôn

W : C„(X,Y) xCy,(X’,Y’) - Cyy (X x X ' ,Y x Y ’ )

(Y(f,g) = f X g) en las proposiciones 3.26 y 3.27. Este estudio 

estâ motivado por la proposiciôn 3.10 de [g -g] pâg. 49 en la 

que afirma, de manera errônea, la continuidad de Y para el ca 

so de variedades.

En el capîtulo 4 se estudia la ley exponencial y relaciona 

da con ella la funciôn evaluaciôn. La continuidad de esta ultima, 

en el caso de X regular, ya habîa sido probada por Di Concilio 

y otros.

El capîtulo estâ dividido en dos partes, en la primera se 

estudian condiciones para que A sea una biyecciôn y en la segun 

da para que sea un homeomorfismo, y mâs general, para que A ô 

A  ̂ sean continuas.

En la primera parte se destacan las proposiciones 4.5 y 

4.8. Y como consecuencia importante de ellas la proposiciôn 4.9 

que asegura que si X es I A.N., Y es regular y numerableraente



compacto y f : X -*• X' es una identificaciôn, entonces f x 1y 

es una identificaciôn. El resultado es bien conocido en el caso 

de Y localmente compacto ô X ' x Y  un k-espacio. La propos^ 

ciôn 4.11 merece tambiên destacarse.

En la segunda parte las proposiciones 4.19 y 4.20 dan con­

diciones para la continuidad de A  ̂ y A respectivamente. La

proposiciôn 4.18 da condiciones necesarias y suficientes para

que A sea isomorfismo. Resumen de todo el capîtulo es la propo 

siciôn 4.22 que permite probar, utilizando la proposiciôn 4.11, 

que en el caso de ser X, Y y 2 variedades metrizables con X 

y 2 de dimensiôn positiva

A : Cj^(X X  Y, Z) = Cyy(X,Cy^(Y,Z) ) si y sôlo si Y es compacta.



NOTACION Y TERMINOLOGIA

En lo que sigue se usarâ la siguiente notaciôn: Dado un es 

pacio topolôgico X y x un elemento de X, U * ,V * ,... dénota

râ un entorno abierto de x en X. Si A es un subconjunto
» _ 

de X, A dénota el interior de A en X y A su adherencia.

Si X e Y son espacios topolôgicos por X x Y denotamos el 

producto cartesiano de X e Y con la topologia producto. Y‘ 

représenta el conjunto de las funciones de X en Y y C(X,Y) 

el subconjunto de las continuas. Si y e Y con c^ se dénota

râ la funciôn constante (su dominio serâ explicite en cada ca

so) con valor y.

Si f es una funciôn de X en Y, r £ dénota su grafo, 

es decir P£ = {(x,y) e X xY j y = f(x)}. Si A es un subespa 

cio de X, fj^ dénota la restricciôn de f a A.

Cç(X,Y) dénota el espacio C(X,Y) con la topologia compac 

ta-abierta; T^ tambiên se usarâ para indicar esta topologia.

Dada una familia {X.}. , de espacios topolôgicos u Xy
1 ICI ici ^

dénota el producto cartesiano de dicha familia con la topologia

producto y Cp(X,Y) dénota el subespacio C(X,Y) de H X_,
ycY '

con Xy * X para todo y de Y.  ̂ X^ dénota la suma topolô

gica de la familia

R dénota el espacio de los numéros reales con la topologia 

usual. El subespacio [0,l] a veces se notarâ por I. Q deno

ta el subespacio de los numéros racionales y B e i d e  los natu 

raies. La topologia T^^ en R es la que tiene como base la 

familia de los intervalos [a,b) con a < b.

Se usarâ la misma terminologia que en "Topologia" de



J. Margalef y otros, para los conceptos topolôgicos.

La terminologia relativa a ordinales es la de "Set Theory" 

de K. Kunen.

Si p es un ordinal, C c u  se dice cerrado si lo es en 

la topologia del orden usual. Si la cofinalidad de y es mayor 

que 01 (en particular, la cofinalidad de H = oiy es fi > oi) ,

X c V se dice estacionario si X O  C 0 para todo cerrado no 

acotado C.

Enunciaremos a continuaciôn un teorema que serâ utilizado y 

cuya demostraciôn puede verse en K. Kunen

Pressing Down Lema:

"Sea K un ordinal regular mayor que w , S un subconjunto 

estacionario de K y f : S -*• K una funciôn tal que Vy e S 

(f(y) < y ); entonces para algûn a < K, f ^(a) es estaciona­

rio" .

Como admitiremos el A-xioma de elecciôn fi es regular.



CAPITULO 1. PROPIEDADES GENERALES



Dados X e Y espacios topolôgicos, en el conjunto C(X,Y) 

de las funciones continuas de X en Y vamos a considérât una to 

pologîa, distinta en general de la topologia producto y de la 

compacta-abierta, que se conoce con el nombre de topologia de 

Whitney ô topologia "del grafo".

Definiciôn 1.1.- Sean X e Y espacios topolôgicos. Para cada 

abierto W en X x Y, y para cada f e C(X,Y), tal que 

w, se define

N(f,W) = {g e C(X,Y) I TgC=W}.

Se observa que N(f,W) asi definido nunca es vacio y que si 

g e-N(f,W), entonces N(g.W) = N(f,W).

Se podia haber definido, para cada abierto W en X x Y, 

M(W) = {f e C(X,Y) 1 C  W}. Este conjunto puede ser vacio; 

ahora bien, si f e N(W) entonces

.N(W) = N(f,W).

Lema 1.1.- La familia

8 = (N(f,W) I f e C ( X , Y ) ,  W abierto de X x Y ,  C  W} 

ccnstituye una base para una topologia en C(X,Y).

Demostraciôn:

By) Ciertamente, si f e C(X,Y), f e N(f,XxY).

Bg) Si g e N(f y ,Wy ) n  N(f2 ,W2) entonces Tg C  Wy D  W ,  y 

g  e N ( g , W y  n  W^), y es claro que

N ( g , W y  n  W g ) C  N(fy , W y )  n  NCfz.W;)• #



- 3

La topologia Tjy engendrada por la base 8 es la topolo­

gia de Whitney. Cyy(X,Y) serâ una abreviatura para (C(X,Y) ,Tyy) .

Esta topologia admite una caracterizaciôn que es ûtil en el 

caso de que X sea un espacio paracompacto y regular.

Definiciôn 1.2. Sean X e Y espacios topolôgicos, C * 

una familia localmente finita de cerrados en X y U = ^^i^iel 

una familia de abiertos, con el mismo conjunto de indices, en 

X xY.

Definimos N(C,U) = {f e C(X,Y) | Vi e I,

Lema 1.2. La familia

8* = {N(C,U)|C = familia localmente finita de ce­

rrados en X, U * ^^i^iel familia de abiertos en 

X xY}

es una base de Cyy(X,Y). De hecho 8* * 8 VJ {0}.

Demostraciôn: Dados f e C(X,Y) y W abierto, tal que F ^ O W

tenemos que N(f,W) = .N({X},{W}), luego 8 c= 8*.

Reciprocamente, sean C = familia localmente fini­

ta de cerrados en X, ti = familia de abiertos en X x Y

y f e N(C,U).

Los conjuntos W^ = ^  [(X-C^jxY] son abiertos de X x Y ,

para todo i e I, y claramente contienen a F ^ .

Puesto que (X x Y) —  W^ = (C^ x Y) —  , para todo i e I,

la familia {(XxY) —  ''̂ î iel localmente finita, por ser lo

{Ci>i^I, por tanto (C^ x Y } , y con mâs razôn 

{(Ci X Y ) -  U;);,;.
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Luego L_J ((XxY) —  W.) es cerrado v W. = W es abier
iel  ̂ ' iel ^

to en XxY. Ademâs, como cada W 3  r^.

Unicamente queda por ver que N’(C,U) = N(f,W). En efecto:

a) Si g e N(C,tJ) se tiene que | ̂  C  U^, para todo i e l ,

con lo que Fg C  U [(X —  C^) x Y] = para todo i e l ;  lue

go F g C W  y g e N(f,W). b) Si g e N(f,W), tenemos que

TgCTW, y por lo tanto

FgCI W £, para todo i e I; es decir Fgj^ C  , para

todo i e l ,  luego g e N(C,U).

Finalmente observemos que si para algûn i e l ,

G^çlzpydJ^), N (C , U ) = 0 .  (p y : X X Y X , py (x,y) = x) .

Por tanto 8* d  S U (0). AsI la igualdad queda probada. ^

Definicion 1.5.- Sean X e Y espacios topolôgicos, C = 

una familia localmente finita de cerrados en X, y A = 

una familia de abiertos en Y.

Definimos <C,A> = {f e C(X,Y) | f ( C ^ ) C  A^, Vi e I).

Corolario 1.3.- Con la notaciôn de la definiciôn anterior,

<C,A> es abierto en Cy^-(X,Y).

Demostraciôn: Dada f e C(X,Y ) , el que f ( C ^ ) C  A^ es equivalen

te a que ^ C x  A^) U [(X —  C^) x Y] =

= (X X A^) U  [(X -  C^) X Y] =

Como para cada i e l ,  U ̂ es abierto en X x Y ,  la conclu 

siôn es inmediata. ^

Corolario 1.4.-

I - Si X es Î 2 e Y arbitrario, d  Tyy.



II - Si X es T y e Y arbitrario, Tp C  Tyy.

(Ver Teoreraas 4.1 y 4.2 de Naimpally).

Demostraciôn:

I - La familia = (<K,G> | K compacto en X, G abierto

en Y} es una subbase de T^.

Si X es T 2 , todo compacto es cerrado y C  Tyy.

II - La familia Zp *{<{x},G> | x e X, G abierto en Y)

es una subbase de Tp. Si X es Ty y x e X, (x)

es cerrado y ZpCTyy. ^

Si un espacio topolôgico X es regular tambiên se verifica

que, para cualquier espacio topolôgico Y, la topologia producto

en C(X,Y) es menos fina que la de Whitney.

Lema 1.5.- Sean X e Y espacios topolôgicos con X regular. En­

tonces, en C(X,Y) , TpCTy^.

Demostraciôn: Dados x e X, V un abierto en Y, y f e C (X,Y) 

tal que f e <(x}, V>, existen V* y U* de modo que U * d  V*

y f(V*) C V.
El conjunto W « (V* x V) U  [(X -  U*) x Y ] C  X xY es un

abierto que contiene al grafo de f; y si g e N(f,W), entonces

g(x) e V, luego g e <{x}, V>.

Por tanto f e N ( f , W ) d < ( x } ,  V> y T p d  y

Si X no es Ty (T2) las relaciones de contenido que nos

da el corolario 1.4 pueden no ser ciertas.

Ejemplo 1.6.- Sean X = Y * (R,T), donde T es la engendrada 

por los intervalos (t ,*). Consideremos el abierto



<{1}, (0,-»)> de Tp, que claramente es distinto del espacio 

C(X,Y). La funciôn 1^ pertenece a dicho abierto; sin embargo, 

el ûnico abierto de X xY que contiene al grafo de 1^ es el

mismo X xY, y por tanto el mâs peoueho abierto de que la

contiene es C(X,Y); luego <{1}, (0 ,-)> i Tjy.

Corolario 1 . ~ - Sean X un espacio paracompacto y regular, e Y

un espacio topolôgico arbitrario.

Entonces, 8** *{<C,A> | C * familia localmente fi_

nita de cerrados en X, A * familia de abiertos en Y }

es base de Cjy(X,Y).

Demostraciôn : Por el corolario 1.3 se tiene que 8** C  Tyy.

Sea f e C(X,Y), U c X x V  abierto, tal que c  U .

Veamos que existe un elemento de 8** que contiene a f y 

estâ contenido en N(f,U), con lo que quedarîa probado que 8** 
es base de Tjy.

Para cada x e X existen y , taies que

yX ^ y f ( x ) ^  y y f C

Como X es paracompacto y regular existe C « ^2

finamiento cerrado, localmente finito, del recubrimiento abierto 

1/ - {V* 1 X e X} de X.
X;

Para cada i e l  elegimos x- e X, de modo que C - (2 V , 
f(x.) "

y si A ■ {V ^iei’ verifica f e <C,A>.

Por otro lado, si g e <C,A>:

para todo x e X, existe i e l ,  tal que x e C . C  V , 
f(X:) X. f(x.)

luego g(x) e V , y (x,g(x)) e V  ̂ x V C  U. Es decir,

r c  U y g e N(f,U). Asi hemos visto que f e <C,A> C  N(f,U). ,



Observaciôn. Puesto que los abiertos se pueden tomar de

una base de Y, lo que en realidad se ha probado es que, en las 

hipôtesis del corolario 1.7,

8^* ={<C,A> I C = { C ^ } r e c u b r i m i e n t o  cerrado, localmente 

finito de X, A = familia de abiertos de una

base de la topologia de Y} es una base de Tyy.

Como consecuencia se tiene el interesante

Corolario 1.8. Si X es un espacio topolôgico compacto y T 2, e

Y un espacio topolôgico cualquiera, se verifica C^_(X,Y) =

= Cyy(X,Y), pues por el corolario 1.4, (2 Tyy, y por el corola

rio 1.7, Tyy

En la siguiente proposiciôn se prueba una especie de reel - 

proco del corolario 1.8, que si X no es compacto "casi" siempre 

la topologia es estrictamente menos fina que T̂ y.

Proposiciôn 1.9.- Sea X un espacio topolôgico tal que C(X,R) 

distingue puntos (en particular, X, e Y un espacio Ty

que contiene un arco. Entonces, Cjy(X,Y) » C^(X,Y) si y solamen 

te si X es compacto. (Compârese con la proposiciôn 1.2 de McCoy).

Demostraciôn: Si X es compacto y C(X,R) distingue puntos es 

T 2. Entonces, por el corolario anterior C^(X,Y) “ Cyy(X,Y) .

Supongamos que X no es compacto. Sea a : [0,1 ] Y un 

arco en Y, y = a(0) y z » a(1). Se considéra la funciôn f,

constante a y, de X en Y, y el abierto U • X x(Y —  (z)) de

X x Y  (Y es T y ) .  Es claro que C  U.

Veamos que N(f,U) no es entorno de f en C^(X,Y).
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Supongamos Ky,...,K^ compactos en X y Gy,...,G^ abiertos en Y,

tal que f e W ■ <K,,G.> A  ... O  <K ,G >. Como K * l_J K- es I l  n n 1
compacto y X no lo es, existe x e X —  K.

Dado que C(X,R) distingue puntos existe una aplicaciôn con 

tinua h de X en [O,l] tal que h(K) * {0} y h(x) » 1.
Es claro que la funciôn continua o®h : X -► Y verifica a»h e W 

y s in embargo a®h ê N(f,U). ^



Dados X espacio topolôgico, e (Y,d) espacio pseudometr^ 

CO se puede définir en C(X,Y) una topologia que depende de la 

pseudométrica d y de las funciones reales positivas de X. Por 

tanto sôlo serâ interesante cuando X tenga "suficientes" funcio 

nes reales.

En general es menos fina que la de Whitney pero cuando X 

es paracompacto y regular ambas coinciden.

Def iniciôn 1.4.- Sean X un espacio topolôgico e (Y,d) un es pa 

cio pseudometrico. Para cada

f e C(X,Y) y cada e e C(X,R^) se define

B j ( f = {g e C(X,Y) | d(g(x),f(x)) < e(x), Vx e X}.

Lema 1.10.- Sean X, Y y d como en la definiciôn anterior. La 

familia = { B ^ ( f |  f e C(X,Y), e e C(X,R*)} constituyen una

base para una topologia en C(X,Y).

Demostraciôn:

By) Dado f e C(X,Y), si tomamos e * Cy, f e B^(f,Cy).

B2) Sea h e Bj(f,e)A Bj(g,ô).

La funciôn B : X -*■ R* dada por

6(x) * min{e(x)-d(f(x),h(x)) , 6(x)-d(g(x),h(x)} , para todo

X e X, es continua. Si k e Bj(h,6) se tiene para cada x e X:

d(k(x),f(x)) < d(k(x),h(x)) + d(h(x),f(x)) < e(x), y

d(k(x),g(x)) < d(k(x),h(x)) + d(h(x),g(x)) < 5(x); es decir

Bj(h,8) C  Bj(f,e) H  B^(g,6) .
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A la topologia engendrada por 82 se le llama la topologia

fina con respecte a d [Munkres, p. 235], y se désigna por .

El espacio topolôgico (C(X,Y),T^ ) se abreviara por Cr (X,Y).
^d ^d

Proposiciôn 1.11.- Sea X un espacio topolôgico e (Y,d) un es

pacio pseudométrico. Entonces, 82 C  T̂ y, y por tanto C  T̂ y.

Si ademâs X es paracompacto y regular, la familia 82 es una

base de Cyy(X,Y), y - T̂ y. (Ver Hirsch, p. 59).

Demostraciôn:

La relaciôn 82 C  Tyy es inmediata.

En efecto: dados f e C(X,Y) y c e  C (X,R*), el conjunto

U » {(x,y) e X xY | d(f(x),y) < c(x)} es abierto en X x Y  

(U - h' V  (0,-) ), con h(x,y) = c(x) —  d(f (x) ,y) ) , y C  U.

Claramente Bj(f,e) * N(f,U).

Reciprocamente, sean f e C(X,Y) y U C X xY abierto tal

que F f C U .  Para cada x e X existen y n^ e R, con

U* X Bj(f(x),1/n^)C  U y f(U^) C  Bj(f(x),1/2n^).

Por ser X paracompacto existe refinamiento

abierto, localmente finito del recubrimiento abierto ^^*^xeX 

de X. Para cada i e l  sea x^ e X, tal que C  U ^.

Por ser X paracompacto y regular existe una funciôn contl^ 

nua c : X -*• R^ de modo que c (x) < 1 /2n^ para todo x e U^,

y todo i e l .  Basta ver que B^(f,e) CN(f,U): sea

g e Bj(f ,e) ; entonces, dado x e X existe i e l ,  tal que 

X e U. C  U ^ , con lo que d(f(x),g(x)) < 1/2n , y
X. i

(x,g(x)) e U  X Bj(f (x^) , 1/n^ ) C  U. Luego F^ C  U y 

g e N(f,U). y
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Como resultado de la propcsiciôn anterior podemos obtener 

una base de cuando X es paracorapacto y regular.

Definiciôn 1.5.- Dados C = familia localmente finira

de cerrados de un espacio topolôgico X, una familia 

de numéros reales positivos, un espacio pseudométrico (Y,d) y

una funciôn continua f de X en Y, definimos

= {g e C(X,Y) 1 d(f(x),g(x)) < Vx e C-.Vi e 1}

Proposiciôn 1.12.- Con la notaciôn de la definiciôn anterior, si 

X es paracompacto y regular la familia

B = ,{ e j >  1 C = es una familia localmente

finira de cerrados en X y > 0 para todo i e 1}

es una base de entornos abiertos del sistema de entornos de f 

en C„(X,Y).

Demostraciôn: Basta observar que por la proposiciôn anterior

Tw = Tf , que para familia localmente finira de cerra

dos y con > 0 para todo i e I existe una fun­

ciôn continua e : X * R*, tal que e(x) < , para todo

X c y todo i e I, y que para cada funciôn continua 

e : X + R *  existen una familia localmente finira de cerrados 

^^i^iel en X y una familia de numéros reales positif

vos, taies que e(x) > para todo x e C %  y todo i c i . , ,

Aunque Y sea un espacio pseudometrizable, C^(X,Y) en

general no lo es. Ahora bien, si X es numerablemente compacte 

la pseudomêtrica del "supremo" describe y por tanto

Cy^(X,Y) es pseudometrizable. Esto es lo que af irma la Proposi«r 

ciôn 1.15. Antes veamos unos lemas.
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Lema 1.13.- Sean X e Y espacios topolôgicos y B un subespacio 

de Y. Si j : B ♦ Y es la inclusiôn, la funciôn

j# : Cj^(X,B)    C|y(X,Y) es un homeomorfismo
f -----► j o f

de Cy^(X,B) sobre la imagen j*(C(X,B)).

Es decir, C^(X,B) puede ser considerado como un subespa­

cio de C^(X,Y). Ademâs, es abierto si B es abierto, y si X

es T ^ , es cerrado si B es cerrado.

Demostraciôn:

a) j* es claramente inyectiva.

b) j* es continua. En efecto, sea f e C(X,B) y U un

abierto en X xY, tal que C U-
El conjunto V = U A  (X xB) es un abierto en X xB,

F£ C V ,  y si g e C(X,B) es tal que r ^ c V ,  la funciôn j«g

verifica C V C U.

c) Por ultimo veamos que si f e C(X,B) y V es un abier

to en X X B tal que entonces,

j*(N(f,V)) - N(jof,U)n j*(C(X,B)), 

donde U es un abierto en X x Y ,  tal que V - U H  (X xB) .

La relaciôn C  ha quedado probada en b ) .

Si h e  C(X,Y), es tal que C  U (lo cual équivale a 

que h e N(j"f,U)), y es de la forma j»g, donde g e C(X,B) 

(équivalente a que h e j*(C(X,B))), entonces » E c

U n (X xB) ■ V, luego Eg c  V; es decir g e N(f,V) y

jog ■ h e j*(N(f,V)), lo que prueba la relaciôn 3 .

a), b) y c) prueban que j# es un homeomorfismo sobre la

imagen.
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Como j*(C(X.B)) » {f e C(X,Y) | F ^ c X x B } ,  si B es 

abierto en Y, X xB es abierto en X x Y  y por tanto

j*CC(X,B)) » N(cy, X xB), donde b es un punto cualquiera de

B, que es un abierto basico en C^(X,Y).

Supongamos ahora que X es . Sea B cerrado y 

f e C(X,Y), tal que f i j*(C(X,B)). Por tanto T ^ ^ X x B ,  es 

decir, existe un x e X, tal que f(x) i B. Sea , que

verifica B = 0. El abierto <{x}, contiene a

f y ciertamente no corta a j*(C(X,B)). ^

Lema 1.14.- Sean X espacio topolôgico, Y espacio pseudometr^

zable (con pseudomêtrica d) , y A C X  numerablemente compacte. 

Sean f e C(X,Y) y U abierto en X xY de modo que C. U.
Entonces, existe e B tal que

{(x,y) e A X Y | d(f(x),y) < 1/n^} C U.

Demostraciôn: Procedemos por reducciôn al absurdo. Supongamos que

para todo n e B existe x e de modo que

{x} X Bj(f(x),1/n) <  U.

Para n^ * 1, existe x^ e A, con {x,} x B^(f(x^),l) <  U. 

Como U es abierto y (x^,f(x^)) e U existe n2 > n ^ , tal que 

(x^) X Bj(f(x^),l/ng) C U. Asî, existe X2 e A, ^ 2 ^ veri- 

ficando (xj,) x B^(f(X2), 1/n2)

Por inducciôn obtenemos B * (x^ | n e B ) C  A, infinito,

de modo que, para todo r e B, {x^} x B^(f (x̂ .) , 1/n^) ^  U.

Como A es numerablemente compacte existe x e A, punto 

de aglomeraciôn en A (y por tanto en X) de la sucesiôn 

(Xn^neBT
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Por hipôtesis c  U ; como (x,f(x)) e existe e B ,

d'y existe U*, tal que U* x Bj(f(x), 1/n ) C  U y

f(U*) c=Bj(f(x), l/Zn^).

Todos los elementos de {x^ [ n e H} que pertenecen a 

constituyen una subsucesiôn que tiene x como punto de aglomera 

ciôn, asî que sin pérdida de generalidad podemos suponer que 

B cU*.

Si m e s  e y e f (x^) , l/n̂ )̂ se tiene:

d(y,f(x)) < d(y,f(x^)) + d(f(x^),f(x)) < ^  ^

Para m suficlentemente grande 1/n^ < 1/2n^ y para dicho

m se verifica que d(y,f(x)) < l/n^, lo que indica que

{Xm,} X Bj(f (x^) , 1/n^) c  U* x Bj(f(x) , l/n^) C  U

en contradicciôn con el hecho de que para todo r e H,

(Xpj X BjCfCXpJ, 1/n^) d.U. ^

Proposiciôn 1.15.- Sean X un espacio numerablemente compacte 

e Y un espacio pseudometrizable (metrizable). Entonces

C^y(X,Y) es pseudometrizable (metrizable).

Demostraciôn: Sea d una pseudomêtrica en Y que describe su 

topologla.

Para cada f,g e C(X,Y) definimos

6 (f,g) = sup (d(f(x),g(x) 1 X e X).

Puesto que la funciôn
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a ; X ----- ► R es continua, y X es

X ----- ► d(f(x),g(x))

numerablemente compacte, a(X) es compacte; por tanto a es 

acotada, y 6 {f,g) es siempre un numéro real.

Es inmediato que

a) 6 (f,g) > 0

b) 6 (f,f) = 0

c) 6 (f.g) = 6(g,f).

d) 6 (f,g) + 6(g,h) = sup{d(f(x),g(x)) IX e X} +

+ sup{d(g(x),h(x))1X € X} >

> sup{d(f(x),h(x))1X e X} = 5(f,h)

Es decir, 6 es una pseudomêtrica en C(X,Y). Y es una

mêtrica si y sôlo si d lo es. En efecto; supongamos que d es

una mêtrica. Entonces, 6(f,g) = 0 significa que d(f(x),g(x))=0

para todo x e X, por tanto f(x) = g(x) para todo x e X y

f = g -

Recîprocamente, supongamos que 5 es una mêtrica y sean 

X,y e X, tal que d(x,y) = 0. Las funciones c^, ĉ . son taies 

que 6(c^,Cy) = 0 , luego ĉ  ̂ = c^ y entonces x = y.

(En la def iniciôn de 6 es esencial que la funciôn o sea

acotada, lo cual se consigue si X es pseudocompacto, lo que es

mâs dêbil que ser numerablemente compacte.

Claramente si X es pseudocompacto 6 es una mêtrica) .

Veamos que Tg -

a) Sean f e C(X,Y) y U un abierto en X x Y  con E f C U .
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Como X es numerablemente compacte, por el Lema 1.14, 

existe e > 0, tal que {(x,y) e X xY | d(f(x),y) < e} C  U. 

Entonces Bg(f,e) C  N(f ,U).

En efecto:

h e Bg(f,e) =» Vx e X, d(f(x),h(x)) < e ^

=*=» Vx e X, (x,h(x)) € U =# C  U

=» h c N(f,U)

Luego Tj^CTg.

b) Dados f e C(X,Y) y e > 0, sea

U - {(x,y) e X xY 1 d(y,f(x)) < e/2}

Como B : X xY -----  R

(x,y)  » d(f(x),y) * (do(fxly))(x ,y)

es continua, U * B  ̂ (»,s/2) es abierto en X x Y .

Es claro que C  U y si g e .N(f,U), se tiene Tg C  U

y por tanto,

Vx e X, (x,g(x)) e U Vx e X, d(f(x),g(x)) < e/2

S(f,g) < e/2 < e g e Bg(f,e).

Es decir N(f,U) C  Bg(f ,e} y TgCTj^- #

Si se imponen algunas condiciones a X e Y se puede probar

una especie de recîprcco del resultado anterior.

Proposiciôn 1.16.- Sea X un espacio topolôgico Entonces,

Cy^(X,R) es metrizable si y sôlo si X es numerablemente compac

to. (Ver Proposition 3.3. de R.A. McCoy).

Demostraciôn: Si X es numerablemente compacte, por la Proposi­

ciôn 1.15, C^(X,R) es metrizable.
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Recîprocamente, supongamos que X no es numerablemente corn 

pacto. Entonces, X contiene un conjunto infinito cerrado discre 

to C = {x^ I n e H}.

Sea {U^ I n e H} una sucesiôn de abiertos en X xR  de mo 

do que C para todo n e B. Todo se reduce a probar que

{N(c^,U^) I n e K} no es base del sistema de entornos de c^

en Cy^(X,R) , pues este espacio no verificarîa el I A.N. y por

tanto no serîa metrizable.

Para cada n e S, (Xj^.O) e y por tanto existen c ^ > 0 ,

y V ", taies que V " x C. y v " H C  = {x^l ■

El conjunto V = ({x^^ x U  [(X-C) x R] es
‘•neU •*

abierto en X xR y claramente T V . Veamos que
,

N(Cq ,Uĵ ) ^ N ( c ^,V), para todo n e K.

Fijemos un n e N. Como X es existe una funciôn
X

continua f ; X -► con f(x^^) = c ^  y f(.X-V ) = {0}.

Puesto que f(x^) = , f no pertenece a N(c^,V).
X X

Por otro lado, si x e V ", (x,f(x)) e V x [-c^,c J  c  

y si X ê V ", (x,f(x)) = Cx,0) e U^, es decir

f eN(Co,U„). ,

La proposiciôn anterior es vâlida si sustituimos R por

[0 ,1] ô un espacio homeomorfo a él.

Corolario 1.17.- Sean X un espacio topolôgico y Z un es

pacio pseudometrizable (metrizable) que contiene un arco. Enton 

ces Cy^(X,Z) es pseudometrizable (metrizable) si y solamente si 

X es numerablemente compacte.



- 1 :

Demostraciôn: Si X es numerablemente compacte, Cj^CX,Z) es pseu 

dometrizable (metrizable) por Proposiciôn 1.15.

Si C%(X,Z) es pseudometrizable y A es un arco en Z, 

C^(X,A) es homeomorfo a un subespacio de Cj^(X,Z) por el Lema 

1.13, y por tanto pseudometrizable (metrizable). Por la Proposi­

ciôn 1.16 X es numerablemente compacte. ^

En realidad las demostraciones anteriores prueban el si- 

guiente resultado:

Proposiciôn 1.18.- Sean X espacio topolôgico y Z un espa 

cio pseudometrizable que contiene un arco. Entonces las siguien- 

tes afirmaciones son équivalentes:

a) C^(X,Z) es pseudometrizable

b) Cy^(X,Z) cumple el I A.N.

c) X es numerablemente compacte 

y lo mismo para metrizable.

Los resultados de la proposiciôn anterior nos van a servir 

para probar que la relaciôn C  de la proposiciôn 1.11 es

en general de contenido estricto. La proposiciôn 1.20 que sigue, 

es la proposiciôn 4.1 de McCoy.

Proposiciôn 1.19.- Sean X un espacio topolôgico pseudocompacto 

e (Y,d) un espacio pseudométrico (métrico). Entonces C£^(X,Y) 

es pseudometrizable (metrizable). (Ver Proposiciôn 2.1 de McCoy).

Demostraciôn: Para cada f,g e C(X,Y) definimos 

6 (f,g) * sup (d(f(x),g(x)) I X e X).
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Puesto que la funciôn a : X --- ► R
es continua

X --- " d(f(x) ,s(x))

y X es pseudocompacto, a esta acotada. Luego ô(f,g) es siem 

pre un numéro real.

Como en la proposiciôn 1.15, se tiene que 6 es una pseudo 

mêtrica en C(X,Y), y es una mêtrica si y sôlo si d lo es.

Veamos que T, =T,.

a) Sea f e Bj(f,e). Por ser X pseudocomoacto la funciôn 

continua 1/e : X ^ R* estâ acotada, luego existe M > 0 tal 

que 1/e(x) < M para todo x e X.

Es claro que f e Bg(f,1/M) c  B^(f,e). Por tanto c. T g .

b) La inclusiôn T, C T ,  es évidente. ^° td f

Proposiciôn 1.20.- Sea X un espacio topolôgico T^. Entonces 

(X,R) es metrizable si y sôlo si X es pseudocompacto. ^

Proposiciôn 1.21.- Sea X un espacio topolôgico T-^» pseudocom­

pacto y no numerablemente compacte. Entonces (X,R) / Cy^(X,R).

Demostraciôn: Por la proposiciôn 1.19, (X,R) es metrizable,

y sin embargo, por la proposiciôn 1.16, C%(X,R) no es metriza­

ble. ,

Observaciôn: El subespacio ([0,u>] x [0,0]) —  {(w ,(1)} de 

([0,w], T _<) X ([0,D], T£) , es pseudocompacto y no nume

rablemente compacte.

Por las proposiciones 1.15 y 1.19 se tiene que si X es 

numerablemente compacte e (Y,d) es pseudométrico entonces 

C£ (X,Y) - C%(X,Y) = Cg(X,Y).
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Recordemos que un espacio topolôgico Y se dice divisible 

si los entornos de la diagonal en Y x Y constituyen una unifor- 

midad. Un espacio paracompacto y regular es divisible.

En CERF (pâg. 271) se considéra la topologla T^o en 

C(X,Y) definida del siguiente modo;

"Dado un espacio topolôgico X y un espacio divisible Y,

para cada f e C(X,Y) y cada W, entorno de la diagonal A en

Y XY, se considéra W(f) = {g e C(X,Y) | (g(x),f(x)) e W,

Vx e X). Entonces, existe una ûnica topologla T^o en C(X,Y) 

tal que para todo f e C(X,Y), l/(f) = (W(f)) | W es entorno de

A en Y x Y) es base de entornos de f en (C(X,Y),T^o)".

La relaciôn que existe entre T^o y Tŷ  es la de contenu

do.

Proposiciôn 1.22.- Sean X un espacio topolôgico e Y un espa­

cio divisible. Entonces T^o c  Tŷ - Ademâs, si Y es Tg ,

Te C  T[0.

Demostraciôn: Sea f e C(X,Y) y G e T^o tal que f e G. En­

tonces existe un abierto W en Y xY con A c  W y f e W(f)cG.

Para todo x e X, (f(x),f(x)) e A c; W y por tanto existen

V* y V^(*^ taies que V^(*^ x V̂ ^̂ ĈW y f (V*) C V^(*^ .
El abierto U ■ L J  (V* x V*^*)) en X x Y  verifica T, c  U.

xeX ^
Sea g e N(f,U). Para todo z e X existe x e X tal que

(z,g(z)) e V * x  Como f(z) e V^^*^ se tiene que

(f(z),g(z)) e V^(*) X V^(*)<=W; luego g e W(f) y N(f,U)d 

C  W(f) c G ;  asî G e Tŷ .

Supongamos ahora que Y es T 2. Tomemos <K,G> un elemen
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to de la subbase de T^, donde K es un compacto en X y G

es un abierto en Y. Sea f e <K,G>.

El conjunto W = (G xG) U  [(Y-f(K)) x (Y-f(K))] c Y  xY es 

un abierto, por ser f(K) cerrado, que contiene a la diagonal 

A pues f ( K ) C  G.

Si g e W(f) y x e K tenemos (f(x),g(x)) e W.

Como f(x) e f(K) entonces (f(x),g(x)) i (Y-f(K))x(Y-f(K)), 

luego (f(x),g(x)) e Gx G ,  es decir g(x) e G.

Por tanto W(f) <K,G> y C  T^o . ^

Propos iciôn 1.23.- Sean X un espacio topolôgico T y y no numera 

blemente compacto e Y un espacio topolôgico T y, con un punto 

y, no aislado, que posee una base de entornos {V^]neN} numera­

ble. Suponemos ademâs que Y es divisible:

Entonces, en C(X,Y), T^o ^ Tŷ..

Demostraciôn: Puesto que X es Ty y no es numerablemente compac

to posee un subconjunto infinito C = {x^ | n e N}, cerrado y dis 

creto. Sea f = Cy, funciôn constante de X en Y con valor y.

U - [ ̂  ({x^^ X V^)] ij [(X-C) X y] c  X xY es un abierto

y contiene a

Podemos suponer que ^  , para todo n e N.

Si W c  Y XY es un entorno arbitrario de la diagonal A,

como (y,y) e A existe n^ e N, tal que x C  W.

Sea n e N con n > n^, y sea y^ e —  V^+y .

La funciôn g = c pertenece a W(f) , pues para todo 

X e X, (f(x),g(x)) = (y.y^) e x c  w. Sin embargo.



g é N(f,U) ya que .g(Xj^^, ) ) =  ̂ luego

Eg ^ U .  Asî hemos probado que N(f,U) é T^o. ^

OBSERVACION: Para la demostraciôn del lema anterior realmente no

es necesario que el punto y posea en Y una base de entornos

con las propiedades indicadas. Basta que exista un subespacio B 

de Y al que y pertenezca, y en el que posea una base de enter 

nos con dichas propiedades.

Corolario 1.24.- Sean X un esoacio paracompacto y T 2, e Y

un espacio divisible, Ty y que contiene un arco.

Entonces C^o(X,Y) = Cy^(X,Y) si y sôlo si X es compacto. 

En este caso C^(X,Y) = C^o(X,Y) = Cy^(X,Y).

Demostraciôn: Si se verifica la igualdad de las topologlas, por 

la observaciôn anterior, X es numerablemente compacto. Como X

es paracompacto, entonces es compacto.

Recîprocamente si X es compacto, como es T 2, C%(X,Y)

* C^(X,Y) y la conclus iôn se sigue de la proposiciôn 1.21, ya 

que si Y es divisible y Ty es T 2.
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Para terminar este capîtulo quisiera observar algo relative 

a la convergencia.

El lema 2.2. de Spring demuestra que "dados X un espacio 

, localmente compacto y Lindelof e Y un espacio pseudométri 

co, si una sucesiôn de funciones (^n^neN C(X,Y) tiene un

punto de aglomeraciôn en C^(X,Y), entonces existe una subsuce­

siôn y un compacto fuera del cual las funciones de la subsuces iôn 

coinciden con la funciôn de aglomeraciôn".

Si el espacio X es unicamente paracompacto y ^ 2 » la 

afirmaciôn no es cierta, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.25.- Sean X = Q e Y = R

f 0 , 1 x I ^ 1 / n
f_ e C(Q,R) viene dada por f_(x)
" " ' -Ixl + 1/n, 1x 1 < 1/n

La sucesiôn  ̂̂ n^neB converge en C%(X,Y) a la funciôn

f = Cq, pues dado un abierto U o Q  x R , tal que E £ c: U , exi^

te e S tal que [(* 1/n^,1/n^) H Q ]  x (-1/n^,1/n^) c  U , y

por tanto E£ (% U para m > n^.

Sin embargo, puesto que los compactos de Q no contienen 

intervalos, dado un compacto K y n e F existen m > n y 

X ê K tal que f^(x) = -|x| + 1/m / 0.

No obstante, esta afirmaciôn es hecha en [P.W. Michor].



CAPITULO 2. AXIOMAS DE SEPARACION
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Vamos a estudiar en este capîtulo 2 la relaciôn entre los 

axiomas de separaciôn de C^(X,Y) y los de X e Y.

El resultado mâs importante asegura que si X es una va* 

riedad paracompacta y T 2, no compacta, con un arco, e Y con 

tiene un arco, Cy^(X,Y) no es normal.

En lo que se refiere a los axiomas "bajos" de separaciôn, 

es decir, T^, i=0 ,1,2 , se tienen los siguientes resultados:

Lema 2.1.- Sean X e Y espacios topolôgicos, y ,z e Y, tal que

y f z ,  pero y e {7}. Entonces, c^ e {c%}.

Demostraciôn: Sea U C X x Y  abierto oue contiene a T .y
Para todo x e X, U[x] « { t e  Y | (x,t) e U } es un abierto en

Y que contiene a y, por tanto (x,z) e U para todo x e X,

es decir c  U. ^

Corolario 2.2.- Sean X e Y espacios topolôgicos. Si Cyy(X,Y) 

es T £, entonces Y es T^, para i = 0,1.

Demostraciôn:

I - Si Y no es existen y,z e Y, taies que y  ^ z

pero y e {z} y z e {ÿ}; c^ ^ c^ pero por el lema anterior

Cy e Cc^} y Cj e {c^} lo que significa que Cj^(X,Y) no es

II - Si Y no es Ty existen y ,z e Y taies que y  ^ z

pero y e {7}; por tanto C y f c ^  y Cy e {c^}. Luego 

Cyy(X,Y) no es Ty. ,

Para los restantes axiomas de separaciôn el corolario 2.2 

no es vâlido, como se ve en el siguiente ejemplo.
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Elemplo 2.3.- Sean X » R e Y » (N.T^p).

(Tc f es la topologla de los complementos finitos).

C(X,Y) se reduce a las constantes y puesto que para todo 

n € S el conjunto

' [U ({r} X V")j U  [(R -  H) X S]

(donde v" = {s e E | s > r } U ( n } )

es un abierto en X x Y  que no contiene mâs "horizontal" que 

R x ( n } ,  Tŷ  es la topologla discreta.

■\sî Cy^(X,Y) verifica todos los axiomas de separaciôn y,

sin embargo, (N,T^p) al ser Ty, pero no T2, ya no verifica

ningûn otro.

Propos iciôn 2.4.- Sean X e Y espacios topolôgicos.

Si Y es T^ entonces Cy^(X,Y) es T , para i=1,2.

Demostraciôn: Sea f e C(X,Y). Dados x e X y un abierto ,

se tiene f 'f(x) c  f y, puesto que f ^f(x) es cerrado,

X e {x} c  f ^f(x) c  f ^ ). Entonces

U « [f'1(uf(*)) X U [(X - I x ) )  X Y]

es un abierto en X x Y que contiene a Pp.

Si g e N(f,U) entonces g(x) e

Lo que acabamos de probar es que si Y es Ty entonces 

Tp C  Tŷ . Por tanto si Y es T^, i=1,2, entonces Cp(X,Y)

es T £ y lo mismo Cy^(X,Y) . ^

Si el espacio X es Ty sabemos que Tp CTy^. Luego si 

X es Ty e Y es T ^ , i=0,1,2, entonces Cyy(X,Y) es T ^ .

Si Y es T^ puede ocurrir que C%(X,Y) no sea T^.



Por ejemplo, si X « {0,1} y T « {{0,1}, {0}, {0}} el 

unico abierto en X xX que contiene al grafo de cy es X x X 

y lo mismo ocurre con 1̂ .̂ Por tanto C%(X,X) no es aunque

X si lo es.



:s

Ya hemos visto en el ejemplo 2.3 aue dados dos espacios to 

pologicos X e Y, el espacio Cy^(X,Y) puede ser completamente 

regular aunque Y no sea regular. Esta situacion contrasta con 

lo que ocurre en C^(X,Y) y ello se explica en parte porque as I 

como la funciôn Y -+ C^(X,Y) que a cada y e Y le hace corres- 

ponder cy es una inmersiôn, en el caso de Cy^(X,Y) no es en 

general continua.

Se trata de estudiar en que condiciones Cy^(X,Y) es regular.

Proposiciôn 2.5.- Sean X un espacio topolôgico metacompacto y 

Ty e Y un espacio topolôgico regular. Entonces Cy^(X,Y) es 

regular.

Demos t rac iôn: Sea f e C(X,Y) y U C  X xY abierto tal que 

C  U . Para cada x e X existen y , de modo que

X C. U y f(U*) C  .

Por la metacompacidad de X existe U = {U^ | i e 1} re

finamiento abierto, punto-finito del recubrimiento abierto 

(U* I X e X} de X.
X;

Para cada i e I elegimos x e  X, tal que C  U
, , f(X;) ,

El conjunto V = U  x U | i e l l c X x Y  es un

abierto que verifica:

a) Tf C  V

b) N(f ,V) C  S ( £  ,11) : En efecto, sea g e C(X,Y) tal que

g é N(f,U). Entonces fltu, es decir existe x e X, tal que

(x,g(x)) é U.

Puesto que U es punto-finito x pertenece sôlo a un nu 

mero finito de elementos de U. Sean i y,...,i^ de modo que
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f(xij)
X e , j«1..... n. Luego g(x) i U

Sea tal que ( [J  U ) « 0.
j = 1

<{x}, U® > es un entorno abierto de g que no corta a

N(f,V). Por tanto g i N(f,V).

As I Cyy(X.Y) es regular. ^

La condicion impuesta a X en la Proposiciôn 2.5 no es

necesaria, pues, si X « (R,T^^.) e Y « R, C(X,Y) se reduce

a las constantes y C^(X,Y) es discrete (pues B es cerrado dis^ 

creto e Y verifica el I.A.N.). Sin embargo X no es metacompac

to.

Pero si X no es metacompacto puede Cyy(X,Y) no ser regu­

lar, aunque Y lo sea.

Ej emplo 2.6.- Para cada irrac ional x e R elegimos una sucesiôn 

{Xn}neN racionales que converja a x en la topologîa usual. 

Consideremos en R una topologîa T en que cada racional es 

abierto, y una base de entornos de cada punto irrac ional x es - 

la familia (U^(x) U  {x} | r e E}, donde U^(x) « {x^ | n ^ r}.

El espacio (R,T) « X es y localmente compacto. Un

subconjunto compacto no puede contener mâs que un numéro finito 

de irracionales. Consideremos su compact ificaciôn de Alexandroff 

% y la inmersiôn 6 : X -► X.

Sea U = X X  B(X) c: X xî abierto. Se tiene E g c  U.

Sea V c  X X ^ un abierto tal que V c  U y Eg c  V.

Para cada x e X existe U* tal que U* x 6 ( U ^ ) C V ;  si
X es racional podemos tomar como U* « (x}, y si es irrac ional

serâ un U^^j^j(x). Puesto que R —  Q es no numerable debe exis
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tir un racional q de modo que q e para un conjunto

infinito B de irracionales. Si X-2(X) = {=}, el punto 

(q,«) e 7, pues el conjunto {q} x 5(B) V y 6(B) no es corn 

pacto.

La funciôn f : X + X tal que f(x) = 6 (x) si x / q y

f(q) » oo , es continua, pues (q) es abierto y cerrado.

Sea W c  X xX un abierto que contenga a . Entonces 

existe b e B, tal que (q,3(b)) e W. La funciôn h : X + X

tal que h(x) = 6(x) si x / q, y h(q) = 3(b) es continua y 

Eŷ  (% V A  W. Es decir N ( f ,V) ^N(f,U) y nor tanto Cy^(X,X) no 

regular a pesar de que X es compacto y T ?.

Proposiciôn 2.7.- Sean X un espacio paracomnacto y regular e

Y un espacio pseudometrizable. Entonces C^(X,Y) es completamen 

te regular (Ver Hirsch, p. 64).

Demostraciôn: Sea d una pseudomêtrica en Y que describe su 

topologîa.

Para cada t e C(X,R*) definimos una pseudomêtrica d^ 

en C(X,Y): para cada f,g e C(X,Y)

d^(f,g) « min{1, sup{d(f(x),g(x))/e(x) | x e X}}. Se tiene:

a) d^(f,g) > 0 por def iniciôn

b) dg(f.f) = 0

c) d^(f,g) » d^(g,f)

d) d^(f,g) + d^(g,h) « min{1, sup{d(f(x),g(x)) / c(x) |

X e X)) + min (1, sup(d(g(x),h(x))/e(x) | x e X})>

> min{1, sup{d(f (x) ,g(x))/e(x) | x e X )  +
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+ sup {d(g(x),h(x))/e(x) | x e X}} >

> m i n d  , sup{ (d(f (x) ,g(x) ) + d(g(x) ,h(x)))/£(x) | x e X)} >

> m i n d ,  sup{d(f(x) ,h(x) )/e(x) | x e X}} « d^(f,h)

luego d^ es una pseudomêtrica.

La topologîa inducida en C(X,Y) por la familia de pseudo

mêtricas {d^ je e C(X,R*)} coincide con Tĵ .

En efecto: Sabemos que Tŷ  tiene como base la familia 

{Bj(f,e) 1 f e C(X,Y) , e e C(X, R*)}.

Es claro que B^ (f,1/2) c  Bj(f,c). Recîprocamente, dados 

E e C(X,R^) y r e R*, tomamos n e E de modo que 

1/n,r/n < 1/2 y la funciôn 5 = c.

Entonces B^(f , r/n 6) c  B^ (f,r).

Como la topologîa inducida por una familia de oseudomêtricas 

es siempre completamente regular, la conclusiôn es inmediata. ,

La condiciôn impuesta a X de ser paracompacto no es necesa­

ria, pues sabemos por la Proposiciôn 1.15 que si X es numerable 

mente compacto e Y pseudometrizable, entonces Cyy(X,Y) es pseu

dometrizable y por tanto completamente regular.

Antes de ver otra condiciôn suficiente para que Cyy(X,Y) 
sea completamente regular veamos un lema.

Lema 2.8.- Sean X e Y espacios topolôgicos, con X (ô Y) Ty ô 

regular. Sea C C X x Y  un cerrado. Entonces N(C) «

» {f e C(X,Y) I T£ d C }  es un cerrado en Cyy(X,Y) .

Demostraciôn: Sea f e C(X,Y) tal que T £ ^ C .  Entonces, existe 

X e X, tal que (x,f(x)) é C. Como C es cerrado existen y



tal que (U* x = 0. Por el corolario 1.4, lema 1.5,

y proposiciôn 2.4 Tp c  Tjy, luego <{x), > es un entorno de

f que verifica <{x}, > A  N(C) « 0. ^

Propos iciôn 2.9.- Sean X un espacio topolôgico Ty ô regular, 

e Y un espacio topolôgico T 2, de modo que X x Y  es normal. 

Entonces C^(X,Y) es completamente regular.

Demostrac iôn: Sea f e C(X,Y) y U c  X xY abierto, tal que

T£ c  U. Por ser Y separado E £ es cerrado en X x Y , y por ser

X X Y normal existe una funciôn continua g : X xY -* I tal que

g(E£) = {0} y g((X xY)-U) = {!}.

Def inimos p : C^(X,Y)    [0,1]

h --------------- - sup{g(x,hCx)) 1 X e X}.

$ estâ bien definida pues g(x, h(x)) e [O,1] para todo x e X.

Puesto que, para todo x e X, se verifica g(x,f(x)) = 0, se 

tiene que q(f) = 0.

Si h e  C(X,Y) es tal que Eŷ  Çt U , existe x e X con

(x,h(x)) é U. Luego g(x,h(x)) = 1 y 41(h) = 1.

Falta por ver que $ es continua.

En efecto:

$'\(a,b) n  [0 ,1]) « (C(X,Y)-{h € C(X,Y) |Ey^cg'\(-,a])})

D  ( U  ({h e C(X.Y) |E. c g ' \ ( - , b - 1/n)))) 
neS

Por el lema 2.8, (h e C (X, Y) | Fŷ  c  g ' V  (-̂ • a] ) ) es cerrado, y pa 

ra cada n e K, { h e  C(X, Y) | Eŷ  C  g" ̂ ( (-̂ ,b -1/n) )} es abierto, 

al ser g ^((»,b-l/n)) abierto; luego 4, V  (a ,b) O  [O , 1 ] ) es 

abierto y * es continua. ^

El ûltimo resultado relativo a la compléta regularidad de



Cyy(X,Y) es el siguiente:

Proposiciôn 2.10.- Sean X un esoacio topolôgico y G un grupo 

topolôgico pseudometrizable. Entonces, Cyy(X,G) es completamen­

te regular.

Demostraciôn: Segûn un resultado del capîtulo 3 (Nota al Corola 

rio 3.5) Cyy(X,G) es un grupo topolôgico. Sabido es que todo gru 

po topolôgico es uniformizable y por tanto completamente regular. ,

Como caso particular Cyy(X,R) lo es, para todo X.
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La ultima parte de este capîtulo estâ dedicada al estudio 

de la normalidad. El resultado obtenido es la siguiente

Proposiciôn 2.11.- Sea X un espacio topolôgico T ?, que posee 

una familia discreta de abiertos no vacîos î'^r^reN’ que

es compacto y metrizable para todo r e S, y Vy posee un 

punto Xy no aislado.

Entonces C^(X,I) no es normal.

(I = [0,1] y en el considérâmes la mêtrica usual | |).

Consecuencia inmediata son los corolarios siguientes;

Corolario 2.12. Sean X una variedad paracompacta y T 2, de dimen
siôn finita que posee un punto x en el que dim^ X ̂ 1 , e Y

un espacio metrizable que contiene un arco. Entonces Cjy(X,Y) es 

normal si y sôlo si X es compacta.

Por tanto queda contestada en forma negativa la pregunta 

hecha en el ejercicio 12 de Hirsch, p. 65, de si Cyy(R,R) es pa 

racompacto ô normal.

Demostraciôn del corolario: Si X es compacta, entonces

Cyy(X,Y) * C^(X,Y) = C£^(X,Y), si d es una mêtrica que describe

la topologîa de Y, y por tanto es metrizable.

Si X no es compacto, por ser metrizable, no es numerable 

mente compacto. Por tanto posee un subconjunto C = {x^ | r e K} 

infinito, cerrado y discreto, y, por ser X completamente colec 

tivamente normal, se puede separar por una familia discreta de 

abiertos, es decir existe familia discreta de abiertos

tal que x^ e V^, para todo r e K. Por ser X una variedad
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se pueden tomar de modo que sea compacto, para todo r e B.

Estâ claro que puede tomarse x como x y, y como

dim^ X > 1, Xy no es aislado. Por otro lado, sea w : I Y

un arco tal que w(0) = y. Sea A « u(I).

Por la proposiciôn anterior Cyy(X,A) no es normal. Por el

lema 1.13, C^(X,A) "es" un subespacio cerrado de Cyy(X,Y) que

por tanto no es normal. ^

Corolario 2.13.- Sean X una variedad paracompacta y T,, pero

no compacta, de dimensiôn finita ô modelada sobre el cubo de

Hilbert, que posee un punto x en el que dim^. X ̂  1, e Y un

espacio topolô'gicoT, que contiene un arco. Entonces Cyy(X,Y) no es

normal.

Demostraciôn: Es la misma que la segunda parte del corolario ante 

rior. y

Antes de empezar la demostraciôn de la proposiciôn veamos 

una definiciôn y un lema.

Definiciôn.- Con la notaciôn de la proposiciôn, para cada 

f e C(X,I) « Z y cada r e H definimos:

S (f) « {g e Z 1 g(x) « f(x), Vx e X - Ù  Vj}
i«1 *

S(f) - U S_(f).
reB ^

Lema 2.13.- S(f) es cerrado en (Z,Tjy).

Demostraciôn: Supongamos que g es una funciôn de Z que no per 

tenece a S(f). Esto équivale a que g i S^(f), para todo 

r e B ,  y por tanto
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6 bien

3 Xq e X - L i  Vn« 3 c e R *  tal que | f (x^^)-g(x ) | « e 
neB

6 bien

3  sucesiôn estrictamente creciente de naturales,

3  f s u c e s i ô n  de reales positives

3 sucesiôn en X

tal que

e V , para todo k e N

I f (Xjç)-g(Xj^) 1 “ G^, para todo k e B.

En el primer caso V®<{{x^}},{g }>H  S(f) = 0.

(ver Definiciôn 1.5 y Proposiciôn 1.12).

En el segundo {x^ | k e B) es cerrado, discrete en X

y {€k)k̂ j>ns(f) . 0. ,
Si V es un abierto no vacîo de X, g es una funciôn

de Z y e es una funciôn real positiva definida en X, que en

V toma el valor a y el valor b fuera de él, entonces tenemos

definido el entorno abierto de g, V^<{V,X-V}, {a,b}> que en le 

que sigue notaremos abreviadamente B(g,G).

Demostraciôn de la Proposiciôn 2.11.- En le que sigue f - C q -

Si g e S (f), g dénota su restricciôn a LJ V ..
i-1 ^

Para cada r e B sea “ ^1/r ® C( 7^,R*) y conside

remos B|,(g,Cj.) entorno abierto de g en 

C w ( Ù  V.,1) - Y ." i-1 1 r
Por ser O  

i-1
(B||(g,Gj.) se abreviarâ por B(g,e^) )

Por ser LJ compacte, Y * C (Li V\,I) 
i-1 1 ^ ^ i-1 ^
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r _
Puesto que l_J V- es compacte y II A.N. , e I es II A.N. 

i-1 ^
es II A.N., por lo tanto existe una familia numerable 

{g^lnçj|} de funciones en S^Cf), de modo que

U  {B(g,Gj.)|g e Sj.(f)} - U  (B(g^,e^) | n e H}.

La funciôn 6^ : X dada por

*I(x)

détermina, para cada r y n, el entorno abierto de

Claramente

U  tB(g^.6j) I n e S} D  S^(f)

y
u - U  {B(gf,6%) I  r,n e S} 3  S(f)

Se trata de probar que dado un abierto V, de modo que

S(f) C V C U ,  se verifica V ^  U , con lo que quedarâ probado

que Z no es normal.

En efecto:

f e V — » 3 *2 C  X X I abierto, 3 t " > 0 ,  n > _ 2 ,  tal que

Tf C  *2' N(f .Wg) C  V y X [0,t"] C W ^ ,  n > 2, esto por

ser V^, n e B ,  compacte.

Tomemos X g c V g  y sea X2 •  >• [0,t2] una funciôn

continua tal que

^2^*2^ “ ^2

X2(x) - 0 ,  X e V 2-V2.

X 2 existe porque V 2 es compacte y y por tanto normal.
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Si V 2 “ V 2 se tomarîa X2 constante con valor t^*

La funciôn

h^(x) - 0, X e X - V 2 

es continua y e N(f.W^) C V .

Sea n.| e H el primer numéro natural que verifica 

t \ - lh^(x2) - gi(x2)l 1 S^Cx;,). Vn > n, 

y asociado a n^ consideremos los subconjuntos de B

A, = { n <  n^ I }

B, = ( n <  n^ I n ^ A ^ }

(Si n > n^ h* |{ B(gJ,5^)).

n, existe puesto que g^(xj = 0 y {6n(*2)^ne« '

(h^(x2) - t| > 0

es estrictamente decreciente.

Para cada n e , 3 x,̂  ̂e , |h^(x,j^)-g^(x^jj) 1 > e, (x,„)

puesto que

^2 d B(g^,6^) — ^ 3 X e X, ih^(x) * g„(x)l > 5^(x); 

pero Vx é U V 2 , |h^(x) - g^(x)| - 0 < 6^(x) y

Vx e V 2, |h^(x) - g^(x)| - |h^(x)| < h^(x2) < '

Por tanto x e y ô^(x) ■ e^(x). Este x es el X In'

Si n e B ^ , 3 y^ e , 3 ^2 abierto, ^ ^2 ^  ̂ 2 ^
C  -({x^^ I n e A^> U  {x,}). y 2 existe porque x^ no es ais 

lado y por tanto es infinite, mientras A^ es finito. U2
existe porque es compacte y por tanto regular.
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Como hemos supuesto que es metrizable si es una

mêtrica asociada con él, podemos elegir yg y S2 de modo que

Pi(y2 'Xi) < 1/2^ y ^2 " ®p^^y2’*2^ con 

0 < S2 < 1/2 p,(y2,x,) < 1/4 min {p^ (x^ '*in^ n e , x̂ ?<x̂ }̂.

El subespacio U2 es normal, luego existe una funciôn con

tinua

®2 : "2  ► [0,1] - [0,2gJ

tal que ®2^^2  ̂ “ '

B2(x) * 0 » X e Ü2*^2’

(Si Ü 2 = Uj se toma 62 *

1 “ ®2Si B, = 0 ,  8? = c _  )

La funciôn continua h2 : X --- ► I, h2|y = 62

h^lx-Uj . h;

verifica:

i) h 2 e S2(f) ya que h 2(x) - G para x é V 2 U  U 2 .

Las desigualdades siguientes;

l^2 (*2)'gl(*2) I - ^n^*2  ̂' n 1 " r

Ih2(%1n) - Sn(*1n)l 1 *n(Xln)' n e A ^ .

I h 2 ( y 2 ) - g n ( y 2 )  1 1  P ' 2 ( y 2 )  I * 18 0 ( ^ 2 )  I ^ 2 e , ( y ^ , )  - ^1 ( y 2 )  "

* Cl(y2) • 62(y2) , si n e B ,

pues entonces lgn(y2)l " |hj(y2)-gi(y2)1 < ^^(y^) * c,(y2), 
indican que

ii) h 2 é U  tB(g^,6j) 1 n c H}.

Esta construcciôn es el primer paso de un proceso por in- 

ducciôn.
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Supongamos construidas para todos los naturales i, 

2 < i < r

a) nûmeros reales t ? > 0 ,  n ^ i, tales que t9 < 

y abiertos c  X x I, c W j .  c  V y

^n * [O't"] (2 *1' " 1 i* (b^ - f).

b) puntos Xĵ  € y funciones continuas

Xi :   [O.tj] . X.(x.) - t[
X.(x) » 0, X e V.-V. 

(Si fuera V- = V ., X^ - c ^).  ̂  ̂ ^
’̂i

c) funciones continuas hî : X -► I, b|j^ - X^

d) nûmeros naturales n^ primero que verifica
i 1 1 i " 1

t i  = |b!(Xi)-gn’ (Xi )  I > 6^ (Xi )  si n i n . . ,

e) Subconjuntos de B, BL ^

Ai_i = {n < n.., I h! i B(g^^T. a""')}

®i-l "i-1 I " ^
f) Subconjuntos de X, (x^_,  ̂| n e A ^ ^ } c  U  (Vj | j < i-1}

de modo que

l^i^*i-1,n^-«i'’^*i-1,n^l i ^ - l ^ ^ - l . n ^ ’ "  " « A . . , .

g) Xit puntos de X, s^ reales positives y abiertos 

tales que

yi e Ui C  Üi C
C(V^ - LJ tOj I 2 < j < i-1})-((x.^|j < i, n c A.} U (x,}) 

con - ®p^(/i'^i)' ®i ^ I^l^^i'^l^ < 1/8 PiCXi-i'^i) X
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P l C / i . X l )  < 1/2 mi nCpi  ( X i  I j <  i '  n e A y ,  X j ^  e V,-(x,}}.

h) funciones continuas : ÏÏ̂  ► [0,2e^l],

BiC/i) - 2e..,

B^(x) » 0, X e Ü^-U^

(Si Ü.-U., S. • C2^_^^ y si B.., - 0, ®i " c^). 

j) funciones continuas : X * I, tal que

^i|ü. " ®i 

^i|x-U^ “ *'i|x-Uj

hi e S|(f) y h^(x) = 0  si x ë U  (Vj U  Uj | 2 < j £ i}

"-"i-1

l*'i^^-1,n^-8i'’(^i-1,n^' ^ ^i-1^*i-1,n^* " ^ ^i-l

Ih i f X i )  - g n ' ^ X i )  I 1  =1-1 ( X i ) .  n «

Veamos el siguiente paso de la inducciôn:

a) Por (j) hp_, e S^_^(f) c  V, luego 3 C  X x I , 
abierto tal que C  1*̂  X h^ , e N(hy_^,W^) C  V.

Igualmente h^  ̂(V^) - 0 si n ^ r .  Por ser 7^ compacte
y "x 3  tj > 0. n > r, tal que t" < t"_, y

V„ X [O.tj] c » , -

b) Elijamos un punto x^ e y por ser mêtrico exi£
te una funciôn continua — >- [0,tj], tal que

X^(x^) - tj

Xj.(x) - 0, X e Vj.-Vy 

(Si 7, . V^. - c^r).
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c) La funciôn : X * I, h^|ÿ -

**rlx-Vj. " hf-l |x-Vp

estâ bien definida pues, por (j), ^(x) - 0 ■ X^Cx), si

X e 7^-V^. (Si Vj. “ V j. , estâ definida en dos partes disjun

tas, cerradas y abiertas, y es continua).

d) La sucesiôn (*r^^neB * (pues
Xj. e V j.) es estrictamente decreciente, luego existe un primer

natural n^  ̂ que verifica

ty - lh;(Xj.)-gJ’Uxj.)l - lh;(Xj.)l > «J’\xj.), n >  nj..^.

e) Sea Aj_, - (n < Uj._̂  | é B(gjj* ’ ,6 J* ̂ } C  B. 
y Bj_, - (n < nj.., | n i Aj_,}.

f) Si n e  Aj_,, é  ̂  ̂̂ ="» 3 ,n'

i  '  ( ' r - 1 . n ' '

Dado que h'(x) - &T ^(x) • 0 para x d L J  V. y V n e B ,  y
T n j-i J

si X e Vj., r-1h^(x) - Xj.(x) < Xj(Xj.) < ôjj (Xj.) , para n e Aj.

gj^"'(x) - 0, para todo n e B ,  
r-1

se tiene que x . e LJ Vt, y en este puntor- I »n jm1 J

con lo que

g) El conjunto

[Vi - LJ Üj] - [{Xjn 1 j < r, n e Aj) U  {x^}] • G
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es no vacîo, ya que G U{x̂ } es un abierto que contiene a x̂ 
y fste no es aislado. Por tanto existe y^eG, y existe un nûme 
ro real positive ŝ  de modo que

yj. e Uj C Üj. C G
siendo Û. = (yj.,Sj) , < y P̂ Cŷ .x̂ ) < 1/8 OiCŷ .i ,%i) X
Pi(Xy,%i) < 1/2 rain{p̂ (Xi,Xĵ ) | j < r, ne Â , Xĵ  e V̂ -

h) Puesto que Û. C es metrizable existe una funciôn
cont inua

: "r ------'

e,(y,) ■ 2t,.,
Bj(x) » 0, X e Üj.-Uj.

(Si Üj * Uj tomamos 6̂. » ĉ g X si  ̂- 0, Ŝ. * ĉ ) .
j) La funciôn : X -*• I dada por ĥ.|g »

‘'rlx-Uj “ r̂lx-Uj
estâ bien definida, porque

r̂jx-V “ r̂-ljx-V X Por tanto h j se anula fuera der r-1  ̂  ̂ _LJ V. (J L) U. consecuentemente en U -U , y es claramente conj-2 J j-2 J  ̂ ^
tinua.

De la construcciôn de ĥ. se ve inmediatamente que 
hj.(x) -0 si X é Li (Vj U Uj I 2 < j < r}, luego 
hj e Sj(f).

Por ûltimo
l̂ r(*r)'8r̂ (*r)l " -gj* ̂Xj.) 1 " 1 "r-i -
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l*‘r ^ V l , n ^ - 8 j ’’(*r-l,n^l " • 1 ,n^ ‘ 1 ,n^ I 1

^ ®r-l(*r-1,n)' " * " r̂-1 *

l’'r^yr^'8Î’’^yr^ I ^ , (/j.)-Gj , ̂ (/j.) - g ^.^C/j.), n e Bj_,,

pues h^_,(yjJ - 0 y 1bj.i(y^î‘gj’’(Xf^I ^ verifi-

carse , e B(g^’^,6^*^) para n e ,, lo que implica 

lb^_, (x)-gj‘  ̂(x) 1 < Gj^(x) xi X e U  (Vj | 1 < j < r-1}.

Hemos acabado la inducciôn.

Vamos a construir una funciôn h tal qua h e V pero

h é U.

La funciôn h : X --- - I tal que

bjî7 I I fT = b_|î7 I 1 Î7 . r > 2 

b|

I V j U C j  " ''rlv^U Uj

| x - ( U  { V j U  Uj. 1 r > 2}} * (=0

—  Estâ bien definida, porque en

Fj.(U {Vj.U Uj. I r > 2}} - ( U  (Fj. Vj.U F^ Uj|r>2}) U  (x,} 

todas las funciones ĥ . son nulas.

—  Para probar que h es continua basta ver que lo es en el

punto Xi:

En B^ (Xj.s) de radio suficientemente pequefto para que

Bp (x^,s) - 0 si i < r-1, la funciôn h estâ

acotada por b^Cy^.) - 2Cj. (ŷ .) - 1/2^ y h(x,} - 0.

—  h é U

|b(Xj.)-gJ*’(Xj.)| - |hj.(Xj.)-gJ'^(Xj.) I > 8^'\xj.) ,

n > "r-1’ ^ 2
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I ■ l̂ r'̂ r-1 ,u>-»î''<“r-1 ,n> I i

P“«  h(*r-,,n) * "r‘*r-l.n> ' ' ' ^ ' V l . n ’ -

|h(y^)-gj"'(y^)| > :,_,(/,) - «J'Vy,). n e r >

pues hC/j.) - hj.(yj,).

Todo lo cual indica que h t B(gp" ̂ r ^  2, n e B ,

y por tanto h é Ü.

—  h e V

Sea W c X x I  abierto, tal que C  W; Veamos que

N(h,w) n v   ̂0.
Como h(x^) - 0, x ^ e V j  y V^ es compacte, existe un

entorno C de x ^ , y un nûmero real t > 0, tal que C C V ^ ,

C X [0,t] C. W,
r -2

y existe un indice r^ de modo que 1/2 < t,

U j . C C  para r > > Z , y

Uj. A  C - 0, T < t-Q

La funciôn g : X -----► I

•|x-D ' ''|x-D 
*1d ■ S

con D - LJ {Uj. I r > r^}, estâ bien definida, pues en 
Fj.(U(Uj. I r > r^) . (U {Fj. Uj. I r > r*}) U  (x,) 
h se anula, y es continua.

Puesto que Fj^CW, (x,g(x)) - (x,h(x)) e W si x e X-D, 

y (x,g(x)) - (x,0) e ü X [ 0,t]c W, si X e D; es decir
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Tg C W  y g e N(h,W).

Finalmente g e V, pues

h(x) - hj(x) 1 tj < , X e Vj., 2 < <_ r

g(x)
(x) en el resto.

Como Vj. x [O.tj] cVj. X [O.tjj C  Wj.̂ , 2 < < r

tenemos (x,g(x)) e W ^ ,  Vx e X, y por tanto 

g e N(hj.^.i,Wj.^) C.V. ,



CAPITULO 3. CONTINUIOAO DE LA APLICACION 

COMPOSICION
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Enpezanos este capitule estudiando la continuidad de f* 

y algunos resultados con ella relacionados.

(Ver Hirsch, pag. 65).

Proposiciôn 3.1.- Sean X, Y, Z espacios topolôgicos, y 

f : Y Z una funciôn continua.

Entonces, la funciôn f* : C^(X,Y)  ► Ci^(X,Z)

g -----   f » g

es continua.

Demostraciôn: Sea g^ e C(X,Y) y U un abierto de X xZ tal 

que c  U. Entonces, V - (1^ x f)’^(U) es un abierto de

XxY. y, puesto que Vx e X, (x,fgg(x) ) - (1^ x f)(x,g^(x)) e U,

se tiene que Vx e X, (x,g^j(x)) e V, es decir F g cz V.

Ademâs, si g e C(X,Y) es tal que Tg ci V se tiene que

Vx e X (x,g(x)) e V, luego Vx e X (x,fg(x)) e U, lo que si&

nifica que F^,g C. U. Asi f* es continua en ĝ .̂ ,

Como consecuencia se obtiene la siguiente

Proposiciôn 3.2.- Sean X,X',X" espacios topolôgicos. Entonces, 

la aplicaciôn

* : Cy^(X,X' xX") ------- - C^(X,X’) X Cy^(X,X")

f ------- " (Pi°f, P2°f)

es continua y biyectiva.

Demostraciôn:

Si p, : X ' x  X" --- ► X ’ , p% : X ' x  X" --- ► X"

(x’,x")  ► x' (x',x")  ► X"
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son las proyecciones, se tiene que $ * (Pi*t P 2*) 7* por la

Proposiciôn 3.1, es continua.

$ es biyectiva y su inversa es

* : C,^(X,X*) X C^(X,X") ------- C*(X,X' x X")

(f,g) --------- - <f,g>

con <f,g>(x) - (f(x),g(x)). ,

En general la funciôn i|< no es continua, como se ve con 

el siguiente

Ejemplo 3.1.. Sean X - X ’ - ([0,£2), T<) , X" - ([0,0], T< ) , es 

decir los ordinales raenores (menores ô iguales) que el primer or­

dinal no numerable con la topologîa inducida por el orden usual.

Tomemos f : X ---- ► X ’ x X"

a ----► (a,n)

f 1 » Pi»f : X ---- ► X'

a ----- a

€2 = P2»f : X ----- X"
a ----► n.

Veamos que * no es continua en (fi,f2). Sea U C X x X ’ x X"

dado por U ■ LJ ([0,a] x [0,a] x (a,nj).
a<£J

U es abierto y, puesto que Va < 0 (a,a,û) e U, C  U.

Sean U ^ C X x X '  abierto arbitrario con F^ C  .

U 2 C  X xX" " " con F £ ^ C U 2 .

Puesto que Fr * {(a,o) I a < 0} y Ff ClU. , se tieneti I
Va, 0 < a < n < a y (X^,a] x (X^,a] C U ^  ; y dado

que (0,0) C  [0 ,0) es estacionario, por el Pressing Down Lena,
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existe un conjunto estacionario S C(0,n) y existe X < 0, tal 

que X ^ = X ,  Vo e S. Por ser S estacionario no es acotado en 

[0,0) y en consecuencia

LJ {(X,a] X CX,a] I a e S) = (X,0) x (X,0) C U , .

Por otro lado, » ((a,0) | a < 0} C U 2* luego existe
6 < 0 ,  que podemos tomar B > X+ 1, ta 
((X+1) es abierto en X).

Las funciones g, : X * X '  g,(a)

X” g2(u) =

.......... gl ^
bio, la funciôn <g],g?> = g es tal que itU.

En efecto: (X+1, g(X+l)) - (X+1, g,(X+1), g2(X+1)) -

» (X+1, B+1, B+1) e Fg. Si (X+1, 6+1, 6+1) e U entonces 

3o < 0, (X+1, B+1, 8+1) e [0,a] x [0,a] x (a,0] y por tanto

a ^ B+1 y a < B+1 lo cual es contradictorio.

La siguiente Proposiciôn da condiciones suficientes para 

que \j/ sea continua.

Proposiciôn 3.3.- Sean X, X', X" espacios topolôgicos, con X' 

y X" pseudometrizables. La aplicaciôn

* : C,^(X,X’) X Cyj(X,X") ------  C^(X,X' x X")

(f,g) ------- <f,g>

es continua, y por tanto un homeomorfismo (por la Proposiciôn 3.2)

que (X+l) X (6,0] C  U
|fl(a) a X+1
[b+1 a » x+1

jf2(») a x + 1
[b +1 a x+1

U?' En cam-
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Demostraciôn: Sea d' (d") pseudométrica en X' (X") que descr^ 

be la topologîa de X ’ (X"),

La bola abierta (a,r) » {x* e X' | d'(a,x") < r} serâ

notada abreviadamente B^(a,r). Anâlogamente 

B ( b , r )  - {x" e X" | d"(b,x") < r} serâ notada B 2(b,r).

Sea (fg.gg) e C(X,X’) x C(X,X") y U d X x X ’ xX" abierto 

tal que ^ ^ C  U, lo que significa que Vx e X 3 V* 3 gjj > 0,

V"' x BiCf„(x),Gjj) X B 2{go(x),Gjj) e u  

a) cBi(fjj(x).1/3 G;)

go(V*) CB2(go(x).1/3 G;).

Sean U, - U  (V* x B.(f (x), 1/3 g^)) O  T.
' xeX ' °  * ^o

U2 = U(V* X B2(g_(%). 1/3 E ))3T .
 ̂ xeX  ̂ ° ^ «o

Claramente es abierto en X xX' y U 2 lo es en

X xX'

Veamos que V(f,g) e C(X,X') x C(X,X"), tal que e

y Fg C  U 2. se tiene F^^ C  U.

Para todo x e X se verifica

(x,f(x)) e U,

(Xfg(x)) e U 2 y por tanto existen x,,X2 e X,
X- X. x^

taies que r(x,f(x)) e V x B^ (f^Cx^ ), 1/3 G^ ); luego x e V O  V “ 

l(x,g(x)) e V  ̂ X B2(gg(x2),1/3 G%^^ 

y f(x) e B,(fg(x,) ,1/3 G, ) ^ g (̂x) e BgCgqCx^) ,1/3 G,^)

If^(x) e B,(fo(x2), 1/3 G,_) lg(x) « B 2(gq(x2),1/3 G^^)

por a).
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Supongamos e 1 • En este caso
*1 *2

d'(f(x),fg(x2)) < d'(f(x),f^(xi)) + d'(£jj(x,),fg(x)) +

+ d'(fj,(x),f^(x2)) < 1/3 + 1/3 + 1/3

Asi que f(x) e BiCf^Cx^,), y

(x,f(x),g(x)) c V  ̂ X B^CfgCx^), x B2(gg(x2) , 5%^) C: U.

" S-S’
d"(g(x) ,gjj(x^)) < d’*(g(x) ,g^(x2)) + d"(g^(x2) ,gg(x)) +

" d"(gg(x).g^(x^)) < 1/3 + 1/3 + 1/3

*1
y por tanto (x, f (x) ,g(x) ) e V x B^Cf^Cx^, )xB2(gg(x^) ) CU.

Que estas condiciones no son necesarias lo demuestra la Pro 

posiciôn 3.4 que sigue, donde condiciones solo sobre el espacio X 

garantizan la continuidad de i|).

Proposiciôn 3.4.- Sean X, X', X" espacios topolôgicos, con X 

paracompacto y regular. Entonces \p es continua, y por tanto un 

homeomorf ismo.

Demostraciôn: Sea (f^.g^) e C(X,X') x C(X,X") y U un abierto 

en X x X '  X X " , tal que P^£ _ ^ C  U. Como antes, para cada

X fptx) ° ’ ° gn(=)x e X existen V , V , V que verifican

a) fo(V*) C
g„(V*) C  .
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Como X es paracompacto y regular, existe C » 

finamiento cerrado localmente finito del recubrimiento 

(V* I x e X } .

Para cada i e I elegimos x^ e X, tal que C^ c  V .
g_(x.)

Sean A - { V ®   ̂ | i e l }  y 8 - { V °   ̂ | i e l } .
f g

Por el Corolario 1.3, <C,A> » V ° y <C,8> * V ° son en

tornos de f^ en C^(X,X' ) y de g^ en Cy^(X,X") respectiva-

mente.
f g

Si (f,g) e V ° x V ° se tiene que, para todo x e X exis 
Xf f_(x.) goCXtT

te i e I, con x e C^ c  V , f(x) e V y g(x) e V ,
X: f-CX;) go(X.)

por tanto (x,f(x),g(x)) e V x V  x V C U y

^<f,g> c u -  *

Como comentario a lo anterior aüadir que la bûsqueda de 

condiciones sobre los espacios X, X' y X", necesarios y sufi- 

cientes para que * sea continua parece cuando menos difîcil, co 

rao el ejemplo 3.1 y el siguiente ejemplo 3.4 muestran.

Ejemplo 3.4.- Sean X un espacio conexo e Y - ( R , T f  , ) . Una

funciôn continua de X en Y es constante.

Veamos que tli : C^(X,Y) x C^,(X,Y) -*• C^(X,Y x Y) es continua. 

Sean f^.g^ e C(X,Y) y U C  X xY xY un abierto que contenga a 

r < f  g > Sean a - f^fx) y b - g^fx). Para cada x c X exi£

ten V* y > 0, tal que

V* X [a,a+Cjj) X [b,b+€jj) C  U.

Consideremos U, - LJ (V* x [a,a+G.,)) 3
xeX =o

U, • U (V* X [b,b+e,)) O  F, 
xeX *o
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abiertos en X x Y  que contienen a F r y F respectivamente.
o ®o

Si f,g c C(X,Y) verifican F ^ c U ,  y F^ c. U? » para todo

X e X se tiene: (x,f(x)) e y (x,g(x)) e U2, luego existen
X,

x^,X2 e X tal que (x,f(x)) e V x [a,a+e^ ) y
X, X,

(x,g(x)) e V “ X [b,b+Cjj^). Por tanto x e V A  V

Supongamos e l e .  Entonces
1 ^2
X, X-

(x,f(x)) e V “ X [a,a+e ) C  V x [a,a+c ), luego
1 *2

x->
(x,f(x),g(x)) e V " X [a,a+E ) x [b,b+e ) C  U.

*2 *2

Si e £ e el razonamiento es anâlogo.X,

Es decir F^£ C  U y ’4» es continua en 

Como se puede observar, el suponer que X es conexo sirve para 

asegurar que C(X,Y) se reduce a las constantes, por consiguien 

te servirla como ejemplo cualquier espacio X que cumpliera esta 

condiciôn.

Consecuencia de la Proposiciôn 3.3 es el

Corolario 3.5.- C^(X,R) es un anillo topolôgico para todo espa­

cio topolôgico X.

Demostrac iôn:

a) La funciôn + : Cjy(X,R) xCj^(X,R) -----   C%(X,R)

(f.g) ------ f+g

es continua, ya que es la composiciôn
(♦)*

C^(X,R) X C^(X,R) — ^   Cy^(X,R xR) ------- - C^(X,R)

(( + )* es la asociada a R xR —  -- ► R, suma usual).
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b) Anâlogamente, la funciôn

. : C^(X,R) X C^(X,R) ----- ► Cw(X,R)

(f.g) ----- >• fg

es continua pues es la compos iciôn ( • ) * “ 'l> > con • ; R xR * R 

la multiplicaciôn usual. ,

Nota: Ya que en la demostraciôn del corolario 3.5 sôlo se u t i H

za que R es un anillo topolôgico pseudometrizable el resultado

es vâlido para cualquier A, anillo topolôgico pseudometrizable. 

Si G fuera un grupo topolôgico pseudometrizable, C^(X,G) séria 

un grupo topolôgico.

Aunque R es un espacio vectorial topolôgico, Cjy(X,R)

(X espacio topolôgico) , con las operaciones inducidas por las de 

R, no siempre lo es. De forma mas general se tiene

Proposition 3.6.- Sea X espacio topolôgico T^ y (E,|| || ) un 

espacio vectorial real normado con E / 0.

Entonces, C^(X,E) es espacio vectorial topolôgico si y 

solamente si X es numerablemente compacte. V si X es numera-

blemente compacte (X,E) es un espacio vectorial real normable. 

Ademâs, si (E,|| || ) es un espacio de Banach, C^(X,E) es un es­

pacio de Banach.

Demostraciôn:

a) Supongamos que X no es numerablemente compacte.

Veamos que la multiplicaciôn oor escalares, es decir la 

aplicaciôn

a : R X Cy^(X,E) ------- C*(X,E)

(r,f) ------► rf
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no es continua. Sea x ^ e E  con llx̂ H - 1.

Para cada n e B  consideremos - ĉ, e C(X,E).

La sucesiôn {(1/n, Sn^^neB converge en R x C^y(X,E) a

(0,c ). Sin embargo, la sucesiôn transformada
•'l

{a(l/n.g„)}nes " x / n e B  "° converge a a(0,c^^) = c^.

En efecto: Como X no es numerablemente compacte existe

(Xnlneji» sucesiôn en X, tal que Aglix^jl^^^ = 0, y por tanto

C - (Xjj I n e ï} es un cerrado en X, con la topologîa discreta.

Entonces U - [LJ ({x^J x B(0,l/n))] U  [(X-C) x E| es un abier-
neS

to en X X E, tal que r C  U.
° X

(Como C es discrète, para cada n e B  existe V , de mo 

do que V " O c  - {x^}. Es inmediato verificar que

X
U = [ U  (V " X 3(0, 1/n))] U [(X-C) X E] que, por 

neK

ser C cerrado, es un abierto en X x E).

Ahora bien, para todo n e K ,  si m > n:

(*m'Ci/^xi (*m)) = (^m'^/n'^l  ̂ *■ (*m) es

decir F qb U; lo cual prueba eue (c, , X i L „ b no convergec-|/jjXi '/n I ue«

b) Supongamos ahora que X es numerablemente compacte.

Para cada f e C(X,E ) , definimos 

Il f|| = sup (il f (x)|| I X € X).

Se tiene:

1) Como X es numerablemente compacte si f : X -► E es 

continua, || f|| (X) es compacte, y por tanto j] f| acotada. Asî, en 

C(X,E) podemos considérât la norma del supremo || || , y la métri
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ca d|| Il asociada a ella:

Il f|l = sup {||f(x)|| I X e X}

d|| = sup {|| f(x)-g(x)|l I X e X} - Il f-gll .

Por la Proposiciôn 1.15 T. - Asî, C.„(X,E) es und|i II W W
espacio vectorial topolôgico normable.

Supongamos oue (E,|| ||) es un espacio de Banach.

Veamos que (C^(X,E) ,j| || ) es un espacio de Banach.

Sea ( ̂ n^neK sucesiôn de Cauchy en (C(X,E),d|| || ) .

Para cada x e X, ^^n^^^^neE sucesiôn de Cauchy en
(E,|| II) que tendra limite.

Todo se reduce a probar que la funciôn f : X -► E , def in£

da por f(x) = lim (f (x)}, es continua. Pero f es continua 
neE

por ser limite uni forme de funciones continuas. ^



53

Sean X, Y, Z espacios topolôgicos y f ; X - Y una fun­

ciôn continua. f induce una anlicaciôn

f* : C^CY,:)

g gof

que, a diferencia de la f* : C%(2,X) - C^(Z,Y) que siempre es 

continua, no siempre lo es, como lo prueba la siguiente

Proposiciôn 3.7.- Sean X un espacio T ̂ , Y un espacio comple 

tamente regular y f : X -*• Y una funciôn continua, tal que exi£ 

te C c  Y compacte con f '(C) cerrado en X y no numerablemen 

te compacte.

C^(Y,R)  ► C^y(X,R) no es continua

g ---   g°f

Entonces f*

en ningûn punto.

Demostrac iôn: Basta probar que f* no es continua en g = c^.

En efecto: para cada g^ e C(Y,R) se tiene el siguiente diagrama

conmutativo

Cw(Y,R)

Cw(Y,R) f*

C%(X,R)

Cyy(X,R)

g-g,

g

(g-gn)°f = g'f - gn°f

gof

en el que las aplicaciones verticales son homeomorfismos por el 

Corolario 3.5. .Asî la continuidad de f* en g,, équivale a la

continuidad de £* en c^.

Como f*^(C) no es numerablemente compacte existe en

f (C) una sucesiôn (^n^neB si" puntos de aglomeraciôn, por
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tanto A - {â j | n e B} es cerrado en f \c) y tiene la topolo 

gia discreta. Ademâs f ^(C) es cerrado, luego A  es cerrado y 

discreto en X.

El abierto U - [ LJ ((&_} % (-l/n,1/n))] U  [(X-A) x R] 
neB

en X xR, es tal que , £ C  U pues (c^» f ) (â )̂ - 0, Vn e B.

Sea V un abierto en Y xR tal que T CL V. Entonces,
o

para cada y e Y, existe y existe n^ e E , de modo que

x (-l/ny,l/Uy) c  V.

Puesto que C es compacte, existe un numéro finito de pun
,r, y:

tos y.,. . .,y e C , taies que V, » LJ V 3 C.
i-1

Si n^ = mâx{ny ,....Uy }, V^ x (-1/n^,1/n^) C  V. Como

Y es completamente regular y C es comnacto, existe una funciôn

continua h : Y --- ► [0,1/Zn^] tal que h(C) = (l/Zn^) y

h (X - V^ ) = (0). Claramente C  V, oero tomando n > Zn^,

hf(ajj) = l/Zn^ £ l/n, lo que indica que "hof y por tanto

f * no es continua en c... ,

La proposiciôn anterior sigue siendo vâlida (salvo en "en 

ningûn punto") si sustituimos R por un espacio Z que contie 

ne un arco, pues si A es el interior de dicho arco es homeomoir 

fo a R, con lo que, por la Proposiciôn 3.7,

f* : Cyy(Y.A)    no es continua. Por el diagrama conmu

tativo

C^(Y,A) C*(X,A) g    g«f

J* J* 1
C„(Y,Z)    C^.(X,Z) j . g ------- ► j°g"f
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y por Leraa 1.13, f* : C^(Y,Z) ---   C^(X,Z) no es continua. ^

Resultados positivos acerca de la continuidad de f* se 

obtienen en la siguiente

Proposiciôn 3.3.- Sean X e Y espacios topolôgicos, f : X + Y 

una funciôn continua, ^^iLel ^&milia de subconjuntos de Y 

que verifica;

a) f(X) C  LJ C - ; b) C- A  f(X ) / 0 v f'^(C-) es numera 
iel

blemente compacte para todo i e l .  Sea Z un espacio pseudome­

trizable.

Entonces, la funciôn

f* :   C%(X,Z)

g ------- g"f

es continua.

Demostrac iôn: Sean g : Y - Z una aplicaciôn continua y U un 

abierto en X x Z  que contiene al grafo de g°f.

Para cada i e l ,  f '(C^) es numerablemente compacte en

X, y por tanto, si d es una pseudométrica en Z que describe

su topologîa, existe, por el Lema 1.14, n^ e H tal que

» {(x,z) e f'^CCj^) X Z I d(g f(x),z) < 1 /n^} C U para

todo i e l .

Consideremos para cada i e l  el subconjunto de Y x Z ,

- {(c,z) e C ^ x Z  I d(g(c),z) < 1/n^}.

Dado que * (C^ x Z) D  a ^(/-,1/n^), donde

a » d«(g X I7) es una funciôn continua, es abierto para cada

i e l .
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Ademâs, para todo c e se verifica d(g(c),g(c)) = 0

es decir ^g|c. P*?* todo i e I.

Sea V - ( U  V.) U  [(Y - TTxT) x Z] . Es claro que V es 
iel

abierto en Y x Z y contiene al grafo de g.

Veamos que f* (N(g,V)) c. N(g®f|U). En efecto, si

g' e N(g,V), es decir si g' : Y ♦ Z es continua y r^, c  V, 

dado X e X, (f(x),g 'f(x)) e V, y por tanto existe i e l ,  tal

que (f(x),g'f(x)) e V^. Asî, d(g f(x),g’f(x)) < 1/n^.

1

y por tanto g'°f e N(gof,U), y f* es continua. ^

Como X e f (x,g'f(x)) e C  U. Luego C  U,

Observaciôn 3.8.- En las hipôtesis de la Proposiciôn 3.8, se ver^

fica que para todo compacte C c  Y, tal que f \c) es cerrado

en X, f \c) es numerablemente compacte. En efecto, basta ob-

servar que f'^C) = f ' \ c  H  FTxT) C  Ù  f'Vc. .).
j = l

Por tanto no existe contradicciôn entre la Proposiciôn 5.7 

y la Proposiciôn 3.8.

Definiciôn 3.9.- Una funciôn continua f : X -► Y decimos rue es a-propia 

si para todo C C  Y compacte, f '(C) es numerablemente compacte.

Es claro que toda funciôn propia es q-propia aunque no a 

la inversa.

Consecuencia inmediata de la proposiciôn 3.8. es el siguien

te

Corolario 3.10.- Sean X un espacio topolôgico, Y un espacio 

topolôgico localmente compacte, f ; X -► Y una funciôn q-propia 

y Z un espacio pseudometrizable. Entonces f* es continua.
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Demostraciôn: Para cada y e f(X) existe entorno compacte

de y; por ser f q-propia f Vv^) es numerablemente compac 

te. g

En el case de ser X compacte y T 2 , - pseudometrizable

e Y y f e C(X,Y) arbitrarios, f* es continua. Un resultado 

mas fuerte se obtiene en proposiciôn 3.14.
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Hasta ahora se ha estudiado separadamente la continuidad de 

f* y £*. A continuacion se trata de estudiar la continuidad en 

las dos variables.

El primer resultado es el siguiente:

Proposiciôn 3.11.- Sean X e Y espacios topolôgicos regulares y 

paracompactos, : X * Y una funciôn continua tal que existe

una familia subconjuntos de Y que verifica: a)

fg(X) C  U  C^. b) para todo i e l ,  H  f^CX) i <b y  

fo'(Ci) es numerablemente compacte en X; y Z un espacio pseu 

dometrixable.

Entonces la aplicaciôn

c : Cy^(X.Y) X C^(Y,Z) ------► C,̂ .(X.Z)

(f,g) ------" gof

es continua en (f^.g^), cualquiera que sea g^ e C(Y,Z).

Demostraciôn: Sea d una pseudometrica en Z que describe su

topologîa.

Sea U = un entorno bâsico de g^'f^, con

e e C(X,R*). Como para cada i e l ,  f^^(C^) es numerablemente 

compacte, por el Lema 1.14, existe w^ > 0, tal que

{(x,2) e X Z I d(gQfg(x),z) < uĵ } C  W con

W = {(x,z) e X x Z  1 dCggfgCxj.z) < e (x )} .

Para cada y e f^CX) sea i(y) e I tal que y e ,

y sea talque c  Bj(gg(y) , 1/4 (yj ) •

Del recubrimiento abierto {V^ | y e f^fX)} U  {Y-f^CX)}
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considérâmes, por ser Y paracompacto, un refinamiento abierto lo 

calmente finite l/' = {V^ | a e A}. Por la normalidad de Y, 

existen V = {V^ | a e A} contracciôn de L/ ' y  W  * {W^ | a e A} 

contracciôn de V. Es claro que tanto V como W son recubri- 

mientos abiertos localmente finîtes de Y.

Elegimos para cada a e A, tal que ^ 0, un

y(a) de modo que

w „ c v , c v ^ c v i = v > ' ( “' c

Tomaraos como entorno de g^

U2 = {g e C(Y,Z) I d(g(y).ggCy)) < 1/2 ® \  '

a e A tal que H  fg(X)  ̂ 0}.

Como {V^ 1 a e A} es localmente finite, Y paracompacto

y regular, y Z pseudometrizable, U 2 es un entorno abierto de 

go (Ver proposiciôn 1.12).

Sea = ̂ o^(^a) Aue es cerrado para cada a e .4.

La familia { | a e A } =  I u e A) es localmente

finita por serlo {W^ | a e A}.

Como entorno de fg tomamos:

U, * { f e  C(X,Y) I f(K^) c  V^, Va e A}.

Como para todo a e A

f . ' v  - f. c  \  =

Sean f y g elementos cualesquiera de y U 2 respectiva

mente.

Para cada x e X, existe a e A tal que

fgCx) e entonces H  f^fX) / 0 y x e K^.
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Se tiene:

a) d(gf(x) .g^f(x)) < 1/2 : puesto que f e U ,  y

X e se tiene que f(x) e V ^ ,  lo que unido a que

n  f J X )  ^ 0 y g e Ü 2 trae como consecuencia la anterior de^ 

igualdad.

b) ya que x e K^, fg(x) y f(x) e y O  t'̂ (X) ^ 0 ; 

como ademâs c  \  C  V; c  C  X

c  Bj(go(y(cx)) .1/4 Ui(y(a))^’ se verifica

d(ggf(x).g^f^Cx)) 1 dCg^f(x),go(y(o))) +

" d(go(y(a)).gofo(x)) < 1/4 Ui(y(a)) * 1/4 =

- 1/2 "i(y(a))

Teniendo en cuenta a) y b), vemos que

d(gf(x).g^f^Cx)) < d(gf(x).ggfCx)) + d(ggf(x).g^f^Cx)) <

 ̂ ^i(y(a)) " "i(y(o)) " "i(y(a))

Luego, como f^Cx) e C  , (x,gf(x)) e W,

y por tanto dCg^f^Cx),gf(x)) < e(x).

Puesto que x es arbitrario g®f e U. ,

Comparando la anterior oroposiciôn con la proposiciôn 3.8 

se observa que se ha tenido que suponer que tanto X como Y 

son regulares y paracompactos para que la composiciôn fuera cont^ 

nua en (fo.g<j).

Consecuencia de la anterior proposiciôn es el siguiente

Corolario 3.12.- Sean X un espacio paracompacto y regular, Y 

un espacio regular, localmente compacte y paracompacto,
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; X -► Y una funciôn q-propia y 2 un espacio psedometriza 

ble. Entonces, la funciôn

c : C^(X,Y) X C^(Y,Z) ------ ► C^lX,:)

(f,g) -----------" g°f

es continua en (f^.g^), cualquiera que sea e C(Y,Z).

Demostraciôn: Para cada y e f^(X) tomamos entorno relativa

mente compacte de y en Y. La familia (U^ | y e f^CX)} veri­

fica :

a) f^TxT c U  {&X 1 y e fJIxT).

b) puesto que f^ es q-propia y es compacte, f^CU^) 

es numerablemente compacte.

Basta aplicar ahora la proposiciôn 5.11.

Corolario 5.13.- En las hipôtesis del corolario anterior, la apli_ 

caciôn

cg'P(x.Y) X C%(Y,:) --- - C„(X,Z)

(f , g) --- - gof

es continua. (C^ ^(X,Y) es el subespacio de C^(X,Y) de las 

funciones q-propias). ^

Con las hipôtesis que sobre les espacios X, Y y Z se hacen 

en el corolario 3.12, la condiciôn de que f^ sea q-propia no es 

necesaria para la continuidad de c en (fq «gg)-

Ejemplo 3.12.- Sean X » Y * R ,  Z = P  esnacio topolôgico puntual, 

y f Q = C Q : X ^ Y  que es continua y no es q-propia.

Sea gg : Y -► Z la funciôn c ̂ .

Dado un abierto U C  X xZ tal que U 3  , entonces
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U - X X P.

Los abiertos * X xY o  Tr y V 2 * Y xP o  r , y si f
o ®o

y g son taies que y P^ c. V 2 , es claro que g® f es

la constante a P y ^guf C  U.

Por tanto la aplicaciôn composiciôn es continua en

Obsérvese que tampoco cumple las condiciones de la pro­

posiciôn 3.11.

En lo que se refiere a la continuidad de c se tiene el s^ 

guiente resultado:

Proposiciôn 3.14.- Sean X un espacio numerablemente compacte, Y 

un espacio arbitrario y Z un espacio pseudometrizable. Entonces:

c : C|^(X,Y) X C^Y^X.Z) -------► (X,Z) es continua

(f . g) ------- " g®f

Demostraciôn : Sea d una pseudomêtrica en Z que describe su to

pologîa. Sean e C(X,Y) y g^ e C(Y,Z). Un entorno bâsico de 

gg°fg viene dado por un numéro real positive e :

(ver proposiciôn 1.15).

Del recubrimiento abierto U - (Bj(z,c/4) | z e Z) de Z 

obtenemos un refinamiento abierto localmente finito 

V ■ {V^ I i e l } ,  una contracciôn W ■ {W^ | i e 1} de V, y 

una contracciôn G ■ | i e 1} de Ul.

Para cada i e l  elegimos z ^ e Z ,  tal que

C  C  W. c  C  V. C  c  B^(z. , e/4) .

La familia K - (K^ | i e l } -  (g^^ (Ŵ )̂ | i e 1} es loca^ 

mente finita porque lo es (Ŵ  ̂ | i e l } .
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Consideremos el abierto en C^(Y,2) dado por 

U 2 * <K,i/> . Puesto que

gggo'cWi) C  c  para todo i e l ,  la

funciôn e Uj,.

La familia C = | i e I} es un recubrimiento

localmente finito de cerrados de X porque | i e l }  lo es

de

Consideremos el abierto en C^(X,Y) dado por 

= <C,A>, con A = (Kg^(W\) | i e l } .

Como fg fg^gg^ (G. ) C  (G-) c  (Wĵ ) para todo i e l ,  

la funciôn f^ e U^.

Sean f e y g e U,. Para cada x e X existe i e l

tal que x e ^g^gg^CG^), y dado que f e U ,  se tiene:

f(x) e gg\w. ) y fg(x) e gq'fW^}

Por otra parte g e U 2 y como gg^O^j) C  para todo

i e l ,  teneraos:

ggf(x) e V-, ggfg(x) e V. y gf(x) e V-.

Finalmente, teniendo en cuenta que C  B^Cz^, e/4), se

verifica

d(gf(x),ggfg(x)) < d(gf(x),ggf(x)) + d(gqf(x),ggfg(x)) <

< e/4 e/4 ♦ e/4 + e/4 = e

Como X es numerablemente compacte

sup {d(gf(x).ggfgCx)) I X e X} < e, 

es decir gof e Bg(gg"fg,c), y c es continua en (fg.gg)- *

(Comparât con Levine N.).
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Consecuencia de las pronosiciones 3.7 y 3.14 tenemos la si 

guiente

Proposiciôn 3.15.- Sean X un espacio topolôgico , Y un e£

pacio completamente regular y Z un espacio pseudometrizable que 

contiene un arco.

Entonces c ; C^(X,Y) x C^^(Y,Z)------- - C^(X,Z)

(f , g) ------" g®f

es continua si y solamente si X es numerablemente compacte.

Demostraciôn: Supongamos que c es continua. Veamos que X es 

numerablemente compacte.

Sea : X -► Y la funciôn constante de valor y^ e Y. 

Entonces, la funciôn

fg : C„(Y,Z) ------ Cj^(X,Y) X C^CY,:) — ^  C^(X,Z)

g ------- (fg . g) ------- " g°fg

es continua, lo cual, por las explicaciones que siguen a la Propo

siciôn 3.7, implica que X es numerablemente compacte.

En la demostraciôn de esta implicaciôn sôlo se ha utilizado 

que X es T^ , Y es completamente regular y Z contiene un ar 

co.

La implicaciôn inversa es inmediata por la proposiciôn ante 

rior. ,

Dado un espacio topolôgico X podemos considérât H^(X,X) 

subespacio de C^(X,X) formado por los homeomorfismos de X y 

estudiar que condiciones debe verificar X para que aquêl sea un
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grupo topolôgico respecto a la composiciôn de homeomorfismos. En 

esta direcciôn se tienen los siguientes resultados.

Proposiciôn 3.16.- Sean X e Y espacios topolôgicos homeomorfos. 

Entonces, la funciôn a : H^[X,Y)------► H^(Y,X) es un

f---- -' f ’

homeomorf ismo.

Demostraciôn: Sea f^ e H(X,Y), U C  X xY abierto tal aue

c  u. Si denotamos por U  ̂ = {(y,x) | (x,y) e U}, U ̂ es
o

abierto en Y x X y f e N(f^,ü) O  H(X,Y) si y sôlo si 

f ' e N ( f ^ \ u   ̂) A  H(Y,X). Como X e Y juegan papeles duales, 

la Proposiciôn queda probada. ^

Proposiciôn 3.17.- Sea X un espacio topolôgico regular y para

compacte. Entonces, H,y(X,X) es un grupo topolôgico.

(Puesto que para demostrar esta proposiciôn lo ûnico que es

necesario probar es la continuidad de la composiciôn se ve que,

en el caso de los homeomorfismos de un espacio, esta se consigne 

con condiciones bastante mas débiles que en el caso general, comp 

por ejemplo en la Proposiciôn 3.10 y Proposiciôn 3.14).

Demostraciôn: Por la proposiciôn anterior a : H^y(X,X) — ► H^(X,X)

f  . f ’

es continua.

Veamos que tarabién la composiciôn

0 : H;y(X,X) x H^(X,X) ------ - H^(X,X)

(f , g) ------" g®f
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es continua.

Sean f ,g e H(X,X) y V c X x X  abierto tal que
X BofgCx)r_ gf c  V. Para todo x e X existen V y V taies

*0 o

yX X ^ V y ggfgCV*) c
Como X es paracompacto existe U - {U^ | i e 1} refina 

miento abierto localmente finito de (V* | x e X} . .Ademâs por ser 

X normal existe V - { W ^ 1 i e 1} contracciôn d e  U y  

W ■ {W^ I i e l }  contracciôn de V.

X;
Para cada i e l ,  sea x ^ e X  tal que C  V . Entonces

_ _ X.
W ^ C  W ^ C  V ^ C  V ^ C U ^ C  V  ̂ para todo i e l .

Por el corolario 1.3, V ° * ^^^l^iel’ ̂ ^ i e l ^ H
un entorno abierto de f^ en H,y(X,X) y

V ^ °  - (gg^o^^i^^iel^H entorno

abierto de g^ en H^y(X,X).
f g

Sean f e V °  y g e V ° .  Entonces, para cada x e X 

existe i ^ e l ,  tal que x e ; luego f(x) e fg(V^ ) C  f^CV^ ) 

y gf(x) e ggfglU: ).

*i *i
Por tanto (x,gf(x)) e W L  x g^f^CU^ ) C  V x g^f^CV } C

c X c V.
Es decir Tgof C  V. ^

Si X no es regular puede no ser continua la composiciôn.

Ejemplo 3.17.- Sea X - (R,T) la recta real con la topologîa de

Smirnof: G C R  pertenece a T si es de la forma U-B con U

un abierto usual y B C A - { 1 / n | n e N } .
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posee una base de entornos cerrados. En R - {0} la topologîa

coincide con la usual.

Sean " ^o ” ^ ^ un abierto de X xX dado por

U = [(R-A) X (R-A)IU[^y, (u" X u")],

donde U " = ( l -  a^. ^  ̂ a^) . a^ = 1/3(1 - , Vn e B.

U contiene al grafo de g^®f^ = 1^ .

Sean U ^ , U 2 abiertos cualesquiera en X xX que contengan

al grafo de 1 y. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 

= U 2. Llamémosle V.

Para cada n e H, (1/n,1/n) e V luego existe un numéro 

real positive b^ tal que v" x C  V siendo

v" = (l/n - b ^ , 1/n + b^). Como también (0,0) e V existe

Hq e B de modo que [('I/^q . l/n^) - .A]̂  C V .

Podemos suponer b^ < a^ para cada n e S.

Sea f : X -<• X definida por

X < a ô X > d

f(x) => { a * (x-a) a < X < c

b + ^  (x-c) c < X < d

donde d = l/n^, b - l/n^ - 1/3 b^ * d - 1/3 b^

a - 1/nq + 1, c - l/n^+l + 1/2 b^^^^ = a + 1/2

f es un homeomorfismo de X y, puesto que

f([a,d]) c  [(a,d) X (a,d)J U  {(a,a),(d,d)} c  V, 

se tiene que C  V.
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La funciôn g : X -► X dada por

X x i  (d-b , d+b )
o o

g(x) - • 1/2 (b^ -d ♦ 3x) d-b^ 1 x 1 d

1/2 (b„ +d x) d < X < d+b„
"o - - "o

también es un homeomorfismo y C  V.

Pero en el punto c

gf(c) - g(b) - g(1/ng - 1/3 b^ ) » 1/n^

es decir (c,gf(c)) - (1/n^+l + 1/2 b^ , l/n^) i U.

Por tanto H^(X.X) no es grupo topolôgico respecto de la

composiciôn.

Pero puede ser la composiciôn en H^(X,X) continua aunque

no sea X paracompacto.

Ejemplo 3.18.- Sean X - ([0,0), T\), f^, g^ homeomorfismos de

X y U un abierto en X x X que contiene al grafo de g^of^ = h^.

Para cada a, 0 < a < 0 existen taies que

 ̂ Yh^(a) < hg(a) y (x^,a] x (Xh^(a).hg(a)] C  U.

Por tanto, por el Pressing Down Lema, asociado a la funciôn 

a -» X^, existe un conjunto estacionario S C  (0,0) y existe 

X < 0 taies que X̂  ̂ - X para todo o e S.

Como hg es un homeomorfismo h^(S) es un conjunto esta­

cionario de [0,0). En efecto: Sea C un cerrado no acotado de

[0,0) . h*^(C) es cerrado evidentemente y no es acotado, porque

al ser C no acotado no es numerable, luego h*'(C) no es nume0
rable y por tanto no es acotado. Entonces, S C\ h^^(C) / 0 lo



que équivale a que hg(S) H  C  ̂ 0, es decir h^fS) es estaciona 

rio. Ahora sobre hg(S) tengo definida la funciôn $ :

^(hg(a)) - con Yh^Ca)  ̂ ^0 ^“  ̂ Pa?* a e S.

De nuevo por el Pressing Down Lema existe un conjunto esta­

cionario A C h^(S) y existe y < 0 taies que y^ = y para

todo hg(a) e A.

Un raïonamiento anâlogo al hecho con h^ prueba que 

hg^(A) = B ch^'h^CSl=S es estacionario. Tenemos pues que exi^ 

ten X y y menores que 0 que verifican que para todo a e B,

^h^(a) " ^ y (t'O] X (y.h^Ca)] C  U.
Puesto que B es estacionario no es acotado, lo mismo que

hg(B), por ser h^ homeomorfismo. Luego el conjunto

(X,n) X (y,r<) c  U: dados y con X < < D y

y < Bg < D existe o e B, tal que a > a^, hg(a) > 6 g  y enton

ces (Og.Sg) e (X,a] x (y,hg(a)] C  U.
Como [0,y] es numerable y es homeomorfismo existe a

lo sumo un conjunto numerable de puntos de (X,D) taies que su 

imagen por h^ sea menor ô igual que y. Como todo conjunto nume

rable en [0,0) es acotado existe un X ^ > X  tal que el grafo

de hg|^^ esta contenido en (X^,0) x (y,0).

Podemos suponer que X ^ - X .

Sean 9^ y de modo que gg(6) > y para todo B > Bg

y fg(o) > 6g para todo a > Og. Existen porque gg y fg son 

homeomorfismos y tanto [0,y] como [0,6g] son numerables. Sin 

pérdida de generalidad podemos suponer O g ^ X .

La imagen de [0,Og] por f^ estarâ contenida en [0,6,]
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para algun 8^, que se puede tomar mayor que 6g, y la imagen 

de [0,6^] por g^ estarâ contenida en [0,y ^]*

Consideremos ahora

[0,.J — 2—  (0.3,1 ■ [».V|1

Tg es fg como funciôn del subespacio [O.Og] en el subespacio

[0,6^], y anâlogamente g^ es g^ de [0,6,] en [0,y,]. Co­

mo abierto U, que contenga al grafo de gg®Tg tomamos

U n  ([0,0g] X [0,Y,]).

Como los subespacios considerados son compactos y T 2 la 

topologîa compacta abierta y la de Whitney coinciden en 

C([0,Og], [0 ,6 ,]) y en C([0,6,], [0,y,]), y ademâs la composi 

ciôn

C„([0,Qio] ,[0.6,]) xC,y([0,6,],[0,Y,])  - V L O . a g ]  .[O.Y,])

(k , 1)    1 o k

es continua.

Por tanto existen abiertos V, C  [0,Og] x [0,6,] y 

Vg C  [0,6,] X [0,Y,] de modo que Pj C  V,, T -  c. W 2 Y si

C  V, y C  V 2 entonces C  U, .

Finalmente consideremos los abiertos en X x X

W, - V, U [(Og,n) X (8g,0)]
*2 " (Vz ^  [([O.Sg] X [0,Y,]) U  ((8g,9,] x (y,Y,])]} U

U  [(8, ,£î) X (Y,n)l

Puesto que fg(a) > 6g si o > O g , Pj C  W,, y como

gg(6) > Y si 8 > Bg, P g ^ C  *2'

Sean f y g en C(X,X) con P ^ C W ,  y Pg c W 2»



76  -

Para todo a < 0 tenemos:

(a, gf(a)) e U, C  U si a £ a^.

(a, gf(o)) e (ag.n) x (y.Q) c  (X,D) x (y.D) si a  >

pues en este caso f(o) > 6 ^  y g(f(a)) > y.

En resumen, H^(X,X) es un gruoo topolôgico respecto la 

composiciôn de homeomorfismos.
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Sean X, X ’, Y e Y' espacios topolôgicos. Se trata de estu 

diar la continuidad de la aplicaciôn

>? : C,y(X,Y) X C,y(X’,Y')--------- C,y(X x X ' , Y x Y ’ )

(f , g) -------- " f X g

Los siguientes diagramas son conmutativos :

C,y(X,Y) X C,y(X’,Y')  3!---y C,y(X x X ’, Y xY')

Ç

*
C*(X xX' ,Y) X C,y(X xX* ,Y')

donde Ç(f,g) » (f«p, ,g»P2) * ( p * ( f ) ) * (P* * P^)(f,g),

i|/(h,k) - <h,k> y x(f) » (q,®f, qg'f) .

(q, : Y X Y' * Y primera proyecciôn y q 2 : Y x Y ' ^ Y '  

segunda proyecciôn).

Por tanto, si Y es continua, Ç es continua porque %

lo es.

Por otro lado, si Y e Y' son espacios pseudometrizables 

(respectivamente X x X' es paracompacto y regular) segûn la 

Proposiciôn 3.3 (respect, la Proposiciôn 3.4) es un homeomor

fismo y por lo tanto, f es continua si y solamente si Ç es con­

tinua, lo cual es équivalente a que p* y p^ lo sean.

Interesa por tanto analizar en qué condiciones p* y p^ 

son continuas. De la Proposiciôn 3.7 se obtienen los siguientes 

resultados:

A) Si X y X ’ son espacios T,, X es completamente regu­

lar, e Y contiene un arco, el que p* : C.^,(X,Y) C,y(XxX',Y)
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sea continua implica que X' es numerablemente compacte 
(p '(x) = {x} X X', que es cerrado en X x X' y

{x} X X' . X').

B) Si X y X ’ son espacios T , , X' es completamente regu

lar, e Y' contiene un arco, el que p^ : C%(X',Y') -► C,y(XxX',Y') 

sea continua implica que X es numerablemente compacte.

Supongamos pues que X ’ es numerablemente compacte y vea­

mos condiciones sobre X e Y para que p* sea continua.

Lema 3.19.- Sean X un espacio topolôgico I A.N., e Y un espa 

cio numerablemente compacte. Sean x e X y U un abierto en 

X x Y que contiene a {x} x Y. Entonces, existe V, entorno

de X en X, de modo que V x Y c  U.

Demostraciôn: Sea {V^ ] n e 1} una base del sisteraa de entornos 

de X, que sin pérdida de generalidad podemos suponer verifica

V C  V„ para todo n e S.n+1 n

Supongamos no existe V, entorno de x, de modo que

V X Y C  U. Entonces, para todo n e N ,  x Y ̂  U y por tanto

existe (x^.y^) e x Y con (x„,y„) i U.

La sucesiôn ^Xn^neS tiene un punto de aglomeraciôn y e Y.

Sean V , de modo que V x V ^ C  U; existe un
"o "o

n e B, n > ng tal que e x C  U, ya que la suce

siôn ^(^n’̂ n^^neS tiene a (x,y) como punto de aglomeraciôn,

lo que se contradice con que '^n^ ^ U. ^

Es sabido que si Y es compacte el lema anterior es vâlido 

cualquiera que sea X.
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Proposiciôn 3.20.- Sean X e Y espacios topolôgicos que verifican 

el I A.N., y X' un espacio numerablemente compacte.

Entonces, la funciôn

p* : Cyy(X,Y) --- - C,y(XxX',Y) es continua.

Demostraciôn: Sea f e C(X,Y) y U un abierto de X xX' x Y ,

tal que ^fop^ C  U.

Por el lema anterior, dado x e X existen y

taies que U* x X' x C U.
Si tomamos V - U  (U* x X x Y, se tiene que

xeX
V es abierto y contiene al grafo de f.

Sea g e C(X,Y) tal que r_ C  V. Para todo x e X, exi£
* X, f(x.) 

te X, e X, de modo que (x,g(x)) e U x U

Entonces, para todo (x,x’) e X x X ' , tenemos
X, f(x.)

(x,x’,gop,(x,x')) - (x,x',g(x)) e U X X' xU C  U, lo

cual indica que ^gop C  U . Luego p* es continua. ^

De forma anâloga se obtiene

Proposiciôn 3.21.- Sean X' e Y ' espacios topolôgicos que verify 

can el I A N . ,  y X un espacio numerablemente compacte. Entonces, 

la funciôn p^ : C,y(X',Y’) * C,y(X x X ’,Y’) es continua. ,

La condiciôn de que X(X') sea I A.N. en la proposiciôn 3.20 

(3.21) no es necesaria, como lo prueba la siguiente proposi­

ciôn:

Proposiciôn 3.22. -

a) Sean X, X' e Y espacios topolôgicos localmente compac­

te, numerablemente compacte y pseudometrizable, respectivamente.
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Entonces, p, : C,y(X,Y) C,y(XxX',Y) es continua.

b) Sean X, X' e Y ' espacios topolôgicos numerablemente 

compacte, localmente compacte y pseudometrizable, respect ivamente 

Entonces, p% : C,y(X,Y') -*■ C,y(XxX',Y') es continua.

Demostraciôn:

a) Basta observar que la funciôn p, : X x X ' -*• X, y los 

espacios X, X' e Y cumplen las hipôtesis de la Proposiciôn 3.8.

b) También la funciôn p, : X x X ' -*■ X ’, y los espacios X, 

X' e Y ' cumplen las hipôtesis de la Proposiciôn 3.8. ^

Aunque, como acabamos de ver, la condiciôn de ser X I A.N. 

no es necesaria para la continuidad de p*, para garantizar ésta 

en ausencia de aquella hemos impuesto condiciones "fuertes” , como 

pseudometrizabilidad a Y y local compacidad a X. Si Y no es 

I A.N. , aunque X sea I .A.N. , localmente compacte, y numerable­

mente compacte, puede p* (p, : X x X -* X) no ser continua como 

muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.22.- Sean X = ([0,D), T<) e Y = ([0,0], T<). X 

es Tt, normal, I A.N., localmente compacte y numerablemente 

compacte. Y es T2 y compacte, pero no I A.N.

Veamos que p* : C,y(X,Y) -+ C%(X x X,Y) no es continua en

f, donde f(a) - 0, para todo o < 0.

En efecto:

fop, : X X X ------>• Y

(a,6) ----- " n

Se considéra en X x X x Y el abierto
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U - U (X X [0,x] X (X.flDx<n
que claramente contiene al grafo de f .

Sea V C  X xY un abierto arbitrario tal que c  V. En­

tonces, existirâ un X < 0, tal que {0} x (X,0] C  V, y esto 

porque (0,0) e y (0} es abierto en X.

La funciôn g : X -► Y dada por g(0) » X + 1 y g(a) » 0

para a  ̂ 0, es continua (por ser {0} abierto y cerrado en X) ,

y su grafo esté contenido en V.

Si a > X+1, gp,(0,o) - g(0) - X+1 y el punto

(O.a.gp,(0,o)) - (0,o,X+1) e .

En cambio (0,a,X+1) é U pues (0,a,X+l) é Xx[0,S] x (8,0] 

tanto si 8 £ X, ya que entonces a i [0,3j como si 6 > X,

pues entonces X+1 é (8,0].

Nota: En el ejemplo anterior el espacio Y no contiene ningûn

arco. Si en lugar de [O,0] tomamos como Y el espacio

L* X [0,l], donde L* es la recta "larga" cerrada con 0, se 

puede repetir la misma construcciôn en el punto (0,0) en lugar 

del punto 0. Este espacio tiene las "mismas” propiedades de 

[0,0] pero ademâs ya contiene arcos.

Por la Proposiciôn 3.22, L* no es pseudometrizable, lo 

cual ya se sabe pues 0 no tiene una base numerable del sistema

de entornos en L* (Ver Steen and Seebach | |).

Proposiciôn 3.23.-

I - Sean X un espacio topolôgico y I A N . ,  X ’

un espacio topolôgico T, e Y un espacio I A.N. que contiene 

un arco. Entonces, p* : C,y(X,Y) C,y(X x X',Y) es continua si y
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sôlo si X' es numerablemente compacte.

II - Sean X un espacio topolôgico T,, X' un espacio to 

polôgico y I A.N. e Y' un espacio I A.N. que contiene un

arco. Entonces, p^ : Cyy(X',Y') C,y(X x X ' ,Y ' ) es continua si y 

sôlo si X es numerablemente compacte.

Demostraciôn: Es consecuencia de A) y B) y de las proposiciones 

3.20 y 3.21. ^

Si en lugar de las proposiciones 3.20 y 3.21 utilizamos la 

proposiciôn 3.22 se tiene

Proposiciôn 3.24.-

I - Sean X un espacio y localmente compacte, X' un 

espacio T,, e Y un espacio oseudometrizable que contiene un ar 

co. Entonces, p* : C,y(X,Y) - C,y(X x X',Y) es continua si y sôlo 

si X' es numerablemente compacte.

II - Sean X un espacio T,, X' un espacio y localmen

te compacte e Y' un espacio pseudometrizable que contiene un 

arco. Entonces, p^ ’• Cyy(X'.Y') C,y(X x X',Y') es continua si 

y sôlo si X es numerablemente compacte.

Demostraciôn: Es consecuencia de A), B) y proposiciôn 3.22. ̂

Proposiciôn 3.25.- Sean X un espacio topolôgico T2 Y paracom

pacte (ô y Lindelof) e Y un espacio topolôgico que contie

ne un arco. Entonces, p* : C,y(X,Y) -«• C,y(X x X,Y) es continua si 

y sôlo si X es numerablemente compacte.

Demostraciôn: La parte "sôlo si" es consecuencia de A ) .

Recîprocamente, si X es numerablemente compacte, como es
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paracompacto, es compacte. En este caso T,y - y p, es con­

tinua. ̂

Volviendo a la funciôn Y, en cuya continuidad se estaba 

interesado, se tiene, como resumen de lo anterior, las proposi­

ciones siguientes:

Proposiciôn 3.26.- Sean X un espacio y I A.N., Y e Y'

espacios pseudometrizables que contienen sendos arcos.

Entonces Y : C,y(X,Y) x C,y(X,Y') - C,y(X x X,Y x Y ’) es 

continua si y sôlo si X es numerablemente compacte. ^

Proposiciôn 3.27.- Sean X, X' espacios topolôgicos y I A.N.

e Y, Y* espacios pseudometrizables que contienen sendos arcos. 

Entonces

Y : C,y(X,Y) X C,y(X',Y') --- - C,y (X x X ' ,Y x Y ' )

(f , g) --- " (f X g)

es continua si y sôlo si X y X' son numerablemente compactes. ,
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En el capîtulo 4 estudiaremos la ley exponencial, es decir, 

las condiciones que aseguran que el espacio C,y(X x Y,Z) es homeo 

morfo, mediante la funciôn exponencial, a C,y(X,C,y(Y,Z) ) .

En el caso de variedades metrizables, con Y y Z contenien 

do un arco, el homeomorf ismo es équivalente a que Y sea compacta.

Estrechamente relacionada con la funciôn exponencial, y de 

interés en si misma, se encuentra la funciôn evaluaciôn. Asî como 

con la topologîa compacta abierta sôlo algunas condiciones fuer­

tes, como por ejemplo la local compacidad de X, permiten asegu 

rar que es continua, en el caso de la de Whitney "casi" siempre 

lo es.

Proposiciôn 4.1.- Sean X un espacio topolôgico regular e Y un 

espacio topolôgico. Entonces, la funciôn

w : C,y(X,Y) X X ------ ► Y

( f , x ) ------ " f(x)

es continua.

Demostraciôn: Sean x e X, f e C(X,Y) y entorno de

f(x). Puesto que f es continua existe V * , tal que

f(V*) c  y, como X es regular, existe W* de modo que

W* c  .
El conjunto

U - (V^ X U  ((X-W*) X Y) C  X X Y

es abierto y contiene al grafo de f.

Si considérâmes el entorno N(f,U) x W* de (f,x) se tie

ne que, para todo g e .N(f,U) y todo z e W * , w(g, z) = g(z) e

g  ̂ lo que prueba la continuidad de w en (f,x). ,



-  3 6

Observaciôn: Si C(X,Y) se reduce a las constantes la evaluaciôn 

es continua, pues dados (f,x) y , se verifica que

üj(N(f,U) X X) = , donde U = X x

Por consiguiente no es necesario que X sea regular para 

que w sea continua.

Sin embargo, si X no es regular puede uj no ser continua, 

como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.2.- Sea X = Y = (R,T). La topologîa

T = {U-B I U e , B C  A } , con A » {1/n j n e H} . X no es regu 

lar, pues el punto 0 no posee una base de entornos cerrados.

Sean f = 1^, x » 0 y = R-A.

Si es un entorno arbitrario de 0, y U C  X x X es un

abierto cualquiera que contenga a r^, existe un n^ e H tal 

que (-Vn^,1/nQ) - A c  V ® , y para n > n^, como C/n.^/n) e P^, 

existe e > 0, tal que (^ -  e, ^ + e) x  (i - e , ^ + e) c  U 

(Podemos tomar e < 1/n ' ^/n+l)- Sea la funciôn g : X -► X de 

finida por g(x) = x si x é (i - e , 1/n), g(x) = 1/n si 

x e (1 - y, 1/n) y g(x) = 2x+E - 1/n, es decir lineal, en

Lïï ~ E ~ '/z]'

Es inmediato oue g es continua y C  U y, puesto que el 

punto ^ ~ T e V® pero g(-^ - j) * 1/^  ̂ R-A, queda probado

que w no es continua en (f,0).

Dados X, Y, 2 espacios topolôgicos, a cada aplicaciôn con 

tinua a : X x Y ■* Z se le asocia una aplicaciôn S : X C(Y,2) 

del siguiente modo: S(x) = a(x,.). Recîprocamente, dada una
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aplicaciôn a : X + C(Y,2) se le asocia la aplicaciôn 

o : X X Y -*■ Z, dada por a(x,.) * â(x) , para todo x e X.

Esta correspondencia a  *  a es la que se conoce como fun­

ciôn exponencial.

Se trata de estudiar en que condiciones o continua implica 

que a  : X  *  C^(Y,Z) lo es y reciprocamente.

Proposiciôn 4.5.- Sean X, Y, Z espacios topolôgicos, tal que X 

verifica el I A.N. e Y es numerablemente compacte.

Entonces, a : X x Y ^ Z  continua implica

& : X ---->■ Cy^(Y,Z) continua.

X ----- a(x,.)

Demostraciôn: Sean x ^ e X  y U C  Y x Z abierto tal oue

) C  U. Como ô(Xg) es continua, para todo y e Y existen

V ,y)  ̂ V o(x ,y)
V taies que o (Xq ) (V^) C  V y x V C  U.

Por otro lado a es continua, luego para todo y e Y exis­

ten Wn(y)*'^^ de modo que W ^ C V ^ ,  y x W^) c  v“ ^*o
X

({Wp } es una base de entornos del punto x^ que verifica
X X

W^+i C  , para todo n e B).

Supongamos ahora que ô no es continua en x^. Entonces,

existe un abierto U C  Y xZ tal que P%,  ̂C  U y

âCW^°)<: N(o (Xq ) ,U) para todo n e B.

(Este abierto U estâ en las condiciones anteriores con 

respecto a â(Xg)).
X

Asî, para todo n e B existen x^ e e y ^ e Y ,  tal

que (y^, aCx^.y^)) é U.
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Por hipôtesis Y es numerablemente compacte, luego existe 

y  g punto de aglomeraciôn de ^Yn^neS’

Elijamos un indice n de modo que
X. y.

'/n  ̂ ^ '^n(y ) ^ ^  • que existe pues converge a x̂o _ w O  
-o " O  ^(/o

e y„ e Agi {y„}

As 1 que por un lado tenemos (y^ , ot(x^ ,y^ ) ) d U ,  y por

otro a(x ,y ) e V "° ° , pues v e W ° C  V °, y ademâs 
, 0  up '"oYo ,y )

V X V e u ,  lo que implica (y ,a(x ,y )) e U que
o o o

es absurdo. Luego S es continua. ^

Observaciôn : Si Y es compacte y la proposiciôn anterior es

valida cualquiera que sea X, pues entonces C^(Y,Z) = C^(Y,Z) 

(topologîa compacta-abierta) .

Si en la proposiciôn anterior falla alguna de las hipôtesis 

la conclusiôn no siempre es cierta. Veamos unos ejemplos.

Ejemplo 4.4.- Sea Y un espacio , no numerablemente compacte.

Tomamos X = Z * R y la funciôn o : X x Y -► Z dada por

a(x,y) » X, para todo (x,y). a es continua y sin embargo ô 

no es continua en ningûn punto.

En efecto: como Y no es numerablemente compacte y es T^, 

posee un subconjunto A » (y^ | n e 1} cerrado, discrete e infini^ 

to. Dado t e X = R el conjunto

U = [ LJ ((Yn) X t *  U  [(Y-A) X Z] es abierto

en YxZ, ademâs, puesto que para todo y e Y,

(y,â(t)(y)) » (y,a(t,y)j * (y,t) e U, contiene a l's(t)- Dado
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e > 0, en el entorno (t-e,t+e) de t elegimos un t^ cual­

quiera distinto de t, y un numéro natural n, tal que 

1/n < I t-toJ. Entonces CXn^SCt^) (ŷ )̂ ) » (y^.t^) é U y por tan 

to  ̂ qt u y S no es continua en ningûn punto al ser t

arbitrario. (

Por la demostraciôn de este ejemplo se ve que en vez de 

X = Z = R podrîamos tomar espacios que contuvieran arcos. Mâs 

concretamente:

Proposiciôn 4.5.- Sean X un espacio topolôgico que contie

ne un arco, Y un espacio , y Z un espacio topolôgico que

contiene un arco. Si para toda a : X x Y Z continua,

ô : X -► Cy^(Y.Z) es continua, entonces Y es numerablemente corn 

pacto.

Demostraciôn: Sean 5 : I + X ,  g : I * Z arcos en X y Z res- 

pectivamente, con 6(0) = x^, 8(0) = z^, 6(1) = A y 8(1) = B.

Como X es existe una extensiôn continua f : X -*■ I

de 6 * ̂ : A -*■ I.

La funciôn a : X x Y  --- ► Z es continua. Veamos que

(x,y) --- ► Sf(x)

S : X --- ► C^(Y,Z) no es continua en si Y no es numera-

X ---------->■ a ( x  , . )

blemente compacte.

Puesto que Y no es numerablemente compacte y es T^, posee 

un subespacio infinite C = (y^ | n e B) cerrado discreto. Para 

cada n e B consideremos un abierto en Z tal que

n  B . 8([0,l/n)).
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El subconjunto U ■ f (J ({y^} % V^)] (J [(Y-C) x Z] de 
neS

Y X Z es abierto, y contiene al grafo de S(Xq ) , ya que, nara todo 

n e S, (yn.0(Xg)(y^)) = ( X n ' ^ n ^ ^  = (/n.OfCx^)) *

= (Xn'StO)) " (Xn'Zo)'
X

Sea ahora un entorno arbitrario V de x ; existirâ un 
X

n e B, tal que 6(l/n) e V . Entonces,

â(6(1/n))(y^) = a(6(1/n),y^) = Sf(6(1/n)) = B(1/n), con lo 

que (yjj,ci(5(1/n))(yj^)) ë U .  ,

Ejemplo 4.6.- Sean X = Z = ([0,n], T<) e Y = ([0,n), T<).

X no es I A.N. pero Y si es numerablemente compacte.

La funciôn a : X xY -► Z, dada por a(x,y) * x para todo

(x,y), es continua.

La funciôn â : X -► Ĉ . (Y ,Z) asociada a a, dada por

S(x)(y) = a(x,y) para todo x e y, no es continua en el punto n.

En efecto: Sea U = LJ ([0,X] x (X.P.j) C  Y x Z.

u es abierto y para todo y e Y, (Y,S(n)(y)) »

= (y .îI) e [0,y] X (y,n] C  U, luego C  U.

Dado un entorno bâsico de D, (X,îî] con \ < Ü, tomemos

6 e (X,n). Entonces,

(6,0(3)(8)) = (8,a(6,8)) = (6,6) ë U y por tante

t  U, y asî S no es continua en Çl.

Tante X como Y y Z de este ejemplo son desconexos. Pero 

se puede evitar tomando X * Z * L* la recta "larga" ampliada 

con D y por Y = L ,  la recta "larga" (ver Steen-Seebach, pâg. 

71).
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El razonamiento es anâlogo para probar que dada a, como an 

tes, ô no es continua en £1.

El paso de S a a ofrece pocas dificultades pues, como 

vimos en proposiciôn 4.1, la evaluaciôn es "casi" siempre continua.

Proposiciôn 4.7.- Sean X, Y, Z espacios topolôgicos, Y regular. 

Entonces S ; X C^(Y,Z) continua implica que

a : X X Y ----- ► Z es continua.

( x , y ) --- - S(x)(y)

Demostraciôn: Es consecuencia de la Proposiciôn 4.1, ya que 

o = ÜJO (â X 1 y) • *

Como consecuencia se obtiene el siguiente corolario.

Corolaric 4.8.- Sean X, Y , Z  espacios topolôgicos, tal que X 

verifica I A.N., e Y es regular y numerablemente compacte. En 

tonces, la aplicaciôn

A : C(X X Y, Z) ------ ► C(X,C^.(Y,Z))

es biyectiva.

Demostraciôn : Es consecuencia de las proposiciones 4.3 y 4.7.

Es ya sabido que si f : X -► X ’ es una identificaciôn e Y 

es localmente compacte, entonces f x 1y : X x Y -► X' x Y es una 

identificaciôn. La demostraciôn utiliza el hecho de que la funciôn

A : C(X X Y,Z) --- ► C(X,Cj.(Y,Z) es una biyecciôn si Y es local_

a --► S
mente compacte. Se puede pues, utilizando el corolario anterior.
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probar la siguiente proposiciôn:

Proposiciôn 4.9.- Sean X, X', Y espacios topolôgicos, X verify

ca el I A.N. e Y es regular y numerablemente compacte. Entonces,

si f : X * X '  es una identificaciôn, f x l y  : X x Y ^ X' x Y

también es identificaciôn.

Demostraciôn: Sea X" un espacio topolôgico y g : X ' x Y +  X"

una aplicaciôn tal que g®(f x ly) = h : X x Y -► X" es continua. 

Por lo anterior R : X + C^(Y,X") es continua. Ahora si 

f(x^) = fCXj,) se tiene R(x^)(y) = h(x^ ,y) = g(f(x^),y) =

= gCfCXjJ.y) = h(x2,y) = fi(x2)(y), es decir, h es compatible 

con f, luego existe una funciôn continua h : X' -*• C^(Y,X") 

de modo que el diagrama siguiente

Cw(Y,X")

es conmutativo.

Luego, la funciôn f : X' x Y -*■ X", tal que A ^(h) = h

es continua. Pero h(x',y) =■ h(x')(y) = h(x,y) con f(x) = x '

y h(x’,y) * g(f(x),y) * g(x',y), es decir h * g es continua.

Asî f x l y  es una identificaciôn. ^

Corolario 4.10. - Si f : X -► X' y g :  Y *  Y' son identif icacio 

nés, con X e Y que verifican el I A.N.,y el rango de una de las 

identificaciones y el dominio de la otra numerablemente compactes 

y regulares entonces fxg : X xY -► X' x Y' es una identif icaciôn.

Demostraciôn: Es consecuencia de la Proposiciôn 4.9, pues



-  9 3

£ xg = (f X ly.) ® (1^ x g )  = (1%, X g) » (f X 1y)

y entonces ô bien f x l y  e 1^, x g son identificaciones ô lo 

son f X 1y, y 1^ X g ; por ultimo la composicion de identifi- 

caciones es siempre una identif icaciôn.

Como consecuencia inmediata de las Pronosiciones 4,3 y 4.5 se 

obtiene la

Proposiciôn 4.11.- Sean X un espacio que es T^, verifica I A.N. 

y contiene un arco, Y un espacio T^, y Z un espacio con un ar̂

CO .

Entonces, A : C(XxY,Z)  ► C(X,C^(Y,Z) ) es biyectiva si

y solamente si Y es numerablemente compacte.

Demostraciôn: Inmediata de las Proposiciones 4.5, 4.5 y 4.7. ^

Corolario 4.12.- Sean X, Y, Z variedades paracompactas y T 2 , ta 

les que existen x^ e X y z ^ e Z ,  tal que dim^ X > 1 y

dim^ 2 ^ 1 .  Entonces A : C(XxY,Z) C(X,Cj^(Y,Z) es biyectiva

si y sôlo si Y es compacta. ^

LEY EXPONENCIAL

En lo que sigue se trata de buscar condiciones que aseguren

que Cy^(X xY,Z) » C^(X,C^^(Y ,Z) (mediante A) que es lo que se

conoce como Ley exponencial.

En el caso de que X sea discreto tenemos:

Lema 4.13.- Si X es un espacio topolôgico discreto, para cual-

quier espacio topolôgico Y se verifica que
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Cw(X,Y) = Q  Y 
X

( D  Y = Y^ con la topologîa de las cajas).
X

Demostraciôn: Como X es discreto todas las funciones de X en Y 

son continuas, es decir C(X,Y) = Y^.

Sea f e C(X,Y) y U C  X xY abierto con F^ C  U . Para ca

da X e X existe tal que {x} x C  U.

Si V = U  ({x, X , se tiene N(f,V) C  N(f,U) y
xeX

N(£,V) = n Como B = { II U | U abierto en Y para
xeX xeX * *

todo X e X} es una base de la topologîa de las cajas, la iguaj^

dad de las topologîas del grafo y de las cajas queda probada. ^

Si X fuera una suma topolôgica de espacios se obtiene la 

relaciôn siguiente

Lema 4.14.- Sea una familia de espacios topolôgicos.

Para cualquier espacio topolôgico Y se tiene que

$ : C*( % X.,Y) -----------► Q  C^(X. ,Y)
" iel  ̂ iel ^

f -----------  ̂ (f ' ii)iel

es un homeomorfismo.

Demostraciôn: Es évidente que $ es una aplicaciôn biyectiva.

a) es continua

Sea f e C ( %  X-,Y), y para cada i e l  sea U- abierto 
iel

en X- X Y tal que Ff - C  U-
X t® J i J

Entonces % U- es un abierto en (  ̂ X.) x Y h
iel  ̂ iel
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= I (X. X Y). Si g e C ( %  X.,Y) es tal que T e  I U. , 
iel  ̂ iel  ̂ ® iel ^

para todo i e l  y para todo Xĵ  e X^ se tiene

(Xi» g»j^(x^)) = (x^,g(x^,i)) H ((xj^.i) ,g(x^,i)) C  U^.

Luego, para todo i e l ,  Tg» j . C  y es continua en f.

b) ô  ̂ es continua.

Sea f = i) iei^ y W un abierto en

( I X.) X Y = I (X. X Y) tal que F . C  W .
iel 1 iel 1 ^

W sera de la forma J W . , con W. abiertos en X x Y.
iel  ̂  ̂ ^

Se tiene que F^ C  para cada i e l .  Entonces, para to

da (gj)iei con g^ e C(X^,Y) para todo i e l ,  tal que

r c  para todo i e l ,  es claro que  ̂ C  W.
i ®i iel

Asî $  ̂ es continua en (f.).1 lei ^

La siguiente proposiciôn prueba que si X es discreto la 

ley exponencial es valida.

Proposiciôn 4.15.- Sean X, Y, Z espacios topolôgicos, con X 

discreto. Entonces A : C%(X x Y,Z) ------- C^(X,C,^(Y,Z) )

a

es un homeomorfismo.

Demostraciôn: Basta observar que el diagrama 

. -1
C^(X,C^(Y,Z)) — ^   C^(X X Y,Z) . C„( I Y,Z)

□  C„(Y,Z)  î------------ ► □  C^(Y,Z)
X " X "
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fcS conmutativo, y aplicar los lemas anteriores.

■ '“-'x'xexPara todo B a C(X,C„(Y,:)), ♦a '’(8) = *(6) ■

donde

= 6(x,y) = 6(x)(y) para todo y e Y y todo x e X,

es decir = 3(x), para todo x e X, y por tanto

(B'ix^xeX - 3. ^

Si X no es discreto la proposiciôn anterior no es valida, ya 

que, entre otras razones, A no es siempre biyectiva (Proposiciôn 
4.11).

Lema 4.16.- Sean X un espacio topolôgico que verifica el I A.N.,

Y un espacio numerablemente compacte, Z un espacio pseudometri^ 

zable. Sea f : X xY -► Z una funciôn continua y U c  X x Y x Z un 

abierto tal que C: U . Entonces, si d es una pseudométrica 

en Z que describe su topologîa, para cada x e X existe n^ e S 

y existe V * , tal que

{(t,y,z) e V * x Y x Z  | d(f(t,y),z) < l/^ ^ l d U .

Demostraciôn: Para cada x e X

s e a  V(x) = (V* 1 n  e  8} u n a  b a s e  d e l  s i s t e m a  d e  e n t o r n o s

d e  X ,  t a l  q u e  C  V* p a r a  t o d o  n  e  B.

Supongamos que la conclusiôn del lema no es cierta. Entonces

existe x e X tal que, para cada n e S existe x^ e V * , existe

Yn € Y y existe z^ e Bj(f(x^,y^),1/n), taies que

d U-

La sucesiôn converge a x, y la sucesiôn

{y^lngu» por ser Y numerablemente compacte, posee un punto de
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aglomeraciôn, y. Entonces, (x,y) e Agi ( ^neB"

Sean V* , V^, B^(f(x,y),1/n^) de modo que

V* xVY xB^(f(x,y),1/n^) C  U y f(V* x V^) c  (x.y) , 1/2n, )

Los eleraentos de la sucesiôn ^(^n'^n^ ̂ neB pertenecen a
X constituyen una subsucesiôn que tiene a (x,y) como pun 

to de aglomeraciôn. Asî que sin pérdida de generalidad podemos su- 

poner que la sucesiôn ^(^n’̂ n^^neS ®stâ en x V^.

Si m = max {n^,2n^} tenemos

d(z^.f(x,y)) 1 d(z^,f(x^,yj) + d(f (x^ ,y^) , f (x ,y) ) <

< 1/m + l/2n^ £ 1/n^

lo que indica que z^ e B^(f(x,y),1/n^) y por tanto 

(^m'Ym'^m) ® ^n^ x x B^(f (x ,y) , 1/ n ^  C  U,

lo que contradice al hecho de que (x^,y^,z^) i U para todo 

n e ï. ^

Proposiciôn 4.17.- Sean X un espacio paracompacto regular y I A N., 

Y un espacio numerablemente compacte y regular, y Z un espacio 

pseudometrizable.

Entonces, A : C%(XxY,Z)  ► Cj^(X,Cjy(Y,Z) )

a  ► S

es un homeomorfismo.

Demostraciôn: Por el Corolario 4.8, A es biyectiva.

a) A es continua.

Como Y es numerablemente compacte y Z es pseudometriza- 

ble (d una pseudométrica que describa su topologîa) , por la pro­

posiciôn 1.15,
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5(£,g) = sup{d(f(y),g(y))I y e Y } , para £,g e C(Y,Z), 

es una pseudométrica que describe la topologîa de C^(Y,Z).

Asî, como X es paracompacto y regular un entorno bâsico 

de a viene dado por donde e e C(X,R^).

Sea n : X xY R* la funciôn continua dada por

n(x,y) = Y (x) para todo (x,y) e X xY.

Consideremos el entorno de a dado por n, es decir

Si g e B^(a,n) se verifica; para todo x e X

6 (g(x),S(x)) = sup {d(g(x)(y),â(x)(y)) | y e Y} =

= s up {d(g(x,y) ,a(x,y)) | y e Y} £ | (x) < c(x).

Por tanto g e 3^(0,e ) y A es continua en a.

b) A*^ es continua.

Sea S : X -*• C,^(Y,Z) y A '(S) = a.

Dado U un abierto de X x Y  x Z , tal que C U ,  por el

lema 4.16, para cada x e X existe n^ e B y existe taies

que

{(t,y,z) e V* X Y X Z | d(a(t,y),z) < l/n^} C  U.

Como X es paracompacto y regular, existe C = (C^ | i e 1} refina

raiento cerrado, localmente finito del recubriraiento abierto

(V* I X e X) de X. Para cada i e l  elijamos x^ e X, de modo
Xi

que C^ C  V

Consideremos v “ <C, (^/n^. ^  entorno de S (Ver

Def. 1.5 y Prop. 1.12).

Si Ç e V, para todo ( ^ q > Y q ) e C ^ x Y  se tiene que:

d(Y(Xo.yo),a(Xo.yo)) - d(Y(Xo)(yo),â(xQ)(yq))£

£ sup {d(Y(x^)(y),a(Xg)(y)) | y e Y) =



-  9 9  -

Xj
Luego ((Xq ./q ), y CXq .Xq )) e U, pues x^ e C ^ ^ C V

Como C es un recubrimiento c  U y A  ̂es continua en

Como consecuencia inmediata de las oroposiciones 4.11 y 4.17 

tenemos la siguiente

Proposiciôn 4.1ri. - Sean X un espacio paracomnacto, T 2 , I A.N. y 

que contiene un arco, Y un espacio Tj y Z un espacio pseudometri 

zable conteniendo un arco. Entonces,

A : C„(X X Y,Z) ------► Cy^(X,Cy(Y,Z))

a

es un homeomorfismo si y sôlo si Y es numerablemente compacte. ^

Si al espacio Y se le impone que sea compacte se pueden de 

bilitar las condiciones sobre el espacio Z ô X y seguir obte- 

niendo resultados anâlogos a los ya obtenidos.

Proposiciôn 4.19.- Sean X, Y, Z espacios topolôgicos, con Y re­

gular y compacte. Entonces

A*’ : C^(X,C^(Y,Z))    C%(X x Y,Z)

S ------" a
es una funciôn continua.

Demostraciôn: Por la proposiciôn 4.7, A  ̂ es una aplicaciôn. 

Veamos la continuidad de A  ̂ en S:

Sea U un abierto de X x Y x Z tal que c  U . Dado
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Xq y a(x ,y)
Xg e X fijo, para todo y e Y existen V , , V , tales

que Vy° X  yy X  C  U

y =(Vy° X yy) c  -
Como Y es compacte, existen y^,...,y^^ e Y de modo que 
n y. X n x
LJ V = Y. Sea V = O  . Entonces, para todo i=1,...,n,

X  X v'i X c  u'"ÿ .!v'° X v'i,

n. Y; a(x ,y.)
El abierto V = L J ( V  x V ) de Y x Z  contiene al

grafo de a(x ), pues si y e V

/i =(*o'yi)(y,S(Xg)(y)) = (y,a(Xg,y)) e V x V C  V .

Si dénotâmes N(ci(Xg),V) por V , el abierto

W = LJ V ° X V ° de X X Cw(Y,Z)
x^cX

contiene a Y si 9 e  C(X,C^(Y,Z)) es tal que c  W se

tiene:

para todo x e X, existe x^ e X tal que
X & (x ) X

(x,9(x)) e V X V lo que indica que x e V , y que para
n y. o(x ,y.)

t o d o  y  e  Y, ( y , Y ( x ) ( y ) )  = ( y , Y ( x , y ) )  e LJ (V x  V ).
i= 1

Fijado ahora y  e Y, elegimos i e {l,...,n} tal que
Y; “ (x ,y.)

(y,Y(x)(y)) e V  ̂ X V °  ̂ .

Entonces,
X

(x,y,Y(x,y)) = (x ,y ,Ÿ(x) (y) ) e V ° x V ^ x V   ̂ C  U,

es decir, puesto que x e y son arbitrarios, F,̂  C  U . Asî A ^

es continua en S. ^

En lo que respecta a la continuidad de A se tiene el resul_

tado siguiente:

/ i  , , * ( X g , y . )
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Proposiciôn 4.20-- Sean X espacio topolôgico paracompacto, regular 

y I A.N., Y un espacio numerablemente compacte y Z un espacio 

topolôgico arbitrario.

Entonces, A : C^(X x Y,Z) -*■ C^(X ,C^(Y ,Z) ) es continua.

Demostraciôn: Por la proposiciôn 4.3, A es aplicaciôn.

Veamos la continuidad de A en a:

Sea U un entorno bâsico de ô que, por la observaciôn del

Corolario 1.", se puede tomar de la forma:

U = <C.A> = {g e C(X,Cy^(Y,Z)) | g(C-) C A^, Vi e 1}

donde c = Gs un recubrimiento cerrado localmente finito

de X y A = es una familia de abiertos de una base de

C%(Y,Z). Podemos suponer que para todo i e l ,  .A = N(hj^,W^), 

con c  Y x Z  abierto, y e C(Y,Z) tal que l’h . C  .

La familia F = {C^ x de cerrados de X x Y , es lo

calmente finita y G = {X ^ e s  una familia de abiertos en

X x Y  X Z , luego, por el lema 1.2, .N(F,G) es un abierto de

C„(X xY.Z) .

Puesto que si (x,y) e C ^ x Y  se verifica que

(x,y,a(x,y)) = (x ,y,â(x)(y)) e X x W^, se tiene que

r I c  X X '.V. , es decir a e N(F,G).
“ |C. xY ^

Finalmente, si y e N(F,G) para todo x e C^ y todo 

y G Y, ( x , y , Y ( x , y ) )  e X x W., luego ( y , Y ( x , y ) )  =

= (y.ï(x)(y)) e W^, es decir ^  "^i’ ° 1° que es lo mismo

y(x) e A^ para todo x e C^. Por tanto Y s U y A es continua

en a. ^

Como consecuencia de las proposiciones anteriores se tiene
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Corolario 4.21. - Sean X espacio topolôgico regular, paracompacto 

y I A.N., Y un espacio compacto y regular, y 2 un espacio to­

polôgico arbitrario. Entonces A es un homeomorfismo. ^

Proposiciôn 4.22.- Sean X un espacio topolôgico T 2, paracompacto 
I A.N. y que contiene un arco, Y un espacio paracompacto y T 2 Y 
Z un espacio que contiene un arco. Entonces A es un homeomorfi£ 

mo si y solamente si Y es compacto.

Demostraciôn: Consecuencia inmediata de la proposiciôn 4.11 y del 

corolario 4.21. „

Corolario 4.25.- Sean X, Y, Z variedades paracompactas y T 2 ,
V Y - talPC que dim_ X > 1 v dim, Z > 1, entoncesy *0' -o taies X g  -  • Z g  -
A : Cy^(X X Y,Z) = C^y(X,C^^,(Y,Z) ) si y sôlo si Y es compacta.
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