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INTRODUCCION

En los espacios de funciones diferenciales se han considera
do diversas topologias. En 1961 Cerf introdujo la topologia ct
en el espacio de las aplicaciones diferenciables de clase r vy
hace notar que en el caso r = 0 la topologia se puede definir
en el espacio de las funciones continuas entre dos espacios topo
16gicos. En 1969 Mather considera otra topologia en el espacio de
las funciones diferenciables, que se llama de Whitney por aparecer
esbozada en [W], y que en el caso de las continuas coincide con
la de las graficas. Esta Gltima fue introducida por Naimpally pa-
ra el espacio de funciones entre dos espacios topolégicos en 1966,
en [N].

La paracompacidad del espacio de funciones diferenciables
entre dos variedades diferenciables con la topologia de Whitney
permite asegurar la existencia de conexiones y otros objetos de
geometria diferencial que en su ausencia es necesario construir
para cada caso particular. De ahi la importancia del estudio de

esta topologia.

En su articulo inicial Naimpally define la topologia de las
graficas en YX y estudia las propiedades T, y T, asi como la re
lacién con la topologia producto, la compacta abierta y la de la

convergencia uniforme.

En 1970 en su articulo con Pareek continGa con el estudio

de las propiedades y relaciones anteriores.

H. Poppe, en 1967 introduce una tonologia menos fina que
la de las grificas y estudia las relaciones entre ambas asi como

con la de la convergencia uniforme.



En 1976 D. Gauld estudia la relacién entre la topologia de
las grdficas y mayorantes en el conjunto C{(X,Y) con Y métrico.
Prueba que Hom(X,X) es un grupo topoldgico cuando X es metriza
ble, pero que el resultado es falso si X no es metrizable. En la
proposicidén 3.17, obtenemos el mismo resultado para X regular y
paracompacto. Di Concilio y otros, en un articulo de 1982, consi-
deran la relacidn entre la topologia de las grdficas y otras. Prue
ban que con la primera de ellas si X es regular la funcidn eva-
luacién es continua y que si X es paracompacto e Y métrico
C(X,Y) es regular, resultado que se mejora en la proposicién 2.5
en que sGlo se impone que X sea metacompacto y T1 e Y regu-

lar.

En 1984 N. Levine comnara esta topologia con otras y en
particular obtiene el resultado de que si X es compacto, Y ar-
bitrario y - métrico la funcidén composicién
C*(X,Y) x C#(Y,Z] ~ C(X,2Z) es continua relativa a las topologias
de las grificas, siendo C*(X,Y) 1las funciones continuas abier-
tas supravectivas de X en Y, v C‘(Y,Z) las funciones conti
nuas e inyectivas de Y en I. La proposicién 3.14 demuestra
que la funcidn composicidén C(X,Y) x C(Y,Z) - C(X,2Z es continua
(relativa a la topologia de las grdficas) si X es numerablemen-

te compacto, Y arbitrario vy Z pseudometrizable.

McCoy estudia la relacidn entre de y las topologias fi-
nas en C(X,Y) vy obtiene resultados sobre metrizabilidad y nume
rabilidad. (de coincide con la topologia de las graficas cuan

do X es paracompacto y regular e Y es métrico).

Nosotros estudiaremos la topologia de las griaficas en el

espacio de las funciones continuas entre dos espacios topolégicos.
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En el primer capitulo se dan las definiciones de las dife-
rentes topologias y se estudian las relaciones entre ellas. De
gran utilidad es el lema 1.2 y el corolario 1.7 que asegura que
en el caso de ser X paracompacto y regular las topologias de
las grificas y la engendrada por B** coinciden. Michor conside
ra que las dos son distintas y prueba los mismos resultados para

ambas, lo que, a la vista del corolario 1.7, es evidente.

En lo que se refiere a la metrizabilidad del espacio de las
funciones continuas en un espacio metrizable el lema 1.14 permite
obtener, en las proposiciones 1.15 y 1.18, para Ty (topologia
de las graficas) resultados ani3logos a los de McCoy para de,

y como consecuencia la proposicidn 1.21 que nos dice que las topo
logias Tw y de no coinciden en general. Por Gltimo, el coro-
lario 1.24 demuestra que la topologia TC° de Cerf es distinta de

Tys Y el corolario 1.24 da condiciones para que ambas coincidan.

En el capitulo 2 se estudian los axiomas de separacidn. En
los axiomas bajos, Ty T1 v T2 se ha completado el estudio he-

cho por Naimpally.

Los resultados sobre regularidad son escasos. S6lo la pro-
posicidén 2.5, ya mencionada, da condiciones suficientes para 1la
regularidad. En lo que se refiere a la completa regularidad se

tienen las proposiciones 2.9 y sobre todo la proposicién 2.10.

Pero el resultado mds importante es relativo a la normali-
dad, la proposicidén 2.11 y sus corolarios 2.12 y 2.13, y resuel-
ve un problema largo tiempo abierto: Cw(M,N), con M, N varie
dades metrizables de dimensidn positiva, es normal si y sélo si

M es compacta.

He de observar que ya acabado este trabajo, en Zbl. Math.
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579:54010 y en M.R. 861:58022, ha aparecido la recensidn de un
trabajo de I.I. Guran y M.M. Zarichnyji, en el que obtienen el
mismo resultado para Cr(M,N) con la topologia de Whitney. Se-
gtn la recensidén del M.R. el método utilizado por ellos es indi

recto, mientras que aqui se da una demostracién constructiva.

En el capitulo 3 se estudia la continuidad de las varias
composiciones, que para el caso de variedades diferenciables ya
habia sido estudiado, en parte, por Mather. La primera parte se
dedica al estudio de las condiciones para que
b CuO,X") x Cu(X,X") » Cu(X,X' x X")  (¥(f,g) = <f,g>) sea
un homeomorfismo, para lo cual se procede al estudio de la conti

nuidad de f, y de y.

Resultados a destacar son el corolario 3.5 y la proposicién
3.6. E1 primero asegura que si A es un anillo topoldgico pseudo
metrizable Cy(X,A) es un anillo topoldgico, cualquiera que sea
X. La segunda afirma que en el caso de ser E un espacio vecto-
rial real normado no trivial y X un espacio Ty Cw(X,E) es
un espacio vectorial topoldgico si y sdélo si X es numerablemen
te compacto. Aqui se plantea el problema de si es cierto el teo-

rema de Banach-Stone para Cy(X) con X numerablemente compacto.

En la segunda parte se estudia la continuidad de f*. Las
proposiciones 3.7 y 3.8, claves en lo que sigue, permiten probar
el corolario 3.10, generalizacifn de un resultado similar para

variedades.

La tercera parte esti dedicada al estudio de la continuidad
de la composicidén. La proposicién 3.11 es un resultado general

que en su versién particular, corolario 3.13, era ya conocido pa



ra el caso de variedades. La proposicién 3.14, generalizacidn de
un resultado de N. Levine, prueba que si Y es numerablemente
compacto, I pseudometrizable y X arbitrario la composicién

es continua. El corolario 1.7 aqui es esencial. Resumen de todo
lo anterior es la proposicién 3.15 que da condiciones necesarias
y suficientes para que la composicidén sea continua. Como aplica-
cidn se estudian condiciones para que HW(X,X) sea un grupo topo
16gico, mejorando un resultado de D. Gauld, el cual ya habia ob-
servado que no siempre lo es. E1 capitulo acaba con el estudio

de la continuidad de p? y p; (resumido en las proposiciones

3.23, 3.24 y 3.25) previo al de 1a continuidad de la aplicaciédn
Yy e CW(X,Y) x C"(X‘,Y') - Cw(X xX',Y xY")

(v(f,g) = £ x g) en las proposiciones 3.26 y 3.27. Este estudio
estd motivado por la proposicién 3.10 de [G-d pdg. 49 en la
que afirma, de manera errénea, la continuidad de ¥ para el ca

so de variedades.

En el capitulo 4 se estudia la ley exponencial y relaciona
da con ella la funcidn evaluacibn. La continuidad de esta Gltima,
en el caso de X regular, ya habfa sido probada por Di Concilio

y otros.

El capitulo esti dividido en dos partes, en la primera se
estudian condiciones para que A sea una biyeccidn y en la segun
da para que sea un homeomorfismo, y mis general, para que A &

-] .
A sean continuas.

En la primera parte se destacan las proposiciones 4.5 y
4.8. Y como consecuencia importante de ellas la proposicién 4.9

que asegura que si X es I A.N., Y es regular y numerablemente
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compactoy f : X + X' es una identificacién, entonces f x ly
es una identificacién. El resultado es bien conocido en el caso
de Y 1localmente compacto 6 X' x Y un k-espacio. La proposi
cién 4.11 merece también destacarse.

En la segunda parte las proposiciones 4.19 y 4.20 dan con-
diciones para la continuidad de A" y A respectivamente. La
proposicién 4.18 da condiciones necesarias y suficientes para
que A sea isomorfismo. Resumen de todo el capitulo es la propo
sicidn 4.22 que permite probar, utilizando la proposicién 4.11,
que en el caso de ser X, Yy I variedades metrizables con X
y Z de dimensidn positiva

A CuX x Y, I) = Cu(X,Cu(Y,2)) siy sélosi Y es compacta.
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NOTACION Y TERMINOLOGIA

En lo que sigue se usard la siguiente notacidén: Dado un es
pacio topolégico X y x un elemento de X, Ux,Vx,... denota
rid un entorno abierto de x en X. Si A es un subconjunto
de X, A denota el interior de A en X y A su adherencia.

Si X e Y son espacios topoldgicos por X xY denotamos el
producto cartesiano de X e Y con la topologia producto. Yx
representa el conjunto de las funciones de X en Y y C(X,Y)
el subconjunto de las continuas. Si y e Y con ¢, se denota
ri 1la funcién constante (su dominio serid explicito en cada ca

so) con valor vy.

Si f es una funcién de X en Y, Te denota su grafo,
es decir r¢e = {(x,y) € XxY | y = £(x}}. Si A es un subespa

cio de X, f denota la restriccién de f a A.
A

CC(X,Y) denota el espacio C(X,Y) con la topologia compac

ta-abierta; T_ también se usard para indicar esta topologia.

Dada una familia ({X;} de espacios topoldgicos n X

i‘iel jer 1
denota el producto cartesiano de dicha familia con la topologia

producto y CP(X,Y) denota el subespacio C(X,Y) de I X.,
yeYy -

con Xy = X para todo y de Y. § X; denota la suma topol$
iel
gica de la familia {Xi}iel'
R denota el espacio de los niimeros reales con la topologia
usual. El subespacio [0,1] a veces se notard por I. Q deno
ta el subespacio de los niimeros racionales v B el de los natu
rales. La topologia T() en R es la aque tiene como base la

familia de los intervalos [a,b) con a < b.

Se usari la misma terminologia que en "Topologia" de
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J. Margalef y otros, para los conceptos topoldgicos.

La terminologia relativa a ordinales es la de "Set Theory"

de K. Kunen.

Si u es un ordinal, C cu se dice cerrado si lo es en
la topologia del orden usual. Si la cofinalidad de u es mayor
que « (en particular, la cofinalidad de 2 = wy es Q> w),
X c¢u se dice estacionario si X NC # @ para todo cerrado no

acotado C.

Enunciaremos a continuacién un teorema que serd utilizado y

cuya demostracién puede verse en K. Kunen

Pressing Down Lema:

"Sea K un ordinal regular mayor cue w, S un subconjunto
estacionario de K vy f : S + K wuna funcidn tal que Vy € S
(f(y) < v); entonces para algin a < K, f'l(u) es estaciona-

rio”.

Como admitiremos el Axioma de eleccién Q es regular.



CAPITULG 1. PROPIEDADES GENERALES



Dados X e Y espacios topoldgicos, en el conjunto C(X,Y)
de las funciones continuas de X en Y vamos a considerar una to
pologia, distinta en general de la topologia producto y de la
compacta-abierta, que se conoce con el nombre de topologia de

2

Whitney 6 topologia '"del grafo".

Definicidén 1.1.- Sean X e Y espacios topoldgicos. Para cada
abierto W en X x Y, vy para cada f e C(X,Y), tal que

Teem W, se define

N(f,W) = {g e C(X,Y) | Fggz W}.

Se observa que N(f,W) asi definido nunca es vacio y que si

g €-N(f,W), entonces N(g,W) = N(f,W).

Se podia haber definido, para cada abierto W en X x Y,
N(W) = {f e C(X,Y) | ch: W}. Este conjunto puede ser vacio;

ahora bien, si f € N(W) -entonces

N(W) = N(f,W).

Lema 1.1.- La familia
B = {N(f,W) | f e C(X,Y), W abierto de XxY, I& w}

coenstituye una base para una topologia en C(X,Y).

Demostracidn:
Bl) Ciertamente, si f e C(X,Y), f e N(f,XxY).
B,) Si ge N(f].w1)f\ N(f,,W,) entonces rgc: w1f\ W, y
g € N(g,w1(1 W,), 1y es claro que

N(g,wlﬁ W) S N(Ey W) MONCE,, W),
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La topologia Tw engendrada por la base B es la topolo-

gia de Whitney. C,(X,Y) serd una abreviatura para (C(X,Y),Ty) .

Esta topologfia admite una caracterizacién que es Gtil en el

caso de que X sea un espacio paracompacto y regular.

Definicién 1.2. Sean X e Y espacios topoldgicos, C = {C;}. ;
una familia localmente finita de cerrados en X y U = {Ui}iel
una familia de abiertos, con el mismo conjunto de indices, en

X xY.

Definimos N(C,u) = {f e C(X,Y) | Vie I, rfic't: u;i.
1

Lema 1.2. La familia

B* = {N(c,u)|c = {Ci}iel familia localmente finita de ce-

rrados en X, U = {Ui} familia de abiertos en

iel
X xY}

es una base de Cy(X,Y). De hecho B* =8 U {9}.

Demostracién: Dados f e C(X,Y) y W abierto, tal que rf<:,w

tenemos que N(f,W) = N({X},{W}), luego B B*.

Reciprocamente, sean C = {C.} familia localmente fini-

}

i‘iel

ta de cerrados en X, U = (U familia de abiertos en X xY

i‘iel

y f € N(C,U).
Los conjuntos W; = U; UJ [(X-C;)xY] son abiertos de XxY,
para todo i € I, y claramente contienen a Ff.
Puesto que (X xY) — Wi = (Ci xY) — Ui’ para todo 1i e I,
la familia ((XxY) — W;}
Citier
{(c; xy) — u.}

jer ©s localmente finita, por serlo

por tanto {Ci xY} y con mis razén

iel’

iel”’



Luego LJ ((XxY) — Wi) es cerrado y r} Wy =W es abier
iel iel
to en XxY. Ademds, como cada Wi:D rf, W :)Pf.
Unicamente queda por ver que N(C,U) = N(f,N). En efecto:

a) Si g € N(C,U) se tiene que Fglc'c: Ui’ para todo i e I,
i

con lo que T, cu;, U [(x —C;) x Y] =W, para todo ie I; lue
go Fg CW y geN({,W). b) Si g e N(f,¥), tenemos que
I, & W, vy por lo tanto

rgC Wy, para todo i e I; es decir FglCiC: U;, para

todo i e I, 1luego g e N(C,u).

Finalmente observemos que si para algin i e I,
Ci ¢:pI(Ui), N(C,u) = 0. (p1 D X xY - X, pl(x,y) = x).

Por tanto B*< 8 U {0}. Asi la igualdad queda probada. ,
Definicidén 1.3.- Sean X e Y espacios topoldgicos, C = {Ci}iel
una familia localmente finita de cerrados en X, y A = {Ai}ieI
una familia de abiertos en Y.

Definimos <C,A> = {f e C(X,Y) | f(Ci)c: A;, Vie I}

Corolario 1.3.- Con la notacidn de la definicién anterior,

<C,A> es abierto en CW(X,Y).

Demostracidn: Dada f e C(X,Y), el que f(Ci)c: Ai es equivalen
te a que rf[c. c(C; x Ay) Ulx- c;) x Y] =
i
= (X x AU [(Xx=c¢p) xY] =y

Como para cada 1 € I, Ui es abierto en X xY, la conclu

sién es inmediata. '

Corolario 1.4.-

I -Si X es T, e Y arbitrario, ch: T".

I



IT - Si X es T‘ e Y arbitrario, TPC: Tw.

(Ver Teoremas 4.1 y 4.2 de Naimpally).

Demostracidn:
I - La familia EC = {<X,G> | K compacto en X, G abierto
en Y} es una subbase de T_.
Si X es T,, todo compacto es cerrado y I.cC Ty.
IT - La familia Zp ={<{x},G> | x e X, G abierto en Y}
es una subbase de Tp. Si X es T, y xeX, {x}

es cerrado y ZPC: TW' ¢

Si un espacio topoldgico X es regular también se verifica
que, para cualquier espacio topolégico Y, 1la topologia producto

en C(X,Y) es menos fina aue la de Whitney.

Lema 1.5.- Sean X e Y espacios topoldgicos con X regular. En-

tonces, en C(X,Y), TPCTW'

Demostracidn: Dados x € X, V un abiertoen Y, y f e C(X,Y)
tal que f e <{x}, V>, existen v v y* de modo que e v
y £V ev.

El conjunto W = (V¥ x V) U [(X =0%) x Y] X xY es un
abierto que contiene al grafo de f; y si g e N(f,N), entonces

g(x) € V, luego g e <{x}, V>.

Por tanto f e N(f,W) < <(x}, V> y Tpo& Ty

Si X no es T, (T,) 1las relaciones de contenido que nos

da el corolario 1.4 pueden no ser ciertas.

Ejemplo 1.6.- Sean X = Y = (R,T), donde T es la engendrada

por los intervalos (t,+). Consideremos el abierto



<{1}, (0,+)> de Tp, que claramente es distinto del espacio
C(X,Y). La funcién IX pertenece a dicho abierto; sin embargo,
el Gnico abierto de X xY que contiene al grafo de lx es el
mismo X xY, vy por tanto el mds peauefio abierto de Ty que la

contiene es C(X,Y); 1luego <{1}, (0,+)> ¢ Ty

Corolario 1.7.- Sean X un espacio paracompacto y regular, e Y
un espacio topoldgico arbitrario.

Entonces, B** ={<C,A> | C = {Ci}ieI familia localmente fi
nita de cerrados en X, A = (.-\i)ieI familia de abiertos en Y}

es base de Cw(x,Y).

Demostracidn: Por el corolario 1.3 se tiene que B**CT,.
Sea f e C(X,Y), Ue XxY abierto, tal que T, cU.
Veamos que existe un elemento de B** que contiene a f y
estd contenido en N(f,U), con lo que quedaria probado que B**
es base de T.

vf(x),

Para cada x e X existen V¥ v tales que

X

Vv f(x)

< vi® ey v e ev

Como X es paracompacto y regular existe C = (Ci} re

iel
finamiento cerrado, localmente finito, del recubrimiento abierto

V= (v | x e X} de X.

X.
Para cada i € I elegimos x; € X, de modo que ¢, v,
f(x.)

y si A = (V 1 )ieI’ se verifica f e <C,A>.

Por otro lado, si g e <C,A>:

para todo x € X, existe i e I, tal que x e Cic: in,
luego g(x) e V i , v (x,g(x)) e in x Vf i € U. Es decir,
rgcz(J y g € N(f,U). Asi hemos visto que f e <C,A>C N(f,U). ,



Observacidn. Puesto que los abiertos Vf(x) se pueden tomar de
una base de Y, 1lo que en realidad se ha probado es que, en las

hipdtesis del corolario 1.7,

B?‘ ={<C,A> | C = (Ci} recubrimiento cerrado, localmente

iel

finito de X, A = {Ai} familia de abiertos de una

iel
base de la topologia de Y} es una base de Ty.

Como consecuencia se tiene el interesante

Corolario 1.8. Si X es un espacio topolégico compacto y T,, e
Y un espacio topolfgico cualquiera, se verifica CC(X,Y) =
= Cw(X,Y), pues por el corolario 1.4, TCCTw, y por el corola

rio 1.7, Tw c:TC. ‘

En la siguiente proposicién se prueba una especie de reci-

proco del corolario 1.8, que si X no es compacto ''casi' siempre

la topologia Tc es estrictamente menos fina que Tw.

Proposicién 1.9.- Sea X un espacio topoldgico tal que C(X,R)
distingue puntos (en particular, X, TSa) e Y un espacio T,
que contiene un arco. Entonces, CW(X,Y) = CC(X,Y) si y solamen

te si X es compacto. (Compirese con la proposicién 1.2 de McCoy).

Demostracidn: Si X es compacto y C(X,R) distingue puntos es

T,. Entonces, por el corolario anterior C_(X,Y) = Cu(X,Y).

Supongamos que X no es compacto. Sea a : [0,1] = Y un
arcoen Y, y =a(0) y z = a(l). Se considera la funcién f,
constante a y, de X en Y, y el abierto U = X x(Y — {z}) de

XxY (Y es T1). Es claro que YfCU.

Veamos que N(f,U) no es entorno de f en CC(X,Y).
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Supongamos KI,...,K compactos en X v G]....,G abiertos en Y,

n n
n
tal que f e W = <K|.G'>n n<Kn.Gn>. Como K = U K; es
i=1
compacto y X no lo es, existe x e X —K.
Dado que C(X,R) distingue puntos existe una aplicacién con
tinua h de X en [0,1] tal que h(K) = {0} y h(x) = 1.
Es claro que la funcidn contfnua ach : X -+ Y verifica ach e W

Yy sin embargo oché N(f,U).



Dados X espacio topoldgico, e (Y,d) espacio pseudométri
co se puede definir en C(X,Y) wuna topologia que depende de la
pseudométrica d y de las funciones reales positivas de X. Por
tanto sélo serd interesante cuando X tenga "suficientes" funcio

nes reales.

En general es menos fina que la de Whitney pero cuando X

es paracompacto y regular ambas coinciden.

Definicién 1.4.- Sean X wun espacio topolbgico e (Y,d) wun espa

cio pseudométrico. Para cada
f e C(X,Y) y cada ¢ € C(X,R’) se define

Bd(f,e) = {g € C(X,Y) | d(g(x),f(x)) < =(x), V¥x € X!.

Lema 1.10.- Sean X, Y y d como en la definicién anterior. La
familia B8, = {Bd(f,s) | £ e C(X,Y), € € C(X,R")} constituven una

base para una topologia en C(X,Y).

Demostracidn:

B‘) Dado f e C(X,Y), si tomamos e = c,, fe Bd(f,c1).
B,) Sea h e Bd(f,e)fﬁ By(g,8).

La funcién B8 : X + R* dada por

8(x) = min{e(x)-d(f(x),h(x)), 6(x)-d(g(x),h(x)}, para todo

x € X, es continua. Si k e Bd(h,B) se tiene para cada x e X:

d(k(x),f(x)) < d(k(x),h(x)) + d(h(x),f(x)) < e(x), ¥

d(k(x),g(x)) < d(k(x),h(x)) *+ d(h(x),g(x)) < 8§(x); es decir

iA

By(h,8) < By(£,e) M By(g,6).



A la topologia engendrada por B8, se le llama la topologia
fina con respecto a d [Munkres, p. 285], v se designa por Te -
d

El espacio topolégico (C(X,Y),T. ) se abreviard por C,. (X,Y).
f4 £

Proposicién 1.11.- Sea X un espacio topolégico e (Y,d) wun es

pacio pseudométrico. Entonces, 8, < Tw, vy por tanto Tf < Ty
d
Si ademds X es paracompacto y regular, la familia 82 es una

base de CW(X,Y), y T = Tw. (Ver Hirsch, p. 59).

£q
Demostracién:

La relacién B, C Ty es inmediata.

En efecto: dados f e C(X,Y) y < € C(X.R‘), el conjunto
U= {(x,y) e XxY | d(f(x),y) < c(x)} es abierto en X xY
U = h-j((o.‘))- con h(x,y) = e(x) — d(f(x),y)), y TrycUu.
Claramente Bd(f.e) = N(f,U).

Reciprocamente, sean f e C(X,Y) y U XxY abierto tal

que TcC U. Para cada x e X existen U™ y ng € N, con
U x By(f(x),1/n ) Uy £UY) cBy(f(x),1/2n)).

Por ser X paracompacto existe {U.} refinamiento

i‘iel
abierto, localmente finito del recubrimiento abierto {Ux)xex

x.
de X. Paracada iel sea x; €eX, talque U;CU 1,

Por ser X paracompacto y regular existe una funcién contf
nua ¢ : X » R* de modo que €(x) < ‘/an‘ para todo x e U;»
y todo i e I. Basta ver que Bd(f,z) [ Ntf,U): sea
g e Bd(f,cl; entonces, dado x € X existe i e I, tal que
xelU U 1;' con lo que d(f(x),g(x)) < 1/ani, y
(x,g(x)) eU ! x Bd(f(xi),!/nxi) CU. Luego I‘g cuU y
g € N(f,U).



Como resultado de la proposicién anterior podemos obtener

una base de de cuando X es paracompacto y regular.

Definicién 1.5.- Dados C = (Ci}ieI familia localmente finita

de cerrados de un espacio topoldgico X, wuna familia (Ei}iel

de nGmeros reales positivos, un espacio pseudométrico (Y,d) vy

una funcidén continua f de X en Y, definimos

vE <o, led > = g € CXY) | d(£(x),g(x)) < €5, Vx e Cj,Vie I}.

Proposicién 1.12.- Con la notacién de la definicién anterior, si

X es paracompacto y regular la familia

8 = vico,tegd; p | €= C))

i es una familia localmente

iel
finita de cerrados en X vy €; > 0 para todo i e I}

es una base de entornos abiertos del sistema de entornos de f

en Cw(X,Y).

Demostracidén: Basta observar que por la proposicién anterior

T familia localmente finita de cerra

W= de, que para {Ci}iel
}ieI’ con g; > 0 para todo i € I existe una fun-
cidén continua ¢ : X -+ R’, tal que e(x) < €;» Dpara todo

dos y {ei

X € Ci y todo i € I, y que para cada funcidén continua
+ o . . . .
e : X+R existen una familia localmente finita de cerrados

{c;! en X vy una familia ({e .}, de niimeros reales positi

iel i‘iel

vos, tales que e(x) > €; Ppara todo x e Ci y todo i e I. 4
Aunque Y sea un espacio pseudometrizable, Cw(X,Y) en
general no lo es. Ahora bien, si X es numerablemente compacto o

v

la pseudométrica del "supremo" describe Ty y por tanto

Cy(X,Y) es pseudometrizable. Esto es lo que afirma la Proposi4

cién 1.15. Antes veamos unos lemas.



Lema 1.13.- Sean X e Y espacios topolégicos y B un subespacio
de Y. Si j : B+ Y es la inclusién, la funcién
ja ¢ Cw(X.B) _— cw(x,v) es un homeomorfismo
f —— jof
de Cw(X,B) sobre la imagen j»(C(X,B)).
Es decir, CW(X,B) puede ser considerado como un subespa-
cio de Cy(X,Y). Ademds, es abierto si B es abierto, y si X

es T1, es cerrado si B es cerrado.

Demostracidn:
a) ja es claramente inyectiva.
b) ja es continua. En efecto, sea f e C(X,B) y U wun

abierto en X xY, tal que I‘jof cu.

El conjunto V = UM (X xB) es un abierto en X xB,
Te <V, ysi geC(X,B) es tal que I‘gCV, la funcibén jeg

verifica T cvegcu.

j°g

c) Por Gltimo veamos que si f e¢ C(X,B) y V es un abier
to en XxB tal que l'fc: V, entonces,

Ja(N(£,V)) = N(jo£f,U)M ju(C(X,B)),

donde U es un abierto en X xY, tal que V = UM (X xB).

La relacién ¢ ha quedado probada en b).

Si h e C(X,Y), es tal que I‘hc. U (lo cual equivale a
que h e N(j°f,U)), y es de la forma jeog, donde g e C(X,B)
. =T
jog h <
UN(XxB) =V, luego TI'_e&V; es decir g e N(f,V) vy

4
jog = h € jo(N(f,V)), 1lo que prueba la relacién O.

(equivalente a que h e jo(C(X,B))), entonces T

a), b) y c¢) prueban que j, es un homeomorfismo sobre la

imagen.



Como ja(C(X,B)) = {f e C(X,Y) | FTecXxB}, si B es
abierto en Y, X xB es abierto en X xY y por tanto
ja(C(X,B)) = N(cb, X xB), donde b es un punto cualquiera de

B, que es un abierto bdsico en Cy(X,Y).

Supongamos ahora que X es T;. Sea B cerradoy
f e C(X,Y), tal que f ¢ j«(C(X,B)). Por tanto T, &XxB, es

decir, existe un x € X, tal que f(x) ¢ B. Sea Uf(x),

que
verifica Uf(x)f\ B = @. El abierto <{x}, Uf(x)> contiene a

f y ciertamente no corta a j.(C(X,B)).

Lema 1.14.- Sean X espacio topoldgico, Y espacio pseudometri
zable (con pseudométrica d), y A C X numerablemente compacto.
Sean f e C(X,Y) y U abierto en XxY de modo que I'fC u.

Entonces, existe n, € § tal que

{(x,y) e AxY | d(f(x),y) < l/no}¢: uU.

Demostracién: Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que
para todo n € E existe x e A de modo que

{x} x Bd(f(x),l/n) &« U.

Para n; = 1, existe X, € A, con {xl} X Bd(f(x1),1) & U.
Como U es abierto y (x],f(xl)) e U existe n, > n,, tal que
{x1} x §d(f(x|),l/n2) C U. Asi, existe x, e A, X, # X, veri-
ficando {xj} x By(f(x;),1/ny) “u.

Por induccién obtenemos B = {x, | ne B} A, infinito,

de modo que, para todo r e B, {x.} x By(f(x.),1/n;) &« u.

Como A es numerablemente compacto existe x e A, punto
de aglomeracién en A (y por tanto en X) de la sucesién

{xn}neﬂ'



Por hipétesis Te cU; como (x,f(x)) e Te existe n, e B,
y existe Ux, tal que u* x Bd(f(x), l/no) cuU vy

£(U%) < By(£(x), 1/2n).

X

Todos los elementos de {x n € B} que pertenecen a U

nl
constituyen una subsucesifén que tiene x como punto de aglomera
cidén, asi que sin pérdida de generalidad podemos suponer que

B < U*.

Si me¥ e ye Bd(f(xm), 1/nm) se tiene:
A0y, £(x)) € d(y,£(xy)) * d(£(xy),£(x)) < =& + o
m o

Para m suficientemente grande 1/nm < 1/2n° y para dicho

m se verifica que d(y,f(x)) < 1/n°. lo que indica que
{xp} x By(f(xy), 1/ny) e U x By(£(x), 1/n)) < U
en contradiccidén con el hecho de aue nara todo r € K,

{xr} x By(f(x.), /n) € U. ,

3

Proposicifn 1.15.- Sean X un espacio numerablemente compacto

e Y un espacio pseudometrizable (metri:able). Entonces

Cw(X,Y) es pseudometrizable (metrizable).

Demostracién: Sea d una pseudométrica en Y que describe su

topologia.

Para cada f,g e C(X,Y) definimos

6(f,g) = sup {d(f(x),g(x) | x e X}.

Puesto que la funcidn



a: X — R es continua, vy X es
x ——— d(f(x),g(x))

numerablemente compacto, a(X) es compacto; por tanto a es

acotada, y 6(f,g) es siempre un nimero real.

Es inmediato que

a) &§(f,g) >0
b) &6(f,f) =0
c) 6(f,g) = 6(g,f).

d) §(f,8) + §(g,h) = sup{d(f(x),g{x))|x e X} +
sup{d(g(x),h(x))|x e X}
sup{d(f(x),h(x))|x e X}

+
v

iv

3(f,h)

Es decir, &6 es una pseudométrica en C(X,Y). Y es una
métrica si y s6lo si d 1lo es. En efecto: supongamos que d es
una métrica. Entonces, &8(f,g) = 0 significa que d(f(x),g(x))=0
para todo x € X, por tanto f(x) = g(x) para todo x € X vy
f=g.

Reciprocamente, supongamos que § es una métrica y sean
x,y € X, tal que d(x,y) = 0. Las funciones Cxs cy son tales
que é(cx,cy) = 0, luego Cy = cy y entonces Xx = Yy.

(En la definicién de 6 es esencial que la funcibén a sea
acotada, lo cual se consigue si X es pseudocompacto, lo que es

mis débil que ser numerablemente compacto.
Claramente si X es pseudocompacto § es una métrica).
Veamos que TG = Ty

a) Sean f € C(X,Y) y U un abierto en X xY con Te [ =i



Como X es numerablemente compacto, por el Lema 1.14,
existe € > 0, tal que {(x,y) e XxY | d(f(x),y) < e}l U.
Entonces Bs(f,e) C N(f,U).

En efecto:

heB.(f,e) = Vx e X, d(f(x),h(x)) < e =
= Vx € X, (x,h(x)) e U =» I‘hCU =
= h e N(f,U)

Luego Ty &< 1'5 .

b) Dados f e C(X,Y) y ¢ > 0, sea
U= {(x,y) e XxY | d(y,f(x)) < e/2}

Como g8 : XxY R

(x,y) ——— d(f(x),y) = (de(fx1y))(x,y)

es continua, U = 87! (+,2/2) es abierto en X xY.

Es claro que rch y si g e N(f,U), se tiene r‘gCU

y por tanto,

vx e X, (x,g(x)) e U =» vyx e X, d(f(x),g(x)) < €/2 =»
= §(f,g) <e/2 <ec = ge Bs(f,e).

Es decir N(f,U)CBG(f,e) y Tsc‘rw. ‘

Si se imponen algunas condiciones a X e Y se puede probar

una especie de reciproco del resultado anterior.

Proposicibén 1.16.- Sea X un espacio topolégico Tg,. Entonces,

Cy(X,R) es metrizable si y s6lo si X es numerablemente compac

to. (Ver Proposition 3.3. de R.A. McCoy).

Demostracién: Si X es numerablemente compacto, por la Proposi-

cién 1.15, Cw(x,k) es metrizable.



Reciprocamente, supongamos que X no es numerablemente com
pacto. kntonces, X contiene un conjunto infinito cerrado discre

to C = {x n € H}.

n |
Sea (U, | n € B} una sucesibén de abiertos en X xR de mo

do que Fcocz Un para todo n € B. Todo se reduce a probar que

(N(co,Un) | n e N} no es base del sistema de entornos de <o

en cw(x,x), pues este espacio no verificarfa el I A.N. y por

tanto no seria metrizable.

Para cada n € F, (xn,O) e U, y por tanto existen €n 0,
X X X
n n n -
y V", tales que Vv " x [-cn,en] cU, v Vv Nc-={x}.

El conjunto V = [L_% ({x,} x (-en.en))] U [(X-C) x R] es
ne

abierto en X xR y claramente FC < V. Veamos que
o

N(cg,Uy) & N(c,,V), para todo n e K.

Fijemos un n e N. Como X es T;,, existe una funcién

x
continua f : X - [0,en], con f(x,) =€, ¥ £(X-v ™ = {0}.

Puesto que f(xn) = €, f no pertenece a N(cO,V).

x x
Por otro lado, si x e V™, (x,f(x)) eV ™x [-en,en] cu,
X
y si x ¢ V"™ (x,f(x)) = (x,0) € U,, es decir

fe N(co,Un). M

La proposicidén anterior es vilida si sustituimos R por

(0,1] 6 un espacio homeomorfo a é&1.

Corolario 1.17.- Sean X un espacio topolégico Tz, y Z un es
pacio pseudometrizable (metrizable) que contiene un arco. Enton
ces CH(X,Z) es pseudometrizable (metrizable) si y solamente si

X es numerablemente compacto.



Demostracién: Si X es numerablemente compacto, Cy(X,2) es pseu
dometrizable (metrizable) por Proposicién 1.15.

Si Cw(X,Z) es pseudometrizable y A es un arco en °Z,
CW(X,A) es homeomorto a un subespacio de CW(X,Z) por el Lema
1.13, y por tanto pseudometrizable (metrizable). Por la Proposi-

cién 1.16 X es numerablemente compacto.

En realidad las demostraciones anteriores prueban el si-

guiente resultado:

-

Proposicién 1.18.- Sean X espacio topolbgico Tsa y Z un espa

cio pseudometrizable que contiene un arco. Entonces las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes:
a) CW(X,Z) es pseudometrizable
b) CW(X,Z) cumple el I A.N.
c) X es numerablemente compacto

y lo mismo para metrizable. ,

Los resultados de la proposicidén anterior nos van a servir
para probar que la relacién Tf C Tw de la proposicién 1.11 es
d
en general de contenido estricto. La proposicién 1.20 aue sigue,

es la proposicién 4.1 de McCoy.

Proposicién 1.19.- Sean X wun espacio topol6gico pseudocompacto

e (Y,d) un espacio pseudométrico (métrico). Entonces Cfd(X,Y)

es pseudometrizable (metrizable). (Ver Proposicién 2.1 de McCoy).

Demostracién: Para cada f,g e C(X,Y) definimos

§(f,g) = sup {d(f(x),g(x)) | x e X}.



Puesto que la funcién a : X —— R
es continua
x —— d(f(x),e(x))

y X es pseudocompacto, a estd acotada. Luego &(f,g) es siem

pre un nimero real.

Como en la proposicidn 1.15, se tiene que & es una pseudo

métrica en C(X,Y), y es una métrica si y s6lo si d 1lo es.
Veamos que T =T,.
fq 3

a) Sea f € Bd(f,:). Por ser X pseudocompacto la funcidn
continua 1/¢ : X - R* estd acotada, luego existe M > 0 tal

que 1/e(x) < M para todo x € X.

Es claro que f € B .(f,1/M) e B, (f,e). Por tanto T, c T,.
[ d fd 8

b) La inclusién T, <& T es evidente.
§ fy 4

Proposicién 1.20.- Sea X un espacio topoldgico T,. Entonces

Cf (X,R) es metrizable si y s6lo si X es pseudocompacto. 4
4 :

Proposicién 1.21.- Sea X wun espacio topolégico TSa’ pseudocom-

pacto y no numerablemente compacto. Entonces Cfd[X,R) # CW(X,R).

Demostracién: Por la proposicién 1.19, Cf (X,R) es metrizable,
d
y sin embargo, por la proposicién 1.16, Cw(X,R) no es metriza-

ble. ,

Observacién: El subespacio ([0,0] x [0,2]) — {(w,0)} de
([0,0], T <) x (f0,0], T<), es T;,» pseudocompacto y no nume
rablemente compacto.

Por las proposiciones 1.15 y 1.19 se tiene que si X es

numerablemente compacto e (Y,d) es pseudométrico entonces

Cfd(x,Y) = Cy(X,Y) = Cs(X,Y).



Recordemos que un espacio topolégico Y se dice divisible
si los entornos de la diagonal en Y xY constituyen una unifor-

midad. Un espacio paracompacto y regular es divisible.

En CERF (pidg. 271) se considera la topologia Tco en

C(X,Y) definida del siguiente modo:

"Dado un espacio topolégico X vy un espacio divisible Y,
para cada f e C(X,Y) vy cada W, entorno de la diagonal 4 en
Y xY, se considera W(f) = {g e C(X,Y) | (g(x),f(x)) e W,

Vx € X}. Entonces, existe una nica topologia Tco en C(X,Y)
tal que para todo f e C(X,Y), V(f) = {W(f))| W es entorno de

A en Y xY} es base de entornos de f en (C(X,Y),Tca)".

La relacién que existe entre T.. y T, es la de conteni

do.

Proposicién 1.22.- Sean X un espacio topolégico e Y un espa-

cio divisible. Entonces TcoC: Ty. Ademds, si Y es TZ,

Tc [ TC"

Demostracién: Sea f e C(X,Y) y G e Tcu tal que f e G. En-

tonces existe un abierto W en YxY con AW y f e W(f)cG.

Para todo x e X, (f(x),f(x)) e AW y por tanto existen

vX y Vf(x) tales aue Vf(x) x Vf(x)C: W y tvhH e Vf(x).
El abierto U = L-, X x Vf(x)) en XxY verifica ToecU.
xeX
Sea g e N(f,U). Para todo z e X existe x e X tal que
(z,g(z)) e vX x Vf(x). Como f(z) e Vf(x) se tiene que
(£(z),g(2)) € Vf(x) X vf(x)<: W; 1luego g e W(f) y N(f,U)c

CW(f)ecG;, asi G e TW‘

Supongamos ahora que Y es T,. Tomemos <K,G> un elemen



to de la subbase de T, donde K es un compactoen X v G

es un abierto en Y. Sea f e <K,G>.

El conjunto W = (G xG) U [(Y-f(K)) x (Y-£(K))] =Y xY es
un abierto, por ser f(K) cerrado, que contiene a la diagonal

A pues f(K)C G.
Si geW(f) y xe K tenemos (f(x),g(x)) € W.

Como f(x) e f£f(K) entonces (f(x),g(x)) ¢ (Y-f(K))x(Y-£f(K)),
luego (f(x),g(x)) € GxG, es decir g(x) € G.

Por tanto W(f) c<K,G> vy TCCTCe. R

Proposicién 1.23.- Sean X un espacio topolégico T, vy no numera

blemente compacto e Y un espacio topolégico T;, con un punto
. .Y \
y, no aislado, que posee una base de entornos {\h]nek} numera-

ble. Suponemos ademds que Y es divisible:

Entonces, en C(X,Y), Tco # Tyt

Demostracién: Puesto que X es T1 v no es numerablemente compac
to posee un subconjunto infinito C = (xn | n e N}, cerrado y dis

creto. Sea f = Cy' funcidén constante de X en Y con valor y.

U= [nLeJN ({x) x VI U [(X-C) x Y] € X xY es un abierto
y contiene a Tg.
Podemos suponer que V:‘l SEVK, para todo n e N.

Si WecYxY es un entorno arbitrario de la diagonal A4,

como (y,y) € A existe n, € N, tal que vy x vY c W.
o Ro

y

Sea neN con n2>n netl”

Yy
or Y sea y € Vn v

La funcién g = <y pertenece a W(f), pues para todo

n
x e X, (£(x),g(x)) = (y,y,) € V: x V: < W. Sin embargo,
o o



g ¢ N(f,U) vya que (xn+1
rg & U. Asi hemos probado que N(f,U) ¢ Teo-

,g(xn¢])) = (xn.l,yn) ¢ U, luego

OBSERVACION: Para la demostracidn del lema anterior realmente no
es necesario que el punto y posea en Y una base de entornos
con las propiedades indicadas. Basta que exista un subespacio B
de Y al que y pertenezca, y en el que posea una base de entor

nos con dichas propiedades.

Corolario 1.24.- Sean X un espacio paracompacto y TZ’ e Y
un espacio divisible, T1 y que contiene un arco.
Entonces Cco(X,Y) = Cy(X,Y} si y s6lo si X es compacto.

En este caso CC(X,Y) = Cco(X,Y) = Cw(X,Y).

Demostracidn: Si se verifica la igualdad de las topologias, por
la observacién anterior, X es numerablemente compacto. Como X

es paracompacto, entonces es compacto.

Reciprocamente si X es compacto, como es T,, Cw(X,Y) =
= CC(X.Y) y la conclusién se sigue de la proposicién 1.21, ya

que si Y es divisible vy Tl es TZ. ‘



Para terminar este capitulo quisiera observar algo relativo

a la convergencia.

El lema 2.2. de Spring demuestra que 'dados X wun espacio

T localmente compacto y Lindelof e Y wun espacio pseudométri

2’
co, si una sucesién de funciones {fn}neN de C(X,Y) tiene un
punto de aglomeracidn en CN(X,Y), entonces existe una subsuce-
sién y un compacto fuera del cual las funciones de la subsucesidn

coinciden con la funcién de aglomeracién'.

Si el espacio X es unicamente paracompacto y T,, la

afirmacidén no es cierta, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.25.- Sean X =Q e Y =R
0 s x| > 1/n

n

—1xl + 1/ny |x| 1/n

A

f € C(Q,R) viene dada por fn(x) = 1

La sucesién ({f_}

nlnen converge en CW(X,\) a la funcibn

f =c pues dado un abierto U< Q xR, tal que T U, exis

o’
te n, e ¥ tal que [(-l/no,l/no) NnQql x (-V/ng,V/ny) U, v
por tanto rf < U para m > ng.
m
Sin embargo, puesto que los compactos de Q no contienen
intervalos, dado un compacto K y n e F existen m >n vy

x ¢ K tal que f (x) = -|x] « /m # 0.

No obstante, esta afirmacién es hecha en [P.W. Michor].



CAPITULD 2. AXIOMAS DE SEPARACION



Vamos a estudiar en este capitulo 2 la relacién entre los

axiomas de separacidn de Cw(X,Y) y los de X e Y.

El resultado mis importante asegura que si X es una va-
riedad paracompacta y T,, no compacta, con un arco, e Y conr

tiene un arco, cw(x,v) no es normal.

En lo que se refiere a los axiomas 'bajos' de separacién,

es decir, Ti, i=0,1,2, se tienen los siguientes resultados:

Lema 2.1.- Sean X e Y espacios topolégicos, y,z e Y, tal que

y # z, pero y e {z}. Entonces, cy € (c,}.

Demostracidén: Sea U« X xY abierto que contiene a rc .
v

Para todo x e X, U[x] = {t e Y | (x,t) € U} es un abierto en
Y que contiene a y, por tanto (x,z) e U para todo x e X,

es decir rc_ cU.

Corolario 2.2.- Sean X e Y espacios topoldgicos. Si Cu(X,Y)

es T.

i» entonces Y es Ti, nara 1i=0,1.

Demostracién:

I -Si Y no es To existen y,z e Y, tales que vy # :z
pero y e {z} y z e {y}; <y # ¢, pero por el lema anterior

cy € (€} y c, ¢ {E;) lo que significa que Cy(X,Y) no es T,.

I -Si Y no es T1 existen y,z e Y tales que y # z
pero y e {z}; por tanto <y fc, v c ¢ {EZ}. Luego

Yy
CW(X,Y) no es T1. M

Para los restantes axiomas de separacidén el corolario 2.2

no es vilido, como se ve en el siguiente ejemplo.



Ejemplo 2.3.- Sean X =R e Y = (N,TCF).
(TcF es la topologia de los complementos finitos).
C(X,Y) se reduce a las constantes y puesto que para todo

ne Xl el conjunto

Uy = (U Cird x VP U R =5 x 9]

rel
(donde V@ ={seB | s>r}UinD
es un abierto en X xY que no contiene mids '"horizontal' que

R x{n}, T, es la tonologia discreta.

Asi Cu(X,Y) verifica todos los axiomas de separacién v,
sin embargo, (N’TCF) al ser T;, pero no T,, vano verifica

ningin otro.

Proposicidn 2.4.- Sean X e Y espacios topolégicos.

Si Y es T. entonces CW(X,Y) es T. para i=1,2.

1 i’

Demostracién: Sea f e C(X,Y). Dados x € X v un abierto Uf(x),

se tiene f"f(x) c f"(Uf(x)) Yy, puesto que f“f(x) es cerrado,

x € {x} cf-]f(x) c:f"(Uf(x)). Entonces
u= [ iy x v U [ =txh x ]

es un abierto en X xY aque contiene a Tg.

Si g e N(£,U) entonces g(x) e uf(¥),

Lo que acabamos de probar es que si Y es T; entonces

TP<: Tw. Por tanto si Y es Ti’ i=1,2, entonces CP(X,Y)
es Ti y lo mismo CW(X,Y). '

Si el espacio X es T; sabemos que TP cTy,. Luego si

X es Tl eY es T,

i i=0,1,2, entonces Cw(X,Y) es T;.

Si Y es To puede ocurrir que CW(X,Y) no sea T,.



Por ejemplo, si X = {0,1} y T = {{0,1}, {0}, {@}} el
Gnico abierto en X xX que contiene al grafo de c; es XxX
y lo mismo ocurre con 1X' Por tanto cw(x,X) no es To aunque

X si lo es.
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Ya hemos visto en el ejemplo 2.3 aue dados dos espacios to
poldgicos X e Y, el espacio C,(X,Y) puede ser completamente
regular aunque Y no sea regular. Esta situacidén contrasta con
lo que ocurre en CC(X,Y) y ello se exnlica en parte porque asi
como la funcién Y » CC(X,Y) que a cada v e Y le hace corres-
ponder cy es una inmersidén, en el caso de Cw(X,Y) no es en

general continua.

Se trata de estudiar en qué condiciones Cw(X.Y) es regular.

Proposicidn 2.5.- Sean X un espacio topolégico metacompacto y
T1 e Y un espacio topoldgico regular. Entonces Cy(X,Y) es

regular.

Demostracidn: Sea f e C(X,Y) vy U c XxY abierto tal que

T¢ C U. Para cada x e X existen UY v Uf(x],

Cxuf® ey v s euf®,

de modo aue

Por la metacompacidad de X existe u = {U; | i€ I} re
finamiento abierto, punto-finito del recubrimiento abierto
{U¥ ] x e X} de X.

X.
Para cada i € I elegimos x; € X, tal que U, cu .

f(x.)
El conjunto V =LJ(Ui x U 1

iellecXxY es un
abierto que verifica:

a) TV

b) N(f,V) € N(f,U): En efecto, sea g e C(X,Y) tal que
g ¢ N(f,U). Entonces Tg & U, es decir existe x e X, tal que
(x,g(x)) ¢ U.

Puesto que U es punto-finito x pertenece sélo a un nid

mero finito de elementos de U. Sean il""'in de modo que



__T;:;T

X € Ui.' j=1,...,n. Luego g(x) ¢ U s J=1,...,n.
) n f(x: )

sea U8(X) a1 que us () (L_J u 157y = @.

j=1
<{x}, Ug(x)) es un entorno abierto de g que no corta a

N(f,V). Por tanto g ¢ N(f,V).

Asi Cw(X,Y] es regular. '

La condicidn impuesta a X en la Proposicidn 2.5 no es
necesaria, pues, si X = (R'TCN) e Y =R, C(X,Y) se reduce
a las constantes y CW(X,Y) es discreto (pues H es cerrado dis
creto e Y verifica el [.A.N.). Sin embargo X no es metacompac
to.

Pero si X no es metacompacto puede Cw(X,Y) no ser regu-

lar, aunque Y 1lo sea.

Ejemplo 2.6.- Para cada irracional x € R elegimos una sucesibn

}

Consideremos en R una topologia T en que cada racional es

{x de racionales que converja a x en la topologia usual.

“n’neN
abierto, y una base de entornos de cada punto irracional x es.

| n> r}.

la familia {Ur(x) U {x} | r € K}, donde Ur(x) = (xn >

El espacio (R,T) = X es T}a y localmente compacto. Un
subconjunto compacto no puede contener mids que un nidmero finito
de irracionales. Consideremos su compactificacién de Alexandroff

® vy la inmersién 8 : X - X.

Sea U = Xx B8(X) = Xx}® abierto. Se tiene I, cU.

Sea Vc;Xx? un abierto tal que VcU vy I‘Bc V.

Para cada x e X existe U® tal que U® x 8 (U ) cV; si
x es racional podemos tomar como U* = {x}, y si es irracional

seri un Ur(x)(x). Puesto que R — Q es no numerable debe exis



tir un racional q de modo que q € Ur(x)(x) para un conjunto
infinito B de irracionales. Si i-e(X) = {«}, el punto
(q,=) e V, pues el conjunto {q} x 3(B) =V vy B(B) no es com
pacto.

La funcién £ : X + X tal que f(x) = B(x) si x #q y

f(q) = = , es continua, pues {q} es abierto y cerrado.

Sea Wc XxX un abierto que contenga a Tg. Entonces
existe b e B, tal que (q,3(b)) € W. La funcién h : X =+ X
tal que h(x) = 8(x) si x # q, y h(q) = 3(b) es continua y
I, VAW, Es decir N(E,V) & N(f,U) vy por tanto Cw(X,i) no

regular a pesar de que X es compacto v T,-

Proposicidén 2.7.- Sean X un espacio paracomnacto y regular e
Y un espacio pseudometrizable. Entonces CN(X,Y) es completamen

te regular (Ver Hirsch, p. 64).

Demostracibén: Sea d una pseudométrica en Y que describe su

topologia.

Para cada ¢ € C(X,R‘) definimos una pseudométrica d:

en ’C(X,Y): para cada f,g € C(X,Y)

de(f,g) = min{1, sun{d(f(x),g(x))/e(x) | x € X}}. Se tiene:

a) de(f,g) > 0 por definicién
b) de(f,f) =0
c) d (f,g) = d_(g,f)

d) d_(f,g) + d_(g,h) = min{1, sup{d(£(x),g(x)) / e(x) |
x € X}} + min (7, sup{d(g(x),h(x))/e(x) | x € X}}>
> min{1, sup{d(f(x),g(x)/e(x) | x € X} +



+

sup {d(g(x),h(x))/e(x) | x € X}} >
min{1, sup{(d(f(x).g(x)) + d(g(x),h(x))/e(x) | x e X}} >
min{1, sup{d(£f(x),h(x))/e(x) | x € X}} = ds(f,h)

v

Iv

luego d_ es una pseudométrica.

La topologia inducida en C(X,Y) por la familia de pseudo

métricas (d: le € C(X,R‘)} coincide con Ty-

En efecto: Sabemos que Tw tiene como base la familia

{By(f,e) | £ e C(X,Y), e e C(X, R")}.

Es claro que Bd_(f,l/Z) c;Bd(f,e). Reciprocamente, dados
€ € C(X,R*) Yy r e R’, tomamos n € K de modo que

1/n,r/n < 1/2 y la funcién § = ¢.
Entonces Bd(f , v/n §) < Bd (f,r).
€

Como la topologia inducida por una familia de pseudométricas

es siempre completamente regular, la conclusién es inmediata.

La condicidén impuesta a X de ser paracompacto no es necesa-
ria, pues sabemos por la Proposicidn 1.15 que si X es numerable
mente compacto e Y pseudometrizable, entoncCes CW(X,Y) es pseu

dometrizable y por tanto completamente regular.

Antes de ver otra condicidén suficiente para que Cy(X,Y)

sea completamente regular veamos un lema.

Py

Lema 2.8.- Sean X e Y espacios topolégicos, con X (& Y) T1 6
regular. Sea C & X xY un cerrado. Entonces N(C) =

= {f ¢ C(X,Y) | Tg c C} es un cerrado en Cw(X,Y).

Demostracidn: Sea f e C(X,Y) tal que Te ¢ C. Entonces, existe

x € X, tal que (x,f(x)) ¢ C. Como C es cerrado existen vt y



Uf(x) tal que (Ux X Uf(x)) MNC =0. Por el corolario 1.4, lema 1.5,
y proposicién 2.4 Tp € Ty, luego <{x}, Uf(x)> es un entorno de

f que verifica <{x}, vf¥)s N(C) = @.

Proposicidén 2.9.- Sean X un espacio topolégico T, 6 regular,

e Y un espacio topolégico T,, de modo que X xY es normal.

Entonces Cw(X,Y) es completamente regular.

Demostracidén: Sea f e C(X,Y) y UecXxY abierto, tal que
Te c U. Por ser Y separado rf es cerrado en X xY, v por ser
X xY normal existe una funcidn continua g : X xY - I tal que

g(reg) = (0} y g((Xx¥)-U) = {1}.

Definimos ¢ : CW(X,Y) _ {0,\]

h sup{g(x,h(x)) | x € X}.

$ estd bien definida pues g(x, h(x)) € [0,1] para todo x € X.
Puesto que, para todo x € X, se verifica g(x,f(x)) = 0, se

tiene que ¢(f) = 0.

Si h € C(X,Y) es tal que rhtt U, existe x € X con
(x,h(x)) ¢ U. Luego g(x,h(x)) =1 v ¢(h) = 1.

Falta por ver que ¢ es continua.

En efecto:
o (@) N [0,1]) = (CX,V)-th e CX,V) Ty ce ' ((=,a))h)
NJ (h e cx,)iryce  ((=,b-1/0)) 1)
neR
Por el lema 2.8, {h e C(X,Y)[I, g '((~,a])} es cerrado, y pa
ra cada ne B, (heCX,Y)|r, cg '((<,b-1/n))} es abierto,

al ser g']((~,b-l/n)) abierto; luego ¢-]((a,b)fﬁ (0,1]) es

abierto y ¢ es continua.

El Gltimo resultado relativo a la completa regularidad de



Cy(X,Y) es el siguiente:

Proposicién 2.10.- Sean X un espacio topoldgico vy G un grupo

topolégico pseudometrizable. Entonces, Cy(X,G) es completamen-

te regular.

Demostracidn: Seglin un resultado del capitulo 3 (Nota al Corola
rio 3.5) Cu(X,G) es un grupo topoldgico. Sabido es que todo gru

po topolégico es uniformizable y por tanto completamente regular. ,

Como caso particular Cw(X,R) lo es, para todo X.



La dltima parte de este capitulo esti dedicada al estudio

de la normalidad. El resultado obtenido es la siguiente

Proposicién 2.11.- Sea X un espacio topolégico T,, que posee

una familia discreta de abiertos no vacios {Vr) tal que

reN’

Vr es compacto y metrizable para todo r e ¥, vy V, posee un

punto x,; no aislado.
Entonces Cy(X,I) no es normal.

(I = [0,1] y en el consideramos la métrica usual | !).

Consecuencia inmediata son los corolarios siguientes:

Corolario 21.12. Sean X wuna variedad paracompacta y T,, de dimen
sidén finita que posee un punto x en el que dimx X>1, e Y
un espacio metrizable que contiene un arco. Entonces Cy(X,Y) es

normal si y sélo si X es compacta.

Por tanto queda contestada en forma negativa la pregunta
hecha en el ejercicio 12 de Hirsch, p. 65, de si CW(R,R) es pa

racompacto 0 normal.

Demostracién del corolario: Si X es compacta, entonces

Cw(x,Y) = CC(X,Y) = Cfd(x,Y), si d es una métrica que describe

la topologia de Y, v por tanto es metrizable.

Si X no es comnacto, por ser metrizable, no es numerable
mente compacto. Por tanto posee un subconjunto C = {x_ | r e F}
infinito, cerrado y discreto, y, por ser X completamente colec

tivamente normal, se puede separar por una familia discreta de

familia discreta de abiertos

abiertos, es decir existe (Vr}ren

tal que X, € Vr' para todo r € N. Por ser X una variedad



se pueden tomar de modo que Vr sea compacto, para todo r e §.

Estd claro que puede tomarse x como Xy, ¥y como
dimx X>1, X; no es aislado. Por otro lado, sea w : I - Y
un arco tal que w(0) = y. Sea A = w(I).

Por la proposicién anterior Cw(X,A) no es normal. Por el
lema 1.13, Cw(x,A) "es' un subespacio cerrado de CW(X,Y) que

por tanto no es normal. ,

Corolario 2.13.- Sean X wuna variedad paracompacta y TZ' pero
no compacta, de dimensién finita 6 modelada sobre el cubo de

Hilbert, que posee un punto x en el que dim¢ X > 1, e Y un
espacio topokSgicoTZ que contiene un arco. Entonces Cy(X,Y) no es

normal.

Demostracifén: Es la misma que la segunda parte del corolario ante

rior. M

Antes de empezar la demostracidén de la proposicibén veamos

una definicién y un lema.

Definicién.- Con la notacién de la proposicién, para cada

f eC(X,I) =2 ycada r e § definimos:

r
S, (f) = {g ez | g(x) = £(x), VxeX - LJ} v}
i=

sty = U s
rel
Lema 2.13.- S(f) es cerrado en (Z,Tw).

Demostracibn: Supongamos que g es una funcién de 7 que no per
tenece a S(f). Esto eguivale a que g ¢ Sr(f), para todo

r ¢ §, y por tanto
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w
™

e R* tal que [E(xg)-g(x )| = ¢

6 bien
3 {rk}kel’ sucesidn estrictamente creciente de naturales,
3 {eglyegr sucesién de reales positivos
3 {x i egr sucesidn en X

tal que

Xy € Vrk, para todo k e N
If(xk)-g(xk)l = €y, para todo k e B.

En el primer caso Vg<((xo}},{e}>f1 S(f) = @.

(ver Definicién 1.5 vy Proposicién 1.12).

En el segundo {xk | k e B} es cerrado, discreto en X

y VE<lixg g lepdyey> NS(E) = 0.,

Si V es un abierto no vacio de X, g es una funcién
de I y € es una funcién real positiva definida en X, que en
V toma el valor a y el valor b fuera de €1, entonces tenemos
definido el entorno abierto de g, Vg<{V.X-V}, {a,b}> que en lo

que sigue notaremos abreviadamente B(g,e).

Demostracién de la Proposicién 2.11.- En lo que sigue f = Co-
r
Si g e S.(f), g denota su restriccién a U V,.
i=1
r + .
Para cada r ¢ F sea ¢ = clér € C(§:< Vi.R ) y conside

Temos B"(E,er) entorno abierto de g en

r
cw(U 7,0 = v

i=1
T r
Por ser (U V. compacto, Y_=C_ (J V.,I).
iy 4 r c iy i

(Bll(E,er) se abreviard por B(g,c.)).
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T
Puesto que Vi es compacto y II A.N., e I es II A.N.
i=1
Yr es II A.N., por lo tanto existe una familia numerable

{g;IneN} de funciones en S_(f), de modo que

U (B(g,e)[g e S (£)} = U (B(gr.e,) | n e B}

T

La funcién 6y P X — R® dada por

T
e (x) = 1727, xe U vy
i=1

67 (x) =
n n+r-1
1/2 ren el resto

determina, para cada r y n, el entorno abierto B(g;,6:) de
r
gh-
Claramente

T T
U (8(g],67) | n e 8} 55 _(f)

u=U (B(gl,6]) | r,n e ¥} DS(H)

Se trata de probar que dado un abierto V, de modo que
S(f) eveU, se verifica V¢gU, con lo que quedari probado

que Z no es normal.

En efecto:
f eV = awchxI abierto, at’z‘ >0, n>2, tal que
recW,, NEW)CV y Vn x [O.tg] CW,, n>2, esto por

ser Vn, n e §, compacto.

Tomemos x, eV, y sea 1, : V, — [O,tg] una funcién

continua tal que
. 12
xz(xz) t;
A(x) =0, xe VZ-VZ.

AZ existe porque VZ es compacto y TZ' y por tanto normal.
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Si VZ = V2 se tomaria xz constante con valor t%.

La funcién

hl

2 ¢ X —1, h}

2 VZ
hé(x) =0, x e X - V2

=AZ

es continua y hé € N(f,wz) cV.
Sea n; ¢ B el primer nimero natural que verifica
t2 = thy(x,) - 1(x o2 dl(x ), ¥n>n
2 2V %20 7 BaiXl 2 opixg)s h

y asociado a n, consideremos los subconjuntos de §

1
n

' 1
Ay = {n < n | hZ ¢ B(g, .S )}
By = {n < n, | n¢ Ayl
s B 1

(Si n > n, hz [ B(gn,d;)).

. 1 1
n, existe puesto que gn(xz) =0 vy {Gn(xz))neN = (1/2"}neN

hﬁ(xz) = t% >0

es estrictamente decreciente.

Para cada n e A, 3 X € Vi IhE(x‘n)-gA(xln)] > el(x1n)
puesto que

. 1

hy ¢ B(gy,60) == I x e X, {hy(x) - go(x)] 2 8.(x);

pero Vx ¢ vV, U vy Ihé(x) - g;(x)l =0 < GA(X) y
1 1 1

Vx e Vy, |hy(x) - g (x)] = |hy(x)| < hjy(x,y) < 8 (x,) = 6 (x).
Por tanto x e V1 y 6;(x) = e1(x). Este x es el Xin-

Si n e B, 3 y; € Vo 3 U, abierto, y, e U, cUZC
c V,-((x1n | ne A} U {x;}). y, existe porque x; no es ais
lado y por tanto V,; es infinito, mientras A; es finito. U,

existe porque 71 es compacto y por tanto regular.
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Como hemos supuesto que V‘ es metrizable si Py €s una
métrica asociada con é&l, podemos elegir Y, Y S, de modo que
0,(yz,xy) < 1722 y U, - Bpl(yz,sz) con
0 < sy < 1/2 py(yy,xq) < /4 min {py(xy,x, ) n €Ay, x1#x1n}.
El subespacio Uz es normal, luego existe una funcién con
tinua
8, : Uz — [0,1] = [0,251]
tal que | Bz(yz) =1
B(x) =0 , xe UZ-UZ.
(i U, = U, se toma B, = ¢y

Si B, =9, 8,=c )

1 o

La funcidn continua hy : X — I, hzlﬁz = 8,
hZIX-UZ = hé
verifica:

i) h2 € SZ(f) ya que hz(x) = 0 para x ¢ VZ\J UZ’
Las desigualdades siguientes:

Ihy(x,)-g2(xp)| > 62(xp), si no>n,.

[hy(xqp) - g;(x1n)| > Gg(xln), si neA,.

Ihy(y)-ga(r) | 2 Ihyly )| - Iga(rp)| > 2e4(yy) - €q(yp) =

= e‘(yz) - Gé(yz), si n e B,
pues entonces 18;(Y2)| = lhi(yz)-g;(yzll < 5;(Y2) =e,(yy),
indican que
i1) h, ¢ U (B(g},6)) | n e m.
Esta construccién es el primer paso de un proceso por in-

duccibn.
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Supongamos construidas para todos los naturales i,

a) nGmeros reales tg >0, n>i, tales que t? < t?

y abjertos W, < XxI, rhi-lcwi' N(hi-1'wi) cV y

v, x [o,t'i‘] cW, n>i. (h =£).

b) puntos x. € Vi y funciones continuas

i
. i . gl
S et CFL R Y VT _
. _ Ai(x) =0, X e Vi-Vi
(Si fuera V, =V,, A, = Ct?)'
i

. : ] . ’ =
c¢) funciones continuas hj : X + I, hi|Vi i

hiIX-vy = by X-v;

d) nfimeros naturales n:op primero que verifica
R 1 s 6 .
i = Ihjlxg)-gn "(x) 28, (x3)  si n2n; ,

e) Subconjuntos de B, A, ,, B, ,

, i-1 L i-1
A =f{n<n,_; | hy¢ B(g: , 6; 3}

i-1 i

B, ; = {n < n; | n¢ Ai-I}'

f) Subconjuntos de X, { ne Ai_‘}cU{Vj]j < i-1}

Xi-1,n !
de modo que
v i-1 :
IR{Ox5 1,00 "80 (Xiog,pdl 2 5405 4 p)s si ned; .
g} y;» puntos de X, s; reales positivos y abiertos Uy
tales que
yjeu,cl; €
cwv,-U {Uj | 2<j < i-I})-({xjan <i, ne Aj}U {x; 1

1
con Uy = By (¥i»s3)e sy < 7 0q(yiaxg) < /8 0glyy quxy) Y
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p‘(yi,x‘) < 1/2 ﬂin{pltx1yxjn) i J < il ne Aj.- xjn € V]-{x.‘)}.

h) funciones continuas 8; : U; — [0,2¢, ,],

Bilyy) = 265 4

8;(x) =0, x e U;-u;

(si Ui-Ui, B, = cz’:i-1 ysi B, , =9, B; =c,).
j) funciones continuas hi : X+ 1, tal que
hilo, = 8
hilx-u; = Pilx-u;

hy € S;(£) y hy(x) =0 si xéU{VjUUj [ 2 <j < il

i-1 i-1
Ihi(xi)'gn (xi)l 2_ 5" (xi)p n i ni'l

i-1
Ihi.(xi-l,n)-gn (xi.-l.n)l . Ei-1(xi-l,n

i-1
|hi()'1) - gn (Yi)i > 81_1()'1)) n e B.
Veamos el siguiente paso de la induccidn:

a) Por (j) h__, €S__;(f) €V, luego IV, cxxI,
abierto tal que rhr-l er y hr-l € N(hr-I’wr) cV.
Igualmente hr-l(vn) =0 si n>r. Por ser Vn compacto

n

n
r c W at;‘>0, n>r, talque t <t . vy

hr-l

T n
v, x [U,tr] cW,.

b) Elijamos un punto x_ e V_ vy por ser Vr métrico exis

. . . r
te una funcién continua A, : V — [O,tr]. tal que
r

xr(xr) t.

A (x) =0, xeV_-v



- 12 -

c) La funcibén h; : X - I, h;‘vr = xr

“Hx-vr *h |x-vr

esti bien definida pues, por (j), hr-l(x) =0 = xr(x), si

x eV -v,. (Si V =V_, hl estd definida en dos partes disjun

tas, cerradas y abiertas, y es continua).

d) La sucesién {6;'1(xr)} = (172772 (pues

nel neR

x. € V) es estrictamente decreciente, luego existe un primer

natural n._, que verifica

tf = Ihp(x)-ef ' = x| 2 62 Tk ), oz

ol hpe B(g,r,",a"‘)}cn.

e) Sea A, ; = {n<n n

r

y B., " {n < n._, | n¢ Ar-l}’

. ' -1 -1
£) Si neA he ¢ B(g; ,5; ) == 3 X tal que

r-1’ ,n’

r-l(

lh;'(xr-hn)'gn x "2 6;-1( ).

r-1,n xr-l,n

T
Dado que h;(x) = g;'l(x) = 0 para x ¢ L_J V. v Vne8B, y
i=1

si x eV, [hi(x) =2 (x) < A.(x) < 6;'1(xr). para n e A__,

sz-l(x) = 0, paratodo nel@d,

r-1
se tiene que Xro1,n [ Vj, y en este punto
j=1
r-1 -
6n (xr-l,n) er-l(xr-l,n)'

con lo que

LMC S gﬁ"(xr-l,n)l 2 ep (X ,n)-
g) E1 conjunto
r-1
v, - L_% Uj] - [{xjn ' <1, neA;l Uix 3] -6
J.
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es no vacio, ya que G LJ(x1} es un abierto que contiene a x,
y €ste no es aislado. Por tanto existe Y, € G, Yy existe un nime

ro real positivo Sy de modo que
y,ev.cl.cc
: 1
siendo UI‘ = Bp'(yr,Sr), si < 7 01()',..1(1) < 1/8 pl(yt-]'x1) y

py(yprxy) < 1/2 min{p1(x|,xjn) | j<r, ne Aj’ X5n eV,- (xl}}.

h) Puesto que ﬁrc:V& es metrizable existe una funcién

continua
8+ U —— [0,2¢, ]
8,.(yp) = 2e._,
8.(x) =0, x e U.-U,
(si U, = U_ tomamos B _ = Czer-l ysi B, =0, B.=cg).
j) La funcién h,. : X - I dada.por hflﬁr =8,

h = h'
rlxu, T R x-u
estid bien definida, porque

h;lx_vr = hr-\ X-V. y por tanto h. se anula fuera de

T r-1
Jv.uouUJu
j=2 J

j consecuentemente en ﬁr—Ur. y es claramente con
j=2

tinua.
De la construccibén de hr se ve inmediatamente que
h(x) =0 si x¢ L.J(VJ-I.JUj | 2<j <r}, luego
h, e s (f).
Por Gltimo

Ihe(x)-gE Mx )] = Iha(x )i xdl 2 657N x), no2m

r-1
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r-l(

Ing(x._y o)-2h r-1

xr-l,n)l' ‘h}(xr-l,n)-gn

(

)2

xr-l,n

> € ), ne Ar-l'

r-1 xr-l.n

r-1
thelypd-g, ()l 2 26 y(yd-e y(y,) = €. 1(y), neB

pues h: .(y ) =0 y |h;_|(yr)-8;"(yr)| < e ,(y.) al verifi-

r-1

' r-1
carse hr-I e B(gn )

28,

para ne B lo que implica

r-1
Ih;_l(x)-g:'l(x)l <e (x) xi xe LJ{Vj | 1 <j <r-1}.
Hemos acabado 1a induccién.

Vamos a construir una funcién A tal que h e V pero

h ¢ U.

La funcién h : X —— I tal que

M uo, = hlyug T2

Bx-(Utv,uu | r>2n "%
— Esti bien definida, porque en
F AUV UU | r>2) = (UF VLUF U |22} U (x}
todas las funciones hr son nulas.
— Para probar gue h es continua basta ver que 1o es en el
punto x;:
En Bp (x'.s) de radio suficientemente pequefio para que
1

Bp (x1,s)f\ u; = ® si i¢r-1, 1la funcién h estd
1

acotada por h.(y.) = 2e__,(y,) = 1/2" y h(x;) = 0.

- ht¢u
Ih(x)-g2 ' x )| = Ihp(xp)-gR M (x )] 2 657 (xp),

n>n r>2

r-1’
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r-1
IR T T L eI BPLal )|

X

v

r-1,n
> € (x )-6"1(;: ) neaA r> 2
= Fr-1*%r-1,n n r-1,n’"’ r-1? -

) = h (x ).

r“r-1,n

) = hio

pues h(xr-l r'¥r-1,n

,n
-1 -1 .
InCy )-gy (rp)l 2 e ((yy) =677 (y)), neB ., r>:

pues h(y,) = h.(y).
Todo lo cual indica que h ¢ B(g;",G;") r>2, nel8,

y por tanto h ¢ U.

— heV
Sea WcC XxI abierto, tal que T, C W; Veamos que
N(h,W) NV ¢ 0.

Como h(x;) =0, x; eV, vy V, es comnacto, existe un
entorno C de X3, Yy un nGmero real t > 0, tal que C cv,,
Tx [o,t] cw,

r -
y existe un indice r de modo que 1/2 ° < t,

o
U.€C para r2>r, 222,y
ur(\c-u, T <T,

La funciébn g : X — 1

8{x-p = B|x-p
glf)' * %
con D=UJ u, | t > b esti bien definida, pues en
F(UW, | r2r) = (UF U | r2>r U ix)
h se anula, y es continua.
Puesto que T, C W, (x,g(x)) = (x,h(x)) e W si x e X-D,
y (x,8(x)) = (x,0) e Tx [0,t]c W, si x e D; es decir



FgCW y geNh,W.
Finalmente g e V, pues

T r
h(x) = h.(x) < t. < tro, x eV

rl
g(x) =

r
Como Vr x [O,t;] Cvr x [O,tf.o] ero, 2<r

tenemos (x,g(x)) € wr , Vx e X, vy por tanto
o

geNh_ _,W_)cCV.
L9 1 Ty #

h, (%) s en el resto.
o

(o]

<

T



CAPITULO 3. CONTINUIDAD DE LA APLICACION
COMPOSICICN
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Empezamos este capitulo estudiando la continuidad de f,
y algunos resultados con ella relacionados.

(Ver Hirsch, pag. 65).

Proposicién 3.1.- Sean X, Y, Z espacios topolégicos, vy
£ :Y~+ 1 una funci6én continua.
Entonces, la funcién f,. : Cu(X,Y) —— Cyu(X,2)
g — fog

es continua.

Demostracidn: Sea g, € C(X,Y) y U wun abierto de X xZ tal

cU. Entonces, V = (1y x f)-](U) es un abierto de
o

X xY. y, puesto que Vx e X, (x,fgy(x)) = (1y x £}(x,g,(x)) e U,

que rf,g

se tiene que Vx € X, (x,go(x)) e V, es decir I‘g c V.
o

Ademds, si g € C(X,Y) es tal que rg < V se tiene que

Vx e X (x,g(x)) eV, 1luego Vx e X (x,fg(x)) e U, 1lo que sig

nifica que T CU. Asi f, es continua en .
fog gO #

Como consecuencia se obtiene la siguiente
Proposicién 3.2.- Sean X,X',X" espacios topolSgicos. Entonces,
la aplicacibn

$ : Cu(X,X' xX") ———— Cu(X,X") x Cy(X,X")
f ——— (p1°f’ Pz"f)

es continua y biyectiva.
Demostracidn:

Si p1 . x' x xl' » xl , pz H xl x xll > xll

(x',x") —— x' (x',x") — x"
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son las proyecciones, se tiene que ¢ = (pya, Pa) Y, por la

Proposicién 3.1, es continua.
¢ es biyectiva y su inversa es
Vo Cu(X,X') x Cp(X,X") ——— Cu(X,X' x X")
(f,8) ———— <f,g>

con <f,g>(x) = (f(x),g(x)). ,

En general la funcién ¢ no es continua, como se ve con
el siguiente
Ejemplo 3.1.- Sean X = X' = ({o0,0), T<), x" = ({o,e], T< ), es
decir los ordinales menores (menores § iguales) que el primer or-
dinal no numerable con la topologia inducida por el orden usual.
Tomemos f: X — X' x X"
a — (a,Q)
fq = p‘°f : X — X!
Q — Qa
£, = pzof P X — X"

a — Q.
Veamos que ¥ no es continua en (fvfz)' Sea U XxX' x X"
dado por U = UUJ ([0,a] x [0,a] x (a,a]).
a<Q
U es abierto y, puesto que Va < Q@ (a,a,3) € U, rf Cc U.
Sean Ul C X xX' abierto arbitrario con I":.1 cC Ul’
Uz c X xX" " " con rfz (4 UZ'

Puesto que Teg = {(aya) | a < Q) vy I‘f1 c U;, se tiene
1
Va, 0 ca <2 Ja, A, <a ¥y (Og,0] x (Ag,a] ©Uy;  y dado

que (0,0) C [0,9) es estacionario, por el Pressing Down Lenma,
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existe un conjunto estacionario S c (0,2) y existe X < Q, tal
que Aa =X, Ya e S. Por ser S estacionario no es acotado en
[O,Q) Yy en consecuencia

U {(2,a] x (A,a] | @ €S} = (1,0) x (2,Q) cU,.

Por otro lado, Te = {(a,R) | a < Q} QU,, luego existe
2
8 < 2, que podemos tomar 8 > A+ 1, tal gue {A+1} x (8,8] C u,

({x+1} es abierto en X).

f‘(a) a # A+d
Las funciones gyt X+ X g‘(a) =
B+1 a = A+}
ffz(u) a # A+l
g, 0 X~ X gy(e) ={
B+1 a = A+l

son continuas y por lo anterior rg c U1 v Pg < U,. En cam-
1 2 -

bio, la funcién <g1,8,> = g es tal aue Fg &« Uu.
En efecto: (A+1, g(A+1)) = (A+1, g,(x+1), gz(k¢l)) =

= (x+1, B+1, B+1) e T_. Si (A+1, B+1, B+1) € U entonces

4
Ja < a, (a+1, B+1, B+1) e [0,a] x [0,2] x («,2] y por tanto
a > B+1 vy a < B+1 1lo cual es contradictorio.

La siguiente Proposicién da condiciones suficientes para

que |y sea continua.

Proposicién 3.3.- Sean X, X', X" espacios topolbgicos, con X'

y X" pseudometrizables. La aplicacién
[ CN(X,X') x cw(x,x") —_— Cw(X,X' x X")
(frg) — <f,8>

es continua, y por tanto un homeomorfismo (por la Proposicién 3.2).



Demostracidn: Sea d' (d") pseudométrica en X' (X") que descri

be la topologia de X' (X").

La bola abierta Bd.(a,r) = {x' e X' | d'(a,x') < r} seri
notada abreviadamente BI(a,r). Anidlogamente

Byu(b,r) = {x" e X" | d"(b,x") < r} seri notada B,(b,r).

Sea (f ) e C(X,X") x C(X,X") y UCXxX'xX" abierto

0’8o

tal que C U, 1lo que significa aue Vx e X Jvx Bex >0,

I'<fo.xzo>
VE x By(£,(x),e,) x By(gy(x),e,) €U
a) £,0VF) € B (£,(x),1/3 €)

g8,(VF) CB,(gy(x),1/3 ).
sean U, = U (v* x B,(f.(x), 1/3 €.)) OT
! xeX L x fo

u, = LW x B,(g (x), 1/3 e )>T_ .
2 xeX 250 x €o

Claramente U] es abierto en X xX' vy U2 lo es en

X xX".
Veamos que V(f,g) e C(X,X') x C(X,X"), tal que T.C U,
y l‘gCUZ, se tiene I‘<f'8>CU.
Para todo x € X se verifica
(x,f(x)) e U,
(x,g(x)) e Uz y por tanto existen X1sX, € X,
tales que ((x,f(x)) e Vx‘ x B1(f°(x1),‘|/3 ex‘); luego x e inn sz,
{(x,g(x)) e V2 x By(g,(xy),1/3 x,)
y f(x) e B‘(fo(xi),l/S ex‘) y go(x) e B,(g,(x;),1/3 ex1)
x

fo(x) e B1(f°(x2), 1/3 € Z.) {g(x) eBz(go(xz),IIS cxz)

por a).



Supongamos ¢ < e, - En este caso
T X

d' (£(x),£,(x,))

A

d'(f(x),fo(xl)) + d'(fo(x1),f°(x)) +
+ d‘(fo(x),fo(xz)) < 1/3 sxl + 1/3 ex1 + 1/3 exz < exz.

Asi que f(x) e Bl(fo(xz)’ exz) y

X
(x,£(x),8(x)) e V 2 x B (£, (x,), tx,) X Ba8o(xg)s 6y ) € U,
Si exz < Ex,’
d"(g(x),g,(x)) < d"(g(x),8,(x;0) + d"(g,(x;),8,(x)) +
+ d"(go(x),go(x‘)) < 1/3 exz + 1/3 exz + 1/3 cx] < :x1

X
y por tanto (x,f(x),g(x)) eV ! x B](fo(x1), eXI)sz(go(xI),ex1)c:U.
¥

Que estas condiciones no son necesarias lo demuestra la Pro
posicién 3.4 que sigue, donde condiciones sélo sobre el espacio X

garantizan la continuidad de .

Proposicién 3.4.- Sean X, X', X" espacios topolégicos, con X

paracompacto y regular. Entonces ¢ es continua, y por tanto un

homeomorfismo.

Demostracién: Sea (f ) e C(X,X') x C(X,X") y U un abierto

0’8o
en X xX' xX'", tal que r<f C U. Como antes, nara cada
0’85> )
x JEo(X) g, (x)
x € X existen V7, V . v que verifican

f_(x) (
vixv?© xvg°x)cu
f (x)
a) £,V ?®
g, (x)
gV eve T,
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}

Como X es paracompacto y regular, existe € = {C re

i‘iel

finamiento cerrado localmente finito del recubrimiento

(V* | x e X).

X.
Para cada i e I elegimos x; € X, tal que Ci cVv 1,

f_(x;) g (x.)
Sean A=(v°® ¥ | jeI} y B={v©° !

f g
Por el Corolario 1.3, <C,A> =V ° y <C,8> =V ° son en

| i e I}.

tornos de f° en CN(X.X') y de g, en CW(X,X") respectiva-
mente.

£ g
Si (f,8) eV °®xV ° se tiene que, para todo x e X exis

i) g, (x

b x .
te ielI, con xecicv", f(x)ev°1 yg(x)eV°1,

£,(x;) . vgo(xi)

X.
por tanto (x,f(x),g(x)) eV ' xV cu vy

Teg,g>CU- o

Como comentario a lo anterior afiadir que la bisqueda de
condiciones sobre los espacios X, X' y X", necesarios y sufi-
cientes para que ¢ sea continua parece cuando menos dificil, co

mo el ejemplo 3.1 y el siguiente ejemplo 3.4 muestran.

Ejemplo 3.4.- Sean X un espacio conexoe Y = (R,T¢,). Una

funcién continua de X en Y es constante.

Veamos que y : C"(X.Y) x CW(X,Y) -+ CW(X,Y xY) es continua.
Sean fo,go e C(X,Y) y Ue XxYxY un abierto que contenga a

r<f°’g°>. Sean a = fo(x) Yy b= go(x). Para cada x e X exis

ten VX y €y > 0, tal que

v x [a,a*e,) x [b,b+e ) c U.

Consideremos U, = U v*«x [a,a*e,)) DT
xeX o

U, = U (v* x [b,bre)) DT,
z xeX x 2o



abiertos en X xY que contienen a Ff y Pg respectivamente.
o o

Si f,g e C(X,Y) verifican Te cU; vy Tgc:Uz. para todo
x € X se tiene: (x,f(x)) e U1 y (x,g(x)) e UZ' luego existen

X
X ,%, € X tal que (x,f(x)) eV by [a,a’sx )y
X, X, X,
(x,g(x)) eV © x [b,b'ex ). Por tanto x eV MV °,

Supongamos ¢ < Entonces

3
X, X,
(x,f(x)) e V “ x [a,a~ex‘) cV “x [a,a#cxz), luego

x
(x,f(x),g(x)) e V ix [a,a*exz) x [b,b‘exz) c u.

Si €, < e, el razonamiento es andlogo.
2 1

Es decir CU v ¥ es continua en <f°,g°>.

l-<f,g>
Como se puede observar, el suponer que X es conexo sirve para

asegurar que C(X,Y) se reduce a las constantes, por consiguien
te serviria como ejemplo cualquier espacio X que cumpliera esta

condicién.
Consecuencia de la Proposicidn 3.3 es el

Corolario 3.5.- CW(X,R) es un anillo topoldgico para todo espa-

cio topolégico X.

Demostracién:

a) La funcién + : Cw(X,R) wa(X,R) Cy(X,R)
(f,g) —— f+g
es continua, ya aue es la composicién
+*

; (+)
Cy(X.R) X Cy(X,R) —¥—s Cy(X,R xR) ——— Cy(X,R)

((+)a es la asociada a R xR _— R, suma usual).



b) Andlogamente, la funcidn
Cy(X,R) x CW(X.R) — Cy(X,R)
(f,8) — fg

es continua pues es la composicién (*), © ¢, con -: RxR - R

la multiplicacién usual.

Nota: Ya que en la demostracidén del corolario 3.5 sélo se utili
za que R es un anillo topolégico pseudometrizable el resultado
es vdlido para cualquier A, anillo topolégico pseudometrizable.
Si G fuera un grupo topoldgico pseudometrizable, Cw(X,G) seria

un grupo topolégico.

Aunaue R es un espacio vectorial topolédgico, CW(X,RJ
(X espacio topoldgico), con las operaciones inducidas por las de

R, no siempre lo es. De forma mis general se tiene

Proposicién_3.6.- Sea X espacio topolégico T, v (E,f II) wun

espacio vectorial real normado con E # 0.

Entonces, Cw(X,E) es espacio vectorial topoldgico si y
solamente si X es numerablemente compacto. Y si X es numera-
blemente compacto CW(X,E) es un espacio vectorial real normable.
Ademis, si (E,]| [|) es un espacio de Banach, C,(X,E) es un es-

pacio de Banach.

Demostracién:
a) Supongamos que X no es numerablemente compacto.
Veamos que la multiplicacién por escalares, es decir la
aplicacién
a : R x Cw(X,E) — Cy(X,E)

(r,f) —— rf



no es continua. Sea X, € E con Hx1ﬂ = 1.
Para cada n € B consideremos 8 = S € C(X,E).
1

La sucesidén {(1/n, gn)} converge en R x Cw(X,E) a

nek

(0 ). Sin embargo, la sucesidn transformada

,C
X
{a(l/n,gn))nd = {cl/nx1}nen no converge a a(o,cxl] = cy-

En efecto: Como X no es numerablemente compacto existe

sucesién en X, tal aue Aglix i = @, y por tanto

(xn} n’ nel¥

ney’
C = (xn |] n € §} es un cerrado en X, con la topologia discreta.
Entonces U = [ ({x,} x B(0,1/n))] U [(X-C) x E] es un abier-
nel
toen XxE, tal que T_ ¢ U.
o

c
x
(Como C es discreto, para cada n e F existe V n’ de mo
x
do que Vv "MN¢ = {x,}. Es inmediato verificar aque
X r )
u={U & ™xB(0,/n))] U(X-C) x E] que, por
nel
ser C cerrado, es un abierto en X x E).
Ahora bien, para todo n e€ K, si m > n:
(xm,c1/nx](xm)) = (xm,‘/nx1] ¢ {xm) x B(0,1/m), es
decir rCl/nxl & U; 1lo cual prueba aue (C‘/nxl}neﬂ no converge
a c,-

b) Supongamos ahora que X es numerablemente compacto.
Para cada f e C(X,E), definimos

€] = sup {J£(x)]| | x € X}.

Se tiene:
1) Como X es numerablemente compacto si f : X = E es
continua, | f]](X) es compacto, y por tanto | f] acotada. Asi, en

C(X,E) podemos considerar 1a norma del supremo | ||, vy la métri



ca dIl I asociada a ella:
el = sup (IECO) | x e X)

4 | (£.8) = sup Ex)-g(x) | x e X} = | f-gff.

Por la Proposicién 1.15 Td = Tw. Asi, Cw(X,E) es un

espacio vectorial topoldgico normable.

Supongamos aue (E,|| |) es un espacio de Banach.
Veamos que (C,(X,E),|| |) es un espacio de Banach.
Sea {f_} una sucesidén de Cauchy en (C(X,E],d“ ").

n'nel

Para cada x e X, {fn(x)} es una sucesidén de Cauchy en

nek
(E,]| |} que tendrd limite.

Todo se reduce a probar que la funcién f : X - E, defini

da por f(x) = lim {fn(x)}, es continua. Pero f es continua
nek

por ser limite uniforme de funciones continuas.



Sean X, Y, I espacios topolégicos v f : X - Y una fun-
cidén continua. f induce una aplicacién
f* 0 CuY,2) ——— (X2
g — g°f
que, a diferencia de la f, : CW[Z.X) - CW(Z,Y) que siempre es

continua, no siempre lo es, como lo prueba la siguiente

Proposicién 3.7.- Sean X un espacio Ty» Y un espacio comple
tamente regular y f : X - Y wuna funcidén continua, tal que exis
te CcY compacto con f-I(C) cerrado en X y no numerablemen

te compacto.
Entonces f* : Cw(Y,R) —_— CW(X,R) no es continua
g —— g°f

en ningdn punto.

Demostracidn: Basta probar que f* no es continua en g = Co-

En efecto: para cada g, € C(Y,R) se tiene el siguiente diagrama

conmutativo
f!
Cy(Y,R) Cy(X,R) g-8, — (g-g5)°f = gof - 8o°f
f*
CW(Y,R)-———~ Cw(X,R) g —— gof

en el que las aplicaciones verticales son homeomorfismos por el
Corolario 3.5. Asi la continuidad de f* en g, equivale a la

continuidad de f* en Cqo-

-1

Como f (C) no es numerablemente compacto existe en

-1

f (C) una sucesién {(a_} sin puntos de aglomeracidn, por

n‘nel
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tanto A = (an | n e B} es cerrado en f'1(C) y tiene la topolo
gia discreta. Ademis f'1(C) es cerrado, luego A es cerrado y

discreto en X.

El abierto U = [L% ({ag} x (-1/n,1/n))] U [(X-A) x R]
ne

en X xR, es tal que T, ,. CU pues (cy°f}(ay) =0, Vn e ¥.
o
Sea V un abierto en Y xR tal que r. © V. Entonces,
o

para cada y € Y, existe vY y existe n_ € §, de modo que

v
/ - 1 .
VS ox ( l/ny, /ny) cV

Puesto que C es compacto, existe un nimero finito de pun

roov.
tos y,,...,y, € C, tales que V, = Uvisc.
i=1
Si n, = méx{ny},...,nyr}, V1 X (-1/n°,1/no) c V. Como

Y es completamente regular y C es comnacto, existe una funcidn
continua h : Y — [0,1/Zn°] tal que h(C) = (I/Zno} v

h(X-V1) = {0}. Claramente rh<: V, pero tomando n > Zno,
hf(an) = 1/2n° > 1/n, 1lo que indica que rh°f & U, y por tanto

f* no es continua en Cor &

La proposicidén anterior sigue siendo vdlida (salvo en "en
ninglin punto") si sustituimos R por un espacio I que contie
ne un arco, pues si A es el interior de dicho arco es homeomor
fo a R, con lo que, por la Proposicién 3.7,

f

* Cw(Y,A) _ CW(X,A) no es continua. Por el diagrama conmu

tativo

x®
c¥A S cuix,a) g — gof

] P

CN(Y,Z) —f’—" CW(X,Z) jog —_—— jegOf



y por Lema 1.13, f* : CW(Y,:) —_— CW(X,Z) no es continua.

Resultados positivos acerca de la continuidad de f* se

obtienen en la siguiente

Proposicién 3.8.- Sean X e Y espacios topoldgicos, f : X + Y
una funcién continua, (Ci}i€I familia de subconjuntos de Y

que verifica:

a) TN e Y Ei; b) Eiﬁ X)) #0 v f'](C-) es numera
iel

i
blemente compacto para todo i € [. Sea I un espacio pseudome-

trizable.
Entonces, la funcién
£* 2 Cu(Y,2) —— Cu(X,2)
g — g°f
es continua.

Demostracidn: Sean g : Y - I una aplicacibén continua y U un
abierto en X xI que contiene al grafo de geof.

Para cada i e I, f-](C-

1) es numerablemente compacto en

-

X, ¥ por tanto, si d es una pseudométrica en I que describe

su topologia, existe, por el Lema 1.13, n; € E tal que

U; = {(x,2) € f"(Ci) x 2| d(g f(x),z) < 1/n;} € U para

todo i e I.

Consideremos para cada i € I el subconjunto de Y xZ,
°

Vi = {(c,z) € C,;

i X 2| d(gle),z) < 1/n;}.

-
Dado que V; = (C; x 2) N a"(~,1/ni). donde

a = d°(g x 1,) es una funcidén continua, es abierto para cada
z

iel.



Ademis, para todo c € &i se verifica d(g(c),g(c)) =0
es decir rg|&iC: Vi para todo i e I.

Ssea V= (U K [(y - T(X)) x 2]. Es claro que V es
iel

abierto en Y xZ 1y contiene al grafo de g.

Veamos que f*(N(g,V)) < N(gef,U). En efecto, si
g' e N(g,V), es decir si g' : Y - I es continua v rg‘C: v,
dado x € X, (f(x),g'f(x)) e V, vy por tanto existe i e I, tal

que (f(x),g'f(x)) e Vi‘ Asi, d(g f(x),g'f(x)) < 1/ni.

Como x e f"(ci), (x,g'f(x)) e U;c U. Luego T, CU,

g
y por tanto g'<f e N(gef,U), y f* es continua. ,

Observacién 3.8.- En las hipdtesis de la Proposicién 3.8, se veri

fica que para todo compacte CcC Y, tal que f‘1(C) es cerrado
en X, f-l(C) es numerablemente compacto. En efecto, basta ob-

n
servar que f'l(C) = f'1(CfW ) <o J f.](Cij).
j=1

Por tanto no existe contradiccién entre la Proposicidén 3.7

y la Proposicidn 3.8.

Definicidén 3.9.- Una funcidén continua f : X = Y decimos que es o-propia

-1

si para todo C Y compacto, f (C) es numerablemente compacto.

Es claro que toda funcidn propia es q-propia aunque no a

la inversa.

Consecuencia inmediata de la proposicidén 3.8. es el siguien

te

Corolario 3.10.- Sean X un espacio topolégico, Y un espacio
topoldgico localmente compacto, f : X - Y wuna funcién q-propia

y % un espacio pseudometrizable. Entonces f* es continua.
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Demostracidén: Para cada y e f(X) existe v’ entorno compacto

-1

de y; por ser f q-propia f (v¥) es numerablemente compac

to. .

En el caso de ser X compacto v TZ' - pseudometrizable
e Y y f e C(X,Y) arbitrarios, f* es continua. Un resultado

mids fuerte se obtiene en proposicién 3.13,
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Hasta ahora se ha estudiado separadamente la continuidad de
f* y f.. A continuacidn se trata de estudiar la continuidad en

las dos variables.

El primer resultado es el siguiente:

Proposicidn_3.11.- Sean X e Y espacios topoldgicos regulares v

paracompactos, fo : X+ Y una funcibn continua tal que existe

una familia {Ci} de subconjuntos de Y que verifica: a)

iel
o ]
Eoixi c U C- b) para todo i e I, Ci(\ Iotxi 0 vy
- iel
fol(Ci) es numerablemente compacto en X; y Z un espacio pseu

dometrizable.
Entonces la aplicacién
¢ CuX,Y) x CulY,2) — Cy(X,D)
(f,g) —— geof
es continua en (fo,go), cualquiera que sea 8 € C(Y,2).
Demostracibén: Sea d wuna pseudométrica en - que describe su
topologia.

Sea U = Bd(g°°fo,c) un entorno bisico de g°°f°, con
€ € C(X,R’). Como para cada i eI, f;’(ci) es numerablemente

compacto, por el Lema 1.14, existe v > 0, tal que
{(x,2) € £,1(C;) x2 | d(gof,(x),2) < ;) €W con
W= {(x,2) e XxZ | d(gofo(x),z) < eg(x)} .
Para cada y e foixi sea i(y) e I tal que y e ci(y]’

y sea vV e Ei(y) tal que go(Vy) c Bd(go(y),lld ui(y))'

Del tecubrimiento abierto (VY | y € Zoixi)lJ (Y-Eoixi}



consideramos, por ser Y paracompacto, un refinamiento abierto lo
calmente finito V' = {V& | « € A}. Por la normalidad de Y,
existen V = {V_ | a e A} contracciénde V' y W = (W, | a e A}
contraccién de V. Es claro que tanto V como W son recubri-

mientos abiertos localmente finitos de Y.
Elegimos para cada a € A, tal que Vu r\f;ixi # @, un

y(a) de modo que

c yY(e) 2

Voo ,cV,c Vv, (= ci(y(a))'

a
Tomamos como entorno de g,

U, = {g e C(Y,2) | d(g(y),g,(¥v)) < 1/2 Yicy(a))’ Vy e Va’
a e A tal que V N Eoixi # 0}.

Como {VG | @ € A} es localmente finito, Y paracompacto
v regular, v I pseudometrizable, U, es un entorno abierto de
2o (Ver proposicidn 1.12).
Sea Ka = f;l(Wa) que es cerrado para cada a € A.
La familia (K | a e A} = {f;‘(wa) | a« € A} es localmente
finita por serlo {Wa | a e A}.
Como entorno de fo tomamos:
U = {f ec(x,Y) | f(K)) e V,, Vae A}
Como para todo a € A
-1 =
fo(Ka) = fo fo (Wa.) cha cVa, fo e U,.
Sean f y g elementos cualesquiera de U1 y U2 respectiva
mente.

Para cada x e X, existe a € A tal aue

£,(x) e W ; entonces Vaf\foixi 0 y xeK,.
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Se tiene:
a) d(gf(x).gof(xn < 1/2 Hi(y(a)) : puesto que f e U; vy
X € Ka se tiene que f(x) e Va, lo que unido a que
Vaf\foixi #0 vy ge U2 trae como consecuencia la anterior des

igualdad.

b) ya que x e K, fo(x) vy f(x) e v,y Vaf\foiX) # 0,

v v)'(a)

2 1
como ademis V(x c Va Cva < v

< Ci(y(a))
go(VY(G)) c Bylgyly(a)),1/4 ui(y(a)))’ se verifica
digof(x),g,f,(x)) < d(g f(x),g (y(a))) +

+ d(go(y(a)).gofo(x)) < 1/4 ul(y(ﬂ)) + 1/4 ul(y(a))

T2 ¥y (e))
Teniendo en cuenta a) v b), vemos que

d(gf(x),g £ (x)) < d(gf(x),g,f(x)) + d(g f(x},g £ (x)) <

<2 uiy@n M Miya)) T Mily(e))

Luego, como f (x) e Ei(v(a)) c Ci(v(u))' (x,g8f(x)) € W,

y por tanto d(g,f,(x),gf(x)) < e(x).

Puesto que x es arbitrario g¢°f e U.

Comparando la anterior proposicidén con la proposicién 3.8
se observa que se ha tenido aque suponer que tanto X como Y
son regulares y paracompactos para cue la composicién fuera conti

nua en (f,.g,).

Consecuencia de la anterior proposicidén es el siguiente

Corolario 3.12.- Sean X un espacio paracompacto y regular, Y

un espacio regular, localmente compacto y paracompacto,



£, X =Y una funcidén q-propia y 2 un espacio psedometriza
ble. Entonces, la funcidn
c CW(X,Y) x Cw(Y,Z —_— Cw(X,Z
(f,g) —— gef

es continua en (fo,go), cualquiera que sea g, € C(Y,Z).

P v -
Demostracién: Para cada y € Eotxi tomamos U- entorno relativa

mente compacto de y en Y. La familia Y | v e foiX)} veri-

fica:

) 00 U (7 | y e F;000.

— -1 75
b) puesto que fo es q-propia y 07 es compacto, fo(Uy)

es numerablemente compacto.
Basta aplicar ahora la proposicién 3.11.
Corolario 3.13.- En las hipdtesis del corolario anterior, la apli
cacidn
Ch P, Y) x Cy(Y,2) —— Cy(X,2)
(f , g) —— gof
es continua. (Cg'p(x,Y) es el subespacio de Cw(X,Y) de 1las

funciones q-propias). ,

Con las hipbétesis que sobre los espacios X, Y y I se hacen
en el corolario 3.12, la condicidén de aue fo sea q-propia no es

necesaria para la continuidad de ¢ en (fo,go).
Ejemplo 3.12.- Sean X =Y =R, I =P espacio topolégico puntual,
y fo =cy X - Y que es continua v no es q-propia.

Sea g, Y -+ Z 1la funcién Cp-

Dado un abierto U < XxZ tal que U > r'g of + ©ntonces
o ‘o



U=Xx P.

Los abiertos V, = X XY T y V,=YxP>T_, ysi f
1 £, 2 8o

y 8 son tales que TecV, vy rgcvz, es claro que gof es

la constante a P y rguf cUu.

Por tanto la aplicacidn composicidén es continua en (fo'go)'

Obsérvese que fo tampoco cumple las condiciones de la pro-

posicidn 3.11.

En lo que se refiere a la continuidad de ¢ se tiene el si

guiente resultado:

Proposicién 3.14.- Sean X wun espacio numerablemente compacto, Y

un espacio arbitrario y Z wun espacio pseudometrizable. Entonces:
c : CW(X,Y) x CW(Y,:) _— CW(X,Z es continua
(f , 8 — gof
Demostracidn: Sea d wuna pseudométrica en - que describe su to
pologia. Sean fo e C(X,Y) vy 8o € C(Y,Z). Un entorno basico de

g°°f° viene dado por un nimero real positivo € : Bs(g°°fo,e)

(ver proposicién 1.15).

Del recubrimiento abierto U = {B4(z,c/4) | z e Z} de Z
obtenemos un refinamiento abierto localmente finito
v=(V, | iel}, unacontraccién = {Wi | ielI} de Vv, y

una contraccién G = {G; | i e I} de W,
Para cada i e I elegimos z; € Z, tal que
GiCGiCHicWicVicvich(zi, €/4).
La familia K = {K; | i e I} = (gél(Wi) | i e I} es local

mente finita porque lo es (Wi | i e I},
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Consideremos el abierto en Cw(Y,Z) dado por
U, = <K,v> . Puesto que

1= —
8,8, (W) c W, v,

i Para todo i e I, 1la

funcién gy € u,.

La familia € = {fé]g;](ﬁi) | 1 € I} es un recubrimiento
localmente finito de cerrados de X porque (Ei | 1 e I} 1lo es
de Z.

Consideremos el abierto en CN(X,Y) dado por

-1 .
Uy = <C,A>, con A = {g '(W;) | i e I}.
-1 -1 = -1,= -1 .

Como f, fo o (Gi]c g, (Gi) < g, (wi) para todo i e I,
la funcién fo e U,.

Sean f € U‘ v g € U,. Para cada x € X existe i e I
tal que x € f;‘gé‘(ﬁi), y dado que f e U, se tiene:
-1, -1
f(x) € g, (W) v fo(x) € g, (wi)
Por otra parte g e U, vy como g;I(Wi)t: l(i para todo
i eI, tenemos:

gof(x) € Vi, gofo(x) € Vi y gf(x) € Vi'

Finalmente, teniendo en cuenta que ViC Bd(zi’ e/4), se

verifica

d(gf(x),g,f,(x)) < d(gf(x),g f(x)) + d(g £(x),g,f,(x)) <
<e/d + e/t v /8 + /4 = ¢

Como X es numerablemente compacto
sup {d(gf(x),g £ (x)) | x e X} < ¢,

es decir gof e Ba(g°°f°,e), y ¢ es continua en (fo,go). ‘

(Comparar con Levine N.).



Consecuencia de las pronosiciones 3.7 y 3.14 tenemos la si

guiente

Proposicidn 3.15.- Sean X un espacio topolégico Tl’ Y un es

pacio completamente regular y I un espacio pseudometrizable que
contiene un arco.
Entonces ¢ : Cw(x,Y) b'd CW(Y,Z) —_— Cw(X,Z)
(f , g) —— gof
es continua si y solamente si X es numerablemente compacto.
Demostracifén: Supongamos que c es continua. Veamos que X es

numerablemente compacto.

Sea f ! X~Y la funcién constante de valor Yo € Y-

Entonces, la funcién

£5 0 CuY,2) —— CulX,Y) x Cyu(¥,2) —— Cy(X,I)
g — (fo R g) —_— gofo

es continua, lo cual, por las explicaciones que siguen a la Propo
sicién 3.7, implica que X es numerablemente compacto.

En la demostracién de esta implicacibén s6lo se ha utilizado
que X es T‘, Y es completamente regular y 2 contiene un ar
co.

La implicacién inversa es inmediata por la proposicién ante

Trior. '

Dado un espacio topolbgico X podembs considerar Hw(x,X)
subespacio de Cy(X,X) formado por los homeomorfismos de X y

estudiar qué condiciones debe verificar X para aue aquél sea un



grupo topoldgico respecto a la composicién de homeomorfismos. En

esta direccidén se tienen los siguientes resultados.

Proposicidén 3.16.- Sean X e Y espacios topoldgicos homeomorfos.

Entonces, la funcién a : Hw(X,Y) —_— Hw(Y.X) es un

-1

f — f

homeomorfismo.

Demostracién: Sea fo e H(X,Y), UC XxY abierto tal aue

le < U. Si denotamos por ! - {(y,x) | (x,y) e U}, Ul es
o

abierto en Y xX y f e N(fo,U)(\ H(X,Y) si y s6lo si

£ e N(f;1,U-])/\ H(Y,X). Como X e Y juegan papeles duales,

la Proposicidn queda probada. ,

Proposicidn 3.17.- Sea X un espacio topolégico regular y para

compacto. Entonces, Hy(X,X) es un grupo topoldgico.

(Puesto que para demostrar esta proposicidn lo dGnico que es
necesario probar es la continuidad de la composicién se ve que,
en el caso de los homeomorfismos de un espacio, ésta se consigue
con condiciones bastante mds débiles que en el caso general, comp

por ejemplo en la Proposicién 3.10 y Proposicién 3.14).

Demostracidén: Por la proposicién anterior a : Hy(X,X) — HW(X,X)
£ — £
es continua.

Veamos que también la composicién

0 Hy(X,X) x Hy(X,X) — H(X,X)

(f , g8) ——— gof



es continua.

Sean fo,go € H(X,X) y V cXxX abierto tal que

. x 8ofo(x)
l'8 of © V. Para todo x e X existen V© y V tales
o o
que
g £ _(x) g.f,(x)
VExvee vy g fvHev©®® .
Como X es paracompacto existe u o= {u; | i e I} refina

miento abierto localmente finito de {V* | x e X}. Ademis por ser
X normal existe V = {V, | i e 1} contraccién de U vy

W= {W, | i eI} contraccién de V.

X.
Para cada i e I, sea x; € X tal que Ui c Vv . Entonces

X.
— - 1 -
WiCWiC ViC ViCUiCV para todo iel.

f
Por el corolario 1.3, V © = <{t_ii} (f,(V;)} es

iel* iel’H

un entorno abierto de fo en Hy(X,X) vy

g —
v O s <(fo(vi)} {gofo(ui)}iel}ﬂ es un entorno

iel”
abierto de g, en Hy (X,X).

8
Sean fevVv?® y geV °, Entonces, para cada x e X

existe i

o € I, tal que x e "i. ; luego f(x) e fo(Vio) cC fo(vi )

o o
y 8f(x) e g f,(U; ).
)
x5 x5
= o o
Por tanto (x,gf(x)) e wio x gofo(Uio) cvVv x gofo(v ) s
X.
i 8, f. (x5 )
o xV 0o 0 10

cVv cV.

Es decir fCV. ‘

l‘g,
Si X no es regular puede no ser continua la composicidn.

Ejemplo 3.17.- Sea X = (R,T) 1la recta real con la topologia de
Smirnof: GC R pertenece a T si es de la forma U-B con U

un abierto usual y BC A = (i/n | n e N},



'

~1

ty
'

Este espacio es TZ, pero no es regular pues el punto 0 no
posee una base de entornos cerrados. En R - {0} 1la topologia

coincide con la usual.
Sean fo =gy = l‘ y U un abierto de X xX dado por

U= [R-A) x ®R-DJU[ @ xuM],

donde UM = (X-a,lea), & =3 - p, vaes.

U contiene al grafo de go°fo = Iy

Sean U,, U2 abiertos cualesquiera en X xX que contengan

al grafo de 'X‘ Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

Ul = UZ' Liamémosle V.

Para cada n e B, (1/n,1/n) € V 1luego existe un niimero

n

real positivo b tal que V" x VP € vV siendo

n
Ve = (t/n - bn’ 1/n + bn). Como también (0,0) € V existe

n, € ¥ de modo que [(-l/no, /ng) - .-\]2 cV.
Podemos suponer bn < a, para cada n e ¥.

Sea f : X +» X definida por

x x <a &6 x>d

A

-a

f(x) = a+ g-a (x-a) a<x<c
b + d:g (x-c) c<x<d

donde d = 1/no, b = 1/n° - 1/3 bno =d - 1/3 bno

as= I/no*l, c = 1/no*l + 1/2 bn s =@t 1/2 bn .
o} °
f es un homeomorfismo de X vy, puesto que

£({a,d]) ¢ [(a,d) x (a,d)] U {(a,a),(d,d)} cV,

se tiene que Tl C V.



La funcién g : X - X dada por

x x ¢ (d-b_ , d+b_ )
Ny ny
g(x) = { 172 (b_ -d + 3x) d-b. <x<d
n n =%*=
o o
1/2 (b_ +d + x) d < x < deb
Ry o

también es un homeomorfismo y I'gc V.

Pero en el punto ¢

gf(c) = g(b) = g(]/n° - 1/3 bno) = l/no

es decir (c,gf(c)) = (l/no*1 + 1/2 bn . l/no) ¢ U.
o
Por tanto Hy(X,X) no es grupo topoldgico respecto de la

composicifn.

Pero puede ser la composicidn en HW(X.X) continua aunque

no sea X paracompacto.

Ejemplo 3.18.- Sean X = ([0,0), T<), f,» 8, homeomorfismos de
X y U un abierto en X xX que contiene al grafo de goofo = ho.
Para cada o, 0 < a < Q existen Ac'Yho(a) tales que

Xa €% My (a) < Mo(@) ¥ Ogua] x (v (g)sho(@)] € U

Por tanto, por el Pressing Down Lema, asociado a la funcién
a - Xu, existe un conjunto estacionario S < (0,Q2) y existe

A <Q tales que A = X para todo a e S.

Como h° es un homeomorfismo h,(S) es un conjunto esta-
cionario de [O,Q). En efecto: Sea C un cerrado no acotado de
[0.9) . h;'(C) es cerrado evidentemente y no es acotado, porque
al ser C no acotado no es numerable, luego h;'(C) no es nume

rable y por tanto no es acotado. Entonces, S N h;l(C) #0 1lo



que equivale a que ho(S)rﬁ C # @, es decir ho(S) es estaciona
rio. Ahora sobre ho(S) tengo definida la funcién ¢:
¢(hy(a)}) = Yho(a) con Yho(a) < h,(a) para aeS.
De nuevo por el Pressing Down Lema existe un conjunto esta-
cionario A C ho(S) y existe y < Q tales que v, (@) = Y para
o

todo ho(a) e A.

Un razonamiento anilogo al hecho con ho prueba que
h;l(A) = B c:h;'ho(5)=5 es estacionario. Tenemos pues que exis

ten A Yy Yy menores que Q que verifican que para todo a € B,

Aa =X, Yho(a) i y (X,Q] X (Y,ho(ﬁ)] c U.

Puesto que B es estacionario no es acotado, lo mismo que
ho(B), por ser ho homeomorfismo. Luego el conjunto
(x,2) x (y,2) c U: dados a, vy B, con X <a, <@ vy

Y < B, < @ existe o € B, tal que a > a,, ho(u) > 8, Yy enton

ces (a,,8,) € (A,a] x (v,h (a)] € U.

Como [O,y] es numerable y ho es homeomorfismo existe a
lo sumo un conjunto numerable de puntos de (XA,R) tales que su
imagen por ho sea menor 6 igual que Y. Como todo conjunto nume
rable en [0,2) es acotado existe un A, > A tal que el grafo

de hol(ko.ﬂ) esti contenido en (XO,Q) x (v,0).
Podemos suponer que Ay = A

Sean B8, y uaj de modo que go(B) > Yy para todo B > 8,

y fo(u) > 8, para todo a > a,. Existen porque 8o Y fo son
homeomorfismos y tanto [0,y] como [0,8,] son numerables. Sin

pérdida de generalidad podemos suponer a, 2 A,

La imagen de [O,ao] por f, estard contenida en [0,81]



para algidn 8,, que se puede tomar mavor que 8 y la imagen

°'
de [0,31] por g, estari contenida en [O,Y‘].

Consideremos ahora

[0.0g) —2— [0,8,] —2— [0,y,]

f, es f, como funcién del subespacio [0,a,] en el subespacio
[0,8,], vy anilogamente g, €s g, de (0,8,] en (0,v,]. Co-
mo abierto U, que contenga al grafo de §°°?° tomamos

uN(fo,a,] x [0,v,]).

Como los subespacios considerados son compactos y T, la
topologia compacta abierta y la de Whitney coinciden en
C([O,uo], [D,BI]) y en C([O,B1], [O,Y]]), y ademds la composi
cién

Cu((0.a.1,00,8,1) x ¢ L[0.8,],[0,v4]) —qu(fo,a ], [0,v\])

(k , 1 —_— 1 s k
es continua.

Por tanto existen abiertos V, < [0,a ] x [0,8,] y
v, e [0,8,] x (0,v4] de modo que I‘-foc vy, I‘Eoc V, v si
ryevy, v V, entonces Fox € Uy

Finalmente consideremos los abiertos en X xX

W, =V, U [(ag,0) x (8,,2)]

W, = (V, N {(fo,8,] x [0,v;]) U ((8,,8,] x (v,v;]N]}V

U[(e] ’Q) X (Y)Q)l

Puesto aue fo(u) > B, si a>ag, rf°<: ¥,, Y como

8o(B) >y si B >8,, T, cW,.
]

Sean fy g en C(X,X) con I'fcw‘ y rgCWZ'



Para todo a < Q tenemos:

(a, gf(a)) € u,cu si a < ag.

(a, gf(a)) € (ay,8) x (v,2) < (1,2) x (v,2) si a >0y,

pues en este caso f(a) > B8, vy g(f(a)) > v.

En resumen, Hw(X,X) es un grupo topoldgico respecto la

composicién de homeomorfismos.
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Sean X, X', Y e Y' espacios topoldgicos. Se trata de estu

diar la continuidad de la aplicacién
L 2] CW(X,Y) x CW(X',Y') —_— CW(X xX', YxY')
(f,8) — fxg

Los siguientes diagramas son conmutativos:

CuiX,Y) x Cu(x',¥') —I—  Cu(XxX', Y xY')

€ T
v
CW(X xX',Y) x C"(X xX',Y')

®

donde £(f,g) = (£°p;,8°p,) = (p](£),p5(g)) = (p} x p})(f.g),
v(h,k) = <h,k> y n(f) = (q1°f. q2°f).
(q1 : YxY' - Y primera proveccién y q, Y x Y' - Y
segunda proyeccién).
Por tanto, si ¥ es continua, £ es continua porque T

lo es.

Por otro lado, si Y e Y' son espacios pseudometrizables
(respectivamente X x X' es paracompacto y regular) segin la
Proposicién 3.3 (respect. la Proposicién 3.4) ¢ es un homeomor
fismo y por lo tanto, ¥ es continua si y solamentesi £ es con-

tinua, lo cual es equivalente a que p? y p; lo sean.

Interesa por tanto analizar en qué condiciones pj y p3
son continuas. De la Proposicién 3.7 se obtienen los siguientes

resultados:

A) Si Xy X' son espacios Ty, X es completamente regu-

lar, e Y contiene un arco, el que p? P Cy(X,Y) Cy(X xX",Y)



sea continua implica que X' es numerablemente compacto
(p-1(x) = {x} x X', que es cerrado en X x X' y

{x} x X' = X").

B) Si X y X' son espacios Ty» X' es completamente regu
lar, e Y' contiene un arco, el gue p; : Cw(X',Y') - Cw(XxX',Y’)

sea continua implica que X es numerablemente compacto.

Supongamos pues que X' es numerablemente compacto y vea-

mos condiciones sobre X e Y para que p'{ sea continua.

Lemz 3.19.- Sean X un espacio topolégico I A.N., e Y un espa
cio numerablemente compacto. Sean x € X y U un abierto en
X x Y que contiene a {x} x Y. Entonces, existe V, entorno

de x en X, de modo que VxxYcu.

Demostracidn: Sea (Vn | n € 3} una base del sistema de entornos
de x, que sin pérdida de generalidad podemos suponer verifica

Vn+l [ Vn para todo n e ¥.

Supongamos no existe V, entorno de x, de modo que
V x YC U. Entonces, para todo n e N, Vo x Y & U vy por tanto

existe (x ) e Vn x Y con (xn.yn) ¢ U.

n’yn

La sucesidn {yn}ne! tiene un punto de aglomeracién y e Y.

Sean Vn , V¥ de modo que V xvec U; existe un
° L
nekBF, n>n, tal que (xn,yn] € Vno xvWecu, ya que la suce
sidén ((xn’yn)}nel tiene a (x,y) como punto de aglomeracién,

lo que se contradice con que (xn,yn) ¢u.

Es sabido que si Y es compacto el lema anterior es vidlido

cualquiera que sea X.



.79 -

Proposicién 3.20.- Sean X e Y espacios topoldgicos que verifican

el I ALN., ¥y X' un espacio numerablemente compacto.

Entonces, la funcién

p:  Cyu(X,Y) — Cy(X xX',Y) es continua.

Demostracién: Sea f e C(X,Y) y U un abierto de X xX' xY,

tal que < u.

I'f,Pl

X

Por el lema anterior, dado x e X existen U’ £(x)

y U
tales que v x X' x Uf(x) cu.

Si tomamos V = ) (Ux x Uf(x))c X x Y, se tiene que
xeX
V es abierto y contiene al grafo de f.

Sea g e C(X,Y) tal que T, V. Para todo x e X, exis
o ox,  f(xp) -
te x, e X, de modo que (x,g(x)) eU " x U .

Entonces, para todo (x,x') € X x X', tenemos

1 £xp)
xX' xU .c U, 1lo

N

X
(x,x",gep;(x,x")) = (x,x',g(x)) e U
cual indica que rg,plcu. Luego p'{ es continua. ,

De forma andloga se obtiene

Proposicién 3.21.- Sean X' e Y' espacios topolbgicos que verifi

can el I AN., y X wun espacio numerablemente compacto. Entonces,

la funcién p; : Cw(X',Y') - C"(X xX',Y') es continua. '

La condicién de que X(X') sea I A.N. en la proposicién 3.20
(3.21) no es necesaria, como lo prueba la siguiente proposi-

cién:

Proposicién 3.22.-

a) Sean X, X' e Y espacios topolégicos localmente compac-

to, numerablemente compacto y pseudometrizable, respectivamente.



Entonces, p: : Cw(X,Y) - Cw[X xX',Y) es continua.

b) Sean X, X' e Y' espacios topolfgicos numerablemente
compacto, localmente compacto y pseudometrizable, respectivamente.

Entonces, p; : Cw(X,Y') -~ Cw(X xX',Y') es continua.

Demostracidn:
a) Basta observar que la funcién p, : X xX' = X, vy los

espacios X, X' e Y cumplen las hipdtesis de la Proposicién 3.8.

b) También la funcién D, : XxX' - X', y los espacios X,

X' e Y' cumplen las hipdtesis de la Proposicién 3.8. ,

Aunque, como acabamos de ver, la condicién de ser X I A.N.
no es necesaria para la continuidad de p;, para garantizar ésta
en ausencia de aquella hemos impuesto condiciones ''fuertes', como
pseudometrizabilidad a Y y local compacidad a X. Si Y no es
I A.N., aunque X sea I A.N., localmente compacto, y numerable-
mente compacto, puede p? (p1 : XxX - X) no ser continua como

muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.22.- Sean X = ([0,R), T<) e Y = ([0,0], T<). X
es TZ' normal, I A.N., localmente compacto y numerablemente

compacto. Y es TZ y compacto, pero no I A.N.

Veamos que p: : Cw(x,Y) - CW(X xX,Y) no es continua en

£, donde f(a) = @, para todo a < Q.
En efecto:
fep; t X x X —— ¥
(¢,8) — 1

Se considera en X x X x Y el abierto



u=U xx [0,A] x (»,2])
A<Q

que claramente contiene al grafo de fep].

Sea VC XxY un abierto arbitrario tal que regc V. En-
tonces, existiri un A < @, tal que {0} x (A,2] €V, vy esto

porque (0,R) e Te v {0} es abierto en X.

La funcién g : X - Y dada por g(0) = x+1 y g(a) = @
para a # 0, es continua (por ser {0} abierto y cerrado en X),

y su grafo esti contenido en V.

Si a > A+1, gp(0,a) = g(0) = A+1 v el punto

(0,2,8p1(0,a)) = (0,a,x+1) € Pgep‘-

En cambio (0,a,A*1) ¢ U pues (0,a,r+1) ¢ X x[0,8] x (8,0]
tanto si B8 < A, ya aue entonces a ¢ [0,31 como si B > A,

pues entonces A+l ¢ (B,Q].

Nota: En el ejemplo anterior el espacio Y no contiene ningGn
arco. Si en lugar de [0,2] tomamos como Y el espacio

L* x [0,1], donde L" es la recta "larga" cerrada con Q, se
puede repetir la misma construccibén en el punto (R,0) en lugar
del punto Q. Este espacio tiene las "mismas" propiedades de

[0,2] pero ademis ya contiene arcos.

Por la Proposicién 3.22, L* no es pseudometrizable, lo
cual ya se sabe pues Q no tiene una base numerable del sistema

de entornos en L* (Ver Steen and Seebach | |{).

Proposicién 3.23.-

I - Sean X un espacio topolégico Ty, v I AN., X'
un espacio topolégico Ty, e Y un espacio I A.N. que contiene

un arco. Entonces, p: : CW(X,Y) > cw(x x X',Y) es continua si y



s6lo si X' es numerablemente compacto.

IT - Sean X un espacio topolégico T,, X' un espacio to
poldgico T3a y I ALNN. e Y' un espacio I A.N. que contiene un
arco. Entonces, p; : Cw(X',Y') - cw(x x X',Y') es continua si y

s6lo si X es numerablemente compacto.

Demostracidn: Es consecuencia de A) y B) y de las proposiciones

3.20 y 3.21. ,

Si en lugar de las proposiciones 3.20 y 3.21 utilizamos la

proposicién 3.22 se tiene

Proposicién 3.24.-

I - Sean X un espacio T33 ¥y localmente compacto, X' un
espacio Ty, e Y un espacio pseudometrizable que contiene un ar
co. Entonces, p; i Cy(X,Y) = Cyu(X x X',Y) es continua si y sélo

si X' es numerablemente compacto.

IT - Sean X wun espacio T;, X' wun espacio Ty, y localmen
te compacto e Y' un espacio pseudometrizable que contiene un
arco. Entonces, p; : Cw(X',Y') - CW(X x X',Y') es continua si

y s6lo si X es numerablemente compacto.
Demostracidn: Es consecuencia de A), B) y proposicién 3.22. i

Proposicidn 3.25.- Sean X wun espacio topolégico T, y paracom

pacto (o6 Tza ¥ Lindeldf) e Y un espacio topoldgico que contie
ne un arco. Entonces, p: H Cw(X,Y) - Cw(X x X,Y) es continua si
y s6lo si X es numerablemente compacto.

Demostracidn: La parte "sdlo si' es consecuencia de A).

Reciprocamente, si X es numerablemente compacto, como es



paracompacto, es compacto. En este caso Ty = TC y p; es con-

tinua.
#

Volviendo a la funcién V¥, en cuya continuidad se estaba
interesado, se tiene, como resumen de lo anterior, las proposi-

ciones siguientes:

Proposicién 3.26.- Sean X un espacio T33 v IAN.,, YeyY'

espacios pseudometrizables que contienen sendos arcos.

Entonces Y : CN(X,Y) x Cw(X,Y') - cw(x x X,Y x Y') es

continua si y s6lo si X es numerablemente compacto. 4

Proposicién 3.27.- Sean X, X' espacios topoldgicos T3a y T A.

e Y, Y' espacios pseudometrizables que contienen sendos arcos.

Entonces
¥ o C(X,Y) x Cul(X',Y') — Cu(X xX',¥Y xY")
(f, g) — (f x g)

es continua si y s6lo si X y X' son numerablemente compactos.

N.

¥



CAPITULO 4. LEY EXPONENCIAL
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En el capitulo 4 estudiaremos la ley exponencial, es decir,
las condiciones que aseguran que el espacio cw(x x Y,Z) es homeo

morfo, mediante la funcibén exponencial, a CW(X,CW(Y,Z)).

En el caso de variedades metrizables, con Y y Z contenien

do un arco, el homeomorfismo es equivalente a que Y sea compacta.

Estrechamente relacionada con la funcién exponencial, y de
interés en si misma, se encuentra la funcién evaluacién. Asi como
con la topologia compacta abierta s6lo algunas condiciones fuer-
tes, como por ejemplo la local compacidad de X, permiten asegu
rar que es continua, en el caso de la de Whitney '"casi' siempre

lo es.

Proposicién 4.1.- Sean X un espacio topolégico regular e Y un

espacio topolégico. Entonces, la funcién

w * Cw(X,Y) x X —_— Y

(f,x) ——— f(x)
es continua.
Demostracidn: Sean x e X, f e C(X,Y) vy Vf(x) entorno de
f(x). Puesto que f es continua existe Vx, tal que
£(v9 e Vf(x), y, como X es regular, existe W* de modo que
e vX.

El conjunto
U= (v xvE®)) Ux-F) x V) e X x ¥
es abierto y contiene al grafo de f.

Si consideramos el entorno N(f,U) x WX de (f,x) se tie
ne que, para todo g € N(f,U) y todo z e WX, w(g,z) = g(z) e

-4 Vf(x), lo que prueba la continuidad de w en (f,x). M



Observacidén: Si C(X,Y) se reduce a las constantes la evaluacién

f(x), se verifica que
f(x)

es continua, pues dados (f,x) vy V

WwNCE,U) x X) = vE(X) donde U= xx v

Por consiguiente no es necesario que X sea regular para

que w sea continua.

Sin embargo, si X no es regular puede w no ser continua,

como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.2.- Sea X = Y = (R,T). La topologia
T=1{U-B| Ue T,» BC A}, con A= {1/n | ne B}. X no es regu
lar, pues el punto 0 no posee una base de entornos cerrados.
Sean £=1,, x=0 y vE(X) g4,
Si VO es un entorno arbitrario de 0, y UC X xX es un
o

abierto cualquiera que contenga a Tes existe un n_ € B tal

que (-1/no.1/no) - A c:Vo, y para n > n como (1/p,1/4) € T¢,

07
: 1 1 1 1
existe ¢ > 0, tal que (H - €y n €) x (i -E, 5 e) cU
(Podemos tomar e < l/n - 1/p41). Sea la funcién g : X » X de
finida por g(x) = x si x ¢ (%-— €, V/n), g(x) = 1/n si
1

xe (2~ %, /n) vy g(x) = 2x+e = 1/4, es decir lineal, en

rl 1
(- 7~ £/2].

Es inmediato cue g es continua y chz U y, puesto que el
punto % -5 ev? pero g(% - %) = 1/, ¢ R-A, queda probado

que w no es continua en (£f,0).

Dados X, Y, I espacios topoldgicos, a cada aplicacién con
tinua a : XxY - Z se le asocia una aplicacién a : X = C(Y,2Z)

del siguiente modo: a(x) = a(x,.). Reciprocamente, dada una



- 87 -

aplicacidn a: X+ C(Y,Z) se le asocia la aplicacién

a : XxY - 2, dada por a(x,.) = a(x), para todo x e X.

Esta correspondencia a - a es la que se conoce como fun-

cidén exponencial.

Se trata de estudiar en qué condiciones o continua implica

que a : X » Cw(Y,Z) lo es y reciprocamente.

Proposicién 4.3.- Sean X, Y, Z espacios topoldgicos, tal que X

verifica el I A.N. e Y es numerablemente compacto.

Entonces, a : XxY - Z continua implica

A

a X — CylY,2) continua.

x — a(x,.)

Demostracidn: Sean x, € X y Ucy xZ abierto tal aue
I‘a(x ) c U. Como a(xo) es continua, para todo y € ¥ existen
° .

alxg,y)

. a(x ,v) alxy,y)
'Vy, \'s tales que a(x,) (Vy) cvVv ° e

y VW xv

Por otro lado a es continua, luego para todo y e Y exis-

X x
) y y 4 o y a(x,,y)
ten wn(y), w de modo que W C V/, y u(wn(y) xW)e Vv o .

X
({wn"} es una base de entornos del punto x que verifica

o

x x
W °1 c wn°, para todo n e E).

Supongamos ahora que a no es continua en Xy- Entonces,

existe un abierto U C Y xZ tal que r&(x ) cU vy
x o
&(wn°)¢:N(&(xo),U) para todo n e B.

(Este abierto U estd en las condiciones anteriores con

respecto a a(xo)).

X
Asi, para todo n € B existen X, € \v‘no e y, € Y, tal

que  (yp, alx;,y,)) ¢ U.
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Por hip6tesis Y es numerablemente compacto, luego existe

Y, punto de aglomeracidn de ({y } L.

Elijamos un indice n, de modo que
X

o
n(y,) !

(x x W °, que existe pues {

n Yn ) e W converge a X
o o

*n'ne¥ o

e Yy, € Agl (yn)nex'

Asi que por un lado tenemos (v. , a(x_ ,y. )) ¢ U, y por
n n,'7n,

a(xg,¥,) ° Yo
) eV , pues Vv €W
N

y
otro c(xn ,V cv?e, y ademis

n
Yo u(xg,yo . .
xV C U, 1lo que implica (yn ,o.(xn 'Yn )) e U que

o o o

b .
es absurdo. Luego a es continua. ,

Observacién: Si Y es compactoy T,, la proposicidn anterior es
vdlida cualquiera que sea X, pues entonces Cw(Y,Z) = CC(Y,Z)

(topologia compacta-abierta).

Si en la proposicidén anterior falla alguna de las hipdtesis

la conclusidn no siempre es cierta. Veamos unos ejemplos.

Ejemplo 4.4.- Sea Y un espacio TI’ no numerablemente compacto.
Tomamos X = Z = R y la funcién a : X x Y - Z dada por
a(x,y) = x, para todo (x,y). a es continua y sin embargo &

no es continua en ningin punto.

En efecto: como Y no es numerablemente compacto y es Tl'
posee un subconjunto A = {y, | n e £} cerrado, discreto e infini
to. Dado t e X = R el conjunto

U= [U Gypt x (t =5, t+ 1T U [(Y-A) x 2] es abierto
nek

n'
en Y xZ, ademds, puesto que para todo y e Y,

(y,a(t)(¥)) = (v,a(t,y)) = (y,t) € U, contiene a P&(t). Dado



€ >0, en el entorno (t-g,t+e¢) de t elegimos un ty cual-
quiera distinto de t, y un nimero natural‘ n, tal que
1/n < |t-t |. Entonces (yn,&(to)(yn)) = (Yn,to) ¢ U y por tan
to r&(t ) &U y & no es continua en ningGn punto al ser t

o

arbitrario. {

Por la demostracifén de este ejemplo se ve que en vez de
X = Z = R podriamos tomar espacios que contuvieran arcos. Mis

concretamente:

Proposicién 4.5.- Sean X un espacio topoldgico T, que contie

ne un arco, Y un espacio Tys Y Z un espacio topolégico que
contiene un arco. Si para toda a : XxY » I continua,
a X~ CW(Y,Z) es continua, entonces Y es numerablemente com

pacto.

Demostracidn: Sean § : I - X, 8 : I - 2 arcos en Xy Z res-

pectivamente, con §(0) = Xy g(0) = zg5s &(I) = A y 8(I) = B.

Como X es T, existe una extensién continua f : X -+ I

de s ' :AasI.

La funcidén o : X XY — I es continua. Veamos que
(x,y) —— Bf(x)
g 1 X — Cw(Y,2) no es continua en X, si Y no es numera-

x — a{x,.)
blemente compacto.
Puesto que Y no es numerablemente compacto y es T1, posee
un subespacio infinito C = {y, | n e B} cerrado discreto. Para

cada n e F consideremos un abierto V, en Z tal que

v, N B = 8([0,1/n)).
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El subconjunto U = [{J ({y,} x Vn)] U [(Y-C) x 2] de
nelR

Y xZ es abierto, y contiene al grafo de &(xo), ya que, nara todo
nel, (yp.ax)(yp)) = (ypealxg,y)) = (v, ,8f(xy)) =
= (yys8(0)) = (y,,2,)-

x
Sea ahora un entorno arbitrario V ° de «x existird un

o’
x
ne B, tal que 6(1/n) e V o, Entonces,

a(6(1/n)) (y,) = a(8(1/n),y ) = 8£(§(1/n)) = 8(1/n), con lo

que  (y,,8(8(1/n))(yy)) € U. ,

Ejemplo 4.6.- Sean X =z = ([0,0], T<) e Y = ([0,0), T<).
X noes I A.N. pero Y si es numerablemente compacto.

La funcién o : XxY + Z, dada por a(x,y) = x para todo

(x,y), es continua.

La funcién a : X » C,(Y,2) asociada a a, dada por
a(x)(y) = a(x,y) para todo x e y, no es continua en el punto 0.

En efecto: Sea U = (U (flo,x] x (x,0]) &Y x C.
A<Q

U es abierto y para todo y € Y, (y,a3(R)(y)) =
= (v,2) € [0,y] x (v,8] € U, 1luego Taca) € V-
Dado un entorno bidsico de @, (X,Q] con A < Q, tomemos

B8 € (A,Q). Entonces,

(8,a2(3)(B)) = (B,a(B,8)) = (8,8) ¢ U y por tanto
r&(e) &U, vy asi & no es continua en Q.

Tanto X como Y y Z de este ejemplo son desconexos. Pero
se puede evitar tomando X = Z = L‘ la recta 'larga" ampliada

con Q@ ypor Y =1L, 1la recta "larga" (ver Steen-Seebach, pig.

).



El razonamiento es andlogo para probar aue dada a, como an

tes, a no es continua en Q.

El paso de & a a ofrece pocas dificultades pues, como

vimos en proposicién 4.1, la evaluacibn es ''casi" siempre continua.

Proposicién 4.7.- Sean X, Y, Z espacios topoldgicos, Y regular.

Entonces & : X ~ C,(Y,Z) continua implica que
a: XxY — I es continua.

(x,y) —— a(x)(y)

Demostracidén: Es consecuencia de la Proposicidn 4.1, ya que

a = wo (& x )
Como consecuencia se obtiene el siguiente corolario.

Corolaric 4.8.- Sean X, Y, I espacios topoldgicos, tal que X
verifica I A.N., e Y es regular y numerablemente compacto. En
tonces, la aplicacién
At C(XxY, 2) —— C(X,Ck(Y,2))
a —— a

es biyectiva.

Demostracidn: Es consecuencia de las proposiciones 4.3 y 4.7. '

Es ya sabido que si f : X - X' es una identificacién e Y
es localmente compacto, entonces f x lY :XxY=+X'"xY es una
identificacidén. La demostracidn utiliza el hecho de que la funcidn
A C(X xY,2) — C(X,CC(Y,Z) es una biyeccién si Y es local

a~
Q@ —= G

mente compacto. Se puede pues, utilizando el corolario anterior,



probar la siguiente proposicién:

Proposicién 4.9.- Sean X, X', Y espacios topoldgicos, X verifi
ca el I ANN. e Y es regular y numerablemente compacto. Entonces,
si £ : X+ X' es una identificacién, f x IY X xY+X'"xY

también es identificacién.

Demostracidn: Sea X" un espacio topolégicoy g : X' xY - X"
una aplicacién tal que go(f x IY] =h :XxY - X" es continua.
Por lo anterior f : X =+ Cw(Y,X") es continua. Ahora si

f(x1] = f(xz) se tiene ﬁ(x1)(y) = h(xl,y) = g(f(x1),y) =

= g(f(xz),y) = hixy,y) = ﬁ(xz](y), es decir, h es compatible
con f, luego existe una funcién continua h : X' =» CW(Y,X")

de modo que el diagrama siguiente

~

X —A— cur,xm)
¢l -
v h
x'
es conmutativo.
Luego, la funcién h : X' x Y - X", tal que A—I(F) = h

es continua. Pero ﬁ(x',y) = h(x")(y) = h(x,y) con f(x) = x'

y i(x',y) = g(f(x),y) = g{(x',y), es decir h = g es continua.

Asi f x 1y es una identificacién. ,

Corolario 4.10.- Si f : X - X' y g : Y - Y' son identificacio
nes, con X e Y que verifican el I A.N.,y el rango de una de las
identificaciones y el dominio de la otra numerablemente compactos

y regulares entonces fxg : X xY =+ X' xY' es una identificacidn.

Demostracidn: Es consecuencia de la Proposicidn 4.9, pues
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fxg=(fx1y)° (g xg) = Iy, xg) e (f xty)
y entonces 6 bien f x 1y e lx, x g son identificaciones 6 lo
son f x 1y, y 1y X 83 por Gltimo la composicidén de identifi-

caciones es siempre una identificacién. ,

Como consecuencia inmediata de las Promosiciones 4.3 y 4.5 se

obtiene la

Proposicién 4.11.- Sean X un espacio que es T4, verifica I A.N.

y contiene un arco, Y un espacio T3. y 2 un espacio con un ar

co.

Entonces, A : C(XxY,Z) —— C(X,Cw(Y,Z)) es biyectiva si

y solamente si Y es numerablemente compacto.

Demostracidn: Inmediata de lasProposiciones 4.3, 4.5 v 4.7, 4

Corolario 4.12.- Sean X, Y, Z variedades paracompactas y TZ’ ta

les que existen x, € X vy z,€ 1, tal que dimx X>1 y
o

dimz Z > 1. Entonces A : C(XxY,Z) - C(X,CW(Y,Z es biyectiva
o

si y sb6lo si Y es compacta.

LEY EXPONENCIAL

En lo que sigue se trata de buscar condiciones ague aseguren
que cw(x xY,Z) = CW(X,CW(Y,Z) (mediante A) que es lo que se

conoce como Ley exponencial.

En el caso de que X sea discreto tenemos:

Lema 4.13.- Si X es un espacio topolégico discreto, para cual-

quier espacio topolégico Y se verifica que
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cyx,y) = O v
X
(a Yy = v* con 1a topologia de las cajas).
X

Demostracidn: Como X es discreto todas las funciones de X en Y
son continuas, es decir C(X,Y) = Yx.

Sea f e C(X,Y) y UcC XxY abierto con rec U. Para ca

da x € X existe Vf(x) tal que {x} x Vf(x) < U.

si v= U (ixr x vE()y | e tiene N(£,V) c NC£,U) vy
xeX

N(f,V) = I Vf(x). Como B = {1 U_| Ux abierto en Y para
xeX xeX
todo x € X} es una base de la topologia de las cajas, la igual

dad de las topologias del grafo y de las cajas queda probada. ,

Si X fuera una suma topoldgica de espacios se obtiene la

relacidn siguiente

Lema 4.14.- Sea {Xi}ieI una familia de espacios topoldgicos.

Para cualquier espacio topoldgico Y se tiene que

o Cul J X..Y) O c,x..n)
wigl i ier W1
£ o (£ ° e

es un homeomorfismo.

Demostracidn: Es evidente que ¢ es una aplicacidén biyectiva.

a) ¢ es continua
Sea f e C( { Xi,Y), y para cada i e I sea Ui abierto
iel
en Xi x Y tal que rf°ji<: Ui'

Entonces ] U, es un abiertoen (] X;) xY =
iel iel
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: ¥ (X; xY). Si gecC(] X;,Y) es tal que T 6 I u;,
iel i€l €7 el

para todo 1 € I y para todo x; € X; se tiene

(xi’ g°Ji(x1)) = (xirg(xl)l)) = ((xlll))g(xlll)) CUJ.'

Luego, para todo i eI, T__. CU. y ¢ es continua en f.

8°J; i

1

b} ¢ ' es continua.

Sea f = <fi>, . = ¢'k(fi)iel) vy W un abierto en

m

(iEeI X)) x ¥ I (X; x Y) tal que T.CW.

iel
W serd de la forma J W.,, con W. abiertos en X; x Y.
ier ! t !
Se tiene que Te C Wi para cada i € I. Entonces, para to
i
da (gi)iel con g; € C(Xi,Y) para tode i e I, tal que
r [ Wi para todo i € I, es claro que T CcW.

84 “8i%jel

Asi ¢ ' es continua en (f

ier”

La siguiente proposicidén prueba que si X es discreto la

ley exponencial es vilida.

Proposicidén 4.15.- Sean X, Y, Z espacios topoldgicos, con X
discreto. Entonces A : cw(x x Y,Z) ————rs CW(X,CW(Y,Z))

~
a —_— a

es un homeomorfismo.

Demostracién: Basta observar que el diagrama

-1
Cu(X,Cy(¥,2)) —dev QX x ¥,2) = Cy( ] Yo

1 l@

O cy(y,z ! O c(Y,2)
= Cw ) = Cw




¢s conmutaiivo, y aplicar los lemas anteriores.

Para todo B e C(X,Cy(Y,2)), ¢A'1(B) = 6(8) = (Bej ) ex»

donde
g, (y) = 8(x,y) = B(x)(y) para todo yeY y todo x € X,

es decir Bej, = 3(x), para todo x e X, y por tanto

(B°3y ) yex = 8- 4

Si X no es discreto la proposicién anterior no es vilida, ya

que, entre otras razones, A no es siempre biyectiva (Proposicién

1.11).

Lema 3.16.- Sean X un espacio topoldgico que verifica el I A.N.,

-

Y un espacio numerablemente compacto, I wun espacio pseudometri
zable. Sea f : X xY - Z wuna funcién continua y U<« XxY xZ un
abierto tal que . C U. Entonces, si d es una pseudométrica

2

en Z que describe su topologia, para cada x € X existe n, € ¥

y existe Vx, tal que

{(t,y,2 € Vi xY x| d(f(t,y),z) < 1/nx} c U.

Demostracidn: Para cada x € X

sea V(x) = {Vﬁ | n € B} una base del sistema de entornos

x x
de x, tal que Vn~1 C'Vn para todo n e B.

Supongamos que la conclusién del lema no es cierta. Entonces

existe x € X tal que, para cada n e€ ¥ existe Xy € V:, existe

Ypn €Y ¥ existe 1z € Bd(f(xn,yn),1/n), tales que
(X +YpeZg) ¢ U.

La sucesién {x} converge a3 x, Yy la sucesién

X
n'nel

(yn}nen' por ser Y numerablemente compacto, posee un punto de
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aglomeracién, y. Entonces, (x,y) € Agl ((xn’yn)}neﬂ‘

Sean Vﬁ , Vy, Bd(f(x,y),1/n1) de modo que
0

Vo, XV xBg(£(x,),1/np) €U y £(Vp xV") c Bg(£(x,y),1/2my).

Los elementos de la sucesidn {(xn,yn)}nen que pertenecen a

V: x v/ constituyen una subsucesiébn que tiene a (x,y) como pun
o
to de aglomeracién. Asi que sin pérdida de generalidad podemos su-

x
nel esti en Vno

poner que la sucesién ((xn,yn)} x VY.

Si m = max {no,an} tenemos

dzp, £(x,y)) < dzp, £(xpuy)) + dCE(xg,yy)  £(x,y)) <
/m + 1/2n; < 1/ny

A

lo que indica que n € Bd(f(x,y),1/n1) y por tanto
(XY 2Zg) € v; x V¥ x By(£(x,y),1/n) € U,
o

lo que contradice al hecho de que (xn,yn,zn] ¢ U para todo

n e §. '

Proposicidn 4.17.- Sean X wun espacio paracompacto regular y I A.N.,
Y un espacio numerablemente compacto y regular, y < un espacio
pseudometrizable.

Entonces, A : Cw(X xY,Z) — Cw(X,Cw(Y,Z))

~
a — a

es un homeomorfismo.

Demostracifn: Por el Corolario 4.8, A es bivectiva.

a) A es continua.

Como Y es numerablemente compacto vy Z es pseudometriza-
ble (d una pseudométrica que describa su topologia), por la pro-

posicidn 1.15,



8§(f,g) = sup{d(f(y),g(y))| y e Y}, para f,g e C(Y,Z),
es una pseudométrica que describe la topologia de CW(Y,Z).

Asi, como X es paracompacto y regular un entorno bisico

de & viene dado por Bé(&,e), donde ¢ e C(X,R").

Sea n : XxY - R* 1a funcidén continua dada por

n(x,y) = % (x) para todo (x,y) e XxY.

Consideremos el entorno de a dado por n, es decir

Bd(u,n). Si g e Bd(a,n) se verifica: para todo x e X

sup {d(8(x)(y),&(x)(y) | ¥ e Y}

§(g(x),a(x))

sup {d(g(x,y),alx,y) | y € Y} £ 5 (x) < e(x).
Por tanto ﬁ € Bé(a,s) y A es continua en a.

b) A"! es continua.

Sea & : X~ Cy(Y,2) y A'@) = a.
Dado U un abierto de XxY xZ, tal que T, cU, por el
lema 4.16, para cada x € X existe n, e B vy existe v*  tales

que

{(t,y,2) € V¥ x Y x z | d(a(t,y),z) < 1/n} c U.

Coro X es paracompacto y regular, existe C = {Ci | i e I} refina
miento cerrado, localmente finito del recubrimiento abierto
{v* | x e X} de X. Paracada i e I elijamos x; € X, de modo
que C; € Vi,

-
> = V entorno de a (Ver

. 5. o
Consideremos V <C, { /“xi}iel

Def. 1.5 y Prop. 1.12).
Si Y eV, paratodo (x,,y,) € C; x Y se tiene que:

d(y(xg,¥g)»a(x5:¥5)) = d(F(xg) (¥g),a(xg) (¥ )) <
< sup {d(¥(xa)(1),8(x) (7)) | y e Y} =
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= §(V(xg),alxy)) < ny,

X:
Luego ((xy,¥y), v(xg,¥,)) € U, pues x e C;cV '

Como C es un recubrimiento FYc: U y l\'1 es continua en

Q>

Como consecuencia inmediata de las oroposiciones 4.11y 3.17

tenemos la siguiente

Proposicidn 4.18.- Sean X un espacio paracommnacto, TZ' I ALN. ¥y
que contiene un arco, Y un espacio T3 Yy Z un espacio pseudometri

zable conteniendo un arco. Entonces,
A Cy(X x Y,Z) ———  Cyu(X,Cy(Y,2))
a —— 3

es un homeomorfismo si y s6lo si Y es numerablemente compacto. 4

Si al espacio Y se le impone que sea compacto se pueden de
bilitar las condiciones sobre el espacio Z 6 X y seguir obte-

niendo resultados andlogos a los ya obtenidos.

Proposicién 4.19.- Sean X, Y, Z espacios topolégicos, con Y re-
gular y compacto. Entonces

AT X, Gy (Y,2)) —— Cy(X x Y,Z)
g —— @

es una funcién continua.

1

Demostracién: Por la proposicidn 4.7, A~ es una aplicacién.
Veamos la continuidad de A~' en &:

Sea U un abierto de X xY xZ tal que T < U. Dado
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XO y u(XO,Y)
X, € X fijo, para todo y e Y existen Vy , VI, V , tales
X, oy alxg,y)
que Vy xV xV cu

X Cl(x .Y)
y a(vy°xvy)cv onrT.

Como Y es compacto, existen Yise--syy €Y de modo que

n vy, x nooxg
WUv?i=y. sea Vv°= M v ° Entonces, para todo i=1,...,n,
i=1 i=1 i
X Y alx_,y.) x y. a(x_,y.)
vexvixy 9V ey y awOxvihev °71,
n Y al(x,,y;)
El abierto V=1 (v1xv ©7°1) de YxZ contiene al
i=1

Y.
grafo de a(x,), pues si yeV?

. Yy o alxg,y;)
(r,8(x)(y)) = (v,alxg,y)) eV © x V cVv.
. &(x,)
Si denotamos N(u(xo),V) per V , el abierto
x a(x,)
w= U voxv '°

de X x Cw(Y,Z)
xoeX

contiene a Tz. Y si Y e C(X,Cy(Y,Z)) es tal que F§ C W se
tiene:

para todo x € X, existe x, € X tal que

. X &(xo) X,
(x,¥(x)) eV~ xV lo que indica aque x € V ~, y aue para

todo y e ¥, (y,F(x)() = (rr(x,y)) e &1 W7y et
i=
Fijado ahora y € Y, elegimos i € {1,...,n} tal que
(0 e Vi gy 0T
Entonces,

ERCP Y

X
(x,y,Y(x,y)) = (x,y,¥(x)(y)) eV ®xV?ixy cu,

es decir, puesto que x e y son arbitrarios, rY c U. Asi I\'1

es continua en Q. '

En lo que respecta a la continuidad de A se tiene el resul

tado siguiente:
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Proposicién 4.20.- Sean X espacio topoldgico paracompacto, regular

-

y I A.N., Y un espacio numerablemente compacto y I un espacio

topoldgico arbitrario.

Entonces, A : Cw(X x Y,Z) » Cw(X,CW(Y,Z)) es continua.

Demostracidn: Por la proposicidn 4.3, A es aplicacién.
Veamos la continuidad de A en a:
Sea U un entorno bisico de & que, por la observacién del

Corolario 1.7, se puede tomar de la forma:
U = <C,A> = {g e C(X,Cy(Y,2)) | g€l Ay, Vie I}

donde (¢ = {Ci} es un recubrimiento cerrado localmente finito

iel

de X y A = {Ai} es una familia de abiertos de una base de

iel
Cy(Y,2). Podemos suponer que para todo i e I, Ay = N(hi,wi),

con W.cC YxI abierto, y h. e C(Y,Z) tal que T, € V..
i i hi i

La familia F = {Ci x Y de cerrados de X xY, es lo

Fier»

calmente finita y G = (X xwi} es una familia de abiertos en

iel
XxY xZ, luego, por el lema 1.2, N(F,G) es un abierto de

Cy(XxY,Z).
Puesto que si (x,y) € C.1 x Y se verifica que

(x,y,a(x,y)) = (x,y,a(x)(y)) € X x Wi, se tiene que

r € X x ¥;, es decir a e N(F,G).
“!Ci xY

Finalmente, si vy € N(F,G) para todo x € C; v todo

Yy €Y, (x,y,vy(x,y}) e X x W., luego (y,v(x,y)) =

[}

(y,¥(x)(y)) e W., es decir r?(x) C W;, 8 1o que es lo mismo
7(x) € A; para todo x € C;. Por tanto YeU y A es continua

en a. 4

Como consecuencia de las proposiciones anteriores se tiene



Corolario 4.21.- Sean X espacio topolégico regular, paracompacto
y I ALN., Y un espacio compacto y regular, y I un espacio to-

polégico arbitrario. Entonces A es un homeomorfismo.

Proposicidén 3.22.- Sean X un espacio topolégico T,, paracompacto

I A.N. y que contiene un arco, Y un espacio paracompacto y Ty, vy
Z un espacio que contiene un arco. Entonces A es un homeomorfis

mo si y solamente si Y es compacto.

Demostracién: Consecuencia inmediata de la proposicién 4.11 y del

corolario 4.21. §

Corolario 4.25.- Sean X, Y, I variedades paracompactas vy TZ’

tales que dimx X>1 vy dimZ Z > 1, entonces

Yo Xor o o

A cw(x x Y,Z) = CW(X,CW(Y,Z)) si v s6lo si Y es compacta.



BIBLIOGRAFIA



- 104 -

Bibliografia

{c]

(Co]

(6]

™)

[¥a]

Cerf, J.,Topologie de certains espaces de plongements,

Bulletin Soc. Math. France, Vol. 89 (1961), 227-380.

Di Concilio, A.; Di Maio, G.; Russo, A., Some topologies
in function spaces, specially the Whitney topology. Rend.
Accad. Sci. Fis. Mat. Napoli (4) 49 (1982), 9-16 (M.R.
85a:54020).

Gauld, D.B., The graph topology for function spaces.
Indian J. Math. 18 (1976), no. 3, 125-132 (Zbl. Math.
372:53011).

Golubistsky, M.; Guillemin, V., Stable mappings and their

singularities, Springer-Verlag, 1973.

Guran, I.I.; ZarichnyjY, M.M., Whitney topology and box
products. Dokl. Akad. Nauk. Ukr. SSR, Ser A 1984, No 11,

5-7 (1984). (Zbl. Math. 579:54010).

Hirsch, M.V., Differential Topology, Springer-Verlag

Graduate Texts in Mathematics, Vol. 33 (1976).

Kunen, K., Set Theory. An Iantroduction to Independence

Proofs, North Holland, 1980.

Levine, N., On the graph topology for function spaces.
Kyungpook Math. J. 24 (1984), no. 2, 101-113 (M.R.

86a:54018).

Margalef, J.; Outerelo, E.; Pinilla, J.L., Topologia,
Alhambra, Madrid, 1979.

Mather, J.N., Stability on C® mappings: II. Infinitesi-

mal stability implies stability, Annals of Mathematics,

Vol. 89, no. 2 (1969), 254-291.



[Mc]

[Mi]

[M-1]

[M-2]

(N]

[N-P]

(P]

- 105 -

McCoy, R.A., Fine topologies on funftion spaces. Preprint.

Michor, P.W., Manifolds of Differentiable mappings. Shiwa

Math. Series, no. 3, 1980.

Munkres, J.R., Elementary Differential Topology, Ann.

Math. Studies, no. 54. Princeton Univ. Press, 1966.

Munkres, J.R., Topology. Prentice-Hall, Englewood Cliffs,
New Jersey, 1975.
Naimpally, S.A., Graph topology for function spaces,

Trans. Amer. Math. Soc. (1966), 267-272.

Naimpally, S.A.; Pareek, C.M., Graph topologies for func-
tion spaces. II, Comment. Math. Prace Mat. 13 (1970),

221-231. (M.R. 41:9184).

Poppe, H., Uber Graphentopologien fiir Abilldungsratime I.
Bull. Acad. Polon. Sci., Sér. Sci. Math. Astron. Phys.

15, 71-80 (1967).

Spring, D., Compactness in the fine topology, Topology and

its Applications 18 (1984), 89-94.

Steen, L.A.; Seebach, J.A., Jr., Counterexamples in
topology, (Second edition) Springer-Verlag, New York,

1978.

Whitney, H., Singularities of mappings of Euclidian spaces,

Symp. Int. de Topologia Algebraica, Mexico, 1958.






