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RESUMEN

En este trabajo se presentan algunos resultados que resaltan
la importancia de Ia transitividad máx-mín dentro de las transiti-
vidades máx-* , cuando se pretenden definir relaciones de prefe-
rencia difusa.

Pulabrus cluve: Relacíón de Preferencía Dífusa, Transitividad Dí-
fusa, Alternativas nítidamente no Dominadas.

l. INTRODUCCION

Nuestro punto de partida será un conjunto

X = { ^1, ^z, ..., x„;

formado por n alternativas, sobre las que se pretende definir una relación de
preferencia difusa; es decir, un subconjunto dífuso del producto cartesiano
X x X, con una función de pertenencia asociada

^c : X x X ------^. [^, 1 ]

de modo que

^^^x^^ x^) E [^, 1]
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representa el grado en que la alternativa x^ es preferida a la alternativa _x; .

Dada una relación de preferencia difusa, Orlovsky [3] define la relación
de preferencia est ricta asociada:

,µs : X x X --+ [o, 1 ]

µ^{x^, x;)=máx (µ(x;, x;)--µ{x;, x^), ^^

y a través de ella se obtiene el conjunto difuso de alternativas no domi-
n ad as:

^ ND^ X i^^` LO^ 1^

^.l ND^Xi ) = 1 --- Il1aX ^ís {X;, -Xi ^

!

que asigna a cada alternativa un valor que representa el grado en que no
está dominada.

Desde este punto de vista, estaremos interesados por el conjunto de al-
ternativas que hagan máximo este grado de no dominación. En concreto,
nos podemos preguntar por la existencia de alternativas nítidamente no do-
minadas, es decir, si la relación de preferencia difusa tiene asociado un con-
junto no vacío:

X^UND^ ^^ E X^^l ND^X} ! l^

de alternativas nítidamente no dominadas.

2. TRANSITIVIDAD MAX-MIN

orlovsky [3] demuestra, bajo condiciones bastante generales, que

X UND^ ^
N

En particular, para obtener este resultado, basta suponer que la relación de
preferencia sea máx-mín transitiva:

µ(x„ x;)> mín {µ(x„ xk}, µ(xk, x;)} `d i, ^j, k

Pero es evidente que dentro del conjunto de alternativas nítidamente no
dominadas existen subconjuntos de especial interés:
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^ µ NDd= ,jX E X^ UND/ ^ v^ X^!ND^

X UNDnd ^^ X E X^ tJND/ ^l y^ X µUND

siendo de comprobación trivial el siguiente:

Lema

Teorema i

^ Ñ NDd ^ ^ ^UND_ X ^UNDnd

µ^ ( x^ y) > o }
µ^(^^ Y) =^]

5l

Sea µ una relación de preferencia máx-mín transitiva no triviai, en el sen-
tido de que

µ^-Xi^ Xj^^µ^xj^ xi^

para algún par de alternativas. Entonces

X UNDd ^C ^
N

Demostración:

Por eI lema anterior, será suficiente estudiar el caso en que

X UNDnd ^ ^
^

A1 ser la relación no trívíal, podemos considerar el conjunto no vacío

_
X wX _Xµ NDnd

y la restricción de µ sobre él:

A I. /^

µ: X x X----► [0, 1]
.. _ „
^^-xi^ Xj^^.`µ^xi^ xj^ b.aCi, .aCj E X

que desde luego sigue siendo rnáx-mín transitiva.

Por tanto
A

x UND^ ^
N

y como
,.

X UND= X UNDd
N ^

el teorema queda demostrado.
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P©demos también estudiar bajo qué condiciones una relación máx-min
transitiva def^ne un preorden nítido:

1^efinición

Diremos que una relación de preferencia difusa ^c es «transitiva» cuando

^1xi^ Xj^^µ^Xj, Xi^

ulxj^ Xk)^µ^xk+ -Xj^

^ ^^^i^ xk^^^^X^C^ xi)

Es trivial que toda relación transitiva define el preorden nítido

^ i > ^ .i ^ µ(^i^ xj)>^lXj, Xi)

pero en general la transitividad máx-min nos asegura sólo una transitividad
parcial.

Teoremu 2

Si la relación de preferencia ^u es máx-mín transitiva, entonces

^(xi^ xj)^^(xj^ xi)
^ ^^xi, xk^^µ^xk^ xi)

^(-Xj^ Xk)^^^-Xk^ ^Xj)

Demostrución

Trivial porque bajo las condiciones del teorema la relación de preferencia
estricta también es máx-mín transitiva (Orlovsky, [3]), luego

µS(xi^ ^k)> mín ^µs(^i^ xj), µs(xj^ xk)} > 0

Teorema 3

Sea ^ relación de preferencia máx-mín transitiva. Si además es recíproca:

^(xi, xj)^ 1 -^1.xj^ xi) ^ i^.^

entonces µ es transitiva.

Demostración

Por el teorema anterior, será suficiente estudiar el caso en que

^.l (.7iC i , X j ) _ ^.l (.^C j , X i ) _ ^ ^2
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o bien

^^(X^, Xk)_^^(^k, ^^^- ]/7

Pero en cualquier caso

µ(-xi, xk)-^t111n {^,l(X^, X^), ^.l(X,, Xk)j = 1/' Ĝ

^.1^-xk, xi )> mín ,^c(xk, x^), µ(X^, X^ )} = 1^2

luego ha de ser

^^-Xi^ Xk^^µ^.)Ck, .Xi Ĵ = ^^Ĝ

3. TRANSITIVIDAD MAX-*

S3

Zadeh [4] y Bezdek-Harris [1] proponen sin embargo otros tipos de
transitividad basados en operaciones binarias conmutativas y continuas

* : [o, 1 ] x [0, 1 ] ----; [0, 1 ]

distintas del mínimo. Así se dirá que una relación de preferencia difusa

µ: X x X--► [0, 1]

es máx-* transitiva si y sólo si

Ju^Xi^ xj^^µ(Xi^ X k^ ^` N-^xk^ Xĵ ^ d l, J, ^C

Y sería interesante que en cualquier caso quede asegurada la existencia de
alguna alternativa nítidamente no dominada. En este sentido, vamos a ver
que 1a máx-mín transitividad juega un papel clave dentro de la familia de
transitividades máx-*. Para ello consideraremos las siguientes familias de
operaciones binarias dehnidas en el intervalo [o, l]:

Om'"={*/a*h<mín(a,h)da,hE[o, 1]}

^ m," _{*/ a* b> mín (a, h^ d a, b E [0, 1]}

Cuando una operación binaria en [0, 1] se utiliza para agregar preferen-
cias definidas por grupos de individuos, Fung y Fu [2] hablan de «opera-
ciones de agregación», y demuestran que si tal operación binaria * verifica
las condiciones de continuidad, idempotencia, conmutatividad, asociatividad
y monotonía no decreciente, entonces necesariamente existe un oc E[0, 1] tal
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u*ó=máx (U,b) si u, b^a

a * b=a si a<a<b

a* b= mín (a, b) si a, b> a

Aunque en nuestro contexto no tenga sentido la asociatividad, podernos
imponer a la operación base de la má.x-* transitividad alguna condición en
la línea del trabajo de Fung-Fu [2].

T,eorema 4

La única operación continua

,^,^ E Q min

para la cual toda relación de preferencia máx-* transitiva tiene asociada un
conjunto no vacio de alternativas nítidamente no dominadas, es la del míni-
mo:

a* b = mín (a, b) d a, b E[o, 1]

Dem©stración

Bastará ver que para toda operación distinta del mínimo existe una rela-
ción de preferencia ,u máx-* transitiva con

X UND^ ^
N

En efecto: sean a, b E[o, 1] tales que

a * b < mín (a, b) (1)

Por la continuidad de la operación binaria podemos suponer que ambos
elementos son distintos, pues si fuese

a*b=mín(a, b} `d a^b

entonces, para todo c^[o, 1]:

c* c= lim c„ * c= 1im mín (c,,, c) = c
c„-+c r„-•c
c„#c r„#c

y por tanto sería

a* b= mín (a, b) d a, b
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Entonces, supuesto (1), es de fácil comprobación que la relación de prefe-
rencia difusa ^^ definida de modo que

µ(X^^ X^)._..

si i>j

si i = j

si i=j--1

máx (a, b) si i< j-- 1

es máx- * transitiva y sin embargo

X UND, _ ^
^^

Idéntico resultado se sigue suponiendo que la operación

* E 0 mín

verifica la condición de idempotencia:

a*a=a b'aE[0,1]

Teorema 5

Sea una operación binaria

X E ^ mín

tal que

a* b> mín (a, b) d a^íh

Entonces sólo las relaciones constantes:

^ P E^0, 1] l µ(x; , x^ )= p b i, .1

son máx- * transitivas

Demostruci^^n

Supongamos dos alternativas tales que

µ^xi^ Xj^^µ(xi^ xi)
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Entonces:

1 ue,go

y por tanto
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^^xi^ ?^j^^^^^Xi, ?Ci^ * ^,.j^Xi, Xj,>

>mín {µ{xi, xi^, ^(-xi^ Xj^j ^

µ (xi, x; ) > ^ (x^ ^ x^ )

µ(x^, x^ )> µ(X^^ x,} * µ(x;^ X^)>

> min ^ µ (xi, x j), µ(x,, x; )^ _

_ ^^ {x j ^ -Xi ) (2)

^(^i, X;)>µ(x^^ Xi^^µ(-xj^ Xi)

pero entonces en (^) tendríamos la desigualdad estricta, y
.

^(xj^ Xi)>^(^;^ xi) * ^(xi^ xi)>

,
>min ^µ(xj, xi), ^(x^, x^)j

nos llevaria a contradicción.

Análogamente llegaríamos a contradicción caso de suponer

Por tanto,

y de este modo

µ(x^^ x^)^N^(X^^ Xi)

u(x^, xj}=N^(xi^ x^) =µ(Xj^ -^^) d i^ 1

j^(Xi^ Xj)-µ^^i^ ^i^-/-^^?'^k^ xi^-

^^(xk^ Xk)^µ^-xk^ ?^m) ^% l, .J, %C YTi

Teorerna b

Sea una operación binaria

* E ^ mín
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distinta del mínimo y verificando la condición de monotonía no decreciente:

a* b>c * d d u>c^, b>cl

Entonces la única relación de preferencia reflexiva

^^u^X^, X^ ) -- 1 d i)

y máx- * transitiva es la constante:

^.^. (x ^ , x^ ) = 1 ^! i, j

Demostración

Supongamos que existe

^Cl (X^, X^) Cl < ^

para algún par de alternativas, Por la máx-* transitividad, ha de ser

a>1*u

pues ,u se supone reflexiva. Y debido a la condición de monotonía,

1*u>b*a d b^[0, 1]

Pero como

^` E ^ m ín

entonces

1*a>a

b*a^a db>u

luego

b*u=u bb>u

Análogamente se obtiene

a*h=u db>a
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De esta manera, bajo condiciones generales, la máx- * transitividad basa-
da en el mínimo es la única dentro de

(^ mín ^ { O
^.J mín

que asegura la existencia de relaciones de preferencia máx-* transitivas no
triviales con alternativas nítidamente no daminadas.
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