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I.

INTRODUCCrON

El objetivo de esta memorîa es el estudio de algunas cuestiones 

de compacidad dêbil en ciertos espacios de funciones y medidas con va - 

lores en un espacio de Banach: es decir, en los espacios de funciones 

integrables-Bochner C X ,E ) , siendo 1 < p < +« , X una medida p o ­

sitiva y acotada sobre una a-âlgebra, y E un espacio de Banach; y 

en los espacios de medidas numerablemente aditivas sobre una 0 -râlgebra 

E , con valores en E , CaCE.E) . Como caso particular especialmente 

interesante de este ültimo, se estudia el espacio de ’medidas de Radôn' 

acotadas sobre un compacte X , con valores en el dual E ' de E : 

M(X,E*) , que es el dual del espacio C(X,E) de las funciones conti­

nuas de X en E , dotado de la norma del supremo. Este estudio permi_ 

te una serie de aplicaciones interesantes a algunas ciases de operado­

res en CCXjE)., con valores en otro espacio de Banach: principalmente, 

la de los operadores dêbilmente compactes.

El tipo de problemas que se abordan en esta memoria fueron re- 

sueltos para el caso escalar en los afios cincuenta, de los que datan 

los distintos resultados clâsicos de Grothendieck |1 4 | y Bartle, Dun- 

ford y Schwartz | 1 |, que establecieron las primeras caracterizaciones 

de los subconjuntos dêbilmente relativamente compactes de (X) , con

1 ^  p < +" ; CaCE) y M(X)., Junto con la correspondiente caracte- 

rizaciôn de los operadores dêbilmente compactes en C(X) . S in embar­

go, el anilisis del caso vectorial es bastante mâs reciente, pese a que
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bâstantes de sus problemas se encuentran ya planteados en el tratado 

clâsico de Dinculeanu |dQ | (Notas- al 111-^ Capitule) , Junto con la 

résolueiôn para algunos casos restrictives. La primera extensiôn com­

pléta al caso vectorial puede ser, qnizâs, la que se encüentra en el 

articule de Brooks | 7 |, de 1972, que demuestra para Ca(E,E) , dônde 

E es un espacio de Banach reflexive, el resultado establecido por 

Bartle, Dunford y Schwartz para CaCE) - . Dos aflos mâs tarde, Brooks y 

Lewis I 8 I publican una nueva extensiân de dicho resultado al caso de 

que tanto E como su dual E ’ tengan la propiedad de Radôn-Nykodim: 

para ello, es necesario ampliar ligeramente las hipôtesis de Bartle, 

Dunford y Schwartz, en lo que es bajo todos les aspectos 1^ extensiôn 

natural al caso vectorial de las condiciones necesarias en el caso es­

calar .

Desgraciadamente, se hizo évidente de inmediato que la exigencia 

de que tanto E como E ' tuviesen ambos la propiedad de Radôn-Nykodim 

limitaba de algûn modo, si no el campo de validez de la caracterizaciôn, 

si al menos el de las demostraciones disponibles. En el mismo aflo 1974 

se publicô un artîculo de Batt | 2 | en el que se daban contraeJemplos 

probando cômo la caractêrizaciôn fallaba para algunos espacios de Ba­
nach taies que, o bien ellos o bien sus duales, carecîan de la propie­

dad de Radôn-Nykodim: e inmediatamente se viô que la hipôtesis de que 

E tuviese dicha propiedad era estrictamente necesaria para la validez 

de la generalizaciôn, AÛn quedaba, s in embargo, la duda de si tambiên 
sucederîa lo mismo para E ’ , o bien para este espacio la propiedad de 

Radôn-Nykodim podrîa ser sustituîda por alguna hipôtesis mâs dêbil. 

Precisamente, el Capitule II de esta memoria estâ bâsicamente dedicado
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a de^ostrar que ellq no es posihle; para que la extensiôn natural al 

caso vectorial de las caracterizaciones. clAsicas de los subconjuntos 

dêbilmente relativamente compactes de Ca(E,E) y L^(X,E) sea cierta 

en su forma mâs general, es necesario Cy suficiente) que tanto el espa­

cio de Banach E como su dual E ’ tengan ambos la propiedad de Radôn- 

Nykodim.

Este resultado hace sospecfiar q u e , si es posible dar caracteri- 

zaciones manejables para taies conjuntos en el caso vectorial, las jnis- 

mas habrân de buscarse en direcciones distintas a las întentadas hasta 

ahora, basadas en la extensiôn natural desde el caso escalar. Ademâs, 

precisamente en el capîtulo ya citado de la memoria, se prueba que ta ­

ies extensiones lo que nos proporcionan son caracterizaciones de la corn 

pacidad relativa para topologlas que serân en muchos casos estrictamen­

te menos finas que la dêbil.

Como ya hemos indicado, él estudio de subconjuntos dêbilmente rê  

lativamente compactos de Ca{E,E) reviste un especial interês cuando 

se particularisa al dual, M ( X , E ’) , de CCX,E) , por su importancia 

para el estudio de los operadores dêbilmente compactos, Es bien sabido 

que, para el caso escqlar, este tipo de problemâtica tiene su origen en 

el Teorema de Representaciôn de Rîesz q u e , al permit ir identificar el 

dual del espacio C(X) de las funciones continuas sobre un compacte X 

con un espacio de medidas, p u s o l a s  bases para la representaciôn de los 
operadores en C(X) mediante funciones finitamente aditivas de conjun­

to a valores vectoriales. Teoremas de representaciôn anâlogos , ahora 

para el caso vectorial, se obtuvieron bastante tempranamente: resulta­

dos de este tipo se pueden encontrar en el tratado de Dinculeanu ya ci­

tado, asî como en los artîculos de Batt y Berg | 3 |, Dobrakov |1 1 |,
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etc, Y de nueyp se présenta el prphlema de fijar las cpndiciones sobre 

el espacio E que asegnren la validez de la extensiôn al caso vecto­

rial de las caracterizaciones*de las distintas clàses de operadores, 

obtenidas para el caso escalar a partir de la representaciôn menciona- 
d a .

En el Capîtulo III de este trabajo se demuestra, preoisamente, 

que para operadores dêbilmente compactos, y en estrecfia relac iôn con 

los resultados obtenidos en el Capîtulo II, la condiciôn necesaria y 

suficiente para asegurar la validez de la caracterizaciôn es que tanto 

E como E ’ tengan la propiedad de RadÔn-Nykodim. Sin embargo, p a ­

ra otros tipos de operadores, como son por ejemplo los incondicionalmen^ 

te convergentes, no ha sido posible llegar a conclus iones igualmente gê  

nerales, a menos de imponer nuevas restricciones, como el exigir que 

C(X,E) tenga la propiedad V de PeZczyflski (17 | . Sî se dan, en cam*- 

bio, contraejemplos que prueban que tampoco para e s t o s operadores la 

extensiôn natural de la caracterizaciôn que se tiene para el caso real 

es vâlida.

Se estudia tambiên, en el mismo capîtulo, la extensiôn al caso 

vectorial de un resultado clâsico de Grothendieck |lU|, que afirma que 
todo operador de > C(X) en un espacio de Banch dêbilmente secuencial- 

raente complète es dêbilmente compacte : resultado êste que fuê extendi- 

do por PeZczyfiski para los espacios imagen que no contuviesen a .

En 1974, Gamlen |1 3 | probô que el teorema original de Grothendieck se- 
gula siendo cierto para CfX.E) , supuesto que E' tuviese la propie­

dad de Radôn-Nykodim: hipôtesis êsta que, tal y como hemos demostrado, 

se puede rebajar a la de que E no contenga subespacio alguno isomor- 

fo a 1  ̂ .



Se ha mèneionado ya que, a menos que el espacio de Banch E

y su dual tengan ambos la propiedad de Radon-Nykodim, las caracteriza­

ciones vâlidas en el caso escalar de los subconjuntos d@)ilmente relati- 

vamente compactos de L^C^l y CaCîl no se prestan a una extensiôn 

natural a L^CX.E) y CaCE,E) : y tampoco han tenido êxito los ya nu- 

merosos intentes de buscar otros tipos de caracterizaciôn. Y, sin em­

bargo, tal y como se estudia en el Câpîtulo lV.de esta memoria, la ca- 

racterizaeiôn es posible, en têrminos bastante sencillos, cuando E =

1 : ejemplo quizâs el mej or conocido de un espacio que tiene la pro­

piedad de Radôn-Nykodim, careciendo de ella su dual. Ello hace posi­

ble proporcionar demostraciones directas de una serie de resultados, 

taies como la completitud seeuencial dêbil de los L^C^,1 ^ 1  para 1

^  p < +«> y Ca( E,l^ ) . , o el tener L^C^,1^) la propiedad de Dunford-

-Pettis, que eran conocidos principalmente gracias a argumentes indi­

rectes. Desgraciadamente, y debido a la peculiar estructura de 1^ , 

el sistema de cahacterizaciôn empleado parece poco susceptible de amt- 

pliaciôn a otros espacios.

Daraos a continuaciôn un resumen del contenido de los diyersos 

capitules de esta memoria.

CAPITULO I ;
1 . Se definen los conceptos de funciôn finitamente ad it iva de conj un­

to , variaciôn, semîvariaciôn y medida vectorial, y se dâ un resu-; ; 
men de los principales resultados conocidos sobre estes tôpicos.

2. Se definen los espacios A(£,E) , f C E,E ) y Ca(E,E) , y se resu-

' men sus propiedades mis importantes:- en el caso del segundo, se dê
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m u es.tran tambiên algunas que ng se hpn ppdj..do encontrar en la bi- 

bliografî'a conaultada,

3. A tîtulo de ref erencia, se dâ un resuioen de los tôpicos esenciales 

relatives a los espacios de funciones integrablesssEocbner, L^CA,E).

4. Se define el espacio C ( X , EI , jr se pas a revista a la teorîa de re ­

presentaciôn de su dual como el espacio de medidas MCX,E’) , asî 

como a la de representaciôn de operadores de C(X,E] en otro espa­

cio de Banach, mediante funciones finitamente aditivas de conjunto,

CAPITULO I I ;

1 . Se definen las propiedades , PCEl y P : esencialmen- 

te, el que un espacio de BanacR E las tenga équivale a que en

L^C A , E ) y Ca(E,E) , respect ivamente , sea vâlida la extensiôn des^ 

de el caso escalar de la caracterizaciôn de los subconjuntos dêbil­

mente relativamente compactes. Se estudian las propiedades de in­

var ianza y localizaciÔn de P^(j\) , P^ , PCE) y P , asî como 

las relac iones entre ellas. En particular, se demuestra que si E 

tiene la propiedad P^CA) , con 1 < p < +«» y % medida fin it a y 
positiva, E ha de tener la propiedad derRadôn-Nÿkodim respecte de

X , y ademâs, si % es la medida de Lebesgue en [o,l] * E no 

puede contener ningûn subespacio vectorial isomorfo a 1 ^ ,

2. Se demuestra que, si E tiene la propiedad P^(%}, con 1 < p <

< +«> , entonces L^(A,E) no puede tener ningûn subespacio isomor­

fo a 1^ . Este resultado, junto con los de la secciôn anterior y 

la caracterizaciôn de Rosenthal de los espacios que no contienen 

copias (isomorfas) de 1^ , permite llegar al resultado principal: 

si % es la medida de Lebesgue en , y E tiene la propie-
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dad PpC/M , con 1 ^  p i +”  , entonces E y E ’ tienen ambos la 

propiedad de Radôn-Nykodim. Se signe como corolario inmediato que 

tambiên las propiedades P^ , 1 ^  p < +«» , y P son équivalentes 

a que tanto E como E ’ tengan la propiedad de Radôn-Nykodim, y 

por lo tanto tan sôlo en este caso son vâlidas las extensiones a 

L^CAiE) y Ca(E,EÏ , para cualesquiera medidas positivas: y acota­

das A , p < +" , y (T-âlgebras E , de las caracterizaciones

de los subconjuntos dêbilmente relativamente compactos que se tie­

nen en el caso escalar.

3. Se caracterizan los subconjuntos relativamente compactes en CaCE,E) 

pâPà la topologîa de la convergeneia puntual sobre el espacio de 

funciones acotadas y medibles-KocRner respecto de la d-âlgebra E , 

asî como en L^(A,E) , con p < +«*» , respecto de la topologîa

de la convergencia puntual sobre el espacio L*^CA,E’) , con ^ + ^ = 1  ,

cuando E tiene la propiedad de Radôn-Nykodim; y se estudian las 

relac iones existantes con las propiedades P(E) y P^ 1 , respec- 

t ivamente. Se demuestra tambiên q u e , si el espacio E tiene la 

propiedad P^CA) , con 1 < p < +«» , y es dêbilmente compact amen te 

generado, tambiên L^CA,E) es dêbilmente compactâmeste generado.

CAPITULO III;
1 . Se demuestra que, fijados un espacio topolôgico compacto y separa- 

do X , y un espacio de Banach E , el que los operadores dêbilmen­
te compactos T : C(X,E) ----- * F , con F espacio de Banach cual-

quiera, estên caracterizados porque su ’medida asociada’ m toma 

valores en el espacio de los operadores dêbilmente compactos de E
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ëii F , y es de semivariaciôn oontfdua en el iracîo, equiyale a que 

E> tenga la ppopjdad PCP^CXIL , sfendo B^CXi'la O-fllgebra de 

Baire en X . Por lo tanto, fijado E , dicha caracterizaciôn es 

cierta para cualquier compact© separado X to, en particular, para 

X = [o,l ] } si y sôlamente si E ’ y E" tienen la propiedad de 

Radôn-Nykodim.

2. Se estudian los operadores incondicionalmente comvergentes de

C(X,E) , con X compacto separado, en un espacio de Banach. cual- 

quiera F . En particular, se demuestra que si CCX,È1 tiene la 

propiedad V de Peïczyflski Ces decir, los operadores dêbilmente 

compactos e incondicionalmente convergentes sobre CCX,El coinci- 

den) , dichos operadores estên caracterizados porque su medida a 

asociada toma valores en el espacio de las aplicaciones lineales 

incondicionalmente convergentes de E en T , y es de semivariaciôn 

continua en el vacîo, si y sôlo si E* tiene la propiedad PCP^CX)). 

Ello proporciona un contraejemplo a la conjetura de Swartz de que 

taies propiedades caracterizasen a lo operadores incondicionalmente 

convergentes én C(X,E) para cualquier espacio de Banach F.
3. Esta secciôn estâ dedicada fundameutaimente a deraostrar que, cuando

E y F Son espacios de Banach taies que E no contien ningûn 
subespacio vectorial isomorfo a 1^ , y F es dêbilmente secuen-

cialmente complète, entonces todo operador dontinuo de CCX,E) en 

F es dêbilmente compacto, siendo X un compacto separado cual- 

quiera.

CAPITULO I V ;

1. Se dân distintas caracterizaciones de la convergencia dêbil y los 

subconjuntos dêbilmente relativamente compactes del espacio
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L (^,1 1 , con A medida fi;nita y positiva, junto con demostra­

ciones direct as de la complet itrud SÆCuenci'al dêbil y la propiedad 

de Dunford-Pettis de dicho espacio.

2. Se realiza un estudio similar de la topologîa dêbil en los espa­

cios CA, ) , con 1 < p < +«» .

3. Se caracterizan los subconjuntos dêbilmente relativamente compactos 

de CaCE.l^) .

4. Se utilizan los resultados de la secciôn anterior para estudiar los 

operadores en CCX,Cg) , con X compacto y separado; en particul 

l a r , se caractérisa la clase de los operadores dêbilmente compac­

tos.
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CAPITULO I

En el présente capîtulo, aparté de establecer la notaciôn que 

ut ilizareinos a lo largo de la memoria, daremos toda una serie de re­

sultados previos sobre ciertos tôpicos.

Muchos de taies resultados son ya conocidos, y aparecen acompa^ 

nados por las referencias correspondientes ; otros quizas lo seau, 
aunque no hemos podido encontrarlos de modo explîcito en la bibliogr^ 

fîa consultada. Sin embargo, todos ellos tienen en comun su caracter 

tëcnico, de instrumentes que han de sernos utiles en el desarrollo . 

posterior de la memoria.

Sea E un espacio de Banach. Indicaremos p o r :

- Bg - {x 6 E I II X 11 ^  1}, la bola unidad de E

- E', el dual topolôgico de E, con su norma dual, que es a 

su vez un espacio de Banach.

- a(E,H), la topologîa en E de la convergencia puntual sobre

los elementos de H, donde este es un subconj unto cualquiera
de E '. En particular, llamaremos a o(E,E') topologîa dë-

bil en E , y a o(E',E) topologîa dëbil* en E '.

- L(E,F), el espacio de las aplicaciones lineales y continuas 

de E en otro espacio de Banach F, con la normal usual:

Il u 11 = sup { Il u (x) 11 I X e B„}, Vu 6 L(E,F). Es sabido que ,
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en dicha norma, L(E,F) es a su vez un espacio de Banach.

- K  indicarâ siempre al cuerpo de escalares, supuesto R  ô C.

1. Funciones finitamente aditivas de con.junto

Sean: I una O-âlgebra de subconjuntos de un conj unto X; E
.

y F dos espacios de Banach. Dada una aplicaciôn:

m ; E ------ *■ L(E,F), que llamaremos genêricamente funciôn de

conjunto , diremos que m es una funciôn finitamente aditiva de cott

junto, si verifies que:

m(A U  B) = m(A) + m ( B ) , VA,B G E , con A A B = 0.

Se dice que una funciôn finitamente aditiva de conjunto m es una m^ 

dida si, para toda suces iôn ^^n^nGR ̂  ^ 4e conjuntos disjuntos dos 
a dos, se tiene:

m(A) = ^ m(A ), siendo A = U  A , donde la convergencia
n = l " n G R  ”

tiene lugar en la norma de L(E,F),

Dada una funciôn finitamente aditiva de conjunto 

m : E ----L(E,F), le asociamos canônicamente las siguientes funcio­

nes de conjunto:

a. ImI : E  ► R^, semivariaciôn de m, definida segun:
n

VA 6 E, |m I (A) = sup {|| ^ m(A.)(x.)||/ {A, , . . . ,A } par ti-i=l 1 1  i n
ciôn de A en E, x^,...,x^ 6 B^}
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donde la palabra "partieiôn" se considerarâ siempre en el sentido de

"particiôn disjunta", es decir, {Aj ,...,A } es una particiôn de A
n

i: A. e Z  Vi=l...n; A . A  A . = 0 Vi^j, y A = U  A..
 ̂ i=l ^

en Z

b . v(m) ; E -*■ , var iac iôn de m, definida segun;

VA G E, v(m)(A) = sup { ^ || m ( A . ) 11 /{A,,...,A } particiôni-1 1 n
de A en E }

c, m^ : E  * F = L(K,F) Vx 6 E

A  ► m(A)(x)

d . m^, : E  ► E' = L(E,K), V y ' G F', definida segun:

VA G E, <x,m^,(A)> = <m(A)(x),y'> Vx 6 E

Estas funciones de conjuntos, asociadas a m, poseen las siguieri 

tes propiedades, cuya demostraciôn se puede encontrar, p.ej., en |10 | ,
I . §3 y I . §A :

1. Propos ic iôn: Dada una funciôn finitamente aditiva de conjunto,

m : E --- -+ L(E,F), se tiene:

a. ImI es una submedida, es decir, verifica:

i) I m I (0) = 0

ii) |m|(A U  B) < |m|(A) + |m|(B) VA,B 6 E 

iii) ImI(A) ̂  |m|(B) VA,B G E taies que A C B .

y ||m(A) Il £  |m|(A) VA G E.
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b. v(m) es una funciôn finitamente aditiva de conjunto, y

ImI(A) < v(m)(A) VA 6 E. Ademâs, si m es una medida, v(m) 

tambiên lo es.

c. Vx e E, Vy' 6 F ' ,  m^ y m^, son funciones finitamente adi­

tivas de conjuntos que serân medidas de serlo m y , VA 6 E , 

se tiene:

{«x I -  11*11 lin|(A); loiy , I (A) < ||y|| |m|(A);

|m|(A) = sup {|m^,|(A) | y ' G }

d . Siempre que F “ K, se tiene que |m| = v(m). En particular, 

Vy' 6 F', v(m^, ) = | m ^ , | , y por conveniencia utilizaremos eŝ  

ta ûltima notaciôn.

En cuanto sigue, jugarân un paped primordial las funciones fin^ 

tamente aditivas de conjunto m de semivariaciôn acotada, es decir, 

taies que existe M > 0, con |m | (A) _< M VA 6 E (o equivalente- 

mente, taies que |m|(X) < +», debido a la propiedad (a -iii) de 

la propos ic iôn anterior). En este sentido, la semivariaciôn asociada 

a una funciôn finitamente aditiva de conjunto es una funciôn de con­

junto a valores positives que serâ util para estudiar su comportamien 

to, pero présenta el grave inconveniente de no ser, en general, una 

medida, ni siquiera en el caso de que la funciôn finitamente aditiva 

de conjunto lo sea. Este es un inconvénients que no tiene, en cambio, 

la variaciôn, aunque si présenta el de no ser finita ni aun en el ca­
so en que la funciôn finitamente aditiva de conjunto tenga semivaria­

ciôn acotada.



Para obviar ambos inconveniences, convendrîa asociar a una fun­

ciôn finitamente aditiva de conjunto m, una medida positiva y fini­

ta que de algun modo permits interprétât el comportamlento de m. P^ 

ra ello, utilizaremos los s iguientes conceptos:

Dada una funciôn finitamente aditiva de conjunto,

m : E  ► L(E,F), diremos que su semivariaciôn es continua en 0

si, para toda sucesiôn  ̂ gg C. E , tal que 4 0, se tiene que

1 im ImI(A ) = 0, Y diremos que la medida positiva A: E ----►
n-*-oo
es una medida de control para m si verifica: lim |m|(A) = 0  y .

X(A) ^ 0
X(A) < |m|(A) VA e E.

Se tiene entonces el siguiente resultado, cuya demostraciôn pue^ 

de encontrarse, p.ej., en | 9 |, 1.1.18 y 1.2.4. (teniendo en cuen-

ta, naturalmente, que si la semivariaciôn de m es continua en 0,

entonces m es una medida):

2. Teorema. Dada Itf funciôn finitamente aditiva de conjunto

m : E ----- *■ L(E,F), de semivariaciôn acotada, son équivalentes :

i) ImI es continua en 0.

ii) la familia { |m^,| / y ’ G ,} es equicontinua en 0 , es de­

cir V C. E , tal que A^ 4 0, se tiene

lim Im * I (A^) - 0 uniforraemente en y' G B^, .
n «o ^

iii) La familia f|"»yi|/y' 6 B ^ , } es equi exhaust iva, es decir,

v{A^}^gjj d  E, sucesiôn de conjuntos disjuntos dos a dos,

lim Im II(A^) = 0 uniformemente en y ' G B ^ ,.



iv) La  f a m i l i a  { |m ^ , | /y* 6 ,} es u n i f o r m e m e n t e  Q - a d i t i v a ,

es d e c i r ,  | m ^ , | es u n a  m e d i d a  Vy' G B ^ ,, y s u ­

c e s i ô n  en E de c o n j u n t o s  d i s j u n t o s  dos a dos,

lim ^ |m ,|(A ) = 0 uniformemente en y ' G B ,.
N oo n = N + l

v) m posee una medida de control X ; E ----- >■ R^.

Résulta interesante recorder aquî un resultado clâsico, el Teo­

rema de Orlicz-Petti s , del que haremos uso mâs adelante, y cuya demoq 

traciôn se puede encontrar, p.ej., en |1 2 |, IV.10.1:

3. Teorema. Sea la funciôn finitamente aditiva de conjunto

p : E ----->■ E = L{K,E). p es una medida si y sôlo si p ^ , es una me

dida Vx' G E ' .

2. Espacios A(E.E), F(E.E) y ca(E.E)

Fijemos la 0 -âlgebra E de subconjuntos de un conjunto X, y

el espacio de Banach E.

Definimos A ( E ,E) como el espacio de las 'funciones simples'
n

a valores en E : f : X ----*■ E; donde f = J x . . %. , con
i=l ^

Xj,...,x^ 6 E y {A ĵ ,...,A^} particiôn de X en E, siendo

la funciôn caracterîstica del conjunto A.

A(E,E) es trivialmente un espacio vectorial, al que dotâmes de 

la norma del supremo:
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H a l l o o  -  sup {l|f(t)|| /t 6  x} - max {|| x^|| /i=l,..,n},
n

Vf - J X..X. 6 A(E,E).
i=l *i

Dado un segundo espacio de Banach F,y m : E  >■ L(E,F) fun

cion flnitamente aditiva de conjunto de semivariacion acotada, se pue^ 

de définir el operador:

A(E,E) --------------   F
n r n

f = I *i*Xa ------- *■ fd m -= I m(A.)(x.)
i=i ^ *i ;x i=i ^ ^

que trivialmente es lineal, y ademas verifica:

a) Vf = I X .X. , Ilf fd mil = || ^ m(A.)(x )||< 11 f ||̂  | m | (X),
i=l  ̂ *i &  i=l ^ ^

es decir, el operador es continue, y se puede comprobar que su 

norma coincide con |m|(X).

b) Si se define, VA 6 E, f dm • x^-fdm Vf 6 A ( E , E) (que 

esta bien definido, pues f 6 A(E,E) y A 6 E =*► x^ • f 6A ( E , E)),

se tiene que: m^ : E  ► F = L(K,F)

A  ► I f dm
Ja

es una funcion finitamente aditiva de conjunto, de semivariaciôn 

acotada, ver if icando ademas: VA G E, |m̂ | (A) _< IIXŷ -f|loo •

. |mI(A).

Definimos F (E,E) como el espacio de las funciones f :X —  

que son limite puntual de una sucesion acotada (f^)^çjjC A(E,E).
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F(E,E) es un espacio vectorial, y se comprueba s in mayor dificultad 

la siguîente caracterizacion:

4. Proposicion. Una funcion f : X  ► E pertehece a F(E,E) si

y solo si verifica:

i) f esta acotada

ii) f toma valores en un subespacio vectorial separable de E.

iii) VG abierto en E, f ^(G) 6 E.

For la condic ion (i) de la propos icion anterior, a F (E ,E) se 

le puede dotar naturalmente de la norma del supremo:

||f IL = sup {||f.(t)|| / t 6 X}, Vf 6 F(E,E)

Y, con la misma, se demuestra facilmente que F (E ,E) es un espacio 

de Banach, que contiene a A(E,E) como subespacio vectorial. Ademas, 

Vf 6 F (E ,E ) , la sucesion ^^n^nSW ̂  A(E,E), acotada y que converge 
a f puntualmente, que existe por définie ion, se puede elegir siem-

pre de modo que II I L l  II ̂  11 «o ®

El siguiente lema es un paso previo en la demos trac ion de que

el operador: A ( E , E ) -------- ► F, se puede extender a F (E ,E)

f ------- ► f dm
para algunas funciones finitamente aditîvas de conjunto

m : E ----- *• L(E,F), de semivariaciôn acotada.

5. Lema. Sea m ; E ----- *■ L(E,F) una funcion finitamente aditiva de

conjunto, cuya semivariaciôn esta acotada y es continua en 0. Entoii
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ces, A(E,E) , sucesion acotada que converge a 0 puntual-

im [
-*■ oo

mente, se tiene que: lim I f dm = 0  en F.
h  "

Demostracion. Por el Teorema 2, al ser la semivariaciôn de m acota­

da y continua en 0, se tiene que existe una medida de control para

m , A : Z ----► . Se signe entonces del Teorema de Egoroff (ver

I 1, III.6.12), que al ser sucesiôn de funciones sim­

ples que convergen a 0 puntualmente, convergen a 0 A-casi uniformemen- 

te. Es decir, f i j ado e > 0 y siendo M > 0 tal que ||fjjL ^  M

f^(t) 0 uniformemente en t G X^; donde > 0 es tal que

A(A) < 6^ > ImI(A) < ^  (que existe, por ser A medida de control

para m) . Por otro lado, y puesto que f^(t) -*■ 0 unif ormemente en

t 6 Xg., se tiene que 3  n^ 6 B tal que, Vn ^  n^, || f^(t) || <

< --- ---- , vt G X . (Naturalmente, suponemos |m|(X) > 0, pues
2|mI(X) ^

en caso contrario se tendrîa m(A) = 0  VA 6 E, y el Lema séria tri^

vial) .

Queda entonces, Vn ^ n ^ :

fj, d m  II = Il d m  +  ^ f„ d m  || < || f^ d m  || +

dm  II < ||x„ f „ I L  i ™ l(%E:) +X~X^ " ^

+ I I X x . X E ^ n l L  I m l ( X x X ^ )  < — ^  | m | ( X ^ )  +

+ A  • IlLlIoo 1  G.
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Y, efectivamente, t dm  »- 0 en F.Jx n

6. Teorema. Para cada espacio de Banach F, y para cada funcion fi­

nitamente aditiva de conjunto m : E — ► L(E,F), cuya semivaria­

ciôn esta acotada y es continua en 0, se define el operador:

F(E,E)  V F

f  ► I fdm
h

segun: fdm = lim f dm, siendo (f ) CI A (E ,E) una suce-
h  n » ->X " "

siôn acotada que converge a f puntualmente.

Se tiene que dicho operador es lineal y continue, de norma 

îgual a I m I (X) , y verifica que, Vf 6 F(E,E), la funcion de conjur» 

to definida segun:

m^ : E  ► F

A  >- fdm = x.^dm
^A Jx

es una funciôn finitamente aditiva de conjunto de semivariaciôn acot^ 

da, con: |m^ | (A) < ||x^f|L H  (*) VA 6 E‘.

Demostraciôn. El operador estâ bien definido, pues sea f G F (E ,E) 

y sean ^^n^nGB’ ^ ® n ^ n 6 B ^  A(E,E) sucesiones acçtadas que convergen 
a f puntualmente. Como ^^n~®n^n6M ^  A(E,E) es una sucesiôn acota­
da que converge a 0 puntualmente, se tiene que lim (f^-g )dm = 0

n ->■ œ Jx ”
por el Lema 5, y por lo tanto lim f dm = lim g dm, si uno de

n -► 00 Jx n ->• “ Jx
dichos limites existe en F. Ahora bien, (| f^dm)
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siôn de Cauchy en F, pues dadas ( f ̂   ̂kSB ^  ̂  ̂kew ’ subsucesio^
k k

nés cualesquiera de ^^n^nGB’ tiene, tarabién por el Lema 5, que
lim (f -f )dm * 0. Luego, por ser F un espacio de Banach,

existe fdm = lim f dm.
/ y  T, -+• oo J y  ^X n ^ «  'X

Ademas, si la sucesiôn elige con la condiciôn;

lUnlL -  ll̂ lloo V" G K, al ser || j f^dm|| < || f^|L |m| (X) por 
pertenecer f a A(E,E), se tendra: || j fdm|| = lim f dm|(

" Jx n + m  &  "
IÎ IIoo I m I (X) , es decir, la norma del operador es menor o igual que

I m I (X) . Y puesto que, por (fefiniciôn de semivariaciôn, Ve >0
n

3  fg " J  ^ i ’^A. ® A(I,E), con || f ̂  IL 1  1 Y
n f

I m I (X) <J|^ m(A,)(x.)I| + e = jj| f dm || + e, se sigue que la norma
i=l 1 1 h

del operador coincide con |m|(X).

Por otro lado, para f G F(E,E), 6F(E,E) VA G E, luego

m^ esta bien definida; y es una funciôn finitamente aditiva de conjuit

to, por verificarse dicha propiedad cuando f G A ( E ,E ) . Anâlogamente, 

se deduce que; |m^|(A) i l lx^^llœ I m | (A) VA G E , con f G F(E,E), 
de verif i carse esta des igualdad Vf G A (E ,E ) , y en particular para la 

sucesiôn ( ^nG B converge a f puntualmente y tal que
Vn 6 B.

El espacio Ca(E,E) se define como el de las medidas

y : E ---*- E C  L(E', K) , de semivariaciôn acotada, con la norma:
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= I y I (X): norma de la variaciôn (semivariaciôn) total. En este

caso, como ya se indicô en la Proposiciôn 1, |y| = v(y), y por lo

tanto para y £ Ca(E,E), |y| 6 Ca(E) = Ca(E,K).

7. Propos icion. Ca(E,E) es un espacio de Banach, y tanto À (E ,E ') 

como F (E ,E ') se pueden ident if icar a subespacios vectoriales nor- 

mantes de Ca(E,E).

Demostraciôn. Se comprueba trivialmente que Ca(E,E) es un espacio 

vectorial, en el que la variaciôn total es, efectivamente, una norma.

Al ser E un espacio de Banach, comprobar la completitud de C a (E ,E)

es un ejercicio igualmente sencillo, utilizando la version del Teore­

ma de Nykodim para medidas vectoriales (ver |l2|, IV.10.6).

Para la segunda parte de la proposiciôn, bastarâ demostrar que F (E ,E ')

se puede ident if icar a un subespacio vectorial de C a (E ,E ) ', y que

A(E,E’) es normante sobre Ca(E,E ) .

Sea f 6 F (E ,E '). Para cada y 6 Ca(E,E ) , puesto que
y : E  *■ E c  L(E',K) esta en las condiciones del Teorema 6, pode-

mos définir:

Vj : Ca(E,E) ---------- >■ K

y ---------- ► fdy
Jx

que es trivialmente un operador lineal, y se tiene:

|Vf(W) I = i l  fdW I 1 11 f IL • lw| (X) = l l f I L  . Hull.
Jx
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luego II Il < ||f IL

Por otro lado, al ser || f|L = sup (||f(t)|| /t 6 X} , dado G > 0, 

existe t^ 6 X tal que ||f |L || f (t^j|| + g/2, y existe 

*e ® ®E que i|f(t^)|| < 1 < x^, f (tg) > I + e/2.

Definamos entonces : E  *■ E segun: VA 6 E,

Ue(A) - I
Xg si t^ e A

. Se comprueba facilmente que y 6 Ca(E,E),
0 si t^ 0 A

IIUg.ll 1  l l \  Il i  1 , ^  gdUg “ < x^,g(t^) > Vg G F(E,E'). Entonces:

Il Vg  II >_ |Vf(yg.)| - i j ^ f . d y ^ l  = I < x ^ , f U g . )  > I >

> 11 f IL - G, y por lo tanto Hv^jj = IL IL *  

En consecuencia, el operador:

F(E,E') ---------► Ca(E,E')

f ---------.

es una isometrîa, que permite ident if icar F(E,E') a un subespacio 

de Ca(E,E)’, segun: Vf 6 F(E,E'),

<y,f> = fdy Vy 6 Ca(E,E)
Jx

En adelante, dicha identificacion se darâ siempre por supuesta; analo 

gamente la de A (E ,E '), que se deduce de ser este un subespacio vec­

torial de F(E,E ').

De la definiciôn:
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Hull =|u|(X) = sup{ I 'I <y(A.),x!>l / {A. , . . . , A } particion
i=l ^ ^

de X en I, xj,...,x^ 6 Vy 6 Ca(E,E)

se sigue inmediatamente que tanto A(E,E ') como F (E ,E ') son norman 

tes sobre Ca(E,E).

El resultado clâsico de Bartle, Dun ford y Schwartz, que caracte^ 

riza los subconj untos debilmente relativamente compactes de Ca (E), 

nos permitirâ anadir algunas propiedades interesantes.

8. Teorema. | 1 | Un conjunto K c  Ca (E) es débilmente relativamente 

compacte si y sôlamente si estâ acotado en norma, y verifica alguna 

de las condiciones équivalentes:

Aj. K es equicontinuo en,. 0

A ^ . K es uniformemente o-aditivo

A g . K es equiexhaustive

A,. Existe X 6 Ca(E), positiva, tal que lim y(A) = 0
X(A) -^o

uniformemente en y 6 K.

Como primera consecuencia inmediata se obtiene el:

9. Corolario. Dada la funciôn finitamente aditiva de conjunto

m : E  ► L(E,F), de semivariaciôn acotada, las condiciones del Teo^

rema 2 son ademas équivalentes a que el conjunto { |m^,| / y ’ GB^,} 

esté contenido en Ca(E) y sea débilmente relativamente compacto.

Y, de forma algo menos inmediata:
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iQ. Corolario. Para toda y 6 Ca(E,E), se tiene que:

a. tUjf' I *' 6 Bg,} es debilmente relativamente compacto en Ca(E).

b. (y(A) / A 6 E } es dibilmente relativamente compacto en E.

(Ver |l2|, IV.10.2. para la demostracion de (a), y | 9 |, 1.5.3.

para (b) ) .

Finalmente, hagamos notar que, dada una funcion finitamente ad^

tiva de conjunto m ; E ----► L(E,F), si su semivariaciôn es acotada

y continua en 0, entonces m ^ , G Ca(E,E') Vy' G F*.

3 . Espacios ( X . E)

Fijemos una o-âlgebra E de subconj untos de un conjunto X, 

una medida positiva X 6 Ca(E,E), y un espacio de Banach E.

Dada una funcion f : X  >■ E, diremos que es X-medible si

existen ^ ^ n ^ n G W ^  A(E,E) y X^ G E, taies que X(Xv x^) = 0  y
f^(t) ----*■ f(t) Vt 6 X^.

Fij ado f , para cada x ' G E ' se puede définir la funcion:

< f ,x' > ; X -----------► K

t ---------->• <f(t),x' >

que es X-medible siempre que f lo sea.

Se tiene las siguientes caracterizaciones clâsicas de las fun­

ciones X-medibles:
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11. Proposiciôn. Sea f : X   ̂ E funciôn. Son équivalentes:

a. f es X-medible

b. existe X^ 6 E tal que X(X^ X^) = 0 ,  y f(X^) engendra un

subespacio vectorial separable de E; ademas, para todo G

abierto en E, existe A G E  tal que X(A) = 0 y f ^(G)\AGE.

c . existe X ^ G  E tal que X(X ̂  X^) = 0  y f(X^) engendra un

subespacio vectorial separable de E; ademas, para todo x'GE',

la funciôn < f ,x '> es X-medible.

Si f : X ---► E es una funciôn X-medible, se comprueba fa­

cilmente que la sucesiôn A(X,E) de la definiciôn se puede

elegir siempre de modo que l|fj^(t)|l £  ||f(t)|| Vt 6 X. Ademâs, y

por el Teorema de Egoroff (ver 11 2 |, III.6.12), puesto que

f^(t) ----*■ f(t) Vt G X^, con X(X''X^) = 0, se tiene que

f ^ ---► f X-casi uniformemente, es decir, Ve >0, X ^ G E  tal

que X (X >• X^) < e y f^----- *■ f uniformemente en X ^ .

Hay que hacer notar también que de la definiciôn de funciôn

X-medible se deduce inmediatamente que el espacio F(E,E) estâ form^

do por funciones X-medibles, VX G Ca(E), medida positiva.

Sea p tal que 1 ^  p ^  +«> : l^(X) y L^(X) serân los es­

pacios usuales de Lebesgue, de funciones y clases de funciones escal^ 

res, dotados respective mente de la seminorma y la norma || || p ,
(ver, p.ej., |l2|, III.3 y IV.8 para la definiciôn y propiedades de

estos espacios).
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Se tiene que, si una funciôn f : X  ► E es X-medible, tam

bien lo es la funciôn: 11̂ 11 • X   ̂K  (Elle résulta de que,
Vf 6 A(E,E),

t  ------------^ ) l f ( t ) l !

||f II e A(E) = A(E,K)..

Entonces, dado p tal que 1 ^  p ^  +«», se define L ^\X,E) co

mo el espacio de las funciones X-medibles f : X  ► E, taies que

11 f II 6 lJ’(X), d o t a d o  de la s e m i n o r m a ;

Np : L*’(X,E) ---------- *■

f    Np(||f II)

A su vez, L^(X,E) sera el espacio cociente ( X , E)/Np ̂ (0) , dotado 

de la norma cociente, que indicaremos por || || p al igual que en el

caso escalar : pues, como se comprueba facilmente, si f 6 l J*(X,E),

l|f||p = Il l|f|l II p. con II f II G lP(X).

Tanto A(E,E) como F(E,E) son subespacios vectoriales de 

fJ^CX.E) para cada p tal que 1 ^  p ^  + <»; indicaremos con la mi^ 

ma notaciôn los subespacios correspondientes de L^(X,E), segun la 

norma usual de iden t if icar cada clase de funciones con una cualquiera 

de sus funciones représentantes.

Se tiene que ( X , E) es un espacio de Banach para todo p, 

con 1 £  p £  + oo; ademas, si p < + ” , A( E , E ) es denso en L*’(X,E) 

(ver |10|, II. §12, Th. 3. y |12|, III.3.8.).

Hay que hacer notar que, si f € lJ*(X,E), con p > l, enton­

ces f G L*(X,E), y se verifica:
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H fill = Il f 11 dX < X(X) . ||f||p, con ^ ^  = 1 (Si

P = + ” . q = 1)

Damos a continuaciôn un resultado general, muy simildr al Teore^ 

ma 6, que nos permite establecer una cierta relacion entre los espa­

cios (X, E) y ciertas funciones finitamente aditivas de conjunto 

m : E  ► (E,F). En efecto, si ra es semivariaciôn acotada y po­

sée una medida de control positiva X 6 Ca (E ) , se dira que una fun­

ciôn f : X  *■ E es m-integrable si y solo si f 6 L^(X,E), en

cuyo caso, siendo (f^)^gj^C. A(E,E) una sucesiôn tal que 

f„(t)  f(t) Vt 6 X„, con X ^ G E  y X(X>>X^) = 0, défini-

Lmos; fdm = lim f_dm 6 F.
Jx n + ™  Jx

La demostraciôn de que esta definiciôn es cons is ten te es anâl^ 

ga a la del Teorema 6. Y m define entonces, Vp con 1 ^  p ^  

un operador lineal:

l P(X,E)  *- F

f  *- j fdm
Jx

Nôtese que, en general, este operador sera continue tan sôlo para

p * + oo, S in embargo, si m = X : E  ► K  C  L(E,E), el operador

es continue V p , y se tiene entonces:

Il f fdXjj < f ||f II dX = ||f|| < X(X)^^‘J . ||f|| , Vf G lP(X,E),
Jx Jx P

con —  + — = 1 P q
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Un importante problema en relacion con los espacios L^(A,E) 

estriba en dar alguna caracterizacion manejable de sus espacios dua- 

les. En el caso E = K, es bien conocida la dualidad (X) ' =

= L^(X), con ^  + ^ * 1 ,  valida V p < + < » .  ( V e r | l 2 | , I V . 8 . 1 ,

IV.8.5) .

Un resultado anâlogo para el caso vectorial se obtiene mediante 

la propiedad de Radon-Nykodim (P.R.N.), que se enuncia de modo siguien 

te :

Un espacio de Banach E tiene la P.R.N. si, para toda O-âl­

gebra E de subconjuntos de un conjunto X, cualquiera, y para toda 

y G Ca(E,E) absolutamente continua respecte de una medida positiva 

X 6 Ca(E) (es decir, tal que y(A) “ 0 VA G E con X (A) = 0),

existe g G L^(X,E) verificando: y(A) = pdX VA G E.
>k

(Ver en | 9 |, III, IV, V y VII, formulaeiones équivalentes de la 

P.R.N., as 1 como caracterizaciones y prop iedades de los espacios que 

la poseen). Se tiene entonces que si, y solamente si, E ’ tiene la 

P.R.N. , L*’(X,E)' = L*J(X,E'), para todo p tal que 1 £  P < + "» 
y —  + -̂  = 1. (Ver | 9 | , IV.I.l). S in embargo, en el caso general 

se dâ tan solo el siguiente resultado de dualidad parcial entre 

L^(X,E) y (X ,E ') (ver una demostraciôn en j 9 |, IV .1):

12. Proposiciôn. Sea p, tal que !• _< p < + <», y q tal que

^ + i = 1. Se tiene, fijada g G (X ,E '):

a. Vf G ( X , E) , la funciôn;
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pertenece a L^(X), y ||<f,g>||j < 11 f || p ||g

b. La api icac ion v : L̂  ̂( X , E )  »- K

f   ̂ I <f,g>dX
Jx

es un elemento de L^^CX.E) ' , y || 11 = 11 g || ̂  .

Asî, la aplicaciôn: L^(X.E') -- ► L̂  ̂( X , E) ' , es una isometrîa
g---- -- . Vg

entre L^(X,E') y un subespacio de L^(X,E)’, que permite considerar 

al primer espacio sumergido en el segundo, identificando g con v ^ . 

Ademas, con dicha ident if icac ion L*J(X,E') es normante sobre 

L^(X,E) y sépara puntos en dicho espacio. Por ultimo, A (E ,E ') como 

subespacio de L^ (X , E ' ) es normante sobre L̂  ̂( X , E) para cualquier 

p con 1 £  p < + “ .

En adelante, daremos siempre por sentada la identificacion est^ 

blecida en la proposiciôn anterior.

Una caracterizaciôn de L^(X,E)', de la que haremos un amplio

uso en lo sucesivo, se obtiene de |10|, II. §13. Th. 8 y Th. 9: hay

que notar que la parte (iv) se verifica debido a que, para cada

X 6 Ca(E), existe un lifting p : L (X) ----► L (X). (Ver |lo|,

II. §11. Th.1).
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1.3. Proposiciôn. Sea E un espacio de Banach, y sea p tal que 

1 ̂  p < + ™ . Para cada v G L ( X , E) ' , existe una funciôn

g *. X ---- *- E ' ver if icando :
V

i) lU^tl 6 l ‘J(X) , y llg^llq = 11 v || .

ii) Para toda f G l J*(X,E), la funciôn <f,g^> pertenece a 

L^(X) .

iii) v(f) = [ <f.g > dX Vf 6 (X, E) .
Jx

iv) Ademas, si p=1, g^ se puede elegir con unicidad con la

condiciôn; p(g^) = g^, donde p es un lifting en L (X ) ,

y P(gy) “ g .y signifies que, Vx 6 E, p(<x,g,^>) = <x,g^>.

Recîprocamente, toda funciôn que verifique (i) e (ii) define, 

por (iii), un elemento v G (X, E ' ) .

4. El espacio C(X,E) y su dual M(X,E')

Fi j ados un espacio de Banach E y un espacio topolôgico compac^ 

to y T g , X , llamaremos C ( X ,E ) al espacio de las funciones conti­

nuas f ; X -*■ E, con la norma del supremo 11 f |L * sup {||f(t)||/
/ t G x}. Debido a la completitud de E y a las propiedades de la 

convergencia uniforme, se obtiene inmediatamente que C ( X ,E) es un 

espacio de Banach.

El siguiente problema consiste en caracterizar su dual, que de- 

notaremos por M(X,E*).
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Un primer resultado, ya conocido y que se dériva de forma inme^ 

diata del Teorema de Representaciôn de Riesz (ver, p.ej.,|20|, 2.14) 

es que, para E =K, M(X) = M(X, K) se ident if ica canônicamenCe

con el espacio de las medidas de Radôn acotadas y : 6^(X)  *■ DC

(siendo 6^(X) la o-âlgebra de Borel en X), dotadas con la norma 

de la variaciôn total: || y || = |y|(X) La identif icac ion se reali-

za canônicamente segun: para cada y medida de Radôn acotada,

<(j),y> = 4» dy V(J) e C(X)
Jx

Sea V 6 M(X,E'). Para cad3 x 6 E, definimos:

v^ : C (X) ------- »■ K

(j) --------- v(x l)))

y tenemos que v^ 6 M (X) : luego existe y^ : 6^ (X) --- *■ K, medi.

da de Radôn acotada, tal que v ($) = (fi d y V(j> 6 C (X) .
* Jx *

Definimos entonces; y : (X) ---► E' * L(E,K) segôn:

dado A 6 3q (X), < x ,y(A)> = y^(A) Vx 6 E . y estâ bien definida,

pues |<x,y(A) >1 = |y^(A) I < |y^| (A) < ||ŷ || = || v̂ || < ||x|| ||v| j ,
Vx 6 E.

Ademâs, y es de variaciôn (en este caso, equivalentemente, sê  

mivariaciôn) acotada. En efecto, sean (A^,...,A^}particiôn de X

en B^(X), Xj,...,x^ G B g . Vi = l,...,n, y^ es una medida de

Radôn acotada y, por lo tanto, regular: asî, f ij ado c > 0,

Vi=l,...,n existen K. compacto, G. abierto en X, taies que
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C  A. C  G* y I I (G* n K^) < Por otro lado,

n  Kj C  A^ A  Aj = 0 Vi f j = »  por ser X compacto, (y, por

consiguiente, regular), Vi = 1,...,n existe abierto en X,

tal que K ^ C G ^ C I G *  y G ^ A C j  = 0 Vi f j . Y, al ser X corn

pacto y , y por lo tanto normal, Vi=l,...,n existe una funciôn

continua : X ---- *■ [o, 1 ] , tal que <|)ĵ (K̂ ) = {1} y

(J)̂ (X'n G j ) = {0} (Lema de ürysohn) . Se tiene asî:
n

f - I X. . (j). G C(X,E), y II f II = max { || x . 11 | i=l,..,n} £  1.
^ i=l ^ ^

Por lo tanto:

I I y ( A . ) (x.)I < I I y(A.)(x.) - v(f )| + |v(f )| =
i=l i=l ^ ^

= I I y(A^)(x^) - l v(x .* ) I + |v(f ) I <
i=l ^ ^ i-1 ^ ^ ^

1  I I (U (A^) - f dy ) I +  |v(f ) I <i^l Xi 1 Jx i

-  Z |P% < ^ i ^  I +  I f  <J>i I +i-1 1 1 i=l Je. s K . ^ *i1 1

+ l|v|| Ijfj-lLl 2 ' I lu^ 1 ( G % K ^ )  +  Il VI i < G + ||v||
i = 1 i

Luego, para cada part iciôn {A^,...,A^} de X en B^(X),

Xj,...,x^ 6 Bg, I ^ y(A^)(x.)| < Il V II = »  |y|(x) < Il V11 , y y
i= 1

es de semivariaciôn acotada.

Queda ya tan sôlo ver que |y| es una medida de Radôn acotada 

(y, por lo tanto, y sera una medida). Pero es to se consigne fâci^



24 .

mente sin mas que comprobar que el conjunto / x 6 Bg} es débil̂

mente relativamente compacto en Ca(&^(X)).

Asî, y puesto que C(x,E) es un subespacio vectorial de 

F(X,E) = F(6^(X),E), se tiene que el operador:

C(X,E)------------- *■ K

f------------- h I fdy
Jx

es lineal y continue, segun el Teorema 6.

Ahora bien, sea G(X,E) el subespacio de C(X,E) formado
n

por funciones de la forma: f = 7 x , . , con x,,...,x 6 E yi=l ^ ^ i n
<f> J , . . . , 6 C(X): se comprueba facilmente (ver, p.ej., la demostra

cion en |10 1 III. §19. Prop. 1). que G(X,E) es denso en C(X,E). Y co-
n

mo, para cada f ~ I  x . (j) . 6 C(X,E), se tiene:
i=l ^ ^

n n f f n
v(f) = I v(x. .(j) ) = I dy = i l  x..(t>.)dy =

i=i ^  ̂ i=i Jx ^ *i Jx i=l ^

= I fdy,
Jx

se sigue que v(f) = fdy Vf 6 C(X,E), y por lo tanto:
Jx

|v(f)| = I I fdy I < [ II f 11 d I y I £ II f IL  . |y|(X) = »
Jx Jx

= * ‘ l|v|| £  I y I (X)

Elio nos permite identificar M(X,E') con el espacio de las medidas

y : B^(X) E ' , tales que | y | es una medida de Radôn acotada, dota 

das de la norma de la variaciôn total 11 y || = |y|(X). En efecto, 

acabamos de ver que, para cada v 6 M(X,E'), existe una medida y
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en tales condiciones, verif icando que v(f) = j fdy Vf 6 C(X,E),
Jx

y II V 11 = I y I (X) . Y cada una de taies medidas define, segun la 

misma formula, un elemento de M(X,E'), segun se comprueba trivial^ 

mente.

Nos queda, por lo tanto:

14. Teorema. Para todo espacio compacto y T 2 , X, y para todo esp£ 

cio de Banach E, el dual M(X,E*) de C(X,E) se identifies con 

el espacio de las medidas: y : B^(X) E', taies que jy| es

una medida de Radôn acotada (es decir, jy| G M(X)); dotado de la 

norma de la variaciôn total : 11 y || = |y|(X). Y la identif icaciôn

se realiza segun:

<f,y> = I fdy Vf G C(X,E)
Jx

Como corolario del Teorema, vamos a ver que el espacio F ( X ,E) =

= F(6^(X),E), y por lo tanto también su subespacio A(X,E) =

» A(Bp(X),E), se pueden identif icar a subespacios normantes del b£ 

dual M(X,E')' de C(X,E). En efecto, bas ta identifies toda fun­

ciôn f 6 F ( X ,E) con el operador;

M(X,E’) ------------► K

y ------------*■ <f,y> = I fdyL
que, por el Teorema 6, estâ bien definido y es lineal y continue: 

y comprobar que su norma coincide con || f |L un simple ejercicio.

En general, y excepto en casos part iculares (por ejemplo, cuan 

do X es un compacto metrizable), tendremos que M(X,E') es un su^
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espacio propio de C a ( (X),E '). Sin embargo, M(X,E') se puede 

ident if icar siempre con uno de los espacios Ca(E,E') tratados en 

la Seccion 2, sin mas que restringir algo la o-âlgebra. Para ello, 

es esencial el siguiente resu.1 tado, que se puede encontrar en |lO|,

III. §16.:

15. Proposiciôn : Toda medida de variaciôn finita, y : B^ (X) E, 

donde B^CX) es la o-âlgebra de Baire en el compacto X, puede 

extenderse con unicidad a una medida y ̂ : B^ (X) E , tal que

I y 2 I es una medida regular, extensiôn de {y| a B^(X).

Asî, M(X,E') se identifies a Ca(Bg(X),E') sin mâs que

cer corresponder a cada y 6 M(X,E') su restricciôn a la o-âlgebra

de Baire Bg(X) C  B^(X).

Esta proposiciôn nos permite trasladar inmediatamente a M(X) 

el resultado clâsico de Bartle, Dunford y Schwartz, recogido en el 

Teorema 9, sobre caracterizaciôn de subconjuntos deb ilmente relati­

vamente compactes:

16. Teorema. Un subconj unto K de M(X) es débilmente relativa­

mente compacto si y sôlo si verifica:

i) K estâ acotado

ii) Existe X 6 M(X), positiva, tal que lim |y|(A) = 0
X (A) -► o

uniformemente en y 6 K.

Ahora bien, una consecuencia inmediata de la Proposiciôn 15 es que
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toda medida X 6 Ca(0^(X)) = M(X) es regular. Por lo tanto, del 

Teorema 16 se obtiene el siguiente:

17. Corolario. Si K 6 M(X) es debilmente relativamente compacto, 

entonces K es equLregular, es decir, para cada A 6 B^(X),

Ve >0 existen compacto y abierto en X, tales que

CZ A C  G^ y | y j (G^ ) < e Vy G K.

Vimos en la Seccion 2 que toda funcion finitamente aditiva de

conjunto de semivariaciôn acotada, ra : Z ----»- L(E,F), definia un

operador continuo:

A(E,E)  -+ F

f  ► I fdm
Jx

el cual, en general, se podia extender a F(E,E) tan sôlo en caso 

de que m tuviese una medida de control. Sin embargo, vamos a demo£ 

trar que, para toda m : 6^( X ) ----► L(E,F), de semivariaciôn aco­

tada, dicho operador se puede extender con continuidad a C(X,E ) : 

para lo cual bastarâ probar que C(X,E) estâ contenido en el comply 

tado del espacio normado A(X,E).

En efecto, sea f G C(X,E) ; Ve >0, definimos, Vt 6 X:

= (s G X / Il f ( t ) - f ( 8 ) Il < E } que es un entorno abierto de

t en X, por la continuidad de f. Entonces, ^^t^tGX re-
cubrimiento por abiertos del compacto X, y por lo tanto existen

n
t ,,...,t G X taies que X = U  V . Sean, Vi=l,..,n:

i=l *̂ i



28 .
n

A. = V X ( W  V ) : {a ,  A } es una part iciôn de X en
^ ’'i j = i + l

n
B„(X), y por lo tanto f = 7 f(t-) . x* pertenece a A(X,E). Y,o E 1

Vt € X, existe un unico i 6 {l,...,n} tal que t 6 A. C,V ' , lu^
*̂ i

go: ||f (t) - f^(t) Il = ||f (t) - f (t^) Il < e. ||f-f^|L < e, y f

pertenece al completado de A ( X ,E ) .

En consecuencia, la funciôn finitamente aditiva de conjunto, de

semivariaciôn acotada, m : Bg(X) ---- *- L(E,F), define un operador

continuo: C(X,E) ------ »■ F

f ------- >■ I fdm
Jx

donde, Vf 6 C(X,E), fdm = lim f dm, con (f ) ^  C  A(X,E)
Jx n Jx " n new

y II f^-f II --- 0. Ademâs, || | f dm 11 £ || f | L  - |m|(X).

Este resultado, unido a la reptesentaciôn de C(X,E)' como e£ 

pacio de medidas, nos permite finalmente establecer el siguiente te£ 

rema general de representaciôn de operadores :

18. Teorema. Sean X espacio compacto y T ^ , E y F espacios de Ba­

nach. A todo operador continuo: T : C(X,E)  >■ F, se le puede a so

ciar una funciôn finitamente aditiva de conjunto:

m : Bq (X) ------ ► L(E,F"), que verifica:

i) m es de semivariaciôn acotada, y |m|(X) = 11T || .

ii) Vy' e F', m ^ , 6 M(X,E'), y la aplicaciôn:

F' ------------ M(X,E')

y ' --------- m ,
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es continua para las topo log ias o (F ' F), o (iM (X , E ' ) , C(X,E)).

iii) Vf 6 C(X,E), T(f) = fdm.
Jx

En dichas propiedades, m es unica. Inversamente, toda funcion fin£

tamente aditiva de conjunto m : B ^ ( X ) ----► L(E,F"), que verifique

(i) e (ii), define mediante (iii) un operador continuo de C(X,E) 

en F .

Una demostraciôn detallada del Teorema se puede encontrar en 

I 3 |. Aquî haremos notar unicamente que m se define de forma canôn^

ca segun: m(A) (x) = T" (x . Xŷ ) , siendo

T" : M(X,E')’  ► F"

el operador bitranspuesto de T. Entonces, si T ' : F ' ">■ M(X,E') es

el transpuesto de T, se comprueba inmediatamente que Vy' G F',

râ  I = T'(y'); y todas las demâs propiedades se obtienen ya f âcilmeri 

t e .

Mediante un abuso de lenguaje, m se llama corrlentemente la 

"me«Jida asociada" al operador T, y un ob j e to fundamental de la tejo 

rîa de taies operadores consiste en intenter relacionar propiedades 

de los mismos en propiedades correspondientes de sus medidas asocia- 
d as.

En este sentido, y ya para concluir, mencionaremos un importan­

te resultado para el caso escalar, que se dériva del Teorema 16, y c^

ya demostraciôn puede encontrarse, por ejemplo, en I1 2 |, VI.7.3.
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19. Teorema. Sean X espacio compacto y T g , E espacio de Banach, 

y T : C(X) ----*- E un operador continuo, Entonces, T es débilmen­

te compacto si y solo si su "medida" asociada y verifica una de las 

dos condiciones équivalentes:

a. y toma valores en E

b. y 6 Ca(6^(X),E), es decir, y es realmente una medida.
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CAPITULO II

El objetivo principal de este capitule es aclarar algunas cue£ 

tiones relac ionadas con el estudio de los subconj un tes débilmente r^ 

lativamente compactes de los espacios L^(X,E) con 1 £ p < +«> , 

y Ca(E,E).

En 1955, un articule de Bartle, Dunford y Schwartz | 1 | (ya meri 

cionado en el capitule anterior), relacîonado con un trabajo preceden 

te de Grothendieck |1 4 |, establecio condiciones necesarias y suficien 

tes de compacidad débil para subconj untos de Ca(E). Este resultado 

fue extendido por Brooks | 7 | en 1971 a Ca(Z,E) en el caso en que 

E fuese un espacio de Banach reflexive. Y en 1972, Brooks y Lewis 

I 8 |, probaron el siguiente Teorema, extension del anterior:

1. Teorema. Si K es un subconj unto débilmente relativamente compacto

de C a (Z ,E ) , enfonces verifica;

i) K esta acotado en norma

ii) Existe una medida positiva X G Ca(Z), tal que

lira IU|(A) = 0 uniformemente en y G K.
X(A) -*-0

iii) K(A) * {y(A) / y 6 K} es un subconj unto débilmente relative 

mente compacto de E, para cada A 6 Z.

Ademâs, si tanto E como E ' tienen la P.R.N., dichas condi­

ciones necesarias son también suficientes.
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Resultados enteramente équivalantes se obtienen para los sub- 

conjuntos debilmente relativamente compactes de L^(X,E), con 

1 ^  p < +“», teniendo en cuenta la estrecha relacion existante entre 

tales espacios y Ca(E,E) cuando E tiene la P.R.N.

Ahora bien, en el curso del presente capitule demestrarenos que 

la hipotesis de que tante E cerne E ' tienen la P.R.N. es estricta- 

mente necesaria para que las cendicienes centenidas en el Teerema 1 

censtituyan una caracterizaci6n de les subcenjuntes dêbilmente relat^ 

vamente compactes de Ca(E,E). Y, en cerrespendencia, que las condi- 

ciones anâlegas le sean para las de L^(A,E), ceo 1 £  p < +».

1. Las prepiedades Pp(A), P^, P(Z) y P

En esta primera secciôn, daremes una serie de definicienes y de 

resultados que nos servirân para establecer, en la prôxima, la concl^ 

sion que perseguimes. En cuanto sigue, E sera slempre un espacie de 

Banach, y T. representarâ una cr-âlgebra de subcenjuntes de un con- 

junto cualquiera X.

2. Definicion. E tiene la prepiedad P^(A)» siende \ 6 Ca(E) una 

medida positiva, cuando un subcenj unte K de L^(X,E) es dêbil­

mente relativamente compacte si y solo si verifies:

i) K esté acetade en nerma

ii) K es unifermemente X-integrable, es decir.

f Mi lJA
iii) K(A) = {I fdX | f 6 K} es dêbilmente relativamente cempacto 

/A

lim I II f 11 dA = 0 unif ermemente para f G K.
X(A) -♦•o ^A

>k

en E, cuando X 6 E.
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3. Definicion. E tiene la propiedad Pp(X), con X G Ca(E) medida 

positiva y 1 < p < +oo, cuando un subconjunto K de L^(X,E) es dé̂  

bilmente relativamente compacte si y solo si verifies :

i) K esta acetade en nerma

ii) K{A) = { I  fdX I f 6 k} es dêbilmente relativamente compacte 
/A

en E , cuando A G E .

4. Definicion. E tiene la prepiedad P^, con 1 _< p < +», si tiene 

la prepiedad P^CX) para cualquier medida positiva y finita, X.

5. Definicion. E tiene la propiedad P(E) cuando un subconjunto de

Ca(E,E) es dêbilmente relativamente compacte si y solo si verifies:

i) K esta acotado en nerma.

ii) Existe una medida positiva X G Ca(E), tal que

lim IpI(A) " 0 unifermemente para p G K.
X (A) -*• o

iii) K(A) = {p(A) I y G k } es un subconjunto dêbilmente relativa­

mente compacte de E, cuando A G E .

6. Definicion. E tiene la propiedad .P si tiene la propiedad P(E) 

para cualquier 0-âlgebra E en cualquier conj unto X.

Nôtese que es équivalente el que un espacio tenga la propiedad

P a que para êl se verifique la parte recîproca del Teorema 1.

A continuaciôn, y basândonos en el siguiente Lema previo, estable^ 

ceremos una serie de relaciones entre las propiedades P ^ (X) , P ^ ,

P(E) y P.
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7. Lema. Sea X 6 Ca(E) una medida positiva. Entonces, L^(X,E)' se

puede identificar a un subespacio vectorial denso de L ^ (X ,E ) \  para 

cualquier p, con 1 < p < +“>. *

Demostracion. Fijadas X y p, sea J : L^(X,E) ------ L^(X,E) la in

yeccion canonica, que es una aplicacion lineal y continua de norma 

Il J 11 £  X (X) ̂  , con -̂  + -̂  = 1 . J permite identificar L^(X ,E) a 

un subespacio vectorial de L^(X,E), el cual es denso por contener a 

A(E.E).

Sea J' : L^(X,E)'  *■ L^ (X, E) ' la transpuesta de J, y sea

TT ; L^(X,E)  *■ L^(X,E) la proyeccion canonica. Dada v 6 L^(X,E)',

V o Tt 6 L^(X,E)', y por lo tanto, segun la Propos ic ion 1.13, existe 

una funcion g^ : X -»• E' tal que:

i) II By 11 G L^(\), con ^  ^  = 1, y llgyllq = II? II -

ii) Para toda f 6 (X ,E ) , la funcion <f,g^> pertenece a

L^(X), y V °ïï(f) = I <f,g > dX.
-'X

Fijado n e w ,  sea A^ = tt 6 X / || g^ ( t) 11 £  n). Se tiene, por

(i), que A 6 E Vn 6 W, y X = U  A ^ , con A^ C  A^^, Vn.
new

Definamos entonces, para cada n :

V : b \ x , E )   K

h --- -*■ <h,gy> dX = I <h,XA -8»> ^XI " " ' ' . '
y tenemos:

a. v^ esta bien definida, pues por (ii) se tiene que, Vh 6 A (E ,E ) , 

<h,g > 6 L^(X): entonces, para cada h 6 L^(X,E), < h ,g > es limite
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puntual de una sucesiôn de funciones medibles, y por lo tanto es una 

fune ion medible. Y, fijada h 6 L^(X,E):

g,JI i

< " •  1

Asî, I <b ,Xŷ  gy>l 6 i^(X), y si |1 h 11 j = 0 ,  | <h,x^ g^ >  dX = 0.

b. es claramente lineal, y es continua, pues como acabamos de

ver, |v^(h)| £  n ||h||^ Vh G L^(X,E).

Por lo tanto, v^ G L^(X,E)' Vn G W. Y vamos a ver que

J'(v^) ----► V en L^(X,E)'.

En efecto, se tiene que |1 x^ g ^ - g y  II = X ^ v A ' M v ^  ® 1-'’(X),
n n

Vn 6 H, y a que || ĝ || G i^(X) por (i), y A^ 6 E . Y, para cada 

t G X:

llx^ gy-gyll (t) = IIXa  ( t ) g ^ ( t ) - g ^ ( t )  Il = | | X x ^ A  (C) g v < * ^ H l ln n n

1 l|g^(t) Il , y

IIXa  «v-^vII (C) ' 0* ser X = U  A^ y A ^ C  A

Vn G W

Résulta entonces, por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebes-

gue, que || x^ g^-g^H 0. Como para cada f G L^(X,E) , con
n q

Il  ̂Il p £  1 » se tiene :

||j'(v^)(f) - v(f)|| = I j  <f ,gy> dX - I <f ,gy> dX I -
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=■ I f <f,XA g^-g^> dX| < I I l f  II II gy-g^ll dX < llx^ g^-g^lL ,
X n ■'X n n

nos queda: IIj'(v^) - v 1| £  ||x^ g^-g^ II  ̂ oo~ 0. Asx, J'(v^) — *■ i

en L^(X,E)'; concluyendo, J ’(L^(X,E)') es un subespacio vectorial 

denso de L^(X,E)'.

8. Proposicion. Fijada una medida positiva X 6 Ca(E), si E tiene la 

propiedad Pj(X), entonces tiene la propiedad P^CX) para cualquier 
p con 1 < p < +<»,

Demostracion. Sea p tal que 1 < p < +oo, y tomemos un subconjunto 

K de L^(X,E) que verifique las condiciones (i) « (ii) de la Defini­

cion 3. Siendo J : L^(X,E) ----- ► L^(X,E), como anteriormente, la

inyeccion canonica, es claro que J(K) verifica las condiciones (i) e 

(iii) de la Definicion 2. Y es uniformémente X-integrable por ser un su^ 

conjunto acotado de L^(X,E), ya que, dada f 6 (X ,E ) , se tiene:

||f||dX = X^'llf MdX < llx^llq • lUIlp = X(A)^^‘*. lUilp, 

para cualquier A G E ,  siendo p ^ ^ ~ 1 *

Asî, J(K) verifica tambiên la condicion (ii) de la Definicion 

2, y por lo tanto, si E tiene la propiedad Pj(X), J(K) es débijL 

mente relativamente compacte en L*(X,E).

Consideremos una sucesion cualquiera (f^)^gjjCI K ; ( J ( f ̂) )

sera una suces ion en el subconjunto dêbilmente relativamente compacte 

de L^(X,E), J(K); luego, por el Teorema de Eberlein, existe una su^

sucesiôn (f^ ^kGW ^^n^nGK’ ^ existe f* 6 L^(X,E), taies que
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J(f ) ---->■ f* debilmente en L^(X,E).
"k

Veamos que f* G J(L^(X,E)): para ello, y segun la definicion

de L^(X,E) dada en el Capîtulo I, Secciôn 3, bas tara comprobar que

Il f * |l I G L^(X). Y puesto que al ser 1 < p < +<», se tiene que 

L^(X) « l '^(X)', con ^  ^  = 1, utilizando ademâs que A(E) es deii

8 0 en L^(X), tendremos que ||f*|| G L^(X) si y sôlamente si

f*|| g dX| < M . ||g|l Vg G A(E), con M > 0.'IX
Por verificar K la condicion (i) de la Definicion 3, saberoos 

que existe M > 0 tal que l|f||p £ M para toda f 6 K. Tomemos en­

tonces g = I ^ i '  %A A(E) , y tendremos:
i=I

[ Il f *  Il 8  dX =  I a ,  . I ||f*||dX =  I a .  . [ ||x. f*||dX
;x i=l ^ ^A. i=l -'x *i

Puesto que f* G L^(X,E), también « f* pertenecera à dicho espacio 

para todo A G E ,  y al ser A(E,E*) un subespacio de L^(X,E)' nor­

man te , se verifica;

I IIXA-f*l|dX = sup {j <x^.f*,h>dX I / h G A(E,E'),

M I L £  U

Asî, fijado e >0, tendremos que, Vi=l,...,n, existe G A(E,E')

tal que ||h.|| £  1 y 0 £ f II X . f*l|dX - [ <X. dX £
^X i X̂ i

donde m = max {|a.| / i=l,...,n). Entonces:— n(m+1) ’

I I M*llg dX| = I [ a f llx. f*ll dX| £  
h  i-1 ^ h

£  I I  “ i  ( f  l l x*  f * l | d X  -  I  < X .  > d X ) |
i = l   ̂ ’X * i  Jx i
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+ 1 1  « i f  <X.  f * » h  > dX|  < e +  I [  a [ < f * , X .  h > dX|  -
i=i *i i=i ^ ^

= e +  I [ < f * ,  I a X* h > d X l .Jx 1=1 1 *1 1
n

Ahora bien, a. .X* « h . G A ( E , E ' ) , que es un subespacio dei=l 1 A. 1
L^(X,E)'; luego, al ser f* el limite dêbil en L^(X,E) de .. .

tendrâ;

l [  <f». l «i X. .h.>dXl= lim If <f f  a .X. h > dX| <
i=l 1 *i k->® 7x k i=I 1 A^ 1

£  M . ||g Wq,

puesto que, Vn 6 W :

' I  "' " k ’ j i  'i' -  "'“k " p -  " j i  “ i-"*! ’’i " "  -

<  M . ( f  II f  a . . x .  h  l l ’ d X ) * ' - '  -  M . ( I  l a . P  . f W h , | r  d X ) ' / 4 <  
%  i=l *i i=l  ̂ ''a . ^

£  M . ( % I»! I . X(A.) ) = M . Il g
i=l 9

En definitive queda que, dada g G A(E), se tiene, V e > 0:

I jx II f* Il 8 dX I < e + M . Il g llq, es decir,

I II f* Il g dX I £  M II g II Vg G A(E), o lo que es lo mismo,Jx 9

||f*|| G L (X) y ||f*||p £  M . De ello se deduce que, efectivamen 

te, f* G J(L*’(X,E)); es decir, existe f G (X, E) con J(f) = f * :

y l | f  llp “ M * l lp £  M.
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Veremos a continuaciôn que f ----*■ f dêbilmente en (X, E) .
"k

Dados V 6 L (X ,E ) ', y e >0, se tiene, por el Lema 7, que existe

Vg. 6 L (X , E) ' tal que || v-J ' ( v̂ , ) 11 < e/3M. Y como, por hipôtesis.

)> = <J(f), V > = V (f*) «= lim V (J(f )) = lim <f , J ' (v )>, 
 ̂ k + ™  E "k "k ^

podemos encontrar k^ 6 B tal que, Vk £  k^ , , J ' (v̂ .) > | < j.
Queda asî:

lv(f)-v(f ) I < |v(f)-J'(v ) (f) 1 + Ij*(v^)(f) - J ’(v^)(f ) I +^ t- t- C

+ I < Ilv-j'(v^)l| |jf||p +

J'(v^)>| + ||v-j’(v^)|| llf^Jlp < 33^ . M + §  + ^  . M = E,

Vk > k^.

En conclusion, v(f ) ----- *■ v(f) para cualquier v G L^(X,E)'.
"k

Tenemos asî que, dada una sucesiôn cualquiera en K, podemos ex̂  

traer siempre una subsuces ion dêbilmente convergente en L^(X,E) a un 

elemento de dicho espacio: luegd, por el Teorema de Eberlein, K es 

dêbilmente relativamente compacte. Por lo tanto, E tiene la propiedad 

Pp(X), y ello para cualquier p, con 1 < p < +“ .

Para ligar las propiedades Pp(X) con P(E), necesitaremos el 

siguiente resultado que es esencialmente analogo al que se puede encon 
trar, por ejemplo, en | 9 |, IV.2.3:

9. Teorema. Sea X 6 Ca(E) una medida positiva: si E tiene la pro­

piedad Pp(X) con 1 £ p < +», entonces E tiene necesariamente la 
P.R.N. respecto de X.
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Demostracion. Por definicion, E tiene la propiedad de Radon - Nyko^

dim respecto de X si y solo si para toda medida y G C a (E ,E ) , ab-

solutamente X-continua, existe f G L^(X,E) tal que y(A) =

= j fdX VA 6 E : es decir, y tiene densidad respecto de X.

Por lo tanto, si E no tiene la P.R.N. respecto de X, exis-

tira una medida y 6 Ca(E,E), tal que |y|(A) = 0 cuando X(A) =0,

y y carece de densidad respecto de X. Ademâs, se puede comprobar

s in dificultad que podemos suponer siempre |y|(A) £  X(A) VA G &

(ver p . e j . , | 9 |, III.1.5). Sea entonces II el conjunto de las pa_r

ticiones ir = {Aĵ  , . . . ,Ag^} de X en E . Con el orden

TTj = (Aj ,...,A^} £  tTj = si y solo ai Vi*I,...,n exi£

ten j ,,...,j en tl,...,m) taies que A . = LV B . , H es
1 k=l Jk

un conjunto dirigido. Definimos, para cada part ic ion

ir = {A j , .. . ,A^} 6 H : 
n y(A.)

= I y  • X^. G A(E,E) c: L^(X,E), quienquiera que sea

p, con 1 £  p < 4-00.

Fijado p, consideremos el subconjunto K = {g^| tt G 11} d

CZ L^(X,E): y tenemos que K esta en las condiciones de la Defini­

cion 3, si 1 < p < 4-00; o en las de la definicion 2, si p=l. En

efecto, suponiendo p > 1, se tiene:

i) K esta acotado en ( X , E) pues, V ti = {A^ , . . . ,A^} 6 II:
f n y (A. ) . , ,

IIJ^ xfÂT) • Xa JI

- ( I . X(A ))'^'’ < ( X X(Aj))'^'’ -X(X)'^’’
i=l X(A.)P ^ i=l
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ii) K(A) = { I g ^ d X /  TT 6 n} es debilmente relativamente com

pacto cualquiera que sea A G  E. En efecto, al ser y G Ca(E,E)

se tiene, tal y como se indico en el Corolario I.10, que el conjunto

{y(A) / A G E }  es debilmente relativamente compacte en E; por lo

tanto, y por el Teorema de Krein, su envoltura absolutamente convexa

y cerrada, C, es debilmente compacta. Bastara comprobar entonces

que K(A) C  C para todo A G E .  Fijemos A G E :  V tt = { A j , . . . ,A^} G

G n, se tiene:

t n y(A.)
g _ d X =  y — 7 • ^(A n  A . ), y Vi=l,...n, siendo

lA i = l 1
X(Aj n  A)

■=  X (Â~. )--  ’ claramente es 0 £  £ 1 , por lo que podemos

siemp re  suponer que 0 £  «j £  «2 —  £  «n —  ^ ' Llam em os entonces:

= ttj, 6^ = si 2 £  i £  n, y B^ = U  A^, y ten-
j=i

dremos:

n n n n
I 6 y(B ) - a,( I y(A.) - I y(A.)) + a ( \ y(A ) -

i=l 1 1  ̂ i=l ^ i=2 i=2

n n
I y(A.)) + ---+ ex . ( y y(A.) - y(A )) + a y(A ) =

i=3 ^ i=n-l

n r
= I a y (A.) = g dX 

i = l 1 1 'A

Pero, por otro lado, y(B.) G C Vi=l,...,n, y puesto que

0 £  6. £  1 Vi=l n, y I 6. = a £  1, queda que | g dX
1 i=l ^ " ^A

es una combinacion absolutamente convexa de elementos del conjunto 

absolutamente convexo C : Por consiguiente, I g ^ d X G  C, y ello

cualquiera que sea TT G II. De donde résulta que, ef ectivamente,

K(A)CL C para todo conjunto A G E .
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Acabamos as i de ver que, dado p con 1 < p < +®, K es un

subconjunto de (A ,E) que esta en las condiciones de la Definicion

3.

Abora bien, el que se verifique (i) nos asegura, segun se vio 

en la demostracion de la Propos ic ion 8, que K verifica también las 
condiciones (i) e (iii) de la Definicion 2: y, por consiguiente, K

esta en las condiciones de dicha definicion como subconjunto de 

L^(A,E). Sin embargo, K no es dêbilmente relativamente compacte en

( A , E) , cualquiera que sea p en las condiciones 1 £  p < +“>.

En efecto, fijemos tal p : si K fuese dêbilmente relativa­

mente compacto en L^(A,E), y puesto que (g^)^ ^ ^ = K es una red, 

tendrîan que existir una subred (g^ ^iex* ^ elemento g 6 L ^ (A,E),
taies que g^----- ► g dêbilmente. Y, puesto que dados x* 6 E' y

A G E ,  x'.x^ 6 L^(A,E)', obtendrîamos que | <g,x'> dA =

= <g, x'.x*> = lim <g , x ’.x.> = lim <g ,x’> dA, V x ' 6 E* yA I TTi A J.
VA 6 E.

Ahora bien, dado A G E ,  es de comprobaciôn inmed iata que,
Vit = {Aj ,...,A^} 6 II, con = {A,X>>A}, se tiene

I g ^ d A =  y(A) ; y por lo tanto, V x ' 6 E ':

< g.dA ,x'> = <g,x’> dA = lim I <g ,x'
AA U  I ^A i

= <lim g dA, x ’> = <y(A),x'>
I aa

> dA

De donde queda: 1 g dA = y(A) VA 6 E , con g G L ^ ( A , E ) C  L^(A,E), 

cualquiera que sea p. Es decir, g séria una densidad de P reŝ

pecto de A, en contra de la hipôtesis inicîal.
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En conclusion, si E no tiene la P.R.N, respecto de X, E 

no puede tener la propiedad P^(X) para ningun p, con 1 £  p < +®.

Recordando que, tal y como se definiô en 1.3, un espacio E 

tiene la P.R.N. si y solo si tiene la P.R.N. respecto de toda medida

finita y positiva X; y que ademâs son équivalentes:

Bj. E tiene la P.R.N.

B g . E tiene la P.R.N. respecto de la medida de Lebesgue en [ o , l J ,
tal y como se puede ver en 1 9 I, V. 3.8.

Del Teorema anterior se obtiene el siguiente:

10. Corolario. Sea E un espacio de Banach. Entonces, si E tiene 

la propiedad P^CA), con A medida de Lebesgue en [o,l] y

1 £  p < +‘®, E tiene la P.R.N.

Utilizando el Teorema 9, llegamos por fin a la siguiente rela­

cion entre las propiedades Pj y P:

11. Propos ic ion. El espacio de Banach E tiene la propiedad P si y

solo si E tiene la propiedad P ^ .

Demostracion. (a) Supongamos que E tiene la propiedad P, y sean

X conjunto, E o-âlgebra de subconjuntos de X ,A 6 Ca(E) medida pô
sitiva. La aplicacion: J : L ^ ( A , E )  >■ Ca(E,E), definida por:

f   ̂Wf

y^(A) = fdA VA G E, es lineal, tal y como se vio en la Secciôn 3

del Capîtulo I. Ademâs, J es una isometria sobre la imagen, pues al 

ser A (E ,E '), como subespacio de L (A ,E ') CZ L^(A,E)', normante so­

bre L^(A,E), se tiene:
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lijjfll = |u^|(X) = sup {| y <x^,y^(A.)>| / xj, . . .,x^ e Bg,, 

{Aj,...,A^} particion de X en E} = sup{(| <f,h> dX| /h6A(E,E'),

£ 1 1 =  11 f II1 •

Es decir, || J(f ) || = ||f||j Vf 6 L^(X,E), y L^(X,E) se pue-

de identificar con J(L (X ,E)), que sera un subespacio vectorial ce- 

rrado de Ca ( E ,E ) ,

Sea entonces K un subconjunto de L^(X,E), verificando las

condiciones (i) —  (iii) de la Definicion 2: J(K) verificara las

condiciones (i) —  (iii) de la Definicion 5 luego, por tener E la

propiedad P, y en particular la propiedad P(E), J(K) es debilmen
1te relativamente compacto en Ca(E,E). Ahora bien, J(L (X,E)) es 

un subespacio vectorial cerrado, y en consecuencia debilmente cerrado, 

de Ca ( E , E) : por lo tanto, J(K) es debilmente relativamente compac^

to como subconjunto de J(L (X,E)). Y , al ser J un isomorfismo so­

bre la imagen, K es un subconjunto debilmente relativamente compac­

to de L*(X,E). Asî, E tiene la propiedad P^(X) para cualquier 

medida finita y positiva, y en consecuencia, tiene la propiedad P^.

(b) Supongamos que E tiene la propiedad P^t entonces, para 

cualquier medida finita y positiva X, E tiene la propiedad Pj(X),

y por lo tanto, por el Teorema 9, E tiene la P.R.N.

Sea X un conjunto y E una o-âlgebra de subconjuntos de X,

y sea un conjunto K G Ca(E,E), en las condiciones de la Definicion

5. Por la condicion (ii) de dicha definicion, tendremos entonces que
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existe X 6 Ca(E), medida positiva, tal que lim |y|(A) = 0
X (A) o

uniformemente en y 6 K. En particular, esto nos asegura que toda 

medida y 6 K es absolutamente X-continua, y por tener E la 

P.R.N., existirâ f^ 6 L^(X,E) funcion de densidad de y respecto 

de X: es decir, y(A) = f dX VA 6 E.

Definimos: K* = {f^ / y 6 K}, y tenemos que K* es un subcon

junto de L^(X,E), que trivialmente verifica las condiciones (i) - 

(iii) de la Definicion 2, por verificar K las condiciones correspot» 

dientes de la Definicion 5. Por tener E la propiedad Pj(X), resuj^ 

ta entonces que K* es dêbilmente relativamente compacto en L^(X,E ) .

1Sea J : L ( X , E ) ----► C a (E ,E) la isometrîa sobre la imagen de­

finida en la parte (a): se comprueba inmediatamente que J(K*) = K,

luego, de ser K* dêbilmente relativamente compacto en L^(X,E), y 

J una isometrîa sobre la imagen, se deduce que K es dêbilmente r£ 

lativamente compacto en C a (E ,E ) .

Concluyendo, E tiene la propiedad P(E), y ello cualesquiera 

que sean el conjunto X y la O-algebra E de subconjuntos de X: 

es decir, de acuerdo con la definicion 6, E tiene la propiedad P.

Estableceremos a continuaciôn una serie de propiedades de inva- 

riancia de las propiedades P^(X), P ^ , P(E) y P , asî como un re­

sultado de localizacion de dichas propiedades. Todo ello, aparté de 

sernos util en lo sucesivo, es un claro indicio, por analogîa, de 

la profunda relaciôn bas ica entre estas propiedades y la P.R.N.
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12. Proposicion. Las propiedades P^CX) y P ^ , con 1 £  p < +», 

asî como P(E) y P , se conservan mediante isomorfismos.

Demostracion. La haremos para Pp(X), con X 6 Ca(E) medida posit i. 

va y 1 < p < +00, siendo analogs en los demâs casos. Fijados X y

p, sean E y F dos espacios de Banach, y 0 : F ----*- E un

isomorf ismo entre ambos. Supongamos ademâs que E tiene la propiedad 

Pp(X). 0 induce una aplicacion:

0* : lP(X,F) ---------  ̂ L^(X,E)

f ---------- »■ 0 » f

que es tri vi almente lineal. Ademâs, por ser 0 un i s o m o rf i s m o , sabe-

mos que exi ste n m > 0, M > 0 taies que m 11 y |( £  || 0 ( y ) 11 £  M||y||

para todo y G F. Se tiene por lo tanto, para cada f G (X ,E ) :

m N (f) = m . ([ ||f||P dX)^^^ * ([ mP||f||P dX)^^^ £
^ ’x h

£  ( f  ||0*(f) ||PdX)^^P = N (0 of) < ([ m P ||f||P dX)l/P = 
h  P J x

= M . ( f
J'.

f 1|P dX)^^P = M . N (f) . 
X P

De donde se sigue que N^(f) = 0  si y solo si ° f) = 0, y por

lo tanto, 0* es compatible con el paso al cociente, e induce la 

aplicacion lineal:

0* : lP(X,F) ------ *■ lP(X,E), que verifica:
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f  l ip £  l |0*(f) lip = l|0 " f lip £ M • l | f  lip = es decir, 6*

es un isomorf ismo.

Sea entonces un subconjunto K C  (X,F ) , que verifica las con

diciones (i) e (ii) de la Definicion 3: 0*(K) sera un subconjunto 

de L^(X,E), que naturalmente verificarâ las mismas condiciones. Co­

mo, por hipotesis, E tiene la propiedad (X), se sigue que

0*(K) es dêbilmente relativamente compacto en (X,E ) : y, al ser

0* un isomorf ismo, K ha de ser dêbilmente relativamente compacto 

en L^(X,F).

En definitive, F tiene éfectivamente la propiedad P^(X).

13. Proposicion. Si E tiene alguna de las propiedades Pp(X), P^, 

P(E) 6 P , todo subespacio vectorial cerrado de E tambiên la t iê

Demostrac iên. La haremos nuevamente para Pp(X), con 1 < p < +<», 

siendo los demis casos analogo s . Fijados p, con 1 < p < +<», y 

X 6 Ca(E), medida positiva, supongamos que E tiene la propiedad 

Pp(X) y que F es un subespacio vectorial cerrado de E. Siendo en 

tonces I : F -»• E la inclusion canonica, I induce una aplicacion:

I* : L ^ ( X , F ) ------- ► L ^ (X ,E ) , que a su vez permite identificar

f ------- -*■ I » f

L^(X,F) a un subespacio vectorial cerrado de L^(X,E) (el cual, co­

mo fâcilmente se ve, estara formado por aquellas funciones de L^(X,E) 

que toman valores en F salvo, a lo mas, para un conjunto X G E
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con X(Xg) = 0). Siendo K C  L^(X,F) un conjunto en las condicio­

nes de la Definicion 3, es inmediato comprobar que I*(K) es un sub­

conjunto de L^(X,E) que verifica esas mismas condiciones: y, puesto 

que E tiene por hipotesis la propiedad Pp(X), 1*(K) sera debil­

mente relativamente compacto en L*’(X,E). Pero I*(K) esta conteni-

do întegramente en I*(L^(X,F)), que es un subespacio vectorial cerr^ 

do, y en consecuencia debilmente cerrado, de L^(X,E): por lo que

I*(K) debe ser dêbilmente relativamente compacto en I*(L^(X,F)). Y 

por ser este ultimo espacio isomêtrico a L^(X,F), se sigue que K

es dêbilmente relativamente compacto en L^(X,F). Asî, F tiene efe£

tivamente la propiedad P^CX).

14. Proposicion. E tiene alguna de las propiedades P^CX), P^, P(Z) 

o P si y sôlamente si todo subespacio vectorial cerrado y separable 

de E tambiên la tiene.

Demostracion. Por la Proposicion anterior, es évidente que, de tener 

E alguna de dichas propiedades, tambiên han de tenerla todos sus sub- 

espacios vectoriales cerrados, y en particular los cerrados y sépara­

bles.

Supongamos ahora que todo subespacio vectorial cerrado y separa­

ble de E tiene la propiedad P^ (X) , con 1 < p < +“> y X G Ca(E) 

medida positiva (para las demâs propiedades, la demostracion es anâlo- 

g a ) . Sea K C  L^(X,E) un subconjunto que verifica las condiciones de 

la D e f i n i c i o n  3, y sea ^ ^ n ^ n G W ^  ^ una sucesion cualquiera.
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Segun la definicion dada en el Capîtulo I, Secciôn 3, al ser ca

da f^ : X  *■ E una funcion medible, se tiene que f^(X) engendra

un subespacio vectorial separable de E. (Notar que, al ser

f G  L^(X,E) una clase de funciones, cuyos représentantes se diferen

cian tan sôlo en un conjunto de X-mèdida nula, ésto se puede conse-

guir siempre sin mis que elegir un représentante adecuado) Llamamos

entonces F al subespacio vectorial cerrado de E engendrado por

U  f (X), y tendremos que F es separable; ademis, f 6 L^(X,F) 
ne® ” "
para cada n 6 B. Asî, K* = (f^ / n G B } es un subconjunto de

L^(X,F), que verifica en dicho espacio las condiciones de la Defini-

ciôn 3, por verificar K las condiciones correspondientes en

L^(X,E). Por hipôtesis, F, al ser un subespacio vectorial cerrado

y separable de E, tiene la propiedad Pp(X), y en consecuencia,

K* es dêbilmente relativamente compacto en L^(X,F). Pero este ûlti.

mo espacio, como ya hemos visto, se identifies canônicamente a un su^

espacio vectorial cerrado de L^(X,E), de donde résulta que K* es

dêbilmente relativamente compacto en L^(X,E). Se tiene asî, por el

Teorema de Eberlein, que existe (f^ ^kGB subsuces ion de ^^n^nGB’
y existe f G (X ,E) , taies que f  *■ f dêbilmente en L**(X,E).

"k
Y como êsto es cierto para cualquier sucesiôn ( f ^ ) ^ g ^ C  K, se ten­

dra, aplicando otra vez el Teorema de Eberlein, que K es un subcon 

junto dêbilmente relativamente compacto de (X ,E ) . En conclusion,

E tiene la propiedad Pp(X).

La localizaciôn de las propiedades P^CX), P ^ , P(E) y P, en 

los subespacioa vectoriales cerrados y separables de un espacio de 

nach va a permitirnos, junto con el resultado siguiente, imponer una
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nueva condicion restrictiva a los espacios que las verifican, la cual 

sera un paso esencial en la caracterizacion de dichos espacios.

15. Proposicion. El espacio 1^ no tiene ninguna de las propiedades 

Pp(X), con 1 £  p < +“ y X medida de Lebesgue en [o,l] = X.

Demostracion. Sea, Vn 6 B, r^ : [ o , l ]   ► [ o , l ]  la n-esima fun­

cion de Rademacher, es decir, r (t) = sgn (sen z" tt t), donde:

sgn t =
si t ft 0

si t =» 0

Y definimos: f̂  ̂ : [0»lj  1 ̂ segun

k6Bt ------------ (f!" (t)),

0 si k f n
f^Xt)

“ (t) si k = n

Clara men te,  f^ es una funcion X-medible Vn G B, por ser r^ m^

dible y 1^ un espacio de Banach separable.

Ademâs, 11 f 11 j- = | r^(t) | = 1 Vt G [o , l] , y en c o n s e ­

cuenc ia  para cada p, con 1 £  p < +w, se tiene;

Hfnilp ° ||f„||PdX)^^P = (|^ |r^(t)|P dt)^/P £  1 V n G B

Asî, K = {f / n G B } es un subcon ju nto  de L^ ( X , 1 ̂ ) para cualqu ie r 

p, con 1 £  p < +«>; K estâ ademâs acot ado  en L^(X,1^), y es uni. 

fo rmemente X-integrable. Por otro lado, siendo A un subc onj un to m^ 

dib l e  Lebe sg ue en X = [̂ 0, l] , se tiene que;
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K(A) = {| dX / n 6 H } es un subconjunto relativamente compacto

de 1 ^ , pues :

lim Ilf d X|| = lira |f r^ (t)dt| = 0 (*)
n -»• oo 1A n CO Ja

Asî, si 1 < p < +OJ, K es un subconjunto de L^(x,l^) que verifica 

las condiciones de la definicion 3, y un subconjunto de L^(x,l^) 

en las condiciones de la Definicion 2. Sin embargo, vamos a ver que 

K no es debilmente relativamente compacto en (X ,1^), para ningun 

p con 1 £  p < + ” .

En efecto, si lo fuese para un cierto p en dichas condiciones, 

tendrlamos una subsucesion (f^ ^ un elemento f G L^(X,1^),

tales que (f^ ^kGB convergerîa debilmente a f en L^(X,1*). Pero, 

puesto que A (Z ,1 ) es un subespacio de (X ,1^)' que sépara puntos

sobre L^(X,1^), por (*) se tendrîa que f =0.

A h o r a  b i e n,  d e f i n a m o s :

V : lP(X,iS ---

t - (t’' ) . ™ -------------- L  ' J ,  ■ T ' ' 'k G B

V  es u n a  a p l i c a c i o n  lineal, qu e  v e r i f i c a

1 ( iJx k=l

|v(f)| = |[ ( y f ̂  r )dX I = |[ ( y f*^(t).r (t)dt| £ 
&  k=l -'o k=l

£  [^ ( y jf’̂ ft)! |r (t)|)dt £  r  ( y  lf*"(t)i)dt =
Jq k=l ''o k=l
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= ( ||f(t) Il dt < Ilf II <
''o 1 'lip

Asî, V es continua, y por lo tanto v 6 L^(X,1^)*. Pero, Vn 6 B :

v(f_) = f ( y ' fk)dX = [ r^(t)dt = [ dt = 1; es
h  k=l " Jo " Jo

decir, ^^n^n6B "° posee ninguna subsucesion (f^ ^kGB que
k

v(f ) — -*■ 0. Y esto nos asegura que (f ) _  no puede tener ning^ n 11 n
na subsucesion que converja a 0 dêbilmente en L^(X,1^), con

1 £  p < +«>.

En def in i t iva, 1  ̂ no puede tener la propiedad P^fX) para niii

gun p, con 1 £  p < +“>.

No t a . La anterior demostracion se basa prâcticamente en un contraejem 

plo de Batt (ver | 2 |), que muestra precisamente que para el es­

pacio 1^, falla el inverso del Teorema 1.

esta proposicion 25, junto con las propiedades de localiza- 

ôn, obtenida en la Proposicion 14, y de invarianza por isomorfis- 

, dada en la Proposicion 12, obtenemos el siguiente:

De

c iôn 

mos

16. Corolario. Si E tiene alguna de las propiedades Pp(X), con

1 £  p < +» y X medida de Lebesgue en Q),ij , entonces E no con­

tiens ningun subespacio vectorial isomorfo a 1^.

Y, puesto que las propiedades P^ y P impiican respect ivamente

las propiedades Pp(X) y P^(X), con X medida de Lebesgue en

|jD, l] , se obtiene igualmente:
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17. Corolario. Ningun espacio de Banach E que contenga un subesp£ 

cio vectorial isomorfo a 1  ̂ puede tener alguna de las propiedades
P p , con 1 £  p < +«, 6 P.

2. El resultado principal

En la anterior Secciôn de este capîtulo hemos de f in ido las pro^ 

piedades P p (X ) , Pp, P(E) y P , y hemos establec ido una serie de 

correspondencias entre ellas, asî como un par de caracterizaciones 

parciales de los espacios que las poseen. Por fin estamos en condicio^ 

nés de pasar a una caracterizaciôn final, que nos va a permit ir res­

ponder a la cuestiôn principal, es decir, cuales son exactamente los 

espacios de Banach para los que es cierta la parte recîproca del Teo^ 

rema 1. Para ello, y tanto en el primer resultado previo, como en el 

Teorema principal, haremos uso esencial de un reciente resultado de 

Rosenthal |19 1̂  que caracteriza los espacios de Banach que no con t i£ 

nen ningûn subespacio vectorial isomorfo a 1^. De las numerosas ca­

racter izac iones que aparecen en dicho artîculo, des tacamos a continua^ 

ciôn dos, que son las mas utiles para nues t ros propos i tos:

(*) Sea un espacio de Banach E: E no contiene ningûn subesp_a

cio vectorial isomorfo a 1^ si y sôlo si toda sucesiôn en 

Bg posee alguna subsucesion dêbilmente de Cauchy.

(**) Sea E un espacio de Banach separable: E no contiene n in

gun subespacio vectorial isomorfo a 1^ si y sôlo si la 

bola unidad Bg es secuencialmente densa en la bola unidad
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del bidual, Bg„, para la topologîa débil* en E" (es

decir, la topologîa a(E",E')).

18. Proposicion. Sean E un espacio de-Banach, X G C a (E) una me­

dida positiva, y p un numéro tal que I < p < + “ . Entonces, si E 

tiene la propiedad P ^ (X), el espacio L^(X,E) no contiene ningun 

subespacio isomorfo a 1^.

Demostracion. Supongamos que, en las condiciones del enunciado, exis­

te una aplicacion 0 : 1^ —  ----► ( X , E) que sea un isomor f ismo sô

bre la imagen. Llamamos ^*n^nGlI ® la base canonica de 1^, y sea,
Vn e n ,  fĝ  = 0(e^) : l|f^||p = ||0(ej|| < || 6 11 ||e^|| < t|0|| .

Al ser f^ 6 L^(X,E) para cada n, podemos considerar que el

subespacio vectorial cerrado F engendrado por f (X) es sê
n6H "

parable. Sea entonces {G^ / m 6 H} una base de abiertos en F: 

eligiendo adecuadamente la funcion représentante de cada clase 

f^ G L^(X,E), podemos considerar que la funcion medible f^ : X -+■ F 

verifica que A^^ = f^^ (G^) G E para cada n,m 6 B . Y sieqdo 

el algebra engendrada por {A^ ^ / n,m G B}, tendremos que E^

es una subâlgebra numerable de la O-âlgebra E. Para cada A G E ^ , 

( 1 f^ *^^^nGK sucesiôn acotada en E, ya que, fijado

n G B:

f „  « I l  -  lif X *  f .  « I l <  IIx a I I ,  l l ' n l l p  <  X C X ) ' / " »  .
A " Jx

M^l lp 1 X(X)^ '̂» . Il 6 II
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siendo q tal que ^  ^  = 1. Puesto que E , por hipôtesis, no con

tiene ningun subespacio vectorial isomorfo a 1^, se sigue de la ca

racterizaciôn (*) que existe una subsucesion (f^ ^kSH ^^n^nGB’
tal que ( f X). es una sucesiôn a(E,E')-de Cauchy en E.

k  "k
Ahora bien, al ser numerable, un proceso diagonal de Cantor nos

permitira extraer una subsucesiôn (f^ ^^n^nGB’ que la
sucesiôn ( f X). es dêbilmente de Cauchy en E para todoJa
A 6 Eg,.

Sea entonces, Vk 6 W, f* = f - f = 0(e ~ e„ ) 6
^ "k ” 2k “k “2k

G l P(X,E).

Llamemos Ej a la o-algebra engendrada por Ê , » y Xj a la 

restr icciôn de X a Ê  ̂ : X̂  6 Ca(Ej), y f G L^ ( X ^ , E) Vk G H.

Ademâs se tiene:

a. ^^k^kGH u" conjunto acotado en L^(Xj,E), pues para toda

k « »• ll'kllp - (j^ llfjir. - (|^ llf*!!" dx)*'" .

■  ‘ L  " ' " / ' " X k " "  ll®M ■

= 2 11 0 U .

b. Para todo A G E , »  (1 ff ôX,),„„ es una sucesiôn dêbilmente
‘I

convergente a 0 en E. En efecto, si A G E ,  se tiene, V x ' G E '
k " K k G B

lim <1 f* dX,,x'> = lim <[ (f -f )dX,,x'> = 0, de don 
k -*■ 00 Ja k 00 'x *'k*^2k

de se sigue mediante un procedimiento standard que
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lim < f* dA,,x’> = 0 VA 6 E,.
k-.» iA 1 1

Y esto nos asegura que K = {f* / k 6 B ] es un subconjunto de

L^(Xj,E) en las condiciones de la Definicion 3.

Ahora bien, la inclusion canonica:

I : l P(A j ,E) --------- 4. l P(X,E)

es un isomorf ismo sobre la imagen, y sea I' : ( X , E) ' -+ L^(X^,E)'

su transpuesta. Sabemos (ver | 9 |, V.I.4.), que al ser Ej una sub-

O-âlgebra de E , y X 6 Ca(E), para l £  q < +<» existe una esp£ 

ranza condicionada:

e ( . I E^ ) : ( X , E ' )  *■ L^(Xj^,E'), operador lineal,

con: g dX = E (g | E ) dX Vg G L*^(X,E') cuando A G E. , y
^A ■'A

Il E (g , E ĵ) 11 £  Il g 11 ĝ . Y vamos a ver que I*(g) = E(g|Ej) siempre

que g G (X ,E '), con —  + —  = 1. En efecto, sea f = ^ x^.

. 6 A(E ĵ ,E). Se tiene, al ser A^ 6 Eĵ  Vi=l,...n:

< f , I * ( g ) > = [  <f,I'(g)>dX, = I <x . , I g d X . > ’=
 ̂ i=l ^ ^A^ ^

n c f n
= I  » E(g,E,)dX,> = < I X..X. ,E(g|E,)>dX, =

i=l ^X i=l *i

= 1  <f , E(g|E^)>dXj = <f, E(g|Ej)>.

Luego I'(g) = E(g|Ej) Vg G L^(X,E*), por ser I '(g) y E(g|E^) 

dos formas lineales y continuas que coinciden sobre el subespacio
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denso A ( , E) de L^{Xj,E)

Ahora bien, por (b), se tiene que Vgĵ  G l '*(Xj »E'), 

lim <f*,g->dX, * 0, y por lo tanto, Vg 6 L^(X,E'):
If 4- GO Jyk + ™ ■'X

lim j <f^,g>dX = lim <I(f*),g> = lim <f*,I'(g)> = 
k -»■ «- ■ kk 00 k ->■ oo

= lim <f ,E(g|E,)> = 0, ya que E(g | %,) G l '’(X,,E'). 
k + «

En particular, dados A G E  y x ' G E ', como x ' . 6  A(E,E')C 

C2L^(X,E'), se tiene: lim <( ff dX, x '> = lim [ <f* ,x'.y >dX =
k  -*■ oo JA k -» ook -*■ 0° ■'A k -► oo

k= 0, y por consiguiente, (| f* dX)^ es una sucesion debilmente
^A

convergente a 0 en E, VA G E.

Se tiene entonces que, también como subconjunto de L^(X»E),

K esta en las condiciones de la Definicion 3: y al tener E, por

po tes is la propiedad (X ) , se signe que K es débilmente relative

mente compacte en L^(X,E): por lo tanto, ^^k^kGW posee una substi
cesiôn (f^ , débilmente convergente a un elemento f* G L^(X,E).

Y como acabamos de ver que, Vg G L^(X,E'), lim g> dX * 0, y
k-»- ooJx

L*^(X,E') es un subespacio del dual de L^(X,E) que sépara puntos,

nos queda que f* = Q. Pero, Vm 6 K, f* G 0(1^), y al ser
- 1  *  "*un isomor f ismo, debe verificarse que 9 ( f. ) ---*■ 0 débilmente en

1 ™ - 1  *1 : por el Lema de Schur, ello implica que || 0 (f. ) 11 — ^— ► 0.

Sin embargo, Vk G K , 0 ^(ff) = e -e = >  || 0 \  f )R n "2k "k

= 1, lo cual nos lleva a una contradiccion.
‘2k
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Asî, si E tiene la propiedad P^CX), con 1 < p < +“’ y 
X 6 Ca(E), medida positiva, L^(X,E) no puede contener ningun su_b 

espacio vectorial isomor f o a 1^.

Nota. Parece que esta Proposiciôn es un caso particular de un resul- 

tado de Pisier |18|, aun sin publicar, que vendrîa a asegurar que, 

si 1 < p < 4-00 y X es una medida finita y positiva, el que un e^ 

pacio de Banach E contenga un subespacio vectorial isomorfo a 1

es équivalente a que también (X ,E) lo contenga.

19. Teorema. Sean E un espacio de Banach separable, X la medida

de Lebesgue en X = []o, 1̂  » y p un nûmero tal que 1 < p < 4-oo. En

tonces, si E tiene la propiedad P^CX), se tiene que el dual de

L^(X,E) se identifies ten ( X , E ' ) , siendo —  4- —  = I.P 9

Demostracion. Se tiene que, al ser E separable y X la medida de

Lebesgue en [o,l] = X, L*’(X,E) es claramente un espacio de Ba­

nach separable, que, por el Corolario 16 y la Proposiciôn 18, no con 

tendra ningun subespacio vectorial isomor fo a 1 %  siempre que E 

tenga la propiedad Pp(X). Entonces, y segun la caracterizaciôn (**) 

de Rosenthal, tendremos r,ue la bola unidad de L^(X,E) es dêbil*-secuen 
cialmente densa en la bola unidad de L^(X,E)".

Sea U € l P(X,E)" tal que l|u|| < 1 y Ul = 0 ,
|l ‘>(X,E')

por lo anterior, podremos encontrar una suces ion ^^n^nGB ^  L (X ,E ) ,
tal .que ||f^J| £  1 para cada n, y 0 (v) = lim v(f^) s i

V 6 l P(X,E)’.
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Sea K = {f^ / n e  B } ClL^(X,E). Tenemos:

(i) K esta acotado, por la eleccion de las f ^ .

(ii) Sea A G E  (o-âlgebra de Lebesgue en X = [[O, l] ) : K(A) =

= {[ f dX / n 6 f } es débilmente relativamante compacte en E,
-*A "

pues para todo x' G E', x ' . G A(E,E') C2 L^(X,E'), y por lo tanto:

lim < f dX,x'> = lim <f ,x'.x*>dX = u ( x '.x.) = 0, por
n + «  /A n-*-«>^X

convergente a 0 en E, y K(A) es, efectivamente, débilmente rela-

tivamente compacte.

Hemos visto, por consiguiente, que K es un subconjunto de

L^(X,E) en las condiciones de la Definicion 3: y como, por hipote-

sis, E tiene la propiedad Pp(X), nos queda que K es débilmente 

relativamente compacte en L^(X,E ) . De donde, y por el Teorema de 

Eberlein, résulta que existe una subsucesion (f^ ^kgB ^^n^nGB’
que converge débilmente a un elemento f G L^(X,E).

Pero, para cada g G L*^(X,E'), se tiene:

I <f,g> dX = lim j <f ,g > dX = U(g) = 0 ,  y como l '*(X,E')
''x k - ®  ̂X "k

sépara puntos sobre L^(X,E), résulta que f =0. Como consecuencia,

dada v G L ^ (X ,E ) ', se tiene:

U(v) = lim V (f ) = v(f) = 0. Y, por lo tanto, U = 0.
k œ "k

Nos queda asî que si U 6 L^ (X, E) ", ||u 11 _< I y ü(g) = 0 para to
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da g 6 (X ,E '), U ha de ser igual a 0: lo cual nos asegura que

L^(X,E') es un subespacio vectorial denso de L^(X,E)' (ver |2l|,

II. 9.2). Pero L^(X,E') es un espacio de Banach y por lo tanto, 

considerado como subespacio vectorial de L^(X,E)*, debe de ser ce- 

rrado: en définitiva, L^(X,E)' coincide con (X ,E ').

20. Corolario. Si E tiene la propiedad P ^ (X ) , con 1 £ p < +“ ,

y X es la medida de Lebesgue en [o,l], entonces E ' tiene la

P.R.N.

Demostracion. Supongamos que 1 < p < +<» y E tiene la propiedad 

P^(X): entonces, por la Proposiciôn 14, cualquier subespacio vecto­

rial cerrado y separable, F, de E, tiene también la propiedad 

Pp(X). El Teorema 19 nos asegura que, en tal caso, L^(X,F)' =

= L ^ (X ,F '), con ^  ^  = 1, y ello es équivalente a que F' ten

ga la P.R.N. (ver | 9 |, V.4.1). Pero E ' tiene la P.R.N. si y s£

lo si F ' la tiene, para todb F subespacio vectorial cerrado y sje

parable de E (ver | 9 |, III.3.5).

Y, si p=l, el que E tenga la Propiedad P^(X) implica, tal

y como se viô en la Proposiciôn 8, que E tiene la propiedad Pp(X) 

para todo p, con 1 < p < +” : de lo visto anteriormente se signe 

que, también en este caso, E ' ha de tener la P.R.N.

21. Corolario. Un espacio de Banach E tiene la propiedad Pp(X),

con 1 £  p < +” y X la medida de Lebesgue en [o,1J , si y solo si

E y E' tienen ambos la P.R.N.
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Demostracion. Dado p, con I £  p < +°°, y siendo X la medida de

Lebesgue en Qo,l], el que E y E ’ tienen ambos la P.R.N. si E

tiene la propiedad P^CX) se sigue Inmediatamente de los Corolarios 
10 y 20.

En cuanto al recxproco, su demostracion coincide esencialmente

con la de la parte recîproca del Teorema 1, y esta basada en que, al

tener E* la P.R.N. , L^(X,E)' = L**(X,E'), siendo —  + — = 1: unaP q
expos icion detallada para el caso en que p = l se puede encontrar, 

por ejemplo, en | 9 |, IV .2.1 , y la demostracion para p >1 es 

analogs por completo.

De la equivalencia entre las prop iedad es P y P ̂ , vis ta en 

la Proposiciôn 11, asî como de las Definiciones 4 y 6, se sigue el 

siguiente corolario:

22. Corolario. E tiene la propiedad P^, con 1 £  p < +<*>, o la pro 

piedad P, si y solo si E y E' tienen ambos la P.R.N.

Resumiendo los resultados anteriores, se obtiene:

23. Corolario. Sea E un espacio de Banach. Son équivalentes :

a. E y E* tienen ambos la P.R.N.

b. E tiene las propiedades P y P^, para todo p con 1 £  p < +«>.

. c. Siendo X la medida de Lebesgue en Qo,l], existe r, con

1 £ r < +“ , tal que E tiene la propiedad P^(X).

Recorderaos que, dados una medida positiva X G Ca(E) no atôm£

ca y un numéro p tal que 1 < p < +«>, se tiene que L^(X,E) tie-
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ne la P.R.N. si y solamente si E la tiene (ver | 9 |, V.4.1); y 

que L**(X,E)' = ( X , E ' ) , con ^  +» ̂  = 1, si y solamente si E '

tiene la P.R.N. respecte de X (ver | 9 |, IV.1.1). Ademâs, E se 

puede identificar siempre a un subespacio vectorial de L^(X,E), m_e 

diante el isomorf ismo canônico

L^(X,E)

*  ̂ X(X) •

y la P.R.N. se conserva para subespacios vectoriales cerrados (ver 

I 9 I, III.3.2). Se tiene entonces:

24. Corolario. Sea E un espacio de Banach.

a. Si E tiene la propiedad P^, con 1 £  r < +•“ , entonces tara 

bien L^(X,E) tiene la propiedad P^, siendo p tal que

1 < p < +«> y X G Ca(E) una medida positiva y no atdmica.

b. Si, para algun p con 1 < p < +“ , existe r, tal que

1 £  r < +<» y L^(X,E) tiene la propiedad P^, siendo

X 6 Ca(E) una medida positiva y no atômica, entonces E tiene 

la propiedad P para Çualquier r con 1 £  r < +“>.

3. Algunas eues t ione s sobre los espacios L^(X.E) y C a ( E ,E ) .

En la Seccion 2 hemos visto que para que las condiciones que apai 

recen en las Definiciones 2, 3 y 5 caractericen en general los subcon- 

juntos débilmente relativamente compactes de los espacios L ^ (X ,E ) y 

C a (E ,E ) , respectivamente, es necesario que tanto E como E ' tengan
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la P.R.N. En esta Seccion relacionaretnos dichas condiciones con los 

subconjuntos de taies espacios que son relativamente compactes para 

alertas topologias que, en general, resultarân ser menos finas que 1& 

débil.

Como anteriormente, E designarâ siempre un espacio de Banach, 

y E una o-âlgebra de subconjuntos de un conj unto cualquier X.

25. Propos icion. Sea K un subconjunto de Ca(E,E). Se tiene:

a. Si K es débilmente relativamente compacte, verifies:

i) K esta acotado en norma

ii) Existe una medida positiva X 6 Ca(E), tal que

lim |p|(A) = 0 uniformemente cuando y G K.
A (A) -*■ o

iii) Para cada A G E ,  K(A) = {y(A) /y 6 K} es un subconjunto 

débilmente relativamente compacte de E.

b. K verifies las condiciones anteriores si y solo si K es rel£ 

t ivamente compacte para la topologîa o (C a (E ,E ) , F(E,E')).

Demostracion. La parte (a) no es mâs que la forma directa del resul- 

tado de Brooks y Lewis, enunciado al comienzo del Capîtulo como Teo 

rema 1, Veamos, pues,la parte (b).

Sea K C:Ca(E,E) un con junto que verifique (i), (ii) e (iii), 

y sea red en K . Por (i), K esta acotado, luego es

un subconjunto relativamente compacte de Ca(E,E)" para la topologîa 

débil*, a(Ca(E,E)", C a (E ,E ) '), cuya restricciôn a C a (E ,E) es
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precisamente la topologîa débil 0(Ca(I,E), Ca(E,E)'). Por lo tanto, 

podemos extraer de subrcd ) jgj» o(Ca(E,E), C a ( E , E )')-
de Cauchy. Segun vimos en la Proposicion 1.7, F(E,E') se identifies

a un subespacio vectorial normante de Ca(E,E ) ': por lo tanto, la tô

pologîa a(Ca(E,E), F(E,E')) es menos fina que 0(Ca(E,E), Ca(E ,E) '),

y la red ^jGJ ^era o(Ca(E,E), F(E,E’)) - de Cauchy en Ca(E,E).

Fij ado A G E ,  para cualquier x' G E ' se tiene que

X ’ . 6  F(E,E'), y por lo tanto, existe el limit e :

lim <y. (A),x'> = lim < y . ,x'.x.>* Ello nos permite définir:
J J

y(A) : E* ------ K

X ' ------<y (A) , X ' > = lim <y. (A),x*>.
J

Por (i), K esta acotado, de donde se deduce, facilmente que y(A) 

es una aplicacion lineal y continua. Por otro lado, y para cada j GJ, 

y (A) 6 K(A) = (v(A) / v G K), que es débilmente relativamente com

pacto en E, por verificar K la condicion (iii): y esto nos asegu­

ra que y(A) 6 E.

Se tiene asî definida y : I  E, que es una f une ion fini.
A  *■ y(A)

tamente ad i t iva de conj un to, como se comprueba sin dificultad.

Ademâs, es de variaciôn (equivalentemente , semivariacion) acota 

da. En efecto, por (i) sabemos que existe un numéro M > 0 tal que 

|vl(X) = ||v|| £  M para toda v G K. Sean {Aj,...,A^} una parti-

cion de X en E, y x|,...,x^ G B^,: se tiene:

n , n ^
I % <y(A,),x >1 = lim | J <y. (A.) ,x' > | £  M, y por lo tanto
k=l K K J k=l i
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IWI(X) £  M . Por otro lado, y al verificar K la condicion (ii),

tenemos que existe una medida positiva X € Ca(E), tal que

lim |v|(A) = 0 uniformemente cuando V 6 K. Entonces, dado 
X (A) o
e > 0, podemos encontrar un 6^ > 0 tal que si A 6 E y X(A) < 6^,

se tenga |v|(A) £  e para toda medida v 6 K. Tomemos A G E  tal

que X(A) < 6^, y sean {Aj ,...,A^} una particion de A en E,
, n n

x*,...,x 6 B Se tiene: | J <ti(A.),x'>| = lim | I < y . (A.),
" k=l * k J ij k

,x.>| £  e, puesto que p. G K Vj G J. Por consiguiente,
 ̂j

IpI(A) £  E , y ello para cada A G E  tal que X(A) < 6^, Esto nos

asegura, entre otras cosas, que p es una medida: y por lo tanto

p 6 Ca(E,E) , y ||p|| £ M.

Queda por ver que, dada f 6 F(E,E'), se tiene:

<p,f> = fdp = lim fdp. = lim < p . ,f>
h  J h  J

Ahora bien, por la definicion de p es claro que esto se cumple siem

pre que f G A (E ,E '). Y, si f G F (E ,E '), se tiene por definicion

que existe ^^n^nGW* sucesion acotada en A (E ,E '), tal que
f(t) = lira f (t) Vt 6 X. Por el Teorema de Egoroff se tiene enton

n -► oo
ces que ^^n^nGW converge a f X-casi uniformemente en X.

Fijemos e > 0, y sea H > 0 tal que || f ̂|| £  H V n G B  (y,

por lo tanto también || f || ̂  £  H) . Segun acabamos de ver, se puede

encontrar un 5^ > 0 tal que, si A G E  y X(A) < 6^,

IWij I (A) 5 Vj G J y Ip I (A) £

Por otro lado, al converger ^^n^nGB ^  ̂ X-casi uniformemen
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te en X, existen X^ 6 E tal que X(X-X^) < 6 ^ .  y 6 F  tal

que :

IIXx Vn > n^. Y . como f ^ ^ e A ( E . E ' ) .

lim <p^ , f^ > = <p,f^ >, luego existe 6 J tal que, si j > jg.

E
1 E
T e n e m o s  e n t o n c e s ,  p a r a  j 2  Î,

|<p-p^ ,f>| il<y-yi_ ^

< | f  (f-f )dp| + I ( ( ( - f *  )dPj 1 + ^ 1
)X E ^X E j

< I f (f-f )dp| + I (f-f )dp( + i f  (f-f )dp I
^X^ E ^Xn x ^ "e /x " e -̂ i

+ if (f-f ) dp I + e/3 < llx ( f- f n ) 1 L -  ly|(X ) +
J X \ X r  E " e ^

+  Il f - f  ^  I L -  I p I ( x s x ^ )  + l l x x  . ( f - f „  ) I L  I v i  I ( X g )  +
E E E j

+ Il f-f n I L  • | y ^ J ( X x X ^ ) + § < 2 ^ .  M + 4 H  ' Y Y ^  + § =  E
F J

Y, en conclusion, <p,f> = lim <p. ,f>, para cualquier f 6 F(E,E')
J

Tenemos asî que de toda red en K se puede extraer una subred 

0 (C a (E ,E ) , F (E ,E ')) -convergente a un elemento de Ca (E ,E ) : y por lo

tanto K es relativamente compacte en C a (E ,E) para la topologîa 
o(Ca(E,E), F(E,E’)).
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Veamos ahora que, si K es relativamente compacte para la topo^ 

logîa a(Ca(E,E), F (E ,E ')), entonces verifies las très condiciones del 
enunc iado.

(i) K esta acotado en norma: esto se sigue inmediatamente del 

Principio de Acotacion Uniforme, por ser F (E ,E ') un subespacio vec­

torial de Ca(E,E)' normante sobre Ca(E,E).

(ii) Hay una medida positiva X 6 Ca(E), tal que

lim IpI(A) = 0 uniformemente en p G K: tal y como se indicé
X (A) o
en el Teorema 1.8, ello es équivalente a que la familia {|p|| p 6 K} 

contenida en Ca(I) sea equiexhaustiva, es decir, a que para toda 

sucesion elementos de E dis juntos dos a dos, se tenga

que lim jp|(A ) = 0 uniformemente cuando p G K.

Entonces, si (ii) no se verifies, para un cierto e> 0 podre^ 

mos encontrar una sucesion ^^'uLgU K , Y una sucesion
{A^}^gjj de elementos de E disjuntos dos a dos, taies que 

lUnl^^n^ 2  3e Vn G B.
k ^

Fi j ado n 6 B, como 3e £  l^*nL^n^ " sup { | ^ | /
/ par ticiôn de A^ en E, x|,...,x^ G B ^ , }, podemos
encontrar {a ” ,. .. ,a " } p^rticiôn de A^ en E, y Xj” ,...,x^" 6 B^, ,

n n  ̂n "
taies que, siendo h^ = ^ '^AV ® A (E ,E '), se tiene:

l<Un.hn>l =  \ I  <p(a").x^">| > |p^|(A^) - e > 2 e . 
i= 1

Sea A = W  A G E ,  y 1lamemos K a la adherencia de K p£ 
nGB "

ra la topologîa o(Ca(E,E ) , F (E ,E ')), que es un subconjunto compacto

de C a (E ,E) para dicha topologîa.
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Dado a = ^  ̂ ’ definimos: ^ ® k *^k’ funcion
k* 1

con valores en E', y tenemos que G F(E,E'), pues sea para ca­

da N G B ,

.. G A ( E , E ’), l|h^||„» max {|aj^| /k=l N} <
k= 1

1  ||a|L . y h” (t) - ^ \ ( t )  vt G X. Y, si

y 6 Ca(E,E), se tiene;

<p,h^> = f h dp = lim [ dp = lim ( T a. f h. dp) =
^X N-*-<»7x N-*-«>k-l L

= I a, . h. dp = J] a. <p,h.>. 
k=l ^X k=l

Llamemos H a {h^ / a 6 1 }, y tenemos que H es un subespacio

vectorial cerrado de F (E ,E '), como se comprueba sin dificultad: en

tonces, la topologîa o (C a (E ,E ) ,H) es menos fina que a(Ca(E,E),

F (E ,E ')), y por lo tanto K es a(Ca(E,E), H)-compacto en Ca(E,E ) .

Dada p G Ca (E ,E ) , sea = (<p,h^>)^g^ : se tiene que

G 1^, pues:

Il B II  ̂= I |<P,b^>l = I I I  <p(aJ) ,x *̂^> I < I  lul (A^)  =
^  ̂ k=l k^l i=l ^ ^ k-1

= I M I (A) £  Il P 11 .
«

Entonces, 0 : C a (E ,E)  ► 1^ es una aplicacion lineal y cont£

M 1 00nua; continua ademâs para las topologîas o(Ca( E, E ) , H) y o(1 ,1 ) ,
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puesto que, dado a = ^ ^ ’ se tiene:

<B„,a> = I a. <y,h.> = <p,h >, Vp G Ca(E,E). 
p k=l “

Entonces, 0(K) es un subconjunto o (1 %  1 )-compacto en 1 %  y al 

ser 1^ = 1 , se tiene, por el Teorema de Eberlein, que 0(K) es 

débilmente secuencialmente compacto. Existen por lo tanto una subsu­

cesion (p^ L gH ^ ^ n L c K  y elemento p G K, taies que
m

(6 ) converge débilmente a 6 en 1 : y, por el Lema de
"m 1Schur, ello équivale a que 6 = lim g en la norma de 1 ,

^ m + ™ ^nm
Asî, podremos encontrar un m^ G K, tal que si m £ ,

I I - W  ,h. > I = Il &p„ II , < G ; y por lo tanto, si m £  m y
k=l "m "m ^  ̂ ^ ^
k G M: |<p ,h..>| < l<p-p ,h >1 + |<P,h >1 < I |<p -P,h >1 +

m "m k=l m
«k

+ |<p,h^>| < G + |<p,h^>| = E + I I <p(A^),x’L |  < G + |p|(A^).
i= 1

Y puesto que p 6 Ca(E,E), lim |p|(A. ) = 0: es decir, existe k G B
k oo ^

tal que, si k £ k ^ , | p | (A^) < G. Asî, para k £ k^ y m >_ m ^ ,

se tiene: |<p^ ,h^>| < 2g . Pero, en tal caso, tomando m G B tal

que m 2  m^ y n^ 2  k ^ , nos queda: | <p^ , h^ >| < 2e, cuando las*
m m

sucesiones ( ^ n L c B  C  K y f̂’n L G B  ̂  A(E,E') se habîan elegido pre 
cisamente con la condicion de que |<p^,h^>| 2  Vn G B.

Esta contradiccion nos demuestra precisamente que la fami­

lia de medidas { | p | / p G K} debe ser necesariamente equiexhausti.

va: equivalentemente, K verifies la condicion (ii) del enunciado.

(iii) K(A) = {p(A) / p G k } es un subconjunto débilmente relat£
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vamente compacte de E, cualquiera que sea A G E .

En efecto, f ij ado A G E ,  definamos:

6^ : Ca(E,E) ------- - E

p ----------p(A)

6^ es una aplicacion lineal; ademâs, dado x' G E ', x'.x^ G A (E ,E '),

y: <6^(p) ,x ' > = <p (A) , X ' > = <p ,x' . Xŷ > : es decir, 6^ es continua

para las topologias o(Ca(E,E), F (E,E')) y o ( E,E'). Entonces, al 

ser K o(Ca(E,E), F ( E , E ' ) )-rela t ivamen t e compacto, gy^(K) » K(A)

ha de ser débilmente relativamente compacto en E.

Recordando que las condiciones (i), (ii) e (iii) de la Proposi­

ciôn anterior co inc id en con las condiaiones correspondientes de la Dê

finiciôn 5 (definicion de la propiedad P(E)), se obtiene como coro­
lario inmediato:

26. Corolario. E tiene la propiedad P(E) si y solamente si en la 

C a (E ,E) coinciden los subconjuntos débilmente compactes con los com- 
pactos para la topologîa o(Ca(E ,E ) , F ( E ,E ')).

Tal y como se viô en la Secciôn anterior, para que los subconjuii

tos o(Ca(E,E), F (E ,E '))-relativamen te compactes de Ca(E,E) coinci- 

dan con los débilmente relativamente compactes, y ello para cualquier 

o-âlgebra E en cualquier couj unto X, es condicion necesaria y suf£

ciente que tanto E como E ’ tengan la P.R.N. Cuando ésto no sucede,

no sôlo la igualdad falla en general (por lo menos, para X = [o,l] y 

E la o-âlgebra de Borel en X), sino que los subconjuntos de
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Ca(E,E) que verifican las très condiciones de la Proposicion 25 no 

tienen por que ser ni siquiera relativamente secuencialmente compac^ 

tas para la topologîa o(Ca(E,E), F(E,E')), a pesar de ser relatif 

vamente compactes para la misma. Precisamente, existe un ejemplo de 

Batt I 2 I, en el que, con E = B(X), espacio de las funciones aco

tadas f : X “ [o,l] ---- ► K, con la norma del supremo, se prueba la

existencia de una o-algebr a E y un con j unto K C  Ca(E,E), que 

verif ica las très condiciones (i), (ii) e (iii) de la Proposicion 25 

y no es relativamente secuencialmente compacto para la topologîa 

a(Ca(E,E), F (E ,E ')) aunque, como acabamos de demostrar, debe ser r£ 

lativamente compacto. Naturalmente, cuando tanto E como E ' tienen 

la P.R.N., el Teorema de Eberlein asegura que una situacion como la 

mencionada es imposible.

Veamos a continuacion los resultados ana logo s al anterior, para 

los espacios L^^( X , E ) .

27. Proposicion. Sean X 6 Ca(E) una medida positiva, y K un sub­

conjunto de L^(X,E), con I £  p < +<». Consideremos las condicio­

nes siguientes:

i) K esta acotado en norma.

ii) K es uniformemente X- integrable * e s decir:

lim I 11 f II dX = 0 uniformemente cuando f 6 K- 
X(A) -»-o Â

iii) Para cada A G E ,  K(A) = (I fdX / f G K) es un subconjunto

debilmente relativamente compacto de E .
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Se tiene entonces:

a. Si p=l, y K es débilmente relativamente compacto en l L X | E ) ,  

entonces K verifies (1), (ii) e (iii).

a' . Si p > 1, y K es débilmente*relativamente compacto en 

L^(X,E), entonces K verifies (i) e (iii).

Ademâs, si el espacio E tiene la P.R.N. respecte de X :

b . Si p=l, K verifies (i), (ii) e (iii) si y solamente si es rela

tîvamente compacto para la topologîa 0 (lLx,E), L*”(X,E*)).

b'. Si p > 1, K. verifies (i) e (iii) si y solamente si es relat£ 

vamente compacto para la topologîa o (L^ (X , E) , L*^(X,E')), con

P q

Demos trac ion. La parte (a) no es mâs que una consecuencia del Teorema

1 : una demostracion detallada se puede encontrar, por ejemplo, en j 9 |

IV.2.4. En cuanto a (a'), la necesidad de la condicion (i) se sigue 

inmediatamente del Principio de Acotacion Uniforme, y la de la condi­

cion (iii), de ser la aplicacion:

6^ : l P(X.E) E

f ----------------- fdX
;A

continua para las topologîas débiles en L^(X,E) y E. 

Veamos ahora la parte (b).

Sea X 6 Ca(E) una medida positiva: la aplicacion: 

I : l L x ,E) -------- Ca(E,E)

U
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donde Pj(A) = j fdX para cada A G E ,  es una isometrïa sobre la 
^A

imagen, como se comprueba sin mayor dificultad.

Dado entonces un subconjunto K de (X ,E) que verifique las 

condiciones (i), (ii) e (iii) del enunciado, se tiene inmediatamente 

que I(K) es un subconjunto de Ca(E,‘E) en las condiciones de la Pro 

posiciôn 25, y por lo tanto I(K) es o(Ca(E,E), F (E ,E '))-relativa­

mente compacto. Sea entonces ( ^ 1 ^ 6 1  red en K; tendremos que

existen una subred (fi.)jgj Y una medida y G Ca(E,E), taies que

'f; y en la topologîa o(Ca(E,E) , F ( E , E ' ) ) . Al ser

h dy = lim hd yr para cada h G A(E,E'), y verificarse ademâs
J ̂  J 'x i j
que lim |y |(A) = 0 uniformemente en j G J, se tiene que la 

X(A) -*■ o fij
medida y es absolutamente X-continua : como, por hipôtesis, E t iê

ne la P.R.N. respecte de X, podremos encontrar una funcion de densi-

dad de y respecte de X, f G L^(X,E). Y ya tan solo nos queda ver

que f . ̂  f en o (l L x ,E), L*”(X,E')). Ahora bien, dada h G L ( X , E '), 
.1

siempre podremos elegir una funcion représentante, que indicaremos tam- 

bien por h, de modo que h G F (E ,E '). Asî:

<f,h> dX . h dy = <y,h> = lim <yg ,h> = 
h  Jy J ij

I " S
. lim I <f. , h>dX,

J
y, e f ec t ivamente, f es el lîmite de la red ( f ̂  L g J topologîa

o (l L x ,e ), l "(X,e ’)).

Rec îprocamente , sea K un subconjunto o(L^ (X,E) , L (X , E ' ) ) -re^ 

lativamente compacto de L^(X,E). La aplicacion I :L^(X,E) -*■ Ca(E,E) "
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definida anteriormente, es continua para las topologîas 

o(L^(X,E), L (A,E')) y a(Ca(E,E), F (E ,E ')), pues ya hemos dicho 

que toda h 6 L (X ,E ') tiene algun représentante en F ( E ,E '). Luego 

I(K) es 0 (Ca(E,E), F (E ,E '))-relativamente compacto en Ca(E,E), y 

por 16 tanto verifies las condiciones (i) , (ii) e (iii) de la Froposi. 

ciôn 25: de donde se deduce inmediatamente que K verif ica las très 

condiciones anâlogas de nuestro enunciado.

En cuanto a la parte (h'), se deduce de (b) sin mâs que tener en 

cuenta que, dado p tal que 1 < p < la inyeccion canônica

J : L^ (X, E) ----»■ l L x ,E) es una aplicacion continua, cuya transpuesta

J' : l L x .E)' ----*- L^ ( X , E) ' aplica L°°(X*E') en un subespacio vecto­

rial denso de L^(X.E'), siendo 1  + 1  = 1.P q

En contra de cuanto sucedîa en la Proposiciôn 25, en la Proposi­

ciôn 27 hemos necesitado la hipôtesis adicional de que E tuviese la 

P.R.N. respecte de X, para poder asegurar que las condiciones del 

enunciado eran équivalentes a la compacidad relativa en L^(X,E) pa­

ra la topologîa 0 (L*’(X,E), L^ (X , E ' ) ) , con 1  + 1  •» 1 . El siguien­

te resultado justifies precisamente la necesidad de tal hipôtesis: no 

incluimos la demostraciôn, por ser esencialmente la misma del Teorema 

9.

28. Proposiciôn. Sea X 6 Ca(E) una taedida positiva. Si E no tiene 

la P.R.N. respecto de X, para todo p en las condiciones 
1 £  p < + 0O, existe un subconjunto K de L^ ( X , E) , que verifies las 

condiciones (i) e (iii) de la Proposiciôn 25, si p > 1, y ademâs la 

condiciôn (ii), si p=l , pero que no es 0 (L^ ( X , E) , l'^(X,E')) rel£
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t ivamente compacto, siendo p ^ q * ^'

Recordando que las condiciones que aparecen en las partes (b) y 

(b') de la Proposiciôn 27 son esencialmente las mismas de las Defini­

ciones 2 y 3, respectivamente, es decir, las de la propiedad P^ (X), 

se obtiene como corolario;

29. Corolario. Sean X 6 Ca(E) una medida positiva, y p un numéro

tal que 1 £ p < +“>. Un espacio E tiene la propiedad P^(X) si y 

sôlo si E tiene la P.R.N. respecto de X, y en (X, E) coinciden

los subconjuntos débilmente relativamente compactes con los relativa­

mente compactes para la topologîa a(L^(X,E), L^(X,E')), con

-  +  -  =  1 . P q

Una cuestiôn que surge naturalmente, al igual que nos sucediô 

con el espacio C a (E ,E ) , es la de si las condiciones de la Proposi­

ciôn 27, al menos cuando aseguren compac idad relativamente para la tjo 

pologîa o(L^(X,E) , L*^(X,E’)), aseguraran también compac idad relat£ 

va secuencial para dicha topologîa. En este caso, el ejemplo de Batt 

ya citado no es util, puesto que el espacio E que aparece en êl no 
tiene la P.R.N., que como hemos visto es esencial para que se verifi- 

quen las partes (b) y (b') de La Proposiciôn 27. De hecho, en el mis- 

mo artîculo | 2 |, Batt pareciô demostrar que, en las condiciones de 

las partes (b) y (b*) de la Proposiciôn 27, se tiene no sôlo compaci- 
dad relativa para la topologîa a(L^(X,E), L*^(X,E')), sino también 

compacidad secuencial. Sin embargo, en | 5 | Bombai hace notar que la 

demostraciôn de Bat t falla en algunos casos particulares, dando al mi£



76.

mo tiempo una nueva demostracion, valida unicamente cuando p > 1. 

mo consecuencia, se tiene que en (X, E) , con I < p < +“ , cuando 

E tiene la P.R.N., los conjuntos que verifican las condiciones (i) e 

(iii) de la Proposiciôn 27 no solo son relativamente compactes, sino 

también relativamente secuencialmente compactes para la topologîa 

o(L^(X,E), (X , E ' ) ) . Sin embargo, dicha cuestiôn parece cent inuar 

abierta en el caso en que p = l : y, por lo tanto, también para 

C a (E ,E ) , cuando E tiene la P.R.N. Naturalmente, si E tiene la 

propiedad P ^ (X), la compacidad y la compacidad secuencial respecto 

de o(L^(X,E), L*^(X,E')) coinciden, segun nos asegura el Teorema de 

Eberlein, por coincidir ambas con la compacidad para la topologîa dé­

bil.

Por Gltimo, cerraremos la Seccion con un resultado sobre los es­

pacios (X ,E ) , relacionado con la propiedad P^(X). En el caso es-

calar, es bien conocido que, siempre que 1 _< p < +®°, L^(X) es un e£

pacio débilmente compactamente generado (w.c.g), precisamente por 

ser la bola unidad de A(E) (con la norma propia de este espacio, es 

decir, la del supremo), un subconjunto debilmente relativamente compa£ 

to y total en (X ) . Sin embargo, este resultado no se puede trasla- 

dar mecanicamente al caso vectorial, debido a las dificultades con que 

se tropieza para caracterizar los subconjuntos débilmente relativamen­

te compactes de (X ,E ) .

30. Proposiciôn. Sea X 6 Ca ( E) una medida positiva, y 1 £ p < +<». 

Si E tiene la propiedad Pp(X), el espacio L^(X,E) es w.c.g. si

y solamente si E lo es.
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Demos trac ion. La necesidad de que E sea (ü.c.g. al ser lo L^ ( A , E) 

se sigue de ser el primero isomorfo a un subespacio vectorial comply 

mentado del segundo, mediante la identificacion :

E  ► l P(X,E)

* ----------- - x.Xx

Y se comprueba sin dificultad que el ser w .c .g . es una propiedad 

que se conserva para subespacios complementados.

Supongamos ahora que E es w .c .g . y tiene la propiedad (X).

Por la primera condiciôn, podemos encontrar un subconjunto K de E,

absolutamente convexo, débilmente compacto, y total en E . Sea entO£

ces K* = {x.x^ / A G E ,  x G K). Tenemos:

i) K* esta acotado en norma, pues dados x G K, A G E:

IL-Xa IIp = 11*11 • A(A)^^P < M X(X)^^P, con M > ||x|| Vx G K,

que existe por ser K débilmente compacto.

ii) K* es uniformemente X-integralbe, pues si x 6 K y A G E :

I II * ' %A 11 - ) IX II X ( A D B )  £  M . X(B): y por lo tanto,

lim I 11 f II 3X = 0 uniformemente cuando f G K * .
X(B) ^o  /B

iii) Para cada A G E ,  K*(A) = {[ fdX / f G K*} =
•’A

= { (x.Xg)dX / X  6 K, B 6 El = { X (AOB).x / B G E, x G K ) c 

f». X (X) . K. por ser K equilibrado: asî, K* (A) es débi_l



78

mente relativamente compacto en E.

Como consecuencia, résulta que si p = 1, K* esta en las condi­

ciones de la Definicion 2, y en las de la Definicion 3 si p > 1: en

cualquier caso, K* es débilmente relativamente compacto en L^(X,E),

por tener E la propiedad P^CX).

Y K* es total en L^(X,E), pues sabemos que A(E,E) es denso
n

en dicho espacio:, dadas f = I x ..X . G A (E ,E) y e > 0, tene-
i= 1 ^ *i

mos q u e , por ser K total en E, existen para cada i=l,...,n,

X \  . . . , X^ G K  y y \  . . . ,y^ G K, taies que1 s^ 1 8 .
®i . .

!l*i - I  Y: Il <  I T T  • Ahora bien, yj . x . 6 K*1 j»l J 3 X(X)^'P J *i

Vj = l,...,s^, i=l,...,n, y:

- il  ' j

- ( I  ll-i - I x; ŷ ll" XA.))'/P < c . ( Ii=l 1 j=i 3 3 1 i=l ^

Asî, el débilmente relativamente compacto K* es efectivamente total 

en (X,E ) , luego L^(X,E) es w.c.g.
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CAPITULQ lit

Este capîtulo estâ consagrado esencialmente a estudîar algunas

cuestiones relatîvas a los operadores T : C(X,E) ----- ► F : principal-

mente, cuestiones de compacidad dêbil, El nexo de uniôn con el Capîtu­

lo anterior se encuentra tanto en ser el dual M(X,E’) de CCX,E) un 

espacio de medidas, cuanto en el Teorema 1.18., que como vimos permi- 

tîa asociar a cada operador continue T de C(X,E) en un espacio de 

Banach F , una funciôn finitamente aditiva de conjunto, de semivaria­

ciôn acotada, definida en la a-âlgebra de Borel de X y a valores en 

L(E,F4) . Como ya indicamos, dicha funciôn finitamente aditiva de

conjunto se suele llamar, por un abuso de lenguaje, la ’medida asocla- 

d a ’ al operador T .

Es bien sabido q ue, en el caso escalar, el recurso de estudiar

los operadores T : C(X] ----- >■ E a travês de sus 'medidas asociadas*

ha dado magnîficos frutos, permitiendo caracterizar de modo bastante 

sencillo las diferentes clases de operadores en têrminos de sus corres­

pondientes medidas: recordemos de nuevo la caracterizaciôn de los ope­

radores débilmente compactes, que enunciamos como Teorema 1,19. Y de 

nuevo se plantea la cuestiôn de hasta qui punto, o en qui condiciones, 

los resultados asî obtenidos para el caso escalar admiten una exten- 

siôn igualraente fructîfera al caso vectorial,

1. Operadores débilmente compactes

Al igual que sucediô con la caracterizaciôn de los subconjuntos 

débilmente relativamente compactos de Ga ( E ,E ) , y en relaciôn con
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alla, Brooks y Lewis | 8 | deroostraron en 1972 la siguiente extensiôn 

del Teorema 1.19.;

1. Teorema. Sean X un espacio topolôgico compacto y T^, E y F

dos espacios de Banach. Dado un operador continuo T ; CtX,E)  + F,

de ' medida asociada ’ m : B^CX) ---- '*■ L ( E , F " ] , se tiene que, si T es

débilmente compacto, entonces m verifca >

i) m toma valores en LCE,F) , y s u  semivariaciôn |m| es

continua en 0 .

ii) Para cada A 6 gg(X) , mCAÎ î E -----► F es un opera-

X ---- -*■ m(A)(x)

dor débilmente compacto.

Ademâs, si E' y E" tienen ambos la P.R.N. , las condiciones 

(i) e (ii) son suficientes para que el operador T sea débilmente com­

pacto .

Vereraos a continuaciôn que la hipôtesis de que tanto E ’ como

E" tengan la P.R.N. es esencial para que se verifique la parte inver­

sa del Teorema: y en ello, como vamos a ver en el siguiente Lema, jue- 

gan un papel esencial los resultados del Capîtulo II, a travês de la 

ident if icaciôn, apuntada en el Capîtulo I, SecciÔn 4 , , de M(,X,E') con 

Ca( 6^(X) ,E ' ) , que es un subespacio vectorial de CaCg,, (X ) ,E ’ ) .

2. Lema. Sean E un espacio de Banach y X un espacio topolôgico com­

pacto y T g . Si E* no tiene la propiedad P ( ( X )) , existe un sub­

conjunto K de M(X,E') tal que:

a. K es absolutamente convexo y cerrado para la topologîa dé­

bil* en M(X,E’).
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b. K ver ifica ;

i) K estâ acotado en norma.

ii) Existe una medida positiva X 6 M(X) , tal que
lim IpICA) “ 0 uniformemente en p C K .

X(A)"'‘0
iii) Para cada A G Bo(X) , KCA) = {p(A) / p 6 K} es dêbil-

mente relativamente compacto en E ' .

c. K no es débilmente relativamente compacto en MCX,E’) .

Demostraciôn. Supongamos que E ’ no tiene la propiedad FCB^CX)) .

Entonces, y de acuerdo con la Definiciôn 11.5., podemos encontrar un

subconjunto K* de Ca(g^CX),E’) , que verifica :

i') K* estâ acotado en norma.

ii') Existe una medida positiva % 6 Ca(6^CX)î tal que

lim |p[(A) = 0 uniformemente en p 6 K* .
X ( A )->-0

iii') K*(A) = {p(A) / p G K*} es débilmente relativamente compac­

to en E ' para cada A 6 B^CX) .

Pero K* no es débilmente relativamente compacto en Ca(g^(X),E') .

Ut il izando la ident if icaciôn de CaCg^(X),E') con M(.X,E') 

mencionada en 1.4. , podemos consîderar la envoltura absolutamente con- 

vexa y cerrada para la topologîa débil* en M(X,E') , de K* , a la
que llamaremos K : vamos a ver que K es el conjunto buscado.

Es inmediato que K verifica la condiciôn (a) del enunciado, 
por construcciôn; y la condiciôn (c), debido a la identificaciôn entre 

Ca(B^tX),E') y M(X,E') : si K fuese débilmente relativamente com­

pacto en el segundo espacio, también lo serîa su subconjunto K* , y 
por lo tanto este ûltimo habrîâ de ser débilmente relativamente compac^ 

to en Ca(g (X ),E ') , en contra de lo supuesto.
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Nos. queda demostrar que K yerifica la condiciôn Cb), y para

ello nos basaremos en que K es el cierre en la topologîa dëbil*,

o (M(X,E'), C(X,E)) , de la envoltura absolxitamente convexa, P(K*) ,

de K* . Y es inmediato que PCK*! verifies las condiciones Ci*)»

(ii') e Ciii*), por verificarlas K* , Tenemos entoncesî

(i) K estâ acotado en norma, como se deduce înmediatamente de la

acotaciôn de r(K*) , junto con el Proncipîo de AcotaciÔn Uniforme.

(ii) Existe una medida \ 6 M(X) , tal que lira |p|CA) s 0 unifor-
XCA)->0

memente cuando p G K . En efecto, por verificar fCK*) las condicio­

nes (i*) e Cii'), tenemos que el conjunto {|v| / v 6  FCK*)} es dêbil- 

mente relativamente compacte en CaCg^CX)) y, por lo tanto, en M(X) , 

Luego, segûn el Teorema 1.16.» podemos encontrar una medida positiva 

X G MCX) tal que, dado e > 0 , existe de modo que, si A 6

G BoCX) y XCA) < 6^ , |u|(A) ^  ^  par* toda v 6 FCK*)
Fijado e > 0 , sea A G tal que A(A) < 6 ^  , y veanjos

que, si p 6 K , (pjCA) < e . Puesto que p 6 K , podemos encontrar 

una red ( p ̂ ) ̂  ̂  ̂ en F(K*) , tal que <f,p> » lim ><f,p^> cuando f G

G C(X,E) . Consideremos una particiôn cualquiera, {A^,.. ,  de A

en go(X) , y sean x ^ ,...x^ G . Por el Corolario 1.17., al ser 

{|v| / V 6 r(K*)} dêbilmente relativamente compacte en MCX) , es 

equireguiàr, y por lo tanto, para cada i = l,...n , se pueden encon­

trar un compacte y un abierto G4 en X , taies que K .C A ^ C  Gt

y |v|(G4 xK^) < . Y como tambîên |p| es regular, y Gt se

pueden elegir verif icando ademâs que | p | ( Gt K̂ . ) < . Si i / j ,

A  K j c; A . A A j  = 0 , y como X es compacte, y por consiguiente r e ­

gular, existe para cada i = l,...n un abierto G. de X de modo
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que K ^ C G ^ C Z G *  , y " 0 si i î< j .

Por el Lema de Urysohn, tenemos que Vi = l,...n , existe una 

funciôn continua (j>̂ : X ----- »■ [o,l] , tal que (j>^{K.) = {1 } y

^ ( X n G^) = {0}

Sea entonces f = ^ x. (J), ; f 6 CCX.E), luego:
j=l  ̂ ^

f d p  = < f , p >  = l i m  < f , p . >  = l i m  I f d p ^  . Y ,  p a r a  c ada  i  6 I ,
Jx 1 1 I  1

p u e s t o  que p .  6 FCK*)  , se t i e n e :'Ix "'“’i' ° 'Jl Ix - 'ji 'j *
n n f

+ I l  P . ( A . ) ( x . ) |  ^ I I X.  4».d p .  ^ p . ( A . ) ( x . ) |  + | p . | C A )  <
j  = i   ̂ J J j  =1 ] J 1 1 1 j 1

5  I  |p j^(A.  V K . ) ( x . )  I + I [ I + f l
j  = l  ^  ̂ J j = l  J C j S  Kj  ] 1 ^

1  î I (A . X  K . ) + I l U j  I (G . Kj ) i  T  < ^  '
i  = l  ]  j = l  1 ]  et J

E n t o n c e s :
n n f f

I E u ( A . ) ( x . ) |  < I I p ( A .  ) ( x . )  -  I f d p |  + I f d p |  s
j = l  J J j = i  ]  J ■'X 'X

= I [  ( p ( A , ) ( x . )  -  I X *  . d p )  I + l i m  | [  f  dp . | _<
j = l  ] J ' X  ]  J I  ' X

£  ! I  I n U a . n . k . )  +  ̂ [  $ l u I + - ^  = e .
i = l   ̂ ]  j = l  Kj  J ^

Y nos que da  q ue :  | p | ( A )  ^  e , cuando A G BqCX) y XCA) < 5^ ,

p a r a  cada p 6 K . Es d e c i r ,  l i m  | p | ( A )  = 0 u n i f o r m e m e n t e  en p
XCA)->0

G K .

( i i i )  Vearaos q u e ,  s i  A 6 ( X ) , K( A)  es d ê b i l m e n t e  r e l a t i v a m e n t e

compa ct e  en E' - Supongamos en p r i m e r  l u g a r  que A 6 g^CX)  . T e n e ­

mos e n t o n c e s  que F ( K * ) C A) = ( v ( A )  /  V G F C K * ) }  , es d ê b i l m e n t e  r e l a ­

t i v a m e n t e  Gompacto en E', y p o r  l o  t a n t o  e l  Teorema de K r e i n  nos a s e -  „
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gura que su enyoltura absplutamente conycLxa y dêbilmente cerrada,

C(A) , es dêbilmente compacta. Nos bastarâ asî coraprobar que K ( A ) G

G  CCA) . Abora bien, puesto que CCA) es dêbilmente compacte en E ' ,

es tambiên compacte para la topologîa dêbil* , y al ser êsta separada, 

es cerrado para la misma. Supongamos entonces que existe p„ G K , 

tal que p^CA) t CCA) : al ser este conjunto convexo y cerrado para la 

topologîa (r(E ,E ' ) , podremos encontrar G E tal que | <x, ,x ' > | ^  1

si X ' G C(A) , pero |<x„,Pg[A)>| = 1  + e ', con e > 0 . Abora bien, 

al verificar K las condiciones Cil e Cii), tal y como acabamos de 

ver, se tiene que {|p| / p 6 K} es dêbilmente relat ivamente compacte 

en M(X) , y por lo tanto equireguiàr.' podemos encontrar asî un compac­

te H y un abierto G en g^CX) , taies que N C  A C  G , y

I p I ( G \ H ) < cuando p G K . Sean entonces ^ ; X ------►

tal que 4>(H) = {1} y # ( X \ G )  ° { o }  ; f^ = Xgj) G CCX,E) .

Para cualquier p G K , se tiene:

1p (A)(Xo ) - I f dp I = |pCA)(x^) - [ Xgj) d p ^ ^  |ptA N H)CXç,) I t
^X /X

+ f l|xolUd|p| lllxoll |u |CA n H) + lixoll |p|tGsH) <
■»G N H

< 2l|xJl |p|(G SH) < I  .

Puesto que p^ G K , podemos encontrar una red en

r(K*) CL K tal que I fdp^ = lim I fdp. siempre que f G CCX,E) .
Jx r Jx 1

Tenemos entonces:

|Po(A)Cx„)| < |p„(A)(xo) - fgdpg I + || fj.dPol < f +

i"
Y, para cada i G I :

+ lîm II fg.dPj,| .
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I fedp^l < 1 - U^CA)Cxol| + lu^CA)Cx^,)| < |  + 1 ,

luego nos queda: |<Xp,PoCA)>| = )p^CA)(x^) | ^ > cuando tenîa-

tnos , per hipôtesis, que | <X(, , p^ C.A ) > j ° 1 + e .

Por lo tanto, ha de ser p^CA) 6 CC.A) siempre que p^ G K : lo 

cual nos asegura que K(A) es dêbilmente relat ivamente compacte en E ' 

siempre que A 6 g^(X) . Ahora bien, si A G g^CX) , tenemos que:

K(A) C  C*(A) , dônde C*CA) indica la intersecciôn de los cierres 

débiles en E' de los conjuntos KCB], con B G g^CX) y BtDA , En 

efecto, como acabamos de ver, cada K(B) es dêbilmente relat ivamente 

compacte en E ' , y es ademâs absolutamente convexo , por serlo K : 

luego C*CA) es absolutamente convexo y dêbilmente compacte en E ’ . 

Entonces, si K(A) no estuviese contenido en C*(A) podrîamos encon­

trar como anteriormente un par de elementos x ^ G E  y p^ G K , taies

que I <Xq ,Po(A)>| > 1  y |<X(,,x'>| 1 V x ’ G C*(A) .

Ahora bien, lUojj I es una medida de Borel positiva y regular, 
luego se tiene que: jp^^ |(A) = inf { | p^^ |(B) / B G g^(X) , B O A }

(ver I1 0 I, III.§16., Teorema 3.) , y por lo tanto, para cada e > 0 ,

existe B^ G g^CX) tal que B ^ O A  y [p,^^ | ( A) > Ip„^ |(B^) - e .

Nos queda, al ser p^CB^) G C*(A) :

|<Xo,Po(A)>| = I <Xg ,Pg(B^) - <Xo ,Po(B^S A)> I _< 1 <Xp ,Po(B^)> I +

+ |<Xo»Po(B s A)>| < 1 + |po |(B S A )  = 1 + (|Po„ |CB ) - IPo |(A))
t  A q  t  A.Q E  ^  O

^  1 + e , y ello para cada e > 0 : es decir, ha de ser

|<Xo,Po(A)>| ^  1 . Y, por lo tanto, K ( A ) C  C*(A) ; luego es dêbil­

mente relativamente compacte.

En definitive, K es efectivamente el conjunto buscado.
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3. Teorema, Sean X un espacîo topolôgico compacte y T^, y E un es-

pacio de Banacti. Si E' no tiene la ppopiedad PCg^CX)) , existen un

espacio de Banch F y un operâdôi? continue T : C(X,E) —-----*- F , cu-

ya 'medida asociada* m verifies :

i ) m toma valores en iCE,F) y su semivariaciôn es continua 

en 0 .

ii) m("A) : E  *■ F es un operador dêbilmente campacto para

cada A G g^(X) .

Sin que T sea, s in embargo, dêbilmente compacte.

Demostraciôn. Supongamos que E' no tiene la propiedad PCB^CX)) : sea 

entonces K el subconjunto de MCX,E’l cuya existencia estâ asegura- 

da por el Lema 2. Tomando polares respecto de la dualidad:

<C(X,E), M(X,E*)> , tenemos que V = K® es un entorno de 0 en C(X,E),

y V® = K°® = K , al ser K absolutamente convexo y cerrado para la 

topologîa o (MCX,E'), C ( X ,E )) , por la condiciôn ta) del Lema 2. Con­

sideremos entonces los espacios: MCX,E’) = Vj nK , y C ( X ,E )»=
^ nON

= C(X ,Eî^p-1^pJ , siendo p^ el funcional de Minkowski de V tver

)2l|^ III.7.) . M ( X , E ' ) ̂  és un espacio de B-anach con la norma defini-

da por el funcional de Minkowski de K , mientras qué C ( X ,E)y i con 
la norma cociente inducida por p^ , es un espacio normado, por lo que

su completado F serâ un espacio de Banacb.

Se tienen las aplicaiones lineales y continuas;

<py : C(X,E)  *■ C( X ,E )y (proyecciôn canônica)

4»̂  : M(X,E’)ĵ ---- M(X,E*} t inclus iôn canÔnica)
Y, puesto que se comprueba fâcilmente que:
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F* m CCCX,E)^)I = C a , E  - WU,Et)j^ ,

résulta que 4*̂  es la aplîcaciôn transpuesta de 4>y •

Definimos entonces: T : CfX,E) ----- *■ F , que es un opera-

f -. 4y(f)

continuo pero no dêbilmente compacte, puesto que, como acabamos de in - 

dicar, su transpuesto es: T* : MCX,E' =  F'   M(X,E')

U ----  ̂ = U
Y, por definiciôn de M (X ,E ')^ , la bola unidad de este espacio es K , 

luego se tiene: T'(K) = 4'|̂ CK) = K , que, por la condiciôn Ce) del Le­

ma 2., no es dêbilmente relativamente compacte en M(X,E*) : asî, T' 

no es dêbilmente relativamente compacte, y el Teoremade Gantmacher nos 

asegura que tampoco T puede serlo.

Vamos a ver ahora que la 'medida asociada* a T verifies las

condiciones Ci) e Cii) del enunciado. Segôn se viô en el Capitule I.,

Secciôn 4, m , 'medida asociada' a T , se define canônicamente se­

gûn: m(A)(x) = T"Cx x^) » dônde x 6 E y A G CX ) . Tenemos enton­
ces :

(i) ra toma valores en L(E,F) y es de semivariaciôn continua en 

0 . En efecto, fijemos A G g^CX) , x G E , y veamos que m(A)(x) =

= T"(xx^) G F . Se tiene, dada p G MCX,E*)^ = F' :

<T"(xx^),U> = <xx^,T'(p)> = p(A)Cx) .
Ahora bien, por verificar K las condiciones (b-i) y Cb^ii) del

Lema 2., tenemos que {|p| / p G K} es un subconjunto dêbilmente re­

lativamente compacte de M(X) , y por lo tanto es equireguiàr (Teore- 

ma 1.16. y Corolario 1.17.) . Asî, Vn GIN , existen un compacte
y un abierto eh X , taies que K ^ C A C G ^  y |p|CG^\K^) <



88 .

< '2n(j[ X [{ti ) sii p e K , For el Lema de Ürÿsohn, para cada n G ]N

podemos encontrar una funciôn continua : X ------ y Q],!] , tal que

= {1} y <|)^fXxG^) n {0} .

Sea f ̂ = x(J)̂  G C(.X,EÎ ; vamos a ver que CTCf^ ) es una su­

ces iôn convergente a T"CxXy^) en F" . En efecto, en la norma de di- 

cho espacio, y por ser êste el dual de MCX,E*Jj^ , cuya bola unidad es 

K , tenemos;

1|t "(x x ^) - T(f^) Il = sup Ii<T”(xx^] " Ttf^ï,p>| / p G K} =

= sup {|<x"Xy^ - f^,T' (p)> I / p 6 K} B sup {jpCAÎCxî - | f ̂ dp | / p G K}

Ahora bien, dada p 6 K , y por la construcc iôn de las f^ , se tiene,

Vn GIN :

|p(A)(x) - [ f dp| < IpCAÎCx) - pCK ÏCxl| + f  ||x||4, d|p| <
Jx " ' G ^ K  ~

< l|x|! |p| CA + ||x|l|p| K^l = 2l|x|||p|CG^V K^) < |  ,

Luego, en la norma de F" , || T"Cxx^ ) " T(f^) || £  ̂  Vn 6 3N .

Asî, T"(xx^) es el limite en F ” de la suoesiôn CT( f^ ) ̂ nON '
T(f^) G F Vn G IN , y F es un espacio de Banach, luego mCA)Cx) =

= T"(xx^) G F .

Y Im I es continua en 0 , pues sea ^J^n^nGW suceaiÔn en
Bo(X) , tal que A^+0 . Dado e > 0 , y por verificar K las condi­

ciones Cb-i) y Cb-ii) del Lema 2., Ijpj / p 6 K} es una familia
equicontinua en 0 en CaCg^CX)) , luego existe n^ GIN , tal que si 

n 2  "g * IUI( )  < E cuando p G K . Entonces, siendo n ^  n^ , 
y para cualquier particiôn {B^,..,B^} de A^ en g^CX) , x ^ , .. x^
G B g  , se tiene:
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Il I mCB ) U . ) | 1  = H I  T"(x Xg ) Il - ||T"( I '  XfXR ) Il =
iil ici 1 *̂ i ici  ̂ ®i

s s
= sup {|<T"C I x.X|, ),U>| / p e K} = sup Ij I pCB.,)(x.)| / p 6 K} < 

i=l  ̂ “ i ici  ̂  ̂ -

_< sup {|p |CA^) / p  g k } £  e .

Asî, |m|CA^) E Vn' h^ , y por lo tanto |mj es continua
en 0 .

(ii) Para cada A 6 gj,(X) , inCA) : E ----- ► F es un operador dêbil­

mente compacte. En efecto, fijado A G 0(,CX) , tenemos que el ad junto

del operador m(A) es m(A)' ; F' = M C X,E')^ ----- ► E ' , definido por;

<x,m(A)'(p)> = <m(A)(x),p> = <T"Cxx^),p> = <xx^,T'(p)> = p(A)(x) , 

para p G W(X,E')^ y x 6 E . Es decir, dado p G M(X,E')^ , 

mC A ) ’(p) = p(A) , y por lo tanto m C A Î ’CK) c {p(A) / p 6 K) = K(A) , 

que por cumplir K la condiciôn (b-îii) del Lema 2., es dêbilmente r e ­

lativamente compacte en E ' . Y, como K es la bola unidad de F* ,

nos queda que m(A)' es un operador dêbilmente compacte : el Teorema 

de Gantmacher asegura que tambiên mCA) debe serlo.

En conclusiôn, tenemos que el operador T : C(X,E) -----»- F

f -----  *yCf)
estâ en las condiciones del enunciado, pero no es dêbilmente compacte.

4. Corolario. Sean E un espacio de Banach, X un espac io topolôgico

compacte y T ^ . Los operadores T : C ( X , E } -----   F dêbilmente compàc-
tos., con F espacio de Banach cualquiera, quedan caracterizados por 

verificar su 'medida asociada' m las condiciones (i) e (li) del Teore­

ma anterior, si y solamente si E ' tiene la propiedad P(6^(X))

Demostrac iôn. La necesidad de que E ' tenga la propiedad P(g^(X)) es
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consecuencia innjediata del Teqremq 3, Supongamos, por otra parte, que 

E ' tiene la propiedad , y sean f un espacio de Banach,-

T : C(X,E) -----+ F un operador continuo, cuya 'medida asociada' m

toma valores en C(E,F) , es de semivariaciÔn continua en 0 , y dâ 

origen para cada A G g@CX) , a un operador dêbilmente compacte 

m(A) : E ----- ► F . Llamemos T ' : F * ----- ► MCX,E') al operador trans

puesto de T : T '(B ^ ,) = {m^, / y* G 5^,} es un subconjunto de

Ca(Bg(X),E') = M(X,E') que estâ en las condiciones de la Definiciôn 

U . S . ,  pues se tiene: ,

i ) T'(Bp,) estâ'acotado en norma, ya que, Vy * 6 Bp, î

Kmy, Il = l|T’Cy')i| < ||t || .
ii) Al ser la semivariaciôn de m continua en 0 , se tiene, como se

apuntô en el Teorema 1.2. , que existe una medida de control para

m , X 6 CaCg^CX)) . % es asî una medida positiva, y al ser, 

para cada y* G Bp, , |m^, | (A) ^  || y' || |m|(AÎ cuando A G g^CX) , 

se tiene que lira |m ,|CAÎ " 0 uniformemente en y* 6 B , .
X(A)^a y' f'

iii) T'(Bp,)(A) = {m^,(A) / y '  G B^,} = raCA)'CBp,l para cada A G

go(X) , siendo m(A)' el operador transpuesto de mCAl : como 
m(A) es dêbilmente compacto, T 'CBpj)CA) es un subconjunto dê­

bilmente relativamente compacte de E* .

Y, puesto que E ' tiene, por hipôtesis, la propiedad P(g^(X)),
T'(Bp,) es un subconjunto dpebilmente relativamente compacto de 

M(X,E') : es decir, T* es un operador dêbilmente compacto, por lo 

que tambiên T debe serlo.
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Recofdemos q u e , si El o E" no tienen la P.R.N., entonces E ' 

no tiene tampoco la propiedad R(ggCX)) , siendo X b [o,l] (Corolario

11.21.) . Y, al ser ♦ ̂ 3 un compacto metrizable, en #1 coinciden 

las 0-âlgebras de Borely de Baire: por lo tanto, E ' no tiene tampoco 

la propiedad P(B^CX)) . Ello, nnido al Teorema 3., nos dâ el siguien- 
te :

5. Corolario. Sea E un espacio de Banach, Son équivalentes:

a. Para todo espacio X compacte y T^, y para todo espacio de

Banach P , un operador continuo T : C ( X , E )--- --- »■ P es d ê ­

bilmente compacto si y sôlo si su *medida asociada' m veri­
fies :

i) m toma valores en i(E,Pj y es de semivariaciôn con­

tinua en 0 .

ii) Para cada A G g^CX) , m(A) : E ----- ► F es un opera­

dor dêbilmente compacto.

b. E ' tiene la propiedad P(g^(X)) , para cada espacio X

compacto y T ^ .

c. E ' y E" tienen ambos la P :R.N .

2. Operadores incondicionalroente convergentes

Dados dos espacios de Banach. E y F , direraos que un operador

T : E ----- ► F es incondicionalmente convergente si T transforma

series dêbilmente incondicionalmente de Cauchy en E , en series incon 

dicionalmente convergentes en la norma de F . En 1962, pelczyfiski 

I 17| demostrô que, siendo E = CCX) , con X compacto y T ^ , los ope­

radores incondicionalmente convergentes en E coinciden con los dêbi^ 

mente compactes. En 1971, Dobrakov |ll | probô el siguiente résulta- ••
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do, como un primer paso en el jntento de caracterizar los operadores 

dêbilmente incond icionalmente convergentes en C(X,E) ;

6. Teorema. Sean X un espacîo topolôgico compacto y T^, E y F dos

espacios de Banach, y T : C(X,E) ----- ► F un operador continuo, de

’medida asociada' m . ' Entonces, si T es incondicionalmente conver­

gente, se tiene:

i) m toma valores en L(E,F) y su semivariaciôn es continua 

en 0 .

ii) Para cada A G (X ), mCA] : E ----- ► F es un operador in­

condic ionalmente convergente.

Sin embargo, quedô abierta la cuestiôn de si las condiciones en 

el anterior Teorema eran o no suficientes para que un operador de 

C(X,E) en un espacio de Banach sea incondicionalmente convergente.

A continuaciôn probaremos que la respuesta es negativa: hay operadores 

que verifican las condiciones (i) e Cii) y no son incondicionalmente 

convergentes.

Para ello, ut ilizaremos el siguiente concepto, introducido por 

Pefczyôski en el artîculo ya mencionado 117 |:

' Se dice que un espacio de Banach E tiene la propiedad V si 

y sôlamente si todo operador incondic ionaiment e convergente 

T : E  F , dônde . F es otro espacio de Banach, es dêbil­

mente compacto. '

Naturalmente, de ello se signe que todos los espacios C(X) , 

con X espacio topolôgico compacto y T ^ , tienen la propiedad V : en 

particular, la tienen los espacios de tipo C(X,C(Y)) , dônde X e Y 

son dos compactes separados, debido a la isometria existante entre
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C(X,C(.Y)). y CCX2^Y) .

Probaremos a continuaciôn el siguiente resultado:

7. Teorema. Sean E un espacio de Banacb y X un espacio topolôgico 

compacto y T ^ . Si C(X,E) tiene la propiedad V , son équivalentes;

a. Un operador T : C(X,Ej  F , con F espacio de Banach,

es incondicionalmente convergente si y sôlo si su 'medida

asociada' m verif ica:'

i) m toma valores en L(E ,F ) y es de semivariaciôn con­

tinua en 0 ,

ii) Para cada A G g,CX) , mCAl : E ------*■ F es un opera­

dor incondicionalmente convergente.

b. E ' tiene la propiedad PCg^CXÎ). ,

Demos traciôn. Supongamos que E* no tiene la propiedad P(.g^(X)) ;

entonces, por el Lema 2., tendremos que existen un espacio de Banach 

F y un operador continuo, pero no dêbilmente compacto,

T : C(X,E)  F , tal que su 'medida asociada' m Verif ica ;

i') m toma valores en L(E,F) , y es de semivariaciôn conti­

nua en 0 .
ii') Para cada A G B^Cx) , m ( A ) : E  F es un operador

dêbilmente compacto.
Ahora bien, todo operador dêbilmente compacto es incondicional- 

mente convergente, como se deduce del Teorema de Orlicz-Pettis (ver 

I 151 , 3,2,1.) , y por lo tanto m verifica tambiên las condiciones

(i) e (ii) del enunciado, Sin embargo, T no puede ser incondicional­

mente convergente, pues C(X,E) tiene, por hipôtesis, la propiedad 

V-, y T no es dêbilmente compacto. „
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Suponèamos ahora que E* tiene la prppiedad PCg^CX)) ; y sean

F un espacio de Banach, T : C ( X ,E 1  ---- + F un operador continuo,

cuya 'medida asociada' m cumple Ci] e (ii). Entonces, m toma v a ­

lores en L(E,F) , su semivariaciôn es continua en 0 , y para cual­

quier A G gg CX ) , m(A) : E ----- >■ F es un operador incondic ionalmen­

te convergente. Ahora b i e n , si C ( X ,E ] tiene la propiedad V , tam­

biên E debe tenerla, puesto que se identifies a un subespacio v e c t o ­

rial complementado de C (X ,E ] mediante la isometrîa canônica;

E------► CCX.E)

X------. %

Y, por lo tanto, dado un conjunto cualquiera A 6 g,(X] , el operador

incondic ionalroente convergente m(.Al ; E ----- >■ F debe ser dêbilmente

compacto.

Puesto que, por hipôtesis, E' tiene la propiedad PCg^(X)) , 

del Corolario *4. se sigue que T es un operador dêbilmente compacto;

y, por lo tanto, es incondicionàlmente convergente.

8. Corolario. Sean E un espacio de Banach, X un espacio topolôgi­

co compacto y : si E tiene la propiedad V y E ' tiene la propie-,

dad PCg^(X)) , entonces C(X,E) tiene la propiedad V ,

Demostraciôn. Sean F un espacio de Banach y T : C(X,E) ----- ► F un

operador incondicionalmente convergente, de 'medida asociada' m .

Por el resultado de Dobrakov (Teorema 6.) , tendremos que m verifi- 
ca :

i) m toma valores en LCE,PJ , y su semivariaciôn es continua

en 0 .
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iii Para cada A 6 B^CXl , m C A ) E ----- *- F es un operador

incondic ionalroente convergente,

Ahora bien, al tener E la propiedad V , todo operador incon- 

dicionalmente convergente de E en un espacio de Banach, es dêbilmen­

te compacte: en particular, todos los m(A) , A G g ̂ (X ) , lo son : a s î , 

y por tener E ' la propiedad P(g^CX)] , se sigue del Corolario *4. 

que T es un operador dêbilmente compacto.

Résulta pues que todo operador incondiconalmente convergente de 

C(X,E) en un espacio de Banach es dêbilmente compacto, y por lo tan­

to C(X,E) tiene la propiedad V .

Observacion. Consideremos X = [1],ï] y E = CCX) ; como ya hicimos no- 

tar, C(X,E) = C ( X , C(X)) tiene la propiedad V , y CCXl , trivial- 

mente, no tiene la propiedad P(g^(,XÎÎ , Por lo tanto, el Teorema 7, 

nos asegura que en este caso las condiciones necesarias de Dobrakov, 

que aparecen en el Teorema 6., no son suficientes para caracterizar los 

operadores incondicionàlmente convergentes en C (X ,E 1 . Ello propor- 

ciona un contraejemplo a un artîculo de Swartz 12 2 1 , en el que se afir- 

maba la validez del recîproco del Teorema 6.

3. Operadores con valores en espacios dêbilmente secuencialmente

completos

En I î**I , Grothendieck déraostrô que si X es un espacio topolô­
gico compacto y separado, y F un espacio de Banach dêbilmente secuen-

cialmente complète, cualquier operador continuo T ; C(X) —------^ F

es dêbilmente compacto. Mâs tarde, PëZczyAski |l6 | demostrô que la hi­

pôtesis sobre F se puede debilitar alrequerimiento de que dicho espa-
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cio no contenga ningûn subespacio yectorial isoioorfo a , e inclu­

se que este flltimo resultado se puede extender a CCX,E) siempre que 

E sea reflexivo. (ver |1 7 |] . Pesgraciadamente, parece difîcil dar 

una extensiôn adecuada de este teorema para espacios E mâs générales: 

sin embargo, recientemente Gamlen |1 3 I-probô que el resultado original 

de Grothendieck se puede extender a CCX,E) împoniendo tan sôlo la 

condiciôn de que E* tenga la P.R.N. Tal y como vamos a ver a conti­

nuaciôn, dicha hipôtesis puede ser debilitada sustancialmente, pues
ibasta imponer que E no contenga ningôn subespacio isomorfo a 1 .

9. Le m a . Sean E un espacio de Banach, X un espacio topolôgico com­

pacto y T g , y X e MCX) una medida positiva. Si indicamos por

M^(X,E*) el subespacio de M(X,E'l forraado por las medidas absoluta-

mente X-continuas, se tiene que, siendo 0^ : C(X,E)  *- L^CX»E)
1la inclusiôn canônica y 9'---: L CX»El* ----► M C X ,E *] su transpuesta,

0^(L (X,E)') es denso en M^CX,E*) .

Demostraciôn. Se tiene que, en las condiciones del enunciado, (v) 6A
6 M^(X,E') para cada v G L CA,E)' . En efecto, fijada v sabemos, 

por el resultado de Dinculeanu que indicamos como Proposiciôn 1.13.,

que existe una funciôn g^ : X -------*■ E ' tal que;

a> IlSyll G L” (X) , y l|g^ll„= ||v|| .
b) <f,g > G i^(X) para cada f 6 L^C^)E) , y

v(f) = j <f,g >dX .
J X

Entonces, siendo = 9^(vl 6 M(X,E'Î , se tendrâ, para cada

A G BqCX) , X  6 E , que p^(A)Cx) = < x , . ©J^Cv )> = j <x •

y, dado A G gg(X] tal que ^(A] = 0 , para cualesquiera x ^ ,.,.x^ G
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G Bj, , f Aj^, , , . } particiôn de A en Bp ( X ) , queda;
n n , f n

I I U v ^ A ^ l U  )] " I I  .y , g _MA| n I < ^ X -x- ,g >dA|=0.
i = l i°l Jx ''i ^ Jx i = l '̂i

Luego |p^j(A) = 0 , y por lo tanto es absolutamente continua res­

pecte de X : 8^(v] = p^ 6 M^fX,E*î .

Sea ahora p G W^CX.E’J . Se tiene que jp| G M(X) , y es con­

tinua respecto de X - luego, por el Teorema de Radôn-Nykodim, existe 

g^ 6 L^CX) , funciOn positiva, tal que [p|(A) "

A G ggCX) . Definimos entonces, dado n G IN :

X^ = {t G X / g^Ct ) _< n} 6 g^(X] , y tenemos que:

n . X ( X N X ^ )  £  I g^dX " Ip ICX n X^I <_ |u|CX) = ||p[| ,

luego X(X S  X ) < U-lî-U , y por lo tanto lim XCX } = 0 .n —  n n n

Fijado n 6 ]N , sea p } CCX,E] ----- *■ 3K

g^dX ^ara cada
A

f  >- j fdp 1= [ X» fdp .
J X Jx n

Trivialraente, p^ es una forma lineal y continua, y por lo tanto
p^ G C(X,E)' = M(X,E’) . Ademâs, y puesto que p ̂ ( A ) = p ( A O x ^ )  pa­

ra cada A 6 gpCX) , de ser p 6 M^(X,E'l , se deduce que tambiên p^

G M,(X,E') . por otro lado, tenemos que p = lim p en M (X ,E '),A n
pues dada f 6 C(X,E) , con || f ||^^ 1 ;

l<f,U - P„>l = I f  fdp - [ fdp I => I [ (f - Xx f)dp| =
Jx Jx Jx n

l| fdp| < ||f IL |p |(x n . X^) •< Ip ICX'^X^) .

Asî, Il p - p^ Il ^  ]p|(X'vX^) , Vn G 3N . Pero hemos visto que

lira X ( X ”'»X ) = 0 , luego tambiên lim IpICX'vX ) = 0 , al ser p ab-n+oo n n^oo ' ' n
solutamente continua respecto de X . Por lo tanto, ||p - p^ || —---► 0
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y  p  s l ÿ n  e n  M C X , E * )  ,

B a s t a r â  y a  t a n  s ô l o  c o m p r c s B a r  q u e  6  g ^ C L ^ C A » È i ' )  p a r a  c a d a

n  G  IN . Y ,  e n  e f e c t o ,  s e  t i e n e ,  d a d o  A  6  g , ( X Î  ; 
s  ,

I p  I ( A )  =  s u p  { |  I  p  C A . . 1 C x . I |  /  Ï A ,  , . . . A  } p a r t i c i ô n  d e  A  e n  n ^ 2 n 1 1 -1 ®

B o  C X  1 , . .Ttg 6  =

= s u p  { I I  p ( A . O x  ) C x . , ) |  [ { A ,  , , . . A  } p a r t i c i ô n  d e  A  e n  g g C X )  ,
i = l  1 n  a s

X  , . . , x  6  B  } =
8

= s u p  { I I  p ( B . ) ( x . ) |  / { B .  ,. . . E  } p a r t i c i ô n  d e  A  A X  e n  B q ^ X )  , 
i = l  l i a s  n

x^ , . ..x^ 6  B g }  =

= | p | ( A n x  ) = f g  d X  =  f X  g _ d X  < n X C A )  .
"  J A n x ^  ^  J a  n  ^  ^

E n t o n c e s ,  p a r a  c a d a  f  ° \ x i . " X ,  G" A C X , E Î  ;
i = l  ^  ''i

i f  f d p  I =  I I  U „ C A  ) ( x  ) | <  I  llx II p  C A  ) <  n .  I  ||x  | | X C A ^ )  =Jx "  i  =  l  "  ^  i  =  l 1  u  J. '*• -*■

= "Il f ill .

Y ,  p o r  c o n s i g u i e n t e ,  s e  p u e d e  d é f i n i r  u n a  f u n c i ô n  l i n e a l  y  c o n t i n u a ;

: L ^ C A . E )   yJK

'   ' 1  ̂ " %
c o n :  0 i ( v  ) = p _  . A s î ,  6  L ^ ( X , E )  * y  U „  "  0 * C v ^ )  G  0 K L ^ C A , E ) ' ) .A T i n  n n A " A

L u e g o  0 ^ ( L ^ C X , E ) ' )  e s  e f e c t i v a m e n t e  d e n s o  e n  M ^ C X , E ' ) .

1 0 .  T e o r e m a . S e a n  X  u n  e s p a c i o  t o p o l ô g i c o  c o m p a c t o  y  T ^ , y  E  u n  e s ­

p a c i o  d e  B a n a c h .  S i  E  n o  c o n t i e n s  n i n g ô n  s u b e s p a c i o  v e c t o r i à l  i s o ­

m o r f o  a  1 ^  , t o d o  o p e r a d o r  c o n t i n u o  T  : C ( X , E )  ----- — ► F  , s i e n d o  F

u n  e s p c i o  d e  B a n a c h  d ê b i l m e n t e  s e c u e n c i a l m e n t e  c o m p l è t e ,  e s  d ê b i l m e n t e  

c o m p a c t o .
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Demostraciôn, Fijeroos X, E y F en las condiciones del enunciado,

y sea T ; C(.X,EÎ  — >• f un operador continuo, de ’medida asociada'

m . Para cada x 6 E , tenemos;

m^ : gqCX)  K F» y : cCx)  ► F

A  y mCAlCxl (j)  *- T (x 4)

Claramente, para cada A G gg,(X] , ° T"Cx.x^) = m(A)(x) =

= m^(A) , luego m^ es la 'medida asociada' al operador . Por

ser F dêbilmente secuenc ialmente complète, segûn el resultado de Gro­

thendieck I 1*41 , es un operador dêbilmente compacto, luego m^ es

una medida y toma valores en F CTeorema 1,19.) De donde se deduce inme- 

diatamente que m toma valores en LCE,F) , Ademâs, la subfamilia de 

Ca(g^(X)) , { jm^,I / y ' G B^,} , es equiexhaustiva, pues en caso con­

trario podrîamos encontrar un nûmero r > 0 y sendas sucesiones

(yA^naN ®F' ’ t'^n^nGW ' ^ales que estâ for-
mada por conjuntos dis juntos dos a dos, y |m , | ( A ) *4r Vn 6 3N .

Tomemos n^ = 1 . Puesto que |m ,| 6 M(X) , I |m ,|CA^) < +“ ,
-------  ^1 n = l ^1

luego existe N. > 1 tal que I |m ,|(A ) < r y
n=N +1 ^1 "

Ni
I I m , I ( A ) ^  Im ,|CA ) ^  *4r . Y , para cada n desde 1 a N, , ,

n=i y± " ŷ i

podemos encontrar una particiôn de A^ en (X ) , fs",..,B^ } , y
s ”

x", . . . x" 6 B , taies que |m , I CA ) < T  m , ( b '^){.x " )  + ^  ; con lo 1 E I yjl n -  yj 1 a
Ni Sji n n ^1

que queda: I I m ,CB.)(x.) > I |m , |CA ) - r > 3r .
n = l i=l ^1 n=l yj

Sea + 1 . ra S M(X) , luego ^ |m , |( )  < t® , y po-
  y.; P = J ’'Pj
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demos encontrar ?■ t 1 , tal que J |ro , |CA ) < r , mien-
nsN -td ^n "

N2
tras que: I |m , |(A 1 > |m  ̂ |(A ) > Ur , Y de nuevo, para ca-

n = Nj+l ^n^ " " 2 ~

da n desde + 1 hasta , existen una particiôn de A^ en
,n „n , n n

n n
.n , n .

gg( X ) , } , y  Xj^,,..x^ C Bg , tales que
No s_
I f  ™(b ‘̂)(x") > 3r .

n=N^+l i=l

Asx, por un proceso de induce iôn, para cada Ic 6 IN , tomando

n^ = N^  ̂ + 1 , tenemos que existe N̂  ̂ > Nĵ  ^ + 1 , tal que
<»
I |m , |(A ) < r , mientras que, para n entre N^ ^ + 1 y N^ ,

"'"k*' "k "

se pueden encontrar una particiôn de A^ en g^CX} , {B^,...B^ } , y

x " ,...x" 6 B , tales que T f  m , (s " )(x " ) > 3r .
' %  n . » ‘ ,kl 1.1 y; " ' -K-1 k

«> Sn ^
Consideremos entonces la serie en F : I ^ m C B .)C x") .

n=l i=l ^ ^

Para cada y ’.G F* , se tiene:

| < - i  l" m ( B " ) C x " ) , y * > |  = |. I  f  m  , ( b " ) ( x ")| < 
n=I i=I nnl i=l y

1 I \ f  I 1  I  | m » ,  I ] , y por ser | m  , | una medi-
n=l i=l  ̂ n=l  ̂ ^

da, la serie es incondicionalmente convergente.
«“ s„ ^

Asî, y y m C B .y(x"y es una serie dêbilmente incondicional-
n=l i=l " ^

mente de Cauchy en F . Ahora Bien, por ser F dêbilmente secuencial- 

mente complète, F no contiens ningôn subespacio vectorial isomorfo a 
Cg , y por lo tanto las series dêbilmente incondicionàlmente de Cauchy 

convergea en la norma de F ( ver | 4 |î . Luego, dado e > Q , se
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puede encontrar N 6 JN tal que, ai N ^  N , 
" n . / nIl I I m ( E . ICx ̂ 1|| < e , Tomemos e = r y k e JN tal que

n=N+l i^l  ̂ ^

^k-1 —  ^r ' Entonces;

r > Il I i" m C B p C x ^ J j l ^  |< î  l" mCB^Xfx^î.y;, >| =
n = Nj^_^ + l i d  n°Nj.^^+l Î°1 k
“ s Ng s_

= I S I C B ^ K r a J H  > 1 1  l . , (b;)C»;j| -
n.»^_j+l 1=1 h=N^ ^,1 1=1

- I I m Cb ")C x " î | > 3r - r a 2r . 
h=»^ll 'n, ' ' -

Contradicciôn êsta que nos asegura que la familia

t|™y»l / y ’ G B ^ ,} ha de ser equiexhaustiva, y por lo tanto, segûn el
Teorema 1.2., m tiene una medida de control X 6 CaCg^(X)) = MCX)..

X es pues una medida positiva, y fâcilmente se comprueba que

®yi = T'Cy') e M^CX,E') para cada y' C F' . Sean entonces 0^ y

0ĵ  como en el Lema 9. , y sea ^^n^nON suces iôn en CCX,E) tal
que II f II < 1  para cada n 6 3N : (0,( f )) serâ una suces iôn aco- ̂ Il n " <B —  X n nON
tada y uniformemente X-integrable en L (X ,E ) . Ahora bien, X es 

una medida de Radôn acotada en el compacto X , y E no contiene nin­

gûn subespacio vectorial iéomorfo a 1^ , luego, por un resultado de

Bourgain | 6 | , toda sucesiôn acotada y un iformemente X-integrable en

L^CX,E) posee una subsucesiôn dêbilmente de Cauchy. Asî, podemos en­

contrar una subsucesiôn (f (f ) , tal que (0 (f ) )vo,jn^ kQN n nQN X n^ Ktarj

es dêbilmente de Cauchy en L^CX,E) . Veamos que ( f ̂ L gIN ® ®

a(C(X,E), M (X,E’)) - de Cauchy.
Fijados p 6 M^fX,E') , e > 0 , se tiene:

—  por el Lema 9. , existe v G L^(X,E)' tal que ||p - 0 ' ( v ) || < ̂
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—  por ser sucesiôn de Cauchy, existe G ]N

tal que, si k, k» > k , |v (9.Cf I Î - v (8.Cf )) | < f  •—  E ^ A "k ^ A

Y, por lo tanto, para k , k ' ?_ k^ queda :

£ l l v  -  * f  =

En definitiva, para cada p G ( X , E ' ) , ( <f^ una

sucesiôn de Cauchy. Ahora bien, para cada y * G F' , T'(y') = , 6

6 M,(X,E') , y <TCf ),y*> " <f_ ,T»(y*I> = <f ,m , > } por lo tanto, 
"k k "k y

(T(f^ Ĵ kGUiJ una sucesiôn dêbilmente de Cauchy en F , luego es dê­
bilmente convergente, ya que, por hipôtesis, F era dêbilmente secuen- 

cialmente complète.

Si llamamos B a la bola unidad de C(X,E) , nos queda, por lo 
visto anter iormente, que de cada sucesiôn B , se puede

extraer una subsucesiôn ( f^ L o N  ’ CT(f^ J ̂ kGDi dêbilmente

convergente en F : por el Teorema de Eberlein, résulta asî que T(.B) 

es dêbilmente relativamente compacto, y por lo tanto el operador T es 
dêbilmente compacto.

Observaciôn. En las condiciones del Teorema 10., la hipôtesis de que 
E no contenga ningûn subespacio isomorfo a 1^ es suficiente, pero 

no necesaria. En efecto, sea X = [o ,l] : C(X) ootifiene algûn subes­
pacio isomorfo a 1^ (ver, por ej emplo, 11 9 |) ; sin embargo, al ser 

C(X,CCX)) isomorfo a C(XxX) , el resultado de Grothendieck garanti-
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za que cualquier operador continue T C(J{,C(.Xl) ---- -+ F es dêbilmen­

te compacto siempre que F sea un espacio de Banach dêbilmente secuen- 

cialmente complete. CMâs a ô n , siempre que F no contenga ningûn sub­

espacio vectorial isomorfo a Cg , pop el resultado de PeZczyftski) .
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CAPITULO IV

Tal y como vimos a lo largo del Capitule II de esta memoria, 

el intento de extender a (X ,E) o Ca (E,E) las caracterizacio-

nes de los subconjuntos dêbilmente relativamente compactos que se 

tienen para el caso escalar, tropieza con graves dificultades a me- 

nos que tanto E como su dual E* tengan la P.R.N. Ello, a su v e z , 

es un fuerte obstaculo para el estudio de los operadores de C (X, 

a valores en un espacio de Banach cualquiera, tal y como se viô en el 

Capîtulo m .  Sin embargo, en el présente capitule podremos comprobar 

que muchas de taies dificultades desaparecen en el caso en que E = 1  ̂

para este espacio, es posible dar caracterizaciones directes, pese a 

que su dual, como es bien sabido, no tienen la P.R.N. Desgraciadamen 

te, el procedimiento que seguiremos no parece susceptible de una gene^ 

ralizaciôn mas amplia, debido a los fuertes requisites sobre el espa­

cio que subyacen en los mêtodos empleados.

A lo largo del capîtulo, 1  ̂ représentera siempre el espacio

usuel de las suces iones reales o complej as absolutamente convergentes

" k \  6 ]N y ̂®k^k G
las bases canônicas en Co y 1^, y toda funciôn f: x — '*■ 1*» dôri

de X es un conjunto cualquiera, se identificarâ del modo usuel con

la sucesiôn de funciones {f )^ g , dônde, Vk 6 H, f = <e^,f >
: X K  es la funciôn 'coordenada k-êsima' de f . Una conside-

rac iôn anâloga régira para las funciones con valores en 1 ô Co.

1. Topologîa dêbil eq el espacio L*(X,1*).

En esta secciôn, fijados un conjunto X, una o-âlgebra
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de subconjuntos de X , y una medida positiva X 6 Ca(E) , nos ocu- 

paremos principalmente de dar varias caracterizaciones de los subcon- 

juntos dêbilmente relativamente compactos de L^('X,1^) , asî como de 

la convergencia dêbil en dicho espacio. Para ello, va a tener una 

importancia esencial el aislar en el dual L^(^,l^)' un subespacio 

total que cunrpla de alguna manera un papel anâlogo al de las funcio­

nes simples en el caso escalar.

1. L e m a ; Sea H = {g : X  *■ l” / g(t) = (çt̂

“ = ^®n^nQN ® y ^ ^ n ^ n e W ^  ^ ^ea H* = Iv^ / g G H> , dôn­
de, para cada g = (a^ L gN ® ^ ’ definimos:

v„{f) = f^d^ , con f = G L^(X,1^)
k=i " ; A

Entonces H* es un subconjunto total de L^(%,1^)

Demos t.nac iôn. H* es efect ivamente un subconjunto de L^(X,1^)', pues 

para cada g = Xŷ  L gK ^ la aplicaciôn:

Vg : L^(^ ,1^) ---- ^ IK

estâ bien definida, es claramente lineal, y se tiene, dada f = (f ^ GIN

perteneciente a L^(i\,l^);

lv (f)| = I î  a [ f'^dA 1 1 I  la I f I f^l dÀ < 
® k = l J . k = l J “

l l l« IL  | a  ̂ I f ’̂ UX = Il a 'ILlIflIi •

Luego Vg G L^(X ,1^ ) ' , y l|vg|| 1  I k L  = l l g l L  •
1 1Veamos ahora que H* es total en L (X,l )'. Sea v G 

6 L^(X,1^)' tal que ||v|| 1  1: segûn se indicé en la Proposiciôn I. 13., 

a V  se le puede asociar una funciôn ; X  y 1 tal que:
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Iky II G t^CX) , y Ilg^lL = l|v|l .
ii) Para cada n 6 JN , = <g^,e*> 6 L (X) ; ademâs, siendo

p un lifting en L (X) , g^^ se puede elegir con unicidad

con la condiciôn: = g.̂  ̂ para cada n G JN .

iii) Dada f = (f^)^g^ 6 L^(X,1^) , <f,g^> = f’̂ ĝ ,̂  6 L^(X) ,

y: v(f) = f <f,g >dX = I [ f ’̂ g dX .
Jx k=l Jx ^

Puesto que, en caso de que sea JK = I , g admite una descorapo-
1 2siciôn en 'parte real ' y 'parte imaginaria* segûn : g.̂  = g^ - ig^ ,

con gj = (gykLsiN yi = 1,2 , y g^^ = g^^ - ig^^ Vk G JN , podemos
suponer sin perdida de generalidad que cada g^^ toma tan sôlo valo­

res reales. Fijemos pues e > 0 , y sea m 6 K  tal que ^  < e . Para 

cada k 6 JN , consideremos los conjuntos:

= {t G X / ~ ̂  < g ( t ) < — } , -m+1 < i < m . A^* 6 Z pa-1 TU —  vk —  îTi —  —  1
ra cada i, por ser g una funciôn medible. Sea A^ = A^ \ ( W  A^ ),VK a 1 3

con A^ = A^ {A^ ... A^} es una particiôn de X en Z .-m+1 —m+1 -m+1 ra

Para cada i = -m+l,...m , sea " ^ m ’J^A^^kGN * ®ie ® ^ ’
m

luego V. = V G H* , y siendo v = J v, se tiene, para ca- 
®iE ^ i = -m+l

da f = (f^)^g^ 6 l L x ,i L ;
m (

>dX -I''-' - ' 'i=L ' 'i.-U L

° ' Ji =̂-Li 1a>: " " - Ji lira.i L"""» ■
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Luego II V - V II < e , y como v = ^ , con v. 6 H*
^ i = -Tn+l 1

para cada i=-m+l,...m , queda que H* es efectivamente total en

L^(X,1^) .

2. Propos icion. Sea ^^n^nSN sucesiôn acotada en L^C^.l^) . Se
tiene :

a. f^n^nen dêbilmente de Cauchy si y sôlajtiente si, para to-

da sucesiôn ^ »

Ji  'L .  " "  ' °  '

b. converge dêbilmente a f 6 L^{A,1^) si y sôlamente

si, para toda sucesiôn en E ,

i  ' i f  ( f j ;  -  d x i  -  0 .
: = 1  ̂A, "è i s

"k

Deniostraciôn. La hatemos ûnîcamente para (a), ya que (b) se hace 

anâlogamente. Supongamos pues que ^^n^nON una sucesiôn dêbilmen­

te de Cauchy; dada la sucesiôn ^kON ^ , sea para cada n G JN

= <L f .  • " 4 °  “  = <“ k>ka, s i " '  « '  f “ k V>k9»k

e H , y por lo tanto v^ G H * c L ^ ( X ,1^)'. Entonces, al ser ̂^n^nON
una sucesiôn dêbilmente de Cauchy, se tiene:

nilSî- = otàï. J ,  “k \ " n  - 'H' 4k =k = l

' ntà" 'e'fn - f.) = ° '
y asî una sucesiôn dêbilmente de Cauchy en 1^ : de dônde
se sigue que es de Cauchy en norma (Lema de Schur). Nos queda:

'1* “ ’n - ''Zl' 4k| - „ l i l .  Il î„  - Î „ IU  0 .
k
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«> (• k k
Supongamos ahora que lim T I (f - f ) d X | = 0  paran.m^œ n m

k
cualquier sucesiôn ^^k^kSN I : de elle se sigue inmediatamente

que ^^n^nSN una sucesiôn de Cauchy para la topologîa o(L^(X ,1^),

H*) . Ahora bien,  ̂  ̂n8N un subconjunto equicont inuo de
L^(X,1^)" , por ser una sucesiôn acotada, y como H* es total en 

L (X,l )' por el el Lema 1. , se tiene que las topologîas

o(L^(X ,1^) ,H*) y a(L^(X,l^), L^(X,1^)') coinciden en sus restric- 

ciones a ^^n^nQN ' la sucesiôn es dêbilmente de Cauchy.

La propos ic iôn anterior nos proporciona una nueva demostraciôn 

de un resultado ya conocido:

3. Teorema. L^(X»1^) es un espacio dêbilmente secuencialraente complè­

te.

Demostraciôn. Sea ^^n^nON sucesiôn dêbilmente de Cauchy en

L^(X,1^) . Como ^^n^nSN necesarîamente acotada, podemos suponer
que II f^ 11̂ ^  1 para cada n 6 IN . Por otro lado, dado A G E ,

( f ^ d X e s  una sucesiôn de Cauchy en 1^, pues, para cada a 6
■' A

e i *  , a x ^ e  L^(X,1^)' : de ello se sigue que ( ^n^^^nGlN una
1  ̂Asucesiôn dêbilmente de Cauchy en 1 , y por lo tanto de Cauchy, segûn

el Lema de Schur.

Por consiguiente, para cada A G E  existe p(A) = lim f dX 6
A

G 1^, y ello nos permi te définir la fune iôn de conj unto

y : E-----^ 1^

A  y p(A)
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Se comprueba sin mayor dificultad que p es una funciôn fini- 

tamente adit iva de conjunto, de variaciôn total acotada: || p || _< 1 .

Ademâs, y al ser p(A) = lim [ f d X  para cada A G E  , se sigue deln-Hx» j ̂  n
Teorema de Vitali-Hahn-Saks (ver |l2|, IV.10.6.), que p es una medi-

da. Y p es absolutamente X-continua, luego, por tener 1^ la

P.R.N., existe f G L^(X,1^) tal que p(A) = I fdX para cada A G E :
 ̂A

y II f = U p II 5. 1* Nos queda tan s6lo comprobar que f dê­

bilmente: para lo cual, segûn la Proposiciôn 2., bastarâ ver que para

toda sucesiôn {A } en E , lim 7 |[ (f^ - f ^ ) dX| = 0 .n nGIN n ^  k = l ^ A ^  "

Pero, fijada la sucesiôn , sean Ç = (| f^dX)n'nGIN ’ ^ ^ 'kGlN ’
Ak

Vn G IN . C Ç  ) es trivialmente una sucesiônkâN n nON
1 1 de Cauchy en 1 , luego existe Ç* 6 1 tal que Ç* = lim . Ahora

bien, para cada k :

<e.,Ç> = I f^dX = lim [ dX = lim <e ,Ç > = <e ,Ç*> ;k J n^eo J n n-»-» k n k
*k ^k

de dônde résulta que Ç = Ç* , y por lo tanto Ç = lim , es decir:

im I I (f_ - f ) d X  I = lim||Ç -Ç||= 0 . Asî, (f ) 
k = l J A n n i

lim

verge dêbilmente a f G L^(X,1^) , y el espacio es dêbilmente secuen- 

cialmente complete.

Utilizando la Proposiciôn 2. se puede dar una primera caracteri- 

zaciôn de los subconjuntos dêbilmente relàtivamente compactes de 

L^(X,1^) .
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4. Proposiciôn. Un subconjunto K de es dêbilmente relati-

vamente compacte si y sôlamente si verifica :

i) K estâ acotado en norma. 

ii) K es uniformemente X-intgrable.

iii) Para toda sucesiôn S = ^ ’ *(3) =
= {(j I f -  ® K) es un subconjunto rela-

t ivamente compacte de 1^ .

Demostrac iôn. La necesidad de Ci) e C ü )  se raencionô ya èn la Propo­

siciôn 11.27. Y, si (iii) no se verifica, existen una sucesiôn 

S = en E y una sucésicôn K taies que, sien-

do para cada n 6 IN , = C f ^ d X  » la sucesiôn ^^n^nON "°

posee ninguna subsuces iôn convergente. Pero, al ser K por hipôtesis 

dêbilmente relat ivamente compacte, podemos suponer que ^^n^nSN 

una sucesiôn dêbilmente convergente a f G L^(X,1^) . Siendo 

Ç = ( f^dX)^g^ , se tiene, por la Proposiciôn 2., que:

lim ||Ç - Ç_ Il = lim ^ I f - ) dX | = 0 . Por lo tanto,n-nw n n_>o, J A *

 1 Ç en 1^ , y K(S) debe ser relativamente compacte.
Supongamos ahora que K es un subconjunto de 1^ que verifica

las condiciones Ci), C ü )  e C iii ) , y sea ^^n^nQN sucesiôn en K .
Para cada A G E ,  sea S = la sucesiôn en E constantemente

igual a A : A^ = A Vk 6 ]M . Entonces: K(A) = {J fdX / f G K} =

= {(| f^dX )^g^ I f -  ( ̂ ^^kGIN ® ~ KCS) es relativamente compacte
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en 1^, por la cond ic iôn (iii).

Sea {G^ / m 6 IN} una base de abiertos en el espacio separable

1^ , y sea el âlgebra engendrada por la familia numerable de con-

juntos: {f^^(G^) / n 6 IN , m 6 M } , la cual estâ contenida en T, para

una elecciôn adecuada de los représentantes de las f^ • Tendremos que 

Eq es una subâlgebra numerable de la cr-âlgebra E , y llamaremos E^ 

a la sub-O-âlgebra de E engendrada por Eq . Al ser K(A) relati­

vamente compacte en 1^ para cada A C Eq , y Eg numerable, median­

ts un proceso diagonal de Cantor se pue'de extraer una subsucesiôn 

L a x  ^^n^nem sue, para cada A G E* , existe

lim I f dX G 1^ . Por verificar K la condiciôn (ii) del enuncia-

do, la sucesiôn de medidas defînidas por las ^mON ûniforme-
"m r

mente a-aditiva, luego para cada A G E , ,  existe lim f dX G1 Ja "m
G 1^ , por existir dicho limite para A G Eg (ver |l2|, IV.8.8.) . 

Podemos asî définir: y : E ^ ------ *■ i ̂

lim f f dX m-k-iD J , nA m
funciôn de conjunto que, por el Teorema de Vitali-Hahn-Saks, es nume- 

rablemente aditiva; y, como se comprueba fâcilmente, p es de varia­

ciôn acotada y absolutamente X^-continua, siendo X^ la medida que se 

obtiene al restringir X a Ê  ̂ . Entonces, por tener 1^  ̂la P.R.N., 

existe f 6 L^(X,1^) tal que, para cada A 6 E^ ,

fdX, = p ( A ) = lim f dX . Trivialmente, tarabiên f G 
Ja  ̂ J a "m

G L^(X^,1^) para cada m 6 IN : y vamos a ver que (f^ converge
1 1  *'* dêbilmente a f en L (X^,l ).. En caso contrario, y por la Proposi­

ciôn 2., se podrîa encontrar una sucesiôn ^^k^kQN * tai que

DiDllOTECA
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^ |[ Cf^-" f^) dX I -- 1— ^ 0 , luego existe e > 0 y, para cada
k=l U .  "m ^

s e IN , existe m > m , con : ^ | Cf^ - f^) dX 2  ^ (*) •

Ahora bien, sean Ç = (f y = (f dX^)^^^
^k *k ‘"s

Vs G IN . Por verificar K la condiciôn Ciii), ^^s^sQN P°see una
subsuces iôn convergente, que podemos suponer que es ella misma, y pues-

to que, por la definiciôn de f , f^dX = lim f^ dX para ca-

da k G 3N , se sigue que  ̂sGIN converge a Ç en 1^ . Por lo tanto,

lim % |[ Cf*' - f ̂ ) dX I = lim ||Ç -Ç|l= 0 , en contradîcciôn
k = l  ̂A, "m ®k s

con (*) . Y, como consecuenc ia, Cf^ ^mON converger dêbilmente
1 1  ^ a f en L (^^,1 ) . Ahora bien, la inclus iôn canônica:

I : L^(X^,1^) ---- * L^(X,1^)

es una isometrîa sobre la imagen, que nos perraite considerar a

L^(X^,1^) como un subespacio vectorial cerrado de L^(X,1^) . Por

consiguiente, queda que (f converge a f dêbilmente en
L (X,l ) .

Tenemos asî, por el Teorema de Eberlein, que K es un subcon­

junto dêbilmente relativamente compacte de L^(.X,1^) •

A continuaciôn daremos una nueva caracterizaciôn de la converr- 

gencia dêbil en L^(X,1^) , que traerâ aparejada la caracterizaciôn

correspondiente de los subconjuntos dêbilmente relativamente compactes 

de dicho espacio.

5. Proposiciôn. Sea ^^n^nSN sucesiôn en L^(X,1^) , Cf )
converge a 0 dêbilmente si y sôlo si: para cada k 6 ]N ^n@N
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converge a 0 dêbilmente en L^CX) , y

uniformemente en n G IN .

lim I [ |fJj|dX = 0 
K-vw k = K + l •’X

Demostrac iôn. Supongamos que la caracterizaciôn no es cierta: entonces

podremos encontrar una sucesiôn • dêbilmente convergente a 0

en L (X, 1 ) (lo cual evidentemente implica que ^^n^nON converge
dêbilmente a 0 en L^(X) para cada k G ]N ) y un nûmero r > 0

tal que, para cada k 6 IN , existe n, G 3N cumpl iendo :
" f k^ I If IdX > 6r . Y podemos suponer que n > n para ca- 

k = K + l  ̂X "k

d@ K •

Sea = 0 : tendremos que existe G JN tal que

I f IfJ' |dX > 6r . Pero : I f | f J' |dX = ||f |L < +“ . luego
k = l h  ” l k = l h  "l "l ^

" f kexiste K_ 6 JN tal que ^ I |f (dX < r , y por lo tanto
^ k = K_tl h  "l

K 2 r kI If IdX > 5r . Ahora bien, Vk = 1,...K se tiene:
k=l Jx "l ^

I I f^ I dX ^  (4 sup ( I I f^ dX j / Â G E } ,  luego existe A, G E veri- 
Jx ; A "l

ficando; j j f ̂ | dX ^  • I j f^ dX | + ^  , y por lo tanto :
^X "l ^A^ "l *2

5r < f  [ I f J' I dX <_ «4 f  1 [ f J' dX I + r «=*-> f  | [ f dX | > r .
k = l ^X "l k = l Âj. 1 k = l  ̂A^ 1

Al mismo tiempo, y por hipôtesis, existe n^ > n^ tal que

% If IdX 2  6r . Asî, podemos construir dos sucesiones de
k = K^ + l ■'X " 2

nûmeros naturales: 0 = < ••• , y n^ < n^ < ••• , asî como
una sucesiôn ^ » verificando:
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Km+1
> r Vm Q ]N

k ID K
Entonces res

I  ' L  ' I

k
Entonces résulta que, para cada ra ;

> r , en contradîcciôn con que.

al ser (f una sucesiôn que converge a 0 dêbilmente en
1 1 ^

L (X,l ) , se tendrîa, por la Proposiciôn 2., que:

mis I dX| = 0 .
A "m

1 1  IcSea ahora ( sucesiôn en L (X,l 1 tal que  ̂̂ n^nON

converge a 0 dêbilmente en L^(X) para cada k 6 JN , y 
” f klim y If tdX = 0 uniformemente en n 6 H  : vamos a ver que

K *-® k = K + l J X "

(fn)jjguj converge a 0 dêbilmente en L^(X,1^) , para lo cual utili- 

zareroos la caracterizaciôn de la Proposiciôn 2. Fijemos asî una suce­

siôn ^^k^keW E y £ > 0 . Por hipôtesis,, existe K € 2N tal
” f kque J] I f I dX < ^  V n G J N , y  para cada k = 1,... K , como

k=K^+l JX " ^
k 1 r k(f ) converge a 0 dêbilmente en L (X) , lira f d^ = 0 ,n nfein n-*-oo i n

y por lo tanto existe n^ 6 IN tal que, Vn ^  n^ , || f dX |

Vk = 1,... . En definitive queda, Vn ^  n :

k l  ' L  ' £  ' L  ' K . L  ' L ; »  "

+ I  f < e .
k = K +1 JX e

” f kLuego lim Y II f dX| = 0 , y ello para cada sucesiôn 
k=i "
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{a } en E : por la Proposiciôn 2., tenemos que (f ) conver-K K felN n  n  Q N
ge a 0 dêbilmente.

6. Proposiciôn. Un subconjunto K de L CX,1 ) es dêbilmente rela­

tivamente compacte si y sôlo si verifica:

i) Para cada n G IN , K = {f" / f = ( f ^ 6 K} es dêbilmen-kGlN
te relativamente compacte en L^(X)

ii) Para cada e > 0 , existe G IN tal que;

I I I f ̂ I dX < e siempre que f = pertenezca
=K_+1 Jxk  s

a K

Demostraciôn. Sea K un subconjunto de L^(X,1^) , y supongamos que 

es dêbilmente relativamente compacte. Entonces, la necesidad de la 

condiciôn (i) se deduce inmediatamente de la continuidad para las to­

pologîas débiles de las proyecciones î

1T̂  : L^(X.l^) ----- ► L^(X) Vn G ]N

^  -

supongamos que la condiciôn (ii) no se verifica: entonces, existirâ 

r > 0 tal que, para cada N 6 IN , podemos encontrar fĵ  G K verifi-

cando: ^ j IfJ'jdX > r . ®® una sucesiôn contenida en
k=N+l ;x "

K, que es un suconjunto dêbilmente relativamente compacte: entonces, 

y segûn el Teorema de Eberlein, podemos econtrar una funciôn f 6 

G L^(X,1^) y una subsucesiôn de ( ^nON se puede suponer, s in
pêrdida de generalidad, que es ella misma), que converge a f dêbil­

mente. Entonces, (f^ - f)^^^ es una sucesiôn en L^(X,1^) que con­

verge a 0 dêbilmente, y por la Proposiciôn 5., podremos encontrar
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Nq 6 ]N tal que ^ I |f„ - f |dX < ^  VN G ]N . Ademâs, y pues-
k = N q + l

»  r ^
to que % I I f  jdX es una serie convergente, podemos tomar Nq de 

k = l  Jx
f kforma que se tenga:  ̂ ( f  |dX < ^ , con lo que nos queda,

k = N q + l  Jx

VN 6 3N : J [  | f J | d X  < I  f  I +
k = N q + l  J *  "  k = N q + l  "

+ J f |f^|dX < r :
k = N q + l  ^X

y basta considerar N ^  Nq para llegar a una contradicci6n. De lo 

cual se deduce que tambiên la condiciôn Cîi) es necesaria para qüe K 

sea un subconjunto dêbilmente relativamente compacte de L^(X,1^) • 

Supongamos ahora que K CZ (X ,1^) verifica las condiciones

(i) e (ii) del enunciado, y vamos a ver que, en tal caso, deberâ veri­

ficar tambiên las très condiciones de la Proposiciôn 4. En efecto:

a. K estâ acotado en norma, puesto que, por ( i i ) ,  existe Nq 6 IN 

t a l  que f  [ | f^|dX < 1 para cada f  = ( f ^ ) . G K , y por ( i ) ,
k = N q + l  Jx

No 1
es dêbilmente relat ivamente compacte.en L (X) , y por lo tan-

n = l

to estâ acotado: es dec ir ,  existe M P Q t a l  que || f^ ||̂ = | | f ̂ | dX ^

^  M para cada f  = ( ) . g» ^ K , k = 1, ...Nq. Entonces, para cada
f r

f  = G K , se t iene:  | | f  = ||f||dX = I  | f  ̂  j dX =
^ h  k = l  JX

= f  I I f^IdX + I  [ If^IdX 5  NqM + 1 ; es dec ir ,
k = l  J x  k = N q + l  J X

Il f  11̂  ^  NqM + 1 para cada f  6 K .

b. K es uniformemente X - in teg ra b le ; pues, de no ser a s î ,  podrîa-  

mos encontrar un nûmero r  > 0 t a l  que, para cada n 6 ]N , existen.
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K 6 E con XCA ) < —  y f 6 K con r < ( Il f ildX =n n n - ' n  I . " n "
“ f k= % I If IdX . Pero, por (îi), fîjado tal r existe N 6 IN con:

k=l Ja "n
a> .
E I f I dX < ^  para cada f = ® K . Luego, Vn 6 IN :

k = N + l J X

r < Ê f < J f ifl;idk t î  f ifjidk < I f if|;idx
k=l JA^ k=l JA k=N+l Jx " k=l JAn n n

+ I  , de dônde I { | f N d X  > |  .
k=l Ja " ^n

N
Ahora bien, LJ K es, por Ci), dêbilmente relativamente com- 

1 "pacto en L (X ) , y en consecuencia uniformemente X-integrable: asî,

existe ô > 0 tal que, si A G E  y X(A) < 5 , j |f^|dX < ~  cuan-

do f = (f îjçgiii G K y k = = . Luego, tomando n tal que —  d ,

se tendrâ: ^ j |f^|dX < ^ , en contradîcciôn con el résulta-
k . i L ,  "

do anterior. De lo cuil se deduce que debe verificarse necesariamente 

que I II f " 0 uniformemente cuando f  G K .

Para cada sucesiôn S = f e n  E , K(S) = (| f^dX /
*k

f = ®s un subconjunto relativamente compacte en 1^ . En

efecto, ello es équivalente a que lim Y | j  f^dX| = 0 uniforrae-
k = N+l J A^

mente cuando f = (  ̂  ̂ (ver | 12| , IV.13.3.) : pero, segûn la

condîcîÔu t î î ) ,  l im  ̂ f j f^|dX = 0 uniformemente en f  = Cf^)va»N-^w ) X

G K, y I | [  f^dXl <_ I [ | f^|dX VN 6 3N .
N + 1  ̂A^ k = N+l Jx

Nos ha quedado asî que si K verifica las condiciones Ci) e
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(ii) del enunciado, verifica tambiên las très condiciones de la Pro­

posiciôn 4, y, por lo tanto, es dêbilmente relativamente compacte.

Como se comprueba inmediatamente, la caracterizaciôn de la Pro­

posiciôn anterior admite una formulaciôn équivalente segûn el siguiente 

Corolario:

7. Corolario. Sea K un subconjunto de 1 CX,1 ) , e * indiquemos por:

IKI = {I f I = / f = ® • Tenemos entonces que son
équivalentes :

K es dêbilmente relativamente compacte.

Î K I es dêbilmente relativamente compacte.

IKI verifica:
i) IKI es uniformemente X-integrable.

ii) iKlCX) = {(|^ |f''|dX)^g^ / G |K|} es rela­

tivamente compacte en 1^ .

Las anteriores caracterizaciones de los subconjuntos dêbilmente 

relativamente compactes del espacio L^CX,1^) permiten dar una demos­
traciôn directs de que dicho espacio tiene la propiedad de Dunford - 

Pettis , tal y como fue definida por Grothen-dieck en | 14| } es decir,

que dado un espacio de Bananb cualquiera F , todo operador dêbilmente

compacte T : L ( X ,1 ) ---- + F transforma suces iones dêbilmente de

Cauchy en sucesiones dêbilmente convergentes,

1 18. Teorema. El espacio L (X ,1 ) tiene la propiedad de Dunford - Pet­
tis .

a . K

b.

c . |K|
i)

ii)
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Demostraciôn. Sean F un espacio de Banach y T : L^(X,1^)

un operador dêbilmente compactol y sea ^^n^nON sucesiôn dêbilmen­

te de Cauchy en L (X ,1 ) : al ser êste un espacio dêbilmente secuen-

cialmente complète, ^^n^n8N converge dêbilmente a una funciôn f G 
6 L CX,1 ) , por lo que (f^ - f e s  ùna sucesiôn dêbilmente con­

vergente a 0 . Vamos a ver que (T(f^ - ^ c o n v e r g e  a 0 en F.

En efecto, sea e > 0 : por la Proposiciôn 5., sabemos que existe N G
” f fc k ^e IN tal que I J | f^ - f |dX < ) Vn 6 JN . Por otro la­

do, para cada k = , definamos el operador:

: L^CXl
T(,e*f )

siendo e* , como ya se indicé al principio, el elemento k-êsimo de 

la base canônica de 1 . T es, trivialmente, un operador lineal y 

continue, que es ademâs dêbilmente compacte, por serlo T . Por otro 

lado, ( ̂ n ̂ nGIN converge dêbilmente a f^ en L^CX) , y como L^CX) 
tiene la propiedad de Dunford - Pnttis (ver |iu|), podemos encontrar 

n^ G IN tal que, Vn ^  n^ , ||T^(f^ - f^)|| < Vk = .

Entonces, dado n ^  n^ , se tendrâ:

l|T(f - f ) | l < | | T ( f  - f) - T^(fJ; - f ’')|l +11 r T ^ ( f ] ^  -
k=l k=l

< ||T(f^ - f) - T( e*(f|^ - f’'))(| +11 T ’̂(fJ; - f^)|| <
k=l k=l

< l | T l | i l ( f „  -  f )  -  e f t ( f j ;  -  f ^ ) | |  + f  = | | t | 1  i f  I f n  -  f ’^ l d X
k = l ^ ^ k = N,g+l Jx

+ f  ^ 7(1T't 1|+1) + f  = e: .

Es decir, que T(f) = lim T(f^) en F y, por lo tanto, 

L^(X,1^) tiene efectivamente la propiedad de Dunford - Pettis.
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2. Topologîa dêbil en los espacioa , con 1 < p < +«>

Basândonos en los resultados de la Secciôn 1 , podemos dar ca- 

racterizaciones anâlogas de la convergencia de sucesiones y la compa- 

cidad relative de subconjuntos para la topologîa dêbil, en los espacios 

L^(X,1^) . Para ello, haremos uso del Lema II.7. , que nos asegura

que la transpuesta de la inyecciôn canônica J : L^(X ,1^ ) ----► L^(X,1^)

tiene imagen densa en L^(X,1^)' para la norma dual. Se tiene enton-

9. Proposiciôn. Sea ^^n^nON sucesiôn acotada en L^CX,1^) ,
1 < p  < +«> .

a. ^^n^nON dêbilmente de Caucby si y sôlo si para toda su-

cesiSn rA^}^a^ «n E , Cf|; ' = « ■

b. ( ^n ̂ n@N converge dêbilmente a f G L^CX,1^1 s i  y sôlo si

para toda sucesiôn  ̂ ’ nîS  ̂ I j  (fJ^-f'')dX|

= 0 .

Demostraciôn. La haremos ûnicamente para (a), puesto que para tb) es

anâloga. Supongamos primeramente que, (^j,^n®I dêbilmente de
Cauchy: por la continuidad para las topologîas débiles de la inyecciôn

canônica J , es una sucesiôn de Cauchy en L^(X,1^) con

la topologîa dêbil, luego, por la Proposiciôn 2.,

lim I |[ {f^ - f^)dXI = 0 para cada sucesiôn ( A . _ en Z .n,m-»-a> 'J, n m ' k kQNk = l ■'A, k
A su vez, si es esta condiciôn la que se cumple, de nuevo por

la Proposiciôn 2. tendremos que ( es una sucesiôn dêbilmen­

te de Cauchy en L^(X,1^) , luego dado v G L^(X,1^)’ , y por ser

<f^ , J ’(v)> = <J(f^),v> Vn G iN , tendremos que  ̂̂  ̂ nON
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una sucesiôn de Cauchy; o, lo que es lo mismo, ^^n^nON u"® suce­

siôn de Cauchy para la topologîa OCL^CX.I^), J ' ( ( X , 1^)’)) . Ahora 

bien, ^^n^nON un® sucesiôn acotada, y por lo tanto equicont inua
como subconjunto del dual de L^CX,1^}’ : al ser J * ( ( X ,1^)’) denso

en L^(X,1^)' , las topologîas OlL^CX,1^), J ’( ( X ,1^)') y

o(L^(X,l^), L^(X,1^)') coindicen sobre ^^n^nON " lo tanto,

(fn^nGlN dêbilmente de Cauchy en L^{X,1^).

Antes de demostrar que los espacios L^CX,1^) sop dêbilmente

secuencialmente completos, estableceremos el siguiente Lema, en el que 

se dâ por sentada (como se harâ siempre a partir de ahora) , la ideft- 

tificaciôn en el sentido conjuntista entre L^(X,1^) y el subespacio 

vectorial J(L^(X,1^)) de L^CX,1^1 .

10. Lema. Una funciôn f : X  -+ 1^ pertenece a L^(X.l^) , 1 < p <

< +“ , si y sôlamente si f 6 L^(X,1^) y existe una constante M > 0 

tal que || <f,g>dX| _< H || g para cada g G A(î,l ) , siendo

i + ^  = 1 . Ademâs, en tal caso 11 f 1 ^  M .

Demostrac iôn. La necesidad de las condiciones es évidente. En cuanto

a su suficiencia, se sigue de ser condiciones suficientes, a su vez,

para que f 6 L^( X , 1^ ) , el que f 6 L^( X ,1^ ) y ||f|| G L^(X ) : las cua-
les se demuestran a partir de las dadas mediante los procedimientos
usuales.

11 . Teorema. L^(X,1^) , con 1 < p < +®“ , es un espacio dêbilmente se­

cuencialmente complète.
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Demostraciôn. Sea (f ) una sucesiôn dêbilmente de Cauchy en

L^(X,1^) : estarâ, por lo tanto, acotada en norma, y se puede suponer

s in pêrdida de general idad que llp —  ̂Vn G ]N . Por la continuidad

para las topologîas débiles de la inyecciôn canônica de L^(X,1^) ,

^^n^nGlN una sucesiôn dêbilmente de Cauchy en L CX,1 ) , el cual es

dêbilmente secuencialmente complète, como se viÔ en el Teorema 3, :

luego existe f G L^(X,1^) a la que ^^n^nSN converge dêbilmente en 

L^(X,1^) . Queda tan sôlo ver que f 6 L^(X,1^) , pues como ya se ha

indicado anteriormente , al ser un con junto equicontinuo,

sobre êl coincidirân la topologîa dêbil y la de la convergencia pun- 

tual sobre L^(X,1^)' , considerado como subespacio vectorial denso de

L^(X,1^)' . Y, segûn el Lema 10., bastarâ comprobar que existe una 

constante M > 0 tal que || <f,g>dX| ^  M || g ||̂ , ^  ^  = 1 , para

cada g 6 A(E,1 ) . Ahora bien, AtE,l î se identifica en el modo

usual a un subespacio de L^(X,1^)' , y por lo tanto se tiene:

l| <f,g>dX| = lim l| <f^,g>dX I < ||g||q , puesto que

'1

X ■» X

<f^,g>dX| lllf^llp ||g|lq l  lUllq Vn CJN .

Asî, efectivamente, f G L^CX.l^} y ^^n^nGIN converge a f
dêbilmente en L^(X,1^) : luego este espacio es dêbilmente secuencial­

mente complète.

12. Proposiciôn. Un subconjunto K de L^(X,1^) , 1 < p < +" , es

dêbilmente relativamente compacte si y sôlamente si verifica:

i) K estâ acotado en norma.

ii) Para toda sucesiôn S = ^ e n  E , el conjunto

K(S) ={([ f^dX )^g^ / f = ^kGlN ^ es relativamente
J A,
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compacte) en 1^ .

Demostraciôn. La necesidad de las condiciones (i) e (ii) se sigue in­

mediatamente de la proposiciôn 4,, asî como de la continuidad para las

topologîas débiles de la identificaciôn entre L^(X,1^) y un subespa­

cio vectorial de L^(X,1^) . En cuanto a su suficiencia, se deduce 

tambiên de la Proposiciôn 4., ya que todo conjunto acotado en norma en 

L^(X,1^) , con 1 p < +” , es uniformemente X-integrable .

13. Proposiciôn. Sea ^^n^nOM una sucesiôn en L^(X,l^) , 1 ^ p < +®®: 

^^n^nON converge a 0 dêbilmente si y sôlamente si  ̂ ^nON
verge a 0 dêbilmente en L^(X) para cada k G]N , yoo ,

lim % I I f ̂ I dX = 0 uniformemente en n G JN .
K-4.O0 k = K+l Jx "

Demostrac iôn. En un procedimiento anilogo a la demostraciôn de la Pro­

posiciôn anterior, se comprueba que tanto la necesidad como la sufi­
ciencia de las condiciones anteriores se siguen de la Proposiciôn 5., 

junto con las propiedades de la inyecciôn canônica de L^(X,1^) en 

L^(X.l^) .

De manera muy semejante, a partir de la Proposiciôn 6. se de­

muestran la siguiente caracterizaciôn y su corolario:

14. Proposiciôn. Un subconjunto K de L^(X,1^) , 1 < p < +“’ , es
dêbilmente relativamente compacte si y sôlo si verifica:

i) Kjj = {f” / f = J kON ® ®s dêbilmente relativamente
P)compacte en L (X) , para cada n G JN .

ii) lim ^ j If^ldX = 0 uniformemente cuando f = (f^)
K-k-OO V--V4,i J Y kON
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e K ,

15. Corolario. Sea K un subconjunto de L (X « 1 J » 1 < p < +<» , e

■kON f ^indiquemos por |k | = {|f| ° C |f | / f = ® ' Entonces

son équivalentes:
a. K es dêbilmente relativamente compact©.

b. IKI es dêbilmente relativamente compacto.

c. |k | estâ acotado en L^CX.l^) , y el conjunto

|k|(X) = {j IfIdX / f e KÎ es relativamente compacte en 1^ 
J Y

3. Topologîa dêbil en los espacies CaCE,l^)

Nuestro objetivo es dar caraeterizaciones de los subconjuntos 

dêbilmente relativamente compactes de CaCE,l^) , para lo cual nos ba- 

saremos ampliamente en los resultados de la Secciôn 1 y e n  la siguien 

te ident if icac iôn , bien conoci'da:

16. L e m a . La aplicaciôn: L^CX»1^Î   ̂CaCE,l^î , con X 6 Ca(E) ,

f ---- ^
definida por: p^(A) = fdX para cada A G E , es una isometrîa que

permite identificar L (X ,1 ) a un subespacio vectorial cerrado de 

Ca(E,l^) el cual, por tener 1^ la P.R.N. , serâ precîsamente: 

Ca^CE,l^) = {p 6 Ca(E ,1^) / p es absolutamente X-continua} .

Tenemos entonces :

17. Proposiciôn. Un subconjunto K de Ca(,E,l^) es dêbilmente rela­

tivamente compacto si y sôlo si verifica;

i) K estâ acotado en norma.
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ii) K es uniformemente d-aditiyo.

iii) Para toda sucesiôn S « {A } -„ en E , el conjunto:n n0N
K(.S) = {Cp^( A^ ) / P = G k } es relativamente
compacto en 1^ .

Demostrac iôn. La condiciôn (ii) , segûn se indicô en el Teorema 1.8., 

unida a (i), basta para garant i zar que existe una medida positiva X 6 

CaCE) tal que |p | ( A ) = 0 uniformemente cuando p 6 K .

Por lo tanto, K estâ contenîdo en cl subespacio Ca^(E,1^) de

Ca(Ê,l^) , y él Lema 16., junto con la Proposiciôn 4,, nos garantizan 

que las condiciones (i), (îî) e Ciii) son suficientes para que K sea 

dêbilmente relativamente compacto.

Por otro lado, si K es dêbilmente relativamente compacto en 

C a (E ,1^) , el resultado de Brooks y Lewis, que indicamos como Teorema

I I .1., nos garantiza que existe una medida positiva X 6 Ca(E) tal 

que ^ ü j m ^  |p|(A) = 0 uniformemente en p G K : por lo tanto, K 

estâ contenido en Ca^CE,1^) , y de nuevo dèl Lemal6. y la Proposiciôn

4. se sigue que K ha de verificar las condiciones (i), (ii) e (iii).

De un modo enteramente anâlogo, utilizando el Lema 16. y la Pro^ 

posiciôn 2., podemos dar la siguiente caracterizaciôn de la convergen­

cia dêbil de sucesiones en Ca(E,1^) :

18. Proposiciôn. Sean ^^n^nON sucesiôn en Ca(.E,l^) , y p un
elemento de dicho espacio. ^ ) ^ g g q  converge dêbilmente a p si y s^ 

lamente si, para cada sucesiôn ^ e n  E , la sucesiôn (^n^nGIN ’ 

con = (^^n^Ak^^k®, ’ converge en 1^ a Ç = (^/(^k^^kON '
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n h ON
chy en Ca(E,l^) , se tendrâ que, para cada A C E ,  Cp,^( A) es

una sucesiôn convergente en 1 , y por lo taflto el Teorema de Vitali-

Hahn-Saks asegura que / n G JN} es iin cpmjunto uniformemente o-

aditivo. Ello permite sumergir la sucesiôn (p ) en Ca CE,1^)n nON À
para alguna medida positiva X G CaCEÎ : utilizando nuevamente el Lema

16., del Teorema 3. se obt iene:

19. Proposiciôn. Ca(E,l^) es un espacio dêbilmente secuencialmente 

completo.

El mismo tipo de razonamiento permite trasladar a Ca(E,l^) 'èl

resultado para L^(X,1^] dado en la Proposiciôn 6. y el Corolario 7.,

obteniêndose :

20. Proposiciôn. Sea K un subconjunto de Ca(E,l^) , e indiquemos

por |k | = / ^P^^kGlN ® équivalentes:
a. K es dêbilmente relativamente compacto,

b. IKI es dêbilmente relativamente compacto,

c. IKI verifica:

i) IKI es uniformemente o-aditivo.

ii) |k|(X) = {( Ip'̂  I )k@N / p ^ ^^^^kGW ® relativa­
mente compacto en 1^ .

4. Aplicaciôn al e studio de operadores en C (X ,C ̂ )

Tal y como se viô en el Capîtulo I T I , cualquier caracterizaciôn

de los subconjuntos dêbilmente relativamente compactes del espacio

Ca(g^(X),E') , con X espacio topolôgico compacto y T ^ , y E espacio

de Banach, produce inmediatamente una caracterizaciôn correspond iente
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de los operadores dêbilmente relativamente compactes

T : CCXjE) ----- *■ F , siendo F otro espacio de Banach cualquiera.

Entonces, de los resultados de la Secciôn 3 se obt iene:

21. Proposiciôn. Sean X un espacio topolôgico compacto y Hausdorff,

E un espacio de Banach. Un operador T : C(X,Cq)  ► E , de 'medi­

da asociada' m : 0g(X) ----- »• LCCg,E") es dêbilmente compacto si y sô­
lo si verifica:

i) m toma valores en L(Cg,EÎ y su semivariaciôn es continua 

en 0 ,

ii) Siendo, para cada x ' 6 E ' , m , : (X )  »■ 1^

se define, d a ^ u n a  sucesiôn S " ( en E ,

m(S) : E ' ----- ► 1^ , y se tiene que

*■ ^™x» ^k0N 
mis) es un operador compacto.

Demostrac iôn. La necesidad de Ci) quedô establecida en el Teorema III,

1. Por otro lado, si T es un operador dêbilmente compacto, tambiên

lo serâ su transpuesto T ' : F  > M(X,1^) , y por lo tanto, T'CB^.,)

serâ un subconjunto dêbilmente relativamente compacto de MCX,1^), el 
cual a su vez es un subespacio vectorial de Ca(gq(X ) , 1^ ) .. Entonces, 

la condiciôn (iii) de la Proposiciôn 17. nos asegura que, dada la su­

cesiôn S = tJ'k^kQN 6o(X) , m(S)(Bg, ) = (A,^)^g^ / x' 6 B^,}
= T '(Bg,)(S ) , es un subconjunto relativamente compacto de 1^ , y

pôr lo tanto m(S) es un operador compacto, Ello nos asegura la nece­

sidad de las condicones (i) e (ii): en cuanto a su suficiencia, queda 
asegurada gracias a la Proposiciôn 17., de la que se sigue que, en las ,
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condiciones dadas, T'CB^^) es un subconjunto dêbilmente relativanen- 

te compacto de CaCg CX),1^) , y por lo tanto de MCXjl^l •

Esta caracterizaciôn nos permite dar una demostraciôn simple del 

siguiente resultado:

22. Proposiciôn: Si E es un espacio de Banach que no contiens ningûn 

subespacio vectorial isomorfo a Gg , entonces todo operador continue 

T : C(X,Cq) ----- *■ E , dônde X es un espacio compacto y T^, es dêbil­

mente compacto.

Demostraciôn. Sea m la 'medida asociada' al operador continue T .

Al no contener E ningûn subespacio isomorfo a Cq , toda serie dêbil­

mente incondicionalmente de Cauchy en E es incondicionalmente conver­

gente (ver I 4 I ) ; de dônde se deduce que ra toma valores en i(Cq, E)

y que su semivariaciôn es continua en 0 (ver | 3 |) . Por lo tanto,

m verifica la condiciôn (i) de la Proposiciôn 21. Queda ver que tam­

biên verifica (ii). Sea S = una sucesiôn en E : tenemos

que comprobar que m(S ) (B^ , ) = I (mĵ  ' ̂   ̂  ̂ ^ Bg , } es un sub­

conjunto relativamente compacto de 1^ , es decir, que 
“ klim Y |m ,(A . ) I = 0 uniformemente en x ' G B , , segûn la carac-K-x» k = K + l

terizaciôn en |1 2 |, IV.13.3.

Pero, fijados S y x' G B^, , se tiene:

ï (A ) I =  I |m (A )(e ) |  =  I j ■<m ( A. ) ( e. ) , x * >  | v Y;k = l X X  X k k k = l k k

I <m(A )(e ),x'> = I <T"(e y  ï,x'> = < I T"(e. x »  ^ ' x ' >  = 
k = l . k = l A. . k=«l k ,

"P 1= <T"( l e X A ) ;X ' > , dônde ]] e x* ® W(X,1 )'. Es decir, 
k = l  ^ k  k = l  k

que ^ m(A )(e^) es una ser ie dêbilmente incondicionalmente de Cau- 
k = l  ̂ ^
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chy en E , y puesto que E no contiens ningûn subespacio vectorial

isomorfo a C, , es incondicionalmente convergente en E . Asî, fija-

do c » 0 , podemos encontrar K 6 JN tal que || ̂ . a. m(A,)(e )j| <
^ k = K ^ + l  X k K

< E para todo a = G 1 tal que || a || 1 . Y como, para cada

x ’ e Bg, , existe a = G l“  ̂ tal que j| a|| = 1 y

I NÎ!,(A )| = I î a m (A )(e )| , queda que
k - i  X  K  k  = l

1 imi ]] I m ,CA, )| = 0 uniformemente en x' € B , , y por lo tanto
k = K+l "X k L

m(S) es, en efecto, un operador compacto.

La Proposiciôn 21. nos asegura entonces que todo operador

T : CCXjCq)------ ► E es dêbilmente compacto, siempre que E no con-

tenga ningûn subespacio vectorial isomorfo a C g ..
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