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INTRODUCCION

El objetivo de esta memoria es el estudio de algunas cuestiones
de compacidad d&bil en ciertos esﬁacfos de funciones y medidas con va-
lores en un espacio de Banach: es decir, en los espacios de funciones
integrables-Bochner LP(X,E) » siendo 1 < p < 4o , ) wuna medida po-
sitiva y acotada sobre una o-8lgebra, y E un espacio de Banach; ¥y
en los espacios de medidas numerablemente aditivas sobre una g¢-4lgebra

¥ , con valores en E , Ca(Il,E) . Como caso particular especialmente
interesante de este filtimo, se estudia el espacio de 'medidas de Radédn'
acotadas sobre un compacto X , con valores en el dual E' de E :

M(X,E') , que es el dual del espacio C(X,E) de las funciones conti-
nuas de X en E , dotado de la norma del supremo. Este estudio permi
te una serie de aplicaciones interesantes a algunas clases de operado-
res en C(X,E})., con valores en otro espacio de Banach: principalmente,
la de los operadores débilmente compactos.

El tipo de problemas que se abordan en esta memoria fueron re-
sueltos para el caso escalar en los afios cincuenta, de los que datan
los distintos resultados cl&sicos de Grothendieck |1%| y Bartle, Dun-
ford y Schwartz | 1|, que establecieron las primeras caracterizaciones
de los subconjuntos d8bilmente relativamente compactos de LP(n) , con

1 < p < += 3 ca(l) y M(X)., junto con la correspondiente caracte-
rizacibn de los operadores d&bilmente comﬁactos en C(X) . Sin embar-

go, el andlisis del caso vectorial es bastante mis reciente, pese a que



II.

bastfantes de sus problemas se encuentran ya planteados en el tratado
cldsico de Dinculeanu |10| (Notas al 1rred Cabitulo) » junto con la
resolucifn para algunos casos restrictivos. La primera extensi8n com-
pleta al caso vectorial puede ser, quizds, la que se encuentra en el
articulo de Brooks |7 I, de 1972; que demuestra ﬁara ca(r,E) , dbnde

E es un espacio de Banach reflexivo, el resultado establecide por
Bartle, Dunford y Schwartz bara CaCE).; Dos aflos mds tarde, Brooks y
Lewis | 8 | publican una nueva extensi8n de dicho resultade al caso de
que tanto E como su duval E' tengan la bropiedad de Rad8n-Nykodim:
para ello, es necesario ampliar ligeramente las hip8tesis de Bartle,
Dunford y Schwartz, en lo que es bajo todos los aspectos 1lg extensidn
natural al caso vectorial de las condiciones necesarias en el caso es-
calar.

Desgraciadamente, se hizo evidente de inmediato que la exigencia
de que tanto E como E' tuviesen ambos la propiedad de Rad8n-Nykodim
limitaba de alg@n modo, si no el camﬁo de validez de la caracterizacibn,
si al menos el de las demostraciones disponibles. En el mismo afio 1974
se publicé un articulo de Batt | 2| en el que se daban contraejemplos
probando c¢8mo la caracterizacibn fallaba para algunos espacios de Ba-
nach tales que, o bien ellos o bien sus duales, carecian de la propie-
dad de RadBn-Nykodim: e inmediatamente se vi8 que la hipbtesis de que

E tuviese dicha propiedad era estrictamente necesaria para la validez
de la generalizacibn., Adn quedaba, sin embargo, la duda de si también
sucederia lo mismo para E' , o bhien ﬁara este esﬁacio la propiedad de
Raddn-Nykodim podria ser sustitulda ﬁor algun; hip6tesis mds débil.

Precisamente, el Capitulo II de esta memoria estd bdsicamente dedicado
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a depostrar que ellq no es posiblej P;ra que la extensidn natural al
caso vectorial de las caracterizaciones cliAsicas de los subconjuntos
débilmente relativamente comﬁactos de ca(L,e) y LP(X,E) sea cierta
en su forma mis general, es necesario (y suficiente) que tanto el espa-
cio de Banach “E como su dual E' tengan ambos la proﬁiedad de Radbn-
Nykodim.

Este resultado hace soséecﬁar que, si es éosible dar caracteri-
zaciones manejables para tales conjuntos en el caso vectorial, las mis-
mas habr8n de buscarse en direcciones distintas a las intentadas hasta
ahora, basadas en la extensi8n natural desde el caso escalar. Ademis,
preaisamente en el caﬁitulo ya citade de la memoria, se prueba que ta-
les extensiones lo que nos éroﬁorcionan son caracterizaciones de la com
pacidad relativa para topologias que ser&n en muchos éasos estrictamen-
te menos finas que la débil.

Como ya hemos indicado, &1 estudio de subconjuntos débilmente re
lativamente compactos de Ca{EI,E} reviste un especial interé&s cuando
se particulariza al dual, M(X,E') , de C(X,E} , por su importancia
para el estudio de los operadores d&bilmente compactos. Es bien sabido
que, para el caso escalar, este tipo de problemitica tiene su origen en
el Teorema de Representacifn de Riesz que, al permitir identificar el
dual del espacio C(X) de las funciones continuas sobre un compacto X
con un espacio de medidas, puso-las bases para la representacifn de los
opeéradores en C(X)} mediante funciones finitamente aditivas de conjun-
to a valores vectoriales. Teoremas de representacifn anflogos, ahora
para el caso vectorial, se obtuvieron bastante tempranamente: resulta-
dos de este tipo se pueden encontrar en el tratado de Dinculeann ya ci-

tado, asi como en los articulos de Batt y Berg |3 |, Dobrakov lill,

.
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etc, Y de nneyc se presenta el prehlema de fijar las condiciones sobre
el esﬁacio E g¢une aseguren la yalidez de la extensién al caso vecto-
rial de las caracterizaciones;he las distintas clases de operadores,
obtenidas para el case escalar a éarti? de la representacifn menciona-
da.

En el Capitulo III de este trabajo se demmestra, ﬁrecisamente,
que para operadores dé€bilmente ccméactos, y en estrecha relacifn con
los resultados obtenidos en el Caéitnlo IT, la condicifn necesaria y
suficiente para asegurar la validez de la caractefizaéidn es que tanto

E como E' +tengan la broﬁiedad' de Rad8n-Nykodim. Sin embargo, pa-
ra otros tipos de operadores, como son éor ejemﬁlo los incondicion&lmeg
te convergentes, no ha sido ﬁosible llegar a conclusiones igualmente ge
nerales, a menos de imponer nuevas restricciones, como el exigir que

C(X,E) tenga la propiedad V de Pelczyfiski |17]. $% se dan, en cam=-

.
bio, contraejemplos que prueban que tamboco para estos operadores la
extensidn natural de la caracterizaci8n que se tiene para el caso real
es vilida.

Se estudia también, en el mismo capitulo, la extensiBn al caso
vectorial de un resultado clisico de GBrothendieck |1u|, que afirma que
todo operador de  C(X) en un espacio de Banch débilmenteisecuencial~
mente completo es débilmente compacto: resultado &ste que fué extendi-
do por Pelczyfiski para los espacios imagen que no contiviesen a C, .
En 1974, Gamlen |13| prob8 que el teorema original de Grothendieck se-
guia siendo cierto para C(X,E)} , supuesto que E' tuviese la propie-
dad de Rad6n-Nykodim: hipbtesis &sta que, tal y como hemos demostrado,
se puede rebajar a la de que E no contenga subespacio alguno isomor-

fo a l1 .



Se ha mencionado ya que, & menos que el espacio de Banch E

y Su dual tengan ambos la éroﬁiedad de Radon<Nykodim, las caracteriza-
ciones vdlidas en el caso escalar de les subconjuntos ddilmente relati-
vamente compactos de PO y Ca(CZl ne se prestan a una extensibn
natural a LP(A,E) y Ca(Z;E) ry taméoco han tenido &xite los ya nu-
merosos intentos de buscar otros tiﬁos dé caracterizaci8n. Y, sin em-
bargo, tal y como se estudia en el Caéitulc vade esta memoria, la ca-
racterizacifn es posible, en t&rminos bBastante sencillos, cuando E =

l1 : ejemplo quizds el mejor conocide de un esﬁacio que tiene 1la pro-
piedad de Rad8n-Nykodim, careciendo de ella su dual. Elle hace posi-
ble proporcionar demostraciones directas de una serie de resultados,
tales como la completitud secuencial d&hil de los Lp(ﬁ,ll) para 1 <
<p <=y Ca(z.lil., o el tener Llcl,li) la propiedad de Dunford-
-Pettis, que eran conocidos principalmente gracias a argumentos indi-
rectos. Desgraciadamente, y debido a la ﬁeculiar estructura de .].“l ’
el sistema de cabacterizacién emﬁleado barece poco susceptible de amr

pliacifn a otros espacios,

Damos a continuacifn un resumen del contenido de los diyersos

capitulos de esta memoria.

CAPITULO I:
1. Se definen los conceptos de funci8n finitamente aditiva de conjun-
to, variaciBn, semivariaciBn y medida vectorial, y se d& un resu=n.:
men de los principales resultados conocidos sobre estos t6picos.

2. Se definen los esﬁacios ACL,E}Y , PCE,E}) y ca(I,E} , y se resu-

men sus propiedades m#s importantes: en el caso del segundo, se de
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muestran taphién algunas que no se han Pgdido encontrar en la bi-
bliograffa coensultada.

A titule de referencia; se d4 un resumen de los t8picos esenciales
relativos a los esﬁacios de fﬁnciones integrables«Bochner, LF(),E)
Se define el eséacio C(X:EI : y se ﬁasa revista a la teoria de re-
presentacifn de su dual como el eséaéio de medidas M(X,E') , asi
como a la de representacifn de oéeraderes de C(X,E}l en otro espa-

cio de Banach, mediante funciones finitamente aditivas de conjunto,

CAPITULO II:

1.

Se definen las proﬁiedades Pé(ﬁl ; Pé » P(¥1 y P : esencialmen-
te, el que un espacio de Banach E las tenga equivale a que en
LP(X,E) y Ca(EI,E) , reséectiwamenfe; sea vAlida la extensibn des
de el caso escalar de la caracterizaci8n de los subconjuntos débil-
mente relativamente:comﬁactos. Se estudian las ﬁropiedades de in-
varianza y localizacién de P#(A) . Pp , P(¥) y P, asi como
las relaciones entre ellas. En particular, se demuestra que si E
tiene la propiedad Pp(ﬁ) , con 1 i ﬁ < 4o y 4 medida finita y
positiva, E ha de tener 1la probiedad derRad8n-Nykedim respecto- de
A, vy adem8s, si A es la medida de Lebesgue en Eh,il » E imo
puede contener ningfin subespacio vectorial isomorfo a l1 .

Se demuestra que, si E tiene la propiedad Pp(%), con 1 4 p <

< +o , entonces LP(A,E} no puede tener ningfin subespacio isomor-
fo a 11 . Este resultado, junto con los de la secci8n anterior y
la caracterizacibén de Rosenthal de los espacios que no contienen

copias (isomorfas) de 1:l , permite llegar al resultado principal:

si ) es la medida de Lebesgue en D?JJ', y E tiene la propie-
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dad Pp(%l » con 14 p 4 4= , entonces E y E' tienen ambos la
propiedad de Raden—Nykodim; Se sigue come corolario inmediato que
también las propiedades Pﬁ ; 1 i ﬁ < 4o , y P son equiyalentes
a que tanto E como E' tengan la ﬁroﬁiedad de Rad8n-Nykodim, y
por lo tanto tan s8lo en este caso son vdlidas las extensiones a

LP(A3E) y ca(I,E) , para cualesquiera medidas positivas y acota-
das A, 1 < p <+ , y o-dlgebras [ ; de las caracterizaciones
de los subconjuntos d8&bilmente relativamente compactos que se tie-
nen en el caso escalar.

3. Se caracterizan los subconjuntos relativamente compactos en Ca(Z%,E)
para la topologia de la convergencia éuntnal sobre el espacio de
funciones acotadas y medibles-Bochner respecto de la g-8lgebra L,
asi como en LP(A,E) s con 1 < ﬁ <4 4o resﬁecto de la topologia
de la convergencia puntual sobre el esﬁacio Lq(ﬁ,E') s con %+%=1,
cuando E tiene 1la ﬁrobiedad de RadBn-Nykodim; y se estudian las
relaciones existentes con las ﬁropiedades P(Z) vy Pp(%) , respec-
tivamente. Se demuestra tambi&n que, si el espacio E tiene la
propiedad Pp(%) , con 1 < ﬁ < 4o | y es d8bilmente compactamente

generado, también Lp(A,E) es d8bilmente compactamente generado.

CAPITULO III:

1. Se demuestra que, fijados un espacio topol8gico compacto y separa-
do X , y un espacic de Banach E , el que los operadores dé&bilmen-
te compactos T : C(X,E} —— P , con F espacio de Banach cual-
quiera, esté&n caracterizados éorque su 'medida asociada' m toma

valores en el espacio de los operadores débilmente compactos de E



VIII.

en F , y es de semivariacifin contdnwna en el yacto, equiyale a que
E! tenga la propidad PCGaCXXL + Siendo Ba(X)Fla O-8lgebra de
Baire en. X , Por lo tanto, fijade E ; dicha caracterizaci8n es
cierta para cualquier compacte seﬁawado X (e, en particular, para
X = to,lj) si y s8lamente s E' y E" tienen la proéiedad de
Raddén-Nykodim. ’
2. Se estudian los oﬁeradores incondicienalmente comvergentes de
C(X,E) , con X compacto seéarado: en un eséacio de Banach cunal~
quiera F . En particular, se demuestra que si C(X,E} tiene la
propiedad V de Pelczyfiski C(es decir, los oﬁeradores débilmente
compactos e incondicionalmente convergentes sobre C(X,E) coinci-
den) , dichos operadores estdn caracterizados borque su medida =
asociada toma valeres en el espacio de las ablicaciones lineales
incondicionalmente convergentes de E en P , y es de semivariacién
continua en el vacio, si y sBle si E' tiene la propiedad P(Béx».
Ello proporciona un contraejemélo a la conjetura de Swartz de que
tales propiedades caracterizasen a lo oﬁeradores dncondicionalmente
convergentes én C(X,E}) para cualquier espacio de Banach F.
3. Esta seccidn estf dedicada fundamentalmente a demostrar que, cuando
E y F son espacios de Banach tales que E no contien ningfin
subespacio vectorial isomorfo a ].1 » y F es débilmente secuen-
cialmente completo, entonces todo operador dontinuo de C(X,E) en
F es débilmente compacto, siendo X un compacto separado cual-

quiera,

CAPITULO IV:I
1. Se d4n distintas caracterizaciones de la convergencia d&bil y los

subconjuntos débilmente relativamente compactos del espaaio
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.
1. 1 . A P
L (A,l 1, con 'A nmedida finita y pesitiya, junto con demostra-
ciones directas de la completitud secuencial d8bjl y la propiedad
de Dunford-Pettis de dicho espacio.
Se realiza un estudio similar de la toﬁologia débil en los espa-
. P 1 '
cios L (A,1I%), con 1 < p R 4% .
Se caracterizan los subconjuntos d8bilmente relativamente compactos
de Ca(t.li) .
Se utilizan los resultados de la seccibn anterior para estudiar los
operadores en C(X,C,) , con X compacto y separado; en particu
lar, se caracteriza la clase de los operadores dé&bilmente compac-

tos.






CAPITULO I

En el presente capitulo, aparte de establecer la notacidn que
utilizaremos a lo largo de la memoria, daremos toda una serie de re-

sultados previos sobre ciertos tdpicos.

Muchos de tales resultados son ya conocidos, y aparecen acompa
fiados por las referencias correspondientes; otros quizis lo sean,
aunque no hemos podido encontrarlos de modo explicito en la bibliogra
fiq consultada. Sin embargo, todos ellos tiemen en comiin su cardcter
técnico, de instrumentos que han de sernos Gtiles en el desarrollo .

posterior de la memoria.

Sea E un espacio de Banach. Indicaremos por:

- B, = {x6E | IIx]{< 1}, 1a bola unidad de E

- E', el dual topoldgico de E, con su norma dual, que es a

su vez un espacio de Banach.

- o(E,H), la topologia en E de la convergencia puntual sobre
los elementos de H, donde &ste es un subconjunto cualquiera
de E'. En particular, llamaremos a o(E,E') topologia dé&-

bil en E, y a o(E',E) topologia débil* en E'.

- L(E,F), el espacio de las aplicaciones lineales y continuas

de E en otro espacio de Banach F, con la normal usual:

flufl = sup {llucx)}| [x 6 B}, W%u 6 L(E,F). Es sabido que,




en dicha norma, L{(E,F) es a su vez un espacio de Banach.

- K indicara siempre al cuerpo de escalares, supuesto R & C.

1. Funciones finitamente aditivas de conjunto

Sean: I una O-3lgebra de subconjuntos de un conjunto X; E
y F dos espacios de Banach. Dada una aplicacidn:
m: L — L(E,F), que llamaremos genéricamente funcidn de

conjunto , diremos que m es una funcidén finitamente aditiva de con

junto, si verifica que:
m(AYU B) = m(A) + m(B), ¥A,B 6 L, con ANB = @.

Se dice que una funcidn finitamente aditiva de conjunto m es una me

dida si, para toda sucesidn {An}nGN': LI de conjuntos disjuntos dos

a dos, se tiene:

oo
m(A) = z m(An), siendo A = U A, donde la convergencia
n=1 n 6

tiene lugar en la norma de L(E,F).

Dada una funcidn finitamente aditiva de conjunto
m : L — L(E,F), 1le asociamos candnicamente las siguientes funcio-

nes de conjunto:

a. |m| : I — R+, semivariacién de m, definida segin:
. n
VA 6 I, [m{CA) = sup {]]| | mCaA)(x)]]|/ {Al,...,A } parti-
i i i n

cidn de A en I, Xyseeesx € BE}



donde la palabra "particién" se considerari siempre en el sentido de

“"particidn disjunta", es decir, {Al,...,An} es una particidén de A
n

A..
i — i

en I si: A, 6L ¥i=l...n; Ai(\ Aj =¢ vi$j, y A =
1

"

b. v(m) : T —— r' , variacidén de m, definida segiin:

n
VA 6 I, v(m)(A) =sup { ] llm(Ai)H /{A;,...,A ) particidn
i=1

de A en I}

c. m: L —— F = L(K,F) ¥x 6 E

A — m(A) (%)

d. m_, + L —— E' = L(E,K), ¥y' 6 F', definida segiin:

¥A 6 I, <x,my,(A)> = <m(A)(x),y'> Vx 6 E

.

Estas funciones de conjuntos, asociadas a m, poseen las siguien
tes propiedades, cuya demostracidn se puede encontrar, p.ej., en [10],

1.83 y 1.684:

1., Proposicidn: Dada una funcién finitamente aditiva de conjunto,

m : L — L(E,F), se tiene:

a. Iml es una submedida, es decir, verifica:
i) |m|(¢) = 0
ii) |m|(A U B) < [m[(A) + |m|(B) VA,B 6 I

iii) [m|(A) < |m|(B) %A,B 6 I tales que A CB.

y dm |l < [nla) wa 6 1.

[SR—.



b. v{(m) es una funcién finitamente aditiva de conjunto, y
|m|(A) < v(m)(A) WA 6 I. Ademds, si m es una medida, v(m)

también lo es.

c. ¥x 6 E, ¥y' 6 F', moy my. son funciones finitamente adi-
tivas de conjuntos que seridn medidas de serlo m y, ¥A 6 I,

se tiene:

lme LAy < IIxll Imicars moulca) < Iyl Imlca);

[al ) = sup Cln [A) | y' & Bp)

F’

d. Siempre que F = K, se tiene que |m| = v(m). En particular,
¥y' 6 F', v(my,) = Imy.l, y por conveniencia utilizaremos es
ta Gltima notacidn.

En cuanto sigue, jugardn un paped primordial las funciones fini
tamente aditivas de conjunto m de semivariacidn acotada, es decir,
tales que existe M > 0, con Im|(a) <™ VA 6 L (o equivalente-
mente, tales que |m|(X) < +=, debido a la propiedad (a -iii) de
la proposicidn anterior). En este sentido, la semivariacidn asociada
a una funcidn finitamente aditiva de conjuntc es una funcidn de con-
junto a valores positivos que serd @itil para estudiar su comportamien
to, pero presenta el grave inconveniente de no ser, en general, una
medida, ni siquiera en el caso de que la funcién finitamente aditiva
de conjunto lo sea. Este es un inconveniente que no tiene, en cambio,
la variacidn, aunque si presenta el de no ser finita ni adin en el ca-
80 en que la funcidn finitamente aditiva de conjunto tenga semivaria-

cidn acotada.



Para obviar ambos inconvenientes, convendria asociar a una fun-
cién finitamente aditiva de conjunto m, una medida positiva y fini-
ta que de algln modo permita interpretar el comportamiento de m. Pa

ra ello, utilizaremos los siguientes conceptos:

Dada una funcidn finitamente aditiva de conjunto,

m: L —— L(E,F), diremos que su semivariacidén es continua en ¢

si, para toda sucesidn {An}nGNC: L, tal que A4 @, se tiene que
lim Iml(An) 2 0. Y diremos que la medida positiva X: [ —— R+
n-rec

es una medida de control para m si verifica: lim |[m|(A) = 0 y
A(a) »0

A(a) < |mj(a) wA 6 L.

Se tiene entonces el siguiente resultado, cuya demostracién pue
de encontrarse, p.ej., en I 9!, 1.1.1B y 1.2.4. (teniendo en cuen-
ta, naturalmente, que 8i la gemivariacidn de m es continua en @,

entonces m es una medida):

2. Teorema. Dada l& funcidn finitamente aditiva de conjunto

m: £ ——— L(E,F), de semivariacidn acotada, son equivalentes:

i) |m] es continua en @.

ii) 1la familia {lmy.| /ly' 8 BF'} es equicontinua en @, es de-

cir ¥y {An}nGN cC I, tal que An ¢, se tiene

lim |m .|(A ) = 0 uniformemente en y' 6 BF"
n+ o y n

iii) La familia {Imy,[/y' [ BF.} es equiexhaustiva, es decir,
V{An}nGN C I, sucesidn de conjuntos disjuntos dos a dos,

lim |m_,|(A ) = 0 uniformemente en y' € Bpos
n+ o y n



iv) La familia {Imy.| /y' 6 BF'} es uniformemente o-aditiva,

es decir, |my.| es una medida W¥y' 6 Brvs ¥ V{An}nGN su-
cesidn en Y de conjuntos disjuntos dos a dos,
oo

l1im Z‘ [my,l(An) = 0 uniformemente en y' 6 B

[
N+ «© n=N+1 F

. +
v) m posee una medida de control A : I —— R .
Resulta interesante recordar aqui un resultado cldsico, el Teo-

rema de Orlicz-Pettis, del que haremos uso mds adelante, y cuya demos

tracién se puede encontrar, p.ej., en |[12], 1IV.10.1:
3. Teorema. Sea la funcidn finitamente aditiva de conjunto

g ¢t I —E-=L(K,E). U es una medida si y sdlo si ux. es una me

dida ¥x' 6 E'.

2. Espacios A(Z,E), F(I,E) y ca(E,E)

Fijemos la og-dlgebra I de subconjuntos de un conjunto X, ¥y

el espacio de Banach E.

Definimos A(I,E) como el espacio de las 'funciones simples'

n

a valores en E :f : X — E; donde f = Z
i=1

X, . con
1 xAi’

Xyse.2sX 6 E y {AI""’An} particién de X en I, siendo X,

la funcidn caracteristica del conjunto A.

A(L,E) es trivialmente un espacio vectorial, al que dotamos de

la norma del supremo:



||f“m = gup {J|£Ce)|| /t € X} = midx {"xi||/i=1...,n},
n

Vi = '2 XX, 6 A(L,E).
i=1 i

Dado un segundo espacio de Bamach F,y m: I — L(E,F) fun
cién finitamente aditiva de conjunto de semivariacidn acotada, se pue

de definir el operador:

A(L,E) ————— F

n n
£= 7 x..x, —— J fdm= ] m(A,)(x,)
i=1 1Ay x i=1 3 1

que trivialmente es lineal, y ademds verifica:

n n
a) ¥t = § ox..x, nj fdml] = ) mapd Gl Helylnlo,
i=1 i x i=1
es decir, el operador es continuo, y se puede comprobar que su

norma coincide con |m|(X).

b) Si se define, ¥A €6 I, JAfdm = L( xA.fdm ¥f € A(L,E) (que
estd bien definido, pues f € A(L,E) y A 6 I = xA.fGA(Z,E)L

se tiene que: m, : I — F = L(K,F)

A ————— I fdm
A

es una funcidn finitamente aditiva de conjunto, de semivariacién
acotada, verificando ademdis: VA 6 I, lmJ(A) < [IXA.fHm .

. Imla).

Definimos F(IL,E) como el espacio de las funciones f :X —— E

que son 1imite puntual de una sucesifén acotada (fn)nGN C A(L,E).



F(L,E) es un espacio vectorial, y se comprueba sin mayor dificultad

la siguiente caracterizacidn:

4, Proposicidén. Una funcidn f : X —— E pertenece a F(LZ,E) si

y sdlo si verifica:
i) f est3d acotada
ii) f toma valores en un subespacio vectorial separable de E.

iii) ¥G abierto en E, £ 1(G) € I.

Por la condicidén (i) de la proposicidn anterior, a F(I,E) se

le puede dotar naturalmente de la norma del supremo:

flelh, = sup (IECE)]|/ £ & X}, ¥f & F(I,E)

Y, con la misma, se demuestra facilmente que F(I,E) es un espacio
de Banach, que contiene a A(I,E) como subespacio vectorial. Adenis,

¥f 6 F(L,E), 1la sucesidn (f < A(L,E), acotada y que converge

n)nGN
a f puntualmente, que existe por definicidn, se puede elegir siem-

pre de modo que "f“||mi "fl[ou ¥n 6 N.

El siguiente lema es un paso previo en la demostracifn de que
el operador: A(L,E) ——~+ F, se puede extender a F(I,E)
f — J fdm
X
para algunas funciones finitamente aditivas de conjunto

m: L — L(E,F), de semivariacidn acotada.

5. Lema. Sea m : I —— [(E,F) una funcién finitamente aditiva de

conjunto, cuya semivariacidn estd acotada y es continua en @. Enton



ces, V(fn)nGNC: A(L,E), sucesidn acotada que converge a 0 puntual-
mente, se tiene que: lim I fn dm = 0 en F.

n+ o ‘X
Demostracidn. Por el Teorema 2, al ser la semivariacidén de wm acota-
da y continua en @, se tiene que existe una medida de control para
m, A : I —— R+. Se sigue entonces del Teorema de Egoroff (ver

| |, 111.6.12), que al ser (fn) una sucesidn de funciones sim-

n6N

ples que convergen a 0 puntualmente, convergena 0 A-casi uniformemen-
te., Es decir, fijado € > 0 y siendo M > 0 tal que ||fn"m <M
¥n 6 N, se tiene que existe X, € L, con X(X\XE) < GE, y

fnﬂﬂ + 0 uniformemente en t € XE; donde 6_ > 0 es tal que

£

A(A) < 6E — |m|(A) < E% (que existe, por ser A medida de control
para m). Por otro lado, y puesto que fn(t) + 0 uniformemente en
t 6 X_, se tiene que 3 n. 6 N tal que, ¥n 2 n, "fn(t)ll <
< -—E———, ¥t 6 Xe- (Naturalmente, suponemos Iml(x) > 0, pues

2|m|(x)
en caso contrario se tendria m(A) = 0 YA 6 I, y el Lema seria tri
vial).

Queda entonces, ¥n >n _:

- €
||[fndm||= 1|] fndm+J fndm"i“J £ odn ||+
X X X\X€ X
cfram s g gl el ¢
€
+ Ix £, lm] (XX ) <« —5— mfj(x) +
X~Xe n''® E; 2|m|(X) €
+ £

- Megll, < e
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Y, efectivamente, J En dm — 0 en F.

X
6. Teorema. Para cada espacio de Banach F, vy para cada funcidén fi-
nitamente aditiva de conjunto m : L —— L(E,F), cuya semivaria-

.
cidn estd acotada y es continua en @, se define el operador:

F(E,E) — F

f — I fdm
X

gsegiin: [ fdm = 1lim J fndm, siendo (fn)nGN _ A(L,E) una suce-
X n+ o X

gidén acotada que converge a f puntualmente.
Se tiene que dicho operador es lineal y continuo, de norma
igual a |m|(X), y verifica que, ¥f 6 F(I,E), 1la funcidn de conjun

to definida segiin:
. O —
meo: z F
A — I fdm = J X, £dm
A X

es una funcidn finitamente aditiva de conjunto de semivariacidn acota

da, con: Imfl (A) < ﬂfoHw fm}(a) VA ¢ I.

Demostracién. E1 operador est3d bien definido, pues sea f & F(I,E)
y sean (fn)nGN’ (gn)ngnc: A(IL,E) sucesiones acotadas que convergen

a f puntualmente. Como (f )nGN c A(IL,E) es una sucesidn acota-

n &n

da que converge a O puntualmente, se tiene que lim J (fn—gn)dm =0
X

n+ o
por el Lema 5, y por lo tanto lim I fndm = lim gndm, si uno de
n> «©’/x n+ o X
dichos limites existe en F. Ahora bien, ( fndm)nGN es una suce

X
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sidén de Cauchy en F, pues dadas (fnk)kGN y (fsk)kGN’ subsucesio

nes cualesquiera de (fn) se tiene, tambi&n por el Lema 5, que

n6N’

1lim I (f -f )dm = 0. Luego, por ser F un espacio de Banach,
K+’ "k Sk

existe [ fdm = 1lim J fndm.
X n* o ‘X
Ademds, si la sucesidn (fn)nGN se elige con la condicidn:
Nefl, < lel, 9¥nem, al ser ujxf,,dmu <lefl. Il por
pertenecer f_a A(L,E), se tendréd: "I fdn|l = 1im [ f dml| <
n n
X n+ o ‘X

< ||f||m |m|(X), es decir, la norma del operador es menor o igual que
lml(X). Y puesto que, por definicidn de semivariacidn, ¥e >0
n

3s, - -21 x;.X, © A(E,E), con |le |1 vy
i= 1

n
[ml(x) <||] mADxH] +¢€ = "I f dm|] + €, se sigue que la norma
=1 i i x €

del operador coincide con |m|(X).

Por otro lado, para f 6 F(IL,E), xA.E 6 F(I,E) VA 6 I, 1luego

n egtd bien definida; y es una funcién finitamente aditiva de conjun

.

f
to, por vevrificarse dicha propiedad cuando f 6 A(L,E). Analogamente,
se deduce que: |m.|(A) <lx, €l Im](A) wA & %, con f 6 F(L,E),
de verificarse esta desigualdad ¥f 6 .A(L,E), y en particular para la
sucesidn (fn)“G y due converge a f puntualmente y tal que

he e < Hell, wn 6w,

El espacio Ca(I,E) se define como el de las medidas

g4 : L —+Ec L(E', K), de semivariacidn acotada, con la norma:
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flufl = {v](X): norma de la variacidn (semivariacidn) total. En este
caso, como ya se indicd en la Proposicién 1, lul = v(uw), vy por lo

tanto para u 6 Ca(L,E), |u[ € Cca(L) = Ca(l,K).

7. Proposicion. Ca(Z,E) es un espacio de Banach, y tanto A(I,E')

como F(I,E') se pueden identificar a subespacios vectoriales nor-

mantes de Ca(L,E).

Demostracidn. Se comprueba trivialmente que Ca(I,E) es un espacio

vectorial, en el que la variacidn total es, efectivamente, una norma.
Al ser E un espacio de Banach, comprobar la completitud de Ca(L,E)
es un ejercicio igualmente sencillo, utilizando la versifn del Teore-

ma de Nykodim para medidas vectoriales (ver |12|, 1v.10.6).

Para la segunda parte de la proposicifn, bastara demostrar gque F(L,E'")
se puede identificar a un subespacio vectorial de Ca(Z,E)', y que

A(Z,E') es normante sobre Ca(Z,E)..

Sea f 6 F(L,E'). Para cada U 6 Ca(L,E), puesto que
gy : T —+Ec[L(E',K) estd en las condiciones del Teorema 6, pode-

mos definir:

Vf : Ca(l,E) — K

N
X

que esg trivialmente un operador lineal, y se tiene:

Vel = 1] faul < llel - Iuloo = Nel, - Bull,
X
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luego vl < el

Por otro lado, al ser Ilf“w = sup {|l£(e)l] 7/t € X}, dado €> 0,
existe to 6 X tal que "f"m < llf(te)“ +€/2, y existe

x, 6 By tal que "f(t£)|l < | < x., f(t) > | + e/2.

Definamos entonces Bt I —— E segiin: ¥A 6 L,

si t_ €6 A

XE €

. Se comprueba facilmente que 16 Ca(L,E),

UE (A) = {

0 si t_ ¢ A

lluell < er i <1, L gdue = < xe,g(te) > ¥g 6 F(Z,E'). Entonces:
lvell > v | - |Lf.du€i S x> ] 2
> |lel, - e, y por lo tanto |V || = [£ff,.
En consecuencia, el operador:

F(L,E') —— ca(I,E")

f — Vv

f
es una isometria, que permite identificar F(I,E') a un subespacio

de Ca(I,E)', segifin: ¥f 6 F(I,E'),
<ﬁ,f> = I fdu ¥u 6 Ca(Z,E)
X

En adelante, dicha identificacidn se dard siempre por supuesta; anidlo
gamente la de A(I,E'), que se deduce de ser €ste un subespacio vec-

torial de F(I,E').

De la definicidn:



14,

n
[ull ={ulx) = supl| } <u(Ai),x;>| / {Al,...,An} particidn
i=1

v

de X en I, xl,...,x; € B_,}, ¥u 6 Cca(Z,E)

El
se sigue inmediatamente que tanto A(L,E') como F(ZI,E') son norman

tes sobre Ca(f,E).

El resultado cldsico de Bartle, Dunford y Schwartz, que caracte
riza los subconjuntos débilmente relativamente compactos de Ca(l),

nos permitird afiadir algunas propiedades interesantes.

8. Teorema. | 1| Un conjunto K — Ca(L) es débilmente relativamente
compacto si y sSlamente si estd acotado en norma, y verifica alguna

de las condiciones equivalentes:

Ay 'K es equicontinﬁo en , ¢

AZ' K es uniformemente oO-aditivo

A3. K es equiexhaustivo

A4. Existe XA 6 Ca(L), positiva, tal que lim u(A) = 0

A(A) »o
uniformemente en u € K.

Como primera consecuencia inmediata se obtiene el:

9. Corolario. Dada la funcidén finitamente aditiva de conjunto

m: L — L(E,F), de semivariacién écotada, las condiciones del Teo

}

rema 2 son ademds equivalentes a que el conjunto {Imy.[ /vy GBF.

esté contenido en Ca(I) vy sea débilmente relativamente compacto.

Y, de forma algo menos inmediata:
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10. Corolario. ©Para toda u 6 Ca(L,E), se tiene que:
a. {ux. lx' [} BE'} es débilmente relativamente compacto en Ca(l).
b. {u(A) /A 6 £} es débilmente relativamente compacto en E.
(Ver |12|, IV.10.2. para la demostracidén de (a), vy |9 I, 1.5.3.

para (b)).

Finalmente, hagamos notar que, dada una funcidn finitamente adi
tiva de conjunto m: L —> L(E,F), si su semivariacidn es acotada

y continua en @, entonces my. 6 Ca(I,E') yy' € F'.

3. Espacios LP(),E)

Fijemos una o-&lgebra I de subconjuntos de un conjunto X,

una medida positiva A 6 Ca(Z,E), y un espacio de Banach E.

Dada una funciém f : X —— E, diremos que es \A-medible si
existen (fn)nGNC: A(L,E) y xo €6 L, tales que A(X~ Xo) =0 vy

f“(t) — f(t) ¥t 6 X -
Fijado f, -para cada x' € E' se puede definir la funcidn:

<f,x'">: X —— K
t ——— <f(t),x"' >

que es )A-medible siempre que f 1lo sea.

Se tiene las siguientes caracterizaciones cldsicas de las fun-

ciones i-medibles:
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11. Proposicidn. Sea f : X —> E funcidén. Son equivalentes:

a. f es A-medible
b. existe X, 6 I tal que A(X~ xo) =0, y f(xo) engendra un
subespacio vectorial separable de E; ademds, para todo G

abierto en E, existe A 6 I tal que A(A) =0 vy f-l(G)\AGZ.

c. existe X, 6t tal que A(X~X ) =0 y f£(X)) engendra un
subespacio vectorial separable de E; ademds, para todo x'GE',

1a funcién <f,x'> es A-medible.

Si £ : X —— E es una funcidn A-medible, se comprueba fa-
cilmente que la sucesidn (fﬂ)nGN(: A(X,E) de la definicidn se puede
elegir siempre de modo que "fn(t)|l < Jle¢e)|] %t 6 X. Ademds, y
por el Teorema de Egoroff (ver |12]|, 1I1.6.12), puesto que
fn(t) — f(t) vt 6 xo, con A(X S Xo) = 0, se tiene que
fn — f A-casi uniformemente, es decir, ¥e >0, X€ 6 I tal

que A(X \XE) <e y f ——f uniformemente en Xs.

Hay que hacer notar también que de la definicidn de funciédn
A-medible se deduce inmediatamente que el espacio F(I,E) estd forma

do por funciones A-medibles, ¥X 6 Ca(l), medida positiva.

Sea p tal que 1 < p < 4w P y LP()) serdn los es-
pacios usuales de Lebesgue, de funciones y clases de funciones escala

res, dotados respectivamente de la seminorma NP y la norma " "p’
(ver, p.ej., ‘12|, I1I1.3 y IV.8 para la definicidn y propiedades de

.
estos espacios).
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Se tiene que, si una funcidn f : X —E es JA-medible, tam
bién lo es la funcidn: INeff ¢ x — ¥ (Ello resulta de que,
¥f 6 A(L,E),
t — el

el & A(E) = A(Z,K)..

Entonces, dado p tal que 1 < p < +», se define [ p(A,E) co
mo el espacio de las funciones JA-medibles f : X —=+ E, tales que
||f” ¢ LP(1), dotado de la seminorma:

N, ¢ LPOGE) — &t

£ ——— w,clicl)

A su vez, LP(A,E) serd el espacio cociente Lp(X,E)/N;l(O), dotado
de la norma cociente, que indicaremos por " "p al igual que en el
caso escalar: pues, como se comprueba facilmente, si f 6 LP(A,E),

Hell, = HWoHel W, con E]l & LPOV).

Tanto A(IL,E) como F(I,E) son subespacios vectoriales de
LP(A,E) para cada p tal que 1 < p < +w; indicaremos con la mis
ma notacidén los subespacios correspondientes de tP(r,E), segiin la
norma usual de identificar cada clase de funciones con una cualquiera

de sus funciones representantes.

Se tiene que LP(A,E) es un espacio de Banach para todo p,
con 1 < p < +w; ademds, si p < +o, A(L,E) es denso en LP(A,E)

(ver |10}, 1II. §12, Th. 3. y [12], 111.3.8.).

Hay que hacer notar que, si f € LP(A,E), con p > 1, enton-

ces f 6 LI(A,E), y se verifica:



18.

- 1/q 1.1 ;
l|f||l Jx fellax < a¢x) - £y, con s te - 1 (si

p =+, gq=1)

Damos a continuacién un resultado general, muy simildr al Teore
ma 6, que nos permite establecer una cierta relacidn entre los espa-
cios LP(A,E) y ciertas funciones finitamente aditivas de conjunto
m: L —+ (E,F). En efecto, si m es semivariacidn acotada y po-

see una medida de control positiva A 6 Ca(E), se dird que una fun-

cién f : X—— E es m-integrable si y sdlo si f 6 LI(A,E), en
cuyo caso, siendo (fn)nGNc: A(Z,E) una sucesidn tal que
f“(t) — £(t) ¥t 6 xo, con Xo 6 I y A(X'\Xo) = 0, defini-

mos: J fdm = lim I fndm 6 F.
X n> o X

La demostracidn de que esta definicidn es consistente es andlp
ga a la del Teorema 6. Y m define entonces, ¥p <con 1 < p < + =,

un operador lineal:
LP(\,E) ———— F
f —> I fdm
X

Ndtese que, en general, este operador serd continuo tan s8lo para
p =+ ®,  Sin embargo, si m=XA:LI —XK&L(E,E), el operador

es continuo ¥p, y se tiene entonces:

M ranll < [ Welar = qel, <200t e, v 6 1Poum,
X X
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Un importante problema en relacidn con los espacios LP(A,E)

estriba en dar alguna caracterizacidn manejable de sus espacios dua-

L}

les. En el caso E K, es bien conocida la dualidad Lp(x)' =

= Lq(A), con % + =1, valida ¥p < + o, (Ver |12|, Iv.8.1,

F-NEe

Iv.8.5).

Un resultado andlogo para el caso vectorial se obtiene mediante
la propiedad de Raddn-Nykodim (P.R.N.), que se enuncia de modo siguien

te:

Un espacio de Banach E tiene la P.R.N. si, para toda o0-31-
gebra I de subconjuntos de um conjunto X, cualquiera, y para toda
u 6 Ca(Z,E) absolutamente continua respecto de una medida positiva
A 6 Ca(f) (es decir, tal que u(A) =0 VA 6 I con A(A) = 0),

existe g € LI(A,E) verificando: u(A) = J gdA YA 6 L.
A

(Ver en | 9[, 111, IV, V y VI, formulaciones equivalentes de la
P.R.N., asi como caracterizaciones y propiedades de los espacios que
la poseen). Se tiene entonces que si, y solamente si, E’ tiene la
P.R.N., LP(A,E)' = L9()A,E'), para todo p tal que 1 < p < +e,

y L,1. 1. (Ver | 9|, IV.1.1). Sin embargo, en el caso general

-]
-1

se dd tan s8lo el siguiente resultado de dualigad parcial entre

LP(R.E) y Lq(A,E') (ver una demostracidn en lg I, 1v.1):

2. Proposicidén. Sea p, tal que I' < p<+w, 'y q tal que

1 P
1 1 : .. q v
> + q = 1. Se tiene, fijada g 6 L (A,E"'):

a. Vf 6 LP(A,E), 1a funcidn:
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<f,g> : X ———— K
t ———— <f(t),g(t)>

1
pertenece a L (A), 'y H<f,8>||1 < ||f"p ||8“q

b. La aplicacién vg : LP(X,E) —— K

f ——— I <f,g>dA
X

es un elemento de LP(A,E)', y “Vg|| = ||8"q'

Asi, la aplicacidn: Lq(A,E') —_— LP(X,E)', es una isometria

g ——* v

14
entre Lq(A,E') y un subespacio de LP(A,E)', que permite considerar
al primer espacio sumergido en el segundo, identificando g con Vg'
Ademids, con dicha identificacidn Lq(A,E') es normante sobre
LP(A,E) y separa puntos en dicho espacio. Por @ltimo, A(I,E') como

subespacio de Lq(A,E') es normante sobre LP(A,B) para cualquier

p con 1 <p < +o,

En adelante, daremos siempre por sentada la identificacién esta
-

blecida en la proposicidn anterior.

Una caracterizacidn de LP(R,E)‘, de la que haremos un amplio
uso en lo sucesivo, se obtiene de |10|, II. §13. Th. 8 y Th. 9: hay
que notar que la parte (iv) se verifica debido a que, para cada
A 6 Ca(l), existe un lifting p : Lw(l) —_— Lm(k). (Ver ]10|,

II. §11. Th.l).
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1.3. Proposicidn. Sea E un espacio de Banach, y sea p tal que

1 <p < +x, Para cada v 6 LP(A,E)’, existe una funcidn

g ¢ X —— E' verificando:
. q -
i ls e L0, v He,lly = Hell.

ii) Para toda f € LP(A,E). la funcidn <f,gv> pertenece a

ttony.

iii) v(f) = J <t.g > dr  ¥f 6 LP(A,E).
X
iv) Ademds, si »p=1, g, se puede elegir con unicidad con 1la

condicidn: D(gv) = g,» donde p es un lifting en Lw(l),

v D(gv) =g significa que, ¥x 6 E, p(<x,gv>) = <x,g.>.

v

Reciprocamente, toda funcidn que verifique (i) e (ii) define,

por (iii), un elemento vg [ LP(A,E’).

4. E1 espacio C(X,E) y su dual M(X,E')

Fijados un espacio de Banach E y un espacio topoldgico compac
to y T2’ X, 1llamaremos C(X,E) al espacio de las funciones conti-
nuas £ : X+ E, con la norma del supremo HHell, = sup {lECeY]|/

/ t € X}. Debido a la completitud de E y a las propiedades de 1la
convergencia uniforme, se obtiene inmediatamente que C(X,E) es un

espacio de Banach.

El siguiente problema consiste en caracterizar su dual, que de-

notaremos pot M(X,E').
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Un primer resultado, ya conocido y que se deriva de forma inmg
diata del Teorema de Representacidén de Riesz (ver, p.ej.,]20|, 2.14)
es que, pa;a E =K, M(X) = M(X, K) se identifica candnicamente
con el espacio de las medidas de Radén acotadas u : BD(X) — I
(siendo Bo(x) la o-3lgebra de Borel em X), dotadas con la norma
de la variacidn total: IHull = [wjx) La identificacifn se reali-
za candnicamente segiin: para cada yu medida de Radén acotada,

<o,u> = L $du  ¥h € C(X)

" Sea v 6 M(X,E"). Para cada x € E, definimos:

v_ : C(X)

K
x
¢ —— v(x ¢)
y tenemos que Ve 6 M(X) : 1luego existe L Bo(x) —— K, medi

da de Raddn acotada, tal que vx(¢) = J ¢ d My ¥¢ 6 C(X).
X .

Definimos entonces: B o Bo(x) — E' = [(E,K) segfin:
dado A€ BO(X), <x,u(A)> = ux(A) ¥x 6 E. |y estd bien definida,
pues  [<x,u(a) > = Ju | <l )y < B ll = v b < W=l Bl

¥x € E.

Adem3a, | es de variacidn (en este caso, equivalentemente, se
L]
mivariacidn) acotada. En efecto, sean {Al,....An}particiGn de X
en BO(X), Xpseoe,X, 8 By ¥i = 1,...,n, v es una medida de

Raddn acotada y, por lo tanto, regular: asi, fijado € > 0,

*
¥i=1,...,n existen Ki compacto, Gi abierto en X, tales que
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* * £ .
K, €A, €6,y |uxi|(cixxi) < 35+ Por otro lado,
K, 0N Kj C‘.Aif\ Aj = ¢ Vi # j =—> por ser X compacto, (y, por
consiguiente, regular), ¥i = 1,...,n existe Gi. abierto en X,

* . g« ’
tal que K; € 6; €6 y G; N Gj @ vi #j. Y, al ser X com
pacto y Tz, y por lo tanto normal, W¥i=l,...,n existe una funcidn

continua q)i : X — [0,1], tal -que ¢i(Ki) = {1} y

$;(X~6;) = {0} (Lema de Urysohn). Se tiene asi:
n
£ = izl x; - ¢; 6 C(X,B), y ||f€|| = mix {"xi” | i=1,..,n} < 1.

Por lo tanto:

v

n o
| I uwap x| < lizl A (x) = v | + v ] =

i=1
n n
- |.Zl HA) (x)) - izl vix .90 + |v(fe)| <
n
< lizl Cu (A3) - L $; duxi>| + v <
I ) I, |
< u, (A, VK| + J ¢. dlup +
izl i i=1 Je,~x, * %y
1 1
n * .
+ vl etz 2. -21 b, 1 i~k + divif< e+ vl
1= 1 .

Luego, para cada particidn {Al,...,An} de X en BO(X),
n

Xppeeenx, € By | ) w@) G < vl = Julx) < divll, vy ow
i=1

es de semivariacidn acotada.

Queda ya tan s88lo ver que |u| es una medida de Raddn acotada

(y, por lo tanto, | serd una medida). Pero esto se consigue fdcil

"
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mente sin mds que comprobar que el conjunto {ux / x 6 BE} es débil

mente relativamente compacto en Ca(Bo(X)).
Asi, y puesto que C(X,E) es un subespacio vectorial de
F(X,E) = F(BO(X),E), se tiene que el operador:

C(X,E) —— K

f —m—mmm I fdu
X
es lineal y continuo, segiin el Teorema 6.

Ahora bien, sea G(X,E) el subespacio de C(X,E) formado
n

por funciones de la forma: f = Z xi’¢i’ con XysoeesXy, 6 E vy
i=1
b.9+..,0_ 68 C(X): se comprueba ficilmente (ver, p.ej., la demostra
i n =

cién en 10| ITI. §19. Prop. 1), que G{X,E) es denso em C(X,E). Y co-

n
mo, para cada f = z L ¢i 6 C(X,E), se tiene:
i=1
) ) ]
v(f) = vix..$.) = I ¢, du = J ¢ X..0.)dy =
=3 S 3 R SR ) SHE 5 B
=deU’
X
se sigue que v(f) = I fdu ¥f 6 C(X,E), y por lo tanto:
X

vl = 1] caul < [ Hellalul < Bell, . lulao —
X X

= ivil < Julx)
Ello nos permite identificar M(X,E') con el espacio de las medidas
T BO(X) + E', tales que ]ul es una medida de Raddn acotada, dota
das de la norma de la variacidn total Nult = Ju]oo. En efecto,

acabamos de ver que, para cada v 6 M(X,E'), existe una medida u
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en tales condiciones, verificando que v(f) = I fdu ¥f 6 C(X,E),
X

y Ivlil= lul(X). Y cada una de tales medidas define, segiin la

misma férmula, un elemento de M(X,E'), segilin se comprueba trivial

mente.

Nos queda, por lo tanto:

14. Teorema. Para todo espacio compacto y T,» X, y para todo espa

cio de Banach E, el dual M(X,E') de C(X,E) se identifica con

el espacio de las medidas: [T BO(X) + E', tales que |u] es
una medida de Raddn acotada (es decir, Iul 6 M(X)); dotado de 1la
norma de la variacidn total: Hull = |u](X). Y 1a identificacién

se realiza segiin:
<f,pu> = I fdu vf 6 C(X,E)
X

Como corolario del Teorema, vamos a ver que el espacio F(X,E) =

= F(BO(X),E). y por lo tanto también su subespacio A(X,E)} =

= A(BD(X),E). se pueden identificar a subespacios normantes del bi
dual M(X,E')' de C(X,E). En efecto, basta identifica toda fun~

cién f 6 F(X,E) con el operador:
M(X,E') ——— X
g —————— <f,u> = J £dy
X

que, por el Teorema 6, estd bien definido y es lineal y continuo:

y comprobar que su norma coincide con ﬂ f”w es un simple ejercicio.

En general, y excepto en casos particulares (por ejemplo, cuan

do X es un compacto metrizable), tendremos que M(X,E') es un sub
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espacio propio de Ca(Bo(x),E‘). Sin embargo, M(X,E') se puede
identificar siempre con uno de los espacios Ca(I,E') tratados en
la Seccidn 2, sin mds que restringir algo la o-algebra. Para ello,
es esencial el siguiente resultado, que se puede encontrar en |10|,

III. §16.:

15. Proposicifn: Toda medida de variacidn finita, u : Ba(X) -+ E,

donde Ba(x) es la o0-3dlgebra de Baire en el compacto X, puede
extenderse con unicidad a una medida ul H BD(X) + E, tal que
Iull es una medida regular, extensidn de Iu] a BO(X).

Asi, M(X,E') se identifica a Ca(Ba(X),E') sin m3s que ha
cer corregsponder a cada Uy 6 M(X,E') su restriccidn a la g-dlgebra

de Baire B_(X) C B_(X).

Esta proposicidn nos permite trasladar inmediatamente a M(X)
el resultado cldsico de Bartle, Dunford y Schwartz, recogido en el
Teorema 9, sobre caracterizacidn de subconjuntos débilmente relati-

vamente compactos:

16. Teorema. Un subconjunto K de M(X) es débilmente relativa-

mente compacto si y s88lo si verifica:

i) K estd acotado
ii) Existe A 6 M(X), positiva, tal que lim fufcay = o

A(A) >0
uniformemente en u 6 K.

Ahora bien, una consecuencia inmediata de la Proposicidn 15 es que
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toda medida X € Ca(Ba(X)) = M(X) es regular. Por lo tanto, del

Teorema 16 se obtiene el siguiente:

17. Corolario. Si K 6 M(X) es débilmente relativamente compacto,
entonces K es equiregular, es decir, para cada A 6 BO(X),
Ve >0 existen Ke compacto y Ge abierto en X, tales que
G < B
K. CAC G, y |1_1’(G€\K€) € Vu 6 K

Vimos en la Seccidn 2 que toda funcidén finitamente aditiva de
conjunto de semivariacién acotada, m : L —— [(E,F), definia un

operador continuo:
A(L,E) ————— F

f — I fdm
X

el cual, en general, se podia extender a F(I,E) tan sdlo en caso
de que m tuviese una medida de control. Sin embargo, vamos a demos
trar que, para toda m BO(X) — L (E,F), de semivariacidn aco-
tada, dicho operador se puede extender con continuidad a C(X,E):
para lo cual bastarad probar que C(X,E) estd contenido en el comple

tado del espacio normado A(X,E).

En efecto, sea f 6 C(X,E) : ¥c >0, definimos, ¥t 6 X:

v, = {s 6 x / JJ£¢t) -£(a) || < €} que es un entorno abierto de

L\ d
t en X, por la continuidad de f. Entonces, {vt}tGX es un re-

cubrimiento por abiertos del compacto X, y por lo tanto existen

n
tysese,t._ 6 X tales que X= U VvV, . Sean, W¥i=l,..,n:
! " i=1 %4
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n
A. = V. N (U v, ) : {A,,..., A} es una particién de X en
t Rt t. 1 n

i j=i+l j

BO(X), y por lo tanto fo =

Iht~13
p—

f(ti) - Xp pertenece a A(X,E). Y,
i i
Yt 6 X, existe um dnico i 6 {1,...,n} tal que ¢t 6 Ai c:Vg » lue
i
go: |l£(t) —fe(t)il = Je(e) -f(ti)|]< €. "f—fE||m <e, y f

pertenece al completado de A(X,E).

En consecuencia, la funcidn finitamente aditiva de conjunto, de
semivariacién acotada, m : Bo(X) — L(E,F), define un operador
continuo:® C(X,E) ———— F

. f ———— I fdm
X

donde, ¥f 6 C(X,E), [xfdm = lim L fn dm, <con (f )nch(X,E)

n
n-+

y le-fll, — 0. Adenmis, Itjx fam|| < fI€]l, - [m|(x).

Este resultado, unido a la representacidn de C(X,E)' como es
pacio de medidas, nos permite finalmente establecer el siguiente teo

rema general de representacidn de operadores:

18. Teorema. Sean X espacio compacto y T2, E y F espacios de Ba-
nach. A todo operador continuo: T : C(X,E) —— F, se le puede aspo

ciar una funcidén finitamente aditiva de conjunto:
m: B (X) —— L(E,F"), que verifica:

i) m es de semivariacifn acotada, y -|m|(x) = [|T].
ii) ¥y' € F', mo 6 M(X,E'), y la aplicacidn:

F'! ———— M(X,E")

y'!' —— m_,

y
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es continua para las topologias o(F'F),oc(M(X,E'), C(X,E)).
iii) ¥f 6 C(X,E), T(f) = [ fdm.
X

En dichas propiedades, m es {inica. Inversamente, toda funcidn fini
tamente aditiva de conjunto m BO(X) — L(E,F"), que verifique
(i) e (ii), define mediante (iii) un operador continuo de C(X,E)

en F.

Una demostracidon detallada del Teorema se puede encontrar en
| 3|. Aqui haremos notar Gnicamente que m se define de forma candni

ca segin: m(A) (x) = T"(x.xA), siendo

T" s M(X,E')' ——————— F"

el operador bitranspuesto de T. Entonces, si T' : F' + M(X,E') es
el transpuesto de T, se comprueba inmediatamente que ¥y' 6 F',
my' = T'(y'); y todas las demds propiedades se obtienen ya ficilmen

te.

Mediante un abuso de lenguaje, m se llama corrientemente la
"medida asociada" al operador T, y un objeto fundamental de la teo
ria de tales operadores consiste en intentar relacionar propiedades
de los mismos en propiedades correspondientes de sus medidas asocia-

das.

En este sentido, y ya para concluir, mencionaremos un importan-
te resultado para el caso escalar, que se deriva del Teorema 16, y cu

ya demostracidn puede encontrarse, por ejemplo, en |12‘, VI.7.3.
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19. Teorema. Seamn X espacio compacto y T2, E espacio de Banach,
y T @ C(X) —— E un operador continuo. Entonces, T es débilmen-
te compacto si y s6lo si su "medida" asociada u verifica una de las

dos condiciones equivalentes:
a, B toma valores en E

b. u € Ca(Bo(X),E), es decir, U es realmente una medida.
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CAPITULO II

El objetivo principal de este capitulo es aclarar algunas cues
tiones relacicnadas con el estudio de los subconjuntos débilmente re
lativamente compactos de los espacios LP(A,E) con 1 < p < 4o

y Ca(I,E).

En 1955, un articulo de Bartle, Dunford y Schwartz |1 | (ya men
cionado en el capitulo anterior), relacionado con un trabajo preceden
te de Grothendieck |14|, establecid condiciones necesarias y suficien
tes de compacidad débil para subconjuntos de Ca(ZX). Este resultado
fue extendido por Brooks |7 | en 1971 a Ca(L,E) en el caso en que

-
E fuese un espacio de Banach reflexivo. Y en 1972, Brooks y Lewis

|9 |, probaron el siguiente Teorema, extensidn del anterior:

1, Teorema. Si K es un subconjunto débilmente relativamente compacto

de Ca(L,E), entonces verifica:
i) K estd acotado en norma

ii) Existe una medida positiva X & Ca(l), tal que

lim |nja) = o uniformemente en u 6 K.
AC(A) +0

iii) K(A) = {p(A) / u & K} es un subconjunto débilmente relativa

mente compacto de E, para cada A6 L.

Adem3s, si tanto E como E' tienen la P.R.N., dichas condi-

ciones necesarias son tambi&n suficientes.
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Resultados enteramente equivalentes se obtienen para los sub-
conjuntos débilmente relativamente compactos de LP(X,E), con
1 < p < 4=, teniendo en cuenta la estrecha relacidn existente entre

tales espacios y Ca(I,E) cuando E tiene la P.R.N.

Ahora bien, en el curso del presente capitulo demostraremos que
la hipbtesis de que tanto E comec E' tienen la P.R.N. es estricta-
mente necesaria para que las condiciones contenidas en el Teorema 1
constituyan una caracterizacidn de los subconjunt;s débilmente relati
vamente compactos de Ca(I,E). Y, en correspondencia, que las condi-

ciones andlogas lo sean para las de LP(A,E), con 1 < p < 4=,

1. Las propiedades PP(A), 4 P(Z) y P

p‘

En esta primera seccidn, daremos una serie de definiciones y de
resultados que nos servirdn para establecer, en la préxima, la conclu
8idén que perseguimos. En cuanto sigue, E serd siempre un espacio de
Banach, y I representarid una O-3algebra de subconjuntos de un con-

junto cualquiera X.

2. Definicidn. E tiene la propiedad PI(A), siendo '\ € Ca(l) una
medida positiva, cuando un subconjunto TR de LI(A,E) es débil-

mente relativamente compacto si y 8d8lo si verifica:

i) K estd acotado en norma

ii) K es uniformemente A-integrable, es decir,

lim J l€]ldx = 0 wuniformemente para f 6 K.
A(A) >0 A

iii) K(A) = {I fdX | £ € K} es débilmente relativamente compacto
A .

en E, cuando A6 L.
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3. Definicidn. E tiene la propiedad PP(A), con A 6 Ca(l) medida
positiva y 1 < p < +o, cuando un subconjunto K de LP(A,E) es dé

bilmente relativamente compacto s8i y s8lo si verifica:
i) K esti acotado en norma

ii) K(A) = {J

fdA | £ 6 K} es débilmente relativamente compacto
A .

en E, cuando A 6 [.

4. Defipicién. E tiene la propiedad Pp, con 1 < p < +», gi tiene

la propiedad PP(A) para cualquier medida positiva y finita, .

5. Definicidn. E tiene la propiedad P(L) cuando un subconjunto de

Ca(Z,E) es débilmente relativamente compacto s8i y sblo si verifica:

i) K estd acotado en norma.

ii) Existe una medida positiva X 6 Ca(l), tal que

lim Jul(A) = 0 uniformemente para U 6 K.
A{A) *o

iii) K(A) = {p(@a) |u ¢ Kk} es un subconjunto débilmente relativa-

mente compacto de E, cuando A 6 I.

6. Definicién. E tiene la propiedad .P si tiene la propiedad P(I)

para cualquier o-algebra I en cualquier conjunto X.

Nétese que es equivalente el que un espacio tenga la propiedad

P a que para &l se verifique la parte reciproca del Teorema 1.

A continuacidn, y basindonos en el siguiente Lema previo, estable

ceremos una serie de relaciones entre las propiedades PP(A), Pp,

P(Z) y P.
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7. Lema. Sea A 6 Ca(Il) una medida positiva. Entonces, Ll(A,E)' se

puede identificar a un subespacio vectorial denso de LP(X,E)', para

cualquier p, con 1 < p < 4o, .
Demostracidn. Fijadas X y p, sea J : LP(A,E) — LI(A,E) la in

yeccidn candnica, que es una aplicacidn lineal y continua de norma

% + % =1, J permite identificar LP(A,E) a

un subespacio vectorial de LI(A,E), el cual es denso por contener a

3l < A(X)l/q, con

A(Z,E).

Sea J' : LI(X,E)' — LP(A,E)' 1la transpuesta de J, 1y sea
o Lp(A,E) E— LP(A,E) la proyeccidn candnica. Dada v 6 LP(A,E)',
voenw 6 LP(A,E)', y por lo tanto, segiin 1la Proposicidn I.13, existe

una funcidn g, : X —> E' tal que:

+

ii) Para toda f € LP(A,E), la funcién <f,gv> pertenece a

=1y gl = v

i) “gvll 6 Lq(l), con %

o

LI(A). y vooqn{f) = J <f,g,> di.
X

Fijado n € N, sea A = {t & x/ |lg,(t)|]|] < n}. se tiene, por

(i), que An 6 I ¥n 6 N, y X = :E; An' con Anc: An+1 ¥n.

Definamos entonces, para cada n:

v o tl(,E) — K

h —> J <h,gv> d) = I <h,)(A .gv> da
A X n
n
y tenemos:
a. vy estd bien definida, pues por (ii) se tiene que, ¥h 6 A(I,E),

<h,g.> € Ll(A): entonces, para cada h & LI(A,E), <h,g,> es limite
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puntual de una sucesidn de funciones medibles, y por lo tanto es una

funcidn medible. Y, fijada h 6 LI(A,E):

| demxg sl o= | el an < [ Rnl eyl or <

X n A A
n n

<n . nily
- 1 .
Asi, |<h,xA gv>' e L (X)), vy si "h”1 =0, J <h,xA g,> di = 0.
n X n
b. v, es claramente lineal, y es continua, pues como acabamos de

ver, lvn(h)| <n "hl]I ¥h 6 Ll(l,E).
Por lo tanto, Vo 6 LI(A,E)' ¥n 6 N. Y vamos a ver que
J'(vn) —_— v en LP(A,E)'.

En efecto, se tiene que “XA gv—gvll = Xyaa - "gvll s L9y,
n n
¥n 6 N, ya que "gv" 6 LI por (i), vy A, 6. Y, para cada

t 6 X:

Iy 878,11 €0 = xy (s (015,01l =l ) 8,0l <

A

le (el s vy

"xAngv-gvll(t) > = 0, al ser X = U a_ vy ALC A

neN

¥n 6 N

Resulta entonces, por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebes-

gue, que "XA gv—gv" — 5 =" 0- Como para cada f 6 LP(A,E), con
n q

[lf"p <1, se tiene:

it - vl = IL <f,g,> dA - L <f,g,> dA| =

o
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- |]x <tx, 8,78, <] el Dy, 5,80l < PRERNP

nos queda: “J'(vn) —vtl s "XAngV

-gvl|q e 0. Asi, J'(vn) - v

en LP(A,E)': concluyendo, J‘(LI(A,E)’) es un gsubespacio vectorial

denso de LP(A,E)'.

8. Proposicidn. Fijada una medida positiva A € Ca(f), si E tiene 1la

propiedad Pl(k), entonces tiene la propiedad PP(A) para cualquier

p con 1l < p < +o,

Demostracidn. Sea p tal que 1 < p < +», y tomemos un subconjunto
K de LP(A,E) que verifique las condiciones (i) e (ii) de la.Defini-
cidén 3. Siendo J LP(A,E) —_— LI(A,E), como anteriormente, la
inyeccidn candnica, es claro que J(K) verifica las condiciones (i) e
(iii) de la Definicidn 2. Y es uniformemente A-integrable por ser un sub

conjunto acotado de Lp(A,E), ya que, dada f 6 LP(A,E), se tiene:

1/q
f = . . = . ’
L. el ax L Xa- HENAN < Mxably - HEN, = Aa) el

para cualquier A €6 ., siendo + =1,

g
-

Asi, J(K) verifica también la condicidn (ii) de 1la Definicidn
2, y por lo tanto, si E tiene la propiedad Pl(l), J(K) es débil

< 1
mente relativamente compacto en L (A,E).

Consideremos una sucesidn cualquiera (fn)nGNC: K : (J.(fn))nGN

serid una sucesidn en el subconjunto débilmente relativamente compacto

de LI(X,E), J(K); 1luego, por el Teorema de Eberlein, existe una sud

.2 . * 1
sucesidn (fnk)kGN de (fn)nGN’ y existe f° 6 L"(A,E), tales que
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J(fn ) — f* débilmente en LI(A,E).
k

Veamos que f* ¢ J(LP(A,E)): para ello, y segiin la definicidn

de LP(A,E) dada en el Capitulo I, Seccidén 3, bastari comprobar que

[€*1} & LP(A). Y puesto que al ser 1 < p < +=, ge tiene que
LP(A) = L9()', con % + % = 1, wutilizando ademds que A(L) es den
so em LY(\), tendremos que lex]l 6 LP(X) si y sdlamente si

II Wexlle ax| <m. Jgll, ¥ 6 ACZ), con M >o.
X

Por verificar K 1la condicidén (i) de la Definicidn 3, sabemos
que existe M > 0 tal que ]If"p < M para toda f & K. Tomemos en-

n
tonces g = Z LPERID %Y 6 A(Z), 1y tendremos:
=1 i

n n

[ hesttean= 3o | Mesttan = Toag o] Iy, erllan
X i=1 Ai i=1 X i

Puesto que £* 6 LI(A,E), también XA‘f* perteneceri a dicho espacio

para todo A 6 I, y al ser A(I,E') un subespacio de L‘(X,E)' nor-

mante, se verifica:
J Ix,-£%1]dx = sup {I <xA.f*,h>d)\| / h € A(LZ,E"),
X X

ol < 1}

Asi, fijado € >0, tendremos que, ¥i=l,...,n, existe hi 6 A(Z,E")

tal que [logfl <1 y 0 < L leAi £*]] ax - L <x, f*,h> A <

& 1

£ 2 . )
< nmi)’ donde m max (lai] / i=1,...,n}. Entonces:

n
1 Mests arl = 12 e [l el el <
X i=1 X i

i=

< |

It e~3

ag ¢ ey exllar - [ e pnm an s
S Aq X A *Ui

1 1
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n n
+ |7 «o, J <x, £*,h.> dA| < e + | ] a, I <fk,x, h.,> dA| =
i=1 Py A T - i=1 * Jx Ay 1
| )
=€ + <fx, ¢, X, h.> drj|.
X i=1 2 Ay
n
Ahora bien, Z oy - Xy .hi € A(L,E'), que es un subespacio de
i=1 i

LI(A,E)': luego, al ser f* el limite débil en LI(A,E) de

(J(fn se tendrd:

»)
x keN

n
<f* o, X, ~h,>dA|= 1lim I <f
'L( 'igl 1 74;°73 k+ o Ix n’

< sl

puesto que, ¥n 6 N:

n n
[ <ta s Boagx, el Beg 110w, wll s
x M =1 b A E M P Tymp 1TTA; il

IA

¥ 943174 ¥ q q 41yi/a
I I AT L FISL A S LA LI [ P A
X i=1 i i=1 Ai

| A

3 q 1/q _
w3 dagl® oA ™ = e igll -
i=1

En definitiva queda que, dada g 6 A(I), se tiene, W¥e > 0:

Iy Hexlle ol cevm lg Il es aecir,
II [ex[le ar| < M ]Ig“q ¥g 6 A(L), o lo que es lo mismo,
X
lex|| e P y "f*][p < M. De ello se deduce que, efectivamen

te, f* 6 J(LP(A,E)); es decir, existe f 6 LP(A,E) con J(f) = f*:

= *
y el = hesll < w.
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Veremos a continuacidn que £ — f débilmente en LP(A,E).
k
pados v € LP(A,E)', y € >0, se tiene, por el Lema 7, que existe

1
v. € L'(X,E)" tal que "v—J'(vE)ll < €/3M. Y como, por hipbtesis.

<f,J'(v.)> = <J(f), v.> = v_(f*) = 1lim v_(J(f_)) = lim <f , J'(v_)>
€ L > € ks w € n ks O '

€
podemos encontrar kC € N tal que, vk > kE, |<f--fn ,J'(v€)>| < %.

Queda asi:

Iv(f)—v(fnk)| < V=TT ] + I ) - I e D]+

k
+ lJ'(ve)(fnk) - V(f“k)l < Hv-—J'(ve)H ”f||p + |<f-fnk,
J'(VE)>| + “v-J'(vE)ll “fnkllp < f% .M+ % + é% .M =g,
¥k > k_.
- €

En conclusidn, v(fn ) — v(f) para cualquier v 6 LP(A,E)'.
k

Tenemos asi que, dada una sucesidn cualquiera en K, podemos ex
traer gsiempre una subsucesidn débilmente convergente en LP(A,E) a un
elemento de dicho espacio: luegd, por el Teorema de Eberlein, K es
débilmente relativamente compacto. Por lo tanto, E tiene la propiedad

PP(A), y ello para cualquier p, con 1 < p < +4w,

Para ligar las propiedades Pp(A) con P(I), necesitaremos el

siguiente resultado que es esencialmente andlogo al que se puede encon

trar, por ejemplo, en |9 ], IV.2.3:
9. Teorema. Sea A 6 Ca(l) una medida positiva: si E tiene la pro- !

piedad PP(A) con 1 < p < +», entonces E tiene necesariamente la

P.R.N. respecto de A.
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Demostracién. Por definicién, E tiene la propiedad de Raddén - Nyko
dim respecto de A s8i y solo si para toda medida uy € Ca(Z,E), ab-
solutamente A-continua, existe f 6 LI(X,E) tal que u(A) =

= J fdi VA 6 L: es decir, | tiene densidad respecto de A.
A

Por lo tanto, si E no tiene la P.R.N. regpecto de A, exis-
tird una medida u 6 ca(Z,E), tal que iuI(A) = 0 cuando A(A) =0,
y u carece de densidad respecto de A. Ademds, se puede compropar
sin dificultad que podemos suponer siempre |ul(A) £ A(A) wvA 6 I
(ver p.ej., |9 ], 1I1.1.5). Sea entonces I el conjunto de las par
ticiones o= {Al,...,An} de X en ZI. Con el orden
o= [Al,...,An} < Ty = {Bl,...,Bm} si y sdlo si ¥i=l,...,n exis
ten jl""’js en {l,...,m} tales que Ai = C} B

k=1 Ik
un conjunto dirigido. Definimos, para cada partici6n

N II es

m={A,...,A ) 6T
n uAy 0
By < tZI A XAi 8 A(L,E) @ L"(A,E), quienquiera que sea
P, con 1 < p < =,

Fijado p, consideremos el subconjunto K = {g" T 6 I}
[ e Lp(A,E): y tenemos que K est3d en las condiciones de la Defini-
cidén 3, si 1 < p < +»; o en lasg de la definieidn 2, si p=1l. En

efecto, suponiendo p >1, se tiene:

i) K estid acotado en LP(A,E) pues, ¥m = {AI""’An} e I:

n u{A))
= 1 Y 1/p _
e, Il ‘L 1Y way - It ant/e -
fuca P

n
AP < CF AP aam!/P

n
= ( E —
i=1 X(Ai)P i=1
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ii) K(A) = {J -4 dx / w e I} es débilmente relativamente com
A

pacto cualquiera que sea A 6 L. En efecto, al ser yu 6 Ca(I,E)
gse tiene, tal y como se indicd en el Corolario 1.10, que el conjunto
{u(A) / A 6 I} es débilmente relativamente compacto em E; por lo
tanto, y por el Teorema de Krein, su envoltura absolutamente convexa
y cerrada, C, es débilmente compacta. Bastard comprobar entonces
que K(A) cC C para todo A 6 I. Fijemos A 6 I: ¥m = {A,,...,A }6

¢ N, se tiene:

J n U(Ai) (A O
g, dl = === . A(A A.), y ¥i=l,...n, siendo
A " i=1 AAy) 1
A(A; N A)
oy = —_XTK;T“— , claramente es 0 < oy <1, por lo que podemos
giempre suponer que 0 <ap 20y < vevn L0, < 1. Llamemos entonces:
n
B, = o Bi = 050 si 2<i<n, y B, = ;J‘ A;, y ten-
=i
dremos:
n n n n
LB ue) = () wa) - T wa) +a, ([ ow(Ap) -
i=1 i=1 i=2 i=2
n n
-l u@) +m- o O uA) - wA)) +a u(A) =
i=3 i=n-1
KZ\
= a, u(a,) = J g dA
i=1 11 A "

Pero, por otro lado, u(Bi) 6 C Vi=l,...,n, y puesto que
n
0= Bi <1 ¥i=1l,...,n, vy 'z Bi = e <1, queda que J By dx
i=] A
es una combinacifn absolutamente convexa de elementos del conjunto
absolutamente convexo C(: Por consiguiente, J . dx 6 C, y ello
A

cualquiera que sea m 6 [I. De donde resulta que, efectivamente,

K(A) ¢ € para todo conjunto A 6 L.
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Acabamos asi de ver que, dado p con 1 < p < +o; K es un
subconjunto de LP(A,E) que estd en las condiciones de la Definicién
3.

Ahora bien, el que se vetifique (i) nos aségura. segiin se vid
en la demostracidn de la Proposicidn 8, que K wverifica también las
condiciones (i) e (iii) de la Definicién 2: y, por consiguiente, K
estd en las condiciones de dicha definicidn como subconjunto de
LI(A,E). Sin embargo, K no es débilmente relativamente compacto en

LP(A,E), cualquiera que sea p en las condiciones 1 < p < +=,

En efecto, fijemos tal p : si K fuese débilmente relativa-

mente compacto en LP(),E), y puesto que (g ) K es una red,

wre 0

jegr’ Y um elemento g 6 LP(1,E),
tales que g, — B débilmente. Y, puesto que dados x' € E' ¥y
i.
A 6 L, x'.)(A (] Lp(X,E)', obtendriamos que J <g,x'> dA =
A

tendrian que existir una subred (g" )
i

> = lim I <8y ,x'> dx, ¥x' 6 E' ¥y
A i

Ahora bien, dado A 6 I, es de comprobacidn inmediata que,

¥ o= (Al,...,An} e I, con w>7n, = {A,Xx~ A}, se tiene

A
I - dA = py(A) ; vy por lo tanto, ¥x' 6 E':
A .

< I g.dh ,x'> = [ <g,i;> dx = lim I <8n ,X'> dX =
A A I A i

= <lim j g dA, x'> = <u(A),x'>
m,
I A i
De donde queda: J g dd = u(A) VA 6 L, con g & LP(A,E)c: LI(A,E),
A .
cualquiera que sea p. Es decir, g seria una densidad de U res

pecto de A, en contra de la hipdtesis inicial,
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.

En conclusidn, si E no tiene la P.R.N. respecto de X, E

no puede tener la propiedad Pp(k) para ningdn p, con 1 < p < 4o,

Recordando que, tal y como se definid en I.3, un espacio E
tiene la P.R.N. 8i y 83lo si tiene la P.R.N. respecto de toda medida

finita y positiva A; y que ademds son equivalentes:
Bl. E tiene la P.R.N.

Bz. E tiene la P.R.N. respecto de la medida de Lebesgue en [O,l],

tal y como se puede vér en I 9|, V. 3.8.

Del Teorema anterior se obtieme el siguiente:

10. Corolario. Sea E un espacio de Banach. Entonces, si E tiene
la propiedad Pp(l), con A medida de Lebesgue en [0,1] y

1 <p <42, E tiene la P.R.N.

Utilizando el Teorema 9, llegamos por fin a la siguiente rela-

cidn entre las propiedades Pl y P:

11. Proposicidn. E1 espacio de Banach E tiene la propiedad P si y

sSlo si E tiene la propiedad FP,.

Demostracidén. (a) Supongamos que E tiene 1; propiedad P, vy sean

X conjunto, £ o-3lgebra de subconjuntos de X, 6 Ca(f) medida po

sitiva. La aplicacidn: 3 Ll(X,E) ——— ca(XI,E), definida por:
f —— e

uf(A) = l; fdX ¥A 6 I, es lineal, tal y como se vid en la Seccidn 3

del Capitulo I. Ademis, J es una isometria sobre la imagen, pues al

ser A(L,E'), como subespacio de L(OLEY) © LI(A,E)', normante so-

bre Ll(A,E), se tiene:
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n
luell = Tu 1 = sup (lizl o ug(A>| 7 o x{, k) 6 By,
(Al,...,An} particién de X en L} = sup{'J <f,h> dA| / h6A(Z,E"),
X
el <1y = flell,.

Es decir, "3(f)[| = ||f“1 ¥f € LI(A,E). y LI(A,E) se pue-
de identificar con S(LI(X,E)), que sera un subespacio vectorial ce-
rrado de Ca(L,E). ’

Sea entonces K un subconjunto de LI(X,E), verificando las
condiciones (i) ~— (iii) de 1la Definicidn 2: S(K) verificara las
condiciones (i) — (iii) de la Definicidn 5 luego, por tener E la
propiedad P, y en particular la propiedad P(L), E(K) es débilmen
te relativamente compacto en Ca(IZ,E). Ahora bien, 3(L1(k,E)) es
un subespacio vectorial cerrado, y en consecuencia débilmente cerrado,
de Ca(I,E): por lo tanto, E(K) es débilmente relativamente compac
to como subconjunto de B(LI(A,E)). Y, al ser J un isomorfismo so-
bre la imagen, K es un subconjunto débilmente relativamente compac-
to de LI(A,E). Asi, E tiene la propiedad PI(A) para cualquier

medida finita y positiva, y en consecuencia, tiene la propiedad Pl'

(b) Supongamos que E tiene la propiedad PI: entonces, para
cualquier medida finita y positiva A, E tiene la propiedad Pl(k),

y por lo tanto, por el Teorema 9, E tiene la P.R.N.

Sea X un conjunto y I wuna o-dlgebra de subconjuntos de X,
y sea un conjunto K 6 Ca(I,E), en las condiciones de la Definicidén

5. Por la condicidén (ii) de dicha definicidn, tendremos entonces que
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existe A 6 Ca(Il), medida positiva, tal que lim |u|(A) = 0.
A(A) o

uniformemente en u 6 K. En particular, esto nos asegura que toda

medida U 6 K es absolutamente A-continua, y por tener E la

P.R.N,, existira fu 6 LI(A,E) funcidn de densidad de U respecto

de A: es decir, u(a) = J fu ax VA 6 L.
A

Definimos: K* = (fu / u 8 K}, y tenemos que Kx es un subcon
junto de LI(X,E), que trivialmente verifica las condiciones (i) -
(iii) de la Definicidn 2, por verificar K 1las condiciones correspon

v

dientes de la Definicidn 5. Por tener E 1la propiedad PI(X), resul

P ; 1
ta entonces que K* es débilmente relativamente compacto en L (A,E).

Sea 3 LX(A,E) ——> Ca(L,E) 1la isometria sobre la imagen de-
finida en la parte (a): se comprueba inmediatamente que J(K*) = K,
luego, de ser K* débilmente relativamente compacto en Ll(X,E), y

J una isometria sobre la imagen, se deduce que K es débilmente re

lativamente compacto en Ca(l,E).

Concluyendo, E tiene la propiedad P(IL), y ello cualesquiera
que sean el conjunto X y la o-dlgebra I .de subconjuntos de X:

es decir, de acuerdo con la definicién 6, E tiene la propiedad P.

Estableceremos a continuacidn una serie de propiedades de inva-
riancia de las propiedades PP(A), Pp, P(E) y P, asi como un re-
sultado de localizacidn de dichas propiedades. Todo ello, aparte de

sernos itil en lo sucesivo, es un claro indicio, por analogia, de

la profunda relacién bdsica entre estas propiedades y la P.R.N.
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12. Proposicidn. Las propiedades PP(A) y P con 1 < p < 4,

p’

asi como P(I) y P, se conservan mediante isomorfismos.

Demostracidn. La haremos para Pp(A), con X 6 Ca(r) medida positi
va y 1 < p < 4o, sgiendo andloga en los demds casos. Fijados A y
ps sean E y F dos espacios de Banach, y g +: F— E un

isomorfismo entre ambos. Supongamos ademds que E tiene la propiedad

Pp(k). ® induce una aplicacidn:
o* : LP(A,F) ——— LP(\,E)

f————> 0 f

que es trivialmente lineal. Ademds, por ser 06 wun isomorfismo, sabe-
mos que existen m > 0, M > 0 tales que wm|{y|l < ley)|| < M|ly]

para todo y € F. Se tiene por lo tanto, para cada f € LP(X,E):

n N () = m .(J Nel® anyl/P - ([ wPlE)P an /P <
P X X

fA

(J lloxcey[[Panyt/e - N6 f) < (J WP [P an /P -
X X

" . (J Nel® anl/® - w . v (o).
X P

De donde se sigue que Np(f) = 0 s8i y s8lo si Np(e °f) = 0, vy por
lo tanto, ©O* es compatible con el paso al cociente, e induce 1la

aplicacién lineal:

g* : LP(A\,F) —— LP(A,E), que verifica:
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Bk = o f . : i B*
milel, < HEx il = Howell <w.llell, ¢ es decir, @

es un isomorfismo.

Sea entonces un subconjunto KC:LP(A,F), que verifica las con
diciones (i) e (ii) de la Definicidn 3: B*(K) seri un subconjunto
de LP(A,E), que naturalmente verificard las mismas condiciones. Co-
mo, por hipdtesis, E tiene la propiedad Pp(k), se sigue que
B*(K) es débilmente relativamente compacto en LP(2,E): y, al ser
B8* un isomorfismo, K ha de ser débilmente relativamente compacto

en LP(A,F).

En definitiva, F tiene éfectivamente la propiedad PP(A).

13. Proposicidn. Si E tiene alguna de las propiedades PP(A), PP,
P(L) & P, todo subespacio vectorial cerrado de E también la tie

ne.

Demostracidn. La haremos nuevamente para PP(A), con 1 < p < 4w,
siendo los demds casos andlogos. Fijados p, con 1 < p < +=, vy
A 6 Ca(l), medida positiva, supongamos que E tiene la propiedad
PP(A) y que F es un subespacio vectorial cerrado de E. Siendo en

tonces I : F+E la inclusidn candnica, I induce una aplicacidn:

i* : LP(A,F) — > LP(A,E), que a su vez permite identificar
f—>1I¢°f

yp(A,F) a un subespacio vectorial cerrado de LP(A,E) (el cual, co-

mo facilmente se ve, estari formado por aquellas funciomes de LP(AX,E)

que toman valores en F salvo, a lo mds, para um conjunto X, € I
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con X(Xo) = 0). Siendo ke LP(a,F) un conjunto en las condicio-
nes de la Definicidn 3, es inmediato comprobar que I*(K) es un sub-
conjunto de LP(A,E) que verifica esas mismas condiciones: y, puesto
que E tiene por hipdtesis la propiedad PP(A), I*(K) serda debil-
mente relativamente compacto en LP(A,E). Pero I*(K) esti conteni-
do integramente en I*(LP(A,F)), que es un subespacio vectorial cerra
do, y en consecuencia débilmente cerrado, de LP(X,E): por lo que
I*(K) debe ser débilmente relativamente compacto en I*(LP(A,F)). Y
por ser este ltimo espacio isométrico a LP(A,F), se sigue que K

es débilmente relativamente compacto en ip(X,F). Asi, F tiene efec

tivamente la propiedad PP(A).

14. Proposicidn. E tiene alguna de las propiedades PP(A), Pp, P(L)

P si y solamente si todo subespacio vectorial cerrado y separable

[~1}

de E también la tiene.

Demostracidn. Por la Proposicidn anterior, es evidente que, de tener
E alguna de dichas propiedades, también han de tenerla todos sus sub-
egspacios vectoriales cerrados, y en particular los cerrados y separa-

bles.

Supongamos ahora que todo subespacio vectorial cerrado y separa-
ble de E tiene la propiedad Pp(l), con 1 < p < 4= y X & Ca(l)
medida positive (para las demds propiedades, la demostracidn es andlo-
ga). Sea K c:Lp(A,E) un subconjunto que verifica las condiciones de

finicidn ig i .
la .Defini 3, y sea (fn)nGNC: K una sucesidn cualqujera
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Segiin la definicidn dada en el Capitulo I, Seccidn 3, al ser ca
da fn : X —> E wuna funcidn medible, se tiene que fn(X) engendra
un subespacio vectorial separable de E. (Notar que, al ser
fn & LP(A,E) una clase de funciones, cuyos representantes se diferen
cian tan sdlo en un conjunto de A-médida nula, &sto se puede conse-
guir siempre sin mids que elegir un representante adecuado) Llamamos

entonces F al subespacio vectorial cerrado de E engendrado por

U fn(x), y tendremos que F es separable; ademias, £, € LP(A,F)
nEN

para cada n 6 N. Asi, K* = (f“ /n 6 N} es un subconjunto de
LP(A,F), que verifica en dicho espacio las condiciones de la Defini-
cién 3, por verificar K 1las condiciones correspondientes en
LP(A,E). Por hipbétesis, F, al ser un subespacio vectorial cerrado
y separable de E, tiene la propiedad PP(A), y en consecuencia,
K* es débilmente relativamente compacto en LP(A,F). Pero este dlti
mo espacio, como ya hemos visto, se identifica canénicamente a un sub
espacio vectorial cerrado de LP(A,E), de donde resulta que K* es

débilmente relativamente compacto en Lp(A,E). Se tiene asi, por el

Teorema de Eberlein, que existe (fnk)kGN subsucesidn de (fn)nGN'

y existe f 6 LP(A,E), tales que fn —+ f débilmente en LP(A,E).
k

Y como ésto es cietvto para cualquier sucesidn (£ ) c K, se ten-

n’ néN

drid, aplicando otra vez el Teorema de Eberlein, que K es un subcon
junto débilmente relativamente compacto de LP(A,E). En conclusién,

E tiene la propiedad PP(A).

La localizacidn de las propiedades Pp(k), Pp, P() y P, en
.los subespacios vectoriales cerrados y separables de un espacio de Ba

nach va a permitirnos, junto con el resultado siguiente, imponer una
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nueva condicidn restrictiva a los espacios que las verifican, la cual

serid un paso esencial en la caracterizacidén de dichos espacios.

15. Proposicidn. El espacio 1l no tiene ninguna de las propiedades

PP(A), con 1 < p < += y X medida de Lebesgue en [0,1] = X.

Demostracién. Sea, ¥n €6 N, T H [0,1] — [0,1] la n-ésima fun-

cidn de Rademacher, es decir, rn(t) = sgn (sen 2% 1 t), donde:
T:—I si t #0
sgn t =
1 gi t =0
Y definimos: f_: [0,1] —rs 1! segln
t -+ (fn (t))kGN

0 si k#n

k
f(t)={
n rn(t) si k =n

Claramente, fn es una funcidn )A-medible ¥n 6 N, por ser r,~me
1

dible y 1 un espacio de Banach separable.
Ademis, "fn(t)||y = |rn(t)| =1 ¥t 6 [O,IJ, y en conse-

cuencia para cada p, con 1 < p < +o, sge tiene:
_ P 1/p _ P 1/p
el = (L e 117 an <L lra(e)1? 4! /P <1 vaen

Asi, K = {fn / n 6 N} es un subconjunto de Lp(A,ll) para cualquier
p> con 1 < p < +w; K est3i ademds acotado en LP(A,ll), y es unj
formemente A-integrable. Por otro lado, siendo A un subconjunto me

dible Lebesgue en X = [0,1], se tiene que:
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K(A) = {J fn dA / n 6 N} es un subconjunto relativamente compacto
A

de 11, pues:

lim "[ fn dx" =-1im ]J; r (t)dt| =0 (*)

n+ o JA ns o

Asi, si 1l < p < +=, K es un subconjunto de LP(A,ll) que verifica
las condiciones de la definicidn 3, y un subconjunto de Ll(A,ll)

en las condiciones de la Definicidn 2. Sin embargo, vamos a ver que

K no es débilmente relativamente compacto en LP(A,II), para ningin

p con 1 < p < 4w,

En efecto, si lo fuese para un cierto p en dichas condiciones,
tendriamos una subsucesidn (f_ ) y un elemento f € LP(A,ll),
0, k6N
tales que (fn )kGN convergeria débilmente a f en LP(A,ll). Pero,
puesto que A(Z,lw) es un subespacio de LP(A,ll)' que separa puntos

sobre Lp(l,ll), por (%) se tendria que f =0.
Ahora bien, definamos:

v: P,y ——— x

k

f = (f

T Lk
> ¥ £, r)adx
) Ix k=1 k

k6N

v es una aplicacidn lineal, que verifica:

o0 l o
lvie)| = IJ ') £k rk)nl = II ) Ek(t).rk(t)dtl <
X k=1 o k=1

“

1 bt K 1
< J €Yol ] fr (e)yhae < [
k=1

(7 1R hae =
) k=1
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1
o Y R TR [T
o 1 p
Asi, v es continua, y por lo tanto v 6 LP(X,ll)'. Pero, ¥n 6 N:
@ Kk 1 2 1
v(f ) = J ) £- rd = J r (t)de = J dt = 15 es
X k=1 ) o

decir, (f) no posee ninguna subsucesidn (fn ) tal que

n’ néN Kk

no puede tener ningu

k6N

v(fnk) — 0. Y esto nos asegura que (fn)nGN
na subsucesidn que converja a 0 débilmente en LP(A,II), con

1L < p < +o,

En definitiva, 11 no puede tener la propiedad PP(A) para nin

gin p, con 1 < p < +o,

Nota. La anterior demostracidén se basa practicamente en un contraejem
plo de Batt (ver [ 2[), que muestra precisamente que para el es-

pacio 11, falla el inverso del Teorema 1.

De esta proposicidn 25, junto con las propiedades de localiza-
cidn, obtenida en la Proposicidn 14, y de invarianza por isomorfis-

mos, dada en la Proposicidn 12, obtenemos el siguiente:

16. Corolario. Si E tiene alguna de las propiedades Pp(k), con
1 <p <+o y ) medida de Lebesgue en BLI], entonces E no con-

. : . . . 1
tiene ningiin subespacio vectorial isomorfo a 1.

Y, puesto que las propiedades PP y P dimplican respectivamente
las propiedades PP(A) ¥y Pl(A), con A medida de Lebesgue en

BLI], se obtiene igualmente:
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17, Corolario. Ningiin espacio de Banach E que contenga un subespa
cio vectorial isomorfo a 11 puede tener alguna de las propiedades
Pp’ con 1 < p < 4w, § P,

2. El resultado principal

En la anterior Seccidn de este capitulo hemos definido las pro
piedades PP(A), Pp, P(LZ) y P, y hemos establecido una serie de
correspondencias entre ellas, asi como un par de caracterizaciones
parciales de los espacios que las poseen. Por fin estamos en condicig
nes de pasar a una caracterizacidn final, que nos va a permitir res-
ponder a la cuestidn principal, es decir, cuidles son exactamente los
espacios de Banach para los que es cierta la parte reciproca del Teo
rema 1. Para ello, y tanto en el primer resultado previo, como en el
Teorema principal, haremos uso esencial de un reciente resultado de
Rosenthal 19|, que caracteriza los espacios de Banach que no contie
nen ninglin subespacio vectorial isomorfo a 11. De las numerosas ca-

racterizaciones que aparecen en dicho articulo, destacamos a continua

cidn dos, que son las mds {itiles para nuestros propdsitos:

(*) Sea un espacio de Banach E: E no contiene ninglin subespa
. R X 1 o ; .=
cio vectorial isomorfo a 1 8i y s6lo si toda sucesidn en

By posee alguna subsucesidén débilmente de Cauchy.

(**) Sea E un espacio de Banach separable: E no contiene nin
. . . 1 . -
glin subespacio vectorial isomorfo a 1 si y s80lo si la

bola unidad B es secuencialmente densa en la bola unidad

E
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del bidual, B para la topologia débil* en E" (es

E"’
decir, la topologia o(E",E')).

18. Proposicidn. Sean E un espacio de.Banach, A 6 Ca(r) wuna me-

dida positiva, y p un niimero tal que 1 < p < +», Entonces, 8i E
tiene la propiedad PP(A), el espacie LP(A,E) no contiene ningin

P 1
subespacio isomorfo a 1 .

Demostracidn. Supongamos que, en las condiciones del enunciado, exis-

te una aplicacidn 0 : 1l -+ LP(A,E) que sea un isomorfismo so
bre la imagen. Llamamos {en}nGN a la base candénica de 11, y sea,
¥n 6N, f = 6(e) : [|fn||p = llece Dl < Tofl eIt < Holl.

Al ser fn 6 LP(A,E) para cada n, podemos considerar que el

subespacio vectorial cerrado F engendrado por U fn(x) es se
n6N
parable. Sea entonces {Gm / m 6 N} una base de abiertos en F:

eligiendo adecuadamente la funcidn representante de cada clase

fn [ LP(A,E), podemos considerar que la funcidn medible fn : X > F
ces _ =1 .

verifica que Anm = fn (Gm) 6 I para cada n,m 6 N. Y siendo Ly

el dlgebra engendrada por {An n / n,m 6 N}, tendremos que Z,

es una subilgebra numerable de la O-3algebra L. Para cada A 6 Iy

(I fn d)\)nGN es una sucesidn acotada en E, ya que, fijado
A

n 6 N:

1
D, ta 0= 0 %y £ Bl Mxgllg Tgall, < 209

1
el <At el
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siendo q tal que % + % = 1. Puesto que E, por hipdtesis, no con

. N . . . 1 .
tiene ningilin subespacio vectorial isomorfo a 1, se sigue de la ca

. 2 * . ..
racterizacidn (*) que existe una subsucesidn (f“k)kGN de (fn)

tal que (J fn d)«)kGN es una sucesién g(E,E')-de Cauchy en E.
A k

néEN’

Ahora bien, al ser Zo numerable, un proceso diagonal de Cantor nos

permitirad extraer una subsucesidn (fn ) de (f ) tal que 1la

x k6N n’n6N’
sucesidn (J f dx) es débilmente de Cauchy en E para todo
A Tk k6N

A 6 ZD.
*
Sea entonces, ¥k 6 N, f, = f - f = g(e ~ e ) ©
kom0 My o M2k
¢ LP(r,B).
Llamemos El a la g-dlgebra engendrada por ZO, y Al a la
restriccidn de A a Iy ¢ AIG Ca(El), y f; [ Lp(xl,E) Vk 6 N.

Ademds se tiene:

a. (f;)kGN es un conjunto acotado en Lp(kl,E), pues para toda

==

* N ¥ * 1/
€ N: ||f;:||p = (Ix IIkaP_ dxy) P (L{ ilka” an P o=

R 1/p
= e, -t UP P ece, ey i< Holl Ney <o, I -
5 I n “2kll I n %0y, < | | n o0y,

2{le|l-

*
k

convergente a 0 en E. En efecto, si A 6 L,» se tiene, ¥x' 6 E':

dxl) es una sucesidn débilmente

b. Para todo A € I (J; f KGN

lim <J f; dAl.x'> = 1im <I (fn -f )dxl,x’> = 0, de don
ko JA k+o Jx k "2k

de se sigue mediante un procedimiento standard que
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lim <I £% dA_ ,x'> =0 wA 6 I,.
crw Jy kU 1

% .
Y esto nos asegura que K = {fk / k 8 N] es un subconjunto de

LP(AI,E) en las condiciones de la Definicidn 3.

Ahora bien, la inclusidn candnica:
I LP(AI,E) — 1PA,E)

es un isomorfismo sobre la imagen, y sea 1I' : Lp(l, E)' » Lp(Ai,E)'
su transpuesta. Sabemos (ver | 9], V.1.4.), que al ser Zl una sub-
o-ilgebra de I, y XA 6 Ca(l), para 1l < q < += existe una espe

ranza condicionada:

v

E( -Izl) LY\, E') —m— Lq(ll,E'), operador lineal,

con: J g dA J E(glll)dkl ¥g 6 LI(A,E') cuando A € 21, y
A A

"E(g,21)|1q f_ugllq. Y vamos a ver que I'(g) = E(g[Zl) siempre
n

que g 6 LY(r,EY), con % + % =1, En efecto, sea f = z LI
i=1

. xAi 6 A(ZI,E). Se tiene, al ser Ai [ Zl ¥i=1,...n:

n
<E,I1'(g)> = L{ <E,1'(g)>dA; = ) <Xy, IA g dA;> =

i=1 .
i

]
[ Rauel-]

n
<xi s JA E(gyzl)dxl> = I < Z

x:oX, »E(g|Z)>dA, =
X i i Ai 1 1

i=1 . 1
i

= J <f , E(g|X1)>d)\l = <f, E(g|21)>.
X

Luego 1'(g) = E(gIZl) vg 6 LY(A,E'), por ser I'(g) vy E(glzl)

dos formas lineales y continuas que coinciden sobre el subespacio
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denso A(L,,E) de LP(AI,E).

Ahora bien, por (b), se tiene que Vgl [+ Lq(Al,E'),

lim I <f;,g1>dA1 = 0, y por lo tanto, ¥g 6 Lq(A,E'):
k+ oo X

lim J <f:,g>dA = lim <I(f:),g> = lim <f:,1'(g)> =
X

k+ > k> o k+ o
= lim <f;,E(glzl)> =0, yaque E(g|E;) & LY ,E").
k+ ©
En particular, dados A 6% y x' 6 E', como x’.xA € A(L,E")C

LY ,E'), se tiene: 1lim <j £y dA, x'> = lim J <E¥,x".x,>dA =
k+ o A k+ o /X

dx) es una sucesidn débilmente

= 0, y por consiguiente, (J f KEN
A

*
k
convergente a 0 en E, ¥A 6 I.

Se tiene entonces que, también como subconjunto de LP(A,E),

K estd en las condiciones de la Definicidn 3: y al tener E, por hi

potesis la propiedad Pp(l), se sigue que K es débilmente relativa

mente compacto en LP(A,E): por lo tanto, (f;)kGN posee una subsu
cesidn (ft )mGN’ débilmente convergente a un elemento £* ¢ LP(),E).
m
Y como acabamos de ver que, ¥g € Lq(A,E'), lim J <f§,g> dx = 0, vy
k + =X

Lq(A,E') es un subespacio del dual de LP(A,E) que separa puntos,

nos queda que f* - 9. Pero, ¥m € N, f: 6 6(11), y al ser

un isomorfismo, debe verificarse que 9_1(f: ) —> 0 débilmente en
m
11: por el Lema de Schur, ello implica que ue—l(f: )[ijjﬁ;_* 0.
m .
: -1, % -1

¢in embargo, Vk 6 N, 8 (fk) = e -e = Jlo (£ _)|]=

n n n

2k k
= fle. -e [l= 1, 1o cual nos lleva a una contradiccidn.
"k M2k
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Asi, si E tiene la propiedad Pp(l), con 1 < p < 4= y
A € Ca(l), medida positiva, LP(A,E) no puede contener ningfin sub
espécio vectorial isomorfo a 11.
Eggé. Parece que esta Proposicidén es un caso particular de un resul-
tado de Pisier | 18|, adin sin publicar, que vendria a asegurar que,
si 1 < p <€ 4= y A es una medida finita y positiva, el que un eg
1

pacio de Banach E contenga un subespacio vectorial isomorfo a 1

es equivalente a que también LP(A,E) lo contenga.
L]

19. Teorema. Sean E un espacio de Banach separable, A 1la medida
de Lebesgue en X = [0,1], y P un nfimero tal que 1 < p < +», En
tonces, si E tiene la ptopifdad PP(A), se tiene que el dual de
LP(X,E) se identifica con Lq(A,E'), siendo % + % = 1.
Demostracidn. Se tiene que, al ser E separable y A 1la medida de
Lebesgue en [0,1] = X, LP(A,E) es claramente un espacio de Ba-
nach separable, que, por el Corolario 16 y la Proposicidn 18, no con
tendrd ningiin subespacio vectorial isomorfo a 11, siempre que E
tenga la propiedad Pp(k). Entonces, y segiin la caracterizacidn (**)
de ﬁﬁsenthal, tendremos que la bola unidad de LP(X,E) es débil*-secuen

cialmente densa enm la bola unidad de LP(X,E)".

Sea U 6 LP(A,E)" tal que lull <1 y U =0,
- Li(x,E")
por lo anterior, podremos encontrar una sucesidn (fn)nGN [l LP(A.E),
tal .que he |1 <1 para cada na, y U(v) = lim v(f ) si
ntp — : n+ o n

v 6 LP(a,E)'.




Sea K = {fn / n e N} = LP(X,E). Tenemos:

(i) K estd acotado, por la eleccidn de las £
(ii) Sea A 6 I (o-algebra de Lebesgue en X = [0,]]): K(A) =

= {J £ dA / n 6 X} es débilmente relativamente compacto en E,
A

pues para todo x' ¢ E', x‘.xA 6 A(Z,E'")C Lq(A,E'), y por le tanto:
lim <J £ dA,x'> = lim J <f_,x'.x,>dX = u(x'.x,) =0 por
a+ o A " n+ o Jx n A A ’

la eleccidn de U. Asi, ( £ dX) es una sucesidn débilmente

A T n6ER
convergente a 0 en E, y K(A) es, efectivamente, débilmente rela-

tivamente compacto.

Hemos visto, por consiguiente, que K es un subconjunto de
LP(A.E) en las condiciones de la Definicidn 3: y como, por hipdte-
sis, E tiene la propiedad PP(A), nos queda que K es débilmente
relativamente compacto en LP(A,E). De donde, y por el Teorema de
Eberlein, resulta que existe una subsucesidén (f ) de (f)

»
ny k6N n’ nEN

que converge débilmente a un elemento f € LP(X,E).
Pero, para cada g € Lq(A,E'), se tiene:

J <f,g> dA = 1lim J <f ,g >dx = U(g) =0, y como Lq(l,E')
X k+= Jx Pk
separa puntos sobre LP(X,E), resulta que f=0. Como consecuencia,
dada v € LP(X,E)', se tiene:
U(v) = 1lim v(f_ ) = v(f) = 0. Y, por lo tanto, U = O.
K+ o "k

Nos queda asT que si U 6 LP(A,E)", "Ull <1 y U(g) = 0 para to

"



60.

da g € Lq(A,E'), U ha de ser igual a 0: 1lo cual nos asegura que
Lq(A,E') es un subespacio vectorial denso de LP(),E)' (ver |21|,
IT. 9.2). Pero Lq(A,E') es un espécio de Banach y por lo tanto,
considerado como subespacio vectorial de LP(A,E)', debe de ser ce-

rrado: en definitiva, Lp(A,E)' coincide con Lq(A,E').

20. Corolario. Si E tiene la propiedad PP(A), con 1 < p < +o,
¥y A es la medida de Lebesgue en [0,1], entonces E' tiene la

P.R.N.

Demostracidn. Supongamos que 1 < p < 4 y E tiene la propiedad
PP(A): entonces, por la Proposicidn 14, cualquier subespacio vecto-
rial cerrado y separable, F, de E, tiene también la propiedad
PP(X). El Teorema 19 nos asegura que, en tal caso, LP(X,F)' =

= Lq(A,F'), con % ; % =1, 1y ello es equivalente a que F' ten
ga la P.R.N. (ver | 9[, V.4.1). Pero E' tiene la P.R.N. si y s3

lo si F' 1la tiene, para todo F subespacio vectorial cerrado y se

parable de E (ver | 8|, III.3.5),

Y, si p=1, el que E tenga la Propiedad Pl(l) implica, tal
y como se vid en la Proposicién 8, que E tiene la propiedad Pp(l)
para todo p, con 1 < p < +4o: de lo visto anteriormente se sigue

que, también en este caso, E' ha de tener la P.R.N.

21. Corolario. Un espacio de Banach E tiene la propiedad Pp(l).
con 1 < p < 4o y A 1la medida de Lebesgue en [O,l], si y sélo si

E y E' tienen ambos la P.R.N.
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Demostracidn. Dado p, con 1 < p < +», y giendo A la medida de
Lebesgue en [b,l], el que E y E' tienen ambos la P.R.N. si E
tiene la propiedad Pp(k) se sigue inmediatamente de los Corolarios

10 y 20.

En cuanto al reciproco, su demostracidén coincide esencialmente
con la de la parte reciproca del Teorema 1, y esta basada en que, al

tener E' la P.R.N., LP(A,E)' = Lq(A,E'), siendo % + 1, 1: una

q
exposicidn detallada para el caso en que p=1 se puede encontrar,

por ejemplo, en ‘ 9}, Iv.2.1, vy la demostracidm para p>1l es

angloga por completo.

De la equivalencia entre las propiedades P y Pl’ vista en
la Proposicidn 11, asi como de las Definiciones 4 y 6, se sigue el

siguiente corolario:

22. Corolarjio. E tiene la propiedad Pp, con 1l < p < +w, o0 la pro
»

piedad P, s8i y s8lo si E y E' tienen ambos la P.R.N.

Resumiendo los resultados anteriores, se obtiene:

23. Corolario. Sea E un espacio de Banach. Son equivalentes:

a. Ey E' tienen ambos la P.R.N.

b. E tiene las propiedades P y Pp, para todo p con 1 < p < +ow,
, ¢. Siendo A 1la medida de Lebesgue en [b,l], existe r, con

1 < r < +», tal que E tiene la propiedad PI(A).

Recordemos que, dados una medida positiva A 6 Ca(X) no atdmi

ca y un nimero p tal que 1 < p < +o, se tiene que LP(A,E)  tie-
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ne la P.R.N. si y solamente si E 1la tiene (ver l 9], v.4.1); vy

que LP(0,E) = Lq(X,E'), con % +-£‘= 1, si y solamente si E'
tiene la P.R.N. respecto de X (ver | 9|, IV.1.1). Ademis, E se
puede identificar siempre a un subespacio vectorial de LP(X,E), me

diante el isomorfismo candnico

E —— — P (), E)

X
X(x) - Xx
y la P.R.N. se conserva para subespacios vectoriales cerrados (ver

| 9[, I11.3.2). Se tiene entonces:

24. Corolario. Sea E un espacio de Banach.

a. Si E tiene la propiedad Pr’ con 1 < r < 4w, entoﬁcea tam
bién LP(A,E) tiene la propiedad P, siendo p tal que

1 < p < 4w y A 6 Ca(l) una medida positiva y no atdmica.

b. Si, para algiin p con 1 < p < 4, existe r, tal que
1 € r < 4w y LP(A,E) tiene la propiedad Pr’ siendo

A Ca(L) una medida positiva y no atdmica, entonces E tiene

-]

la propiedad P para fualquier r con 1 < r < 4=,

3. Algunas cuestiones sobre los espacios LP(A,Elgy Ca(Z,E).

En la Seccidn 2 hemos visto que para que las condiciones que apa
recen en las Definiciones 2, 3 y 5 caractericen en general los subcon-
juntos débilmente relativamente compactos de los espacios LP(A,E) vy

Ca(L,E), respectivamente, es necesaric que tanto E como E' tengan
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la P.R.N. En esta Seccidn relacionaremos dichas condiciones conlos
subconjuntos de tales espacios que son relativamente compactos para
ciertas topologias que, en general, resultardn ser menos finas que 14
débil.

Como anteriormente, E designard siempre un espacio de Banach,

y I una 0-3dlgebra de subconjuntos de un conjunto cualquier X.

25. Proposicidén. Sea K un subconjunto de Ca(L,E). Se tiene:

a. Si K es débilmente relativamente compacto, verifica:

“
i) X estd acotado en norma

ii) Existe una medida positiva A 6 Ca(I), tal que
lim |u](A) = 0 uniformemente cuando yu 6 K.
A(A) >0 ‘

iii) Para cada A 6 I, K(A) = {u(a) /p 6 K} es un subconjunto

débilmente relativamente compacto de E.

b. K verifica las condiciones anteriores si y s6lo si K es rela

tivamente compacto para la topologia g(ca(L,E), F(L,E")).

Demostracidén. La parte (a) no es mids que la forma directa del resul-
tado de Brooks vy Lewis, enunciado al comienzo del Capitulo como Teo

rema 1. Veamos, pues, la parte (b).

Sea K= Ca(I,E) un conjunto que verifique (i), (ii) e (iii),

y sea una red en K. Por (i), K estd acotado, luego es

Widier
un subconjunto relativamente compacto de Ca(Z,E)" para la topologia

débilx, o(Cca(L,E)", <C€a(I,E)'), cuya restriccidén a Ca(I,E) es
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precisamente la topologia débil g(ca(Z,E), Ca(L,E)'). Por lo tanto,

podemos extraer de (u.) una subred (ui“)

i) ie1 o(Ca(E,E), Ca(Ll,E))-

jeJ’
de Cauchy. Segiin vimos en la Proposicidén 1.7, F(L,E') se identifica
a un subespacio vectorial normante de Ca(Z,E)': por lo tanto, la to

pologia o(Ca(L,E), F(L,E')) es menos fina que 0(Ca(Z,E), Ca(I,E)"),

y la red (ui )ng seri g(Cca(Z,E), F(L,E')) - de Cauchy en Ca(Z,E).
h]

Fijado A € L, para cualquier x' 6 E' se tiene que

x".x, € F(L,E"), y por lo tanto, existe el limite:

lim <p. (A),x'> = lim <p. ,x'.yx,>. Ello nos permite definir:
3 i, 3 i- A

hj 1
u(A) + E' ———— K

1

X + <p(A),x'> = lim <y (A),x'>.

3
Por (i), K estd acotado, de donde se deduce. facilmente que p(A)
es una aplicacidén lineal y continua. Por otro lado, y para cada j €J,
uii(A) 6 K(A) = {v(A) / v 6 K}, que es débilmente relativamente com
pacto en E, por verificar K la condicidn (iii): y esto nos asegu-

ra que n(A) 6 E.

Se tiene asi definida u: 5 —E, que es una funcidn fini
A —> u(A)
tamente aditiva de conjunto, como se comprueba sin dificultad.
Ademds, es de variacidn (equivalentemente, semivariacidn) acota
da. En efecto, por'(i) sabemos que existe un niimero M > 0 tal que
Jv|(x) = |lv]]| < M para toda v & K. Sean {a;,...,A } wuna parti-

cién de X en %, ¥y xi,...,x; € B se tiene:

E'’

<ui.(Ak)’xé>| < M, vy por lo tanto
1

t~3

n '
| 7 <uap),x,>| = lim |
k=1 L 3

k=1
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[u]x) < M. Por otro lado, y al verificar K la condicidn (ii),
tenemos que existe una medida positiva A 6 ca(l), tal que

lim IVI(A) = 0 uniformemente cuando VvV € K. Entonces, dado
A(A) o

€> 0, podemos encontrar un 6€ >0 tal que si A 6 L y A(A) < 66,

se tenga |v]|(A) < € para toda medida v 6 K. Tomemos A 6 I tal

que A(A) < 56, y sean {Al,...,An} upna particidn de A en I,
x! ... x € B r+ Se tiene: | ? <u(A,) x'>| = lim | E <y, (A,)
1 ’n E . | S i, k7°
k=1 J k=1 j
1)
,xk>| < €, puesto que U, 6 K ¥j 6 J. Por coumsiguiente,

i
.'
ful(a) < €, y ello para cada A 6 I tal que A(A) < 66. Esto nos

asegura, entre otras cosas, que U es una medida: y por lo tanto

p 6 ca(I,E), y Hull < M.

Queda por ver que, dada f 6 F(L,E'), se tiene:

<y, f> = J fdpy = lim J fdyu.
X X b

= lim <p, ,f>
3 i,

i J i
Ahora bien, por la definicidén de U es claro que &sto se cumple siem
pre que f 6 A(L,E'). Y, si f 6 F(L,E'), se tiene por definicidn

que existe (£) sucesidn acotada en A(I,E'), tal que

n’n6N’
f(t) = lim f“(t) ¥t 6 X. Por el Teorema de Egoroff se tieme enton

n> o«
ces que (fn)nGN converge a f A-casi uniformemente en X.

Fijemos € >0, ysea H >0 tal que "fn”w <H ¥n 6N (y,
por lo tanto también £, < H). Segln acabamos de ver, se puede

encontrar un 65 >0 tal que, si A & L y A(A) < GE,

[ . €
‘“ijl‘A) S ¥ed vy @ <oy

Por otro lado, al converger (f“)nGN a f A-casi uniformemen
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te en X, existen X_ € L tal que A(X'\XE) < Ee, y n 6 N tal

que:

"Xx (f-fn)llm‘<€£ﬁ ¥n > n Y, como £, 6 A(L,E'),
€

€ €

1§m <ui1,fns> = <u,fn€>, luego existe jC ¢ J tal que, 8i j Z.Je.

|<“‘”1j'fn€>!<

wWim

Tenemos entonces, para j > je :

“p. L E5] <J<p-u. LE-f_ >| + |<u-u, Lf>] <
| <p “1j | <l<n ”15 0 | LS
€
<|J (£-£_ ddul| + | J (£-£ ddu, | +35 <
X Te X € 5
< | [ (£-f_ ydul| + | I (£-£_ ddu| + lf (£-£_ dau, | +
Tk, e XN X, e X, e N

+ IJ (F-£_ ) du, | +e/3 < fix, CG-£_ | . |ulx) +
XaX, ne 1j XE nC @ €

+

Ilf—fnellm- ul(x~x) + llxxe-(f-fng)ll,, IuijlﬂE) +

E _£_ £ L+ E .
+ “fmfnellm . (uijl(x\ X)) +3<2 g - M+ bH . o+ 5=,
Y, en conclusidn, <u,f> = lim <y, ,£>, para cualquier f 6 F(IL,E').
J i

Tenemos asi que de toda red en K se puede extraer una subred

o(Ca(L,E), F(Z,E')) -convergente a un elemento de Ca(Z,E): vy por lo

tanto K es relativamente compacto en Ca(I,E) para la topologia

o(Cca(Z,E), F(Z,E')),.
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Veamos ahora que, si K es relativamente compacto para la topo
logia o(Ca(L,E), F(L,E')), entonces verifica las tres condiciones del

enunciado.

(i) K esta acotado en norma: esto se sigue inmediatamente del
Principio de Acotacidn Uniforme, por ser F(L,E') un subespacio vec-

torial de Ca(I,E)' normante sobre Ca(I,E).

(ii) Hay una medida positiva A 6 Ca(l), tal que

lim Ju](A) = 0 uniformemente en B 6 K: tal y como se indicd

A(A) +o
en el Teorema 1.8, ello es equivalente a que la familia {|p||u 6 K}
contenida en Ca(l) sea equiexhaustiva, es decir, a que para toda
sucesidn {An}nGN de elementos de [ digjuntos dos a dos, se tenga
que lim |p|(A ) = 0 uniformémente cuando u € K.

n-+ o a

Entonces, si (ii) no se verifica, para un cierto g> 0 podre
mos encontrar una sucesidn (un)nGN en K, y una sucesidn
{An}nGN de elementos de L disjuntos dos a dos, tales que
fu l€(A) > 3¢ ¥n 6 N.

k 1]

Fijado n &€ N, como 3e < [unI(An) = sup (|iZ1 <un(ni),xi>l /

/ {Bl""’Bk} particién de An en I, x;,...,xL [ BE,}, podemos
. n n PR n '
encontrar (Al,...,ABn} ai:t1c1on de A, en L, ¥ X, ,...,xs: GBE.,
tales que, siendo h = Z xtn.x 6 A(Z,E'), se tiene:
n i=1 i Ag

s
n
n
[<u, b > =lizl <"(Ali‘)’x:1 >l > u Ay - e 2 2e.

Sea A= U A 6L, vy llamemos K a la adherencia de K pa
neN
ra la topologia o(Cca(I,E), F(Z,E')), que es un subconjunto compacto

"

de Ca(I,E) para dicha topologia.
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@

d (0,), .y € 17, definimos: h
Dado a %) eN 1, efinimos: o kgl

con valores en E', y tenemos que ha 6 F(L,E'), opues sea para ca-

ak'hk’ funcidn

da N 6 N,

N
By = ] op by . hy o6 AGEEYD,  [nN|]_ = mEx (o | fk=1,...,N}

N »
hS !la”a, » vy h () g5 b () ¥t 6X. Y, si

u 6 ca(Z,E), se tiene:

N
- 1 N = i =
<u,h > Ix h, du = lim L b du = lim ( I oo L hy dw)

N+ o k=1
@

oy . I h, dy = X a, <u,h,>.
k X k kel k k

!

k=1

Llamemos H a {ha / « € 17}, y tenemos que H es un subespacio
vectorial cerrado de F(IL,E'), como se comprueba sin dificultad: en
tonces, la topologia oc(Ca(Z,E),H) es menos fina que o(Ca(l,E),

F(Z,E')), y por lo tanto K es o{Ca(I,E), H)-compacto en Ca(I,E).

Dada u 6 ca(Z,E), sea BU = (<u,hk>)kelq : se tieme que

BU -] 11, pues:

o

o L]
K, 'k
e 11, = [<u,h >] = | <cu(AD,x > < ¥ ulay =
ully = L Ty o 1 17 k=1 k

fuly < Qwll.

-
Entonces, ® : ca(L,E) ——— 11 es una aplicacidn lineal y conti

W 8,

1 -]
nua; continua ademds para las topologias o(ca(Lf,E),H) y o(1,1),

A
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puesto que, dado o = (ak)kGN 6 lm, se tiene:

-]
<B,a> = kzl @, <u,hy> = <u,h >, ¥y 6 Ca(I,E).
Entonces, 6(K) es un subconjunto 0(11,1w)-compacto en 11, y al
1 o0 —
ser 11 =1, se tiene, por el Teorema de Eberlein, que 8(K) es

débilmente secuencialmente compacto. Existen por lo tanto una subsu-

cesidn (unm)mGN de (u“)nGN y un elemento U 6 K, tales que
(B ) converge débilmente a B en 1l y, por el Lema de
“n_ meN M )
Schur, ello equivale a que B, = lim B en la norma de 1.
m+ n
m
Asi, podremos encontrar un m € N, tal que si m > mo
|<un —u,hk>| = "Bun —Bulll < &3 y por lo tanto, si m > m y
k=1 m m .
k6nN:  Jau | < f<u-ug Ghe>| o+ fann >l < 0 [ —un o]+
m m k=1 m
s
k k 'k
+ |<u,hk>| < e + |<u,hk>| =€+ lizl <U(AY) ,x i>| < e + ]ul(Ak).

Y puesto que u 6 Ca(I,E), 1lim Iul(Ak) = 0: es decir, existe k€ 6N

k> o
‘tal que, si k> k_, Iul(Ak) < e. Asi, para k > k, y m>m_,
se tiene: |<un ,hk>| < 2¢. Pero, en tal caso, tomando m 6 N tal
m
que m>m_ y n >k, nos queda: |<unm,hnm>| < 2¢, cuando lasg’

. ' - .
sucesiones (un)nGN c K y (hn)nGNC A(L,E') se habian elegido pre
cisamente con la condicidn de que I<un,hn>| > 2e ¥n € N.

Esta contradiceidn nos demuestra precisamente que la fami-
lia de medidas {lu] 7 v ¢ K} debe ser necesariamente equiexhausti

va: equivalentemente, K verifica la condicidén (ii) del enunciado.

(iii) R(A) = {u(A) / v 6 K} es un subconjunto débilmente relati
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vamente compacto de E, cualquiera que sea A 6 L.

En efecto, fijado A 6 I, definamos:

6A : Ca(Ef,E) —— E

B —— u(a)

GA es una aplicacidn lineal; ademds, dado x' 6 E', x'.xA 6 A(L,E'),

y: <5A(u),x'> = <p(A) ,x'> = <u,x'.xA> : es decir, 6A es continua
para las topologias og(ca(L,E), F(L,E")) ¥ o0(E,E'). Entonces, al
ser K o(Ca(f,E), F(L,E'))-relativamente compacto, GA(K) = K(A)

ha de ser débilmente relativamente compacto en E.

Recordando que las condiciones (i), (ii) e (iii) de la Proposi-
cidn anterjor coinciden con las condieiones correspondientes de la De
finicidn 5 (definiciém de la propiedad P(I)), se obtiene como coro-

lario inmediato:

26. Corolario. E tiene la propiedad P(I) si y solamente si en la
Ca(Z,E) coinciden los subconjuntos débilmente compactos con los com-

pactos para la topologia o(Cca(,E), F(L,E")).

Tal y como se vié en la Seccidn anterior, para que los subconjun
tos o(Ca(f,E), F(Z,E’'))-relativamente compactos de Ca(I,E) coinci-
dan con los débilmente relativamente compactos, y ello para cualquier
o-dlgebra I en cualquier conjunto X, es condicidn necesaria y sufi
ciente que tanto E como E' tengan la P.R.N. Cuando &sto no auéede,
no sélo la igualdad falla en general (por lo menos, para X = [0,1] y

z la o-dlgebra de Borel en X), sino que los subconjuntos de
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Ca(Z,E) que verifican las tres condiciones de la Proposicién 25 no
tienen por qué@ ser ni siquiera relativamente secuencialmente compagc
tas para la topologia o(ca(L,E), F(L,E')), a pesar de ser relati
vamente compactos para la misma. Precisamente, existe un ejemplo de
Batt I 2|, en el que, con E = B(X), espacio de las funciones aco
tadas f : X = [O,IJ —* K, con la norma del supremo, se prueba la
existencia de una o-3lgebra I y un conjunto K Ca(l,E), que
verifica las tres condiciones (i), (ii) e (iii) de la Proposicidn 25
y no es relativamente secuencialmente compacto para la topologia
o(ca(Z,E), F(L,E')) aunque, como acabamos de demostrar, debe ser re
lativamente compacto. Naturalmente, cuando tanto E como E' tienen
la P.R.N., el Teorema de Eberlein asegura que una situacidn como 1la

mencionada es imposible.

Veamos a continuacidn los resultados andlogos al anterior, para

los espacios LP(A,E).

27. Proposicidn. Sean A 6 Ca(l) una medida positiva, y K un sub-

conjunto de LP(A,E), con I < p < 4». Consideremos las condicio-

nes siguientes:

i) K estd acotado en norma.
ii) K es uniformemente A-iptegrable , es decir:

lim J /£l dA = 0 uniformemente cuando f 6 K.
A(A) »0 A

iii) Para cada A € I, K(A) = {I fdx / f 6 K} es un subconjunto
A

débilmente relativamente compacto de E .
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Se tiene entonces:

a. Si p=1l, y K es débilmente relativamente compacto en LI(A,E),
entonces K verifica (1), (ii) e (iii).
a'. 8i p>1, y K es débilmente’relativamente compacto en

Lp(A,E), entonces K verifica (i) e (iidi).

Ademds, si el espacio E tiene la P.R.N. respecto de ):

b. Si p=1, K wverifica (i), (ii) e (iii) si y solamente si es rela

tivamente compacto para la topologia O(LI(A,E). Lm(X.E'))-_

b'. Si p > 1, K verifica (i) e (iii) si y solamente si es relati
vamente compacto para la topologia s(LP(A,E), LY(A,E')), con

1,
P

-3

= 1.

Demostracifn. La parte (a) no es mds que una consecuencia del Teorema
1: una demostracidn detallada se puede encontrar, por ejemplo, en 19 [
IV.2.4. En cuanto a (a'), la necesidad de la condicidn (i) se sigue
inmediatamente del Principio de Acotacidén Uniforme, y la de 1a.condi—

cién (iii), de ser la aplicacidn:

§, + LP(OA,E) —~+ E

A
f — [ fda
A

continua para las topologias débiles en LP(),E) y E.

Veamos ahora la parte (b).

Sea ) 6 Ca(Z) una medida positiva: la aplicacidn:
1: 1t OL,E) —— ca(z,B)

f — Ug
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donde uf(A) = J £dA para cada A 6 I, es una isometria sobre la
A

imagen, como se comprueba sin mayor dificultad.

Dado entonces un subconjunto K de LI(A,E) que verifique las
condiciones (i), (ii) e (iii) del enunciado, se tiene inmediatamente
que I(K) es un subconjunto de Ca(Z,E) en las condiciones de la Pro

posicidn 25, y por lo tanto I(K) es g(Ca(Z,E), F(L,E'))-relativa-

mente compacto. Sea entonces (fi)iGI una red en K: tendremos que
existen una subred (fi')jGJ y una medida v € Ca(,E), tales que
J
g, T u en la topologia o(ca(L,E), F(Z,E')). Al ser
1
]
Ix h dy = lim J hd yg. para cada h 6 A(L,E'), y verificarse ademis
J X 1j
que lim Iu |C(A) = 0 uniformemente en j 6 J, se tiene que la
A(A) o Fi,
medida u es absolutamente A-continua: como, por hipdtesis, E tie

ne la P.R.N. respecto de A, podremos encontrar una funcién de densi-
dad de |y respecto de A, f 6 LI(R,E). Y ya tan sélo nos queda ver

que fi. +> f en o(Ll(A,E), Lw(A,E')). Ahora bien, dada h GLM(A,E'L
ki

gsiempre podremos elegir una funcidn representante, que indicaremos tam-

bién por h, de modo que h 6 F(L,E'). Asi:

J <f,h> dXx = [ h dy = <p,h> = lim <yg_ ,h> =
X X J 1]
= lim I <fi yh> dA,
J X i
y, efectivamente, f es el limite de la red (fi )iGJ en la topologia
st (,E), L7OLE)).
Reciprocamente, sea K un subconjunto o(Ll(A,E), Lm(A,E'))-rg

lativamente compacto de LI(A,E). La aplicacidén I :Ll(A,E) + Ca(Z,E) +
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definida anteriormente, es continua para las topologias

U(LI(X,E), Lw(A,E')) y g(Ca(X,E), F(Z,E')), pues ya hemos dicho
que toda h € Lm(A,E') tiene algilin representante en F(IZ,E'). Luego
I(K) es o(Ca(L,E), F(Z,E'))-relativamente compacto en Ca(L,E), vy
por 16 tanto verifica las condiciones (i), (ii) e (iii) de la Proposi
¢idn 25: de donde se deduce inmediatamente que K verifica las tres

condiciones andlogas de nuestro enunciado.

En cuanto a la parte (b'), se deduce de (b) sin mis que tener en
cuenta que, dado p tal que 1L < p < 4o, 1la inyeccidn candnica
J : Lp(A,E) — LI(A,E) es una aplicacibn continua, cuya transpuesta
J' o LI(A,E)' — LP(0,E)' aplica L®(A,E') en un subespacio vecto-

rial denso de LIY(),E'), siendo LI

P q

En contra de cuanto sucedia en la Proposicidmn 25, en la Proposi-
cidn 27 hemos necesitado la hipGtesis adicional de que E tuviese la
P.R.N. respecto de A, para poder asegurar que lasg condiciones del
enunciado eran equivalentes a la compacidad relativa en LP(A,E) pa-
ra la topologia o(LP(2,E), Lq(A,E')), con % + % = 1. El siguien-

te resultado justifica precisamente la necesidad de tal hipdtesis: no

incluimos la demostracidn, por ser esencialmente la misma del Teorema

9.
28. Proposicidn. Sea A 6 Ca(L) una medida positiva. Si E no tieme
la P.R.N. respecto de A, para todo p en las condiciones

1 < p < +o», existe un subconjunto K de LP(A,E), que verifica las
condiciones (i) e (iii) de la Proposicidn 25, si p > 1, y ademds la

condicidn (ii), si p=1l, pero que no es o (LP(A,E), LI(A,E")) rela
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= 1.

o -
+

tivamente compacto, siendo

Q[

Recordando que las condiciones que aparecen en las partes (b) y
(b') de la Proposicidén 27 son esencialmente las mismas de las Defini-
ciones 2 y 3, respectivamente, es decir, las de la propiedad PP(A),

se obtiene como corolario:

29, Corolario. Sean A 6 Ca(l) vuna medida positiva, y p un niimero
tal que 1 < p < +w, Un espacio FE tiene la propiedad Pp(l) si vy
sblo si E tiene la P.R.N. respecto de A, y en LP(A,E) coinciden
los subconjuntos débilmente relativamente compactos con los relativa-
mente compactos para la topologia o(LP(2,E), Lq(A.E')), con

+ 1o
q

LR

Una cuestidn que surge naturalmente, al igual que nos sucedid
con el espacio Ca(L,E), es la de si las condiciones de la Proposi-
cidén 27, al menos cuando aseguren compacidad relativamente para la to
pologia o (LP(2,E), Lq(l,E‘)), asegurarin tambi&n compacidad relati
va secuencial para dicha topologia. En este caso, el ejemplo de Batt
ya citado no es Gtil, puesto que el espacio E que aparece en &l no
tiene la P.R.N., que como hemos visto es esencial para que se verifi-

Aquen las partes (b) y (b') de La Proposicidén 27. De hecho, en el mis-
mo articulo | 2|, Batt parecid demostrar que, en las condiciones de
las partes (b) y (b') de la Proposicidn 27, se tiene no sdlo compaci-
dad relativa para la topologia U(LP(A,E), Lq(A,E')), sino también
compacidad secuencial. Sin embargo, en | 5| Bombal hace notar que la

demostracidén de Batt falla en algunos casos particulares, dando al mis



76.

mo tiempo una nueva demostracidn, vdlida Gnicamente cuando p > 1. Co
mo consecuencia, se tiene que en LP(A,E), con 1 < p < 4o, cuando
E tiene la P.R.N., los conjuntos que verifican las condiciones (i) e
(iii) de la Proposicidén 27 no sdlo son relativamente compactos, sino
también relativamente secuencialmente compactos para la topologia
O(LP(A,E), LY(AL,E")). Sin embargo, dicha cuestidn parece continuar
abierta en el caso en que p=1: vy, por lo tanto, también para
Ca(I,E), cuando E  tiene la P.R.N. Naturalmente, si E tiene la
propiedad Pp(l), la compacidad y la compacidad secuencial respecto
de a(Lp(X,E), LY(A,E')) coinciden, segiin nos asegura el Teorema de
Eberlein, por coincidir ambas con la compacidad para la topologia dé-

bil.

Por Gltimo, cerraremos la Seccidn con un resultado sobre los es-
pacios Lp(X,E), relacionado con 1la propi;dad PP(A). En el caso es-
calar, es bien conocido que, siempre que 1 < p <.+w’ LP(A) es un eg
pacio débilmente compactamente generado (w.c.g), precisamente por
ger la bola unidad de A(Z) (con la norma p;opia de este espacio, es
decir, la del supremo), un subconjunto débilmente relativamente compac
to y total en tP(A). sin embargo, este resultado no se puede trasla-
dar mecinicamente al caso vectorial, debido a las dificultades con que
se tropieza para caracterizar los subconjuntos débilmente relativamen-

te compactos de LP(X,E).

30. Proposicidn. Sea A € Cca(I) una medida positiva, y 1 < p < 4,

Si E tiene la propiedad PP(A), el espacio LP(A,E) es w.c.g. si

y solamente si E lo es.
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Demostracidn. La necesidad de que E sea w.c.g. al serlo Lp(A.E)
se sigue de ser el primero isomorfo a un subespacio vectorial comple

mentado del segundo, mediante la identificacidn:

E—mm— LP(A,E)

X T Xy

Y se comprueba gin dificultad que el ser w.C.g. es una propiedad

que se conserva para subespacios complementados.

Supongamos ahora que E es w@.c.g. y tiene la propiedad Pp(A).
Por la primera condicidn, podemos encontrar un subconjunto K de E,
absolutamente convexo, débilmente compacto, y total en E. Sea enton

ces K% = {x'.xA / A6 I, x 6 K}. Tenemos:
i) K* estd acotado en norma, pues dados x €6 K, A 6 [:

1 1
x-xpally, = U=l 2@ ® < aP, con Mo |Ixl vx 6k,
que existe por ser K dé&bilmente compacto.

ii) K* es uniformemente X-integralbe, pues si x €6 K y A 6 L:
J lx.x,Hdx = flx]| A(A nB) <M . X(B): y por lo tanmto,
B

Ld
lim J ||f“ dX = 0 uniformemente cuando f 6 K¥,.
A(B) »o B

iii) Para cada A €6 I, K*x(A) = {[ fdx / f € K*} =
A
= {I (x.xg)dA / x 8 K, B 6 L} = {A(ANB).x / B 6 I, x 6Kle
A

— A(X) . K. por ser K equilibrado: asi, K*(A) es débil

"
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mente relativamente compacto em E.

Como consecuencia, resulta que si p=1, K* estd en las condi-
ciones de la Definicién 2, y en las de la Definicién 3 si p > 1l: en
cualquier caso, K* es débilmente relativamente compacto en LP(A,E),
por tener E 1la propiedad PP(A).

Y K* es total en LP(X,E), pues sabemos que A(I,E) es denso
n

en dicho espacio:, dadas f = Z XXy 6 A(L,E) vy € >0, tene-
i=1 i
mos que, por ser K total en E, existen para cada i=1,...,n,
Ai,...,k: 6 X y y;,...,y; 6 K, tales que
i i
S,
"xi - zl A% y%ll < 75 - Ahora bien, y% “X,, € K*
j=1 3 ] A (X) P ] i
¥j = 1,...,si, i=l,...,n, y:
TR N IS ST T oatyh
f - Aoyl - X - (x, - AL yl) X =
i=1 =1 373 TATR i=1 1 o=y 3730 TA T
g I }i i illp 1/p E AAy) 1/p
= ( X, - ALy, A(A.)) < € ( ) <e
i=1 iy0y 373 i jer A (X

Asi, el débilmente relativamente compacto K#* es efectivamente total

en LP(A,E), 1luegoe LP(MA,E) es w.c.g.
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CAPITULQ IIX

Este capitulo est8 consagrado esencialmente a estudiar algunas
cuestiones relativas a los operadores T : C(X,E) —— F : principal-
mente, cuestiones de compacidad dé&bil., El1 nexo de unifn con el Capitu-
1o anterior se encuentra tanto en ser el dual M{X,E') de C(X,E) un
espacio de medidas, cuanto en el Teorema I,18., que como vimos permi-
tia asociar a cada operador continuo T de C(X,E)} en un espacio de
Banach F , una funcidn finitamente aditiva de conjunto, de semivaria-
cibn acotada, definida en la o-Algebra de Borel de X y a valores en

L(E,F") . Como ya indicamos, dicha funciBn finitamente aditiva de
conjunto se suele llamar, por un abuso de lenguaje, la 'medida asocia-
da' al operador T .

Es bien sabido que, en el caso escalar, el recurso de estudiar
los operadores T : C(X) ——— E a través de sus 'ﬁedidas asociadas'
ha dado magnificos frutos, permitiendo caracterizar de modo bastante
sencillo las diferentes clases de oﬁeradores en t8rminos de sus corres-
pondientes medidas: recordemos de nuevo la caracterizacifn de los ope-
radores débilmente compactos, que enunciamos como Teorema I,18. Y de
nuevo se plantea la cuestifn de hasta qué'punto, o en qu8 condiciones,
los resultados asi obtenidos para el caso escalar admiten una exten-

sién igualmente fructifera al caso vectorial,

1. Operadores débilmente_ compactos

Al igual que sucedib con la caracterizaci8n de los subconjuntos

débilmente relativamente compactos de Ca(Z,E) , y en relacifn con
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ella, Brooks y Lewis |8 [ demostraron en 1972 la siguiente extensidn

del Teorema I.19.:

1. Teorema. Sean X un espacio topol8gico compacto y T E y F

2’
dos espacios de Banach. Dado un operador continue T : C(X,E) —= F,
de 'medida asociada' m : BO(X)‘—;——+ L(e,P") , se tiene que, si T es
débilmente compacto, entonces m ~verifca:
i) m toma valores en L(E,F} , y su semivariacifn Iml eg
continua en @ .,
ii) Para cada A 6 B,(X} , m(A} + E —— P és un opera-
x ——+ m(A)(x)
dor débilmente compacto,
Adeﬁgs, si E; y E" tienen ambos la P.R.N. , las condiciones

(i) e (ii) son suficientes para que el operador T sea débilmente com-

pacto.

Veremos a continuaci8n que 1la hiﬁétesis de que tanto E' como
E" tengan la P.R.N. es esencial ﬁara que se verifique la parte inver-
sa del Teorema: y en ello, como vamos a ver en el siguiente Lema, jue-
gan un papel esencial los resultados del Capiftule II, & través de la
identificacién, apuntada en el Capitulo I, Seccién 4,.de M(X,E') con

Ca(Ba(X),E'), que es un subespacio wvectorial de Ca(B,(X),E') .

2. Lema. Sean E un espacio de Banach y X un espacio topol8gico com-
pacto y T,. Si E' no tiene la propiedad P(Ba(X)) , existe un sub-
conjunto K de M(X,E') tal que:

a. K es absolutamente convexo y cerrado para la topologia dé-

bil* en M(X,E'}.
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b. K verifica:
i) K estd acotadoc en norma.
ii) Existe una medida ﬁositiva A € M(X) , tal que
1im |u|CA) = 0 uniformemente en p € K .
A(A)+0 . )
iii) Para cada A € Bo{(X) , K(A)Y = {u(A) / p e K} es débii-

mente relativamente compacto en E' .

c¢. K no es débilmente relativamente compacto en M(X,E')

Demostracifn. Supongamos que E' no tiene la propiedad P(Ba(x))
Entonces, y de acuerdo con la Definicién IT.5., podemos encontrar un
subconjunto K* de Ca(Ba(X),B') , que verifica:
i') K* est4f acotado en nerma.
ii') Existe una medida ﬁositiva A e Ca(Ba(X)) tal que
lim |uf(A} = 0 uniformemente en p € K* .
A(A)»0 )
iiiv) K*(A) =-{u(A) / u ¢ K¥} es débilmente relativamente compac-
to en E' para cada A € Ba(X) '
Pero K%* no es d8bilmente relativamente compactt en Ca(Ba(X),E') .
Utilizando la identificacifén de Ca(Ba(X),E') con M(X,E')
mencionada en I.4., podemos considerar la envoltura absolutamente con-
vexa y cerrada para la topologla d&bil* en M(X,E') , de K* , a la
que llamaremos K : vamoes a ver que K es el conjunto buscado.

Es inmediato que K verifica la condici8un (a) del enunciado,
por construccifny y la condici8n (c), debido a la identificaci8n entre
Ca(Ba(X),E') y M(X,E') : si K fuese débilmente relativamente com-

pacto en el segundo espacio, también lo seria su subconjunto K* , y

por lo tanto este iltimo habria de ser débilmente relativamente compac

to en Ca(Ba(X),E') , en contra de lo supuesto.
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Nos queda demostrar que K vyerjifica la condieién (b), y para

ello nos basaremos en que K es el cierre en la topologia débil#,
o(M(X,E'), C(X,E)}) , de la envoltura absolutamente convexa, TI'(K¥) ,
de K* . Y es inmediato que T[(XK*] wverifica las condiciones (i'),
(ii') e (iii'), por verificarlas K¥* , Tenemos entonces:?

(i) K esti acotado en norma, como se deduce inmediatamente de la
acotacidn de T(K*) , junto con el Proncipioc de Acotaci8n Uniforme.
(ii) Existe una medida A € M(X] , tal qme lim |ﬁ|(A) = 0 unifor-

. A(A)+0

memente cuando p € K . En efecto, por verificar [(K*) 1las condicio-
nes (i') e (ii'), tenemos que el conjunte {|v] /ve I'(K*¥)} es débil-
mente relativamente compacto en Ca(Ba(X)) “y, por lo tanto, en M(X) .
Luego, segfin el Teorema I.iﬁ.; podemes encontrar una medida positiva

A € M(X) tal-que, dado € > 0 , existe 66 ; 0 de modo que, si A €
€ Bo(X) y AC(A) % 6_ , [v|(A) < £ para toda v & I(K¥)

fijado € >0, sea A € B,fX] tal que A(A) < GE y ¥ veamos

que, si u € K, IuI(A) <€ ." Puesto que ﬁ € K , podemos encontrar
una red (ui)iGI en T(K*) , tal que <f,ﬁ> " I%m <f,ui> cuando f €
€ C(X,E) . Consideremos una partici8n cualquiera, {Ai""An} y de A
en B,(X) , y sean Rypeo Xy [ BE . Por el Corolario I.17., al ser
{lv| / v-e T(x*)} débilmente relativamente compacto en M(X})} , es
equireguiar, y por lo tanto, para cada i = 1,...n , se pueden encon-
trar un compacto Ki y un abierto Gg en X , tales que KiC:AiC:Gg

€

y [vl(ei~NK;) < g5 . Y como también |p| es regular, K; y 6} se
pueden elegir verificando ademfs que '|p|(G§-Ki) < é% . 8i 1 #13,

KinKj c;ﬂi(\l\j = g , y como X es compacto, y por consiguiente re-

gular, existe para cada i = 1,.,..n un abierto Gi de X de modo
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K, . 3% .N E i 1 i .
que ;LCGJ.C'GJ. s ¥ Gl G'j g si iI# 7
Por el Lema de Urysohn, tenemos que ¥i = 1,...n , existe una
funcidn continua $; P X — [0,1] s, tal que ¢i(Ki) = {1} vy

¢i(X\Gi) = {0} .

n
Sea entonces f = E xj ¢j + f e C(X,E), luego:
i=1
J fduy = <f,u> = 1lim <f,u.> = lim I fdu,. . Y, para cada i € I,
X I i T < i

puesto que u. € F(K*) , se tiene:

n n
fdy, | = Nt : o on.
R T B e A A NI
n n .
RTURICRIE L |Jxxj b5au; = m AN G |+ InglCA) <
n n €
. . d|pu. =
ijgi lul(Aj\Kj)(xj)l + j§1 IG . K ¢j h“ll + 3 =
3™ %
P [CAan k) & T Ju. (6. nKy) + & < 28
< 1 . ~ + n. S * 3 < -
j=1 1 j 3 j=1 i j i 3 - 3

Entonces:

n n
[} wadx] < | T ua)(xy) - I fap| + [I’ fau| =
= E R Rt 37 % X

j=1 b
| rf (uCA ) (%) f $.du) | I fan,|
= ] X - X, 1 + lim [ du,| <
j=1 3 3 X i3 I X it -
n n : 2¢
<L Ieleags kg + § J ojalul + F =€ .
j=1 3 3=1 Jegs Ky i
Y nos queda que: |u|(A) < € , cuando A € B,(X) y A(A) < Gs ’

para cada p € K . Es decir, 1im |u|(A) = ¢ uniformemente en g
ACA)>0
€ K .
(iii) Veamos que, si A € B,(X) , K(A) es débilmente relativamente
compacto en E' . Supongamos en primer lugar que A € Ba(X) . Tene-
mos entonces que T(K%}(A) = {v(A) / v € T{(K*)}} , es débilmente rela-

tivamente compacto en E', y por lo tanto el Teorema de Krein nos ase-

"
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gura que su enyoltura absolutamente conyexa y débilmente cerrada,
C(A) , es débilmente combacta. Nos bastard asi comprobar que K(A) &
& C(A) . Ahora bien, éuesto que C(A) es débilmente compacto en E',
es tambi&n compacto para la toﬁologia dépr1* , y al ser 8sta separada,
es cerrado para la misma. Supongamos entonces que existe gy, € K ,
tal que mnu,(A) ¢ C(A) : al ser este conjunto convexo y cerrado para la
topologia a(E,E') , podremos encontrar =x, € E tal que |<x°,x‘>| <1
si x' € c(A) , pero |<x°,ﬁ°(A)>] =1 +¢€’, con € > 0 . Ahora bien,
él verificar 'K las condiciones (1) e (ii}, tal y comoe acabamos de
ver, se tiene que {|u| / ﬁ 6 K} es d8bilmente relativamente compacto
en M(X) , y por lo tanto equiregular: écdemos encontrar asi un compac-
to H y un abierto G en Ba(X) s tales gue HEACSG , ¥

Juj(e~sH) < FnéaT cuando p € K . Sean entonces ¢ 3 X — [0,1]
tal que ¢(H) = {1} y ¢(x~@G) = {0} £, = x,¢ € C(X,E)

Para cualquier ﬁ € K, se tiene:

lular(x,) - Ix £ du] = [n(A)(x3) ~ [x %,9 dp| & |uCASHIGx )] ¢

o Mxalleatul <lixall nlcasm) s fixll nltenm <
A

< Alxoll Inlce~m) < §

Puesto que pu, € K , podemos encontrar una red (uilier en

F(K*) & K tal que I fdp, = 1§m I fdﬁi siempre que f € C(X,E) .
X X

Tenemos entonces:

luo (A (x.) | < |1y (Ad(xg) - [ £ ap,| + |I £ ay,| < £ +
- x € x €

+

lim 'Jx fedpil .

Y, para cada 1 e T :
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. - 3
IL: £ du;l 5 IJX £edpg = pi MGG + DAY Gxp) | < £ w1,

luego nos queda: |<x°,ﬁ°(A)>| a lﬁa(A)(x;)l <1 =# %; , cuando tenia-
mos, por hipdtesis, que |<x°,ﬁ°CA)>[ =1 4 ¢ .

Por lo tanto, ha de ser pu (A} € C(A} siempre que 1y, € K : lo
cual nos asegura que K(A) es débilmente relativamente compacto en E'
siempre que A @ Ba(x) . Ahora bien, si A € B,(X) , tenemos que:

K(A) e c*(A) , dbénde C*(A) indica la interseccidn de los cierres

débiles en E'!' de los conjuntos K(Bl, con B € Ba(X) y BDA', En
efecto, como acabamos de wver, cada K(B) es dé&bilmente relativamente
compacto en E' , y es adem8s absolutamente convexo , por serloc K :
luego C*(A) es absolutamente convexo y débilmente compacto en E' .
Entonces, si K(A) no estuviese contenido en C%*(A) podriamos encon-
trar como anteriormente un par de elementos x, 6 E y g, € K , tales
que  [<xo.n (A)>] > 1y |<xg,x'>| <1 wx' e C*(A) .

Ahora bien, Iu°x°| es una medida de Borel positiva y regular,

luego se tiene que: |'p°x [CA) = inf {'u°x |(B) 7/ B ¢ Ba(X) , Boa}
] o

(ver |10|, II1.546., Teorema 3.) , y por lo tanto, para cada € > 0 ,
existe B_ e B_(X) tal que B DA y Iu°xm|(A) > {uoxJ(BE) - .
Nos queda, al ser uu(Be) € C*(A) :
[<xosHo(AY>] = '<xo’uo(gs) = <xo’uo(gs\ A)>| < }<xo'Uo(BE)>| +

+ |<"°’“°(Be‘ AM>| <1+ lu"xal(ne\ A) = 1 4 ('“"xo'(Be) - '“oxof“‘”
£1 +e€e, yello para cada €>0 : es decir, ha de ser

| <x6,uo(A)>] <1 . Y, por lo tanto, K(A)C& C*(A) ; luego es dé&bil-
mente relativamente compacto.

En definitiva, K es efectivamente el conjunto buscado.
-
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3. Teorema, Sean X un espacio topolbgico compacto y T,» ¥ E un es-
pacio de Banach. S8i E' no tiene la éroéiedad P(Ba(x)) , existen un
espacio de Banch P y un oéerédéb‘ continuo T : C(X,E) —— F , cu-
ya 'medida asociada' m verifica:
i) m toma valores en L(E,F)] y su semivariaci8n es continua
en ¢ .
ii) m(A) + E ——— F es un oéerador débilmente compacto para
cada A € B _(X) .

Sin que T sea, sin embargo, d&bilmente compacto.

Demostracibén. Supongamos que E'no tiene la propiedad P(Ba(X)) : sea
entonces K el subconjunto de M(X,E'} cuya existencia esti asegura-
da por el Lema 2. Tomando ?olares respecto de la dualidad:

<C(X,E), M(X,E')> , tenemos que V = K® es un entorno de 0 en C(X,E),
y VO = K°° = K , al ser K absolutamente convexo y cerrado para la
topologia o(M(X,E'), C(X,E)) , por la condiciBn (a) del Lema 2. Con-

sideremos entonces los espacios: M(X,E‘)K = U nx , vy C(X,E)V=
n@aN :

= C(X,B)/p;l(o) , siendo Py el funcional de Minkowski de VvV (ver

121, 111.7.) . M(XJE'), és un espacio de Banach con la norma defini-
da por el funcional de Minkowski de K , mientras queé C(X.E)v ; con
la norma cociente inducida por Py » €S un espacio normado, por lo que
su completado F serd un espacio de Banach.

Se tienen las aplicaiones lineales y continuas:

¢v : C(X,E) ——— C(X.E)v (proyeccifn can8nica)

by M(X,E')K — M(X,E') (inclusidn canbnica)

Y, puesto que se comprueba fidcilmente que:
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F' & (CCX,E)V)‘ = C(X,E )éo s M(X,E‘)K s

resulta que wK es la aplicacién transﬁuesta de ¢v .

Definimos entonces: T : C(X,E} — F , que es un opera-

£ — ¢y (f)
continuo pero no d&bilmente compacto, puesto que, como acabamos de in-
dicar, su transpuesto es: T' : M(X,E')K = P' —— M(X,E')
B — Y (u) = p

Y, por definicifn de M(X,E')K , 1a bola unidad de este espacio es K ,
luego se tiene: T'(K) = WK(K) = K , que, por la condiciBn (c) del Le-
ma 2., no es d8bilmente relativamente cemﬁacto en M(X,E') : asi, T'
no es débilmente relativamente combacto, y el Teorema de Gantmacher nos
asegura que tampoco T puede serlo.

Vamos a ver ahora que la 'medida asociada' a T verjifica las
condicdones (i) e (ii) del enunciado. Seg@n se vi8 en el Capitulo I.,
Seccibn 4, m , 'medida asociada' a T , se define can8nicamente se-
gln: m(A)(x) = T"(x;xA) , d8nde x 6 E y A € B,(X) . Tenemos enton-
ces:

(i) m toma valores en L(E,F) y es de semivariaciBn continua en
# . En efecto, fijemos A € B, (X} , =x € E , y veamos que m(A)(x) =
= T"(xxA) € F . Se tiene, dada ﬁ e M(X,E')K = Pt

<STM(xX,)H> = 9xX,,T'(R)> = H(AY(x) .

Ahora bien, por verificar K 1las condiciomes (b-i) y (brii) del
Lema 2., tenemos que {|p| / 1 € K} es un subconjunto d&bilmente re-
lativamente compacto de M(X) , y ﬁor lo tanto es equiregular (Teore-
ma 1.16. y Corolario I.17.) . Asi, V¥n €N , existen un compacto K

n

y un abierte G =~ eh X , tales que Knc:AC:Gn y Iul(Gn\ Kn) <
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< ol =TT si pw € K ., Por el Lema de Urysohn, para cada n €N

podemos encontrar una funci8n continua ¢n r X —— BLI] » tal que
¢n(Kn) = {1} y ¢n(X\\Gn} = {0} .
Sea f = x¢_ € C(X,E)} : vames a ver que (T(fn))nQN es una su-
cesién convergente a T"(xxA) en P" . En efecto, en la norma de di-
cho espacio, y por ser &ste el dual de MCX,E')K , cuya bola unidad es

K , tenemos:

[IT"(xx,) - TCE M| = sup [<T"(xx,} « TCE 1,u>| / p e KJ

= sup {|<xuxA - fn,T'(u)>| [ p € K} = sué ([ﬁ(A)(xI - Ix fnduI/ 1 € K}

Ahora bien, dada p € K , y por la construcci8n de las fn , se tiene,

¥n € N :

[ucay(x) - I £fau| < [uCAI(x) p(Knl(x)| + I Hxlig, alul <
X Gn\ Kn

=g

<HxlThdca sk + llxll 1 Cey~ k) = Alxlfulcs,~ k) <

Luego, en la norma de F" , iIT"(xxA) - T(fn)” ¥n € IN

| A

P pero

T(fn) €F ¥YneN ,y T es un espacio de Banach, luego m(A)(x) =

Asi, T"(XXA) es el limite en P" de la sucesibn (T(fn))

= T"(xxA) € F

Y [ml es continua en @ , pues sea {An} una sucesifn en

naN
Bo(X) , tal que An+¢ . Dado € » 0 , y por verificar K 1las condi-

ciones (b-i) y (b-ii) del Lema 2., ’{lﬁl / p 6 K} es una familia
equicontinua en @ en Ca(B,(X)) , luego existe n_ €N, tal que si

n > ne . Iul(An) X € cuando ﬁ 6 K , Entonces, siendo n > ne y

Bs} de A en B,(X) , L FEERRL

y para cualquier particién {B n

10

e BE , Se tiene:
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s s s
[f B I I =l L Trex,x, M= lTvC Y x.x Y| =
izi o i=1 178y im1 7By

s . . s
sup {|<T"C § X, Xp Yousf / p 6 K} = sup {| § p(Bi)(xi)l / p e K} <
i=1 i iel -

A

sup {lul(An) / ue K} < ¢ .
Asi, |m|(An) <€ V¥nrm_ .,y ﬁor lo tanto |m| es continua
(ii) Para cada A € B,(X) , m(A) : E——— F es un operador débil-
mente compacto. En efecto, fijado A 6 B,(X)} , tenemos que el adjunto
del operador m(A) es m(A)' : F' = M(X,E')K —— E' , definido por:
<m(A) (0> = <m(A)(x) > = <TU(xx, T p> = <xx,,T'(u)> = u(A)(x)
para 1 € M(X,B')k 'y % € E . Es decir, dado p € M(X,E')K ,

m(A)' () = u(A) , y por lo tante m(A}'(K) = {p(A) / p € K} = K(A) ,
que por cumplir K 1la condieidn (b~1ii) del Lema 2., es débilmente re-
lativamente compacto en E' . Y, como K es la bola unidad de F' ,
nos queda que m(A)' es un operador d&bilmente compacto: el Teorema
de Gantmacher asegura que también m(CA) debe serlo.

En conclusifn, tenemos que el operador T : C(X,E} — F
£ — ¢V(f)

estd en las condiciones del enunciado, perc no es d8bilmente compacto.

4., Corolario. Sean E wun espacio de Banach, X un espacio topolbgico

compacto y T Los operadores T : C(X,E}] — F débilmente compac-

2
tos, con F espacio de Banach cualquiera, quedan caracterizados por
verificar su 'medida asociada' m las condiciones (i) e (ii) del Teore-

ma anterior, si v solamente si E' tiene la propiedad P(Ba(x)) .

Demostracifn. La necesidad de que E' tenga la propiedad P(Ba(x)) es
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consecuencia inmediata del Tegrema 3, Supongamos, por otra parte, que
E' tiene la propiedad P(BSCX)l » ¥ sean P un espacio de Banach,
T : C(X,E) —— F un oéerador continuo, cuya 'medida asociada' m
toma valores en L(E,F} , es de semivariaci8n continua en ¢ , y d&

origen para cada A € B,(X) , a un operador d8bilmente compacto

m(A) : E— F . Llamemos T' & F'* —— M(X,E'}] &l operador trans
t — o
¥y yt
puesto de T : T‘(Br,) ='{my, / yt e B?‘} es un subconjunto de

Ca(Ba(X),E') = M(X,E') que est% en las condiciones de la Definicibn
I1.5., pues se tiene: '
i) T'(BF') estd acotado en norma, ya que, V¥y' @ By ¢
ftmg ol = T Gy < I

Al ser la semivafiacifn de m continua en @ , se tiene, como se

e
[N
~—

apuntf en el Teorema I.2., que existe una medida de control para
m, A€ Ca(Ba(X)) . A es as? una medida positiva, y al ser,
para cada y' € By, , |my,|(AT < |ly'|l [m|(A} cuando A € B (X),

se tiene que 1im |m ‘[(AT = 0§ uniformemente en y'! € Bf‘ .
A(A)+0 y

iii) TUBL,)(A) = {my,(A) / y' @ By} = m(A}'(B,,) para cada A @
Bo(X) , siendo m(A)' el operador transpuesto de m(A}] : como
m(A) es ddbilmente compacto, T'(BF;)(A) es un suhgonjunto dé-
bilmente relativamente compacto de E' .
Y, puesto que E' tiene, por hip8tesis, la propiedad P(Ba(x)).
T'(BF,) es un subconjunto dpebilmente relativamente compacto de
M(X,E') : es decir, T' es un operador débilmente compacto, por lo

que también T debe serlo.



91.

Recardemas que, si E!' & E" no tienen la P.R.N., entonces E'
no tiene tampoco la ?roéiedad P(B, (X)) , sfendo X = [0,1] (Corolario
1I1.24.) . Y, al ser Eb,l] un comﬁacto metrizable, en &1 coinciden
las o0-8lgebras de Borely de Baire: ﬁop lo tanto, E' no tiene tampoco
la propiedad P(Ba(&)) . Ello, unido al Teorema 3., nos 44 el siguien-
te:

5. Corolario. Sea E un espacio de Banach, Son equivalentes:

a. Para todo espacio X aompacto y T y para todo espacio de

L
Banach F , un operador continuo T : C(X,E)} —— F es dé-
bilmente compacto si y s8lo si su 'medida asociada' m veri-
fica:

.

i) m toma valores en L(E,F) y es de semivariacién con-
tinua en @ ,

Para cada A € B,(X) , m(A) : E — F es un opera-

[
[N
L

dor débilmente combacto.
b. E' tiene la propiedad P(Ba(X)) , para cada espacio X
compacto y T2.

c. E' y E" tienen ambos la PIR.N.

2. Operadores incondicionalmente conyvergentes

Dados dos espacios de Banach E y P , diremos que un operador
T : E——*>TF es incondicionalmente convergente si T transforma
series débilmente incondicionalmente de Cauchy en E , en series incon
dicionalmente convergentes en la norma de P , En 1962, Pelczyfiski

|17 demostr8 que, siendo E = C(X) , con X compacto y T los ope-

2’

radores incondicionalmente convergentes en E coinciden con los d&bil

mente compactos. En 1971, Dobrakov |11| prob8 el siguiente resulta- »
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do, como un primer paso en el intento de caracterizar los operadores
débilmente incondicionalmente conyergentes en C(X,E) :

6. Teorema. Sean X un espacio topol8gico compacto y T E y F dos

29
espacios de Banach, y T : C(X,E) — P un oberador continuo, de
'medida asociada' m . ‘' Entonces, s T es incondicdionalmente conver-
gente, se tiene:
i) m toma valores en  L(E,F} y su semivariaci8Bn es continua
en # .

ii) Para cada A € B,(X}, m(A) E ——s F es un operador in-

condicionalmente convergente.

Sin embargo, qued8 abierta la cuesti8n de si las condiciones en
el anterior Teorema eran o no suficientes éara gque un operador de
C(X,E) en un espacio de Banach sea incondicionalmente convergente.
A continuacién probaremos que la reséuesta es negativa: hay operadores
que verifican las condiciones (i) e (ii] y no son incondicionalmente
convergentes.
Para ello, utilizaremos el sigiiente concepto, introducido por
Pelczyfiski en el articulo ya mencionado |17]:
' Se dice que un espacio de Banach E +tfiene la propiedad V si
y s8lamente si todo operador incondicionalmente convergente
T : E——TF , d6nde, F es otro espacio de Banach, es débil-
mente compacfo. '
Naturalmente, de ello se sigue que todos los espacios C(X) ,

con X espacio topoldgico compacto y T tienen la propiedad V : en

2’
particular, la tienmen los espacios de tipo C(X,C(Y)) , dénde X e ¥

son dos compactos separados, debido a la isometria existente entre
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c(X,c(Y)) y C(XX%Y) .

Proharemos a continuacifn el siguiente resultado:

7. Teorema., Sean E wun esﬁacio de Banach y X un espacio topolbgico
compacto y T,. Si C(X,E} tiene la éroﬁiedad V , son equivalentes:

a. Un operador T : C(X,E} ——+ F , con P espacio de Banach,
es incondicionalmente convergente si y s8lo si su 'medida
asociada' m verificav

i) m toma valores en L(E,F) y es de semivariacién con-
tinua en ¢ .

ii) Para cada A € B,(X}) , m(A} :+ E ~———— P es un opera-
dor incondicionalmente convergente.

b. E' tiene la propiedad P(BaCXTI .

Demostraci8n. Supongamos que E' no tiene la ﬁrmﬁiedad P(Ea(x)) :
entonces, por el Lema 2., tendremos gque existen un espacio de Banach
F y un operador continuo, pero no d8bilmente compacto,
T : C(X,E) —— F , tal que su 'medida asociada' m verifica:
i') m toma valores en L(E,F] , y es de semivariaci8Bn conti-
nua en @ .
ii') Para cada A € B,(X) , m(A) : E — F es un operador
débilmente compacto.

Ahora bien, todo operador d&bilmente compacto es incondicional-
mente convergente, como se deduce del Teorema de Orlicz-Pettis (ver
'15‘, 3.2.,1.) , y por lo tanto m verifica tambi@n las condiciones
(i) e (ii) del enunciado, Sin embargo, T no puede ser incondicional-
mente convergente, pues C(X,E) tiene, bor hipBtesis, la propiedad

V., ¥y T no es dé&bilmente compacto. "
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Supongamos ahora que E! tiene la propiedad P(Ba(X))»; y -sean
F un espacio de Banach, T : C(X,El —— F un operador continuo,
cuya 'medida asociada' m cnmﬁle (i)} e (ii). Entonces, m toma va-
lores en L{(E,F) , su semivariaci8n es continuva en @ , y para cual-
quier A 6 By,(X} , m(A) : E —— P es un oﬁerador incondicionalmen-
te convergente. Ahora bien; si C(X;EI tiene la ﬁropiedad' Yy , tam-
bién E debe tenerla, puesto que se identifica a un subespacio vecto-
rial complementado de C(X,E} mediante la isometria canBnica:
E —— C(X,E)
X x.Xy
Y, por lo tanto, dado un conjunto cualquiera A € B,(X) , el operador
incondicionalmente convergente m(Al E —— F debe ser débilmente
compacto.
Puestoc que, por hip8tesis, E' tiene la éroéiedad P(Ba(X)) s
del Corolario 4. se sigue que T es un operador débilmente compacto;
¥y, por lo tanto, es incondicionalmente convergente.

8. Corolario. Sean E wun espacio de Banach, X un espacio topolbgi-
co compacto y Tz: si E tiene la propiedad Vv y E' tiene la propie~

daad PQBa(X)) , entonces C(X,E) tiene la propiedad V .,

Demostracidén. Sean F un espacio de Banach y T : C(X,E) ——— F un
operador incondicionalmente convergente, de 'medida asociada' m .

Por el resultado de Dobrakovy (Teorema 6.) , tendremos que m verifi-
ca:

i) m toma valores en L(E,FJ , y su semivariacidn es continua

en @ .
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ii)l Para cada A € B,(X) , m(A) : E—— F es un operador
incondjicionalmente conyergente,

Ahora bien, al tener E la propiedad V , todo operador incon-
dicionalmente convergente de E en un esﬁacio de Banach, es débilmen-
te compacto: en particular, todos los wm(A) , A € B,(X) , lo son: asi,
y por tener E' 1la broﬁiedad P(Ba(X)} , se sigue del Corolario 4.
que T es un operador débilmenée coméacto;

Resulta pues que todo operador Incondiconalmente convergente de

C(X,E} en un esﬁacio de Banach es d@bilmente comﬁacto. y por lo tan-

to C(X,E) tiene la propiedad V .

Observacidn. Consideremos X = [b.l] y E = €c(X) : como ya hicimos no-
tar, C(X,E) = c(X, Cc(X}) tiene la ﬁroﬁiedad vV ,y c¢(xl, trivial-
mente, no tiene la propiedad P(BaCX)) ., Porlo tanto, el Teorema 7.
nos asegura que en este caso las condiciones necesarias de Dobrakov,
que aparecen en el Teorema 6., no son suficientes para caracterizar los
operadores incondicionalmente convergentes en C(X,E} . Ello propor-
ciona un contraejemplo a un articulo de Swartz l22|, en el que se afir-

maba la validez del reciproco del Teorema 6,

3. Operadores con valores en espacios débilmente secuencialmente
completos ‘

En |1%| , Grothendieck démostrd que si X es un espacio topol8-
gico compacto y separado, y F uan esbacio de Banach d&bilmente secuen-
éialmente completo, cualquier operador continuwo T : C(X) ——* F
es débilmente compacte. Md4s tarde, Pelczyﬂskiliﬁ!‘demostrs que la hi-

pétesis sobre F se puede debilitar alrequerimiento de que dicho espa-

"
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cio no contenga ningfin subespacio yectorjal isomerfo a C, , e inclu-
so que este filtimo resultado se éuede extender a C(X,E) siempre que

E sea PeflexiVD; (ver |17]1 . Desgraciadamente, ﬁarece dificil dar
una extensidn adecuada de este teorema ﬁara esbacios E méds generales:
sin embargo, recientemente Gamlen 11316ér056 que el resultado original
de Grothendieck se puede extender a C(X,E] imﬁoniendo tan s8lo la
condicibén de que E'  tenga la P;R.N. Tal y como vamos a yer a contji-
nuacidn, dicha hip8tesis éuede ser debilitada sustancialmente, pues

: . s 1
basta imponer que E no contenga ningfin subespacio isomorfo a 17 .
L]

9. Lema. Sean E un espacio de Banach, X wun espacie topol8gico com-

pacto y T ¥y A € M(X) una medida positiva, $i indicamos por

2’
MA(X,E') el subespacio de M(X,E'} formado por las medidas absoluta-
mente A-continuas, se tiene que, siendo e% : C(X,E} — L1(A,E)

la inclusibén can8nica y 6; : LICQ,E}! ——+ M(X,E'] su transpuesta,

Gi(Li(A,E)') es denso en MA(X.E’] .

Demostracifn. Se tiene que, en las condiciones del enunciado, Bi(V) 4]
e MX(X,E') para cada v € Ll(%,E)' . En efecto, fijada v sabémos,
por el resultado de Dinculeanu que indicamos como Proposicifn I.13.,
que existe una funcién g, + X —— E' tal que:
a) eyl e L) 5y dlg i = livll .
b) <f,g > @ Ll(z) para cada f € Ll(mn) » ¥

v(f) = I <f,gv>dx .
X

Entonces, siendo y_ = ei(VI € M(X,E')} , se tendrd, para cada

A € Bo(X) , x 6 E , que ﬁv(A)Cx) a 4x.xA,6i(vl> = [ '<x.xA,gv>dA
X

¥, dado A € B, (X} tal que A(A) = 0 , para cualesguiera xi,...xn'e
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€ BE . [Al""An} particifn de A en Bo,(X) , queda:
n n n
I p (A Cx. )| = | § I AX . X, Lg . PdR] = |I < ¥ x,.x, »g,>dr] =0,
A i=1 Jx ALY x =1 1 AV
Luego [uvl(A) = 0 , y por lo tanto n, es absolutamente continua res-

pecto de ) : 8l(v) = u, € MX(X’E‘I .

A
Sea ahora p e M%(X’E‘) . Se tiene que |u| € M(X) , y es con-

tinua respecto de ) : luego, por el Teorema de Radbn-Nykodim, existe

8y e Ll(}\) , funciln positiva, tal que- hj‘l(‘A) = I gﬁu'd’A para cada
: A

A € 8,(X) . Definimos entonces, dado n €N :

X, = {t e x/ gu(t) < n} € ByX)] , y tenemos que:

n (XS X ) ij gn'd';\ e [N T < (w0 = [ul]

I~X
n

luego A(XNX_) < Lull » ¥ por lo tante 1im A(XNX_) = 0 .
n’” = n N0 n

Fijado n @ IN , sea ﬁn y C(X,E] — K

£ ——»I fdl"’[)(xfdﬂ-
X X n

Trivialmente, n, es una forma lineal y continua, y por lo tanto

My € C(X,E)' = M(X,E') . Ademis, y puesto que ﬁn(A) = u(.Aan) pa-

ra cada A 6 B,(X) , de ser pn € M‘A(.X,E‘) , se deduce que también B,
€ M.(X,E') . Por otro lado, tenemos que j = lim p en M(X,E'),
A Nyew 1N

pues dada f € C(X,E) , con “f”,i 1

|<fop - p >} = |I fdp - f fdy | = |I (fF - %, flay| =
’ " X X n X Xn .
IIsz fap| < (|2l InfCxsx ) < Inllx~x ) .
n .

Asi, |[|u - w ol < H;](X\Xn) » ¥n @I . Pero hemos visto que
lim )\(_x\xn) = 0 , luego también llli: |p|(,x\xn) = 0, al ser py ab-

solutamente continua respecto de A . Por lo tanto, ||u - un” a0
»eo
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y K= %%ﬂ u, en MOGEY)Y

Bastard ya tan s8lo comprobar gque ﬁn e ei(LJLﬁ,El!) para cada
n €N . Y, en efecto, se tiene, dade A 6 B,(X} :

. s . _
|u|n (A) = sup {Iigi un(AiI(inI [ A "As} partici8n de A en

17

g, Cx1 , Kyoeo Xy e BE} s

s -
sup {tzi u(Aif\Xn)(xi)l ['{Al,...As} particibén de A en B8,(X) ,

Xysee Xy e BE} °

s .
sup (| } u(Bi)(xi)| /'{Bj,...Bs} particifn de A(\Xn en B,(x) ,
i=1

KyaeeeXy [ BE} =

= Ipl(Af\x ) = f g dx = I X g‘dﬂ‘é nA(A) .
" anx P P
s
Entonces, para cada £ = E XE'XA ¢ A(X,E)} :
i=1 i
s s . s
|IX fdpnl = |i§1 un(Ai)(xi)liigl |[xi,|| (ALY 2 n.igi ||xi|‘|MAi) =
= dle]ly -
Y, por consiguiente, se §uede definir una funcin lineal y continua:
vt L'AL,E) —— K

P
con: 83(v) = w . Ast, v 6 L OAEN y m o= 8)(v) 6 6 (LT (AED.
Luego ei(Li(A,E)') es efectiyamente denso en MX(X,E‘) .

10. Teorema. Sean X un espacio topolB8gico compacto y T2, y E un es-
pacio de Banach. S8i E no contiene ning@in subespacio vectorial iso-
morfo a l1 ,» todo operador continuo T : C(X,E}) —— F , siendo F

un esﬁcio de Banach dé&bilmente secuencialmente combleto, es débilmente

compacto.
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Demostracifn., Fijemos X, E Yy F en lag condiciones del enunciado,
y sea T y C(X,E} ———— T un operader continuo, de 'medida asociada’
m . Para cada x € E , tenemos:

m ot B, (X} —— " y Tx sy C(X) —— F

A —~——— m(AT(x]} ¢ —— T(xdl
Claramente, para cada A € §,(X] , T;(XA) = T"(X'XA) = m(A)(x) =

= mx(A) s, luego m_es la 'medida asociada' al operador 'I'x . Por

ser T débilmente secuencialmente completo, seglin el resultado de Gro-

thendieck |14}, 'l'x es un operador d&bilmente compacto, luego m,es

una mediday toma valores en F (Teorema T,19.) De donde se deduce inme-
diatamente que m toma valores en [L(E,F) , Ademés, la subfamilia de
Ca(Ba(X)) ’ {Imy,[ / y' € BT'} ,» es equiexhaustiva, pues en caso con-
trario podriamos encontrar un nlmero r » 0 y sendas sucesiones

(yr'l)nQN en BF' N {An}nQN en Sa('X) , tales que {An}nGN estd for-

mada por conjuntos disjuntos dos a dos, y Imy,I(An)‘ » U4r ¥n €W .
n

«©
Tomemos n, = 1 . Puesto que [m_,| € M(X) , I |m ,I(An) < to
_— yj, n=1 L '
a0
luego existe N, > 1 tal que n=NZ lmyil('nn) <r y

14'1

N
ni Imin(Aﬂ) > Imin(Al) > 4r . Y, para cada n desde 1 a N,.,

podemos encontrar una particifn de An en sa(x) . {B;‘,..,B: } .y

n
s .
n n - n n T
R, peeaX € B, , tales que |m_,|CA ) x )_n m_(BY)(x;) + — ; con lo
1 Sh E yi n’— .o ¥y i i N1
Nl s Ni
n n
que queda: Z }f) m_,(B,)(x.) » Z |m '|(A ) - r > 3r
n=1 i=1 Y1 1 Y Ther ¥y 7 -
v o
sea m, = N, +1 . ™ € M(X) -, luego § Imy’ |(An) < +w , y po-
—_ n n=] n

2
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o0
demos encentrar N2 > N_1 + 1 , tal que J |my‘ |(An) <r , mien-
naN_+1 n
¥, _ 2 2
tras que: _Z Imy‘ I(Anl > |my‘ [(An }>4r . Y de nuevo, para ca-
n—N1+1 n n 2
2 2
da n desde N1 + 1 hasta N2 , €xisten una particifn de An en
n n n n '
Ba(X) R {Bl""Bs | KysveoRg [4 BE , tales que
N, s, n n
n n
1 ) m(Bi)(xi) > 3r .
n=N1+1 i=1

Asi, por un proceso de induccibn, para cada k 6N , tomando

n, = Nk—i + 1 , tenemos que existe Nk |3 Nk-l + 1 , tal que
Qo .
n_g " Im ; |(An) < r , mientras que, para n entre Nk«l + 1 y Nk’
Tk k

se pueden encontrar una particifn de An en BE(X) . {B?,...BZ } .,y
n

n n Ny s n n

X,9000X € B. , tales que I i] m (B )(x.,)Y » 3r .

1 *h E neN, .41 $21 Yp, 1 P 7

k-1 k
o 3
Consideremos entonces la serie en T : ¥ i) m(Bg)(x;) .
n=1 i=1
Para cada y'.e F' , se tiene: .
© s < 5
n n n n n
l<.I I mHGDuys) = b1 o 6hab) <
n=1 i=1 n=l 1=l
<« si" n n [
< m_,(B,)(x.)]| < m CA_} "~ por ser m ina medi-
< 31D maGDGD ] m ) v Imy |
da, la serie es incondicionalmente convergente.
w 3
Asi, z {‘ m(Bg)(x?) es una serie débilmente incondicional-
n=1 i=1 .

mente de Cauchy en F . Ahora bien, por ser F débilmente secuencial-

mente completo, F no contiene ningfin subespacio vectorial isomorfo a
Co » ¥y por lo tanto las series d&bilmente incondicionalmente de Cauchy

convergen en la norma de F ( ver |4 |) . Luego, dado € > @ , se



101.

puede encontrar NE €N tal que, si N 2 N,

n
¥ ¥ m(Bilegln 5 ¢, Tomemos € = r y k €IN tal que
naN+1 ist
Nk—i > Nr . Entonces:
o0

L]

v
o~
nec1

s .- o
"asD D (< ]
1

m(B;)(le,yé >| =
nolN 41 1=l k

k-1 k+~1
. o s Ny s
_ n n n n n n
= ]n_Nz " i§1 L (B (=41 > Ih-N ) o ‘21 m (B (x| -
k-1 = b Tgea™ * "k
o
- ) m (B?)(x?)f > 3pr - p = 2n ,
h=N #1 Y+ P =
k k

Contradicci8n &sta que nos asegura que la familia
{|my'| /' y' ¢ BF'} ha de ser equiexhaustiva, y por lo tanto, segfin el
Teorema I.2., m tiene una medida de control A € Ca(Ba(X)) = M(xX)..

A es pues-una medida positiva, y fdcilmente se comprueba que

my, = T'(y') ¢ MA(X,E') para cada y' € F' ., Sean entonces eA v
ei como en el Lema 9., y sea (fnlnGN una sucesiBn en C(X,E) tal
que ”ntLnE 1 para cada n €N : (ex(fn))nﬂN serd una sucesibn aco-

tada y uniformemente A-integrable en Ll(A.E) . Ahora bien, ) es
una medida de Rad8n acotada en el compacto X , y E no contiene nin-

: N .. 1
gGn subespacio vectorial isomorfo a 1= , luego, por un resultado de

Bourgain [ 6], toda sucesiBn acotada y uniformemente A-~integrable en
Li(A,E) posee una subsucesifn dé&bilmente de Cauchy. Asi, podemos en-
contrar una subsucesién (fnkaGN de (fn)nqN , tal que (ea(fnk))kgw

es débilmente de Cauchy en LI(A,E) . Veamos que (f_ )} es
n, k&N

o(C(X,E), M (X,E')] -~ de Cauchy.
Fijados p € Ma(X,E‘) , € > 0 , se tiene:

”"

— por el Lema 9., existe v v tl(aL,E) tal que Jlu - ei(vs)ll <§-.
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— por ser (vscpz(fnk)))kGN una sucesifin de Cauchy, existe kE e NN

[
Cr, 10 - veloyce, M| <5

tal que, si k, k' > k_, |v (g
- g € K

A

Y, por lo tanto, para k, k' 32 kz quedas

l<u,fnk - f“k'>l < |<u - 9%("el’fnk ~ £ >|<

]
’ - f
‘>| + |<Q“(v€) fnk n

k

<lhw - oo ank - fnk'“wi- |vece,A(:fnk)) - "e.“’f,\‘-fnk"” <2+ £
= e .
En definitiva, para cada p € MaCX,E') s (<fnk,ﬁ>)kqN es una
sucesidn de Cauchy. Ahora bien, para cada y' € P' , T'(y') = m €

y'

€ My(X,E') , y <T(f_ J,y'> = <f/ S,THCy Vb = <f ,m_ > i por lo tanto,
k

K k ¥

es una sucesidn dé&bilmente de Cauchy en P , luego es dé-

(T(fnk))kGN
bilmente convergente, ya que, por hip8tesis, F era d@bilmente secuen-
cialmente completo.

S8i llamamos B a la bola unidad de C(X,E) , nos queda, por lo

visto anteriormente, que de cada sucesifén (fh)nGN en B , se puede
extraer una subsucesifn (fnk)qu , tal que (T(fnkl)qu es débilmente
convergente en F : por el Teorema de Eberlein, resulta as? que T(B)

es débilmente relativamente compacto, y por lo tanto el operador T es

débilmente compacto.

ObservaciBn. En las condiciones del Teorema 10., 1a hip8tesis de que
E no contenga ningfin subesbacio isomorfo a 11 es suficiente, pero
no necesaria., En efecto, sea X = [h,l] + C(X) contiene algfin sﬁbes~
pacio isémorfo a l1 (ver, por ejemﬁlo, 119]) 3 sin embargo, al ser

c(X,C(X)) isomorfo a C(X%X} , el resultado de Grothendieck garanti-
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za que cualquier gperador continue T ; C(X,C(X]) —— F es débilmen-
te compacto siemppre que P sea un espacjio de Banach d@bilmente secuen-
cialmente completo. (M8s alln, siempre que F no contenga ningfin sub-

A)
espacio vectorial isomorfo a C, , por el resultado de Pelczyfiski) .



iou.

CAPITULO 1V

Tal y como vimos a lo largo del Capitulo II de esta memoria,
el intento de extender a LP(X,E) 6  ¢€a (L,E) 1las caracterizacio-
nes de los subconjuntos débilmente relativamente compactos que se
tienen para el caso escalar, Eropieza con graves dificultades a me-
nos que tanto E como su dual E' tengan la P.R.N. Ello, a su vez,
es un fuerte obsticulo para el estudio de los operadores de C(X,E)

a valores en un espacio de Banach cualquiera, tal y como se vid en el
Capitulo IIN. Sin embargo, en el presente capitulo podremos comprobar
que muchas de tales dificultades desaparecen en el caso en que E = 1!:
para este espacio, es posible dar caracterizaciones directas, pese a
que su dual, como es bien sabido, no tienen la P.R.N. Desgraciadamen
te, el procedimiento que seguiremos no parece susceptible de una gene
ralizacidn mds amplia, debido a los fuertes requisitos sobre el espa-

cio que subyacen en los m&todos empleados.

A lo largo del capitqlo, 1! representard siempre el espacio
usual de las sucesiones reales o complejas absoclutamente convergentes

con su norma usual; 8erfin, respectivamente

*
Cldren ¥ (Pren
las bases candnicas en Cp y 1!, y toda funcidn f: x — 1!, dén
de X es un conjunto cualquiera, se identificari del modo usual con
la sucesidn de funciones (fk)k 6 N’ ddnde, ¥k 6 N, fk = <ek,f >

: X *X es la funcidn ‘coordenada k-&sima' de £f. Una conside-

o
racién andloga regiri para las funciones con valores en 1 8§ Co.

1. Topologia débil en el espacio L'(A,1%).

.En esta geccidn, fijados un conjunto X, una o-dlgebra
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de subconjuntos de X , y una medida positiva A € ca(f) , nos ocu-
paremos principalmente de dar varias caracterizaciones de los subcon-
juntos débilmente relativamente compactos de Ll(ﬁ,ll) , asi como de
la convergencia dé&bil en dicho espacio. Para ello, va a tener una
importancia esencial el aislar en el dual Ll(%,li)' un subespacio
total que cumpla de alguna manera un papel anflogo al de las funcio-

nes simples en el caso escalar.

1. Lema: Sea H = {g : X —— 1 / g(t) = (an XAn(t))nGN » con

a = (o) o€ 17 y (A} &I}, y sea HE:= Ivg / g e H} , dén-

de, para cada g = (an XAn)nGN e H , definimos:

S x K 1 1
vi(f) = ] @ I £Ran , con £ = (£) 6 L (A,17).
g k=1 K I, kEN '

k
Entonces H* es un subconjunto total de Li(%,ll)‘.

v

Demostracién. H%* es efectivamente un subconjunto de Li(l,li)', pues

€ H, la aplicacién:

nEN

para cada g = (ﬂn’XAn)

vg : Li(%,li) — K

estid bien definida, es claramente lineal, y se tiene, dada f = (fﬁcm
. R 1
perteneciente a L (A,17):
o o0 .
ool =11 a [ eal<Ilalf I <
g k=1 : k=1 K T

Ay Ay

ghlall L, [, 1ean < e e, .

1
Luego v € o,y oy v Il = fell, = llell, -
Veamos ahora que H%* es total en Li(%,li)', Sea v €
e Ll(A,ll)' tal que ”v” < 1: seglin se indicd en la Proposicidn I.13.,

“

o0
a v se le puede asociar una funcién gy ° X —— 1 tal que:
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D e e 0 L,y kL = lvll.

<gv,e:> ¢ L”(7) ; ademds, siendo

ii) Para cada n €N , 8on

p un lifting en Lm(l) N se puede elegir con unicidad

Evn
para cada n €N .,
k

1 1 b 1
iii) Dada f = (f Yeew S L (A1), <f,g > = k-—zl £78, € L2y ,

con la condicidn: p(gvn) = 8un

a«
. k
y: v(f) = I <f,g >dX = z I fig dx .
X v k=1 Jx vk
Puesto que, en caso de que sea X =€ , g, admite una descompo-
gsicidn en 'parte real' y 'parte imaginaria' segfn: g, = &, - igv »
j j . 1 . 2
con gg = (ggk)kGN ¥j = 1,2 , ¥y 8y = 8y - ig,, ¥k €N , podemos
suponer sin pérdida de generalidad que cada Bk toma tan s6lo valo-

res reales. Fijemos pues € > 0 , y sea m € N tal que % < € . Para

cada k €N , consideremos los conjuntos:

k% _ i-1 . 1 . . k#
Ay = {tex/ Bty s}, -mit < i<m. A 6L pa-
* ]
ra cada i, por ser g una funcibén medible. Sea A¥ = A% QW) A% 1,
vk i i iT] 3
X _ kR k k . .
con A_ .= AL 4" {A-m+1’ e Am} es una particibn de X en I .
s o 1 .
Para cada i = -m+l,...m , sea £se = (m'XA:)kGN Bie e H,
m
= b i = i -
luego vie vg. € H* , y siendo ve . Z vis se tiene, para ca
ie i=-med
_ ek 1 1.,
da f = (f )kGN € L7 (A,17):
i =11 =1 3
<f,v - v.>| = v, (£) - v(£)] = I f,g, P»dA -
€ i=-ms1 € iz-me1 Ix ie

m »
( I £k g - I X aa ] =
z A§ m X vk

L3 m . oo m .
=¥ C 1 J A og yaadle I} [ e3¢ Jars
k=1 A:f m vk ~ k=1 i=-ms1 1Ak m vkl =
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m

oo
L
LI fklfkl a =1y j |1 ax = Liigll, < e JIfll,
k=1 =-m+1 Ai k=1 ‘X
m
Luego ||v - vEH <€, ycomo v, = 1 Vie » CoOn V.. € H¥
i=-m+1

para cada i=-m+1,...m , queda que H%* es efectivamente total en
tfonah .
2. Proposicidn. Sea (fn)nGlN una sucesibn acotada en Ll(l,li) . Se
tiene:

a. (fn)nGN es débilmente de Cauchy si y s8lamente si, para to-

da sucesibn {A } en L
T T
1i f- - f ar| =
L 'JA (£, - f) @l =0
b. (fn)nGN converge débilmente a f € Ll(A,ll) si y sblamente
si, parawtoda sucesibn {Ak]kGN en I ,
iim 1 II ek - %) arf =0 .
k=1 A

k

Demostracifn. La hatemos finicamente para (a), ya que (b} se hace

anflogamente. Supongamos pues que es una sucesidn débilmen-

(fn)nGN
te de Cauchy: dadala sucesién {a,} en I

£

n

, sea para cada n € IN

k 1 b
(IA £ dl)kGJN € 1" . Dado a = (ak)kGN e1 ,
y .

1 i
€ H , y por lo tanto vg € H¥*c L (A,17)'. Entonces, al ser (fn)ngm

g = {0 X, )

una sucesifn débilmente de Cauchy, se tiene:
oo

. k i
- > = i - =
alim. <6y - Epeo aling oo f (£ - £) dA
e k=1 Ay
= 1lim v (f - f ) =0 ,
n,m g n m

y asi (En\naN es una sucesidn débilmente de Cauchy en 11 : de dbnde

se sigue que es de Cauchy en norma {Lema de Schur). Nos queda:
oo
. k k _ . _
R I AT e IV P AR .
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: v ! K k
Supongamos ahora que lim D (fn - fm) dA| = 0 para

Ak}kGN en I : de ello se sigue inmediatamente

que (fn)ngN es una sucesibén de Cauchy para la topologila c(Lia ,11),

cualquier sucesibn {

H%) . Ahora bien, (fn)nGN es un subconjunto equicontinuo de

Li(A,ll)" , por ser una sucesibn acotada, y como H* es total en
Li(k,li)' por el el Lema 1. , se tiene que las topologias

1 1 1,,-,1 1 1 . . .
o(L (A,17) ,H%) y o(L (A,17), L' (A,17)')}) coinciden en sus restric-

ciones a (fn)nGlN : luego la sucesibn es d@bilmente de Cauchy.

La proposicién anterior nos proporciona una nueva demostracidn

de un resultado ya conocido:

3. Teorema. Ll(x,ll) es un espacio débilmente secuencialmente comple-

to.

Demostracidn. Sea (fn)ngN una sucesiBn d8bilmente de Cauchy en

Li(k,ll) . Como (fn) es necesariamente acotada, podemos suponer

neéN
que |[fn||1 <1 para cada n €N . Por otro lado, dado A € L ,

(I fndl)n es una sucesibn de Cauchy en 11, pues, para cada o €

A
oo 1 1 ' . .
€1 , ax, €L (A,17)' : de ello 'se sigue que ( fndx)ngN es una
A

€N

sucgsi&n débilmente de Cauchy en 11 , ¥ por lo tanto de Cauchy, segln
el Lema de Schur.
Por consiguiente, para cada A € L existe u(A) = %iEIA £ 4\ €
(4 11, y ello nos permite definir la funcifn de conjunto
1

Uil —m1 .

A —— u(a)
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Se comprueba sin mayo} dificultad que ¢ es una funcidn fini-
tamente aditiva de conjunto, de variacidn total acotada: llu“ <1.
Ademéds, y al ser u(A) = lim [ f dA para cada A € I , se sigue del

n-4or JA n
Teorema de Vitali-Hahn-Saks (ver |12|, IV.10.6.), que U es una medi-

da. Y p es absolutamente A-continua, luego, por tener l1 la

P.R.N,, existe f @ Li(l,li) tal que u(A) = J fdA para cada A € L
A

y l[f”1 =llu” < 1. Nos queda tan sélo comprobqr que fn — £ dé&-

bilmente: para lo cual, segin la Proposicibn 2., bastari ver que para

o
.. . k k _
toda sucesién (An}ngN en I , iim I [I (£, - £) drl = o .
k=1 Ak
. , ' ) - K
Pero, fijada la sucesibn {An]n@N , sean E = (I f d}\)kgN s
Ak

- k - .

En = (IA fn dX)kGN ¥n €N . (En)ngN es trivialmente una sucesidn
k
de Cauchy en 11 s, luego existe E* ¢ 11 tal que &% = %im En . Ahora
>0
bien, para cada k
<e, B> = £Xar = 1im £5 dA = lim <e  ,E > = <e ,E¥>
k°* A yew n N>eo k’"n k’ >
A
k k
de dbénde resulta que § = £*% , y por lo tanto & = %im En , es decir:
>co
(.3
. K K o .
Lim kzl |IA (fn - £7) dAl = %i2||5n -Ell= 0o . asig, (fn)nem con
k .

P 1 . .
verge débilmente a f € L (A,li) , ¥ el espacio es débilmente secuen-

cialmente completeo.

Utilizando la Proposicidn 2. se puede dar una primera caracteri-
zacibdn de los subconjuntos débilmente relativamente compactos de

vtaa,ih .
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. Proposicidu. Un subconjunto K de Ll(A,ll) es débilmente relati-

.

vamente compacto si y s&lamente si verifica:

i) K esti acotado en norma.
ii) K es uniformemente A-intgrable.

iii) Para toda sucesidn S = {Ak}kGN en YL , K(S) =

k ok .
= {(IA £ d?x)kGN / £ = (f )kGN 6 K} es un subconjunto rela-

tivamente compacto de 11 .
Demostracién. La necesidad de (i) e (ii) se mencioné ya &n la Propo-
sicidn II.27. Y, si (iii) no se verifica, existen una sucesibn
S

en I y una sucesichn en K tales que, sien-

= 4 ey O e
- k ; i .

do para cada n €@ IN , En = (IA £ da )kgm , la sucesibn (En)nQN no :

k

posee ninguna subsucesidn convergente. Pero, al ser K por hipbtesis
débilmente relativamente compacto, podemos suponer que (fn)nQN es
una sucesidn débilmente convergente a f € Li(k,lil . Siendo

£ = (I fkdk)ng , se tiene, por la Proposici8n 2., que:
A
k

0
. s K X _
im He - g 1l = 3im Z IJ - (£, - £°) @] = 0 . Por lo tanto,
k=1 A
k
En — £ en 1t s ¥ K(S8) debe ser relativamente compacto.

Supongamos ahora que K es un subconjunto de 11 que verifica

las condiciones (i), (ii) e (iii}, y sea (fn)nGN una sucesidn en K .

Para cada A € I , sea S = {Ak}kGN la sucesibn en I constantemente

igual a A : A = A ¥k 6N . Entonces: K(A)A='{J fdA / £ e K} =
A .

_ k _ _ .
= {(IA £ dl)kgm / £ = (f )ng e K} = K(S8) es relativamente compacto
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en 11, por la condicibn (iii).
Sea {Gm / m @ IN} una base de abiertos en el espacio separable
l1 , y sea I, el dlgebra engendrada por la familia numerable de con-
juntos: {f;l(Gm) / n €N , melN} , la cual est§f contenida en I para
una eleccidén adecuada de los representantes de las fn . Tendremos que
I, s una subdlgebra numerable de la o¢-4lgebra I , y llamaremos I,
a la sub-o0-4lgebra de I engendrada por I, . Al ser K(A) relati-

vamente compacto en l1 para cada A € I, , ¥y I, numerable, median-

te un proceso diagonal de Cantor se puede extraer una subsucesibfn

(fnm)mgN de (fn)new tal que, para cada A € I, , existe

%im IA f mdl e 1! . Por verificar K 1la condicibn (ii) del enuncia-
do, la sucesidn de medidas definidas por las {fn }mQN es uniforme-
mente o©O-aditiva, luego para cada A € El N exist: %im IA f“mdl €

et por existir dicho lfmite para A ¢ I, (ver |[12], IV.8.8.) .
Podemos asi definir: ﬁ H El —_— l1

A — %im J £ dA
A m

funcidn de conjunto que, por el Teorema de Vitali-Hahn-Saks, es nume-
rablemente aditiva; y, como se comprueba f&cilmente, ¥ es de varia-

cidn acotada y absolutamente mi—continua. siendo ) la medida que se

1

- obtiene al restringir A a I, . Entonces, por tener 11 "la P.R.N.,

1
existe f 6 Li(R,li) tal que, para cada A € 21 ,

I fdA, = u(A) = lim I f dA . Trivialmente, también f [
1 e n n
A A m m
e Ll(ki,ll) para cada m €N : y vamos a ver que (fn ) converge
m
débilmente a f en Li(ll,li).. En caso contrario, y por la Proposi-

maN

i6n 2. . .
cidn , se podria encontrar una sucesibn {Ak}ng en Zl .

DIBLIOTECA
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k]

|I (fE - £5) dlil «~—"A—+ 0 , luego existe € > 0 y, para cada
1 7A

k Kk ™ -
s €IN , existe m_>m , con: Z |f (fk - fk) dr, > ¢ (%) .
s s-1 n 1
k=1 A m
k s
Ahora bien, sean & = ( fkdk ) y & =( £ ax )
’ ) 1°keN s n 1°keN
A A m
k s
Vs € N . Por verificar K 1la condicibn (iii), (Es)seN posee una

subsucesidn convergente, que podemos suponer que es ella misma, y pues-

to que, por la definicibn de f , [ £Xar = 1im I £X ax para ca-
A R W |
s
da k € N , se sigue que (Es)sGN converge a £ en 11 . Por lo tanto,
o
éim ) I[ (fk - fk) ax| = liEIIES -Ell= 0 , en contradiccién
>0 k=1 A nm S->
k s
con (%) . Y, como comnsecuencia, (fn )mgN debe converger débilmente

m
a f en Ll(li,ll) . Ahora bien, la inclusibn can&nica:

1o — tanah
es una isometria sobre la imagen, quie nos permite considerar a
Li(ll,ll) como un subespacio vectorial cerrado de LI(A,ll) . Por

consiguiente, queda que (fn )
m

man converge a f débilmente en
L1<A,11) .
Tenemos asi, por el Teorema de Eberlein, que K es un subcon-

junto débilmente relativamente compacto de Li(k,li) .

A continuacidn daremos una nueva caracterizacibn de la conver-
gencia débil en Li(%,li} , que traerd aparejada la caracterizacibn
correspondiente de los subconjuntos d&bilmente relativamente compactos

de dicho espacio.

5. Proposicifn. Sea (fn) una sucesiBn en Li(l,li) . ()
n

ndN neiN

converge a 0 débilmente si y s8lo si: para cada k N (fﬁ)nQN



converge a 0  débilmente en tton > ¥y lim I IfkldA =0
Koo k=K1 Jx 7

uniformemente en n € W .

Demostracidn. Supongamos que la caracterizacibn no es cierta: entonces

podremos encontrar una sucesién '(fn)nGN
1 1

en L7(A, 17) (lo cual evidentemente implica que (f::)neN converge

débilmente a 0 en Li(l) para cada k €N ) y un nmero r > 0

débilmente convergente a 0

tal que, para cada k €N , existe n €N cumpliendo:
0

k
lf Idk > 6r . Y podemos suponer que h > n para ca-
k=K+1 Jx LS. K1 o K
da K .
Sea K1 = 0 : tendremos que existe n, €N tal que
o o
7 I lft |dx > 6r . Pero: J J £ |aa = ||¢ I, = +~ , luego
k=1 Jx 1 k=1 Jx ™ "1
v k
existe K2 €N tal que - Z [ Ifn Idﬁ < r , y por lo tanto
X 1

k=K2+1
Ko "
)X I |£° |dA > sr . Ahora bien, ¥k = 1,...K se tiene:
k=1 Jx ™1 2

k

I |f§ fdx < u sup {[I fz axl 7/ A e £} , luego existe A, € I veri-
X 1 A

fA

ficando: J ifﬁ | aa fk ar| + ., y por lo tanto:
X 1 .

ny 5

K
I A rp s ¥ [J £% aa] > .
Ay my k=1 Ja, ™

K
5 <V I X |aa
k=1 'x ™

1
u.t!Ak
v ¥

k=1

IA

Al mismo tiempo, y por hipdtesis, existe n, > n, tal que

L4
I I lf; |dA > 6r . Asi, podemos construir dos sucesiones de
k=K2+1 X 2

nimeros naturales: 0 = K1 < K2 S cee sy Dy <m, < .., asi como

una sucesidn en ¢ , verificando:

LI -
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Km+1 k
|J £ da| > ¥m e N .
A "

k

Entonces resulta que, para cada m :
b Kms1
) I[ £k ax| > nt' If f: dx| > r , en contradiccibén con que,
k=1 A

n -z I
m k-Km+1 Ak m

k=Km+1

al ser (fnm)mGN

Li(k,li) , se tendria, por la Proposicién 2., que:

una sucesidn que converge a 0 débilmente en

T K
lim ) |J £ odx| =0 .
k=1 A m
Sea ahora (f_ ) una sucesibn en Li(A 11) tal que (fk)
n nénN ’ n’ naN
converge a 0 débilmente en Ll(A) para cada k eéNN , y
0
lim ) I !fkldA = 0 uniformemente en n €N : vamos a ver que
K»® p=gey Jx 0
) 1
(fn)nGIN converge a O débilmente en L (1,11) , para lo cual utili-
zaremos la caracterizacidn de la ProposiciBn 2. TFijemos asi una suce-
sidn {Ak}kGN en £ y € >0 . Porhipbétesis, existe K €eWN tal
oo ' .
k €
que ) [fnldA <3 ¥n €N , y para cada k = 1,... K , como
k=K _+1 /X
€
(fk) converge a 0 dé&bilmente en RICY) lim £ dy = 0
n’ nanN > niiew A n ’
k
y por lo tanto existe n_ €6 IN tal que, ¥n > n_ , I fk dAl < =E-
€ - € n 2K
Ak €
Vk = 1,... K€ . En definitiva queda, ¥n > n, o
oo
K ©
k €
Zlf £ an| = | |I e arf e J [f e aal < S+
k=1 Ak k=1 Ak k=K€+1 ‘Ak
. .
+ ) I [£5]dx < €
k=K +1 Jx 7
€
T K
Luego 1lim J ‘IJ £ dA] = 0 , y ello para cada sucesién
frex=g Jp T

k
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{Ak]kGIN en I : por la Proposicifn 2., tenemos que (fn)ngN conver-

ge a 0 débilmente.

6. Proposicién. Un subconjunto K de Li(k,ll) es débilmente rela-
tivamente compacto si y sblo si verifica:
. _ n _ k P _
i) Para cada n €N , Kn = {f" / £ = (f )ng € K} es débilmen
te relativamente compacto en Li(l) .
ii) Para cada £ > 0 , existe Ke €N tal que:
L]
) I |fk|dl < €& siempre que f = (fk)k pertenezca
anN
k=K€+1 X

a K .

Demostracidén. Sea K un subconjunto de Li(A,li) ., ¥ supongamos que
es débilmente relativamente compacto. Entonces, la necesidad de la
condicién (i) se deduce inmediatamente de la continuidad para las to-
pologias d&biles de las proyecciones:
vttt —— tton ¥n €N

£ = (25, g— "
Stupongamos que la condicibén (ii) no se verifica: entonces, existir$
r >0 talwque, para cada N €N , podemos encontrar fN € K verifi-

cando: ) I l£¥lax > v . (F
k=N+1 Jx

)] es una sucesibn contenida en

N NaN

K, que es un suconjunto d&bilmente relativamente compacto: entonces,
y segln el Teorema de Eberlein, podemos econtrar una funci8n f €

1 . . .
€L (A,li) ¥y una subsucesi8n de (fn)n (que se puede suponer, sin

an

pérdida de generalidad, que es ella mismal, que converge a f d&bil-

£) es una sucesifn en Li(l,ll) que con-

mente. Entonces, (f NaN

N

verge a 0 d&bilmente, y por la Proposicibn 5., podremos encontrar
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@

ANO € N tal que I I If; - fkldA < % YN € IN . Ademis, y pues-
k=N,+1 /X
v K
to que ) J J£°ldA  es una serie convergente, podemos tomar N, de
k=1 .
b x
forma que se tenga: z I |f |dﬁ < % s con lo gque nos queda,
k=Ny+1 /X
v X T kK ok
YN e N : ) I |fN|dx < 1 I |fN - £ ]ax +
k=N +1 /% k=N +1 /X
T k
+ )y I {£7]ar < r
k=N +1 7X

y basta considerar N > N, para llegar a una contradiccién. De lo
cual se deduce que también la condicifn (ii) es necesaria para qie K
sea un subconjunto d2bilmente relativamente compacto de Li(k,ll) .
Supongamos ahora que K c:Li(A,li) verifica las condiciones
(i) e (ii) del enunciado, y vamos a ver que, en tal caso, deberi veri-
ficar también las tres condiciones de la Propesicifn 4. En efecto:
a. K estd4 acotado en norma, puesto que, por (ii), existe N, 6 N

o

tal que b J [fkldl < 1 para cada f = (fk)kGN € K, y por (i),
k=N +1 /X

No 1
U K, es débilmente relativamente compacto.en L (3) , y por lo tan-
n=1

to estd acotado: es decir, existe M » 0 tal que ”fklh = I lfk‘dﬁ s
X

< M para cada f = (fk)ng 6 K, k=1, ...¥,. Entonces, para cada
. -
k k
£ = () € K , se tiene: |j£]|, = I Hellax = ¥ ] [£°1an =
kan 1y k=1 /x

N k bt K
= f J [£°]an + 1 I [£°4ax < N,M + 1 5 es decir,

k=1 /X k=Ny+1 ’/Xx -

ijh < N,M + 1 para cada f € K .
b. K es uniformemente A-integrable: pues, de no ser asif, podria-

mos encontrar un nfimero r > 0 tal que, para cada n 6NN , existen,



117.

1
R, 6L con AMAD < y f 6K con z-<JA anlldA =
n

«
= ¥ I |f§[d1 . Pero, por (ii}, fijado tal r existe N €N con:
=1 7A

.

k
n
s kl A r (k)
I I [£7]dA < = para cada £ = (f € K . buego ¥n € N
k=N+1 /X 2 ke ’
© N Lo N
r< § [ leKlax < ] j [eKlax + § [ leK|ar < § f |£%|an
k=1 /A k=1 74 k=N+1 Jx T k=1 ‘A n
n n n
N
r k r
t = de dande 1 I J£°1da > 5 .
2 k=1 1a n 2

n

N
Ahora bien, LJ Kn es, por (i), débilmente relativamente com-
n=1
pacto en Li(l) , ¥ en consecuencia uniformemente A-integrable: asi,

existe § > 0 tal que, si A € X y A(A) < § , I Ifkldl < fl cuan-
A

k .
do f = (f )kGN 8 K y k== 1,,..N . Luego, tomando n tal que % <6,
N
se tendr4: 1 I ]fk|dk < g » en contradicci8n con el resulta-
k=1/a "
do anterior. De lo cuad se deduce que debe verificarse necesariamente

que X(A}EO IA Hf|hk = 0 uniformemente cuando f € K .

c. Para cada sucesibn S = {A_} en Z , k(s) = { eXan 7/
k- kaN A
k
f = (fk)ng} es un subconjunto relativamente compacto en l1 . En
* ©
efecto, ello es equivalente a que im g II fkdll = 0 uniforme-
TP k=R+1 AL
mente cuando £ = (fkokGN € K (ver |12|, Iv.13.3.) : pero, segfin la
L
gondieidn tii), 1im |} I !fkldl = 0 uniformemente en f = (fk)keﬂ
Naw yi1 Jx
v ‘k v K
€K,y ilj ghan] <} I]f]d?\ yN eI .
N+1 A k=N+1 ‘X ’

k

Nos ha quedado asi que si K verifica las condiciones (i) e "



118.

(ii) del enunciado, verifica también las tres condiciones de la Pro- -

posicién 4, y, por lo tanto, es débilmente relativamente compacto.

Como se comprueba inmediatamente, la caracterizacién de la Pro-
posicién anterior admite una formulaci8n equivalente segfin el siguiente

Corolario:

7. Corolario. Sea K un subconjunto de Li(l,ll) , etindiquemos por:
bk| = {]|€] = (|fk|)kgm / £ = (fk)kGN ¢ K} . Tenemos entonces que son
gquivalentes:
a. K es débilmente relativamente compacto.
b. }x| es débilmente relativamente compacto.
c. |k| wverifica:
i) |K| es uniformemente A~integrable.

i1)  Jx](x) = {(I |f"|c1ﬂmN / (lfk”kem e |X|} es rela-
X ;

tivamente compacto en l1 .

Las anteriores caracterizaciones de los subconjuntos d&bilmente
relativamente compactos del espacio Li(k,lil permiten dar una demos-
tracidn dirécta de que dicho espacio tiene la propiedad de Dunford -~
Pettis , tal y como fue definida por Grothendieck en |1u| s es decir,
que dado un espacio de Banawh cualquiera F , todo operador débilmente
compacto T : Li(l,li) ——+ F transforma sucesiones débilmmnte de

Cauchy en sucesiones débilmente convergentes,

8. Teprema. El espacio Ll(l,li) tiene la propiedad de Dunford - Pet-

tis .
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Demostracidn. Sean F un espacio de Banach y T : Ll(k,ll) — F

un operador débilmente compactoy y sea (fnlnGN una sucesién débilmen-

te de Cauchy en Li(l,li) : al ser 8ste un espacio débilmente secuen-

cialmente completo, (fn)nGEN converge d8bilmente a una funcibn f €

e Ll(x,li) ,» por lo que (fn - f)nGN es una sucesibn débilmente con-

vergente a 0 . Vamos a ver que (T(fn - f))nQN converge a 0 en F.

En efecto, sea € > @0 : por la Proposici8n 5., sabemos que existe Ne €
o0
€N tal que Y I |f: - fkldl <
k=Né+1 X

€
[T R ¥n €N . Por otroe la

do, para cada k = 1""N€ , definamos el operador:

Tk : Li(K) —_— 7

£ — T(eif)

siendo eﬁ , como ya se indic8 al principio, el elemento k-~8simo de

la base canBnica de 11 . Tk es, trivialmente, un operador lineal y

continuo, que es ademis débilmente compacto, por serlo T . Por otro

k

lado, (fi)nGN converge d8bilmente a f en Li(k) s ¥ como Li(l)

tiene la propiedad de Dunford - Pettis (ver |[14]|), podemos encontrar

k, ok k €
n_ €W tal que, V¥n >n_, ”T, (rn~f)||< ﬁ—s Vk = 1,...N_ .
Entonces, dado n > ne , sSe tendri:
N N

e, -o))l < flree, - £y - 35 %k - #Fn o ) T8GR - £ <

k=1 k=1

| ey - 1 VE axcek _ gk Ve k. k _ .k
<lltee, - ) - T(kz1 el - £ +||k§1 TES - £ <
N @

Kk € K _ ok

<lrillice, - 0 - 1% epeek - ol + S=lml 3 [ gek - fan
' " k=1 K m to2 k=N 41 Jx P

€ [ €
rr <Ml sgrepoy v 2= ¢ -
Es decir, que T(f)} = lim T(f ) en F 1y, por lo tanto,
Ny n

Ll(l,ll) tiene efectivamente la propiedad de Dunford - Pettis.
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2. Topologia dé&bil en los espacios LP(A,II) g con_ 1 < p < 4o

Basfindonos en los resultados de la Secci8n 1 , podemos dar ca-
racterizaciones andlogas de la convergencia de sucesiones y la compa-
cidad relativa de subconjuntos para la topologfa débil, en los espacios

Lp(l,li) . Para ello, haremos uso del Lema II.7. , que nos asegura

que la transpuesta de la inyecci8n canénica J : Lp(A,li} —_— Ll(k,ll)

tiene imagen densa en LP(A,li)‘ para la norma -dual. Se tiene enton-
ces:
9. Proposici8n. Sea (fn)nGN una sucesibn acotada en Lp(l,ll) s

.

1 <p < = .

es débilmente de Cauchy si y sélo si para toda su-
oo

|J (e - £9ar] =0 .
1 Ja

a- (fn)nGN

cesibn en I , 1lim

A ean e n§

converge débilmente a f € LP(A,lll si y s6lo si

-4

b. (fn)n@N

N . k .k
para toda sucesibn {Ak}kGN en I , %iz kzi I[A (fn—f hﬂl
= Q k

Demostracidn. La haremos finicamente para (a), puesto que para (b) es
aniloga. Supongamos primeramente que, (fn)nﬂN es débilmente de
Cauchy: por la continuidad para las tépologfas débiles de la inyeccibn
can8nica J , (J(fn))neN es una sucesifn de Cauchy en Li(ﬁ,li) con
la topologia débil, luego, por la Proposicién 2,,

o

, Xk ) .
n}ﬁmmkzl lIA £ - fm)dA[ = ¢ para cada sucesifn {Ak}ng en T
k

A su vez, si es esta condicién la que se cumple, de nuevo por

la Proposicidn 2. tendremos que (J(fn))nem es una sucesifn dé&bilmen-
te de Cauchy en Ll(l,li) , luego dado v € Lj(%,ll)' , ¥ por ser

<fn,J‘(v)> = <J(fn),v> ¥n € N , tendremos que ‘(<fn,J'(V)>)neN es
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una sucesifn de Cauchy: o, lo que es lo mismo, (fn)nGN es una suce-
sidn de Cauchy para la topologla U(Lp(ﬁ,lil, J'(Li(%,li)’)) . Ahora
bien, (fn)nGN es una sucesifn acotada, y por lo tanto equicontinua
como subconjunto del dual de Lp(k,lll' : al ser J‘(Li(k,ll)‘) denso
en Lp(l,li)' , las topologias G(Lp(ﬁ.ll), J'(Ll(K,ll)’) y

Por lo tanto,

OCLp(A,li), Lp(i,li)') coindicen sobre (fn)n

(£)

anN

23 e p 1
nay ¢S débilmente de Cauchy en L7(A,17].

Antes de demostrar que los espacios Lp(ﬂ,li) sonp d8bilmente
secuencialmente completos, estableceremos el siguiente Lema, en el que
se d& por sentada (como se hard4 siempre a partir de ahora) , la iden-
tificacibén en el sentido conjuntista entre LP(A,li) y el subespacio

vectorial J(Lp(l.li)) de Li(%,lll .

10. Lema. Una funcin f : X ———> l1 pertenece a Lp(ﬁ.lil , 1 <p«<
< 4% | si y solamente si f ¢ Li(ﬁ,lll y existe una constante M > 0

tal que II <f,g>dA| < Mllg”q para cada g € A(Z,1%) , siendo
X

* % =1 . Ademis, en tal caso Hfl% L

Demostracién. La necesidad de las condiciones es evidente, En cuanto

a su suficiencia, se sigue de ser condiciones suficientes, a su vez,
para que f € Lp(k,ll), el que f € Lp(ﬁ,li) y !lf“ ¢ tP(A) : las cua-
les se demuestran a partir de las dadas mediante los procedimientos

usuales.

11. Teorema. Lp(l,ll) ,con 1 < p < +< , es un espacio débilmente se-

cuencialmente completo.
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Demostracibn. Sea (fn)nGlN una sucesién débilmente de Cauchy en
LP(A,ll) : estard, por lo tanto, acotada en norma, y se puede suponer

sin pérdida de generalidad que ”fnlg <1 ¥n €N . Por la continuidad
para las topologias d&biles de la inyecciBn canbnica de Lp(l,li) s
(fn)nQN es una sucesifn d8bilmente de Cauchy en Li(k,li) » el cual es
débilmente secuencialmente completo, como se vié en el Tecorema 3..:
luego existe f € Li(l,li) a la que (fn)naN converge débilmente en
Li(k,ll) . Queda tan s8lo ver que f € Lp(l,li) , pues como ya se ha
indicado anteriormente, al ser {fn}ngNlJ{f} un conjunt® equicontinuo,
sobre &1 coincidir8n la topologia d8bil y la de la convergencia pun-
tual sobre Ll(l,li)' , considerado como subespacio vectorial denso de
Lp(l,ll)' . Y, seglin el Lema 10., bastard comprobar que existe una
1 1

constante M > 0 tal que II <g,grarl s wilgll , =+ == 1, para
X h q P qQ

cada g € A(Z,lw) . Ahora bien, A(t,lw) se identifica en el modo
usual a un subespacio de Ll(%,ll)‘ s ¥ por lo tanto se tiene:

] ool = pim 1] sreal sllall, o puesto aue
] <tearl <le,l, Ul <llall, wnem .

Asi, efectivamente, f G'Lp(ﬁ.li) y (fn) converge a f

ndN
débilmente en’ Lp(l,li) : luego este espacio es d&bilmente secuencial-

mente completo.

12, Proposicibn. Un subconjunto K de Lp(ﬁ,ll) s, 1 < p < 4o , es

débilmente relativamente compacto si y s8lamente si verifica:
i) K est8 acotado en norma.

ii) Para toda sucesifn S = {A_}

ninen ©M LI , el conjunto

kesy =(¢]  £Fan

J
Ak

. k .
KaN / £f-= (Ff )kQN € K} es relativamente
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1
compacto en 1

Demostracifn. La necesidad de las condiciones (i) e (ii) se sigue in-
mediatamente de la proposici8n 4., asi como de la continuidad para las
topologias débiles de la identificacifn entre LP(A,ll) y un subespa-
cio vectorial de Ll(l,li) . En cuanto a su suficiencia, se deduce
también de la Proposicién 4., ya que todo conjunto acotado en norma en

Lp(l,ll) ,con 1 €£p S +° , es uniformemente A-integrable .

13. Proposicifn. Sea (fn)neN una sucesibn en Lp(k,li) , 1 % p < 4w
Y 'y N k -
(fn)ngN converge a 0 d&bilmente si y s8lamente si (fn)nem con
verge a 0 débilmente en LFP(X) para cada k €N , y

lim ) J |fk|dﬂ = 0 uniformemente en n €N .
Kdo }=gs+1 x P :

Demostracifn. En un procedimiento an8logo a la demostraci8n de la Pro-

posicidn anterior, se comprueba que tanto la necesidad como la sufi="

ciencia de las condiciones anteriores se siguen de la Proposicién 5.,

junto con las propiedades de la inyeccifn canfnica de LPLA,li) en

Li(x,li)

De manera muy semejante, a partir de la Proposicibn 6. se de-

muestran’la siguiente caracterizacibn y su corolario:

14, Proposicién. Un subconjunto K de LP(A,li) s, 1 < p X +% , es

débilmente relativamente compacto si y s8lo si verifica:

i) K, = I (fk]ng € K} es débilmente relativamente

compacto en IRICY) , para cada n €N .
o«

ii) 1lim ) I |fk|dﬁ = 0 uniformemente cuando f = (fk)
X

Kreo p=g+1 ke
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1
15. Corolario. Sea K un subconjunto de Lp(lsl ) , 1 <p < +w , e

k) € K} . Entonces

indiquemos por JK| = {]|f] = (Ifkl)qu /= )

son equivalentes:
a. K es débilmente relativamente compacto.
b. ‘K! es débilmente relativamente compacto,
c. |K| estd acotado en Lp(l,ll) , ¥ el conjunto

Jkj(x) = {J |£]dx / £ € K} es relativamente compacto en 11,
X

3. Topologia débil en los espacios CHCZ.lil

Nuestro objetivo es dar caracterizaciones de los subconjuntos
débilmente relativamente compactos de Ca(Z.li) , para lo cual nos ba-
saremos ampliamente en los resultados de la Seccidn 1 y en la siguien

te identificaciBn, bien conocida:

16, Lema. La aplicacidn: Ll(%,ljf _— Ca(t,lil , con } & ca(l) ,
£ —_— ﬁf

definida por: uf(A) = JA fdA para cada A € I ', es una jisometria que

permite identificar Li(l,li) a un subespacio vectorial cerrado ﬁe

Ca(£,11) el cual, por tener 11 la P.R.N. , seri precisamente:

Cax(z,li) = {n e Ca(E,li) / B es absolutamente ‘%-continua} .

Tenemos entonces:

17. Proposici8n. Un subconjunto K de Ca(t,li) es dBhilmente rela-

tivamente compacto si y sBlo si verifica:

i) K est8 acotado en norma.
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ii) K es uniformemente d-aditivo.

.

=8
.

e
~

Para toda sucesifn S = {A } en I , el conjunto:
n neN
_ .k -k .
K(s) = {(n (Ak))qu / ue= (4 )kGN € K} es relativamente
compacto en 1i
Demostracifén. La condicifn (ii) , segfin se indicé en el Teorema 1.8.,
unida a (i), basta para garantizar que existe una medida positiva A €
€ ca(Z) tal que *im_ ]u](A) = 0 uniformemente cuando u € K
ACRY >0
Por lo tanto, K est8 contenido en el subespacio Cax(z,li) de
Ca(i,ll) » ¥ €l Lema 16., junto con la Proposicibén 4,, nos garantizan
que las condiciones (i), (ii) e (iii) son suficientes para que K sea
débilmente relativamente compacto.
Por otro lado, si K es d8bilmente relativamente compacto en
Ca(Z,li) , €l resultado de Brooks y Lewis, gue indicamos como Teorema
IT.1., nos garantiza que existe una medida positiva A € ca(Xl) tal

que IBI(A) = 0 uniformemente en ﬁ € K : por lo tanto, K

,lim
A(AI%0
est8 contenido en CaA(E,ll) , ¥y de nuevo del Lemal6. y la Proposicién

4. se sigue que K ha de verificar las condiciones (i}, (ii) e (iii).

De un modo enteramente andlogo, utilizando el Lema 16. y la Pro
posicién 2., podemos dar la siguiente caracterizacibén de la convergen-

cia d&bil de sucesiones en Ca(E,ll) H

18. Proposicidn. Sean (un)ngN una sucesibn en Ca(Z,li) , Y H un
elemento de dicho espacio. (nn)n@N converge ddbilmente a n si y sb
lamente si, para cada sucesi8n {An}nGN en L , la sucesidn (En)ngN N

con g = (u:khk))kgn , converge en voa E = (pk(Ak))kaN



126.

Por otro lado, si es una sucesién débilmente de Cau-

(un)hGN
chy en Ca(Z,li) » se tendr8 que, para cada A € I , (pn(A))ngN es

una sucesifn convergente en l1 » ¥ por lo tanto el Teorema de Vitali-
Hahn-Saks asegura que {un / n eIN} es im cpmjunto. uniformemente o-

aditivo. Ello permite sumergir la sucesi8n (un) en Cax(z,li)

ndN
para alguna medida positiva A € Ca()) : utilizando nueyamente el Lema

16., del Teorema 3. se obtiene:

19. Proposiciéun. Ca(Z,li) es un espacio débilmente secuencialmente

completo.

. 1
El mismo tipo de razonamiento permite trasladar a Ca(r,17)} ~él

resultado para LI(A,li) dado en la Proposici8n 6, y el Corolario 7.,

obteniéndose:

20. Proposicibén. Sea K un subconjunto de Ca(X.li) » e indiquemos

por |K]| = ((]ukl)kGN / (uk)ng e K} . Son equivalentes:
a. K es débilmente relativamente combacto.
b. |kK| es débilmente relativamente compacto,
c. k| wverifica:
i} |k| es uniformemente a-aditivo.

1) k10 = LR gy £ 1 m ) gy © K} es relativa-

mente compacteo en l1 .

4. Aplicacibn al estudio de operadovres en C(X,C ]

Tal y como se vi8 en el Capftulo ITI, cualquier caracterizacibn
de los subconjuntos d8bilmente relativamente compactos del espacio
Ca(Ba(X),E') » con X espacio topolBgico compacto y T,, ¥ E espacio

de Banach, produce inmediatamente una caracterizacifn correspondiente
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de los operadores déhilmente relatiyamente compactos
T : C(X,E} ———= F , siendo F otro espacio de Banach cualquiera.

Entonces, de los resultados de la Seccifn 3 se obtiene:

21. Proposicibn. Sean X wun espacio topolbgico compacto y Hausdorff,

E un espacio de Banach. Un operador T : C(X,Cq4) —— E , de 'medi-
da asociada' m : B,(X) — L[(C,,E"} es débilmente compacto si y s&-
lo si verifica:

i) m toma valores en [(C,,E] y su semivariacifn es continua

en @ .
ii) Siendo, para cada x' € E' , m_, : Bo(X} —— 1! s
k
A — {m (A
se define, dadauna sucesidn § ={Ak}kGIN en [ ,
m(S) : E' —— 11 , ¥ se tiene que

k ,
x! —— (m (A g

m(S) es un operador compacto.

Demostracifn. La necesidad de (i) qued8 establecida en el Teorema III,
1. Por otro lado, si T es un operador débilmente compacto, también
lo serd8 su transpuesto T' ¢+ F —— M(X,li) , Y por lo tanto, T‘(BE,)
seri un subconjunto débilmente relativamente compacto de M(X,ll), el
cual a su vez es un subespacio vectorial de Ca(Bc(X),ll).. Entonces,
la condicidn (iii) de la Proposicibén 17. nos asegura que, dada la su-
cesibn s = {A}, . en BL(X) , m(s)(By,) = {(m;‘,(Ak)kGN / %t e B}

= T'(BE,)(S) , es un subconjunto relativamente compacto de 11 s ¥
por lo tanto m(S) es un operador compacto., Ello nos asegura la nece-
sidad de las condicones (i) e (ii): en cuanto a su suficiencia, queda

asegurada gracias a la Proposici8n 17,, de la que se sigue gue, en las ,,
.
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condiciones dadas, T‘(BE‘) es un subconjunto débilmente relativanen-

te compacto de Ca(Ba(X),lil » ¥ por lo tanteo de M(X,li) .

Esta caracterizacifn nos permite dar una demostracibén simpl: del

siguiente resultado:

22. Proposicién: Si E es un espacio de Banach que no contiene niigtn

subespacio vectorial isomorfo a €, , entonces todoc operador contiiuo
T : ¢(X,Cy) —— E , d6nde X es un espacio compacto y T,, es d3bil-

mente compacto.

Demostracidén. Sea m la 'medida asocjada' al operador continuo T .

Al no contener E ningQn subespacio isomorfo a C toda serie débhil-

o
mente incondicionalmente de Cauchy en E es incondicionalmente conver-
gente (ver |4 |) : de dénde se deduce que m toma valores en L(C, E)
y que su semivariacidn es continua en @ kver i3 |) . Por lo tanto,
m verifica la condicidén (i) de la Proposicifn 21. Queda ver que tam-

bién verifica (ii). Sea § =7IAk}ﬁGN una sucesién en ¥ : tenemos

. k ' -
que comprobar que m(S)(BE,) = {(mx,(Ak))kgEN / x' € B_,} es un sub

E!

conjunto relativamente compacto de 1:l , es decir, que
<

lim 1 [mk,(A )] = 0 uniformemente en x' € B , seglin la carac-
K> k=K+1 X k E!
terizacién en [12], IV.13.3.
Pero, fijados S y x' € B,, , se tiene:
T o Imoya )] = 3 Im,(A Xe )] = T Jam (A )(e ) x'>| v Y:
k=1 X k k=1 b3 k k ka1 k k
(-3 o <0
I <m(Ak)(ek),x'> = X <T"'(ek x J.,x'> = < 2 T"(ek Xp ), x'> =A
k=1 . k=1 Ak . k=1 k
. ® . © 1
= <T"('§ ey XA‘);X'> , dénde Z e XA‘ e M(X,17)'. Es decir,
k=1 k k=1 k
o0 L]
que Z m(Ak)(ek)‘ es una-serie débilmente incondicionalmente de Cau-

k=1
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chy en E , y puesto que E no contiene ningln subespacio vectorial

isomerfo a C, , es incondicjonalmente convergente en E . Asi, fija-

oo
do € ®» 0 , podemos encontrar K_ €N tal que || J .a . m(a (e )] <
€ k k k
k=K_+1
€
< & para todo a = (ak)kQN ¢ 17 tal que I|a”5_1 . Y como, para cada
x' @ B existe a = (a,) ¢ 1 tal que flall=1 vy
E' k" keN
o k o«
g fmx'(Ak)I = |1 o mx,(Ak)(ek)l , queda que
k= k=1
lim I Imk (A,)] = 0 uniformemente en x' € B,, , y por lo tanto
ro jaksr o XK E

m(S) es, en efecto, un operador compacto,
La Proposicifn 21, nos asegura entonces que todo operador
T : C(X,Cy) ——> E es débilmente compacto, siempre que E no con-

tenga ningln subespacdio vectorial isomorfo a C,..
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