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Capitulo 1

Introduccion a los modelos

INARMA. El modelo INMAG(q)

1.1. Introducciéon

Las series temporales de valores enteros aparecen frecuentemente en situaciones
reales como, por ejemplo, la serie del niimero de convulsiones epilépticas por dia para
un paciente a lo largo de un cierto periodo de tiempo (Figura 1.1), (esta serie de datos
ha sido estudiada por Albert (1991), Le, Leroux y Puterman (1992), Franke y Selig-
mann (1993), MacDonald y Zucchini (1997) y Latour (1998)), la serie del nimero de
casos de poliomielitis en cierta drea en meses sucesivos (Figura 1.2), (Lindsey (1995)),
o la serie del nimero de infecciones mensuales en el hospital clinico San Carlos de
Madrid debidas al Staphylococcus aureus meticilin resistente (SARM), (Figura 1.3).
Otros casos podrian ser: nimero de pacientes diarios en un determinado servicio hos-
pitalario, ntimero de accidentes ocurridos cada fin de semana en una determinada
ciudad, nimero de elementos defectuosos encontrados en muestras sucesivas tomadas
de una linea de produccion, la serie binaria de dias lluviosos y dias secos en algin lugar

especifico, etc.
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Figura 1.1: Numero de convulsiones epilépticas por dia para un paciente a lo largo de

204 dfas consecutivos. Fuente: MacDonald y Zucchini (1997). Tabla B.2, p. 208.

o 10 19 28 37 a6 55 64 73 82 o1 100 109 118 127 136 145 154 163

Figura 1.2: Numero de casos mensuales de Poliomielitis durante 14 anos (1970-1973)

en U.S.A. Fuente: Lindsey (1995). Ejercicio 4, p. 179.

Una gran parte de la literatura sobre series temporales se centran en los modelos

tipo ARMA asumiendo la distribucién normal o, al menos, una distribuciéon continua
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Figura 1.3: Ntimero de infecciones mensuales de SARM. Fuente: Hospital Clinico San

Carlos de Madrid.

en los datos. Aunque, en algunos casos, este tipo de modelos pueden ser una aproxi-
macién adecuada, esto no siempre es asi. Cuando las observaciones son de naturaleza
categorica o cuantitativa con valores discretos y pequenos, es necesario utilizar modelos

que reflejen la naturaleza de dichos datos.

Para el estudio y andlisis de este tipo de datos se han utilizado diversos mode-
los de procesos estocasticos cuya utilidad préactica es, en general, bastante limitada.
Por ejemplo, para la serie de convulsiones epilépticas Albert (1991) y Le, Leroux y
Puterman (1992) han considerado las cadenas de Markov en tiempo discreto con un
espacio de estados finito. Sin embargo, desde el punto de vista estadistico se presenta
inmediatamente el problema de la sobreparametrizacién. Ademaés, los datos a modelar
muestran frecuentemente un comportamiento no Markoviano, o al menos no de primer
orden Markoviano. Aunque se pueden utilizar cadenas de Markov de orden superior,
esto unicamente agravaria el problema de la sobreparametrizacién. Para una revisién

del uso de las cadenas de Markov para series temporales de valores discretos, se re-
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comienda el libro de MacDonald y Zucchini (1997).

En los tultimos anos se han propuesto modelos paramétricamente mas simples
para series temporales discretas estacionarias del tipo ARMA. Dichos modelos tratan
de reproducir las caracteristicas de versatilidad, generalidad y disponibilidad de las
herramientas de identificacion que poseen los modelos ARMA clésicos. Jacobs y Lewis
(1978a) introducen el proceso mixto discreto estacionario de segundo orden (en ade-
lante se dird estacionario, simplemente), autorregresivo de primer orden y de medias
moéviles de orden q+1, DARMA(1, g+1), que se presenta brevemente en el apartado 1.2;
obtienen explicitamente su distribucién marginal y su funcién de autocorrelacion que es
independiente de dicha distribucion. Estudian, también, la invertibilidad en el tiempo
de dicho proceso y demuestran que, en general, no es Markoviano. Por otra parte, Jacobs
y Lewis (1978b) estudian algunas propiedades asintdticas del proceso DARMA(1, ¢+1)
y diversos procedimientos estadisticos que pueden ser utilizados para el anélisis de este
modelo; demuestran que la media muestral tiene distribucion asintéticamente normal
y que el test de la yx? puede ser utilizado para contrastar la hipdtesis nula de que los
datos del proceso DARMA(1,q + 1) provienen de una distribucién marginal especifica-
da. Posteriormente, Jacobs y Lewis (1983) consideran los procesos DARMA(p,q+1) y
NDARMA (p, q) para series temporales discretas estacionarias, obteniendo una general-
izacién de los modelos precedentes. Los procesos DARMA de Jacobs y Lewis (1978a,b,
1983) ofrecen una alternativa para describir una serie temporal discreta. Sin embargo,
estos procesos presentan algunas desventajas respecto a los modelos basados en el op-

erador de refinamiento.

Una clase claramente mas amplia de modelos de series temporales de valores enteros
no negativos se basa en el operador de refinamiento, ‘o’ (del inglés thinning) introducido

por Steutel y Van Harn (1979). La idea consiste en reemplazar la multiplicacién escalar
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de los modelos ARMA estéandar por dicho operador ‘o’. McKenzie (1985) introduce el
modelo AR(1) para variables aleatorias discretas con distribucién marginal de Poisson,
geométrica, binomial negativa o binomial. Dicho modelo es una cadena de Markov cuyas
probabilidades de transicién dependen de un niimero pequeno de parametros. Obtiene
dichas probabilidades cuando el proceso tiene distribucién marginal de Poisson. Hace,
también, algunas consideraciones para generalizar el proceso al caso no estacionario.
McKenzie (1986) obtiene de forma explicita la probabilidad de transicién cuando el
proceso tiene distribucion marginal geométrica y considera la estructura de los mode-
los de Lawrance y Lewis (1980) para describir los andlogos discretos, sustituyendo la
multiplicacion escalar por el operador de refinamiento y la distribucion exponencial por

la geométrica.

Al-Osh y Alzaid (1987) introducen, independientemente, el modelo AR(1) discreto
denomindndole INAR(1). Obtienen, para dicho modelo, la funcién de autocovarian-
za, la funciéon de autocorrelacion y los estimadores de los parametros con los métodos
de Yule-Walker, minimos cuadrados condicionales y maxima verosimilitud condicional
cuando el proceso tiene distribucién marginal de Poisson. Alzaid y Al-Osh (1988a)
establecen que el proceso INAR(1) puede verse como un proceso de ramificacion del
tipo de Galton-Watson con Inmigracion suponiendo que los descendientes en este pro-
ceso tienen distribucion de Bernoulli. Demuestran que, si el proceso es estacionario,
se puede elegir cualquier miembro de la clase de distribuciones discretas autodescom-
ponibles como distribucién marginal del proceso INAR(1). Presentan algunas de las
distribuciones que pertenecen a la clase discreta autodescomponible, entre las cuales
estéan la de Poisson, binomial negativa y geométrica. Analizan el proceso INAR(1) con
marginal geométrica, siendo éste el andlogo discreto al de Lawrance y Lewis (1980)

para el caso exponencial.



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS MODELOS INARMA

Aly y Bouzar (1994a) introducen una clase de procesos Galton-Watson con Inmi-
gracion (GWSI), que contiene al proceso INAR(1); estudian algunas propiedades de este
proceso con marginal geométrica y binomial negativa. Por otra parte, Aly y Bouzar
(1994b) extienden algunos resultados obtenidos para el modelo GWSI a un modelo
mas general con estructura ARMA e introducen una generalizacién del operador de
refinamiento y lo utilizan para generalizar los resultados de McKenzie (1988b). Puesto
que la distribucién de probabilidad de Euler pertenece a la clase de distribuciones dis-
cretas autodescomponibles, Alzaid y Benkherouf (1995) la utilizan como distribucién
marginal del proceso INAR(1) y demuestran que, en este caso, el proceso INAR(1) no
es invertible en el tiempo. En anos mas recientes, se han estudiado algunas propiedades
asintdticas del proceso INAR(1): Park y Oh (1997) demuestran que la media muestral
y la funcién de autocovarianza muestral del proceso INAR(1) con marginal de Poisson

tienen distribucién asintdéticamente normal.

Para dar una mayor flexibilidad a la modelacién de series temporales de valores
enteros no negativos, McKenzie (1988b) define y estudia el proceso de Poisson MA(q)
basado en el operador ‘o’. Alzaid y Al-Osh (1988b) presentan el modelo de medias
moviles de valores enteros no negativos de primer orden, INMA(1), siendo éste una
generalizacién del proceso de Poisson MA(1) y similar en forma al proceso MA(1)
estandar, reemplazando la multiplicacion escalar por el operador o', en la misma forma
que se hizo para el proceso INAR(1). Por otra parte, introducen el proceso INMA(q).
McCormick y Park (1997) demuestran que la media muestral y la funcién de autocova-
rianza muestral del proceso INMA(g) con distribucién marginal de Poisson, intro-
ducido por Al-Osh y Alzaid (1988b), tienen distribucién asintéticamente normal; este
mismo resultado lo obtienen Park y Kim (1997) introduciendo una variante del proceso
INMA(q); éstos ultimos también demuestran que este nuevo modelo es invertible en el

tiempo. Todos estos resultados asintéticos se han obtenido suponiendo que el proceso
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tiene distribucién marginal de Poisson.

Al-Osh y Alzaid (1990) introducen el proceso INAR(p) suponiendo que
(g o Xy,a0 0 Xyy -+, 0 X3/ Xy) tiene distribuciéon multinomial con pardmetros
(Xt, 00, a2, -+ ,a,). Obtienen la distribucién limite de dicho proceso y la funcién de
autocovarianza la cual tiene la misma estructura que la del proceso ARMA(p,p —
1) estdandar. Du y Li (1991) introducen una variante al proceso INAR(p) definido
por Al-Osh y Alzaid (1990). La definicién de Du y Li implica que la estructura de
autocorrelacién del proceso INAR(p) es idéntica a la del proceso AR(p) estandar y
demuestran que este proceso existe, es Unico y estacionario bajo ciertas condiciones.
Discuten la estimacién de parametros del tipo Yule-Walker y minimos cuadrados condi-
cionales y obtienen el predictor éptimo minimo cuadratico. Gauthier y Latour (1994)
introducen una generalizacion del operador de refinamiento; utilizan este nuevo ope-
rador para definir el proceso GINAR(p) (proceso INAR(p) generalizado) y obtienen
la funciéon de autocovarianza y autocorrelacion para este proceso. Dion, Gauthier y
Latour (1995) demuestran que el modelo GINAR(p) puede verse como un modelo de
ramificaciéon multiple con inmigracién. Latour (1998) demuestra que el modelo INAR(p)
definido por Du y Li (1991) puede ser representado por un modelo AR(p); utiliza el
ajuste de un modelo AR(p) para identificar el modelo INAR(p) que propone para la

serie de datos discretos del niimero de convulsiones epilépticas.

McKenzie (1988b) introduce el proceso mixto de Poisson ARMA(1,q) el cual se
construye uniendo dos procesos, el INAR(1) y el INMA(q) a través de un proceso de
innovacién comun. Obtiene de forma explicita la funcién de autocorrelacion. Aly y
Bouzar (1994b) generalizan los resultados de McKenzie (1988b), utilizando el operador

de refinamiento generalizado.
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A continuacién se presentan con mas detalle algunos de los modelos referidos,
ademds, se introduce una variante del modelo de Poisson ARMA(1,q) definido por
McKenzie (1988b) y se define el proceso INMAG(q), obteniendo algunas propiedades

bésicas para este ultimo proceso.

1.2. Modelos DARMA

Como se vio en la seccién anterior los modelos DARMA han sido discutidos por
Jacobs y Lewis (1978a,b, 1983). En este apartado se presentan algunas propiedades de
los proceso DARMA(1,q + 1), DARMA(p,q + 1) y NDARMA(p, q).

Para especificar el modelo DARMA(1, ¢+ 1) se necesitan las siguientes definiciones:

Sea {Y;} una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas (i.i.d.) que toman valores en un conjunto £ C Z con P(Y; = 1) = =(i)
para todo i € FE; por otra parte, sean {U;} vy {V;} sucesiones independientes de vari-
ables aleatorias binarias i.i.d. con P(U; = 1) = g€ [0,1] y P(V, =1) =7 € [0,1),
y sea, por ultimo, {D;} una sucesién de variables aleatorias i.i.d. que toman valores
0,1,2,---,q con funciéon de probabilidad F', donde ¢ es un entero fijo no negativo. El
proceso DARMA(1,q + 1), {X;,t = 1,2,---} se obtiene de acuerdo al modelo lineal

probabilistico:

Xy =UY,_p, + (1 =Uy)Zi—(441) parat=12,---
donde

Zy=ViZy 1+ (1=W)Y, parat=—q,—q+1,---

El proceso {Z;,t = —q,—q + 1,---} es un proceso DAR(1), es decir, autorregresivo
discreto de primer orden y puede describirse como sigue: Z; es igual a Z; 1 con pro-

babilidad 7 y es igual a Y; con probabilidad 1 — 7. El proceso {X;,t =1,2,---} puede
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ser descrito de forma similar: X; es uno de los valores Y;, - -+ ,Y;_, con probabilidad 3

y es igual a Z;_(441) con probabilidad 1 — f.

Por sustituciones sucesivas Z; puede expandirse hacia atras hasta el valor inicial
Z_(4+1) obteniendo Z; = Y;_; con probabilidad 77(1 — 7) para 0 < j < g+t y
Zy = Z_(44+1) con probabilidad 79t*1; es decir, Z; es una mixtura de Y3, Y;_q,---, Y.,
Y Z_(q+1)- Ahora, suponiendo que Z_,41) tiene distribucién 7 y es independiente de
{Yi,t > —q}, {U}, {Vi} y {D:} se demuestra que {X;,t > 1} tiene distribucion
marginal m, es decir, X; tiene la misma distribucion que Y;. Con estas condiciones,
el proceso DARMA(1,q + 1) es estacionario pero, en general no es Markoviano. Por
ejemplo, el modelo DAR(1), {Z;}, es una cadena de Markov, mientras que el proceso
DMA(q), X; = Y;_p,, no es Markoviano. La funcién de autocorrelacién esta determi-
nada por los parametros 7, [, la funcién de probabilidad F' y es independiente de la

distribucién marginal del proceso:

B’ Z F@@)F(i+h)+ p(1-5) <(1 — )t | > TiF(z))
ph) ={ +( =B 1<h<q

Se observa que 0 < p(h) < 1y para h > g, p(h) decrece exponencialmente si

0 < 7 <1 con un comportamiento similar al de un proceso ARMA(1,q) estandar.

Finalmente, Jacobs y Lewis introducen el modelo binario DARMA(1,1), que se

define como:
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Y, con probabilidad

Xe=19 Z_. con probabilidad (1 — 3)

Z;_1 con probabilidad 7
2= Y;  con probabilidad (1 — 7),
donde {Y;} es una sucesién de variables aleatorias independientes que toman valores
0 y 1 con distribucién comun =. El proceso DARMA(1,1) no es Markoviano. Por otra
parte, Jacobs y Lewis (1978b) presentan algunas propiedades asintéticas del proceso
DARMAC(1, ¢g+1), demuestran que la media muestral tiene distribucién asintéticamente
normal y estudian el comportamiento asintético del test de bondad de ajuste de la y?
para la distribucién marginal del proceso DARMA(1, ¢ + 1), es decir, para contrastar

la hipdtesis nula de que los datos provienen de una distribucién marginal especificada.

Jacobs y Lewis (1983) presentan los modelos DARMA(p, g + 1) y NDARMA(p, q)
("nuevo”’modelo DARMA) generalizando todos los modelos precedentes presentados
por ellos mismos. Obtienen la funciéon de autocorrelacién en ambos procesos, que siem-

pre son no negativas, y consideran su estimacion, en particular para el proceso DAR(1).

Los modelos DARMA de Jacobs y Lewis pueden verse como los analogos discretos
a los modelos ARMA estandar, reemplazando la combinacién lineal del caso de valores
continuos por el modelo lineal probabilistico. Sin embargo, dicha analogia se consigue
de una manera artificial y sélo desde el punto de vista tedrico. El comportamiento
en la practica de estos modelos no se corresponde con el de sus analogos continuos.
Por ejemplo, en el modelo DARMA(L, ¢ + 1), Z;_(441) contiene todo la informacién
disponible acerca del pasado, ya que, Y;_p, es una variable aleatoria independiente de

la historia del proceso. Si este tltimo valor es tomado, caso que sucede con probabi-
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lidad 3, se pierde por completo la informacién del proceso. Por lo tanto, los modelos

DARMA pueden ser cuestionables para describir series temporales discretas.

1.3. Modelos basados en el operador de refinamien-

to

En esta seccion se presentan los modelos de series temporales discretas basados en
el operador de refinamiento. El esquema de esta seccién es el siguiente, en el aparta-
do 1.3.1, se define y se presentan algunas propiedades del operador de refinamiemto
de Steutel y Van Harn (1979). En el apartado 1.3.2, se presenta el proceso INAR(1)
discutido por McKenzie (1985, 1986, 1987), Al-Osh y Alzaid (1987), Alzaid y Al-Osh
(1988a), Aly y Bouzar (1994a,b), Alzaid y Benkherouf (1995) y Park y Oh (1997).
En el apartado 1.3.3, se presenta el proceso INAR(p) estudiado por Al-Osh y Alzaid
(1990), Du y Li (1991), Dion, Gauthier y Latour (1995) y Latour (1998); en este
apartado se obtiene, ademas, el coeficiente de asimetria para el ruido del proceso esta-
cionario AR(1) propuesto por Latour (1998). En el apartado 1.3.4, se presenta el proceso
INMA(1) estudiado por McKenzie (1988b) y Alzaid y Al-Osh (1988b). En el apartado
1.3.5, se presenta el proceso INMA (¢) discutido por McKenzie (1988b), Alzaid y Al-Osh
(1988b), McCormick y Park (1997) y Park y Kim (1997). Por ultimo, en el apartado
1.3.6, se estudia el proceso mixto INARMA(1, q), se obtiene la media, la varianza y la

funcién de autocovarianza, generalizando algunos resultados obtenidos por McKenzie

(1988b) para el proceso de Poisson ARMA(1,q).

1.3.1. Operador de refinamiento, "o’

Para modelar series temporales de valores enteros no negativos de forma analoga

a los modelos ARMA estandar se ha propuesto utilizar el operador de refinamiem-
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to, o’ (también conocido como refinamiento binomial). A continuacién se define dicho

operador.

Definicién 1.1. (Operador ‘o’ de Steutel y Van Harn (1979))
Sea {Y;,i € IN} una sucesién de variables Bernoulli independientes e idénticamente
distribuidas con media «, independientes de X, una variable aleatoria de valores enteros

no negativos. El operador o’ de Steutel y Van Harn estd definido por:

X
ZYZ' para X >0

aoX = i=1

0 para X = 0.

De la definicion del operador ‘o’ se deducen las siguientes propiedades:
Sean X e Y variables aleatorias de valores enteros no negativos, entonces para

a €0,1]y B € 0,1] se tiene que:
1. 0o X =0
2. 1o X=X
3. Elao X] = aB[X]
4. E[(aoX)?] = a(l — a)E[X] + a?E[(X)?]
5. ao(X+Y)=aoX+aoY
6. ElaoX —aoY) =a(l—a)E[| X - Y || + a?E[(X — Y)?]

7. Bo(aoX) < (Ba)o X
donde la notacién X < Y se utiliza para indicar que X tiene la misma distribucion

que Y.
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8. Si las variables Y; incluidas en o o X son independientes de las variables Y;
incluidas en # oY, entonces:

El(ao X)(BoY)] = aBE[XY].

Aly y Bouzar (1994b) generalizan la definicién del operador de refinamiento, de la

siguiente forma:

X
Aago X =) YW,

=1

donde {Y;,7 > 1} y {W,,i > 1} son dos sucesiones independientes de variables aleato-
rias i.i.d., independientes de X, tal que Y; tiene distribucién Bernoulli (o) y W; tiene
distribucién T-geométrica (af) (@ = 1 — a y T-geométrica: geométrica truncada en

cero).

Latour (1998) también introduce una variante del operador de refinamiento ‘o, conc-
retamente, considera que las Y; incluidas en el operador de refinamiento son

variables aleatorias de valores enteros no negativos con media a; y varianza f3;.

A continuacion se presentan algunas propiedades de los procesos autorregresivos de
valores enteros no negativos de orden p, INAR(p), medias méviles de orden g, INMA(q)
y procesos mixtos INARMA(1, ¢), estos procesos son los andlogos a los procesos AR(p),
MA(q) y ARMA(1,q) estandar, respectivamente, reemplazando la multiplicacién es-
calar por el operador de refinamiento. Por ltimo se estudia el proceso INMAG(q). El
objetivo de presentar iinicamente estos cuatro modelos, es que éstos seran los utilizados

en los siguientes capitulos.
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1.3.2. Procesos autorregresivos de valores enteros no nega-

tivos de primer orden, INAR(1)

En este apartado se presenta el proceso autorregresivo de valores enteros no neg-
ativos de primer orden, INAR(1), como modelo para una sucesién estacionaria de
variables aleatorias dependientes. Este modelo es apropiado para procesos de conteo
donde los elementos del proceso en el tiempo t son los sobrevivientes del proceso en

el tiempo t — 1 més el resultado de un proceso de innovacién no negativo. El proceso

INAR(1), {X;,t =0,£1,£2, -}, estd definido por:
Xt :OCOXt,1+€t (11)

donde {€;,t € Z} es una sucesién de variables aleatorias de valores enteros no negativos

i.i.d., con media y, y varianza o2 y

Xt
aoX; 1= E Y
i=1

donde las Y; son variables aleatorias de Bernoulli, con P(Y; = 1) = a e independientes

de Xt V €.

Una realizacién X, del proceso (1.1) estd formada por dos componentes:

1. Los elementos sobrevivientes de X;_i, cada uno con probabilidad de sobrevivir

a.
2. Los elementos que entran al sistema en el tiempo ¢ (el término de innovacion ¢;).

Alzaid y Al-Osh (1988a) establecen que el proceso INAR(1) definido por la ecuacién

(1.1) puede verse como un proceso de ramificacién Galton-Watson con inmigracion.
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Si Ele;] = pe < 00, V]e)] = 02 < 0oy a € [0,1), entonces el proceso INAR(1) es

estacionario y la media, la varianza y la funcion de autocovarianza tienen las siguientes

expresiones
He
EX =
X 1—a’
oz,ue—i-02
VX =——=7(0
] = 2 — 5(0)
y

v(h) = a~(0)

respectivamente, siendo y(h) = Cov(X}, Xi11), h entero no negativo y v(h) = v(—h).

La funcién de autocorrelacién esta dada por:
p(h)=a", h=0,1,2,---

La funcion de autocorrelacién no se anula, si bien las correlaciones son menos intensas
a medida que aumentan los desfases temporales, es decir, que al hacer la representacién
grafica de la funciéon de autocorrelacion, ésta tendra un comportamiento exponencial-

mente amortiguado hacia cero con todos los valores no negativos, ya que a > 0.

Podemos observar que el proceso INAR(1) no sélo es similar en forma al proceso
AR(1) esténdar sino que tiene la misma estructura de autocorrelacién. Por otra parte,

el proceso INAR(1) puede verse como una cadena de Markov.

Vale la pena volver a mencionar aqui que el proceso INAR(1) tiene algunas ventajas

sobre el proceso DAR(1) de Jacobs y Lewis (1978a) definido por:

X;_1 con probabilidad 7

X = Y, con probabilidad (1 — 7),
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donde {Y;} es una sucesién de variables enteras no negativas i.i.d. Se observa que,
el proceso DAR(1) frecuentemente sufre de la desventaja de que X; = X;_; y que
P(X; = j/X;—1 =) no depende de i cuando i # j. Por otra parte, si X; = Y}, entonces
la memoria del proceso antes del tiempo t se pierde para siempre, en contraste con lo

que sucede en el INAR(1).

Distribucién marginal del proceso INAR(1)

Por la definicién del operador de refinamiento ‘o’ las variables aleatorias Y; tienen
distribucién de Bernoulli con funcién generatriz de probabilidad (F.G.P.), G(s), dada
por:

G(s)=1—a+as |s| <1,

entonces, la F.G.P. de X;, Gy, (s), en el proceso INAR(1) tiene la siguiente forma:

Gx,(s) =G (5)Gx,_, (1 —a+ as). (1.2)

donde G.(s) es la F.G.P. de ¢. De la ecuacién (1.2) se observa que la distribucién
marginal del proceso INAR(1) esta relacionada con la definicién de distribucién

discreta autodescomponible en el conjunto de los enteros no negativos.

Se dice que la distribucién de una variable aleatoria pertenece a la clase de distribu-

ciones discretas autodescomponibles si su F.G.P. satisface:

G(s) =G(l —a+as)Gu(s), |s| <1, paratodo a € (0,1) (1.3)

siendo G,(s) una funcién generatriz de probabilidad. Por lo tanto, si suponemos que
el proceso INAR(1) es estacionario, podemos elegir cualquier miembro de la clase de
distribuciones discretas autodescomponibles como distribucion marginal de X;. Sin

embargo, la distribucién marginal del proceso INAR(1) no debe ser necesariamente,
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una distribucion discreta autodescomponible. Esto se sigue del hecho de que, para la
marginal del proceso INAR(1), es suficiente que la ecuacién (1.2) sea véalida para un
valor fijo de a en el intervalo (0,1), mientras que la autodescomponibilidad requiere
que la ecuacién (1.3) se cumpla para todo « € (0,1). Algunas de las distribuciones que
pertenecen a la clase de distribuciones discretas autodescomponibles son: la de Poisson,

binomial negativa y geométrica, entre otras.

Por otra parte, si o € [0, 1) la distribucién marginal del modelo (1.1) puede expre-

sarse en términos de la sucesién de innovacién {e;, t € Z} como:

[e.@]
d .
X = E a' o€y,
i=0

entonces, la distribucién marginal del proceso INAR(1) estd determinada por la dis-
tribucion de €. Por ejemplo, si ¢; tiene distribucién de Poisson entonces X; tendra dis-
tribucion de Poisson y el reciproco también es cierto. Por otra parte, si la media de la
distribucion de Poisson es A, entonces la matriz de probabilidad de transicion de la ca-
siendo p;; = P(X; = j/ X1 = 1),

dena de Markov correspondiente, P = (pij)ijzo Lo

esta dada por:

min(i,j)

pi=e> Y (5)att—a) NG - k)

k=0

Las probabilidades de transicién p;; son funciones de los parametros a y A que, por lo

tanto, son los Unicos parametros que necesitan ser estimados.

Ahora, consideremos el proceso INAR(1) con marginal geométrica de pardmetro v,

es decir,
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P(X,=k)=v(l—v)F para k=0,1,2,---
En este caso, la F.G.P. de ¢, esta dada por:
(1—a)v

1—(1—-v)s

por lo tanto, la distribucién de ¢; es una mixtura de dos variables aleatorias, una

Ge(s) =a+

con distribucion degenerada en cero con probabilidad « y la otra con distribucién
geométrica con probabilidad (1 — «). Asi, el proceso INAR(1) puede escribirse de for-

ma alternativa como:

ao X q con probabilidad «
Xi=19 ao Xi-1 + €, con probabilidad (1 — «)

donde {€;,t € Z} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. con funcién de proba-

bilidad geométrica:

P&, =k)=v(l —v)* para k=0,1,2,---
La representacién del proceso INAR(1) con marginal geométrica es el anédlogo dis-

creto al modelo de Lawrance y Lewis (1980) reemplazando la multiplicacién escalar

por el operador de refinamiento ‘o’ y la distribucién exponencial por la geométrica.

La probabilidad de transicién p;; = P(X; = j/X:—1 = i) esta dada por:

{ ; imj . .
Dij = +<j>aj+l(1_a) 7, j:()71727"'77’

(1—a)v(l —v)a+(1-a)l-r)), j=t+1i+2,---
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McKenzie (1985) considera, también, la distribucién binomial negativa como marginal
del proceso INAR(1). Por tltimo, Alzaid y Benkherouf (1995) consideran la distribu-
cién de Euler como distribucién marginal de dicho proceso; esta tltima distribucion

también pertenece a la clase de distribuciones discretas autodescomponibles.

1.3.3. Procesos autorregresivos de valores enteros no nega-

tivos de orden p, INAR(p)

El proceso INAR(1) definido por la ecuacién (1.1) es apropiado para modelar proce-
sos de ramificacién con inmigracién. Sin embargo, las realizaciones de algunos procesos
de conteo {X;,t = 0,£1,4+2,---} podrian estar relacionadas no sélo con el pasa-
do inme-diato X;_ 1, sino también con realizaciones previas del proceso, {X;_;,i =
1,2,3,--- ,p} para alguna constante p. En consecuencia, para modelizar tales procesos y
tener en
consideracién estas realizaciones previas, surge la necesidad de extender el proceso

INAR(1) a un proceso autorregresivo de orden p.
El proceso INAR(p) definido por Alzaid y Al-Osh (1990) es el siguiente:

p
X;=> a;0X,;j+e parat=0+142- (1.4)
=1

donde {¢;,t = 0,+1,£2,---} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. de valores
enteros no negativos con cierta distribucién discreta, con media pu. < oo y varian-
za 02 < o0, a; (1 = 1,2,---p) son constantes no negativas tal que > 7 a; < 1y

la distribucién del vector ((ay o Xy, a9 0 Xt -+, 0 Xy)/ Xy = ) es multinomial con
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pardmetros (z, ay, g, - -+ , ), (MB(x,0q, a9, -, o)) y es independiente de la historia
pasada del proceso. Es decir, dada X; = x la variable aleatoria «; o X; es independiente

de X;_j y sus sobrevivientes o; o Xy para¢,j =1,2,--- ,py k> 0.

Podemos senalar que el proceso INAR(p) definido por Alzaid y Al-Osh es similar,
en forma, al proceso AR(p) estandar, sin embargo, la dependencia a través del tiempo
del operador "o’ en la ecuacién (1.4) hace que este proceso difiera del proceso AR(p)

estandar. Para explicar este punto consideremos por simplicidad el caso p = 2, esto es:

Xt = Q1 0 thl + g0 Xt72 + €.

En el proceso AR(2) cldsico, X; se obtiene por una multiplicacién directa de las
constantes aq, y as por Xy 1 v X;_o, respectivamente, en el tiempo ¢ e independiente-
mente de la estructura estocéstica previa. Este no es el caso para el proceso INAR(2):
para este proceso las variables aleatorias a; o X;_ o y ap o X; 5 son dependientes y se
obtienen a la vez, aunque parecen ejecutadas en tiempos diferentes, ya que son ele-
mentos de X;_1 y X, respectivamente. La estructura del proceso INAR(2) propuesto
por Alzaid y Al-Osh (1990) es quizd mas comprensible cuando se hace una simulacién
de dicho proceso. Supongamos que se han observado X; y X5, entonces el primer pa-
so es elegir simultdneamente oy o X7 y as o X; de una distribucién MB(X1, aq, as)
y, por otro lado, ay o Xy y ag o Xy de una distribucién MB(Xy, aq, az). Por lo tanto,
X3 =aj0Xs+as0X +€3 v azoXs esta disponible para ser utilizada en la derivacion de
Xy. En el segundo paso, se obtiene a; 0 X3 y as0 X3 de una distribucién MB(X3, aq, as)
y, entonces, X, = a1 0 X3+ as 0 Xy + €4 ¥ an 0 X3 esta disponible para ser utilizada
en la derivacién de Xj5. Asi, sucesivamente, se genera la muestra (X7, Xo, -+, X,,) del

proceso INAR(2).

A continuacién se dan las condiciones de estacionariedad y se presenta la distribu-
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cién limite del proceso INAR(p). Para ello, se define la sucesion de pesos

{w;,1=0,1,2,---} tal que:
szl

min(j,p)

w; = E QWi ;.
i=1

Ahora, si las raices del polinomio

P —on 2Pt - —ap 1 Z—a,=0, cona,#0 (1.5)

tienen médulo menor que 1, entonces existe A, 0 < A < 1 tal que
OS’LUJSC)\J, j:071727"'

para alguna constante c.

Supongamos que las raices de la ecuacién (1.5) tienen médulo menor que 1 y
> eoli +ry < ooconry =337 . Ple = k), entonces el proceso INAR(p) con
parametros o, ag, - - -, o tal que o, > 0 es estacionario y tiene distribucién limite con

F.G.P. dada por:
G(s) = H Ge(1 —w; + w;s)

=0

donde |s| <1, G(s) y Ge(z) denotan las F.G.P. de X; y ¢, respectivamente.
Bajo la suposicién de estacionariedad la media del proceso INAR(p) esta dada por:

B[X) = —H—

p
1— ZO@'
=1

y la funcién de autocovarianza para un retardo h > 0 esta definida por:
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p p
y(h) = ay(h—i)+ D plh—i, ;) + 6,(0)0?
i=1 i=h+1

donde 6,(0) =1, si h = 0 y cero en otro caso, y

0, h>i
w(h —i,a;) = { iti=h

7 g+ h—iioq) + aq (0i(i — h) — ai_p) px, b <,
j=1

siendo pux = E[Xy].

Se observa que, a diferencia del proceso INAR(1), la similitud entre el proceso AR(p)
estdandar y el INAR(p) no se extiende més alld de la forma. En concreto, la funcién de

autocovarianza del proceso INAR(p) tiene la misma estructura que la de un proceso

ARMA(p,p — 1) estandar.

Du y Li (1991) introducen una variante del proceso INAR(p) definido por Al-Osh
y Alzaid (1990), concretamente, consideran que las componentes del vector (a; o X,
as o Xy, -+ ,0p 0 Xy/X;) son independientes, es decir, la definicién de Du y Li es
equivalente a la del proceso AR(p) estdandar, reemplazando la multiplicacién escalar
por el operador de refinamiento. Por lo tanto, la funcion de autocovarianza tiene la

misma estructura que la de dicho proceso, es decir,

v(h) = ary(h — 1) + agy(h = 2) + -+ + apy(h — p)

p(h) =aip(h — 1)+ agp(h —2) + - - - + app(h — p).

Este resultado lo utiliza Latour (1998) para demostrar que el proceso INAR(p)
definido por Du y Li puede escribirse de forma alternativa como un proceso AR(p)

dado por:
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p
Xt — px = Z%‘(Xt—i — pix) + e

=1

donde {e;,t € Z} es un proceso de ruido blanco con varianza
02 =px >0 a;i(l—a;)+ 02 A continuacién se demuestra, ademés, que el coeficiente

de asimetria de e; es mayor que cero para un proceso INAR(1) con marginal de Poisson.

Para obtener el coeficiente de asimetria de e; consideremos por simplicidad el modelo
estacionario INAR(1) y supongamos que ¢, tiene distribucién de Poisson con parametro
A; por otra parte, consideremos el modelo estacionario AR(1), (X; = aX; 1 + A + &)

propuesto por Latour.

Es facil verificar que las funciones generatrices de momentos para los procesos

INAR(1) y AR(1) estédn dadas por:

A1 —e)
Mx,(r) = e l-a para 71 € IR (1.6)
y
My, (r) = M My, _, (ar) My, (r) (1.7)

respectivamente, donde M,,(r) es la funcién generatriz de momentos de e;. Ahora,
igualando las ecuaciones (1.6) y (1.7) y utilizando la propiedad de estacionariedad del

modelo AR(1), se tiene:
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Calculando la tercera derivada de M, (r) con respecto a r y evaluandola en r = 0,

se tiene:

A1 —a?)
M//l 0 —
6,5( ) 1 —a
obteniéndose, entonces, que el coeficiente de asimetria (n3) estd dado por:
1-a?
(1—a?)/A1+a)

N3 =

Por lo tanto n3 > 0 y, en consecuencia, e; tendrd una distribucién asimétrica posi-
tiva, propiedad que no serd compatible con la hipétesis habitual de normalidad. Sin
embargo, la utilidad practica del modelo propuesto por Latour es la de utilizar las
técnicas de ajuste para los modelos AR(p) estdndar, para proponer el modelo INAR(p)

correspondiente.

1.3.4. Procesos de medias moéviles de valores enteros no neg-

ativos de primer orden, INMA (1)

En esta seccién se presenta el proceso de medias méviles de valores enteros no

negativos de primer orden, INMA(1). Este proceso esté definido por:

Xt = €t+BO€t,1 (18)

donde 8 € [0,1] y {€:,t € Z} es una sucesién de variables aleatorias no negativas i.i.d.
con media p, < oo y varianza o2 < oo. El modelo INMA(1) se puede interpretar de
la siguiente forma: el nimero de elementos en el tiempo ¢, X;, esta formado por dos

componentes:

1. Los sobrevivientes de las innovaciones que llegaron en el tiempo t — 1, f o ¢_1.
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2. Las innovaciones que llegaron en el tiempo t, €.

Como las variables aleatorias 8 o ¢_; y 8 o €_; son independientes para i # j,
entonces el proceso INMA(1) es estacionario y la media, la varianza y la funcién de

autocovarianza estan dadas por:

EXy] = (14 5)pe,

VIXi] = B(1 = Bpe + (1 + 5%)a?,

Bo? para h=1

€

0 para h>1

respectivamente, y la funcién de autocorrelacién por:

Bo?
B(L = B)pe + (1 + 5%)0?

0 para h>1

para h=1
p(h) =

La funcién de autocorrelacién se anula para retardos superiores a uno (el orden del
modelo), por lo tanto, el modelo INMA(1) tiene memoria de un tdnico perfodo; esto
es, cualquier valor X; esta correlacionado con X; 1 y X;.1, pero no lo estd con ningin
otro valor de la serie, por lo que los sucesos ocurridos en periodos previos al inmedia-
to anterior no tienen efecto alguno sobre lo que ocurre en el momento presente. Este

comportamiento es totalmente andlogo al de un proceso MA(1) estandar.
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La estructura de dependencia del proceso {X;,t = 0,41, £2 - - - } no es Markoviana
en contraste con el proceso INAR(1). La F.G.P. de X; es de la forma:

G(s) =G (1 — B+ Ps)Gc(s), s <1. (1.9)

siendo G¢(s) la F.G.P. de ¢ para todo t. Por otra parte, la F.G.P. conjunta de (X7, X, - - -

€S:

G(s1,s0,- k) = Ge(sp) [[ Gelsica(1 = B+ Bsy)) (1.10)

i=1
para |s;] <1y sg=1.

Si {e;,t € Z} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. con distribucién de Pois-
son de pardmetro A, entonces, por la ecuacién (1.9), X; tiene distribucién de Poisson

con parametro A(1 + ) y la F.G.P. conjunta (1.10) es igual a:

k k—1
N k+B=(1=8) si—Blsi+s:) =B sisina
=1

G(817827”' 78k>:e =1

(1.11)

Utilizando la dltima ecuacién se puede demostrar que el nimero total de elementos
que llegaron durante el intervalo de tiempo [0,k], T} = Zle X;, se distribuye como
la suma de dos variables aleatorias independientes, digamos, Z + 2Y, donde Z e Y
tienen distribucién de Poisson con media A[(1 — B)k + 28] y AB(k — 1), respectiva-
mente. En consecuencia Tj, no tiene distribucién de Poisson. Esto contrasta con lo
que ocurre con el proceso MA(1) estdndar, en el cual, si X; tiene distribucién Gaus-
siana, entonces, Zle X, tiene distribucién Gaussiana. También, se demuestra que si
¢; tiene distribucién de Poisson el proceso INMA(1) es invertible en el tiempo, es decir,

(X1, Xa, -+, X) tiene la misma distribucién que (Xy, Xx_1,- -+, X;) para todo k > 2.
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1.3.5. Procesos de medias moéviles de valores enteros no neg-

ativos de orden ¢, INMA (q)

Para dar una mayor flexibilidad a la modelaciéon de series temporales de valores
enteros no negativos, Al-Osh y Alzaid (1988b) presentan una extensién del proceso
INMA(1). Para ello, consideran un proceso en el que la méxima vida para un elemento

en el sistema es (q+1) unidades de tiempo.

En primer lugar, consideran a; (j = 1,2, -+, ¢) como la probabilidad que tiene un
elemento de ¢; de aparecer por primera vez en el tiempo ¢t + 7 y ser un elemento de

Xiyj, donde 07 o < 1.

Se definen los coeficientes §; (i =0,1,2,-+- ,q) como:

50 = 17
Bi - Zakﬁz—k para L= 1727 5 q.
k=1

Los coeficientes 3; pueden interpretarse como la probabilidad que tiene un elemen-
to de ¢ de ser un elemento de X;,; (este elemento podria estar presente en el sistema

durante instantes precedentes al t + 7).

Por otra parte, sea {Y; = (V/,,--- Y] ); i=1,2,---, € Z} una sucesién

de vectores i.i.d. donde

1 si el i-ésimo elemento de ¢; esta presente en el
sistema en el tiempo ¢ + J.

0 en otro caso.

entonces, f; = P(Y}

ijoo 1) para j = 1,2---,q y para todo i = 1,2,--- y
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=0,%£1,%£2,---. Se puede observar que:

J
P(YZkl = 1vYZk2 =1, 7}/219]- = 1) = Hﬁkz—kz—1 (1'12)
=1

siendo ko = 0.

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores, el proceso INMA(q) se define de la
siguiente forma:
Xi=prog 1+ +po6 q+¢ (1.13)

donde {¢;,t € Z} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. con media p. y varianza

o? finitas y

€t
_ t
Bioe=)_ Y
i=1

que denota los sobrevivientes de ¢; en el tiempo ¢ + J.

El modelo (1.13) es siempre estacionario y la media, varianza y funcién de autoco-

varianza estan dadas por:

q
E[Xt] = He 25]7
=0

q

VIX =Y (1= B))+02y B
j=1

Jj=0
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h
(8 (Bh — Brai)tte + BiBrsjol] h=0,1,--- g

»-D

i
o

h>q

o .

Por lo tanto, el modelo INMA(q) tiene la siguiente funcién de autocorrelacién:

¢ 1 h=0

[5;(5% — Brtj)te + BiBr+jor]

La funciéon de autocorrelacién se anula cuando el desfase temporal considerado es
superior al orden del modelo, por lo tanto, la memoria del proceso de medias moviles
de valores enteros no negativos es igual al orden del proceso; lo mismo que sucede en

el proceso MA(q) estandar.
La F.G.P. de X; es de la forma:

G(s) = HGE(l — Bi + Bis) (1.14)

Utilizando la ecuacién (1.12) se demuestra que la F.G.P. conjunta de X;, X1

esta dada por:
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q

G(s1,82) = H Ge(1—Bi(1 —s2) = Bim1(1 = B1)(1 = 51) — f1fi—152(1 — 1))

i=1
Ge(52)Ge(1 — By + Bys1)

(1.15)

Si ¢ tiene distribucién de Poisson con pardmetro A, entonces, por la ecuacién (1.14),

X tendrd distribucién de Poisson con pardmetro A(1+ 81+ 2+ -+, 8,). También, de

la ecuacién (1.15) se observa que la F.G.P. conjunta de X;, X;1; es:

—A 1+5q+2/8z’+(1 —51)251‘—1 —8182512@'—1]
G(s1,82) = e i=1 i=1 =1
)\(81+82) ﬂq—f-(l—ﬁl)Zﬂl— 1]
e i=1

Ademds, para i # j las componentes del vector (J;0¢€;, 5;0€,/€;) no son independientes,
propiedad que sera ampliamente utilizada para obtener las funciones de probabilidad
conjunta de (X, Xiyn), (Xo, Xewn, Xepntt) ¥ (Xey Xens Xevnrts Xevnrirp) by l,p >0,
en el proceso INMA(q).

McCormick y Park (1997) estudian el proceso INMA(q) con marginal de Poisson y
observan que la estimacién de los pardmetros 3y, -+, 5, y A puede obtenerse a través

de la funcién de autocovarianza estimada, es decir,
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También, demuestran que la funcién de autocovarianza muestral tiene distribucién
asintoticamente normal y que el proceso INMA (¢) con marginal de Poisson es invertible

en el tiempo.

Park y Kim (1997) introducen una modificacién del modelo (1.13), en concreto,
suponen que:

P(YVh, =LY, =1 Y =1) = B,

para 0 < by < ky < --- < k; < ¢. Demuestran que si ¢ tiene distribuciéon de Poisson,
entonces la funcién de autocovarianza muestral y los estimadores de los parametros de

tipo Yule-Walker para este nuevo modelo tienen distribucién asintéticamente normal.

1.3.6. Procesos mixtos de valores enteros no negativos, INARMA(1, q)

En la literatura sobre modelos mixtos de series temporales de valores enteros no
negativos se encuentran los modelos de Poisson ARMA(1,q) introducidos por McKenzie
(1988b), donde el proceso de innovacion tiene distribucién de Poisson y las operaciones
con el operador de refinamiento son independientes y, ademas, son independientes de
las operaciones correspondientes a tiempos anteriores. Es decir, la parte de medias
moéviles es andloga al proceso MA(q) estdndar, reemplazando la multiplicacién escalar
por el operador de refinamiento. Aly y Bouzar (1994b) generalizan el proceso de Pois-

son ARMA(1, q), para ello, utilizan una generalizacién del operador 'o’.
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Sin embargo en lo que sigue, se propone considerar el siguiente modelo mixto
INARMA(1, q):

Dicho modelo se construye uniendo dos procesos, el INAR(1) y el INMA(q) definido
por Al-Osh y Alzaid (1988b) a través de un proceso de innovacién comun, {e;,t € Z}.
Asi, el proceso INARMA(1, q), {X;,t € Z}, esta definido por:

q
Xt = Zt—q -+ Z 61 O €ty1—4 (116)
i=1
donde
Zt:OCOthl—i_et (117)

y, una vez mas, {€,t € Z} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. con media p,
y varianza o2 y los f3; para i = 1,2, -- ¢ estdn definidos como en el proceso INMA(q)
del apartado anterior. Recordemos que si € [0,1), u. < 0oy 02 < oo se tiene que
el proceso {Z;} es estacionario, por otra parte, el proceso INMA(q) definido por Al-
Osh y Alzaid (1988b) siempre es estacionario, en consecuencia { X, ¢t € Z} también

serd estacionario.

En el modelo INARMA(1,q) propuesto las operaciones con el operador de refi-
namiento no son independientes, ya que, como se vio en el apartado 1.3.5, las compo-
nentes del vector (f; o €, 5; o €;/€;) no son independientes para i # j. Por lo tanto, el
modelo INARMAC(1, q) es diferente al de Poisson ARMA(1,q). Esta forma curiosa de
construir el proceso INARMA(1, ¢q) evita contar més de una vez un mismo elemento
en el sistema, esta es la razén de dicha construccién. Por ejemplo, si consideramos el
proceso INARMA(1,1) construido de forma anéloga al proceso ARMA(1,1) estandar,
es decir,

Xi=aoX; 1 +Boe 1 +¢

En este caso un elemento de ¢;_; puede entrar al sistema en el tiempo ¢ a través de

ao Xi_1 6 foe_q, por lo tanto, cabe la posibilidad de que un mismo elemento sea
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contado dos veces. Posibilidad que queda excluida con la definicién (1.16) y (1.17).

Se observa que en el proceso definido por las ecuaciones (1.16) y (1.17) si @ = 0,
la estructura se reduce a la del proceso INMA(q) y si tomamos todos los §; igual a
cero 'y ¢ = 0 la estructura se reduce a la del proceso INAR(1). Ademas, este proceso es
estructuralmente igual al proceso ARMA(1,q) estdndar, la media y la varianza estan

dadas por:

“ q
E[X)] =+ ZZI&-,
2
V[Xt]—“fe_”wZ@l—me o2

A continuacién, se obtiene la funciéon de autocovarianza de dicho proceso. En primer

lugar, se tiene la siguiente covarianza condicional:

OOU(ﬁ OetaﬁjJrhoet/Gt —ZL' ZCOU 1,57 1]+h)

Utilizando la ecuacién (1.12) se sigue:

COU(ﬂ OEt,ﬁj_i_hOEt/et —ZL’) —xﬁj(ﬁ ﬁh-i-j)

Ahora, utilizando el resultado de la tltima ecuacién tenemos:

Cov(Bj o €, Birn o €) = Bi(Br — Busj)hic + BiBnrjo:

En consecuencia, la funcién de autocovarianza del proceso INARMA(1,q) esté defini-

da por:
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( 9 q—h
(M) al + Z (B:(Bn = Brsi)tte + Bibhrio?)

1— a2 :
=1

q
y(h) = 402 Y ot 1<h<q
i=q—h+1

+o? ~
((af ZE> al + o? E 0/1@) ah—1 para h > q
-«
L i=1

Se observa que p(h), h =1,2,--- | q estd determinada por todos los parametros del

proceso y p(h) = o""9p(q) para h > q.

La funcién de autocorrelacién se obtiene dividiendo y(h) por V[X;] y dicha fun-
cién no se anula, si bien tiende a cero a medida que aumentan los desfases temporales
considerados. En consecuencia, la memoria de este modelo es infinita. La presencia
del término de medias mdviles en el modelo INARMA(1,q) afecta a la determinacién
de las ¢ primeras autocorrelaciones, estando el resto de las autocorrelaciones afec-
tadas tinicamente por la parte autorregresiva del modelo. Concretamente, la funcién de
autocorrelacion muestra que una vez superado el orden de la parte de medias moviles,
las autocorrelaciones del modelo INARMA(1, ¢) se comportan como las de un modelo

INAR(1). Esta es la forma usual del proceso ARMA(1,q) estandar.
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1.4. Procesos de medias moviles de valores enteros

Los modelos presentados anteriormente basados en el operador de refinamiento son
utiles para describir series temporales estacionarias de valores enteros no negativos,
sin embargo, no siempre estas series temporales presentan un comportamiento esta-
cionario. Como ocurre, por ejemplo, con la serie del nimero de infecciones mensuales
debido al Staphylococcus aureus meticilin resistente. Sin embargo, si se efectia una
diferencia regular de dicha serie se obtiene una serie estable pero que toma valores
positivos y negativos. Por lo tanto, puede estar justificado introducir una nueva clase
de modelos que permitan analizar series temporales de valores enteros (no necesaria-

mente no negativos).

En el siguiente apartado se introducen los procesos de medias méviles de valores
enteros generalizado de orden ¢ (INMAG(q)). Estos modelos se basan en el operador

de refinamiento generalizado.

Definicién 1.2. (Operador de refinamiento generalizado, '®’)
Sea € (—1,1) e {Y;,i € IN} una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli i.i.d,
tales que P(Y; = 1) = || = 1 — P(Y; = 0), independientes de X, una variable aleatoria
de valores enteros. El operador '@’ se define como:
(X
YV, st >0 y X>0 6
i=1

<0 v X<0

foOX =

|X]
— g Y; en otro caso.
i=1

\
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De la definicién del operador '@’ se deducen, de manera trivial, las siguientes

propiedades:
1.OGX =0
210X =X

3. E[f ® X] = BE[X]

4. V[ o X] = gVIX]+ |BI(1 - |B) L[ X]]

Estas propiedades seran utilizadas en la siguiente clase de modelos.

1.4.1. Procesos de medias moviles de valores enteros general-

izado de primer orden, INMAG(1)

En este apartado se introduce una generalizacién del proceso INMA(1) (Al-Osh y
Alzaid (1988b)), a este nuevo proceso se le denominara proceso de medias méviles de

valores enteros (sin la restriccién de que sean no negativos) generalizado de primer

orden, INMAG(1).

El proceso INMAG(1) se define como:

Xi=B0O61+¢ (1.18)

donde g € (—1,1), {e;,t =0,£1,£2 -} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d.

de valores enteros de media j. y varianza .
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Si Elle]] = pye < 00y 07 < oo entonces, el proceso INMAG(1) es estacionario.

€

Por otra parte, utilizando las propiedades 3 y 4 del operador '@’ se obtiene la media
y la varianza del proceso {X;,t = 0,+1,£2,---} definido por la ecuacién (1.18), que

vienen dadas por:

EXy] =1+ B)pe (1.19)

VIXi] = (1+ 80! + 1811 = |B])nq (1.20)

Ahora, para cualquier entero positivo h, la funcién de autocovarianza esta dada

por:
0 para h>1

1(h) = (121)
fo? para h=1.

En efecto:
v(1) = Cov(X;_1,X})
= Cov(e-1,8 O €-1)

=E(e1B(BOe1/e1)) — Biue

Por las ecuaciones (1.20) y (1.21) la funcién de autocorrelacién del proceso

INMAG(1) es:
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Bo?
(1+ 52)a2 + |8](1 = |8])

para h=1

p(h) = (1.22)
0 para h >0

Se observa que la funcién de autocorrelacion tiene la misma estructura que la del
proceso MA(1) estandar, pero, ahora, a diferencia de los modelos introducidos en las

secciones anteriores, puede tomar valores positivos y negativos dependiendo del signo

de S.

Por otra parte, la F.G.P. de X, esta dada por:

G(s) =F [55 © 6&1} E[s]

—E [E [sﬁ © €1 /eHH G.(5)

let—1]
Ahora, utilizando el hecho de que (6 ® €_1/¢-1) = I;1 Z Y;, donde

=1

1 si >0 yv >0 6

6<0 vy <0
It:

—1 en otro caso.

se tiene:

G(s) = E [(1 — 18] + |B|sft—1)'”*1'] G.(s), |s|<1. (1.23)
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De manera andloga, se obtienen las funciones generatrices de probabilidad con-
junta de (XtuXt+1>) G(81782> y (X17X27”' 7Xk)7 G<Sl7827”' 78k) para |Sz| S ]-» €

1=1,2,--- k, Vk las cuales estan dadas por:

Glorsa) =8 | (1=181+10l) | £ s (= 191 191 Gt 120

y
k—1 "
Glst,sa, - osi) =[] B |t (1= 181+ 181s5.) "
i=1 (1.25)
leo]
Gels)E [(1 =181+ 11s1) ]
De la ecuacién (1.25) se observa que la distribucién conjunta de (Xi, Xo, -+, Xk)

no depende de ¢, por lo tanto, el proceso INMAG(1) es estrictamente estacionario, tam-

bién, se verifica que es 1-dependiente, es decir, X; y X; son independientes si [i —j| > 1.

1.4.2. Proceso de medias moviles de valores enteros de orden

¢, INMAG(q)

Con el fin de obtener una mayor flexibilidad en la modelacién de procesos de valores
enteros, en este apartado se presenta una extensién del proceso INMAG(1). Para ello,

se consideran hipdtesis andlogas a las del proceso INMA (¢) definido en el apartado 1.3.5.

Teniendo en cuenta las definiciones del apartado 1.3.5 se define la sucesion

Y =Yy, Y, i=12--, t& Z} de vectores aleatorios i.i.d. con Y},

» T i,q
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definida por:

1 si el i-ésimo elemento de ¢; esta presente en el
sistema en el tiempo t + j.

Y =

Z7]

0 en otro caso.

entonces, |3;| = P(Y}!; = 1) parai,j = 1,2--- ,qy t = 0,£1,42,---. En este caso,
|8;| se puede interpretar como la probabilidad que tiene un elemento de ¢, de ser un
elemento de X, ;, pero, ahora, un elemento de ¢ puede entrar al sistema con signo
positivo o negativo, manteniendo su signo si ;e; > 0y, en otro caso, este elemento

estd en el sistema con signo cambiado si Sje; < 0. Por otra parte, se tiene que:

J
P(Y;Ijkl = 17YZkg = 17 T 7Y;l,‘/k]~ = 1) = H |ﬁkz*k171| (126)
=1
siendo ko = 0.
Ahora, el proceso INMAG(q) se define de la siguiente forma:
Xe=a+bO6aa+ -+ 506 (1.27)

donde {e;,t € Z} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. con cierta distribucién

. . . 2 .
discreta de media p, y varianza o? finitas y
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(et

VL st B>0 y >0 6
i=1
Bioea=1q g si =0 6 (=0

let|

= E Y;tj en otro caso.
i=1

\

que denota los elementos de ¢; que estan en el sistema en el tiempo ¢t + j. Recordemos
que estos elementos pueden entrar al sistema con signo positivo si 8je_; > 0 6 con

signo negativo si Bje,._; < 0.

El proceso INMAG(q) definido por la ecuacién (1.27) es de la misma forma que el
proceso INMA(q) reemplazando el operador o’ por el operador '@’ como se hizo con el

proceso INMAG(1).

Ahora, directamente de la ecuacién (1.27) y utilizando las propiedades 3 y 4 del
operador '@, se obtiene la media y la varianza del proceso INMAG(q), las cuales estan

dadas por:

q
EIX)) = pe Y B,
§=0

q q
VIX] = 1811 = 181w + 02> 57
j=1 Jj=0
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Para calcular la funcién de autocovarianza, primero se obtiene la covarianza de

(B; ® €, Br+; © €) condicionado por €, es decir,

|| |
Cov(B; ® €, Bry; @ /e, =x) = Cov | I, Z }/Zja Ty g Z YZk—i—j
i=1 i=1
||
= Lislija Y Cov (Y, Yy y))
i=1
||
= Liliie Y (B VY] = 155]18k441)

=1

donde

1 si B;>0 y >0 ¢

Bi<0 y <0

—1 en otro caso.

Por la ecuacién (1.26) la covarianza de (8; © €, Brt+; © €:/€ = x) es igual a:

Cov(B; © €, Bryj © er/er = x) = L iy ji|]| 851 (18| — 1Br441) (1.28)

Ahora, utilizando el resultado de la tltima ecuacién se tiene que:
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Cov(B; @ €, Brrj @ &) = E[(B; © €)(Brrs © €)] — B Brrjhsl
= E[Lide el 185118k — |Brsi|) + BiBrri€r] — BiBrvjid

= LT Bi | (18k] — 1Brts ) thier) + B Brrio?

Por lo tanto, se obtiene la funcién de autocovarianza (y(h) = Cov(X;_p, Xt)) del

proceso INMAG(q), la cual estd dada por:

q—h
D [ Lalksdl BBl = Bt + BiBnsgol] s h=10.1,--- g

v(h) =< =0 (1.29)
0 h>q.

De la ultima ecuacién se observa que la funcion de autocovarianza tiene la misma
estructura que la del proceso MA(q) estandar. Por otra parte, la funcién de autoco-

rrelacién p(h) tiene la siguiente expresion:

( g—h
Z LTl 351 (180] = 1B ttjen) + BiBn+i07]
=1 q TR )
plh) = S8~ [ 023 5 |
j=1 Jj=0
\ 0 h>q

Se observa que la funcién de autocorrelacién puede tomar valores positivos o nega-
tivos dependiendo del signo de 3 y tiene la misma estructura que la del proceso MA(q)

estandar.
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Ahora que hemos definido algunos procesos estocasticos de valores enteros y presen-
tado propiedades basicas, nos dedicaremos a estudiar algunas caracteristicas adicionales
de estos procesos, con el fin de avanzar en el desarrollo de resultados analogos a los
existentes para los procesos ARMA estandar. En el capitulo 2, se estudia la distribucion
asintética de la media muestral, funciéon de autocovarianza y autocorrelaciéon muestral
para el proceso INAR(1) con distribucién marginal geométrica. Por otra parte, para
el proceso INMA(q) se supone que el proceso de innovacién (ruido) tiene distribucién
marginal geométrica, mientras que, en el proceso INARMA(1,1) se considera la dis-
tribucién de Poisson y la geométrica; para el proceso INARMA(1,q) se supone que
el proceso de innovacion tiene distribucion de Poisson y, por tltimo, se considera el

proceso INMAG(1) con cierta distribucién discreta.

En el capitulo 3, se estudia la estimaciéon de parametros con los métodos Yule-
Walker, minimos cuadrados condicionales y méaxima verosimilitud condicional para
el proceso INAR(1) con marginal geométrica. Por otra parte, se obtiene la distribu-
cién asintética de dichos estimadores . Ademas, se hace un estudio de simulacion de
dicho proceso. Se obtienen, también, estimadores con los métodos de minimos cuadra-
dos condicionales y méxima verosimilitud condicional para el proceso INAR(p) con
marginal de Poisson. Por tltimo, se estiman los parametros del proceso INMAG(1) con
marginal geométrica desdoblada, con los métodos de los momentos y minimos cuadra-
dos condicionales; se concluye este capitulo con un estudio de simulacion del proceso
INMAG(1) y se ajuste este modelo a la primera diferencia de la serie temporal del
nimero de convulsiones epilépticas, presentada en la figura 1.1 y también, a la primera

diferencia de la serie temporal SARM, presentada en la figura 1.3.



Capitulo 2

Propiedades asintoticas de los

momentos

En este capitulo se aborda el problema de la estimacion de la media, funcién de
autocovarianza y funcién de autocorrelaciéon de un proceso estocastico {X;,t € Z}
estacionario de valores enteros. Los estimadores de p, v(.) v p(.) que se obtienen a
partir de las observaciones X, Xo,--- , X, juegan un papel importante en el problema
de inferencia y, en particular, en el problema de construir un modelo apropiado para los
datos observados, por lo tanto, es necesario conocer o derivar la distribucién de dichos
estimadores. Pero, obtener la distribucion exacta de estos estadisticos es practicamente
imposible o demasiado complicada cuando n es finito. Sin embargo, se puede basar la

inferencia en la distribucién del estadistico en cuestion para muestras grandes.

A continuacion se obtiene la distribucion asintotica para la media muestral, funcién
de autocovarianza y autocorrelaciéon muestral para los procesos INAR(1) e INMA(q)
con marginal geométrica, proceso INARMA(1,1) con marginal de Poisson y geométri-
ca, proceso INARMA(1, ¢) con marginal de Poisson y para el proceso INMAG(1) se

considera el caso de que el proceso de innovacion tenga distribucién discreta con los

45
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primeros cuatro momentos finitos.

2.1. Proceso INAR(1) con marginal geométrica

Como se vio en el apartado 1.3.2, el proceso INAR(1) esta definido por:

Xt = (O Xt—l + €t (21)

donde {€;,t € Z} es una sucesion de variables aleatorias de valores enteros no negativos
iid. y aoX; =) " Y, donde las Y; son variables aleatorias binarias i.i.d. con P(Y; =

1) = a e independientes de X; y €. Si a € [0, 1), entonces el proceso (2.1) es estacionario

y

X 4 Z aloe (2.2)
i=0

Park y Oh (1997) presentan algunas propiedades asintéticas de los estimadores de
los momentos del proceso INAR(1) cuando X; tiene distribucién marginal de Pois-
son. En esta seccién se considera que X; tiene distribucion marginal geométrica de
pardmetro v, es decir, P(X; = k) = v(1 — v)* para (k = 0,1,2,---) y para todo
t=0,£1,42,--- .

En el apartado 1.3.2 se vio que el proceso INAR(1) definido por la ecuacién (2.1)
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con distribucién marginal geométrica puede escribirse de forma alternativa como:
ao X q con probabilidad «

Xt -
ao X, 1+ € con probabilidad (1 — «) (2.3)

=ao X, 1+ L€

donde {I;,t € Z} y {¢€,,t € Z} son dos sucesiones independientes de variables aleato-
rias i.i.d., tal que P(I; = 0) =1 — P(I; = 1) = «, para todo t y €, tiene distribucién

eométrica con parametro v, es decir, €, tiene la misma distribucion de X;.
) )y -t

Se verifica que la funcién de probabilidad de ¢; = e, esta dada por:

Ple; = k) = (2.4)

y la F.G.P. tiene la siguiente expresion:

v(l—a)
1—-vs '’

NI
I
_
I
N

GEt(S):a‘{' |S| §17

Si X, tiene distribucién marginal geométrica con parametro v, entonces la media y

la varianza estan dadas por:

1—v

EX] = p=
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1—v

VIXi] =~(0) =

V2

respectivamente, y la funcién de autocovarianza del proceso INAR(1), definido por la

ecuacién (2.3), estd dada por:

La funcién de autocorrelacién estd dada por:
p(h) = Oéh, para h =0,1,2,---

siendo p(h) = p(—h).

Las funciones generatrices de probabilidad conjunta de (X, Xy n, Xi1n11), G(81, S2, $3)
y de (Xtu Xt—‘,—h; Xt+h+l7 Xt+h+l+p)7 G(Sla 52, 53, 84)7 donde h7 lap 2 07 |Sz| S 17 para
i=1,2,3,4,siendo {X;,t = 0,+1,42, -+ } un proceso estocéstico estacionario definido

por la ecuacion (2.3), estan dadas por (ver apéndice A):

G(s1.52,53) .
S1, 82, 83) =
be s 1 —7si(1 —al + alse(1 — al + alsy))

h—1

H Ge(1—a'+a'ss(1— o' +a'sy)) (2.6)
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G<Sl7 S92, 53, 84) -

v
(1 —Us1(1 —al + alsy(1 — ol + als3(1 — a? + aps4))))

1
Ge(1—a'+a'ss(1—a' 4+ a's3(1 — o + aPsy)))

T

I
- o

~ .
|

Ge (1 — o + a/s3(1 — o + aPsy))

—

i
=

bS]
|

G, (1 —af+ aks4)

il
o

respectivamente. Ahora, diferenciando la F.G.P. conjunta dada por la ecuacién (2.6)
con respecto a s, 89,83 y evaluando dichas derivadas en s; = sy = s3 = 1y, por
otra parte, diferenciando, también, la F.G.P. conjunta dada por la ecuacién (2.7) con
respecto a si,Ss9,S3,54 v evaluando en s; = s9 = s3 = s4 = 1 , se obtienen para
h,l,p > 0 los siguientes momentos:

%+ vah

BXiXyn] = T2 (2.8)

— h+tl —2 2h+l | =2, h | 2.1 | 3
vat Tt + 20« +rva"+ v’ + v
E[XtXt-i-hXt-i-h-i-l] - V3 (29)

El(Xs — ) (Xern — 1) (Xt — ) (Xenpiap — )] = v(R)v(p) +v(h + 1+ p)

+2v(h 4+ 1) [vy(h + p) + Yl + p) + 2vy(h + 1 + p) + 3v2y(h + L + p)y(h)]
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En el siguiente apartado se estudia la distribucién asintética de la media mues-
tral, de la funcién de autocovarianza y de la autocorrelacién muestral, para el proceso

INAR(1) con marginal geométrica de pardmetro v.

2.1.1. Distribucion asintética de la funcion de autocovarianza

y autocorrelacion muestral

Los estimadores que se estudian para la funcién de autocovarianza y(h) y la funcién

h
de autocorrelacién, p(h) = % a partir de las observaciones Xy, X5, -+, X,, son:
1 n—h L .
An(h) = - (X; — X)) (Xpon — Xy), h=0,1,2,--- (2.10)
t=1
y
. Fn(h)
pn(h) = —==, 2.11
(%) ¥ (0) @1D)

n
. ) — 1
respectivamente, siendo X, = — g X; .
n
t=1

Si E[X:] = u es conocido, se define

F(h) = = > (X = 1) (X — ) (212)

entonces, se obtienen, los siguientes resultados.

Lema 2.1. Sea {X;,t = 0,41, £2 -} un proceso estocéstico estacionario INAR(1)

con marginal geométrica, es decir, P(X; = k) = vv*, k= 0,1,-- -, entonces,
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(1) lm nV [X,] =

n—o0

(i)

[ vah (2(14 a+va?)
2 v(1l —a?)

S|

14

+(h—1)) h>1

(77) lim nCov(X,,9.(h)) =

n—oo

3(2(1+0‘+v>+p> =0

Demostracién.

Se observa que:

E[YZ] —E

1 n n
§2&24
t=1 =1

— % (i E[X]]+2 ni: ni: E[XtXt+j]>

=1 t=1 j=1

. . 9 2+ 12— 3v .,
Por la ecuacién (2.8) y teniendo en cuenta que E[X;] = ———5——, la ecuacién
v

anterior es igual a:

Asi,
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Multiplicando por n y tomando limite cuando n — oo en ambos lados de la ultima

ecuacion, se sigue (i). Para (ii) se observa que:

n n

XK ) (X )

= l 4 (1 — %) EX{( X — 1) (Xigjpn — )]

=0 (2.13)
+% 4 <1 — %) E{(Xe — 1) Xeq i (Xern — p)]
+% - <1 — %) El(X: — p)(Xiqn — 1) Xigy)

Por las ecuaciones (2.8) y (2.9), la ecuacién (2.14) es igual a:

n—1 . . .
e =33 (1-1) (5
=0

h-1 ~ =~ h =2 j+h
2720/
Z <1 B %> (I/a +V3V o ) (2.14)

-1
val N 22 adth 4 p2ah
Iz V3

1
+—
n

<

—_

n

2
+- 1—
n <

=h

J

3 |~

o =2 h

Restando E[X,|E[¥,(h)] = Y ? , multiplicando por n en ambos lados de la ecuacién
v

(2.15) y tomando limite cuando n — oo, se obtiene (ii). m
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Lema 2.2. Sea {X;,t = 0,£1,£2,---} un proceso INAR(1) de la misma forma

que en el Lema 2.1, entonces, para h > [,

( V4(1miha2) {250/[(1 - CVQ)(h +1)+ 1+ 042)(3 +7)

+4av] — 20D (1 + o7 4+ 7)) + 2vTa?

lim nCov(3n(h), Fn(l 21— -+ +a)1+7+av)}, 1>1

n—o0

~—r
S~—r
I

vl
V(1 — a?)

[ +2avv(1+ 30 — 2vah) + v}, 1=0.

{1+7*)(1-a*)h+2(1+7)(1+3D)

Demostracion.

Se observa que:

3

n

E % > ;(Xt — 1) (X — 1) (X — 1) (Xis — )

L <n DB — 1) (X — 1) (Kerist — 1) (Xen — o)
+% ihll(n — DE[(Xe = 1) (X — ) (Xegn — 1) (Xegis — )]
+% nz_é(n —D)E (X, — 1) (X — 1) (Kegs — 1) (Kiigs — )]
s g(n —DE[(X) = 1)(Xeri — 1)(Xewt — 1) (Kogirn — )]
. S0 = ) [(Xy — 1) (Xurt — 1) (Xors — 1) Krsirn — 1)

Por la ecuacién (2.10), puede escribirse:
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D (X — 1) (X — ) (Xi — ) (Xiga — 1)

h—Il—1 _ . ) . . . . .
1 ( ) <l/2l/Oéh + 2yy2ah+z + 2;/2ah+l + 4yy2ah+l+z + 6y3a21+l+h)
— n—1

4

4

h—1 . ) . . . . . . .
( ) VQValJrz + 2yy2a21+l + 21/20‘{h+l + 4yy2ah+l+z + 6y3a22+l+h
n—i
! 14

1 ™=t (UMl 4 R 4 9202tk 4 4202 4 G QRitth
+ﬁ Zh(n — Z) V4
1 = (2Tat 4 U202t L 9720 4 4pia it 4 G g 2itith
+— (n—1) 1
n v
i=1
1 ot (12Talt 4 Rl 4 97202 h—l L 402tk - B2tk
+—2 (n —1 1
n? <= v
T2 H
A
T2 ahH
Restando E[(h)]E[¥(l)] = ——, después multiplicando por n y tomando limite
v

cuando n — 0o, en ambos lados de la 1ltima ecuacién, se tiene el resultado. m

En el resto de este apartado se estudia la distribucién asintética de las funciones de

autocovarianza y autocorrelacion muestral del proceso {X;,t = 0,£1,+2,--- } definido

por la ecuacion (2.3). Para ello, se definen los siguientes vectores y matrices.

Sean,

Lo(h) = (X, 3(0), 3 (1), -+, ()T, (2.15)
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Vit Vig
V —
Vi) Vi
donde V es una matriz de dimensién (h+2)x(h+2) con elementos

Vi = lim nV [X,],

n—oo

— T
‘/12 = (Hm TLCOU (Xna;%’L(S))) ) S = O’ 172’ e ’h’

n—oo

Voo = lim nCov(7,(8), ¥ (1)), s,1=0,1,2,---  h,

n—oo

y
F0) 0 00 0
0 —p(1) 1 0 0
D,=~0)"] 0 —p2) 01 - 0
0 —p(h) 0 0 1

55

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

donde Dj es una matriz (h41)x(h+2) cuyos elementos se obtienen a partir de las

derivadas parciales de la funcién g evaluadas en I'(h), siendo g una funcién de IR"*2 a
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IRM! definida por:

g(Ln(h) = [go(Lu(n)), g1(Ta(R)), -~ ga(Tn(h)))"

(2.20)
— Al
= Xna?/(
7%(0

52>
S
§>
=

S
>

N—
2>
3
Y
]
N—
>
B
—~
-]
S~—

y sus derivadas parciales evaluadas en I'(h) estdn dadas por:

A

—6’g0(IlL(h)) 1 —agg(AF"(,h» =0, para 5=0,1,2,--- h,
aXn I‘(h) ﬁyn(j) I‘(h)
991 (T (R)) _ 991 (T (R)) @) 9g1 (T (R)) 1
> - Y ~ - 27 ~ -
DA 5,00 |, 00P T onm |70
y
8gl(f‘n(h)) =0 para =2 h
M (4) £

Asi, sucesivamente hasta obtener las derivadas parciales de g,(I'n(h)) y, con ello,

se obtienen los elementos de la ltima fila de la matriz Dy, esto es:

Ogn(Tn(h))
0X,

Ogn(Tn(h)) 7(h)

A 27
) 010) o,y (0]
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A continuacién se presenta la definicién de sucesiones de variables aleatorias

m-dependientes.

Definicién 2.1. (m-dependiente)
Se dice que una sucesion {X;} estrictamente estacionaria de variables aleatorias es
m-dependiente (donde m es un entero no negativo) si dados dos conjuntos de variables

aleatorias {Xj;,j <t} y {Xj,j > t+ m+ 1} son independientes para cada t.

Observacién 2.1.
La propiedad de m-dependencia generaliza la de independencia. En el caso especial

m = 0, la m-dependencia se reduce a la independencia.

Por otra parte, los proceso INMA () son estrictamente estacionarios m-dependientes
con m=q siempre que, el proceso de innovacién {e;,t € Z} sea una sucesién de

variables aleatorias i.i.d.

Por tltimo, si {X;,t € Z} es un proceso estrictamente estacionario m-dependiente
entonces el proceso {Z;(h),t € Z} es estrictamente estacionario (m+h)-dependiente,

siendo Zt(h) = (Xty Xt+17 s ,Xt+h)T.

Observaciéon 2.2.
En la demostracién de los teoremas que se presentan a continuacién se utiliza

el argumento de Cramer-Wold, el cual se enuncia como: Sea {X,} una sucesién de
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k-vectores aleatorios, entonces X,, converge en distribucién a X si y sélo si ATX,, con-

verge en distribucién a ATX para todo A = (Ay, Ay, -+, \p)T € IRF.

Proposicién 2.1. (Proposicién 6.3.3 en Brockwell y Davis (1987))
Sean X,, e Y,,, k-vectores aleatorios tal que (X,, —Y,,) converge en probabilidad a cero

y X,, converge en distribucién a X, entonces Y,, converge en distribucién a X.

Proposicién 2.2. (Proposicién 6.3.9 en Brockwell y Davis (1987))

Sean X,, ,n=1,2,--- e Y,;, j=1,2,--- k-vectores aleatorios tal que

1. Y,; converge en distribucién a Y; cuando n — oo para cada j =1,2,---,
2. Y; converge en distribucion a Y cuando j — oo, y

3. lim limsup,_,. P(|X, — Y,;| > €) = 0 para todo € > 0.

n—oQ

Entonces X,, converge en distribucion a Y cuando n — oc.

Proposicién 2.3. (Proposicién 6.4.3 en Brockwell y Davis (1987))
Si X, 5 N(u,2%) donde ¥ es una matriz simétrica definida no negativa y ¢z — 0
cuando n — 00. Sig(X, ) = (¢1(X), 92(X5), - -, gm(X,))T es una funcién de RF a R™
tal que g;(.) tenga derivadas continuas en un entorno de yu, y si DX.D tiene todos los
elementos de la diagonal distintos de cero, donde D es una matriz mxk [(0g;/0x;)()],

entonces

g(X,) % N(g(p),2DEDT).

La definicién de m-dependencia esta relacionada con el Teorema Central del Limite

para sucesiones estrictamente estacionarias m-dependientes. Para mas detalles de este
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Teorema y los procesos m-dependientes se recomienda el libro de Brockwell y Davis

(1987).

Teorema 2.1. Si {X,,t = 0,4+1,£2 ---} es un proceso estocdstico estacionario

INAR(1) y X; tiene distribuciéon marginal geométrica de parametro v, entonces

T.(h) % N(T'(h),n V).

Demostracién.

Primero se define una sucesion {Z;*(h),t € Z} de (h+2)-vectores aleatorios por:
Z7(h) = (X", XX XX XX
donde X" = Z aloe .
i=0

Por la definicién de X[" el proceso {X[",t € Z} puede verse como un proceso
MA (m), entonces por la observacién 2.1 el proceso {X[",t € Z} es estrictamente esta-

cionario m-dependiente.

Por otra parte, el proceso {Z{*(h),t € Z} es estrictamente estacionario
(m+h)-dependiente ya que, dados dos conjuntos {Z7*(h),j <t} y {Z7'(h),j > t+m+
h+1} del proceso {Z}*(h),t € Z}, son independientes para cada t y, ademés, el proce-

so {X[",t € Z} es estrictamente estacionario m-dependiente. También, se observa que:

donde
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=
Is
_8
I
=
E
I
NN
=
Q
3
£

Ahora, como {Z}(h),t € Z} es un proceso estrictamente estacionario
(m+h)-dependiente, entonces, por el Teorema Central del Limite para sucesiones estric-

tamente estacionarias (m+h)-dependientes y el argumento de Cramer-Wold, se tiene:

I (h) % N(T™(h),n"'V™) (2.21)
donde
L™ (h) = (1™, ~4™(0),y™(1), -~ ;7™ (W),
siendo y™(i), i =0,1,2,--- , h la funcién de autocovarianza del proceso { X", t € Z};

obviamente, 7" (i) — (i) cuando m — oo 'y V™ converge a V cuando m — oo.
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Por otra parte, se observa que:

V [WVa(T, - X)) =V

j=1 i=m+1

(o]
Para calcular la tltima ecuacién se define X| = E o' o €_;, entonces,
i=m-+1

vamtl  p2aRimtl) 20(1 — a7 1)
< + 1+ 5=
v v? 1—«

Asi, para ¢ > 0,

lim lfim sup P [Vn|X, — X, — ™ +pu| >¢ =0 (2.22)
m—0o0

n—oo

Ademas, mediante calculos similares a los del Lema 2.2, es decir, trabajando con

Am(l) en vez de F,(l) y los argumentos precedentes utilizados para calcular

V [Vn(X, —X,)], se tiene que:

lim 1fm sup P[v/n|3;" (1) = (1) =7 (1) + ()] > €] =0 (2.23)

m—o0 n—00

Por las ecuaciones (2.22)-(2.24) se tiene:

I (h) % N(T™(h),n V™),

lim lim sup P [\/E|Y;n—7n—,um+,u| > 6} =0
m—0o0

n—o0
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m lim sup PVARE (1) = u(l) =7 (1) + 7] > ] =0

n—oo

respectivamente, estas son exactamente las hipdtesis de la Proposicién 2.2, por lo tanto,

utilizando dicha proposicion, se sigue el resultado. m

A continuacién se demuestra que, bajo las condiciones del Teorema 2.1, 7, (1) y 4, (1)

tienen la misma distribucién asintotica.

Teorema 2.2. Sea {X;,t € Z} de la misma forma que en el Teorema 2.1, entonces

L. (h) % N(T(h),n V).

Demostracidn.

Para 0 <[ < h, se observa que:

Vi(Fu(l) =4 (l)) =+/n (‘ Z(Xt — ) (X — ) — %Z(Xt - 7n)(XtJrl - 771))

% { Z XX — MZ X+ Xiq)

tnl+1 t=1

+X, Z Xi+ Xo) +np® — (n — Z)Yi}
=1

S

<2Xt+ZXt+l— (n—1D(X, +u)>

+% Z<X ) (X — 1)
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Por el Teorema 2.1 y/n(X,,— ) tiene distribucién asintéticamente normal con media
cero y varianza lfim,, ., nV[X,], por lo tanto, \/n(X,, —pu) estd acotada en probabilidad,

es decir, para todo € > 0 existe §(¢) € (0,00) tal que
Plvn(X, — u) > 6(e)] < e paratodo n,

también, X,, converge en probabilidad a j, entonces,

(nl Z_(Xt + Xe) — (1 - nill)(yn + M))

t=1

converge en probabilidad a cero y

3

n=2 (X; — 1) (Xpps — )
t=n—I+1

converge en probabilidad a cero, puesto que,

n

nIE| Y (X = ) (X — )| < n20(0)

t=n—I1+1

y n_%ly(O) converge a cero cuando n — oco.

De estas observaciones se concluye que

\/ﬁ(’?n(l) - 'Ayn(l))

converge en probabilidad a cero cuando n — oo y la conclusién de este Teorema se

sigue de la Proposicion 2.1 y el Teorema 2.1. m
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Teorema 2.3. Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 2.1, se tiene que:

A~

R.(h) % N (R(h),n 'D,VD])

donde

Vy D, han sido definidas en las ecuaciones (2.19) y (2.20), respectivamente.

Demostracién.

Por el Teorema 2.2 se tiene que:

Lo(h) = (X0 4n(0), 4 (1), -+ An(R)T = N(T(R),n~'V) (2.24)

donde V es una matriz simétrica definida positiva.

Por otra parte, sea g una funcién de IR"*? a IR"*! definida por la ecuacién (2.21).
Si pp(i), i = 1,2,--+  h, es la funcién de autocorrelacién muestral del proceso

INAR(1) definido por la ecuacién (2.3), entonces por la definicién de g se tiene:

gL (1) = X pn(1), u(2), -+ pu(B)]

De la tltima ecuacién se observa que go(I'n(h)) = X v ¢:(Tn(R)) = pn(i) para
i=1,2,--- , h, tienen derivadas continuas en un entorno de I'(h) y, ademés, todos los
elementos de la diagonal de D, VD! son distintos de cero. Estas observaciones y la
ecuacién (2.25) son exactamente las hip6tesis de la Proposicién 2.3. Por lo tanto, la

conclusion de este teorema se sigue utilizando dicha proposicién, es decir:

g(L,(h)) % N(g(T(h)),n ‘D, VDY).

Esto completa la demostracién.m



2.2. PROCESO INMA(Q) CON MARGINAL GEOMETRICA 65

2.2. Proceso INMA (¢q) con marginal geométrica

En esta seccion se estudia algunas propiedades asintéticas de los momentos del
proceso INMA(g) introducido por Al-Osh y Alzaid (1988b). McCormick y Park (1997)
estudian la distribucion asintética de la funcién de autocovarianza muestral para el pro-
ceso INMA(g) con marginal de Poisson. Park y Kim (1997) introducen una variante
del proceso INMA(q) y, también, estudian algunas propiedades asintdticas de dicho

proceso con marginal de Poisson.
Como se vio en el apartado 1.3.5 el proceso INMA(q) estd definido por:

Xt =€ + ﬁl O€—_1+ ..+ ﬁq O €—q (225)

donde {¢;,t € Z} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. de valores enteros no

negativos; los f;, parai =1,2,--- ,q estan definidos en dicho apartado.

Denotemos por G.(z) la F.G.P. de ¢ para todo ¢, entonces, las funciones generatrices
de probabilidad conjunta de (X;, X;1p ), G(s1,82), de (X, Xevn, Xevntt), G(s1, S2,83)
y de (X, Xewn, Xewnst, Xigntiap), G(51,52,83,54), donde h,l,p > 0, |s;] < 1, para
i=1,2,3,4y {X;,t =0,£1,£2,---} es un proceso estocastico estacionario definido

por la ecuacion (2.26), estan dadas por (ver apéndice A):

G(s1,52) = H Ge (1= Bi(1 = Br)(1 = 51) = Brai(1 — 52) — 528:Bu(1 — 51))
- (2.26)

[[G =5+ 8s) I Gt =5+ Bis1),

j=0 k=q—h+1
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-1 q
G(s1,92,85) = [[Ge(L=Bi+Brss) [[ Ge(1—Bi+Bisy)
k=0 i=q—ht1
h—1
H Ge (1= B;(1 = B)(1 = s2) = By (1 = s3) — s36;6(1 — s2))
=0
q—h
H Ge (1= Bi(1 = Bp)(1 = 51) = Brai(1 — 52) — 52580 (1 — 51))
i

H Ge (fi(s1, 52,83, Bis Brs B1))
i=0

(2.27)
y
p—1 q
G(s1, 52,53,54) = HGe (1 — B + Bisa) H Ge (1 — Br + Brs1)
i=0 k=q—h+1
q—h
H Ge (1 =851 = Br)(1 = 51) = By (1 = 52) — 523;8,(1 — 51))
j=r
-1

H Ge (1= Br(1 = B,)(1 = s3) = Bprr(1 — 54) — 54PkBp(1 — 53))

r—1 h—1
H Ge (fi(s1, 52,83, Bis Brs 1)) H Ge (fi(s2, 83,54, Bis B, Bp))
i=m 1=0

1__[ Ge (fas1, 82,53, 54))
1=0 (228)

respectivamente. Donde r =g¢—h—-[l+1, m=q—h—1l—p+1,

fi1(s1, 82,83, B3, B, B1) =1 = Bi(1 = Bu)(1 — Bra)(1 = s1) — Brpi(1 = Bi)(1 — s2)
—538;(1 = Br) Brra(1 — s1) — 5288 (1 — Br)(1 — 1)
—53018n4i(1 — 52) — 5253B8:BuBi(1 — 81) — Brgiri(1 — s3)
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y
fa(s1,82,83,81) =1 = Bi(1 = Bu)(1 = Burt) (1 = Brtip) (1 = $1) = Brttapri(l — 54)

—Bnti(L = B) (1 = Bip) (1 = 52) = Brrasi(1 — Bp) (1 — s3)
—520iBn(1 = Bi)(1 = Brap) (1 = 51) = 535p4ifi(1 = 5,) (1 — 52)
—530iBh1(1 = Bn) (1 = Bp)(1 = 1) = $4PnriBip(1 — 1) (1 — 52)
=54 Bh+1+i0p(1 = 83) = 84BiBhtisp(l — Br) (1 = Braa) (1 — 1)
—52830iBnBi(1 — Bp) (1 — 51) — 52548 BnBrap(1 — Bi) (1 — 1)
—535418pBn+i(1 — 52) — $354B:BpBnsa(1 — Br) (1 — s1)
—528354B8:B0818p(1 — s1).

Ahora, diferenciando las funciones generatrices de probabilidad dadas por las ecua-
ciones (2.27)-(2.29), con respecto a sy, S, 83, S4 ¥ evaluando en s; = s9 = 3 = §4 = 1;
por otra parte, considerando que E[X;| = p y que ¢ tiene distribucién marginal
geométrica de pardmetro v, es decir, P(e, = k) = v(l —v)* k = 0,1,2,---, para

todo t, entonces, para h,l,p > 0, se obtiene:

E[XtXt+h ,LL + Z ( 1 -V Bzﬁh + (1 - V) ﬁzﬁz-i—h) (229>

2

De la ecuacién (2.30) se observa que la covarianza de (X, X;,5) estd dada por:

= (u (1= 1)B:By + (1 — v)? MM)

V2
=0

siendo y(h) = y(—h).
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Por otra parte, también, se obtiene:

BXiXeinXesnp] = 12 + p(y(h) + (1) +v(h +1))

1— 3 q—h-l
) 2< ) Z Bzﬁh+zﬂh+l+z (230)

q—h—1
+Br (B + (B — Brsi)) Z (

=0

. 2 q—h—l
" (171/) Z Bi(BiBr+i + Brbnrivi + (1 = Br) BuriBtt + BnBiBns)
=0

E[(X: — 1) (Xern — 1) (Xegnpr — 1) (Xegnrisp — )] = v(h)y(p) +v(O)y(h + 1+ p)

q—l—p

+y(h+ Dy +p) + <1_Ty> (y(h+ 1) = 1) BBy = Braw) D i
=0
1—-v g 1—v a—l—p
+ ( ) BB = Burt) > B ( (l+p)+ ( ” ) Bi(By = Brin) D Bz‘)
i=0 1=0

m—1

) BilL, Bucei (L, Bhtieis Bhstaps)s Brosieis Busiepsis

=0
Bhti4iBhtip+i (1, Bati) | F (Br, B, Bp)
(2.31)

donde F(B, Bi, By) = (f;(Bn, Bis Bp))T paraj =1,2,--- 8y las expresiones de f;(8, 51, 5p)

estan dadas en el apéndice B.

Ahora, que se han obtenido los momentos de segundo, tercero y cuarto orden del
proceso INMA(q), se estd en condiciones de obtener la distribucién asintética de la me-
dia muestral, funciéon de autocovarianza muestral y funcién de autocorrelacién mues-
tral, para dicho proceso, cuando las innovaciones ¢; tienen distribucién geométrica de

parametro v.
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2.2.1. Distribucion asintdtica de la funcion de autocovarianza

y autocorrelacion muestral

Los estimadores que se estudian para la funcion de autocovarianza y(h) y la funcién

v(h)

de autocorrelacién, p(h) = W a partir de las observaciones X, Xs,---,X,, de un
g

proceso INMA(¢g) son exactamente iguales a los definidos en el apartado 2.1.1.

Sea ¥, (h) como en la ecuacién (2.13), entonces se tienen los siguientes resultados.

Lema 2.3. Sea {X;,t = 0,£1,42,---} un proceso estocdstico estacionario de
valores enteros no negativos, INMA(q), definido por la ecuacién (2.26) y supongamos
que ¢; tiene distribucién marginal geométrica con parametro v, para todo ¢, entonces

para 0 < h < g, se tiene que:

(i) lim nV[X,] =7(0)+2> ()
( g+h
Z[E(XtXt+iXt+i+h) - M3 — p(y(@) +(h)
- q+h

+y(i —h))] + Z[E(XtXt+iXt+h) —u?
) o —u(y(0) + () +A(h =) A1
(1) lim nCov(X,,3,(h)) =

n—oo

Z[E(XtXm) 1 — pu(27v(i) +7(0))]

+Z (X X)) — 1 = p(2y(i) +~(0)] h=0

Demostracion.
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El esquema utilizado en la demostracion de este Lema es similar a la del Lema 2.1,

entonces, utilizando la ecuacién (2.30), se tiene que:
) 1 n—1 n—t
B(X| = (W +my(0)+2) ) 'V(j))
t=1 j=1

Asi, la varianza de X, estd dada por:

VIR =T 2 Y5 a0)

Multiplicando por n y tomando limite cuando n — oo en ambos lados de la iltima
ecuacién, se sigue (i). Para (ii), una vez més se utilizan los argumentos del Lema 2.1

(parte (ii)) y por las ecuaciones (2.30) y (2.31), se obtiene:

n—1 . 1— 3q—j—h
E Xn%z n (1 - —) { (h) + 2 ( ) Z /826]+Z/8]+h+1
=0

Jj=

2q—j—h
" (1 v V) Z Bi (BrbBivi + Bibjnti + (1= B;)BiviBirn + BiPnfiti)
=0

5

BB + 1(Br — Byan)) (

q—h
”) N5
=0

1
E J
ANl
+ ( v ) Z 52 (Bh—jﬁj-ﬂ' + Bjﬁh+z’ ( - Bj)ﬁj—&-iﬁh -+ Bjﬁh—jﬁj-i-i)

5 ﬁj—i-zﬁh—l-z }

%
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a—J
‘) Xa
=0

1
n
1 \23J
+ ( ) Bi (Bj=nBnti + BrBiri + (1 = Br) BuwilBi + BrBi—nBnti) (2.32)

J

11—\’ &
+ 2 (T) 6zﬁh+zﬁj+l}
i=0

Restando E[X,|E[¥,(h)] = wy(h), multiplicando por n en ambos lados de la

ecuacion (2.33) y tomando limite cuando n — oo, se tiene (ii). m

Lema 2.4. Sea {X;,t =0,+1,42,---} un proceso INMA(q) de la misma forma

que en el Lema 2.3, entonces, para 0 <[ < h < ¢, se tiene que:

4 h+q
Z E( 1) (Xern — ) (Xewi — 1) (Xeirs — 1))
g
+ Z E[( 1) (Xer — 1) (Xei — 1) (Xt — 1))

(2q+ h+1+1)yh)y(), 1 >1
lim nCov(7,(h), An(l

~—
~—

h+q
Z Bl(X: — 1) (Xepn — 1) (Xpps — )]
+ Z E[( V2 (Xiwi — 1) (Xpsnri — )]

L (2q+h+2) (0)v(h), 1=0
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Demostracién.

Se observa que:
Cov(Yn(h), (1)) =

h—1-1
1

= (n =) E[(Xe — ) (X — 1) (Xeqigs — ) (Xogn — 1) — y(h)y(1)]

1=

—i—% Z (n =) E[(Xe — p)(Xewi — 1) (Xegn — 1) (Xegira — p) = v(h)y(1)]

+% i:(n — ) E[(Xe — ) (X — 1) (Xpps — 1) (Xppis — 1) — v(R)y(1)]
1
+% (n— ) E[(Xe — p)(Xes — 1) (Xt — 1) (Xeign — p) — y(h)y(1)]

Ahora, multiplicando por n y tomando limite cuando n — co en ambos lados de la
ultima ecuacién, se obtiene:

lim nCov(Y,(h), (1)) =

n—o0

h—Il-1

= ; B(X; — 10)(Xisi — ) (Xegirs — 1) (KXo — 1) — v(R)y(0)]

n jzhfl E(Xe — ) (Xepi = ) (Xern — 1) (Xegis — ) = 7(h)y(1)]

- g E[(Xe = 1) (Xeen = 1) (Xewi = p) (Kewir — p) = y(h)y(1)]

+ i E(Xe = 1) (Xewi = ) (Ko = 1) (Xgion — ) = y(h)y(1)]
g+l

+ E[(Xy = 1) (Xt — 1) (X — ) (Xewiwn — 1) — v(R)y(1)]

1=l

El célculo explicito de los momentos de cuarto orden estén dados en la ecuacién (2.32).m
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En el resto de este apartado se estudia la distribucién asintética de la media
muestral, funcién de autocovarianza y funcién de autocorrelacién muestral del pro-

ceso {X¢,t =0,£1,42,---} definido en la ecuacién (2.26).

Teorema 2.4. Si {X;,t = 0,4+1,£2 ---} es un proceso estocdstico estacionario

INMA(q) y € tiene distribucién marginal geométrica de pardmetro v, entonces

(k) % N@T(h),n V), h<gq

Demostracion.
El esquema de esta demostracion es analogo a la del Teorema 2.1. Primero se define

una sucesion {Z(h),t € Z} de (h+2)-vectores aleatorios por:
Zi(h) = (X, Xy X[ XU Xy, XX )T,

donde X} = X;—pu, entonces, el proceso X/ es estrictamente estacionario g-dependiente
ya que, X; es un proceso INMA(q) y, por la observacién 2.1, se tiene que el proceso

{Z(h),t € Z} es estrictamente estacionario (q+h)-dependiente.

Por otra parte, se observa que:
n D Zu(h) = (K 5(0). 3u(1), -+ Au(h)
t=1

y la sucesion {aTZ.(h),t € Z} es estrictamente estacionaria (¢ + h)-dependiente, para
todo a € IR"?2, a # 0, ya que el proceso {Z;(h),t € Z} es estrictamente estacionario

(¢ + h)-dependiente. Ademaés, es ficil verificar que:

nh_g)lo n 'V (Zl aTZt(h)> =a’'Va>0
t=
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puesto que V es una matriz simétrica definida positiva.

Ahora, como el proceso {a’Z;(h),t € Z} es estrictamente estacionario (q+h)-
dependiente, para todo a € IR"?2, a # 0 y al’Va > 0, entonces, por el Teorema
Central del Limite para sucesiones estrictamente estacionarias (q+h)-dependientes, se

tiene que:
n! Z a’Z,(h) A N(a’T'(h),n*a’Va), para todo a € R"*?2.
=1

Finalmente, utilizando el argumento de Cramer-Wold, se sigue el resultado.m

A continuacién se enuncian dos teoremas cuyas demostraciones son totalmente

andlogas a la de los Teoremas 2.2 y 2.3, respectivamente.

Teorema 2.5. Sea {X;,t € Z} de la misma forma que en el Teorema 2.4, se tiene

A

T, (h) % N(T(h),n V).

Teorema 2.6. Bajo las mismas hipotesis del Teorema 2.4, se cumple

~

R.(h) % N (R(h),n 'D,VD])

donde
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2.3. Proceso INARMA(1,1)

El proceso mixto INARMA(1,1) fue introducido en el apartado 1.3.6 y, como se vio
en dicho apartado, este proceso se construye uniendo el proceso INAR(1) y el INMA(1),
a través de un proceso de innovaciéon comun, {¢;,t € Z}. Asi, el proceso INARMA(1,1)

se define como:

Xt = thl —|— 6 O € (233)

donde

Zt = (O Zt—l + €t (234)

donde {¢;,t € Z}, ao Z;_1y o€ estan definidos en dicho apartado.

En el apartado 1.3.6 se obtuvo la media, varianza, funciéon de autocovarianza del
proceso INARMA(1,q). En esta seccién se estudia la distribucién asintética de la me-
dia muestral, funcién de autocovarianza y autocorrelacién muestral del proceso INAR-

MA(1,1) definido por las ecuaciones (2.34) y (2.35).

Es facil verificar que la F.G.P. del proceso INARMA(1,1), {X;,t € Z} estd dada

por:

Gx,(s) = E[s"] G(1 - B+ Bs), |s| <1 (2.35)

Ademéds, las funciones generatrices de probabilidad conjunta de (X, Xyyp), G(s1, S2),

(XtaXtJrhaXtJthrl)? G(51732as3) y (Xt7Xt+h7Xt+h+laXt+h+l+p)7 G(81782753784> para
h,l,p > 0y |s;] < 1,e1 = 1,234, se obtienen de forma andloga a las del proce-
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so INAR(1) y estan dadas por:

h—2
G(s1,82) = G (1 — P+ Bs9)FE [(31(1 —ah + ah32>)Zt_1:| H G (1 —a'+a'sy)
i=0
Ge((1=B+Bs1)(1—a"! +a"sy)),
(2.36)
G(s1,52,83) = Ge(1— B+ Ps3)Ge ((1 — B+ Bsy)(1 — ot + al‘lsg))
h—2 -2
H Ge(1—a' +a'ss(1— o' + a'sy)) HGe(l —a' 4 a'sy)
= = (2.37)

G, ((1 — B+ Bs1) (1 — ol 4 al sy (1 — o+ 0/33)))

E [(51 (I1—a"+ahsy (1—a+ alsg)))ztfl]

G(s1, $2,83,84) = G- ((1 — B+ Bs1) (1 — a4+ ol s, (1 —al +alsz (1 —af + ozps4))))

E [(81 (1 — a4 als, (1 —al+alss(1—ao? + ap84))))zt_l}

p—2 -2
H G, (1 —at+ ais4) H G, (1 —a'+a'sz(1—af + aps4))
i=0 i=0

Ge(1 = B+ Bs)Ge (1 — B+ Bsz) (1 — Pt + aP7lsy))

Ge (1 =B+ Bs2) (1—a P+l sy (1 — af + aPsy)))

h—2
H G, (1 — o'+ alsy (1 —aol +alsy(1—af + aps4)))
i=0

(2.38)
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respectivamente. La distribucion de Poisson es quiza la mas utilizada en los procesos
de conteo, en la misma forma que la distribuciéon Gaussiana en los procesos ARMA
estandar. Ademds, cabria esperar que la distribucién de Poisson para el proceso IN-
ARMA(1,1) juegue un papel similar a la distribucién normal en los modelos esténdar
de series temporales. A continuaciéon demostramos que, si la sucesién {e;,t € Z} tiene

distribucion de Poisson, entonces X; tiene distribucién de Poisson.

Supongamos que ¢; tiene distribucién de Poisson con parametro A y F.G.P.

Ge(s) = e Al — 5), entonces por la ecuacién (2.36) se tiene que:

_)\(1—1—(1—04)5)(1—3)}

Gxxgzze{ I-a (2.39)

A1+ (1—a)B)
| '

Esto demuestra que X; tiene distribucién de Poisson con media p =

También, se tiene que la funcién de autocovarianza del proceso INARMA(1,1) con

marginal de Poisson, estd dada por:

h
AT Bah L s 0
1l -«
1) = (2.40)
Wy h=0.

Si € tiene distribucién de Poisson con pardametro A entonces por la ecuacién (2.40)

X tiene distribucién de Poisson con parametro (A/(1—a)+Aj3) para todo t y la F.G.P.
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conjunta de (X¢, X¢yr), G(s1,$2), para h > 0 estd dada por:

sy ) = ol A BA= ) (@7 B0 = 52) = 1AL =) (1~ s2) }

1l—«

e{ A (I=si+ (1—a" ' +a"s)(1- 82))}’

(2.41)

Por la ecuacién (2.38) la F.G.P. conjunta de (X, Xiin, Xivni1), G(s1, s2, 83), para

h,l > 0 queda recogida como:

Clopsnsg) = of (A= A+Bs) (L=a" 40" s (1 - o' +a'sa)))
A0 - 1=+ 8s) (1 - +allsy)) 4+ 8(1 - 59)] )
6{1ia (1= (1= 0" +a'ss (1 - o a'sq)))}

6{_1 j ~[1-a") (1= (1o +als)) + (1-a) (1~ 53)}}
-]

(2.42)
y por la ecuacion (2.39) la F.G.P. conjunta de (X, Xein, Xetnit, Xethtiip)s G(S1, S2, S3, S4)
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para h,l,p > 0 esta dada por:

G(817 S92, 53, 84) -

AL =B+ Bs1) (1—a""+a" s (1 - +a's3(1— o + aPsy)))
AL — B+ Bs2) (1—a""+a''s3(1— o + aPsy))

ABL=s)+ (1= (1 =B+ fss) (1—a" ' + ap_154))]}

—

1—a"+a"s (1—a +alsy(1—a”+ ozps4)))}

_ [(1—a"")(1—s3(1—a”+ ozps4))}}

{
{
{ A (1= ah ) (1— sy (1—al +alsy (1—a? + ap84)))}
{
{

- 1+ (1= ") (1—s4)] - 2>\}

(2.43)

Ahora, diferenciando las funciones generatrices de probabilidad conjunta dadas por

las ecuaciones (2.42)-(2.44) con respecto a $i, Sa, S3, 4 v evaluando en s; = sy = s3 =

sy = 1y, considerando E[X;] = u, se obtienen los siguientes momentos del proceso

INARMA(1,1) para h,l,p > 0:

BX:Xein] = 1 +y(h), (2.44)

BIXi XenXegna) = 1+ ply(h) + (1) +y(h + )] +y(h +1) (2.45)
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EX X XeshiXernsirp] =t +7Oy(h+14p) +y(h+1)y(1+p)
+12 [y(h) +v(1) +v(p) + y(h +1) + v + p)]
b (b4 D) + A+ )+ 2900+ L+ p)] (2.46)

+y(h+ 14+ p)[1+ p?] +v(h)y(p).

Utilizando las ecuaciones (2.45)-(2.47) se obtiene el momento de cuarto orden con

respecto a la media, es decir:

E{(Xe — ) (Xewn — 1) (Xernr = 1) (Xewntirp — 1))

= v(h)y(p) + () y(h+ 1+ p) + (b + Dyl +p) +7(h+ 1 +p) (2.47)

Los momentos obtenidos anteriormente son ttiles para demostrar los Lemas 2.5 y

2.6 que se presentan en el siguiente apartado.

2.3.1. Distribucion asintética de la funcion de autocovarianza
y autocorrelacion muestral cuando el ruido tiene dis-

tribucion marginal de Poisson

Dadas las observaciones X1, Xs, -+, X, del proceso INARMA(1,1) los estimadores
que se utilizan para la funcién de autocovarianza y(h) y la funcién de autocorrelacion,

v(h)

p(h) = ——= son los definidos en el apartado 2.1.1.

7(0)

Teniendo en cuenta los momentos calculados anteriormente y 4,,(h) definido por la

ecuacién (2.13), se obtiene, entonces, los siguientes resultados.
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Lema 2.5. Sea {X;,t =0,4+1,£2 ---} un proceso estocéstico estacionario INAR-

MA(1,1) con distribucién marginal de Poisson, entonces,

(i) lim Y [X,] _a,
( {V(_hl (l+a+hl—a)) h>1,
(ii)TllinolonC’ov(yn,%(h)) = ,
T wl—a)+9() h=0.

Demostracidn.

Utilizando los mismos argumentos de la demostracion del Lema 2.1 y la ecuacién

(2.45) se obtiene:

n—1 n—t j '
E[F] = 5 (s 255 (4 2 40

t=1 j=1

L 2) o B a(l—amh) u
—ﬁ(u_a)zﬂ_a) (”‘“?)*ﬂ”a

Restando ;2 en ambos lados de la tltima ecuacion, se obtiene la varianza de X, es

V)= (e o) (- )

decir,

Multiplicando por n y tomando limite cuando n — oo en ambos lados de la 1ulti-
ma ecuacién, se obtiene (i). Para (ii), una vez mds se utilizan los argumentos del

Lema 2.1, entonces por las ecuaciones (2.45) y (2.46), se obtiene que:
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PR =m0+ 25 (1 D)0+ 1S (1- 1)

Ahora, en la ecuacién (2.49) se consideran dos caso h > 0 y h = 0. Primero se

analiza el caso h > 0, entonces la ecuacién (2.49) es igual a:

E[Xn(h)] = v(h) (a(l —arh) % (a(l —na"?) N a?(1— a”_1)>)

-« (1—a)?

Restando E[X,]|E[7,(h)] = py(h), multiplicando por n y tomando el limite cuando
n — oo en ambos lados de la ultima ecuacion, se obtiene:
, - . ()
lim nCov (X, 3, (h)) = (I+a+h(l—a)), h>0.

n— o0 l—«

Ahora, se considera el caso h = 0, entonces la ecuacion (2.49) es igual a:

n

E [X,7,(0)] = py(0) + 0O + % (ﬁ + )\ﬁa1> T (1 - %) o (2.49)

<
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Restando E[X,]E[7,(0)] = p? en ambos lados de la tltima ecuacion, se obtiene:

— 2 A
Con (a0 =1 (25 +x) (= -

(2.50)
Multiplicando por n y después tomando limite cuando n — oo, en ambos lados de la

ecuacién (2.51), se obtiene (ii) para h = 0. Esto completa la demostracién.m

Lema 2.6. Sea {X;,t € Z} un proceso INARMA(1,1) de la misma forma que en

el Lema 2.5, entonces, para h > [,

( Vl(h_)V(?) (a2 Lot 4 o2 4 g2l 4 (2h — 1)(1 _az))
+1ia (V1) (@ + (h— 1)1 — ) + " (D), 1> 1.
Iim nCouv(§,(h), (1)) =
{‘i(};)z (202 + 202" + (21 + 1)(1 — a?))
+q i ” (ay(h) + pa” + h(1 — a)y(h)), 1=0.

Demostracion.

El esquema de esta demostracion es similar a la del Lema 2.2, entonces utilizando

la ecuacién (2.47) y v(h) = y(—h), se tiene que:
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EMMM%@J=wmww+$§QWﬂwwwm+§;::m—wwmu+wm
+% 'n%:_i,(n —i)y(Da’ (1+~(h)a') + % n:(n — i)y(h)y(l)o®
+%§jm_wwmau+qmwy+7jjm—wwmww
LS e

1=l

(2.51)

Sil > 1, entonces la tltima ecuacién es igual a:

E[a(h)3a (D] = y(h)v(1) + ng (n(h I U 1))

2

(= n=P) , 20 (,,, 1)

n? 2

(a2(1 —na?2)  at(l— a2”_2)))

1—a? (1—a?)?

S|

+(h) <a(1 —ahy 1 (a(l —naml) (- an—l)))

+% ._ (n =)y (h)y(l)a® + % 2(71 — )y(h)y(1)a®
+%_ : (n—1) (y(h)v()e® +~(1)a’) .

Restando E[¥,(h)|E[¥.(1)] = v(h)v(l), multiplicando por n y tomando limite cuan-

do n — oo en ambos lados de la tltima ecuacién, se obtiene:



2.3. PROCESO INARMA(1,1) 85

lim nCov(Fn(h), 3n(l)) = (a® + o +a® + ®"D 4 (2h — 1)(1 — a?))

n—00 1— OéQ

(v(R) (e + (A = D)(1 = @) +a"'y(D)) .

Ahora, si [ = 0, entonces la ecuacién (2.52) es igual a:

2
piy(h) - s
R > (= i)py(h)a® + 5 (n—i)py(h)a®
i=h =1
1 n—1 ,u n—1
t3 ;(” —i)y(h)a" + 2 i:h(” —i)a’

Restando E[7,(h)|E[¥,(0)] = py(h), multiplicando por n y tomando limite cuando

n — oo en ambos lados de la ultima ecuacion, se obtiene:

lim nCov(,(h),¥,(0)) = (2h + 1)uy(h) + hvy(h) + 2 (h) (a® + ")

n—o0 11— CYQ

1

+1—0¢

(ay(h) + pa™)

Esto completa la demostracion. m
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A continuacion, se estudia la distribucién asintdtica de la media muestral, de la
funcién de autocovarianza y de la autocorrelacién muestral del proceso INARMA(1,1)
definido por las ecuaciones (2.34) y (2.35).

Teorema 2.7. Si {X;,t = 0,4£1,£2 ---} es un proceso estocastico estacionario
INARMA(1,1) definido por las ecuaciones (2.34) y (2.35) y € tiene distribucién de

Poisson con parametro A para todo t, entonces

I, (h) % N(T(h),n V).

Demostracién.

Se observa que:

o
d .
Xy =p[oe+ E a' o€
i=0

Una vez més se define una sucesién de (h+2)-vectores aleatorios {Z{*(h),t € Z}

por:
Z;n(h> - (XZ?L>XZ”X?7X:IXZL|—17 T aXthgil-h)Tv
m—1
donde X" = foe + Z a’oe,_q1_;. El resto de la demostracién es totalmente analoga
i=0

a la del Teorema 2.1, utilizando los resultados de los Lemas 2.5 y 2.6 en lugar de los

resultados de los Lemas 2.1 y 2.2. m

A continuacién se enuncian dos teoremas y se omiten sus demostraciones, ya que

son totalmente analogas a las demostraciones de los Teoremas 2.2 y 2.3.



2.3. PROCESO INARMA(1,1) 87

Teorema 2.8. Sea {X;,t = 0,4+1,+2 ---} un proceso estocdstico estacionario de

la misma forma que en el Teorema 2.7, entonces,

T, (h) % N(T(h),n V).

Teorema 2.9. Bajo las mismas hipotesis del Teorema 2.7, se tiene que:
R,(h) = N (R(h),nithVDf) ,

donde

2.3.2. Distribucion asintética de la funcion de autocovarianza
y autocorrelaciéon muestral cuando el ruido tiene dis-

tribucion marginal geométrica

Si € tiene distribucién geométrica con parametro v, entonces las funciones genera-
trices de probabilidad conjunta de (X, Xyyp), G(s1, $2), (Xt Xian, Xewnst), G(81, S2, S3)
v (Xes Xevn, Xevhtts Xethvirp), G(51, 52, 83, 54) dadas en las ecuaciones (2.37), (2.38) y
(2.39), respectivamente, no tienen expresiones sencillas, por lo tanto, inicamente se es-
criben los resultados que se derivan de dichas funciones. Asi, para h, [, p > 0, se obtiene:

8o 7

E[Xt]:M:7+ma

_B 2 —2
VIXy)=0?=p+ (%) + ﬁa

2—22 - 2—2 1 -
E[X}P] = 1+ 3pc® + o* + 7h (1+§)+i< +—— )

Z 2 \1—a?2  v(l—a?)
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2—2 h—1 2 a To
BIX2Xo14] = 1 + po® + 2ur(h) + 7 (h) + —— (ﬁ i ) )

2

2—2 2h—2 2 — 9
E[X, X2, = 1® + po® + 2py(h) + () + % (é Sy Vié >

— h—1 —
E[XtXtJrh] = ,LL2 + re <é + a + v >

v v l—a v(l-a?)

También, se verifica que el momento de cuarto orden con respecto a la media,

esta dado por:

E{(Xy = ) (Xepn — 1) Xernr — 1) Xevnsirp — )] = y(0)y(p) +v(D)y(h + 1+ p)

6v3a3h+2l+p—3 /8 063 gag
h+0)~(l h+1 —_— =
#ah 4 0) 42+ )+ T (D o )
22 tP=2 /3 02 T2
— | = 1+ 2pa’
V2 (U+1—a2+u(1—a3)>( + 2p0)

(2.52)

Por otra parte, si al menos uno de los valores h, [, p es cero, entonces el momento

de cuarto orden se obtiene a partir de la F.G.P. G(s7, s3,s4), donde |s7] <1, |s5| <1y
|s4] < 1. Por ejemplo, si h = 0 entonces, G(s7, s5,84) = G(s152, 83, 84) v se deriva esta
funcién con respecto a cada variable, es decir, s1, $o, 53, S4 v se evalian dichas derivadas

ensy=1,55=1,s3=1y s, =1.

Ahora, utilizando 4,(h) definida por la ecuacién (2.13), se obtienen los siguientes

resultados.
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Lema 2.7. Sea {X;,t = 0,£1,+2,---} un proceso estocastico estacionario IN-
ARMA(1,1) definido por las ecuaciones (2.34) y (2.35). Supongamos que el proceso
de innovacion {¢,t € Z} tiene distribucién marginal geométrica con pardmetro v,

entonces,

N -1 72 1 20 % 2v3
(Z>nlg§onv[X"] —ht (BQ Tz az) * v(l—a)? (1 * v(1 +a)) * (1 — )

(ii) lim nCov(X,,¥,(h)) existe y es finito. La expresién explicita estd dada en el
n—oo

apéndice B.

Demostracion.

Utilizando los mismos argumentos de la demostracién del Lema 2.1, se obtiene que:

-9 1 271—1 .
VI =t (e ) 5 ()

i=1
Multiplicando por n y tomando limite cuando n — oo en ambos lados de la tltima
ecuacion, se obtiene (i). Ahora, para (ii) primero se considera el caso h > 2. Nuevamente

se utilizan los argumentos de la demostracién del Lema 2.1. Asi, para h > 2 se tiene que:

n-1 : =2 2j+h—2 2 2
Su— yi , U 15} « vo
Xn,n(h)) = 1—= h —
Cor (e 7nl00) =0 ( n) [7(‘7 T Z <V I1—a?2 vl —a3)
h—1 j 22l th=2 [ 3 o2 T
1—= h —
+j:1 < n> v(h) v? (V+1—042 7/(1—0[3))}

n-1 N\ T =2 j+h—2 2 =2
J N 22Ut I6] « va
1—- < ~Z- (E
+, ( n) _7(3)—1_ V2 (V+1—a2+u(1—a3))}
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Tomando limite cuando n — oo, en ambos lados de la ultima ecuacion se obtiene:

/ _ 2vah v 2?Bah_l
lim nCov(X,, Yn(h)) = )2 (1 + v(l+ a)) *

n—00 v(l —« (1 — a)
2072 (B o? va? 2021
e (2 h—1)y(h) + 24
v2(1—a?) (V+1—042+1/(1—a3)>+( al )+1/2(1—04)’

para h > 2. Ahora, si h =0 6 h =1 el resultado es inmediato.m

Antes de enunciar el siguiente lema, se observa que para h,l > 0, se tiene:

J
”ILHOIO Z (1 - E) — 1) (X — 1) (X — 1) (Xejon — 1) — 7 (h)y(1)]
2ol ﬁ o v alth ﬁ a Do

1/2 1—a?) \v - v(1—a?) v v l—a v(l—a?
9722l +h—1 15} o? o 432”a2l+h 3 02 702
Pl—a) \v 1= ui=a?)) " 2-a) v T T2 =)
6331 /3 o3 Sad 2

+m (; + 1 — o3 V(l 044)) + E [(Xt - ,U)(XtH — /L) (Xt+l+h _ M)]

=y () (1)

(2.53)

Para la deduccion de la dltima ecuacion ver apéndice B. Ahora, estamos en condi-

ciones de enunciar el siguiente lema.
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Lema 2.8. Sea {X;,t € Z} un proceso INARMA(1,1) de la misma forma que en

el Lema 2.7, entonces, para h > [,

lim nCov(F,(h),3.(l)) =

= ' - E((Xy — ) (X — 1) (Xigigr — 1) (Xpwn — 1) —y(h)v(1))
+ z_: E((Xe = p)(Xops — 1) (Xion — ) (Xegis — ) — y(R)y(1))

-1

+ Z E((Xe — ) (Xopi — ) (X — 1) (Xeginn — 1) — y(R)y(1))

Y (1 _ 5) B (X = 1) (Xeen — 1)(Xei — 1) (Xesint — ) — v(W) (1))

n

i Y (1 ) BO = 0Kt = 1) (Xers = )X = ) = 2 (B0,

Demostracién.

Trivial. Consecuencia de la definiciéon de Cov(7,,(h), ¥,(1)) v la ecuacion (2.54). m

Los momentos de cuarto orden con respecto a la media estan dados en la ecuacion

(2.53).

En los siguientes teoremas se obtiene la distribucién asintética de la media mues-
tral, funcién de autocovarianza y autocorrelacién muestral del proceso INARMA(1,1),

cuando ¢ tiene distribucion geométrica.
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Teorema 2.10. Si {X;,t=0,+1,42,---} es un proceso estocéstico estacionario
INARMA(1,1) definido por las ecuaciones (2.34) y (2.35) y € tiene distribucién

geométrica de parametro v para todo t, entonces

L. (h) % N(T'(h),n V).

Demostracion.
Trivial. Utilizando los resultados de los Lemas 2.7 y 2.8 y los argumentos de la

demostracion del Teorema 2.7.m

A continuacién se demuestra que bajo las condiciones del Teorema 2.10, 7, (1) y

An(l) tienen la misma distribucién asintética.

Teorema 2.11. Sea {X;,t=0,£1,42,---} un proceso estocastico INARMA(1,1)

de la misma forma que en el Teorema 2.10, entonces

£, (h) % N(T(h),n V).

Demostracion.
Trivial. Consecuencia del Teorema 2.10 y los argumentos de la demostracién del

Teorema 2.2.m

Teorema 2.12 Bajo las mismas hipotesis del Teorema 2.10, se tiene que:
R,(h) % N (R(h),n"'D,VD}),

donde
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2.4. Proceso INARMA(1,q) con marginal de Pois-
son

El proceso mixto INARMA(1,q) introducido en el apartado 1.3.6 se construye
uniendo dos procesos, el INAR(1) y el INMA(g), a través de un proceso de innovacién

comun, {e,t € Z}. Asi, el proceso INARMA(1,q) esté definido por:

q
Xo=Zig+ ) Bioeii (2.54)
i=1
donde
Zt = o thl + € (255)

y a €0,1) ylos §; parai=1,2,--- ¢ estan definidos en el apartado 1.3.6.

Es facil verificar que la F.G.P. de X, estd dada por:

Gx,(s) = Gz (s) [ [ Gl = Bi + Bis),  |s| < 1. (2.56)

i=1
Ademas, se puede demostrar que la F.G.P. conjunta de (X, X;11), G(s1,$2), para

h>0, s <1,i=1,2, estd dada por:

h

k
Glsi,a) = [[Ge1 =B+ Biss) [[ E |:8161 o €t+1—z‘826h+i O €11
=1

=1

q

H Ge (1 — ah=o+i=1 4 gh=0Hi-1,) (1 = 8, + Bis,)) (2.57)

i=k+1

E ((31 (1—ah+ ahSQ))Zt—q) ,
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donde k = q¢ — h. Ahora, la F.G.P. conjunta de (X, Xyin, Xiins1), G(s1, 59, 83) para
h,l,p>0,|s;| <1,i=1,2,3, estd dada por:

l

h
G(sl, So, 33) _ H Ge(l . Bz + 51'53) HE (s?’ o 6t+h+1—7;535¢+z o 6t+h+1i)
i=1

i=1

-1

i
E (85m+1+i © etfmfisﬁqflJrlJri © thmfiSOé o etmi)
1 2 3

@
Il
o

h

1 . .
i I+
; O i (x O Y [e] ;
E <Sﬁl k4144 © €t—k 182 €t—k ZSS €t—k Z) (‘358)

@
Il
=)

H B (Sﬁz o €t+1—1;85¢+h o €t+1—isﬁz‘+h+l o 6t+1—i>
1 2 3

=1

81 S9 3

E ( Zt—q Oéh e} Zt_qsah+l o Zt—q)

donde m = ¢ — h — [. Finalmente, la F.G.P. conjunta de (X, X¢in, Xitnti, Xithtitp),
G(s1, S2, S3,54) para h,l,p >0, |s;] <1ei=1,2,3,4, estd dada por:
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1
O €itq—r+1—i Bi © €rphit1—i 5i+p O €tphtit+1—i
G(s1, 52,83, 84) = E H E | s Sy

i=1

Bi © €tthti—i Biti © €trhii—i 5i+l+p O €trh+1—i
Sy S Sy

h
=1
7,
Bio €t+1—i ﬁz‘+h O €141—i 5i+h+l O €441 /Bz'-l-q—r O €tr1—i
s, S, S3 Sy

3
L

E

Sﬁr—i—l—i—zoet r—i ﬁd—&-l—l—zoet r—i 511 p+1+loet r— Zsa/ O €t—p— z)

@
I
o

-1 . )
. . ] p+i
B (Sﬁm+1+i o Etfmfisﬁqfl+1+z © EtfmfzSOC o Etfmﬂ;sa o etmi>
1 2 3

4
i=0
i B o€ S aloe ol tioe S QtPrio e ;
E sh k+141 tflsfzs2 t—k—1 S5 tfkfz84 t—k—i (259)
i=0

h h+1 q—r
E (SZt_qSOé o Zt_qSOé e} Zt_qSO{ o Zt_q)
1 2 3 4

donded=q—1—p,r=q—h—1—py las expresiones explicitas de

E (Slﬂz o Etsgzurh o Et) . E (Slﬂz o Etsgi—f—h o 6t83ﬁ¢+h+l o Et)

;O € ; O € ; o€ i+q—r © €t , ;o q-
E <31@ ts?’% ts?”’”l tsf”q " >, estan dadas en el apéndice B.
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En los apartados 2.3.1 y 2.3.2 se present6 el proceso INARMA(1,1) y se utilizaron
las distribuciones de Poisson y geométrica, como distribucion marginal del proceso de
innovacién {¢;,t € Z}, obteniendo resultados andlogos en ambos casos. Pero, con la
distribucion geométrica las operaciones algebraicas resultaron complicadas. En esta
seccién se utiliza inicamente la distribucion de Poisson para el proceso de innovacion
{e;,t € Z}, pues con la distribucién geométrica las operaciones algebraicas resultan
muy tediosas e intratables para el proceso INARMA(1, ¢). A continuacién se demuestra
que, si la sucesion {e;,t € Z} tiene distribucién de Poisson, entonces X; tiene distribu-

cién marginal de Poisson.

Supongamos que ¢; tiene distribucién de Poisson con parametro A y F.G.P. dada

por G(s) = e AL — S), entonces de la ecuacién (2.57) se sigue que:

+b> (1—s)

—A
Gy, (s) =e <1 —a (2.60)

Esto demuestra que X; tiene distribucion de Poisson con media

q
siendo b = Z Bi
i=1
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La F.G.P. conjunta de (X¢, X¢11), G(s1,$2) para h > 0 esta dada por:

(1—s1 (1—a"+a"s))

ﬁ A (Bi + Brri — BiBh — s18i(1 — Br) — s2(Bnti — BiBr) — s1528:0n)

H e_)‘ (1 — (1= Bi+ Bis1) (1 N S ahqulJriSz))

(2.61)

y, para obtener las funciones generatrices de probabilidad conjunta de (X, X ypn, Xitnt1),
G(Sb S92, 83) y (Xta Xt+h7 Xt+h+l7 Xt+h+l+p)7 G(Sla 52, 53, 54) para h7 lyp 2 07 se utilizan
las ecuaciones (2.59)-(2.60), respectivamente, y, ademds, la suposicién de que ¢ tiene

distribuciéon de Poisson con parametro A\ y que

h htl
E <$1thsgé °Ziq 3? ° th) =F {(51 (1-a"+a"s, (1-a'+ alsg)))Zt_q

Sin embargo, no tienen expresiones manejables, por lo tanto, inicamente se escriben
los resultados que se derivan de su utilizacién. Asi, considerando E[X;| = y se obtienen

los siguientes momentos del proceso INARMA(1, ¢) para h,l,p > 0:

E[X,Xein] = 1+ y(h) (2.62)
donde
Al h a ,
W) = T NG Y BN Y BT b2 0y f=1 (269)
i=1 i=q—h+1
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htl -1

EXiXpnXisnrt] = 1° + p(y(h) + (1) +y(h +1) + + ABn Z O Byht+1+4
i=0

11—«

q—h—1 h—1

+ABn (B + (B — Brtt)) Z Bi+ Ay aB piag
0

=1 =

(2.64)

y el momento de cuarto orden con respecto a la media, estd dado por:

E (X = 1) (Xepn = 1) (Xensr = ) (Xeggr — )] = y(R)y(p) +v()v(g = 7)

Aad—"
Sy (h+ Dy +p) + 10‘

—

+ M\ Z BiBn (Bi(Bp — Brap) — Brri(Bp — Bg—r))
=1

r p—1
A (2 > " BiBu(BiBy — BiBrap — BriBp) + Y ' Brsr4iBu(B — ﬁhH))

i=1 =0

r p—1 -1 h—1
+A (Z BiBuBiBy+ Y & Brir BB+ > P B 1iiB + D a””%,gﬂﬂ)
=1 =0 =0 =0
+Av(1) Z Bi (BuBiBy + Bu(1 = B1) Brap + (1 = Br) BuriBp — (Bt + Bu(l = Bri)) By—r)
i=1

d
+)"Y(h + l) Z @ﬁl(ﬁp - 5l+p)
i=1

(2.65)
En el siguiente apartado se estudia algunas propiedades asintdticas de los momen-
tos del proceso INARMA(1, ¢), cuando la sucesion {e;,t € Z} tiene distribucién de

Poisson con pardametro A y o € [0,1).
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2.4.1. Distribucion asintdotica de la funcion de autocovarianza

y autocorrelacion muestral

Teniendo en cuenta los momentos obtenidos anteriormente en las ecuaciones (2.63)-
(2.66) y sea 7,(h) como en la ecuacién (2.13), entonces se obtienen los siguientes re-

sultados.

Lema 2.9. Sea {X;,t =0,41,£2, ---} un proceso estocéstico estacionario INARMA(1, q)

con distribucién marginal de Poisson, entonces,

(i1) lim nCov(X,, Y,(h)) =

n—00 (1 — Oé) 1-— (8% 1-— [0
q qg—h—j h—1 q j-1

+AY B [(ﬁh(1+u —1Bnei) D B+ D @B FAY Y a8
7=0 1=1 1=0 7=0 =0

h— q—h h—j—1
Z (5] Bh —J 1+M ,Uﬁh Z@z"’ﬁ] Z a’ﬁq h+1+z+zal+h ]ﬁq j+1+z>

1=0

+—Z&5q h+1+z+)\ﬁhZBJ (14 p) = ”ﬁj)zﬁi
i=1

j=h

Demostracién.

Utilizando los mismos argumentos de la demostracion del Lema 2.1 y la ecuacién

(2.63), se tiene que:



100 CAPITULO 2. PROPIEDADES ASINTOTICAS

n—1 n—t
—9 12 2 .
E|X| - Rk e D B BRLC)
t=1 j=1
Restando [E (Yn)]2 = 1 en ambos lados de la tltima ecuacién, se obtiene la varianza

de X,,, es decir:

—1 n—t

VIR =L+ S S0

Multiplicando por n y tomando limite cuando n — oo en ambos lados de la ultima

ecuacion, se obtiene:

Tim nVIX,] = p+ ( +2A2@25J+2Ahmz Z B -1+

=1 j=q—i+1

Ahora, es facil verificar que el dltimo término de la ecuacién anterior es igual a 2\(1 +

b)/(1 — «), esto completa la demostracién de (i). Para (ii), se observa que:

3
3

Xy (Xo = p)(Xayn — u))

= %Z < %) (Xe Xt Xigjrn) — M —pu(y(j) +v( + h))]

+% ’_ (1 - %) [E(X X Xirn) — 17 = p(v(j) + (b = 5))]
+% g (1 — %) |E(Xi Xen X)) — 1° = p(y(j) +7(j = h))]

(2.66)
Utilizando la ecuacién (2.65), restando E[X,|E[,(h)] = uy(h) y después multipli-

cando por n en ambos lados de la ultima ecuacion, se obtiene:
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nCov (X, 3n(h)) = Aol ((h —1) <1 - i) A (2 _ E) _H2-aot - a“))

-« 2n -« n n(l — «a)?

—_

n—

. k—j h—1 -1
+A (1 - %) (5;‘ (Bu(1+ 1) — pBnyj) Z Bi + B; Z o Br_jiiti + Z ai+hﬁq—j+1+i>
’ i—1 =0 =0

7=0
h—1 : k hi=1 i1

+A (1 - %) <5j (Ba—j(1 4+ 1) — 1fn) Z Bi + B Z o Brgr+i + Z az—’_h_jﬁq—j—i—l—&—i)
j=1 i=1 i=0 =0

—_

n— j—h—1

. q—j h—1
+A (1 - %) (5}1 (Bj—n(1 4 p) — ;) Z Bi + B Z ' By—jarvi + Z ai+j_hﬁk+1+i)
i=1 =0 =0

J

Il
>

Ahora, tomando limite cuando n — 0o, en ambos lados de la tltima ecuacién se sigue

(ii). m
Antes de enunciar el siguiente lema, se demuestra que para s,l > 0,
n—1 .
i S (12 ) E[(X, — 1) (Xirs — 1)(Xens — 1) (X jo — 1)
n-so0 £ n +s +J +Jj+
J=Ss

existe y es finito. El cdlculo de esta expresion esta dada en el apéndice B. Ahora,
estamos en condiciones de calcular lim nCov(%,(h),7,(1)), el cual se enuncia en el
n—oo

siguiente lema.
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Lema 2.10. Sea {X;,t € Z} un proceso INARMA(1, ¢q) de la misma forma que

en el Lema 2.9, entonces, para h,l > 0, se tiene que:

= : E((Xy — ) (Xeps — ) (Xowirr — ) (Xogn — 1) —y(R)y(1))

ﬁ
I
o

n—1

+ lim Y B (X — ) (Xewn = 1) (Xewi = 1) (KXesis — 12) = 2(R)7(1))

i=h

-1

+ B (X — 1) (Xopi = ) (Xegr — 1) (Xepirn — 1) — y(h)y(1)

i=1

n—1

+ lim Z E((Xe = ) (Xer — ) (Xes — 1) (Xein — 1) — v(R)7(1))

Demostracion.

Totalmente analoga a la del Lema 2.4. m

La expresion explicita del segundo sumando estd dada en el apéndice B y el ultimo
término es idéntico al segundo, sustituyendo h por [ y viceversa. Los momentos de

cuarto orden con respecto a la media estan dados en la ecuacién (2.66).

A continuacién se obtiene la distribucién asintética de los momentos del proceso

INARMA(1,q) con distribucién marginal de Poisson.

Teorema 2.13. Si {X;,t=0,£1,42,---} es un proceso estocéstico estacionario

INARMAC(1, q) definido por las ecuaciones (2.55) y (2.56) y € tiene distribucién de
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Poisson con parametro A para todo ¢, entonces,

T.(h) % N(T'(h),n V).

Demostracién.

Se observa que:

q o0
d i
Xy = E Bio€p1—i + E QO € g
i=1 =0

Ahora, se define una sucesién de (h+2)-vectores aleatorios {Z{* " *(h),t € Z} por:

m+q—1 _ m-+q—1 m+q—1 yvym+q—1 m+q—1 yvm+q—1 m+4q—1 yym4q—1\T
Zt (h) - (Xt 7Xt Xt 7Xt Xt+1 )t 7Xt Xt+h ) )

m—1 q
donde Xthrq = E a' o€ g+ E Bi 0 €115
i=0 i=1

Por otra parte, utilizando los argumentos de la demostracion del Teorema 2.1, se
tiene que {Z7""97'(h),t € Z} es un proceso estrictamente estacionaria (m-+h+q-1)-

dependiente.
Ahora, el resto de la demostracion es totalmente andloga a la del Teorema 2.1. m

A continuacion se presentan dos teoremas y se omiten sus demostraciones, ya que
son totalmente andlogas a las demostraciones de los Teoremas 2.2 y 2.3, utilizando los

resultados de los Lemas 2.9 y 2.10 en lugar de los resultados de los Lemas 2.1 y 2.2.

Teorema 2.14. Sea {X;,t = 0,£1,42,---} un proceso estocastico estacionario

de la misma forma que en el Teorema 2.13, entonces,

T, (h) % N(T(h),n V).
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Teorema 2.15. Bajo las mismas hipotesis del Teorema 2.13, se tiene que:
R,.(h) = N (R(h),nlehVDf) ,

donde

2.5. Proceso INMAG(1)

En el apartado 1.4.1 se estudi6 el proceso INMAG(1) y se obtuvo la media, varian-
za, funcion de autocovarianza y funcion de autocorrelacién. En esta seccién se estudia
la distribucién asintética para los estimadores de los momentos mencionados anterior-

mente.

A continuacion se presentan algunos momentos del proceso estocéstico estacionario
INMAG(1) definido por la ecuacién (1.18), utiles para el estudio de la distribucién
asintotica de 4, (h) v pn(h), los cuales se obtienen directamente de la ecuacién (1.18)

y las propiedades del operador '®':

E[X/]

(14 8%) o2 + 1811 = 8Dy + (1 + B)pe)?, (2.67)

BIXXen] = (1+ B)°ul + o, (2.68)

B[XiXin) = (L+B)*uZ,  h>1, (2.69)
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E[X?] = E[Lalplle—1| 1+ |B|(Jei—1] = 1)(3 + (Je—1] — 2)[5]))]
+3pe (8202 +161(1 = |B)weq + 52u?)

+3Bue (02 + p?) + E[€]]

E[Xi X111 Xp40] = (1+ 8)° i + 281 + B)peo?,

E[X} X = (1428+382+5%) pd + (14 36% + 5°) peo?

+HBI(L = [B)(L + B)pe + BE €],

E [XtXtQJrl] = (1+38+28°+6°) i} + (1438 + 8%) peo?
+B18I(L = B pery + 1811 = [B]) Ele]er1]]

+62E (€],

E[X;] =66°E[le—1|(le—1] — 1) 3 + (le—1| — 2)|5])]
+BE [Jer-1|(lec—1| = D(Jee—1] = 2)(le—1] — 3)]
+6E [ef] (822 + 5202 + |B](1 — |B)ye))
F4ueE [I—1|Bllec—1| (1 + [B](ler—1| = 1)(3 + (lee1| = 2)[8]))]

—181(10 = 11[B]) e + 4|8l E [€] + Ele;]

E[X X111 X2 Xy 5] = (L+ 8)* pt + 381+ B)°ulo? + B0,

105

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)
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E[XPX2,] = (8202 + [BI(1 — [BD e + B2p2) (12 + 02 + 2B12)
+ (8202 +181(1 = 1B + 812)° + B2E [ef]
HBI(1 = BN Ele]er1]) + B(1 — |8 e Elerled] (2.76)
+ (2 +07) (2 + 02 +28pZ + 46%42)

+2Buc(1 + B*)E e},

B [XtXt2+1Xt+2} = BuZ(1+p) (52‘762 + 811 = 18w + 52M2)
+ (g + 02) (14 38)ul + 287 (i + 02)) + 287 e
+he(1+ 8) (18](1 = 18) Elerle]] + B2E [€]]) (2.77)

+Bue(1+ B)°E [€]]

2.5.1. Distribucion asintdtica de la funcion de autocovarianza

y autocorrelacion muestral

Los estimadores que se estudian para la funcién de autocovarianza y(h) y la funcién

h
de autocorrelacién, p(h) = %, a partir de las observaciones Xi, Xo,---, X, del
8
proceso INMAG(1), tienen las siguientes expresiones:
1 n—h
%(h):ﬁ (X; — X0)(Xen — Xp), h=0,1,2,---
t=1
' (h)
R Fnlh
pn(h) = = )
¥ (0)

n
. . - 1
respectivamente, siendo X,, = — E X
n
t=1
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Si los momentos del proceso INMAG(1) definidos por las ecuaciones (2.68)-(2.78)

existen y son finitos; y ademads, si E[X;] = p es conocido, se define

n

ulh) = = S (X = ) (Xewn = 1)

t=1

y se obtienen, entonces, los siguientes resultados.

Lema 2.11. Sea {X;,t = 0,41,+2 ---} un proceso estocdstico estacionario IN-

MAG(1) y E [¢f] < 00, E [|e]F] < 00, para k =1,2,3, F [e]e]] < oo, entonces,

(i) lim nV [X,] = (L+B)%02 +181(1 = By + 280?
( 1
> EXu(Xpys — ) (Xipins — )]
i=0

2

(i1) im nCov(X,, An(h)) = + Z E[(Xe — 1) (Xps1 — W) Xpwi] —4py(1),  h=1

n—oo i=1

28 [ X (X, — U)z] + B [X( X1 — N)Z]

( +E[(X; — p)*Xia] = 3un(0),  h=0.

Demostracién.

Se observa que:

E[x] - (ZE X2+ 2nzfnsz[XtXtm)

t=1 t=1 j=1

Por la ecuaciones (2.68)-(2.70) se tiene que E [Yﬂ es igual a:
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B[R] == (4802 +1810~ 8 + (1 + )%2)
+2 (% - %) ((L+B)pe + B°0c) + (1 - % + %) (L+5)pe

Restando (E [yn])Q = (1 + B)*u?, después multiplicando por n y tomando limite

cuando n — oo en ambos lados de la tltima ecuacion, se sigue (i). Para (ii) se observa

que:

(2.78)

Restando E[X,|E[¥,(1)] = pvy(1), multiplicando por n en ambos lados de la ecuacién

(2.79) y después tomando limite cuando n — oo, se tiene (ii) para h = 1. El caso h = 0,
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se obtiene realizando calculos similares a los del caso h = 1. Las expresiones explicitas

de las esperanzas matematicas dentro de los sumatorios se obtienen utilizando las ecua-

ciones (2.68)-(2.78). m

Lema 2.12. Sea {X;,t = 0,4+1,£2,---} un proceso estocastico estacionario IN-
MAG(1)y F [eﬂ < oo, E [|et|k] <oo,parak=1,2,34,F [eﬂetﬂ < 0o, para j = 1,2,

entonces,

Z El(X; — 1) (X1 — ) (Xegs — 1))

Tim nCov(3u(h), () = 4
D Bl = 1) (Xows = 1) (X = o))

FE[(Xy = p0)*(Xea — )] = 49(0)y(1), h=1,1=0

1

23" E(X, — 1)2(Xisi — )2 = 3(1(0))%, h=1=0.

\ =0

Demostracion.
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Primero, se considera el caso h = [ = 1. Se observa que:

B3] = B [(X — p)(Xear — 4]

+% i(n — l)E [(Xt - N)(Xt—‘rl — M)(Xt—i-i — N)(Xt—i-i—&-l — /vb)]
- %E (X = 1) (Ko = )] + (v(1))* = (g B %) (v(1))?

+% (1 - %) E[(Xe = 1) (Xep1 = 1)*(Xeyz — )]

2 (1= 2) 106~ 1051~ S =10 )]

n

Restando E[7,(1)]E[¥,(1)] = (v(1))?, multiplicando por n y después tomando limite
cuando n — oo, se obtiene el resultado. Ahora, se considera el caso h = [ = 0, se

observa que:

B0 = 5 D00 0B [(X, 0 (X — 1] + 5 3 (n = )(3(0))
= 2> = DB [(X, — 0 (Kews — )]
+(1-2+ 2 ) ooy

Restando (7(0))?, después multiplicando por n y tomando limite cuando n — oo
en ambos lados de la ultima ecuacién, se obtiene el resultado. Finalmente, se considera

el caso h =1y [ =0, se observa que:
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Eln(1)7(0)] = =B [(X; = 1)*(Xi1 — )]
= (1= 1) B 105~ (X = )Xo =
+% : (1 _ %) E[(X — 1)*(Xepi — ) (Xeyin — )]
= ~E[(X, )’ (Xip1 — )]

Restando v(0)v(1), después multiplicando por n y tomando limite cuando n — oo
en ambos lados de la iltima ecuacién, se obtiene el resultado, esto completa la de-

mostracién del Lema 2.12. m

Las esperanzas matematicas indicadas en el Lema 2.12 se calculan utilizando las
ecuaciones (2.68)-(2.78). Ademads, si suponemos que ¢ tiene distribucién simétrica

respecto a cero, entonces las ecuaciones (2.68)-(2.78) resultan facil de calcular.

En el resto de este apartado se estudia la distribucion asintotica de las funciones de

autocovarianza y autocorrelacion muestral del proceso {X;,t = 0,+1,£2,--- } definido
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por la ecuacion (1.18). Para ello, se definen los siguientes vectores y matrices.

Sean,

L(1) = (Xu,7(0), 3(1)",

A

F(l) = (yna '?n(O)v 'S/n(l))Ta

L(1) = (1, 7(0),~(1))",

Vit Vig
V= (2.79)
Vih Vi

donde V es una matriz de dimension 3x3 con elementos

Vii = lim nV (Yn) ,

n—o0

o T
Vip = (h'm nCov (Xn,%(h))> . h=0,1,

n—oo

Vaa = lim nCov(Yu(h), (), h,1=0,1,

n—0o0

(2.80)

Los elementos de D se obtienen de la misma forma que se obtuvieron los elementos de

Dj, en el apartado 2.1.1.
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Teniendo en cuenta estas definiciones y los resultados de los Lemas 2.11 y 2.12, se

tienen los siguientes teoremas.

Teorema 2.16. Si {X;,t = 0,£1,4+2,---} es un proceso estocdstico estacionario

INMAG(1) y ¢ satisface las hipétesis de los Lemas 2.11 y 2.12, entonces

(1) % N(T(1),n V).

Demostracién.

La demostracion de este teorema es totalmente analoga a la del Teorema 2.4. m

Teorema 2.17. Sea {X;,t € Z} de la misma forma que en el Teorema 2.16,

entonces

Demostracién.

Idéntica a la demostracién del Teorema 2.2. m

Del Teorema 2.17, se observa que la media muestral y la funcién de autocovarianza
muestral tienen distribucién asintoticamente normal. Por lo tanto, se puede demostrar
que la funcién de autocorrelacion muestral, también se distribuye asintéticamente nor-

mal.

Teorema 2.18. Bajo las mismas hipotesis del Teorema 2.16, se tiene que:

R(1) 5 N (R(1),n 'DVD")

donde
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R(1) = (X (1),

R(1) = (u.p(1)"

V y D han sido definidas en las ecuaciones (2.80) y (2.81), respectivamente.

Demostracién.

Totalmente andloga a la del Teorema 2.3. m



Capitulo 3
Estimacion

El determinar un modelo apropiado INAR(p), INMA(¢), INARMA(1, q) o INMAG(q)
para representar una serie temporal estacionaria de valores enteros observada incluye
un numero de problemas relacionados. Por ejemplo, seleccionar el orden del proce-
so y la estimacion de los pardmetros, es decir, la media del proceso, los coeficientes
{oi, ; 11 =1,2,--- ,p;j =1,2,--- ,q} y la media y la varianza del proceso de inno-

vacion {e;,t € Z} .

En este capitulo se aborda el problema de la estimacién de pardmetros para algunos
modelos presentados en el capitulo 1. Al-Osh y Alzaid (1987) obtienen estimadores
de los parametros del tipo Yule-Walker, minimos cuadrados condicionales y méaxima
verosimilitud condicional para el proceso INAR(1) con distribucién marginal de Pois-
son. Du y Li (1991) obtienen estimadores de los pardmetros con el método de minimos

cuadrados condicionales para el proceso INAR(p) definido por ellos mismos.

A continuacién se obtienen estimadores de parametros con los métodos de Yule-
Walker, minimos cuadrados condicionales y maxima verosimilitud condicional para

el proceso INAR(1) con distribucién marginal geométrica. Se estudia, también, la

115
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distribucion asintética de dichos estimadores. Se obtienen estimadores de méxima
verosimilitud condicional para el proceso INAR(p) definido por Du y Li (1991). Por otra
parte, también se obtienen estimadores de los parametros por el método de los momen-
tos y por el método de los minimos cuadrados condicionales para el proceso INMAG(1)
con distribucién geométrica desdoblada. Por ultimo se ajusta el modelo INMAG(1) a
la primera diferencia regular de las series temporales: convulsiones epilépticas (Figura

1.1) y al nimero de infecciones por Staphylococcus aureus (Figura 1.3).

3.1. Estimacion de parametros del proceso INAR(1)

con marginal geométrica

En esta seccion se presentan varios métodos de estimacion de parametros del modelo
INAR(1) y se obtiene su distribucién asintética, cuando la sucesién {X;,t € Z'} tiene
distribucion marginal geométrica de parametro v, para todo t. Primero se presentan
los estimadores de Yule-Walker, en segundo lugar, los estimadores minimos cuadrados

condicionales y por tltimo, los estimadores de méaxima verosimilitud condicional.

3.1.1. Estimadores Yule-Walker

Dado un conjunto de observaciones { Xy, X1, Xs, -+, X,,} del proceso estacionario
INAR(1), se pueden obtener estimadores del tipo Yule-Walker para los parametros de
dicho proceso. Recordemos que para el proceso INAR(1) la funcién de autocorrelacién

de primer orden es igual a « (p(1) = «). Por lo tanto, el estimador de « esté dado por:
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Ademas, bajo la hipotesis de que X; tiene distribucion geométrica de parametro v,

entonces el estimador 7 de v esta dado por:

. ., A~ ~NT . . . ., . s, .
A continuacién se demuestra que (7, &) tiene distribucién asintética normal. Para

ello, se definen las siguientes matrices:

Sean,

donde v(0) = V[X;] =

V11 Vi2 V13
!
V' = Vo1 Vg2 Va3

V31 U3z V33

donde los elementos de V"’ estan dados por:
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v 1+«
U= 2 \1—«a

72+ 37+ a(2 — av))

V12 =

v3(1 — a?)
2V _
Uiy = m(l +a+a’D)
v — —_— — —_—
Ugg = m@wﬂ/(l +7) +2(1 + 67 + 7?))
jqe’

) (3(1+7(4 4 D)) + 2007(1 + 30) — o*(1 + V* + 47?))
Vg3 = ﬁ [(1 +a)(1+7+av) +2av (4 + 20 + 307 + bav — 042)]

Corolario 3.1. Bajo las mismas hipotesis del Teorema 2.1,

A~

Vi@ —6) % N, W)
donde = (,8)", 0 = (v,0)" y W = D, V'DT .

Demostracién.

Trivial, es consecuencia del Teorema 2.3. m

3.1.2. Estimadores de minimos cuadrados condicionales

Para el proceso INAR(1) definido por la ecuacién (2.3), se tiene que:

(1 —
B[ Xe/Xi1] = aXy 1 + u: v=1-w.
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Supongamos que se han observado Xy, X3, -+, X,, de un proceso estocastico esta-
cionario INAR(1), entonces, los estimadores de minimos cuadrados condicionales de «

y v son los valores que minimizan:

n

Qo,v) =Y (X, = Boo[Xi/X11])° (3.1)

t=1

con respecto a a y v. Diferenciando la ecuacién (3.1) con respecto a « y v e igualando

a cero se tiene:

n

v vX -«
Z (XtXt—l — OéXt271 — ;(1 — 20[)Xt_1 — 7t> = —’I’Lﬁ2 ( 5 ) (32)

t=1

nv(l — «)

Un simple tratamiento algebraico en las ecuaciones (3.2) y (3.3) nos lleva a las

siguientes expresiones explicitas para los estimadores de « y v:

n Z X X1 — Z Xy Z X
t=1 t=1 t=1

& - n n 2
DI
t=1 t=1
y
o n(1 - )

dXi—a) Xig+n(l-a)
t=1 t=1
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Para obtener la distribucién asintética de (&, )7 los estimadores minimos cuadra-

dos condicionales, se definen las siguientes matrices:

V11 V12
V =
V21 V22
y
W11 W12
W =
W21 W22

donde los elementos de V' estan dados por:

[OF[X,/X,1]]" 1—v
i p PR Xe] =
[OF[X,/X,_1] OE[X,/X;_1]]
vig= K [étéétl]. [51//t1] =0
[OF[X,/X,_1] OE[X,/X;_1]]
vy = K [at,//tl] [atéétl] =0
L [0E[X,/X,1] OE[X,/X,1]]  [(1—a)’
Voo — E . =
ov ov V2

y los elementos de W son:
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7(1—a)\? 7\
wyp = E Xy —aX; — T X1 — ;

wp = E (Xt—aXt—l—MY(‘l;a (XH_;))]

W91 = W12

Woo = E

(Xt e ﬁ(ly—a)>2 <1V—2a>2]

Después de realizar algunas operaciones algebraicas y utilizar la hipdtesis de que
X, tiene distribucién geométrica de parametro v se obtienen las expresiones explicitas

para los elementos de W:

7(1—a)(a+7+ avp)

Wi = A
e — av(l — «a)?

L
Wa1 = Wi2

_ (1=a\* (P(l-a?)
e ( Z ) ( v )

Ahora, la matriz de covarianza limite (V'WV~!) est4 dada por:

1_ — _
(1—-a)(a+7+ avp) o

-1 -1 v
VoWV = .,
) (14 a)

l—«

—Qv
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Corolario 3.2. Sea {Xy, X1, -+, X,} un conjunto de observaciones del proceso

estocastico estacionario INAR(1) con distribucién marginal geométrica de pardmetro

v, entonces, los estimadores (&,7)? de minimos cuadrados condicionales de (a,v)T,

tienen distribucion asintética normal, esto es,

Vn(d—60) L N, VWV

donde 0 = (&, 2)T y 0 = (o, v)7.

Demostracidn.

Es consecuencia del Teorema 3.2 de Klimko y Nelson (1978).

3.1.3. Estimadores de maxima verosimilitud condicional

A continuacién se consideran los estimadores de maxima verosimilitud condicional
de a y v cuando Xy = 1z es observada, en este caso la funcién de verosimilitud

condicionada a que Xy = z¢ es de la forma:

L(x,a,v/x0) = [ [ Pxoyx, . (a0) (3.4)

donde x = (on,l’l, e 7'T7l) y

PXt/Xt—l (xt) =

T . P
( bt—1 )OZZ(]_ _a)xt,1+l Y7 z’ Ty > T
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donde

P;(t/thl(l‘t) = < Ti—1 ) ai(1 — q)T-1Hl=iy g

Tomando logaritmos en ambos lados de la ecuacién (3.4) y diferenciando con respecto

a a y v se tiene:

( n 4 ]
] Al +z,) + P 1)
( ( ki 7: LD —a(l+ xt—1)> y T < Tp

a(l —a) — A+ P)/Q/Xt_l(xt)
S, =
1 n P! L)t
)ft/X’H( 2 —a(l4+z4) |, Ty > Tp_q
\ a(l —a) — PXt/Xt_l(xt)
donde

Ty

A= ( Ti—1 >a-77t+1(1 _ a)xt—l_l’t
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(1 Pryx, () (vi+ v —vwy) <
— ; t > Lt—1
A -+ P)/(t/thl (I’t>

1 n (P)/(t/Xt—l (.I‘t)Vi

+ T —vay) |, x> x
P)/(t/Xt—l (xt) )

Los estimadores de maxima verosimilitud condicional de o« y v se obtienen re-
solviendo las ecuaciones de verosimilitud S, = 0 y S, = 0 por métodos numéricos.
Se observa que dichos estimadores no son facilmente manejables, mientras que si el
proceso INAR(1) tiene distribucién marginal de Poisson (Al-Osh y Alzaid (1987)) sélo

hay que resolver una de las ecuaciones de verosimilitud por métodos numéricos.

La estimacion de la matriz de covarianza asintética para estimadores de los paramet-
ros puede obtenerse calculando la segunda derivada de la funcién de verosimilitud, pero
estas derivadas no tiene expresiones manejables. Por otra parte, utilizando los resulta-
dos de Sprott (1983) los estimadores de méxima verosimilitud condicional (&, ) tienen

distribucién asintética normal.

Ahora, sea X = (Xy, X1, -+, X,,) una muestra de (n + 1) observaciones del proce-
so estocastico estacionario INAR(1) con marginal geométrica, entonces la funcién de

verosimilitud exacta puede escribirse como:

L(x,a,v) =v(l —v)™ H Px,/x,_, (%) (3.5)

t=1

Tomando logaritmos en ambos lados de la ecuacién (3.5) y diferenciando con respecto a
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a v v se obtienen las ecuaciones de verosimilitud exacta y éstas se resuelven utilizando
métodos numéricos para obtener los estimadores de oy v. En el siguiente apartado se
hace un estudio de simulacién y se obtienen estimadores del tipo Yule-Walker, minimos

cuadrados condicionales y maxima verosimilitud condicional.

3.1.4. Estudio de simulacion

Para evaluar la fiabilidad de los métodos de estimacion de parametros presentados
anteriormente, se hace un estudio de simulacién del proceso INAR(1) con marginal
geométrica de pardmetro v. El valor inicial Xy, = x¢, se elige igual a (1 — v)/v
(parte entera) media del proceso. La simulacién se realiza utilizando la libreria IM-
SL para generar valores aleatorios de las distribuciones B(X;_1, ), B(1,1—«a) y G(v),
(B:binomial, G:geométrica), con semilla (iseed =8676739 completamente aleatorio).
El experimento se realiza para muestras de tamano, n = 50, 75,100, 150, 200, para
diferentes valores del parametro a« = 0,1,0,3,0,5,0,7,0,9 y v = 0,4. También, para
v = 0,6 se considera a = 0,1, 0,3. Para obtener los estimadores de oo y v con el méto-
do de méxima verosimilitud condicional se utiliza la subrutina NEQNF de la libreria
IMSL. Se hacen 200 replicaciones en cada muestra para cada posible combinacién de
a 'y v; se obtiene el sesgo medio y error cuadratico medio (ECM) para los estimadores

de los pardametros.

Los resultados de la simulaciéon para v = 0,4 se presentan en las TABLAS 3.1,
3.2 y 3.3 las cuales muestran, respectivamente, los métodos de Yule-Walker (Y-W),
minimos cuadrados condicionales (MCC) y méaxima verosimilitud condicional (MVC)
para diferentes valores de a. Para v = 0,6 y a = 0,1,0,3 en las TABLAS 3.4, 3.5y 3.6

las cuales muestran, respectivamente, los métodos de Y-W, MCC y MVC.
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TABLA 3.1

Sesgo y Error Cuadratico Medio de a¢ y v (v = 0.4)

sesgo de & sesgo de v ECM(&) ECM(?)

- 0.01150 0.00292  0.00510 0.00085
- 0.00707 0.00060  0.00435 0.00127
- 0.01719 0.00516  0.00393 0.00252
- 0.02469 0.02358  0.00199 0.01052

n «Q Y-W Y-W Y-W Y-W
50 0.1 - 0.03824 0.00845 0.02136 0.00227
0.3 -0.05350 0.01012 0.02141 0.00363
0.5 - 0.06695 0.01591  0.02199 0.00653
0.7 -0.08098 0.02636  0.02022 0.01259
09 -0.11574 0.09614  0.02473 0.04189
75 0.1 - 0.02844 0.00541 0.01421 0.00175
0.3 -0.02925 0.00876  0.01461 0.00257
0.5 -0.03385 0.00702  0.01488 0.00348
0.7 -0.05522 0.01850  0.01307 0.00704
09 -0.07794 0.05975  0.01486 0.02747
100 0.1 -0.01128 0.00336  0.01107 0.00107
0.3 -0.02156 0.00516  0.01060 0.00169
0.5 -0.02161 0.00341 0.01084 0.00291
0.7 -0.03954 0.01160  0.00918 0.00492
0.9 -0.05960 0.06127  0.00788 0.02494
150 0.1 - 0.00569 0.00399  0.00635 0.00074
0.3 -0.01543 0.00211  0.00744 0.00119
0.5 -0.00993 0.00245 0.00670 0.00180
0.7 -0.02820 0.00568  0.00517 0.00310
0.9 -0.03739 0.03798  0.00361 0.01562
200 O. - 0.00490 0.00320  0.00487 0.00058
0.
0.
0.
0.

OJOtWwrH—
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TABLA 3.2

Sesgo y Error Cuadréatico Medio de a¢ y v (v = 0.4)

sesgo de & sesgo de v ECM(&) ECM(?)

n o« MCC MCC MCC MCC
o0 0.1  -0.03800 0.00845  0.02212 0.00226
0.3 -0.04830 0.00940  0.02133 0.00365
0.5 -0.04904 0.01279  0.02153 0.00678
0.7 -0.06124 0.02259  0.01753 0.01314
0.9 -0.08312 0.08936  0.01681 0.05346
7 0.1 -0.02834 0.00536  0.01449 0.00176
0.3 -0.02555 0.00831  0.01477 0.00257
0.5 -0.02742 0.00587  0.01548 0.00363
0.7 -0.04219 0.01524  0.01089 0.00678
0.9 -0.05787 0.06609  0.00955 0.04417
100 0.1  -0.01033 0.00330  0.01121 0.00107
0.3 -0.01717 0.00466  0.01071 0.00167
0.5 -0.01605 0.00254  0.01051 0.00293
0.7 -0.03177 0.01005  0.00795 0.00499
0.9 -0.04525 0.05848  0.00586 0.02847
150 0.1  -0.00493 0.00392  0.00650 0.00074
0.3 -0.01391 0.00204  0.00747 0.00119
0.5 -0.00567 0.00176  0.00655 0.00181
0.7 -0.02328 0.00443  0.00470 0.00317
0.9 -0.02923 0.03524  0.00281 0.01604
200 0.1  -0.00443 0.00315  0.00492 0.00058
0.3 -0.01014 0.00275  0.00512 0.00084
0.5 -0.00484 0.00025  0.00431 0.00128
0.7 -0.01320 0.00404  0.00390 0.00253
0.9 -0.01997 0.02189  0.00169 0.01092
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TABLA 3.3

Sesgo y Error Cuadratico Medio de a¢ y v (v = 0.4)

sesgo de & sesgo de v ECM(&) ECM(?)

- 0.00215 0.00269  0.00211 0.00076

0.00207 0.00249  0.00158 0.00111
- 0.00219 0.00393  0.00095 0.00205
- 0.00417 0.02607  0.00039 0.00967

n o« MVC MVC MVC MVC
50 0.1  -0.00284 0.00812  0.00813 0.00228
0.3 -0.01010 0.00879  0.00930 0.00360
0.5 -0.00814 0.01432  0.00734 0.00576
0.7 -0.00940 0.02311  0.00349 0.01102
0.9 -0.01697 0.06671  0.00370 0.04655
7 0.1  -0.00644 0.00561  0.00685 0.00173
0.3 -0.00244 0.00795  0.00656 0.00247
0.5 -0.00282 0.00804  0.00487 0.00302
0.7 -0.00777 0.01330  0.00228 0.00588
0.9 -0.01066 0.05043  0.00312 0.02761
100 0.1 - 0.00169 0.00369  0.00518 0.00104
0.3 -0.00355 - 0.00480 0.00467 0.00166
0.5 -0.00302 0.00439  0.00339 0.00256
0.7 -0.00769 0.00691  0.00152 0.00404
0.9 -0.00957 0.06432  0.00121 0.02593
150 0.1  -0.00148 0.00407  0.00380 0.00072
0.3 -0.00237 0.00192  0.00303 0.00114
0.5 0.00299 0.00392  0.00200 0.00163
0.7 -0.00489 0.00402  0.00110 0.00239
0.9 -0.00621 0.03952  0.00053 0.01479
200 0. 0.00126 0.00336  0.00275 0.00057
0.
0.
0.
0.

OJOtWwrH—




3.1. ESTIMACION DE PARAMETROS DEL PROCESO INAR(1) 129

TABLA 3.4

Sesgo y Error Cuadratico Medio de & y v (v = 0,6)

sesgo de & sesgo de v ECM(&) ECM(?)

n o« Y-W Y-W Y-W Y-W
50 0.1  -0.02357 0.00331  0.01931 0.00346
0.3 - 0.05052 0.01259  0.02167 0.00443
75 0.1  -0.01898 0.00106  0.01284 0.00208
0.3 -0.03264 0.00980  0.01473 0.00319
100 0.1 - 0.00755 0.00003  0.01445 0.00148
0.3 -0.02242 0.00849  0.01194 0.00265
150 0.1  -0.00326 -0.00123  0.00625 0.00105
0.3 -0.01765 0.00286  0.00716 0.00167
200 0.1  -0.00541 0.00000  0.00534 0.00086
0.3 -0.01299 0.00531  0.00675 0.00125

TABLA 3.5

Sesgo y Error Cuadratico Medio de & y v (v = 0,6)

sesgo de & sesgo de v ECM(&) ECM(p)

n o« MCC MCC MCC MCC
50 0.1  -0.02191 0.00277  0.01966 0.00349
0.3  -0.04467 0.01076  0.02152 0.00447
7 0.1 -0.01804 0.00071  0.01287 0.00208
0.3 -0.02624 0.00791  0.01523 0.00316
100 0.1 - 0.00528 0.00024  0.01142 0.00149
0.3 -0.01941 0.00754  0.01167 0.00266
150 0.1  -0.00230 - 0.00146  0.00637 0.00105
0.3 -0.01517 0.00218  0.00709 0.00166
200 0.1  -0.00446 - 0.00015  0.00534 0.00086
0.3 -0.01098 0.00476  0.00677 0.00126
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TABLA 3.6

Sesgo y Error Cuadratico Medio de & y v (v = 0,6)

sesgo de & sesgo de v ECM(&) ECM(?)

n o« MVC MVC MVC MVC
50 0.1 0.00313 0.00356  0.01001 0.00344
0.3 -0.01504 0.00993  0.01379 0.00439
75 0.1 -0.00131 0.00103  0.00714 0.00207
0.3 -0.00217 0.00840  0.00944 0.00308
100 0.1 0.00572 0.00019  0.00637 0.00148
0.3 -0.00277 0.00740  0.00767 0.00263
150 0.1 0.00594 - 0.00101  0.00454 0.00104
0.3 -0.00196 0.00227  0.00412 0.00166
200 0.1  -0.00049 0.00011  0.00388 0.00085
0.3 0.00013 0.00425  0.00357 0.00122

De la TABLA 3.1 (método de Yule-Walker) se observa que el sesgo de & siempre es
negativo, en contraste con el sesgo de . Por otra parte, el error cuadratico medio de

& es mayor que el de v, excepto para a = 0,9

Ahora, de la TABLA 3.2 (minimos cuadrados condicionales) se observa que, el com-

portamiento del sesgo de & y I es exactamente igual al del método de Yule-Walker.

Finalmente, de los resultados de la TABLA 3.3 (méxima verosimilitud condicional)
se observa que el sesgo de & es negativo en 22 casos, mientras que, el sesgo de ¥ es
positivo en 24 casos. Por otra parte, el error cuadratico medio de & es siempre més
grande que el error cuadratico medio de © para a« = 0,1,0,3 y 0,5, en contraste con los

valores de o = 0,7 y 0.9.

En las TABLAS 3.1, 3.2, 3.3 se observa que la magnitud del sesgo de &, v y el
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error cuadratico medio de © aumenta cuando se incrementa o (o = 0,7,0,9), con los
tres métodos de estimacién; excepto el error cuadratico medio de & con los métodos
de Yule-Walker, maxima verosimilitud y tamanos muestrales n = 50 y 75. También,
como se esperaba, la magnitud del sesgo y error cuadratico medio estan reciprocamente

relacionados con el tamafio muestral.

Comparando los tres métodos de estimacién en relacién con los resultados de la
simulacién (TABLAS 3.1-3.3), éstos podrian ordenarse de la siguiente forma, el primero
podria ser el método de la maxima verosimilitud condicional, el siguiente el de los mini-

mos cuadrados condicionales y por tltimo el método de Yule-Walker.

Con el fin de analizar si existe una variacion significativa en el sesgo y ECM al in-
crementar el parametro v en un 20 por ciento, se presentan las TABLAS 3.4, 3.5y 3.6
en las cuales se consideran unicamente los valores de a« = 0,1 y 0,3, ya que, este mode-

lo es 1til cuando se tienen series temporales de valores enteros no negativos y pequenos.

Comparando los resultados de las TABLAS 3.1 y 3.4, se observa que, en general,
no existe ninguna diferencia significativa, excepto cuando v = 0,6, n = 150 y a = 0,1
que el sesgo de I es negativo. Ahora, comparando los resultados de las TABLAS 3.2
y 3.5 del métodos de minimos cuadrados condicionales, se observan resultados simi-
lares en ambas TABLAS, finalmente, en las TABLAS 3.3 y 3.6 del método de maxima
verosimilitud condicional, no se observan diferencias significativas en el sesgo ni en el

ECM.

Segun los resultado, de las TABLAS 3.4-3.6 se observa que, si a es menor o igual
que 0.3, no existen variaciones significativas en el sesgo ni en el error cuadratico medio

con los métodos de Yule-Walker y el de minimos cuadrados condicionales. Por otra
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parte, una vez mas se observa que con el método de maxima verosimilitud condicional

se obtienen resultados notablemente mejores.

3.2. Estimacion de los parametros del proceso INAR(p)
con marginal de Poisson

El proceso INAR(p) ha sido estudiado por Alzaid y Al-Osh (1990) y Du y Li (1991),
se presentd un breve resumen de éste en el apartado 1.3.3 donde se constaté la difer-
encia entre el modelo introducido por Alzaid y Al-Osh y el modelo definido por Du y
Li. En esta seccion se estudian los métodos de estimacién de parametros, de minimos

cuadrados condicionales y de maxima verosimilitud condicional para el proceso definido

por Du y Li (1991).

Como se vio en el apartado 1.3.3 la ecuacién en diferencias del proceso INAR(p)

esta dada por:

p
Xi=> a0X,;j+e¢ parat=0+1+2 - (3.6)
=1

De la ecuacién (3.6) es obvio que los estimadores de minimos cuadrados condicionales
del proceso INAR(p) coinciden con los del proceso AR(p) estandar. Sin embargo,
el problema de estimacién de méxima verosimilitud condicional es mas complicado.
Por ejemplo, la probabilidad condicional de X; dado X; 1 = x;1, X4 o = 49,
-+, Xy—p = x4_p, en el proceso INAR(p) es la convolucién de la distribucion de ¢, y las
binomiales con pardmetros (z;-1, 1), (Ti—2, @2), - -+ , (T4—p, ), respectivamente, mien-
tras que en el proceso AR(p) esta distribucion estd determinada por la distribucion del

ruido generado por el proceso.
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3.2.1. Estimadores de minimos cuadrados condicionales

El método de minimos cuadrados condicionales para el proceso INAR(p) ha sido
estu-diado por Du y Li (1991). Aqui se presenta un breve resumen de dicho método y
algunas propiedades asintéticas para los estimadores de los parametros. Este método
serd comparado con el de maxima verosimilitud condicional a través de un estudio de

simulacion.

En el modelo INAR(p) se tiene que, dado (X1, Xy—o, -+, Xt—,) v €&, X; sigue
siendo una variable aleatoria. La media condicional de X, dado (X;_1, X;—o, -+, Xi—))

esta dada por:

E(X/(Xim1,- -, Xip) = Xig+ X o+ -+ X+ A

= g(e, (Xt—ly e 7Xt—p))7

donde 6 = (a1, a9, - ,a,, )T son los pardmetros a estimar. El procedimiento de
estimacion se basa en minimizar la suma de las desviaciones al cuadrado respecto a la
media condicional. Asi, los estimadores minimos cuadrados condicionales para 6 son

los valores que minimizan:

n

(X = BIX/ (X, X)) (3.7)
t=p
Diferenciando la ecuacién (3.7) con respecto a 6; parat=1,2,--- (p+ 1) e igualando

~

a cero se obtienen los estimadores de minimos cuadrados condicionales, 6;.
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Por otra parte, es facil verificar que las funciones

dg 0%g Dg
T o0, 00,0, 7 090,00,00,

existen y son continuas para todo ¢, 5,k =1,2,--- ;.p,p+ 1y
E(X; — E(X; — E — .
{( = 95| <o {( T 96, 96, | =

Ahora, por el Teorema (3.1) de Klimko y Nelson (1978) los estimadores minimos
cuadrados condicionales son consistentes. Ademés, se observa que F(|¢;|*) < oo, cuando
¢ tiene distribucién de Poisson, entonces por el Teorema (3.2) de Klimko y Nelson, 0

tiene distribucién asintética normal, esto es,

v —0) L N, VWY

donde 6 = (dy,da, - ,d,, A)T son los estimadores de pardmetros y V es una matriz

(p+ 1)x(p + 1) con elementos

|99 Og
UZ] =F |:8918—0]

:|7 Z?j:17277p+1

y los elementos de W estan dados por:

2 99 99
09, 06

A continuacién se obtienen los estimadores de mdxima verosimilitud condicional

para el proceso INAR(p).
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3.2.2. Estimadores de maxima verosimilitud condicional

En esta seccién se presentan los resultados de Al-Osh y Alzaid (1987) para el proceso
INAR(1) con marginal de Poisson y luego se obtienen los estimadores de los parametros

para el proceso INAR(2) definido por Du y Li (1991).

Supongamos que X, es observada, en este caso la funciéon de verosimilitud condi-

cionada a que Xy = xqg es de la forma:

L(x,a,\/zg) = HPXt/Xt () (3.8)
donde x = (zg, 21, ,x,) ¥

min(Te—1,Tt)

Ti— i w11 €
prsscter =5 (0 a2

—)\)\xt—i

Tomando logaritmos en ambos lados de la ecuacién (3.8) y diferenciando con

respecto a a y A se tiene:

e Xn: (xt —amyq — N2 X“(wzx_t)l)> (3.9)

—1 PXt/Xt—l

Z (P);;X/X 1(9;)1)) - (3.10)

=1

Realizando simples operaciones algebraicas en el sistema de ecuaciones de verosimi-

litud condicional S, = 0y S\ = 0, tenemos que:
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th =« th_l + nA. (3.11)
t=1 t=1

La ecuacién (3.11) puede ser utilizada para eliminar uno de los pardmetros, digamos
a, entonces S) se puede escribir como una funcién tnicamente de A y el estimador de
maxima verosimilitud condicional de A\ se obtiene utilizando métodos numéricos para
resolver S. Una descripcién mas detallada del método de maxima verosimilitud para
el proceso INAR(1) con distribucién marginal de Poisson se encuentra en Al-Osh y

Alzaid (1987).

A continuacién se aplica el método de méaxima verosimilitud condicional al proceso
INAR(2) definido por Du y Li (1991). La probabilidad condicional de X; = z; dado

X1 =m4_1, Xy o = 149, tiene la siguiente estructura:

Pxyyxi s xoa(10) = P(Zy = i)P(Zy = j)P(e; = w—i—j) (3.12)

donde las variables Z; y Z; tienen distribucién binomial con pardmetros (z;_1,a4) y

(242, ), respectivamente y ¢, tiene distribuciéon de Poisson con pardmetro .

La funcién de verosimilitud condicional de (ay, ag, A) dado X y X; puede escribirse

CcOomao:

L(Oél, 9, /\, X/Jfo, I1> == H PXt/Xz_Q,Xz_l(It) (313)

t=2

Tomando logaritmos en ambos lados de la ecuacién (3.13) y diferenciando con res-

pecto a aq, as v A se tiene:
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1 " (P T4)i
Sal _ < Xt/Xz—Q,Xz—1( t) _alxtl)

Oél<1 — 051) —2 PXt/Xt—%thl(xt)

g - 1 a (PXt/Xt%th('xt)j )
vy = —————— — QT2
as(1 — ay) — Px,/x 0%, (Tt)

1 n PXt/Xt72,Xt,1 (It>(§(jt — 7 — ,])
S =+ B
)\ t=2 PXt/Xt—2,Xt,1(xt)

Realizando simples operaciones algebraicas en S,, y S, se obtiene:

{ Xt/ Xt—2,X¢—1 (~73t)(z + j) } —_— Z Ti_q + Qo Z Ti_o (314)
t=2 1=2

— Pxojxi,x00 (@)
Ahora, utilizando la ultima ecuacién y S, = 0 se obtiene A en términos de oy y aa,

esto es,

n

D (= oy — 0wy s)
\ = t=2

n—1
Por lo tanto, las ecuaciones S,, y S,, pueden escribirse como funciones tinicamente de
a1 v ao. Los estimadores de maxima verosimilitud condicional se obtienen utilizando

métodos numeéricos para resolver S,, y Sa,.

La estimaciéon de la matriz de covarianza asintética para estimadores de paramet-
ros puede obtenerse calculando la segunda derivada de la funcién de verosimilitud; y
utilizando los resultados de Sprott (1983). Los estimadores de méaxima verosimilitud

condicional del proceso INAR(2) tienen distribucion asintética normal.
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Por otra parte, el método de la maxima verosimilitud condicional se puede
generalizar para obtener estimadores de pardmetros del proceso INAR(p) definido por
Du y Li (1991). Para ello, hay que tener en cuenta que la probabilidad condicional de
Xidado Xy =21, Xy—o = 249, -+, X4—p = T4y, en el proceso INAR(p) es la con-
volucién de la distribucién de ¢; y las binomiales con pardametros (z;-1, a1), (12, a2),

-, (w4—p, ), respectivamente.

3.2.3. Estudio de simulacion

Para evaluar la fiabilidad de los dos métodos de estimacién, minimos cuadrados
condicionales (MCC) y maxima verosimilitud condicional (MVC), se hace una simu-
lacién del proceso INAR(2) para el caso en el que un elemento de X;_; tiene probabili-
dad a; de entrar al sistema en el tiempo ¢ y un elemento de X; 5 tiene probabilidad as

de entrar al sistema en el tiempo t. Los valores de Xy y X7 se eligen igual al valor espera-

A
l—a1—a2

do del proceso [ } (parte entera) y se supone que ¢, tiene distribucién de Poisson
con parametro A. La simulacién se realiza utilizando la libreria IMSL para generar los
valores aleatorios de las distribuciones binomiales con parametros (X;_1, 1) y (X;_2, aa),
respectivamente y semilla (iseed = 8676739). El experimento se realiza para tamanos

muestrales n = 50, 75, 100, 150 y 200 y diferentes valores de oy = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.8
y ()\ = 1,@2 = 0,1)

Los estimadores de maxima verosimilitud condicional de aq, as y A se obtienen uti-
lizando la subrutina NEQNF de la libreria IMLS. Se hacen 200 replicaciones en cada
muestra, para cada posible combinacion de los pardmetros y se calcula el sesgo medio
y el error cuadratico medio para los estimadores de los parametros. Los resultados de

la simulacién se describen a continuacion.
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TABLA 3.7, INAR(2)

Sesgo y Error Cuadratico Medio de a;, ay y A (A=1,a0=0,1)

~

sesgo de ai;  sesgo de dy  sesgo de A ECM(a;) ECM(as) ECM())

n o MCC MCC MCC MCC MCC MCC
50 0.1 - 0.02236 - 0.05077 - 0.09644 0.02181 0.02485  0.09623
0.3 - 0.03889 - 0.06188 0.16060 0.02426 0.02651  0.13810
0.5 - 0.04214 - 0.06125 0.02508 0.03106 0.02576  0.23377
0.7 - 0.03663 - 0.05905 0.45334 0.02821 0.02185  0.66223
0.8 - 0.05458 - 0.05550 1.06229 0.02425 0.02194  2.53523
7 0.1 - 0.01734 - 0.03383 0.07087 0.01284 0.01540  0.06542
0.3 - 0.02541 - 0.03867 0.11459 0.01616 0.01628  0.08417
0.5 - 0.01233 - 0.04952 0.16621 0.01764 0.01688  0.13215
0.7 - 0.02574 - 0.03618 0.32005 0.01484 0.01303  0.38557
0.8 - 0.03381 - 0.03878 0.68659 0.01361 0.01306  1.30000
100 0.1 - 0.01769 - 0.03804 0.07540 0.01256 0.01230  0.05494
0.3 - 0.01647 - 0.03932 0.09205 0.01167 0.01510  0.07365
0.5 - 0.00620 - 0.04110 0.12333 0.01076 0.01274  0.09122
0.7 - 0.02106 - 0.01921 0.18234 0.01019 0.00954  0.17904
0.8 - 0.02608 - 0.03384 0.52747 0.01147 0.01000  0.81745
150 0.1 - 0.01792 - 0.02257 0.05450 0.00847 0.00682  0.03348
0.3 - 0.01745 - 0.02541 0.07128 0.00819 0.00901  0.04010
0.5 - 0.00812 - 0.02759 0.09137 0.00748 0.00839  0.05959
0.7 - 0.01715 - 0.01171 0.13100 0.00719 0.00715  0.11404
0.8 - 0.01250 - 0.02270 0.32014 0.00686 0.00786  0.37995
200 0.1 - 0.00871 - 0.01612 0.03034 0.00542 0.00627  0.02502
0.3 - 0.01512 - 0.01582 0.05082 0.00617 0.00622  0.03082
0.5 - 0.00566 - 0.02296 0.07032 0.00623 0.00574  0.04566
0.7 - 0.00890 - 0.01543 0.10732 0.00488 0.00452  0.07962
0.8 - 0.00464 - 0.01945 0.21755 0.00482 0.00576  0.21485
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TABLA 3.8, INAR(2)

Sesgo y Error Cuadratico Medio de di, dy y A=1,a0=0,1)

~

sesgo de d; sesgo de dy  sesgo de A\ ECM(c;) ECM(d,) ECM())

MVC MVC MVC MVC MVC MVC

=
R

20 0.00886 - 0.00155 - 0.00265 0.01266 0.01197  0.05165
- 0.03044 - 0.01407 0.06898 0.01966 0.01073  0.08093
- 0.01999 - 0.02660 0.10832 0.01387 0.01050  0.13106
- 0.01290 - 0.00745 0.07280 0.00576 0.01154  0.25975

- 0.01272 - 0.00183 0.08780 0.00241 0.00858  0.79161

75 - 0.00078 - 0.00647 0.01557 0.00855 0.00849  0.04160
- 0.02147 - 0.01874 0.07372 0.01352 0.00799  0.05575

0.00263 - 0.02986 0.07887 0.00838 0.00925  0.08773
- 0.00606 - 0.00934 0.07040 0.00322 0.00783  0.21395

- 0.00707 - 0.01683 0.19013 0.00151 0.00787  0.67284

100 - 0.00207 - 0.01575 0.02755 0.00777 0.00705  0.03448
- 0.01671 - 0.01180 0.04560 0.00933 0.00732  0.04645

0.00328 - 0.02497 0.05912 0.00502 0.00806  0.06127
- 0.00744 - 0.00566 0.04617 0.00237 0.00595  0.14149

- 0.00806 - 0.01137 0.12191 0.00143 0.00557  0.42442

150 - 0.00780 - 0.01128 0.02767 0.00606 0.00490  0.02481
- 0.01624 - 0.01182 0.04646 0.00701 0.00573  0.02929
- 0.00013 - 0.02053 0.05276 0.00298 0.00554  0.04333
- 0.00334 - 0.00846 0.04255 0.00165 0.00434  0.07805
- 0.00118 - 0.01630 0.12942 0.00012 0.00370  0.29072
200 - 0.00410 - 0.00702 0.01330 0.00422 0.00485  0.01971

- 0.01257 - 0.00973 0.03634 0.00495 0.00469  0.02293

0.00238 - 0.01597 0.03332 0.00254 0.00381  0.02866
- 0.00029 - 0.01106 0.03858 0.00123 0.00385  0.07093
- 0.00308 - 0.00758 0.07966 0.00067 0.00338  0.24837

CELOL 0000 |1D0000 100000 00000
ONTILo = [0 OTW = [0t = [0 TTo = |00~ TTeo =

De la TABLA 3.7 (minimos cuadrados condicionales) se observa que el sesgo de dy
y G siempre es negativo, mientras que el sesgo de A es negativo unicamente cuando
a1 = 0,1 y n = 50. Por otra parte, de la TABLA 3.8 se observa que el sesgo de &; es
positivo en 4 veces y el sesgo de & siempre es negativo, respecto al signo del sesgo de

A ocurre lo mismo que en la TABLA 3.7.

También, se observa que la magnitud del sesgo y el error cuadratico medio de )\ con
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el método de MCC aumenta significativamente a medida que se incrementa «; de 0.7

a 0.8, sin embargo, esta diferencia no es apreciable en a; y as.

Por tultimo, comparando los dos métodos de estimacion en relacién con los resulta-
dos de la simulacién, se observa que con el método de méxima verosimilitud condicional

se obtiene mejores resultados.

3.3. Estimacion de los parametros del modelo IN-

MAG (1)

El modelo INMAG(1) fue estudiado en el apartado 1.4.1 y se obtuvieron algunas
propiedades bésicas del mismo. En esta seccién se presentan los métodos de los momen-
tos y minimos cuadrados condicionales, para estimar sus pardmetros. Se supone que

el proceso de innovacién tiene distribucién geométrica desdoblada con pardametro v, es

] v(1 —y)““'
decir, P(e, =0)=vy Ple, =k) = P(e, = —k) = ——5  para kE=41,42,---.

3.3.1. Estimadores por el método de los momentos

Dado un conjunto de observaciones {X;, X, -+, X,,} de un proceso estacionario
INMAG(1), se pueden obtener los estimadores de 3 y v a partir de las primeras dos

autocovarianzas muestrales de dicho modelo. Es decir,
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siendo X,, = Z X,
t=1

Si € tiene distribucion geométrica desdoblada con pardametro v, los estimadores de

B v v se obtienen de las siguientes expresiones:

De las expresiones anteriores se observa que los estimadores de § y v no tienen
expresiones explicitas, por lo tanto, hay que utilizar métodos numéricos para obtener

dichos estimadores.

3.3.2. Estimadores de minimos cuadrados condicionales

Dada las observaciones {Xo, X1, -+, X,} de un proceso estacionario INMAG(1)
se obtiene el estimador minimo cuadratico ﬂA de # minimizando la siguiente suma de

cuadrados:

n

> (Xi— BIX, /1))

t=2

donde [; = (X07X17 T ,Xt) y E[Xt/jtfl] = B(thl - E[thl/jth])
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Por otra parte, utilizando los resultados de la secciéon 8.8 (péagina 252) y el
Teorema 10.8.2 en Brockwell y Davis (1987), el estimador minimo cuadratico de (3

tiene distribucion asintoticamente normal, esto es:

6% N(B,V[E)

A

donde la varianza asintética V'] estd dada por:

VI = o2 (E[2Y]) 'n!

siendo Z; = ¢, — B ® Z;_4.

Se observa que:
EBlZ7] =V]e— O Z]
= V[Et] -+ V[B ® thl]

=02+ BVI[Z,a] + |BI(1 — [B) E[| Zi-1 ]

Ahora, iterando n veces, cuando n — oo se tiene:

21 _ ‘752 1B1(1 = [B])E[| Z:|]
ElZ] = 1 et T (3.15)
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Por otra parte,

Vie] =VI[Zi+B0O Zi ]

=VI[Z] + B*V[Z,1] + |8](1 — |B|) E[| Zi-1|) — 2Cov(Zy, f © Zy—1)

Se observa que:

—2Cov(Zy, B ® Zy—1) = —-2Cov(—B O Zy_1,86 Z;_1)
=2E[E((B® Z-1)*/Zi1]]
=2E[|B|(1 = 18D Ze-1| + B2 Z;1]

= 28|(1 = BN E(|Zi-1[] + 267V [ZeA]

Utilizando el resultado de la ultima ecuacién

Vle) = 0? = (1+38")V[Zi-] + 318|(1 = BN E[| Ze ). (3.16)

Ahora, relacionando las ecuaciones (3.15) y (3.16)
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Finalmente, se tiene que la varianza asintética de (3 es:

~

VI =n

Ahora, si ¢ tiene distribucién geométrica desdoblada de parametro v, entonces, el

estimador de dicho parametro se obtiene de la varianza residual, es decir,

(1-0)2-7)

192

S2 =

€

En el apartado 3.3.4 se incluye una aplicacion con datos reales utilizando el método

de minimos cuadrados para estimar f3.

3.3.3. Estudio de simulacién del proceso INMAG(1)

A continuacién se hace un estudio de simulacién del proceso INMAG(1) definido
por la ecuacién (1.18). Se supone que ¢, tiene distribuciéon geométrica desdoblada con
parametro v. Los estimadores, B y v de B y v, respectivamente, se obtienen mediante
el método de los minimos cuadrados condicionales. La simulacion se realiza utilizando
la libreria IMSL para generar los valores aleatorios de las distribuciones binomiales
con parametros (|e;_1|, 5) y geométrica desdoblada con parametro v = 0,2 con semilla
(iseed = 8676739). Para obtener los valores de €, se generan n valores de la distribu-
cién geométrica con pardmetro v = 0,2 y n valores aleatorios positivos y negativos, los
cuales indican el signo que le corresponde a ¢; para cada t. El experimento se realiza
para tamanos muestrales n = 50, 75, 100, 150 y 200 y diferentes valores de 5 = 0.1, 0.3,

0.5, 0.7 y 0.9. También, se considera la distribucién geométrica de parametro v = 0,4.

Los estimadores B y U se obtienen utilizando la subrutina UNLSF de la libreria

IMLS. Se hacen 200 replicaciones en cada muestra, para cada posible combinacién de



146 CAPITULO 3. ESTIMACION

los parametros § y v y se calcula el sesgo medio y el error cuadratico medio para
los pardmetros estimados. Los resultados de la simulacién (minimos cuadrados condi-

cionales) se presentan en la TABLA 3.9 para v = 0,2 y TABLA 3.10 para v = 0,4.

TABLA 3.9, INMAG(1)

Sesgo y Error Cuadratico Medio de (3 y o (v=10,2)

sesgo de 3 sesgo de o ECM(B)  ECM(D)
MCC MCC MCC MCC

0.00183 - 0.00998  0.02584 0.00100
0.00886 - 0.00848  0.02304 0.00101
0.01407 - 0.00489  0.01478 0.00094
0.03746 - 0.00604  0.01749 0.00101
0.05611 - 0.00477  0.01749 0.00090

- 0.01648 - 0.00506 0.01412 0.00059
- 0.01469 - 0.00363  0.01425 0.00066
0.00967 - 0.00253  0.01206 0.00067
0.00967 - 0.00253  0.01206 0.00067
0.03908 - 0.00109  0.00881 0.00054

- 0.00384 - 0.00347  0.01196 0.00051
0.00300 - 0.00274  0.01088 0.00050
0.01868 - 0.00226  0.00883 0.00039
0.03209 - 0.00032  0.00737 0.00046
0.05150 0.00092  0.00610 0.00046

50

75

100

150 - 0.00853 - 0.00300  0.00754 0.00030
- 0.00144 - 0.00069  0.00743 0.00026

- 0.01076 0.00048  0.00761 0.00029

0.02693 0.00127  0.00585 0.00024

0.05022 0.00123  0.00517 0.00028

200 0.00347 - 0.00306  0.00593 0.00024

- 0.00649 - 0.00073  0.00521 0.00022
0.00834 - 0.00081  0.00412 0.00019
0.03433 0.00127  0.00444 0.00022
0.04803 0.00080  0.00470 0.00023

CEOO0 0000 100000 100000 [OO0000
Ntk [oNUtwk [Nt~ (oot [oN;tw— (@
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TABLA 3.10, INMAG(1)

Sesgo y Error Cuadratico Medio de B y v (r=04)

sesgo de B sesgo de v ECM(5) ECM(7)
n f MCC MCC MCC MCC
50 0.1 0.00915 - 0.00878  0.02284 0.00209
0.3 0.01518 - 0.00370  0.02205 0.00195
0.5 0.03207 - 0.00052  0.02150 0.00195
0.7 0.05030 0.00038  0.01965 0.00191
0.9 0.01914 0.00198  0.01725 0.00195
75 0.1 -0.00206 - 0.00575 0.01491 0.00160
0.3 0.00342 - 0.00151 0.01517 0.00160
0.5 0.02404 0.00120  0.01349 0.00154
0.7 0.05921 0.00568  0.01295 0.00143
0.9 0.08576 0.00608  0.01345 0.00153
100 0.1  -0.01076 - 0.00453  0.01035 0.00126
0.3 0.00314 0.00005  0.01006 0.00118
0.5 0.02685 0.00339  0.01058 0.00116
0.7 0.06776 0.00604  0.01203 0.00123
0.9 0.08441 0.00623  0.01321 0.00122
150 0.1  -0.00527 -0.00139 0.00927 0.00097
0.3 0.00936 0.00286  0.00889 0.00097
0.5 0.03197 0.00729  0.00764 0.00096
0.7 0.06521 0.00880  0.00922 0.00094
0.9 0.07954 0.00796  0.00960 0.00093
200 0.1 0.00420 - 0.00042  0.00475 0.00065
0.3 0.01889 0.00417  0.00499 0.00062
0.5 0.03693 0.00711  0.00562 0.00063
0.7 0.05938 0.00877  0.00726 0.00071
0.9 0.07819 0.00894  0.00840 0.00069
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De la TABLA 3.9 (minimos cuadrados condicionales) se observa que el sesgo de B es

negativo en 7 de los 25 casos, mientras que el sesgo de ¥ es negativo 19 veces. Respecto

a la magnitud del sesgo se observa que: en general la magnitud del sesgo de © disminuye

en mas de la mitad con respecto a la de 3. Por otra parte, el error cuadratico medio

de 7 mantiene un comportamiento estable para todo n > 75 y para todo (3, mientras

que el error cuadratico medio de S mantiene un comportamiento estable a partir de

n>100y 8> 0,5.
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De los resultados de la TABLA 3.10 se observa que el sesgo de B es negativo en
3 de los 25 casos y el sesgo de v es negativo en 8 casos. También, se observa que la
magnitud del sesgo de 7 disminuye en més de la mitad con respecto a la de B , este

mismo comportamiento se observa en el error cuadratico medio.

Ahora, comparando los resultados de las TABLAS 3.9 y 3.10 se tiene que la mag-
nitud del sesgo de B con (v = 0,4), aumenta cuando § = 0,5,0,7,0,9 y n > 75. Este
mismo comportamiento se observa para la magnitud del sesgo de © a partir de n = 100.
Por otra parte, el error cuadratico medio de B y ¥ aumenta cuando se incrementa v de

0.2 a0.4.

3.3.4. Aplicacién practica del modelo INMAG(1)

En esta seccion se ajusta el modelo INMAG(1) a la diferencia primera de las series
temporales: convulsiones epilépticas por dia para un paciente, presentada en la figura
1.1 y nimero de infecciones mensuales por Staphylococcus aureus presentada en la figura

1.3.

La serie temporal de convulsiones epilépticas no parece que tenga un comportamien-
to estacionario, sin embargo, la funcién de autocorrelaciéon podria sugerir la necesidad
de un modelo tipo ARIMA(0,1,1)(figura 3.1). Al aplicar una diferencia a dicha serie
temporal, se observa que la serie temporal resultante (figura 3.2) puede ser descrita a
través de un modelo INMAG(1), puesto que, la funcién de autocorrelacion sélo tiene

un valor significativamente distinto de cero en el primer retardo (figura 3.3)

Los estimadores de [ y v se obtienen utilizando el método de minimos cuadrados
condicionales y la subrutina UNLSF de la libreria IMLS. El modelo ajustado es el

siguiente:
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Figura 3.1: Funcién de autocorrelacion para la serie temporal convulsiones epilépticas

| /\A/\ i AAA Il AAMMAAMA M\HAAMA ]
W ’VVVWU Il VVVVVVUVWU \IUVUVVVV ARl

Figura 3.2: Primera diferencia para la serie convulsiones epilépticas.

Xt = _0,8472 ® €t—1 + €t (317)

donde la varianza de B es igual a 0.0049 con un intervalo de confianza (-0.9844,-0.7100)
del 95% y {e;,t = 1,2,--- 203} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. con dis-

tribucion geométrica desdoblada de pardmetro v = 0,7.
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Figura 3.3: Funcion de autocorrelacion par la primera diferencia de la serie convulsiones

epilépticas.

Por otra parte, la funcién de autocorrelacién de los residuos para el modelo ajus-

tado a la serie de convulsiones epilépticas se presenta en la figura (3.4).

Ahora, se analiza la serie SARM. Obviamente, esta serie no presenta un compor-
tamiento estacionario; entonces, con el fin de volverla estacionaria se aplica la primera
diferencia a dicha serie temporal y se presenta en la figura 3.5, también se recoge su

funcién de autocorrelaciéon en la figura 3.6.

A partir de la funcién de autocorrelacion se observa que la primera diferencia de la
serie temporal SARM tiene un comportamiento estacionario con estructura INMAG(1).

El modelo INMAG(1) ajustado a dicha serie es:
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Figura 3.4: Funcién de autocorrelacién para los residuos del modelo (3.17)

20

OMVAM/\A AT AAH /\A [\A/\VAAAAA lAM AVAAVHV/\VAAA
LN LAY AU

V

-20

8 15 22 29 36 a3 50 57 ca 71 78 85 E3-} o9 106 113 120 127

Figura 3.5: Primera diferencia para la serie SARM.

X, =—04258® €1 + & (3.18)
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e

Figura 3.6: Funcion de autocorrelacién para la primera diferencia de la serie temporal

SARM.

donde la varianza de B es igual a 0.0078 con un intervalo de confianza (-0.5988,-0.2528)
del 95% y {e;,t = 1,2,--- 128} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. con dis-

tribucion geométrica desdoblada con parametro » = 0,25.

También, se incluye la funcién de autocorrelacién de los residuos (figura 3.7) para

el modelo ajustado a la primera diferencia de la serie temporal SARM.

Figura 3.7: Funcién de autocorrelacion de los residuos para la primera diferencia de la

serie SARM
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Se observa que la funcién de autocorrelacion de los residuos para la serie de convul-
siones epilépticas presenta valores significativos para los retardos 9 y 15, esto posible-
mente se deba a un comportamiento estacional en los datos. Mientras que los residuos
de la primera diferencia de la serie temporal SARM, hacen razonable el suponer que

son variables aleatorias i.i.d.
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Conclusiones

En esta memoria se han presentado los modelos tipo ARMA existentes para des-

cribir el comportamiento de una serie temporal de valores enteros no negativos.

Se ha introducido una clase de modelos que permiten analizar series temporales de

valores enteros sin la restriccion de que sean no negativos.

Por otra parte, se han aportado nuevos resultados tedricos tanto para los modelos
existentes como para los nuevos modelos, con el fin de avanzar en el desarrollo de re-

sultados analogos a los existentes para los modelos ARMA estandar.

Por tltimo, se ha realizado una aplicaciéon con datos reales del modelo INMAG(1)

cuando el ruido tiene distribucién geométrica desdoblada.

Como futuras lineas de investigacién se podrian apuntar las siguientes:

1. Definicién de los modelos INARMA (p, ¢). En este sentido cabe sefialar la posibi-
lidad de empezar a trabajar con modelos formales que produzcan valores enteros
sin que necesariamente se correspondan con procesos de conteo. Es decir, con-
siderar los modelos INARMA como un modelo ARMA estandar, reemplazando
la multiplicacién escalar por el operador de refinamiento, sin considerarlos como

procesos de conteo, tal como hicieron Du y Li (1991) con el modelo INAR(p).

2. Abordar el problema, no resuelto hasta ahora, de la obtencién de estimadores de

maxima verosimilitud para modelos tipo INMA.

3. Estudiar el problema de prediccién con el objeto de predecir valores enteros; por

ejemplo, considerar el valor mas probable como predictor.
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4. Abordar la modelacion y el tratamiento de datos atipicos.
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APENDICE A

Proceso INAR(1) con marginal geométrica

El proceso INAR(1) con distribucién marginal geométrica puede escribirse como:

ao X q con probabilidad «

ao X, 1+ € con probabilidad (1 — «)

= Qo Xt—l -+ ItEQ

Denotemos por G(s1, sq, s3) la F.G.P. conjunta de (X, X;1n, Xirnii), para h,l > 0

y |si| <1 parai=1,2,3, entonces se tiene que:

Xt Xirn @0 Xipnys1
G(s1,51,83) = aF [sl Sy TS,

X o !
+(1—a)E {sf(tsg(t% sy ke " EHHS}
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Xy

= aF [51 sg(t*h(l —a+ OéSg)Xt+h+s_1:|

+ (1-a)F [sf(tsg(“rh(l —a+ ozs;;)XtJthrs_l} (1 v )
— UVS3

1—
= (a + %) E [slxts;XHh(l —a+ a33)Xt+h+S—1]
—US3

- (o) (o =)

E [letséXHh(l —a?+ 04283)Xt+h+8_2}

-1
(1—a)v X l l Xon
- ) E st (so(1—
| (Oé—f— 1—5(1—0414‘@133) S (82( o —|—a33))

1

I
o

T

- (1—a)v
= a+ — , .
, 1—-7(1—ad+adsy (1 —al+ alsy))

<
Il
o

-1

1:[ <a+ - _v((l —a)v )) 5 {(81 (1—a"+ahs, (1 —al+0/33)))Xt

L. 1 — a4 alss
1=0

Utilizando un procedimiento totalmente andlogo al anterior se obtiene la F.G.P.

conjunta de (X, Xetn, Xevnrt, Xevntitp)-
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Proceso INMA (q) con marginal geométrica

La F.G.P. conjunta de (X, X¢yp ), G(s1, s2) tiene la siguiente expresion:

G(s1,8) =E [sixtsg(”“h}

q

- q
Z Bj o€ Z Bi © €t1hi
§7=0

_ i=0
=FE |s 89

g q—h h—1
E :»BJ O €—j g Bhii © €t § Bi © €t1ni
Jj=0 i=0 i=0

51 So So

=F
q q—h
h_1 Z Bjo€r; Z Bhyi © €—i
—TIEI(1 =8+ Bisa) ] E |7 540
=0
h—1 q

E[(1 =B+ Bisa) ] | [T El1—8+8s)]

i

Il
o

Il

T
>
+
—

q—h

Br 0 €k Bhik © €—k
H E {51 Sy
k=0

Ahora, se obtiene:
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€t—k t—k Yt—k:
Broe€—k Brniko€—r| Yoo Yo
E sy S =FI | | E s, 9
i—1

Se observa que:

t—k yrt—k
Yz‘,k Yi,k+h
1 5o

E\s = s PV = LY/, = 1)

+s1 PV = LY, = 0) + s PV = 0.V, = D)+ POVt =0,Y,05, =0)

= 515208 + 518k(1 — Br) + 52(Bhsr — BrBu) +1 — Bi(1 — Br) — Brn

Utilizando el tdltimo resultado se tiene que:

Br 0 €—k Phik © €k
E sy S5

= E (51520680 + 516c(1 = Br) + 52(Bngk — Bebr) + 1 — Br(1 — Br) — Brrn) ]

Esto completa la deduccién de la F.G.P. conjunta de (X3, X;,, ) para el proceso
INMA(q). Utilizando un procedimiento totalmente andlogo al anterior se obtienen las
F.G.P. conjunta para (X¢, Xein, Xetnti), G(s1, 2, 53) y para (Xe, Xoon, Xevnvt, Xethtitp)s
G(s1, $2, 83, 84), donde h,l,p >0, |s;| < 1, para i =1,2,3,4.
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APENDICE B

Momentos de cuarto orden del proceso INMA (¢) con marginal
geométrica
Para obtener el momento de cuarto orden (ecuacién (2.32)) del proceso INMA(q),

se necesitan las expresiones explicitas de f;(Br, 81, Bp) (1 =1,2,--- ,8) que estan dadas

por:

! ; V) BulBi(Bp — Bisp) — Brvi(Bp — Brtien)] (M +u® + ’Y(l))

fl(ﬁhaﬁlaﬁp) = (

+ (1_Ty> [BuBiB(1 + 1) = BrtiBrsisp(Y(D) + 1181) + BrBrsirp(1* — v(1))

+y() (BpBrsi + Brbisp)],

1—v

v

2
J2(Br: B, Bp) = < ) B 12(1 = Br) BpBrti + BrBi(By — Bisp)

+ (1 = Br)(1 = Brtt) Britp) + (1 ; Y

)[@@u+ﬁwu+u»+m@@ﬂu—un

2
+ (1 , V) 1[(X = Br)(Bp = Bhtip) Bt — BiBisyp)s

14

3
J3(Bhs Bi, Bp) = 2 (171/) 1By + (1 + Br)((1 = 51) Brap + BiBp)

+ (1 = Br) (1 = Brtt) Brsigp + BrtiBp)]

1—v

14

3
Ja(Br, B, Bp) = 2 ( ) 181+ BufBi + (1 = Br) Bryi]
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1—v

Fo(Bs s By) — ( ) BB+ (Bl + (1 80 Bnsd) (i + (1 = B)Bss)]

14

v

# (552 Bl + (L BB = 1)+ Bt = (L B

1—v

f6(Bu, Bi, Bp) = ( ) Bulp(Br — Buyt) + Bl

v

_ 3
(o) =2 (1)

2
fs(Bu, Bi, Bp) = 6 <1 — V) :

14

Lema 2.7. parte (ii)

_ 4p* v 1 v
.. 7 g 2 — 2
(17)a. — lim nCov(X,, 3, (h)) = 20° + 2 (5 + y + 1— o2 T v(l— a3))

n—oo

20« ) 203 202 I&; a? va?
+V(1 —a)? ( * v(1 +oz)> * (1 — «) * v2(1 — a?) <

202 (2 a [z
i h=0
+V2(1—a)<y+1—a2+V(1—043))7 ’

v 1-a2 u(l-ad)

161
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— 2—2 2 —
b= Jim nCou(X3a() = 2(1)+ 2 (2 2T

n— 00 1/2

B - _ 95 801
c. — lim nCov(X,, Yn(h)) = = <1 + v(1 > " %

n—00 v(l —a)?

20202 (B a? va? 2021
— | = h—1~h)+ ———, h>2.
+V2(1—oz2) (V+1—a2+1/(1—a3)>+( Jy(h) +

Deduccién de la ecuacién (2.54)

Para enunciar el Lema 2.8 se necesita obtener el siguiente limite:

lim 2 (1 - %) [E(Xs = 1) (Xep = 1) (Xong = 1) (Kejon — ) = 7(h)y(D)]

= lim i (1 - i) [E(Xy — 1) (X — 1) (Xinj — ) (Xegjon — 1) — v(h)y(1)]

n
j=l+1

+E[(Xy — 1) (Xeyr — 10)*(Xegjon — 1) — y(h)y(D)]
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Ahora, utilizando la ecuacién (2.53) se puede escribir la ltima ecuacién como:

—1im 3" G~ D7G B+ GG+ D) 490+ B

j=l+1
252a21+h*1 5 Oé2 va2 4§2ua21+h 5 OK2 vaz
(1 — «) <;+1—a2+y(1—a3)) v2(1 — a?) (; 1—a2+y(1—a3))

6733 h=1 /3 s Tos 2
+m (; + 1 063 + V(l — a4)) +E [(Xt - ,U)(Xt+l _/’l/) (Xt+l+h _ ,U)]

_20%alth ﬁ+ a_ Iz 2+ﬁal+h 5+ a_ Ta
v J\v 1l—a v(l—-a? v v l—a v(l—-a?)

v2(1 —a?
| = * + - +
V(l—a) \v 1—-a2 v(l—a?) (1—ao?)\v 1—a% v(l—ad)
6m3aslth=1 /3 o3 Tad
— [ = E (X, — ) (X — p)*(X -
1/3(]_ N 042) (V + 1 — ag + V(l _ 044)) + [( t :U’)( t+l1 ,LL) ( t+l+h :u)]
(R ().

Funciones generatrices de probabilidad conjunta del proceso

INARMA (1,q)

Para obtener las funciones generatrices de probabilidad conjunta indicadas en las

ecuaciones (2.58)-(2.60) del proceso INARMA(1,q) con marginal de Poisson, se nece-
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sitan las siguientes esperanzas matematicas, que se obtienen utilizando los mismos
argumentos empleados en la obtencién de la F.G.P. conjunta de (X, X;.p) en el pro-

ceso INMA(q) (Apéndice A).

E (51@ ° €t3§i+h ° Et) =FE(1 =3 = Bivn + BiBrn + 518:(1 = Br) + s2(Brti — Bibn)

+81825i5h)6t

E <51ﬁZ ° GtszﬁHh ° EtszﬁHhH ° Et) = B[l = Bpi4i(1 — s3)
—(1 = By + Bis3) (Bryi(1 — s2) + 525 Bn(1 — 1))

—Bi(1 = Br) (A = 51)(1 = Brysy + Brrisz)]®
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y

E (5 o €t fivn© € Pronii© € firar 0 ) = E[1— 52B:Bu(1 = B)(1 = Bip)(1 — 51)
—Bi(1 = B) (1 = Bup) (1 = By (1 = 51) = 53BnssBu(1 — B,)(1 = 52)

—53BiBna(1 = Br)(L = B,)(1 = 1) = saBnsiBrip(1 — B)(L = 52) = 54BnarriBp(1 — 53)
—54BiBnsip(1 = Br) (1 = Bus) (1 = 1) — 5253881 = B,)(1 = s1)

—59843iBnB1ap(1 — Br)(1 — 51) — 5354518y Bn1i(1 — 52) — Brytgpri(1 — 54)

—Brii(1 = B) (1 = Brap) (1 = 82) = Brrasi(1 = B,)(1 = s3)

—33845i5p5h+l(1 - 5h)(1 - 81) - 3253345i5hﬁl/8p(1 - 81)]€t .



166 APENDICE B

Lema 2.10.

Para demostrar el Lema 2.10 del proceso INARMA(1,q) con marginal de Poisson

es necesario conocer el siguiente limite:
n—1 .
lim 7 (1) EI(Xe = 1) (Xes = 1) (K = 0) (Xenjar = )]
n-so0 £ n +s +J +7+
j=s

Por la ecuacién (2.66) se tiene que:

Jin Y (1) 106~ 0 (Xrks = 0(Xias = )Xy )]

)\aj+l

l—«

- i Z (1 - %) {m’ U+ ) AU - ) +

v+s—J

39G) 3 BiBis (B = Bisis) + NS B (BuBis (B = Brais) — BoBs (B — Byar)
i=1 =1

<.

v— -1
+Ap ( BiBs (285581 = Bi-sBjsi—s — Bi) + > &' Bo_jr1si (BB — ﬁsﬁj))
=1 =0

)

v—j -1 j—s—1 s—1
+A (Z BiBsBj-sPi + Z & Bo—jr14iBsBj—s + Z ™M By 1B+ Z az+]+lsﬁqs+1+i)
i=1 =0 =0 i=0

v—j
+ )‘7(] - 3) Z B@ (Bsﬁjfsﬁl + Bs(l - ﬁj*S)ﬁj‘i’l*S + (1 - BS)ﬁjﬂl - (ﬁ] + 68(1 - BJ)) BjJrl)}

i=1
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n—1 \ad+s A s—1 '
= Jim 3 (0 =+ D)+ = 8D + g g 20 s
j=s =0
v+s—1 v+s—J q -1 ' )\Oél v
XD 0) DD BiBis (B B +ADD D @SB+ o 3 B
j=s i=1 j=s i=0 i=0
v—1 v—j v—1 v—j
MY Y BB (Bi—s (B = Bivies) = B (B = Biv) + A DY BiBsBi—s
j=s i=1 j=s =1
v—1 v—j q 1-1 '
MY D BB (Bi-oB— Bi-sBiris — BiB) + A Y > 0 Bu (BBj-s — BiB3y)
j=s i=1 j=s =0

v—1 v—j
A G = 8D Bi (BuBi—sBi+ Bell = Bims)Bisis + (1= B)BiB — (B + Bs(1 = B))) Bjs)
i=1

Jj=s
donde v=¢q— 1,y w=v —j+ 1+ 1. Ahora, calculemos

n—1

Jim >0 (G = s+ 5) + 3G+ =)
j=s
n—1
Se observa que, en la expresion anterior es suficiente obtener lim Z v(j = s)v(l+ 5),
n—00 —
n—1 !
ya que, el lim Z v(5)7(j +1—s) se obtiene realizando calculos similares. Por lo tanto,
n—oo
Jj=s

se tiene que:
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n—1 A2alts A2 = —
3 y ) = a ] '

v—s+1
+(1—04 1—a?) (Zaﬂ T Z e USH)

i=v—s+2
q+s—1 q+s—j q ' '
+A? Z Bj—s Z B (ﬁlﬂZ@ > oﬂ“%)
i=v—j+1
q+s—1 q+s—j 22
I+j q+l+s+1—1
6] s Zﬁz 1—a(1—a2 ZOé ﬁz

+\2 ZﬁlﬂZof ”ﬁlZBk + \? hm Z <Z ' ’7@) ( Z Oéj_v_lﬂ'ﬂk) .
i=n

=s k=v—j+1

donde n = ¢ — j + s + 1. El dltimo sumando de la ecuacién anterior puede calcularse
exactamente para valores de [, s y ¢ conocidos. En general, podemos obtener una cota

superior de dicho sumando, es decir,

,}5202<Za’ ﬁ)( > aj‘“‘l*’ﬂk)
="

s k=v—j+1

140 1 vt
<(12) () (T e 2 o)
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