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Simetrias e integrabilidad en sistemas
hamiltonianos y ecuaciones diferenciales

Resumen:

El presente trabajo consiste en un andlisis de sistemas fisicos superintegrables. Se pretende
explicar sus propiedades y su relacién con las simetrias asociadas. Asimismo, se aplicard su estudio
centrandose en los hamiltonianos tanto cldsicos como cuanticos, sirviéndose, como pilares, de los
ejemplos de los osciladores Darboux III y Dunkl, asi como de un caso combinado. En estos ejemplos
se consideraran un espacio plano deformable segiin un pardmetro a eleccién y un operador asociado
a la simetria de reflexién, ambos en bajas dimensiones. Finalmente se analizardan sus implicaciones
y sus posibles aplicaciones.

Abstract:

The present work consists of an analysis of superintegrable physical systems. The aim is to
explain their properties and their relationship with the associated internal symmetries. Moreover,
the study will be applied focusing on both classical and quantum Hamiltonians, using as key
examples the Darboux III and Dunkl oscillators, as well as a combined case of both. In these
examples, a deformable flat space depending on a chosen parameter and an operator associated
with reflection symmetry will be considered, both in low dimensions. Finally, their implications and
possible applications will be analyzed.
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1. Introduccion

1.1. Contexto y relevancia de la superintegrabilidad

Los avances relacionados al campo de la fisica, desde una perspectiva histoérica, siempre han
estado estrechamente ligados al anélisis de sistemas. La capacidad de comprender su funcionamiento
y aprovechar sus propiedades es algo fundamental a la hora de obtener conclusiones. Si bien es
cierto que no todos los sistemas parecen resolubles a simple vista, vislumbrar sus simetrias, aunque
parezcan ocultas, siempre ha sido un buen método para facilitar el proceso.

Lamentablemente, no todos los sistemas fisicos son resolubles de forma analitica o exacta,
siendo necesario recurrir a métodos numéricos. Una resolucién analitica, desde un punto de vista
pragmatico, parece ser notablemente mas ventajosa al permitir obtener predicciones claras y concre-
tas sobre las variables implicadas. No solo en cuestiones mecénicas o cineméticas, al poder predecir
y reproducir los movimientos, sino también a niveles mas profundos, ayudando a comprender su
comportamiento.

Si bien es cierto que existen numerosos sistemas fisicos con sus correspondientes tipos, para
el desarrollo de este trabajo, van a ser estudiados aquellos con resolucién analitica. Centrando un
poco mas el foco, se va a enfocar en los sistemas superintegrables.

Los sistemas superintegrables, como una visién superficial, poseen la mayor cantidad posible
de simetrias. Este hecho es el que les confiere las principales propiedades que hacen que puedan
ser resueltos de forma exacta. También, estas simetrias agilizan su tratamiento, siendo posible
aplicar técnicas matematicas, como métodos algebraicos por ejemplo, que facilitan su resoluciéon
notablemente.

Desde una perspectiva histdrica, estos sistemas han sido muy relevantes por su presencia en
numerosos sistemas de fisica moderna, como agujeros negros [10] por ejemplo. Siempre que se
encuentran sistemas de este tipo, se pretenden tomar como modelos por las ventajas que ofrecen.
Si bien es cierto que el conocimiento de su existencia es antiguo, se cree que Wojciechowski acuné
el término superintegrable [15]. Algunos ejemplos de enorme relevancia para la superintegrabilidad
son las soluciones explicitas de un problema de n cuerpos desarrolladas por Calogero [5].

1.2. Sistemas superintegrables clasicos

Entrando maés en los conceptos cruciales, seria conveniente sentar unas bases sobre lo que es la
integrabilidad.

Un sistema cldsico con hamiltoniano H (x, p) se le dice integrable cuando posee unas ecuaciones
del movimiento resolubles independientemente de las condiciones dadas. Se puede realizar una
definicién mas formal sobre este tipo de sistemas.

Definicion 1. Un sistema hamiltoniano cldsico de dimension n se dird que es integrable cuando
posee n. constantes del movimiento en involucion entre si que son funcionalmente independientes.

Generalmente, dichas ecuaciones son resolubles mediante integrales o cuadraturas. Una resolu-
cién exacta permitiria obtener funciones para todas las variables implicadas de modo que se pueda
predecir su comportamiento bajo diferentes condiciones.

Existen casos en los que los sistemas, ademas de ser integrables, poseen ciertas simetrias anadi-
das que aportan nuevas constantes del movimiento. A estos sistemas se les denomina superintegra-
bles. Existe una definicion mas explicita y que permite establecer una clara clasificacién dentro de
los tipos de superintegrabilidad [13].

Definicion 2. Un sistema hamiltoniano cldsico integrable de dimension n se dird que es su-
perintegrable cuando posee k < n — 1 constantes del movimiento funcionalmente independientes
adicionales.



Exploremos momentdneamente el concepto de independencia funcional para facilitar el enten-
dimiento de la definicién de integrabilidad y superintegrabilidad.
Definicién 3. Sea F = (fi(q, p), ..., fn(g, p)) un conjunto de N funciones definidas y localmen-

te analiticas en una region del espacio de fases de dimension 2n. Se dird que F es funcionalmente

i Ofi
9q;’ Opy,
tamente, serd funcionalmente dependiente si el rango es menor que N.

Si el conjunto es funcionalmente dependiente, entonces existe una funcién no nula F' de N
variables tal que F(fi,..., fn) = 0.

Si se da el caso en el que kK = 1, entonces se le dice que es minimalmente superintegrable ya
que cumple el requisito en su cota minima y si se da el caso en el que k = n — 1, entonces se le
dice que es maximalmente superintegrable ya que cumple el requisito en su cota méaxima. En el
caso de la superintegrabilidad maximal se da que las trayectorias acotadas son todas cerradas y el
movimiento es periddico [14].

Para cualquier sistema fisico, sus constantes del movimiento & deben satisfacer la ecuacion
{#H,S} =0, donde {-, -} es el corchete de Poisson. El corchete de Poisson de dos funciones R(p, q)
y S(p,q) en el espacio de fases es:

independiente si la matriz de dimensiones N X 2n definida como ( ) es de rango N. Opues-

- <a7eas aRaS> (L1)

{R,SHa,p) =) 94,00, Op; 04

J=1

Como se observa facilmente, cada resultado de las ecuaciones para las constantes del movimiento
puede ser expresado como una funciéon F = (f1,..., fon—1) de 2n — 1 funciones funcionalmente
independientes. El problema se presenta en que es dificil encontrar 2n — 1 funciones que estén
definidas globalmente. Este hecho es el que refleja de forma clara lo especiales que son los sistemas
superintegrables y su escasez.

1.3. Extension a los sistemas cuanticos

Hasta el momento solo se han considerado los casos de sistemas hamiltonianos clasicos, pero se
puede realizar una extension de la teoria a los sistemas cudnticos. El concepto de integrabilidad se
mantiene m&s o menos invariante al ser necesaria una resoluciéon de sus ecuaciones de estado, en
este caso basadas en operadores, de forma exacta.

Definicion 4. Un sistema cudntico de dimension n se dird que es integrable cuando posee n can-
tidades conservadas, expresadas como operadores diferenciales L;, algebraicamente independientes
que conmutan entre si.

Como en el caso clasico, existen sistemas con simetrias internas que permiten obtener un mayor
nimero de operadores diferenciales. A estos sistemas son a los que se les denominard superintegra-
bles.

Definicion 5. Un sistema cudntico de dimension n se dird que es superintegrable cuando posee
k < n —1 cantidades conservadas adicionales, expresadas también como operadores diferenciales,
algebraicamente independientes que conmutan entre si.

Claramente, se sustituye la condicién de independencia funcional por la de independencia alge-
braica, como era de esperar al cambiar de tipo de sistema. El hecho de que dos operadores conmuten
es el equivalente cudntico para las cantidades conservadas en involucién. Al igual que en el caso
clésico, se llamara sistema minimalmente superintegrable si & = 1 por cumplir el requisito en su
cota minima y se llamard sistema maximalmente integrable si k = n — 1 por cumplir el requisito en
su cota maxima. Como aclaracion, aunque un sistema superintegrable cudntico puede tener k = n,
el caso maximal se considera para k = n — 1 ya que, aunque no existe prueba de que 2n — 1 sea el
nimero maximo de operadores algebraicamente independientes, no se conocen contraejemplos.



1.4. Aplicaciones

Anteriormente, para el caso clasico, se ha comentado vagamente unas ideas de gran importancia.
Una de ellas es el concepto de obtener trayectorias periddicas cuando estas estan acotadas. Esta
idea se relaciona con la obtencion de érbitas en el espacio de fases. Dada esta informacion, es facil
pensar en un sistema fisico archiconocido, el kepleriano. Se da que este sistema de dos cuerpos, al
ser superintegrable [13], permite ver con facilidad cémo esas drbitas cerradas aparecen en el caso
de las soluciones que son elipses. Otra idea fundamental que se presenta en este ejemplo también es
que, dado que es un sistema maximalmente superintegrable, se pueden obtener las ecuaciones de las
trayectorias de forma algebraica sin necesidad de las integrales. Es aqui cuando la superintegrabi-
lidad garantiza soluciones exactas de los sistemas. Dado que existen 2n — 1 simetrias dependientes
de las coordenadas y los momentos generalizados, cada una de ellas define una hipersuperficie de
dimensiéon 2n — 1 en un espacio de dimension 2n. Como la trayectoria debe estar contenida en
todas ellas, esta se debe encontrar su interseccion, es decir, serd una curva calculable a partir de
las ecuaciones de las hipersuperficies.

1.5. Espacios con curvatura

Como objeto de estudio para este trabajo, se va a focalizar en los espacios de curvatura no
nula. Se buscara céomo la superintegrabilidad se manifiesta en ellos y ayuda a comprender su fun-
cionamiento a priori. Existen espacios con curvatura no nula pero constante. En estos es posible
estudiar sistemas superintegrables como osciladores armoénicos en superficies esféricas, planas o
hiperbdlicas [12]. Es en ellos donde la superintegrabilidad maximal presente contribuye en gran
manera a facilitar su trabajo y tratamiento. Para este trabajo se va a desarrollar el caso de espacios
con curvatura no constante. Existen numerosos espacios que poseen esta caracteristica como, por
ejemplo, los de Darboux [11], que serdn de gran importancia. Se tomard un espacio de Darboux,
concretamente Darboux III en el tipo b segun la clasificacién tipica de este tipo de espacios [2]. Por
comodidad, a lo largo del trabajo se le nombrara simplemente como Darboux III. Posteriormente,
se analizard el hamiltoniano de un oscilador armonico en este, atendiendo a su superintegrabilidad
y las consecuencias que genera.

1.6. Operadores de Dunkl

Tras hacer las consideraciones pertinentes sobre los osciladores en espacios con curvatura no
constante, se pasard a analizar el caso para el oscilador Dunkl. Este tipo de operadores se basa en
la simetria de reflexiéon y son cruciales para el desarrollo de teorias de polinomios ortogonales en
varias variables [6]. Con las relaciones de simetria se puede redefinir un nuevo operador laplaciano
aplicable a sistemas cuédnticos [7], donde se podra estudiar su resolubilidad y el efecto generado en
la integrabilidad de los sistemas.

Con todo esto, la estructura de este trabajo ya queda bien cerrada. En la primera seccién se
tratard el caso para el hamiltoniano de un oscilador armoénico en espacios de Darboux III, atendiendo
sobre todo al caso isétropo en dimensién baja. Posteriormente se procederd con la extension al caso
cuantico y se finalizard con la introduccién del oscilador de Dunkl al caso cuantico anterior para
ver sus efectos.



2. Hamiltonianos clasicos en espacios de Darboux III

Un espacio de Darboux III, como se ha expresado con anterioridad, es un espacio de curvatura
no constante. Estos espacios se pueden parametrizar de forma que la métrica es la siguiente:

ds? = (14 \[|x]|?) dx?, (2.1)

donde A representa la deformacién del espacio y satisface A > 0. Nétese que se trata de un espacio
de dimensién N, asi se podra hacer el estudio méas general posible.

Estos espacios se caracterizan por poseer una curvatura escalar no constante dada por la ex-
presion [1] :

(N —1)(2N + 3(N — 2)\||x|?)

(14 Allx[]*)? '

Para el caso que ocupa de ahora en adelante, el de dimensién 2, se puede simplificar la curvatura
escalar como:

R =—\ (2.2)

4\
R=- . 2.3
(14 M2 +y?)3 (23)
Como principal objeto de estudio se van a considerar los hamiltonianos de osciladores arménicos.
De forma general, el hamiltoniano de un oscilador armoénico se puede escribir de la siguiente forma:

2 .2
Dz +D m , 5 9 9 9
:7x2my—|——2 (wpz? +wiy?) | (2.4)

donde p representa el momento, m la masa y w las respectivas frecuencias de cada coordenada.
También se ha considerado un caso bidimensional por simplicidad ya que sera el caso de mayor
dimensioén considerado en adelante.

H

Dentro de los posibles osciladores se van a utilizar los isétropos, es decir, aquellos que solo
poseen una tunica frecuencia para todas las coordenadas. Asi, se puede reescribir este hamiltoniano
de forma mas compacta y simplificada:

p>  m 2.2
H="—+— (wx*), 2.5
P ) 25)

donde p representa el vector momento y x el vector posicién. Esta expresion es generalizable a
espacios de dimensién V.

Este hamiltoniano es el asociado a un oscilador arménico isétropo en un espacio plano. El caso
que nos ocupa, un espacio de Darboux III, como es esperable, debe necesariamente dar lugar a un
nuevo hamiltoniano que involucre la deformacién del espacio dependiente de la posicion. Asi, se
puede obtener el siguiente hamiltoniano:

1
H=- —
2(1 + AlIx[[?)

Este tipo de oscilador es integrable. Se pueden deducir con facilidad las ecuaciones del movi-
miento gracias a las ecuaciones de Hamilton con la forma:

(I + w?|Ix[). (2.6)

OH . O0OH . oH ) 0H

= — = —, = —— = ——

2.7)



2.1. Oscilador Darboux III bidimensional isétropo

Este caso presenta un gran interés al poder analizar el comportamiento de la curvatura no
constante del espacio en un sistema algo complejo. En este caso el hamiltoniano es el siguiente:

1
H= 2(1+ A2 + y2))

Con cuidado se pueden deducir las ecuaciones del movimiento:

(P2 + pi + W (2% + 7). (2.8)

. Yz . Dy
_ _ by 2.
TTIEAI 1y YT I@2+ ) (2.9)
- z(\pE +py) —w?) - y(\@: 4+ py) —w?) (2.10)
Pr="0i@@+ 22 T 0@+ ) ‘

En general, este tipo de osciladores son integrables. Por ser un oscilador arménico isétropo,
posee una simetria fundamental propia de este tipo de potenciales, la de rotaciéon. Gracias a esta
se puede definir un operador de momento angular tipico de estos sistemas. Este operador viene
definido por:

Lij = xipj —xjpi, con i<j=1,...,N. (2.11)

Si bien es cierto que no se garantizaria su existencia para un caso de curvatura no nula, la métrica
con simetria radial permite que se mantenga como cantidad conservada pese a la deformacién
del espacio. La caracteristica principal de estos operadores es que son cantidades conservadas del
sistema. De este modo, por el momento, tendriamos dos cantidades conservadas, la energia total,
H y el momento angular que, para dimensién N = 2, es Lio.

Buscando més simetrias o comportamientos que permitan obtener cantidades conservadas claves
para la superintegrabilidad, se pueden calcular unas pseudoenergias que también se conservan. Estas
se pueden deducir de una propiedad que posee el hamiltoniano de un oscilador arménico isétropo, su
separabilidad para cada coordenada. Como para un caso en el que existe una deformacién espacial
A el hamiltoniano no es separable de forma directa es necesario redefinirlas como:

hi =p2 + (w? —2AH)2?, i=1,..,N. (2.12)

Como se deduce de su expresion, para el caso de A = 0, el resultado es cada uno de los
hamiltonianos individuales de cada coordenada ya que la separabilidad directa vuelve a aparecer.
Para este caso de dimensién dos se tienen como cantidades conservadas H, una de las pseudoenergias
h1 o ha, ya que son el resultado de la separabilidad del hamiltoniano y no serian independientes
con H por ser su suma igual a 2H, v Lio. Esto satisface que la existencia de 2n — 1 cantidades
conservadas y, por tanto, se trata de un sistema maximalmente superintegrable. Este hecho permite,
mediante los paréntesis de Poisson (1.1), definir un algebra para deducir las hipersuperficies que
definen las curvas de las trayectorias. En este caso concreto, se da que las cantidades Lis y h1, por
escoger una de las dos, conmutan con H, es decir, su paréntesis de Poisson es nulo. Pero Lis y h
no lo hacen entre si. Esta caracteristica es fundamental en superintegrabilidad ya que, si hubiera
n cantidades conservadas, estas podrian conmutar todas entre si, pero para el caso de 2n — 1 no
lo hacen. De este modo, el dlgebra de simetria definido es interesante por tener una estructura no
trivial.

Pese a que las soluciones algebraicas son muy interesantes para resolver de forma exacta estos
sistemas, lo que realmente ocupa al trabajo es ver como las érbitas cerradas son periddicas. Para
ello se ha procedido a resolver numéricamente las ecuaciones del movimiento con el fin de tener
una representacién del comportamiento para las diferentes curvaturas del espacio. Si bien es cierto



que el caso para A = 0 es andlogo a dos casos unidimensionales por ser separable, al introducir
curvatura, la resolucién explicita se complica y es mejor recurrir al cadlculo numérico por comodidad.
La ciclicidad de las orbitas cerradas es clave para estos sistemas al evitar una divergencia en las
soluciones.

Como punto de partida, seria conveniente hacer una breve representacion de un caso en curva-
tura plana con el fin de ver cémo es una situacién de este estilo, aunque sea archiconocido en fisica.
Un caso de este tipo daria lugar a los siguientes resultados:

Posicién y momento en el eje x a lo largo del tiempo
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Figura 2.2: Plano (z,y) para A=0yw =1

Para obtener estas graficas se han tomado como condiciones iniciales z(0) = 1, y(0) = 1,
pz(0) =0y py(0) = 0,5. Dadas estas condiciones, las oscilaciones para cada posicién presentan un
desfase y una amplitud diferentes, haciendo el caso mas interesante. Prosiguiendo con la comparativa
entre posicion y momento, estos presentan un desfase de 7. El caso para el eje y es andlogo, por lo
que no serfa necesario siquiera comentarlo. Respecto a la trayectoria en el plano (z,y), se observa
una elipse consecuencia del desfase inicial que presentan las posiciones. Del mismo modo, aunque
presentaran un desfase de 5 la figura no llegaria a ser una circunferencia por tener amplitudes
diferentes.

Ahora se va a proceder a variar el pardmetro A para ver su efecto en las oscilaciones y en la
trayectoria final. Respecto a la frecuencia, esta regula en gran parte el sistema y sera favorable



mantenerla baja para hacer los cdlculos numéricos. Esto es debido a que se ha comprobado que
el método presenta inestabilidades para altos valores tanto de w como de A. La causa puede ser,
por parte de w un aumento en la variabilidad de los puntos en los intervalos, lo que facilita la
acumulacién de errores y por parte de A un aumento del periodo como en el caso unidimensional
que hace necesitar una mayor muestra de tiempo para ver las oscilaciones.

Atendiendo a estas restricciones por los métodos de célculo numérico, para un caso de espacio
con curvatura no constante se han obtenido los siguientes resultados:

Posicién y momento en el eje x a lo largo del tiempo
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Se han tomado nuevamente las mismas condiciones iniciales que para el caso de espacio plano
para establecer una comparacién directa. Como se aprecia en la primera figura, el desfase entre
posiciones se mantiene, aunque ahora la amplitud difiere aiin mas. La forma de las oscilaciones se
ve deformada como consecuencia de la deformacién del espacio. Un efecto muy interesante que se
da es que la deformacién del espacio aumenta significativamente el periodo de oscilacién ya que,
pese a haber representado casi el mismo niimero de oscilaciones que en el caso anterior, el tiempo
necesario se ha visto incrementado de forma notable. Analizando también la comparativa entre
posicién y momento, se aprecian comportamientos radicalmente diferentes entre estos. El modo de
oscilacién ha cambiado y el momento parece tener una forma de oscilacién triangular ligeramente
deformada, mientras que la posicién ha visto las partes superior e inferior de la oscilacion ligera-



mente ensanchadas. Para finalizar el andlisis, en el plano (z,y) vuelve a aparecer una elipse como en
el caso de espacio plano. Este hecho final demuestra que, pese a la deformacién del espacio, como
es un sistema maximalmente superintegrable, las trayectorias cerradas siguen siendo periédicas,
aunque en este caso la elipse se haya ensanchado como consecuencia del cambio de amplitud del

eje y.

2.2. Ruptura de la superintegrabilidad: el oscilador Darboux III anisétropo

En los casos anteriores se ha trabajado con osciladores isétropos por simplicidad. En este apar-
tado se pretende hacer una revisién superficial a un caso mas complejo para ver las complicaciones
que se dan. El hamiltoniano para un caso anisétropo en un espacio de curvatura no constante es el

siguiente:
1

i = 2(1 + Ma2 + y?))

De este nuevo hamiltoniano se pueden reobtener las ecuaciones del movimiento. Para los casos

de las derivadas temporales tanto de x como de y se tienen las mismas ecuaciones del movimiento

que para el caso isétropo (2.9). Sin embargo, las derivadas temporales de los momentos presentan

una pequena variacion al poder diferenciar entre dos posibles frecuencias. Estas ecuaciones son las
siguientes:

(P2 + P2+ wy?2? + w,y?). (2.13)

c(AP2 +p5) + Mwy® — wa?)y? — we?) YA DY) + Mwe? — wy?)a? — w,?)

o (L A2+ 2)? N (LA + )2

(2.14)

El caso anisétropo es integrable en tanto que también permite definir dos pseudoenergias de-

rivadas de la idea de separabilidad del hamiltoniano, aunque nuevamente, incluso para el caso de
espacio plano, no lo sea de forma directa. Estas toman la forma:

he = P2 4 (we? — 20H )z, hy = pz + (wy? — 20H)y>. (2.15)

Una de estas cantidades junto con el hamiltoniano completo satisfacen la condicién de integra-
bilidad. El problema surge en la busqueda de una tercera cantidad conservada que haga de este
sistema uno maximalmente superintegrable. En este caso, el momento angular no es una constante
del movimiento por haber diferentes frecuencias. Aunque, si estas frecuencias fueran conmensura-
bles, las érbitas, basandose en el caso de espacio plano A = 0, serian periddicas, invitando a pensar
que existe una tercera cantidad conservada.

Teniendo todas las ecuaciones necesarias, se pueden resolver numéricamente de nuevo y ver
las trayectorias. El caso sin deformacién del espacio con frecuencias diferentes ofrece los siguientes
resultados:
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Figura 2.5: Momento y posiciones para A = 0, w; =3y wy = 2

Para obtener estas graficas se han tomado como condiciones iniciales x(0) = 1, y(0) = 1,
P2(0) =0y py(0) = 0. En este caso se aprecia claramente como las frecuencias son diferentes para
ambos ejes ya que las posiciones parten del mismo punto sin un desfase entre ellas, asi los maximos
coinciden cada un cierto niimero de oscilaciones dependiente de la relacion entre frecuencias. Res-
pecto a la posicion y el momento, mantiene el desfase esperable para este caso, como en todos los
anteriores, aunque las amplitudes si son diferentes. Finalmente, en el plano (x,y) aparece la figura
de Lissajous asociada a esa relacion entre frecuencias. El hecho de que esta trayectoria sea acotada
y periddica invita a pensar que, efectivamente, existiria una tercera cantidad conservada. Como
es facil imaginar, si no son conmensurables las frecuencias, pueden tener unos ciclos con periodo
muy largo y, si una de las frecuencias fuera un ntmero irracional, solo en un tiempo infinito podria
cerrarse su ciclo. Este es el motivo fundamental que hace de este tipo de osciladores unos sistemas
tan delicados. La condicién para que las trayectorias sean periddicas es facil de romper.

Ahora se va a proceder a variar el pardmetro que regula la curvatura del espacio para ver los
efectos de esta. Asi como ver si sus drbitas son acotadas y periddicas o no. Los resultados han sido
los siguientes:
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Figura 2.6: Momento y posiciones para A = 0,07, w; =3y wy = 2

Nuevamente, se han considerado las mismas condiciones iniciales que en el caso anterior para
poder establecer una comparacion. Como se aprecia, las oscilaciones en x e y han visto su periodo
modificado y han cambiado su superposicién como consecuencia de ello. Este efecto era esperable
ya que, como se ha visto con anterioridad, la deformacién del espacio tiende a aumentar el periodo
de las oscilaciones. Respecto a la posicién y al momento no hay nada interesante que comentar, el
desfase es el mismo y la amplitud del momento ha variado, como ha ocurrido en casos anteriores. Si
se atiende al plano (z,y), se observa lo que podria ser una nueva figura de Lissajous y la trayectoria
una vez mas parece periddica. Esta figura aparente no seria la esperable para una relacién 3:2 en
las frecuencias. De hecho, se trata de la que aparece cuando esta relacion es 8:5. Este hecho se
explica al considerar que la curvatura cambia las frecuencias, como ya se ha demostrado. En la
parte inferior derecha de dicha gréfica parece que la vuelta de la trayectoria no recorre el mismo
camino, este hecho serd discutido mas adelante.

Si se tomara més tiempo para la trayectoria, se veria como esta no es peridédica, sino que empieza
a ocupar todo el espacio dentro de las cotas que posee. Este hecho se ve reflejado en la siguiente
imagen:
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Representacién del eje y respecto del x
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Figura 2.7: Plano (z,y) con méas tiempo para A = 0,07, w, =3 y wy = 2

Con todo esto se deduce que el periodo del ciclo es mayor de lo que podria parecer a simple vista.
No existe una proporcién exacta 8:5 como consecuencia de la deformacién del espacio. Ciertamente,
la regién estda acotada y la trayectoria parece ciclica, pero su periodo puede tender a infinito
dependiendo de la conmensurabilidad de las nuevas frecuencias.

Para hacer un andlisis méas a fondo, se puede partir de la hipétesis de que lo que realmente
ha cambiado no han sido las frecuencias de forma individual, sino su proporcién. Esta proporcién
By definida como By = w,/wy tiene un valor de Sy = 1,5 para el espacio plano. Para calcular
la proporcién para el caso con A = 0,07 se puede recurrir a las gréficas y calcular el periodo de
las oscilaciones ya que la proporciéon 8:5 no es exacta. Los resultados de ambas frecuencias son
wy = 2,66 y w,; = 1,67, asi su proporcién resultaria en Byo7 = 1,59. Comparando ambos valores de
By, se deduce que discrepan en un factor a« = 1,06. En esta situacion, lo esperable, si la hipdtesis
es correcta, es que si se divide w, entre « o si se multiplica w, por esta, se reobtenga el mismo
comportamiento que para A = 0. El resultado se muestra en la siguiente grafica:
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o

(a) Caso para a = 1,06 (b) Caso para oo = 1,056

Figura 2.8: Plano (z,y) para A = 0,07, w, =3y wy =2«

Se observa claramente cémo se recupera el comportamiento previo. No se ajusta del todo a la
figura esperada en la imagen a ya que el valor de o no se ha obtenido de forma exacta al ser fruto de
medidas sobre las graficas. Probando diferentes valores cercanos, se ha deducido que el valor real de
este pardmetro se encuentra en torno a « = 1,056, donde el resultado se puede ver en la imagen b.
Parece que en este 1ltimo caso, con un valor bien determinado del conversor de proporcionalidad «,
probablemente dependiente de A, se puede recuperar la periodicidad de las trayectorias. Al obtener
un caso de propiedades como en el espacio sin deformar, invita a pensar nuevamente que existiria
una tercera cantidad conservada relacionada a la conmensurabilidad de las frecuencias.
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Este caso es un claro ejemplo de cémo la superintegrabilidad se da en sistemas muy especiales
y concretos. Como se ha visto para un simple oscilador armonico, la superintegrabilidad no esta
garantizada ni siquiera en sus posibles variantes mas sencillas. Para el caso isétropo es una realidad
facilmente demostrable por sus cantidades conservadas, pero para el anisétropo se depende de una
tercera cantidad conservada que parece solo existir para frecuencias conmensurables.

3. Extension a hamiltonianos cuanticos

Anteriormente se han visto y estudiado casos para un oscilador arménico isétropo cldsico en un
espacio de Darboux III. Este tipo de sistemas se pueden extender facilmente a su correspondiente
hamiltoniano cudntico. Para hacer esta extensién, bastaria con atender a las definiciones usuales
de los operadores posicién & y momento p. Estos operadores se definen como:

R R ., 0
T; = x; y Py = —zhaxi. (3.1)
3.1. Oscilador Darboux III cuantico unidimensional
Para este caso se tiene como versién cuantica del hamiltoniano:
A=t [ 004w (3.2)
2(1+ \z?) * ' '

Este hamiltoniano se puede aplicar en la ecuacién de Schrodinger estacionaria usual, a saber,
H(xz) = Ev(x), para obtener los autovalores de las energias y sus respectivas autofunciones. Este
hamiltoniano ya aplicado en dicha ecuacién se puede reescribir como;

1

2

Esta ecuacion es andloga a la que se tendria en un espacio sin curvatura pero con una pequeina

modificacion, aparece un nuevo término que afecta a la frecuencia, 2AFE. Este término adicional

anadido por la deformacién del espacio permite definir una nueva frecuencia asociada a este tipo
de oscilador, de la forma:

[—1?0% + (w? = 2AE) 2?] ¢(z) = Ev(). (3.3)

Q= /w? — 2\E. (3.4)

Se impone una restriccién sobre la energia E < w?/2\ con el fin de que esta frecuencia sea
real. Un comentario claro e importante es que existe una dependencia explicita de la frecuencia
con la energia, cosa que para el espacio plano no se daba. Con esta redefiniciéon de la frecuencia
del sistema, se puede obtener de forma directa, y analoga al caso de A = 0, los autovalores de las
energias, que deberan ser desarrollados para obtener la expresion de la energia:

1 1\? 1 1\?
En:hQ(n+2> = En:h2)\<n+2> +ﬁ<n+2>\/h2)\2(n+2> + w2, (3.5)

Las autofunciones de este sistema se obtienen por analogia con el caso A = 0. Para que sean
de cuadrado integrable, n debe tomar valores enteros no negativos, n = 0,1, 2, .... . Estas toman la
forma:

Un(z) = Ay, <i2> ! e~ 522%2 H,(Bz) con 8= \/g, (3.6)
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donde A,, es una constante de normalizacién de las autofunciones y H,(8z) son los polinomios
enésimos de Hermite.

Finalmente se ha obtenido una expresion idéntica al caso A = 0, el espacio plano. Esto se debe
a que esta deformacién del espacio solo genera un efecto en la frecuencia, generando, como ya se
ha visto anteriormente, una dependencia de la energia con la frecuencia.

3.2. Oscilador Darboux III cuantico N-dimensional

Para este caso, es conveniente recordar las expresiones del operador gradiente y del operador
laplaciano, a saber:

B o o e 62 82
V‘(am) VoAV S gt T e (37)

Una vez definidos, se puede expresar el hamiltoniano para un caso general de dimensién N
como:

1
2(1+ A%2)

Como se da en el caso clasico, este hamiltoniano no es separable para cada una de sus compo-
nentes. Pese a este hecho, es posible definir operadores andlogos a las pseudoenergias ya calculadas
en el caso clasico y garantizar su caracter maximalmente superintegrable. Estos operadores tienen
la forma:

H= [—R?A% + %7 . (3.8)

I;= 5} + 3} —20), i=1,..N. (3.9)

Asi, como ocurre cldsicamente, el hamiltoniano completo se compone de la suma de los diferentes
operadores, que conmutan entre si, con un factor % De este modo, gracias a la factorizacion
de las funciones de onda en cudntica, se pueden separar las soluciones para cada operador del
hamiltoniano. Esta consideracién se puede reflejar segin:

N
U(x) = H@bi(ﬂfi) = %fﬂ/’i(x) = gii(x), (3.10)
i=1

donde cada una de las funciones ;(x;) es una funcién de onda dependiente tinicamente de una de
las variables x; v ¢; es el autovalor de dicha autofuncién. Si se unifican todas las soluciones para
cada funcién ;(x;) con su operador I; correspondiente, se llega a la expresién:

A 1 N A N N N
HU(x) = 52@ (H ¢i(xi)> = (Z&) (Hwi(xi)> = EV(x), (3.11)
=1 =1 =1 =1

donde & representa la energia total del sistema, suma de todas las ¢;, que es dependiente de la
frecuencia.

Por analogia al caso unidimensional, tanto los autovalores como las autofunciones tienen la
forma:

2

Con estos resultados se puede obtener la expresion de la energia total del oscilador y despejarla,
como se ha hecho con anterioridad, al extraer la dependencia de la frecuencia con la energia. Asi,

1 B\T 2
ei(€,ni) = hQ2 <nl + > y Yn, (E,2i) = Ap, <7r> e 2 Hy,(Bz;). (3.12)
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la expresion total de la energia:

N\? N N\? al
En = —h2\ (n + 2> +h (n + 2> \/h2A2 <n + 2) + w?, con n= an (3.13)
i=1

Analizando la estructura de la energia se aprecia claramente cémo la degeneracion de los estados
se conserva. Esto es debido a que el valor de n es la suma de los n;, como en un caso de espacio
plano. Pese a que la degeneracién de los estados no se rompe ni se modifica, el equiespaciado de los
niveles si se ve afectado. Se genera un espaciado no lineal entre niveles al disminuir la diferencia de
energia entre niveles al aumentar n. Esto resulta en que se vayan comprimiendo los niveles segin
se avanza en los sucesivos valores de n [3].

4. Osciladores de Dunkl

Una vez se ha realizado el paso al caso cuantico, se pueden aplicar los operadores de Dunkl con la
intencién de ver como estos afectan a las soluciones de un espectro propio de un oscilador arménico.
Como ya se ha comentado, estos operadores se basan en la simetria de reflexion y permiten describir
otra mecanica cudntica con su nuevo momento asociado.

4.1. Preliminares sobre los operadores de Dunkl

Como primer punto clave para estos operadores, se define una reflexién en RN como la trans-
formacién [6]:

v, v e R"\ {0}, (4.1)

donde el vector v representa el vector normal al hiperplano respecto al que se hace la reflexién
del vector general x, el término (x,v) es el producto interno y el médulo al cuadrado cumple
VI = (v, v).

Para un cierto conjunto de reflexiones finito, se puede formar un grupo generado por ellas,
subgrupo del grupo ortogonal Op. Bajo ciertas condiciones, el subgrupo generado es finito y se
denomina grupo de reflexiones o de Coxeter.

Conviene ahora definir bien las bases de lo que se denomina grupo de Coxeter. Sea ¢ un conjunto
de vectores no nulos en RY tal que para v € ®, los tinicos vectores Av, con A € R, que pertenecen
a ® son +v. Un grupo de Coxeter asociado a ® es un grupo de transformaciones, generadas por
reflexiones en los hiperplanos perpendiculares a los vectores que componen ®, que dejan invariante
a d.

Un ejemplo sencillo de grupo de Coxeter se puede deducir de un caso unidimensional. Se define
un conjunto de vectores como ® = {—1,1}. Este conjunto ® es invariante bajo la reflexién o que
satisface 0(1) = —1 y o(—1) = 1. De este modo, el grupo formado por la identidad y o es un grupo
de Coxeter.

Continuando con el desarrollo de los operadores de Dunkl, sea G un grupo de Coxeter generado
por el conjunto de reflexiones {o; : 1 <i < m}. Cada reflexién o; viene definida por el vector v; y
V es el conjunto de dichos vectores. Si |v;| = |v;|, entonces o; es conjugado a o; y la longitud de
los vectores es idéntica para cada clase de conjugacién. Sea «; un conjunto de pardmetros positivos
tales que o; = «; si 0; es conjugado a 0;. Se puede definir la funcién:

m

h(x) = [ 1=, va)l. (4.2)

=1
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Esta funcién es invariante bajo transformaciones en G, el grupo de Coxeter.

Sea SY la esfera de radio unidad y dimensién N con medida invariante de rotacién dw y sean
V el gradiente y A el operador laplaciano. Se puede definir un laplaciano asociado a la funcién h
de la forma:

Vi x) — f(oix
ALF) +§j (2L p o= 1)), (43)
Este nuevo laplaciano posee una parte continua dada por el laplaciano estandar y el gradiente,
y otra parte discreta dada por el grupo de reflexiones. También se verifica que es un endomorfismo
en el espacio de polinomios y es homogéneo de grado —2, como el laplaciano estandar.
El objetivo es encontrar un conjunto de operadores diferenciales de primer orden tales que la
suma de sus cuadrados sea el laplaciano Ay. Para ello se define el gradiente asociado a h, o al grupo
de Coxeter como:

Vif(x) ) + Z o L) = o) o (4.4)

X7Vi>

Se definen entonces los operadores 15, de la formas:

Ty = <vhf7 V>' (45)

Se puede demostrar que Ty y Ty, conmutan entre si y que la suma de sus cuadrados, cuando los
vectores u; son una base ortogonal de R, resultan en el laplaciano modificado. Esto es:

N
Ap=> Ty> (4.6)
=1

4.2. FEl oscilador de Dunkl-Darboux II1

Una vez se han sentado las bases de dichos operadores, se puede considerar el oscilador de
Dunkl. En la mecédnica cuantica de Dunkl, se modifica la definiciéon de momento cambiando su
derivada, en una dimensién, ordinaria por la derivada de Dunkl. Esta derivada se define como:

Die =9, + 1= Z(1- Ry), (4.7)

donde R, es la reflexién unidimensional respecto al punto x = 0, el cambio de signo de una funcién
R, f(x) = f(—z), y el pardmetro u, es andlogo al o, comentado con anterioridad. En este caso, el
valor de p, satisface ser mayor o igual que —1/2, mientras que anteriormente «, debia ser positiva.
Esto se debe a que la restriccién anterior puede eliminarse al ser una férmula puramente algebraica
[7] aunque los valores se discuten para cada caso.

Con esta definicion, los nuevos operadores cuanticos satisfacen las siguientes relaciones:

Py =—ihDj, &=z y  [# P =ih(1+2u.R,). (4.8)

El hamiltoniano para un oscilador de Dunkl unidimensional resulta ser de la siguiente forma:

A 12 2 L oo
HD:—?(DQI) + g

Este hamiltoniano es el que apareceria en un espacio plano sin curvatura. Como se ha visto a lo
largo de este trabajo, este caso puede considerarse como un caso particular, para A = 0, del espacio

(4.9)
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de Darboux III. Es por este motivo que el oscilador de interés a partir de ahora serd el oscilador
de Dunkl-Darboux III, cuyo hamiltoniano tiene la formas:

A 1 R?
Hpp = ( (DH=)2 4 ~0?2? | = ————Hp. (4.10)

1+Az2) | 2
En este caso, el hamiltoniano depende de dos pardmetros p, y A. Como se ha comentado
a lo largo del trabajo, estos pardmetros satisfacen p, > —1/2 y A > 0. Cuando pu, se anula,
el hamiltoniano se reduce al caso cuantico del espacio de Darboux III, desaparece el efecto del
operador de Dunkl. Mientras que cuando A se anula, el hamiltoniano se reduce al oscilador de
Dunkl en un espacio plano al desaparecer la curvatura.
Para resolver la ecuacién de Schrodinger se sigue un procedimiento similar al caso sin operadores
de Dunkl. El hamiltoniano aplicado queda de la forma:

1
(1+ Aa?)
Por analogia directa al caso sin operadores de Dunkl, esta ecuacion va a ser la ecuacién para

un oscilador de Dunkl en el espacio plano con una frecuencia modificada dependiente de la energia.
Esto se ve claramente al expresar:

Hp(e) = B (a). (4.11)

% [—h(DE=)? 4 (w? — 20E) 2*] ¢(z) = Ey(z), (4.12)

donde, nuevamente, aparece la frecuencia €2 cuya expresion ya se definié en (3.4).

En este punto, solo habria que resolver la ecuacién para el oscilador de Dunkl y reajustarla en
funcién de la nueva frecuencia €2 como ya se hizo en la Seccién 3.

Para resolver el caso del oscilador de Dunkl, se parte del hecho de que el hamiltoniano y el
operador de reflexién conmutan, esto es, [H’ D, Ry] = 0. Asi, las autofunciones se eligen de modo
que tengan una paridad bien definida por un parametro e, = +1 que muestra si la funcién es par
(ez = 1) o impar (e, = —1) en z, de modo que R, f(z) = e, f(x). Atendiendo a la expresién del
operador de Dunkl al cuadrado:

20y
(Die)? = 92+ =

Pz

se puede deducir que este tendra estructura diferente si la autofuncién es par o impar gracias al
ultimo término. De este modo, el hamiltoniano de Dunkl toma dos formas segiun la paridad de la
autofuncién:

[_h; <a§+ ng) m] ba)=0  para b(—z) = ¥(a), (4.14)
[_h; (agﬂgmax_?;;)m] b@)=0  para Y(—a)= ().  (4.15)

Asi, las autofunciones del oscilador de Dunkl quedan condicionadas por la paridad, cuyo efecto
se ve reflejado en su estructura. Estas autofunciones y las energias resultan de la forma:

w2g? ]_
() =e 202 HE® (%m) , Ky = hw <nm + pg + 2) con nge=0,1,2,... , (4.16)

donde H,’fj(%x) representan unos polinomios de Hermite generalizados obtenidos para este caso
particular. Su estructura es la siguiente:
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w wn! (potaz—13) (w2 2)
H{s(—x) = (—1)" 9= [ = . 4.17

Estos polinomios generalizados se expresan en funcién de polinomios generalizados de Laguerre

L£Mm+Qm—%) l—e,

(%22562) y de un pardmetro ¢, = 5 que depende de la paridad de las autofunciones.

Tanto las autofunciones como las energias son analogas al caso cudntico de un oscilador sin
operadores de Dunkl en un espacio sin curvatura. Solo varian en la dependencia con el pardmetro
W v la utilizacién de los polinomios generalizados de Hermite.

Con los resultados ya obtenidos, se puede hacer el cambio de la frecuencia w por la dependiente
de la energia () para asi obtener las autofunciones y energias del oscilador de Dunkl-Darboux III.
El resultado final es el siguiente:

EQTQ

1 Q
() =e 2 Hp(Bx), Byt = hQ) (nw + g + 2) con B =1/ r (4.18)

Para las energias se obtiene de nuevo una expresiéon en la que hay que desarrollar la nueva
frecuencia para despejar la energia. El resultado es idéntico al de la ecuacién (3.5) cambiando
n — ng + pp. Su expresion es la siguiente:

1\? 1 1\’
ES = —h2) (nx+ua¢+2> +h<nx+ux+2> \/m? (nx+ux+2> +w?. (4.19)

El apunte mas relevante de este caso reside en que, dado que la simetria de reflexién es clave
en el oscilador de Dunkl, en el caso unidimensional, genera una separacién entre las autofunciones
pares, a las que la reflexiéon no afecta, y las impares, a las que la reflexién cambia el signo.

4.3. Conclusiones: aplicaciones de los operadores de Dunkl

Los operadores descritos en este trabajo, como se ha podido ver anteriormente, actiian como
reflexiones respecto a los planos coordenados en el caso del oscilador de Dunkl-Darboux III. Es
conveniente aclarar que estos operadores de Dunkl, en su definicién més general (4.4) se construyen
con cualquier conjunto de vectores, siempre y cuando las reflexiones asociadas generen un grupo
de Coxeter.

Para poder ver alguna aplicacién interesante de estos operadores se puede recurrir al trabajo
de uno de los investigadores, ya mencionado, més relevantes en el campo de la superintegrabilidad,
F. Calogero. Desarrolld6 un modelo de andlisis de N particulas en una dimensién sometidas a un
potencial cuadratico como el de un oscilador armoénico y a otro dependiente inversamente con el
cuadrado de la distancia entre particulas. El modelo de Calogero en su versiéon cuantica tiene un
hamiltoniano [4] de la forma:

h2 N 82 N i—1 1
_ i - 200 _ )2 )2
H = o 2 922 +ZZ <4mw (i —x5)” + g(z; — x5) > . (4.20)
=1 v 1=2 j=1

Este hamiltoniano es resoluble e integrable de forma exacta. Se ha tomado el caso cuantico ya
que es al que se le puede aplicar el oscilador de Dunkl, pero el caso clasico también es resoluble
como el cudntico. Atendiendo a que relaciona las particulas dispuestas de forma unidimensional dos
a dos mediante un potencial que depende de la separacion entre ambas, se pueden hacer numerosas

variaciones.
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Una extensién de este hamiltoniano a un caso cuantico de interés es aplicarlo a particulas en una
cadena con posiciones fijas y espin, de este modo la interaccién entre ellas se reduce a la producida
por el espin. Para que esto ocurra, la disposicién de las particulas se encuentra en los puntos de
equilibrio del potencial. Asi, se puede establecer un anélisis de cadenas unidimensionales de espines.
Como se comentaba en la introduccion, este es un claro ejemplo en el que se encuentra un sistema
superintegrable y se pretende utilizar de modelo para numerosas situaciones alternativas.

Para poder hacer el estudio de este caso, es posible la aplicaciéon de operadores de Dunkl al
hamiltoniano. Si bien es cierto que ya se ha dado una definicién asociada a la reflexién, se puede
establecer otra asociada al intercambio entre particulas [8]. Su estructura es la siguiente:

T; = iJFCLZLQ—KU) con i=1,..,N. (4.21)
L E T

En este caso no aparece R, que era la reflexién unidimensional, sino que aparece K;; que es
el operador de intercambio entre las particulas ¢ y j. Este operador de Dunkl permite reescribir
el hamiltoniano del modelo de Calogero como una combinacién cuadratica de los operadores T;,
analogo al caso del oscilador de Dunkl, pero con un tratamiento ligeramente més complejo. Hay
estudios que han aplicado dichos operadores a cadenas de espines para simplificar el trabajo con
ellas y deducir propiedades de forma notablemente mds sencilla [9].

Con este desarrollo queda clara la importancia de los sistemas superintegrables en la fisica clasica
y cuantica. Tener la posibilidad de resolubilidad exacta de forma sencilla hace que su estudio sea
crucial para poder avanzar en la modelizacion de sistemas mas complejos. Del mismo modo, ser
capaces de explotar las simetrias presentes en estos es clave para su tratamiento.

Si bien es cierto que no todos los sistemas superintegrables presentan simetrias con una in-
terpretacion geométrica evidente sobre las que construir nuevos modelos y teorias, es necesario
aprovecharlas cuando se pueden identificar. Estos operadores de Dunkl son un caso de cémo se
pueden aprovechar las simetrias de algunos sistemas superintegrables para construir nuevos mode-
los. Gracias a ellos se abre la puerta a estudiar con mayor sencillez, y en profundidad, casos como
el de las cadenas de espines.

Finalmente, con este trabajo se pueden comprender de forma clara las implicaciones de la
superintegrabilidad y sus caracteristicas principales. Se puede apreciar cémo estos sistemas no son
muy numerosos, y lo delicados que son frente a variaciones dentro del mismo tipo de sistema como
se vi6 en la Seccion 2.2. Asimismo, queda claro cémo se pueden usar para modelizar casos diferentes
con mayor interés fisico.
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