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INTRODUCCION

Se puede afirmar que el estudio de ciertas clases de funciones 

diferenciables, definidas en dominios de dimension finita, juega un 

papel fundamental en la teorîa de funciones de variable real y en el 

anal is is funcional*. Citemos como ejemplos relevantes a las distribu- 

cLones de Schwartz |52|, completadas con las distribuciones general^ 

zadas de Roumieu |48| y con las ultradistribuciones de Sato |49|, y 

a los teoremas de extension de Whitney |6l| y Calderon [8|.

La descripcion de subâlgebras densas en algebras topologicas de 

funciones diferenciables, sobre variedades finito dimensionales, fue 

establecida en 1949 por Nachbin |3 9 | , siendo de destacar, en esta mi^ 

ma linea, los trabajos de Reid |45| y Glaeser |1 7 |.

En los ultimos anos se aprecia un considerable interes por la 

teorîa de funciones en espacios infinite dimensionales. Asî aparecen 

trabajos como los de Moulis |38| y Wells |57|, sobre propiedades de 

las funciones diferenciables sobre c ^ , y de Whitfield |59|, sobre 

funciones diferenciables con soporte acotado sobre espacios de Banach.

En cuanto al problems de la aproximacion de funciones "complies 

das" definidas sobre un espacio de Banach real E, por funciones 

"simples" o "regulares" merecen, a nuestro juicio, destacarse los tr^ 

bajos de Goodman |18| , aproximacion uniforme de funciones acotadas 

uniformemente continuas sobre E por funciones cuasi-diferenciables 

acotadas, de Nemirovskij y Semenov |4 1 | , aproximacion uniforme de 

funciones "regulares" por polinomios, y de Kurzweil | 291 , | 30| , apro^ 

ximaciôn de funciones continuas sobre E por funciones analîticas



reales en la topologia f i n a .

El problema de la aproximacion de funciones de clase sobre

E, en varias topologîas, por polinomios ha sido estudiado por Res- 

trepo I4 6 1, Lesmes |3 1 | , Llavona |34|, Prolla 14 3 |, Aron |3| y otros.

La busqueda de un teorema "tipo Nachbin", sobre la densidad de 

subâlgebras de funciones de clase sobre E, conduce a Llavona

[34| a la introduccion de la topologia t ^, compacta-compacta de ox 

den p , sobre la clase C^(E) de las funciones de clase sobre

E en el sentido usual de Frêchet.

Determiner subclases de funciones, de clase sobre E, que

ver if iquen el teorema de Nachbin para las topologîas T^, acotada- 

acotada de orden p, y t ^, compacto-acotada de orden p , lleva a 

Aron y Prolla |5 | a la definicion de las subclases, de (E),

C u ( : )  y cP(E). .

El estudio sobre los espacios de funciones debilmente continuas 

sobre E, realizado por Ferrera |1 5 |, junto con el planteamiento de 

su posible extension al caso diferenciable nos ha llevado al interës 

por considerar la topologîa , debilmente compacta-debilmente

compacta de orden p, y al concepto de f une ion debilmente diferen-^ 

ciable sobre los acotados de E, definicion que darâ lugar a la su^ 

clase (E) motivo principal de estudio en esta memoria.

El concepto de funcion debilmente diferenciable sobre los acot^ 

dos de E, qu e introducimos en el capîtulo tercero, estâ directamen 

te relacionado con la topologîa bw en E, topologîa mas f ina en E 

que coincide con la topologîa dibil o ( E ,E ') sobre los subconjuntos



acotados de E, estudiada ya por Ferrera en |1 5 |. En esta memoria 

se resuelve el problema de dar una caracterizacion total del carâcter 

localmente convexo de dlcha topologîa, dando as î respuesta a un pro­

blema clâsico ya planteado por Day |10| y parcialmente resuelto por 

Wheeler |5 8 | .

En el estudio que efectuamos de la clase C^,(E) es preciso desü)b —
tacar, en nuestra opinion, como para dicha clase se obtiene un teor^ 

ma "tipo Nachbin", sobre densidad de subâlgebras, introduciendo lo 

que llamamos "propiedad de aproximacion debil acotada", lo que nos 

permite por un lado extender una parte de los resultados que aparecen 

en I5 I y por el otro efectuar un estudio comparative entre esta pro­

piedad y las propiedades de aproximacion clasicas, contribuyendo asî 

a un mej or conocimiento de este tipo de propiedades.

Las clases usuales de funciones de clase C^, en dominio fini­

to dimensionales, son en general espacios de Frêchet. Por tanto su 

estructura, como espacios localmente convexos, estâ bien determlnada. 

Esta cuestion, en dominios infinito dimensionales, por el contrario, 

estâ lej o s de ser resuelta. Obtener teoremas, similares a los teore­

mas de Nachbin-Shirota para funciones continuas (vêase |6 |), para la 

clase C^(E) es hoy uno de los problemas que présenta mas diflcultad 

en esta teorîa. En esta memoria se consigue una caracterizacion del 

carâcter tonelado y bornologico de la clase (E ) , clase "sufi-

ciente grande" como se prueba en el capîtulo tercero de la memoria, 

obteniendose asî el primer resultado que se consigue, en esta direx 

c i o n , para subclases de C^(E) que no sean met rizables.

Finalmente diremos que la clase (E) tambiên se comporta



bien desde el punto de vis ta de algebra topologica, consigui e n d o s e , 

para ellas teoremas tipo Whitney sobre caracterizacion del cierre de 

idéales, como se pone de manifiesto en el ultimo capîtulo de esta rax 

m o r i a .

El estudio de clases de funciones diferenciables, en espacios 

infinito dimensionales, adquiere ya hoy relevancia en cuanto al cam- 

po de las aplicaciones, dentro de lo que podrîamos llamar anâlisis 

"infinito dimensional". En esta lînea podemos citar los trabajos de 

P. Krêe |28| y |2 9 |, sobre operadores diferenciables lineales sobre 

espacios vectoriales y soluciones débiles de ecuaciones en derivadas 

funeionales con aplicaciones a los procesos aleatorios, y de Abuabara 

|l] y Meise |35|, sobre teorîa de "distribuciones" en espacios de d^ 

mens ion infinita. Tambiên es importante senalar el auge que es t an a^ 

quiriendo las têcnicas de diferenciabilidad en dimension infinita en 

el estudio de diverses propiedades geomêtricas de los espacios de 

nach, principalmente en cuestiones de convexidad, super-reflexividad, 

etc. . . .

Terminâmes la introduccion de esta memoria haciendo una sîntesis 

del con ten ido de cada capîtulo.

El primer capîtulo lo hemos dedicado a hacer una revision de las 

def iniciones y resultados que utilizaremos a lo largo de la memoria. 

En este aspecto, queremos resaltar el importante papel que juega, den 

tro del estudio que realizamos, el conocimiento en pro fund idad de la 

estructura interna de los espacios de Banach; ello motiva el que hag^ 

mos bas tante hincapiê, dentro del primer capîtulo, en los resultados 

referentes a la teorîa de espacios de Banach.



El capîtulo segundo estâ dedicado por completo al estudio de la 

topologîa bo). En concreto resolvemos el problema de cuando dicha 

topologîa es localmente convexa o lo que es equivalents cuando es vex 

torial. Este problema surge al afirmar Day en la segunda édition de 

su libro "Normed Linear Spaces" |10| publicadc en 1962, que la topo­

logîa bw siempre era localmente convexa. Durante diez anos esta afix 

mac ion parecio darse como vâlida bas ta que Wheeler publico en 1972 

en Studia |58] un ejemplo en el que mostraba que la topologîa bw 

en no era localmente convexa. A raîz de este ejemplo, surge la

cuestion de caracterizar la clase de espacios para los que es cierto 

que la topologîa bw es localmente convexa. Nosotros probamos que 

la topologîa bw en un espacio de Banach es una topologîa localmen 

te convexa si y solamente si el espacio de Banach es reflexivo.

En el capîtulo tercero se introduce la definicion de dif erenc ix 

bilidad debil y los espacios de funciones debilmente diferenciables 

de clase p asociados. Dedicamos la primera parte de este capîtulo 

a hacer un estudio detallado de la definicion de diferenciabilidad 

debil, obteniendose diversas reformulaciones équivalentes de la defx 

nie i on. Estos resultados, unidos a los recientes trabajos de Aron, 

Herves y Valdivia |4 | sobre polinomios, nos permiten probar que la 

clase de funciones debilmente diferenciables de clase p, (E,F ) ,

es una clase intermedia entre las clases ^ w b u Y  C^(E,F) in- 

troducidas por Aron y Prolla en |5 |. Como consecuencia de este hecho, 

surge la cuestion de si efectivamente dichas clases son diferentes o 

no. Nosotros probamos, en primer lugar, que las clases C^,(E,F) ywb
^ w b u s o l o  coinciden cuando el espacio E es reflexivo. Para



probar este resultado nos es preciso dar antes un teorema "tipo V a l ­

divia" para caracterizar los subconjuntos debilmente compactes median 

te funciones debilmente diferenciables. Es de resaltar aquî que las 

têcnicas que nosotros utilizamos son têcnicas esencialmente r e a l e s , 

como lo prueba el hecho de que un problema analogo para clases de f un 

ciones holomorfas permanece aun abierto (ver |4 1). Tambiên probamos 

en este capîtulo que las clases C^^(E,F) y C^(E,F) son distintas 

siempre que el espacio E sea de dimension infinita.

El capîtulo cuarto esta dedicado al estudio de problemas de den 

s idad de subâlgebras polinomiales. En la obtencion de teoremas de eŝ  

te tipo, es muy importante el poder aproximar la identidad en el es­

pacio dominio por operadores de rango finito de forma que podamos cont 

trolar los rangos de estos operadores. Es to es lo que nos 1leva a in 

troducir y estudiar dos tipos de propiedad de aproximacion, la propi£ 

dad de aproximacion dêbil acotada y la propiedad de aproximacion dê- 

bil compacta. La primera parte del capîtulo estâ dedicada a un estu­

dio detallado de estas propiedades, relacionandolas con o t ras propix 

dades de aproximacion conocidas. En este aspecto queremos senalar ex 

mo resultado mâs interesante el siguiente: si un espacio de Banach E 

es tal que su dual tiene la propiedad de aproximacion acotada enton- 

ces E tiene -la propiedad de aproximacion dêbil acotada. Si ademâs 

E ' es separable se puede precisar aun que E tiene la propiedad de 

aproximacion dêbil compacta. Estos resultados tienen interês, aparté 

de po rque nos permiten relac ionar estas propiedades con o t ras ya co­

nocidas, porque nos muestran que estas dos propiedades son, en prin- 

cipio, mâs débiles que las que habituaImente aparecen en la literat^
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ra relacionadas con este tipo de problemas (ver, por ejemplo, |5 |,

I2 0 I, |46| etc.).

La ultima parte de este capîtulo la dedicamos a dar un teorema 

tipo Nachbin para los espacios C^^(E,F) cuando el espacio dominio 

verifies la propiedad de aproximacion dêbil acotada.

El quinto capîtulo esta dedicado al estudio de la estructura co 

mo espacio localmente convexo del espacio C^^(E,F). Se prueba que 

para este espacio son équivalentes el ser tonelado, infratonelado, 

bornologico o Frechet y el que el espacio dominio E sea reflexivo. 

Creemos que este es un resultado muy interesante ya que en general 

la estructura de ,J.os espacios de funciones diferenciables, sa Ivo en 

aquellos casos en que el espacio es de Frêchet, es poco conocida de. 

b ido a las grandes dif icultades que suele plantear su estudio. Finx 

lizamos este capîtulo dando algunos ejemplos que muestran que en ge

neral el espacio C^,(E,F) no es completo. En concreto vemos que

para cualquier espacio de Banach F, (;f \  F) y C^^(.f*” ,F) no

son c o mpletos.

La ultima parte del capîtulo quinto motiva el que dediquemos 

parte del capîtulo sexto a obtener una representacion del completado 

del espacio (E ,F ) . Para obtener dicha representacion, basando-

nos en una idea de Bombai y Llavona (ver |7 |), considérâmes un espx 

cio analogo al C^y(E,F) pero cambiando la dif erenciabilidad en seii 

t ido de Frêchet por diferenciabilidad en sentido de Hadamard para la 

topologîa dêbil. Hacemos para este espacio un estudio paralelo al dx 

sarrollado en los capîtulos anteriores para el espacio (E ,F) y

concluimos probando que efectivamente nos da una representacion del
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completado de C^^(E,F) en el caso de que E posea la propiedad de 

aproximacion debil compacta. A continuacion, mediante la têcnica del 

e-producto, demostramos que si el espacio E posee la propiedad de 

aproximacion dêbil compacta, el espacio ( E ,F) posee la propiedad

de aproximacion. Como corolario de este ultimo resultado obtenemos aĵ  

gunos resultados referentes a la propiedad de aproximacion dêbil corn 

pacta, en particular destacamos el siguiente resultado: si E es un 

espacio de Banach con dual separable, E posee la propiedad de aprx 

ximacion dêbil compacta si y solamente si E' tiene la propiedad de 

aproximacion. Este resultado nos permite dar un ejemplo de un espacio 

de Banach que tiene la propiedad de aproximacion de Grothendieck pero 

no tiene la propiedad de aproximacion dêbil compacta.

dio de la estructura de algebra de C ^ ^ ( E ,E) (complexifieado de

(E)). Hacemos un repas o de los principales topicos de la teorîa de 

algebras, probando que C^,(E,C) es un algebra localmente m-convexa

Por ultimo el capîtulo sexto esta dedicado integramente al estjj

P I wb

ü)b

regular con un idad, fuertemente semi-simple que no es una Q-âlgebra. 

Se dê tambiên una caracterizacion de su espectro. Por ultimo obtene­

mos un teorema "tipo Whitney" sobre adherencia de idéales, aplicando 

dicho resultado a la caracterizacion de los idéales primaries minima 

les del algebra.
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1, D E FINICIONES. NOTACIONES Y RESULTADOS PREV I O S .

Este primer capîtulo lo vamos a dedicar a hacer un repaso de los 

principales conceptos y resultados que utilizaremos en los capîtulos 

suc es ivo s . A lo largo de toda la memoria haremos uso de las definicix 

nes y notaciones basicas de la teorîa de espacios localmente convexos, 

asî como de sus resultados mâs elementales sin explicitarlos, tomando 

como referencias |50| y |2 1 | este ultimo principalmente en todo lo r^ 

ferente al tema de la polaridad.

Aunque bastantes resultados de esta memoria, y asî lo hacemos 

constar en algunos, son validos tambiên para espacios de Banach com- 

plejos, nosotros a lo largo de todo el trabajo denotaremos por E y 

F espacios de Banach reales.

Ya vimos en la introduccion que este trabajo se présenta como 

continuacion del estudio que realize J. Ferrera en |15 | sobre espa- 

cios de funciones debilmente continuas sobre los acotados de un espa 

cio de Banach. Recordemos que una funcion f : E F se dice que es 

debilmente continua sobre los subconj untos acotados (resp. debilmen- 

te compactes) de E si para cada acotado (resp. debilmente compacte)

B C  E la restricciôn de f a B es continua cuando en B considerx 

mos la topologîa dêbil de E restringida y en F su topologîa ori­

ginal.

Al espacio de las funciones de E en F debilmente continuas S£ 

bre los subconj untos acotados (resp. debilmente compactes) se le de- 

nota por ( E ,F) (resp. (E,F) ).

Si en las anteriores def inic iones cambîamos la condic ion de con
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tînuidad por continuidad uniforme, tenemos el espacio C^^^(E,F) de 

todas las funciones de E en F debilmente uniformemente continuas 

sobre los subconj untos acotados de E.

Un estudio detallado de los espacios C^^(E,F) y C^j^^(E,F) 

puede verse en |l5|. La têcnica empleada en el citado trabajo para 

estudiar esos espacios consiste en dotar a E de una cierta topolo­

gxa que permite considerar el espacio (E,F) como un espacio de

funciones continuas sobre todo E. Dicha topologîa viene definida 

por :

DEFINICION 1 .1 ; La topologîa bü) sobre un espacio de Banach E es 

la topologîa mâs f ina que coincide con la topologîa dêbil en los sub 

conj untos acotados de E.

Esta topologîa en general no es localmente convexa |58|. Nosotros 

en la présenté memoria vamos a caracterizar en que casos dicha topol£ 

gîa es localmente convexa. Para hacer esto nos va a ser muy âtil el 

introducir una nueva topologîa:

DEFINICION 1.2. Si E es un espacio de Banach, la topologîa eoi* 8£ 

bre E' es la topologîa mâs f ina que coincide con la topologîa 

a(E',E) sobre los subconj untos acotados de E*.

Esta topologîa, contrariamente a la bo), siempre es localmente 

convexa.

TEOREMA 1.3. (Banach-Dieudonnê). Si E es un espacio de Banach, la 

topologîa ew* sobre E ' es la topologîa de la convergencia unifor­

me sobre los compactos de E.
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Demostracion: Ver |2 1 | teorema 1 p. 245.^

En el estudio que hacemos de la topologîa b w , nos résulta con 

veniente considerar dos casos, primeramente el caso en que el espa­

cio no contiens ningun çubespacio isomorfo a y en segundo lugar

el caso de  ̂. Para el primer caso, results fundamental el siguien 

te teorema que caracteriza los espacios de Banach separables que no 

contienen subespacios isomorfos a

TEOREMA 1 . 4 . Sea E un espacio de Banach separable. Son équivalentes:

1. E no contiene ningun subespacio isomorfo a .

2. Cada subconjunto acotado de E" es a ( E " ,E ')-secuencialmen- 

te denso en su a (E",E ')-adherencia.

Demos trac ion : Ver | 4 7 | y las referencias allî citadas.^^

Probaremos en el capîtulo II haciendo uso de 1.4 que la topolo­

gîa bw de un espacio de Banach separable que no contenga ningûn sub 

espacio isomorfo a es localmente convexa si y solamente si el e£

pacio es reflexivo. Para poder suprimir la condicion de separabilidad 

es necesario que la topologîa bw tenga ciertas condiciones de here 

ditariedad, es deci r :

PROPOSICION 1 . 5 . Si E es un espacio de Banach y F un subespacio 

vectorial cerrado de E, entonces la topologîa bw de F es la 

restricciôn a F de la topologîa bw de E.

Demo 3 trac ion : Ver |1 5 | p ropos ic ion 2.10. pg. 23
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En el capîtulo tercero, empezamos el estudio de espacios de fun 

ciones diferenciables. Vamos a introducir los conceptos que utiliza­

remos .

Denotaremos por P (" E ,F ) el espacio de los polinomios n-homogx 

neos continuos de E en F. Estos polinomios son de la forma A o 

con A una aplicaciôn n-lineal de E en F y

A : E ------   E"

el operador diagonal.

Asî cada polinomio n-homogëneo tiene una aplicaciôn n-lineal sî  

mêtrica asociada. El método para recuperar la aplicaciôn n-lineal as£ 

ciada conocido el polinomio es lo que se llama fôrmula de polariza- 

ciôn que viene dada por:

A(xj,...,x^) = I PCtjXj +...+ e^x^) . ...
2 .ni Ej=+1

para todos los Xj,...,x^ G E.

Si dotamos a P(” e ,F) de la n o rma:

11 Pli = sup {||P(x)|| : jjxjl < 1}

obtenemos que P(” e ,F) es un espacio de Banach.

Por P j (*'e ,F) denotaremos el espacio de los polinomios n-horao- 

gêneos de tipo finito, que es el subespacio de P('^E,F) generado por 

las funciones (j>” fl y con <|) 6 E ' e y G F definidas por 

((()" fl y) (x) = ((J>(x))"y.

Se define el espacio de los polinomios de E en F, P(E,F), por 

P(E,F) = ^  P(”e ,F). Anâlogamente, el espacio de los polinomios
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de tipo finito de E en F, (E ,F ) , sera la suma directa

Pf<E.F) = 0  P j ("e ,F).
n=o

Analogas definiciones se pueden dar en el caso de espacios lo­

calmente convexos.

DEFINICION 1 . 6 . P^ ^ ^ ( E,F) denotarâ el subespacio de P ( E,F) for-

mado por aquellos polinomios que son debilmente uniformemente conti-

,b„("E.F) = P^E.F) nnuos sobre los acotados, es decir P . (™E,F) = PC^E.F) Q  C,. (E,F)

PROPOSICION 1.7. P , (”'e .F) dotado de la norma inducida por--------------------  wbu
P("'e ,F) es completo.

Demostracion; Ver |5 | p â g . 6. Proposiciôn 2.4.2.^

PROPOSICION 1 . 8 . Pj(™E,F) es el espacio de los polinomios m-homogê- 

neos debilmente continuos de E en F.

Demostracion: Ver |5 | pâgs. 6-7.^

DEFINICION 1 . 9 . P^^(^E,F) denotarâ el subespacio de P(™E,F) form£

do por aquellos polinomios que son debilmente continuos sobre los ac£ 

tados, es decir P^^ (™E, F) = ?("*£,F) H  C^j^(E,F).

Recientemente A r o n , Herves y Valdivia ban probado:

PROPOSICION I . I O . Para cada m 6 B , los espacios P^^^(^E,F) y 

coinciden.

Demostracion : Ver | 4 | ,,

En todo lo anterior, para el caso F = E., se omite la let ra E,
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quedando P (E) , P^(E),

Una propiedad importante de las funciones de C^^^(E',F), en pa£ 

ticular de los polinomios de ^wbu ( = P^^(E,F)) es la siguiente:

PROPOSICION I . l l . Toda funcion f : E F debilmente uniformemente 

continua sobre los acotados de E es compacta, es decir, transforma 

acotados en relativamente compactos.

Demostracion: Ver |5|, pg. 5, leraa 2.2.^

PROPOSICION 1.12. Sea P = A °A^ 6 A es una apli.

caciôn m-lineal continua. Se define C : E -*■ P("'  ̂E , F) por

C(x)(z) = A(x,z,...,z) (x,z e E ) . Entonces C es una aplicaciôn 

compacta cuyo rango estâ contenido en P^bu ^ E , F) .

Demostraciôn: Ver |5 | pg. 8, lema 2.6.»

Denotaremos para cada p 2  1 por c P ( E ,F) el espacio de todas 

las funciones que son diferenciables con continuidad has ta el orden 

p, en el sentido usual de Frêchet. Para cada j, 0 £  j _< P » de-

rivada de orden j de una funciôn en un punto es Una aplicaciôn j-lx 

neal simêtrica y por tanto tiene un polinomio j-homogêneo asociado.

En todo este trabajo, si f 6 cP ( E , F) , 0 < . 3 < . P  Y x 6 E  nosotros

por D^f(x) entenderemos el polinomio j-homogêneo asociado a la de- 

rivada de orden j de f en x.

Denotaremos por cP(E,F) el espacio de todas las funciones 

f 6 cP(E,F) taies que para cada x 6 E y cada j, 1 <. j j< P»

D^f(x) G P^^(ÎE,F) .
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Para cada p 2  T^ va a ser la topologîa en C (E,F) indu-

cida por la familia de seminormas

r^ : f  sup {{|Djf(x)|| : x 6 K, 0 < j < p) (f G CP(E,F))

cuando K recorre la familia de todos los subconj untos compactos de 

E.

PROPOSICION 1.13. (C^(E,F), t JJ) y (C^(E,F), t J) son espacios local.,P

mente convexos completos

Demostr a c i o n : Ver |5 |, pg. 27 proposiciôn 4.2.

Para cada P 2  ^wbu^^*^^ sera el espacio de todas las fun

ciones f G C ^ ( E ,F) taies que:

i) para cada x G E y cada j, 1 2  3 2  P» D^f(x) 6 P^^(^E,F)

ii) para cada j, 0 2  3 2  P» f G P^y(^E,F)).

En ^j^bu « P) considérâmes la topologîa induc ida por la familia 

de seminormas:

qg : f ----  ̂ sup {|jD^f(x)l| : x G B, 0 < j < p} (f G cP^^(E,F))

cuando B varîa en la familia de todos los subconj untos acotados de
-P 
bE . Denotaremos a esta topologîa por T^.

PROPOSICION 1. 1 4 . (('^bu ' Ty ) es un espacio de Frêchet.

D e mostraciôn: Ver |5 | pâg. 13, proposiciôn 3.3.^

Antes de continuar con los resultados referentes a densidad de 

subâlgebras vamos a hablar brevemente de un tipo de propiedades que

van a jugar un papel relevante en lo que s igue.
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DEFINICION 1.15. (|1 9 |) Un espacio localmente convexo X se dice

que tiene la propiedad de aproximacion si para cada K C  X precompa£ 

to, y cada entorno de 0 en X, V, existe un operador T : X + X de 

rango finito tal que Tx - x 6 V para cada x 6 K.

DEFINICION 1.16. Sea E un espacio de Banach y 1 £  X < «>. Diremos 

que E tiene la X-propiedad de aproximacion si, para cada e > 0 y 

cada compacta K C E, existe un operador de rango finito T : E E 

tal que || Tx - x|| _< e para cada x 6 K, y | T)j £  X . Un espacio de 

Banach se dice que tiene la propiedad de aproximacion acotada si tije 

ne la X-propiedad de aproximacion para algun X. Un espacio de Ba­

nach se dice que tiene la propiedad de aproximacion mêtrica si tiene 

la 1-propiedad de aproximacion.

Veamos algunas propiedades hereditarias de estas propiedades.

PROPOSICION 1. 1 7 .

(1) Si un espacio localmente convexo tiene la propiedad de apr£ 

ximacion tambiên la tiene cada subespacio cerrado complementado.

(2) Si E es un espacio de Banach y E' tiene la propiedad de

aproximacion, entonces E tambiên tiene la propiedad de aproximacion. 

En particular, un espacio de Banach reflexivo E tiene la propiedad 

de aproximacion si y solamente si E ' la tiene.

(3) Si E es un espacio de Banach y E' tiene la X-propiedad

de aproximacion, entonces E tambiên la tiene. En particular, si E 

es reflexivo, E tiene la X-propiedad de aproximacion si y solanen- 

te si E ' la tiene.
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Demostracion: Ver |25| pâgs. 244, 247 y 261.^

El siguiente resultado précisa mas el apart ado (3) de la propo­

sition anterior.

PROPOSICION 1 . 1 8 . Sea E un espacio de Banach. E ' tiene la propiie 

dad de aproximacion acotada si y solamente si satisface la siguiente 

condicion: Existe una constante C > 0 ta1 que para cada par de corn

pactos K C E  y t C E '  y cada e > 0, existe una aplicacion li­

neal n ; E •+■ E de rango finito tal que

Ikll 1  c

||lTx-x|l £  E (x e  K)

|j(j)<»1T-4»|l£e ((j)GL)

Demostracion: Sale utilizando el principio de reflexividad local 

|23l

Es évidente a partir de las propias definiciones que todo espa­

cio de Banach con la propiedad de aproximacion acotada tiene la pro- 

piedad de aproximacion. En general el recîproco no es cierto (ver 

I 1 6 I), s in embargo existen bastantes casos donde si se dâ.

PROPOSICION 1. 1 9 . Sea E un espacio de Banach separable e isométri- 

co a un dual. Si E tiene la propiedad de aproximacion entonces E 

tiene la propiedad de aproximacion mêtrica.

Demostracion: Ver |33| pâg. 39, teorema 1 . e . 15 .

Una têcnica de gran ut ilidad en el estudio de la propiedad de 

aproximacion es la del e products de Schwartz.
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Si X es un espacio localmente convexo separado, denotaremos 

por X^ al espacio dual de X dotado de la topologîa de la conver- 

gencia uniforme sobre los subconjuntos absolulamente convexos y com­

pactes de X. Si Y es otro espacio localmente convexo, L^(X^;Y) 

denotara el espacio de todas las aplicaciones lineales continuas de 

X^ en Y, dotado de la topologîa de la convergencia uniforme sobre 

los subconjuntos equicontinuos de X .

DEFINICION 1.20. (|5 2 1) Se define el e products de X e Y por

X e Y = L^(Y^ ; X)

Puede probarse (ver |4 3 |) que L^(Y^ ; X) y L^(X^ ; Y ) son espacios 

isomorfos y por tanto podemos identificar X £ Y e Y G X.

PROPOSICION 1. 2 1 . Si X e Y son espacios localmente convexos separ^

dos casi-complétés con la propiedad de aproximaciôn, X e Y tambiën

tiene la propiedad de aproximacion.

Demostracion: Ver |52(.^

La propiedad que mas nos va a interesar del e-producto es la s£ 

guient e .

PROPOSICION 1. 2 2 . Sea X un espacio localmente convexo casi-completo 

y separado. Entonces son équivalentes:

(1) X tiene la propiedad de aproximacion.

(2) X 8 Y es dense en X £ Y , para todo espacio localmente con 

vexe Y. ,

(3) X a F es denso en X G F, para todo espacio de Banach F.
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Demostracion:

(1) «=> (2): Ver |52|, proposicion 11.

(2) «=> (3): Ver |4 3| pâg. 144, teorema 8.7.^

Continuamos ahora con los resultados sobre dens idad de subalge­

bras. Primeramente vamos a recordar el teorema clasico de Nachbin 

que resuelve el problems en dimension finita.

TEOREMA 1.23. (Nachbin). Sean E un espacio vectorial real, finito- 

dimensiona1 y a una subalgebra del espacio C^(E), p £  1. Enton­

ces a es densa en (C^(E), t^) si y solamente si Æ verifies las 

condiciones siguientes:

(1) Para cada x G E, existe una g G a tal que g(x) ^ 0.

(2) Para cada x,y 6 E, con x f y , existe una g G A tal
que g(x) 7* g(y) .

(3) Para cada x G E, y cada v G E ,  v ^ O ,  existe una g 6 a tal que 
Dg(x)(v) f 0.

Demostracion: V e r |39|.^

El primer paso para extender este teorema consiste en pasarlo al 

caso vectorial, para ello necesitaremos el siguiente resultado:

PROPOSICION 1.24. Si E es un espacio vectorial real de dimension 

finita, y p £  1, C^(E) fl F es x^-denso en C^(E,F) para todo e^

pacio de Banach F.

Demostracion: Ver ]54|, pâg. 449, teorema 44.1.^

Vamos a ver ahora un concepto que juega un papel muy importante " 

en esta teorîa y que sera fundamental para poder dar una extension 

del teorema de Nachbin al caso infinito-dimensiona1. Este concepto
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es el de algebra polinomial que generalize de forma natural el con­

cepto de algebra.

DEFINICION 1.25. Un subconjunto a. C C^(E,F) se dice que es un âlge^ 

bra polinomial si dados g G a y P 6 (F,F ) , la composition 

P o g 6 a .

DEFINICION 1. 2 6 . Un algebra polinomial a se dice que es un algebra 

polinomial de Nachbin si se verifican las siguientes condiciones:

(1) Para cada x G E, existe g G O. tal que g(x) f 0.

(2) Para cada x ,y G E, x ^ y, existe g G a tal que g(x)^

 ̂ g(y)•

(3) Para cada x G E y v G E ,  v f 0, existe g G a tal que

Dg(x)(v) f 0.

Ejemplos de algebras polinomiales de Nachbin son P^(E,F),

P(E,F), C“ (E,F) = CP(E,F) y C^(E,F).
p=l

Para algebras de este tipo verificando una cierta condicion de 

estabilidad Aron y Prolla dan sendos teoremas del tipo del teorema 

de Nachbin (1.23) para los espacios Y C^(E ,F) .

TEOREMA 1.27. Sean E y F espacios de Banach reales, con E ' te-

niendo la propiedad de aproximacion acotada, y sea p £  1. Un alge­

bra polinomial a C  ^^bu ̂ ̂ ^  ̂ es x^-densa si, y solamente si, se 

verif ica :

(1) a es un algebra polinomial de Nachbin.

(2) Para cada tt : E E de rango finito con || Tr|| £  C , y ca
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da g 6 a, la compos icion g <> ir pertenece a la x^-clausura de a. 

(La constante C es la que nos dâ la proposicion 1.18).

Demostracion; Ver |5 | pâg. 22, teorema 3.12.^

Un teorema totalmente anâlogo se obtiens cambiando c|^^^(E,F) 

por C^(E,F) y x^ por x^ en 1.26, (Vease |5j pâg. 28, teorema 

4.3).

Por ultimo vamos a dedicar dos pequenas secciones de este capi­

tule a algunos topicos de la teorîa de espacios localmente convexos 

y de algebras localmente m-convexas.

Suponemos al lector familiarizado con los conceptos de espacio 

localmente convexo tonelado, bornologico e infratonelado. De no ser 

asÎ le remitimos a |5 0 | . La siguiente proposition los relaciona en­

tre SX.

PROPOSICION 1 . 2 8 . Sea X un espacio localmente convexo.

(1) Si X es tonelado o bornologico, X es infratonelado.

(2) Si X es bornologico y casi-completo, es tonelado.

(3) Si X es infratonelado y casi-completo, es tonelado.

Demo s t r a c i o n :

(1) Es inmediata.

(2) Ver I 5 0 1 , pâg. 66, corolario 8.4.

(3) Ver I 5 0 1 pâg. 148, corolario 5.3...
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PROPOSICION 1 . 2 9 .

(1) Todo espacio localmente convexo de Baire es tonelado. En 

particular todo espacio de Frechet es tonelado.

(2) Todo espacio localmente convexo metrizable es bornologico.

Demostracion:

(1) Ver |50| pâg. 63, 7.1.

(2) Ver I 5 0 1 pag. 64, 8.1.^

Todas estas propiedades se heredan por cocientes;

PROPOSICION 1 . 3 0 .

(1) Sea X un espacio localmente convexo tonelado y M un sübespacio

de X. Entonces el cociente X/M es tonelado.

(2) Sea X un espacio localmente convexo infratonelado y M

un subespacio de X. Entonces el cociente X/M es infratonelado.

(3) Sea X un espacio localmente convexo bornologico y M un

subespacio de X. Entonces el cociente X/M es bornolôgico.

Demostracion: Ver |2 1 | pags. 215, 218 y 222.^

Una consecuencia de la anterior proposicion es que las très pr£ 

piedades se heredan por subespacios cerrados compiementados.

PROPOSICION 1 . 3 1 . Sea X un espacio localmente convexo separado, X 

es semireflexivo si, y solamente si, (x', t (X',X)) es tonelado.

Demostracion: Ver |50| pâg. 150, 5.5.^

Vamos a ver ahora algunos resultados relac ionados con las topo 

^ogias debiles.
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PROPOSICION 1. 3 2 . Sea E un espacio de Banach de dimension infinite. 

Existe una suces ion ^’J’n^nGH ^  vectores de norma 1 y o(E',E)-

convergente a 0.

Demostracion: Ver |2 4 | 6 |42|.^

Este resultado nos dice que la convergencia en norma y en la t£

pologîa *-debil de un dual, no son équivalentes para suces iones en

el dual de un espacio de Banach de dimension infinite. (Comparese e£

te resultado con el lema de Schur |22| 6 |13|).

TEOREMA 1. 3 3 . (Banach-Grothendieck). Sea E un espacio de Banach.

Una forma lineal u sobre E ’ es continua para la topologîa 

cf(E',E) si, y solamente si, su restricciôn a la bola unidad cerrada

B ' = {x* G E : Il X ' Il < 1} es continua para cr(E’,E).

Demostracion: Ver |21| pâg. 250, corolario 4.^

Por ultimo vamos a ver que en un espacio de Banach coinciden la

compac idad débil y la compac idad secuencial debil.

TEOREMA 1 . 3 4 . (Eberle in). Sea E un espacio de Banach. Un subconj u£ 

to cerrado A de E es debilmente compacte si y solamente si es S£ 

cuencialmente debilmente compacte.

Demos t rac ion : Ver |50|, pâg. 193, corolario 2.^

Para concluir este capitule vamos a hacer un pequeno resumen de 

los conceptos y resultados de que haremos use en el capitule VII.

Recordemos que un âlgebra topologica es un âlgebra dotada con
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una topologîa T que es compatible con la estructura vectorial y 

tal que la aplicacion multiplicacion es continua.

DEFINICION 1.35. Un âlgebra topologica se dice que es localmente m- 

convexa (multiplicativamente convexa) si existe una base de entornos de 0 

del âlgebra formada por conj un to s equilibrados m-convexoa. (Un con- 

junto U se dice m-convexo si U es conVexo y U.U d  U ) .

Un estudio de las propiedades bâsicas de las âlgebras m-conyexas 

puede verse en |3 7 1 o en |6|.

Si CL es un âlgebra con unidad e y x 6 a, el espectro de x , 

a(x), es el conjunto de todos los escalares X taies que x-Xe no 

es inversible.

Si a es un âlgebra compleja, denotaremos por M (resp. M^) 
al conjunto de todos los idéales maximales (resp. maximales cerrados) 

de 0. y denotaremos por û(a) al conjunto de todos los funcionales 

lineales multiplicatives no nulos. A A(a) le llamaremos espectro 

del âlgebra. Puede probarse (ver |6 |, pâg. 223, 4-10-4) que si 

M C  X, M G si y solamente si M es el nucleo de un elemento de

A(a). Esto nos permite identificar con 6(a). A este espacio,

que es un subconjunto del dual, le dotaremos de la topologîa 

a(a',a) restringida, que es la que llamaremos topologîa de Gelfand. 

La transformada de Gelfand de un elemento x G a es la aplicacion 

X : = 6(a) -»■ C definida por x((j>) = (J)(x) (cj) G 6(a)).

Un âlgebra a , se llama semi-simple (resp. fuertemente semi- 

simple) si M = {0} (resp. = {0}).
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DEFINICION 1 . 3 6 . Un algebra localmente m-convexa se dice que es re­

gular si para cada subconjunto cerrado de , F, y cada M 0 F

existe x p e r teneciente al âlgebra tal que x(M) = {1} mientras que

x(F) = {0}.

Un ideal I de un âlgebra localmente m-convexa se dice que es 

priraario si I estâ contenido en un unico ideal maximal. En el caso 

clâsico del âlgebra (C^(E), T^), donde E es un espacio vectorial 

de dimension finita, el teorema de Whitney nos dice que todo ideal 

cerrado es interseccion de los idéales cerrados primarios que lo con 

tienen. Una reformulaciôn de este teorema es la siguiente:

TEOREMA 1. 3 7 . (Whitney). Sea E un espacio vectorial de dimension 

finita, e I un ideal de C^(E). Una funciôn f pertenece a la

T^-adherencia de I, si para cada a 6 E existe una funciôn g 6 I

tal que f(a) = g(a) .

Demostracion: Ver |3 5 | pâg. 22. Ver también |6 0 |.
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II. LA TOPOLOGIA bw

En este capîtulo vamos a complétât el estudio que J. Ferrera hi- 

zo en su Tesis Doctoral | 1 5 1 de la topologîa bu3 (Def. 1 . 1 ) , resol- 

viendo un problems que allî aparecîa propuesto y que habîa surgido a 

raîz de la publ icaciôn en el aiïo 1972 por Wheeler 15 8 1 de un ejemplo 

en el que mostraba que la topologîa bw en un espacio de Banach no 

siempre era localmente convexa, en contra de lo que habîa afirmado 

con anterioridad M.M. Day en la segunda edicion de su libro "Normed 

Linear Spaces" |1 0 |. Nosotros, en este capîtulô, vamos a caracterizar 

cuando la topologîa bw es localmente convexa.

Recordemos que la topologîa bw en un espacio de Banach E es 

la topologîa mas fina que coincide con la topologîa débil, o (E ,E '), 

en los subconjuntos acotados de E. Es conocido ( |9 | p. 266) que la 

topologîa b(jJ siempre es una topologîa semi-lineal, es decir las apl£ 

caciones suma y multiplicaciôn por escalares son separadamente conti­

nuas. También es conocido (véase |1 5 |) que para la topologîa bu son 

condiciones équivalentes ser vectorial y ser localmente convexa.

Si E es un espacio localmente convexo metrizable, el Teorema 

de Banach-Dieudonné (teorema 1.3), nos dice que la topologîa eu* de 

E', topologîa mas fina que coincide con la topologîa débil a(E',E) 

en los subconjuntos equicont inuos de E', es la topologîa de la con­

vergencia uniforme sobre los subconjuntos precompactos de E. Por 

consiguiente en este caso la topologîa eu* de E ' es una topologîa 

localmente convexa.

En Wheeler ( |5 8 |, teorema 4.6 y 4.7), se prueba:
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PROPOSICION II.1 . (Wheeler). Si E es un espacio de Banach, la re£ 

triccion de la topologîa eu* de E" a E es la topologîa localmen 

te convexa mas fina en E que coincide con la topologîa débil o(E,E') 

en los subconjuntos acotados de E.

Si denotamos por cbw a la restricciôn de la topologîa eu* de 

E" a E, comenzaremos demostrando que, en una clase particular de 

espacios de Banach, las topologîas cbu y bu son distintas. Por 

consiguiente, en este caso, la topologîa bu no es localmente conve­

xa .

LEMA II.2 . Sea E un espacio de Banach separable, no ref1 ex i v o . Si 

E no contiens ningun subespacio isomorfo a , existe un subconjuri 

to A de E, cerrado para la topologîa bu, que no es cerrado en la 

topologîa cbu.

Demostracion! Para cada n 6 B , sea S^ = {x 6 E : || x]| = n } la esf£

ra de centro 0 y radio n en E. Veamos primero que S^ es o(E",E')-

denso en B ^ , bola cerrada de radio n y centro 0 de E " . Por el

teorema de separac i o n , sabemos que B^ = (x G E : || x|| £  n} es

a( E " ,E ')-densa en B^. Por tanto nos es suficiente probar que S^

es a (E ,E ')-densa en B^. Sea pues x 6 B^, que lo podemos suponer

con II x|| < n pues en el otro caso es inmediato, y sean x|,...,x^6E'.

Existe un y 6 ^  ker x ! y como || x 11 < n, exist ira un X G R tal 
j=l  ̂  ̂ ^

que II X +Xy|| = n. Ahora si 1 £  j _< m se tiene x^ (x+Xy) = x^(x)

y por tanto S^ H[  x + {x|,...,xj^} ] 0. Por tanto S^ es o(E,E')-

denso en B .n

Como E es separable y no con tiene ningun subespacio isomorfo
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a , por (1.4) résulta que es o( E" , E ' )-s ecuencialmen te deii

so en B^. Asî si (j) G E" e y || (|)|| = 1, para cada n G B exist i-

râ una suces ion (x, ),_^ contenida en S y convergente a “ d>K,n RGB n n ^
en la topologîa o(E",E').

Sea A = {x^ ^ : n,k 6 B}, Para cada m G B se tiene

A r\ B = {x, : k 6 B n < m} = ( {x, : k G B, n < m } Um k , n —  k , n —

(fl : n £  m}) A  B̂

y como {x^ ^ : k G B, n £  m } U  (fi : n £  m} es un conjunto

a(E",E ’)-compact o , por ser una union finita de suc es iones convergen­

tes con sus respect ivos limites, résulta que cada uno de esos conj un

tos es o(E",E')| = o(E,E')| cerrado. Como esto es cierto para
I®m I®m

cada m G B, se tiene que A es cerrado en la topologîa bu.

Veamos ahora que no es cerrado en la topologîa cbu. Sea V un 

entorno de 0 en la topologîa eu* de E". Sea U otro eu*-entorno

de 0 en E" tal que U+U C  V, Como U es absorbent e , exist ira un

n^ G B tal que <J) G U . Por’ otra parte, por la prop ia definicion

de la topologîa eu*, existe W, entorno de 0 en E " para la topo

' L  ° ^  ®2n • (*k.n >kGB ̂ o o o
verge a (f en o(E",E*), exist ira un k^ 6 B tal que

o
X, - — ^  d) 6 W .
k.'". "o

En resumen, tenemos

X, = x ,   L ( j ) + - J - 4 > G ( w n B "  ) + U C U  + U C V .
ko'"o k^'"o "o "o 2"o

Esto prueba que 0 es un punto adherents a A para la topologîa eu*

de E", pero como 0 G E résulta que 0 es adherents a A en la
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topologîa cbu) de donde se deduce que A no es cbu-cerrado pues 

0 0 ^

PROPOSICION II.3 . Sea E un espacio de Banach separable tal que nin­

gun subespacio suyo sea isomorfo a . La topologîa bw en E es

una topologîa localmente convexa si y solamente si el espacio E es

reflexivo.

Demo 81 rac ion : Si E es reflexivo, las topologîas bw y ew* coinc£

den y basta aplicar el teorema de Banach-Dieudonné (1.3).

Si E no es reflexivo, el lema anterior (II.2) y el teorema de 

Wheeler (II.1) prueban que la topologîa bw en E no es localmente 

convexa.^

Vamos a probar a con t inuac ion que la hipotesis de separabilidad 

se puede suprimir en la proposicion anterior. Sin embargo en la demo£ 

traciôn del lema II.2 la hipotesis de separabilidad no se puede su­

primir ya que el resultado de Rosentahl (1.4), que juega un papel fu_n 

damental en la demostracion del lema, no es vâlido s in la hipotesis 

de separabilidad.

PROPOSICION II.4 . Sea E un espacio de Banach tal que ningun subes­

pacio suyo sea isomorfo a . La topologîa bw en E es una topo­

logîa localmente convexa si y solamente si el espacio E es reflexi­

ve .

Demos t rac ion : Si E es reflexive, el razonamiento es el mismo que en 

la proposicion anterior.

Si E no es reflexive, existe un subespacio de E, F, sépara-
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ble y no reflexive. Por la proposicion 11.3 résulta que la topologîa 

bw de F no es localmente convexa. Como la topologîa bw de F es 

la restricciôn a F de la topologîa bw de E (ver (1.5)), se o b ­

tiens que la topologîa bw de E no puede ser localmente convexa.

PROPOSICION 11.5. Existe un subconjunto de f} que es cerrado en la 

topologîa bw pero no es cerrado en la topologîa cbw.

Demostraciôn: Para cada n 6 B, denotaremos por e^ la sucesiôn de 

cuyos termines valen todos ceros salvo el de lugar n que vale

1 .
Sea = {e^ : n 6 B } . Cada punto de A^ es ) -aislado

pues para cada n G B el conjunto

® '  t ’
es un a(.t^,£ ) -entorno de e que un icamente intersects a A^ en

1 We^. Por tanto A^ es un conjunto a(£ ,£ )-cerrado que no es

o(£^,£ )-compact o . En consecuencia A tarapoco es 0((£^) ,^ )-cerr£
rt 1 II OOdo pues si lo fuese, como es acotado, serîa o((£ ) ,£ )-compacto y

por tanto CJ(£^,£ ) -compacte y a que A^ esta contenido en £^ y en

los subconjuntos de £^ las topologîas a((£^) ,£ ) y <?(£^,£ )

coinciden.

Como A^ no es CT((£^) ,£ ) -c e r r a d o , existe una forma lineal

(f>, cr( (£^ ) ,£ ) -adhérente a A^ que no pertenece a A^. Obviamente

4) 6 ( £ ^ "  " y lUIl 11.

Sea ahora, para cada n 6 B, n £  2;

An = {n(6p-e^) + ^  : p,q,k € B, p f q, p,q < k}
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1El conjunto A estâ contenido en la estera de radio 2n + — . Dados

p,q,k 6 H con p f q y p,q < k, es claro que el conjunto

W = {x = 6 à  ; |xj-n| < y  j=p,q, |x^ -^| < ^  }

es un entorno de n (e^-e^) + ^  e^ en la topologîa o(£^,£^). Es cl£

ro que W corta a A unicamente en n(e -e ) + —  e, . Asî résultan p q n k
que cada punto de A^ es aislado en la topologîa ait ,£*”) y por

tanto A^ es o(£^ ,£°°)-cerrado pero no es o(£^ ,£'*’)-compacte .

Sea V un a(it^) ,£°°) -entorno de cero, absolutamente convexo.

Como (j) es un ct( (£^ )",£*”)-punto de acumulaciôn de A ^ , el conjun­

to 4» + V, que es un a((£^) ,£*’)-entorno de V, contiens una

cant idad inf in i ta de elementos de A . Sean e ,e ,e, très elemen-o p q k
tos distintos de (4> + V) A^. Podemos suponer p < q < k . Se

n ®k “ n “ n(ep-4>) + n(4>-e^) + ^(e^-*) G

6 j V + j V + Y ^ V C  V.

De esta forma 4* V) O  A^ es no vacîa. Hemos probado, en conse­

cuencia, que ^4* pertenece a la o((£^) ,£*”)-adherencia de A ^ .

Def inimos A = [ J  A . Para cada m G B, si B es la bola
nGB " J ”*

cerrada de radio m , centrada en el origen, en £ , se tiene que

A A  B V J  : n G B, 2n + -  < m}

rf» J 00 ^que es una union finita de conjuntos O(t ,£ )-cerrados. De aquî se 

deduce que A es un subconjunto cerrado para la topologîa bo).

Solo nos queda probar que A no es cbw-cerrado. Sea U ento£ 

no absolutamente convexo de 0 en la topologîa ew* de (£^) . Exi£
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te un n^ 6 H tal que —  (J) G y  U y existe W, o((£ )",£*”)-entor-
o

no de 0, tal que

“3„ ■ î  " ^  « L  'o o
siendo la bola cerrada de centro 0 y radio 3n^ en (£^) .

Hemos probado anteriormente que ~  (j) es a((£^)",£ ) -adhérente a 

luego existe un x^,^ G A^^ tal que

X - —  (fl G W 
"o "o •

En resumen se tiene

X = X -- - ( ^ + - j - ( f i G  ( W A B "  ) + i u c | u + i u C U
"o "o "o %  ^"o ^  ̂ 2

Hemos probado asî que 0 es un punto ew*-adherents a A y como

0 G £ %  también sera cbw-adhérente a A. Ademas es évidente que

0 0 A luego A no puede ser cbw-cerrado.^

PROPOSICION II.6 . Si E es un espacio de Banach que contiens un sub 

espacio isomorfo a (}, entonces la topologîa bw en E no es lo­

calmente convexa.

Demostracion; La proposicion II.5 junto con el teorema de Wheeler 

(II.I) prueban que la topologîa bw en no es una topologîa lo­

calmente convexa. Ahora si E es un espacio de Banach que contiens 

un subespacio isomorfo a , teniendo en cuenta que la topologîa

bw de un subespacio es la restricciôn de la topologîa bw del to­

tal, se tiene que la topologîa bw de E no puede ser localmente 

convexa.ÿ

Podemos reunir los resultados obtenidos en las proposiciones

II.4 y II.6 en el siguiente teorema que caracteriza totalmente cuan-
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do la topologîa bw es localmente convexa (o equivalentemente vect£ 

r i a l ) .

TEOREMA II.7 . Sea E un espacio de Banach. La topologîa bw en E 

es una topologîa localmente convexa si y solamente si el espacio E 

es reflexivo.

Nota : Aunque en toda esta memoria E dénota un espacio de Banach 

real, los resultados de este capîtulo siguen siendo vâlidos si E 

es un espacio de Banach complejo.
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III. EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES DEBILMENTE DIFERENCIABLES SOBRE 

LOS ACOTADOS PE UN ESPACIO PE BANACH. EL ESPACIO C^ ^ (E.F).

En este capîtulo, introducimos el concepto de diferenciabilidad 

débil sobre los acotados de un espacio de Banach y los espacios de - 

fune iones continuamente diferenciables asociados. Estos espacios su£ 

gen de forma natural en el contexto actual de la Teorîa de la aprox£ 

macion, por una parte como respuesta ai problems de la dens idad de - 

subalgebras polinomiales para un cierto tipo de convergencia unifor­

me sobre subconjuntos debilmente compactes, planteado a partir del 

estudio que realizaron Aron y Prolla en aproximacion sobre compactes 

y sobre acotados |5 |, por otro lado, también aparecen estos espacios 

como paso natural al caso diferenciable del espacio de las funciones 

debilmente continuas sobre los acotados de un espacio de Banach que

estudio J. Ferrera en su Tesis Doctoral |15|.

DEFINICION III.1 . Una funciôn f : E -»■ F se dice que es debilmente

diferenciable en un punto a 6 E si verif ica :

(i) Para cada acotado B C E tal que a 6 B, la aplicacion

f|g : (B,a(E,E') |g) ----- ► (F, Il I I )
es continua en a.

(ii) f es diferenciable en sentido Fréchet en a.

Diremos que f : E -*■ F es debilmente diferenciable si es debiJL 

mente diferenciable en cada punto de E.

Obsërvese que si f es debilmente diferenciable, entonces 

f e c (E.F).
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es un espacio de Banach de dimension infi­

nite, existen funciones debilmente diferenciables que no son debilmen 

te continuas. Veamos un ejemplo:

Sea E ' una sucesiôn de formas lineales sobre E, l_i

nealmente independientes y de norma 1. Definimos la funciôn

f(x) “ I “7  (x 6 E)
n= 1 n

La funciôn f es un polinomio 2-homogeneo, debilmente diferen­

ciable y sin embargo no es debilmente continue. En efecto, si f fu£

se debilmente continua, ex is t ir fan G E ’ tales que para c£

da X 6 E con |4i.(x)| £  1, I £  j £  m, se tiene que |f(x)| < 1,
m ^

As Î si X 6 ker ip. , résulta que f(x) = 0  y por tanto (J) (x) =0
j = l  ̂ "

para cada n G B .  En consecuencia, cada serîa combinaciôn li­

neal de » • • • lo que es absurdo pues los '̂t’n^nGH linea£

mente independientes.

Veamos que f es debilmente diferenciable. Sean x^ G E y 

B C E un acotado tal que x G B ; podemos suponer que B esta con

x|| £  M} . Dado E > 0, existe un 

n^ G H tal que

I - J  1  “ S ’

tenido en una bola B̂  ̂ = {x G E :

n>n^n 2M

As i si X G E es tal que l<^j(x)| £  | | 1 < j < "o résulta

que

I = 11 -y l*n(x)|̂ t = I -J +
n=l n n=l n

+ I l4>„(x)l̂  £ n + I -4 II 4i
n>n n
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Por tanto f|g es debilmente continua en .

Por ultimo, si x^ 6 E, t G E y < 1 (h 6 E ) , se tiene

lf(x^+th) - f(x^) - I ^<f>n(x^)(|)^(th) I
n= 1

I I, ~1 (*n(*o - *n(=o) " (x^)4)„( th) ) | =
n= 1 n 

” 1I l —2 ( < t > „ ( 2 x ^  +  t h ) ( f > j ^ ( t h )  -  2 < | ) ^ ( x ^ ) 4 ) ^ ( t h ) )  1 =

n= 1 n

luego

lim Y  lf(Xo + th) -f(x^) - I ^4'n(Xo)<}>„(th) 1 =
t -> o n= 1

lim t I 
t ->■ o n= 1 n

~  4/(h) = 0

uniformemente en h G B g , bola unidad cerrada de E.

Hemos probado asî que f es debilmente diferenciable y que su
” 1diferencial en un punto x 6 E vale Df(x ) = 2 7 — jé (x )<|i .* m  n  4 - r i ^ ' i ï n ' n,n̂  n o n  n= 1

El siguiente resultado nos va a permitir posteriormente, establ£ 

cer la conexiôn.existante entre la clase de funciones diferenciables 

aquî definidas y las que aparecen en |5 |.

PROPOSICION III.3 . Sea f : E F . Si f es debilmente diferencia­

ble en un punto a G E entonces Df(a) G P^y(^E ,F ) .

Demos t rac i ô n : Sea B C  E un disco acotado y sea e > 0. Sea r > 0

tal que B c rBg. Como f es diferenciable Frechet en a, existe
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un 6 > 0 (Ô < 1) tal que si ||x-a|| < g entonces

llf(x) - f(a) - Df(a)(x-a)|| < |lx-a|| (1)

Sea un disco acotado que contenga a a+Bg; existe un ento£

no débil de 0, W, absolutamente convexo y tal que si x-a 6 W y

X 6 Bj entonces

Sea y 6 W A  B, ap 1 icando (1) se obtiene

||Df(a)y|| * ||Df(a)(~ y)| < |||f(a + |  y) -f(a)|| + “

y por (2)

l|Df (a)y|| < 1  1 ^  G + ^  G I = G ^

OBSERVACION III.4 . Si f es una funciôn diferenciable Fréchet en un 

punto a 6 E tal que Df(a) G P^(^E,F), no necesarlamente para ca­

da acotado B con a G B, la restricciôn de f a B ha de ser debi£ 

mente continua. Veamos el siguiente ejemplo:

2 2 2 Sea f : £ -*- £ definida por f((x^)) = (x^) . Para los eleme£

tos e^ de la base canônica se tiene f(e^) = e^ y por tanto f no

es compacta. Como ademas f es un polinomio 2-homogéneo résulta por

(I.lO) y (I.ll) que f no puede ser debilmente continua al Kstringi_r

n^nGBla a los acotados. Por otra parte si a = (a ) G £^, consideramos

la aplicaciôn u : £ t definida u((x^)) = 2(x^a^), obviamente 

u es lineal y

||f (a+x) - f (a) -u(x)|| ̂  = I I (a^+x^)^ - a^ - 2x^a^| ̂  I =

= I |x 1^ < ||x||̂  
n=l
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que prueba que f es diferenciable Fréchet en a y su diferencial 

en a es u . Por ultimo es évidente que u es débilmente continua 

en a .

Vamos a dar ahora una serie de condiciones équivalantes a las de 

la definicion III.1. que nos serân de gran utilidad en el desarrollo 

posterior.

PROPOSICION III.5 . Sean f : E -*■ F y a € E. Si f es diferencia­

ble Fréchet en a, consideramos las proposiciones siguientes;

(a) Para cada acotado B, con a 6 B, f : (B, a( E , E * ) | g) ->

(F, Il II ) es continua en a.

(b) Df(a) : E -»■ F es una aplicacion lineal compacta.

(c) Para cada acotado B, con a 6 B y para cada e > 0, exi£

te W entorno débil de 0 en E tal que si x-a 6 W y x 6 B enton

ces

||f(x) - f(a) - Df(a) (x-a) Il < e||x-a||

Entonces (a) *4» (a) + (b) <=* (b) + (c) «=î> (c) + (a).

Demostracion :

(a) (b) es consecuencia de la proposicion III.3 y de que t£

d a aplicacion lineal debilmente (uniformemente) continua sobre los ac£ 

tados es compacta (I.ll).

(a) + (b) =» (c) : Sean B c  E disco acotado con a 6 B, y

e > 0. Como f es diferenciable Fréchet en a, existe 6,

0 < 6 < 1, tal que si || x-a"|| < 6 entonces
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llf(x) - f(a) - Df(a)(x-a)|| < E  || x-a|| (1)

Por la hipotesis (a), existen « ,4»̂  6 E ' tales que si

|4y(x-a)| £  1 , l £ j £ n ,  y x 6 B  entonces

l[f(x) - f(a)| < G .| (2)

Ademas Df(a) î E -► F es una aplicacion lineal continua, consi­

der ando en E y F las topologîas inducidas por sus respect ivas nor­

mes, luego Df(a) ; (E,a(E,E')) (F,a(F,F*)) también es continua, y

por tanto, si Bg es la bola unidad cerrada de E, la aplicacion

=  *  ( D £ ( , ) ( B j ) ,  a ( B . I " ) | ô T w 5 - y )  "

continua. Por la hipotesis (b), Df(a)(Bg) es un subconjunto compac- 

to, luego en él coinciden las topologîas débil y fuerte y por tanto 

existirân 6 E' taies que si | if j (x) | £  1 (1 £  j £  m) y

X 6 Bg entonces

.. ||Df(a)(x)l| < I  (3)

En resumen tenemos que si x G B y |4y(x-a)| £  1 (1 £  j £  n)

y |4^(x-a)| £  6 (1 £  j £  m) entonces

i) si II x-a|| £  6, por (2) y (3) résulta que

l|f(x) - f(a) - Df (a) (x-a) H £  || f ( x ) - f(a)|| + || Df (a) (x-a)|| £

£ e 6 / 2  + ||x-afl |]Df(a) (|̂ £ ^ j) < j  (||x-a|| + ||x-a||).

ii) si II X- a|| < 5, basta considerar (1).

(c) + (b) =*. (a); Consideremos la aplicacion

Tg : X — ► f(x) - f(a) - Df(a)(x-a) (x G E)

De (c) se deduce que para cada acotado B C  E, con a G B, la
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restricciôn de T^ a B es debilmente continua en a.

Por otra parte, un razonamiento anâlogo al del apartado anterior 

prueba que si Df(a) es una aplicacion lineal compacta, entonces 

Df(a)|g^^ es debilmente continua en 0 y por tanto la aplicacion 

Lj : X ---► Df(a)(x-a) (x 6 E)

al restringirla a B es debilmente continua en a. Por ultimo, para

obtener (a) basta observar que f = + f(a) +

Obsërvese que las. condiciones (b) y (c) de la proposicion ante­

rior no estân relacionadas entre sî. Por ejemplo, si f : E F es

una aplicacion lineal no compacta, es claro que f verif ica (c) pero 

no verifies (b). Por otro lado, si (b) implicase (c), de la proposi- 

ciôn anterior resultarîa que (a) y (b) serfan équivalentes, cosa que 

no es cierta (ver observacion III.4 y I.ll).

De forma totalmente anâloga puede verse que la condicion (c) no 

impi ica la condicion (a).

DEFINICION III.6 . Sean f : E ^ F y p un entero p > 1. Diremos 

que f es p veces debilmente diferenciable en un punto a 6 E si

f es p-1 veces debilmente diferenciable y la aplicaciôn .

D^'^f : E ------ ► P(P“ ^E,F)

es debilmente diferenciable en a.

Una funciôn se dice p veces debilmente diferenciable en E si 

lo es en cada punto.

Obsërvese que por III.3 podemos considerar D^  ̂f como una apl£ 

caciôn de E en P^y(^ ^E,F). En lo que sigue lo consideraremos asî.
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DEFINICION III.7 . Sea p un entero, p £  1. Diremos que una fun- 

cion f : E F es una funciôn debilmente diferenciable de clase p

si f es p veces debilmente diferenciable y D^f 6 C^y (E, P^y(^E,F)).

Denotaremos por C^y(E,F) al espacio de todas las funciones de 

E en F debilmente diferenciables de clase p.

Cuando F = E, denotaremos a C^y(E,F) simplemente por C^y(E).

OBSERVACION III.8 . Una funciôn f : E F pertenece a C^y(E,F) si

y solamente si verifies las condiciones siguientes:

(1) f e cP(E,F)

(2) D^f(x) e Pj^y(^E,F) (x G E, 1 < j < p)

(3) D^f 6 n^b(E,P^y(^E,F)) (0 < j < p)

Obviamente, en el caso en que E sea de d imens iôn finita, el e£
.P 
'w

Frëcbet de clase p.

pacio C^y(E,F) es el espacio de todas las funciones diferenciables

El espacio C ^ y ( E ,F ) estâ contenido en el espacio C^(E,F) y 

contiens al espacio C^y^(E,F) (ver preliminares). En particular 

C ^ y ( E ,F) contiene a las funciones diferenciables cilîndricas de or- 

den p (vëase 12 6 1) y a las funciones infinitamente diferenciables 

nuclearmente (vëase |4 0 |).

Obsërvese tambiën que si E tiene d imens iôn infinite y 

wbf G C ^ y ( E ,F) no es identicamente nula, el soporte de f es no acota

do. En efecto, si f G C^y(E,F) tiene soporte acotado, sea B un 

disco acotado conteniendo al soporte de f; para cada a G B y cada 

e > 0, existe W entorno dëbil de 0 en E tal que si x-a G W,
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X 6 2B , se tiene

||f(x) - f(a)J < e

Sea X 6 2 B B  tal que x-a € W, se tiene que ||f(a)| < e y como 

esto se puede hacer para cada e > 0, necesarlamente ha de set 

f(a) = 0. En consecuencia f es identicamente nula. (Notese que en 

realidad lo unico que se utiliza es que f es debilmente continua sô  

bre les a cotados).

La siguiente proposicion, nos proporciona una amplia clase de fun 

clones que p e r tenecen al espacio (E ,F ) .

PROPOSICION III.9 . Para cada j, 1 _< j < <» el espacio  ̂E , F )

esta contenido en C^^(E,F).

Demostracion : Sea P 6 P^j^(^E,F). Denotamos por A la aplicaciôn

j-lineal simétrica asociada a P, es decir P = A oAj donde

Aj(x) = (x,...,x) G E^ (x G E ) .

En primer lugar, se comprueba facilmente que para cada x,y G E 

DP(x)y = jA(y,x,..,x) = jA(yx^~^).

Sea X G E y sean B C  E un con j unto acotado y e >0. Si Bĵ

es un subconjunto acotado de E, absolutamente convexo, que contiene 

a B VJ {x}, existe V entorno debil de 0 en E tal que si y , z 6 Bj, 

y y-z 6 V entonces

11 Py - Pzll < e (1)

Entonces, por la. formula de polarizacion, si y ,z G jBj y z-y G V 

se tendra;
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Il DP (x) y - DP (x) z|| = j||A(y ,x, . . . ,x) - A ( z , x  x

1 Il I  e, ... e. [ p ( e , y + e „ x  +...+ e.x) - 
3 ' E_=+l J ]

lli<3

- P(e,z + E.x +...+ e . X ) ] Il < - -̂---- I II P ( E , y + e.x + ---
2J(j-l)î e.= + l 

llili

. . . +  E . x )  - P(e,z + E „ x  +...+ E . X ) Il _< — ~ —    _< e
3 l Z 3 2^(j-l)!

aplicando (I) .

Por tanto DP(x) G P;^^(^E,F) .

Por otra parte, dados B C E  disco acotado y e > 0, existe W 

entorno debil de 0 en E absolutamente convexo tal que si x ,y G B 

con X—y G W entonces

||P(x) - P(y)|I < ^  E (1)

Asî résulta, aplicando otra vez la formula de polarizaciôn, que si

X , y G B y x-y G W se tiene para cada z G E con || z|| ̂  I:

||DP(x )z - DP (y) z|| = ||A(y,x...... x) - A ( z , y , . . . , y ) | <

£ — ^ —  I ||p(e,z+e,x +...+ e.x) - P ( E , z + E . y  +...+ e.y)| -
2^ j! e^=+l J J

l<i<3

. j E, Z 4- E.X +. . .+ E.X. e, Z + E.y +. . .+ E .y.
- - f —  Z « M - h   S  ^  «

^ j! E_= + l J J
l<i<j

E ^ z + E gX  +...+ E.X E Z + Egy +...+ e.y 
y como ---------- j---------  —  y ----------^ ^ —  pertenecen a B y

su diferencia vale -j (E2 (x-y) +...+ Ej(x-y)), que pertenece a W,
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E.Z + G « x  + . . . +  E.X. e,z + E _ y  + • . . +  E.y.n ^
se tiene por (1) que | P (----------j--------- —̂  - P(---------- -̂--------3— '11 _

i I
£  E de donde résulta que

II DP (x) z - DP (y) z|| £  E

para cada z con || z|| £  1 y por tanto

|1d P(x ) - DP(y)|l £  E

Memos probado pues, que P es debilmente diferenciable y 

DP 6 C^y(E, ^E,F ) ). Razonemos ahora por induccion:

Sea m un entero tal que 1 £  m < j , y supongamos que 

D*"P 6 C^y(E, P^j^ (”*E, F) ) . El razonamiento anterior nos permite probar 

que d ”*P es debilmente d'iferenciable y d ”*^^P pertenece a 

C^^(E, P^^ ( ̂ E , P^j^ (™E , F) ) ) . Ahora bien por (1.12) résulta que 

P^^(^E,P^^("*E,F)) = P^y (™^^E ,F) , y por tanto d "*^^P G

Como consecuencia de este resultado y de (1.8) sale que el espa­

cio (E,F) contiene a los polinomios de tipo finito Pg(E.F).

Vamos ahora a pasar a estudiar las relaciones existantes entre 

los espacios de Aron y Prolla ^^bu ̂ E , F) y c]^(E,F) y el espacio

Primeramente vamos a ver la relacion que hay entre C^^^(E,F) y 

(E,F ) . Sabemos que ^ ^ b u s i e m p r e  esta contenido en C^^(E,F). 

Tambiin sabemos que si E es reflexivo ambos espacios coinciden. Vamos 

a ver que recîprocamente si C^^(E,F) y son iguales nec£

sariamente E ha de ser reflexivo. La demostracion de esto esta bas£ 

da en los trabajos de M. Valdivia sobre conj unto s debilmente compac-
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tos (1561).

DEFINICION III.1 0 . Dado un espacio de Banach E diremos que un ele- 

mento z G E" es separablemente continue en (E*,a(E',E)) si es co_n 

tinuo en cada subespacio separable de ( E ' ,0(E',E)).

Un conj unto M C  E" se dice separablemente continue en

(E',o (E',E)) si cada elemento de M es separablemente continue en

(E’,a(E',E)).

LEMA I I I .11. (Valdivia). Sea E un espacio de Banach tal que

(E',o (E',E)) es separable. Sea 6 E". Si F es el subespacio

vectorial engendrado por E vj {x^} entonces (E',o(E',F ) ) es sepa­

rable.

Demos tracion: Vlase |55|.

PROPOSICION III.1 2 . Sea A un subconjunto de un espacio de Banach E. 

Si cada f G C^^(E) esta acotado en A, entonces la adherencia de 

A en (E " ,a (E " ,E ' )) es separablemente continua en ( E ' ,a(E',E ) ).

Demostracion: Supongamos que existe un punto z adhérente a A en

a(E'*,E') que no es separablemente continue en (E ' , a ( E ' , E) ) . Exis- 

tirâ un subespacio vectorial cerrado y separable, F , de

(E',a(E',E)) tal que z no es continua en F. Sea i : F --- ► E'

la inclusion canônica e i* : E"----- *- F* la traspuesta de i.

Como F es isomorfo algebraicamente al dual (E/F")'

y la topologîa inducida en F por cr(E',E) se corresponde mediante"

dicho isomorfismo con la topologîa tJ((E/F“)', E/F®)), aplicando el 

lema III.il résulta que si H es el subespacio vectorial engendrado
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por i*(E) V  {i*(z)}, existira un subconjunto a(F,H)-denso y nume­

rable {u : n 6 H}. Definimos la funcion real

f(x) = ^ ----- -------- (|)(<u ,x-i*(z)>) (x e H) (1)
n=l (1 +||u^||)P 2" "

donde (|) es una funcion real no negativa, inf in it amen te derivable,

que solo se anula en 0 y que verifies que ella y sus derivadas estân

acotadas. Un ejemplo de una funcion con estas caracterîsticas lo con£
2

tituye la funcion <J> ( t ) = e ,

Sea para cada x G E, g(x) = %---   ; g esta bien definida
f(i*(x))

porque f (i*(x) ) = 0  si y solamente si <|)(< u ^ ,x - i * (z )>) = 0 para 

todo n 6 H, es decir si y solamente si <u^,x> = < u ^ ,i*(z)> para

cada n 6 H , y esto pasa solo si x = i*(z) ya que el conjunto

{u^ : n G h } es a (F ,H ) - dense. Por tanto f solo se ?nula en

i*(z), pero es claro que z (î E .

Veamos ahora que g 6 C ^^(E). Para cada N G H y cada x G E, 

sea Sjj(x) la suma parcial N-ésima de la serie (1). Obviamente 

S^ G C^(E) y ademâs si 0 £  j £  p

D^(fi(<u ,i*(x-z)>).(i(u))^,
D (S^ . i * ) U )  - 2" (1

(x G E)

Como las series

convergea uniformemente sobre los subconj untos compactes de E, apl£ 

cando que C^(E), con la topologîa de la convergencia uniforme so­

bre los compactes de E de la funcion y sus derivadas, es comply
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to (1.13), résulta que la sucesion (S^ "^ * 1 e ^N6B converge en C^(E) 

y su limite es la funcion f o i *  restringida a E. Por tanto 

f ° i*I g 6 C^(E). Ademâs es évidente que tanto la funciân como sus d£

rivadas son debilmente continuas. Por ultimo, solo falta ver que para 

cada X e E, ( f ®i*)(x) 6 (^ E) (0 £  j £ p) . Ahora bien, por lo

vis to anteriormente se tiene

D^(f .i*)(x) - y -t -----------D^$(<u
xil 2" (1 tlluj)'’

que es un limite (para la topologîa de la norma) de polinomios de t£

po finito, luego por (1.7), (1.8) y (I.IO) résulta que

D^(f « i*)(x) 6 P^^^(^E) .

En resumen, hemos probado que la restriccion a E de la funcion

Pü)bf o i *  pertenece a

E, luego la funcion g = — %--    tambien pertenece a C^,(E).
(f o i*) Ig

Veamos que esto nos lleva a una contradicciôn con la hipôtesis.

Sea ^^d^dSD red en A que converge a z en la topologîa

a(E",E'). Como f ®i* es evidentemente a (H,F )-continua, resultara 

que la red {f(i*(Zj))}jgg habrâ de converger a

f(i*(z)) que vale cero y por tanto como g ( z . ) =     la red
f(i*(Zj))

(g(zj)}jgQ no puede estar acbtada, en contra de la hipôtesis.^

Obsêrvese que en la demostracion de la propos ic ion anterior es 

fundamental que el cuerpo base sea R pues no es posible encontrar 

una funcion entera que verifique las pr o p iedades que le hemos exig£ 

do a d).
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PROPOSICION III.1 3 . Sea E un espacio de Banach y A un subconjun­

to de E. Si cada f 6 C^^(E) esta acotada en A, entonces A es 

debilmente relativamente compacte.

Demostracion; Sea {x } una sucesion de elementos de A. Sea F--------------- n n6H
el subespacio vectorial cerrado engendrado por el conjunto

{x^ : n 6 H} en E. Sea z un punto adhérente a {x^ : n 6 B} en

a ( E " , E ’) y sea B la bola unidad cerrada de E'. Sea i ; F ----► E

la inclusion canônica e i* ; E'  *- F' su traspuesta. Como F

es separable, la bola unidad de su dual, que es precisamenBe i*(B), 

es a(F *,F)-metrizable. Supongamos que z no es debilmente continue 

en i*(B). Existiran una sucesion ^"n^nGN^ ^ y un e > 0 taies 

que (i*(u^)) converge debilmente a G y |<z,u^>] =

= |<z,i*(u^)>| £  e n = 1,2,... Sea u^ un punto adhérente a

{u^ ; n G B} en B para la topologîa o(E',E), Aplicando la prop£

s ic ion (111.12), z es separablemente continue en (E',a(E',E)) lu£ 

go I< z ,u^>I £  E . Por otra parte (i*(u^))^g^ converge debilmente a 

0, luego i*(u^) = 0  y por tanto |<z,u^>| = |<z, i*(u^)>| •= 0. De 

esta contradicciôn résulta que z es debilmente continue en i*(B)

y por tanto z es a ( F ',F)-centinuo por el teorema de Banach-Grothen 

dieck (1.33), e identificando F con su imagen canônica en F" r£

su 1ta que z G F. Por ultime aplicando el teorema de Eberlein (1.34) 

se obtiene que A es debilmente relativamente compacte.^

TEOREMA 111.14. Los espacios C ^ ^(E,F) y C^^^(E,F) coinciden si y 

solamente si E es reflexivo.

Demo s t rac i ô n : Si E es reflexivo es claro que C^^(E,F) y
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'Wbu(^ coinciden. Veamos el reciproco.

Y a observâmes anteriormente que ( E ) siempre esta contenido en

(E) . Por otra parte, por (I.II), sabemos que tod a funcion de 

cf. (E) esta acotada sobre los acotados, en particular en la bola

a) Vamos a probarlo primeramente en el caso particular F = R.

P I wbu
f V  \ 1} n  ̂  n  t- ^  r* . . . . ' . . . - A  . . A . *  t T  T 1

Wb 
P
Wbu

unidad de E, Bg. Asî si ^ojbu^^^ Y ^wb ̂ coincid ies e n , result^

rîa que toda funcion de C^|^ (E) estar îa acotada en Bg y por (III. 

13) Bg tendrîa que ser a ( E ,E ')-compacto y por tanto E serîa re­

flexivo .

b) Sea ahora F un espacio de Banach arbitrario. Podemos ident£ 

ficar ^^b con un subespacio de C^^(E,F) y razonando como en a)

llegarîamos a que E habrîa de ser reflexivo.^

Vamos ahora a estudiar la relacion entre los espacios C^j^(E,F)

y C^(E,F). Necesitaremos algunos lemas previos

LEMA I I I . 1 5 . Sean 6 E ' y  ̂̂  n ̂ n 6B ̂  ^ una sucesion acotada. D£

do G > 0, existe un conjunto infinito A c  B tal que:

(1) el conjunto (ijj(x^) : n 6 A) tiene signo constante

(2) sup |lj/(x ) I - inf I ̂ (x ) I < E . 
nS A nS A

Demostracion : Sea M > 0 tal que II £. M para cada n 6 B. Ex i£

ten m , N 6 B  tales que 11*̂11 Y N e > 2 .

Para cada j , -m £  j < m y cada k, 1 £  k £  N, sea

Aj^k = {n 6 B : j + £  ip(x^) < j + .
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m-1 7 N
Es claro que B = W  W  A . y por tanto alguno de los 

j — m k=l J ’"
conj untos sera Infinito.^

COROLARIO III. 1 6 . Sean j > • • ■ » S E '  y n6B ^  ^ una sucesion

acotada. Dado e > 0, existe un conjunto infinito A C  B tal que:

(1) para cada j, 1 £  j £  p , el conjunto  ̂ : n 6 A}

tiene signo constante.

(2) para cada j, 1 £  j £  P»

sup U,*(x.)| - inf < e.
kS A  ̂ k G  A ^

Demostracion: Es una consecuenfia inmediata del lema 111.16.^

LEMA 1 1 1 . 1 7 . Sea '̂t’n ^ n G B ^  E ' una sucesion a ( E ’ , E)-convergen t e a

0 de vectores de norma 2. Si , . . . G E', existe un a > 1 tal 

que para cada k 6 B existen p G B, p £  k y x 6 E con

1 ipj (x) I £ l .  1 £  j £  P y ||x| £  1, taies que j)p(x) £  a.

Demostracion : Sea M = mâx{|| : j = l,...,n} y sea a' = y  ^M+f^ *

Es claro que ^  < a ' < 1. Sean y > 0 tal que + y < 1 y

a = 1 + a 'y.

Para cada n G B, existe x G E con || x || = I y (x  ̂ £n «V —
£  1 + 2~ ~  + y . Aplicando el corolario III.16 a la sucesion ^nGB

4
y a e = M + J ’ résulta que existe un conjunto infinito A C  B tal 

que :

(1) para cada j, 1 £  j £  n , el conjunto {ij/j : m G A}

tiene signo constante (podemos suponer j (x^) £  0 para cada m G A
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y cada j, 1 £  j £  n , pues en caso contrario razonariamos con j^

(2) para cada j, 1 £  j'£ n

sup - inf
m € A m 6 A

Para cada k 6 B, existe un 6 A, q^ £  k . Como ^‘I’n^nGB

converge a 0 en o(E',E), existe un p G A, p £  k tal que

I -  “ i(l-a') '

Sea X = a ' - (l-ot')Xq . Veamos que este x cumple las con-

diciones requeridas:

Il x M  1  « '  l l x  i  +  ( ! - « '  )  l l x  II =  1
P ^o

Ademâs

ip(x) = a'<j)p(Xp) - d-a')(|)p(x^ ) £  a'(l + + Y) -

(1 - (!-«' ) = a' ^  + a*Y = I + a'y = «1-a' 2a

Por ultimo, para cada j, 1 £ j £  n

ipî(x) = a'ijjdx ) - d - a ’ (x ) £  a' sup -
 ̂ J E  - ' ^ o  k 6 A

- d - a ' )  inf t|>.(x.) £  a' (inf . (x ) + - ~ )  -
k G A ^ * "  k G A ^ * "

- (1-a') inf i|».(x,) = (2a'-l) inf ij).(x,) + =
k G  A ] kG A ^

■  ^  k ^ A   ̂HîiW •
Por otra parte
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ip.(x) = a'i|).(x ) - (l-a')4).(x ) £  a' inf . (x. ) -
J J E  J k G  A ^

- d - a ' )  sup iî .(x ) £  ot' (sup i(). (x ) - - ^ )  - 
k G A ^ * "  kG A ^

'  tg"A  ̂ ^
■ ÏH2 i  S îl i  -1-

For tanto, para cada j, 1 £  j £  n | (|/j (x) | £  1

Estos lemas tëcnicos junto con el teorema de Josefson-Nissenz-

|P T? c \ .. r P I

ciden cuando E es de dimension f ini t a ,

weig (1.32) nos permit en probar que (E ,F) y C^(E,F) solo coijn

TEOREMA III.1 8 . Sea E un espacio de Banach de dimension infinite.

El espacio (E ,F ) es un subespacio vectorial propio de cf(E,F).

Demostracion: Bas tara verlo para (E), pues si existe una funcion

f 6 cf(E) y f ^ (E), es claro que si y 6 F, y f 0, la fun­

cion f a y G C^(E,F) y f a y g C^^(E,F).

Sabemos por el teorema de Josefson-Neissenzweig (1.32) que exi£ 

te una sucesion •̂t’n^nGH formas lineales sobre E, que converge

a 0 en a(E' , E) y taies que || = 2 para todo n G H. Definimos

f(x) = \ j(J)^(x)|^" (x G E)
n= 1

Se comprueba facilmente que para todo p, f G cf(E). Veamos 

que f ^ C^^(E). Si f pertenec iese a (E), al restringirla a

la bola unidad de E, séria debilmente continua en 0 y por tanto d£ 

do un e > 0, existirîa un entorno dëbil de cero, que podemos supo-
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ner sin perdidn de general idad que es de la forma , . . . , j  ® con

'l'i » • . • ,4'n ® E ' , tal que si x G {i(<̂ , . . . , ) ® y || x|| £ 1 entonces

If(x)I £  G.

Aplicando el lema (ITI.17) tenemos que existe un a > 1 tal que 

para cada m 6 N existe un p* £ m y un x G E con | x|| £ 1 y 

X 6 tal que <J»p,(x) £ a. Asî para cse x se tendrîa

f(x) - f(o) = f(x) £  ( 4* p,( X ) ) ̂  ̂ q u e , eligiendo m sufl-

ciente grande, es mayor que G ^

Los teoremas (III.14) y (III.18) prueban que conjuntistamente 

en la mayorîa de los canos los espacios ^wbu ̂ E ,F) , C^^(E,F) y 

C^(E,F) son diferentes lo que justifies plenamente la Introducciôn 

del segundo de los espacios.

Mas ta ahora hemos considerado ( E , F) unie amen t e desde el puri

to de vista conjuntista. Vamos a do ta rlo ahora de forma natural de 

una eatructura topologies, que veremos en capitules posteriores, re­

su e 1 v e s atisfactoriamente los problèmes tîpicoa de aproximaciôn.

DEFINICION III.1 9 . Conslderamos sobre C^^(E,F) la topologîa ,

induc ida por la familia de seminormas

f ---► Pg( f ) - sup {|| f (x) y|| : x , y G K, 0 £ j £ p}

donde K recorre la familia de todos los subconjuntos debilmente 

compactes de E.

A partir de ahora, siempre que hagamos mèneiôn del espacio „

C^^(E) le consideraremos dotado de la topologîa .
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Si el espacio E es reflexivo, es évidente que no solo 

C^^(E,F) y (E,F) coinciden sino que tambien sus topologies

usuales y respectivamente, .coinciden. En general, para un

espacio de Banach arbitrario tendremos que la inclusion

es continua.
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IV. LA PROPIEDAD DE APROXIMACION DEBIL ACOTADA Y DEBIL COMPACTA.

DENSIDAD DE SUBALGEBRAS POLINOMIALES.

Este capitule esta dedîcado al estudîo del problems de la dens£ 

dad de subâlgebras polinomlales de tipo Nachbin .en cf^j^(E,F). Para 

la resoluciôn de este problems, con las têcnicas que nosotros util£ 

zamos, es de gran interes que el espacio donde las funciones esten 

definidas verifique algun tipo de propiedad de aproximaciôn para la 

topologîa dëbil de forma que en cada conjunto debilmente compacto, 

la red que aproxime a la identidad sobre dicho conjunto no lo tran^ 

forme en un conjunto demasiado grande, en algunos casos nos interest 

ra que dicho conjunto sea debilmente compacto, en otros nos bastara 

con que sea acotado. Con este fin, nosotros vamos a définir dos ti- 

pos de propiedad de aproximaciôn con estas caracterîsticas. Para con 

trastar la utilidad y validez de los resultados que vamos a dar mas 

adelante, vamos a ver previamente una serie de propôsiciones que nos 

garantizan que la clase de espacios que verifican cada una de aque- 

llas propiedades es suficientemente amplia.

DEFINICION IV.1 . Un espacio de Banach E se dice que tiene la pro­

piedad de aproximaciôn dëbil acotada (P.A.D.A.) si para cada subcoja 

junto K de E debilmente compacto, existe una red ^

C  E* ft E que verif ica :

1. Uj^(x) + X debilmente uniformemente en x G K.

2. (U.(x) : X G k } ' es un subconjunto acotado de E. "
iGl ^

Tambien nos sera de gran utilidad, principaimente en el capîtulo VI,
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la aigu lente propiedad de aproximaciôn, que es un poco mas fuerte que 

la anterior .

DEFINICION IV.2 . Un espacio de Banach E se dice que tiene la propi^ 

dad de aproximaciôn dëbil compacta (P.A.D.C.) si para cada subconjun­

to K de E debilmente compacto, existe una red {g; C  E* ® E

ver i f ic ando:

1. Uj(x) ->■ X debilhiente u ni f o rmemen t e en x G K

2. {U.(x) : X G K} es un subcon j unto debilmente telativa-
161 ^
mente compacto de E.

Es obvio que todo espacio de Banach con la P.A.D.C. posee la 

P.A.D.A. Tambiên es évidente que para espacios de Banach reflexivos 

ambas propiedades son équivalentes.

EJEMPLO; El espacio posee la P.A.D.C. y por tanto la P.A.D.A.

En efecto, como f^ posee la propiedad de aproximaciôn, para cada

compacto K c  E, existe una sucesiôn ^^n^nGF Cf*)' ft tal que

X (x) ---»- X uni f o rmemen t e en x G K, para la topologîa induc ida por" n
la norma y por tanto tambiën para la topologîa dëbil ). Ade-

mas, puede comprobarse s in dificultad que el conjunto x (K) es
l Irelativamente compacto en t . Por ultimo bas t a observa r que en t

los subconjuntos compactes y los debilmente compactas son los mismos 

(lema de Schur, vëase, por ejemplo, )2Z) n |l3|) para probar que 

posee la P.A.D.C.

El ejemplo anterior es un caso particular del siguiente resulta­

do, que nos va a permitir dar un ejemplo de un espacio que no posee 

la P.A.D.C.
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PROPOSICION IV.3 . Si E es un espacio de Banach en el que los subcort 

juntos compactos y los debilmente compactes son los mismos, entonces 

E tiene la P.A.D.C. si y solamente si E tiene la propiedad de apro^

X imac i on.

Demostracion; Si É tiene la propiedad de aproximaciôn, un razonaraien 

to idéntico al del ejemplo anterior nos probaria que E posee la 

P.A.D.C.

Recîprocamente, si E posee la P.A.D.C., dado K subconjunto 

compacto de E, existe una red ^^i^ iGI ̂  E' 8 E tal que 

(U^(x))^g^ converge a x debilmente uniformemente en x G K. Ade­

mâs { U .(%) : X 6 K} es un subconjunto debilmente relativamente
iGI  ̂

compacto en E. Sea

El

K, = VJ {U. (x) : X G K} - K
iGI ^

conjunto K^ es un subconjunto debilmente compacto de E, y por

tanto, de acuerdo con la hipôtesis, es compacto; es decir, en

Kj coinciden la topologîa dëbil y la inducida por la norma. Ahora es

inmediato que u^(x) -*■ x (para la topologîa de la norma) uniformemen

te en x 6 K. Por tanto E tiene la propiedad de aproximaciôn.^

Recientemente Szankowski |53| ha probado que existen subespacios

cerrados de que no poseen la propiedad de aproximaciôn. Esto nos

permite dar el siguiente ejemplo:

EJEMPLO: Sea E un subespacio cerrado de que no posea la propi£_

dad de aproximaciôn. Como en cada subespacio cerrado de , los su^

conj untos compactes y los debilmente compactes coinciden, la propos i-
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cion (IV.3) nos muestra la existencia de subespacios cerrados de 

que no poseen la P.A.D.C.

Este ejemplo nos dice que existen espacios que no poseen la 

P.A.D.C., pero no sabemos si esos espacios poseen la P.A.D.A. Caso de 

que alguno de esos espacios tuviese la P.A.D.A. tendrxamos un ejemplo 

de un espacio con la P.A.D.A. que no posee ni la P.A.D.C. ni la pro­

piedad de aproximaciôn. Has ta el moment o no conocemos ningun ejemplo 

de un espacio con la P.A.D.A. que no tenga la P.A.D.C. o la propiedad 

de aproximaciôn.

El siguiente resultado, nos muestra que las clases de espacios 

con las propiedades de las definiciones (IV.1) y (IV.2) son suficien- 

temente amplias.

PROPOSICION IV.4 . Si E es un espacio de Banach tal que su dual E '

tiene la propiedad de aproximaciôn acotada, entonces E tiene la

P.A.D.A. Ademâs si E' es separable, E tiene la P.A.D.C.

Demostracion;

a) Sea K C  E un subconjunto debilmente compacto. Por (1.18) 

existe una constante c > 0 tal que para cada familia finita F c  E*

existe una Xg 6 E ' 9 E tal que || Xp|| £  c y

U  - <i>\\ < i  (* G F)

donde M es una constante positiva tal que || x|| £  M para todo x 6 K.

Dotando a 1 conjunto de las partes finitas de E* de la r e 1ac iôn 

de orden natural de contenido de conj u n t o s , obtenemos una red 

(Xp)p C E ' 9 E que verifies:
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i) Si x G K  y (f»6F,

l<Xp(x) -X,<J)>| = I <Xp(x) ,4»> -<X,(()>| = |< X, (j)«>Xp - 4»> I £  1

es decir, para cada x 6 K

Xp(x) - X G F*

Esto prueba que (x))p converge a x , debilmente uniformemente en

X G K .

ii) Para cada x G K, || x p ( x ) || £  || x p|| . || x|| £  c.M y por tanto

V J  {x (x) : X G k }
F

esta acotado.

Hemos probado pues que E tiene la P.A.D.A.

b) Supongamos ahora que E ’ es separable. Sea nGB su­

ces iôn densa en E ' y sea T la topologîa inicial de E para las

api icac iones ^*^n^n6B* comprueba facilmente que las topologîas

<J(E,E') y T coinciden al restringirlas a la bola de E de centro 

0 y radio c.M, que denotaremos por B .

Como en a) construimos una sucesiôn ^ ^ n ^ n G B ^  E' 9 E tal que 

Il x̂ ll £  c para cada n G B  y

- *jll < ^  (1 5  j 1  n)

Un razonamiento anâlogo al de (a.i) prueba que la sucesiôn 

(x^(x))^g^ converge uniformemente a x en K, para la topologîa T , 

pero como x ^ ( x ) y x pertenecen a B y en B las topologîas T y 

o ( E , E ' ) coinciden, résulta que (x^ (x) ) converge a x, debilmeri
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te uniformemente en x G K.

Solo nos resta probar que el conjunto A = V J  {Xj^(x) : x G K}
nGB

es debilmente relativamente compacto. Por el teorema de Eberlein 

(1.34) nos bas ta con ver que A es debilmente relativamente secuen- 

cialmente compacto.

Sea (y ) una sucesion de elementos de A; cada y seran nferl n
de la forma y = x. (x ) con x G K. Pueden darse dos casos: 

n n " "

i ) Existen un k 6 B , y una subsucesiôn (y ) . de (y )jGB '■'n'nGB
tal que y^ = ^j^(x^.). Aplicando que K es debilmente compacto, t£ 

nemos que existe una subsucesiôn de ^’̂ n-^jGB’ que seguiremos deno- 

tando igual, que converge debilmente a un x G K.

Es claro en este caso que la correspondiente subsucesiôn 

( Yn.)jCN converge a x^(x) debilmente.

ii) Existe una subsucesiôn de ^^n^nGB’ creciente. Denotamos a 

dicha subsucesiôn tambiën por  ̂n G B ' Como antes, por ser K de­

bilmente compacto, existirâ una subsucesiôn (* n -  ̂j GB ^^n^nGB

debilmente convergente a algun x G K. Tendremos entonces para cada 

* G E'

I =  I (x^ ) -x,(j)>j < I <x^ (x^ ) - x ^  ,*>! +
j n. 1 n. j j

+ I <x -X , <J)> I
"j

y como los dos sumandos del ultimo tërmino tienden a cero, résulta 

que la subsucesiôn ^Yn.^jGH converge debilmente a ^
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COROLARIO I V .5. Si E es un espacio de Banach tal que su dual E' 

es separable y tiene la propiedad de aproximaciôn entonces E tiene 

la propiedad de aproximaciôn dëbil compacta (P.A.D.C.).

Demostraciôn: Si E ' es separable y tiene la p.a. entonces E ' tie­

ne la propiedad de aproximaciôn mëtrica (1.19).

Estos dos ûltimos resultados prueban que la mayor îa de las prop ije 

dades de aproximaciôn que aparecen en la literature en eues t iones rela 

cionadas con problèmes de aproximaciôn en espacios de funciones dife- 

renciables, es tan incluidas en las clases que nosotros introducimos 

aquî. Asî por ejemplo, si E tiene la propiedad (B) que introduce 

Restrepo (ver |4 6 |) y juega un importante papel en el trabajo de Gue- 

rreiro sobre adherencia de idéales |20|, o si E tiene la propiedad 

(B') introducida por Guerreiro |20|, entonces E* es separable y ti£ 

ne la propiedad de aproximaciôn y por tanto (corolario IV.4) E ver£ 

f ica la P.A.D.C. En particular si E tiene una base de Schauder re- 

ductora, (ver |3 3 1), como por ejemplo c^, con 1 < p < w,

L^ I 0, 11 con 1 < p < 00 o en general cualquier espacio de Banach con 

una base incond icional y que no contenga a t^ (vëase 133 j), entonces 

E posee la P.A.D.C.

Por otra parte en el trabajo de Aron y Prolla |5 | la propiedad

de aproximaciôn que allî utilizan es que el dual de E, E', posea

la propiedad de aproximaciôn acotada que hemos probado en la proposi-

ciôn (IV.3) es una cond ic iôn, en principio, mas fuerte que el que E 

posea la P.A.D.A.
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COROLARIO I V .6. Si E es un espacio de Banach reflexivo, entonces E 

posee la P.A.D.A. (o equivalentemente la P.A.D.C.) si y solamente si

E tiene la propiedad de aproximaciôn acotada.

Demostraciôn: Si E tiene la propiedad de aproximaciôn acotada y es

reflexivo, E ' tiene la propiedad de aproximaciôn acotada (1.17) y

por la proposiciôn (IV.4) E tiene la P.A.D.A.

Recîprocamente, si E tiene la P.A.D.A., existirâ una red 

(xi)içi tal que ir̂ Ĉx) x debilmente uniformemente en la bola uni­

dad cerrada de E, B , y ademâs el conjunto V j  x .(B ) esta aco-
iGI ^

tado en E, y por tanto existirâ una constante positiva M tal que

para cada i G I ,  Il''T £  M .

Por otra parte, sean K c  E' un conjunto compacto (para la top£ 

logîa inducida por la norma) y e > 0. Como la topologîa G ( E ,E ') y 

la topologîa de la convergencia uniforme sobre los compac tos coinciden 

en los subconjuntos acotados de E, résulta que existe un entorno dé_ 

b il de 0 en E, V, tal que

V rv (1 +M)Bg = GK® r\ (l +M)Bg

Ahora bien como E tiene la P.A.D.A. existe un i G I  tal que

x^(x) - X G V (x G Bg)

y por tanto para cada 4’ 6 K y cada x 6 Bg

|<x, 4)»x^ - 4)> I = |<x^(x) - X ,4»> I £  E

luego

lU ° “ 4) Il £  e
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Hemos probado entonces que E* tiene la propiedad de aproxima­

ciôn acotada y por tanto E tambiën tiene la propiedad de aproxima­

ciôn acotada (1.17.(3)).^

COROLARIO I V .7. Si E es un espacio de Banach reflexivo, E tiene 

la P.A.D.A. (o equivalentemente la P.A.D.C.) si y solamente si E 

tiene la propiedad de aproximaciôn.

Demos traciôn: Es conocido que er^ un espacio de Banach reflexivo, la 

propiedad de aproximaciôn y la propiedad de aproximaciôn acotada son 

équivalentes (ver 133| proposiciôn I.e.15 y comentarios posteriores a 

su demostraciôn, pp. 39-40). Bas ta aplicar entonces (IV.6).^

Este ultimo resultado nos permite dar un ejemplo de un espacio 

de Banach que no posee la propiedad de aproximaciôn dëbil acotada.

EJEMPLO : Sea E un subespacio cerrado de algun con 2 < p < «»

que no posea la propiedad de aproximaciôn (vëase |3 3 1 , p. 90). Como E

es un subespacio cerrado de un reflexivo, E es reflexivo y por tan­

to por (IV.6) no puede poseer la P.A.D.A.

En el capîtulo VI obtendremos otros resultados referentes a estas 

propiedades. Tambiën veremos allî un ejemplo de un espacio de Banach 

con la propiedad de aproximaciôn que no tiene la P.A.D.C.

Por ultimo, observemos que aunque nosotros suponemos siempre que 

E es un espacio de Banach real, todo lo dicho ha s ta aquî referente a 

la P.A.D.A. y la P.A.D.C. sigue siendo igualmente valido si E es un 

espacio de Banach complejo. "

Vamos a pasar ahora a estudiar el problems de la densidad de sub
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algebras polinomlales que motive la introducciôn de los anteriores 

conceptos. El primer problems que se nos plantes, y de ahi nuestro in 

terês en las propiedades de aproximaciôn, es el de aproximar funcio­

nes del espacio (E) por funciones de la forma f “ u con

u 6 E' a E, que nos permite reducir el problems al caso finito-dimen 

s ional.

LEMA IV.8 : Sea 1 £  j £  P* Si Aj c E ,F) es un conjunto precom

pacto, entonces para cada e >0 y para cada B C E acotado, existe 

W, entorno dëbil de 0 en E, tal que para cada x,y 6B, x-yGW se veri­

fies

||p(x) - p(y)|l £  G (p 6 Aj)

Demo s t r ac iôn : Sea 6 > 0 tal que para cada x G B, || x|| £  6 . Cons i- 

deramos H = {p 6 P^y E , F) : |( p|| < -^1 . Como A ̂ es precompacto, 

existen p ^ ,...,p^ elementos de A ^ , taies que

‘J +
H)

Para cada p^ (1 £  r £  s) existe entorno dëbil de cero en

E tal que para cada x,yGB, x-yGW^ se tiene

l|Pj.(x) - P̂ (y)|l £ e/2
s

Sea W = W , Entonces como para cada p 6 A., existe un r,
r=l e ^

1 £  r £  s tal que || p-p^|| < , résulta que si x,y6B, x-yGW se veri-

fica:

|p(x)-p(y)| £  ||p(x)‘-pj.(x)j| +  |lPj.(x)-pj.(y)ll +  |p^(y)-Pj-(x)|| £  — j" (|x|P+j|y|M) +
e

+ 2 1
LEMA IV.9 . Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.A. Si
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f G (E, F) y . A jp = {f # u : u 6 E ' a E) , entonces f pertenece a ■

la xf -clausura de A, en C ^ . ( E ,F ) .(Dc t üjb I

Demostracion: Dado K subconjunto debilmente compacto de E, existe 

una red ^“ i^igi contenida en E ' a E , tal que ("i^ igi converge a 

la identidad de E debilmente uniformemente sobre K y ademâs

= K Vj (u^(K) : i G I } esta acotado en E. Sea B un subconjunto

absolutamente convexo y acotado de E que contenga a Bj y al con­

junto {z - uj(x) : z 6 Bj, X 6 K, i G l } .

La fuacion f es debilmente uniformemente continua sobre K y

debilmente continua sobre B , luegp:

(i) Existe , entorno débil de 0 en E , tal que si x 6 K, 

y G B y x-y G U ̂ entonces || f (x) - f(y)|| < G.

Sea 1 £  j £  p . La funcion D^ f : E  E , F) es debilmen

te continua sobre los acotados de E, luego el conjunto

(D^f(x) ; X G k ) es compacto en P^^(^E,F) y por tanto precompacto.

Aplicando ahora el lema (IV.8) tenemos:

(ii) Existe , entorno dëbil de 0 en E, tal que: 

jD'^f(x)y - D'̂ f(x)z|| £ e/2 

para cada x G K y cada y,z G B, y-z G Ü2»

Ademâs la aplicaciôn D^ f : E --P^^ (^ E , F) es debilmente uni-

formemente continua sobre K, y debilmente continua sobre B, luego:

(iii) Existe U^, entorno dëbil de 0 en E tal que si x G K, " 

3
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|D^f(x)z - D^f(y)z II < Y  si z 6 B.

Sea U ■= Uj r\ Ug A  U^. Existe un i 6 I tal que para cada x G K

X - u^(x) 6 U.

Denotamos u = u^.

Si x,y G K, résulta:

a) |f(x) - f(u(x))|| < E por (i)

b) ||D^f(x)y - D^ (f ou)(x)y|| = ||D^f(x)y - D^ f (u (x) ) u (y)|| £

£  ||D^f(x)y - D^ f (x) (u (y) )|| + || D^ f (x) (u (y ) ) - 

- D-̂  f (u (x) ) (u (y) )|| £  Y  + § por (ii) y (iii) . ̂

TEOREMA I V .10. Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.A. Si

A C C^^(E) es un algebra de Nachbin tal que para cada f G A y cada

u 6 E' 8 E, f o u  pertenece a la x^^-clausura de A, résulta que A

es -densa en C^, (E).ü)C üjb

Demo s tracion: Sean f 6 (E ) , u G E ' 8 E , K subconjunto debilmen

te compacto de E y e > 0. Sea Ej = u(E). Si denotamos por g la

restriccion de f a Ej y por A| g  al conjunto de las restricciones

a Ej de los elementos de A, résulta que g 6 (E^) y A| g  ̂ es

un algebra de Nachbin en C^(Ej). Aplicando el teorema de Nachbin 

(1.23) résulta que existe a G A, tal que si b = a|g , se tiene

|D^g(x)y - D^b(x)y I < e (0 £  j £  p)

para cada x,y G u(K). Es decir, si x ,y G K, se verifies
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jü^(f »u)(x)y - D^(a <>u)(x)y| = |D^f(u(x))u(y) - D^a(u(x))(uy)| = 

= I g ( u ( x ) )u(y) - D^b(u(x))u(y)I < E

Ahora bastaaplicar el lema (IV.9) para c o n d u i t  la demos trac ion

El siguiente lema nos permitirâ pasar del caso escalar al vecto­

rial.

LEMA IV.1 1 . Sea E un espacio de Banach que verifies la P.A.D.A. Para

cada espacio de Banach F, se verifies que C^^(E) fl F es denso en 

cf. (E,F) para la topologîa xf

Demos trac ion : Sean f G C^^(E,F) , u G E ' S E ,  K C E  subconj unto dê  

bilmente compacto y E > 0. Sea Ej = u(E). Si denotamos por g la 

restriccion de f a  E j , résulta que g G (E^,F ) . Como ^wb ̂ ^1' 

y coinciden con los espacios usuales de Frêchet, por (1.24)

résulta que ^^^(E^) fl F es denso en C^^(Ej,F) con la topologîa 

T^c y pot tanto existe b 6 C^^(E^) fl F tal que

|D^g(x)y - D^b(x)y|| < e (0 < j £  p)

para x ,y G u(K). Es decir:

||D^(f ®u)(x)y -D^(b « u) (x) y|| = (] f (u (x) ) u (y) -

- D ^ b ( u ( x ) ) u ( y ) ) | l < e  ( 0 £ j  £ p ) ,  si x . y G K .

Por ultimo, teniendo en cuenta que b ou es un elemento de 

C^^(E) a F, basta aplicar el lema (IV.9) para c o n d u i t  la d e mostra- ,,
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TEOREMA IV.12 . Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.A. Si 

A C  C^jj(E,F) es un algebra polinomial de Nachbin tal que para cada 

a G A y cada u G E ' B E ,  a » u pertenece a la T^^-adherencia de 

A, entonces A es densa en C^^(E,F) para la topologîa

Demostracion: Sea M = {u ' = a : a 6 A, u ' 6 F*}. Claramente M es 

un subalgebra de ^^^(E). Ademas como A es un algebra polinomial 

de Nachbin, M es un algebra de Nachbin. Entonces por el teorema 

(IV.10) M es x^ -densa en C^, (E) y por tanto la x^ -adherenciaU)C WD U)C
de M a F en C^^(E,F) es C^^(E) B F. Por otra parte por |44| sa-

bemos que M B F C  A luego A es x^ -densa en C^.(E) B F . Ahora
tl)C  (i)D

basta aplicar el lema IV.11 para obtener que A es x^^-densa en

COROLARIO IV.13. Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.A. Entonces

para cada espacio de Banach F, se verifies que los polinomios de t£

po finito son t^_-densos en C^,(E,F).
W C (jj D

Demostracion: Vimos en el capîtulo III que los polinomios de tipo fi­

nito estaban contenidos en C^^(E,F)_, Ademas P^(E,F) forman un al­

gebra polinomial de Nachbin y por tanto basta aplicar el Teorema IV. 

1 2 .^

OBSERVACION: Hicimos notar en el capîtulo anterior que si E era re­

flexive, los espacios (E, F) y C^^y(E,F) coincidîan, incluso tô

pologicamente. Es de resaltar tambiën, que en este caso, a la vista 

del corolario IV.6, los teoremas de densidad que dan Aron y Prolla |5 | 

para ^^bu son idënt icos a los que aquî damos para C^jj(.E,F)
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(teorema IV.12) aunque los puntos de partida de ambos trabajos son d£ |

ferentes. Esto creemos resalta una vez mas la idoneidad de la P.A.D.A. I

para el estudio de problèmes de aproximaciôn en el algebra C^^(E,F). '
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V. ESTRUCTURA DEL ESPACIO C^^(E,F) COMO ESPACIO LOCALMENTE 

CONVEXO.

En la mayorîa de los espacios de funciones diferenciales sobre 

un espacio de Banach, el estudio de la estructura como espacio local- 

mente convexo suele presenter grandes dificultades. Asi, por ejemplo, 

un problems todavia abierto es el de caracterizar cuando el espacio 

C^(E,F) de funciones de clase p en el sentido usual de Frechet, es 

tonelado o bornologico. En contraste con esto, es facil estudiar la 

estructura localmente convexa de C^^(E,F). En este capîtulo, vamos 

a estudiar cuando el espacio C ^ y ( E ,F) es tonelado, infratonelado, 

bornologico o de Frechet. Los resultados obtenidos contrastan, en al- 

gunos casos de forma muy notable, con el caso del espacio C^y(E,F) 

de funciones debilmente continuas sobre los acotados de E. Por ult^ 

mo, veremos, tambiën en este capîtulo, algunos ej emplos que muestran 

que, en general, el espacio C^y(E,F) no es complete, lo que motiva- 

ra que estudiemos su completado en el siguiente capîtulo.

A lo largo de este capîtulo nos sera de gran utilidad el siguieii 

te lema.

LEMA V . 1 . Para cada p 1 , e 1 espacio C^y(E) contiens a E ' como 

subespacio complementado.

Demostracion: Es claro que E ' esta contenido en C^^(E). Ademas p^ 

ra cada K C E  dêbilmente compacto y cada x' G E '

Pjj(x') = sup { I D^x ' Cx)y I : x,y G K, 0 £  j £  p} =

= sup (|x'(x)j : X  G K}.
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Luego la topologîa inducida en E' por la topologîa de C ^(F)

es la topologîa de Mackey t (E',E).

Por otra parte, la aplicacîon

" : <=!<'=)  '

f ------- -*• Df(0)

es una aplicacîon lineal, que se comprueba inmediatamente que es una

:Py(E) la topologîaproyecciôn. Ademas, si consideramos en C^, (E) la topologîa y

en E' la t ( E ’,E), tt es continua. Por tanto E ' es un subespacio 

complementado de C^ y ( E ) .^

TEOREMA V . 2 . Para cada p ^ » el espacio C^y(E) es tonelado ai y

solamente si el espacio E es reflexivo.

Demos t rac ion : Ya observamos que si E era reflexivo, el espacio 

C^y(E) coincidîa, incluso topologicamente, con el espacio ^^^bu '

Como este ultimo espacio es complete ( | 5 1 propos ic ion 3.3.) y su topo^ 

logîa viene definida por una familia numerable de seminormas, es un 

espacio de Frichet (1.14) y por tanto tonelado (1.29).

Recîprocamente, si C^y(E) es tonelado por (1.30) y el lema V.l 

résulta que (E’,t (E',E)) es tonelado y por tanto (ver (1.31)) E 

es reflexivo.^

TEOREMA V .3. C^y(E) es infratonelado si y solamente si el espacio E 

es reflexivo.

Demo s trac ion : Si E es reflexivo, hemos visto en el teorema anterior

que C^, (E) es tonelado y por tanto infratonelado,
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Recîprocamente, si C^y(E) es infratonelado, por el lema V.l y 

(1.30) résulta que (E',t (E’,E)) es infratonelado. Ademas como E es 

un espacio de Banach, (E',x(E',E)) es casi-completo ({21} p. 218). 

Ahora por (1.28) como (E’ ,t (E',E)) es infratonelado y casi-completo, 

es tonelado y por tanto E es reflexivo (1.31).^^

COROLARIO V.4. C^y(E) es bornologico si y solamente si el espacio E 

es reflexivo.

,P
w

V.3. E es reflexivo.

Demos trac ion : Si C^y(E) es bornologico, es infratonelado luego por

Si E es reflexivo, vimos en (V.2) que C^y(E) es Frêchet, lu^ 

go, por (1.29), C^y(E) es bornologico.^

Ahora para pasar a estudiar el caso vectorial necesitaremos el 

siguiente lema:

LEMA V .5. Para cada espacio de Banach F, el espacio C^.(E) es is£

morfo a un subespacio complementado de C*'. (E,F)
ü)b

( V  V ' 4wb

Demostracion: Sea «fi G F ' una forma lineal no nula y sea y G F tal 

que <|)(y) = 1. Si denotamos por G al subespacio vectorial de F 

engendrado por el vector y, ̂èa x : C^y(E,F) C^y(E,G) la api ica

cion definida por tt ( f ) = ((j> 8 y) o f (f G C^y(E,F)). Es claro que

TT es una proyeccion. Ademas

sup {|| D^ (TTf ) (x) z(| : X , z G K, 0 j £  p) =

“ sup (il (<{> fl y)D^f(x)z|| : x , z 6 K, 0 £  j _< p} =
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= su p  { I (j) (D^ f (x) z) I II y|| : x,z G K, 0 £  j £  p} < 

<_ lUll - I I  y | t  s u p  {|| D ^ f  (x)z|l : x , z  G K, 0 £  j £  p}

Esto prueba que ir es continua. Por tanto C^y(E,G) es un subespacio 

complementado de C^y(E,F). Por Gitimo es évidente que C ^ y (E,G) es 

isomorfo a C^y (E) .

Teniendo en cuenta este lema y los resultados anteriores, podemos 

dar el siguiente teorema resumen:

TEOREMA V .6. Para cada espacio de Banach F las siguientes propos ic i£ 

nés son équivalentes:

(a) E es reflexivo.

(b) C^y(E,F) es Frêchet

(c) C^y(E,F) es tonelado

(d) C^y(E,F) es infratonelado

(e) C^y(E,F) es bornologico.

Demostracion:

a) = >  b) Si E es reflexivo, C^y(E.F) coincide con ^^bu

y este espacio es complète (|5 1 propos ic ion 3.3) y su topologîa viene 

inducida por una familia numerable de seminormas, por tanto es Frêchet.

b ) — > c) Ver (1,29)

c) = >  d) Es inmediato a partir de las definiciones.

d) = >  a) Si C ^ y (E ,F) es infratonelado, por el lema V.5 y (1.30)

résulta que C^y(E) es infratonelado, luego, por V.3, E es reflexi-
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b ) = >  e) Ver (1.29) 

.Pe) ==> a) Si C ^ . ( E ,F) es bornologico, (1.30) y V.5 implican que

C^y(E) es bornologico luego, por (V.4), E es reflexivo.

Es de resaltar el contraste de este resultado con el correspon- 

diente para el espacio de funciones debilmente continuas sobre los 

acotados. Asî por ejemplo mientras C^y(E,F) es siempre tonelado 

|15|, para P ^  1 C^y(E,F) es tonelado si y solamente si E es rê  

flexivo.

Vamos ahora a dar algunos ejemplos que muestran que en general 

el espacio C^y(E) no es complète. Antes de dar estos ejemplos, ob- 

servemos que como consecuencia del lema V.5 si el espacio C^.(E) no

es complete entonces para cada espacio de Banach F, C^y(E,F) no es 

complete. For tanto los ejemplos que damos para un C^y(E) serân v a ­

lides tambiën para cualquier C^y(E,F) con F espacio de Banach.

EJEMPLOS

1. Sea E un espacio de Banach en el que existe una sucesiôn 

(4>^)neji C  E ' tal que ^‘̂‘n^nGB converge a 0 en la topologîa x(E',E) 

y |1<̂ „|| - 2 para cada n G B . Entonces C^y(E) no es complete.

Demostracion: Para cada N G H , sea f^îx) = ^ | (x) | (x G E) .
n=l

Es claro que para cada N G B , f^ 6 C^y(E).

Dado K C  E, debilmente compacto, sea e > 0; (e < I); existe 

un G B tal que para cada N 2  , |(j)̂ (x) | <e para todo x 6 K.

Asî si N,N' G B son taies que N > N' > se tiene para cada j,

0 < j < p.



- 6 7 -

|D^fjj(x)y - D^f^,(x)yl = j [  ̂ 2n . . . ( 2n-j + 1 ) [(j)̂ (x) ]  ̂[<jŝ (y ) ] ̂  | <

N ,
< I 2n ... (2n-j + l)E'^"

n>N'

y este ultimo tirmino tiende a cero cuando N y N ’ tienden a infini­

te. As! {f,, es una sucesiôn de Cauchy en (C^.(E),t ^ ). En camN NGH (i)b me —
bio ^^n ^NSB converge, pues si convergiera lo harîa puntualmente

y el limite puntual de {f^} es la funcion f(x) = ^

que vimos en la demostracion del teorema III.18 no pertenecla a

clb'C)' ,

2. Si E es un espacio de Banach de dimension infinite en el que 

los debilmente compactes y los compactes en norma son los mismos, en­

tonces C^y(E) no es complete.

Si en E los debilmente compactes y los compactes en norma son 

los mismos, se comprueba facilmente que en E ' los d ( E ',E)-compac­

tes y los T (E',E)-compactes son los mismos. El teorema de Josefson- 

Nissenzweig (1.32) muestra que existe en E ' una sucesiôn nGB

de vectores de norma 2 y a (E ’,E)- convergente a 0. Por lo dicho ant£ 

riormente nGB tambiën convergera a 0 en T (E ' , E) y basta tener

en cuenta 1,

Un caso particular de este ejemplo se tiene para E = . Tam-

biên si E es un subespacio con la propiedad de Dunford-Pettis (|1 4 | 

p. 633) del dual de un espacio F que no contiens ningun subespacio 

isomorfo a (ver |4 7 1), E estâ en las hipôtesis del ejemplo.

3. Si E es un espacio de Grothendieck (|ll|) con la propiedad



— 68 —

de Dundford-Pettis, C^y(E) no es complete.

Sea Il *nll  ̂  ̂ ^ ***n ° a(E',E)
(ver (1.32)). Como E es un espacio de Grothendieck, las suces iones 

O (E ' , E)-convergentes son 0(E ' , E")-convergentes , luego + 0 en

o (E',E") y como E tiene la propiedad de Dund f ord-Pet t is , ->■ 0

en t (E',E") (ver | 1 4 1 p. 636) y por tanto 0 en t (E’,E).

Ahora basta tener en cuenta 1 para ver que C^y(E) no es complete.

Ejemplos de espacios en las hipôtesis’ de 3 son todos los espacios

Pj ô inyectivos ( | 3 3 1 , pg. 105) como por ejemplo, t , L (|0,l|) ô C (K) 

con K compacto extremadamente disconexo ( |1 2 | p. 178).
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VI. SOBRE EL COMPLETADO DEL ESPACIO C^y(E,F). LA PROPIEDAD 

DE APROXIMACION.

Hemos visto en el capîtulo V que en general el espacio C^y(E,F) 

no es un espacio complete. Por tanto tiene interes estudiar como es 

el completado de dicho espacio. En este capîtulo, por un procedimien- 

to totalmente paralelo al seguido por Bombai y Llavona en |7 |, vamos 

a obtener una representacion del completado de C^y(E,F). Dicha re- 

presentac ion se cens truye de forma totalmente anâloga a la seguida en 

el caso de C^y(E,F) pero considerando de partida en vez de diferen- 

ciab ilidad en sentido de Frêchet, en sentido compacto de Hadamard pa­

ra la topologîa dibil. El poder obtener una representaciôn del comply 

tado como un espacio defunciones diferenciables nos va a permit i r , m£

diante la têcnica del G-producto, estudiar la propiedad de aproxima­

ciôn en los espacios C ^ y(E,F ) .

Primeramente introduciremos el concepto de diferenciabilidad que 

vamos a utilizer en este capîtulo.

DEFINICION V I .1. Para cada n 6 B, definimos ("p,F) como el es­

pacio de todos los polinomios n-homogêneos que son debilmente conti- 

nuos al restringirlos a los subconjuntos debilmente compactes de E .

Dotamos a este espacio de la topologîa de la convergencia unifo£ 

me sobre los subconj untos debilmente compactes de E.

Este espacio coincide con el espacio de los polinomios n-homogê­

neos debilmente secuencialmente continues P^^^( E ,F) (vëase |4 |) y 

contiens a P ^y(^ E ,F ) . Si E* es separable o si E = c^(F) o
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£^(F) (I < p < ™) para alguna familia de Indices F, entonces

^ w s c " P^y("s,F ) . CI 2 I ejemplo 2.1) y por tanto tambiën coinci­

den con P^^("s,F ) . En general P^^(^E,F) contiens estrictamente a

P^y("E,F ) ; por ejemplo el polinomio f(x)= ^ x^ para x=(x^)^gg G
I 2 1 2 ?  ̂ 7 1

G t es de P^^ ( t ) (notese que P^^ ( £. ) = PC  £ )) y no es de
2 1P ^ y ( £ ) ya que no es compacto.

PROPOS ICION VI.2 . Para cada n G B , P^^(*'e ,F) es complete.

Demostracion : Sea ^^ot^aGA red de Cauchy en Pĵ ^("e ,F). Para ca

da X G E, la red {P^(x) es de Cauchy en F y por tanto exis­

te P(x) G F tal que ^«GA converge a P(x). Mas aun, la an­

terior convergenc ia es uniforme sobre los subconj untos debilmente corn 

pactos de E. Se comprueba facilmente que P es un polinomio n-homo^ 

gëneo de E en F y como los ^^a^aGA convergen uniformemente sobre

los debilmente compactes y cada uno de ellos es debilmente continue s£

bre los compactes débiles résulta que P G P (” e ,F)

DEFINICION V I.3 . Sea X un espacio localmente convexo. Diremos que 

una funcion f ' E -*■ X es d if erenciable en sentido compacto dëbil en 

a G E si ver if ica :

a) Para cada K C E  debilmente compacto con a G K, 

f I ̂  : (K,o(E, E ' ) I ĵ ) ----*■ X es continua en a.

b) Existe una apiicaciôn lineal u : E X tal que para cada

K c  E disco debilmente compacto se verifies

lim ---- LLâJ P (th) _ g ̂ unif ormemente en h G K
tH- o



- 71 -

Se dice entonces que u es la diferencial en sentido compacto 

débil de f en a y la denotaremos por Df(a). Diremos que 

f : E X es d if er enc iab le en sentido compacto dëbil si f es dif e- 

renciable en sentido compacto dëbil en todos los puntos de E.

La cond ic ion b ) de la anterior def inicion la podîamos haber enuri 

ciado diciendo que f es diferenciable en el sentido de Hadamard pa­

ra la topologîa dëbil de E, |6 2 |.

PROPOSICION VI.4 . Si f : E ^ X es diferenciable en sentido compacto 

dëbil en a 6 E entonces Df(a) es debilmente continua al restringi^ 

la sobre los debilmente compactes de E.

Dem o s t r a c i o n : La demostracion es totalmente anâloga a la de la propo- 

8 ic ion (I I I .3).^

En todo lo que sigue, al hablar de las d if erenc iales de orden mâ  

yor que 1, D^f(a) designarâ no a la diferencial de orden p de f 

en a, sino al polinomio p-homogëneo asociado. Con este convenio y a 

la vista de la proposiciôn VI.4 se tiene que las derivadas sucesivas 

tendrân como rango los espacios de polinomios que introduj imos en 

(VI. 1) .

DEFINICION V I . 5 . Sea X un espacio localmente convexo. Diremos que 

una funcion f : E X es p-veces dif erenciable en sentido compacto 

dëbil si f es (p-l)-veces diferenciab1e en sentido compacto dëbil

y la aplicaciôn D^ f : E ---- *■ (^ E , X) es dif erenciable en sen--If ; E --- . P (P"^’
(1)C

tido compacto dëbil, donde D°f = f.

Diremos que f es una funciën de clase p, si f es p veces
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d iferenciable en sentido compacto dëbil y la aplicaciôn

D^f : E ---- ► P^^(^E,X) es debilmente continua sobre los subconj untos

debilmente compactes de E.

Denotaremos por C^^(E,X) al conjunto de todas las aplicaciones

de clase p de E en X. Si X = R, simplemente lo denotaremos

De la propia de f in ic ion se obtiene que toda funcion diferenciable

en sentido compacto dëbil es continua. Tambiën es inmediato a partir

de la def inicion que toda funcion diferenciable en sentido compacto

de Hadamard, para la topologîa de la norma ( |6 2 |), verifies V I . 3 . (b),

y ademas Df coincide con la diferencial en sentido compacto.

Necesitaremos mas adelante las siguientes propiedades de la dif£ 

rencial en sentido compacto dëbil:

PROPOSICION V I . 6 . Sean E, F, G très espacios de Banach.

a) Si f 6 (E,F) y u : G > E es una aplicaciôn lineal deb il
(liC —

mente continua sobre los subconj untos debilmente compactes de G, en 

tonces f®u 6 (G,F) y

D^ ( f ou) (x) (y ) = D^ f (u (x) ) (u (y) ) (x ,y 6 G, 1 £  j 1  p)

b) Si f G C^^CEjF) y u  es una aplicaciôn lineal de F en G,

entonces uof g C^ (E,G) ywc

D ^ ( u o f ) (x)(y) = u(D^ f (x) (y)) (x,y G E, 1 £  j £  p)

c) Si f G C^^(E.F) y g G C^^(F.G) entonces gof G C^^(E,G) y
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D(g»f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x) (x 6 E)

d) Teorema del valor medio: Si ,f es una aplicaciôn diferencia­

ble en sentido compacto dëbil de E en un espacio localmente convexo

X, y a 6 E entonces

f(a+x) - f(a) e IcoI ((Df(y)(x) : y 6 [a, a+x]})

donde |co| désigna la envoltura absolutamente convexa.

Demos t rac i ôn; La demostracion de estos resultados puede verse en |6 2 1

DEFINICION V I . 7 . Considérâmes en C^^(E,F) la topologîa induc£

da por la familia de seminormas

f ----► Pg(f ) = sup (||D^f (x)yM : x.y 6 K, 0 £ j £  p)

cuando K varia en la familia de los subconj untos debilmente compac­

tes de E.

PROPOSICION VI.8. El espacio C^ (E,F) do tado de la topologîa
--------------------------------------------------------------- r  ü )C  (jJC

es complete. ,

Demos t rac iôn : Sea ^^ct^aGA red de Cauchy en C^^(E,F). Para ca­

da X 6 E y cada j (0 £  j £ p), (D^ ^«GA red de Cauchy

en P^^(^E,F). Como P^^(^E,F) es complete (Proposiciôn VI.2) ré­

sulta que existen

fj(x) 6 P^^(ÎE,F) (0 £  j £  p)

taies que cada red (D^ ^«GA converge a f^(x) en P^^(^E,F).

Esta conver genc ia es uniforme sobre cada O (E , E ')-compac to , luego cai
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da f  ̂ es debilmente continua sobre cada a ( E ,E ')-compacto.

Por otro lado, para cada x G E y cada j, 0 £  j £  p

(x) = D-^f (x) ,

donde f ■= f” . En efecto, para j = 0, el resultado es trivial. Su- 

pongamoslo cierto para j = n < p y probêmoslo para j = n+1. Sea

X G E y K C E  a ( E ,E ')-compacto. Sean L un subconj unto de E ,

debilmente compacto y e > 0. Aplicando el teorema del valor medio a 

la funcion de variable real

v(t) = ü” f^(x + th) - n"fg(x + th)

résulta

%  [o"f (x 4- th) - D^f (x) - (o"f (x + th) - D^f (x))l =t t a a p p -*

= Y  [v(t) - v(0)] G Y  I co| ({Dv(a)(t) : s G [0,t]}) =

= I co I ({D”^^f^(x +sh)(h) - D ”^^fg(x + sh) (h) : s G 0 , t] } ) .

( [o,t] desgina el conjunto {tX : 0 £  X £  1}).

Por ser ^^ct^ctGA red de Cauchy en C^^(E,F), existe un

G A tal que si a,B £  e y G x+|K| entonces

||D"'^^fjj(y)z - D"^^fg(y)z|| £  e/3 (z G K U  L)

por lo qiie si a,B > et —  o

11̂  (v(t) - v(0))(z)|| £  e/3 (z G L)

Como consecuencia se tiene

(1) Il Y  [0"f (x+th) -D"f(x) - D"f^(x+th) - D"f^(x)] (z)|| < | (z G L)
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siempre que a £  , |t| £1 y h G K.

Por otro lado si 6"^^ dénota la diferencial como aplicaciôn 

(n+1) -1ineal, se tiene

(2) Il Y  (x) (th) - f (x) (th)] (z)|| £  e/3 (z 6 l")

para h 6 K y algun a £  . Para este a, existe un 6, 0 < 6< 1,

tal que si |t| < ô y h 6 K se cumple

(3) Il Y  [d " f„(x + th) - D"f^(x) - D ”'^^f^(x)(th)] (z)|| £  Y  (z G L).

Por ultimo, si î"^^(x) es la aplicaciôn (n+1)-1ineal asociada 

a f” ^(x), (x 6 E) si considérâmes la aplicaciôn lineal

u : É ----*■ definida por u (y) (z) = (x) (y , z , . . . , z ) se

tiene:

Il Y  [o"f (x + th) - ü"f(x) - u(th)](z)|| £  E (z G L)

si ItI < 5  y h 6 K, aplicando (1), (2) y (3)..

LEMA V I .9. Sea p 2  ^ - Si F C  P^^( E,F) es un conjunto precorapacto.;Pi

entonces dados e > 0 y H C E debilmente compacto, existe W en- 

torno débil de 0 en E tal que para cada x ,y 6 H, x-y G W

| u ( x ) - u ( y ) | | £ E  (y G F)

Demos traciôn: La demos t rac iôn es totalmente anâloga a la del lema IV.8.

LEMA V I . 1 0 . Sea E un espacio de Banach con la propiedad de aproxima­

ciôn débil compacta. Si f G C^^(E,F) y Ag = {foU : u G E' fi E} 

entonces f es adhérente a A^ en C^^(E,F).
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Demostracion: Sean e > 0 y K c  E un subconj unto debilmente compa£ 

to de E. Como el espacio de Banach E posee la P.A.D.C., existe una 

red C  E' 8 E tal que U^Cx) x debilmente unif ormemente

en X 6 K y tal que L = K U  {U^(K) : i 6 1} es debilmente compacto

en E .

Por ser f uniformemente debilmente continua en L, existe

entorno débil de 0 en E, tal que

(1) Il f (x) - f (y )Il £  E si x,y 6 L y x-y 6 Wj .

Por otro lado, si 1 £  n £  p, como o"f(K) es compacto en 

(^E,F ) , aplicando el lema anterior, résulta que existe W g , en­

torno débil de 0 en E, tal que

(2) Il D^f (x)y - D"f (x)z|| £  £/2 si x 6 K  y y,z G | (K-L) U  l | , y-z 6

Cl £  n £  p)

Finalmente, por ser o"f uniformemente debilmente continua sobre 

L, existe , entorno débil de 0 en E, tal que

(3) Il D"f (x) z - D"f (y ) z|| £  ^  si x , y 6 L , x-y G y z G L,

£  n < p)

Sea W = A  Wg ; existe un i^ 6 I tal que para cada

i £  i^, si x 6 K, x-U^(x) 6 W.

Sea u = *^io" Entonces:

a ) | | f ( x ) - f ( u ( x ) ) | | £ e  si x G K  por (1)

b) Teniendo en cuenta que si u G E* 8 E, u : (E,0(E,E')) E 

es continua y por tanto debilmente continua sobre los debilmente corn-
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pactos, podemos aplicar el apartado a) de la propos ic ion V I.6, résul­

ta

( x ) y  - d " î ( u ( x )) (u(y))|| < || D " f  (x) y  - (x) (u ( y )  ) || +

+ Il (x) (u (y) ) - D^f (u(x))(u(y))|| £  e

por (2) y (3) para cada x , y 6 K y 1 £ n  £  p .

TEOREMA V I .I l . Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.C. Si

A C  C^^(E) es un algebra de Nachbin tal que para cada a 6 A y cada

u 6 E* S E ,  a » u pertenece a la adherencia de A en (E) enton­

ces A es densa en C^^(E).

Demos tracion ; La demostracion es anSloga a la del teorema IV.10.^^

TEOREMA V I .12. Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.C. Para todo

espacio de Banach F, (E) 8 F es denso en C^^(E,F).

Demo s tracion; La demostracion es anâloga.a la del lema I V . 11 .

TEOREMA V I . 1 3 . Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.C. Si 

A C C^^(E,F) es un algebra polinomial de Nachbin tal que para cada

a 6 A y cada u 6 E ' S E ,  a»u pertenece a la adherencia de A en

C^^(E,F), entonces A es densa en C^^(E,F).

Demostracion: La demostracion es anâloga a la del teorema I V . 12.^

COROLARIO VI.1 4 . Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.C. Enton­

ces para cada espacio de Banach F, se verifies que los polinomios

de tipo finito (E, F) son densos en C^^(E,F).
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TEOREMA V I .15. Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.C. Entonces 

para cada espacio de Banach F, el completado de C^^(E,F) es

Demostracion: Teniendo en cuenta que la inclusion ( E , F) ^

— *■ P^^("E,F) es continua para cada n 6 ïl, es inmediato comprobar 

que el espacio C^,(E,F) és un subespacio de C^ (E,F). Ademas como
lu D » (OC

C^^(EjF) contiens a los polinomios de tipo finito, basta aplicar 

V I . 14 para obtener que C^^^(E,F) es denso en C^^ (E ,F) .

A continuacion vamos a estudiar la propiedad de aproximaciôn en 

C^c(^»P)* Para el l o , siguiendo la têcnica empleada por Bombai y Lla­

vona en I7 I, representaremos C^^(E,F) como el G-producto de 

C^^(E) y F.

PROPOSICION V I . 1 6 . Sea L un k-espacio, M un espacio semi-mêtrico 

y F una familia en C ( L ,M ) . Entonces son condiciones necesarias y 

suficientes para que F sea relativamente compacto en C(L,M) con 

la topologîa compacto-ab1ert a , las siguientes:

a) Para cada compacto K de L, F|^ es equicont inuo en C(K,M)

b) Para cada x  6 L, el conjunto

F ( x) = {f (x) : f e FÎ

es relativamente compacto en M.

Demostracion; Para probar este resultado basta realizar unas sencillas 

modificaciones en la demo s t rac iôn del teorema de As coli que aparece en 

|51| p. 312.
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OBSERVACION: Si E es un espacio de B a n a c h , denotamos por L al es­

pacio E con la topologîa final para las inclusiones (K,o(E,E') |^) 

— *■ E cuando K recorre los a (E , E ')-compactes , obviamente L es un 

k-espacio. Ademas un conjunto K es un compacto en L si y so lamen­

te si K es debilmente compacto. Por tanto C(L,M) = C^^(E,M).

PROPOSICION V I . 1 7 . Si F es u n a  familia e n  ^ w c » e n t o n c e s  FP
(1)1

es relativamente compacto si y solo si se verifican las condiciones 

siguientes;

(VI.17.1) Para cada j, 0 £  i £  P y cada K C E ,  o(E,E')-com 

pacto, el conjunto

{D^flj^ : f G F} C  C^^(K.P^^(jE,F))

es equicontinuo.

(VI.17.2) Para cada x G E y cada j, 0 £ j £ p , el conjunto 

{D^f(x> : f 6 F} 

es relat ivamente compacto en Pj^^(^E,F).

Demost rac ion : Cons ideramos la aplicaciôn

e  :  c P ^ ( E . F )  - - - - .  n  C ^ ^ ( E . P „ ^ ( J e , F ) )
3=0

definida por 6(f) = (D^f) 0<j£p-

De la def inic iôn de la topologîa en ^ w c » se deduce que la 

aplicaciôn 0 es un isomorf ismo topolôgico entre ^ w c » P) y su ima 

gen por 0. En consecuencia F es relativamente compacto en 

C^ c ^^ fP) si y solamente si 0(F) es relativamente compacto en
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0(C (E,F)). Como C^ (E,F) es completo (proposiciôn VI.8),0)C (1)C p

0(C^ (E,F)) es cerrado en el producto H C (E,P (^E,F)). PorU)C Ü)C (i)C

tanto, aplicando el teorema de Tychonov résulta que F es relativa­

mente compacto en C^^(E,F) si y sôlo si cada proyecciôn

Fi

es relativamente compacta en C^^(E,p^^(^E,F)) . El resultado se dedii 

ce de la proposiciôn V I . 16 y de la observaciôn posterior.^

LEMA V I .18. Sea f 6 C^^(E,F). Para cada j, 1 £  j £  p , la aplica­

ciôn de E x E  en F definida por

(x ,y ) ------ >- f (x) (y)

es debilmente continua sobre los debilmente compactes de E x E .

Demostracion: Sea K C E  un subconjunto debilmente compacto y sea 

e > 0. Dados x^,y^ 6 K, como D^f(x^) G P^ ̂ (  ̂E ,F ), existe en

torno dëbil de 0 en E tal que para cada z G K con y^-z G Wj se 

verif ica

(1) ||D^f (x^)z - D^f (x^)y^ll £  Y  G

Por otro lado D^f 6 C^^(E,P^^(^E,F)) y por tanto existe ,

entorno dëbil de 0 en E tal que

( 2) Il D^ f (x) z - D^f(y)z|| £  ^

para cada z G K y cada x ,y G K con x-y G W g .

Por ultimo si W = A  se tiene de Cl) y (2 ) que si x , y G K

con x-x^ G W , y-y^ G W, entonces
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||D^f(x)y -D^f(x^)y^l| <_ ||D̂  f (x)y -D^f(x^j)y|( + ||D^f(x^)y -

-DJf(Xo)y^|| < e.^

TEOREMA V I . 1 9 . El espacio C^^(E,F) es isomorfo al e-producto 

cJcCE) G F.

D e mostracion! Sea f 6 C^^(E,F). Definimos

(f.(f) : F'  *■ CP^(E)

por <J>(f)(y') = y ' " f 6 C^^(E) (proposiciôn VI.6.b) para cada 

y* 6 F ' .

Evidentemente (|)(f) es lineal. Veamos que ifi(f ) 6 L ( F^ , (E ) ) .

Dados K C E  debilmente compacto y c > 0, sabemos por el lema ante^

rior que L. = D^f(K)(K) es un compacto en F y por tanto 
P

L = e L. es un entorno de 0 en F ' . Entonces si y' G L
j=o J .

I D^ (((,(f ) y ' ) (x) y I = |D^ (y* of) (x)y I = ( y ' (D^ f (x) y ) | < e

para todo x ,y G K .

La aplicaciôn ()> : (E, F )  ► L (f ',C^ (E)) es evidentemente
tu C €  C (jj C

lineal. Veamos que es continua. Dados M > 0, K C E  compacto dëbil

y e >0, tenemos que si f G C^^(E,F) es tal que

||D^f(x)y|| £  E M  ̂ ( 0 < j < P )

para todo x ,y G K, entonces

I D^ ((J) (f ) y ' ) (x) y I = |D^ (y ' of ) (x)y I = | y ’ (D^ f (x ) y ) j £  G

(0 £  j £  p)

para todo y ' G F' con II y ’ II £  M y para todo x , y G K .
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Asî pues, la aplicacîon <{> es lineal y continua. Ademas, si

f,g son dos funciones de C^^(E,F) taies que <P(f) = <|>(g). résulta

que para cada y' € F', y ' « f = y ' « g de donde se tiene que necesa-

riamente f = g. For tanto ifi tambiën es inyectiva.

Por otro lado, dados K C E  debilmente compacto y e > 0, tene^ 

mos que si

I (<j)( f ) y ' ) (x)y I £  1 (0 £  j £  p) , (x ,y 6 K)

para toda y' 6 F' con || y ' £ “ » entonces

K (f (x) ) y|l = sup I y ' (D^ f (x) y) I = sup 1 (((> ( f ) y * ) (x) y | £  e
Il y'Il £1 l|y'll£i

para todo x , y 6 K. Esto prueba que (p es un isomorf ismo topolôgico

sobre su imagen. Para conclu i r la demostraciôn bas tara probar que <|)

es suprayectiva .

Sea u G L ( F ^ , (E)). Para cada j, 0 £  j £  p y cada x,y € E, 

la aplicaciôn

(*) y*  D ^ ( u y ’ ) ( x ) y

es una forma lineal sobre F'. Ademas existe un H c F compacto tal 

que para toda y ' 6 H° se tiene

(I) I (uy ' ) (x) y | £  1 (0 < î £  p) ,

por la cont inuidad de la aplicaciôn u. Pero (1) nos dice tambiën que 

la aplicaciôn de (*) es continua. Como el dual de F^ es F, existe 

un unico f^(x)(y) de F tal que

(**) <f^(x)(y),y '> = D^(uy')(x)y ( x ,y G E, y' G F ’)

Si se prueba que f° = f 6 C^^(E,F), entonces $(f) = u y habremos
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probado que <)) es sup ray ec t i va .

En primer lugar observemos que como el segundo miembro de (**) 

es un polinomio j-homogëneo, f^(x) es un polinomio j-homogêneo.

Probemos ahora que para cada x G E, f^(x) G E,F). Sean

K c  E un subconjunto debilmente compacto y e > 0. Como la bola uni. 

dad de F', '» es compacta en F^ (recuerdese que las topologîas

*-dêbil y la de la convergencia uniforme sobre los compactes, coinci­

den sobre los acotados de un Banach), el conjunto u ( B ^ ,) es un con­

junto compacto en C^^(E). Por tanto, aplicando la proposiciôn V I . 17,,P
'w<

résulta que para cada x G E el conjunto

{D^(uy')(x) : y' G Bp,)

es relativamente compacto en P^^(^E). Aplicando el lema VI,9 tene­

mos que existe W, entorno débil de 0 en E, tal que para cada j,

1 £  j _< p se tiene para cada y ' G B^,

|ü^(uy')(x)y - D'̂  (uy ' ) (x) z I £  E

si X ,y ,z G K y z-y G W. Es decir

I<f^(x)y - f ^(x)z ,y ' > I £  E para todo y' G Bp,

si X ,y ,z G K y z-y G W.

Por tant o f^ (x) G P^^(^ E ,F) para cada j, 0 £  j £  p.

Veamos ahora que para cada j, 0 £  j £  p , la aplicaciôn

f3 . E ---------P^^(^E,F)

es debilmente continua sobre los debilmente compactes. Sean e > 0 y 

K y H subconj untos debilmente compactes de E. Vimos anteriormente 

que u (B p ,) . es un compacto en ^wc ̂ ^ ^ ' Aplicando la proposiciôn
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V I . 17 résulta que el c o n junto

{D^ (uy') l'ĵ : y' G Bp, }

es un conjunto e q uicontinuo en C (K^ , E ) ) , donde d ésigna al

conjunto K con su topologîa dibil; por tanto, existirâ W, entorno 

dêbil de 0 en E t a 3 que si x ,y G K y x-y 6 W entonces

I D-̂  (uy ' ) (x ) z - D^(uy')(y)z| < e (0 £  j £  p)

para todo y ' 6 Bp, y todo z 6 H. Es decir

|lfj(x)z - f ̂ ( y ) z II £  E (0 £  j £  p)

para todo z 6 H .

Finalmente, probemos que para cada x G E y cada j, 0 £  j £  p ,

D-^fCx) = fj(x)

Para j=o no bay nada que probar. Sup o n g â m o s l o  cierto para 

j - k < p y probemoslo para j = k+1 . S e a x G E y K C  E un c o m ­

pacte dëbil. Bastarâ probar que

D ^ f (x+th) - D ^f(x) - f^^^(x)(th) ^ ^
t o

unifo r m e m e n t e  en h G K, donde (x) es la aplica c i o n  lineal con^

truida media rite el proceso si guiente: si A es una a plicacion (k+I)-

lineal y P es su polinomio asociado, dénotâmes por P la a p l i c a ­

cion lineal definida no r x P(x), siendo f(x)(z) =

= A(x,z,...,z).

Sean e > 0 y L Q  E un compacte d ë b i l . Para cada y ' G F ' se

tiene
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(2) y' o [D*'^f(x + th) - D^f(x) - f  ̂(x ) ( t h ) ] ^  ~

= ^  [o^(uy ' ) (x+th) - D ^(uy')(x) - 6*^^^ ( u y ' ) (x ) ( t h ) ]

que es un p o l i n o m i o  k - h o m o g ê n e o  en E. A p l i q u e m o s  el teoreraa del v a ­

lor medio a la funciôn de v a r i a b l e  real

v(t) = D ^ X u y ' ) ( x + t h )  - D ^ ^ ^ ( u y ' ) ( x ) ( t h )

Entonces

(3) Y  [v(c) -v(0>] G |co| ({Dv(s)(t) : s entre 0 y t}) ^  =

= I c o I ( { ( u y ' ) ( x + s h )(h ) - D ^ ^ ^ ( u y ' ) ( x ) ( h )  : s entre

0 y t}).

Si A = AK^K es d e b i l m e n t e  compacte en E . Por la p r o p o ­

sition V I . 17. el conjunto

« %•>
k + 1es equi c o n t i n u o  en C ((AK+K)^j,P^^ (E)); luego existe W, entorno dêbil

de 0 en R t a l q u e  si x ,y 6 AK+K y x-y G W, se verifica:

I (u y ')(x)(z ,z ') - D^^^(uy')(y)(z,z')| £ E

para todo y' G B^, y todo z,z' G K VJ L . As i résulta que

I ( u y ' ) (x)(h)z - D ^ ^ ^ ( u y ' ) ( y ) ( h ) z |  £  e

para todo h G K , z G L  e y' G B^,.

Como K es deb i l m e n t e  compacte, es acotado y por tanto existe

un 6 > 0 tal que si |X| £  6 entonces AK C W . De esta forma si "

|t| < 5 y s esta entre 0 y t, sh 6 W para todo h G K y por

tan to
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I ( u y ')(x)(h)z - D^^^(uy')(x+sh)(h)(z)| £ E

para cada h 6 K, z G L, y' 6 , y s entre 0 y t. Ahora te-

niendo en cuenta (3) se obtiens que

Iy  [o^Cuy')(x+th)(z) - D^(uy')(x)z - 6^^^(uy')(x)(th)z] | £  e

para cada y ' G Bp,, h 6 K , z G L y t G R con |t] < ô . Aplican 

do (2) résulta que

Il Y [O^f (x+th ) z - ü^f(x)z - (x) (th) z] Il =

sup I <Y (x+th)z - D^f(x)z - f^^^(x)(th)z], y* >| £  e
y'GBp,

para todo h 6 K y todo z G L siempre que |tj < 6.

Hemos probado asî que D(D^f) (x) = f^^^(x) y por tanto que
pk+lf ^ pk+1

TEOREMA VI. 2 0 . Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.C. Para cada 

espacio de Banach F con la propiedad de aproximacion, C^^(E,F) ve

rifica la propiedad de aproximacion.

Demo s t rac ion : Si G es un espacio de Banach, el teorema V I . 12 prueba 

que C^^(E) « G es denso en Cy^(E,G) y como segun hemos visto en 

V I . 20. (E,G) es siempre isomorfo a (E) e G résulta que

a G es denso en G^^(E) c G para todo espacio de Banach G.

Podemos aplicar entonces (1.22) de donde obtenemos que C^^(E) veri-u u i i u e  u u u e i i e u i u K  ( j u c

fica la propiedad de aproximacion.

Tambiên sabemos que si dos espacios localmente convexos complè­

tes tienen la propiedad de aproximacion, su E-producto tambiên la ti£
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ne (1.21) luego C^^(E) e F verifica la propiedad de aproximacion y 

por tanto, teniendo en cuenta el teorema V I.19, résulta que C^^(E,F) 

verifica la propiedad de aproximaciên.^

COROLARIO V I . 2 1 . Si E es un espacio de Banach con la P.A.D.C. enton 

ces para cada espacio de Banach F verificando la propiedad de apro­

ximacion, C^^(E,F) verifica la propiedad de aproximacion.

Demostracion; Es conocido que un espacio localmente convexo posee la 

propiedad de aproximacion si su compleciên tambiên la tiene ( |2 5 |, p. 

233). As î el corolario se signe s in mas que observar los teoremas

V I . 15 y VI.20.g

PROPOSICION V I . 2 2 . Si E es un espacio de Banach tal que C^^(E) o 

C^b^^) tienen la propiedad de aproximacion para algên p > 0, entori

ces (E',t (e ',E)) tiene la propiedad de aproximacion.

Demos tracion; Ya probamos en el capitule anterior que (E',t (E',E)) 

era un subespacio complementado de C^^(E) y analogamente se proba­

ria que tambiên lo es de C^^(E). Ahora el resultado se sigue del 

hecho de que la propiedad de aproximacion se hereda por subespacios 

complementados (1.17.(1)).^

Este resultado nos permite establecer una conexiên entre la pro­

piedad de aproximacion dêbil compacta con la propiedad de aproximacion 

en el dual con la topologîa de Mackey.

COROLARIO VI.2 3 . Si E es un espacio de Banach con la P.A.D.C. en ton

ces (E',t (E',E)) tiene la propiedad de aproximaciên•
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Demostracion: Es consecuencia del teorema V I . 20 y de la proposlcion

V I . 22.^

COROLARIO V I . 2 4 . Si E es un espacio de Banach con la P.A.D.C. entoii 

ces E ' tiene la propiedad de aproximaci6n.

Demostracion: Si E es un espacio de Banach, es conocido que 

(e ',t (E',E)) es complete (vease |25{ p. 143). Entonces segun (1.22), 

(E',t (E',E)) = E^ tendra la propiedad de aproximacion si y solamen- 

te si para cada espacio de Banach F, E' fil F es denso en E^ e F .

Asi por el corolario V I . 23 resultara que para cada espacio de Banach 

F, E ’ 8 F es denso en E^ e F.

Por otra parte, como L(F^,E*) esta contenido en L(F^,E^) re­

sultara que E' a F c L(F^,E') C  L(F^,E^) y como E ' 8 F es denso

en L^(F^.E^) = E^ e F , résulta que E ' 8 F es denso en L(F^,E') =

= E ' E F . Aplicando otra vez (1.22) llegamos a que E ' tiene la pr£ 

piedad de aproximacion.^

Este resultado nos permite dar un ejemplo de un espacio que tie­

ne la propiedad de aproximacion y no tiene la P.A.D.C.

EJEMPLO: Sea E un espacio de Banach con la propiedad de aproximacion 

tal que su dual E ' no tiene la propiedad de aproximacion |32|. E

es un ejemplo de espacio con la propiedad de aproximaciên que no tie­

ne la P.A.D.C.

COROLARIO V I.2 5 . Si E es un espacio de Banach cuyo dual E ' es se­

parable, entonces E tiene la P.A.D.C. si y solamente si E ' tiene

la propiedad de aproximacion.
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Demostracion; Basta tener en cuenta los corolarios IV.5 y VI.24.

Este ultimo resultado no se puede mejorar en el sentido de cam- 

biar la condicion de que E* posee la propiedad de aproximacion por 

que la posea E, puesto que existen espacios de Banacb con la propi£ 

dad de aproximacion tales que su dual es separable y no posee la pr£ 

piedad de aproximacion |32|.
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VII. ESTRUCTURA DEL ESPACIO COMO ALGEBRA LOCALMENTE

MÜLTIPLICATIVAMENTE CONVEXA. ESPECTRO. TEOREMA DE WHITNEY.

En este capîtulo vamos a hacer un estudio de los principales to- 

picos de la estructura de filgebra localmente m-convexa de C^b^E). Pâ  

ra hacer este estudio, serâ conveniente considerar, en vez de C^b(E), 

su complexificacion C^b ( E , C ) . Este algebra veremos que conserva la 

mayor parte de las propiedades que se tienen en el caso finito dimen­

sional. Una vez visto esto, dedicaremos la ultima parte del capitulo 

a un estudio de la estructura de los ideales del êlgebra, obteniendo 

una caracterizacion del espectro as î como una extension del teorema 

clasico de Whitney sobre adherencia de ideales a nuestro algebra.

Aplicando las propiedades usuales de las funciones diferenciables 

en sentido de Frechet (ver |6 2 |), se obtiene facilraente que C ^ b (E ,C), 

dotado de las operaciones habituales, es un algebra. Tambiên es una 

comprobacion inmediata el ver que (C^b^E,C ) , tiene estructura 

de algebra localmente multiplicativamente convexa.

PROPOSICION VII.1 . E ^ b(E,C) es un algebra localmente m-convexa, con 

unidad y fuertemente semi-simple.

Demos tracion: Es obvio que la unidad en C ^ b (E ,I ) es la fune ion 

que vale identicamente uno. La denotaremos por I.

Para cada x 6 E, la evaluacion en x, 6^, definida per 

6^(f) = f(x), f G C ^ b (E ,C ) , es un funcional multiplicative, no nulo. 

Por tanto, la in tersecc ion de todos los ideales maximales cerrados es 

el conjunto (O), es decir, C^b(E,C) es fuertemente semi-simple y
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por tanto semis imple .

PROPOSICION V I I . 2 . Para cada f G C^^CE,C), el espectro de f, a(f), 

es justamente el rango de f.

Demostracion t a(f) ® {A 6 C : f - Al no es inversible}. Ahora bien, 

se comprueba inmediatamente que un elemento de C ^ ^ ( E e s  inversi­

ble si y solamente si no se anula en ningân punto de E, luego f-Al 

no es inversible si y solamente si existe un x G E tal que f(x) = A. 

Por tanto a(f) = f(E).^

Un algebra topologica, se dice que es un Q-âlgebra si el conjun­

to de sus elementos inversibles es abierto. En |6 | p. 206, se prueba 

que en toda Q-âlgebra el espectro de cada elemento es acotado, lo que 

a la vista de la proposicion V I I . 2 nos dice que C ^ ^ ( E ,C) no es un 

Q-âlgebra ya que existen elementos de C ^ ^ ( E ,C) cuya imagen no es

acotada, por ejemplo cada forma lineal no nula.

Vamos a dar a continuacion, algunos resultados que nos van a se£ 

vir de preparacion para el teorema que c a r a cteriza.el espectro del âl 

gebra C ^ ^ (E,C).

DEFINICION VI I . 3 . Si K C  E es un subconj unto debilmente compacte de 

E, definimos C^^(K) como el espacio de todas las funciones 

f ; E  *■ C para las que existe V, abierto en la topologîa b w ,

V 3  K y existe g G C^b^E.C) taies que f y g coinciden en V.

En particular C^b^E,!) esta contenido en C^bCK).

Si dos funciones g y h de C ^ b(E,C) coinciden en un abierto

V de la topologîa bti), como la topologîa bw es menos fina que la
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inducida por la norma, résulta que para cada x 6 V y cada j,

0 £  j £  p , se tiene que D^g(x) = D^h(x). Teniendo en cuenta lo an­

terior, podemos définir, s in ambiguëdad lo que vamos a entender por

derivadas sucesivas de una funciôn de (K) : si f 6 C^, (K),
ü)b WD

x G K  y 0 £ j £ p ,  definimos D^f(x) = D^g(x) donde g G C^^^(E,C) 

es tal que ex

y ^  I v  =  E  l y  •

wb
es tal que existe un abierto de la topologîa boj, V, tal que V 3  K

Dotamos a C^^(K) de la topologîa inducida por la unica semino£

f -----+ q%(f) = sup {|D^f(x)y| : x,y G K, 0 < j £  p} (f GC^b(K))

se comprueba s in dif icultad que C^^(K) es un algebra topologica.

LEMA VII.4 . Para cada $, forma lineal multiplicative, no nula y coii 

tînua, sobre existe un elemento x de K tal que $(f) =

= f(x) para cada funciôn f de (E).

Demo s tracion; Para cada x G K, denotaremos por la evaluacion

en X, es decir, ô^(f) = f(x) para cada f G ' Vamos a pro­

bar primeramente que existe un x 6 K tal que ker $ C  ker 6^. Su-

pongamos que esto no ocurre, existirâ para cada x 6 K una funciôn 

f^ G ker ^ tal que ô^(f^) = f^£x) ^ 0. Se comprueba inmediatamen- 

te, que si una funciôn f pertenece a C^^(K), tambiên pertenece su 

conjugada, f , luego, teniendo en cuenta que I I “ $(f ^ .f^) =

= $(f^) . $(f%) = 0, résulta que tomando, si es necesario, |f^|^

en vez de f ^ , podemos suponer para cada x G K que f^ es una fun 

ciôn real no negativa y tal que f^(x) > 0. AdemSs de la propia def£ 

niciôn de (E), résulta que a cada bay asociada una funciôn
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g e cf. (E,C) y un abierto V de bus, V 3  K , taies que f i , =X ( U D  X X X
= g I . El mismo razonamiento de raâs arriba nos dice que tambiên p£ X I
demos tomar para cada x 6 K, g^ que sea real y no negativa.

Como para cada x 6 K, f^(x) / 0, se tiene

K = U {y G K : f (y) > 0} .
xGK

Ademâs cada funciôn f^ coincide con su correspondiente g^ en K,

y g^ es debilmente continua sobre los acotados, luego para cada

X 6 K, el conjunto {y G K : f^Xy) > 0} es un subconj unto abierto 

de K, para la topologîa dêbil restringida. Entonces, teniendo en 

cuenta que K es un conjunto debilmente compacte, ex is t iran %£,...

...,x^ 6 K taies que
n

K = V-/ {y 6 K ; f^ (y) > 0}
j = l ’'j

n n
Consideramos las funciones f = ̂  f^ y g = ^ g^.. Ambas

j = 1 î j = 1 ^n
funciones, coincidiran al menos en el conjunto V = V que es

1 = 1 i
un abierto de bw. Ademâs la funciôn g no se anula en K, y por

tanto, como K es debilmente compacte y g debilmente continua en

K, existirâ un a > 0 tal que

a = min ( g (x )' : x G K}

Sea (j) : R K una funciôn de clase p tal que <J> es es tr ict£

mente positiva y (|)(t) = t para todo t £  a/2. Entonces, la funciôn

h = (f) ° g pertenece a ^ ( E , I ) , h no se anula nunca y coincide con

g en el conjunto W = {x 6 E : g(x) > y} que es un abierto de bw •• 

que contiene a K . En resumen, tenemos que h G (E,t) coincide

en V n  W con f. Ademâs como h no se anula nunca, h es invers£
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ble, luego existirâ h  ̂6 C^b<E,C) tal que h ^|y ^  ^ = f"^|y ^

Por ultimo como $ es continua, existe M > 0 tal que

|<I>(f) I < Nq^Cf) (f G CP^CK))

As î se tiene que

1$ ( f - h ) 1 < Mq^(f-h) = 0

luego $(f) = $(h). Por otra parte 1 = $(1) ■= $(h.h  ̂) = $(h) . $(h

luego $(b) 1* 0, y por tanto $(f) f 0. Esto contradice el que 
n

f = I fjj ya que cada f y . 6 ker $.
3 = 1 3  3

Hemos probado que ker $ C  ker para algdn x G K. Como

ker $ y ker 6^ son ideales maximales necesariamente son iguales y

por tanto existe un A G C, A f 0, tal que $ = Aô^. Teniendo en

cuenta que 1 = $(1) = A6^(l) = A, se obtiene que $ = 5%.^

Este lema nos va a permit ir dar una caracterizacion del espectro

0)bdel algebra cf, (E,Œ).

TEOREMA VII. 5 . Para cada i", forma lineal continua, multiplicativa y 

no nula sobre el algebra c f . (E ,€) existe un x G E tal que $(f) =

f(x) para cada f G cf. ( E , K) .
'ü)b

wb ̂

Demo s tracion: Sea $ una forma lineal continua, multiplicativa y no

nula sobre c P ^ (E ,C ) . Por la cont inuidad, existe una constante m  >0 

y un subconjunco K de E debilmente compacte, taies que

( 1 )  U ( f )  I < Mp^Cf) (f G c P ^ C E , ! ) ) .

Definimos una forma lineal sobre C^^(K) por ■= 0(g),
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f G C^^(K), siendo g una funciôn de €^^(^,1:) que coincide con f 

en un abierto de bw que contiene a K. La cond ic ion (1) nos dice 

que no bay ambigüedad en la definiciôn de 0^. Se comprueba facilmejn 

te que 0^ es una forma lineal multiplicativa, no nula sobre (K).

Ademâs

|0„(f)I < Mq (f) (f G cf.(K))wb

luego 0JJ tambiên es continua. Entonces, por el lema VII.4, existirâ 

un X G K tal que 0^(f) = f(x) para cada f 6 cf^(K). En particu­

lar, para cada f 6 c f ^ ( E ,E ) , 0%(f) = f(x) y como 0^(f) = 0(f)

queda probado lo que querlamoA.^

A partir de ahora identificaremos el espectro del âlgebra

c f b(E,C) con E. Esto nos permite probar facilmente que el âlgebra 

cfb(E,C) es regular.

PROPOSICION VII.6 . El âlgebra cfyfE.C) es regular.

Demostracion: Si F es un subconj unto cerrado del espectro del âlg£

bra cfb ( E , C) para la topologîa de Gelfand y x 4* F , existen

fj,...,f^ 6 c f b (E ,C) taies que si y G E verifica |fj(y) - f^ (x) )£l 

para cada j, 1 j * entonces y 0 F . Consideramos la funciôn

2g( y )  = I I f : (y) - (x) I (y G E)
j = l  ̂ ^

Obviamente la funciôn g G cfb(E,C) y ademâs g(x) = 0  y g(y) 2  1 

para cada y G F. Por tanto g sépara x y F .^

Si consideramos el ideal I(x) = {f 6 c f b (E ,C) : D^f(x) = 0,

0 £  j £  p}, tenemos que I(x) es un ideal cerrado, que estâ conte-



- 9 6 -

nido en un unico ideal maximal, el nuclco de la evaluacion en x. 

Ademâs si p £  1, toda forma lineal x ' 6 E ' que se anula en x, 

pertenece a ker 6^ y no pertenece a I(x). Por tanto I(x) no es 

maximal. Esto nos mu es t ra que el âlgebra cfb(E,C) no tiene sintesis 

espectral, en el sentido de que todo ideal cerrado sea intersecciôn 

de los ideales maximales que lo contienen.

Vamos a estudiar, por ultimo, como son las adherencias de los 

ideales en c f ^ ( E ,C ) . Para ello necesitaremos algunos lemas.

LEMA V I I . 7 . Si I es un ideal de cfb(E,C), Ej un subespacio vect£ 

rial de E de dimension finita y R la aplicacion restricciôn de 

cfb(E,C) en (E^,C) entonces la adherencia de R(I) en cP(Ej,C) 

es un ideal.

Demostracion: Si denotamos por Æ a la imagen de la aplicacion R, 

es claro que Æ es una subâlgebra de (E ^ ,C ).

Ademâs a verifica las hipôtesis del teorema de Nachbin (1.23):

i) La funciôn identicamente 1, pertenece a a

ii) Si X , y 6 E^ , x i* y , existe una forma lineal x ' G E ' 

tal que x ’(x) f x'(y) y como cada x ' G E ’ pertenece a ( E ,E ) ,

résulta que a sépara puntos de E^ .

iii) Si X G Ej , y v G Ej es distinto de cero, existe una fojr 

ma lineal x ' 6 E ' tal que x'(v) 4 0 luego

D ( R x ’)(x)(v) = R x ’( v ) = x ' ( v ) i * 0  

iv) Si f G a es claro que f G a-



- 97 -

Por tanto CL es un algebra de Nachbin y en virtud de (1.23) r̂ e 

sulta que a es dense en (E^,C ) ,

Ahora, por la cont inuidad de la aplicaciôn producto, se tiene

que

c P ( E j ) . R d )  = a.R(i) c  a.R(i) = R ( c f b ( E , 0 )  . R C D

= R(C^b(E,C).I) = R(I)

Ademaa R(I) es un subespacio vectorial de cP(E^), luego es un ideal 

de cP(Ej,t).^

Para cada x 6 E, K c, E debilmente compacto y e > 0, defini­

mos

I(x,K,e) = {f e cfb(E.C) : |D^f(x)y| < e, y 6 K, 0 < j < p}

Si I es un ideal, denotaremos por I a 1 conjunto

I = P) II + I(x,K,e) : X 6 E, K debilmente compacto y E > 0}

LEMA VII.8 . Si I es un ideal de cf. (E,C), I es un ideal tf -cewb'"'"' ' " = 'wc
mb'" -  ------------rrado de cf,(E,E), que contiene a I.

Demo s t rac ion : Que I es un ideal se comprueba facilmente. Ademâs tarn

bien es claro que I C I .

Sea f 6 I, dados x^ 6 E, K C E debilmente compacto y e > 0, 

existe una funciôn g 6 I tal que

ID^ f(x)y - p3g(x)y I £  e/2 

para todo x,y 6 K U  {x^} y todo j, 0 £  j £  p .

Como g 6 I, existe una funciôn h 6 I tal que
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ID^g(Xq)y - D^h(Xg)y| < e/2 <0 1  j £  P)

para todo y 6 K.

Reuniendo las dos relaciones anteriore s , tenemos

|o3f(x^)y - D^h(Xp)y| < e (0 £  j < p)

para todo y 6 K, y por tanto f 6 I +I(x^,K,e). Como esto vale pa­

ra cualquier x^ € E, K c  E debilmente compacto y c > 0, résulta 

que f 6 I y por tanto I = I .^

LEMA V I I . 9 . Sean I un ideal de c f ^ ( E ,C ), E^ un subespacio vecto­

rial de E de dimension finita y R la aplicacion restriccion de

en ^wb^^l f 6 I entonces R(f) 6 R(I).

Demostracion; Sea B^ la bola unidad cerrada de E j , es claro que 

Bj es un subconj unto compacto de E. Si a 6 Ej, como f 6 I, ré­

sulta que para cada e > 0, f 6 I(a,Bj,e) + I luego

Rf G R(I(a,B^,e)) + R(I)..

Veamos quien es R (I (a ,B ^ ,G )). Si g G I ( a ,B ^ ,G ) entonces

sup { |D3g(a)xI : x G B j , 0 £  j £  pî £  ̂

Como D3(Rg)(a)x = D^ g (a)x , pues a y x 6 E j , résulta qU6

Il d3 (Rg) (a) Il = sup { I d3 (Rg) (a)x I : x G 0 £  j £  p) £  E

Por tanto R(I(a,B^ ,c) ) C  Ig (a,g) = {f G C^(Ej,C) : llD^f (a)|| £  E,

0 £  j £  p},

Tenemos entonces que R(f) 6 R(I) + Ig (a,g ) para cada a G E^ 

y e > 0 luego R(f) G {R(I) + Ig^(a,c) : a G Ej, G > O}. Ahora,
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podemos aplicar el teoreraa clasico de Whitney (1.37) para obtener el 

resultado que queriamos probar.^

TEOREMA VII.10 . Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.A. Si I

es un ideal de (E,E) verificando que para cada u G E' fl E el

conjunto {fou : f 6 1} estâ contenido en la adherencia de I en 

(cfy(E), rfc) entonces î  = ï.

Demostracion: Sea f 6 I y sean K c E un subconjunto debilmente 

compacto y e > 0. Por el lema IV.9, existe una aplicacion

u G E' a E tal que

(1) [D^ f(x)y - p3(fou)(x)yI £  ̂

para x ,y G K y 0 £ j £ p .

Sea Ej = u(E) y sea R : ( E , C) ------+ CP(Ej^,Œ) la aplicacion

restriccion. Por el lema VII.9, existe una funciôn g de I tal que

(2) jD^(Rf) (x)y - D^(Rg)(x)y I £  ^ 

para x ,y G u (K ) y 0 £ j £ p .

Por hipôtesis, existe una funciôn h G I tal que

(3) ID^ h(x)y - D^ (g=u)(x)y| £  ̂

para x ,y G K y 0 £  j £  p .

En resumen, tenemos para x ,y G K y 0 £  j £  p

1d 3 (f-h)(x)y 1 = ID^ f(x)y - D^(fou)(x)y + D ^ (f = u)(x)y -

- D^h(x)y| £ |D^f(x)y - D ^ (f =u)(x)y| + |D^(f°u)(x)y -

- D^(gou)(x)y| + (gou)(x)y - D^h(x)y| £  T +
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+ |D^{fou)(x)y - D^(gou)(x)y| + ^  

por (I) y (3).

Ademâs D^(f<>u)(x)y = f (u(x)X u ( y ) ) = (Rf ) (u (x) ) (u (y) ) luego 

podemos escribir, a partir de (2),

(4) |D^(fou)(x)y - D'̂  (g®u) Ck ) y I = | (Rf ) (u (x) ) u (y ) -

- (Rg) (u(x) )u(y) j _<Y 

para cada x,y 6 K, 0 £  j £  p.

Uniendo (4) a lo que tenîamos anteriormente, nos queda 

I03 f(x)y - o3 g (x)y | £  E 

para x,y 6 K  y 0 £  j £  p .

Esto prueba que f G I y por tanto que I C I .  Como ademâs 

I c i  e I es cerrado (lema VII.8) résulta que I ■= I . ̂

La version clâsica del teorema de Whitney puede darse tambiên en 

forma de igualdad, es decir, una funciôn f 6 I si y solamente si pa 

ra cada a existe una funciôn g G I tal que

D^ffa) = D^g(a) 0 £  j £  p

Si denotamos por l(a,K) = {f 6 c f ^ (E ,C) : D^f(a)x = 0 ,  x G K,

0 £  j £  p} y por I al conjunto I = {I + I(a,K) : a G E, K C  E

debilmente compacto}, el teorema de Whitney como igualdad podria enun 

ciarse asî: Si I es un ideal, 1 = 1 .  Sin embargo, vamos a ver que 

esto no es cierto, en general, en cfbCE,C).
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EJEMPLO : Sea E = con 1 < p < <». Sea p ' tal que ^  " 1 -

Para cada n G R, denotaremos por e^ la sucesion cuyos terminos v£ 

len todos cero salvo el de lugar n que vale 1. El conjunto 

( e^ : n 6 B } cons iderado como un subconj unto de = (>6^)' es a

su vez un subconj unto de ,C ) . Sea I el ideal en »C)

engendrado por {e^ : n 6 B }.

Si denotamos por B la bola unidad de , se tiene que para

cada £ 6 1 +  1(0,B), existe una g G I tal que f(0) = g(0) y

Df(0)|g = Dg(0)|g. Ahora, si g G I, g sera de la forma

n
g ( x ) =  % f . ( x ) < x , e , >  ( x G E )

i=l ^ 1

donde f ̂ ,...,f^ 6 ,t ) » Por tanto g(0) = 0  y Dg(0)x =
n ,

= T f.(0) <x,e.>. Luego I + 1(0,B) = {f G C . (£P,C) : f(0) « 01=1  ̂  ̂ WD
Df(0) = u para algun u G F} donde F es el subespacio vectorial 

engendrado por {e^ : n 6 B} en .

Para cualquier otra bola, B ', se tiene que I + 1(0,B') =

= I + 1(0,B) razonando igual que antes.

Sea ahora a ^ 0. Si f G (.C^, C) , sera f (tt) = X G C y

Df(a) G £P . Como a 0, existe un n 6 B tal que <a,e^> 4 0.

Sea h G tal que

A * 1 Xe
h(a) = --- ^— r y Dh(&) =   (Df(a) --------- )• Entonces<a,6n> <a,e^> <a,e^>

g = h.e^ 6 1 y g(a) = X. Dg(a) = Dh(a).e^(a) + h(a) e^(a) = Df(a).

Luego f G I + I(a,L) para cualquier conjunto L. Por tanto "

C^b = I + I(a,L) si a î* 0, para cada L C E.
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Asî î = n  {l + I(a,K) : a 6 E, K debilmente compacto} =

= I + I(0,B).

Veamos que I + 1(0,B) no es T^^-cerrado. Sea f 6 C )

tal que f(0) = 0. Existe una sucesiôn ( nGB ^ tal que

S^ Df(0). Consideremos las funciones

f^(x) = f(x) - <x,Df(0) - S^> (x G £,P)

Tenemos f^^O) = 0  y Df^(O) = S^ G F luego G I + 1(0,B) para

cada n 2  1. Ademâs

|f„(x) -f(x)| = I <x,Df (0) - S^>| < |Df(0) - Ŝ ll . ||x||

que converge uniformemente a 0 en los acotados de , y

|Df^(x)y - Df(x)y| = |(Df(0) - S^) (y) | < ||Df(0) - Ŝ || ||y||

que tambiên tiende a 0 uniformemente en los acotados. Por tanto 

(. " (. "

Hemos probado por tanto que I + 1(0,B) es denso en el ideal

!(, = {f G : f(0) = 0}.

Por otra parte sea v G F . La funciôn f (x) = <x,v>

(X G £P) es de I^, pero como Df(0) = v, entonces f ^ I + 1(0,B).

Esto prueba que I + 1(0,B) no es cerrado.

Este ejempTo se debe a C. Guerreiro 12 0 1 .

Por ultimo vamos a estudiar los ideales cerrados primarios mini­

males del âlgebra c f b ( E ,E ).

Para cada x G E, definimos

J(x) = {f G c f b ( E ,E) : f se anula en un entorno de Gelfand
de x}
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Es claro que para cada x, J(x) c I(x) c ker .

LEMA V I I .11. Para cada x € E, J(x) es un ideal primario. Ademâs si 

I es otro ideal cerrado primario, existe un x 6 E tal que

1 3  J ( x ) .

Demo stracion: Veamos primeramente que J(x) es primario. Sea y 6 E, 

y î* X , existe una funciôn f 6 tal que f (y) = 1 y f va

le cero en un entorno de Gelfand de x (por ejemplo, si x ' G E ' es 

tal que x'(y) * 1 y x ’(x) = 0, sea f = g«x' donde g es una. 

funciôn real de clase infinite que vale 0 en el intervalo (-1/2,1/2) 

y 1 en 1 ; entonces f = g°x' cumple las cond ic iones deseadas).

Vamos a probar ahora que J(x) es minimal en el sentido del enuii 

ciado del teorema. Sea f 6 J(x) y sea F = {x*6 E : f(x*) = 0}. Por 

hipôtesis x es un punto interior (para la topologîa de Gelfand) de 

F y asî X ^ F*, complementario del interior (en la topologîa de 

Gelfand) de F. S’es I un ideal cerrado primario contenido en 

ker 6^. Denotamos por Ij el ideal

I^ = I + (f G cfb(E,C) : f vale 0 en F'}.

Si Ij estâ contenido en un ideal maximal cerrado, necesariamen 

te este ha de ser ker 6^. S in embargo, como x g F* y c f ^ (E ,E) 

es regular (proposiciôn VII.6), existe una f G (E,E) tal que f

se anula en F ' y vale 1 en x; esto contradice el que I^ C ker 6^ 

luego I^ no puede estar contenido en ningun ideal maximal cerrado, 

y por tanto I ̂ es denso (ver 16 1 p. 231) o Ij = cf^CE,!:).

En ambos casos, existe una red ^^ot^®a^aGA G I y
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g: l_, = 0  (a G A), taies que (f +g ) converge a la funciôn 1 ̂r Ot Ot CtbA
Entonces la red (f.f + f .g ) converge a la funciôn f y como

Ot ot ot A

 ̂ (a G A)

f.fg G I, résulta que f G I = I.

Hemos probado pues que j(x) (2 I y por tanto J(x) C

PROPOSICION VI I . 1 2 . Si E es un espacio de Banach con la P.A.D.A. y .

X 6 E, el ideal I(x) es el mînimo ideal entre todos los ideales c£

rrados primarios de cf^^EjC) contenidos en el ideal maximal 

{ f G cfb(E.E) : f(x) = 0}.

Demos t r aci ô n : En vista del lema anterior solo habrâ que probar que

J(x) = I(x), para ello vamos a aplicar el teorema V I I . 10.

Veamos primeramente que para cada u G E ' @ E el conjunto

{fou : f 6 J(o)} estâ contenido en J(o). Ahora bien, si f G J(o), 

existe un entornq de Gelfand de o, V, tal que f se anula en V. 

Sea W = u tv ) que es un entorno de Gelfand de o. Si y G W ,

se tiene u(y) 6 V luego f(u(y)) = 0. Por tanto fou se anula en 

W y asî fou G J(o).

Podemos aplicar entonces el teorema V I I . 10 que nos prueba que

J(0) = J(0). Ahora es inmed ia t o ver que J(x) = J(x) si x G E.

Solo nos falta probar que I(x) C  J(x). Sea f G I(x) y sean 

y 6 E, K C  E debilmente compacto y E > 0. Vamos a estudiar dos C£ 

S O S  :

i) Si y 4 X, vamos a probar que J(x) + l(y,K,e) = c f ^ (E ,C ).

En efecto, dada f G cf^CE), si g es una funciôn de
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vale cero en un entorno de Gelfand de x y uno en un entorno de Gel­

fand de y se tiene

f = f.g + (f - fg) 

y f.g G J(x) y f-fg G J(y) d  I(y,K,e).

ii) Si y =x, es obvio que I(x) c  I(x,K.,e).

En resumen queda que I(x) C I(y,K,e) + J(x) para todo y G E,

K debilmente compacto y e > 0, y por tanto I(x) c. J(x).^

Un estudio totalmente anâlogo al que hemos realizado en este ca

pîtulo se puede hacer para el âlgebra cP(E,C) de Aron y Prolla, con

la unica salvedad de que en todos los sitios donde nosotros utiliza- 

mos la P.A.D.A. habrîa que cambiar esta propiedad por la propiedad de 

que el dual de E tenga la propiedad de aproximacion acotada.

En el caso del espacio cfby^E.Œ) tambiên permanecen siendo vâ- 

lidos la mayor parte de los resultados, con la variacion indicada mas 

arriba para cf(E,C). S in embargo, existen algunos resultados, como 

por ejemplo el teorema VII.5, cuya demostracion no se puede emplear 

en el caso de ^^bu » K) .
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