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INTRODUCCION

Se puede afirmar que el estudio de ciertas clases de funciones
diferenciables, definidas en dominios de dimensidn finita, juega un
papel fundamental en la teoria de funciones de variable real y en el
andlisis funcional. Citemos comoc ejemplos relevantes a las distribu-
ciones de Schwartz [52|, completadas con las distribuciones generali
zadas de Roumieu |48| y con las ultradistribuciones de Sato |49|, y

a los teoremas de extensién de Whitney |61| y Calderén |8]-

La descripcidén de subidlgebras densas en &dlgebras topolégicas de
‘funciones diferenciables, sobre variedades finito dimensionales, fue
establecida en 1949 por Nachbin |39], siendo de destacar, en esta mis

ma linea, los trabajos de Reid |45| y Glaeser |17].

En los filtimos afios se aprecia un considerable interés por la
teoria de funciones en espacios infinito dimensionales. Asi aparecen
trabajos como los de Moulis |38} y Wells |57|, sobre propiedades de
las funciones diferenciables sobre cor Y de Whitfield |59|, sobre
funciones diferenciables con soporte acotado sobre espacios de Banach.

En cuanto al problema de la aproximacidn de funciones "complica

" definidas sobre un espacio de Banach real E, por funciones

das
” r3 " " " s - -

simples"” o "regulares" merecen, a nuestro juicio, destacarse los tra
bajos de Goodman |18|, aproximacién uniforme de funciones acotadas
uniformemente continuas sobre E por funciones cuasi-diferenciables
acotadas, de Nemirovskij y Semenov |4!|, aproximacidn uniforme de

funciones "regulares" por polinomios, y de Kurzweil |29|, |30|, apro

ximacidn de funciones continuas sobre E por funciones analiticas
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reales en la topologia fina.

El problema de la aproximacién de funciones de clase c? sobre
E, en varias topologias, por polinomios ha sido estudiado por Res-

trepo |46|, Lesmes |31|, Llavona |34], Prolla |43]|, Aron |3| y otros.

.

La biisqueda de un teorema "tipo Nachbin", sobre la densidad de
subdalgebras de funciones de clase Cp sobre E, conduce a Llavona
|34] a la introduccidn de la topologia Tg, compacta-compacta de or
den p, sobre la clase cP(E) de las funciones de clase CP sobre

E en el sentido usual de Fréchet.

Determinar subclases de funciones, de clase CP sobre E, que

verifiquen el teorema de Nachbin para las topologias <P acotada-

b’
acotada de orden p, ¥y Tg, compacto-acotada de orden p, lleva a
Aron y Prolla |5| a la definicién de las subclases, de CP(E),

P P
Cwbu(E) y CC(E).

El estudio sobre los espacios de funciones debilmente continuas
sobre E, realizado por Ferrera IISI, junto con el planteamiento de
su posible extensidn al caso diferenciable nos ha llevado al interés
por considerar la topologia Tsc' debilmente compacta-debilmente
compacta de orden p, 7y al concepto de funcidn debilmente diferen-~"

ciable sobre los acotados de E, definicidén que dard lugar a la sub

clase C;b(E) motivo principal de estudio en esta memoria.

El concepto de funcidn debilmente diferenciable sobre los acota
dos de E, queintroducimos en el capitulo tercero, esti directamen
te relacionado con la topologia bw en E, topologia mis fina en E

que coincide con la topologia débil o(E,E') sobre los subconjuntos



ac;tados de E, estudiada ya por Ferrera en |15[. En esta memoria
gse resuelve el problema de dar una caracterizacidén total del caricter
localmente convexo de dicha topologia, dando asi respuesta a un pro-
blema clisico ya planteado por Day |10| y parcialmente resuelto por

Wheeler |[58].

En el estudio que efectuamos de la clase Cgb(E) es preciso des
tacar, en nuestra opinidn, como para dicha clase se obtiene un teore
ma "tipo Nachbin", sobre densidad de subdlgebras, introduciendo lo
que llamamos "propiedad de aproximacidn débil acotada", lo que nos
permite por un lado extender una parte de los resultados que aparecen
en |5| y por el otro efectuar un estudio comparativo entre esta pro-

piedad y las propiedades de aproximacidn cldsicas, contribuyendo asi

a un mejor conocimiento de este tipo de propiedades.

Las clases usuales de funciones de clase Cp, en dominio fini-
to dimensionales, son en general espacios de Fréchet. Por tanto su
estructura, como espacios localmente convexos, estid bien determinada.
Esta cuestidén, en dominios infinito dimensionales, por el contrario,
estd lejos de ser resuelta. Obtener teoremas, similares a los teore-
mas de Nachbin-Shirota para funciones continuas (véase |6|), para la
clase CP(E) es hoy uno de los problemas que presenta mds dificultad
en esta teoria. En esta memoria se consigue una caracterizacidn del
cardcter tonelado y bornoldgico de la clase Czb(E), clase "sufi-
ciente grande’” como se prueba en el capitulo tercero de la memoria,
obteniendose asi el primer resultado que se consigue, en esta direc

cidn, para subeclases de Cp(E) que no sean metrizables.

Finalmente diremos que la clase Cgb(E) también se comporta



bien desde el punto de vista de Algebra topoldgica, consiguiendose,
para ellas teoremas tipo Whitney sobre caracterizacidn del cierre de
ideales, como se pone de manifiesto en el Gltimo capitulo de esta me

moria.

El estudio de clases de funciones diferenciables, en espacios
infinito dimensionales, adquiere ya hoy relevancia en cuanio al cam-
po de las aplicaciones, dentro de lo que podriamos llamar andlisis
"infinito dimensional". En esta linea podemos citar los trabajos de
P. Krée |28| y |29|, sobre operadores diferenciables lineales sobre
espacios vectoriales y soluciones débiles de ecuaciones en derivadas
funcionales con aplicaciones a los procesos aleatorios, y de Abuabara
[t] y Meise |35|, sobre teoria de "distribuciones" en espacios de di
mensidn infinita., Tambi&n es importante sefialar el auge que estan ad
quiriendo las té&cnicas de diferenciabilidad en dimensién infinita en
el estudio de diversas propiedades geomé@tricas de los espacios de Ba
nach, principalmente en cuest{ones de convexidad, super-reflexividad,

etc. -

Terminamos la introduccifn de esta memoria haciendo una sintesis

del contenido de cada capitulo.

El primer capitulo lo hemos dedicado a hacer una revisién de las
definiciones y resultados que utilizaremos a lo largo de la memoria.
En este aspecto, queremos resaltar el importante papel que juega, den
tro del estudio que realizamos, el conocimiento en profundidad de 1la
estructura interna de los espacios de Banach; ello motiva el que haga

mos bastante hincapié, dentro del primer capitulo, en los resultados

referentes a la teoria de espacios de Banach.



El capitulo segundo estid dedicado por completo al estudio de la
topologia bw. En concreto resolveaos el problema de cuando dicha
topologia es localmente convexa o lo que es equivalente cuando es vec
torial. Este problema surge al afirmar Day en la segunda edicidn de
su libro "Normed Linear Spaces" llOl publicado en 1962, que la topo-
logia by siempre era localmente convexa. Durante diez afios esta afir
macidn parecid darse como valida hasta que Wheeler publicd en 1972
en Studia |58] un ejemplo en el que mostraba que la topologia buw
en ¢, no era localmente convexa. A raiz de este eiemplo. surge la
cuestidén de caracterizar la clase de espacios para los que es cierto
que la topologia bw es localmente convexa. Nosotros probamos que
la topologia bw en un espacio de Banach es una topologia localmen

te convexa si y solamente si el espacio de Banach es reflexivo.

En el capitulo tercero se introduce la definicidn de diferencia
bilidad dé&bil y los espacios de funciones debilmente diferenciables
de clase p asoc}ados. Dedicamos la primera parte de este capitulo
a hacer un estudio detallado de la definicidn de diferenciabilidad
débil, obteniendose diversas reformulaciones equivalentes de la defi
nicidn. Estos resultados, unidos a los recientes trabajos de Aron,
Herves y Valdivia |4| sobre polinomios, nos permiten probar que la
clase de funciones debilmente diferenciables de clase p, C:b(E,F),
es una clase intermedia entre las clases Cgbu(E,F) y CE(E,F) in-
troducidas por Aron y Prolla en |5]. Como consecuencia de este hecho,
surge la cuestidn de si efectivamente dichas clases son diferentes o
no. Nosotros probamos, en primer lugar, que las clases Cgb(E,F) y

Cgbu(E,F) solo coinciden cuando el espacio E es reflexivo. Para



probar este resultado nos es preciso dar antes un teorema “tipo Val-
divia" para caracterizar los subconjuntos debilmente compactos median
te funciones debilmente diferenciables. Es de resaltar aqui que las
técnicas que nosotros utilizamos son técnicas esencialmente reales,
como lo prueba el hecho de que un problema anilogo para clases de fun
ciones holomorfas permanece afin abierto (ver |é|). También probamos
en este capitulo que las clases Czb(E,F) y CE(E,F) son distinéés

siempre que el espacio E sea de dimensidn infinita.

El capitulo cuarto esti dedicado al estudio de problemas de den
sidad de subdlgebras polinomiales. En la obtencidn de teoremas de es
te tipo, es muy importante el poder aproximar la identidad en el es-
pacio dominio por operadores de rango finito de forma que podamos cég
trolar los rangos de estos operadores. Esto es lo que nos lleva a in
troducir y estudiar dos tipos de propiedad de aproximacidn, 1a propie
dad de aproximacidn débil acotada y la propiedad de aproximacidén dé-
bil compacta. La primera parte del capitulo estdi dedicada a un estu-
dio detallado de estas propiedades, relacionandolas con otras propie
dades de aproximacidn conocidas. En este aspecto queremos sefialar co
mo resultado mis interesante el siguiente: si un espacio de Banach E
es tal que su dual tiene la propiedad de aproximacidén acotada enton-
ces E tiene~l; propiedad de aproximaciﬁﬂ débil acotada. Si ademis
E' es separable se puede precisar alin que E tiene la propiedad de
aproximacidn débil compacta. Estos resultados tienen interés, aparte
de porque nos permiten relacionar estas propiedades con otras ya co-
nocidas, porque nos muestran que estas dos propiedades son, en prin-

cipio, mds débiles que las que habitualmente aparecen en la literatu
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ra relacionadas con este tipo de problemas (ver, por ejemplo, |5|,

[20], [46] etc.).

La filtima parte de este capitulo la dedicamos a dar un teorema
tipo Nachbin para los espacios Cgb(E,F) cuando el espacio dominio
verifica la propiedad de aproximacidén débil acotada. A

El quinto capitulo estd dedicado al estudio de la estructura co
mo espacio localme?te convexo del espacio c;b(E’F)' Se prueba que
para este espacio son equivalentes el ser tonelado, infratonelado,
bornolégico o Ffechet y el que el espacio dominio E sea reflexivo.
Creemos que este es un resultado muy interesante ya que en general
la estructura de Jlos espacios de funciones diferenciables, salvo en
aquellos casos en que el espacio es de Fréchet, es poco conocida de
bido a las grandes dificultades que suele plantear su estudio. Fina
lizamos este capitulo dando algunos ejemplos que muestran que en ge
neral el espacio Czb(E,F) no es completo. En concreto vemos que
para cualquier espacio de Banach F, Cgb(tl.F) y Cgb(fm,F) no

son completos.

La Gltima parte del capitulo quinto motiva el que dediquemos
parte del capitulo sexto a obtener una representacidn del completado
del espacio C;b(E,F). Para obtener dicha representacifén, basando-
nos en una idea de Bombal y Llavona (ver [7[), consideramos un espa
cio andlogo al Cgb(E,F) pero cambiando la diferenciabilidad en sen
tido de Fréchet por diferenciabilidad en sentido de Hadamard para la
topologia d&bil. Hacemos para este espacio un estudio paralelo al de,

sarrollado en los capitulos anteriores para el espacio Cgb(E,F) y

concluimos probando que efectivamente nos di una representacign del
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completado de Czb(E’F)_ en el caso de que E posea la propiedad de
aproximacién débil compacta. A continuacidn, mediante la té&cnica del
€-producto, demostramos que si el espacio E ©posee la propiedad de
aproximacidén débil compacta, el espacio Csb(E,F) posee la propiedad
de aproximacidn. Como corolario de este Gltimo resultado obtenemos al
gunos resultados referentes a la propiedad de aproximacidén d&bil com
pacta, en particular destacamos el siguiente resultado: si E es un
espacio de Banach con dual separable, E posee la propiedad de apro
ximacidn débil compacta si y solamente si E' tiene la propiedad de
aproximacidén. Este resultado nos permite dar un ejemplo de un espacio
de Banach que tiene la propiedad de aproximacidn de Grothendieck pero

no tiene la propiedad de aproximacidn débil compacta.

Por ltimo el capitulo sexto estd dedicado integramente al estu
dio de la estructura de dlgebra de Czb(E,C) (complexificado de
CZB(E))' Hacemos un repaso de los principales tdpicos de la teoria de
dlgebras, probando que Cgb(E,B) es un dlgebra localmente m-convexa
regular con unidad, fuertemente semi-simple que no es una Q-dlgebra.
Se dd también una caracterizacidn de su espectro. Por Gltimo obtene-
mos un teorema "tipo Whitney" sobre adherencia de ideales, aplicando
dicho resultado a la caracterizacidn de los ideales primarios minima

les del dlgebra.



I. DEFINICIONES, NOTACIONES Y RESULTADOS PREVIOS.

Este primer capitulo lo vamos a dedicar a hacer un repaso de los
principales conceptos y resultados que utilizaremos en los capitulos
sucesivos. A lo largo de toda la memoria haremos uso de las definicio
nes y notaciones bigicas de la teoria de espacios localmente convexos,
asi como de sus resultados mds elementales sin explicitarlos, tomando
como referencias |50| y |21] este Gltimo principalmente en todo lo re

ferente al tema de la polaridad.

Aunque bastantes resultados de esta memoria, y asi lo hacemos
constar en algunos, son vilidos tambi&n para espacios de Banach com-
plejos, nosotros a lo largo de todo el trabajo denotaremos por E y

F espacios de Banach reales.

Ya vimos en la introduccidn que este trabajo se presenta como
continuacidn del estudio que realizd J. Ferrera en |15| sobre espa-
cios de funciones debilmente continuas sobre los acotados de un espa
cio de Banach. Recordemos que una funcidn f : E * F se dice que es
debilmente continua sobre los subconjuntos acotados (resp. debilmen-
te compactos) de E si para cada acotado (resp. debilmente compacto)
BC E 1la restriccién de f a B es continua cuando en B considera
mos la topologia débil de E restringida y en F su topologia ori-

ginal.

Al espacio de las funciones de E en F debilmente continuas so

bre los subconjuntos acotados (resp. debilmente compactos) se le de-

nota por Cmb(E’F) (resp. ch(E,F)).

Si en las anteriores definiciones cambiamos la condicifn de con



tinuidad por continuidad uniforme, tenemos el espacio Cwbu(E’F) de
todas las funciones de E en F debilmente uniformemente continuas

sobre los subconjuntos acotados de E.

Un estudio detallado de los espacios Cmb(E’F) y Cwbu(E,F)
puede verse en llSI. La té&cnica empleada en el citado trabajo para
estudiar esos espacios consiste en dotar a E de una cierta topolo-
gia que permite considerar el espacio Cmb(E’F) como un espacio de
funciones continuas sobre todo E. Dicha topologia viene definida

por:

DEFINICION I.l: La topologia bw sobre un espacio de Banach E es

la topologia m&s fina que coincide con la topologia d&bil en los sub

conjuntos acotados de E.

Esta topologia en general no es localmente convexa ISBl. Nosotros
en la presente memoria vamos a caracterizar en gue casos dicha topolo
gia es localmente convexa. Para hacer esto nos va a ser muy Gtil el

introducir una nueva topologia:

DEFINICION I.2. Si E es un espacio de Banach, la topologia ew* so

bre E' es la topologia mds fina que coincide con la topologia

o(E',E) sobre los subconjuntos acotados de E'.

Esta topologia, contrariamente a la bw, siempre es localmente

convexa.

TEOREMA I.3. (Banach-Dieudonné). Si E es un espacio de Banach, la

topologia ew* sobre E' es la topologia de la convergencia unifor-

me sobre los compactos de E.



Demostracign: Ver |21| teorema 1 p. 245.#

En el estudio que hacemos de la topologia bw, nos resulta con
‘veniente considerar dos casos, primeramente el caso en que el espa-
cio no contiene ninglin gubespacio isomorfo a ll y en segundo lugar
el caso de Zl. Para el primer caso, resulta fundamental el siguien
te teorema que caracteriza los espacios de Banach separables que no

s : . 1
contienen subespacios isomorfos a £ .

TEOREMA 1.4. Sea E wun espacio de Bamach separable. Son equivalentes:
1. E no contiene ningiin subespacio isomorfo a el

2. Cada subconjunto acotado de E" es og(E",E’')-secuencialmen-

te denso en su g(E",E')-adherencia.

Demostracidn: Ver |47] y las referencias allil citadas.#

Probaremos en el capitulo II haciendo uso de I.4 que la topolo-
gia bw de un espacio de Banach separable que no contenga ningin sub
espacio isomorfo a ll es localmente convexa si y solamente si el es
pacio es reflexivo. Para poder suprimir la condicidén de separabilidad
es necesario que la topologia bW tenga ciertas condiciones de here

ditariedad, es decir:

PROPOSICION I.5. Si E es un espacio de Bamach y F un subespacio
vectorial cerrado de E, entonces la topologia bw de F es la

restriccién a F de la topologia bw de E.

Demostracidn: Ver |15| proposicidén 2.10. pg. 23.#



En el capitulo tercero, empezamos el estudio de espacios de fun
ciones diferenciables. Vamos a introducir los conceptos que utiliza-

remos.

Denotaremos por P(TE,F) el espacio de los polinomios n-homogé
neos continuos de E en F. Estos poliﬁomios son de la forma A oAn
con A wuna aplicacidn n-lineal de E en F y

A : E—— g"

el operador diagonal.

Asi cada polinomio n-homogéneo tiene una aplicacidn n-lineal si
métrica asociada. El método para recuperar la aplicacidn n-lineal aso
ciada conocido el polinomio es lo que se llama f8rmula de polariza-

cién que viene dada por:

1 .
A(xl,...,xn) = —;——T z P(elxl +...+ enxn) - €] - €

2 .n! ei=il n

para todos los KiseorsXy 6 E.

Si dotamos a P(nE,F) de la norma:

Fel = sup {RGO) & fix] < 1}
obtenemos que P("E,F) es un espacio de Banach.

Por Pf(nE,F) denotaremos el espacio de los polinomios n-homo-
géneos de tipo finito, que es el subespacio de P("E,F) generado por
las funciones ¢n 8y con ¢ 6 E' e y 6 F definidas por

" 8 Y x) = (pxN"y.

Se define el espacio de los polinomios de E en F, P(E,F), por
@
P(E,F) = (48] P("E,F). Andlogamente, el espacio de los polinomios
n=o



de tipo finito de E en F, PE(E,F), serd la suma directa
oo

Pe(E,F) = @ PL("E,F).
n=o

Andlogas definiciones se pueden dar en el caso de espacios lo-

calmente convexos.

DEFINICION I.6. Pmbu(mE,F) denotari el subespacio de P("E,F) for-

mado por aquellos polinomios que son debilmente uniformemente conti-

. m m
nuos sobre los acotados, es decir wau( E,F) = PCE,F) N Cwbu(E’F)'

PROPOSICION I.7. wau(mE,F) dotado de la norma inducida por

P(™E,F) es completo.
Demostracidn: Ver |5| pdg. 6. Proposicidn 2.4.2.,

PROPOSICION I.8. Pf(mE,F) es el espacio de los polinomios m-homogé-

neos debilmente continuos de E en F.

Demostracidn: Ver |s| pags. 6-7. 4

DEFINICION I.9. wa(mE,F) denotard el subespacio de P(mE,F) forma
do por aquellos polinomios que son debilmente continuos sobre los acp

. m _ m
tados, es decir wa( E,F) = PC'E,F) N Cmb(E'F)'

Recientemente Aron, Hervés y Valdivia han probado:

PROPOSICION I1.10. Para cada m 6 N, los espacios Pmbu(mE’F) y

Pup("E,F) coinciden.
Demostracidn: Ver |4|.# "

En todo lo anterior, para el caso F = R, se omite la letra R,




quedando P(E), Pf(E), Pmbu(E), etc...

Una'propiedad importante de las funciones de Cwbu(E;F), en par

ticular de los polinomios de wau(E,F) (=wa(E,F)) es la siguiente:

PROPOSICION I.11., Toda funciédn £ : E * F debilmente uniformemente

continua sobre los acotados de E es compacta, es decir, transforma

acotados en relativamente compactos.

Demostracidn: Ver |5I, pg. 5, lema 2.2.#

PROPOSICION I.12. Sea P = A oAm 6 wah(mE,F), donde A es una apli

cacidn m-lineal continua. Se define C : E P(m—lE,F) por
c(x)(z) = A(x,2,...,2z) (x,z € E). Entonces C es una aplicacidn
(m—l

compacta cuyo rango esti contenido en P,

wbu E,F).

Demostracidn: Ver lSl pg. 8, lema 2.6.#

Denotaremos para cada p > 1l por CP(E,F) el espacio de todas
las funciones que son diferenciables con continuidad hasta el orden
p, en el sentido usual de Fréchet. Para cada j, 0 < j < p, 1la de-
rivada de orden j de una funcidn en un punto es una aplicacidn j-1i
neal simétrica y por tanto tiene un polinomio j-homogé&neo asociado.
En todo este trabajo, si f € Cp(E,F), 0<j<p y x &E nosotros

por DJf(x) entenderemos el polinomio j-homogéneo asociado a la de-

rivada de orden j de f en x.

Denotaremos por CE(E,F) el espacio de todas las funciones

A

f e CP(E,F) tales que para cada x 6 E y cada j, 1l < j <'p,

e e 7, e 1.



P

Para cada p > 1, T, VvVa a ser la topologia en Cp(E,F) indu-

cida por la familia de seminormas

r, t £ — sup {"Djf(x)ﬂ : x 6K, 0<3j < pl (£ € cP(E,F))

cuando K recorre la familia de todos los subconjuntos compactos de

E.

PROPOSICION I.13. (¢P(E,F), 0) (Cg(E,F), th) son espacios local

mente convexos completos.
Demostracign: Ver |5|, pg. 27 proposicidn 4.2.,

Para cada p > 1, ¢? (E,F) serd el espacio de todas las fun

wbu
ciones f 6 CP(E,F) tales que:

i) para cada x € E y cada j, 1 < 3j < p, Djf(x) [+] wa(jE,F)

ii) para cada j, 0<j <p, Dlfec (€ wa(JE,F)).

En Cgbu(E,F) consideramos la topologia inducida por la familia

de seminormas:

qg : £ — sup {plE(x)| : x 6 B, 0 < j <pl (fe Cgbu(E,F))

cuando B varia en la familia de todos los subconjuntos acotados de

E. Denotaremos a esta topologia por Tg.

PROPOSICION I.14. (Cgbu(E,F), Tg) es un espacio de Fréchet.

Demostracign: Ver |5| pdg. 13, proposicidn 3.3.#

"

Antes de continuar con los resultados referentes a densidad de
subdlgebras vamos a hablar brevemente de un tipo de propiedades que

van a jugar un papel relevante en lo que sigue.



DEFINICION I.15. (J19|) Un espacio localmente convexo X se dice

que tiene la propiedad de aproximacidn si para cada KC X precompac
to, y cada entorno de 0 en X, V, existe un operador T : X + X de

rango finito tal que Tx - x 6 V para cada x 6 K.

DEFINICION I.16. Sea E wun espacio de Banach y 1 < X < «. Diremos
que E tiene la \A-propiedad de aproximacidn si, para cada' e >0 f
cada compacto K C E, existe un operador de rango finito T : E + E
tal que [[Tx -x| < € para cada x € K, y IT] < A. Un espacio de

Banach se dice que tiene la propiedad de aproximacidn acotada si tie
ne la A~propiedad de aproximacidm para algiin A. Un espacio de Ba-

nach se dice que tiene la propiedad de aproximacidn mé&trica si tiene

la 1l-propiedad de aproximacidn.

Veamos algunas propiedades hereditarias de estas propiedades.
L]

PROPOSICION I.17.

(1) Si un espacio localmente convexo tiene la propiedad de apro

ximacifn tambi&n la tiene cada subespacio cerrado complementado.

(2) Si E es un espacio de Bamach y E' tiene la propiedad de
aproximacidn, entonces E también tiene la propiedad de aproximacidn.
En particular, un espacio de Banach reflexivo E tiene la propiedad

de aproximacidn si y solamente gi E' 1la tiene.

(3) Si E es un espacio de Banach y E' tiene la A-propiedad
de aproximacién, entonces E también la tiene. En particular, si E
es reflexivo, E tiene la A-propiedad de aproximacidn si y solamen-

te si E' 1la tiene.



Demostracién: Ver |25| pags. 244, 247 y 261.,

El siguiente resultado precisa mds el apartado {(3) de la propo-

sicidn anterior. !

PROPOSICION I.18. Sea E wun espacio de Banach. E' tiene la propie

dad de aproximacidn acotada si y solamente si satisface la siguiente
condicifén: Existe una constante C > 0 tal que para cada par de com
pactos KCE y L CE' y cada € > 0, existe una aplicacién 1li-

neal m : E + E de rango finito tal que

=l < c

fl wx-x| < e (x 6 K)

¢ em-dll <e (¢ 6L)
Demostracidn: Sale utilizando el principio de reflexividad local
I 23] .,

Es evidente a partir de las propias definiciones que todo espa-~
cio de Banach con la propiedad de aproximacidén acotada tiene la pro-
piedad de aproximacidén. En general el reciproco no es cierto (ver

|16|), sin embargo existen bastantes casos donde si se da.

PROPOSICION I.19. Sea E un espacio de Banach separable e isom@tri-

co a un dual. Si E tiene la propiedad de aproximacidn entonces E

tiene la propiedad de aproximacidén métrica.
Demostracidn: Ver |33| pig. 39, teorema l.e.15.,

Una técnica de gran utilidad en el estudio de la propiedad de

aproximacidn es la del ¢ producto de Schwartz.
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Si X es un espacio localmente convexo separado, denotaremos
por X; al espacio dual de X dotado de la topologia de la conver-
gencia uniforme sobre los subconjuntos absolutamente convexos y com-
pactos de X. Si Y es otro espacio localmente convexo, Le(xé;Y)
denotard el espacio de todas las aplicaciones lineales continuas de

L

Xc en Y, dotado de la topologia de la convergencia uniforme sobre

2 - P ]
los subconjuntos equicontinuos de X .

DEFINICION I.20. (|52|) Se define el € ©producto de X e Y por

L]
X8Y=Le(YC.X)

Puede probarse (ver |43|) que Le(Y; 3X) oy Le(x; 3Y) son espacios

isomorfos y por tanto podemos identificar X € Y e Y € X.

PROPOSICION I.21. Si X e Y son espacios localmente convexos separa

dos casi-completos con la propiedad de aproximacifén, X € Y también
tiene la propiedad de aproximacidn.
Demostracidn: Ver ISZi.#

La propiedad que mis nos va a interesar del g-producto es la sji

guiente.

PROPOSICION I.22., Sea X un espacio localmente convexo casi-completo

y separado. Entonces son equivalentes:
(1) X tiene la propiedad de aproximacidn.

(2) X8 Y es denso en X € ¥, para todo espacio localmente con

vexo Y. .

(3) XA F es denso en X € F, para todo espacio de Banach F.
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Demostracidn:
(1) &> (2): Ver |52|, proposicidn 1l.

(2) <= (3): Ver [43| pig. 144, teorema 8.7.#

Continuamos ahora con los resultados sobre densidad de subdlge-
bras. Primeramente vamos a recordar el teorema cldsico de Nachbin

que resuelve el problema en dimensidén finita.

TEQOREMA I1.23. (Nachbin). Sean E un espacio vectorial real, finito-
dimensional y a una subdlgebra del espacio CP(E), p>1. Enton-
ces a es densa en (CP(E), tZ) si y solamente si a@ verifica las

condiciones siguientes:
(1) Para cada x 6 E, existe una g 6 a tal que g(x) # 0.

(2) Para cada x,y 6 E, con x ¢ Yy, existe una g 6 & tal
que g(x) # g(y).

(3) Para cada x 6 E, ycada v6E, v#0, existeuna g6a tal que
Dg(x)(v) # 0.

Demostracidn: Ver ]39[.#
'E1 primer paso para extender este teorema consiste em pasarlo al

caso vectorial, para ello necesitaremos el siguiente resultado:

PROPOSICION I.24, Si E es un espacio vectorial real de dimensidn

finita, vy p > 1, cP(E) 8 F es Tz-denso en CP(E,F) para todo es

pacio de Banach F.

Demostracidn: Ver |54|, pdg. 449, teorema 44.1.,

Vamos a ver ahora un concepto que juega un papel muy importante
en esta teoria y que seri fundamental para poder dar una extensidn

del teorema de Nachbin al caso infinito-dimensional. Este concepto
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es el de dlgebra polinomial que generaliza de forma natural el con-

cepto de &dlgebra.

DEFINICION I.25. Un subconjunto a C Cp(E,F) se dice que es un dlge

bra polinomial si dados g 6 a y P 6 Pf(F,F), la composicidn
PugGa.

DEFINICION I.26. Un dlgebra polinomial a se dice que es un #lgebra

polinomial de Nachbin si se verifican lasgs siguientes condiciones:
(1) Para cada x 6 E, existe g 6 a tal que g(x) ¢ 0.
(2) Para cada x,y 6 E, x # y, existe g 6 a tal que g(x)#
# g(y).
(3) Para cada x 6 E y v 6 E, v # 0, existe g 6 a tal que

pg(x)(v) # 0.

Ejemplos de dlgebras polinomiales de Nachbin son Pf(E,F),
o«

N cPE,n vy cP,m.
p=1

P(E,F), C(E,F)

Para dlgebras de este tipo verificando una cierta condicidn de
estabilidad Aron y Prolla dan sendos teoremas del tipo del teorema

de Nachbin (I.23) para los espacios chu(E’FJ y CE(E,F).

TEOREMA I1.27. Sean E y F espacios de Banach reales, con E' te-
niendo la propiedad de aproximacidn acotada, y sea p > 1. Un dlge-

p—

b densa si, y solamente si, se

. . p .
bra polinomial a C Cmbu(E’F) es T
verifica:

(1) a es un dlgebra polinomial de Nachbin.

(2) Para cada m: E > E de rango finito con |[n] < ¢, ¥y ca
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da g 6 a, la composicidn g ey pertenece a la rg-clausura de a.

(La constante C es la que nos dd la proposicidn 1.18).

Demostracién: Ver |5| pdg. 22, teorema 3.12.,

Un teorema totalmente anidlogo se obtiene cambiando Cgb“(E,F)
por CE(E,F) y tP por P en 1.26, (Véase |5] pdg. 28, teorema

4.3).

Por filtimo vamos a dedicar dos pequeflas secciones de este capi-
tulo a algunos tdpicos de la teoria de espacios localmente convexos

y de dlgebras localmente m-convexas.

Suponemos al lector familiarizado con los conceptos de espacio
localmente convexo tonelado, bornoldgico e infratonelado. De no ser
asi le remitimos a |50|. La siguiente proposicidn los relaciona en-

tre si.

PROPOSICION I.28. Sea X wun espacio localmente convexo.

(1) Si. X es tonelado o bornoldgico, X es infratonelado.
(2) Si X es bornoldgico y casi-completo, es tonelado.

(3) Si X es infratonelado y casi-completo, es tomnelado.

Demostracidn:
(1) Es inmediata.
(2) Ver |50|, pdg. 66, corolario 8.4.

(3) Ver |50| pag. 148, corolario 5.3.#
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PROPOSICION I.29.

(1) Todo espacio localmente convexo de Baire es tonelado. En

particular todo espacio de Fré&chet es tonelado.

(2) Todo espacio localmente convexo metrizable es bornoldgico.

Demostracidn:
(1) ver |50| pag. 63, 7.1.
(2) ver |50| pdg. 64, 8.1.,

Todas estas propiedades se heredan por cocientes:

PROPOSICION TI.30.

(1) Sea X un espacio localmente convexo tonelado y M un :sutespacio

de X. Entonces el cociente X/M es tonelado.

(2) Sea X wun espacio localmente convexo infratonelado y M

un subespacio de X. Entonces el cociente X/M es infratonelado.

(3) Sea X un espacio localmente convexo bornoldgico y M un

subespacio de X. Entonces el cociente X/M es hormnolégico.

Demostracién: Ver |[21] pdgs. 215, 218 y 222.,

Una consecuencia de la amrterior proposicifn es que las tres pro

piedades se heredan por subespacios cerrados complementados.

PROPOSICION I.31. Sea X un espacio localmente convexo separado, X

es semireflexivo si, y solamente si, (X', T(X',X)) es tonelado.

Demostracidn: Ver |50| pdg. 150, 5.5.,

Vamos a ver ahora algunos resultados relacionados con las topo

logfag débiles.



- 15 -

PROPOSICION I.32. Sea FE un espacio de Banach de dimensidn infinita.

Existe una sucesidn
(¢n)nGN

convergente a 0.
Demostracifn: Ver [24]| & |42|.#

Este resultado nos dice que la convergencia en norma y en la tgo
pologia *-d&bil de un dual, no son equivalentes para sucesiones en
el dual de un espacio de Banach de dimensidn infinita. (Comparese es

te resultado con el lema de Schur |22| ] |13|).

TEOREMA 1.33. (Banach-Grothendieck). Sea E un espacio de Banach.
Una forma lineal u sobre E' es continua para la topologia
o(E',E) si, y solamente si, su restriccién a la bola unidad cerrada

B' = {x' € E : ||x'| < 1} es continua para g(E',E).
Demostracifn: Ver |21| pdg. 250, corolario 4.#

Por {iltimo vamos a ver que en un espacio de Banach coinciden 1la

compacidad débil y la compacidad secuencial dé&bil.

TEOREMA I.34. (Eberlein). Sea E un espacio de Banach. Un subconjun
to cerrado A de E es debilmente compacto 8i y solamente si es se

cuencialmente debilmente compacto.

Demostracidn: Ver |50|, pdg. 193, corolario 2.#

Para concluir este capitulo vamos a hacer un pequefio resumen de

los conceptos y resultados de que haremos uso en el capitulo VII.

Recordemos que un Zlgebra topoldgica es un dlgebra dotada con

C E', de vectores de norma 1 y g{(E',E)-

i
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una topologia 1T que es compatible con la estructura vectorial y

tal que la aplicacidén multiplicacidn es continua.

DEFINICION I.35. Un dlgebra topolégica se dice que es localmente m-

convexa (multiplicativamente convexa) si existe una base de entornos de 0
del algebra formada por conjuntos equilibrados m-convexos. (Un con-

junto U se dice m-convexo si U es convexo y U.UC U).

Un estudio de las propiedades bisicas de las algebras m-convexas

puede verse en |[37| o en |6].

$i a es un dlgebra con unidad e y x 6 a, el espectro de x,
o(x), es el conjunto de todos los escalares )\ tales que x-Ae no

es inversible.

Si a es un Algebra compleja, denotaremos por M (resp. Mc)
al conjunto de todos los ideales maximales (resp. maximales cerrados)
de a 1y denotaremos por A(a) al conjunto de todos los funcionales
lineales multiplicativos no nulos. A A(a) 1le llamaremos espectro
del &dlgebra. Puede probarse (ver |6|, pdg. 223, 4-10-4) que si
MC X, M E6&6 Mc si y solamente si M es el nficleo de un elemento de
A(a). Esto nos permite identificar Mc con A(a). A este espacio,
que es un subconjunto del dual, le dotaremos de la topologia
o(a',a) restringida, que es la que llamaremos topologia de Gelfand.
La transformada de Gelfand de un elemento x 6 a es la aplicacidn

A

X : M, = A(a) > T definida por X(p) = ¢(x) (¢ &8 A(a)).

Un Aalgebra a, se llama semi-simple (resp. fuertemente semi-

simple) si f\M = {0} (resp. f\Mc = {o.
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DEFINICION I1.36. Un dlgebra localmente m-convexa se dice que es re-

gular si para cada subconjunto cerrado de Mc’ F, y cada M ¢ F
existe x perteneciente al 4lgebra tal que X(M) = {1} mientras que

x(F) = {o}.

Un ideal I de un dlgebra localmente m-convexa se dice que es
primario si I estd contenido en un Gnico ideal maximal. En el caso
clisico del Algebra (CP(E), Tz), donde E es un espacio vectorial
de dimensidn finita, el teorema de Whitney nos dice que todo ideal
cerrado es interseccién de los ideales cerrados primarios que lo con

tienen. Una reformulacidn de este teorema es la siguiente:

TEOREMA I1.37. (Whitney). Sea E wun espacio vectorial de dimensidn
finita, e I un ideal de CP(E). Una funcidn f pertenece a la

P

Tu—adherencia de I, si para cada a 6 E existe una funcidn g 6 I

tal que f(a) = g(a).

Demostracidn: Ver |35| pdg. 22. Ver también |60].
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I1. LA TOPOLOGIA bw

En este capitulo vamos a completar el estudio que J. Ferrera hi-
zo en su Tesis Doctoral |15I de la topologia bw (Def. I.1), resol-
viendo un problema que alli aparecia propuesto y que habia surgido a
raiz de la publicacidn en el afio 1972 por Wheeler |58| de un ejemplo
en el que mostraba que la topologia bw en un espacio de Banach no
siempre era localmente convexa, en contra de lo que habia afirmado
con anterioridad M.M. Day en la segunda edicidn de su libro "Normed
Linear Spaces"” ]lOI. Nosotros, en este capituld, vamos a caracterizar

cuando la topologia bw es localmente convexa.

Recordemos que la topologia bw en un espacio de Banach E es
la topologia mds fina que coincide con la topologia débil, o(E,E'),
en los subconjuntos acotados de E. Es conocido (|9| p. 266) que 1la
topologia bw siempre es una topologia semi-lineal, es decir las apli
caciones suma y multiplicacién por escalares son separadamente conti-
nuas. También es canocido (véase |15|) que para la topologia bw son

condiciones equivalentes ser vectorial y ser localmente convexa.

Si E es un espacio localmente convexo metrizable, el Teorema
de Banach-Dieudonné (teorema I.3), nos dice que la topologia ew* de
E', topologia mis fina que coincide con la topologia débil o(E',E)
en los subconjuntos equicontinuos de E', es la topologia de la con-
vergencia uniforme sobre los subconjuntos precompactos de E. Por
consiguiente en este caso la topologia ew* de E' es una topologia

localmente convexa.

En Wheeler (!58], teorema 4.6 y 4.7), se prueba:
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PROPOSICION II.1. (Wheeler). Si E es un espacio de Banach, la res

triccidén de la topologia ew* de E" a E es la topologia localmen
te convexa mis fina en E que coincide con la topologia débil o(E,E’)

en los subconjuntos acotados de E,

Si denotamos por cbw a la restriccidn de la topologia ew* de
E" a E, comenzaremos demostrando que, en una clase particular de
espacios de Banach, las topologias chw y bw son distintas. Por
consiguiente, en este caso, la topologia bw no es localmente conve-

xa.

LEMA II.2. Sea E un espacio de Banach separable, no reflexivo. Si
E no contiene ningiin subespacio isomorfo a £1, existe un subconjun
to A de E, cerrado para la topologia bw, que no es cerrado en la

topologia cbhuw.

Demostracidn: Para cada n 6 N, sea S, = {x 6 E : ||x] = n} 1a esfe

ra de centro 0 y radioc n en E. Veamos primero que S, es o(E",E")-

denso en B;, bola cerrada de radio n y centro 0 de E". Por el

teorema de separacidn, sabemos que B = {x 6 E : [|x| < n} es
"
g(E",E')-densa en Bn' Por tanto nos es suficiente probar que S

.

es O(E,E')-densa en B . Sea pues x 6 B, que lo podemos suponer

n

: . . ' 1
con [|x]|] < n pues en el otro caso es inmediato, y sean X seeesXx 6 E'.
. m

]

Existe un y € (\ ker x; y como {x||< n, existird un XA 6 R tal
i=1

que ||x +Ay] = n. Ahora si 1 < j <m se tiene x;(x+ly) = x;(x)

y por tanto Snl\[x + (xi,...,x;} 1# #. Por tanto Sn es o(E,E')-
denso en Bn.

Como E es separable y no contiene ningiin subespacioc isomorfo
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a Zl, por (I1.4) resulta que S“ es 0(E",E')-secuencialmente den
]

so en B;. As?T si ¢ 6 E"~E .y | 4] =1, para cada n € N existi-

2 . . 1

rd una sucesidn (xk,n)kGN contenida en S, Y convergente a _ ¢

en la topologia o(E",E').

Sea A = {xk n’ n,k € N}, Para cada m 6 N se tiene
t ]

ANB_ = {

n Xeont KEWF n< m} = ({xk,n : k 6K, n <m}U

U{% $ : n

I

mh) N B

y como { k 6 8, n

A

1 . .
X : m}U{= ¢ : n <m} es un conjunto
k,n n -
o(E",E')-compacto, por ser una unidn finita de sucesiones convergen-
tes con sus respectivos limites, resulta que cada uno de esos conjun

tos es G(E",E')IB = G(E,E')IB cerrado. Como esto es cierto para
m m

cada m 6 N, se tiene que A es cerrado en la topologia bw.

Veamos ahora que no es cerrado en la topologia cbw. Sea V un.
entorno de 0 en la topologia ew* de E". Sea V otro ep*-entorno
de 0 en E" tal que U+UC V. Como U es absorbente, existird un

n €N tal que ;L $ 6 U. Por otra parte, por la propia definicidn
.

o
de 1a topologia ew*, existe W, entorno de 0 en E" para la topo
- " N " - "
logia o(E",E') tal que UN Bzno N ano. Como (xk,no)kGN con
1 -
verge a —— ¢ en O(E",E'), existirda unm ko 6 N tal que
o
x - —L'¢ e W
ko’no n,
En resumen, tenemos
= Lo+ Loewns, )y+ucu+ucy
*k ,n_ *x ,n n ¢ o ¢ N 2n < cv.
o’ o o’ o [ o o

Esto prueba que 0 es un punto adherente a A para la topologia ew*

de E", pero como O 6 E resulta que O es adherente a A en la
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topologia cbw de donde se deduce que A no es cbw-cerrado pues

0¢ A,

PROPOSICION II.3. Sea E un espacio de Banach separable tal que nin-

glin subespacio suyo sea isomorfo a El. La topologia bw en E es
una topologia localmente convexa si y solamente si el espacio E es

reflexivo.

Demostracidn: Si E es reflexivo, las topologias bw y ew* coinci

den y basta aplicar el teorema de Banach-Dieudonné (I.3).

Si E no es reflexivo, el lema anterior (I1.2) y el teorema de
Wheeler (1I.1) prueban que la topologia bw en E no es localmente

convexa. #

Vamos a probar a continuacidn que la hipdStesis de separabilidad
se puede suprimir en la proposicidén anterior. Sin embargo en la demos
tracién del lema II.2 la hipdtesis de separabilidad no se puede su-
primir ya que el resultado de Rosentahl (I.4), que juega un papel fun
damental en la demostracidn del lema, no es vdlido sin la hipdtesis

de separabilidad.

PROPOSICION II.4. Sea E un espacio de Banach tal que ningin subes-

. . 1 -
pacio suyo sea isomorfo a £ . La topologia bw en E es una topo-
logia localmente convexa si y solamente si el espacio E es reflexi-

vO.

Demostracidn: Si E es reflexivo, el razonamiento es el mismo que en,
Demostracion !

la proposicidén anterior.

Si E no es reflexivo, existe un subespacio de E, F, separa-
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.

ble y no reflexivo. Por la proposicifén I1.3 resulta que la topologia
bw de F no es localmente convexa. Como la topologia bw de F es
la restriccidn a F de la topologia bw de E (ver (I.5)), se ob-

tiene que la topologia bw de E no puede ser localmente convexa.,

PROPOSICION II1.5. Existe un subconjunto de Zl que es cerrado en la

topologia bw pero no es cerrado en la topologia cbw.

Demostracidn: Para cada n 6 N, denotaremos por e la sucesidn de
£l cuyos términos valen todos ceros salvo el de lugar n que vale
1.

Sea A_ = {en : n €6 N}. cCada punto de A, es U(Zl,lw)—aislado

pues para cada n € N el conjunto

1 1
- - . - < =
v, {x (xm)mGN e £ lxn 1] 2}
(e o]
es un 0(£1,£ )-entorno de e, Qque finicamente intersecta a AO en
oo
e,- Por tanto Ao es un conjunto U(ZI,Z )-cerrado que no es

1 "
o(e ,Zm)~compacto. En consecuencia Ao tampoco es U((ﬂl) ,lm)—cerrg
do pues si lo fuese, como es acotado, seria 0((11)",£m)-compacto y
por tanto o(tl,lm)—compacto ya que A estid contenido en ! y en
. 1 - 1 ,n ,oo 1 >
los subconjuntos de £ las topologias o((£°) ,£ ) y O(L ,2)

coinciden.

Como A0 no es 0(({1)",£w)—cerrado, existe una forma lineal
¢, U((Zl)",lw)—adherente a A_ que no pertemece a A . Obviamente

o6 h"~el y Jol <1,

Sea ahora, para cada n 6 N, n > 2:

1
AL < {n(ep-eq) + e tP,q,k 6N, p $# ¢, p,q < kl
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. ’ - ) . 1
El conjunto An est3d contenido en la esfera de radio 2n + - Dados

ps9,k 6 N con p+#+q ¥y P,q < k, es claro que el conjunto

1

n . 1 1
W= (x= (Xm)mGN 6 £ Ixj-nl <3 i=p,q, ixk _;I < H}

es un entorno de n(ep—eq) + % e, en la topologia o(zl,zm). Es cla
ro que W corta a A Ginicamente en n(e_-e ) + 1 e.. Asi resulta
n P q n k

que cada punto de An es aislado en la topologia c(tl,xm) y por

tanto An es d(ll,lm)—cerrado pero no es u(tl,tm)-éompacto.
Sea V un 0((21)",£w)-entorno de cero, absolutamente convexo.
Como ¢ es un o((Ll)",Zw)—punto de acumulacidn de AD, el conjun-
1]
to ¢ + 5% v, que es un 6(((1)’.£m)—entorno de V, contiene una

cantidad infinita de elementos de Ao. Sean ep,eq,ek tres elemen-
tos distintos de (¢ + 3% VN Ao. Podemos suponer p < q < k. Se

tiene
ne—e) + ey - 36 = nle —9) + n(p-e) + (e -4) @

1 1
vV + 3 vV + In Ve V.

@
D W 3 e

De esta forma (= ¢+ V) N A“ es no vacia. Hemos probado, en conse-

cuencia, que %¢ pertenece a la O((Ll)",ﬂw)—adherencia de A .

Definimos A = \vj An' Para cada m 6 N, si Bm es la bola
n6N
cerrada de radio m, centrada en el origen, en 21, se tiene que

A(\Bm=U{An:nGl‘1, 2n+%im}

- - . 1, -
que es una unidn finita de conjuntos o(£L ,f )-cerrados. De aqui se

deduce que A es un subconjunto cerrado para la topologia buw.

Solo nos queda probar que A no es cbw-cerrado. Sea U entor

no absolutamente convexo de 0 en la topologia ew* de (21)". Exis
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U y existe W, 0(([1)",£w)-entor—

Do

1
te un n/ 6 N tal que E; ¢ €

no de 0, tal que

” 1 "
wnn3n —2Uf\B3n,
s} o
siendo Bgn la bola cerrada de centro 0 y radio 3no en (Ll)“.
o i
Hemos probado anteriormente que ;L ¢ es U((£l)",£m)—adherente a
o
A“o luego existe un Xng € A“o- tal que
1
*n T n_ ¢ F w
o o
En resumen se tiene
= L A " 1 1 1
*n xn nd)-"nd’e(wﬁB3n)-‘-ZUCZU."ZUcu
o (o] o ] o

Hemos probado asi que 0 es un punto ew*-adherente a A y como
06 Zl, también serd cbw-adherente a A. Ademds es evidente que

0O ¢ A luego A no puede ser cbw-cerrado.#

PROPOSICION II.6. Si E &es un espacio de Banach que contiene un sub

espacio isomorfo a ll, entonces la topologia bw en E no es lo-

calmente convexa.

Demostracidn: La proposicidn II.5 junto con el teorema de Wheeler

(I1.1) prueban que la topologia bw en £1

no es una topologia lo-

calmente convexa. Ahora si E es un espacio de Banach que contiene
. . 1 : -

un subespacio isomorfo a £, teniendo en cuenta que la topologia

bw de un subespacio es la restriccién de la topologia bw del to-

tal, se tiene que la topologia bw de E no puede ser localmente

convexa.#

Podemos reunir los resultados obtenidos en las proposiciones

I1.4 y I1.6 en el siguiente teorema que caracteriza totalmente cuan-



do la topologia

rial).

TEOREMA II.7. Sea

bw

E
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.
es localmente convexa (o equivalentemente vecto

un espacio de Banach. La topologia bw en E

es una topologia localmente convexa si y solamente si el espacio E

es reflexivo.

Nota: Aunque en toda esta memoria E denota un espacio de Banach

real, los resultados de este capitulo siguen siendo vilidos si E

es un espacio de Banach complejo.
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III. EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES DEBILMENTE DIFERENCIABLES SOBRE

LOS ACOTADOS DE UN ESPACIO DE BANACH. EL ESPACIO CSL(E,F).
124

En este capitulo, introducimos el concepto de diferenciabilidad
débil sobre los acotados de un espacio de Banach y los espacios de -
funciones continuamente diferenciables asociados. Estos espacios sur
gen de forma natural en el contexto actual de la Teoria de la aproxi
macidn, por una parte como respuesta al problema de la densidad de =+
subdlgebras polinomiales para un cierto tipo de convergencia unifor-
me sobre subconjuntos debilmente compactos, planteado a partir del
estudio que realizaron Aron y Prolla en aproximacidn sobre compactos
y sobre acotados |5|, por otro lado, también aparecen estos espacios
como paso natural al caso diferenciable del espacio de las funciones
debilmente continuas sobre los acotados de un espacio de Banach que

estudid J. Ferrera en su Tesis Doctoral ]lS].

DEFINICION III.I. Una funcién f : E » F se dice que es debilmente

diferenciable en un punto a 6 E si wverifica:
(i) Para cada acotado B C E tal que a € B, 1la aplicaciédn

flg @ (B,0(E,E")|p) — (F, | D

es continua en a.
(ii) f es diferenciable en sentido Fréchet en a.

Diremos que f : E + F es debilmente diferenciable si es debil

mente diferenciable en cada punto de E.

Obsérvese que si f es debilmente diferenciable, entonces

f e Cwb(E,F).
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OBSERVACION IXI.2. Si E es un espacio de Banach de dimensidn infi-

nita, existen funciones debilmente diferenciables que no son debilmen

te continuas. Veamos un ejemplo:
.

Sea (¢n)nGN<: E' una sucegidn de formas lineales sobre E, 1i

nealmente independientes y de norma l. Definimos la funcidn
R T 2
f(x) = [ — ¢, (x)] (x € E)
n=1 n
La funcién f es un polinomio 2-homogéneo, debilmente diferen-
ciable y sin embargo no es debilmente continuo. En efecto, si f fue
se debilmente continua, existirian Vpa-aaa¥ 6 E' tales que para ca
da x 6 E con |¢j(x)| <1, 1 <j<m, se tiene que |[f(x)| < 1.
m
Asi si x € f\ ker wj’ resulta que f(x) = 0 y por tanto ¢n(x) =0
i=1
para cada n € N. En consecuencia, cada ¢n serfia combinacidn 1li-

neal de wl""’wm’ lo que es absurdo pues los son lineal

(¢n)nGN

mente independientes.

Veamos que f es debilmente diferenciable. Sean x, 6 E vy

B c E un acotado tal que L € B; podemos suponer que B estd con

tenido en una bola B, = {x 6 E : |[x|] < M}. bDado € > 0, existe un
o, 6 N tal que
1 €
I = < —
n>n o’ T 2M
o
1
Asi 8i x € E es tal que |¢j(x)| < |2§o|/2, 1 <j<n, resulta
" T I 2 oo 2
G| =17 e, = T =5 le,(x)]|" +
n=1 n n=1 n "
2
. 1 2 1 2
+ 1 ~5 6,0 |% <n 35—+ ] ?M““ =l ° <

n>n n o n>n
o o
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<5+ I 5 ocoe
>
n>n_ n
Por tanto f|B es debilmente continua en X, .

Por Gltimo, si x, 6 E, t € R y |h| <1 (h 6 E), se tiene

TGy +en) ~ £Gx ) - [ 5o (x4 (tw)| =

Ko~ 8

n=1
1, % 1 .2 2
=T |n§1 7 (g +Em) = 8 (xg) - 20, (x) 9, (en)) | =
L, ¢ 1
=t L g xg veme (eh) - 29 (x )¢ (en))] = .
L, v 1,2
= ) -—2¢n(th)|
n=1 n
luego
lim T |£(x +th) —f(x_) - | ;%¢n(xo)¢n(th)| =
t> o n=1
= 1im ot ] S el =0
t+>o n=l n

uniformemente en h € BE’ bola unidad cerrada de E.

Hemos probado asi que f es debilmente diferenciable y que su
oo

. . 1
diferencial en un punto X, € E vale Df(xo) 2 nzﬁ;pn(xo)¢n.

El siguiente resultado nos va a permitir posteriormente, estable
cer la conexidn,existente entre la clase de funciones diferenciables

aqui definidas y las que aparecen en |5].

PROPOSICION I1I.3, Sea f : E + F. Si f es debilmente diferencia-

1
ble en un punto a €6 E entonces Df(a) 6 wa( E,F).

Demostracidén: Sea B <C E un disco acotado y sea € > 0. Sea r > 0

tal que B¢ rB,. Como f es diferenciable Fréchet en a, existe



- 29 o

un 8§ > 0 (§ < 1) tal que si |x-a]] < § entonces
J£CG) - £Ca) - pECa) (x-a) || < 55 ||x-al (¢
Sea B1 un disco acotado que contenga a a+BE; existe un entor

no débil de 0, W, absolutamente convexo y tal que si x~a 6 W y

x 6 B1 entonces .

It - s <52 ¢ (2)
Sea y 6 WN B, aplicando (1) se obtiene
Ioecadyl = £ oy | < X Jhsca +8 vy rcar) + £ & )|

y por (2)

§
IpfCa)y) <% I35 € +-2ir el = €4

OBSERVACION III.4. Si f es una funcidén diferenciable Fréchet en un

punto a 6 E tal que Df(a) 6 Pw(lE,F), no necesariamente para ca-
da acotado B con a 6 B, la restriccidn de f a B ha de ser debil
mente continua. Veamos el siguiente ejemplo:

Sea £ : £2 + 2% definida por £((x ) = (x:). Para los elemen

tos e de la base candnica se tiene f(en) = e Yy por tanto f no
es compacta. Como ademds f es un polinomio 2-homogéneo resulta por

(I.10) y (I.11) que f no puede ser debilmente continua al estringir
la a los écotados. Por otra parte si a = (an)nGN € Zz, consideramos

la aplicacidén u : LZ -+ £2 definida u((xn)) = 2(xnan), obviamente

u es lineal y
2 T 2 _ .2 2
| £Ca+x) - £f(a) —~u(x)]|° = lngl I(an+xn) -a_ -2xnan| l =
o«

LN MR e
n=1 '
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que prueba que f es diferenciable Fréchet en a 7y su diferencial
en a es u. Por @iltimo es evidente que u es débilmente continua

en a.

Vamos a dar ahora una serie de condiciones equivalentes a las de
la definicién III.l, que nos seran de gran utilidad en el desarrollo

posterior.

PROPOSICION IXII.5. Sean f : E+ F y a 6 E, Si f es diferencia-

ble Fréchet en a, consideramos las proposiciones siguientes:

(a) Para cada acotado B, con a 6 B, f : (B,G(E,E')IB) ->

+ (F, | |) es continua en a.
(b) Df(a) : E+ F es una aplicacidén lineal compacta.

(c) Para cada acotado B, con a 6 B y para cada € > 0, exisg
te W entorno débil de 0 en E tal que si x-a 6 W y x € B enton
ces

l£(x) - £(a) - DE(a) (x-a)| < efx-al

Entonces (a) <= (a) + (b) <> (b) + (c) <> (c) + (a).

Demostracidn:

(a) =»> (b) es consecuencia de la proposicidn III.3 y de que to
da aplicacidn lineal debilmente (uniformemente) continua sobre los aco

tados es compacta (I.11).

(a) + (b) => (¢) : Sean BcC E disco acotado con a 6 B, y
e >0. Como f es diferenciable Fréchet en a, existe &,

0 <§ <1, tal que si |x-a] < & entonces
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J£(x) - £(a) - Df(a) (x-a)] <e |Ix-af (1)

Por la hipStesis (a), existen ¢,,...,0_ 6 E' tales que si
1 n

.

|¢j(x—a)| <1, 1 <3j<n, y x 6B entonces

le) - @) <e .3 (2)

Ademds Df(a) : E > F es una aplicacidén lineal continua, consi-
derando en E y F 1las topologias inducidas por sus respectivas nor-
mas, luego Df(a) : (E,0(E,E')) » (F,o(F,F')) también es continua.y
por tanto, si BE es la bola unidad cerrada de E, 1la aplicacidn

. ]
Df(a)|BE : (Bg,0(E,E )IBE)

> (Df(a)(BE), o(F,F') ) es

CHO™
continua. Por la hipdtesis (b), E?T37T§;T es un subconjunto compac-
to, luego en &l coinciden las topologias débil y fuerte y por tanto
existirdn Y,,...,¥_ € E' tales que si |¢j(x)| <1 (1 <j<m y
x 6 BE entonces _
-t ol < £ (3)
En resumen tenemos que si x 6 B y |¢j(x»a)l <1 (1 <j<mn)

y |wj(x~a)| <8 (1 <j £m) entonces
i) si ||x-a > &, por (2) y (3) resulta que

| £¢(x) -£(¢a) -pE(a)(x-a)]| < J£(x) ~£(a)| + [IDE(a) (x-a)] <

<e6/2 + |x-a] |[pfCa) G2 <

Fx-af ™" —

5 Ux-al + Ix-al).

ii) si |[Ix-a] < &, basta considerar (1).
(c) + (b) => (a): Consideremos la aplicacién
Te ¢ x — f(x) - f(a) ~ Df(a)(x-a) (x 6 E)

De (c) se deduce que para cada acotado B < E, con a 6 B, 1la
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restriccidn de Tf a B es debilmente continua emn a.

Por otra parte, un razonamiento andlogo al del apartado antetior
prueba que si Df(a) es una aplicacién lineal compacta, entonces
Df(a)|B+a es debilmente continua en 0 y por tanto la aplicacidn

Lf : x — Df(a)(x-a) (x 6 E)

al restringirla a B es debilmente continua en a. Por Gltimo, para

obtener (a) basta observar que f = Tf + f(a) + L

£°#

Obsérvese que las condiciones (b) y (c) de la proposicidn ante;
rior no estdn relacionadas entre si. Por ejemplo, si f : E » F es
una aplicacidén lineal no compacta, es claro que f verifica (c) pero
no verifica (b). Por otro lado, si (b) implicase (c¢), de la proposi-
cidn anterior resultaria que (a) y (b) serfian equivalentes, cosa que

no es cierta (ver observacidn III.4 y I.11).

De forma totalmente andloga puede verse que la condicidn {(c) no
ga p q

implica la condicidn (a).

DEFINICION II1.6. Sean f : E » F y p un entero p > 1. Diremos
L]

que f es p veces debilmente diferenciable en un punto a 6 E si

f es p-1 veces debilmente diferenciable 'y la aplicacidn.
pPle B —— PP lE,p)
es debilmente diferenciable en a.

Una funcidén se dice p veces debilmente diferenciable en E si

lo es en cada punto.

Obsérvese que por ITII.3 podemos considerar Dp—lf como una apli

- -1 . -
cacidén de E en %m(p E,F). En lo que sigue lo consideraremos asi.
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DEFINICION III.7. Sea p un entero, p >1.. Diremos que una fun-

cién f : E > F es una funcidn debilmente diferenciable de clase »p

si f es p veces debilmente diferenciable y DPf 6 Cwb(E,wa(pE,F)L

Denotaremos por Cgb(E,F) al espacio de todas las funciones de

E en F debilmente diferenciables de clase p.

Cuando F = R; denotaremos a Cgb(E,F) simplemente por Cgb(EL

OBSERVACION III.8. Una funcidn f : E » F pertenece a Cgb(E,F) si

y solamente si verifica las condiciones siguientes:

(1) £ 6 cP(E,F)

@ vle e Py B (xeE, 1< <)

(3 ple 6 o (5,7, JEF) (0 < < p)

Obviamente, en el caso en que E sea de dimensidn finita, el es

pacio CSb(E’F) es el espacio de todas las funciones diferenciables

Fréchet de clase p.

El espacio Czh(E,F) estd contenido en el espacio CS(E,F) y
contiene al espacio Cgbu(E,F) (ver preliminares). En particular
Czb(E,F) contiene a las funciones diferenciables cilindricas de or-
den p (véase |26]) y a las funciones infinitamente diferenciables

nuclearmente (véase |40]).

Obsérvese tambi&n que si E tiene dimensidén infinita y
f 6 Cgb(E,F) no es identicamente nula, el soporte de f es no acota
do. En efecto, s8i f 6 Cgb(E,F) tiene soporte acotado, sea B un

disco acotado conteniendo al soporte de f; para cada a 6 B y cada

€ > 0, existe W entorno débil de 0 en E tal que si x-a 6 W,
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Xx € 2B, se tiene

l£(x) - £(a)] < €

Sea x 6 2B~ B tal que x-a € W, se tiene que [[f(a)] < € y como
esto se puede hacer para cada € > 0, necesariamente ha de ser
f(a) = 0. En consecuencia f es idénticamente nula. (N&tese que en

realidad lo @nico que se utiliza es que f es debilmente continua so

bre los acotados).

La siguiente proposicién, nos proporciona una amplia clase de fun

ciones que pertenecen al espacio Cgb(E,F).

PROPOSICION III.9. Para cada j, 1 < j < =« el espacio wa(JE,F)

esta contenido en Cgb(E,F).

Demostracidn: Sea P € Pmb(JE‘F). Denotamos por A 1la aplicacién

j-1lineal simétrica asociada a P, es decir P = A oAj donde

Aj(x) = (X,...,X) 6 Ej (x 6 E).

En primer lugar, se comprueba facilmente que.para cada x,y 6 E

1

DP(x)y = jA(y,x...,x) = jACyxi~ly.

Sea x 6 E y sean B C E un conjunto acotado y e >0. S8i Bl
es un subconjunto acotado de E, absolutamente convexo, que contiene
a BV {x}, existe V entorno débil de 0 en E tal que si y,z € B,

y y-z 6 V entonces

ey - Pzl < ¢ )

Entonces, por la fdrmula de polarizacién, si y,z 6 jB1 y z-y 6V

se tendrid:
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“DP(x)y - DP(x)zu = j“A(y,x,...,x) - A(z,x,...,x)" =

= j -1 It £+1 €y +o- €y [P(sly +teE x +.. .4 ij) -

- 1
- P(e,z+ e,x +...+ e.x)]|| £ ——W— e,y + ¢

— ij) - P(ejz +e,x +...+ ejx)" <= <c¢

2

aplicando (1).
Por tanto DP(x) 6 wa(lE,F).

Por otra parte, dados B € E disco acotado y € > 0, existe W
entorno débil de 0 en E absolutamente convexo tal que si x,y € B

con x-y € W entonces

]
lp(x) - Py <L+ ¢ ¢))
s3]
J
Asi resulta, aplicando otra vez la fdrmula de polarizacidn, que si

x,y 6 B y =x-y 6 W se tiene para cada z 6 E con "z“ < 1:

[pP(x)z - DP(y)zff = JACy,x,...,%x) - A(z,y,...,¥)| <

1
< T P(e +E +...+ €. -P +e +...+ €. =
S I ’£+1 lp(e,z +e,x jX) ~P(eyz +e,y 01
iTz
<igi
.3 €,z +e,x +...+ £.% €,2 e,y +...+ €.y
1 2 1 2
e RSN N | X . IR X . L)
23 31 ei=tl J J
1<i<j
€.z +E,x +...+ €.X% €,z +e,y +...+ €.y !
1 2 3j 1 2
y como j y 3 pertenecen a B y

su diferencia vale

[

(Ez(x-y) +...+ aj(x—y)), que pertenece a W,
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€% +£2x +...4 ejx) €2 +52y +.0.t gjy)" <

se tiene por (1) que (B¢ 3 - p(
A
< € l? de donde resulta que
3
lop(x)2 - pP(y)z| < ¢
para cada z con |z]] < 1 y por tanto

fiop(x) - pp()| < ¢

Hemos probado pues, que P es debilmente diferenciable y

DP € Cwb(E’ wa(lE,F)). Razonemos ahora por induccidn:

Sea m un entero tal que 1 < m < j, y supongamos que

p™P 6 Cmb(E’ wa(mE,F)). El razonamiento anterior nos permite probar

que D™P es debilmente diferenciable y Dm+1P pertenece a

Cmb(E’ Pmb(lE,wa(mE,F))). Ahora bien por (I.12) resulta que

1 m m+1 m+1
wa( E’Pmb( E,F)) = wa( E,F), y por tanto D P 6

(m+1

6 Cwb(E’Pw E,F)).#

b

Como consecuencia de este resultado y de (I1.8) sale que el espa-

cio Cgb(E,F) contiene a los polinomios de tipo finité Pf(E.F).

Vamos ahora a pasar a estudiar las relaciones existentes entre
los espacios de Aron y Prolla Cgbu(E,F) y CE(E.F) y el espacio
4
Cmb(E’F)'
Primeramente vamos a ver la relacidn que hay entre CZbU(E,F) y
P P . - . P
Cwb(E,F). Sabemos que Cmbu(E,F) siempre esti contenido en Cwb(E,FL
Tambi&n sabemos que si E es reflexivo ambos espacios coinciden. Vamos
a ver que reciprocamente si Cgb(E,F) y Cgbu(E,F) son iguales nece

sariamente E ha de ser reflexivo. La demostracidén de esto estd basa

da en los trabajos de M. Valdivia sobre conjuntos debilmente compac-~
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tos (1561).

DEFINICION III.I10. Dado un espacio de Banach E diremos que un ele-

mento z 6 E" es separablemente continuo en (E',0(E',E)) si es con

tinuo en cada subespacio separable de (E',0(E',E)).

Un conjunto M C E" se dice separablemente continuo en
(E',0(E',E)) si cada elemento de M es separablemente continuo en

(E',0(E',E)).

LEMA III.1l1. (Valdivia). Sea E un espacio de Banach tal que
(E',0(E',E)) es separable. Sea x 6 E". Si F es el subespacio
vectorial engendrado por E U {xo} entonces (E',g(E',F)) es sepa-

rable.
Demostracidn: Véase |55}.

PROPOSICION III.12, Sea A un subconjunto de un espacio de Banach E.

Si cada f € Czb(E) estd acotado en A, entonces la adherencia de

A én (E",0(E",E')) es separablemente continua en (E',0(E',E)).

Demostracidn: Supongamos que existe un punto 2z adherente a A en
0(E",E') que no es separablemente continuo en (E',0(E',E)). Exis-

tird un subespacio vectorial cerrado y separable, F, de

(E',0(E',E)) tal que =z no es continuo en F. Sea i : F — E'
la inclusidn candhica e i* : E" —> F' 1la traspuesta de 1i.
Como F es isomorfo algebraicamente al dual (E/F°)"'

y la topologia inducida em F por o(E',E) se corresponde mediante"
dicho isomorfismo con la topologia o((E/F°)', E/F°)),. aplicando el

lema III.1l resulta que si H es el subespacio vectorial engendrado
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por i*(E) U {i*(z)}, existirid un subconjunto o(F,H)-denso y nume-

rable {un : n 6 N}. Definimos la funcidn real

f) = ] — Ll % g(cux-ix(2)2) (x 6 W) (1)

n=1 (1+||un||)'P 2
donde ¢ es una funcidn real no negativa, infinitamente derivable,
que solo se anula en 0 y que verifica que ella y sus derivadas estidn
acotadas. Un ejemplo de una funcidn con estas caracteristicas lo cons

—1/t2
tituye la funcidn ¢(t) = e .

1t
F(i*(x))

porque F(i*(x)) = 0 si y solamente si ¢(<u ,x~i*(z)>) ='0 para

Sea para cada x 6 E, g{(x) = g estd bien definida

todo n 6 N, es decir si y solamente si <up x> = <un,i*(z)> para
cada n 6 R, vy esto pasa solo 8i x = i*(z) ya que el conjunto

{un : n 6Nl es O(F,H)-densc. Por tanto f solo se ;znula en

)

i*(z), pero es claro que z ¢ E.

Veamos ahora que g € Cgb(E). Para cada N €6 N y cada x 6 E,

sea SN(x) la suma parcial N-&sima de la serie (1). Obviamente

Sy € CP(E) y ademds si 0 < j < p

' o 1 j ’ N
ies o R R e i L T LI ST T M T OISO
D (SN o ik) (x) = ‘nzl 2" (1 +"un“)p : "

(x € E)
Como las series
s 1 1 i . ] j
] — ——————— D¢ (<u_,i*(x-2z)>) (i(u_))
woy 20 ([ P " oo

convergen uniformemente sobre los subconjuntos compactos de E, apli
cando que CP(E), con la topologia de la convergencia uniforme so-

bre los compactos de E de la funcidn y sus derivadas, es comple
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to (I.13), resulta que la sucesidn (SN °i*|E)NS§ converge en Cp(E)
y su limite es la funcidn f oi* restringida a E. Por tanto

i °i*|E 6 cP(E). Ademss es evidente que tanto la funcién como sus de
rivadas son debilmente continuas., Por @ltimo, solo falta ver que para
cada x € E, Dj(f °ji*x)(x) € wa(jE) (0 < j < p). Ahora bien, por lo
visto anteriormente se tiene

o

1 1

pI(E oin)(x) = —_—
n=1 2" (1 +fu P

Dj¢(<un,i*(x—z)>)(i(un))j

que es un limite (para la topologia de la norma) de polinomios de ti

po finito, luego por (I.7), (I.8) y (I.10) resulta que

pd (¢ ci*)(x) ¢ P . E).

wb
En resumen, hemos probado que la restriccién a E de la funcidn

f oi* pertenece a Cgb(E). Ademds f oi* vimos que no se anula en
R T
(f «i%) |

Veamos que esto nos lleva a una contradiccidén con la hipbtesis.

E, luego la funcién g = también pertenece a C;b(E).

Sea {zd}dGD una red en A que converge a 2z en la topologia
o(E",E'). Como f °i* es evidentemente og(H,F)-continua, resultara

que la red {E(i*(zd))} habri de converger a

deD

f(i*(z)) que vale cero y por tanto como glzy) = :———L———— la red
f(i*(z,4))

{g(zd)}dGD no puede estar acotada, en contra de la hip6tesis.#
Obs&rvese que en la demostracidn de la proposicidn anterior es

fundamental que el cuerpo base sea R pues no es posible encontrar

una funcidn entera que verifique las propiedades que le hemos exigi

do a ¢. b
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PROPOSICION III.13. Sea E un espacio de Banach y A un subconjun-

to de E. Si cada f € Cgb(E) esti acotada en A, entonces A es

debilmente relativamente compacto.

Demostracidn: Sea {xn}nGn una sucesidén de elementos de A. Sea F
el subespacio vectorial cerrado engendrado por el conjunto

{x“ :n 6 N} en E. Sea z un punto adherente a {xn : n 6 8} en
o(E",E') y sea B 1la bola unidad cerrada de E'. Sea i:F — E
la inclusidn candnica e i* : E' — F' su traspuesta. Como F

es separable, la bola unidad de su dual, que es precisamenete i*(B),

es o(F',F)-metrizable. Supongamos que 2z no es debilmente continuo

en i*(B). Existiridn una sucesidn {un}nGNC' B yun ¢ > 0 tales
i% i >| =

que (i*(u )) .. converge debilmente a 0 y |<z,un i

= |<z,i*(un)>| > e n=1,2,... Sea wu_ un punto adherente a

[un : n 6 N}] en B para la topologia o(E',E}). Aplicando la propo

gsicidn (I11.12), =z es separablemente continuo en (E',g(E',E)) 1lue
go ]<z,uo>| > €. Por otra parte (i*(un))nGN converge debilmente a
0, luego i*(uo) = 0 y por tanto |<z,uo>| = |<z, i*(uo)>| = 0. De
esta contradiccidn resulta que =z es debilmente continuo en 1i*(B)

y por tanto z es o{(F',F)-continuo por el teorema de Banach-Grothen
dieck (I.33), e identificando F con su imagen candnica en F" re

sulta que =z 6 F. Por Gltimo aplicando el teorema de Eberlein (I.34)

se obtiene que A es debilmente relativamente compacto.#

TEOREMA I1I.l4. Los espacios CZb(E’F) y CZbU(E,F) coinciden si y

solamente si E es reflexivo.

Demostracidn: Si E es reflexivo es claro que Cgb(E,F) y
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Czbu(E,F) coinciden. Veamos el reciproco.

a) Vamos a probarlo primeramente en el caso particular F = R.
Ya observamos anteriormente que C:bu(E) siempre estd contenido en
C&b(E). Por otra parte, por (I.11), sabemos que toda funcidn de
Cgbu(E) est3d acotada sobre los acotados, en particular en la bola
unidad de E, Be. Asi si Cgbu(E) y Cgb(E) coincidiesen, resulta
ria que toda funcidn de Cgb(E) estaria acotada en By y por (1I11.

13) Bp tendria que ser O(E,E')-compacto y por tanto E seria re-

flevao.

b) Sea ahora F un espacio de Banach arbitrario. Podemos identi
ficar Cgb(E) con un subespacio de Czb(E,F) y razonando como en a)

llegariamos a que E habria de ser reflexivo.#

Vamos ahora a estudiar la relacidén entre los espacios Cgb(E,F)

y CE(E,F), Necesitaremos algunos lemas previos.

LEMA III.15. Sean Y 6 E' 'y (xn)nGN(: E una sucesidn acotada. Da

do E >0, existe un conjunto infinito A c R tal que:

(1) el conjunto {w(xn) : n 6 A} tiene signo constante

(2) sup  |y(x | - dnf  |P(x )] < e.
né A né A
Demostracidn: Sea M > 0 tal que "xn“ < M para cada n 6 FN. Exis
ten m,N 6 N tales que [y| < % y Ne > 2.
Para cada j, -m < j <m y cada k, 1l < k < N, sea "

- k-1 . k
= {n 6N : j+ WS Wxy) < § o+ N



- 42 -

i m-1 =
Es claro que N = A,
'}!m QZ{ sk
conjuntos sera infinito.#

y por tanto alguno de los

COROLARIO III.1l6. Sean wl""’wp 6 E' ¥y () hen C E una sucesidn

acotada. Dado € > 0, existe un conjunto infinito AC ¥ tal que:

(1) para cada j, 1 < j < p, el conjunto '{wj(xn) :n 6 A}

tiene signo constante.

(2) para cada j, 1 < j

Ia

Ps

sup |y:(xy )] - inf [P (x, )| < €.
Kea 1k kea J K .

Demostracién: Es una consecuengia inmediata del lema III.IG.#

LEMA I1I.17. Sea (¢n) eN C E' una sucesidén o(E',E)~convergente a

n
0 de vectores de norma 2. Si Yise-esb, 6 E', existe un o > 1 tal
que para cada k 6 § existen p 6 N, p > k y x 6 E con

|¢j(x)| <1, 1 <j<p yl|x| <1, tales que ¢p(x) > a.

s 2 - . 1 +3
Demostracifn: Sea M = max{uwj“ : j=l,...,n} y sea aqa' = 3 (EIE)'
Es claro que % <a' <1, Sean Yy > 0 tal que §§7 + y<1l vy
a=1+a'y.
Para cada n € N, existe x 6 E con "xn" =1 y ¢,(x) >
1 . .
> 1 + 7o + y. Aplicando el corolario III.16 a la sucesidn (xn)nGN

y a g = ﬁéj' resulta que existe un conjunto infinite AC RE tal

que:

(1) para cada j, 1 < j < n, el conjunte {¢j(xm) :m € A}

.

tiene signo constante (podemos suponer wj(xm) > 0 para cada m 6 A
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y cada j, 1 < j < n, pues en caso contrario razonariamos con —wj)

(2) para cada j, 1 < j*<n

sup 9. (x )| - inf  |v.(x )] < Ao
meE A ] o m6 A om M+3

Para cada k 6 N, existe un q_ 6 4, q > k. Como (¢.)

o] n’ n6N

converge a 0 en ¢g(E',E), existe un p 6 A, p > k tal que

@ -l . 2001
lop g M < 1557 - 57 = Faam
Sea x = a'xp - (l-cl')xq . Veamos que este x cumple las con-
o
diciones requeridas:
I=l <o fx l + (1-a®) quoﬂ =1

Ademis

' - -y ! ' _1_ -
¢P(X) = o ¢p(xp) (1-a )¢p(xq ) 2 at(l 4 5o+ Y)

[¢]
'
- (- ey et S Ay =L 4aly =a

Por @ltimo, para cada j, 1 < j <n

xpj(X) a'wj(xp) - (l-a')wj(xqo) < o' sup wj(xk)

k6 A

'y i i A
(1-a') kxzfA py(x) < a' (I:IGIEA vy (x )+ 53)

: ' ; a's
(1-a') ;ZfA wj(xk) = (2a'-1) klng wj(xk) * 3 "

inf ¥

1 .
= (inf ¥.(x. ) + 2) <1
K6 A jk

1 4
T LX)+ oy T
M+2 i Tk 2 (M+2) M+2 ke A

Por otra parte
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— - flen?! [ -
¢j(x) o wj(xp) (1-0 )wj(xqo) > a ngA wj(xk)
4
- (1-a') sup Y. .{(x,) > a'(sup ¢P.(x, ) - —=) =~
kea 1 Kk ke A 1 kK M3
' = 1 _ bal
(1-a') EEPA wj(xk) = W2 ::pA wj(xk) M3
-5 Gup vk - D) > 55 > -l
xea J
Por tanto, para cada j, 1 < j < n ij(x)l < I.#

Estos lemas técnicos junto con el teorema de Josefson-Nissenz-
weig (1.32) nos permiten probar que Cgb(E,F) y CE(E,F) solo coin

ciden cuando E es de dimensidn finita.

TEQREMA 111.18. Sea E un espacio de Banach de dimensidn infinita.

El espacio Cgb(E,F) es un subespacio vectorial propio de CE(E,F).

Demostracidén: Bastarid verlo para Cgb(E), pues si existe una funcidn
£6cP(E) y £¢ Cgb(E), es claro que si y 6 F, y # 0, 1la fun-

cidn f @y € CZ(E,F) y fayé Cgb(E,F).

Sabemos por el teorema de Josefson-Neissenzweig (1.32) que exis
te una sucesiodn (¢n)nGB de formas lineales sobre E, que converge
a 0 en o(E',E) y tales que “¢n“ = 2 para todo n 6 N. Definimos

©0

2
£ = 5 Je 0|°" (x 6 E)
n=1
Se comprueba facilmente que para todo p, f € CE(E). Veamos

que f ¢ Cgb(E). Si f perteneciese a Cgb(E), al restringirla a
la bola unidad de E, seria debilmente continua en 0 y por tanto da

do un € > 0, existiria un entorno débil de cero, que podemos supo-
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ner sin pérdida de generalidad que eg de la forma [wl""’wn}o con
Vpseooatb, € E', tal que si x € (wl....,wn}“ y lIxll <1 entonces

le(r| < e.

Aplicando el lema (ITI1.17) tenemos que existe un «a > I tal que
para cada m € N existe un p'>m y un x 6 E con ¥ x|l <1 y
x € {Wl""’wn}u tal que ¢p&x) > a. Asi paraese x se tendria
f(x) - f(o) = f(x) > (¢pﬂx))2ﬂ > GZP.z uZm que, elipiendo m sufi-

ciente grande, es mayor que €.

Los teoremas (IIX1.14) y (I1I.18) pruebanm que conjuntistamente
- P p P
en la mayoria de los caros los espacios Cmbu(E,F), Cwb(E'F) y
C:(E,F) son diferentes lo que justifica plenmamente 1la introduccidn

del segundo de los espacios.

Hasta ahora hemos considerado Czb(B,F) inicamente desde el pun
to de vista conjuntista. Vamos a dotarlo ahora de forma natural de
una estructura topoldgica, que veremos en capitulos posteriores, re-
suelve satisfactoriamente los problemas tipicos de aproximacidn.

DEFINICION 1I1.19. Consideramos sobre Czh(E,F) la topologia T:c'

inducida por la familia de seminormas

f —s pK(f) - gup {uDJf(X)Y“ t x,y 6 K, 0 < j<p}

donde K recorre la familia de todos los subconjuntos debilmente

compactos de E.

A partir de ahora, siempre que hagamos mencidn del espacio

Cgb(E) le consideraremos dotado de la topologia Tgc'
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Si el espacio E es reflexivo, es evidente que no solo

Cgb(E,F) y c?P (E,F) coinciden sino que también sus topologias

wbu

usuales T:c y Tg respectivamente, .coinciden. En general,

egspacio de Banach arbitrario tendremos que la inclusidn
p ' P p P
(Cmbu(E’F)'Tb) _ (Cmb(E’F)" TWC)

es continua.

para un
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IV. LA PROPIEDAD DE APROXIMACION DEBIL ACOTADA Y DEBIL COMPACTA.

DENSIDAD DE SUBALGEBRAS POLINOMIALES.

Este capitulo estd dedicado al estudio del problema de la densji
dad de subdlgebras polinomiales de tipo Nachbin .en C&b(E.F). Para
la resolucidn de este problema, con las t&cnicas que nosotros utili
zamos, es de gran interés que el espacio donde las funciones esten
definidas verifique algiin tipo de propiedad de aproximacidn para 1la
topologia débil de forma que en cada conjunto debilmente compacto,
la red que aproxime a la identidad sobre dicho conjunto no lo transg
forme en un conjunto demasiado grande, en algunos casos nos interesa
ra que dicho conjunto sea debilmente compacto, en otros nos bastara
con que sea acotado. Con este fin, nosotros vamos a definir dos ti-
pos de propiedad de aproximacidn con estas caracteristicas. Para con
trastar la utilidad y validez de los resultados que vamos a dar mas
adelante, vamos a ver previamente una serie de propésiciones que nos
garantizan que la clase de espacios que verifican cada una de aque-

llas propiedades es suficientemente amplia.

DEFINICION IV.1l. Un espacio de Banach E se dice que tiene la pro-

piedad de aproximacidn débil acotada (P.A.D.A.) si para cada subcon
junto K de E debilmente compacto, existe una red (Ui)iGI c

C E' @ E que verifica:
L. Ui(x) + X debilmente uniformemente en x & K.

2. {Ui(x) : x € K} ' es un suhconjunto acotado de E.
61

[ s

Tambi&n nos seri de gran utilidad, principalmente en el capitule VI,
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la siguiente propiedad de aproximacidn, que es un poco mas fuerte que

la anterior.

DEFINICION IV.2. Un espacio de Banach E se dice que tiene la propie

dad de aproximacidén d&bil compacta (P.A.D.C.) si para cada subconjun-
to K de FE debilmente compacto, existe una red (Ui)iGI C FE' @ E

verificando:
1. Ui(x) + x debilmente uniformemente en x 6 K

2. \.) {Ui(x) : x 6 K} es un subconjunto debilmente relativa-
i67
mente compacto de E.

.

Es obvio que todo espacio de Banach con la P.A.D.C. posee 1la
P.A.D.A. También es evidente que para espacios de Banach reflexivos

ambas propiedades son equivalentes.

EJEMPLO: El espacio £1 posee la P.A.D.C. y por tanto la P.A.D.A.
En efecto, como ll posee la propiedad de aproximacidn, para cada

compacto K ¢ E, existe una gsucesidn (nn) C (£l)‘ [} tl tal que

n6N
un(x) —;+ x uniformemente en x 6 K, para la topologfa inducida por
la norma y por tanto tambhién para la.topologia débil 0(ll,lm). Ade-
mis, puede comproharse sin dificultad ;ue el conjunto \J ﬂ“(K) es
relativamente compactn'en t'. ror dltimo basta observgfuque en ll
los subconjuntos compactos y los debilmente compactos son los mismos

(lema de Schur, véase, por ejemplo, |22! o llJl) para probar que Ll

posee la P.A.D.C.

El ejemplo anterior es un caso particular del siguiente resulta-
do, que nos va a permitir dar un ejemplo de un espacio que no posee

la P.A.D.C.
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PROPOSICION IV.3. Si E es un espacio de Banach en el que los subcon

juntos compactos y los debilmente compactos son los mismos, entonces
E tiene la P.A.D.C. si y solamente si E tiene la propiedad de apro

ximacidn.

Demostracién: Si E tiene la propiedad de aproximacidn, un razonamien
to idéntico al del ejemplo anterior nos probaria que E posee la

P.A.D.C.

Reciprocamente, si E posee la P.A.D.C., dado K subconjunto
compacto de E, existe una red (Ui)iGICZ E' 8 E tal que
(Ui(x))iel converge a X debilmente uniformemente en x 6 K. Ade-
mis \J {Ui(x) : x 6 K} es un subconjunto debilmente relativamente

i6I
compacto en E. Sea

K, = .\J {Ui(x) : x 6 K} - K
61

El conjunto Kl es un subconjunto debilmente compacto de E, y por
tanto, de acuerdo con la hipdtesis, Kl es compacto; es decir, en

KI coinciden la topologia débil y la inducida por la norma. Ahora es
inmediato que ui(x) + x (para la topologia de la norma) uniformemen

te en x 6 K. Por tanto E tiene la propiedad de aproximaciGn.#

Recientemente Szankowski |S3| ha probado que existen subespacios
cerrados de ll que no poseen la propiedad de aproximacidn. Esto nos

permite dar el siguiente ejemplo:

EJEMPLO: Sea E un subespacio cerrado de ll que no posea la propie
dad de aproximacidén. Como en cada subespacio cerrado de £1, los sub

conjuntos compactos y los debilmente compactos coinciden, la proposi-



- 50 -~

cidén (IV.3) nos muestra la existencia de subespacios cerrados de Ll

que no poseen la P.A.D.C.

Este ejemplo nos dice que existen espacios que no poseen la
P.A.D.C., pero no sabemos si esos espacios poseen la P.A.D.A. Caso dé
que alguno de esos espacios tuviese la P.,A.D,A. tendriamos un ejemplo
de un espacio con la P.A.D.A. que no posee ni la P.A.D.C. ni la pro-
piedad de aproximacidn. Hasta el momento no conocemos ningiin ejemplo
de un espacio con la P.A.D.A. que no tenga la P.A.D.C. o la propiedad

de aproximacidn.

El siguiente resultado, nos muestra que las clases de espacios
con las propiedades de las definiciones (IV.1l) y (IV.2) son suficien-

temente amplias.

PROPOSICION IV.4. Si E es un espacio de Banach tal que su dual E'

tiene la propiedad de aproximacidn acotada, entonces E tiene la
P.A.D.A. Ademds si E' es separable, E tiene la P.A.D.C.
Demostracidn:

a) Sea K C E un subconjunto debilmente compacto. Por (I.18)
existe una constante ¢ > 0 tal que para cada familia finita F C E'

existe una m; 6 E' @ E tal que ""F“ L£c Yy
1
ho omg - ol < 5 (¢ 6 F)

donde M es una constante positiva tal que f/x] < M para todo x 6K.

Dotando al conjunto de las partes finitas de E' de la relacidn
de orden natural de contenido de conjuntos, obtenemos una red

("F)F C E' @ E que verifica:
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.

i) si x €K y ¢ € F,
[<mp(x) =x,¢>| = |<mp(x),¢> =<x,¢>] = [< x, ¢pomp —¢>| <1

es decir, para cada x 6 K
o
nF(x) x 6 F

Esto prueba que (HF(x))F converge a x, debilmente uniformemente en

x 6 K.

ii) Para cada x 6 K, "WF(x)" < “"F"'"x“ < ¢.M y por tanto

\J {HF(x) : x 6 K}
F

estd acotado.

Hemos probado pues que E tiene la P.A.D.A.

b) Supongamos ahora que E' es separable. Sea (¢n)nGN una su-
cesidn densa en E' vy sea T 1la topologia inicial de E para las
aplicaciones (¢n)n€N' Se comprueba facilmente que las topologias
d(E,E') y T «coinciden al ;estringirlas a la bola de E de centro

0 y radio c¢c.M, que denotaremos por B.

Como en a) construimos una sucesidn (nn)nGKCZ E' 8 E tal que

“Wn“ X ¢ para cada n 6N y
1
Bojemy -0l <5 G <ism

Un razonamiento anidlogo al de (a.i) prueba que la sucesidn
(ﬂn(x))nGN converge uniformemente a x en K, para la topolegia T,
L1

pero como W (x) y x pertenecen a B y en B las topologias T y

0(E,E') coinciden, resulta que (Trn(x))nGN converge a x, debilmen
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te uniformemente en x & K.

Solo nos resta‘probar que el conjunto A = \v) {Wn(x) : x 6 K}
n6N
es debilmente relativamente compacto. Por el teorema de Eberlein

(I.34) nos basta con ver que A es debilmente relativamente secuen-

cialmente compacto.

Sea (yn)nGN una sucesidn de elementos de A; cada Ya sera

de la forma y =7, (x_ ) con x_ 6 K. Pueden darse dos casos:
n kn n n

i) Existen un k 6 N, y una subsucesidn (ynj)jGN de (yn)nGN
tal que Yn. = nk(x“.). Aplicando que K es debilmente compacto, te
, j h]
nemos que existe una subsucesidn de (x ) que seguiremos deno-
J

j6m’
tando igual, que converge dehilmente a un x 6 K.
Es claro en este caso que la correspondiente subsucesién

(yni)jGN converge a wk(x) debilmente.

ii) Existe una subsucesidn de (k_) creciente. Denotamos a

n‘néR’
dicha subsucesidn también por (kn)nen‘ Como antes, por ser' K de-
bilmente compacto, existira una subsucesiodon (xnj)jGN de (xn)nGN‘

debilmente convergente a algiin x € K. Tendremos entonces para cada

¢ 6 E'

| <y ) -x,¢>| = !<nk“ (xn.) -x,¢>| < |<1rkn (xn_) -x, 20> | +

J j J 3 J

+ |<xn.-x,¢>|
3

y como los dos sumandos del dltimo término tienden a cero, resulta

que la subsucesidn (yn )jGN converge debilmente a X.y4
J
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COROLARIO IV.5. Si E es un espacio de Banach tal que su dual E'

es separable y tiene la propiedad de aproximacidn entonces E tiene

la propiedad de aproximacidn dé&bil compacta (P.A.D.C.).

Demostracidn: Si E' es separable y tiene la p.a. entonces E' tie-

ne la propiedad de aproximacidn métrica (I.19).

Estos dos {iltimos resultados prueban que la mayoria de las propie
dades de aproximacidn que aparecen en la literatura en cuestiones rela
cionadas con problemas de aproximacidn en espacios de funciones dife-
renciables, estan incluidas en las clases que nosotros introducimos
aqui. Asi por ejemplo, si E tiene la propiedad (B) que introduce
Restrepo (ver [46|) y juega un importante papel en el trabajo de Gue-
rreiro sobre adherencia de ideales |20}, o si E tiene la propiedad
(B') introducida por Guerreiro |20|, entonces E' es separable y tie
ne la propiedad de aproximacidn y por tanto (corolario IV.4) E veri
fica la P.A.D.C. En particular gi E tiene una base de Schauder re~
ductora, (ver |33[), como por ejemplo Cy £P con 1 < p < =,

Lp|0,1| con 1< p < » o0 en general cualquier espacio de Banach con
una base incondicional y que no contenga a Ll (véase |33D. entonces

E posee la P.A.D.C.

Por otra parte en ei trabajo de Aron y Prolla |5| la propiedad
de aproximacidén que alli utilizan es que el dval de E, E', posea
la propiedad de aproximacidn acotada que hemos probado en la proposi-
cién (IV.3) es una condicidn, en principio, mds fuerte que el que E

posea la P.A.D.A.
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COROLARIO IV.6. Si E es un espacio de Banach reflexivo, entonces E

posee la P.A.D.A. (o equivalentemente la P.A.D.C.) s8i y solamente si

E tiene la propiedad de aproximacidn acotada.

e

Demostracidn: Si E tiene la propiedad de aproximacidn acotada y es
reflexivo, E' tiene la propiedad de aproximacidn acotada (I.17) y

por la proposicidén (IV.4) E tiene la P.A.D.A.

Reciprocamente, si E tiene la P.A.D.A., existirid una red

(ni)

ier tal que “i(x) + x debilmente uniformemente en la bola uni-

dad cerrada de E, B y ademds el conjunto \_}' W.(BE) estd aco-
iel

tado en E, 7y por tanto existird una constante positiva M tal que

E’

para cada i € I, "“i" <M.

Por otra parte, sean K E' wun conjunto compacto (para la topo
logia inducida por la norma) y € > 0. Como la topologia O(E,E') y
la topologia de la convergencia Pniforme sobre los compactos coinciden
en los subconjuntos acotados de F, resulta que existe un entorno d@

bil de 0 en E, V, tal que
vn (1 +M)BE = EK° N (1 +M)BE

Ahora bien como E tiene 1a P.A.D.A. existe un 1 6 I tal que

ni(x) - x 6V (x 6 BE)
y por tanto para cada ¢ € K y cada x 6 BE
| <x, pom, - o> = ](ﬂi(x) -x,$>] < €

luego

o om; - ¢l < e
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Hemos probado entonces que E' tiene la propiedad de aproxima-
cidn acotada y por tanto E tambié&n tiene la propiedad de aproxima-

cidn acotada (1.17.(3)).#

COROLARIO IV.7. Si E es un espacio de Banach reflexivo, E tiene

la P.A.D.A. (o equivalentemente la P.A.D.C.) si y solamente si E

tiene la propiedad de aproximacidn.

.

Demostracidn: Es conocido que eng un espacjio de Banach reflexivo, 1la
propiedad de aproximacidn y la propiedad de aproximacidén acotada son
equivalentes (ver l33|proposici6n l.e.15 y comentarios posteriores a

su demostracidén, pp. 39-40). Basta aplicar entonces (IV.B).#

Este {iltimo resultado nos permite dar un ejemplo de un espacio

de Banach que no posee la propiedad de aproximacidn débil acotada.

EJEMPLO: Sea E un subespacio cerrado de alglin £P con 2 < p < =
que no posea la propiedad de aproximacidn (véase |33], p. 90). Como E
es un subespacio cerrado de un reflexivo, E> es reflexivo y por tan-

to por (IV.6) no puede poseer la P.A.D.A.

En el capitulo VI obtendremos otros resultados referentes a estas

propiedades. También veremos alli un ejemplo de un espacio de Banach

con la propiedad de aproximacidn que no tienme la P.A.D.C.

Por {iltimo, observemos que aunque nosotros suponemos siempre que
E es un espacio de Banach real, todo lo dicho hasta aqui referente a
la P.A.D.A. y la P.A.D.C. sigue siendo igualmente vdlido si E es un

"

espacio de Banach complejo.

Vamos a pasar ahora a estudiar el problema de la densidad de sub
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dlgebras polinomiales que motivé la introduccidn de los anteriores
conceptos. El primer problema que se nos plantea, y de ahi nuestro in
terés en las propiedades de aproximacidn, es el de aproximar funcio-

nes del espacio C',.(E) por funciones de la forma £ °u con

p
wb
u 6 E' @ E, que nos permite reducir el problema al caso finito-dimen

sional.

LEMA IV.8: Sea 1 < j < p. Si Aj c wa(JE,F) es un conjunto precom
pacto, entonces para cada € >0 vy para cada B ¢ E acotado, existe
W, entorno débil de 0 en E, tal que para cada x,y 6B, x-y6W se veri-

fica

lex) = py)ll <€ (p 6 Aj)

Demostracién: Sea & > 0 tal que para cada x 6 B, J|x|] < §. Consi-
deramos H = {p € P JE,F) : lell < £}, como A es precompacto,
wb 463 j

existen Ppreocesby elementos de Aj’ tales que
s
A.c \J (p_ + H)
] r=1 r

Para cada P, (1 < r < s8) existe Wr entorno débil de cero en

E tal que para cada x,y6EB, x-ygwr se tiene

lo, 00 - p W] < er2

s
Sea W = W.. Entonces como para cada p € Ai' existe un T,
r=1 :
€ . .
1 <r < s tal que ﬂp—pr" < gg;, resulta que si x,y6B, x-y6W se veri-

fica:

Ter-p] < IpGep Gl + Ip,GO-p, I + Ip,-p, O} < == A=+l +
r r 463

+

1]

< E.#
LEMA 1V.9. Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.A. Si
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f 6 CZb(E’F) y. Af = {f ou : u 6 E'" @ E}, entonces f pertenece a

P _ 4
la Twc clausura de Af en Cwb(E,F).
Demostracifén: Dado K subconjunto debilmente compacto de E, existe

s 1
una red (ui)iGI contenida en E' @8 E, tal que (ui)iGI converge a
la identidad de E debilmente uniformemente sobre K y ademis
B, = K Ll[ui(K) : 1 6 I} estd acotado en E. Sea B un subconjunto
absolutamente convexo y acotado de E que contenga a B; y al con-

junto {z -u;(x) : z € B}, x 6K, i6 1}.

La funcién f es debilmente uniformemente continua sobre K y

debilmente continua sobre B, luegq:

(i) Existe ~U1, entorno débil de 0 en E, tal que si x 6 K,

y 6§ B y x-y 6 U, entonces | £(x) £y < €.

Sea 1 < j < p. La funcidn plf : E — Pmb(JE,F) es debilmen
te continua sobre los acotados de E, luego el conjunto
{(pIf(x) : x 6 K} es compacto en wa(jE,F) y por tanto precompacto.

Aplicando ahora el lema (IV.8) tenemos:

(ii) Existe U entorno débil de 0 en E, tal que:

2

I ex)y - DMz < e/2
para cada x 6 K y cada Y,z 6 B, y-z 6 U,.

Ademids la aplicacidn plg : E — wa(]E,F) es debilmente uni-

formemente continua sobre K, y debilmente continua sobre B, 1luego:

(iii) Existe U3, entorno débil de 0 en E tal que si x 6 K, "

y 6B y x-y 6 U3 entonces
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“Djf(x)z - Djf(y)z Il <% si z 6 B.

Sea U = UIIW U2 N U3. Existe un i 6 I tal que para cada x 6K

x - ui(x) e v,

Denotamos u = u,.

Si x,y 6 K, resulta:
a) l€(x) - £u(x))] < € por (i)

») 3oy - pIE cw oyl = 0PIy - pIEEu] <
< Ip¥ey - pIe) GarN] + oiex) (uiy)) -

- Djf(u(x))(u(y))" < % + % por (ii) y (iii).#

TEOREMA IV.10. Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.A. Si
A C Cgb(E) es un dlgebra de Nachbin tal que para cada f € A y cada
u 6 E' @ E, fou pertenece a la Tzc—clausura de A, resulta que A

P P
es T, . densa en Cmb(E)'

Demostracidn: Sean f € Czb(E), u 6 E'"@E, K subconjunto debilmen
te compacto de E y g > 0. Sea Ey = u(E). Si denotamos por g la
restriccién de f a E; y por A]El al conjunto de las restricciones
a E; de los elementos de A, TrTesulta que g 6 Cp(El) y A|El es
un dlgebra de Nachbin en Cp(El). Aplicando el teorema de Nachbin

(I.23) resulta que existe a 6 A, tal que si b = a,El, se tiene

Ipdgx)y - Dbyl <€ (0

A

jiz<p

para cada x,y 6 u{(K). Es decir, si x,y 6 K, se verifica
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ID3I(f cw)(x)y - DI(a su)(x)y| = IDIECux))uly) - DIaCu(x(uy)]| =
= Ipdgux)ucy) - pIbu)uyn] < €

Ahora basta aplicar el lema (IV.9) para concluir la demostraci6n.#

El siguiente lema nos permitir3d pasar del caso escalar al vecto-

rial.

LEMA 1IV.1l. Sea E un espacio de Banach que verifica la P.A.D.A. Para
cada espacio de Banach F, se verifica que C:b(E) 8 F es denso en
Y

Cgb(E,F) para la topologia Twc*

Demostracidon: Sean f € Czb(E,F), u 6 E'®E, KC E subconjunto de
bilmente compacto y € > 0. Sea E; = u(E). Si denotamos por g 1la
restriccidn de f a El’ resulta que g 6 Cgb(El,F). Como Cgb(El,F)
y Cgb(El) coinciden con los espacios usuales de Fréchet, por (I.24)
resulta que Cgb(El} @ F es denso en Cgb(El,F) con la topologia

<P
we

y por tanto existe b € Cgb(El) 8@ F tal que
Iplg(x)y - PIb(x)y] < e (0 <j < p)
para x,y € u(K). Es decir:
D2 CE eu)(x)y =D (b cu) )y = DT ECu(x))u(y) -
- pIb(u(x))ulyN < e (0 < i <p), si x,y 6 K.
Por Gltimo, teniendo en cuenta que b ou es un elemento de
cgb(E) 8 F, basta aplicar el lema (IV.9) para concluir la demostra-

cidn
“#
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TEOREMA IV.12. Sea' E un espacio de Banach con la P.A.D.A. Si
A C Czb(E,F) es un 3lgebra polinomial de Nachbin tal que para cada

a8 A ycada u 6 E' @ E, a su pertenece a la Tp ~adherencia de

we

A, entonces A es densa en Cgb(E,F) para la topologia TSC

Demostracidn: Sea M = {u' °ca : a 6 A, u' 6 F'}. Claramente M es
un subdlgebra de C;b(E). Ademis como A es un dlgebra polinomial

de Nachbin, M es un dlgebra de Nachbin. Entonces por el teorema

P

P _ P _ .
(IV.10) M es Toe densa en Cwb(E) y por tanto la Toe adherencia

P p
de M &8 F en C . (E,F) es CmP(E) @ F. Por otra parte por |44} sa-
' P

bemos que M @ FC A luego A es tmc-denaa en CZb(E) @ F. Ahora
basta aplicar el lema IV.1l para obtener que A es r;c-densa en

P
Cwb(E’F)'#

COROLARIQ IV.I13. Sea E wun espacio de Banach con la P.A.D.A. Entonces

para cada espacio de Banach F, se verifica que los polinomios de ti

. P _ P
po finito son Twe densos en Cwb(E,F).

Demostracidn: Vimos en el capitulo III que los polinomios de tipo fi-
nito estaban contenidos en Cgb(E,Fl. Ademds Pf(E,F) forman un 4l-
gebra polinomial de Nachbin y por tanto basta aplicar el Teorema 1V.

12.#

OBSERVACION: Hicimos notar en el capitulo anterior que si E era re-
flexivo, los espacios Cgb(E,F) y Cgbu(E,F) coincidian, incluso to
poldgicamente. Es de resaltar tambi&n, que en este caso, a la vista

del corolario IV.6, los teoremas de densidad que dan Aron y Prolla |S5|

para C;bu(E’F) son idénticos a los que aqui damos para Cgb(E,F)
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(teorema 1IV.12) aunque los puntos de partida de ambos trabajos son di
ferentes., Esto creemos resalta una vez mi3s la idoneidad de la P.A.D.A.

para el estudio de problemas de aproximacién en el dlgebra Cgb(E,F).
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V. ESTRUCTURA DEL ESPACIO Cgb(E,F) COMO ESPACIO LOCALMENTE

CONVEXO.

En la mayoria de los espacios de funciones diferenciales sgobre
un espacio de Banmach, el estudio de la estructura como espacio local-
mente convexo suele presentar grandes dificultades. Asi, por ejemplo,
un problema todavia abierto es el de caracterizar cuando el espacio
Cp(E,F) de funciones de clase p en el sentido usual de Fréchet, es
tonelado o bornolégico. En contraste con esto, es facil estudiar la
estructura localmente convexa de Cgb(E,F). En este capitulo, vamos
a estudiar cuando el espacio C;b(E,F) es tonelado, infrgtonelado,
bornoldgico o de Fréchet. Los regsultados obtenidos contrastan, en al-
gunos casos de forma muy notable, con el caso del espacio Cmb(E’F)
de funciones debilmente continuas sobre los acotados de E. Por @lti
mo, veremos, también en este capitulo, algunos ejemplos que muestran
que, en general, el espacio Cgb(E,F) no es completo, lo que motiva-

rd que estudiemos su completado en el siguiente capitulo.

A lo largo de este capitulo nos serd de gran utilidad el siguien

te lema.

LEMA V.1. Para cada p > 1, el espacio Cgb(E) contiene a E' como

subespacio complementado.

Demostracidn: Es claro que E' estid contenido en Cgb(E). Ademd3s pa
ra cada K ¢ E débilmente compacto y cada x' 6 E'

PK(x‘) = sup {[Djx'(x)yl : x,y 6 K, 0< j<pl-=

o= sup {|x"(x)] : x & K}.
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Luego la topologia inducida en E' por la topologia Tzc de C;c(F)

es la topologia de Mackey T(E',E).
Por otra parte, la aplicacidn
. cP '
o Cmb(E) 3 E
f — Df(0)

- . = . . :
es una aplicacidn lineal, que se comprueba inmediatamente que es una

P

proyeccidn. Ademds, si consideramos en Cgb(E) la topologia Toe Y
en E' 1a <T(E',E), 7 es continua. Por tanto E' es un subespacio

complementado de Cgb(E).#

TEOREMA V.2. Para cada p > 1, el espacio Cgb(E) es tonelado si y

solamente si el espacio E es reflexivo.

Demostracidn: Ya observamos que si E era reflexivo, el espacio
Cgb(E) coincidia, incluso topoldgicamente, con el espacio Cgbu(E).
Como este filtimo espacio es completo (]5| proposicidén 3.3.) y su topo
logia viene definida por una familia numerable de seminormas, es un

espacio de Fréchet (I.14) y por tanto tonelado (I.29).

Reciprocamente, si Cgb(E) es tonelado por (I.30) y el lema V.1
resulta que (E',T(E',E)) es tonelado y por tanto (ver (I.31)) E

es reflexivo.#

TEQOREMA V.3. Czb(E) es infratonelado si y solamente si el espacio E

es reflexivo.

Demostracidn: Si E es reflexivo, hemos visto en el tecrema anteriory

que CEB(E) es tonelado y por tanto infratonelado,
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Reciprocamente, si Cgb(E) es infratonelado, por el lema V.l y
(I.30) resulta que (E',T(E',E)) es infratonelado. Ademds como E es
un espacio de Banach, (E',T(E',E)) es casi-completo ({21} p. 218).
Ahora por (I.28) como (E',T(E'LE)) ;s infratonelado y casi-completo,

es tonelado y por tanto E es reflexivo (1.31).#

COROLARIO V.4. Cgb(E) es bornoldgico si y solamente si el espacio E

es reflexivo.

Demostracidén: Si Cgb(E) es bornoldgico, es infratonelado luego por

V.3. E es reflexivo.

Si E es reflexivo, vimos en (V.2) que Cgb(E) es Fréchet, lue

P -
go, por (I.29), Cwb(E) es bornolog1co.#

Ahora para pasar a estudiar el caso vectorial necesitaremos el

giguiente lema:

LEMA V.5. Para cada espacio de Banach F, el espacio Cgb(E) es iso

morfo a un subespacio complementado de Csb(E,F).

Demostracidén: Sea ¢ 6 F' una forma lineal no nula y sea y 6 F tal
que ¢(y) = 1. Si denotamos por G al subespacio vectorial de F
engendrado por el vector y, sea T : Cgb(E,F) + CSb(E,G) la aplica
cidn definida por 7n(f) = (¢ & y) of (f 6 Cgb(E,F)). Es claro que

T es una proyeccidn. Ademis
sup {lodme)yzl ¢+ x,z 6 k, 0 < j < p} =

= sup {| (¢ @ y)Djf(x)z“ : x,z 6§ K, 0<3j <pl=
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sup {J¢(D3f(x)z)|"y“ t x,z 6§ K, 0< j < p}x

it

Nol Ay sup €)Die)z) ¢+ x,2 6 kK, 0< i< p}.

A

Esto prueba que 7 es continua. Por tanto Cgb(E,G) es un subespacio
complementado de Czb(E,F). Por Giltimo es evidente que C:b(E’G) es

. P
isomorfo a cmb(E)'#

Teniendo en cuenta este lema y los resultados anteriores, podemos

dar el siguiente teorema resumen:

TEOREMA V.6. Para cada espacio de Banach F las siguientes proposicio

nes son equivalentes:

(a) E es reflexivo.

(b) Czb(E,F) es Fréchet

(c) C:b(E,F) es tonelado

(d) Czb(E,F) es infratonelado

P P
(e) Cmb(E’F) es bornoldgico.

Demostracidn:

. . p . . P
a) => b) Si E es reflexivo, Cmb(E’F) coincide con Cwbu(E’F)
y este espacio es completo (|5| proposicidn 3.3) y su topologia viene

.

inducida por una familia numerable de seminormas, por tanto es Fréchet.
b) => ¢) Ver (1.29)
c) ==> d) Es inmediato a partir de las definiciones.

d) => a) Si Cgb(E,F) es infratonelado, por el lema V.5 y (I1.30) ﬁ
resulta que Czb(E) es infratonelado, luego, por V.3, E es reflexi-

VO.
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b) => e) Ver (I.29)

e) ==> a) Si Cgb(E,F) es bornoldgico, (I.30) y V.5 implican que

CZb(E) es bornolégico luego, por (V.4), E es teflexivo.#

.

Es de resaltar el contraste de este resultado con el correspon-
diente para el espacio de funciones debilmente continuas sobhre los
acotados. Asl por ejemplo mientras Cmb(E’F) es siempre tonelado
{lSl, para p > 1 Cgb(E,F) es tonelado si y solamente si E es re

flexivo.

Vamos ahora a dar algunos ejemplos que muestran que en general
el espacio Cgb(E) no es completo. Antes de dar estos ejemplos, ob-
servemos que como consecuencia del lema V.5 si el espacio CSB(E) no
es completo entonces para cada espacio de Banach F, Cgb(E,F) no es
completo. Por tanto los ejemplos que damos para un Cgb(E) serdn va-

lidos también bara cualquier Czb(E,F) con F espacio de Banach.

EJEMPLOS

1. Sea E un espacio de Banach en el que existe una sucesidn

(¢.) C E' tal que (¢n) converge a 0 en la topologia T(E',E)

n’ n6€N n6N
= P
y “¢n“ = 2 para gada n € R. Entonces Cwb(E) no es completo.
- N 2Zn
Demostracifn: Para cada N 6 N, sea fy(x) = Z |¢n(x)| (x 6 E).
n=1

Es claro que para cada N 6 K, £, 6 Cgb(E).

Pado K ¢ E, debilmente compacto, sea ¢ > 0; (g < 1); -existe

un N_ 6 N tal que para cada N > N, |¢n(x)| <g para todo x & K.

o

o

Asi si N,N' 6 N son tales que N > N' > N se tiene para cada j,

0

IA

j <P,
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N

h| j - . 2n- j
|p fN(x)y - D fn‘(x)Y| = 'n>%' 2n ... (2n-3+1)[q5x)] j[ﬁ$Y)]J|£
N 2
< ¥ 2n ... (2n~j+1)e“"
n>N'
y este {iltimo término tiende a cero cuando N y N' tienden a infini-
- ;a2 P P ;
to. Asi {fN}NGN es una sucesidén de Cauchy en (Cmb(E)’Twc)' En cam
bio {fN}NGN no converge, pues si convergiera lo haria puntualmente

o0

y el limite puntual de {fN} es la funcién f(x) = Z |¢n(x)|2n
n=1

que vimos en la demostracidn del teotrema III.18 no pertenecia a

P
Cup (E) -y

2., Si E es un espacio de Banach de dimensidén infinita en el que
los debilmente compactos y los compactos en norma son los mismos, en-

tonces CEB(E) no es completo.

Si en E 1los debilmente compactos y los compactos en norma son
los mismos, se comprueba facilmente que en E' 1los O(E',E)-compac-
tos vy los T(E',E)-compactos son los mismos. El teorema de Josefson-
Nissenzweig (I.32) muestra que existe en E' una sucesidn (¢n)nGN
de vectores de norma 2 y O(E',E)-convergente a 0. Por lo dicho ante

riormente (¢ ) oo también convergera a 0 en T(E',E) vy basta tener

en cuenta 1.

Un caso particular de este ejemplo se tiene para E = ll. Tam-
bién si E es un subespacio con la propiedad de Dunford-Pettis (|14
p. 633) del dual de un espacio F que no contiene ningilin subespacio

"

isomorfo a [1 (ver |47]), E estd en las hipdtesis del ejemplo.

3. Si E es un espacio de Grothendieck (|11]) con la propiedad
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de Dundford-Pettis, CBb(E) no es completo. .

Sea (¢n)nGNC E' tal que ||¢n|[ =2 y ¢, > 0 en o(E',E)

(ver (1.32)). Como E es un espacio de Grothendieck, 1las sucesiones

J(E',E)-convergentes son O(E',E")-convergentes, luego ¢“ + 0 en

G(E',E") y como E tiene la propiedad de Dundford-Pettis, ¢, > O

en T(E',E") (ver |14| p. 636) 7y por tanto ¢, > 0 en T(E',E).

Ahora basta tener en cuenta 1 para ver que Cgb(E) no es completo.
Ejemplos de espacios en las'hipﬁtesis'de 3 son todos los espacios

Pl 6 inyectivos (|33|, pg. 105) como por ejemplo, Zm, Lw(]o,ll) 8 C(K)

con K compacto extremadamente disconexh (|12| p. 178).
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VI. SOBRE EL COMPLETADO DEL ESPACIO C;b(E,F). LA PROPIEDAD
DE APROXIMACION.

Hemos visto en el capitulo V que en general el espacio C;b(E,F)

no es un espacio completo. Por tanto tiene inter@s estudiar como es

el complefado de dicho espacio. En este capitulo, por un procedimien-’

to totalmente paralelo al seguido por Bombal y Llavona en |7|, vamos

a obtener una representacidén del completado de Cgb(E,F). Dicha re-

presentacidn se construye de forma totalmente aniloga a la seguida en
el caso de Cgb(E,F) pero considerando de partida en vez de diferen-
ciabilidad en sentido de Fréchet, en sentido compacto de Hadamard pa-
ra la topologia débil. El poder obtener una representacidén del comple
tado como un espacio de funciones diferenciables nos va a permitir, me
diante la té&cnica del e-producto, estudiar la propiedad de aproxima-

cidn en los espacios Cgb(E,F).

Primeramente introduciremos el concepto de diferenciabilidad que

vamos a utilizar en este capitulo.

DEFINICION VI.1l. Para cada n 6 N, definimos ch(nE,F) como el es-

pacio de todos los polinomios ﬁ—homogéneos que son debilmente conti-

nuos al restringirlios a los subconjuntos debilmente compactos de E.

Dotamos a este espacio de la topologia de la convergencia unifor

me sobre los subconjuntos debilmente compactos de E.

Este espacio coincide con el espacio de los polinomios n-homogé-
n
neos debilmente secuencialmente continuos Pmsc( E,F) (véase |4]) 'y

contiene a wa(nE,F). 8i E' es separable o si E = ¢ _(I'}) o
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Py (@ < p < @) para alguna familia de indices [, entonces

n n . . . N
Pmsc( E,F) = Pmb( E,F). (|2] ejemplo 2.1) y por tanto también coinci-

den con Pmc(nE,F). En general ch(nE,F) contiene estrictamente a
o
n . . . _ 2
P o E,F); por ejemplo el polinomio f(X)-nZI x ~ para X‘(Xn)nen,ﬁ
8 Zl es de ch(zll) (nétese que Pmc(ztl) = P(zll)) y no es de
P (le) ya que no es compacto.

wb

PROPOSICION VI.2. Para cada n 6 N, ch(nE,F) es completo.

Demostracidn: Sea {Pa}aGA una red de Cauchy en ch(nE,F). Para ca
da x 6 E, 1la red {Pu(x)}aGA es de Cauchy en F y por tanto exis-
te P(x) 6 F tal que {Pa(x)}asA converge a P{(x). Mias afin, la an-
terior convergencia es uniforme sobre los subconjuntos debilmehte com
pactos de E. Se comprueba facilmente que P es un polinomio n-homo

géneo de E en F y como los {Pa} convergen uniformemente sobre

a6A
los debilmente compactos y cada uno de ellos es debilmente continuo so

bre los compactos débiles resulta que P € ch(nE,F).#

DEFINICION VI.3. Sea X wun espacio localmente convexo. Diremos que

una funcidén f :'E » X es diferenciable en sentido compacto d&bil en

a 6 E sgi verifica:

a) Para cada K C E debilmente compacto con a 6 K,

flg ¢ (K,U(E,E')lx) — X es continua en a.

b) Existe una aplicacidén lineal u : E + X tal que para cada

K ¢ E disco debilmente compacto se verifica

lim
t+ o

f£(a +th) - i(a) = u(th) = 0, uniformemente en h € K
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Se dice entonces que u es la diferencial en sentido compacto
débil de f en a y la denotaremos por Df(a). Diremos que
f : E+ X es diferenciable en sentido compacto débil si f es dife-

renciable en sentido compacto débil en todos los puntos de E.

La condicidn b) de la anterior definicidén la podiamos haber enun
ciado diciendo que f es diferenciable en el sentido de Hadamard pa-

ra la topologia débil de E, |62].

PROPOSICION VI.4. Si f : E + X es diferenciable en sentido compacto

débil en a 6 E entonces Df(a) es debilmente continua al restringir

la sobre los debilmente compactos de E.

Demostracidn: La demostracidn es totalmente aniloga a la de la propo-

gicidn (III.J).#

En todo lo que sigue, al hablar de las diferenciales de orden ma
yor que 1, Dpf(a) designard no a la diferencial de orden p de f
en a, sino al polinomio p-homogéneo asociado. Con este convenio y a
la vista de la proposicién VI.4 se tiene que las derivadas sucesivas

tendrdn como rango los espacios de polinomios que introdujimos en

(vi.l).

DEFINICION VI.5. Sea X un espacio localmente convexo. Diremos que

una funcién f : E > X es p-veces diferenciable en sentido compacto
débil si f es (p;l)—veces diferenciable en sentido compacto dé&bil
y la aplicacién Dp—lf : E — ch(p_lE,X) es diferenciable en sen-

tido compacto débil, donde D%f = £.

Diremos que f es una funcidn de clase p, si f es p veces
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diferenciable en sentido compacto débil y la aplicacién
pPf : E — ch(pE,X) es debilmente continua sobre los subconjuntos

debilmente compactos de E.

Denotaremos por CSC(E,X) al conjunto de todas las aplicaciones
de clase p de E en X. 8i X =R, simplemente lo denotaremos

p
ch(E).

De la propia definicidn se obtiene que toda funcidn diferenciable
en sentido compacto débil es continua. También es inmediato a partir
de la definicidn que toda funcisn diferenciable en sentido compacto
de Hadamard, para la topologia de la norma ([62]), verifica .VI.3.(b),

y ademds Df <coincide con la diferencial en sentido compacto.

Necesitaremos mds adelante las siguientes propiedades de la dife

rencial en sentido compacto débil:

PROPOSICION VI.6. Sean E, F, G tres espacios de Banach.

a) si f 6 CEC(E,F) y u : G+ E es una aplicacidn lineal debil
mente continua sobre los subconjuntos debilmente compactos de G, en

tonces fou 6 CSC(G,F) y

pIE(u(x))(u(y)) (x,y 66, 1 <3 <p)

pd (Fou) (x) (y)

b) Si f € Cgc(E,F) y u es una aplicacién lineal de F en G,

p
entonces u°cf € Cmc(E’G) y

pdue) () (y) = w@IEG ) (x,y 8 E, 1 <j < p)

. 1 1 1
c) Si f 6 ch(E,F) y g6 Cmc(F’G) entonces gof € ch(E,G) y
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D(gef)(x) = Dg(f(x)) o DE(x) (x 6 E)

d) Teorema del valor medio: Si f es una aplicacidn diferencia-
ble en sentido compacto débil de E en un espacio localmente convexo '

X, y a 6 E entonces

f(a+x) - £(a) & |co| ({DE(y)(x) : y 6 [a, a+tx]})

donde [col designa la envoltura absolutamente convexa.

Demostracidn: La demostracidn de estos resultados puede verse en |62|.#

DEFINICION VI.7. Consideramos en CSC(E,F) la topologia Tgc induci

da por la familia de seminormas
f — pK(f) = sup {|pIECx)yl : x,y 6 kK, 0 < j < pl

cuando K varia en la familia de los subconjuntos debilmente compac-

tos de E,.

PROPOSICION VI.B. El espacio cgc(s,r) dotado de la topologia Tsc

es completo. .

Demostracidn: Sea (fu) una red de Cauchy en CSC(E,F). Para ca-

a6A

da x 6 E y cada j (0 < j < p), (DJfa(x)) es una red de Cauchy

aGA
en PwC(JE,F). Como ch(JE,F) es completo (Proposicidn VI.2) re-

sulta que existen

tix) 6 P _Je,p) 0 <5 < p)

: i i j
tales que cada red (D fu(x))uGA converge a f*(x) en Pmc( E,F).

Esta convergencia es uniforme sobre cada O(E,E')-compacto, luego ca

i



- 74 -

da fj es debilmente continua sobre cada O(E,E')-compacto.

Por otro lado, para cada x 6 E y cada j, 0 < j <p

) = e,

donde f = f°. En efecto, para j = 0, el resultado es trivial. Su-
pongdmoslo cierto para j = n < p y probémoslo para j = n+l. Sea

x 6 E y KCE 0(E,E')-compacto. Sean L un subconjunto de E,
debilmente compacto y € > 0. Aplicando el teorema del valor medio a

la funcidn de variable real
n n
v(t) =D fa(x +th) - D fB(x + th)

regsulta

[n“f (x +th) - D"f (x) - (D™f (x +th) - D"f
o o B B

|-

(x))] =

|

[v(t) - v(®] & L [Ca] ((pv(a)(x) : s & [0,£]}) =

n+l

= |co| ({D fa(x +sh) (h) - Dn+1f8(x +sh)(h)': s 6 [0,e]}).

([0,t] desgina el conjunto f{tA : 0 < A < 1}).
P .
Por ser (fa)uGA una red de Cauchy en ch(E,F), existe un

a, 6 A tal que si a,B > o, e y &€ x+|K| entonces

-

n+l

I e vz - ™ leg(y)zl < €/3 (z 6 kUL

por lo que si o,B > ao

It (veey - vean el <e/3 (28 1)
Como consecuencia se tiene
(1) "% [P (x+eh) ~DUE(x) -DVE (x+eh) - D't (0] <5 (z61)
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siempre que a > o, lt] <1 y h 6 K.

Por otro lado si ﬁn+l denota la diferencial como aplicacién
(n+l)~lineal, se tiene
1 an+l +1
2 g [B" £,(x) (en) - P e (emd ] () < €43 (z 6 LY .

para h 6 K y algin a

Iv

a,. Para este a, existe un §, 0 <8< 1,

tal que si |t| <8 y h 6 K se cumple
1 n n n+1 €
3) Mg [07 £ (x+en) - DUE (x) =D £ (x)(en)] (M <3 (2 6 L).

Por 6ltimo, si fn+1(x) es la aplicacidén (n+l)-lineal asociada

+1
" (x), (x 6 E) s8i consideramos la aplicacidn lineal

- ?n+1

u: E— ch(nE,F) definida por u(y)(z) (x)(y,z,...,2) se

|1 [P exttn) - D"E(x) - w(tW] ()] < e (z 6 1)
si |t|] < § y h € K, aplicando (1), (2) y (3).#

LEMA V1.9. Sea p > 1. 8Si F C:ch(pE,F) es un conjunto precompacto,
entonces dados ¢ > 0 y H C E debilmente compacto, existe W en~

torno débil de 0 en E tal que para cada x,y 6 H, x-y € W

Jux) - u(y)) <e (y 6P

Demostracidn: La demostracidn es totalmente aniloga a la del lema IV.BW

LEMA VI.10. Sea E wun espacio de Banach con la propiedad de aproxima-,
cidn débil compacta. Si f € CZC(E,F) y Ag = {fou : u 6 E' 8 E}

entonces f es adherente a Ag en CZC(E,F).
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Demostracidn: Sean ¢ > 0 y Ke E un subconjunto débilmente compac
to de E. Como el espacio de Banach E posee la P.A.D.C., existe una
red (U,)

ilig1 € E' @ E tal que U;(x) + x debilmente uniformemente
en x 6 K y tal que L = K U (Ui(K) 1 6 I} es debilmente compacto

en E.

Por ser f uniformemente debilmente continua en L, existe wl

entorno débil de 0 en E, tal que

(1) "f(x) - f(y)“ < e si x,y 6 L v x-y 6 Hl.

Por otro lado, si 1 < n < p, como D"£(K) es compacto en
Pmc(nE,F), aplicando el lema anterior, resulta que existe WZ’ en-

torno débil de 0 en E, tal que

(2) ||an(x)y - an(x)z“ <€ef2 si x€6K y y,z G‘|(K—L)\J Lly y-z 6 W7
(r £ a2 p)

. n . . :
Finalmente, por ser D f wuniformemente debilmente continua sobre

L, existe Wa, entorno débil de 0 en E, tal que

(3 o0z - D"E(y)z] < & si x,y 6L, x-y e'w3 y z €1,

(1 < n < p)

Sea W = wlr\ W, NW;; existe un i € 1 tal que para cada
i>1i, si x 6 K, x—Ui(x) 6 W.
Sea u = Ujge Entonces:

a) J£(x) - £(u(x))] <€ si x 6 K por (1)

b) Teniendo en cuenta que si u 6 E' @ E, u : (E,0(E,E')) *E

es continua y por tanto debilmente continua sobre los debilmente com-
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pactos, podemos aplicar el apartado a) de la proposicidén VI.6, resul-
ta

I (x)y =D™E(u(x)) Cay) < D" E(x)y -D E(x) (uly))] +

+ D" E(x) (u(y)) - DRE(u(xN(uly)] < ¢

por (2) y (3) para cada x,y 6 K y 1 < n < Py

TEOREMA VI,ll. Sea E wun espacio de Banach con la P.A.D.C. Si
A C CSC(E) es un dlgebra de Nachbin tal que para cada a 6 A y cada
u 6 E' @ E, acu pertenece a la adherencia de A en C;C(E) enton-

P
ces A es densa en Cmc(E)'
Demostracidn: La demostracién es aniloga a la del teorema IV.IO.#

TEOREMA VI.12. Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.C. Para todo

|14

espacio de Banach F, CEC(E) Q@ F es denso en Cw

(E,F).
c

Demostracidn: La demostracidn es aniloga.a la del lema IV.ll.#

TEOREMA VI.13. Sea E un espacio de Banach con 1la P.A.D.C. Si
A C CSC(E,F) es un Algebra polinomial de Nachbin tal que para cada
a 6 A ycada u 6 E' 8 E, acu pertenece a la adherencia de A en

P 14
ch(E,F), entonces A es densa en ch(E,F).

Demostracidn: La demostracidn es andloga a la del teorema IV.lZ.#

COROLARIO VI.14. Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.C. Enton-
ceg para cada espacio de Banach F, se verifica que los polinomios

de tipo finito Pf(E,F) son densos en CZC(E,F).
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TEOREMA VI.15. Sea E wun espacio de Banach con la P.A.D.C. Entonces
para cada espacio de Banach F, el completado de Cgb(E,F) es

P
ch(E,F).

Demostracidn: Teniendo en cuenta que la inclusién wa(nE,F) s

— Pmc(nE’F) es continua para cada n 6 N, es inmediato comprobar
que el espacio Czb(E,F) és up'subespacio de Cgc(E,F). Ademds como
Czb(E,F) contiene a los polinomios de tipo finito, basta aplicar

P P
VI.1l4 para obtener que Cmb(E,F) es denso en ch(E,F).#

A continuacidén vamos a estudiar la propiedad de aproximacidn en
CSC(E,F). Para ello, siguiendo la técnica empleada por Bombal y Lla-
vona en |7|, representaremos CSC(E,F) como el €-producto de

P
cmc(E) y F.

PROPOSICION VI.16. Sea L un k-espacio, M un espacio semi-métrico

y F una familia en C(L,M). Entonces son condiciones necesarias y
suficientes para que F sea relativamente compacto en- C(L,M) con

la topologia compacto-abierta, las siguientes:
a) Para cada compacto K de L, FIK es equicontinuo en C(K,M)
b) Para cada x 6 L, el conjunto

F(x) = {f(x) : £ 6 F}

es relativamente compacto en M.
Demogtracidn: Para probar este resultado hasta realizar unas sencillas
modificaciones en la demostracifn del teorema de Ascoli que aparece en

|51] p. 312.,
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OBSERVACION: Si E es un espacio de Banach, denotamos por L al es-
pacio E con la topologia final para las inclusiones (K,G(E,E')|K) >
'“— E cuando K recorre los J(E,E')-compactos, obviamente L es un
k-espacio. Ademds un conjunto K es un compacto en L s8i y solamen-

te si K es débilmente compacto. Por tanto C(L,M) = ch(E,H).

PROPOSICION VI.17. Si F es una familia en CSC(E,F), entonces F

es relativamente compacto si y 88lo si se verifican las condiciones

siguientes:

(Vvi.17.1) Para cada j, 0

A
[
tA
o
<
a
o
o
o

K< E, O(E,E')-com

pacto, el conjunto
i . i
{p7f|, : £ 6 F} € Cy (K,P ("E,F))

es equicontinuo.

(V1i.17.2) Para cada x 6 E y cada j, 0 < j < p, el conjunto
{pdg(x) : £ € F}

es relativamente compacto en PwC(JE,F).

Demostracidn: Consideramos la aplicacidn

p -
. cP ]
9 : ch(E,F) _— -H ch(E’Pmc( E,F))

Jj=o

definida por 8(f) = (D7) g, -

De la definicidén de la topologia en CSC(E,F), se deduce que 1la

aplicacidn O es un isomorfismo topolbgico entre CZC(E,F) y su ima
. 1

gen por 6. En consecuencia F es relativamente compacto en

Cgc(E,F) si y solamente si ©6(F) es relativamente compacto en
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e(c;c(E,F)). Gomo CSC(E,F) es completo (proposicibn VI.8),
P .
G(CP (E,F)) es cerrado en el producto n ¢ (E,p (JE,F)). Por
we j=° wc wc
tanto, aplicando el teorema de Tychonov resulta que F es relativa-

mente compacto en CSC(E,F) si y s6lo si cada proyeccidn

m; (et (r))
es relativamente compacta en Cmc(E’Pmc(lE'F))' El resultado se dedu

ce de la proposicidén VI.16 y de la observacidén posterior.#

LEMA VI.18. Sea f 6 CSC(E,F). Para cada j, 1< j < p, 1la aplica-

[>H

cidn de E xE en F definida por
(x,y) — pIE(x)(y)

es debilmente continua sobre los debilmente compactos de E xE.

Demostracidn: Sea K C E un subconjunto debilmente compacto y sea

e > 0. Dados X ,y, 8 K, como DJf(xo) [ PwC(JE,F), existe W, en

o

torno débil de 0 en E tal que para cada =z 6 K con Yo" 6 Wl se

verifica
i i 1
(1) oletx)z - DECx Dy Il < 5 € .
i j .
Por otro lado D f € ch(E’ch( E,F)) y por tanto existe W,,
entorno débil de 0 en E tal que

( 2) Ipdex)z - pds(yrz| <

rfm

para cada z 6 K y cada x,y € K con x-y € W,.

Por Gltimo si W = WI N wz se tiene de (1} y (2) que si x,y 6K

con  X-X € W, ¥y, 6 W, entonces



- 81 -

Ipdecry -piecx vyl < Indecay -piex)yvl + [piex)y -

IA

-Djf(xo)yoll

in

E.#

TEOREMA VI.19. El espacio Cgc(E,F) es isomorfo al e-producto
Cho(E) e F.
Demostracidn: Sea f € CZC(E,F). Definimos
$CE) = F' —— cP ()
por ¢(f)(y') = y' °f ¢ CZC(E) (proposicidn VI.6.b) para cada
y' € F'.
Evidentemente ¢(f) es lineal. Veamos que ¢(f) € L(F;,CEC(E)).

Dados K C E debilmente compacto y € > 0, sabemos por el lema ante

rior que Lj = pIF(RK)(K) es un compacto en F y por tanto
P
= ° ' . f
L g:l € Lj es un entorno de 0 en F!. Entonces si y' 61
IOy Gy = PIy.ny) = [y odEay)] <«

para todo x,y 6 K.

La aplicacidn ¢ : Cgc(E,F) — Le(F;,Cgc(E)) es evidentemente
lineal. Veamos que es continua. Dados ™M > 0, K C E compacto débil

y € >0, tenemos que si f 6 CZC(E,F) es tal que
. -1 )
Iipdexryl < e ™ (0 <j<p)
para todo x,y 6 K, entonces
Il cery Gyl = DGyl = Iy decanl <«

(0 <3 <p

para todo y' € F' con |y'll <M y para todo x,y 6 K.
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Asi pues, la aplicacidén ¢ es lineal y continua. Ademds, si
f,g son dos funciones de CEC(E,F) tales que ¢(f) = ¢(g), resulta

que para cada y' 6 F', y' of =y

'eg de donde se tiene que necesa-

riamente f = g. Por tantd ¢ tambi&n es inyectiva.

Por otro lado, dados K C E debilmente compacto y e > 0, tene

mos que si

(0 <i<p, (x,y6K)

A
—

D3 (o (£)y") (x)y]

para toda y' 6 F' con |y'| < é, entonces
fod (Exyll = su ly' @I ex)y)] = sup DV (B(E)YyI)Y] < €
Iy'l<t Iy'l<t
para todo x,y € K. Esto prueba que ¢ es un isomorfismo topoldgico

sobre su imagen. Para concluir la demostracidn bastard probar que ¢

es suprayectiva.

Sea u € L(F;,CZC(E)). Para cada j, 0'§ j < p y cada X,y 6E,
la aplicacidn

(*) y' —— M (uy") (x)y
es una forma lineal sobre F'. Ademds existe un H ¢ F compacto tal

que para toda y' 6 H° se tiene

(1) Iy oy | <1 (0 < < p),

A

por la continuidad de 12 aplicacidén u. Pero (1) nos dice tambi&n que
la aplicacidn de (*) es continua. Como el dual de F; es F, existe

un finico fj(x)(y) de F tal que
(*%) I (m,y's = DIy )y (x,y 6 E, y' € F")

Si se prueba que f° = f 6 CZC(E,F), entonces ¢(f) = u y habremos
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probado que ¢ es suprayectiva.

En primer lugar observemos que como el segundo miembro de (**)

es un polinomio j-homogéneo, fJ(x) es un polinomio j-homogéneo. ?

Probemos ahora que para cada x € E, fj(x) [ ch(JE,F). Sean
K c E un subconjunto debilmente compacto y € > 0. Como la bola uni

dad de TF', B es compacta en F; (recuerdese que las topologias

F"
*-débil y la de la convergencia uniforme sobre los compactos, coinci-
den sobre los acotados de un Banach), el conjunto u(BF.) es un con-— s
junto compacto en CSC(E). Por tanto, aplicando la proposicidn VI.17,
resulta que para cada x 6 E el conjunto
(I (uy" ) (x) =y 6 B}
es relativamente compacto en Pmc(JE)' Aplicando el lema VI.9 tene-~
mos que existe W, entorno débil de 0 em E, tal que para cada j,
1 <j <p se tiene para cada y' € BF'
D3 uy ) )y - pIuyr(x)z| < €

si x,y,z 6 K y z-y 6 W. Es decir

[<fJ(x)y - fJ(x)z,y'>| < € ~-para todo y' 6 Bpy

si x,y,z 6 K y z-y 6 W.

Por tanto fJ(x) € ch(JE,F) para cada j, 0 < j < p.

Veamos ahora que para cada j, 0 < j < p, 1la aplicacién

i h
fY « E -+ ch( E,F)

"

eg debilmente continua sobre los debilmente compactos. Sean € > 0 y
K y H subconjuntos debilmente compactos de E. Vimos anteriormente }

que u(B_,). es un compacto en Cic(E). Aplicando la proposicidn

F'
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V1.17 resulta que el conjunto
i N
{p (uy')IK : y' 6 BF'}

es un conjunto equicontinuo en C(Ko‘Pmc(JE))’ donde K0 designa al
conjunto K con su topologia débil; por tanto, existird W, entorno

débil de 0 en E tal que si x,y 6 K y x-y 6 W entonces

ij(uy')(X)z - Dj(uy‘)(y)ZI

<€ (0 <ji<p
para todo y' 6 By y todo z 6 H. Es decir
Ied oz - tdyyrz) < e (0 < j < p)
para todo =z € H.
Finalmente, probemos que para cada x 6 E y cada j, 0 < j < p,

pde(x) = £3(x)

Para j=o no hay nada que probar. Supongamoslo cierto para
j = k <p y probédmoslo para j = k+l. Sea x 6 E y KCE un com-

pacto débil. Bastard probar que

pXe(xren) - pREx) - 2L (en)

lim T 0
t+ o
. ~k+l . . - .
uniformemente en h 6 K, donde [ (x) es la aplicacidn lineal cons

truida mediante el proceso siguiente: si A es una aplicacidn (k+1)-
lineal y P ‘es su polinomio asociado, denotamocs por P 1a aplica-
cidén lineal definida vpnor x = P(x), siendo Px)(z) =

= A(X,Z2,...,2).

Sean € >0 y LC E un compacto débil. Para cada y' 6 F' se

tiene
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() y' o [D¥eGxren) - pMEGo - P o emy] L=

k+1

= % [Dk(uy')(xﬂh) - pMuy) (x) - B (uy ') (x) (th)]

que es un polinomio k-homogéneo en E. Apliquemos el teorema del va-

lor medio a la funcién de variable real
v(t) = DXCuy ") (xtth) - B (uy ') (x) (th)

Entonces

(3 L [v(t) -v(m] e |eo| (bv(s)(t) : s entre 0y £}) + - ~
= 1ol (0¥ uy ) (etsh) (h) =¥l (uy ) (k) (h) : & entre
0y t}).
Si A = [-1,1], AR$X es debilmente compacto en E. Por la propo-

gsicidn VI.17. el conjunto

{Dk+l(uy') : y' € B

AR+K F'}

. . k+1 . P
es equicontinuo en C«AK+thch (E)); luego existe W, entorno débil
de G en E tal que si x,y 6 AKHK y x-y 6 W, se verifica:

ak+1 ~k+1

| D (uy'")(x)(z,2z') - D (uy")(y)(z,z") | < e
para todo y' 8 B.y y todo z,z' 6 KU L. Asi resulta que

ak+1 ak+1

|D (uy")(x)(h)z - D (uy") () (M) z] < ¢

parz todo h 6 K, z 6 L e y' 6 BF"

Como K es debilmente compacto, es acotado y por tanto existe
un § > 0 tal que si |[A| < § entonces AK C W. De esta forma si
|[t] < 6 y s estd entre 0y t, sh € W para todo h 6 K y por

tanto .
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[ (uy ) (x) (W) z = DL (uy ") (x+sh) (M) (2) ]| < €

para cada h 6 K, z 6 L, y' & BF' y s entre 0 y t. Ahora te-
niendo en cuenta (3) se obtiene que

_ ﬁk+1

|

[DX(uy ) (x+tb) (2) - DX(uy") ()2 (uy) (x) (tmz]| < €

para cada y' 6 Bevs h6K, z6L y t6R con Jt] < &. Aplican
do (2) resulta que

1L X xtemyz - D*EGoz - P o (emy2]) -

= sup | <% [Dkf(x+th)z - Dkf(x)z - ?k+l(x)(th)z], y'>| <e
y'€6B_, .
F
para todo h 6 K y todo =z 6 L siempre que |t} < §.
- k ak+1
Hemos probado asi que D(D f)(x) = f (x) y por tanto que

k+l, _ _k+l
DTRE = £

TEOREMA VI.20. Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.C. Para cada
espacio de Banach F con la propiedad de aproximacidn, CSC(E,F) ve

rifica la propiedad de aproximacién.
.

Demostracidn: Si € es un espacio de Banach, el teorema VI.1l2 prueba
que CgC(E) @ ¢ es denso en CKC(E,G) y como segin hemos visto en
VI.20. CZC(E,G) es siempre isomorfo a CSC(E) € G resulta que
Cgc(E) 8 G es denso en Cgc(E) € G para todo espacio de Banach G.
Podemos aplicar entonces (I.22) de donde obtenemos que CgC(E) veri-

fica la propiedad de aproximacidn.

También sabemos que si dos espacios localmente convexos comple-

tos tienen la propiedad de aproximacidn, su €-producto también la tie
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ne (I.21) luego CSC(E) € F verifica la propiedad de aproximacidn y
por tanto, teniendo en cuenta el teorema VI.1l9, resulta que Cpc(E,F)
]

verifica la propiedad de aproximacién.#

COROLARIO VI.2l. Si E es un espacio de Banach con la P.A.D.C. enton

ceé para cada espacio de Banach F verificando la propiedad de apro-

ximacién, Cgb(E,F) verifica la propiedad de aproximacidn.

Demostracidn: Es conocido que un espacio localmente convexo posee la
propiedad de aproximacidn si su complecidn también la tiene ([25], p.
233). Asi el corolario se sigue sin mads que observar los teoremas

Vi.15 y VI.ZO.#

PROPOSICION VI.22. Si E es un espacio de Banach tal que Cgc(E) 8

Cgb(E) tienen la propiedad de aproximacidn para algin p > 0, enton

ces (E',T(E',LE)) tiene la propiedad de aproximacidn.

Demostracidn: Ya probamos en el capitulo anterior que (E',T(E',LE))
era un subespacio complementado de Czb(E) y anidlogamente se proba-
ria que también lo es de CBC(E). Ahora el resultado se sigue del
hecho de que la propiedad de aproximacidn se hereda por subespacios

complementados (I.l?.(l)).#

Este resultado nos permite establecer una conexidn entre la pro-
piedad de aproximacién débil compacta con la propiedad de aproximacidn

en el dual con la topologia de Mackey.

COROLARIO VI.23. Si E es un espacio de Banach con la P.A.D.C. enton

ces (E',T(E',E)) tiene la propiedad de aproximacibn.
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Demostracidn: Es consecuencia del teorema VI.20 y de la proposicidn

VI.ZZ.#

COROLARIO VI.24. Si E es un espacio de Banach con la P.A.D.C. enton

ces E' tiene la propiedad de aproximacidn.

Demostracidn: Si E es un espacio de Banach, es conocido que
(E,T(E',E)) es completo (véase |25] p. 143). Entonces segin (I1.22),

(E',T(E',E)) = E. tendra la propiedad de aproximacidn si y solamen-

te si para cada espacio de Banach F, E' 8 F es denso en E% e F.
Asi por el corolario VI.23 resultarda que para cada espacio de Banach

F, E' 8 F es denso en E; € F.

Por otra parte, como L(F;,E') estid contenido en L(F;,E;) re-
sultard que E' @8 F ¢ L(F.,E') C L(F::,E_;) y como E' @ F es denso
' ' _ ' v ' ' -
en Le(Fc’ET) = ET € F, resulta que E' @ F es denso en L(FC,E )
= E' € F. Aplicando otra vez (I1.22) llegamos a que E' tiene la pro

piedad de aproximacién.#

Este resultado nos permite dar un ejemplo de un espacio que tie-

ne la propiedad de aproximacidn y no tienme la P.A.D.C.

EJEMPLO: Sea E un espacio de Banach con la propiedad de aproximacién
tal que su dual E' no tiene la propiedad de aproximacidn |32|. E
es un ejemplo de espacio con la propiedad de aproximacidn que no tie-

ne la P.A.D.C.

COROLARIO VI.25. Si E es un espacio de Banach cuyo dual E' es se-

parable, entonces E tiene la P.A.D.C. si y solamente si E' tiene

la propiedad de aproximacidn,
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Demostracidn: Basta tener en cuenta los corolarios IV.5 y VI.ZA.#

Este {iltimo resultado no se puede mejorar en el sentido de cam-
biar la condicién de que E' posee la propiedad de aproximacién por
que la posea E, puesto que existen espacios de Banach con la propie
dad de aproximacién tales que su dual es separable y no posee la pro

piedad de aproximacidn |32].
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VII. ESTRUCTURA DEL ESPACIO Cgb(E) COMO ALGEBRA LOCALMENTE

MULTIPLICATIVAMENTE CONVEXA. ESPECTRO. TEOREMA DE WHITNEY.

En este capitulo vamos a hacer un estudio de.los principales'té—
picos de la estructura de &lgebra localmente m-convexa de Cgb(E). Pa
ra hacer este estudio, seri conveniente considerar, en vez de Cab(E),
su complexificacidn CZB(E,C). Este dlgebra veremos que conserva la
mayor parte de las propiedades que se tienen en el caso finito dimen-
sional. Una vez visto esto, ded{caremos la Gltima parte del capitulo
a un estudio de la estructura de los ideales del dlgebra, obteniendo
una caracterizacidn del espectro asi como una extensidn del teorema

clédgico de Whitney sobre adherencia de ideales a nuestro &lgebra.

Aplicando las propiedades usuales de las funciones diferenciables
en sentido de Frdchet (ver |62|), se obtiene facilmente que Cgb(E,CL
dotado de las operaciones habituales, es un dlgebra. También es una
comprobacién inmediata el ver que (Cgb(E,C),Tgc) tiene estructura

de dlgebra localmente multiplicativamente convexa.

PROPOSICION VII.1. Cgb(E,E) es un algebra localmente m-convexa, con
unidad y fuertemente semi-simple.

Demostracidn: Es obvio que la ‘unidad en Cgb(E,E) es la funcién

que vale identicamente uno. La denotaremos por 1.

Para cada x € E, 1la evaluacidn en x, 6x’ definida por
Gx(f) = f(x), f € Cgb(E,B), es un funcional multiplicativo, no nulo.
Por tanto, la interseccidn de todos los ideales maximales cexrrados es

el conjunto {0}, es decir, Cgb(E,B) es fuertemente semi-simple y
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por tanto semisimple.#

PROPOSICION VII.2. Para cada f € CE‘b(E,I:)., el espectro de f, o(f),

es justamente el rango de f£.

Demostracidn: o(f) = {A 6 L : £ =21 no es inversible}. Ahora bien,
se comprueba inmediatamente que un elemento de CSb(E’n) es inversi-
ble 8i y solamente si no se anula en ninglin punto de E, luego f-Al
no es inversible si y solamente si existe un x € E tal que f(x) =A.

Por tanto o(f) = f£(E).,

Un dlgebra topoldgica, se dice que es un Q-Algebra si el conjun-
to de sus elementos inversibles es abierto. En |6| p.206, se prueba
que en toda Q-Algebra el espectro de cada elemento es acotado, lo que
a la vista de la proposicidn VII.2 nosg dice que CZB(E,E) no es un
Q-dlgebra ya que existen elementos de C;b(E,C) cuya imagen no es

acotada, por ejemplo cada forma lirneal no nula.

Vamos a dar a continuacidn, algunos resultados que nos van a ser
vir de preparacidn para el teorema que caracteriza.el espectro del il

p
gebra Cmb(E,C).

DEFINICION VII.3. Si K C E es un subconjunto debilmente compacto de

E, definimos Czb(K) como el espacio de todas las funciones
f : E—> C para las que existe V, abierto en la topologia bu,

VDK y existe g 6 Cgb(E,C) tales que f y g coinciden en V.
En particular CEB(E,E) estd contenido en Cgb(K).

Si dos funciones g y h de CBH(E.B) coinciden en un abierto

Vv de la topologia bw, como la topologfa bw es menos fina que la
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inducida por la norma, resulta que para cada x 6 V y cada j,
0 <j £p, se tiene que ng(x) = Djh(x). Teniendo en cuenta lo an-
terior, podemos definir, sin ambigiiedad lo que vamos a entender por
derivadas sucesivas de una funcidn de Czb(K) : si f 6 Cgb(K),
x 6K y 0 f£3j <p, definimos Djf(x) = ng(x) donde g 6 Cgb(E,E)
es tal que existe un abierto de la topologia by, V, tal que VO K
vy Ely = &ly

Dotamos a ch(K) de la topologia inducida por la dnica seminor

ma

£ —> q(6) = sup {[DIEGIY| + x,y 6 KR, 0 < <p} (F6CP (k)

se comprueba sin dificultad que CZb(K) es un idlgebra topoldgica.

LEMA VII.4. Para cada &, forma lineal multiplicativa, no nula y'cog
tinua, sobre czb(x), existe un elemento x de K tal que ®(f) =

= f(x) para cada funcidédn f de CZb(K)'

Demostracidén: Para cada x 6 K, denotaremos por 6x la evaluacidn
en x, es decir, Gx(f) = f(x) para cada f € Cgb(K). Vamos a pro-
bar primeramente que existe un x 6 K tal que %ker & C ker Gx' Su-
pongamos que esto no ocurre, existiri para cada x 6 K una funcidn

f,. 6 ker 4 tal que & _(f ) = f,(x) # 0. Se comprueba inmediatamen-

te, que si una funcidn f pertenece a Cgb(K), también pertenece su

— 2 -
conjugada, f, 1luego, teniendo en cuenta que ¢(|fx| ) = ¢(fx.fx) =
= e(f) . 0(?x) = 0, resulta que tomando, si es necesario, [fx|2

en vez de fx’ podemos suponer para cada x 6 K que f, es una fun

cidn real no negativa y tal que f_(x) > 0. Ademis de la propia defi

nicidn de C&b(K), resulta que a cada f, hay asociada una funcidn



- 93 -

P .
] Cwb(E.B) y un abierto Vx de bw, Vx D K, tales que

g

x fXIVx =
= Byelv - El mismo razonamiento de mis arriba nos dice que tambié&n po
x

demos tomar para cada x 6 K, B, dque sea real y no negativa.

Como para cada x 6 K, fx(x) # 0, se tiene

k=\J (yex: £y >0},

x6K
Ademds cada funcidn fx coincide con su correspondiente g, en K,
y g es debilmente continua sobre los acotados, luego para cada

X

x 6 K, el conjunto {y 6 K : fx(y) > 0} es un subconjunto abierto
de K, para la topologia débil restringida. Entonces, teniendo en
cuenta que K es un conjunto debilmente compacto, existirdn Kyseoo

T 6 K tales que

j=1 ¥
n n
Consideramos las funciones f = z fe. ¥y B = Z By.- Ambas
j=1 J j=1
n
funciones, coincidiran al menos en el conjunto V = N\ Vg, due es

un abierto de bw. Adem3s la funcidén g mno se anula em K, 1y por

tanto, como K es debilmente compacto y g debilmente continua en

K, existird un o > 0 tal que

o = min {g(x) : x 6 K}

Sea ¢ : R+ R una funcidn de clase p tal que ¢ es estricta
mente positiva y ¢(t) = t para todo t > a/2. Entonces, la funcidn
h =¢ °g pertenece a C;b(E,E), h no se anula nunca y coincide con

g en el conjunto W = {x 6 E : g(x) > %} que es un abierto de bw v
que contiene a K. En resumen, tenemos que h € CEB(E’C) coincide

en VN W con f. Ademds como h no se anula nunca, h es inversi
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ble, luego existird e cgb(s,n) tal que h‘1|V AW = f'1|V n e

Por Gltimo como ¢ es continua, existe M > 0 tal que

P
[oCE) | < May(f) (f 6 C; (K))
Asi se tieme que

lo(e-n)| < Ma (f-h) = 0

Ly - sy o™l

luego ®(f) = ®(h). Por otra parte 1 = &(1) = &(h.h
luego ®(h) # 0, 7y por tanto ®(f) # 0. Esto contradice el que

n
f = Z f,. vya que cada ij 68 ker ©¢.
= ]

Hemos probado que ker & C ker Gx para algin x 6 K. Como
ker ¢ y ker 6x son ideales maximales necesariamente son iguales y
por tanto existe un A € L, A # 0, tal que ¢ = Xﬁx. Teniendo en

cuenta que 1 = ¢(1) = A§ (1) = A, se obtiene que ¢ = ey

Este lema nos va a permitir dar una caracterizacién del espectro

del Algebra Cgb(E,C).

TEOREMA VII.5. Para cada ¢, forma lineal continua, multiplicativa y
no nula sobre el dlgebra Cgb(E,E) existe un x 6 E tal que ¢(f) =

= P
f(x) para cada f 6 Cwb(E,E).

Demostracidn: Sea ¢ wuna forma lineal continua, multiplicativa y no
nula sobre CZB(E,E). Por la continuidad, existe una constante M >0

y un subconjuncte K de E debilmente compacto, tales que

(1) [ (E)| < Mp (£) (f 6 Cgb(s,c)).
K

Definimos una forma lineal ¢K sobre CSB(K) por ¢Kjf) = o(g),
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f 6 Cgb(K), siendo g una funcidn de Cgb(E,C) que coincide con f
en un abierto de bw que contiene a K. La condicidn (1) nos dice
que no hay ;mbigﬁedad en la definicidn de dy- Se comprueba facilmen
te que ¢K es una forma lineal multiplicativa, no nula sobre czb(x).

Ademis
o ()] < MqK(f) (f 6 cgb(K))

luego ¢K también es continua. Entonces, por el lema VII.4, existird
un x 6 K tal que QK(f) = f(x) para cada f 6 Cgb(K). En particu-
lar, para cada Ff 6 Cgb(E,t). b (£) = £(x) y como O (f) = o(f)

queda probado lo que queriamon.#

A partir de ahora identificaremos el espectro del dlgebra
Cgb(E’C) con E. Esto nos permite probar facilmente que el &lgebra

Cgb(E.E) es regular.

PROPOSICION VII.6. E1 Zlgebra cgb(s,c) es regular.

Demostracién: Si F es un subconjunto cerrado del espectro del dlge
bra Cgb(E,B) para la topologia de Gelfand y x ¢ F, existen

P . s ex _
fl,...,fn 6 Cwb(E,E) tales que si y 6 E verifica |fj(y) fj(x)ljl

para cada j, 1 < j < n, entonces y & F. Consideramos la funcidn

n
g(x) = I e300 - fj(x)l2 (y € E).
i=1

Obviamente la funcidén g 6 Cgb(E,B) y ademds g(x) = 0 y g(y) > 1

para cada y € F. Por tanto g separa X Yy F.#

Si consideramos el ideal 1I(x) = {f 6 Cgb(E,t) : DJf(x) =0,

.

0 < j < pl, tenemos que 1I(x) es un ideal cerrado, que estd conte-
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nido en un dnico ideal maximal, el niicleo de la evaluacidn en x.
Ademds si p > 1, toda forma lineal x' 6 E' que se anula en x,
pertenece a ker Gx y no pertenece a I(x). Por tanto I(x) no es
maximal. Esto nos muestra que el dlgebra CSB(E,C) no tiene sintesis
espectral, en el seﬁtido de que todo ideal cerrado sea interseccidnm

de los ideales maximales que lo contienen.

Vamos a estudiar, por {iltimo, como son las adherencias de los

ideales en Czb(E’c)‘ Para ello necesitaremos algunos lemas.

LEMA VII.7. Si I es un ideal de Cgb(E,B),. E1 un subespacio vecto
rial de E de dimensidén finita y R 1la aplicacidén restriccidn de
Cgb(E,C) en CP(EI,C) entonces la adherencia de R(I) en Cp(El,E)

es un ideal.

Demostracidn: Si denotamos por a a la imagen de la aplicacidn R,

es claro que a es una sub3dlgebra de CP(EI,E).
Ademds a verifica las hipdtesis del teorema de Nachbin (I.23):
i) La funcidén identicamente 1, pertenece a a

ii) Si x,y € El' x # y, existe una forma lineal x' 6 E'
tal que x'(x) # x'(y) vy como cada x' 6 E' pertenece a Cgb(E,E),
resulta que a separa puntos de El'
iii) si x € El’ y v & El es distinto de cero, existe una for

ma lineal x' 6 E' tal que x'(v) # 0 1luego

D(Rx')(x)(v) = Rx"(v) = x"(v) £ 0

iv) Si f 6 ¢ es claro que f € a.
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Por tanto a es un dlgebra de Nachbin y en virtud de (I.23) re

sulta que a es densa en CP(EI,E).

Ahora, por la continuidad de la aplicacifn producto, se tiene

que

¢P(E)).R(D) = a.R(D ¢ a.rR(D = R(Czb(E,E)).R(I) -

- P
= R(CJy (E,D.1) = R(T)

Ademiis R(I) es un subespacio vectorial de CP(EI), luego es un ideal

P
de C (EI,B).#

Para cada x 6 E, K c E debilmente compacto y € > 0, defini-~
mos

I(x,K,e) = {f 6 ¢} (E,8) : [DMe(x)y| < e, y 6K, 0<j<p)
Si I es un ideal, denotaremos por I a1 conjunto

i-= (\ {I + 1(x,K,e) : x 6§ E, K debilmente compacto y € > 0}

LEMA VII.8. Si I es un ideal de Czb(E,C), I es un ideal 1t} -ce

rrado de Cgb(E,E), que contiene a I.

- Y s - -
Demostracion: Que I es un ideal se comprueba facilmente. Ademds tam

bién es claro que I C i.

Sea f 6 i, dados Xo 6 E, KC E debilmente compacto y e > 0,

existe una funcidén g 6 I tal que
[DIE(x)y - DIgx)y| < e/2
para todo x,y 6 K U {xo} y todo j, 0 < j < p.

Como g 6 i, existe una funcifn h 6 I tal que
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i j
[p7g(x )y - Dhix)yl < /2 (0 <3 <p)
para todo y € K.

Reuniendo las decs relaciones anteriores, tenemos

Il ex )y - plhtxdyl < e (0 <3 <)
para todo y 6 K, y por tanto f 6 I +I(x°,K,€). Como esto vale pa-
ra cualquier X 6 E, K¢ E debilmente compacto y € > 0, resulta

v v v
que f 6 I y por tanmto I = I.#

LEMA VII.9. Sean I wun ideal de Cgb(E,E), E; un subespacio vecto-
rial de E de dimensién finita y R 1la aplicacidn restriccidn de

Cgb(E,C) en Cgb(El,E). Si f € ¥ entonces R(f) 6 R(I).

Demostracidn: Sea B1 la bola unidad cerrada de El’ es claro que
v
Bl es un subconjunto compacto de E. Si a € El, como f € I, re-

sulta que para cada € > 0, f € I(a,Bl,E) + I luego

Rf 6 R(I(a,B ,e)) + R(I).,
Veamos quien es R(I(a,Bl,E)). Si g 6 I(a,Bl,E) entonces

sup {Ing(a)xl

v

x € B, 0 <j<pl=ce

Como pj(Rg)(a)x = ng(a)x, pues a y x 6 E;, resulta que

"Dj(Rg)(a)ﬂ = sup {|Dj(Rg)(a)x| : x 6B, 0< 3 < pl < €

Por tanto R(I(a,By,e)) € Iy (a,e) = {£ 6 ¢”(E;,E) : [p'sca)] < e,
1

0 <j<opl.

Tenemos entonces que R{f) 6 R(I) + e (a,e) para cada a 6 E;
1

y € >0 1luego R(f) 6 {\ {R(I) + IEl(a,e) : a6 Ej, €> 0}. Ahora,
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podemos aplicar el teorema cldsico de Whitney (I.37) para obtener el

resultado que queriamos probar.#

TEOREMA VII.10. Sea E un espacio de Banach con la P.A.D.A. Si I

es un ideal de CZB(E’E) verificando que para cada u 6 E' 8 E el
conjunto {feu : f € I} estd contenido en la adherencia de I en

P P - _ v
(Cmb(E)' Tmc) entonces I = I,

Demostracidn: Sea f € 1 y sean K ¢ E un subconjunto debilmente
compacto y ¢ > 0. Por el lema IV.9, existe una aplicacidn

u 6 E' @ E tal que
(1) [‘Djf(x)y - pi(gow) (x)y| i%

para x,y 6 K y 0 < j < p.

= . P
Sea E1 u(E) y sea R : Cmb(E,C)

restriccién. Por el lema VII.9, existe una funcién g de I tal que

- Cp(El,E) la aplicacidn

(2) Pl oy - PR )y < §
para x,y 6 u(K} y 0 < 3j < p.
Por hipdtesis, existe una funcidn h 6 I tal que
%) Ip¥ncy - pigewy oyl < €
para x,y 6 K y 0 < j < p.
En resumen, tenemos para X,y 6 K y 0 < j < p
IpI(s-n) Gyl = pdsGy - pIGew) Gy + pi(Few) GOy -

- pIhy] < ey - pdEewy iy + DI Eew) )y -

- Dj(gnu)(x)yl + IDj(gou)(x)y - Djh(x)yl < % +
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+ I (e oy - DI (gew) )y ) + €
por (1) y (3).
Ademis Dj(fou)(x)y =Djfﬁﬂxmu(y)) - Dj(Rf)(u(x))(u(y)) luego
podemos escribir, a partir de (2),

(4) IDj(f°U)(x)y - Dj(g°U)Cx)Y| = le(Rf)(u(x))u(Y) -

- DR (uu | < £
para cada x,y 6 K, 0 < j < p.
Uniendo (4) a 1o que teniamos anteriormente, nos queda
[pig(x)y - DIg(x)y| < ¢

para x,y 6 K y 0 < j < p.

Esto prueba que f § 1 y por tanto que IcT. Como ademis

= I.#

<

TcI e } es cerrado (lema VII.8) resulta que

La versidn clisica del teorema de Whitney puede darse tambi&n en
forma de igualdad, es decir, una funcién f 6 I si y solamente si pa
L]

ra cada a existe una funcidn g 6 I tal que
pie(a) = pig( 0 <j=<p
Si denotamos por 1I(a,K) = {f 6 Cgh(E,C) : Djf(a)x =0, x 6 K,
0 <j<pl vy por f al conjunto I =N{I + 1(a,kK) : a € E, KCE
debilmente compacto}, el teorema de Whitney como igualdad podria enun

el ~
ciarse asi: S1i I es un ideal, I = I. Sin embargo, vamos a ver que

esto no es cierto, en general, en Cgb(E,B).
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EJEMPLO: Sea E = P comn 1 < p < ». Sea p' tal que ;% + % =1,
Para cada n 6 N, denotaremos por e, la sucesidn cuyos términos va
len todos cero salvo el de lugar n que vale 1. El conjunto

[en : n 6 N} considerado como un subconjuntao de [p' = (lp)' es a
su vez un subconjunto de Czb(LP,E). Sea I el ideal en CLB(LP,E)

engendrado por {en : n 6 R}.

Si denotamos por B la bola uﬂidad de £P, se tiene que para
cada f 6 I + 1(0,B), existe una g 6 I tal que f(0) = g(0) ¥
Df(O)IB = Dg(O)]B. Ahora, si g 6 I, g serd de la forma

n

g(x) = 21 £,(x) <x,e;> (x 6 E)

e

donde fl,...,f (<} Cib(lp,l). Por tanto g(0) = 0 y Dg(0)x =

n
° 1

= § £.(0) <x,e;,>. Luego I + I(0,B) = {f 6 C_ (£P,€) : £(0) = 0
i=1 i i wb

~ DEf(0) = u para algin u 6 F} donde F es el subespacio vectorial

'
engendrado por {en *n € K} en £p .

Para cualquier otra bola, B', se tiene que I + I(0,B') =

= I + I(0,B) razonando igual que antes.

Sea ahora a # 0. Si f 6 C;b(Lp,E), serd f(a) = A 6T y
1]
Df(a) € 2P . como a # 0, existe un n 6 R tal que <a,e; > # 0.

1
Sea h 6 Cwb(lp,t) tal que

» Ae
- A R S AR . U
h(a) <y e> y Dh(a) <de > (Df(a) <a,en>)' Entonces

g=h.e_ 61 y g(a) =, Dgla) = Dh(a).en(a) + h(a) e (a) = Df(a).
Luego f 6 I + I(a,L) para cualquier conjunto L. Por tanto "

1
Cmb(lp,ﬁ) = I+ I(a,L) si a # 0, para cada L C E.



- 102 -

Asi T =N{I + I(a,K) : a6 E, K debilmente compacto} =
= 1 + 1(0,B).

1
Veamos que I + I(0,B) no es 1t  _-cerrado. Sea f 6 C1 (ZP,B)
we wb
tal que f(0) = 0. Existe una sucesidn (Sn)nGN c F tal que

S, DE(0). Consideremos las funciones

£ (x) = £(x) - <x,DE(0) - S > (x 8 £P)
Tenemos fn(O) =0 vy Dfn(O) = Sn 6 F luego fn 6 I + 1(0,B) para
cada n > 1. Ademis
fE,(x) =€(x)| = [<x,DEC0) - s > < [[pECO) - sl - I x|l

que converge uniformemente a 0 en los acotados de lp, y
I _(x)y - DECGOY| = [(DECO) - s Y(y)| < Jpeco) - s | Iyl

que también tiende a 0 uniformemente en los acotados. Por tanto

1 p
fn > f0 en Cmb(l ,T).

Hemos probado por tanto que I + I(0,B) es denso en el ideal

o}.

- 1 P .
T {f ¢ cmb(L ,B) : £(0)
A
Por otra parte sea v 6 £P N F. La funcidn f(x) = <x,v>

(x 6 LP) es de I pero como Df(0) = v, entonces £ ¢ I + I(0,B).

o?*

FEsto prueba que I + I(0,B) no es cerrado.
Este ejemplo se debe a C. Guerreiro |20]. .

Por {iltimo vamos a estudiar los ideales cerrados primarios mini-

males del algebra Cgb(E,E).
Para cada x 6 E, definimos

J(x) = {f 6 Cgb(E,C) : f se anula en un entorno de Gelfand
de x}
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Es claro que para cada x, J(x) ¢ I(x) c ker éx.

LEMA VII.ll. Para cada x 6 E, J(Xx) es un ideal primario. Ademds si

I es otro ideal cerrado primario, existe un x 6 E tal que

ID J(x).

Demostracién: Veamos ﬁrimeramente que J(x) es primario. Sea y 6 E,
y # x, existe una funcidn f € Cgb(E,C) tal que f(y) =1 y £ va
le cero en un entorno de Gelfand de x (por ejemplo, si =x' 6 E' es
tal que x'(y) =1 y x'(x) = 0, sea f = gox' donde g es una-
funcidn real de clase infinito que vale 0 en el intervalo (-1/2,1/2)

y 1 en 1; entonces f = gox' <cumple las condiciones deseadas).

Vamos a probar ahora que J(x) es minimal en el sentido del enun
ciado del teorema. Sea f €6 J(x) y sea F = {x*6 E : f(¥) = 0}. Por

hipdtesis x es un punto interior {(para la topologia de Gelfand) de

F y asi x # F', complementario del interior (en la topologia de
Gelfand) de F. Sea I un ideal cerrado primario contenido en
ker §,. Denotamos por 1I; el ideal
= P . '
I, I+ {f 6c) (E,€) : f vale 0 en F'}.

Si I1 estd contenido en un ideal maximal cerrado, necesariamen
te este ha de ser ker 6x‘ Sin embargo, como x @ F' vy Cgb(E,c)
es regular (proposicidn VII.6), existe una f € CSb(E’c) tal que f
se anﬁla en F' 1y vale 1 en x; esto contradice el que I, c ker Gx
luego Il no puede estar contenido en ninéﬁn ideal maximal cerrado,

y por tanto I, es denso (ver |6| p. 231) o I1 = Czb(E,C).

con £ 6 1 y

En ambos casos, existe una red (fu+ga)a6A o

[
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= + id
g“[F‘ 0 (¢ 6 A), tales que (fu ga)asA converge a la funcidén 1.

: ‘ , f o+t s .
Entonces la red (f fu £ ga)aGA converge a la funcidn £ y como

f.f = f.fa + f.g (a € A)

Q. o

y f.fa 6 I, resulta que f € 1-=1.

Hemos probado pues que J(x) ¢ I y por tanto J(x) C I.#

PROPOSICION VII.12. Si E es un espacio de Banach con la P.A.D.A. y .

x 6 E, el ideal 1I(x) es el minimo ideal entre todos los ideales ce
rrados primarios de Cgb(E,C) contenidos en el ideal maximal

P \ -
{f e Cup (E2B) & £(x) = o}.

emostracidn: En vista del lema anterior solo habrid que probar que

J(x) = I(x), para ello vamos a aplicar el teorema VII.1lO.

Veamos primeramente que para cada u € E' @ E el conjunto
{fou : £ 6 J(o)} estd contenido en J(o). Ahora bien, si f 6 J(o),

existe un entorng de Gelfand de o, V, tal que f se anula en V.

Sea W dtv) que es un entorno de Gelfand de o. Si y ew,

se tiene u(y) 6 V luego f(u(y)) = 0. Por tanto fou sge anula en

W y asi feu 6 J(0).

Podemos aplicar entonces el teorema VII.10 que nos prueba que

3( ) = JYO). Ahora es inmediato ver que J(x) = J?x) si x 6 E.

~
Solo nos falta probar que "I(x) € J(x). Sea f 6 I(x) y sean
y 6 E, KC E debilmente compacto y € > 0. Vamos a estudijar dos ca

808

i) 8i y # x, vamos a probar que J(x) + I(y,K,e) = Czb(E,E).

En efecto, dada f € Cgb(E), si g es una funcién de C&§E,E) que
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vale cero en un entorno de Gelfand de x y uno en un entorno de Gel-

fand de y se tiene
f=f.g + (£ -fg)

y f.g 6 J(x) y f-fg 6 J(y) € I(y,K,e).

ii) Si y =x, es obvio que I(x) c I(x,K,e).

En resumen queda que I(x) < I(y,K,e) + J(x) para todo y 6 E,

~
K debilmente compacto y € > 0, y por tanto I(x) c J(x).#

Un estudio totalmente andlogo al que hemos realizado en este ca
pitulo se puede hacer para el adlgebra Cz(E,t) de Aron y Prolla, con
la {inica salvedad de que en todos los sitios donde nosotros utiliza-

mos la P.A.D.A. habria que cambiar esta propiedad por la propiedad de

que el dual de E tenga la propiedad de aproximacidén acotada.

En el caso del espacio Cgbu(E,E) también permanecen siendo va-
lidos la mayor parte de los resultados, con la variacidn indicada mds
arriba para CE(E,C). Sin embargo, existen algunos resultados, como

por ejemplo el teorema VII.5, cuya demostracidén no se puede emplear

P
en el caso de Cwbu(E,B).
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