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CALEIDOSCOPIOS EN LA ALHAMBRA

En 1976 W. Thurston empled el concepto de "orbifold", que

yo traduzco por caleidoscopio, para expresar de modo eficaz re-

sultados sobre grupos que actfian en variedades. Sus notas de
Princeton [Th] son, junto con el trabajo [lej de Bohahon y Sie
bemann, la fuente mds adecuada para leer estas nuevas ideas, asfi

como para hacerse cargo de sus aspectos histbricos.

El fin de esta conferencia es introducir este concepto me-
diante los grupos cristalogrdficos planos utilizando ejemplos de

alicatados procedentes de la Alhambra de Granada.

El plan de la conferencia es:

I. Grupos cristalogridficos planos
II. Teselaciones
IIT. Caleidoscopios

IV. Epilogo.

I. Grupos cristalogréfipos planos

1. Denotaremos por E2 al plano euclideo y por E(2) a su
grupo de isometrias (ver, por ejemplo, [Mi]). Los elementos de
E(2) son traslaciones y rotaciones, entre los que preservan la
orientacibn de E2, y reflexiones y reflexiones sesgadas, entre
. los que la invierten. Estas fltimas son composicidn de: refle-

xi6n y traslacidn:



La coleccibn de haces de rectas paralelas y orientadas de

Ez'es lo que apropiadamente llaman [lej'esfera del horizonte,

o simplemente horizonte. Estd parametrizada por cualquier l-es

fera de Ez.

La accibn de E(2) en el horizonte define un epimorfismo
h,:E(2) —> 0(2)
sobre el grupo ortogonal 0(2), cuyo nficleo Ef consta de las iso
metrias que no alteran direccibn, es decir, de ias traslaciones.

Hay pues una sucesibn exacta corta

0 — B2 —»> E(2) 225 0(2) —> 0
2

Para cada QeEz, E,; puede identificarse con el grupo abeliano
(]

del espacio vectorial E2 definido por Q, al igualar la trasla-

0’
cién (Q,P), que envia Q a P, con el punto P. También existe una
seccibn

sQ:O(Z) —> E(2)
de la sucesidn exacta corta anterior, en donde 0(2) se identifi-
ca con el grupo ortogonal que actfia en el espacio vectorial Eé.
La accidn de 0(2) en Ei:

-1
t —> sQ(Y)tsQ(Y)

se identifica entonces con la accién ordinaria de s.(0(2)) en

Q

0N



2, Dado un subgrupo G de E(2) llamaremos Go a heo(G) y G,

a G/\Ei . Se tiene una sucesibn exacta (no escindida en gene-

ral):

56, — G 2236 —5 0

Al fijar un C}eEz, G, se identifica con un subgrupo GQ de Eé.

2.1. Proposicidn. sQ(Gw)< E(2) deja invariante el conjunto GQ~

Demostracidn. Sea PE€ GQ Y YEG,. Existe g€ G tal que h_(g)=y.

Entonces existe te Ei tal que tg=sQ(Y). Luego la traslacidn
(Q,SQ(Y)P)=(SQ(Y)Q,SQ(Y)P)=(th,tgP)=(gQ,gP)
es conjugada de la (Q,P) € G, mediante g€ G, y por tanto pertene-

ce a G,. Luego sQ(Y)PGGQ |

3. Se dice que G, expande E2 si estd@ generado por dos tras

laciones que fijan haces paralelos diferentes. Equivalentemente,

2
Q

tes. Se dice entonces que G, es una rejilla.
q 0 rej

GQ estd generado por dos vectores de E. linealmente independien-

G se dice cristalogrdfico si G, expande E2.

La proposicién 2.1 dice que sQ(Gw) deja invariante la reji-
1lla GQ' Por tanto el orden del sugbrupo G, N SO(2) no puede ser
mayor que el n¢ de puntos de GQ que Yacen en una circunferencia

de centro Q y que pasa por P¢ G Se deduce que G, es un subgru

0
po finito de 0(2). Por tanto G, sSlo puede ser ciclico C_ de or-
den m»1, o diedral D2m de oxden 2m, m>l. Ademis E2/G (=espacio

de las 6rbitas) es el cociente del toro EZ/G* por la accidn del
~grupo finito G,. Por tanto E2/G es compacto y la 6rbita de cada

punto de E2 bajo la accibén de G es discreta. El reciproco es tam

bién cierto (ver, por ejemplo, [HC]).



IT. Teselaciones

4. Los grupos cristalogrdficos planos aparecen como grupos
de simetria de ciertos conjuntos que "enlosan" el plano. Para
los fines que nos proponemos en este trabajo, definiremos tese-
lacibn como una epiyeccibn, f£:5 —» C, en donde S es un subcon
junto del plano y C es un conjunto finito (que identificaremos
con {1,2,...,N}), tal que el grupo

G(f):={geE(2):9(5)C S, J w(g)e S, tal que fg=y(g)f}
es cristalogridfico, donde Sc es el gru?o simétrico de C. Vemos

asi que los elementos de G(£f) inducen, via £, una permutacidn

de C, de modo que el diagrama siguiente es conmutativo
S S

g

C C

El grupo G(f) se llamard grupo de simetria completo de la tese-

9

w(g)

lacibn £, y la representacidn
w:G(f) —> S

g —> wl(g)

se llamard la representacidn asociada a G(f).

Esta definicidén de teselacidn carece de valor préctico. Mas
adelante veremos un procedimiento concretc de crear teselaciones.
En la definicidén dada, S es la unidn disjunta de los "motivos”

’

Si:=f—l(i), y los elementos de G(f) permutan estos motivos.

Ademds de G(f) hay otros grupos importantes, asociados a f,

gue vamos a definir. E1 grupo G(f)i es el subgrupo de G{f) gque



deja invariante Si’ 0o equivalentemente, G(f)i=w—lEst(i), donde

Est(i) es la coleccidn de permutaciones de S, que dejan invarian

C
te el indice i. El grupo G(f)i se llama grupo de simetria de £

que estabiliza Si' La interseccidn de los grupos G(f)i, ie C,

es el nficleo dew; se denota K(f), y se llama grupo de simetria

de f; sus elementos estabilizan cada uno de los motivos Si'

Una teselacidén £:S —> C se denominard transitiva si la ima
gen de w opera transitivamente en C. Esto significa que G(f) ope
ra transitivamente en los motivos Si' En este caso, la represen-
tacidn

w:G(f) —> S

estd determinada, a menos de conjugacidén en S por cualquiera

cl
de los subgrupos G(f)i. Pues, en efecto, w coincide con la accibn
natural de G(f) en las clases a derecha de G(f)i. El par (G(f),G(f)i)

se llama grupo de simetria de color de f (para més informacidn

ver [S]).

5. Como ejemplo consideremos la teselacidn £:5S —> C, N=4,
donde S es la reunidn de los interiores de las baldosas hexago-

nales de la Figura (se entiende que hay infinitos

2 J
rojo=1 x
verde=2
azul=3 ) o
marrdn=4

niveles de baldosas y que los colores alternan como en la Figu-

ra). El grupo G(f) estld generado por las reflexiones x,y,z; w €s



wiG(f) —> S,

X —> (23)

y —> (34)

z > (14)
La teselacidn es transitiva, y el grupo de simetria de color es
el par (G(f),G(f)l), en donde G(f_)l es el subgrupo de indice 4
gue deja invariante el motivo rojo. Este subgrupo estd generado
por x,y,u y su dominio fundamental ) es un tridngulo recténgu-
lo. El grupo de simetria de £, K(f), tiene indice 24; su dominio

fundamental es el tridngulo equilatero grande dibujado en la pri

mera figura. Estd engendrado por rotaciones de 180°.

6. En la préctica, las teselaciones cubren regiones parcia-
les del plano como ocurre con los alicatados de la Alhambra, por
ejemplo. Conviene agui formalizar esto definiendo el concepto de
alicatado. Consideremos una epiyeccidn

2:A —> C={1,2,...,N}
en donde A es un subconjunto de un abierto P de Ez cuya clausura
es compacta. Una simetria de 3 es una traslacidén t de E(2) tal
que
(i) ¢#tAnPCA

(ii) ot=¢ en ANt 1A

Diremos que £ es un alicatado si el grupo T generado por

sus simetrias expande E2, y ademds, si cada te T que cumpla

(*) Un dominio fundamental D para la accibdn de un grupo G es=un
cerrado que contiene un representante de cada Srbita. Ademids,
si dos representantes de una misma 6rbita estdn en D, nece
sariamente yacen en su frontera.



tANP#) es una simetria de 2.

6.1. Proposicibn. Sea £:A —> C un alicatado con grupo T. Sea

S= UtA y £:8 —> C definido mediante £{x)=% (tx) para x¢ 5§, en
teT
donde t €T envia x a A. Entonces f es una teselacidn.

Prueba. f estd bien definida, pues si tx€A, t'xeA, para t,t'eT,
entonces ?_:=t't_le T cumple /EAnP#q). Como ¢ es un alicatado, ’t;

es entonces una simetria de £ y se tiene

% (£'x)=2% (tx) =L (tx), pues tx eANT la

por la propiedad (ii) de las simetrias de %£.

Sea r una traslacidn tal que r(S)C S y fr=f. Sea ag A. Exis

ten entonces t¢ T, a'€ A tales que r(a)=t(a'); es decir 2=t"1y

cumple @(A) N P#$p. Ademds, si para algin bea, b €EP,> rbectPNt'a,

1

para algGn t'e€ T. Luego t —rb epnt te'a con t7lt'e 1. Se deduce

1

que t "t' es una simetria de %, y como tal se tiene

t b et te'anrca

es decir, /ﬁbe A. Resumiendo %=t_lr cumple (i).

t también cumple (ii). Sea xeAn/t\:'lA. Se tiene
28x=pt™L (rx)=fr (x) pues £l (rx)=txen, t™le T
por tanto

z/ﬁx=fr(,x)=f(x)=2 (x) pues x €A.

Concluimos que /E=t—lr es una simetria de L. Por tanto, co-

mo t €T, reT.

Reciprocamente, si teT y X €S se tiene



(a) ts=t k~} t'A=S
t'e T

(b) si x€8, ft(x)=ft(t'a), siendo x=t'a, aeA, t'eT.

Luego £t (x)=f(tt'd)=e (a)=& (t'~*

x)=£(x) .

Por tanto el subgrupo de traslaciones de K(f) es T. Asi
pues, K(f) es cristalogrdfico. Como K(f) tiene indice finito en
G(f), T tiene indice finito en el subgrupo de traslaciones de
G(f). Se deduce que G(f) es también cristalogréfico y que f es

una teselacién. O

Si g3A —> C es un alicatado, nos referiremos a los grupos
asociados a su extensibn f: S -—> C, como "grupos del alicatado”.

Asi el grupo de simetria de % es K(f), que representaremos por

K(2), etc,..

7. El ejemplo siguiente, tomado de la Alhambra de Granada,
ilustra la definicién de teselacidn local. Se conserva en el Mu
seo de Arte Hispano-Musulmédn de Granada la baldosa 1295 siguien

te (ver la fotografia 19).

L7 Ahald/ et

4 \




Si P es el interior de la baldosa y A es la unibén de los
interiores de las pajaritas blancas y azules, %£:A —> 11,2}
envia los puntos blancos a 1 y los azules a 2. Las simetrias

de & son las traslaciones +(Q,A), +(Q,B), +(Q,C):

NAW
/% /

c

El grupo T, generado por {(Q,A), (Q,B)! expande E2. Ademé&s
si te T cumple tANP#$ , t es una de las seis simetrias. Por tan
to 4 es un alicatado que define la teselacifn siguiente (en la

que se supone que hay infinitos niveles).
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Aqui G(2) estd generado por las reflexiones r,s,t
2

£ 3

en las aristaé del trifngulo equilatero que contiene a una paja
rita.
wiG(2) —> S,

T — (12)

s +—> (12)

t — (12)
Entonces G(l)l=G(2)2=K(2) es el subgrupo de Iindice dos generado
" por las rotaciones {rs,rt}. Se tiene la simetria de color

(G(L) ,K(R)) .

8. Se podrié haber dado una definicién mis fuerte de ali-
catado que la introducida en el n26, definiendo como simetria
cualquier g € E(2) que satisface (i), (ii), e imponiendo gque el
grupo G generado por las simetrias fuera cristalogrdfico. Se
podfa también haber afiadido la condicién de que P deberia con-
tener un dominio fundamental para G. De hacer las cosas asi ha-

briamos definido S como - USA. Sin embargo,nos hemos decidido
ge G

por la definicidn dadalpor sencillez, y porque en la préctica
una teselacidn se obtiene por traslacibén de un motivo original,
aungque no siempre es asi. Estasrelativa arbitrariedad en la de
finicibén de alicatado (y de la teselacidn correspondiente) es
un ejemplo de c6mo el estudio de los grupos cristalogrédficos
gue aparecen en la préctica depende del proceso de abstraccidn

empleado por el observador.
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III. Caleidoscopios

9, Consideramos ahora el cociente E2/G, en donde G es un
grupo cristalogrédfico, y queremos saber cuénta estructura de
E2/G es necesario capturar para poder reconstruir la accidn de
G en EZ. El siguienté ejemplo (inspirado en un ejercicio de

Thurston [Th]) nos dard la clave.

Tomemos el grupo cristalogrdfico K(&) del alicatado
£:8 —» {1,2,3,4} considerado en el n2 5: K(2) consta de tras-
laciones y de rotaciones de 180° en los centros de los hexdago-

nos:

Vs |S2222l
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Para hallar EZ/K(Q) tomemos el trifngulo equilatero de la
Figura como dominio fundamental D para la accién de K(1). Ast
EZ/K(Q) es el resultado de identificar 3D consigo mismo como in
dica la Figura. Las identificaciones pueden realizarse en E3 ple
gando D a lo largo de tres lineas, obteni&ndose asi EZ/K(Q) como

la frontera V de un tetraedro reqular en E3.

El tetraedro V es un espacio métrico y contiene toda la in
formacién necesaria para reconstruir la teselacidn 2. En efecto,
basta "desarrollar" el tetraedro sobre el plano: colocando una
cara de V sobre el plano y haciéndolo rodar. (Puede pensarse tam

bién en E2 "envolviendo" a V).

Ejercicio (Thurston).- Una geod&sica de V nunca se corta a si

misma.

Analicemos ahora la estructura de V tenlendo en menté sﬁ
estructura, metrlca y la def1n1016n de varledad dlferenc1able me
diante cartas. Todo punto de V' que no sea‘un vertlcegpuede cu-
brirse'éon”hﬂ~"pequeﬁo" abierto U tal que f-lﬁ es' una uni6n<
dlsjunta de ablertos de E2 tal que cada ﬁpq de éilos se?apli—
ca 1sometr1camente sobre U : , |

f|UU—%-11—>U
donde f es la aplicacién f: E ——+ v. De hecho, pues, V\{Vértlces}
es una 2-var1edad diferenciable con estructura geometrlca eucli:
dea, pues,los cambios de cartas son 1sqmetrias del’ p;gno eucli-
deo. Uﬁlvéffice v de V se puede cubrir con un abierto U de modo
que‘éﬁéa‘coﬁponenté,de f’l(U) se aplica 2 a 1 sobre U :

f|5:ﬁ'—gi£9 U
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Esto refleja el hecho de que los vértices de V son singulares
(la medida de un circulo de radio r en torno a un vértice es mr,
es decir el &ngulo en el vértice es de 180°). Por otro lado si

f|ﬁ:ﬁ _Eiié W es otra "carta" (carta plegada la llamaremos) que

~ ~ N .
cubre a v, la relacidn entre U y W viene dada por una isometria.

Al igual que se hace en el caso de variedades ordinarias
introducimos primero un concepto mis general (el de caleidosco-
pio, correspondiente al concepto de "variedad diferenciable")

y luego precisaremos el concepto de caleidoscopio "con geometria”.

10. Un caleidoscopio M de dimensién n (sin frontera) es un

espacio metrizable |M] dotado de un atlas de cartas plegadas

pi:Ui —_— Ui
en donde Ui’ ie I, es un cubrimiento por abiertos de |M|; 6; es
un abierto de una n-variedad diferenciable X (sin frontera); P;
es topolégicamente equivalente al cociente de E; por un grupo
finito de difeomorfismos que actfia en ﬁi' Hay una condicidén de
compatibilidad de carﬁas que se expresa asi: si xi,xjé’ﬁi,ﬁj
cumplen pixi=pjxj, existen entornos abiertos Vi’vj de Xi’xj y

un difeomorfismo f:Vi —> Vj tal gque

]
pjf(x)=pi(x), para todo x¢ Vi
Dos atlas definen la misma estructura de caleidoscopio en
M| si su unibn es un atlas. N6tese que la misma variedad X es

un caleidoscopio.

. . ~ . .
Un isomorfismo M=M' entre caleidoscopios es un homeomor-
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fismo |M]§‘M'| que hace a los ztlas compatibles.

Un caleidoscopio es compacto si |M| es compacto, y es orien-
table si los difeomorfismos locales y las acciones de grupos em-

pleados en la definicibén de su atlas preservan la orientacidn.

Un caleidoscopio tiene una (G;X)—estructura si los difeomor
fismos locales y las acciones de grupos empleados en la defini-
cidn de su atlas son restricciones de elementos de un grupo G de
difeomorfismos de X.; abiertos de X. Asi, por ejemplo, el cocien
te de E2 por la accibn de un grupo cristalogrifico es un calei-

doscopio con (E(2),E2)~estrﬁctura, o caleidoscopio euclideo.

Sea {pi:Ui —_—> Ui} un atlas para un caleidoscopio M. Una
métrica Riemanniana en ﬁi define otra métrica Riemanniana en

~

U., para cada g¢ G;. La media de todas (Gi es finito) es una mé

i!
trica ifivariante para Gif Si Gi es el grupo de isotropia de
.;(eﬁi, Gi actﬁé (linealmente) en Txﬁi por la diferencial. La fun
cidn exponencial define un difeomorfismo y entre un entorno W

de 0 en Txﬁ; y uno V de x en G; y como Gi pasa geodésicaéfa geo
désicas es flcil ver que Yy:W —> V puede tomarse equivariante
con respecto a Gi' Esto prueba que las cartas Gi —> Ui pueden
tomarse de modo que ﬁic R & Ri y GiC 0(n) (pero los cambios de
‘cartas vienen todavia dados por difeomorfismos locales).

" Para n=2, Gi es ciclico Cm 5 diedral D mxl, v [M[ es una

2m’
2-variedad. Todo punto de |M| puede dotarse de un simbolo que in
‘,QLque¢§ﬁigrupo de isotropia. Habitualmente un ntmero 1 asociado

a;un punto aislado de Int|M| indica grupo de isotropia C; para
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tal punto, Los puntos con isotropia D, estén en 3|M] (aunque no

2m
necesariamente componen todo BIMI); aquellos con m>1 se indican
por m y aquellos con m=1 se "platean" (se marcan en la frontera
de 3|M| con trazo grueso). Usaremos como notacibn, siguiendo a

[lej,el poner |M| seguido de los simbolos m de los grupos ci-

clicos y de los sIimbolos m de los diedrales.

Asi el caleidoscopio euclideo V del n°9 tendria un caleidos

copio (diferenciable) subyacente representado por

2 2
V = 82222 (|M|=S=esfera)
’ 2

El caleidoscopio correspondiente al grupo cristalogréfico

K(2) definido en el n°7 es

3
¢
3 $333
3

y el correspondiente al grupo G(L) es

3
3 ‘ D333 (|M|=D=disco)
3

Tomando § ':A S L-IN c'={1}, en donde § es el alicatado defi-

nido en el n°7 y ¢ es constante, obtenemos un alicatado cuyo

grupo K(£')=G(2') tiene asociado el caleidoscopio

11, Es pues posible dar una lista de los 2-caleidoscopios

(diferenciables) ¢Cudles de ellos admiten estructura geométrica?
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Puede verse que salvo unos pocos, que llamaremos "malos" en el
n° 15, todos son geométricos. Concretamente admiten una de las
tres (G,X)-estructuras siguientes

(i) esférica: X=Sz, G=0(3)

(1i) euclidea: X=EZ, G=E(2)
(iii) hiperbdélica: X=H2 (plano hiperbb6lico), G=grupo de iso-

metrias hiperbélicas,

12. vVolvamos a nuestra pregunta inicial sobre qué estrgctu
ra era necesario capturar en el cocgente E /G(f) para reconstruir

f.

An&logamente al caso de una variedad (queApor lo demés es
un caso particular de caleidoscopio). un caleidoscopio diferen-

ciable tiene una cubierta universal y un gruPO'de superposicio-

nes. Si el caleidoscopio M es geométrico puede usualmente verse
que la cubierta universal es él espacio X sbbre el que estd mo-
delado el caleidoscopib Yy que el grupo de_éuperposiciones es

un grupo de isometrias. Esto se hace exactamente igual que con
nuestro ejemplo inicial del tetraedro V: haciendo rodar (o "des-
arrollando") el caleidoscopio sobre X. Si pensamos en nuestro
caleidoscopio M como provisto de clerta pintura no completamen;
te seca, al rodar sobre X.ir& de§cribiendo una teselacidn sobre
el camino rodado, gue no es sino una aplicacién de un entorno

de cierto camino en M sobre un entorno de cierto camino en X.
Esto es realmente uﬂa aplicacién de la cubierta universal de M
sobre X, y en muchos casos.es un homeomorfismo. De este modo M
tesela X, del mismo modo en que; én la figura del n°9, M=V tese-

la E2. En este sentido podemos decir que a partir de M recobra-
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mos nuestra teselacibn en X y por tanto su grupo de simetria.

13. Para realizar lo anterior precisamos primero del con-
cepto de cubierta. Una cublerta del caleidoscopio M es un calei
doscopio N junto con una aplicacibén continua

f:N| —> M|
tal que cada punto x £ |M| tiene una carta plegada
~
p:U —> U

con grupo G, tal que cada componente Vi de f—l(U) tiene una car

ta plegada
~t
pi.U _> Vi

con grupo Gng y tal que el diagrama siguiente es conmutativo

E21 —_ IV

En el ejemplo de la Figura del n°9, la funcidn f:
define una cubierta entre el caleidoscopio E2 y el V. Los grupos
Gi’ en este caso, son todos el grupo trivial. En este ejemplo
£: |E2[ —> |V| es una cubierta ramificada. En general si

f:

N —> M|

es una cubierta entre los 2-caleidoscopios My N y M es orienta
ble, f es una cubierta de |M| ramificada ‘™) sobre el conjunto B

de puntos de M con isotropfia no trivial. Ademds si la isotropia

de beB es Cm, los puntos de |N| gue yacen sobre b tienen isotro

pia Cngcm y por tanto tienen Indice de ramificacién njm.

El ejemplo anterior es caso particular del siguiente. Sean

(*) Para lo esencial sobre cubiertas ramificadas y ejemplos ver D@



G'¢G dos grupos cristalogridficos que actfan en EZ. Entonces la
aplicacibn natural EZ/G' —> E2/G es una cubierta entre calei-
doscopios. El indice de G! en G es el nfimero de hojas de la cu-
bierta. Asi, en el ejemplo del nfmero 9, K(f)sG(f)igG(f) da lu-
gar a las cubiertas

s2222 315 pE3z 431, pE3T

BEn general los grupos de color (G(f),G(f)i) corresponden a cu-

biertas entre caleidoscopios.

He aqui otro ejemplo. Tomemos un caleidoscopio de, dimensidn
2 no orientable y sin frontera M. Existe entonces un caleidosco-
pio N orientable y una cubierta doble f:N| —> [Mi En efecto | N

es el resultada de doblar |M| a lo largo de 3|M|, y £f:

N[ —> |M|
es el cociente mediante la involucibén natural. Es senéillo cons
truir cartas para M y comprobar que f es una cubierta doble. Bas
ta tomar G;=C_  si G=D, . Aqui, f:|N| —> [M| es un despliegue

(" spread") en sentido de Fox [F]|.

14. Una cubierta ﬁ de un caleidoscopio M se.dice universal
si cubre a toda otra cubierta de M. Si M es un 2-caleidoscopio
no orientable, tomando el doble de M podemos reducir la cons-
truccién de M al caso en que M sea orientdble. Supongdmoslo pues
asf y llamemos B al conjunto de puntos singulares de M. Sabemos
que |ﬁ| es una cubierta de ]M| ramificada sobre B, y tal que si
la isotropia de be B estp entonces los puntos de |ﬁ| gue yacen
sobre b tienen Indice de ramificacibn divisor de p. Si * es un
punto base de |M| toda cubierta f de ese tipo corresponde a una

representacidn
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w: my (|MNB#)—> S
donde SN es el grupo simétrico de la fibra N=f"l(*), tal que el
meridiano p{b) de b se aplica en un producto de ciclos de longi
tudes divisores de p. La cubierta f corresponde al subgrupo

w L(stab (1))
donde 1 es un indice de N y Stab(l) es el subgrupo de SN gue
lo estabiliza. Todo tal subgrupo w—l(stab(l)) de ﬂl(lMP\B,*)
contiene al subgrupo H normalmente generado por la p-potencia
del meridiano u{(b) para cada be B; pues

o (4 (0)P)=identidad.

Asi que Mes el caleidoscopio definido por la cubiefta rami~
ficada

~
f:|M| —> | M|

. o~ . .
asociada a H. Asi pues M siempre existe.

15. Un caleidoscopio M determina pues una cubierta ramifi-
~
cada regular IM] con grupo de superposiciones K=ﬂl(lNH\B,*)/H
. ~
que actfia en.|M| de modo que IM]=|ﬁ|/K. Ademids la cubierta ra-
~
mificada f: |M| —> |Mjes la cubierta universal del caleidosco

pio M.

Desafortunadamente aqui M no tiene porqué ser un caleidos-
copio sin puntos singulares. Thurston llama a un caleidoscopio
~ bueno si ﬁ es una variedad. En este caso M determina una varie-
dad M y un grupo de difeomorfismos K actuando en ﬁ,tal que el

caleidoscopio M estd definido por K.

He aqui dos ejemplos de 2-caleidoscopios malos:
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™, ({M]\B)=1 ™, (|MNB)Z2Z
En el primer ejemplo ﬁ=M. En el segundo, si llamamos p al meri
diano comln a {bl,b2}=B, el subgrupo que define |ﬁ[ estd genera
do por {up,pq}. Si d=mc.d(p,q), el tal subgrupo es <ud>. Asi

—~
que el caleidoscopio M es

a p/d
' q/d

Thurston observa que &stos son los Gnicos 2-caleidoscopios orien
tables malos. Los correspondientes caleidoscopios no orientables
est@n cubiertos doblemente por algunos de &stos y necesariamente
son el cociente de los anteriores por una involucidn que invier

te orientacidén. Son pues:

P P
/
p#q
q
A continuacidn probaremos que un caleidoscopio eucli

deo es bueno. La siguiente demostracién se debe a R.H. Fox y R.B.
Kershner: Duke Math. J. 2 (1936) 147—150(*). Se dobla M si es ne-
cesario para conseguir M orientable. Si B es la coleccidén de pun-
tos singulares, tomamos un punto base * en ]M|\B y un vector gase
v tangente a M, en *. Si desplazamos v paralelamente a si mismo’

a lo largo de una curva Yy cerrada de |M[|\B, basada en *, v retor
na a * adoptando fnicamente un n° finito de posiciones

C={v=v ,v,,...,vy}. La razén es que y es homStopa en [M\ B a un
producto de meridianos en torno a los puntos de B, y cada meridia-

no cambia la direccibén de v en un &ngulo de la forma %g-. De este

(*) Este articulo pertenece a la "protohistoria" de la teoria de
caleidoscopios.
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modo queda definida una representacién transitiva
w:ﬂl(lM}\B,*) —_ Sc
cuya cubierta ramificada asociada de h hojas

f:

N —> M

define un caleidoscopio N euclideo. Si ¥ cubre *, y ¥ cubre v, al
desplazar g'paralelamente a lo largo de cualquier curva cerrada
de lNl\fplB, ¥ retorna-a ¥ coincidiendo consigo mismo. Esto prue-
ba gue el caleidoscopio N no tiene puntos sihgulares; es decir,

N es una 2-variedad euclidea (un toro).

Por ejemplo, tomando como M el caleidoscopio V del n° 9,

resulta que h=2 y que N es un toro:

A

" A

N

El argumento anterior no puede emplearse cuando el calei-
doscopio tiene curvatura distinta de cero. En este caso el trans-
porte paralelo de v a lo largo de un camino de lMl\B que bordea un
disco no devuelve v a su posicidn original.

16. Podemos ahora definir la funcidn desarrolladora D: M|—+ E2

~
mencionada en el n® 12, en donde M es la 2-variedad cubierta uni-

versal del caleidoscopio eutlideo compacto y sin frontera M.

Si £:|M| — |M| es la cubierta universal, todo punto

X € |M| tiene una carta plegada
~
p:U — U
con grupo G, tal que cada componente Vi de f_lU tiene una carta

plegada
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- ]
pi:l — v,

con el gfupo Gfggj;él que el diagrama siguiente conmuta

~ - P S

P |t

U

~ Co 5
Como M es unaf2‘—'var.iedad,Gi es trivial y por tanto‘pi es un ho

meomorfismo.

Definiendo U‘Vi como pzl puede ahora sin dificultad extender-

4
se a todo M:
D:| M —> E?
empleando el hecho de que las isometrias son funciones analiticas

reales, y la idea de prolongacidn analitica. Los detalles pueden ver

'ééwén (h] .

La funcidén D es una cubierta y siendq E2 simplemente conexo es

un homeomor fisHio. Hay ademds un grupo GSE(2) gque actfia en E2 tal que
. {‘L"f§N5 LA N -
si heX (grupo de transformaciones cubrientes:de f:

M — [M|) exis

te ge G tal que el diagrama siguiente conmuta

IT )
D LD

Puede pues identificarse M con E2 y K con G. Este es obviamen-
te un grupo cristalogrifico. Esto prueba gque el caleidoscopio eucli
deo contiene la informacién necesaria para reproducir el grupo cris

talogrifico G,
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El mejor ejemplo de la construccidn de D lo proporciona el
tetraedro V del n°9 rodando sobre EZ. Otro ejemplo lo proporcio
na el caleidoscopio D333 realizado como un tridngulo equilatero
con caras plateadas: las reflexiones sucesivas en sus caras te-

*
selan E2 ¢ ).

17. Finalmente, queremos dar la lista de 2-~caleidoscopios
(diferenciales) que admiten estructura euclidea. Con este fin

Thurston introdﬁjo una caracteristica de Euler x(M) de un calei

doscopio que tiene la siguiente propiedad:

"Si |M| —> |N|es una cubierta, entre caleidoscopios, de
h hojas, X(M)=hX(N)".
No es diffcil adivinar entonces cudl ha de ser la definicidn
. de X(M): si un punto x en Gi tiene grupo de isotropia de orden
m (bajo la accidn de Gi que define la carta plegada pi:6; —> Ui)
entonces pi(x) debe valer como % . Definimos con Thurston [Th]
la caracteristica de Euler de M, celulando |[M| de modo que los
puntos de cada cé&lula ¢ (abierta) tengan igual grupo de isotro-

pia G . Si el orden de G, lo representamos por IGC] ponemos

X(M) = § (?1)dimensi6n c é
e 16|

(*) Este es el "verdadero" caleidoscopio de juguete.
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Si M es euclideo, M es el cociente de E.2 por un grupo cris
talogrifico G y tenemos la siguiente sucesidn de cubiertas en-
tre caleidoscopios

82 — 5 £%/6, -5 E?/c=|M|
Aqui EZ/G* es un toro cuya caracteristica de Euler es cero. Por

tanto una condicibn necesaria para gue M sea euclideo es que

X (M)=0. La condicifin es suficiente porgque los 17 caleidoscopios
con X (M)=0 pueden descomponerse en piezas euclideas al igual que
el tetraedro subyacente a 52222 del n° 9. Daremos ejemplos de 17
alicatados (procedentes de la Alhambra) que definen grupos crisg

talogr&ficos cuyos cocientes son los 17 caleidoscopios de la lis

ta.

1. Primero listamos los caleidoscopios M con X(M)=0 y orientables.

|M| es una superficie orientable de género g. Hay k puntos

singulares con isotropias ciclicas de drdenes Myyeee M. Celu-

lando como en el siguiente ejemplo:

, JA
B m, 8 <1-;M4AM‘
my
A
k
obtenemos
X(M)=2—Zg+2 (—=—-1) =0
i=-1 i

Agui m;>2, luego -1g - % implica {g=1, k=0} &6 {g=0l.En

el primer caso M es simplemente un toro sin puntos singulares
que representaremos por T. El segundo caso da |MI=S2 y como

g(Sz)=0 es:
k

K
k-2= 2 L o a<k=ar 2 -1 <2 Ksacka
: . m. . m. 2

i=1 i i=1 i
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- *
Un c8lculo sencillo proporciona los siguientes casos( )

»e

=3 m, { m, m3. F ={ m; m, m, m, F
8333 3 3 3 5 §22221 2 2 2 2 2
S442
5632 6 .3

2, Listamos ahora los caleidoscopios M con X(M)=0, M no orienta-
ble. '

Como indicamos en el n°l3, tal M tiene una cubierta doble
orientable con X=0. Asi pues los posibles M no orientables se
obtienen de los 5 caleidoscopios orientables al hallar involucio
nes que invierten orientacién. Las involuciones naturalmente res
petan los grupos de isotropia de los puntos singulares. Los ca-
sos posibles son entonces, teniendo en cuenta que T admite tres

. . N . . 2 .
involuciones que invierten orientacidn y S~ finicamente dos:

M orientable [M/involucidn Representacidn | Fotografia
T= {.-- Anillo A 7
Banda
_ de
= _ Mobius M 8
> ! otella
e y R § . de X 6
P: Klein
S2222= 2 Disco | D2222 9
2 72 zZ ‘
7
Y4 .
2 ~l 2 2 . i

(*) La columna F indica el nfimero de la fotografia que reprodu-
ce un alicatado de la Alhambra con el correspondiente grupo.
La fotografia para T es la primera. Ver el apéndice A para
la explicacibn de las fotografias.
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M orientable M/involucibn Representacidn | Fotografia
2 2
52222= z@z z 2 Disco D222 10
2
2 2 2
S2222= IEE:I Disco D22 11
2 2 2 ~
2. z <:;;>
§2222= 1@ Plano P22 12
Z z Proyectivo
3 3 3 3
S333= V v Disco D333 13
3 ,3 ’3
$333= 34; 2 ‘4 Disco D33 14
1
N AN 2
S442= z 4 Di
S 2 ” 2 4 Disco D442 15
4 4
2 3 . >
S442= Disco D42 16
4
3
’ B 37
$632= D>'C i ¢ bisco DE32 17
2 2

s

Vemos pues, en resumen, que hay 17 caleidoscopios (diferen

ciables) que admiten estructura euclidea.

18. Todavia cabe preguntar culdntas estructuras euclideas

admite cada caleidoscopio. Pero un isomorfismo entre dos caleidos

copios euclideos se levanta a un isomorfismo entre sus cubiertas
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universales. Es decir si M y N son caleidoscopios euclideos (con

cubierta universal E2) y grupos cristalogrdficos de superposicio-

nes Gy H, M y N son isomorfos si y s6lo si G y H son conju-

gados mediante una isometria de E(2). Debemos pues resolver el

problema de clasificar grupos cristalogrificos a menos de iso

metria.

Caso 1. Grupos cris.talogréf.i.co.s.,con.Goo=Cl

El problema aqui es clasificar rejillas a menos de isometria.
Si GQ es una rejilla, la distancia d de Q al punto P de GQ més
cercano a Q es un invariante por isometrias. Sea R un punto de
GQ cuya distancia d' a Q es menor que la de cualquier otro pun-
to de GQ exceptuado P. Elijo R de modo que el adngulo 0<agw/2
QPR contado en sentido positivo sea el menor posible. Este &ngu-

lo es también un invariante. Asi (d,d',0) es un sistema completo

de invariantes:

R
A,
&

& g P

Hay pues una familia triparamétrica de grupos (y caleidoscopios)
tipo T a menos de isometria.

Notese que dos rejillas G son afinmente equivalentes. Esto

o’ "r
indica que dos grupos tipo T son conjugados dentro del grupo més
amplio de afinidades de Bz. Igualmente dos caleidoscopios eucli
deos cuyo caleidoscopio diferenciable es T son isomorfos como

caleidoscopios afines.



Caso 2. Grupos‘cristalogréficos.con.Gm=C2

Un grupo G de este tipo tiene rejilla G, invariante por C2

Q
(ver proposicidn 2.1). Toda rejilla es de este tipo. Se aplica

aqui lo dicho en el n° anterior. Son los grupos correspondien-
tes al caleidoscopio diferenciable $2222.

Caso 3. Grupos cristalogré&ficos con G«=D.,D

2'74

La rejilla es invariante por reflexidn. Es pues rectangu-
lar o romboidal. Dos rejillas de cada tipo son afinmente equiva-
lentes. Se aplica lo dicho en el Caso 1 aunque aqui la familia
de grupos es biparamétrica. Los grupos son K,A,M,D2222,D222,D22,

P22.

Caso 4. Grupos cristalogriaficos con‘G«=C3.6 D,

La rejilla G, es invariante por C3. Es pues hexagonal. El

Q
Gnico invariante métrico es su Area. Asi cada grupo abstracto
§333,D333, D33 tiene una familia uniparamétrica de representan-
tes en E(2) dos a dos no conjugados por isometrias, aunque si
por semejanzas. Asi pues dos caleidoscopios euclideos con calei
doscopio diferenciable S333 (resp. D333, D33) son isomorfos co-

mo caleidoscopios con (Z,RZ)—geometria, donde I es el grupo de

semejanzas de Rz.

Caso 5. Grupos cristalogrdficos con Geo= Ce 6 D,,

Vale lo dicho en el n° anterior. Son los grupos correspon-

dientes a caleidoscopios euclideos tipo S632,D632.
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Caso 6. Grupos cristalogrdficos con Com=Cy s Dg

La rejilla GQ es un cuadrado. Vale lo dicho en el Caso 4.

son los caleidoscopios S442,D442,D42.

19, E1 lector puede divertirse ahora listando los grupos
de color (G(l),G(z)l) con n coloresT Basta que halle las posi-
bles cubiertas de n hojas entre caleidoscopios euclideos. Una
vez hallada una[MtFEile1NL deberfa dibujar una teselacién corres
pondiente. El siguiente ejemplo contiene la clave para ello (el

espejo refleja permutando colores)

Ejemplo

1 azul

2 mavomya.
3 negro

4 blanc

Ejercicio. Empiece el lector coloreando D con los otros 3 colores.
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IV. Epilogo

Los 2-caleidoscopios buenos M con X(M)>0 son esféricos. Co
rresponden a "grupos cristalogrdficos" que actfian en la 2-esfe-
ra Sz. El lector puede hallar una lista y buscar teselaciones

esféricas correspondientes.

Los 2-caleidoscopios M con X(M)<0 son todos buenos e hiper-
bélicos. Corresponden a "grupos cristalogrdficos" que act@ian en
el plano hiperbélico H2. Estos grupos se llaman fuchsianos y so-
bre ellos hay una wsta bibliografia. El lector interesado en

ellos asi como en teselaciones de 12 podria consultar [Ma].

La teoria de los 3~caleidoscopios es el objeto de un gran
nlimero de investigaciones en la actualidad. Los lectores intere
sados en conocer los resultados bdsicos de la teoria (resultados
que generalizan aquéllos de las 3-variedades) deberian consultar
[BSZJ en donde se prueba el andlogo para 3—caleidoscopios.del
teorema de descomposicidn de 3-variedades a lo largo de una fami
lia caracteristica de toros. Uno de los toros de esta descompo-
sicidn para 3-variedades es una variedad de Seifert. En el caso
de 3-caleidoscopios, el papel de estas variedades de Seifert lo
juega una generalizacidn de las mismas, que de paso las pone en
su verdadera perspectiva: Sl—fibrakm sobre 2-caleidoscopios. El
lector interesado en estos Sl—fibraks deberia leer [BSZ]l Un sub
producto de este estudic es una eficaz clasificacibén de los 3-ca
leidoscopios euclideos, o equivalentemente de los grupos crista

lograficos en dimensién tres (ver [BSj]).

Una importante conjetura de Thurston (probada en muchos ca
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sos) es gue un sistema caracteristico de toros parte un 3-calei
doscopio en piezas con geometria. De las ocho posibles geometrias
la m&s dificil e interesante es la hiperbdlica. Es pues un tema
de intensa investigacidn el estudio de los 3-caleidoscopios con
geometria modelada en el espacio hiperbdlico H3 y su grupo de
isometrias. En este contexto finalizard nuestra conferencia men

cionando el siguiente sorprendente teorema (ver [HLMW]):

Teorema. Toda 3-variedad compacta y orientable |[M| es el espa-

cio subyacente de un 3-caleidoscopio hiperbdlico M que cubre el

3-caleidoscopio hiperbdlico:

4

Corolario. Hay un grupo U de isometrias de H3 tal que toda 3-va-

riedad compacta y orientable M es el cociente de H3 por la accidn

de un subgrupo de U de indice finito.

Corolario. M es simplemente conexa si y s6lo si I est& generado

por rotaciones.

El Gltimo Corolario proporciona un nuevo medio (geométrico)

de atacar la Conjetura de Poincaré.
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Apéndice A. Descripcibn de las Fotografias

1.T.

2.82222.

3.5442,

Alicatado. Arte nazari; segunda mitad del s. XIV. Patio de
los Arrayanes (La Alhambra)

Notas. Si el alicatado se piensa en blanco y negro, su gru
po es S333. También es S333 tomando S como el complemento
de los intersticios entre baldosas y 1:S —> C={1} (simetria

bédsica; ver nota al final del Apéndice A).

Yeseria. Arte nazari, primera mitad del s. XIV. Pabelldn
norte del Generalife (La Alhambra).

Notas. (i) La cubierta plana de madera policromada de la
habitacién situada en la entrada derecha de la fachada de
Comares tiene exactamente el mismo diseno que la pieza de
la fotografia 2. Es también arte nazari del s. XIV. Debe
pues clasificarse como S2222.

(ii) El alicatado MA 1361 ()de la Altambra, es arte na-
zarl del siglo XIV. Si se prescinde de los colores (aparen
temente puestos desordenadamente) el disefio es S§2222. Se
aplica aqui lo que se dice en la nota (i) a S333; pero con
méds fuerza: pues, en efecto, la "simetria bésica" de este
alicatado es 52222 (ver el filtimo p&rrafo del Apéndice A).

(iii) El azulejo MA 3754 del almacén de MA, pertenece
al Convento de San Francisco de la Alhambra. Es arte nazari

del siglo XIV y se clasifica como S§2222.

MA 1359 . Alicatado. Arte nazarf; s. XIII. Generalife (La

Alhambra) .

(*) MA significa "Museo Nacional de Arte Hispano-Musulmé&n", Pala-
cio de Carlos V, La Alhambra (Granada). El1 nfimero tras MA es
el nfimero de la pieza en el Museo.
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Nota. Si S es el interior de las piezas coloreadas tenemos un
alicatado 1:8 —> C={1,2}. E1l grupo K(1l) es S442; el G(l) es

S442. El1 grupo de color es (S442,S5442).

MA 4610. Alicatado. Arte nazari; siglo XV. La Alhambra.
Notas. (i) Todos los azulejos tienen aquil el mismo color mela
do, pero claramente la intencién del artista fue distinguir
los azdlejos entre si, resaltando las curvas de separacidn;
en otro caso habria usado azulejos con lados rectos, més
sencillos de fabricar.

(1i) Este es un grupo muy frecuente en la Alhambra.

Alicatado. Arte nazari; s. XIV, Primer tepidario, bafios (La
Alhambra).

Notas. (i) Para la clasificacidn de este ejemplo hemos supues
to que S es la unidn de los interiores de las pajaritas y que

1:8s —> C={1,2} envia pajaritas blancas (resp. coloreadas) a

"1 (resp.2). La razdn de esta eleccibdn es que los colores se

han distribuido de manera que reducen la simétria del dibujo
al grupo de simetria trivial. En casos como éste no es aventu
rado pensar que el artista poseia el concepto de simetria da- .
do por el diseifo en‘blanCO y negro, y que la distribucidn de
colores o bien se hizo al azar o se buscd alglin tipo de armo-
nia dificil de matematizar. Por otra parte si —como pasa en
la Fotografia 4— sblo hubiera llegado hasta nosotros una re-
gidén del alicatado de la Foto 1,ireducida y uniformemente co
loreada no hubieramos dudado en clasificarla como si la pieza
original estuviera uniformemente coloreada. Este-tipo de ob-

servaciones justifican la liberalidad de abstracciones adopta
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das. El grupo K(l) es 8333; el G(1l) es S632 y.el grupo de colores es
(s632,8333).

(1i) Un ejemplo de 8333 en el que no existe problema de
colores (isblo un azulejo ha llegado hasta nosotros!) es
MA 1295 (foto y dibujos en el n°® 7). Ver también nota a la fo

tografia 1.

6.K.Pintura. Arte nazari, s. XIV. Puerta del vino (La Alhambra).
Nota. Este es un grupo comfin en La Alhambra, pero la simetria
est& casi siempre reducida a T por la presencia de adornos

florales o letras &rabes (comparar nota (ii) a D22).

4 b

7.A. MA1375, Alicatado. Arte nazaril; s. XIV (La Alhambra).
Nota. Si S es el interior de las baldosas coloreadas y
1:8 —> C={N,Vv,M} donde 1 envia baldosas a sus colores

N=Negro, V=Verde, M=Melado, K(l1) es A; G(1l)=D2222 y el gru
) et

po de color es (D2222,D2222). Si S' es el interior de las bal-

dogsas y 1':5' —> C'={1,2} envia baldosas blancas (resp. colo-

readas) a 1 (resp.2), K(1)=D2222 y G(1)=D222.
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MA 1694. Alicatado. Arte nazarf; s. XV (La Alhambra).
Nota. Definiendo 1 y 1' como en el ejemplo anterior, K(1)=M,

G(1)=D222 y el grupo de color (D222,M); K(1')=D222, G(1')=D42.

MA 1362. Soleria de ceré@mica. Arte nazari, s. XIV. Entre la Sa
la de la Barca y el Salén de Embajadores (La Alhambra).

Nota. Este es un grupc muy comfin (Ver, por ejemplo, MA 4587 y
MA 1330). El pavimento ha perdido casi completamente los colo-
res originales. En casos como é&ste, olvidamos completamente los
colores y clasificamos lo que queda, pues no cabe duda de que
la disposicibn de ladrillos o azulejos es un disefio perfecta-

mente conocido del artista (comparar con la nota (i) a la foto

5).

MA 188, Alicatado. Arte nazari; s. XIV. Sala de la Barca (La
Alhambra) .
Nota, Este es uno de los grupos mis comunes de la Alhambra.

Aqui K(1)=D222, G(l)=D42.

Pintura. Arte nazari; s. XIV. Sala de los Reyes (La Alhambra).
Notas. (1) El autor ha encontrado en la Alhambra finicamente dos
disefios de este grupo. Uno es un zig-zag como el de la fotogra-

fia; otro aparece en 12 capiteles del Patio de los Leones y por

$

tanto debe de ser antiquisimo. Copias de este filtimo disefio apa
recen pintadas en el piso alto de los Bahos de la Casa real. Hay
una'vasija (MA 1462) dque posee el mismo disefo.

(ii) La sala de Abencerrajes posee solerias con disefios

de cerfmica en zig-zag. En este caso (y en contraste con la Fo
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to 5, nota (i)) deben de eliminarse las lineas de contacto de
azulejos de igual color a la hora de clasificar el grupo de
simetria, pues claramente el deseo del artista fue ocultar la
simetria de baldosas subyacente y mostrar un zig-zag. Si no se
hace esto, es decir, se distinguen entre si las baldosas (y se
mantienen los colores), el grupo es K, pero esto lo considera-
mos un hecho accidental, no deseado por el artista. No nos re-
sistimos a citar las siguieﬁtes palabras de Antonio Prieto Vi-
ves ("La simetria y la composicién de los tracistas musulmanes"”
Investigacifén y Progreso, afio IV, n°® 3, marzo de 1932, pp. 33-
35): "... con frecuencia las exornaciones y el colorido s&lo
obedecen a una parte ue la simetria de las lineas, llegando a
una verdadera ocultacidn de la labor geométrica realizada, co-
mo si se tratase de pfoponer un enigma, y esto hace sospech&r
que los dilettanti de la época se complacian en la dificultad
de cdmprensién, y ésta es, sin duda, la causa del atractivo que
afin hoy ejerce este arte sobre los que han penetrado, aungque en

minima parte, en sus secretos".

Espina de pez. Arte nazari, comienzo del s. XIV. Bdveda de la
Puerta del vino (La Alhambra).

Nota., Este disefio es el Gnico que el autor ha hallado con gru-
po P22, Aparece en el arco de entrada de la Puerta de la Jus-

ticia, asi como en muchas solerias.

Yeseria. Arte nazari, s. XIV. Decoracibén del arco de entrada a
la Sala de Abencerrajes (La Alhambra).

Notas. (i) Este parece ser el {inico ejemplo de este grupo que
se hallaria en el edificio de la Alhambra. Sin embargo MA 3113

—~ una silla de Taracea del s. XIV~ gue es parte del mobilia-
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rio de la Alhambra, posee pequeﬁos_circulos con triféngulos
equiléteros blancos y negros alternando (Foto 18).
(ii) Este mismo diseflo aparece en la pared exterior
de la Capilla de San Miguel en la Seo de Zaragoza. Alll es
arte mudéjar del s. XIV realizado por artistas sevillanos.
(iii) El mismo disefio estf en una ventana de Taracea
de MA; procede de un palacio de Granada del s. XIV. Hay tam-
bién dos cajas de Taracea, una en MA y otra en el Museo Ar-
queolbgico de Granada, mostrando igual disefio, pero no se sa-
be su procedencia.

(iv) K(1) es D333, G(1)=D632.

Pintura. Arte nazari; 1362. BSveda de la Puerta del vino (La
Alhambra) .

Nota. Sélq aparece un disefo con este grupo. Otro ejemplo es
el dibujé en pdg. 13, estd entre la sala de Comares y el Patio
de Arrayanes; parece un disefio de friso .(lineal), pero es su-
ficientemente grande como para contener dos translaciones in-
dependientes. Sineanbargo, si los colores de la pieza de la Fo-
to 19 (MA 1295) no se tuvieran en cuenta, tendriamos un diseifio

diferente de D33.

Alicatado. Arte nazari; s. XIV. Torre de las damas (La Alham-

bra) .

Alicatado. Arte nazari; s. XIV. Torre de las damas.
Nota. Aquil aplicamos el criterio de colores indicado en Foto 5,
nota (i). Sin embargo hay en la Alhambra muchos ejemplos de

D42 sin problema de colores; por ejemplo, las puertas de Co-
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mares, o las yeserias en la Torre de las Damas. Aunque éste
podria haber perdido sus colores originales (compirese con la

nota en Foto 9).

Celosia de yeso. Arte nazari; s. XIV o XV. Patio de los Arra-

yanes (La Alhambra).

Ver comentario a la foto 13.:

Ver comentario a la foto 5.
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Comentario final

En la visita realizada al taller de restauraéién de la
Alhambra, Antonio Molina Gualda explicd que actualmente si-
~guen la misma técnica que usaron los artistas hispano-musul-
manes en sus procesos de fabricacién de alicatados o yeserias.
El proceso incluye dibujos previos, preparacidn de azulejos y
coccibn de los mismos tras haber sido tratados adecuadamente

con objeto de obtener los colores deseados.

Qued6 claro entonces que la pregunta de gué grupos cono-
cian virtualmente los artistas de.la Alhambra, no debe contes-
tarse atendiendo finicamente al resultado final del trabajo rea
lizado en torno a un ornamento, sino que deberia tenerse en cuen

ta también el trabajo previo: dibujos, azulejos sin colores,etc...

El autor piensa que la simetria bésica (eliminando colores,

ornamentos‘florales, letras &rabes, etc...) representa la sime-
tria m8s profundamente asimilada. Esta simetria se define consi
derando S como el subconjunto de E2 obtenido quitando los inters
ticios entre baldosas o las lineas del trazado geométrico, y po-
niendo 2:S —» C={1}. N6tese cdémo D333 no aparece en la sime-
tria bésica de la Alhambra, denotando un desarrollo incipiente

de este grupo.
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Apéndice B. Sobre la deteccibn de los 17 grupos en la Alhambra.

Se ha escrito recientemente que s8lo 13 grupos estén
presentes en la Alhambra (ver, por ejemplo, B. Griinbaum, Z.
Grinbaum y C.G. Shepard, "Symmetry in Moorish and other orna-
sments”", Comp. and Maths. with Appls. 12B (1986) 641-653). Sin
embargo no es dificil encontrar 16. El crédito por la bfisque-
da del elusivo decimoséptimo D333 se debe a Rafael Pérez Gbmez
(fotografia 13). El ejemplo de la fotografia 18, me fue indica
do por el Prof. D. Antonio Ferndndez Puertas. Sin embargo el
ejemplo de Pérez GOmez es mejor, ya que estd en la f8brica de

la Alhambra.

Rafael Pérez-Gb6mez: "The recognition of the plane crystallogra
pnic groups, p2, pg, pPgg, p3ml, in the Alhambra", Abstracts -

Amer. Math. 3oc. 8 (1987) 263.
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Apéndice €, Tabla. Equivalencia de notaciones

Notacibn

G Internacional
(abreviada)
T pl 0
K P9 D2
A plml (pm) D2
M cm A D2
52222 p211 (p2) C,
D22 pmg D,
P22 P99 D,
D222 cmm D4
D2222 pmm D,
5333 p3 C3
AD33 p31lm D6
D333 p3ml D6
5442 p4 C4
D42 p4gm (p4g) D8
D442 p4dmnm (pém) Dg
$632 p6 Ce
- D632 pémm (p6m) ‘D

[
N
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Nota bibliogrdfica

En esta exposicibn hemos seguido muy de cerca Bonahon-Sie-
benmann [le] ¥ Thurston [Th]. La clasificacién hecha de los
grupos cristalogrificos planos se ha tomado asi para introducir
el concepto de caleidoscopio. El lector interesado en una prue-

*ba elemental puede ver, H.S.M. Coxeter: Introduction to Geometry, .

Wiley, o CHC} Los conceptos de cubierta ramificada usados estén
en Seifert-Threlfall: Lecciones de Topologia o en [M]. Finalmen-
te también recomendamos Stott [Sc] :
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