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Introduccion.

En el estudio de las correspondencias algebraicas entre dos variedades algebrai-
cas V y V’, se consideran tinicamente subvariedades irreducibles de la variedad ori-
ginal o uniones de variedades irreducibles y las transformadas o transformadas to-
tales [1] son también uniones de variedades irreducibles. No obstante, en algunas

~cuestiones interesaria conocer la transformada de una subvariedad de V definida

por un ideal que no fuese un radical. Esto implica generalizar el concepto de va-
riedad algebraica, considerando como elementos de ella no las subvariedades re-
presentadas por radicales, sino las definidas por cualquier ideal. A estas varie-
dades se les denomina variedades algebraicas totales. En el presente trabajo se
exponen algunos primeros resultados en este sentido.

En el parrafo primero se construye el espectro total de un anillo en el sentido
de ZarISKI-GROTHENDIECK [2.] En el pirrafo 2 se establecen las primeras propie-
dades de dicho espectro. En el pirrafo 3 se definen los médulos y anillos parcia-
les de fracciones. En el pirrafo 4 se estudian algunas propiedades de estos mo-
dulos y anillos parciales y en el parrafo 5 se obtiene el prehaz v el haz asociados
a un anillo. El anillo de partida se supone conmutativo y con elemento unidad.
Sucesivamente se imponen condiciones de no existencia de elementos nilpotentes
y de ser anillo entero. En la exposicién se adopta la notacién usada en [2].

§ 1. Espectro total de un anillo.

Sea A un anillo conmutativo y con elemento unidad. Sea X = Spec. (A) el

conjunto de todos los ideales de A, excluido el ideal unidad A. Representaremos por
R(A) y R(X) a los reticulos de las partes de A y X, respectivamente.
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Derinicion 1. Se llama V a la aplicacidn:
R(A) —%» R(X)
definida por:
M VEERQA); € V(E) < EC

Si se representa por A(E) al ideal engendrado por E, se verifica:
1. V(E) = V(A(E))
2. AB)= ) e

Xe(ME
3. Sil es un conjunto arbitrario de indices se verifica que

) V(U E) =N V(E); L ERA): €1
i€l

[1-31

4. V(0) = X. V(1) = J. Esta altima igualdad es consecuencia de 1 & X.
5. V(E) U V(E) C V(E N E') C V(E E.

DerinicioN 2. Un sistema S de partes de un conjunto X se llama un sistema
débil de cerrados de X si se verifican las siguientes condiciones:
I. Xes ; ge€s

II. Para todo conjunto de indices I: N C; € S; C; € S; Vi € L
i€l
A la topologia definida por un sistema débil de cerrados le liamaremos
topologia débil.
6. X es un espacio topologico débil respecto del sistema de cerrados

S = {V(E)}Ee @
DerINICION 3. Se llama adherencia débil de una parte Y C X, y se repre-
senta por Y, a

3) Y= n VE

YCV(E)
De (2) y (3) resulta que Y es un cerrado débil.
DerinicioN 4. Se define la aplicacién R(X) 15 R(A) del siguiente modo:

C)) feEiNef€j, ; VrEY s fEN

*CY
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7. j(Y) = 0 j,

w€Y
8. YCVY = j(Y) DY)
9.

JU Yy =0j(Yy) i €L
10. j(;( N Y . i(Y) U Y.
i j() =

12, j(V(E)) — A(E).

3. Y= V(j(V)).?i = V.

14. Representando por Adh la aplicacién Y —» Y, las proposiciones 12 y {3
equivalen a la conmutatividad de los diagramas:

R(A) v, R(X) R(X) N R(A)
AN S5 aan N Sy
R(A) R(X)

Como la aplicacién A deja invariantes los ideales y la aplicacion Adh. deja in-
variantes los cerrados V es una biyeccidn del conjunto formado por los ideales
de R(A) sobre el conjunto de los cerrados débiles de X, cuya inversa es j.

15. #€ Xy {«] es cerrado débil <> f, es maximal,
16. X es un espacio de Kolmogoroff débil. x 7 y <> j, 7 jy luego 7, € 7, o0
Derintcion 5. YV fE€ A, D =X — V({) = ¢ V(f).
V E € RA), DE) =X — V(E).

17. El sistema { DI(E)} e R () €8 el sistema de abiertos de la topologia dé-
bil de X. '

18. Vv E € R(A), DE)=D(U f) = U D(f).

fEE fEE
19. Consecuencia de 18: {D’(f) }fe A es una base de la topologia de X.

20 vV f € A. D(f) es quasi-compacto. X = D(1) es quasi-compacto.

21, Si U es un ideal arbitrario de A vy A Jp_) A/U, el homomorfismo, na-

tural, ©—*, define una aplicacién biyectiva entre los ideales de A/ y los ideales
de A que contienen a U, luego se puede establecer la identificacion:

Spect. (A/U) = V(U)
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En particular,
Spect. (A/9 = V(M)

siendo R el nil radical de A. En ¢l caso de las variedades totales no se verifica
que V(N) sea igual a Spect. (A).

§ 2. Propiedades del espectro total de un anillo.

A todo homomorfismo. (se supone siempre que el elemento unidad se transforma
en el elemento unidad)
¢)) A’ _cp;) A
se le puede asociar una aplicacion:

@) X <2 x

entre sus espectros, definida por:
&) “P(x) = P70

1. El homorfismo ¢ determina una aplicacién de R(A’) en R(A), que designa-
remos también por @ y a la aplicacién inversa por @—'. Andlogamente, %p determina
una aplicacién de R(X) en R(X"), que seguiremos designando por “p, y a su inversa

por %t
Se verifica que el diagrama siguiepte es conmutativo
R(A) —P—5 R(A)
* N

R(X) —— R(X)

2. = (D)) = D).

3. Consecuencia de 2: % es una aplicacién débilmente continua.

4. Restringiendo la aplicacion @ de (4), asi como su inversa, a las partes
X"y X de R(A) y R(A), respectivamente, lo que puede hacerse, puesto que tanto
@ como @~ transforman ideales en ideales, y representando por Adh(X) y Adh(X")
a las partes de R(X) y R(X"), respectivamente, formadas por los conjuntos ce-
rrados débiles, se verifica que el diagrama

—1
X’ (_cp__ X
) - V' L

Adh(X") o AdhCY
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es conmutativo en donde las aplicaciones son las restricciones de las designadas
con las mismas letras,

~ DemosrracioN.—1.% YV U € X = Vio~+(U) C %@ V(U). En efecto, " € V/
e (W) © fo O 9N U) = AU = @ 7' (A) C Qo = Qju € V(W)
= Eq(VAUAN. 2+ € V) < + = (B), BEVAU)= B O U
= @ (B) D e} (WA) = jo = 07H(B) D g (U) =+ EV ().

5. Restringiendo (4) a las partes X y X de R(A") y R(A), respectivamente,
y teniendo en cuenta (5) se obtiene la conmutatividad de los dos diagramas super-
puestos siguientes:

X’——CPL»X

—
e |y

AVad
acp—l

Adh(X") ——> Adh(X)
a@p

6. La aplicacién Spec. total es un functor contravariante de la categoria
de los anillos en la de los espacios topoldgicos débiles.

7. Si@ estal que YV | € A se verifica que f = h@(f), {' € A’ siendo h in-
vertible en A, se wverifica que % es un homeomorfismo débil de X sobre *@(X).

§ 3. Anillos parciales y modulos parciales de fracciones.

DeriniciON 1. Llamaremos sistema de denowminadores, S, del anillo conmu-
tativo A con elemento unidad, a una parte S de A tal que: 1.° 1 € S.
2% VY s1, ..., S € S se verifica que s ... & # 0. En A X S se define la
siguiente relacién:

¢))] (a1, s) R(ag, s3) = 3 ti, ..., 8 € SIT(s2a1 — 5185) = 0,
T = tl e tr.

1. R es una relacién de igualdad—En virtud de la condicién segunda de la
definicién de S, R no es trivial. La demostracidon es inmediata. _

Al conjunto cociente de A X S respecto de R lo representaremos del siguiente
modo:

STA = A X S/R

y le denominamos anillo percial de fracciones de A respecto del sistema de deno-

minadores S. A la clase cuyo representante es (@1, $1), la designaremos por

iy s
y se le llama fraccidn. :
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ay s . ,
-y ——, se llaman reducibles a comin
51 53 '

DerFinIciON 2. Dos fracciones,

. . . b1 bz aq
denoyinador cuando existen otras dos fracciones, —— ¥y — tales que =
s

$1
b a b S a o
=, 2 = _2_ Dos fracciones, —— y % se llaman multiplicables
Ry Sa S 8 So
' ) a b a b .
cuando se verifica: —— = -——, —— = 2 4, € S, Si — y son
5 t S2 ty $1 Sa
reducibles a comtn denominador, se llama sumae de ambas, y se representa por
a .,
i + —— a la fraccion.
$1 RP)
a Qs b b a b a b
) 1 4+ 2 14 b ) LA L 2 2
S1 $3 s $ s Sz s
.o i .,
Si Y son multiplicables, se Hama producto a la fracciéon:
1 2
a a b b b a b
3) 1 2 = A% 4! — L : LI 5LES
$1 K Iy 1y $1 I $s 2
. . .., ay by
2. ProPiEDADES. — 1. Uniformidad de la adicién. — Sea Pl
1 s
v a b Y .
= — — = 2 = 2 Se verificari: T(s' by — s V’y) = 0, T'(s’ by
s Sy s s
— s b'y) = 0. (Se representa por una letra maytiscula, T, T/, ..., a un producto
de elementos de S.) Por tanto, TT'(s'(by + b)) — s(¥'s + V) = 0 =
kb _ Vi ¥
s - s ’
NP .. a a a a a a
2. Asociatividad—Si existen —— 4 —2 2 4 "% ( L2 )
51 Sy $a S3 S1 S
a3 a; ( a2 a3 ) . ( ay Qs ) as
—— |}, se verifica que
+ S3 S1 + Sy + Sz 4 51 + Sa + S3
a a a; a b ¢ a, b
=+ ( 2 + — ).En efecto, sea — = —2 = 1 "2 2
St Sy Ss $1 $ P So s
. C2 [¢£) bs C3 by 4 b, v €3 - Cs c ,
= Y —_ = , =t = s - = . Sera:
u Sa t 1 s t i v
( a, as ) . as b+ by a1 i ( as as I
S1 + 85 s3 ¢ y $1 Sa + S3 ) o v :

Ahora bien, las relaciones Ty(sax — s1b1) = 0. Ty(sa; — s3b5) = 0. T3((by -+ by)
— sty = 0, Tu(tas — s3b5) = 0, Us(ua, — s3¢5) = 0, Us(uas — s3¢5) = 0,
Us(@(cs + ¢ — uc’) = 0, Us(va; — cis1) = 0, implican:

T1T,TsTy UtUsUsUs u 5 51 52 sa(w(0” + 83) — #{c1 4 ¢)) = 0O
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.. . . as [+ 2) . as
3. Conmutatividad..—Si existe —- 4 —— se verifica que +
, §1 $2 $1 Sz
_ % | 01
LS 0 0
4. Elemenio cero. = - es el elemento neutro de la adicion,
S1 Sy
., a . a —a
5. Toda fraccidn, — > posee una opuesta, — , siendo — —— = —
s
6. Unifornudad de la multiplicacion.—Si y —— son multiplicables, y
81 Sy
b c as b ¢ . . .
o L, ER = 2 — 2 pi, €S, uauy, €S, las relaciones
S1 iy Uy Sy Ty Uy
T(ulbi _— Slcl) = 0, U(ugbg — Cgtg) =0 implican TU(%luzblbz — tltg(:l(:z) = 0.
N .. o I a a a @ A
7. Asociatividad. — Si existen - : 2 : ( : ) y
s1 5 S5 83 $1 S $3
a, (12 as . ay Qs as Qy 22 ag
( , se verifica que = . Las
S AP S3 5 A S3 8 8o S3
’ 4
. a, as as as 3G b
relaciones s15, € S; = — =—— ¥, €S8; —— = ——
S2 S2 3 $'3 1852 t
) 7.7 Z ’
as b a a ayds a N
= o tES; 1 = —, = —— uy’ € S, implican:
S3 ¢ K 1 S90S 3 u ’
TiTs, «ovy T 81 85 53 875 85(2 a0 — w0y = 0.
.. . . a Q. . 21 az
8. Cowmautatividad. — Si existe —— —— se verifica que -
S1 Sz 1 82
G . a4
T s 5
. $1 Sz . .
9. Las fracciones y son iguales Vs1, s; € Sy son el elemento unidad
e ; S
de la multiplicacién. :
e . . ay a; ay as @y a3
10. Dustributividad. — Si existen + : , :
1 $a S1 S3 ) Sa
& ay as . . .
+ , se verifica la propiedad distributiva.
1 Se S3

Anélogamente se define el mddulo parcial de fracciones S—'M, siendo M un
A-médulo y S un sistema de denominadores de A, respecto del sistema de deno-
minadores S.

La adicién y la multiplicacién por elementos de S—*A se definen para los mo-
dulos parciales de fracciones de modo anilogo a los anillos, Ambas operaciones
son uniformes cuando existen. La asociatividad de la adicién se verifica cuando
existen las cuatro sumas, la conmutatividad cuando existe una de las sumas. El

elemento cero es la fraccién , s € S, 0 € M. Todo elemento de S—*M posee

opuesto.

b a w b m a - b m
v ( )

.. a
a) Si existen — . —
) 5 -+ 3 r
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. a b m
a -—b— & 8§ A, " e S—* M, se verifica: ( -+ )
s s s s ¢
a mw b m
s 3 + s t
.. a m a n m n @ m no\ .
b) Si existen s s w p + =y — ( ; + — ),
. a m n
A "_ € st M, se verifica: ( + )
Ky t 1 Ky t U
a 7 a n
- s ¢ + "
) Si exist b b m ( a b ) m a ( b m )
n z
¢ 1 exaste A i’ $ ¢ w S ¢ %
: . a b m a b m )
se verifica: ( . ) — ( ) Finalmente,
S t U K t u
1 m m
d —
) I s s

DeFiniciON 3. Un anillo parcial (conmutativo) es un conjunto A y dos corres-
pondencias univocas de A X A en A (no necesariamente aplicaciones) -}, « , llama-
das adicién y multiplicacidn, tales que: 1) Si existena 4+~ b b + ¢, (a +b) + ¢y
a - (b + ¢), se verifica que @ + (b + ¢) = (¢ + b) + c. 2) Si existe a + b,
existe 2 4+ ay o -+ b = b + a. 3) Existe un elemento, llamado cero, tal que,
para todo elemento de A existe a + 0y a4+ 0 = a. 4) A todo elemento ¢ de A
le corresponde otro tnico, llamado su opuesto, y representado por —a, tal que existe
la suma ¢ + (—a) = a — @, y es igual a cero, y si existe la suma b + « existe
también la suma b - (—a). 5) Si existen ab, bec, (ab)e, a(bc), se verifica que
a(bcy = (ab)c. 6) Si existe ab, existe ba y ab — ba. 7) Si existen & + ¢,
ab, ac, u(b 4 ¢), se verifica que a(b -+ ¢) = ab -+ ac. 8) Si, ademas, se verifica:
9) Existe un elemento | tal que existe el producto de I por cualquier elemento
v la = a, a este elemento se le llama elemento unidad, y el anillo parcial se dice
que posee elemento unidad,

Un A-médulo parcial, siendo A un anillo parcial con elemento unidad, es un
conjunto M y dos correspondencias univocas (no necesariamente aplicaciones) de
M X Men Myde A X M en M, llamadas adicion y multiplicacion por elemen-
tos de A, tales que: I. Respecto de la adiciéon se verifican las propiedades 1) a 4)
de la adicién de anillos parciales. II. La multiplicacién por elementos de A posee
las siguientes propiedades: a) Si existen ab, bwm, a(bm) y (ab)m, se verifica que
(e¢bym = a(bm). b) Si existen a + b, am, bm y (@ -+ b)m, se verifica que
(@ + bym = am -} bm.-c) Si existen am, an, m -+ ny a(m -+ n) se verifica
que e(m + n) = am -+ on. d) Existe el producto lm, Ym € M y lm = m.

" 'Se llama ideal parcial de un anillo parcial A, a toda parte a de A, tal que:
1), y€ ay sonsumablesen A = v —y <SS a.2)x € a, y € Ayzxey
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son multiplicables en A = yx € a. Un ideal de A se llama primo cuando
V#, y € A y multiplicables, xy € 0, x € a =y € a.

Se llama submddulo porcial de un A-modulo parcial M, a toda parte N de M
tal que: 1) m, » € N y m, n sumables en M = m — n € N. 2) a € 4,
m € N y o, m multiplicables en M = am € N,

Se llama homomorfismo de un anillo parcial A en un anillo parcial B a toda

aplicacion A ., B, tal que: 1) q, a’ son sumables en A = @(a), ©(’) son
sumables en B y @le + o) = @) + @@). 2) a ¢ son multiplicables en
A = @(¢) y @(@) son multiplicables en B y @(aa’) = @(a) (). Andloga de-
finicion vale para los homomorfismos entre dos A-médulos parciales. Las defini-
ciones de imagen y de niicleo de un homomorfismo entre anillos parciales (moédulos
parciales) son analogas a las correspondientes para anillos (médulos). Un homo-
morfismo inyectivo y suprayectivo se llama isomorfismo.

El ntcleo de un homomorfismo entre anillos parciales es un ideal parcial y el
nficleo de un homomorfismo entre dos modulos parciales es un submoédulo parcial.
No vale Io mismo para las imagenes.

3, Sea M un A-médulo, S un sistema ‘de denominadores de A, y S—*M el
mddulo parcial de fracciones correspondiente.. S~*M es un S~*A-médulo parcial.

es un homomorfismo de

a
1
A en ST*A y se verifica que im (¢) es un subanillo (no parcial) de S—* A. El

4. La aplicacién candnica: A —> ST*A:i(a) =

¢
nicleo de este homomorfismo es un ideal W de A. La aplicacién A/U —— im (7)

definida por O(x + o) =
5. Si A y B son dos anillos y # un homomorfismo del primero en el segundo,

y si S es un sistema de denominadores contenido en #—*(I), siendo I el conjunto
de los elementos inversibles en B, existe una factorizacién finica:

es un isomorfismo.

2

A — B

N e
STA

Basta poner u* (_Z_) = u(a)[u(s)]—

6. Siendo la interseccién conjuntista de cualquier ntimero de ideales par-
ciales de un anillo parcial A’ un ideal parcial, si B” es una parte de A’, al ideal

A'BY=nNn1

B'ct
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en donde I recorre todos los ideales parciales que contienen a B’, se le llama ideal
parcial engendrado por B’. Si a es un ideal de A y si S~*A es un anillo parcial

de fracciones, llamaremos ideal ampliado de a al ideal S"lA(i(a)). Si'S es el

sistema multiplicativamente cerrado formado por todos los productos de un ni-
mero finito de elementos de S, se verifica que:

La condicion necesaria y suficiente para que S—lA(i(a)) # ST'A es que
anNS=yg.

7. Si o es un ideal parcial de ST'A y representamos por i~}a’) a
i—l(a' N i‘(A)), se verifica que ¢~*a’) = a es un ideal de A, que se llama

ideal coniraido de o’
8. Si a es ideal contraido de a' se verifica que S‘lA(i(a)) = d. En

efecto, S—lA(i(a)) es el conjunto de todos los elementos de S—'A que se

obtienen efectuando operaciones de adicién y de multiplicacién por elementos
de S—*A, en cualquier orden, y sucesivamente a partir del conjunto de elementos

a .
{T}asa y como todos estos elementos pertenecen a a’ y a’ es un ideal, aquéllos

. s . . a .
también pertenecen a a’ luego S_lA(’L(Q)) Ca'. Si - € o/, como se verifica que
. a , § a a ,
es multiplicable por o Serd: 4 - = € o, luego @ € a y, por tanto,
o .
il —1
¢ es A( ¢(a)).

9. Sip’ es un ideal primo de S—A, s~ *(p’) es un ideal primo de A. En efecto

. l , , , . .
siab Cp =i4p),ad p= ~[11—Z— € p’. Ademas —% & »’. En efecto, si

h]l—ll—l,‘n

a , b
p’,1—¢13=>1—€13'=>

a
— € 9 = a € p. Como p’ es primo, T 71

1
b€

10. Si p es un ideal primo de A tal que p NS = J, se verifica que
L esa(im). L e s—a(ip)
st (a b

(2 7) € S—lA(i(p)) -2 e S‘lA(i(p)) — Tab € p sien-

S—A ( i(fp)) es un ideal primo. En efecto

do T un producto de denominadores, Si a € p seria —;—l— € S"IA(i(_p))

1 ¢

-~ T e S- lA(l(D)), contradiccién; luego, a € p y, por tanto, Th € p.

Comonﬂ—§:®yTE§seréT¢p, luego b € p y, por tanto,
b
b e sonfin).
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DEeriNICION 4—Sea { un elemento no nilpotente de A, Representaremos por
S; al siguiente conjunto de elementos de A:

) Sy = {hlhsz}

11. S; es un sistema de denominadores. En efecto, 1 € 54 Si sy, ...,5r € Sy,
serd s; 8, = f, de donde (s ... 8) (&1 ... ) = # 0.

12. f=gh o g€ 5 < 5, C S5 < A(g) D A(f), siendo A(g) el ideal
engendrado por g.

DErFINICION 5.—Llamaremos soporte de un ideal a a la unidén conjuntista
de todos los divisores primos minimos de a:

sop (a) = tJepp, p minimo

Si C es el conjunte de todes los divisores de cero mas el cero, se verifica:
13. Sop (a) y C son conjuntes multiplicativamente cerrados, y

) 5 = sop (a) N C

es multiplicativamente cerrado,
14, S5i a es un ideal de A, a 3£ 1, el conjunto:

(6 Se = A — (@ U §)
es un sistema de denominadores.

DEemosTRACION.—a) | no pertenece a a ni a ninguno de sus d.m.p., luego
1 €aUbé.

b). bi) Sisy, ..., s, no son divisores de cero, §, ... s, no es divisor de cero.

bs) Sean si, ..., 5 € Say § ... 5, = 0. Alguno de los s; serd divisor de
cero. Si una parte de ellos no fuese divisor de cero, su producto (by) tampoco seria
divisor de cero, luego el producto de los restantes factores seria cero. Por con-
siguiente, se puede suponer que todos los factores de sy, ..., s, sean divisores
de cero. Sea n el menor de los niimeros tales que s, ... s, = 0, siendo

a

1 n
{S%’ san} C {55, v, 3. Como sy # 0,4 == I, ..., 7, es # > 1. Supongamos,
por tanto, # = #. Por la condicién de minimo serd s, ..., s,—; % 0. Como
s € 8, si p es uno cualquiera de los d.m.p. de a, serd s, € p; luego

S, -oos Sr—1 € Py, como P es primo, uno por lo menos de los factores sy, ..., $y—1
pertenecerd a P y, por tanto a &, contradiccidn.
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15. Si ay b son ideales de A, se verifica que
™) aCb=S.D Se

DEMOSTRACION.—De a C b se deduce que todo d.m.p. de a esta contenido
en uno, al menos, de los d.m.p, de b, luego, a C b = sop a C sop b, luego,
e=s0panNC Cd=sopbN Cyal s CbU &, de donde (7).

DeriNiciON 6.—Al anillo parcial de fracciones correspondiente al sistema de
denominadores Sy lo representamos por Aj:

®) Ay = S/A

Al anillo parcial de fracciones correspondiente a Sa lo representamos por Aeg:

(9) Aa == Sa_lA

y le llamamos anillo local parcial correspondiente al ideal a.
16. fE€ Sa=>S; C So. Enefecto, h € S;=hk=f&aV b
h€aUd=h€aqoh€d Sih € aq seria {f € q, contradiccion.
Sih €8, f{f=hEE S, por ser & = sop(a) O C, luego & & a U 8.
17. Se¢ = U Sf.

.fGSn

§ 4. Propiedades de los anillos y médulos parciales de fracciones.

Sean M y N dos A-médulos y sea » un A-homomorfismo: M 2 LN.SiSes
un sistema de denominadores de A, se verifica:
1. La aplicaciéon S—u:

Ky

es un homomorfismo de S—*M en S—N.

2. Si M, N y P son tres A-médulos, la conmutatividad del diagrama de la
izquierda implica la conmutatividad del diagrama de la derecha:

S—lu
S—1M S—'N
" \ Ti\\ ® /.N' /

— N \ M —N /
P S—lw\ P /Sh—lv

M -
w

\
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3. Si Ay S son fijos, S~ es un functor covariante de la categoria C
= {M, u} de los A-médulos en la S=*C = {S—*M, S—'u} de los S—*A-médulos
parciales de fracciones respecto del sistema de denominadores S.

. “ . v . .
4. Si M — N — P es una sucesidn nula (o = 0), la sucesién

coipp S u i ST . o

S™TM —— SN =~ S—'P es también nula.

5. Si Sy T son dos sistemas de denominadores tales que S C T, se puede
definir la siguiente correspondencia:

. pTs a a
@ s=a s 1A (L) =L et

la correspondencia (2) es un howmomorfismo, que llamaremos natural.
6. Una definicién aniloga sirve para médulos. Si M y N son A-médulos y
S C T sistemas de denominadores. se verifica la conmutatividad del diagrama:

—1
S—1M S—u SoiN
pTs A pT S
T2y

T—*M —— T—*N

7. Si Sy T son dos sistemas de denominadores, S N T es un sistema de de-
mnominadores, ya que | € SN T, luego S N T no es vacio. Por consiguiente, si se
ordena el conjunto {S} formado por todos los sistemas de denominadores mediante
la relacién C de inclusién, se verifica que {S} es un sistema filtrante inferiormente.
En particular, el conjunto {S} ;e €8 subconjunto del anterior y posee el mismo
minimo, S,. Si fg 7 0, se verifica que S; C Sy, S, C S/,

8. Ll sistema A = {A;, p;,}. en donde, para todo A; C A, es

) arFon, w(F)=Sen

el homomorfismo natural, es un sistema inductivo. Ya que, para todo A; C A, C Ay
se verifica la conmutatividad del diagrama:

LAY

C) th\ / P

N,
“An
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9. Si a es un ideal arbitrario de A, el sistema Aa == {A;, Pyr}, e €5 UR
7 a

sistema inductivo. Sea € = {Ag; prs} la categoria de los anillos parciales de
fracciones de A, Se verifica el siguiente:

TEOREMA | :

Him A; = A
—>
feSa

&)

DEMOSTRACION.—Sea T—!A un anillo arhitrario de C y Ty, f € Sq una familia
de homomorfismos:

Ty
Af —> T_IA,
tales que, YA; C Ay; f, ¢ € So, se verifique que el diagrama

Ay Ly ToA

ngl//‘cg

Ag

sea conmutativo,

Sea T: Aa —> T—A, la correspondencia definida del siguiente modo:
vy € Ao, si v € Ay, f € S,, se pone:

(©) T(x) = (@)

1) La correspondencia T es una aplicacion. a) Como todos los homomorfis-
mos considerados transforman el elemento unidad en el elemento unidad, si

- 1 . .o .
h € S5 se verifica que T 75 pertenecientes a Ay, son multiplicables, siendo
b1 1 p Lo
T = 1 or consiguiente:

| -

1 . 1 . ho1 . 5
1= ‘f(T) - Tf(—r /7) = Tf(T) “(

que prueba que Tf(-h—) es invertible en T—*A.

) € T—1A

1

b) Todo elemento invertible en T—'A posee un tnico inverso. En efecto,
siy, &t € T'Ayys =1, 3¢ = 1, por ser | multiplicable por # es (ys) ¢t = £,
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de donde (gy)t = t. Por existir yt, 2(yt), 2y y (2v)t, resulta que (zy)t = z(y¥),
luego, 2 = 1.

c) De Ay C Ay, para todo & € A, resulta la conmutatividad del diagrama:

A =25 TA
(7) plzli /'Ch 3 V h € Sa
/s

Ap

y de esta conmutatividad se deduce que 'cl( Ll) = 'l:;,pm(%), de donde resuita

que la imagen en T, de -, considerado como perteneciente a A;, cualquiera que
sea h € S, es el mismo elemento que la imagen de T considerado como pertene-

ciente a A;, Como ’cf(—)%) posee inverso unico en T—*A, resulta que ‘cl(-—];-) =
AY B

= 'th(—]ff) posee inverso unico en T—A, cualesquiera que sean 4 y f.

d) Supongamos que x € A, perteneciese a dos anillos parciales, 4, y

Ay: v = 3: , X = ; , :;Z = Z en Aq. Por consiguiente, T(gy — f2) = O,
T =, 8 ... &, i € So, t = 1, ..., v. De donde: (s, ... §)gy = (51 ... s)fz <
- (815 (9y) _ (s1...8) (f2) en A, < S1 Sguen SrGY
1 1 1 1
= ‘;l i ...1s,fz en Ag,. Ahora bien, como TS multiplicable (en A, )
1
por 311 y por ﬁ__syl_)‘(g_y)_ y como (S i_r)—g—y—— es multiplicable por _;?11_
1
y por 311 =TV andlogo razonamiento sirve para el segundo miem-
81

bro de la igualdad precedente, se puede aplicar, a la igualdad que resulta al

multiplicar ambos miembros por , la ley asociativa, y resulta:

1

o eee S e Sy
(8) S 193’ _ % d g en A,

1

En virtud de (7), resulta de (8) que

g oo SpY O -
—cl(i?_Tg_:)) — 1:1(;92__1_‘?&) en T—1A
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¥, en virtud de (7)

de donde
1 Sz oen SrGY 1 So ... Spf2
“2( = ) “2(——*1 ) = “z(—s':) ‘2(———1 )
y er_o»ce‘diendorcomo para sy,

Sz .00 & 83 .00 SpJ8
12(__3___1."—'47-2_) = ’csz(__s__l_rf__)

‘de donde, en virtud de (7)

- e Sy S3 ... SH2
Tl<—£3 I gy) :Tl( : 1f )

_Asi siguiendd, se llega a
7 gy fz g - 2
o w2 ) - w(d) () = () =)

Ahora bien,

(10)

De (9) se deduce, en virtud de (7):
L) l2) = o(4) +(3).

1
y, de la existencia de los productos (en Ay): T

1 fe z I §y\ 2 z ) )
5 T = 5 (—f— —1—\) - = -1 se deduce la existencia de sus transformados
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mediante T; y, por tanto, se puede aplicar la ley asociativa, con lo que resulta:

o [oth)] Tt = 01] o) o) -4 =
=l 4) (5) = o) (5) = #(3) = =3

De (9) y (11) se deduce:

o [ 3] )] =6

De la existencia de los productos:

Hl""‘

'—', 2

|

n—ll....

(9 [=(3) (47 ] = () =(3) = o(2)

se deduce que se puede aplicar la ley asociativa al primer miembro de (12), y
se obtiene: ‘

(%) f2) = =(5)
De [11( )]—111(

—1
cia del producto [‘cl (—g—) ] [11 (—‘Z—) Ts (—:;)) ] Como también existen los

l-alQ
»—al ty

—
Il

A

@
——
Q[ —
~——

A

@
e
|—t|l\2
~—

Il

3]

Q
—_
aln

3

(=N

aQ

(=N

o

O

[¢d

—

Y

2,

&

D

7




102 PEDRO ABELLANAS

prodqctos; l:'cl(—gl—)J—l Tl(%) = % ’51(—?)» Tf(‘%) = .'cf(fgfy_) Y
1\.[11(—{-)]~1 ’cl(—%)] ’cf( :]):) = ‘Cf(%), se puede aplicar la Iey.r asociaﬁva

al siguiente producto, y se obtiene:

()] ets) o)==

y de (13) resulta:

sl =[] () = o

H,[‘e

)

)

<Q]zxz

2y La aplicacién T es un homomorfismo. Sean %— % dos elementos de Aq
sumables. Esto significa que ;% = —ﬁ]::—, %}— = %’- h € S, luego:
(5 +7) =) = w () =
=u(F) ==(5) ==(5) +=(%) = <(7) +=(2)
Sean T e ?y multiplicables en As. Por consiguiente, % = —% %_

V’ X
= ;/ , 79" € Sa. Luego, 7 €A, % € A, , v, por tanto,

T3 =5 L) =(5F) = =T

T — — - T > — = T 7 fomd T,”, T

(f g oy f'g SN i
7 3 ’

= () #nl) = () +() =<(5) <12

3) Los diagramas

!

Ae ——> T—A
pr //’Cf 3 f S Sa

A, ‘ ‘ .

scn conmutativos para todo f € S,
4) <% es finico, en virtud de su construccién.
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§ 5. Prehaz asociado a un anillo o a un médulo.

1. Se verifican las siguientes equivalencias:

(1) fmgheS,CS=3 py: Ay—2s A< D(g) D D).

DEemosTrACION.—Queda (nicamente por probar la altima equivalencia. = Sea
€ V() © g € j,=1=gh €Y = x € V(). Luego V(g9) C V() y D(g)
= D).

< D(g) > D) = Vi) € V() = V(Alg) < V(Aa0) = AW

€ V(AQD) = A() C Alg) = { € Ag) = f = gh.
2. Sea D(E) un abierto débil arbitrario de X. Se verifica que f € A(E)
< D) € D(E). , 4
 En_efecto, D(f) C D(E) < V(f) D V(E) « A(E) € V(j) < f € A(E).
3. Dado un ideal A(E) arbitrario de A, representaremos por A’g al producto
directo de los anillos parciales de fracciones:

o aw= [ &

FEA(E)

liespecto de las definiciones usuales de adicién y de multiplicacién, A'g es
un anillo parcial. Sea Ag la parte de A’y formada por aquellos elementos
a ,
( —'f—)feA(E) tales que, para todo par (f, g) de elementos pertenecientes a A(E)

f

. Qg ay . ar
tales que S, C Sy se verifique que pfg(—q—) = 5 Si (——f—)feA(E) y

b
(“_f—)feA(E) son sumables (multiplicables) en A'g, para todo par (f, g), tal que

f

. @, b a b
S, C i 4 : i g ) = ( ? ) ( g )
Sy Sy, se verificard que pfg< 7 4 P Prg g + e 7

(andlogamente para el producto). El elemento cero de A’y per-

_
= T

tenece a Ag. El opuesto a todo elemento de Ag pertenece a Ag, y el elemento uni-
dad de A’g pertenece a Ag. Por consiguiente, Ag es un subanillo de A .

4. Para todo elemento f € A se verifica que:

Y
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Como consecuencia de este isomorfismo, identificaremos estos dos anillos par-
ciales.

Derinicion 1. Al anillo parcial Ag le llamaremos anillo parcial asociedo a E.

Derivicioén 2. Designaremos por € la categoria formada por todos los ani-
llos parciales de fracciones de A y todos los anillos asociados a los elementos de
R(A), como objetos, y a sus homomorfismos, como morfismos.

DErFiNicION 3. Si A no posee elementos nilpotentes, a la base B = {D(f)}sea

del espacio topologico débil X, le asociaremos el prehaz &, definido del siguiente
modo: ’

FDF) = As
D(f) D D(g) = FDE) —2Ls FD(9))

5. & es un prehaz sobre B con valores en C.

Es consecuencia de (1) y de (4) § 4, ya que, por no poseer A elementos nil-
potentes todos los anillos A; son anillos parciales de fracciones.

6. TEeOREMA 2.—Al prehaz § sobre B son walores en C le corresponde unm
dnico prehaz § sobre X con valores en C,

DEeMOSTRACION.—Sea D(E) un abierto débil arbitrario de X. El sistema A
= {FDO), Portprrycpey € un sistema proyectivo, ya que para todo

D(E) 2 D(h) © D(g) DO D(f)

se verifica que

F(DMH) —P 5 FD(g)
p.fh\\ //Pfa
F(D(H))

es conmutativo.

Se wverifica que Ag = lm  F(D(f). En efecto, sea

D(HCD(E)

3) A —2Ls 3OW); or(§ ‘;’ }fem)) = 0}’
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oy es un homomorfismo y se verifica que

FO) —2 FD9) VD) > D@
® s e é
Ag

es conmutativo. Sea B un anillo arbitrario de € y v un sistema de homomorfismos.
tal que, V D(f) O D(g) se verifique que

B — > FOH)
© | RN
HD©))

sea conmutativo.
Sea v(2) = {7/(2))pepey ¥V ¢ € B. En virtud de (5) se verifica que
2(2) € Ag Ademds de la definicién resulta que todos los diagramas

(6) 7)/\\ er

D() ¢ D(E)

Ay

son conmutativos, luego:

lim  FOG) = Ae

-
D(f)CD(E)

)

El teorema es, por tanto, consecuencia de (3.2.1). Cap. 0 de [2.]
i ! = I 1 i D(E D(E’ d
Poniendo §'(E) lim  (F(D()), resulta que si D(E) y D(E’) son dos
D(f)CD(E)
abiertos débiles arbitrarios tales que D(E) C D(E’), para todo D(f) C D(E) exis-
te el homomorfismo candnico

® F'(DE)) ——— FDE)

y como se verifica que, para todos D(f) y (D(f)), tales que D(E) D D(f) O D(g).
son conmutativos los diagramas:

F(DE)) —— FO)
\ l

Py \ 1 Por
F (D)
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existe un homomorfismo 1nico Ppwy, peE
, , Pom), D(EY o, -
F(DE)) ———— F(DE)

7. TEoREMA 3.—5i el anillo A es entero, el prehaz & es un haz.
Basta aplicar la condicién (F,) de (3.2.2.). Cap. 0 de [2].
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